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Chapitre 1

Introduction

1.1 Cas des bases entiéres, objectifs

L’invention de I’écriture, au quatriéme millénaire avant notre ére, marque pour les historiens la fin de
la Préhistoire et le début de I'Histoire de ’humanité. Si cette délimitation évoque surtout l’écriture des
mots dont les traces écrites donnent des bases d’étude pour ces périodes, I’écriture des nombres est tout
aussi ancienne. Il est d’ailleurs sans doute plus naturel, et plus essentiel, de se baser sur des traces écrites
pour manipuler les nombres qu’il ne I’est pour les mots, et en effet des découvertes archéologiques ont mis
en évidence divers objets physiques servant & la manipulation de nombres qui sont bien plus anciens que
I'invention de I'écriture. Les civilisations de Summer et d’Egypte, chez lesquelles on a retrouvé les traces
d’écriture les plus anciennes, utilisaient déja le principe prévalent aujourd’hui de bases entiéres, bien que
de maniére non positionnelle (c’est-a-dire que par exemple on associait un symbole & chaque puissance
de 10 jusqu’a un certain point et on les répétait de 1 a 9 fois, plutdét que de déduire la puissance de 10
associée a un chiffre selon sa position dans une suite). Utilisées au début pour décrire les nombres entiers
voire des fractions, leur usage s’est étendu bien plus tard aux écritures décimales, et enfin a celles des
nombres réels, grace notamment a I'invention du zéro par les Indiens et sa diffusion par les Arabes. Ou
plus exactement, a I’approximation des nombres réels. En effet, la notion de normalité, au coeur de cette
these, souligne le paradoxe suivant : nos systémes d’écritures des nombres réels ne permettent pas d’écrire
précisément des nombres réels génériques! Nous allons tout d’abord introduire le principe de normalité
dans le cadre ot il a d’abord été créé : celui des bases entiéres.

1.1.1 Ecriture en base entiére

La maniére la plus utilisée aujourd’hui pour représenter les nombres réels est la décomposition en base
entiére (notamment la base 10). Formellement, écrire un réel x en base b, avec b un entier au moins égal
a 2 consiste en la donnée de la série suivante :

. —n
T =0a_¢Q_gy1...0Q0,010203 ... = g apb™",
n>—~¢

ou ¢ = |logy(x)] et les coefficients a, sont appelés chiffres, et sont des entiers compris entre 0 et b — 1.
Ce procédé permet d’associer & tout réel une écriture unique et distincte, & I’exception de identité

0,(b—1)(b—1)(b—1)---=1,000000. ..

Remarque 1.1.1. Dans cette thése, nous nous intéresserons surtout au développement infini & droite de la
virgule, plutdt qu’au développement de la partie entiére. Aussi, on notera par la suite les développements
plutoét sous la forme z = ag, ajas . . . avec ag la partie entiére de x et aq, as, . . .les chiffres du développement
de la partie fractionnaire de x, ou bien plus simplement on se limitera aux réels dans [0, 1], dont les
développements sont de la forme 0, ajasas .. ..



2 Chapitre 1. Introduction

Numeération et langages

Nous avons évoqué dans l’introduction ’écriture des mots et celle des nombres de maniére séparée,
mais en réalité les deux suivent des schémas similaires. Plus formellement, la notion de systémes de
numération est intimement liée & la notion mathématique de langage : ce sont des procédés qui a tout
réel associent un mot (infini a droite) sur ’alphabet constitué de 'ensemble des chiffres du systéme.

Notation. On utilisera les notations suivantes.

— Etant donné deux mots w et w; sur un alphabet A, on appellera w; un préfize de w s'il existe un
mot wsy sur A tel que w = wyws.

— On notera la longueur d’un mot w par ||w||.

— On notera £,, 'ensemble des mots de longueurs n dans un contexte prédéfini.

— Pour un mot w sur un alphabet donné, on notera m*> = mmmm ... le mot périodique infini a
droite obtenu en concaténant des copies de w.

— Etant donné un intervalle I, on notera |I| = A\(I) sa longueur (soit sa mesure de Lebesgue).

— Etant donné un ensemble fini F, on notera |E| = Card(E) son cardinal.

1.1.2 Notion de normalité

La notion de normalité, introduite par Borel en 1909 [Bor(09], concerne la répartition des chiffres dans
les développements des réels en base entiére.

Définition 1.1.2. Soient b un entier supérieur ou égal a 2, d un chiffre en base b, n un entier strictement
positif et D = dyds...d, un bloc de n chiffres en base b. On appelle nombre d’apparitions (ou nombre
d’occurrences) du chiffre d dans le bloc D la quantité

Ap(d, D) = |{i|d; = d}|,

et étant donné un réel x dans [0, 1], on notera Ay(d, z,n) le nombre d’apparitions du chiffre d dans les n
premiers chiffres du développement en base b de x.
On appellera fréquence d’apparition du chiffre d dans I’écriture en base b de = la limite suivante, si

elle existe : Ay(d, )
o . vlad, T,
Fb(d’ (E) o N1—1>r-1;-1<>c N ’

Munis de cette définition, nous pouvons maintenant donner celle de la normalité.

Définition 1.1.3. Un réel x est dit simplement normal en base b si tous les chiffres de 0 & b apparaissent
dans le développement de z avec la méme fréquence 1/b. Un réel z est dit normal en base b si pour tout
entier positif ¢, tous les blocs de chiffres de longueur ¢ apparaissent dans le développement de x avec la
méme fréquence 1/b°.

Proposition 1.1.4 (|[Bugl2|). De maniére équivalente, un réel est normal en base b si, et seulement si,
il est simplement normal en base b* pour tout entier strictement positif k.

En général, établir la normalité d’un nombre donné est une question difficile, et on sait par exemple
peu de choses sur les questions de normalité de nombres comme e, v/2 et 7. Le cas des nombres rationnels
est cependant facile & traiter.

Exemple 1.1.5. En base 2, le nombre

1
- =0,(01)>
3 7( )

est simplement normal. Tous les nombres rationnels ont une écriture ultimement périodique dans n’im-
porte quelle base entiére, et donc a fortiori ne sont jamais normaux.

Il est difficile en général d’établir la normalité ou non d’un réel donné dans une base entiére, et on
ne dispose pas de nombre usuel dont on peut assurer la normalité. Néanmoins, il existe des méthodes de
construction de nombres normaux.
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Exemple 1.1.6. [Cha33| En base 10, le nombre de Champernowne
z. = 0,12345678910111213.. ..

obtenu en concaténant les écritures des entiers successifs en base 10 est normal.

Cette construction fonctionne également dans les autres bases entiéres et peut étre généralisée en
d’autres constructions (voir [Bugl2, Theorem 4.10]) de la forme 0, f(1)f(2)f(3)... ou f est une fonction
a valeurs dans ’ensemble des chiffres de la base considérée dont la croissance n’est pas trop rapide :
f(n) < n'* pour tout ¢ strictement positif. Un exemple connu est la construction suivante, due a Erdés
et Copeland |CE46].

Exemple 1.1.7. Le nombre
ZTee = 0,2357111317 ...

obtenu en concaténant les écritures des nombres premiers successifs en base 10 est normal en base 10.

Pour d’autres constructions de nombres normaux en base entiére, on pourra se référer a |[Bugl2,
Chapters 4, 5.

Définition 1.1.8. Un réel est dit absolument normal si ses écritures dans toutes les bases entiéres sont
normales.

Remarque 1.1.9. D’apreés la proposition il suffit qu’un réel soit simplement normal en toute base
entiére pour étre absolument normal.

Le nom donné par Borel aux nombres normaux provient du résultat suivant.

Théoréme 1.1.10 (Borel |[Bor09]). Presque tout réel, au sens de la mesure de Lebesgue, est absolument
normal.

Ce résultat a un coté paradoxal, vu la difficulté d’exhiber un nombre qui soit normal ne serait-ce qu’en
une seule base. Le probléme de la construction d’un nombre absolument normal est encore beaucoup plus
complexe, vu que les constructions de la forme

0, f(f2)f3)...

avec f une fonction entiére sont liées & une base unique et leurs propriétés entrainant la normalité ne
résistent pas aux changements de bases. Ces méthodes ne peuvent donc servir & construire un nombre
absolument normal. En revanche, il existe des algorithmes permettant de construire de tels nombres.

1.1.3 Algorithmes de constructions de nombres absolument normaux

La propriété de normalité étant liée a 'infinité du développement en base entiére, ce que I'on entend
par construction algorithmique d’un nombre absolument normal est une généralisation des méthodes
fonctionnelles précédentes : on cherche & assurer que le réel ayant les écritures

07 wb(l)wb(2)wb(3) e

dans les différentes bases entiéres b, ot wy (i) est un mot en base b construit a I’étape i de ’algorithme, est
absolument normal. De tels algorithmes existent depuis le début du 20-iéme siécle, comme ceux de Turing
[BEPO7] et de Sierpinsky [Siel7]. Dans cette thése, nous travaillerons sur des constructions inspirées de
celle d’'un article plus récent, de Becher, Heiber et Slaman [BHS13|, qui renvoie un nombre absolument
normal en temps polynomial. L’algorithme présenté dans cet article utilise la notion de discrépance, qui
est en quelque sorte une version quantifiée de la normalité simple pour les mots finis.

Définition 1.1.11. Soient b un entier supérieur ou égal a 2, D I’ensemble des chiffres en base b et D un
bloc de n chiffres en base b avec n un entier strictement positif. On appelle discrépance de D en base b
la quantité
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Le principe de fonctionnement de ’algorithme dont il est question, et sur lequel nous reviendrons
plus en détail dans le chapitre [4] est d’utiliser des résultats qui assurent que le nombre de blocs dont la
discrépance dépasse un réel strictement positif fixé décroit suffisamment vite en toute base entiére donnée,
et qu’on peut donc les éviter en toute base simultanément sans faire croitre trop vite la taille des blocs
que 'on ajoute & chaque étape.

1.2 Notion de systéme de numération

Dans tout le début de cette thése, la notion de numération a été utilisée sans définition précise, et il
n’est pas toujours facile de délimiter précisément ses contours. En effet, cette notion peut se retrouver
dans un cadre assez large et présente des liens avec diverses autres branches des mathématiques (comme
par exemple les fractales). Le principe fondateur des systémes de numération est la description d’objets
mathématiques grace a des ensembles d’objets mieux connus. Une premiére limite naturelle, imposée
d’ailleurs si on suit le point de vue des langages, est de se restreindre & des représentations par des suites
(donc dénombrables) d’objets. Par exemple, la notion de fonctions réelles suit un peu le cheminement
inverse de celle des systémes de numération : pour gérer un ensemble indénombrable de réels, on les
regroupe en un seul objet et on les étudie comme tel. On peut d’ailleurs ensuite utiliser sur ces objets
des méthodes proches de celles des systémes de numération, avec les développements en séries entiéres
et développements limités, ou méme les différentes méthodes d’interpolation ...Le passage de ’ensemble
dénombrable des rationnels a I’ensemble indénombrable des réels reste donc sous bien des aspects la diffi-
culté majeure & laquelle les systémes de numérations visent a répondre, et ’approximation diophantienne,
soit ’approximation des nombres réels par des nombres rationnels, est un enjeu principal de leur étude,
méme si d’autres types de problémes se posent lorsqu’on cherche & généraliser les approches de la numé-
ration utilisées pour les réels a des ensembles plus grands (comme celui de 'optimisation de ’extension
de la notion de fraction continue aux nombres complexes).

Dans cette thése, nous nous cantonnons pour 1’étude des systémes de numération a la représentation
des nombres réels par des suites d’entiers.

1.3 Plan et objectifs

Les théorémes originaux présentés dans cette thése sont les théorémes [2.3.9] 2.3.25] [3.2.3] [3.2.7] [3.3.1],
[3-3.3] [£.2.19] [F.3.5] et [£.4.3] Les autres théorémes qui apparaissent sont cités d’autres auteurs.

L’objectif principal de cette thése est de réunir deux extensions de l'algorithme de Becher, Heiber et
Slaman [BHS13| : la premiére, due & Becher et Yuhjtman [BY19|, portant sur les fractions continues,
et la seconde, due & Madritsch, Scheerer et Tichy |[MST18| portant sur les béta-développements. La
construction de ’algorithme fusionnant ces extensions fait I'objet du chapitre [4] et du troisiéme groupe
de résultats présentés dans cette these (£.2.19] [£.3.5] [£.4.3)), dont le principal est le théoréme [4.3.5] qui
établit la validité de ’algorithme que ’on construit. Avant cela, d’autres notions doivent étre introduites :
d’abord, le point de vue dynamique sur les systémes de numération, nécessaire a I’extension de la notion
de normalité, constitue le théme du chapitre 2] qui est illustré de nombreux exemples et contient le
premier groupe de résultats présentés dans cette thése portant sur la construction d’une
famille de systémes de numération avec une mesure invariante équivalente a la mesure de Lebesgue et sur
I’établissement de certaines propriétés vérifiées par cette famille. Ensuite, dans le chapitre 3] je reviens
plus précisément sur la béta numération et les nombres de Parry, et je construis une famille de nombres
de Parry cubiques qui ne sont pas des nombres de Pisot (3.2.3)), ce qui constitue le résultat principal du
second groupe de résultats de cette theése (3.2.3] [3.2.7] [3.3.1] [3.3.3)).




Chapitre 2

Systémes de numération dynamiques
réels

Dans le cadre des systémes réels, on dispose d’un outil puissant, celui de la dynamique, qui nous permet
de générer des systémes de numeérations & partir d’applications réelles T. C’est grace a ce point de vue
que nous allons généraliser la définition de normalité hors du cadre des bases entiéres. Nous introduirons
donc ce point de vue dans une premiére partie Dans une seconde partie , nous explorerons la
liberté ainsi que les limites de ce point de vue au niveau des applications pouvant générer des systémes
de numération, en dérivant une condition d’existence (proposition de résultats de points fixes
classiques. Cette partie sera également illustrée de nombreux exemples. Enfin, dans la troisiéme partie
de ce chapitre , nous nous intéresserons a ’extension de la notion de normalité & des systémes de
numérations généraux définis grace au point de vue dynamique, qui repose sur les notions de mesures
invariantes et d’ergodicité. Le résultat principal de ce chapitre consiste en la construction de systémes de
numérations abstraits a partir d’applications polynomiales admettant une mesure invariante absolument
continue par rapport a celle de Lebesgue, ce qui fera ’objet du théoréme [2.3.9] Ensuite, nous montrerons
Pergodicité de ces systémes grace a un résultat de Li et Yorke |LY78|, ce qui, a l'aide du théoréme
précédent, nous assurera que ’on peut associer une notion de normalité & ces systémes pour laquelle
presque tout réel sera normal, comme en base entiére. Le théoréme donnera ensuite des précisions
sur les dépendances entre chiffres pour ces systémes.

2.1 Le point de vue dynamique sur les systémes de numération

2.1.1 Fractions continues et béta-numération : un premier apercu

Les deux systémes de numération sur lesquels on veut travailler en particulier dans le but de réaliser des
constructions de nombres normaux sont les développements en fraction continue et en base réelle g > 1.
Avant d’introduire le point de vue dynamique, nous allons donner une premiére définition «naturelle» de
ces systémes.

Fractions continues

Intéressons-nous d’abord aux fractions continues. Soit x un nombre réel. On peut écrire x sous la
forme

r = [ag,a,az,...] = a + ———5—,
a+ ———

ou ag est la partie entiére de x et les chiffres a; sont des entiers strictement positifs. De plus, chaque
écriture infinie correspond & un nombre irrationnel distinct, tandis que les écritures finies correspondent
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aux nombres rationnels, et coincident par paires de la forme suivante :
[0,0,1,0,2,...,0,”] = [0,0,1,0,2,...,0,71 - 171]7

pour tout n-uplet d’entiers strictement positifs (a1, as,. .., an,).

Remarque 2.1.1. Ici les écritures finies ne correspondent plus & des écritures qui se terminent par une
infinité de 0, mais peuvent s’interpréter comme des écritures comportant 'infini (au chiffre suivant).

Les écritures finies en fraction continue correspondant & des nombres rationnels, la donnée d’un nombre
fini n de chiffres de ’écriture en fraction continue d’un nombre réel x correspond & un nombre rationnel
Pn  Ainsi, le développement en fraction continue, au méme titre que celui en base entiére, fournit une
méthode d’approximation diophantienne, qui donne de meilleures approximations que les développements
en base réelle (voir [Bugl2, Appendix] par exemple).

Les développements en fraction continue ultimement périodiques correspondent exactement aux irra-
tionnels quadratiques, et ainsi il y a un plus grand ensemble de nombres ayant une écriture simple (finie
ou ultimement périodique) que pour les bases réelles.

Béta-développements

Nous allons présenter le systéme de numération des S-développements plus succinctement pour ’ins-
tant, car nous y reviendrons en détail dans le chapitre
Le [-développement, ou écriture en base 3, pour 8 un réel strictement plus grand que 1, est une
extension de l’écriture en base entiére. Le but est en effet d’écrire les réels de 'intervalle [0, 1] sous forme
de sommes de puissances négatives du nombre 3, donc & = appartenant a l'intervalle [0, 1[ on associe une
écriture de la forme
= Z a7,

n>1
ou les chiffres a; sont des entiers positifs strictement inférieurs a 5. Dans les cas ou 8 n’est pas entier, on
a donc autant de chiffres possibles que dans la base entiére [3], alors que les puissances négatives de
sont strictement plus grandes que celles de [3]. Ceci induit une redondance, qui se résout en interdisant
certains enchainements de chiffres.

2.1.2 Définition dynamique des systémes de numération

Dans toute la suite de cette thése, les systémes de numération considérés seront étudiés en utilisant le
point de vue dynamique, qui consiste & représenter chaque systéme de numération par une application.
Nous allons d’abord appliquer ce point de vue & ’exemple des bases entiéres afin de mettre en lumiére son
fonctionnement. Ce point de vue a été introduit par Bissinger [Bis44|, Everett [Eve46] et Rényi [Rén57],
et on pourra également se référer a [DK02, Chapters 1-3| pour le point de vue dynamique sur les fractions
continues et les 8-développements, ainsi que les séries de Liiroth.

Le développement en base 10 du point de vue dynamique

Soit 2 un réel dans [0, 1] et soit 0, ajas . . . son écriture en base 10. Considérons maintenant ’application
Tyo : y — 10y. Laction de Tjq sur les réels induit laction de 'opérateur de décalage (shift) & gauche sur
leurs écritures en base 10. De plus, si on se restreint aux réels de [0,1[, on a Tioz = a1, aza;3. .., et on
a donc isolé le premier chiffre du développement en base 10 de = & gauche de la virgule. On peut alors
extraire ce chiffre a l’aide de la fonction partie entiére (inférieure) :

LTleJ = aj.
Ensuite, une fois ce chiffre extrait, on peut effacer sa contribution grace a la fonction partie fractionnaire :
{Tloaﬁ} = 0, azas ... .

On obtient alors I'écriture d’un réel de U'intervalle [0, 1[, dont on peut & nouveau isoler le premier chiffre
(a2) en appliquant & nouveau Tjg, que l'on peut ensuite extraire grace a la fonction partie entiére et
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FIGURE 2.1 — Graphe de l'application {770}

ainsi de suite. Les itérations successives de ce procédé permettent donc d’obtenir chacun des chiffres de
x dans Pordre. On peut également obtenir le développement en base 10 d’un réel de l'intervalle [0, 1]
graphiquement. Pour ce faire, on trace le graphe de 'application {770} puis en plagant x en abscisse,
en appliquant la transformation et en réitérant grace a la premiére diagonale, comme pour les suites
récurrentes habituelles. En gardant trace du chiffre auquel correspond chaque composante connexe du
graphe, on obtient finalement I’écriture en base 10 voulue. L’identité 0,9°° = 1 peut s’interpréter dans ce
contexte par la discontinuité de la fonction Tig, et le fait que 'on privilégie la seconde écriture vient du
fait que la fonction partie fractionnaire est continue & gauche.

Définition 2.1.2. On appelle systéme de numération dynamique réel un systéme de numération associant
a tout réel x de U'intervalle [0, 1[ une suite 0, ajazas ... de chiffres appartenant & un sous-ensemble de Z
tel qu’il existe une application T définie sur [0, 1] vérifiant |Tz| = a1, |T{Tx}] = as, et généralement,
pour tout entier positif n :

|IT(T(...(T(Tzx—a1) —az) —...) —an-1)] = an.

Nous appellerons toute application liée & un systéme de numération de cette maniére application de nu-
mération dans toute la suite de cette thése (notons cependant que ce n’est pas une appellation standard).

Notation. Dans la suite, pour simplifier les notations, on notera plutét T' la partie fractionnaire, que
lon use communément, et T la fonction de base. On imposera également des conditions pour qu’il y
ait une correspondance entre les chiffres dans le systéme et les composantes continues de 7', ce qui nous
permettra de la relever & T & changements de chiffres prés (dans une certaine limite, voir . On
rappelle également qu'une composante continue d’une fonction est un intervalle rassemblant toutes les
abscisses d’une composante connexe de son graphe.

En base entiére b, 'application utilisée est donc T}, : @ — {bx}. Pour les développements en fractions
continues, 'application utilisée est ’application de Gauss Tg : = — {%}, prolongée en 0 par T (0) = 0.
Son graphe est représenté dans la figure

En base réelle 5 > 1, application utilisée est T : © — {Sz}.

Exemple 2.1.3 (Séries de Liiroth). Tout réel x de [0,1[ admet une décomposition en somme finie ou

non de terme général
1

xl(xl — ].) .. .xi_l(xi_l — 1)1‘17
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FIGURE 2.2 — Graphe de 'application T tronqué a x=0.05

ou les chiffres x; sont des entiers au moins égaux a 2. L’application associée est
Ty,: [0,1] — [0,1]

. 0 sizx=0
x

nn+1l)x—n size [%H7 1l,n € N\{0},
représentée dans le graphe Cette construction peut étre généralisée & des subdivisions de l'intervalle
[0, 1] autres que celle selon les inverses d’entiers.

Définition 2.1.4. Soit D un bloc fini de chiffres dans une base donnée. On appelle cylindre associé a
D et on notera cyl(D) ’ensemble de tous les réels dont I’écriture dans la base considérée commence par
le bloc D. De maniére générale, on appellera cylindre d’ordre n (dans la base considérée) tout ensemble
pouvant s’écrire cyl(D’) avec D’ un bloc de chiffres de longueur n correspondant au développement d’un
réel dans la base considérée.

Remarque 2.1.5. Si wq et wo et wyws sont des mots finis admissibles dans une méme base donnée, alors
cyl(wiws) est inclus dans cyl(w;) et si le systéme de numération est bien défini, alors la longueur des
cylindres doit tendre vers 0 quand leur ordre tend vers I'infini, sinon une infinité de nombres partageraient
la méme écriture. Cela implique que les écritures partielles successives d’un réel dans un systéme de
numération réel valide approchent de mieux en mieux le réel en question (mais ces écritures partielles ne
sont pas nécessairement des développements de nombres rationnels).

Notation. Pour tout systéme de numération dynamique réel défini par une application T, on utilisera
librement les notations et appellations de base T ou de base T, de T-développements (méme lorsque T'
n’est pas une application de numeération dans ce cas), de T-cylindres, . ..

Définition 2.1.6. Pour un systéme de numération défini par une application T de partie fractionnaire
T, on appelle systémes itérés les systémes définis par les applications T*. Les chiffres dans ces systémes
correspondent & des blocs de chiffres de taille £ dans le systéme de départ, et leurs composantes continues
sont des cylindres d’ordre k dans le systéme de départ.

Exemple 2.1.7. En base entiére b > 2, les systémes itérés sont simplement les bases associées aux
puissances strictement positives de b.
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FIGURE 2.3 — Graphe de T3, tronqué a 0,04

Remarque 2.1.8. Notons qu’une fonction partie fractionnaire itérée T* ne peut se relever en une fonction
réelle T que si le systéme de départ admet un nombre fini de chiffres, c’est-a-dire si I'image de T est de
longueur finie. On peut alors renuméroter les blocs de chiffres de longueur % associés & T dans l'ordre.
Par exemple, en base 4, le chiffre 0 correspond au bloc 00 en base 2, le chiffre 1 au bloc 01, ...tandis
qu’en fraction continue, on doit forcément donner les chiffres pour I'application itérée comme des couples
d’entiers positifs, soit sous forme de blocs de longueur 2 en fraction continue.

2.2 Systémes de numération dynamiques réels abstraits

Dans la partie précédente, on a présenté le point de vue dynamique sur les systémes de numération
en associant a un systéme de numération une application, sans plus de précision sur la nature de cette
application. Dans cette partie, on va s’intéresser a définir des systémes de numération avec des applications
arbitraires, et discuter des conditions que I'on doit imposer sur celles-ci.

De par leur définition, il est immédiat que dans un systéme de numération dynamique réel, tout réel
admet une unique écriture a partir du moment ou 'application est bien définie sur [0,1]. Afin que le
systéme soit bien défini, il faut donc s’assurer que tous les réels aient des écritures distinctes, ce qui
implique immédiatement que la fonction doit étre injective. Nous allons tout d’abord fixer des conditions

génériques sur les applications que nous allons étudier.

Définition 2.2.1. On dira quune fonction T définie sur [0, 1] vérifie la condition C :
1. T est C! par morceaux sur ]0, 1.

Si T nest pas continue en 0, alors f(0) € Z.

T est injective.

T a la méme monotonie sur toutes ses composantes continues.

T est continue du coté ot elle décroit.

S Uk W

Si T n'est pas continue sur tout son intervalle de définition, alors pour tous z; et x5 dans [0, 1]
sur des composantes continues différentes de T, on a

[T (1)) # |T(2))-
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Remarque 2.2.2. — On pourrait aussi plutot définir les fonctions sur ]0, 1] dans le cas décroissant.

— La condition 6 assure que chaque composante continue de la fonction {T'} correspond & un chiffre
différent pour le systéme de numération associé. Cela assure également que les cylindres dans ce
systéme sont des intervalles.

— La continuité n’est pas imposée notamment & cause de cas naturels comme les itérées des (-
développements ou certaines de leurs généralisations (voir [DK10| par exemple).

— La condition C* n’est pas imposée partout ot la fonction est continue car elle est perdue pour
les application itérées & cause des discontinuités générées par la partie fractionnaire, et de plus il
nous sera pratique d’utiliser des fonctions affines par morceaux a titres d’exemples pour illustrer
certains phénomeénes.

— Les résultats de cette partie s’adaptent facilement aux fonctions ne vérifiant pas la condition 4.
On I'impose cependant par commodité, car sans celle-ci il se pose des questions de points isolés
qu’il faut examiner au cas par cas (notons que pour des applications de ce type sont forcément
discontinues).

— Si T définit une base, cette base comportera des écritures finies si, et seulement si, T(0) = 0, et
plus généralement des écritures périodiques si, et seulement si, il existe z € [0, 1] tel que T'(z) = x.

On remarque aussi que la partie fractionnaire 1" d’une application vérifiant la condition C n’est pas
nécessairement surjective sur toutes ses composantes continues. Quand elle ne 'est effectivement pas,
cela meéne & des restrictions sur les enchainements de chiffres qui apparaissent comme développements
dans cette base en itérant (comme dans le dernier point de la remarque précédente). Par la suite, nous
appellerons un bloc de chiffres admissible vis-a-vis d’une base s’il correspond au développement d’un réel
dans cette base.

Quelques exemples
Les applications vérifiant la condition C les plus naturelles sont les suivantes.

Exemple 2.2.3. Soit 7 une fonction C' monotone sur [0, 1] telle que T(0) € Z et lim,_,, T(z) € Z.
Alors T vérifie la condition C.

Nous avons vu que manipuler les systémes de numération du point de vue dynamique repose sur
I'utilisation de la partie entiére inférieure, nous allons dire un mot sur le passage a d’autres détermination
de la partie entiére.

Exemple 2.2.4. Considérons fgps I’application non continue et vérifiant la condition C suivante :

Tops : [0,1] — [0,2]
0 siz=0
r o 1-2z siz€0, 3]

2 —2x sinon,

voir la figure Alors les fgps-écritures des réels de [0, 1] correspondent & leurs développements en base
2 par les parties entiéres supérieures. Notons qu’en général, cette application est plutdt étudiée comme
le développement en base —2 par les parties entiéres inférieures, qui découle d’une application continue
(la partie fractionnaire supérieure de toute application 7' étant égale a la partie fractionnaire inférieure
de lapplication —T', seul Pensemble des chiffres différe).

Exemple 2.2.5. Nous allons maintenant examiner le développement en base 2 par les parties entiéres
les plus proches de maniére naive. L’application correspondante est la suivante :

Toppn = [0,1] — [0,2]

2z siz€[0,1
2 -2 ixeli L
PN v sioely ]
2z S1$€[§7z[

3 —2x sinon,
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FIGURE 2.4 — Graphe de I'application 15

Ve
0.5 /

FIGURE 2.5 — Graphe de I'application Toppn
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FIGURE 2.6 — Graphe de I'application To,pr

voir la figure Cette application est non injective, ce qui pose un probléme. Néanmoins, cela peut se
régler en différenciant les éléments de [i, %[ et de [%, %[ d’une autre maniére, par exemple en indiquant
x pour les écritures des éléments dans le second intervalle. On remarque alors que, & cause de la non

surjectivité de l'application Toppn, les images successives de tout réel de [0,1[ par Iapplication Toppn
restent dans [0, %} Ainsi , mis a part pour le premier chiffre, étudier les T5,,n-développements revient &

étudier les écritures obtenues pour I'application

Toppr = [0,1] — [0,2]
{2x siz € [0, ]

3 —2x sinon,

T

1
5.
Une meilleure fagcon de définir le développement en base 2 par les parties entiéres les plus proches

serait de définir plutot la partie fractionnaire correspondante sans valeur absolue. On obtient alors une

application de [—%, %[ dans lui-méme, représentée par le graphe La premiére composante continue du

graphe correspond au chiffre —1, la seconde au chiffre 0 et la derniére au chiffre 1. Les mots admissibles
pour notre développement sont alors les mots sur 'alphabet {—1,0,1} ne contenant pas les mots finis
(=1)0™(—1) et 101, pour tout entier positif n.

voir la figure On remarque que la partie fractionnaire de cette fonction comporte un point isolé en

Exemple 2.2.6. Considérons la fonction fgr définie par fgr(m) =n+x— Qn% sur tout intervalle de
la forme [5:5r, 5[ avec n entier positif, et T5:(0) = 0 (voir la figure . C’est une application de
numération, et pour tout réel x dans [0,1], Pécriture de = en base Th, est constituée des puissances
négatives du développement de fgr en base 2 dans ’ordre croissant.

Cette construction peut se généraliser pour les autres bases entiéres. Par exemple, en base 5, 'appli-

cation T, est représentée par le graphe 2.9

Exemple 2.2.7. Considérons la fonction TLns définie sur tout intervalle de la forme | avec n un

101
- U s il
entier strictement positif, par Ty ns(z) = n + nx — nLH L’application Tt vérifie la condition C. Elle est
représentée dans la figure [2.10
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FIGURE 2.7 — Graphe de I'application Toppm

FIGURE 2.8 — Graphe de Ty,
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.
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FIGURE 2.11 — Graphe de Ty

Conditions pour que des applications qui vérifient la condition C soient des applications de
numération

Nous allons tout d’abord voir un cas d’application vérifiant la condition C sans étre une application
de numération.

Exemple 2.2.8. Considérons I'application

Tse: [0,1] — [0,1]
x — 222

Si fsf représentait un systéme de numération dynamique, alors le développement du réel % dans ce systéme

serait 0,00000.... En effet, on a [2 x (3)?] =0 et {2 x (%)2} = 1, et il ne reste alors qu’a réitérer. Ainsi
les réels § et 0 (et tous ceux entre) auraient la méme écriture dans le systéme de numération défini par
Tyt si celui-ci existait. Le probléme apparait clairement lorsque 1'on trace le graphe de 'application T,
qui intersecte la premiére diagonale au point d’abscisse % (voir la figure .

La premiére diagonale fait apparaitre une singularité similaire aux cas de points fixes dont on a
I’habitude pour les suites récurrentes continues, mais en examinant le méme systéme de numération par
les parties entiéres supérieures, défini par 'application Tsss, on s’apercoit qu’il demeure un probléme qui
n’apparait plus directement sur son graphe En effet, soit « la plus petite racine positive du polynéme
8X2—8X +1. Alors a < v/2/2 et vérifie 2—2(1—2a?)? = a. Il en découle que tous les nombres dans ]0, o]
ont pour Tggs-développement 0, (12)*° et par conséquent, Tggs n'est pas une application de numeération.

Le probléme apparait de nouveau clairement quand on itére la fonction (voir figure [2.13)).

De maniére générale, si sur une composante continue d’une application 7T il existe un point fixe vers
lequel il y a convergence selon les arguments habituels pour les suites récurrentes définies a partir de
fonctions continues, il est clair que T' ne définira pas de systéme de numération, mais ce ne sont pas
les seuls cas défavorables. Dans la suite de cette partie, nous allons examiner plus en détail les cas qui
peuvent poser probléme ou non.

Proposition 2.2.9. Soit T une application vérifiant la condition C. S’il existe deux réels x et y ayant le
méme développement pour le systeme dynamique défini par T alors soit il existe un intervalle I de [0,1]
tel que la longueur de Uintervalle T™(I) tend vers 0 quand n tend vers linfini, soit il existe un intervalle
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0.5

FIGURE 2.12 — Graphe de Tggg

FIGURE 2.13 — Graphe de T3,
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J et un entier positif k tels que les T-développements des éléments de J ont les mémes k premiers chiffres
et TR(J) C J.

Démonstration. Soit T une application vérifiant la condition C. Supposons qu'il existe deux réels x et y
dans [0, 1] tels que pour tout entier naturel n, on ait [T'(T™(z))] = |T(T™(y))]. Ceci implique que pour
tout entier positif n, les points T™(z) et T™(y) sont sur la méme composante continue de 7', ainsi que
tous les points de 'intervalle [T™(z),T"(y)]. En conséquence, tous les points de l'intervalle [z, y] ont la
méme écriture dans le systéme défini par T, et toutes les fonctions T sont continues sur [z,y]. Nous
allons distinguer deux cas.

Soit les intervalles [T™(z), T"(y)] ne s’intersectent jamais quand n parcourt N, et comme ces intervalles
sont contenus dans [0, 1[, leur longueur doit tendre vers 0 lorsque n tend vers I'infini.

Soit il existe un entier naturel £ et un entier strictement positif & tels que

I:=[T"(x), T ()] N [T (2), T ()] # 0.

Les écritures des réels de [z, y] sont alors ultimement périodiques avec une pré-période de longueur £ + 1
et une période de longueur k. En effet, soient m un entier supérieur ou égal a £, et soient z et 2z’ deux
éléments de l'intervalle [z, y] tels que T¢(z) = T***(2') € I. On a alors

[ DT (2))] = [T(T™ o T (@))| = [T(T™ " o TH()) ),
car tous les éléments de [z,y] ont le méme T-développement, et de méme on a
[T (@))] = [T o T(2))) = [ T(T™ ()],

ce qui induit la périodicité annoncée. Quitte & changer notre intervalle de départ, on peut supposer que
le développement commun des réels de l'intervalle [z, y] est purement périodique de période k. Notons

A=Up>1[T" (), T"(y)].

Notons A le plus petit intervalle contenant A. Comme tous les éléments de A ont la méme écriture dans
le systéme dynamique engendré par 7', ils sont sur la méme composante continue de 7', et leurs images
par les différentes itérations de I’application 7" sont & chaque fois sur la méme composante continue de
T. Ainsi, par le théoréme des valeurs intermédiaires, on en déduit qu’il en va de méme pour les autres
éléments de A, et que T*(A) c A.

O

Remarque 2.2.10. Dans les deux cas, on peut prendre un intervalle fermé.

Démonstration. C’est clair au vu de la démonstration précédente dans le premier cas (si les images
successives de I'intervalle ont une longueur qui tend vers 0). Dans le second cas, considérons a nouveau
Pintervalle A, union des images successives de I'intervalle [z, y] des réels d’écritures identiques de période
k par Iapplication T%. La fonction T* est continue et monotone sur A en tant que composée de fonctions
continues et monotones car on a vu que les éléments de A ont la méme T- écriture, et leurs images
successives sont a chaque fois dans la méme composante continue. Quitte & passer de k a 2k, on peut
supposer qu’elle est croissante, ce qui implique que pour tout élément z de A, la suite (T”k(z))nzo est
monotone. Notons & présent [a, b] 'adhérence de A. Comme la fonction T* est croissante, elle est continue
4 gauche de par nos conventions, ce qui implique que si a n’est pas dans A, alors c’est un point fixe de
la fonction T* en tant que limite d’une suite décroissante de A, et on peut prolonger Aa gauche. La
continuité & droite n’étant pas assurée, supposons maintenant que b n’est pas dans A. Par croissance de
la fonction T* et par définition de A, c’est nécessairement la limite de la suite (T™ (y))n>0. Comme cette
suite est alors convergente, elle est de Cauchy et les intervalles de la suite ([T"k( ), T(”+1)k(y)])n>0 ont
une longueur qui tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini, et on retombe ainsi dans le premier cas. [

De maniére générale, ce résultat n’est pas applicable de maniére systématique pour déterminer si
une application vérifiant la condition C est de numération, mais il nous aidera & construire des exemples
par la suite, et il en découle la condition nécessaire suivante, qui est aisée a vérifier (Everett |Eved6|
proposait déja la méme condition suffisante sur les pentes, exprimée sur 'application inverse de celle que
Pon utilise).
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Corollaire 2.2.11. Une application vérifiant la condition C et dont la dérivée est plus grande que 1 en
valeur absolue presque partout est une application de numération.

Démonstration. Supposons qu'il existe deux réels distincts et y dans Uintervalle [0, 1] ayant le méme
développement pour une application T vérifiant la condition C. Supposons d’abord que 'on soit dans
le premier cas présenté par la proposition, c’est-a-dire, en supposant que T est croissante sur chaque
composante continue, que la longueur des intervalles [T%(z), T*(y)] tend vers 0 lorsque k tend vers l'infini.
Pour k£ un entier supérieur ou égal a 3, examinons la pente

THy) —TH@x) {5 Tily) —T'(x)
y—a ‘ETi—wy)—Ti—l(x)'

Comme z et y sont distincts, cette pente tend vers 0, et donc certains éléments du produit précédent, de

T(y)—T(z' R . T .
la forme % avec ' et y' dans la méme composante continue de T', sont inférieurs & 1 en valeur

absolue. Comme T est C' et monotone sur ses composantes continues, il vient qu’il existe un intervalle
I C[0,1] ou la dérivée de T, qui coincide avec celle de T' sur ses composantes continues, est inférieure a
1 en valeur absolue.

Dans le second cas, il existe un intervalle J C [0, 1] sur lequel 7% est continue et tel que T%(.J) C J.
On a vu par la remarque qu’on peut supposer que J = [a,b] est fermé. On a alors T*(a) > a et
T*(b) < b. Comme T* est continue, monotone et C! sur J, il vient que la dérivée de T* est inférieure &
1 en valeur absolue sur un sous-intervalle J' de J. Or on a :

k
Vo e J (T (z) = [[T(T(x)).
i=1

Ainsi, la fonction 7' étant continue sur chaque intervalle de la forme T%(J’), il en découle qu’il existe un
intervalle J” inclus dans une composante continue de T sur lequel T”, et donc T” , sont inférieures a 1 en
valeur absolue. O

Remarque 2.2.12. Si une application vérifiant la condition C n’est pas de numération parce qu’il existe
un intervalle J et un entier positif k tels que les T-développements des éléments de J ont les mémes k
premiers chiffres et T%(.J) C J, on peut le détecter directement sur le graphe de l'itérée T% comme dans

I'exemple 2:2.8

Exemple 2.2.13. Considérons 'application suivante, qui vérifie la condition C.

T.’I;+7J2 : [03 1[ — [07 2[
x — T+ :c2,

dont le graphe de la partie fractionnaire est représenté a la figure 2.14]

Comme sa dérivée est strictement supérieure a 1 sauf en 0, c’est une application de numération. Les
écritures associées a ce systéme sont tous les mots finis 4 gauche sur I'alphabet {0,1}. A partir d'une
écriture dans ce systéme de numération z = 0,2125 . .., on peut retrouver le réel x € [0, 1] d’origine sous

la forme :
—1+ \/1 + 4z + 4=tV ATt 1 1 ﬁ

cependant il faut faire attention a la seconde écriture, plus simple mais modifiée quand les écritures sont
finies (la constante dans la derniére racine est alors 1/4), sans quoi les racines ne sont plus toutes définies.
On remarque aussi que comme pour les bases entiéres, on a l'identité 0,1°° = 1. En effet, un résultat de
point fixe nous donne pour deux entiers positifs r et s la convergence du radical imbriqué

\/7‘+S\/r+8\/7T
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FIGURE 2.14 — Graphe de T}, 4,2

vers
s+ V82 +4r
2 )
et en appliquant ce résultat pour s = 1 et » = 3/4, on obtient que si z a pour T, 2-développement
0,1°°, alors
1 3

r=—-+_-=1
2 2

Les écritures réguliéres (ultimement périodiques) en base T, .2 sont racines d’équations algébriques
de la forme

P(Q(X)) = Q(X),

olt P et @ sont des composées des polynomes Py(X) = X2+ X et P(X) = X? + X — 1. Les écritures
purement périodiques sont telles que Q(X) = X, et les écritures finies sont telles que P(X) = 0 et que
quand on décompose le polyndéme () selon les polynémes Py et Pi, le polynéme P; apparait en tant que
composée extérieure. En particulier, les nombres ayant des écritures purement périodiques en base T sont

des entiers algébriques. Par exemple, en notant ¢ le nombre d’or, son écriture en base T" est p = 1, Ir o

Exemple 2.2.14. Pour § > 1, considérons la fonction

Tse: 10,1[ — 18,
T —

oo[’

& 4

et Tpa(0) = 0 (voir figure [2.15)). Alors, comme Tsq est C' et monotone sur ]0,1[, de dérivée toujours
strictement inférieure & —1, c’est une application de numération.

Remarque 2.2.15. Au vu de la démonstration du corollaire, pour établir si une fonction T est de numé-
ration, il suffit d’étudier les intervalles ou la dérivée de T est inférieure ou égale a4 1 en valeur absolue et
leurs images successives.

Exemple 2.2.16. Pour 8 > 1, considérons la fonction

fGB: ]0,1[ — ]%,—i—oo[
X —
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N

—

FIGURE 2.15 — Graphe de T3/5¢ tronqué a z = 0.05

et fgg(O) = 0 (voir figure . La fonction ng est C'! et monotone, mais sa dérivée est supérieure ou
égale & —1 sur [1/4/f,1[. Cet intervalle a pour image |1/3,1/1/8], qui lui-méme a pour image [1/v/5, 1[.
Ainsi, une infinité de réels ont pour écriture 0,0000... en base f(;@, ce qui implique que Tgﬂ n’est pas
une application de numération (voir aussi le graphe de l'itérée 2.17).

Exemple 2.2.17. Considérons la fonction

Ta: [0,1] — [0,2]
i 1
b AT size(0,5]
3x —1 sinon,

voir la figure 218
De maniére évidente, cette fonction vérifie la condition C mais n’est pas une application de numé-
ration, car tous les réels dans l'intervalle [0, %[ ont le méme Ti4-développement. Par contre, considérons

maintenant pour tout réel positif € < % la fonction

Tae: (0.1 — [0.2]

3q six €0,

T o= (435 siz € [e,
(3—¢e)r—1+¢ sinon,

[
[

o= M

voir la figure [2.19
Supposons qu’il existe deux réels a et b ayant le méme Tiq . développement. Remarquons d’abord que
pour tout réel positif £, Tiﬁ’s(a) et Ti’,fl’e(b) sont sur la méme composante connexe de Ti4 . et donc
k+1 k+1
,Tid,a (b) - Tid,a (a)
T3 .(b) = T (a) —

Supposons maintenant que a ¢ [, %[ oub¢ e, %[ On a alors

Tid,e(b) — Tia,e (@)
b—a

>1,
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—

FIGURE 2.16 — Graphe de T3/2 tronqué a x = 0.03

—

FIGURE 2.17 — Graphe de T(2;3/2
tronqué a x=0.05
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FIGURE 2.18 — Graphe de Tiq

et donc d’aprés la remarque précédente, pour tout entier strictement positif k, on a

71iltfl,s (b) - T’ilfi,s (Cl)

> 1.
b—a

1

1-2b
Supposons maintenant que b € [e, %[ Alors Ti[i; w(b) > 3, et on aboutit a la méme conclusion sur les

pentes.

Exemple 2.2.18. Nous allons maintenant modifier application Ts; :  — {222} en une application
de numération. Nous allons partir de la version par les parties entiéres supérieures, et la modifier au
voisinage de 1 pour compenser I’asymptote horizontale en 0, par exemple en s’arrangeant de sorte & ce
que pour tout z € [7/8,1[, T'(z) * T"(T(x)) > 1.

Tmoa: [0,1[ — [0,2]

0 siz=0

1— 222 si z €0, L2
r o {3227 Sixe[g,%[

V5 log(20 17v/5 log (20 .

(R ), 0 e (§ B

1—3v1T—zlog(l— ) sinon,
voir la figure [2:20]

Construction de singularités d’une période quelconque

Pour construire des singularités d’une période quelconque, on procéde comme suit. On commence par
délimiter les composantes continues, en notant ig = 0,41, ...4; les réels correspondant & leurs bordures
gauche. Pour simplifier, nous utiliserons les chiffres de 0 & k, de gauche a droite de sorte que pour j allant
de 0 & k, i; est la bordure gauche de la composante continue correspondant au chiffre j. On trace ensuite
les droites verticales d’équation y = ¢; pour j allant de 0 & £, ainsi que leurs symétriques par rapport a
la premiére diagonale. Ces rectangles ont la propriété suivante : si z est un réel de [0, 1] qui a son image
par une application vérifiant la condition C donnée dans le rectangle délimité par les droites verticales
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FIGURE 2.19 — Tiq,0,02

7 0.5 1

FIGURE 2.20 — Graphe de Tio4
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lo-6-fF - -

FIGURE 2.21 — Graphe de Papplication Tyorc, avec lignes de constructions et orbites des réels 3/4 et 5/6

(y =i;) et (y =ij41) d’'une part, et par les droites horizontales (x = iz) et (x = i¢41) d’autre part, alors
les deux premiers chiffres de son écriture associée & l'application correspondante sont j et £. Ainsi, une
fois qu’on se munit de la périodicité aga; . .. a.,, que 'on souhaite imposer a la singularité, on considére
le rectangle délimité par les droites (y = i4y), (Y = tag+1)s (T = iq,) €t (£ = iq,+1) dont on trace la
premiére diagonale. On place ensuite deux points sur cette diagonale, puis on place les images de ces
points sur la premiére diagonale du rectangle délimité par les droites (y = ia,), (¥ = iq,41), (T = ia,) €t
(z =i4,+1), et ainsi de suite jusqu'a ce qu’on retombe sur les points que l'on a placés au départ. Toute
application T vérifiant la condition C et passant par les points que ’on a placés en respectant également
les composantes continues imposées au début est telle que les réels correspondant aux abscisses des deux
premiers points que 1’on a placés (et tous ceux compris entre les deux) ont la méme T écriture, suivant
la périodicité demandée.

Exemple 2.2.19. Considérons 'application suivante, qui vérifie la condition C.

Tmore : [0,1] —> [0,5]

6 sizel0, 5]
Br—5 sizels gl
x4+ 3 sizeld, 3
Tx+ 2 size[d, 4
6x — 1 size[i, B8]
T o— 241 size [ B[
Mz -1 size[l 2]
Dr-—L sizel? I
2x+3 sizeld 5]
Ho—Z& sizeld 4l
120 -7  siz €[5, 1]

voir la figure 2:2I] Cette application n’est pas de numération, par exemple elle associe a tous les réels de
l'intervalle [3/4,5/6] le développement 0, (423)*°.

La méthode de construction que 'on vient de voir peut aussi s’appliquer & des périodes ol le méme
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FIGURE 2.22 — Graphe de T}y, avec traits de construction et orbites de 1/10 et 1/5
chiffre apparait plusieurs fois, en séparant la composante continue associée a ce chiffre en plusieurs zones.

Exemple 2.2.20. Considérons 'application suivante, qui vérifie la condition C.

Tom: [0,1] — [0,2]
Ta sizel0,4]
r+3  sizeld, il
xr o 2z siz e[}, 3]
ir+3 sixe[%,%[
8z —6 size [, 1],

voir la figure

Cette application n’est pas de numération, par exemple elle associe a tous les réels de l'intervalle
[1/10,1/5] le développement 0, (001)>°.

Proposition 2.2.21 (Réciproque partielle de la proposition . Soit T une application vérifiant la
condition C. Alors :
— s’il existe un intervalle J et un entier positif k tel que T*(.J) C J, alors T n’est pas de numération.
— sideplus il existe 0 < a < b < 1 tels que lintervalle [a, b] est dans l'image de toutes les composantes
connezes de T, alors s’il existe un intervalle I de [0,1] tel que la longueur de Uintervalle T™(I)
tend vers 0 quand n tend vers linfini, T n’est pas une application de numération.

Démonstration. Le premier point est clair. Pour le second point, il suffit de remarquer que I'image d’un
intervalle & cheval sur deux composantes continues de 7' contiendra des éléments supérieurs ou égaux a

b et des éléments inférieurs ou égaux a a, puisqu’on a imposé que les composantes continues de T aient
la méme monotonie. O

Exemple 2.2.22. On considére la fonction Tg; définie sur chaque intervalle de la forme [2%, 2,%1[ pour
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FIGURE 2.23 — Graphe de Ty tronqué a = 0.002 avec l'orbite de 1/2.

tout n strictement positif, par

T, [2%,2"%1[ — [n,n+1]
gl‘—%‘f'n Si$€[2%72715+2[
R S i€ [ o

(22 - Dz +n—T7+ 5% sinon.

Tous les éléments de I'intervalle [%, %[ ont alors la méme écriture en base Ty, constituée de tous les
entiers strictement positifs enchainés dans 1'ordre croissant. Cette singularité est apériodique et découle
du fait que la longueur des images successives de l'intervalle [g, %] tend vers 0, mais on peut s’arranger
pour modifier 'application Ty pour que ce soit une application de numération en ajoutant des chiffres
(et donc des composantes continues). Pour ce faire, on ajoute 1 aux images de tous les réels a gauche du
point ot l'on veut décaler, et on peut par exemple couper 'intervalle [%, %} en son milieu, son image en
son troisiéme quart, 'image suivante en son premier quart, ...et ainsi de suite pour s’assurer que deux
réels distincts n’aient jamais la méme écriture (les conditions pour la réciproque partielle de ne sont,

alors pas vérifiées). On note Ty Iapplication ainsi obtenue, dont le graphe est représenté a la figure

Comparaison avec les conditions de Rényi

Dans son article de 1957 [Rén57], Rényi décrit des systémes de numération sous la forme

r=fler + fle2 + f(...))),

ou les ¢; sont des chiffres, c’est-a-dire de maniére inverse a celle que 'on a employée (en réalité, il
utilise aussi 'application inverse ¢ de f, qui correspond a nos applications TV, mais énonce les conditions
d’existence & partir de f). Il donne les conditions suivantes dans le cas ou f est décroissante :
— Al) f(1) =1.
— A2) La fonction f est continue, strictement positive et strictement décroissante sur [0,7], ou
2<T < 4o0.
— A3) Pour tous t et to tels que 1 <ty <t9, on a|f(t] —t2)| <o —t; et il existe 0 < A < 1 tel que
|f(t2) = f(t)] < A(t2 — t1) quand 1+ f(2) <t1 <ta.
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T
g
r/f/ 0, J

FIGURE 2.24 — Graphe de Ty tronqué a x = 0,002 faisant apparaitre les composantes continues addi-
tionnelles

Il étend par 14 les conditions de Bissinger , qui les donnait uniquement dans le cas ou 7T est infini
(adapté a I’étude des fractions continues, sur lesquelles portait son étude).
Pour les fonctions croissantes, il donne les conditions :
— B1) f(0) =0.
— B2) f est continue et strictement croissante sur [0,7], ot 1 < T < 400, et f(t) = 1 pour tout
t>T.

— B3) LS ) pour 0 <ty < to.
Il étend également des conditions antérieures, données par Everett , en intégrant le cas ot la borne
T du support de f n’est plus entiére, ce qui permet I’étude des S-développements (comme nous le verrons
dans le chapitre |3)).

Si 'on compare la condition C donnée en [2.2.1] & ces conditions :

— Comme T est définie sur [0,1] entier, sa réciproque (qui existe, quitte & ajuster son ensemble

de définition, car T est injective) doit étre continue 1a ot elle est définie, sauf éventuellement en
certains entiers (quand elle est monotone, on peut éviter ces discontinuités quitte & renuméroter).
Par contre, comme T nlest pas forcément continue partout, sa réciproque peut-étre définie sur une
union d’intervalles disjoints.

— Dans ce cas, le point 6 de la condition C implique qu’il y a au moins un entier compris entre deux
intervalles disjoints consécutifs de I’ensemble de définition de la réciproque de T

— Jai pris le parti d’imposer la condition C' par morceaux par commodité, notamment car la
condition sur la dérivée est plus aisée & vérifier pour des fonctions usuelles dans le corollaire
qu'une condition sur les pentes. Les conditions sont cependant de méme nature, avec un
changement de sens dans l'inégalité dii au passage a la réciproque. On peut également noter que
le caractére Lipschitzien induit par les conditions de Rényi induit au moins la dérivabilité presque
partout de la fonction f, et que par ailleurs, les conditions dans le cas décroissant sont un peu
plus faibles vu qu’on autorise que la pente de f soit égale & 1 en partie. Cela est dii au fait
que la démonstration par Rényi de la validité des systémes sous ces conditions fait apparaitre
un produit de pentes dont on peut regrouper certaines termes, et on pourrait ainsi compenser
de méme maniére des pentes strictement plus petites que 1 en valeur absolue, ce qui est Iidée
directrice utilisée dans I'exemple [2.2.18

— Les conditions f(1) = 1 et f(0) =0 (Al et B1) imposent l’existence de développements finis. Dans
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la condition C, 0 et 1 ne sont pas forcément dans I’ensemble de départ de la réciproque.
Mis a part les différences liées & la continuité, la condition C est proche des conditions de Rényi. L utili-
sation des applications T" plutdt que leur réciproque est cependant plus naturelle & mon sens pour étudier
la validité des systemes ne vérifiant pas les conditions génériques sur les pentes ou dérivées. En effet, 1a
ou on examine de potentiels défauts d’injectivité pour le processus défini & partir de la fonction T, il
faudrait pour la réciproque étudier des défauts de surjectivité dans [0, 1] pour le processus

I'Zf(81+f(52+f('~')))‘

Les singularités peuvent néanmoins apparaitre assez rapidement dans ce point de vue. Par exemple, pour
la fonction Ty : « — 222, le processus associé est :

_ler 1 Jea 1 Jes
T = 2+2 2+2 5

ot les chiffres ¢; prennent la valeur 1 ou 2, et il est aisé de voir que dés qu’au moins un des chiffres est
non nul, on a x > 1/2.

2.3 Mesures invariantes et normalité

Maintenant que nous avons introduit le point de vue dynamique sur les systémes de numération, nous
allons voir comment il permet de généraliser la notion de normalité.

2.3.1 Cas des fractions continues, mesures invariantes

Examinons le cas des fractions continues. Comme ’ensemble des chiffres est de cardinal infini, il est
immeédiat que les définitions données pour la normalité dans le cadre des bases réelles ne s’étendent pas.
Nous allons donner une nouvelle définition de la normalité, plus générale, faisant appel au point de vue
dynamique (voir par exemple |Bugl2, Chapter 9] ou [DKO02, Chapter 3]). Reprenons tout d’abord le
graphe de l'application T.

Une premiére idée d’extension, naive, serait d’utiliser la longueur de chaque composante connexe.
Ainsi, on attendrait pour chaque entier n > 1 une probabilité d’apparition en tant que chiffre dans les
développements en fraction continue de 7z(+—i-D Cependant, en examinant le graphe de plus prés, on
voit que dans chaque composante, application T est plus souvent inférieure a 1/2 que supérieure a 1/2,
ce qui implique que la probabilité d’apparition du chiffre 1 selon la longueur des cylindres est de 1/2 au
premier chiffre, mais est strictement inférieure a 1/2 au deuxiéme chiffre et pour les suivants. La notion
de proportion que I'on utilise ne permet donc pas de définir une probabilité d’apparition des chiffres
indépendamment du rang dans le développement considéré. Une notion de proportion plus adaptée a la
situation va nous étre donnée par ce que ’on appelle les mesures invariantes.

Remarque 2.3.1. Les notions et propriétés que 'on va évoquer dans ce chapitre sont valables pour des
espaces mesurés généraux, mais on les énoncera dans le cas qui nous intéresse, celui de [0, 1] muni de la
tribu de Lebesgue.

Définition 2.3.2. Soit T": [0, 1[— [0, 1] une application. Une mesure u est dite T-invariante si pour tous
réelsa et btelsque 0 <a<b<lona

(T~ ([a,b])) = p([a, b))

Si T est une application de numération, y une mesure T-invariante et d un chiffre en base T, la
probabilité pu(d) = p(d...) = p(-d...) = ... est bien définie, indépendamment du rang. Grace a cette
notion, on peut étendre la notion de normalité aux systémes dynamiques.

Définition 2.3.3. Soit T" une application de numération, et p une mesure T-invariante. Un réel x € [0, 1]
est dit p-normal en base T si pour tout bloc B fini admissible en base T', la fréquence d’apparition de B
dans le développement en base T' de = est u(B).
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—

FIGURE 2.25 — Graphe de Tgmn, comparé a celui de Ts.

Remarque 2.3.4. Si on dispose de plusieurs mesures invariantes pour une méme application 7', on utilise
un invariant de mesure appelé entropie : on considére en priorité I'unique mesure d’entropie maximale
(sans informations sur l'entropie, ou si on veut considérer une mesure d’entropie non maximale, on
parlera de normalité en précisant la mesure en question).

Remarque 2.3.5. Méme si les mesures invariantes nous donnent des notions de proportions plus adaptées
aux systémes de numération associés, on n’a pas pour autant en général équirépartition ou indépendance
des chiffres pour ces mesures.

2.3.2 Quelques exemples de mesures invariantes
Mesures invariantes pour les systémes usuels

— En base entiére, la mesure invariante utilisée est la mesure de Lebesgue, que 'on notera A (ce
qui fait coincider les deux définition de normalité). En effet la préimage d’un intervalle I inclus
dans [0, 1] par V'application T} : & — {bz}, pour b un entier supérieur ou égal a 2 est une union
de b intervalles distincts de longueur |I]/b, et donc la longueur (mesure de Lebesgue) totale reste
inchangée.

— La mesure de Lebesgue est également invariante pour les séries de Liiroth, et dans les exemples
suivants oul les composantes continues ne sont pas affines, construits en déformant I'application
Ts.

Exemple 2.3.6. Considérons ’application

Tlel : [0, 1[ — [0,2[
_%4_7@21% sizel0,L]

’ 2
Tz
{g — YT 17;16”” sinon,

voir la figure [2:25]

Cette application est de numération, et la mesure de Lebesgue est invariante vis-a-vis de cette
application. N
Exemple 2.3.7. Considérons 'application Too telle que

F—1

Topo o 0,20 — [0,1]

y  — Y- Lsin(my),
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—

FIGURE 2.26 — Graphe de szlg, comparé a celui de Ty

voir la figure [2.26
L’application Toy2 est de numération, et la mesure de Lebesgue est invariante vis-a-vis de Toyo-
— Pour les fractions continues, la mesure invariante utilisée est la mesure de Gauss

1 1
fe = log(2) /mdA(@

— Pour toute base 5 avec 8 > 1 réel, on utilise une mesure de Parry ug (nous détaillerons la définition
des mesures de Parry dans le chapitre suivant).

Mesures invariantes pour des systémes de numérations définis par des application polyno-
miales

En général, il est difficile de trouver des mesures invariantes intéressantes pour des applications quel-
conques. Nous allons dans cette partie construire des mesures invariantes pour certaines applications
polynomiales. Tout d’abord, examinons le cas de 'application de numération présentée dans ’exemple
: Tyyo2 » @+ {z + 2%}. Soit a un élément de [0, 1], et notons ¢ < d ses deux préimages par T
dans [0, 1[. La fonction F(x) = log(z + x?) pourrait permettre de définir une mesure invariante pour 7.
En effet, on a F(c) = log(a), F(d) = log(a + 1) et F(c) + F(d) = log(a + a?) = F(a). Cependant, la
fonction F' n’est pas définie en 0, et il n’est pas possible d’obtenir une mesure invariante convenable pour
T a partir d’elle. Néanmoins, en ajoutant un degré de liberté sur les applications, on va pouvoir utiliser
ce procédé pour construire des mesures invariantes. Voyons de quelle maniére, d’abord sur un exemple
proche.

Exemple 2.3.8. Nous allons construire une mesure invariante de base logarithmique pour une fonction
de la forme T : = — {ax + bx?} avec @ > 1, b > 0 et a + b = 2. Sous ces conditions, la fonction T
est C'!, strictement croissante et de dérivée strictement supérieure & 1 presque partout, et est donc une
application de numération. Tout élément z de [0,1] a deux préimages y < w dans [0, 1] par la fonction
T. Notre point de départ, en s’inspirant du cas de T, ,2, va étre d’essayer de construire une mesure
invariante & partir de la fonction log(1 + ax + bx?). Nous allons donc chercher deux constantes vy et ¢
strictement positives telles que I’égalité suivante est vérifiée pour certaines valeurs de a et b :

log(1 + 7(ay + by?)) + log(1 4+ v(aw + bw?)) = log(:[1 + v(az + bz?))).
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Or,

log(1 + vy(ay + by?)) + log(1 + y(aw + bw?))
=log(1+(z)) + log(1 +v(z + 1))
=log(1+7(2z + 1) +¥*(2* + 2))

+2
—1og [ (1 1 2 1 T2,
0g<( +7) +( +v)v(z 7Jr1+zv+1>)

En posant v > 0 quelconque, t = v+ 1, a = W+1 et b = +1, Iégalité est vérifiée, et de plus on a bien
a>1,b>0eta+b=2. On peut donc construire des mesures invariantes pour les fonctions de la forme
suivante. _

Pour v > 0, on définit 'application 75, : © — jyﬁx + 5 133 L’application T3, admet p , comme
mesure invariante, définie comme suit :

B 1/ ¥ 4 2y + 2%z
0 =0 | 551+ (2 +29)z + 1222

ou C est I'unique constante telle que po ,([0,1[) = 1.
Cette construction peut étre étendue & des polyndémes de plus grand degré.
Théoréme 2.3.9. Soient n > 2 un entier, v > 0 un réel. L’application

. P,(z) — P,(0)

Th~:x— ,
" 7P4(0)
avec
n—1
Py(z) = [0+~ +2))
i=0

est une application de numération et T), , admet pour mesure invariante la mesure [, ~ définie par

P’o:
f/ o

ou C est lunique constante telle que fi, ~([0,1]) =

Démonstration. On va suivre le méme procédé que I'exemple précédent mais cette fois en partant de la
fonction a1z + asx® + -+ + anx™, avec a; > 1, a; > 0 pour i entre 2 et n et a; +as + -+ + a, = n.
L’image réciproque d’un point z de [0, 1] par la partie fractionnaire de cette fonction est constituée de n
points y; < ya < -+ < yn. On cherche alors deux constantes strictement positives v et ¢ telles que

> log(1+ arys + azy? + -+ any?)) = log(u(1 +y(arz + azz® + -+ + apz")).
i=1

En développant, on obtient
log(1+7z)) + -+~ +1log(1 +7(z +n — 1)) = log(P, (2)),

avec
n—1

Py(z) = [+ (= +1)

=0

On pose donc ¢ = P, (0) et

U

(2)
(0)°

1+y(arz + a2’ + -+ ap2™)) =

e
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FIGURE 2.27 — Graphe de la fonction T3 ;

Quand y est strictement positif, il est clair que les coefficients du polynéme P, sont strictement positifs.
De plus, le coefficient du monéme = de P, (z) est

n—1
> I a+im= 2%1+w (0,

=0 0<j<n—1
J#i

ce qui garantit que la dérivée de P,(z)/P,(0) est toujours strictement plus grande que 1, et que 'appli-
cation que 'on considére est bien une application de numération. Enfin, on remarque que la somme des
a; vaut

E(L(U_l):rll’*ol(lﬂ(lm)_1:M_1:1+vn—1:
7 Py (0) VI A+ v I A +y) g

Le résultat en découle, en notant que

d
—1
dx og(

Remarque 2.3.10. Les mesures u, , sont absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue.

Exemple 2.3.11. La fonction T5; : z — {3:10 + x2} admet pour mesure invariante

! / 3+ 20
K21 = log(3) J 243z 422

Le graphe de cette fonction est représenté dans la figure [2.27]

Exemple 2.3.12. Soit a €]1, 2] un réel. La fonction

Ty 2za i {az + (2 — a)2?}
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admet pour mesure invariante

Ha. o=t log

= (a—1)(a+ (4 - 2a)z)
(a=1) / 2—a+(a—1)(ax+ (2 - a):c2)d)\'

Exemple 2.3.13. Si par contre n est plus grand que 2, étant donné que les coefficients a; s’expriment
comme rapport de deux polynémes de degré n— 1 en <, il ne peut y avoir qu'un nombre fini de valeurs de
v quand on fixe la valeur d’un des coefficients. Par conséquent, les combinaisons de réels a; strictement
positifs telles que a; > 1 et que la somme des a; est égale & n ne sont pas toutes possibles.

Exemple 2.3.14. Par exemple, cherchons les applications fg_”y avec ~y strictement positif qui sont de la
forme

3 3
2%+ ba? + (5 —b)z®.
On doit alors avoir
oy 1 1 3
Z=14+—+ =z,
1+ 142y 2

o3
c’est-a-dire que y est solution de 1’équation

3 3

— _720
27 T T

v -
dont 'unique solution strictement positive est 3/4 + 1/33/4. On a donc

15 3v33

3 27 3v33 N
8 8

T3,3+4¢§($) =57t (g - T)$2 +(

)z,
et

(z) = 1 / 450 + 78+/33 + (738 + 126/33)x + (243 + 451/33)x2 \
Hs, 2y C ] 136 + 48v/33 + (450 + 78v/33)x + (369 + 63v/33)22 + (81 + 15v/33)23

ot C est 'unique constante telle que p, 5455 ([0,1[) = 1.
E—)

Exemple 2.3.15. On a

~ 137 15 17 . 1 1
T571(.'L') = aﬂ: —+ §I2 + ﬂl’d —+ §I4 —+ Eolﬁ,

et

1 / 274 + 410z + 27522 + 6023 + Ha*
Ho1 =G | 120 + 274z + 20522 + 852° + 1524 + 25

ou C est I'unique constante telle que u51([0,1[) = 1. Le graphe de T5 1 est représenté a la figure

De maniére générale, Lasota et Yorke ont établi 'existence de mesures équivalentes & Lebesgue pour
une classe de fonctions vérifiant la condition C, en utilisant I’opérateur de Perron-Frobenius. Une refor-
mulation du théoréme 3 de cet article nous donne par exemple le résultat suivant.

Proposition 2.3.16 (Corollaire de |[LY73|, Theorem 3). Soit T : [0,1] — [0,1] une fonction C? par
morceaux avec un nombre fini de discontinuités telle qu’il existe un entier ng pour lequel inf |(T0) (x)| > 1.
Alors T admet une mesure invariante absolument continue sur [0,1].

Par la suite, Li et Yorke ont établi des résultats supplémentaires sur la forme des mesures invariantes
possibles qui sont des combinaisons linéaires de certaines mesures élémentaires.

Théoréme 2.3.17 (|LY78|, Theorem 1). Soit T wune fonction C? par morceauz sur [0,1] telle que
inf |T"(z)| > 1. Alors il existe une famille finie d’ensembles Ly, ..., L, et une famille finie de fonc-
tions fi, fa, .. .fn pour lesquelles les mesures [ fid\ sont T-invariantes telles que
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FIGURE 2.28 — Graphe de T3 ;

Pour 1 <i<n, L; est une union d’intervalles fermés.

L’ensemble L; U L; est au plus fini lorsque i # j.

On aT(L;) C L;.

Il y @ au moins un point o T n’est pas C? dans Uintérieur de chaque ensemble L;.

fi est strictement positive en presque tout point de L; et nulle partout ailleurs.

SAEESATIR I T

Toute fonction vérifiant les deux assertions précédentes pour un certain i est presque partout égale
7. Toute fonction f telle que la mesure [ fdX est T-invariante peut s’écrire sous la forme f =
ZZL:I a; f; ou les a; sont des constantes.

Une conséquence de ce théoréme, donnée dans |[LY78|, est que pour une fonction T vérifiant ces
conditions qui est C? partout sauf en un seul point, il n’y a qu'un seul ensemble L; et la mesure T-
invariante absolument continue vis-a-vis de la mesure de Lebesgue dont I'existence a été montrée dans
ILY73] est unique & constante multiplicative prés. Ce résultat d’unicité peut s’étendre & d’autres types
de fonctions, comme cela a été fait par exemple dans [DK10|, en imposant que la fonction 7' s’annule en
tout point oil elle n’est pas C2. Les conditions 1, 4 et 5 du théoréme imposent alors que tous les
ensembles L;, inclus dans [0, 1], doivent contenir un intervalle contenant 0, d’ot 'unicité par la condition
2.

Corollaire 2.3.18. Pour tout n entier supérieur ou égal a 2 et tout réel strictement positif v, la mesure
lin,~ tnvariante par application
P,(x) — P,(0
I,piem {BEZROY,
VP v(o)

que l'on a définie dans le théoreme[2.3.9 est l'unique mesure absolument continue par rapport & la mesure
de Lebesgue invariante par T,  pour laquelle I'image de [0,1] est 1.

2.3.3 Normalité et Ergodicité

Nous allons revenir plus en détail sur la notion de normalité pour les systémes de numération dyna-
miques que ’on a définie plus haut. Nous allons en particulier nous intéresser a la notion d’ergodicité pour
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les mesures invariantes. On peut se référer a [DK02, Chapter 3] pour les résultats de théorie ergodique
qui vont étre énoncés.

Définition 2.3.19. Soit T une application de [0, 1[ dans lui-méme, et p une mesure T-invariante sur
[0, 1] muni de sa tribu de Lebesgue. L application T est dite u-ergodique si pour tout ensemble B tel que
T(B) = B, la mesure u(B) est soit nulle, soit pleine.

Si on considére une application de numération T qui admet une mesure invariante ergodique, le
théoréme ergodique de Birkhoff, que 'on va énoncer maintenant, permet de montrer que presque tout
réel est normal pour le systéme de numération défini par T, muni de cette mesure invariante.

Théoréme 2.3.20 (Théoréme ergodique de Birkhoff). Soit T' une application de [0,1] dans lui-méme,
et p une mesure T-invariante sur [0, 1] muni de sa tribu de Lebesgue. Si de plus T est p-ergodique alors,
pour tout élément B de la tribu de Lebesgue de [0,1] et u-presque tout = appartenant a [0,1],

1
lim —card{k =1...n|T"(x) € B} = u(B).
n

n—-+oo

Corollaire 2.3.21 (Extension du théoreme de Borel). Si T est une application de numération et si T
admet une mesure T-invariante p vis-a-vis de laquelle elle est ergodique, alors p presque tout réel de [0, 1]
est p-normal en base T

Notons que la condition «pour presque tout réel» dépend de la mesure invariante u, et donc pour
se retrouver dans les conditions exactes du théoréme de Borel tel qu’on I’a énoncé, il faut que p soit
absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue.

La propriété classique suivante nous sera utile pour déduire ’ergodicité des applications que 1’on a
définies dans la partie précédente & partir des conséquences des résultats de Lasota, Li et Yorke (|[LY73|,
ILY78]) que l'on a énoncées.

Proposition 2.3.22. Les mesures invariantes par une application donnée forment un convexe dont
Uenveloppe est formée de celles qui sont ergodiques. En particulier, une mesure invariante est ergodique
si et seulement si elle ne peut pas s’écrire sous la forme tus + (1 — t)ue avec py et ps des mesures
invariantes qui ne sont pas égales & constante multiplicative pres, et t €]0, 1].

Corollaire 2.3.23. Si une application T admet une seule mesure invariante absolument continue par
rapport & la mesure de Lebesque (4 constante multiplicative prés), alors celle-ci est ergodique.

Démonstration. Soit g une mesure T-invariante absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
qui s’écrit sous la forme tu; + (1 — t)ug avec pq et pg deux mesures distinctes a constante multiplicative
prés et ¢ €]0,1[. Alors pour ' dans ]0, 1[ différent de ¢, la mesure ' = /g + (1 — ¢/)uz2 est absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue, T-invariante et n’est pas un multiple de u. O

On déduit de ce corollaire et du corollaire [2.3.18 le résultat suivant.

Proposition 2.3.24. Pour tout n entier supérieur ou égal a 2 et tout réel strictement positif v, la mesure

1 [ Pia)
ny — -~ d>\7
Hon C / P»Y(JC)
avec C une constante normalisatrice, que l'on a définie dans le théoreme[2.3.9 est ergodique vis-a-vis de
lapplication
Py (x) — P,(0) }
7P5(0)

Théoréme 2.3.25. Il n’existe aucun réel strictement positif v pour lequel les variables aléatoires repré-
sentant les chiffres dans les développements des réels de [0,1] en base T, sont indépendantes.

T,W:x»—>{
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Démonstration. Soit v > 1 un réel. Rappelons que la mesure s 4 a été construite a partir de la fonction
log(1 4+ ~T% (z)). On a

log(1 + )
0) = BT
112,+(0) log(1+27)"
et
log (1 +7 <”;;2 + <v+2>2:47<v+1>)>
00) =
) log(1 +27)
(- +Fr2r+)
- log(1 + 27) ;

ol s (D) représente la mesure du cylindre associé au bloc de chiffres D pour D = 0 ou D = 00. Il en

découle que
5 log(14)*
@) o (g (2 [Tz e) < 08,
(2., (00) uzw(O))®<0g< 5ty T2t log(1 + 27)

Posons pour tout z positif

5
f(z) = log (—; +14/ ZxQ + 22 + 1) log(1 + 2x) —log(1 + 33)2.

On a f(0) =0, et de plus

2log (—%4—1/%:324—2304—1)

Va € [0, +o0, f'(z) =

+

1422
2(~5+/30+20+1)log(1+28)  310g(1 4 )

En utilisant les inégalités

5 25 ,.2

2x+ 2 224+ 10x+4 7
2 =% <V5< =,
222+ 22 +1 77 t2z+1 4

142z <2(1+2)

et
/5 6 /5
2log —£+ S 42241 ) =log | —a? +2x+1—ay/ a2 +22+1
2 4 4 4
6 o L o
>10g(1x +2x+1—1x —z(x+1))
> log(z + 1),
on obtient -
Vz € [0, 4+o0], f'(z) > (2 + E = 2> log(z +1) >0,
et ainsi

Y €]0, 400, f(z) # 0.

Ceci implique qu’il ne peut y avoir indépendance entre les chiffres en base 75, pour aucune valeur
strictement positive de 7. O
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2.4 Deéveloppements possibles

La définition dynamique des systémes de numération laisse beaucoup de liberté dans les systémes que
lon considére. Cependant, il est rarement intéressant d’étudier des systémes complétement abstraits :
on va surtout essayer d’en trouver qui ont de bonnes propriétés (voir par exemple |Aki09]). Outre les
propriétés liées & la normalité, comme le fait d’admettre une mesure invariante ergodique équivalente &
la mesure de Lebesgue, on peut s’intéresser aux écritures simples (finies et ultimement périodiques) dans
les systémes étudiés. Par exemple, on a vu qu’en fraction continue, il y a un plus grand ensemble de
nombres admettant des écritures simples qu’en base entiére, et nous verrons que c’est le cas aussi en base
Pisot [3:1.22] Par contre, pour qu'un systéme soit adéquat vis-a-vis de 'approximation diophantienne, il
faut que les écritures finies dans ce systéme soient des nombres rationnels, ou au moins que 'on puisse
associer de maniére systématique & chaque cylindre un nombre rationnel compris dans ce cylindre. En ce
qui concerne les systémes que I'on a définis & partir des applications T, -, on ne peut pas dire grand-chose
sur les écritures simples en général outre le fait que si v est algébrique, il en va de méme pour tous les
réels ayant des écritures finies ou ultimement périodiques en base T, .

Voici quelques pistes qu’il pourrait étre intéressant d’étudier & partir des résultats de ce chapitre.

Question 2.4.1. Faute d’avoir I'indépendance entre les chiffres en base T3 - vis-a-vis de la mesure s -,
est-il possible de trouver de "bonnes" conditions sur leur répartition 7

Les résultats du chapitre [4] clarifieront ce que 'on entend par "bonne" condition ici.

Question 2.4.2. Existe-t-il des réels  strictement plus grands que 1 tels que tous les éléments de Q(3)
ont des écritures finies en base Tsg : « — (/2 (que 'on a définie dans I'exemple [2.2.14)) 7 Tels que tous
les nombres quadratiques sur Q(/3) ont des écritures ultimement périodiques dans cette méme base ?

Notons que ces transformations ont déja été étudiées assez extensivement dans le cas ol 8 est un entier
(on parle alors souvent de N-continued fractions) [Bur+08|, et [KL17| pour une forme plus générale),
mais on s’intéresse surtout au cas irrationnel ot on obtiendrait dans I'affirmative plus de nombres avec
des écritures périodiques que pour les fractions continues classiques. Certaines propriétés du cas ou 3 est
réel ont été étudiées dans [Meh20], et nous reviendrons sur cette question a la fin du prochain chapitre.

Question 2.4.3. Peut-on trouver une mesure invariante équivalente a la mesure de Lebesgue pour la
fonction T, ,2 7 Pour les applications

Tz aota?tad+. +2m?

Si oui, que se passe-t-il quand on fait tendre n vers 'infini ?
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Chapitre 3

Béta-numération et nombres de Parry

Dans tout ce chapitre, nous allons étudier les bases 3, ott 5 > 1 est un réel, en s’intéressant plutét au
cas non entier. Ces systémes de numeération, appelés béta-développements («beta-expansions» en anglais),
ont été introduits par Rényi [Rén57|. On pourra se référer a [Par60] a [Lot02, Chapter 7], ainsi qu’a [DKO02,
Chapter 2| pour I’aspect de la numération et a |[Aki09]) pour ce qui concerne les nombres de Parry. Nous
définirons les nombres de Parry, qui sont des réels ayant de «bonnes» propriétés en tant que bases. Parmi
eux, les mieux connus sont les nombres de Pisot, c’est-a-dire les entiers algébriques strictement plus
grands que 1 dont les conjugués au sens de Galois ont tous un module strictement plus petit que 1. 11
a de plus été démontré que tous les nombres de Parry quadratiques sont des nombres de Pisot, et que
tous les nombres de Parry cubiques vérifiant une condition supplémentaire, la condition de Parry simple,
sont également des nombres de Pisot. Le résultat principal qui sera démontré dans ce chapitre concerne
la construction d’une famille particuliére d’entiers algébriques de degré 3 constituée de nombres de Parry
qui ne sont pas des nombres de Pisot. Ce résultat fera I'objet du théoreme [3:2.3] qui sera complété d’une
part par le théoréme qui traite de propriétés de densités pour cette famille, et d’autre part par les
théorémes et qui présentent des extensions de la méthode de construction employée a 1’étude
de cas plus complexes.

3.1 Nombres de Parry : définition et quelques résultats

3.1.1 Systémes de béta-numération

Comme en base entiére, on peut représenter tout réel de [0, 1] par une somme

T = Z Tp "

n>0

ou les chiffres x; sont des entiers appartenant a [0, 3[. Cette définition laisse cependant place a de la
redondance car les mémes chiffres sont utilisés pour les bases 8 et [(], et si 8 n’est pas entier, ses
puissances négatives sont plus grandes que celles de [3], et on va donc devoir imposer des restrictions sur
les mots que I'on utilise pour représenter les nombres en base 3. Une solution est d’utiliser le point de vue
dynamique, qui a tout réel dans [0, 1[ associe une écriture unique, avec la transformation T :  — Sz.
Par exemple, pour 8 = 5/2, le graphe obtenu est celui représenté a la figure

Ainsi, parmi les cylindres d’ordre 1, il y a des cylindres standards de longueur 1/ et un cylindre court
de longueur T3(1)/3. Les changements par rapport au cas entier peuvent sembler légers & premiére vue,
mais lorsque 'on itére, le cylindre court génére un autre cylindre court de longueur Tg(l) /B2, et ainsi de
suite. On voit également sur cet exemple comment les cylindres courts ménent a des restrictions sur les
suites de chiffres admissibles en base 3, 'enchainement 22 étant exclu ici. Notons dg(1) le développement
(limite) de 1 en base (. Les écritures w admissibles en base 5 sont celles telles que pour tout entier
strictement positif n, le mot T (w) est strictement inférieur a dg(1)* pour 'ordre lexicographique, ott
dg(1)* = dg(1) est le développement de 1 en base § il est infini, ou dg(1)* = (dg(1) — 1)* quand
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FIGURE 3.1 — Graphe de Tj,; avec les cylindres d’ordre 1 mis en évidence

avec les cylindres d’ordre 1 de T, mis en évidence

2
5/2

F1GURE 3.2 — Graphe de
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FI1GURE 3.3 — Graphe de la fonction T52/2 avec les cylindres d’ordre 1 de 75,5 mis en évidence

dg(1) est fini, dg(1) — 1 désignant alors le mot de méme longueur directement inférieur a dg(1) dans
Pordre lexicographique (c’est la condition de Parry [Par60]). Dans ce dernier cas, I'inégalité stricte est
une condition similaire & celle pour les bases entiéres, héritée de la discontinuité & droite de la fonction
partie fractionnaire.

Remarque 3.1.1. Les systémes itérés en base 3 ne suivent plus la méme condition vis-a-vis de 'ordre
lexicographique, comme le montre ’exemple suivant.

Ezemple 3.1.2. Considérons l'itérée d’ordre 2 pour la base 5/2, définie par
T2 : [0,1] — [0,1]
2
{B%x} siz €0, 2]
r — {pPz-pB} sizel} ]
{B*x — 2B} sinon.

Cette application admet 8 composantes continues différentes, donc les chiffres dans le systéme itéré sont
les entiers de 0 & 7. En examinant le graphe de cette application , on remarque que l’enchainement
de chiffres 67 est autorisé, mais pas l'’enchainement 24. Ceci est di au fait qu’a lordre 1, il y a des
cylindres courts placés ailleurs qu’a la fin : si on développe en blocs de chiffres en base 5/2, le premier
enchainement s’écrit sous la forme 2021 et le second sous la forme 0220. La différence par rapport aux
bases réelles «directes» se traduit aussi par le fait que I'application partie fractionnaire T52/2 se reléve en

une application discontinue 1:5272 1)
Notation. Dans toute la suite de ce chapitre, on notera dg(1) = 0, g1g2g3 ... ol
Vi > 1,9 = [Tp(T5 (1))
De méme on notera (fy,)n>0 la suite des parties fractionnaires itérées, définie par
Vi >0, fi = Tj(1).

On posera par commodité f_,, = 0 pour tout n strictement positif. On remarque également que les suites
(fn)n>0 €t (gn)n>1 vérifient la relation fondamentale

Vn € Naﬁfn = fn+1 +gn+1-
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Pour ce qui est des suites finies de longueur m, nous ne les considérerons pas comme des suites de
pré-période m — 1 et de période 1, mais & part (elles s’interprétent plutdt comme des suites purement
périodiques de longueur m).

Exemple 3.1.3. Prenons par exemple S = 3/2 et calculons les premiers termes des suites (fy)n>0 et
(gn)n>1 associées. Pour commencer, on a f; = {3/2} = 1/2 et g1 = [3/2| = 1. Ensuite,

d’ott g2 = |3/4| =0 et fo = {3/4} = 3/4, puis
Ta(T2(1) = Sy = 2
L) =36 =3,
d’ott g3 = |9/8| =1 et f3 ={9/8} = 1/8, et ainsi de suite.

Mesures de Parry

Soit # > 1 un réel. L’application Ts(xz) = {Bz} admet une unique mesure invariante équivalente
a la mesure de Lebesgue, dont Rényi a montré lexistence |[Rén57|, et dont la densité a été calculée
indépendamment par Gelfond |Gel59| et Parry |Par60|. Elle est appelée mesure de Parry associée a 3,
notée pg et définie par

1 -n
ps = F(ﬁ)/vg)]l[ojg(l)[ﬂ dX, (3.1)
ou L
F = —d
®=/ K;(l)ﬂ x
B

est la constante normalisatrice. En plus de la dépendance de cette mesure vis-a-vis des différentes lon-
gueurs de cylindres, [0, 1] est séparé en zones associées a différents poids constants. Ce poids est plus élevé
pour des blocs de chiffres correspondant aux sous-cylindres des cylindres courts, selon la fréquence d’ap-
parition des cylindres courts en question (ce qui dépend de litération de T a laquelle ils apparaissent).
Finalement, c’est la mesure de Lebesgue a laquelle on associe différentes zones de poids constants, déli-
mitées par les éléments de la suite (f,,). On a de plus

p—-1 B

3.1.2 Les nombres de Parry

Définition 3.1.4. Un nombre réel 5 > 1 est appelé nombre de Parry si les longueurs des cylindres en
base  ne prennent qu’un nombre fini de valeurs relativement & leur ordre, ou de maniére équivalente si
la suite dg(1) est ultimement périodique. Si la suite dg(1) est finie (ne comporte que des 0 & partir d'un
certain rang), alors on appelle 8 nombre de Parry simple.

Exemple 3.1.5. Le nombre d’or ¢ = # est un nombre de Parry simple. En effet, on a {¢{¢}} =
{#(¢p — 1)} = 0. Les écritures admissibles en base ¢ sont celles qui ne contiennent pas le mot 11.

Notation. Pour tout entier k, on dira d’une suite (a,),>% ultimement périodique qu’elle est de type (¢, m)
si £ et m > 0 sont les plus petits entiers possibles tels que

Vp 2 L, Ay pym = Qhtp-
Par extension, on dira qu'un nombre Parry f est de type (¢, m) si la suite dg(1) est de type (¢, m).

Lemme 3.1.6. Soit 8 > 1 un réel et soient £ > 0 et m > 0 deux entiers. Les trois assertions suivantes
sont équivalentes :
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1. La suite (gn)n>1 est de type (£, m).
2. La suite (fn)n>0 est de type (¢,m).
3. fo= form-

Démonstration. Soit 8 > 1 et soient £ > 0 et m > 0 deux entiers. L’équivalence entre les assertions 2 et 3
et 'implication de I'assertion 2 vers l’assertion 1 sont directes en utilisant la relation 8 f,, = fr4+1 + gnr1-
Supposons maintenant que la suite (g,),>1 est de type (¢,m). Comme foin,, = T*T™(1), son écriture en
base 3 est

foem =0, geymy19etmy2 - .-
=0,90+190+2 - -
= fe

Ainsi la propriété 3 est vérifiée, ce qui compléte les équivalences. O

Remarque 3.1.7. En particulier, cela implique qu’il ne peut pas y avoir de pure périodicité pour le
développement de 1. En effet, la valeur fy = 1 n’est pas atteignable par les parties fractionnaires (on
retombe alors sur le cas fini).

Remarque 3.1.8. Le cas fini de longueur m est caractérisé par la relation f,, = 0 avec m minimal. Il est
alors clair que la suite (gy,),>1 est de longueur au plus m. De plus, si on suppose que ¢,,—1 = 0, on aurait
fm = Bfm—1 # 0, donc les deux suites sont encore de méme longueur.

Définition 3.1.9. Pour 8 > 1 un nombre de Parry de type (¢, m) on notera Ng = £ +m, et on appellera
cette quantité la longueur de . Cette longueur correspond également aux nombres de valeurs non nulles
différentes prises par la suite (f,,)n > 0, soit les longueurs relatives possibles des S-cylindres par rapport a
leur ordre en incluant la valeur fo = 1 pour les cylindres standards. On notera également M3 la longueur
de la plus grande suite de 0 successifs contenue dans dg(1), plus 1 (notons que dans l'article [MST1§],
on note Mg simplement la longueur de la plus longue suite de 0, d’ott un décalage de 1 dans les deux
définitions).

Lemme 3.1.10. Soit 5 un nombre de Parry, (fn)n>o0 la suite des parties fractionnaires itérées associée
et I un cylindre d’ordre n en base 5. Alors on a

pNegTr < pTMegTh < I| < T

Démonstration. Soit f > 1 un nombre de Parry. La premiére inégalité est immédiate dans le cas ou
dg(1) est finie, et dans le cas ultimement périodique, comme la période doit contenir au moins un chiffre
non nul, la plus longue suite de 0 est majorée par la longueur de la pré-période plus la longueur de la
période, moins un (si on commence dans la partie périodique, on ne pourra pas enchainer un nombre de
zéros dépassant la période moins 1). La derniére inégalité est également immédiate. Maintenant soit I
un cylindre d’ordre n en base (3, avec n un entier strictement positif. Alors il existe un entier positif ¢
inférieur ou égal & Ng — 1 tel que

fi=B"1].
Or

dg(fi) = T(dp(1)) = gigit1 - --
Et on a alors
pMe f = Mot + BMO g -+ gitmy,

et comme au moins 'un des entiers g;, gi+1, .- ., gi+m est strictement positif par définition de Mg, il vient
que

fi=pMe.
De plus, cette constante est optimale. En effet, si on se place au début d’une suite de 0 de longueur
maximale, soit Mgz — 1, I'identité précédente devient

BMefi = givm, < B.
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Ce résultat peut s’étendre a la minorations des différences de la forme | f; — f;|, dans ce cas la constante
Mpg est remplacée par la longueur de la plus grande suite de zéros dans le mot dg(f;) — dg(fi) plus 1 (en
supposant que f; > f;), dont on peut montrer qu’elle est majorée également par Ng.

Le résultat suivant figure dans [MST18§|

Lemme 3.1.11. Soit L,, I’ensemble des mots d’ordre n admissibles en base 5. Alors

n ﬁ n
8" < |l < 558"

Soit 8 > 1. Examinons la suite des parties fractionnaires (f;). On a f; = § — |3], puis ensuite
fo=pB2—1B]B— |8~ 1B]], et en général, pour tout n, on a f, = P,(8) out P, est un polynéme unitaire
en (. Or, si 8 est un nombre Parry, soit il existe un entier strictement positif n tel que f, = P,(8) =0,
soit il existe deux entiers strictement positifs k& < n tels que f,, = fi et donc que le polynéme de degré
n donné par P, — P s’annule en 8. Dans tous les cas, 8 doit donc étre un entier algébrique, mais cette
condition n’est pas suffisante comme nous allons le voir dans I’exemple suivant.

Exemple 3.1.12. Soient n et r deux entiers supérieurs ou égaux a 2 telle que la racine n-iéme o = ¥/r
est primitive. Alors « n’est pas un nombre de Parry. En effet on a

fi=appax —aip
avec ap0 =1>0et a; 9 = |a] > 0. De méme, en itérant pour 2<i<n-—1ona
fi=apoa —a1 o0t = —a;g
avec a; 0 = |afi—1| > 0. En itérant & nouveau on obtient
fo=—a100" = —a,_10a+ag; >0

car f, est une partie fractionnaire. On a donc ag;; > 0 a cause des signes des autres coeflicients. En
itérant & nouveau, on obtient

n—1 2
fot1 = —a20a"" " — - —ap_100" +ap 1 — a1

avec a1 1 = kaio + |afn] > a1 > 0 car k > 1 et af, > 0. Et de méme, en continuant a itérer, il
vient que les autres coefficients a; ; gardent le méme signe que a; o, et comme on a seulement utilisé les
signes des coeflicients et la positivité de la fonction partie fractionnaire pour établir la conservation de
signe entre ajo et aj; pour j = 0...n — 1, on peut reproduire ce raisonnement & 'infini pour établir
que les suites ((Lj)g)gz() gardent toujours le méme signe strict, et que la suite (a1’4)520 est strictement
croissante. Supposons maintenant par 'absurde que « est un nombre de Parry. Il existe alors deux entiers
strictement positifs m et £ tels que soit f,,, = 0, soit fp,4p = frn. Comme o est primitive, cela implique
dans le premier cas que les suites (a; ¢)s>0 sont toutes nulles & partir d’un certain rang, ce qui est absurde
car on a établi que la suite (ay,¢) est toujours strictement positive, et dans le deuxiéme cas que p est un
multiple de n car le seul coefficient strictement positif dans les représentations de f,, et f,, 1, selon les
puissances de 0 & n — 1 d’a doit étre devant la méme puissance pour que 1’on puisse avoir égalité. Il en
va alors de méme pour chaque coefficient ayant un premier indice identique, et donc les suites (a;¢)e>0
doivent également étre ultimement périodiques, ce qui est absurde car on a établi que la suite (aq¢) est
strictement croissante.

De maniére plus générale, on a le résultat suivant, qui contient le cas des racines d’entiers (voir [Lot02,
p. 7.2.13, 7.2.21] .

Proposition 3.1.13. Tout nombre de Parry est un nombre de Perron, c’est-a-dire un entier algébrique
réel strictement plus grand que 1 strictement plus grand que tous ses conjugués en module.
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Nombres de Pisot et nombres de Parry

La condition la plus générique assurant qu’un nombre est de Parry est celle de Pisot, définie comme
suit.

Définition 3.1.14. Un entier algébrique réel est un nombre de Pisot s’il est strictement plus grand que
1 et tous ses conjugués au sens de Galois sont de modules strictement plus petits que 1.

Remarque 3.1.15. Les entiers au moins égaux a 2 sont des nombres de Pisot.

Une borne sur Mg en fonction du degré d’un nombre de Pisot 5 a été établie dans [MST18].

Exemple 3.1.16. Il a été démontré par Siegel [Sie44] que I'ensemble des nombres de Pisot admet un
élément minimal. 11 s’agit du nombre plastique, soit la racine dominante du polynéme X3 — X — 1, que
'on notera ayp. On a ap &~ 1,324717957. .. et do, (1) = 10001.

Exemple 3.1.17. Le nombre d’or est un nombre de Pisot.

Exemple 3.1.18. La racine dominante ae; du polyndéme X® —4X% —3X3 —2X?2 — X — 1 est un nombre
de Pisot, et on a d,,, (1) = 43211. Ce nombre fait partie d’une famille de nombres de Pisot pour laquelle
les développements de 1 se comportent de la méme maniére, que 1'on introduira en [4.3.2}

Définition 3.1.19. Un entier algébrique réel est un nombre de Salem s’il est strictement plus grand que
1 et tous ses conjugués au sens de Galois sont de modules inférieurs ou égaux a 1, avec égalité pour au
moins 'un d’entre eux.

Il a été établi que tous les nombres de Salem de degré 4 sont des nombres de Parry [Boyll|, avec
de plus une caractérisation des développements de 1 dans les bases associées a ces nombres. On s’attend
cependant & ce que certains nombres de Salem de degré supérieur ne le soient pas [Boy96b].

Exemple 3.1.20. En utilisant la caractérisation donnée par Boyd [Boyll], on trouve que le nombre de
Salem e donné par le polynome X* — X3 — X2 — X + 1 a pour développement d, (1) = 1(100).

En renforgant les conditions de Parry, les liens avec les nombres de Pisot et de Salem se resserrent.

Théoréme 3.1.21 (|Sch80]). Soit 8 > 1. Si tous les nombres de Q[8] ont des écritures ultimement
périodiques en base 3, alors B est un nombre de Pisot ou de Salem.

Théoréme 3.1.22 ([Sch80]). Si 8 est un nombre de Pisot, alors tous les nombres de Q[B] ont des
écritures ultimement périodiques en base (3.

Cependant, il existe des nombres de Parry qui ne sont ni des nombres de Pisot, ni des nombres de
Salem, comme dans ’exemple suivant.

Exemple 3.1.23 (|Bas02|). La racine dominante ae3 du polynoéme
Xt _3x%3-2x2-3
est un nombre de Parry simple de degré 4 qui n’est ni de Pisot, ni de Salem.

En degré 2, il est assez aisé de montrer que tout nombre de Parry est un nombre de Pisot. Nous allons
en proposer une démonstration.

Lemme 3.1.24. Tout nombre de Parry de degré 2 est un nombre de Pisot.

Démonstration. Soit a > 1 un entier algébrique réel de degré 2, et o’ son conjugué au sens de Galois (qui
est nécessairement réel et non entier), de sorte que son polynome minimal est

X2 —(a+a)X +ad.
Pour tout entier n strictement positif, on peut écrire f,, de maniére unique sous la forme

fn = 01,n¢ + ao,n-
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Onaalorsa;; =1>0et ags = —|a] < 0. De plus, au rang suivant,

fot1 = 61 pt100+ Q041

avec a1 41 = (@ + a)a1 n + ao.n-
— Supposons que o > 1 et ay,, # 0. On a alors

/ /
a1n+l = (a4« )al,n +apn = fontaar,>an,

par positivité de la fonction partie entiére. Comme a1 > 0, la suite (a1,);>0 est strictement
croissante et ne peut donc pas étre ultimement périodique, et par unicité de ’écriture la suite

(fi)i>o0 non plus.
— Supposons maintenant que &’ < —1 et ag , > 0. On a alors

/ !
1 = (@ +a)arn+aon = fot+da,<—ar,+1

car la fonction partie fractionnaire est majorée strictement par 1. En tenant compte du fait que
a1, €t a1 41 sont entiers, on obtient finalement que

ai n+1 S —Qln-

En itérant & nouveau, on obtient

! !
Wtz = (@ + )1 ng1 + @0 nt1 = fat1 + a1 np1 > a1 p,

et comme aq,; > 0, on en déduit par récurrence immédiate que la suite (a1 2x+1)k>0 €st strictement
croissante, et ne peut donc pas étre ultimement périodique, ce qui implique & nouveau que la suite
(fi)i>0 ne peut pas étre ultimement périodique.
Nous avons ainsi démontré que si a est un nombre de Parry, alors —1 < o’ < 1 et « est un nombre de
Pisot. O

Bassino a entiérement caractérisé les développements de 1 pour tous les nombres de Pisot cubiques, et

montré que tous les nombres de Parry simples cubiques étaient des nombres de Pisot [Bas02]. Un élément

nécessaire a cette classification est le résultat suivant, di & Akiyama, qui caractérise les polyndémes
minimaux des nombres de Pisot cubiques.

Théoréme 3.1.25 ([AkiO0|, Lemma 1). Soit 8 > 1 un nombre cubique, de polyndéme minimal
P(X)=X?—-aX?-bX —c.
Alors B est un nombre de Pisot si, et seulement si, les inégalités
b—1<a+c

et
2 —b < sgn(c)(1+ ac)

sont réalisées.

Une fois munis de ce lien entre les nombres de Pisots cubiques et les coefficients de leurs polynémes
minimaux respectifs, le théoréme suivant donne donc les développements de 1 en bases Pisot selon des
conditions supplémentaires sur leurs coefficients.

Théoréme 3.1.26 (|Bas02|, Theorem 2). Soit 8 un nombre de Pisot cubique de polynéme minimal
Ps(X) = X3 —aX? - bX —c.

Le développement en base B de 1 est alors le suivant.
— Cas 1 : Lorsque b>a, on adg(l) = (a+1)(b—1—a)(a+c—Db)(b—c)c.
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— Cas 2 : Lorsque 0 < b<a, sic>0 on adg(l) = abe, et sinon
dg(1) = a[(b—1)(c+a)]*.
— Cas 3 : Lorsque —a < b < 0, sib+c¢ >0 on adg(l) = (a—1)(a+b)(b+ c)ec, sinon dg(l) =
(a—1D(a+b—=1)(a+b+c—1)>.
— Cas 4 : Lorsque b < —a, considérons k l'entier compris entre 2 et a — 2 tel que, en notant
er=1—a+(a—2)/k, onaep <b+c<eg_.
— Siblk—1)4+c(k—2)<k—2—(k—1)a, alors dg(1) = dy ... dok12 avec
d1 :a—27
pour 3 <1<k
dipo—i = —(k+3—1i)+alk+2—1i)+c(k — 1),
dp = —k+ak+b(k—1)+c(k —2),
dg+1 = —(k — 1) + ak + bk + c(k — 1),
di12 = —(k —2) 4+ a(k — 1) + bk + ck,
pourk >3 et2<i<k-—1
d2k+2,1‘ = —(Z — 2) =+ a(Z — ].) + bZ -+ C(’L =+ 1),
dopy1 = b+ 2c,
et
dop42 = c.
— Siblk—1)+c(k—2) > k—2—(k—1)a, soit m Uentier défini par m = min{i € N|(i+1)b+ic >
i— (i+1)a}. Alors :
Sim=1, on adg(l)=(a—2)(2a+b—2)(2a+2b+c—2)(2a + 2b + 2¢ — 2)>°.
Sim > 1, on adg(l) =dids...dni2dsy, 3, avec

di=a-—2,
de =2a+b—3,
pour m >3 et 3 <1< m,
dmpts—i =2a+b—3+(m+1—i)(a+b+c—1),
dmt1=2a+b—2+(m—1)(a+b+c—1),
dpio=a+b—1+m(a+b+c—1)
et
dmts=(m+1)(a+b+c—1).

Avant de passer a la suite, énoncons un résultat classique sur la majoration des modules des racines
de polynoémes par rapport & leurs coefficients.

Lemme 3.1.27. Soit P(X) = X" + a, 1 X" ! + -+ + ag un polynéme unitaire & coefficients com-
plexes. Alors toutes les racines de P se trouwvent dans le disque ouvert centré en l'origine de rayon
1+ maxlgign(|ai|).

Démonstration. Soit donc P un polyndéme unitaire & coeflicients entiers de degré n et h la plus grande
valeur absolue de ses coefficients. Notons « sa racine de module maximal. Déja, si |a| < 1 linégalité
devient triviale, et si || = 1 il est clair que h > 0. Supposons donc |a| > 1. Par inégalité triangulaire, il
vient que

of" — 1

n—1
n<h t<h
d’ont _
|M<hBL%—+1<h+L

T el
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3.2 Construction d’une famille de nombres de Parry non simples
cubiques qui ne sont pas des nombres de Pisot

Au vu des derniers résultats présentés, on peut se demander pourquoi la méthode utilisée dans la
démonstration du lemme [3.1.24] qui vise a isoler les conjugués de lentier algébrique considéré pour faire
apparaitre les conditions de Pisot/Salem ne se généralise pas en degré supérieur. Je vais revenir sur cette
piste, que j’ai suivie pendant un bon moment de ma thése sans me rendre compte qu’elle était condamnée,
mais qui m’a finalement permis d’établir d’autres résultats. Soit & > 1 un nombre de Parry de type (¢, m).
Par définition, la suite (f,,) vérifie fy = frym (et ces constantes sont minimales). On a

l+m +m—1 l+m—2
— o _

ferm =" — g1 9 S = Getm
et
fir=a"—gia" " —ga P = — g
et ainsi « est racine du polyndme unitaire a coefficients entiers
Q(X) _ X£+m . §1X5+m71 . §2X2+m72 L §£+m

gi=gisii<m,
Gm = gm + 1,
gi = gi — gi—m sinon.

Remarque 3.2.1. Dans le cas d’'un nombre de Parry simple «, la relation vérifiée par la suite des parties
fractionnaires itérées est de la forme f,, = 0 ot m est le nombre d’éléments non nuls dans d, (1), et il en
découle que « est racine du polyndéme

QIX)=X"—g X" —gp X" 2~ — g,

Le polynéme minimal de «, P(z), divise donc nécessairement Q(X). Parry [Par60, Corollary 1] a
montré que réciproquement, si on définit un polyndéme a partir d’un mot fini ou ultimement périodique
d’entiers positifs w, tels que pour tout entier n strictement positifs et T 'opérateur de décalage & gauche,
on a T™(w) <iex w, il existe un unique réel § strictement plus grand que 1 tel que w = dg(1). Ce résultat
reste vrai en considérant des mots quelconques, représentés alors par des séries, vérifiant la méme propriété
pour 'ordre lexicographique.

En essayant d’appliquer la méthode du lemme pour des entiers algébriques « de degré n supérieur ou
égal a 3, on obtient que le coefficient a; ;, de ™! dans la décomposition des éléments de la suite des parties
fractionnaires (fi) suit une récurrence linéaire de polynéme caractéristique Pr(X) = P(X)/(X — «) (qui
peut s’exprimer avec les sommes de produits de degré fixé avec répétitions de « et de ses conjugués)
ot P(X) est le polyndme minimal de «, et si on suppose qu’a est un nombre de Parry, les conditions
liées au type d’a sur les fj, vont imposer sur les coefficients a; ;, une récurrence linéaire dont le polynéme
caractéristique est _ _

Qr(X) = QUX)/(X —a) = X" 4 {XF 2 4o iy,

avec ﬁ = fi — fi—m pour tout i et ot Q(X) est le polyndme associé au type de a (dans le cas des nombres
de Parry simples, les coefficients sont directement les éléments de la suite (f;), c’est & dire que fz = f;
pour tout ¢). Ainsi, en ayant fait disparaitre «, on retombe en fait sur la condition polynomiale que 1’on
vient de présenter, mais en passant de chaque c6té au quotient par X — a. Méme si cela revient au méme
en soi, I'idée de diviser par X — « dans la condition a certains mérites. En effet, méme si les polynémes
qui apparaissent ne sont plus a coefficients entiers, leurs coefficients sont bornés (ils appartiennent tous
a]—1,1[), ce qui permet directement par le lemme de majorer les modules des conjugués de a
par 2. Ce résultat est loin d’étre nouveau, Parry [Par60] 'ayant établi en suivant cette méthode. De plus,
Solomyak a amélioré cette borne jusqu’au nombre d’or ¢ = (1 4+ +/5)/2, et en a démontré I'optimalité
[Sol94]. Un autre avantage présenté par le fait de passer au quotient est celui de faire tomber le degré des
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polynémes considérés de 1, ce qui va nous étre particuliérement utile pour I’étude des nombres de Parry
cubiques ayant une longueur ¢+ m = 3 minimale (ce qui va imposer que P(X) = Q(X)), et pour lesquels
on va ainsi pouvoir se ramener & des polynémes du second degré a coefficients bornés, ce que ’on pourra
exploiter grace a la formule quadratique.

Examinons les possibilités d’obtenir un nombre de Parry qui n’est pas un nombre de Pisot pour les 3
trois types envisageables :

— Le cas fini, ot la suite des parties fractionnaires de « est 1f; fo0°°. Le polynome associé est

Py(z) = X* + fiX + fo,
de discriminant A = fZ — 4f5. Ses racines sont

 —hEVE—4Af
a4 = B)

si A >0, ou
= fiti/—fE4Af3
- 2

oy
sinon. Comme f; et fo sont dans |0, 1], on a

2f1

|C¥+|§|OZ,|<T<1

dans le cas A > 0, et

dans le cas A < 0. Dans chaque cas, o doit donc étre un nombre de Pisot, comme établi par
Bassino |[Bas02].
— Le cas 1f; f$° ou le polyndme associé est

Pr(X) =X+ (fi—1)X +(f2- f1)
de discriminant A = (f; — 1)2 —4(fa — f1) = (f1 + 1)® — 4f2. Les racines de P; sont alors

1-fuxva

a4 = B

si A >0, et en utilisant encore le fait que f1 et fo sont dans |0, 1[, on obtient

1—fi—(1+f) 1-fi+(1+f1)
2 2 ’

—1<—f1§ <C¥7§Oé+<

ou bien
(1-f1)?-A

lax| = 1

si A <0, et alors
lat| < fo—fi <1

Ainsi a ne peut & nouveau qu’étre un nombre de Pisot.
— Le dernier cas est celui de la suite 1(f; f2)> associée au polynéme

Pr(X) =X+ fiX +(f2—1)
qui a pour discriminant A = f2 +4 — 4f, > 0. Les racines de Py sont donc

__fli\/x
:‘:_f,
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en on a
1 5 — 2
V5 e, < T2
2 2
Ici, on ne peut pas assurer qu'a soit un nombre de Pisot (on ne peut majorer les modules de ses
conjugués que par la borne de Solomyak [Sol94|, valable en toute généralité pour les nombres de
Parry). On peut cependant utiliser de nouveau la formule quadratique pour obtenir la caractéri-

sation suivante pour que « ne soit pas un nombre de Pisot.

_f1—\/]‘3—1—47—%<_1<:>(2_f1)2<f12+4_4f2 (3.2)

S fo < fy. (33)

Analyse : Recherche de polynémes correspondant & des nombres de Parry cubiques non
Pisots potentiels

On recherche donc des polynoémes de la forme

PX)=X>—qX?— (g2 +1)X — (95 — q1),

tels que les coefficients entiers g; vérifient les conditions suivantes.

— La valeur maximale des coefficients g; est g1 = |a] > 1, leur valeur minimale est 0.
— Comme go = |af1] et g3 = |afz], la condition fo < fi donnée en implique que g3 < gs.
— De plus, le type de suite considéré impose que f; = f3, et donc si 'on avait égalité entre g et g3,

il suivrait que
afi =gz + f2

et
afy = g2+ fi,

soit
alfa=fi)=fi—fo
ce qui n’est pas possible car f; # fo. Ainsi g3 < gs.

Remarque 3.2.2. Réciproquement, si g3 < go, alors fo < fi.

et

En résumant les conditions obtenues, on dispose des inégalités :

0<g3<g2—1.

Ainsi, si a est un nombre de Parry cubique de longueur minimale, les coefficients de son polynéme minimal

X3 —aX?-bX +c¢

doivent vérifier

et

a>1,

2<b<a+1

a—b+2<c¢c<a.

Nous allons montrer que les entiers algébriques ayant de tels polynémes minimaux sont bien des nombres
de Parry.
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FIGURE 3.4 — Graphe de 'application T,

Théoréme 3.2.3. Soit a la plus grande racine réelle d’un polynéme a coefficients entiers donné par
X3 —aX? - bX + ¢ avec
a>1,

2<b<a+1
et
a—b+2<c<a.

Alors a est un nombre de Parry cubique qui n’est pas un nombre de Pisot, tel que dy (1) = a[(b—1)(a—c)]*
De plus, les polynémes vérifiant ces conditions sont les seuls polyndmes minimaux possibles pour des
nombres de Parry cubiques de longueur minimale qui ne sont pas des nombres de Pisot.

Démonstration. En utilisant le résultat de Parry [Par60, Corollary 1] que l'on a cité précédemment, il
vient directement que le polynéme P(X) = X3 — aX? — bX + ¢ avec les conditions données admet un
unique racine o > 1 et que cette racine est bien un nombre de Parry vérifiant d, (1) = a[(b—1)(a — ¢)]*°.
Au vu du travail effectué dans l’analyse, il nous reste seulement a montrer que P(X) est irréductible
dans Z[X]. Si on suppose que ce n’est pas le cas, au moins une de ses racines est entiére. Nous avons vu
que cela ne peut pas étre . Notons donc a— et ay les conjugués de . On a a_ + a4 = —f; < 1let
|a_atral = ¢ < «, donc si l'un des deux est entier c’est celui de plus grande valeur absolue, et il vaut
alors —1. On aurait dans ce cas P(—1) =0, or

P(-1)=-1—-a+b+c,
ce qui imposerait donc que b+ ¢ = a + 1, et contredirait la condition ¢ > a — b+ 2. O]

Exemple 3.2.4. La racine dominante aes du polynéme X2 — X2 —2X + 1 est un nombre de Parry mais
pas un nombre de Pisot, et le développement de 1 en base a4 est

da,, (1) = 1(10)°°.
Le graphe de I’application Ty, , est représenté en figure

Exemple 3.2.5. La racine dominante aes du polynéme X3 — 4X2 — 2X + 4 est un nombre de Parry
mais pas un nombre de Pisot, et le développement de 1 en base aes est

do. (1) = 4(10)*°.
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Exemple 3.2.6. La racine dominante aes du polynéme X2 — 5X2 — 4X + 3 est un nombre de Parry
mais pas un nombre de Pisot, et le développement de 1 en base aeg est

o (1) = 5(32).

On peut également montrer que les conjugués des nombres que I’on vient de construire se rapprochent
autant que 1'on veut de la borne de Solomyak.

Théoréme 3.2.7. L’ensemble des racines de second plus grand module de la famille de polynémes du
théoreme |3.2.5 est dense dans } —%, -1 [

Démonstration. Nous avons vu dans notre analyse que les racines de second plus grand module des
polynomes de la famille construite au théoréme [3.2.3] sont données par la formule

_ _fl_\/f12+4_4f2.

2

Or, pour tout a > 1, la racine dominante o du polynéme X3 — aX? — aX + a est telle que

al —1 2
ﬁ>LJ >1—-—
@ @
car go = a— 1 =af; — fo, et
1
f2<7,
e

car g3 = 0. Il en découle que

142- i r g
2 )

a_ <

et comme

4
a?

8 4 8§45 8
VE—4[b— =+ = L <=,
@ Ve 5-2+ @

il vient que

-1+v5 9
L/t —. 3.4
“ 2 o (3:4)
De la méme maniére, si on considére le polynéome X3 — aX? — aX + 2, il s’ensuit que
a—2 a—2 3
> > >1-2,
J2 o a+1 a
et
14 4/5—4+12
> =
“ 2
Comme o
12 = 12
i+ —=—1= a -2
a 1 _ 1 + % a
on obtient que
s o112 (3.5)
a.>—1—-— )
a

Finalement, soit b un entier tel que 2 < b < a — 1, et soit a_ la racine de second plus grand module du
polynéme X3 —aX?—aX +b, et &’ celle du polynéme X2 —aX? —aX 4+ b+ 1. Les parties fractionnaires
associées vérifient

2
1--< fi<1,
a
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2
1——<f{<17
b bfl
1_i<f2 RS
a a
ot b2
1- <fy<
On a alors

71+%—\/(1—5)2+474+@+1+\/1+474+—4(”j2)
- 2

Lo1-t48y by 14840

2

<\/1 4;+a2+\/1+ +4b>

et comme les deux racines sont plus grandes que 1, on obtient finalement que

)

4
_—ad —. 3.6
o —al| < (36)

La densité en découle lorsqu’on fait tendre a vers l'infini dans les inégalités and O

Remarque 3.2.8. On retrouve donc en particulier que la borne de Solomyak est optimale.

3.3 Extension de la méthode de construction pour des périodes
plus longues

Notre méthode se basant sur 'utilisation de la formule quadratique, elle est insuffisante pour obtenir
une caractérisation comme celle de Bassino, qui est donnée uniquement en fonction de polynémes mi-
nimaux et pour des périodes quelconques. Nous allons montrer qu’elle peut cependant s’appliquer pour
étudier des cas associés & des nombres de Parry de longueurs non minimales données.

3.3.1 Nombres de Parry cubiques de longueur 4

Nous allons étudier les possibilités pour qu’un nombre de Parry cubique soit de type (¢,m) avec
£+ m = 4. Dans ce cas, le polynome Q(X) associé au développement de 1 est de degré 4. Il est donc de
la forme Q(X) = P(X)(X + a) avec P le polynéme minimal du nombre de Parry associé et a un entier.

Nombres de Parry de type (3,1)

pour ce type de nombres de Parry, la suite des parties fractionnaires itérées est de la forme 1f; f2 f$°,
et le polynome associé est

QrX)=X’+(i-1X*+ (fo— )X + (f3— f2).
Supposons qu’un nombre de Parry cubique « > 1 soit de ce type. En notant

PX)

Pr(X):= X2+ )X =
7 (X) FAX Fp=

il existe un entier a non nul tel que

(X2 +AX 4 1)(X +a) = Qs(X),
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ce qui nous donne le systéme suivant.

Ata = fi—1 € ]-1,0]
Aa+p = fo—fi € J-1L1]
pa = fz—fo € ]-11[

Nous allons maintenant raisonner selon le signe de a.
— Si a > 0, alors le systéme donne

A€ |J-1—-a,—q]
H € ]7575[
Aa+p € J—a—a®— 1 —a®+ N —1,1]

Or pour que 'intersection de la derniére ligne soit non vide, il est nécessaire que —a? + % > —1,
ce qui est vrai si, et seulement si a = 1 et dans ce cas on a

A= f1—2
Atp = fa=h
po= fi—fo
Cela implique que
fs=2+2f—2f. (37)

— Si a < 0, alors le systéme donne

A€ |-1—-a,—q]
11
JUS ]Ea_g[
Aa+p € J—a*+ i —a?—a— 1N —-1,1[
Or pour que ’intersection soit non vide, il est nécessaire que —a? —a — % > —1, ce qui est vrai si,
et seulement si a = —1, et dans ce cas on a
A= h
“A+p = fo— N
po= fa—fs

Cela implique que fo — f3 — f1 = fo — f1, ce qui est impossible car f3 est non nul.

Nombres de Parry de type (2,2)

Dans ce cas, la suite des parties fractionnaires itérées est de la forme 1f;(f2f3)>, et le polyndome
associé est

Qr(X) =X+ fiX*+ (fo— DX + (fs — f1).

Supposons qu'un nombre de Parry cubique a > 1 soit de ce type. En notant

P(X)
N 2 —
Pr(X) = X2 40X = "

il existe un entier a non nul tel que
(X2 +2X +p)(X +a) = Q(X),

ce qui nous donne le systéme suivant.

Aa = fi € 0.1
da+pu = fa—1 € ]-1,0]
pa = fz—fo € ]-11]

Nous allons maintenant raisonner selon le signe de a.
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— Si a > 0, alors le systéme donne

]_a2_%aa_a2+%[m]_1vl[

Pour que l'intersection soit non vide il est nécessaire que a — a? + % > —1 ce qui est vrai si, et
seulement si @ = 1, et dans ce cas on a

A= fi—1
A + n = fg -1
po= f3—rfi
Cela implique que f3 — 1 = fy — 1, ce qui est impossible par minimalité des constantes associées

au type de a.
— Sia < 0, alors le systéme donne

A€ J—al—q]
1 € ]%7_é[
Aa+p € Ja—a*+ L —a® - L[N -1,1]
Pour que 'intersection soit non vide, il est nécessaire que —a? — % > —1, ce qui est vrai si, et
seulement si a = —1, et dans ce cas on a
A= fi+1
“Atp = f2—1
pwo= fi—fs

Cela implique que —f3 — 1 = fy — 1, ce qui est impossible par positivité des parties fractionnaires
et minimalité des constantes liées au type de a.

Nombres de Parry de type (1,3)

Dans ce cas, la suite des parties fractionnaires itérées est de la forme 1(f; f2f3)°°, et le polyndome

associé est
Qr(X) =X+ iX* + foX + (f3 - 1).

Supposons qu’un nombre de Parry cubique o > 1 soit de ce type. En notant

P(X)
Y2 _
Py(X) = X2+ 20X = =

, il existe un entier a non nul tel que
(X2 +AX +p)(X +a) = Q(X),

ce qui nous donne le systéme suivant.

)‘+a = fl € ]071[
)\a‘f'M = f2 € ]Oal[
po = fs—1 € ]-1,0]

Nous allons maintenant raisonner selon le signe de a.
— Si a > 0, alors le systéme donne

A€ J—a,1—q]
JUBNS }_570[
Aa+p € ]—a®—2a—a’N]—1,1]
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Pour que I'intersection soit non vide il est nécessaire que a—a? > —1 ce qui est vrai si, et seulement
si a =1, et dans ce cas on a

A= fi—1
Adp = fo
po= fz3—1

Cela implique que fs + f1 —2 = fa, ce qui est impossible car fo > 0.
— Sia <0, alors le systéme donne

A€ J-a,l—q|

1% € ] 7_%[
Aa+p € lJa—a® —a®— 1[N —1,1].

Pour que I'intersection soit non vide, il est nécessaire que —a? — % > —1, ce qui est vrai si, et
seulement si a = —1, et dans ce cas on a
A= fi+1
“Atpu = f
po= 1-fs

Cela implique que —f; — f3 = fa, ce qui est impossible par positivité des parties fractionnaires et
minimalité des constantes liées au type de a.

Bilan

Théoréme 3.3.1. Tout nombre de Parry cubique o de longueur 4 est de type (3,1). De plus, « est
nécessairement un nombre de Pisot, et en notant d, (1) = g1929395°, le polynéme minimal de « est de la
forme

X' = (1 +1)X? — (g2 — 91)X* — (93 — 92)X — (94 — 93)

X3 —aX?4+bX —c=
a + c X1 s

avec
a > 3,

a<b<2a-—2
et a
2b—2a+2§c<b—§.

Réciproquement, si o est la plus grande racine réelle d’un polynéme X3 —aX?+bX —c dont les coefficients
vérifient les conditions ci-dessus, alors

do(1) = (a—2)(2a —b—2)(2a — 2b+ ¢ — 2)(2a — 2b + 2¢ — 2)*°.

Démonstration. Montrons d’abord qu’un nombre de Parry cubique du type souhaité est bien de Pisot.
D’aprés ce que l'on a établi dans analyse (en[3.3.1.0|et dans le systéme précédent), le polynome de degré
2 ayant les conjugués de o pour racines, donné par X2 + AX + u, a pour coefficients

A=f1—2
et
p=fz—fa=2+fo—2f1.
Son discriminant est donc
A=(fi-22—4(fs—f2)=fi+4[i—fo—1).
SiA>0,onavVA<f et

1—f1<].—
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Si A < 0, alors

(2= f1) £i/A(fs — f2) — (2= f1)? < 4(f3 = f2)

<1
2 4

Dans tous les cas, a est un nombre de Pisot.
Il a de plus été établi durant 'analyse que dans le seul cas envisageable, la relation f3 =2+ 2f —2f;
doit étre vérifiée (3.3.1.0). En multipliant par o de chaque c6té de 'identité, on obtient :
ga+ fa =291 +2f1 +2g3 + 2f3 — 292 — 2fo,

et comme f; = f3 de par le type de «, on a

94 =291 + 293 — 292 + (f3s — 2f2 + 2f1) = 291 + 293 — 292 + 2.

Par ailleurs, g4 est nécessairement strictement inférieur & g; par minimalité des constantes associées au
type de a (sinon on aurait T2 (dy (1)) >ex da(1) ce qui n’est pas possible). Il en découle que

g1
g3<92*1*5-

Par ailleurs, posons P(X) = X3 — aX? + bX — c le polynéme minimal de o dans Z[X]. On a alors
(X° —aX? +bX — o)(X +1) = X" — (g1 + )X° — (g2 — 91)X” — (95 — 92)X — (91— g3)
=X~ (a-D)X}+(b-a)X?+(b—0c)X —c,
ce qui nous donne
a =g +2,
b=g1—g92+a=291—g2+2

et
c=b+g3— g2 =291 — 292 + 2+ g3.

Or, on a les conditions suivantes sur les entiers g1, g2 et g3 :

91217

1+%<92§91
et

0§93<92717%.

Notons que pour des valeurs de go trop basses, il n’y aura pas de valeurs possibles pour g3 (on retrouvera
en appliquant la caractérisation de Bassino dans la suite que la condition en tant que telle porte sur
g3 — g2). Finalement, on obtient les conditions suivantes sur les coefficients du polynéme minimal de «.

a >3,

3
a§b<§a—2

et a
2b—2a+2§c<b—§.

On peut de plus retrouver d, (1) a partir du polyndéme minimal de « avec les relations
g1 =a— 27

go=2a—b—2,
gs=2a—2b+c—2
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et
gs = 2a — 2b+ 2¢c — 2.

Réciproquement, soit « la plus grande racine réelle du polynéme P(X) = X3 — aX? + bX — c oil les
entiers a, b et ¢ vérifient les conditions ci-dessus (notons que pour garder des coefficients positifs, notre b

a un signe opposé a celui des théorémes [3.1.25| et [3.1.26[ tels qu’on les a énoncés). Déja, on a
O<b—1<b+b—a<a+ec,

et la quantité
ac—c? = (a—c)c

est minimale en la valeur extréme de c la plus éloignée de a/2. Or si ¢ =2b—2a+ 2, on a
2 3 3 a
c +b:2bc—2ac+2c+b:ac+2(b—§a+2)c+b:ac+(b—§a+2)(2c—3)—§+2<ac+1,
car ¢ >3/2,b—32a+2<0et a>3. Parailleurs, si c=b—a/2, on a
9 a 3 3 a
c +b:bc—§c+b:ac+(b—§a+2)c+b72c:ac+(b—§a+2)(c—1)f§+2<ac+1,

carc>1,b— %a +2 < 0eta>3. Ainsi, d’apreés la caractérisation d’Akiyama [3.1.25] o est un nombre
de Pisot.

Nous allons maintenant utiliser la caractérisation de Bassino [3.1.26| pour montrer que d, (1) a bien la
forme attendue. Déja, comme on a b > a, on se place dans le cas numéro 4 de la caractérisation. Notons
maintenant ¢; = 1 — a + (a — 2)/i pour tout entier ¢ strictement positif, et k le plus petit entier compris
entre 2 et a — 2 tel que ¢ < ¢ —b < ¢g—1. Comme ¢ — b < —a/2, il vient que k > 2. Par ailleurs, comme
c>2b—2a+ 2, il vient que

(k=2)c—(k—1b>12k—-2)—(k=1)]b—2(k—2)a+2(k—2)
—(k=1)a+(k—3)(b—a)+2(k—2)
>k—2—(k—1a.

>
>

Notons maintenant m = min{i € Njic — (i + 1)b > i — (i + 1)a}. Comme b > a et
c—2b> —-2a+2>—-2a+1,
il vient que m = 1. Le théoréme [3.1.26| nous assure alors que
do(1) = (a—2)(2a —b—2)(2a —2b+ ¢ — 2)(2a — 2b+ 2¢ — 2)*°.
O

Exemple 3.3.2. La racine dominante a7 du polynéme X3 —5X?2 + 5X — 2 est un nombre de Parry, et
le développement de 1 en base a7 est
do.. (1) = 3302

C’est en outre le plus petit nombre de Parry de type (3,1).

3.3.2 Nombres de Parry cubiques de longueur 5

Nous allons maintenant étudier les possibilités pour qu’un nombre de Parry cubique soit de type (¢, m)
avec £ +m = 5. Le polynome Q(X) associé au développement de 1 est de degré 5. Il est donc de la forme
Q(X) = P(X)(X? +aX +1b), ott P le polynome minimal du nombre de Parry associé et a et b sont des
entiers.
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Nombres de Parry de type (1,4)

Dans ce cas, la suite des parties fractionnaires itérées est de la forme 1(f1fof5f4)> et le polyndome
associé est
Qr(X) =X"+ iX* + foX? + fsX + (fa—1).

Supposons qu’un nombre de Parry cubique o > 1 soit de ce type. En notant

P(X)
X —-a’

Pp(X) =X+ AX +p=
il existe deux entiers a et b avec b non nul tels que

(X2 +AX + p) (X% +aX +b) = Qp(X),

ce qui nous donne le systéme suivant.

Ada = fi € ]0,1]
Aa+pu+b = fo e 10,1]
A+pa = fs € 10,1]
wb = f1—1 € ]—1,0]
Nous allons maintenant raisonner selon les signes de a et b.
— Sia>0etb>0,alors
A€ J—a,1—q]
Aa+p+b € 10,1[N] —a? - § +b,a—a®+b]
Ab+pa € ]0,1[N] —ab— §,b— ab]
po€ ]-3.0]

Au vu des signes de a et b, on a
}0,1[0]—ab—%,b—ab[#@@b—ab>0®azo,

et dans ce cas

1 1
]0,1[0]—a2—g+b,a—a2+b[7é@<:)b—g<1<:>b:1.

Les coeflicients doivent alors vérifier

A= f1
po= fa—1
A= s
po= fa—1,

ce qui est impossible car f; # f3 par minimalité des constantes associées au type de a.
— Sia<0etb>0,alors

A€ J—a,1—q]
Aa+p+b € 10,1[Na—a®— 3 +b,—a® + b
Ab+pa € ]0,1[N] —ab,b—ab— ¢|
po€ ]-3.0L

Au vu des signes de a et b, on a
10, 1[] — ab, —% tb—ab[£0 e —ab< 1,

ce qui est impossible.
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— Sia>0etb<0,alors

A€ J—a,1—dq]
Aa+p+b € 10,1[N] —a?+b,a—a®— 3+ b
Ab+pa € ]0,1[N]b —ab, —ab — ¢|
po€ ]0,—3l

Au vu des signes de a et b, on a
]O,I[O]b—ab,—%—ab[;«é@@b—ab<1@a:00ua:1.
De plus, sia=0,0ua =1,

1 1
]0,1[0]—a2+b,a—a2+b—5[7é(2)<:)b—f>O,

b

ce qui est impossible.
— Sia<0etb<0, alors

A€ J—a,1—q]
Aa+p+b € 10,1[Na—a®+b,—a*+b— ¢]
Mo+ pa € 10,1[A]b— ab— %, —ab|
po€ ]0,—3[.

Au vu des signes de a et b, on a

10, 1[N)b — ab — % —ab# 0 < —ab > 0,

ce qui est impossible.
Il n’y a donc aucune valeur pour le couple (a,b) qui convienne.
Nombres de Parry de type (2,3)

Dans ce cas, la suite des parties fractionnaires itérées est de la forme 1f1(f2f3f4)>°, et le polynome
associé est

Qr(X) = X"+ fiX* + foX? + (fs — )X + (fa — f1).
Supposons qu'un nombre de Parry cubique a > 1 soit de ce type. En notant

P(X)

Pf(X) ::X2+/\X+H: m,

il existe deux entiers a et b avec b non nul tels que
(X2 +AX + p) (X2 +aX +b) = Qp(X),

ce qui nous donne le systéme suivant.

Ata = fi e 10,1]

Aa+p+b = fo € 10,1]
AN+upa = fz3—1 € ]-1,0]
ub = f4 — f1 S ]— 1,1[.

Nous allons maintenant raisonner selon les signes de a et b.
— Sia>0etb>0,alors

A€ J—a,1—q]
Xa+p+b € 10,1[N] —a?— L +ba—a®+b+ 1
M+pa € | —1,0[N —ab— §,b—ab+ ¢
[ }_%7%[
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Au vu des signes de a et b, on a

]—1,0[ﬁ]—ab—%,b—ab—i—%[#@@b—ab—i—%>—1 et a#0
< (a=1)ou((b=1) et (a #0)).

Sia=1,0ona

1 1 1
]O,l[ﬁ]—a2—5+b,afa2+b+g[7é®<:>b—g<2
Sb=1oub=2.

Enfin,sib=1,on a

1 1
]0,1[0]—az—g—i-b,a—az—i—b—i—g[;é@(:)a—oﬂ>—2
< (a=0)ou(a=1).

Il y a donc deux couples possibles : (1,1) et (1,2).
— Sia<0etb>0,alors

A€ J-a,l—-a
Aa+p+b € 10,1[NJa—a*— 3 +b,—a*+b+ f]
A +pa € =100 —ab+ ¢,b—ab— ¢[
po€ =gl

Au vu des signes de a et b, on a

]—170[ﬁ]—ab+%7b—ab—%[7&(b®—ab+%<0,

ce qui est impossible.
— Sia>0etb<0,alors

A€ J—-al1—4q]
Aa+p+b € 101N —a®+ ¢ +ba—a®+b— 3]
MNo+pa € ]—1,0[0b—ab+ 2, —ab— %
[IS ]%37%[

Au vu des signes de a et b, on a

| = 1,0[b—ab+ 3, —ab— Z[£ 0 & b—ab+ 7 <0
S a=0oua=1oub=—1.

Dans le cas a = 0,

1 1 1
]O,l[ﬂ]—a2+g+b,a—a2+b—g[#®®b—g>O,

ce qui est impossible. Dans le cas a = 1,

1 1 1
]O,l[ﬁ]—a2—|—7+b,a—a2—|—b—g[7é®<:}b—g>O,

b
ce qui est impossible. Dans le cas b = —1,
2 1 2 1 2
10,1[N] —a —i—g—&—b,a—a —l—b—g[;ﬁ@@a—a >0,

ce qui est impossible.
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— Sia<0etb<0,alors

A€ |—al—q]
da+p+b € ]0,1Na—a®+ § +b,—a® +b— ]
Ab+pa € ]1—1,10[ﬁ]b—ab—%,—ab+%[
1% € ]E’_E
Au vu des signes de a et b, on a
]~ 1,00lb—ab— 3, ~ab+ S[# 0 —ab+ T > 1

S bh=-—1.

Dans ce cas,
1 1
]0,1[ﬂ]a—a2+g+b,—a2+b—5[7&@@—@2 >0,
ce qui est impossible.
Ainsi les deux seuls couples de valeurs possibles pour a et b sont (1,1) et (1,2). En réinjectant, on trouve
les conditions suivantes pour les coefficients A et p. Supposons d’abord que (a,b) = (1,1). Alors

A= fi-1
Atp = fa—1
Atp = f3—1

My = f4_f17

On a alors fo = f3 ce qui n’est pas possible par minimalité des constantes associées au type de a.
Supposons maintenant que (a,b) = (1,2). Alors

A= fi-1
Atp = fo—2
22+pu = fyg—1

= f47f17

On obtient alors
Atp=fa—fi+th—-1=f—2,

ce qui n’est pas possible car fy et f; sont des parties fractionnaires, donc fy # fo — 1.

Nombres de Parry de type (3,2)
Dans ce cas, la suite des parties fractionnaires itérées est 1f; fo(f3f4)°° et le polyndéme associé est
Qr(X)=X"+ iX%+ (f2 = DX+ (fs — f1)X + (fs — fo).

Supposons qu'un nombre de Parry cubique o > 1 soit de ce type. En notant

P(X)
Y2 _
Py(X) = X+ AX = =,

il existe deux entiers a et b avec b non nul tels que
(X2 +AX + p) (X2 +aX +b) = Qp(X),

ce qui nous donne le systéme suivant.

Ata = fi e 0.1]
Aa+p+b = fo—1 € ]-1,0]
M+pa = fs—fi € |-11]
pb = fa—fa € ]-11]

Nous allons maintenant raisonner selon les signes de a et b.
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— Sia>0etb>0,alors

A€ J-al-a
Xa+p+b € ]-1,00N—a?~1+ba—a®+b+ 1
A +pa € |—=1,1[N —ab—§,b—ab+ §|
IS ]7%7%[

Au vu des signes de a et b, on a
]—1,1[0]—ab—%,b ab+ = [7é®<:>b—ab+b>—1
Sa=0oua=1oub=1
Sia=0,o0ona
]QWﬂ—f—%+aa—ﬁ+b+%#®@b—%<L
ce qui est possible seulement sib=1.Sia=1,ona
]—Lm]—a——+ba—a+b+[#@@b—1<1
Sb=1.

Enfin, sib=1,o0n a

] —1,0[N] — a® _5+b a—a*+b+ - [#(Z)@a—a > -3

< a=0,10u?2.

Il y a donc trois couples possibles : (0,1), (1,1) et (2,1).
— Sia<0etb>0,alors

A€ J—-a,1-
Xa+p+b € |- 1,0[ﬂ]a—a —t+b—a®+b+ 3]
A +pa € |—=1,1N —ab+ §,b—ab— ¢
po€ -1l

Au vu des signes de a et b, on a

]fLHNfM+%mfmf%#®@—w+%<1

Sb=1.

Dans ce cas, on a

] —1,0[N]a — a® —%—Fb—a +b+ - [#@@ —a*> -3

< a = —1.

Le couple (—1,1) est donc également possible.
— Sia>0et b<0,alors

A

€ ]—a,1—qf
Aa+p+b € ]—-1,0N—a®*+3+ba—a®+b— ¢
Ab+pa € |—=1,1[Nb—ab+ ¢, —ab— §[
JUIS ]%7_%[

Au vu des signes de a et b, on a

|~ 1,1 —ab+ 2, —

b ab—%[#@@b—ab+g<l

b
Sa=0oua=1oub=—1.
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Dans le cas a = 0,

1 1 1
=100 ~a®+ 5 +ba—a®+b-pF0eb-p>-1

S b=-—1.

Dans le cas a = 1,

1 1 1
]—170[0}—a2+g+b,a—a2+b—g[7é(2)@b_g>_1

& b=-—1.

Dans le cas b = —1,

1 1
]—1,0[0]—a2+g+b,a—a2+b—g[7§®®a—a2>—1

S a=0oua=1.

On peut donc ajouter (0,—1) et (1,—1) aux couples possibles.
— Sia<0etb<0, alors

A€ J—-a,1—q
Aa+p+b € ]—-1,0Na—a®+1+b—a?+b— |
AN+pa € |—1,1Nb—ab— ¢, —ab+ ¢
po€ gl

Au vu des signes de a et b, on a
]—l,l[ﬁ]b—ab—a —ab+ T [#@(:)—ab—l— > -1
<:>b_—.

Dans ce cas,

1 1
}f1,0[ﬂ]a7a2+5+b,7a2+b75[7&@@7&2>71

s a=—1.

On peut donc ajouter le couple (—1,—1) a la liste des couples possibles.
Ainsi il y a sept couples de valeurs possibles pour a et b :

(-1,1),(0,1),(1,1),(2,1),(—-1,-1),(0,-1), (1, -1).

En réinjectant, on trouve les conditions suivantes pour les coefficients A et . Posons d’abord b = 1. Alors

)\ = fl —a
Aa+p = fa—2
Adpa = fs—h
u, = f4 - f27
Si a = —1, on obtient 2 — fo = f3 — f1 < 1 ce qui est contradictoire. Si a = 0, on obtient fo —2 =

fa — f2 > —1 ce qui est contradictoire. Sia =1, on fo —2 = f3 — f; > —1 ce qui est contradictoire. Si
a = 2, on obtient d’une part

fa=fi+2(fa—2)=-3(fi—-2)=2(fa— f1) +2

et d’autre part

fa=fot+(fo=2)=2(fi=2)=2(fo— fi) +2=f3,
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et on retrouve le cas des suites de parties fractionnaires itérées de la forme 1f; fo f$°, qui fait apparaitre

le polynéme X + 1. Posons maintenant b = —1. Alors
A= fl —a
Aa+p = f
—Atpa = fs—f
M, = f2 - f47
Sia=—1,0na

p=—A=fa=fo—fa—f—1
ce qui est impossible car 1+ f; + f4 > 0. Si a = 0, alors on obtient f; = f; — f3 ce qui est impossible par
minimalité des constantes associées au type de a. Si a = 1, alors

Adp=fao=fo—fat+fi—1,

ce qui est impossible car fi # fq + 1.

Nombres de Parry de type (4,1)
Dans ce cas, la suite des parties fractionnaires itérées est 1f1 faf3f°, et le polynome associé est
Qr(X)=X"+ (i - DX’ + (fo— )X+ (fs — L)X + (fs — f3).

Supposons qu'un nombre de Parry cubique a > 1 soit de ce type. En notant Py(X) := X2 4 XX +pu=
P(X)/(X — a), il existe deux entiers a et b avec b non nul tels que

(XZ2+AX +p) (X2 +aX +b) = Qs (X),

ce qui nous donne le systéme suivant.

Ata = fi-1 € ]-1,0]
)\a—‘r‘ﬂ-"b = f2—f1 S ]—1,1[
M+pa = fz—fa € |-11]
/,Lb = f4—f3 S ]—1,1[.

Nous allons maintenant raisonner selon les signes de a et b.
— Sia>0etb>0, alors

A€ ]—-1—a,—dq]
Aa+p+b € J-11N—-a—a®>—§+b—a*+b+ |
A+pa € ]— 11,11[0]—b—ab—%,—ab+%[
po€ =43l
Au vu des signes de a et b, on a
]71,1[ﬂ]fbfabfb —ab+ — [#@@ ab+b>71 <a=0o0ub=1.

Sia=0,o0ona

] —-1,1[N] — a — a? —[1)—|—b—a +b+ - [#@@b—7<1

Sb=1.

Sib=1,0ona

|-1,1N —a—a —%—i—b—a +b+ - [#@@ —a*> -3

< a=0oua=1.

Il y a donc deux couples possibles : (0,1) et (1,1).
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— Sia<0etb>0,alors

A€ |-1—-a,—q|
Xa+p+b € J-11N-a? -1 +b—-a—a?+b+ 1]
Ab+pa € =110 —b—ab+ ¢, —ab— ¢|
po€ I-ggl

Au vu des signes de a et b, on a
|- L10) —b—ab+ 3, —ab— Z[£ 0 & —b—ab+ 7 <1
Sb=1loua=-1.

Dansle cas b= 1, on a

1
] —1,1[N] — a? —E—Fb—a—a +b+ - [7&(2)(:) —a—a*> -3

< a=-1loua=-2.

Dans le cas a = —1, on a
1 1
] —1,1[N] — a® b+b—a—a +b+ - [#@@b—5<2
Sb=1loub=2.

Les couples (—1,1), (—1,2) et (—2,1) sont donc également possibles.
— Sia>0et b<0,alors

A€ |-1—-a,—q]
Aa+p+b € ]-1,1N—-a—a*+3+b—a>+b— ;]
Ab+pa € ]1 1,11[ﬁ}—ab+%,—b—ab—%[
JURS ]Ev E[

Au vu des signes de a et b, on a

]—1,1[0]—ab—l—%,—b—ab—%[#@@—ab—i—%<1

S a=0oub=-—1.

Dans le cas a = 0,

1 1 1
=110 —a—a®+ 5 +b—a® +b— 3 [FDeb—r > -1

S b=—

Dans le cas b= —1,

]—1,1[0]—a—a2+%+b,—a2+bf%[7$®<:>fa2>—1

< a=0.

On peut donc ajouter (0, —1) aux couples possibles.
— Sia<0etb<0, alors

A€ |-1—-a,—q|
Aa+p+b € ]-1,1N—a*+;+b—a—a>+b— i
AN+ pa € |—1,1N]—ab—¢,b—ab+ §]
JUNIS ]%7_%[
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Au vu des signes de a et b, on a

)= 100 —ab— %, ~b—ab+ £ 0o —b—ab+ T > 1
<:>b=—10ua,:_1.

Dans le cas b = —1,

1 1
]—l,l[ﬂ]—a2—|—g—i-b,—a—aQ—l—b—g[#@@—a—az>—1
S a=—1

Dans le cas a = —1,

1 1 1
]_1,1[0]—a2+g+b,—a—a2—|—b—5[7é®@b_g>_1
eb=—1.

On peut donc ajouter le couple (—1,—1) a la liste des couples possibles.
Ainsi il y a sept couples de valeurs possibles pour a et b :

(_27 1)a (_17 1)a (0’ 1)7 (la 1)’ (_1a 2)’ (_1a _1)7 (Oa _1)'

En réinjectant, on trouve les conditions suivantes pour les coefficients A et u. Posons d’abord b = 1. Alors

A= fi—a-1
Aa+p = fo—fi—1
Atpa = f3—fo

Wy, = fa—[3

Si a = —2, on obtient
2 +p=fo—fi—-1==-2fi-2+f1—f3
ce qui est contradictoire car sinon fy = f1 + fo+ fs+1. Sia= —1, on obtient f3— fo+ fo—f1—1=0
ce qui est contradictoire car sinon f3 = f; + 1. Si a = 0, on obtient
Ja—fs=fa—fi—1
et
hi—=1=fs—fa,

ce qui nous donne la contradiction f; = 2f; —2 < 0. Finalement, si a = 1, on n’obtient pas de contradic-
tion.

Posons maintenant b = —1. Alors
A= f1 —a—1
Aa+p = fa—fi+1
“Atupa = fz3—fo
M, = f3 _f4a
Sia=—1,o0na

22 =-2fi=fs-f1+1>0,
ce qui est impossible. Si a = 0, alors on obtient
h—=1=fa—f3

d’une part et

fo—fitl=fa—f4
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d’autre part, ce qui nous donne la contradiction f3 = f3 — f4.
Examinons maintenant le dernier couple, (—1,2). On a alors

A= h
“Atp = fa—fi—2
2\—p = fs—f

. = 2f4_2f37

Il vient directement que f; = f3 — f1 — 2 < —1, ce qui est contradictoire.
Finalement, il reste un seul couple possible : (1,1).
Bilan

Théoréme 3.3.3. Tout nombre de Parry cubique o de longueur 4 est de type (4,1). De plus, o est
nécessairement un nombre de Pisot, et en notant do (1) = g192939495°, le polynome minimal de o est de
la forme

X% — (g1 + 1)X* — (92 — 1) X® — (95 — 92) X% — (94 — 93) X — (95 — g4)

X3 —aX?+bX —c=

X2+ X +1 ’
avec
a > 3,
ha T
1<b< — — -,
atlsbs3 -3
3b _3a 3 _ .yl
2 2 2~ 3 3’
et
c—2b<1-2a.

Réciproquement, si o est la plus grande racine réelle d’un polynome X3 —aX?+bX —c dont les coefficients
vérifient les conditions ci-dessus, alors

do(1) =(a—2)(2a —b—3)(3a —2b+ ¢ —3)(3a — 3b + 2¢ — 3)(3a — 3b+ 3¢ — 3)™.

Démonstration. Commencgons par montrer qu'un nombre de Parry cubique du type souhaité est bien de
Pisot. D’aprés ce que l'on a établi dans ’analyse, le polynéme de degré 2 ayant les conjugués de o pour
racines donné par X2 4+ A\X + p a pour coefficients

A=fi—2

et
w=fa—fa=2+fs—fo—fi=fo—-2fi+1

Son discriminant est donc
A=(fi—-2—4(fo—2f+1) = fI +4(fi — fo—1).
SiA>0,onaVvVA</f et

hEVE

1-fi<1 1.

Si A <0, alors

2
(2—f1) £i/A(fa — f3) — (2= f1)? < 4(fs — f3)

<1
2 - 4

Dans tous les cas, a est un nombre de Pisot.
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On a vu de plus que dans le seul cas envisageable, les relations f3 = 2fs — fi — 1 et fy =3fs —3f1
doivent étre vérifiées. En multipliant par o de chaque coté de ces identités, on obtient d’une part

94+ fa =293+ 2f3 — g2 — fo— g1 — f1,
d’ou
94 =293 +2f3— g2 —4fo— g1 +2f1 =293 — g2 — g1 — 2,
et d’autre part
g5+ f5 = 393+ 3f3 — 392 — 3 fa.

Comme f5 = f; de par le type de a, on a
g5 =393 — 392 + 3f3 — 6f2 + 3f1 = 393 — 392 — 3.

Par ailleurs, g5 est nécessairement strictement positif et strictement inférieur & g; par minimalité des
constantes associées au type de a (sinon on aurait 72 (dy (1)) >1ex da(1), ce qui n’est pas possible), et g4
est nécessairement inférieur ou égal & ¢g;. Il en découle que

1<93792<g§1+1

et
2<293—g2—g1 < g1+ 2

En particulier

%1<92<g3—1§91—1,

et
g1 g2
1 Z- 2 ge < .
+2+2 <93 < g1

Par ailleurs, posons P(X) = X3 — aX? + bX — ¢ le polynéme minimal de o dans Z[X]. On a alors
(X?—aX?+bX —o)(X°+ X+ 1) =X — (1 + DX = (92 — 91)X® — (93 — 92)X* — (94 — 93) X — g5 + 0
=X’ —(a-D)X*4+(b—a+1)X3+(b—a—)X?+(b—c)X —c,
ce qui nous donne
a=g+2,
b=gi—go+a—1=2g; —g2+1

et
c=b—a+gs—g2=91 — 292+ 93 — 1,

ce qui implique aussi que
c—2b=-2a+1+g35—q

Or, on a les conditions suivantes sur les entiers g1, g2 et g3 :

91217
g*1<92<91*1,
3
g1 92
1+= 4+ <L <
+ 9 + 9 <g3< g1

et

1<g3—gz<g§1—|—1.

Notons que I’on aurait pu donner un encadrement plus précis pour gs encore, mais comme précédemment
les valeurs que l'on écarte pas directement pour gs ne donneront pas lieu & un encadrement valable
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pour g3, et c’est cet encadrement qui sera important pour la suite. Finalement, on obtient les conditions
suivantes sur les coefficients du polynéme minimal de o.

a >3,
5a 7
a+1§b<§—§
et
Sib—sfa}-i-§<c<b—2—(14-1
2 2 2~ 3 3’
ainsi que
c—2b<1-—2a.

On peut de plus retrouver d, (1) a partir du polyndéme minimal de « avec les relations
g1 =a— 27

g2:2a—b—3,
gs =3a—2b+c— 3,
gs=3a—3b+2c—3

et
gs = 3a —3b+ 3c— 3.

Réciproquement, soit « la plus grande racine réelle du polynéme P(X) = X3 —aX? + bX — c oil les
entiers a, b et ¢ vérifient les conditions ci-dessus (notons que pour garder des coefficients positifs, notre b
a un signe opposé a celui des théorémes [3.1.25| et [3.1.26[ tels qu’on les a énoncés). Déja, on a

3 1 3
O<b—1l<(b—c)+c<-a—zb—-+c<a+ec,
2 2 2
et la quantité
ac—c* = (a—c)c

est minimale en la valeur extréme de ¢ la plus éloignée de a/2. Or si ¢ = 3b/2 — 3a/2 + 3/2, on a

3 3 3 3 5 7 5 7.3 a 5
2 — — - — — — — . — — — . — —_ — - — —
c —|—b—2bc 2ac+26+b ac—|—2(b 3a+3)c—|—b 2c=ac+ (b 3a+3)(20 2) 3—|—3<ac—|—1,

car ¢ >4/3,b—5a/3+7/3 <0 et a > 3. Par ailleurs, si c=b—2a/3+1/2, on a

9 2 1 5 7 11 5 7 5 a 37
c“+b=bc 3ac+20+b—ac+(b 3a+3)c+b 60—ac—|—(b 3a+3)(c 6) 6—&—36<ac—i—17
car ¢ > 5/6, b—5a/3+7/3 < 0 et a > 1. Ainsi, d’aprés la caractérisation d’Akiyama o est un
nombre de Pisot.

Nous allons maintenant utiliser la caractérisation de Bassino pour montrer que d,(1) a bien la
forme attendue. Déja, comme on a b > a, on se place dans le cas numéro 4 de la caractérisation. Notons
maintenant ¢; = 1 — a + (a — 2)/i pour tout entier ¢ strictement positif, et k le plus petit entier compris
entre 2 et a — 2 tel que ¢, < ¢ —b < ¢x—1. Comme ¢ — b < (1 — 2a)/3, il vient que k > 3. Par ailleurs,
comme ¢ > 3b/2 — 3a/2 + 3/2, il vient que

(k—2)c—(k—1)bz—(k—l)a+%(b—a)+%(k—z)

—(k—1)a+2k—5

>
>k—2—(k—1a.
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Notons maintenant m = min{i € Njic— (i4+1)b > i —(i+1)a}. On a imposé d’une part que c—2b < 1—2a
et d’autre part on a
2¢c—3b> —3a+3 > —-3a+2,

donc il vient que m = 2. Le théoréme |3.1.26| nous assure alors que
do(1) =(a—2)(2a—b—3)(3a —2b+ ¢ —3)(3a — 3b+ 2¢ — 3)(3a — 3b+ 3¢ — 3)°.
O

Exemple 3.3.4. La racine dominante aeg du polynéme X3 —6X2 +7X — 3 est un nombre de Parry, et
le développement de 1 en base g est
da(l)cs = 42403°.

C’est en outre le plus petit nombre de Parry de type (4,1).

Au vu des résultats que nous venons d’établir sur les nombres de Parry cubiques en longueur 4 et 5,
il devrait étre possible pour n’importe quelle longueur donnée d’établir s’il existe des nombres de Parry
cubiques non Pisots, & condition d’y passer le temps nécessaire.

3.4 Développements possibles

Sur les nombres de Parry non Pisot

Le probléme qui se pose naturellement au vu de la classification de Bassino [3.1.20] et de la famille
que P'on a construite en [3.:2.3] est celui de finir la caractérisation de tous les nombres de Parry cubiques.
Pour ce faire, il y a déja quelques questions intermédiaires intéressantes auxquelles on peut s’intéresser
d’abord. Par exemple, la question suivante reste ouverte suite aux travaux effectués dans cette partie.

Question 3.4.1. Existe-t-il des nombres de Parry cubiques qui ne sont pas des nombres de Pisot en
dehors de ceux de la famille que 'on a construite en [3.2.3]?

La réponse a cette question semble plutdt négative. En effet, au vu de la caractérisation de Bassino
3.1.26] il existe des nombres de Pisot qui sont de type (1,2) comme la famille que I’on a construite (ce que
I’on a constaté également en faisant notre analyse, vu que 1’on a imposé des conditions supplémentaires
sur la suite des parties fractionnaires itérées pour se restreindre a I’étude de nombres n’étant pas de Pisot).
Par ailleurs, les seuls nombres de Pisot pouvant étre de grande longueur sont forcément de type (n, 1)
avec n entier supérieur ou égal & 2, et dans ce cas le polyndme complémentaire (quotient du polynéme
caractéristique de la périodicité par le polynéme minimal) est 1+ X +---+ X"73. Or il est assez facile en
passant par les parties fractionnaires de montrer que tout nombre de Parry de type (1,n) avec n supérieur
ou égal 4 2 dont le polynéme complémentaire est de la forme 1+ X +--- 4+ X3 est un nombre de Pisot.

Ainsi, 8’il existe d’autres nombres de Parry cubiques qui ne sont pas Pisot, ils se comportent de
maniére singuliére par rapport a tous les nombres de Parry cubiques connus pour l'instant. La difficulté
pour conclure dans ce cadre tient dans le fait que pour caractériser les développements de 1 pour des
nombres de Pisot, comme dans l’article de Bassino [Bas02| ou dans [Boy96a], on trouve un polyndme
complémentaire qui fonctionne (on est assuré qu’il y en existe 1 dans le cas Pisot) pour toute cette
famille. Par contre, prouver qu’un nombre de Perron donné dont les conjugués sont plus petits que le
nombre d’or en module n’est pas un nombre de Parry est souvent difficile, méme sur des exemples précis
(la question des nombres de Perron qui ne sont pas des nombres de Parry a été étudiée par exemple
par [Ver08| et [HS24] ). Bassino y parvient dans le cas des nombres de Parry simples, pour lesquels la
propriété sur l'ordre lexicographique des chiffres du développement de 1 se retranscrit directement sur le
polynéme caractéristique, et on peut éliminer la plupart des possibilités pour les nombres de Parry qui
ne sont pas Pisot d’emblée. Cependant, il n’est a priori pas possible d’adapter la démonstration au cas
des nombres de Parry non simples. Un aspect compliqué du probléme par exemple, est le fait que tous les
développements trouvés par Bassino font intervenir des polyndémes complémentaires cyclotomiques. Or
on sait que ce n’est pas le cas en général, larticle de Boyd [Boy96a] parle extensivement des différentes
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possibilités. Comme il n’est pas possible a priori de restreindre les polyndémes complémentaires possibles
pour les nombres de Parry cubiques en général, on ne peut pas assurer que leurs développements sont
tenus de suivre le méme schéma que les nombres de Pisot cubiques. Pour finir sur ce sujet, voici quelques
exemples de nombres pour lesquels la borne de Solomyak est vérifiée et a la limite des conditions de Pisot
dans différentes zones de la caractérisation de Bassino. Aucun ne semple étre de Parry.

Exemple 3.4.2. Les polynémes suivants ont une unique racine réelle strictement plus grande que 1,
aucune racine de module supérieur ou égal & (14 +/5)/2 et au moins une racine de module strictement
plus grand que 1.

— X3 - X?2-3X+1.

— X3 -X?-2.

— X3-2X2+X -3

— X3 -2X2+2X —2.

On pourrait également essayer d’employer la méthode que ’on a utilisée pour construire notre famille
de nombres de Parry pour étudier les nombres de Parry non Pisot en degré 4, mais il semble compliqué
d’exploiter des informations basées sur des inégalités sur les coefficients d’un polynéme de degré 3 en
utilisant la formule cubique, qui est bien plus complexe que la formule quadratique. Néanmoins, peut-étre
qu’en se limitant & certains cas particuliers, il est possible d’obtenir des informations via cette méthode.
Notons qu’Akiyama et Gjini [AGO05| ont déterminé les développements de 1 pour certaines classes de
nombres de Pisot de degré 4.

Retour sur une question du chapitre précédent

Pour revenir a la question Mehmetaj a établi dans [Meh20] des conditions similaires a celles
de Parry sur les écritures admissibles pour les transformations 5/x avec § > 1 non entier, ainsi que
lexistence d’une mesure invariante équivalente a la mesure de Lebesgue (notons que si on considére a la
place la transformation 8/x — 8, il n’y a pas de restrictions sur les mots admissibles). La question est de
savoir s’il existe des nombres qui vérifient la méme propriété que celle établie par Schmidt [Sch80| sur les
[B-développements en base Pisot. Il est clair que ce n’est pas vrai pour § quelconque (car l'ordre usuel
sur les éléments positifs de Z[5] n’est pas bien fondé quand § est irrationnel).



Chapitre 4

Construction de nombres normaux

Présentons d’abord 'objectif de cette partie. Becher, Heiber et Slaman ont réalisé dans leur article
A polynomial time algorithm for computing absolutely normal numbers [BHS13] un algorithme, que nous
noterons Apase, qui construit un nombre absolument normal en temps polynomial. Cet algorithme a
ensuite été étendu, en utilisant le méme principe, dans deux directions : Madritsch, Scheerer et Tichy ont
réalisé un algorithme Ag étendant la construction & un nombre normal dans toute base Pisot [MST18],
et Becher et Yuhjtman un algorithme A;. qui étend la construction en ajoutant aux bases entiéres
le développement en fraction continue |[BY19|. Dans ce chapitre, notre but est de fusionner ces deux
algorithmes en un algorithme Af,gion qui construit un nombre a la fois normal en toute base Pisot (voire
un peu plus) et du point de vue des fractions continues.

4.1 Meéthode et prérequis pour les algorithmes

La notion centrale pour le fonctionnement des différents algorithmes est celle d’(e, k) normalité, in-
troduite par Besicovitch |Bes35| et définie comme suit.

Définition 4.1.1. Soit D = ajas...a, un bloc de chiffres de longueur n dans une base donnée, associée
4 une mesure invariante u, et soient k un entier strictement positif et € un réel strictement positif. Alors
D est dit (g, k)-normal vis-a-vis de la base et de la mesure considérées si, pour tout bloc d = dyds ... dy
de longueur k admissible dans la base, on a

(1—e)u(dn<Card{l <i<n-—k+1la;=d1,...a;4r = dp} < (14 e)p(d)n.

Remarque 4.1.2. Pour des réels strictement positifs quelconques ¢’ < e et un entier strictement positif
quelconque k, si un bloc D de longueur n dans une base donnée associée a une mesure invariante p est
(e', k+1)-normal. Alors D est (g, k+1)-normal de maniére évidente, et il est également (¢'+1/(u(D)n), k)-
normal, en utilisant le fait que le cylindre associé & un mot de longueur %k est I'union de ceux associés
a tous les mots de longueur k 4+ 1 dont il est le préfixe. Le terme d’erreur correspond a la possibilité
d’apparition de notre mot de longueur k a partir de la n — k + 1-iéme position dans D, ol on n’a pas pu
tester de mots de longueur k£ + 1.

Il en découle que si on dispose d’une suite (w,,) de mots (e,, k;, )-normaux avec &,, décroissant vers 0,
k, croissant vers l'infini et la longueur de w,, tendant vers 'infini, alors pour ¢ et k fixés, il existe un rang
passé lequel tous les mots de la suite sont (e, k)-normaux (mais ce n’est pas nécessairement le premier
indice ou les conditions d’(e, k)-normalité sont vérifices).

L’intérét de cette notion, dont le lien & la normalité est apparent, est son aspect effectif. En effet, on
peut la tester pour n’importe quel bloc fini donné, et d’autre part on dispose de résultats probabilistes ou
combinatoires (pour les bases entiéres) permettant de borner la proportion des mots ne vérifiant pas des
conditions d’(e, k)-normalité données en fonction de leur longueur. Selon le type de base considérée, on
utilise différentes versions de 1'(¢, k)-normalité : en base entiére, la discrépance simple (que I'on a défini
en suffit, car il suffit d’avoir la normalité simple dans chacune des bases, et en fraction continue,

73
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on doit limiter I’(e, k)-normalité & un nombre fini de blocs différents de longueur k pour pouvoir la tester,
et ainsi on définit la discrépance en fraction continue d’un réel z a ’ordre n par rapport & un bloc v de
taille k en fraction continue par

DG, () = | - 3 Ly (T (@) — (et
j=0

Ainsi pour arriver a la normalité, il faut vérifier cette discrépance pour un nombre de mots v de plus en
plus grand, ne dépendant pas que de leur taille (les différences dans les conditions aux bords viennent du
fait qu’on s’intéresse & une partie d’un mot plus grand).

Méthode commune aux algorithmes

Les trois algorithmes reposent sur la majoration du nombre de blocs non (g, k)-normaux d’une longueur
n donnée par une borne décroissant exponentiellement quand n croit. Pour les bases entiéres on a le
résultat combinatoire suivant.

Lemme 4.1.3 (|Bugl2|, Lemma 4.13). Soient b > 2 et k > 1 des entiers et € < 1/2 un réel strictement
positif. 1l existe un réel strictement positif 6 = 0(b, k) dépendant uniquement de b et de k tel que le
nombre d’entiers jusque N (représentés par un bloc en base b) qui ne sont pas (e, k)-normauzx est majoré

par N1-6 pour N assez grand.

En bases fractions continues, on dispose d’un résultat similaire, basé sur un résultat de répartition
limite.

Lemme 4.1.4 ([BY19]|, Lemme 6). Soient v un mot de longueur r en fraction continue et B un mot
de longueur k en fraction continue. Alors pour tout réel strictement positif et tout entier strictement

positif n,
> 5}

ot Mg = Mg(6,k) = [k —log(6%/21log(2))] ou n’importe quel nombre plus grand.

n—1

1 i _ 52n

- E Leyin) (T () — p(cyl(B)) < 6Mge Mc |cyl(v)],
i=0

Hx € cyl(v) :

Nous parlerons en détail de I’équivalent pour la S-numération de ce résultat dans la partie suivante
1.2).

L’autre composant essentiel de chacun des trois algorithmes est un résultat de concaténation. Par
exemple, celui qui suit est valable dans un cadre général.

Lemme 4.1.5 (|]MST18|, Lemme 3.2). Soit ay, ag, ... une suite de mots dans une base donnée associée
a une mesure invariante | telle que le mot infini concaténé a = ajas ... est admissible dans cette base.
Supposons que pour tout € > 0 et tout entier k > 0 il existe un entier no(e, k) tel que tous les mots a,
avec n > ng sont (g, k)-normaux. Alors, si

[lan|| —— +o0 et ||antil|] = ollaras ... anl|,
n—-+oo

le mot a est p-normal.

Les deux conditions sont dues au fait que les conditions imposées gardent la structure des mots, et
donc on a une incertitude au niveau des points de jonction d’une part, d’olt la premiére condition, et
a l'intérieur de chaque mot que 'on concaténe d’autre part, d’oul la seconde condition. Notons que la
remarque implique alors que si on construit une suite de mots (e, k)-normaux dont la longueur croit
vers l'infini et avec € décroissant vers 0 et k croissant vers 'infini, leur concaténation est ’écriture d’un
nombre normal dans la base considérée.

Dans l'algorithme Ay, on utilise des résultats de concaténation différents (|JBY19] Lemmas 7 et 9),
que nous ne détaillerons pas ici car ce qui concerne les fractions continues fonctionnera exactement de la
méme maniére dans le noétre. Nous nous contenterons donc d’exposer ici le résultat qui nous servira, issu
de la démonstration de la correction de 'algorithme Ag. dans [BY19).



4.1. Méthode et prérequis pour les algorithmes 75

Proposition 4.1.6. Soit uy, us, ... une suite de mots en fraction continue tels que pour tout s > 0
entier, us est (e(s), k(s))-normal et de longueur n(s) avec k(s) = max (2, {Vlog(s)), e(s) = 1/k(s) et
n(8) = Nstart + [10g(8)] pour une certaine constante positive ngiari. Alors le mot concaténé u = ujus . . .
est normal en fraction continue.

Le principe de fonctionnement des algorithmes Apage, Ag et Acr est donc le suivant.

— A chaque étape, on utilise les résultats limitant le nombre de blocs non (e, k)-normaux dans chaque
base considérée pour trouver un ordre relatif pour le prochain bloc & concaténer pour lequel on
est str de pouvoir éviter les «mauvaises zonesy d’(g, k)-normalité simultanément dans toutes les
base.

— On teste ensuite chaque candidat possible pour le mot a concaténer, jusqu’a en trouver un qui
convienne.

— On fait croitre k vers l'infini, décroitre £ vers 0 et croitre le nombre de bases vers 'infini avec le
nombre d’étapes.

— Les résultats de concaténation nous assurent que le nombre construit a la fin est bien normal dans
toutes les bases voulues.

Spécificités de 1’algorithme Aj.

Dans les algorithmes Apsse €t Ag, on construit a chaque étape une suite de cylindres imbriqués
I'un dans les autres pour chaque base considérée (pour chaque nouvelle base on se place a I'intérieur
du cylindre construit a ’étape précédente, puis on repart a l'intérieur du dernier cylindre construit a
Pétape suivante). Cette approche a l'avantage de donner de maniére cohérente le nombre dans chaque
base considérée directement (il correspond au point a gauche de chaque intervalle construit a la derniére
étape), mais exige un certain controle sur la taille des cylindres.

En base continue, il y a une infinité de tailles de cylindres d’un ordre donné, tendant vers une longueur
nulle pour les plus petits. On utilise donc le résultat de controle suivant.

Lemme 4.1.7. Il existe des constantes positives K, ¢ et un entier strictement positif ny tels que pour
tout cylindre en fraction continue I et tout n > ny, la mesure de Lebesgue de 'union des sous-cylindres
J de I d’ordre relatif n est telle que

il

1 e—an—Zc < |J| < 2|]|e—2nL+2c

est plus grande que KI/\/n, ot L = 7%/(121og(2)) est la constante de Levy.

On va se cantonner & ces cylindres de longueurs moyennes pour notre recherche, ce qui est possible car
leur proportion décroit moins vite que celle des nombres non (g, k)-normaux. La taille plus difficilement
controlable de ces cylindres a aussi pour conséquence de procéder d’une autre maniére que 'imbrication
des cylindres : on utilisera des recouvrements de l'intervalle en fraction continue.

Définition 4.1.8 (|BY19|, Definition 10). Pour tout entier ¢ > 2, on appelle ¢t-brigue un t-uplet de la

forme (og,09,...,0.) défini comme suit :
— lintervalle ¢ est un cylindre en fraction continue.
— pour d =2,...,t, 04 est un cylindre en base d ou 'union de deux cylindres consécutifs en base d,

du méme ordre.
— pourd =2,...,t, 0g C og et |og|/|oal > 1/(16e*d).

Définition 4.1.9 ([BY19|, Definition 11). Si I'on dispose d’une t-brique & = (0g,09,...,0¢) et d'une

t'-brique 7 = (7, T2,...,T¢), on dit que 7 est un raffinement de & si t’ > t, 7¢ C o¢ et 74 C 04 pour
d=2,...,t. On dit de plus que ce raffinement est de discrépance inférieure a ¢ si
— pour d = 2,...,t la discrépance simple du bloc correspondant & l'inclusion 74 C o4 est inférieure
ace.

— la discrépance en fraction continue par rapport de tout bloc de ¢ chiffres inférieurs ou égaux a t
du bloc w correspondant a l'inclusion 7¢ C o¢ est inférieure a ¢ + (¢t — 1) /|w].
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Vers la fusion des algorithmes

Pour ce qui concerne notre algorithme, on va suivre la méme démarche que dans l’algorithme A et
considérer des t-briques avec des recouvrements par des cylindres en base réelle §;. La derniére condition
de [ T8 devient alors

o

log] < 24e*fy,

|odl
pour tout recouvrement o4 en base 4 et on parlera de raffinements (g, k)-normaux en remplagant la
condition de discrépance simple sur les bases entiéres par une condition d’(e, k)-normalité en bases [3;.
Les recouvrements seront potentiellement plus complexes que ceux en bases entiéres, mais on peut les
contrdler de la maniére suivante (c’est le pendant de la proposition 12 de [BY19]).

Lemme 4.1.10. Soient 8 > 1 et m € N. Tout intervalle I de longueur inférieure a S~ peut étre
recouvert par une union finie de B-cylindres d’ordre m de longueur totale inférieure a 37™.

A cause des restrictions sur les mots en bases 3, les concaténer n’est pas toujours possible. Cependant,
en base Pisot 3, on sait que tout cylindre contient un sous-cylindre standard d’ordre relatif au plus Mg
(out Mg est la constante définie en que l'on utilisera dans tout ce chapitre), a partir duquel on peut
concaténer tous les mots admissibles en base 3, d’ou le résultat suivant.

Lemme 4.1.11. Soit 8 un nombre de Pisot, a un mot d’ordre { en base 5 et L, ,, l’ensemble des mots
d’ordre n+ ¢ en base B qui ont a pour préfive. Alors, on a

Lol = Lanal:

On utilisera également le lemme [£.1.5] pour la concaténation des mots construits a chaque étape. Ce
qu’il nous manque encore, c’est un résultat de majoration du nombre de blocs non (g, k)-normaux en
bases Pisot. Pour cela, nous allons apporter une correction a celui qui a été proposé dans [MST18].

4.2 Correction d’un résultat de majoration du nombre de blocs
non (epsilon,k)-normaux en bases Pisot

Notons d’abord qu’il existe un résultat de Bertrand-Mathis et Volkmann montrant la décroissance
par rapport a leur longueur du nombre de mots non (g, k)-normaux en base réelle.

Proposition 4.2.1 (|BV89|, Lemma 3). Soit 3 > 1 un nombre de Parry. Etant donné un réel € et un
entier k strictement positifs, il existe des constantes réelles C = C(e, k) et n = n(e, k) avec 0 < n < 1
ainsi qu’un entier positif ni(e, k) tels que Uensemble ES(e, k) des mots non (g,k)-normauz en base 8
vérifie

Y > ny(e, k), |Er (e, k)| < C|L,|".

Cependant, les constantes de ce résultat sont non effectives, ce qui nous empéche de 1'utiliser direc-
tement dans la construction de notre algorithme. Un résultat qui se préte naturellement a 1’étude de
questions du méme type que la majoration du nombre de blocs non (g, k)-normaux dans une base donnée
est 'inégalité de Hoeffding.

Théoréme 4.2.2 (Inégalité de Hoeffding). Soit (Xi)i<k<n une suite de variables aléatoires indépen-
dantes. Soient (an)i<k<n €t (bn)i<k<n deux suites de réels tels que pour tout k on ait ap < by et
Play < X <bi)=1. Posons S, = X1+ Xo + -+ + X,,. Alors pour tout t > 0,

P(|Sn — E(Sp)| 2 t) < 2exp <_Z1<'<2;bi - ai)2> -
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Cependant, la condition d’indépendance nous empéche d’utiliser cette inégalité telle quelle. En effet,
les restrictions sur les mots en bases non entiéres impliquent directement la non-indépendance des chiffres.

L’idée proposée dans [MST18| était d’utiliser une version de 'inégalité d’Hoeffding généralisée dans
le cas de variables aléatoires dépendantes entre elles, mais indépendantes de celles avec un écart de rang
dépassant une certaine constante. Cependant, pour 'appliquer, une indépendance des chiffres en bases
Pisot § écartés d’au moins Mg était utilisée, ce qui, aprés un essai sur la base d’or, s’est révélé incorrect.
Nous allons détailler la dépendance des chiffres dans ce cas.

Dépendances des chiffres en base d’or

On se place donc en base ¢ ou ¢ = (1 + \/5)/2 est le nombre d’or. Cette base comporte deux types
de cylindres : les standards de longueur ¢~" a l'ordre n, et les intervalles courts de longueur ¢~ ("+1)
a l'ordre n, les cylindres standards étant exactement ceux associés aux mots finis se finissant par 0. De
plus, un cylindre standard admettant pour sous-cylindres d’ordre relatif 1 un cylindre standard et un
cylindre court, et un cylindre court admettant pour seul sous-cylindre d’ordre 1 un cylindre standard,
il en découle, en notant (F;,) la suite de Fibonacci initialisée & Fy = 0 et F; = 1 que pour tous entiers
strictement positifs n et k :

— il y a F;, cylindres standards d’ordre n.

— il y a F,,_1 cylindres courts d’ordre n.

— un cylindre standard admet F,; sous-cylindres standards d’ordre relatif n, et F,, sous-cylindres

courts d’ordre relatif n.
— un cylindre court admet Fj, sous-cylindres standards d’ordre relatif n, et F,,_; sous-cylindres courts
d’ordre relatif n.
De plus, si on considére maintenant la mesure de Parry p, (voir [3.1]), sa constante normalisatrice F'(¢)
vaut F'(¢) = 3 — ¢, et elle est séparée en deux zones de part et d’autre du point x = ¢ — 1. Celle a gauche
est de poids ¢/(3 — ¢) et celle a droite est de poids 1/(3 — ¢). De plus, fixer le premier chiffre suffit a se
placer entiérement dans une zone. Aprés calcul, on obtient pour tout entier n strictement positif

qu s+,

pe(0-"0) = o—

Or la suite (Fn+2\/5¢’(”+2)))n20 converge vers 1. De plus, pour tout entier strictement positif 4,

¢'  B5F; 4+ V5(F; +2F;_)
N 10

et ainsi la suite (F, 4o \/5¢—("+2))n20 ne peut pas étre stationnaire (ni ultimement périodique). En notant
que

€R\Q,

s3-0)= LS

il en découle que la suite (114(0 ™ 0))n>0 converge vers

(3—¢)7% = ug(0)?

sans jamais atteindre sa limite, et donc qu’il n’y a jamais d’indépendance entre les chiffres en base ¢,
méme passé n’importe quel écart fini.

Par contre, pour la mesure de Lebesgue, les longueurs relatives des sous-cylindres d’ordre relatif n des
cylindres standards sont les mémes que les longueurs des cylindres d’ordre n définis par les mémes mots,
et des propriétés proches de 'indépendance peuvent étre vérifiées selon les bases, sans toutefois qu’il n’y
ait vraiment d’indépendance aprés un temps fixé. Prenons ’exemple de la base d’or & nouveau, en notant
Ao (D) la longueur totale des cylindres associés a tout bloc de chiffres D commengant & la position & en
base ¢. On a alors pour tout entier strictement positif n

Ag(0-"0) = A1,p(0) Any1,4(0),
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et
AM,o(1-"0) = A1,6(1)An,6(0).

Si la premiére relation se généralise sans probléme aux autres nombres de Parry (et méme aux autres
bases réelles § > 1), la seconde est liée a la configuration particuliére de la base d’or. En effet, si on
considére o = a4 le nombre de Parry défini dans I’exemple tel que dq(1) = 1(10)°, la relation
obtenue lorsqu’on examine l'indépendance vis-a-vis d’un chiffre autre que 0 est la suivante, pour tout
entier n supérieur ou égal a 2 :

Aa(1-0) = A1 o(10)An,0(0) + A1,0(110)A—1,0(0) + A1,0(11010) Ap—3,4(0) + A1,4(110110)Ay—a.0(0) + . ..
= )‘170(10)()‘%&(0) + 04_3)\”_3@(0) +..0)+ )\1,&(110)()\”_1,&(0) + a_g)\n—zx,a(o) +...).

La forme obtenue ressemble a la définition de la densité de la mesure de Parry p, définie en [3.1]
Pour contourner le probléme, nous allons utiliser la théorie des chaines de Markov. Celle-ci a déja été
utilisée pour des problémes assez proches comme dans [DT97] et [DS02|, mais pour obtenir des constantes
effectives nous avons besoin d’un résultat faisant intervenir la mesure de Parry, et non une moyenne finie
de probabilités dépendant de la position des chiffres.

Chaines de Markov

Les chaines de Markov sont un concept classique et bien connu de la théorie des probabilités (on peut
se référer par exemple & [Durl0| ou a [Fral3)).

Définition 4.2.3. Une suite de variables aléatoires (X;);>o & valeurs dans un espace d’états E est
appelée chaine de Markov (& temps discret) si pour tout entier positif n et tout n + 2-uplet d’états
(0591, -+ in_1,1,5) € E"? tels que

P(Xo = i0, X1 =i1,..., Xpn_1 = ipn_1,X, =1) >0,

on a
P(Xn+1|XO = iOaXl - 7:1, cee 7Xn—1 - in—l; Xn = Z) = HJ)()(n—}—l = j|Xn - Z)

Définition 4.2.4. Soit (X;);>o une chaine de Markov & valeur dans un espace d’états E, et ¢ et j deux
états de E. Le nombre P(X; = j| X, = i) est appelé probabilité de transition (en un pas) de 1’état i vers
I'état j et noté p; ;.

La famille de nombres (p; ;)
transition dans le cas général.

i.j)ep? est appelée matrice de transition dans le cas fini ou fonction de

Définition 4.2.5. On appelle distribution stationnaire d’une chaine de Markov toute distribution inva-
riante par ’action de la matrice de transition de cette chaine de Markov.

Si on se place dans une distribution stationnaire a ’origine, alors la chaine de Markov est stationnaire
et garde toujours la méme distribution.

Définition 4.2.6. Une chaine de Markov d’ensemble d’états E est dite irréductible si pour tout couple
d’états (i,7) € E?, il existe un entier n positif tel que P(X,, = j|Xo = i) > 0.

Cas des béta-développements

Examinons la mesure de Lebesgue des cylindres. Il est clair qu’en général pour un nombre de Parry
B > 1, la donnée d’un seul chiffre d’une écriture en base 8 ne permet pas de connaitre les longueurs
potentielles des cylindres directement aprés ce chiffre. Par contre, si pour tout chiffre d compris entre 0 et
| 3] on sépare en plusieurs états selon le type de cylindre associé au chiffre, ¢’est-a-dire en considérant pour
1 compris entre 0 et M — 1 les états d; représentant les cylindres de longueur f; relativement & leur ordre
associés au chiffre d §’ils existent, alors on peut définir une chaine de Markov (comme précédemment,
(fi)i>o désigne la suite des parties fractionnaires itérées associée a ). La probabilité de transition d'un
état d; a un état d}, correspond a la longueur relative de df, en tant que sous-intervalle de d; (par exemple
1/8 entre deux cylindres standards). La chaine de Markov ainsi définie a un ensemble d’états fini (de
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cardinal | 3] — 1+ M) et est irréductible, puisque le temps de retour a un cylindre standard est d’au plus
M, puis on peut accéder & n’importe quel type de cylindre depuis un cylindre standard en au plus M
étapes.

On peut étendre cette construction pour des blocs de longueur k quelconque en remarquant que pour
tout cylindre o et chiffre d en base Parry 8 > 1, il existe un seul sous-cylindre d’ordre relatif 1 associé
au chiffre d. Par conséquent, avec la méme décomposition qu’auparavant, fixer 'indice du premier chiffre
d’un bloc suffit & fixer ceux de tous les autres chiffres du bloc. Ainsi, étant donné un bloc avec indices m;
de longueur quelconque, la donnée du dernier chiffre avec indice suffit & donner les probabilités transitoires
avec les blocs mzd; avec d et j quelconques (elles sont nulles sauf pour au plus un indice).

Exemple 4.2.7. Considérons @ = a5 le nombre décrit dans I'exemple tel que dq (1) = 4(10)*°. La
chaine de Markov associée par le processus que ’on vient de décrire admet I’ensemble d’états suivant.

E= {OOa ]-07 207 307417 ]-27 03}

Dans cet ordre, la matrice de transition associée est

1 111 f# 0 0
1 111 f 0 0
1 111 f 0 0
It 111 £ 0 0
1 f2
“alt 000 0 £ 0
000000%
1 f2
0000 £ 0

Exemple 4.2.8. Considérons o = aeg le nombre décrit dans I’exemple [3.2.6] tel que d, (1) = 5(32)*°.
La chaine de Markov associée par le processus décrit plus haut admet ’ensemble d’états suivant :

E = {00, 10,20, 30, 40,51, 32,23}

En plagant les états dans cet ordre, la matrice de transition associée est

1 1 111 ff 0 0
1 1 111 ff 0 0
1 1 111 ff 0 0
1l 111184 0 o0
a}}111f100
EEOOOO%O
ioooooo%
%%0000%0

Exemple 4.2.9. Considérons a = aeq le nombre décrit dans 'exemple tel que dq(1) = 1(10)*°.
La chaine de Markov associée par le processus décrit plus haut admet I’ensemble d’états suivant :

E = {00,11,12,03}.

En placant les états dans cet ordre, la matrice de transition associée est

1 i 0 0
1 f
1y 0 % 0
05000%
1 fa
m 0 o5 0

Considérons maintenant la chaine de Markov associée aux blocs de longueur 3 en base «. L’ensemble
d’états correspondant est

E = {000000,000011,001100,001112,110000, 110011, 111503, 120500, 120312, 030000, 030011, 031203}.
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FIGURE 4.1 — Graphe de ’application Tge ,- Les cylindres standards sont représentés en noir, ceux associés
aux blocs se finissant par 1, en rouge, celui associé au bloc se finissant par 15 en vert et celui associé au
bloc se finissant par O3 en jaune.

En placant les états dans cet ordre, la matrice de transition associée est la suivante.

QIr
[ I B R B S e R i i
othr oo oc oo o otk

ey
Coooco0o oo ~OO
o oo ococooco>ro o
cCo oo o o oo oo
cCoooFroo oo oo
CoOoOoORHOoO OO0 O0 OO

cooorfrooco oo oo
cCooTrTo o000 oo
o oFfrooc coc oo oo

o oo oo o oo
)
=

La figure représente 'application T§e4, en faisant ressortir les cylindres associés aux blocs finissant
par chacun des états Og, 11, 12 et O3.

Exemple 4.2.10. Considérons a = ae; le nombre de Pisot décrit dans 'exemple [3.1.18] Le développe-
ment de 1 associé est d, (1) = 43211. La chaine de Markov associée par le processus que l'on vient de
décrire admet 1’ensemble d’états suivant.

E= {OOa 10a 207 30741732; 23a 14}

On remarque qu'il n’y a pas d’état lié au dernier «1» de d,(1). Cela vient du fait que le mot fini ne peut
pas étre facteur d’'un mot admissible en base « (ce qui est également la raison pour laquelle, dans le cas
d’un nombre de Parry simple, on a d% (1) # da(1)).
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En plagant les états dans cet ordre, la matrice de transition associée est

1 1 1 1 f 0 0 0
1 1 1 1 f 0 0 0
1 1 1 1 f 0 0 0
111 11/ 0 0 0
— 1 1 1 bk
ol £ £ 00 £ 0 0
£ £ 000 0 £ 0
2 2 2
+~ 0 00 0 0 0 ;i
3 3
f—14 0O 0 0 0 0 0 0

Exemple 4.2.11. Considérons « = a1 le nombre de Salem décrit dans I'exemple [3.1.20, pour lequel le
développement de 1 est d,(1) = 1(100)*°. La chaine de Markov associée par le processus que l'on vient
de décrire admet I’ensemble d’états suivant.

E = {00,11,12,03,04}.

En plagant les états dans cet ordre, la matrice de transition associée est

1 fi 0 0 O

1 f2
R
210 0 0 §— 0
« 2 f

0 0 0 0 #

1 A

non 0 00

Considérons maintenant la chaine de Markov associée aux blocs de longueur 2 en base . L’ensemble
d’états correspondant est

E = {0000, 0011,1100, 1112, 1203,0304, 0400, 0415 }.

En placant les états dans cet ordre, la matrice de transition associée est la suivante.

o
oo o o o oo
oo o o o orfro

oo oFfrfo o oo
o oo oo oo
coffro oo oo

Q=

o O o ~O R
(e}

o o oFlro o o

Exemple 4.2.12. Soit & = ez le nombre de Parry décrit dans 'exemple |3.1.20 tel que d, (1) = 3203.
La chaine de Markov associée par le processus que I'on vient de décrire admet ’ensemble d’états suivant :

E = {007 107 207 317 22703}‘

En plagant les états dans cet ordre, la matrice de transition associée est

1 1 1 f 0 0
1 1 1 £ 0 0
111 1 1 /1 0 o0
— 1 1 f
al+ £ 0 0 £ 0
0 0 0 0 0 Jf”—
1 1 1
£+ L 0 0 0
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Exemple 4.2.13. Soit a = a7 le nombre de Parry décrit dans 'exemple [3.3.2] tel que d, (1) = 3302°.
La chaine de Markov associée par le processus que I'on vient de décrire admet ’ensemble d’états suivant :

E = {00, 10,20, 31, 32,03, 24}.

En plagant les états dans cet ordre, la matrice de transition associée est

1 1 1 f 0 0 0
1 1 1 f4 0 0 0

) 1 1 1 f1 0 0 0
1 1 1 I

|+ +# # 0 £ 0 0

“fo o 0 0 0 % 0
11 fa
5% 0 0 0 0 X
+ + 0 0 0 0 1

Exemple 4.2.14. Soit oo = ag le nombre de Parry décrit dans ’exemple tel que dq (1) = 42403°°.
La chaine de Markov associée par le processus que I'on vient de décrire admet ’ensemble d’états suivant :

E= {003 1Oa 207 307417 227433 043 35}

En placant les états dans cet ordre, la matrice de transition associée est

1 1 1 1 f14 0 0 0 0
1 1 1 1 f4# 0 0 0 0
1 1 1 1 f4f 0 0 0 0
1 1 1 1 f4f 0 0 0 0
1l o I
LR B A
3
I A
0 0 0 0 0 0 0 % 0
11 1 fs
T 00 0 0 0 £
£ £ £ 0 0 0 0 0 1

Exemple 4.2.15. Soit ¢ le nombre d’or. On a dy(1) = 11, et les états de la chaine de Markov associée
sont Og et 11, ce qui nous donne la matrice de transition

¢p—1 2-9¢
1 0 )

Si on considére maintenant les blocs de longueur 5 admissibles en base ¢, 'ensemble d’états de la
chaine de Markov associée est :

E = {0000000000, 0000000011, 0000001100, 0000110000, 0000110011, 0011000000,0011000011,0011001100,
1100000000, 1100000011, 1100001100, 1109110000, 1109110011 }.

En plagant les états dans cet ordre, la matrice de transition est la suivante :

1 ¢—1 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 ¢ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 01 ¢—-1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 ¢—-1 0 O 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 ¢ 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 01 ¢—1 0 O 0
(¢p—1)1]0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 ¢—-1
1 ¢—-1 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 ¢ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 01 ¢—-1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 ¢—1 0 O 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 ¢ 0 0 0 0 0
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Remarque 4.2.16. Dans tous ces exemples, on peut vérifier que la somme de tous les éléments d’une méme
ligne vaut bien 1 en utilisant les relations af; = f;+1 + ¢i+1 pour tout entier ¢ positif.

Remplacement du résultat de majoration

Divers résultats existent pour étendre I'inégalité de Hoeffding au contexte des chaines de Markov, mais
peu conviennent & notre cas car les conditions exigées pour la convergence & la distribution stationnaire
sont trop fortes. Nous allons utiliser le résultat suivant, dit & Glynn et Ormoneit [GO02|, qui s’applique
dans le cadre suivant.

Soit (X, )n>0 une chaine de Markov a valeurs dans un espace d’état S, pour laquelle on impose la
condition suivante.

Il existe une mesure de probabilité ¢ sur S, v > 0 et un entier m > 1 tels que

Vo €S, Pu(X,, € ) > vo(-),

ou P, désigne la probabilité vis-a-vis de la distribution initiale Xy = x. Soit f : S — R. Posons Y; = f(X;),
Sp = Z?;Ol Y; et notons ||f]|| la valeur maximale de |f| sur S. Alors on a le résultat suivant.

Théoréme 4.2.17 (|JGO02|, Theorem 2). Soit (X,,)n>0 une chaine de Markov vérifiant la condition
précédente et f telle que || f|| < oco. Alors

Ve > 0, Bo(S, — E(S,) = ne) < oxp (72(”5 - 2IIfIm/w)Q)

2n|| f|[*m?

pour n. > 2||f||lm/(ve).

Dans le théoréme, E désigne 'espérance selon une distribution stationnaire de la chaine (X,)n>0
(Pexistence de cette distribution est assurée dés que la chaine vérifie la condition d’application du théo-
réme, voir [GO02|).

Le lemme suivant va nous aider & montrer que la chaine de Markov que ’on a définie vérifie la condition
imposée.

Lemme 4.2.18. Soit 8 > 1 un nombre de Parry.

1. Pour tout cylindre o en base B, il existe un sous-cylindre standard de o d’ordre Mpg associé au
chiffre Q.

2. Pour tout cylindre o en base (3, il existe un sous-cylindre de o de n’importe quel type et associé a
n’importe quel chiffre d’ordre relatif 2Myg et de longueur relative f~3Ms.

3. Pour tout cylindre o en base B et tout entier strictement positif k, il existe un sous-cylindre de o
de n’importe quel type et associé a n’importe quel chiffre d’ordre relatif 2Mg +k —1 et de longueur
relative B~ (3Ms+k—1),

Démonstration. Soient 8 > 1 et ¢ un [-cylindre. Remarquons déja que si ¢ admet au moins un sous-
cylindre standard d’un ordre m fixé, alors il en admet un associé au chiffre 0. Comme o admet au
moins un sous-cylindre standard d’ordre relatif au plus Mg, le premier point du lemme en découle. La
longueur relative de ce sous-cylindre standard est d’au moins S~™5. Pour le deuxiéme point, on peut
arriver & n’importe quel type de cylindre en au plus Mg étapes depuis un cylindre standard, et quitte
a «temporiser» en passant par d’autres cylindres standards, on peut atteindre n’importe quel cylindre
en exactement Mg étapes. Ainsi, d’aprés le premier point, tout cylindre o admet un sous-cylindre de
n’'importe quel type d’ordre relatif 2Mg et de longueur relative au moins B~Ms3=2Ms e résultat en
découle en prenant & ce moment-la le début de n’importe quel bloc d’ordre k. O

Le second point implique que 'on peut vérifier la condition du théoréme précédent pour n’importe
quelle probabilité sur notre ensemble d’états. Pour les chiffres simples, un choix possible serait celui de
la mesure de probabilité valant 1 sur 1’état 0y et 0 partout ailleurs. Les constantes associées sont alors
B~Ms et Mg. Pour les blocs de chiffres, nous allons considérer la mesure de probabilité qui vaut 1 sur
I’ensemble des blocs de longueur k, en restant proportionnelle & la longueur relative de chacun. On a
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alors v = 8~Ms et m = Mg + k — 1. Pour majorer le nombre de blocs non (¢, k)-normaux en base 3, on
va utiliser ce résultat pour tout bloc de longueur £ admissible avec f une fonction de comptage telle que
f(Xg) vaut 1 si elle prend pour valeur un état correspondant au bloc considéré avec n’importe quel jeu
d’indices et 0 sinon. Dans ce cas, on a ||f|| = 1, et il faut noter que si on recherche des mots de longueur
n, il faut considérer la somme S,,_p+1 & cause du décalage di a la longueur des mots dans la définition
d’(g, k)-normalité. En outre, le € du théoréme prendra la valeur eu(D) pour chaque bloc D testé. De plus,
si on note [E I'espérance par rapport a une distribution stationnaire, le résultat de majoration non effectif
m implique que pour tout bloc D en base 8 de longueur k et Z(D) I'ensemble des k-uplets d’indices
possibles pour le mot D, alors 3 77 p) E(D;) = pg(D). On a donc assez d’informations pour obtenir le
résultat suivant.

Théoréme 4.2.19. Soient 5 > 1 un nombre de Parry, 0 < ¢ < 1 un réel et k > 0 un entier. En
notant M = Mp et E(‘;n(s,k) l’ensemble de mots de longueur n suivant un préfive a qui ne sont pas
(e, k)-normauz, on a

A(EG (&, k)

[eyl(a)l
pour n > 2(M +k —1)eM /e(B — 1), avec

i £24—2M—2k+2
Cl(e, k) = 2¢B" exp (2(ﬁ—1)2(M—|—k—1)2(k_1))

< Cle, k)enEkRn

et
(6 _ 1)26—4M—2k—2€2

ek = SR

Démonstration. Soit S > 1 un nombre de Parry, ¢ > 0 et k > 0, M = Mg et u = pug. Remarquons déja
que la donnée d’un préfixe entier a induit celle d’un état de la chaine de Markov. Ainsi dans le cas de la
concaténation de blocs non (g, k)-normaux suite & un mot a, la probabilité P, désigne la longueur relative
par rapport & cyl(a). Pour D un bloc S-admissible de taille k, notons B4 (D,¢) 'ensemble des mots de
L, n dans lesquels le bloc D apparait plus de nu(D)(1+ €) fois. En appliquant le théoréme avec la
fonction f de comptage de D (indépendamment des indices), on obtient :

leyl(a)]
B2M((n —k+ 1)eu(D) —2(M + k —1)/37M)?
<eXP<_ 2n —k+1)(M +k—1)? )
B2Me2), (D)2 B2 u(D)?
< exp <_2(M+k—1)2n> xp <2(M+k—1)2

(k—1) + 25“(D)5M) .

M+k—-1

pour n > 2(M + k — 1)/(e " Meu(D)). Notons que (8 — 1)3~M+k+1) < (D) < B=F*+1/(3 — 1). En
appliquant 'inégalité que 1'on vient d’obtenir pour tout cylindre D € Ly et en utilisant la symétrie pour
les mots ot un bloc de longueur k& donnée est représenté moins de nu(D)(1—¢) fois, on obtient le résultat
suivant.

Pour n > 2(M + k — 1)e2M+F+1 /(3 — 1),

M. K)
eyl(a)
(6 _ 1)26_4]\/1_2k_262 EQﬁ—QM—?kH—Q
< e (~ Lot oo (g et - +)

/8 -1 2/874M72k72 2 2672M72k‘+2
< Qeﬂk exp (( 2(]24—’_ — 1)2 € n) exp (Q(ﬁ i 1)2(M - 1)2 (k — 1)) .
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4.3 L’algorithme

On dispose maintenant de tous les éléments nécessaires pour faire fonctionner notre algorithme. On
va établir d’abord un lemme fondamental, permettant le passage d’une étape a l'autre de l'algorithme,
sur le modéle du Lemme 13 de [BY19] dont nous suivrons la démonstration en I’adaptant.

Lemme 4.3.1. Soit t un entier supérieur ou égal a 2, € un réel inférieur ou égal o 1/t, k un entier
compris entre 1 et y/log(t) (1 sit = 2) et soit t' =t out+ 1. Alors on peut raffiner toute t-brique
d = (0g,09,...0¢) (sigma i étant associé & une base Pisot ;) en une t-brique T = (Tg,T2y...,Te)
(e, k)-normale telle que ordre relatif de 7 ne dépasse pas un certain entier ng(t, e, k).

Démonstration. Supposons déja que t = t'.

Comparaison des ordres et des longueurs des cylindres Pour tout n notons Z,(o¢g) I'ensemble des
sous-cylindres en fraction continue de o¢. Soient K, ¢ et n; les constantes données par le lemme [£.1.7]
On note alors Jp,(0¢) C Z, (o) ensemble des cylindres J tels que

e—2Ln—20 < |J‘

4 = ol

S 26—2Ln+20.

Sin > ny, le lemme indique que

| UJEJn(UG) J| > 5
loal WV
A la fin de la démonstration, nous déterminerons une valeur possible pour n et nous choisirons 7¢ parmi
ces intervalles J.
Pour ce qui est des cylindres en bases Pisot, on appelle pour tout entier n et pour d = 2,...,t, on

appelle my Uordre de 74 en tant que [4-cylindre. Choisissons pour mg le plus grand entier pour lequel
2e~2nE+2¢| 54| < B4, Ce choix garantit que |J| < 7' pour tout J € 7, et de plus

ﬂd_md_l S 2672nL+25‘0_G| S 86462672”'[/726‘0(;‘ S 8€4C|J‘.

Pour tout J € J, on pose T&] le plus petit recouvrement de J par des B4-cylindres, de longueur totale
inférieure a 35, ™ (4.1.10)). Il suit donc de I'inégalité précédente que

Yoot

‘Tu‘l]| - 2464Cﬁd.
Ce choix de my impose des bornes sur ng 'ordre relatif des cylindres de 74 dans ceux de o4 qui dépendent

de n et B; comme suit.
— Comme |og| < |og] < |og|24e*B,, on a

logﬁd(\ag|/3) <ng—mg< logﬁd(\oc|24e4cﬁd),
olt mgq — ng est 'ordre de 04, compris entre logg, (|oa|/3) et logg, (|oal).
— De plus , 22425 < 7™ < 28,6722 o), et donc

—2nL+2c|o_G|) _2nL+2C|Gg|).

logg, (2¢ < —mq < logg, (264

En combinant les deux, on obtient
2nLlogg, (e) —logg, (684€%°) < ng —mg +mq < 2nL logg, (e) + logﬂd(IZezc)ﬁd

et finalement
9 L 2c g < <9 L n 2¢c
n — —8<ng<2n
log(Ba)  log(Ba) *=og(Ba) " log(Ba)

(en utilisant 'approximation 8 & 1,32471 pour le plus petit nombre de Pisot, voir [3.1.16)).

+10
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Les ordres relatifs pour les bases Pisot évoluent donc de maniére linéaire avec celui en fraction continue.

Mauvaises zones On va s’intéresser maintenant a éviter les zones ou les conditions d’(g, k)-normalité
imposées ne sont pas vérifiées. Il faut s’assurer de pouvoir choisir un intervalle J d’ordre n dans la longueur
totale K/+/n disponible sans qu’il soit de discrépance trop haute et les cylindres qui le recouvrent ne soient
pas (e, k)-normaux dans leurs bases respectives.

Pour tout n on note

By, ES . (g,k)

ng,e,k = Hoa,ng

Pensemble des nombres non (g, k)-normaux en base S, de longueur ny relativement a leur préfixe oq, et

Bioynaek
I’ensemble des recouvrements éventuels dont ils peuvent faire partie. Notons My = Mg, . Si

Q(Md + k— l)eMd

n >
e(Ba—1)
le théoréme affirme que
0
|Bd,o'd,'nd,57k| S Oﬁd (6, k’)efnﬁd (&‘,k‘).
|odl

Par la suite on notera Cq = Cg, et g = 71g,. Chacun de ses intervalles pouvant intervenir dans des
recouvrements de deux ou trois cylindres cibles en fraction continue & la fois. Pour finir un recouvrement
dont il est la partie la plus & gauche (respectivement a droite), il faut ajouter une longueur d’au plus
24,™* de fg-cylindres de méme ordre. On a donc

|Bd70'dvnd,67k5| S (45Md + 1)‘Bg,ad,nd,s,k|'

Comme de plus Qnm — 10;(76@) — 8 < ng et |og] < 24e*By4log|, on a

0
|Bd,o'd,'lld,57k‘| < 12064(;61\4(1-‘,-1 |Bd,ad,nd,t‘,k
locl T ¢ |odl

< 120640594d+10d(57 k)e—nd(e,k)nd
2nL

< A(d)Cale, k) E(d) exp (‘”d(g’ k>10<‘§(6d)> ’

ot A(d) = 120e*8M4H1 ot B(d) = exp (<1§T> + 8)77a(e, k)) .
Nous ne reviendrons pas sur la majoration de la longueur des mauvaises zones en fraction continue,
qui impose une condition en O(t*log(t)) sur ng(t, e, k) avec les paramétres de utilisés dans [BY19), que
nous utiliserons aussi. Pour conclure, il suffit de trouver ng(t,e,k) tel que pour tout n > ng et tout
d=1...t—1,
2nL K
)<

tA(d)E(d)Cyexp (_nd(57k)1()g(ﬂd) 7

Pour ce faire, on utilise le méme résultat technique que dans [BY19|, qui indique que si r et v sont des
réels strictement positifs tels que

2
n > —=log(yr),
r

alors
v > Vne ™.

. 2
Il nous suffit donc de majorer - log(y4r4) pour tout d, avec

_ K
7= Y A(d)E(d)Cale, k)
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et

2L
rqg =nq(e, k) ———.
=) g B
Dans le pire des cas, on a k = /log(t) et e = 1/t. On a alors :
2 lo log(t
2 < g(ﬁd)2(ﬁd —1)282Ma2(0g, — 14 \/log(0)2(v/log(d) — l)tQBd\/ 8 (t)

~5 2Md+\/@log(ﬁd)(10g( t) 4+ Mg+/log(t))*t?,

Par ailleurs, notons que comme les inégalités B3 > 1,32 et donc 8 —1 > /1/10,e < 1/2, My > 1 et
k > 1 sont toujours vraies, on a

2¢
E(d) = exp ((log(ﬂd) + 8)nale, k)) < e,
et
Cq < 26265,

On a donc finalement

o (DB o (57 13 08(0) + M o0

ol A = 240e°*? ne dépend pas de d. En notant

W(t,d) = 57TV 10g(8,) (log(t) + Mav/Tog(t))?42,

et en tenant compte également de la condition sur n pour I'application du théoréme [£.:2.19] il suffit donc
de choisir pour ng la valeur

no(t, e, k) = mgx{ [2\1/(15 d)lo <ABMd+\/bT\IJ(t d)ﬂ , [&(Md + \/M)eMﬂ }

Notons que les valeurs prises par 33 dépendent de la valeur ¢ du nombre de bases considérées, et de la
maniére dont on ajoute des bases a chaque fois que ¢t augmente.

Sit' =t+ 1, nous devons en plus ajouter un recouvrement en base 3,11, sans conditions particuliéres
d’(e, k)-normalité, mais qui ne doit pas étre trop grand. On peut par exemple recouvrir 7¢ par des
Ber1-cylindres d’ordre my;11 tel que my4q est le plus grand entier vérifiant

Imal < Ay

)

et on a alors

|7a] 1
ITer1] — 3B’
ce qui suffit pour que la borne imposée soit vérifiée. O

Conditions sur la suite de bases utilisée

Avant de passer a l'algorithme en lui-méme, notons que ce qui a été établi jusqu’ici dépendait de
la condition Parry plutot que de la condition Pisot. Etant donné que fonctionner par recouvrement est
moins exigeant que de construire des cylindres imbriqués, nous avons plus de liberté que dans [MST18|,
et nous pouvons considérer pour notre suite de base une suite contenant jusqu’a tous les Pisots et des
nombres de Parry dont on connait la constante Mg et qui sont minorés par le nombre de Pisot minimal
3.1.16| (ou simplement par une constante strictement positive, ce qui entrainera quelques changements
dans les constantes calculées précédemment, mais sans changer le fond du résultat). Cependant, nous
utilisons une version de ’(g, k)-normalité qui impose des conditions dépendant fortement des valeurs de
B4. Pour limiter I'impact de ces conditions sur les paramétres, on va s’assurer que la valeur de 84 ne croit
pas trop rapidement avec t.
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Lemme 4.3.2. Soitn > 2, et soit P(X) = X" —a; X"~ ! — .. — a, un polynéme a coefficients entiers
tel que 1 < ap, < ap_1 < -+ < ay. Alors la plus grande racine réelle positive o de P est un nombre de
Parry simple, tel que do(1) = a1as ... ay.

Ce résultat a été démontré par Frougny et Solomyak [FS92|, et il avait déja été établi par Brauer
|[Bra50| que de tels nombres sont des nombres de Pisot. On notera par la suite F la famille formée par
ces nombres.

Lemme 4.3.3. Soit n > 2 un entier. Notons ¢y, n—1 le cardinal de la famille F,, 1 formée des n-uplets
(ar,az,...,a,) avec 1 < ap, <---<a; <n—1. Alors cp 1 > 3" 2.

Démonstration. Nous allons montrer ce résultat par récurrence sur n.
— Sin =2, alors le seul élément de F3 est le nombre d’or ¢.
— Pour n > 3, on peut construire les sous-familles suivantes de F;, ,—1 & partir de la famille 7,1 ,,—o.

Pour tout n — 1-uplet @ = (a1, a9, - ..,an—_1), considérons les n-uplets
ap = (a17a17a27 s 5an—1)7
da=(mn—1a1,a2,...,an_1)
et
. (n—1,n—1a9,...,ap—1) sia;=n—2
as = .
(a1 +1,a1,a2,...,6,-1) sinon.

Ces n-ulplets sont dans F, ,,—1, et en utilisant le fait que a; < n—1 et que deux n-uplets différents
avec le méme premier coefficient ont au moins un autre coefﬁc1ent qui différe, on voit que pour
tous i et j entre 1 et 3 et tous d et b dans Fr—in—2,0n8d; = b si, et seulement sii = j et d = b.
Il en découle que ¢, p—1 > 3cp—1,n—2-

O

Il est en outre aisé de voir que F est en bijection avec Up>2 ¢>1Fp,q, €t donc contient toutes les familles
de la forme F, ,,_1 avec n entier et supérieur ou égal & 2. De plus, tout élément 3 € F vérifie Mg = 1,
et tout nombre de Parry 3 correspondant & un élément de F, ; avec p un entier supérieur ou égal a 2 et
q un entier strictement positif est tel que g < 8 < g+ 1 et NG =p.

On impose les conditions suivantes sur notre suite de bases : qu’elle contienne au moins les nombres

entiers supérieurs ou égaux a 2 et la famille F, dans l'ordre suivant.

— On commence avec la base By = 2.

— Ensuite on ajoute tous les éléments S de la suite tels que 5 < 2, Ng < 2 et Mg < |v/2] dans I'ordre
croissant (il ne peut y en avoir qu'un nombre fini, car la suite dg(1) est déterminée par la donnée
de Nj chiffres majorés par § et pouvant étre répartis d’au plus Ng maniéres entre pré-période et
période).

— On ajoute ensuite 3, puis tous les éléments de 3 de la suite vérifiant 3 < 3, Ng < 3 et Mg < [V/3]
que 'on a pas ajoutés a ’étape précédente.

— On réitére ensuite avec tous les entiers n > 4 successifs, avec les conditions pour les bases S que
I’on ajoute entres les entiers k et k 4+ 1 :

B <k,
Ng <k
et

Mg < [VE].

Ainsi tout nombre de Parry 3 est ajouté au plus tard aprés 'entier N2, et comme aprés chaque entier
on ajoute un nombre seulement fini de bases, on est assurés d’intégrer n’importe quelle base de notre
suite en un temps fini.

Lemme 4.3.4. Soit 5 une base dans une suite vérifiant les conditions ci-dessus, de telle maniére que le
rang de 8 dans cette suite est égal a t — 1. Alors § < log(t) + 3.
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Démonstration. Comme, par construction, tout élément de la suite est inférieur ou égal & un entier de
rang plus petit ou égal, il suffit d’établir le résultat pour les entiers. Soit donc n un entier strictement
supérieur a 2 (pour n = 2 il est immédiat que la borne est valide). Il est précédé dans la suite pour tous
les entiers compris entre 1 et n, et également au minimum par tous les éléments 5 de la famille F tels
que S <n—1et Ng <n—1. En notant t — 1 le rang de n dans la suite, et cj ;1 les constantes définies
dans le lemme on a donc :

t—1>n—2+4+cy1+ -+ cp1,n-2,
ce qui nous donne d’aprés le lemme [4.3.3]
t>n—14+1+---+3"3,

d’ott la majoration grossiére ¢ > "3 qui impose finalement que n < log(t) + 3. O

L’algorithme Agygion

— Initialisation On commence par la base 81 = 2 et le développement en fraction continue, avec le
cylindre d’ordre 0, c’est a dire [0, 1[, dans chaque base.
— Itération On fixe
t(s) = max(2, flog1/5(s)],
e(s) = 1/t(s)
et
k(s) = max([+/log(t)],1).
A chaque étape s, on utilise le lemme précédent pour raffiner la t(s—1)-brique de I’étape précédente

a une t(s)-brique (g, k)-normale d’ordre relatif ngia,s + [log(s)] avec ngary indépendant de s. On
choisit le raffinement le plus a gauche.

Théoréme 4.3.5. L’algorithme Agusion construit un nombre normal dans toutes les bases considérées en
temps polynomial.

Démonstration. En adaptant la valeur que l'on a fixé pour ng avec le résultat du lemme [£.3:3] on obtient

no(t) < max { [20(t) og (AQlog(t) +3)2V =0T w (1)) |, [16ty/log(t) + 3eV=O 3] |

e () = (log(t) + 3)3V1eM+3 10g(log(t) 4 3)(2log(t))?t2.

On a donc une condition sur ng en
O(log(t)3,/1og(t)+3+3t2) = o(t%).
Comme la condition pour les fractions continues est également en o(t%), on peut choisir
n(s) = nstare + [log(s) ],

Ol Ngart €St Une constante, pour le nombre de chiffres ajoutés a chaque étape pour éviter toutes les mau-
vaises zones avec les conditions #(s) = max(2, [log"/®(s)]), e(s) = 1/t(s) et k(s) = max(1, [\/log(t(s))]).
Comme log(s) croit vers l'infini et >, log(s) = O(nlog(n)) , et comme de plus pour tout entier d entre
2ettona

An— B <ng<An+ B+ 2,

Avec A = 2L/log(fB4) et B = 2¢/log(Bq)+8, on a également Y .¢, log(s) = O(nqlog(ng)). Les conditions
du lemme sont vérifiées, ce qui nous assure que le mot infini construit par I’algorithme est normal
dans toutes les bases Parry considérées. De plus, la proposition issue du résultat de construction
de lalgorithme A¢. dans [BY19], nous assure également que le mot infini construit par l’algorithme est
normal au sens des fractions continues. Ainsi, on a établi que le mot final est bien normal dans toutes les
bases souhaitées, d’ou la validité de I'algorithme Agusion- O
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4.4 Controle de la propagation de retenues

L’approche par recouvrement dispose d’une plus grande flexibilité mais a aussi un prix. En effet, si a
une étape donnée les cylindres consécutifs des recouvrements dans chaque base Parry vérifient tous les
mémes conditions d’(e, k)-normalité, comment en choisir un plutét qu'un autre ? Comme la construction
de ’étape suivante peut nous restreindre dans le recouvrement (en réalité, on va voir que l'on se place
systématiquement dans un seul cylindre de ce recouvrement), selon le choix que 1'on fait, on peut étre
amenés a changer un certain nombre de chiffres & cause du phénomeéne de propagation de retenue. Par
exemple, cette question se pose déja dans Palgorithme Ay : si en base 2, un recouvrement est constitué
de deux intervalles dont le premier se finit par une suite de 1 et le second commence par une suite de 0,
combien de chiffres peuvent étre amenés & changer si on passe de I'un a 'autre ?

Les conditions sur la discrépance simple en base entiére imposées dans 'algorithme Ag. permettent
de majorer le nombre de chiffres susceptibles de changer.

Lemme 4.4.1. Soient b > 2 et n > 0 des entiers, € > 0 un réel, et soient D et D’ deux blocs de chiffres
de longueur n consécutifs en base b. Si D et D' ont une discrépance inférieure ou égale a €, alors D et
D’ ont au plus leurs | (1/b+ €)n] + 1 derniers chiffres qui différent.

Démonstration. Comme D et D’ ont une discrépance simple inférieure ou égale a ¢, ils peuvent contenir
au plus (1/b + €)n fois un chiffre donné. En particulier, si le plus grand des deux blocs dans l'ordre
lexicographique se finit par une suite de zéros, la longueur de celle-ci ne peut excéder (1/b+ &)n. O

En base Parry, les recouvrements et la propagation des retenues peuvent étre un peu plus compliqués,
mais on va obtenir un résultat similaire. Commengons par nous ramener & des recouvrements plus simples
avec le résultat suivant.

Lemme 4.4.2. Soient 3 > 1 un nombre de Parry, n > 0 un entier et I C [0,1] un intervalle tel que
|[I| < p=™. Alors :
— 1l existe un recouvrement de I par un ou deux cylindres consécutifs en base 8 d’ordre au moins
n — M/@.
— Il existe un recouvrement de I par au plus Mg + 1 cylindres consécutifs en base 8 d’ordre n.

Démonstration. Montrons déja la premiére assertion. Si n < Mg, il suffit de prendre pour recouvrement
[0,1[. Sinon, supposons que I n’est contenu dans aucun S-cylindre d’ordre n — Mgz. Cela signifie que I
contient un point a dont I’écriture en base 3 est de longueur au plus n — Mpg. Or on sait que les autres
points admettant des écritures en base 3 de longueur au plus n — Mg sont espacés de a d’au moins
B~Msg=ntMps oit d'une distance supérieure a la longueur de I, et a est le seul point contenu dans I
dont I'écriture est de longueur au plus n — Mpg. Ainsi, I est recouvert par les S-cylindres d’ordre n — Mg
délimités respectivement a gauche et a droite par le point a.

Pour la seconde assertion, on remarque que tout cylindre en base 8 admet au plus un sous-cylindre
court d’ordre relatif 1 (celui le plus & droite), et que le sous-cylindre le plus a gauche d'un cylindre
standard est standard a tout ordre. Ainsi, en admettant qu’a un ordre n, la plus longue (en termes de
cardinal) suite de cylindres courts consécutifs en base 5 comporte C' éléments, alors celle a ordre n + 1
en comporte au plus C'+1 et est constituée des mémes cylindres, dont la longueur relative a été multipliée
par 3, plus un autre (apparaissant tout a gauche). Comme a lordre 1 il y a un seul cylindre court, et
que la longueur des cylindres en base 3 est minorée par =4 il vient qu’a tout ordre, il ne peut y avoir
plus de Mg — 1 cylindres courts consécutifs. O

Ce lemme nous permet donc de nous ramener & des recouvrements par seulement deux cylindres
consécutifs & un ordre un peu inférieur.

Théoréme 4.4.3. Soient B un nombre de Parry et s un entier strictement positif, tels qu’un recou-
vrement o constitué de B-cylindres consécutifs d’ordre ng(s) a été construit a U'étape s de lalgorithme
Agusion, €t soient D et D' des mots de longueur ng(s) (pas nécessairement distincts) quelconques dans ce
recouvrement. Alors le nombre de chiffres différents entre D et D’ est majoré par

Nﬂﬁ_k(‘g)+1

Gy (0 (s)mals) + K(s) ~ 1+ M.
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Démonstration. Déja, grace au lemme on se raméne a étudier la propagation de retenues entre deux
cylindres consécutifs d’ordre ng(s) — Mga. Celle-ci fonctionne différemment du cas des bases entiéres a
cause des restrictions sur les chiffres : pour tout entier strictement positif m, le mot maximal de longueur
m en base 3 n’est plus le mot |3]* mais le préfixe de longueur m de d5(1), ot d(1) est égal a dg(1) si
B est un nombre de Parry non simple, ou & (dg(1) — 1)* si dg(1) est fini, (dg(1) — 1) désignant alors le
mot de méme longueur que dg(1) directement inférieur dans l'ordre lexicographique. Ainsi, si un bloc wy
de longueur k(s) est tel que pour un certain mot w pour lequel ww; est admissible en base 3, le préfixe
du mot directement supérieur & ww; n’est pas w (c’est-a-dire si changer le dernier chiffre de w; en lui
ajoutant 1 engendre une propagation de retenues sur plus de k(s) chiffres), alors w; est nécessairement
un facteur de longueur k(s) du mot dj(1), la réciproque n’étant pas toujours vraie. De plus, comme dj(1)
est ultimement périodique, il n’admet qu’au plus Ns facteurs de longueur k(s) différents. De par les
conditions d’(g, k)-normalité imposées dans la construction de notre algorithme, et comme la mesure de
Parry de tout S-cylindre d’ordre k(s) est majorée par f~*()*1/(3 —1), il vient que le nombre de chiffres
pouvant différer entre D et D’ est majoré par

N, —k(s)+1
N0 (14 e(s)ms(s) + bls) — 1+ M,
(B-1)
en remarquant que si un bloc de longueur k correspond & un cylindre d’ordre ng(s) — Mg, alors son
premier chiffre est & la position ng(s) — Mg — k(s) + 1. O

En particulier, si s est assez grand, strictement moins de ng(s) chiffres peuvent changer entre différents
cylindres du recouvrement associé a 8 obtenu a I'étape s de l'algorithme Agsion. Ainsi, quand on réalise
une nouvelle étape s+ 1 de lalgorithme, seule une partie des chiffres construits a I’étape précédente (s)
peut changer, ce qui implique aussi que dés ’étape s, on se place a U'intérieur d’un seul cylindre obtenu
pour le recouvrement en base 3 de ’étape s — 1.

Remarque 4.4.4. Ici on s’est intéressé a la propagation de retenue dans le pire des cas, que 'on a pu
controler grace aux propriétés d’(e, k)-normalité des mots que I'on construit. Il existe aussi des résultats
pour la propagation de retenues moyenne a partir d’un mot quelconque, dus a Berthé, Frougny, Rigo et
Sakarovitch |Ber+20].

4.5 Extension aux nombres de Delone

Dans les deux chapitres précédents, on a utilisé les nombres de Parry pour tout ce qui concernait les
[-développements, notamment parce que ce sont des nombres pour lesquels les restrictions de chiffres
sont assez faciles & manipuler. Pour ce qui concerne l'algorithme Agusion, la propriété des nombres de
Parry qui nous a été utile a surtout été celle de sélection, qui nous assure de pouvoir toujours concaténer
deux mots quitte & ajouter un nombre borné de zéros (Mg — 1), qui peut également se réexprimer par les
lemmes et Cette propriété est en effet essentielle pour mettre en place I’algorithme Agysion,
ou tout algorithme basé sur la concaténation (si elle n’est pas vérifiée, on ne peut par exemple jamais
assurer que |L, | pour un préfixe a et un entier strictement positif n quelconques soit strictement plus
grand que 1). Cependant, il existe des réels autres que les nombres de Parry pour lesquels la propriété
de sélection est vérifiée : on les appelle nombres de Delone, et ils sont tels que la suite (f;) des parties
fractionnaires itérées qui est associée a chacun d’eux est de cardinal infini, mais n’admet pas 0 comme
point d’accumulation. En reprenant les notations que l'on a utilisées pour les nombres de Parry, tout
nombre de Delone admet une borne finie Mg sur son temps de retour & un cylindre standard (soit le
nombre maximum de zéros consécutifs dans dg(1) plus un), mais ses cylindres peuvent avoir un nombre
infini de longueurs différentes, relativement a leur ordre (c’est-a-dire que N est infinie pour les nombres
de Delone). Comme dans toute la partie précédente, on a utilisé toujours Mg et jamais Ng, sauf dans la
construction de la suite des bases que l'on utilise dans I’algorithme, on peut généraliser tout ce qu’'on a
fait aux nombres de Delone, en leur associant une chaine de Markov (avec un ensemble d’états infini).
La premiére assertion du lemme [£.:2.18 reste valide, et on peut appliquer le théoreme [£:2.19] avec les
mémes constantes. On peut donc ajouter encore des nombres de Delone a la liste de bases utilisées dans
lalgorithme Agysion, tant qu’on connait la constante Mg associée, et que pour toute constante strictement
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positive C, on ajoute au plus un nombre fini de nombres de Delone 3 tels que 8 et Mg sont majorés
par C (on supprime alors la condition sur Ng pour ajouter les nombres de Delone dans la suite). En
revanche, le théoréme [£.4.3 ne s’adapte pas directement, et on va avoir besoin d’un résultat plus précis
sur la propagation de retenues dans ce cadre.

Lemme 4.5.1. Soient 8 un nombre de Parry ou de Delone et s un entier strictement positif, tels qu’un
recouvrement o constitué de B-cylindres consécutifs d’ordre ng(s) a été construit o l’étape s de l’algorithme
Agusion, €t soient D et D' des mots de longueur ng(s) (pas nécessairement distincts) quelconques dans ce
recouvrement. Alors le nombre de chiffres communs a D et D' est minoré par

(B =BT L —e(s))ns(s) + k(s) — 1.

Démonstration. Considérons le bloc 0F(*). Comme par construction, on a toujours k(s) > Mg, il vient
par définition de Mg que 0%(*) n’est pas facteur de d5(1). En particulier, le mot en base 8 directement
supérieur dans lordre lexicographique est 0¥(*)=11. Ainsi, si un mot w de longueur ng(s) en base
contient m fois le mot 0%*) la derniére position ou il peut avoir un chiffre différent du mot directement
supérieur dans lordre lexicographique est la derniére position de la derniére apparition du mot 05(*), ¢’est-
a-dire dans le pire des cas (s'ils font tous partie d’un plus grand bloc de 0 au début de w) a la position
m + k(s) — 1. Les conditions d’(g, k)-normalité dans la construction de l'algorithme Ag,gion minorent en
outre le nombre d’apparitions du cylindre standard associé au bloc 0¥(*) par

(8= 1B (1 — 2(s))ng,
D’ou le résultat. O

Ainsi, strictement moins de ng(s) chiffres peuvent changer entre différents cylindres du recouvrement
associé a B obtenu a ’étape s de lalgorithme Agysion-

4.6 Complexité de l'algorithme

L’étude de la complexité de 'algorithme Agygion se déroule pour I'essentiel comme celle de la complexité
de lalgorithme Ag. proposée dans [BY19).

Plagons-nous au début de 1'étape s de l'algorithme, et notons N(s—1) = n(1)+n(2)+---+n(s—1).
On a construit une ¢(s—1)-brique (c¢, 02, . ..04s—1)), et on suppose que I'algorithme a directement acces
a la valeur du rationnel donné par 'intégralité du développement en fraction continue obtenu dans les
s — 1 premiéres étapes, ce qui nous donne également la valeur de zg, le point délimitant og & gauche,
ainsi qu’a la longueur |o¢| et aux valeurs z — z¢, ol les 2/, sont les points délimitant chaque cylindre du
recouvrement en base 4 pour d compris entre 2 et t(s — 1). L’idée est de découper o en

L462n(s)L+20J +1

intervalles de méme longueur. Tout sous-intervalle de longueur au moins

1672n(s)L72c|0G|

(comme les cylindres que ’on examine) contient alors au moins un des points qui délimite ces intervalles.
On notera ces points e; pour ¢ allant de 0 jusqu’a une constante T — 1. L’article [BY19] établit que le
nombre T' de ces points est en O(s?L), puis qu'il faut O(n) opérations pour calculer le développement
en fractions continues associé a chacun de ces points, puis O(n(s)) opérations pour déterminer si ce
développement a une longueur relative a o dans U'intervalle que Pon a imposé, puis encore n(s) opérations
pour déterminer si la discrépance en fractions continues de ce développement vérifie bien les conditions
imposées a l'étape s. Intéressons-nous maintenant a la partie qui reléve des recouvrements dans les
différentes bases 84 considérées a ’étape s. Pour tout cylindre en fraction continue candidat que I'on a

construit, notons x le point qui le délimite & gauche et z4 le point zfj défini précédemment tel que la
différence x — 2!, = ¥ — 2 + z¢ — 2, est positive et minimale, et de méme notons z’ le point qui le délimite
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a droite et 2}; le point 2% tel que ' — 2} est positive est minimale. Afin de construire seulement le bloc de

chiffres que 'on ajoute a 1’étape s, il faut déterminer les développement en base By de {(z — z4) (Iiv(s_l)}

et de {(z' — z&)ﬁy(s_l)}, ce qui est linéaire en ng(s), et donc en O(n(s)). Il faut ensuite déterminer
tous les blocs de longueur ng4(s) compris entre ces deux développements dans 'ordre lexicographique.
D’aprés la deuxiéme assertion du lemme [£:4.2] cela peut étre effectué en partant du développement du
point de gauche puis en déterminant le bloc de méme longueur immédiatement supérieur dans 1’ordre
lexicographique, puis de recommencer l'opération au plus Mg, — 1 fois en tout jusqu’a retomber sur
le développement du point & droite. Le lemme [£.5.1] nous assurant que la propagation des retenues ne
dépassera pas les ng(s) chiffres du bloc, et on peut déterminer le bloc de longueur n4(s) immédiatement
supérieur dans l'ordre lexicographique en base 34 en au plus O(n(s)?) opérations. En effet, il suffit
d’ajouter 1 au dernier chiffre du développement obtenu, puis de comparer la somme au premier chiffre
de dg, (1) : si la somme est strictement supérieure, on remplace le dernier chiffre par 0 et on retient 1
pour I'avant dernier chiffre, sinon on ne change rien. Ensuite on réitére ’opération en comparant le bloc
des deux derniers chiffres (éventuellement modifié par la retenue) au préfixe de longueur 2 de dg, (1), et
ainsi de suite ... On doit itérer au plus ng(s) fois et comparer pour l'ordre lexicographique des blocs de
longueur au plus ng(s). Finalement, il faut pour chacun de ces blocs tester I'((s), k(s))-normalité, ce

qui pour chacun des au plus 8¥(*) blocs possibles est linéaire en nq(s), ce qui donne donc lieu & au plus

O(Mg, g(s)n(S)) opérations.

Finalement, on obtient une complexité en

o= (5 (s 10,335, s (015700}

2<d<t(
O (7" (1og(s) + log (s) 1og(#(s)) (log(t(s)) V™ log(s) + log’(s) ) ) )
0 (*" 10 (s) (l0g1og(s))*

=o(s%)

au pire pour le nombre d’opérations effectuées a I’étape s de I'algorithme Agsion. Comme & chaque étape,
le nombre de chiffres que ’on ajoute est en

O(log(s)),

cette complexité est exponentielle en termes d’opérations par chiffre ajouté (ce qui est inévitable a cause
du nombre de blocs d’une longueur fixée dans chaque base considérée). Par contre, la longueur totale des
blocs construits dans les différentes bases lors de s premiéres étapes de 'algorithme étant en O(slog(s))
tandis que le nombre d’opérations nécessaires pour effectuer ces étapes est en o(s?), il vient qu’obtenir
les n premiers chiffres du mot en fraction continue construit par 'algorithme Agusion exige dans le pire
des cas o(n?) opérations (en notant que si s est la premiére étape ott I'algorithme a construit en tout au
moins n chiffres, alors n = O((s — 1) log(s)) = O(slog(s)).

4.7 Commentaires sur 1’algorithme
Déja, remarquons que plutdt que k(s) = /t(s), on peut prendre quand s devient grand

~ log(t(s))
k() = Glog loa(t())

avec une constante C suffisamment grande, et de méme pour la valeur maximale de Mg, autorisée pour
d < t(s).

Par ailleurs, on peut faire la remarque suivante, également a propos du paramétre k et de la lenteur
de son évolution, et de la taille de la famille de bases que I'on doit imposer. Si a la place de '(e, k)-
normalité, on teste avec un écart € plutdot que eu(D) pour tout cylindre D dans le théoréme ce
qui nous donne encore toutes les conditions d’(g, k)-normalité souhaitées lorsque e devient suffisamment
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petit, cela réduira drastiquement les contraintes sur la valeur de k(s) ainsi que sur la famille de bases.
Cependant, comme d’une part ’objectif de 'algorithme est au départ de pouvoir construire un nombre
normal simultanément en toute base Pisot, et que les conditions que I'on a imposées sur la famille de
bases minimale que 1’on considére portent uniquement sur 'intégration de nombres de Pisot, et comme
d’autre part dans l'algorithme Ay, de 'article [BHS13| qui construit un nombre absolument normal on
vérifie & chaque étape des conditions de normalité simple, et donc dans ce cas le controle sur les blocs de
k chiffres en bases b pour k et b des entiers supérieurs ou égaux & 2 apparait quand on intégre la base
b* ce qui donnerait une progression en log,(t) pour k dans chaque base, les conditions présentes sur k
et sur la famille de bases utilisées dans I'algorithme Agsion restent cohérentes avec ses contraintes et ses
objectifs.

Pour ce qui est des extensions possibles de 'algorithme, comme on ’a évoqué dans la partie iln’y
a pas de possibilités de construire un algorithme sur ce modéle (faisant appel a la concaténation) pour
des nombres qui ne sont pas au moins de Delone. On peut par contre remarquer que grace a la souplesse
que procure 'utilisation de recouvrements plutét que d’intervalles imbriqués, il est possible d’ajouter des
conditions de normalité dans d’autres systémes de numérations quelconques, si tant est que pour ceux-ci
on dispose d’un controle sur la taille des cylindres & ordre fixé, un résultat de décroissance exponentielle
effectif sur les blocs non (e, k)-normaux en fonction de leur longueur, ainsi qu’un sur la concaténation des
mots et sur la propagation de retenues (ces deux derniéres conditions étant liées a la taille des cylindres
également).
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