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Rupture des céramiques - Influence des défauts et effets de taille 33

1 Le rôle d’un défaut sur la rupture d’une céramique . . . . . . . . . . . . . . . 36
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1.2 Corrélation dans le cas d’un gradient de contrainte . . . . . . . . . . . 75

2 Critère en contrainte dans une formulation champ de phase . . . . . . . . . . 76
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PMMA polyméthacrylate de méthyle
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η résistance normalisée

ε taille normalisée du ligament entre un pore et un bord libre
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∇· opérateur gradient

ν coefficient de Poisson

ω fonction géométrique

ψ mixité de mode
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x vecteur position

x, y, z coordonnées cartésiennes

ξ longueur de régularisation normalisée

ξc longueur de régularisation à l’amorçage de la fissure
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Introduction

L’écriture de ce manuscrit en vue d’obtenir l’habilitation à diriger des recherches est l’oc-
casion de faire le bilan sur une dizaine d’années de recherches et de se projeter sur de futures
activités. Mon activité de recherche principale s’est focalisée sur la compréhension et la descrip-
tion du phénomène d’amorçage de fissures dans des matériaux fragiles. Pourquoi et comment se
crée une fissure ? Comment caractériser, modéliser et prévoir l’amorçage d’une fissure ? De quelle
manière l’amorçage de la fissure est-il influencé par la microstructure du matériau ? Ces questions
ont été le fil conducteur d’activités principalement basées sur la modélisation et la simulation
numérique de la fissuration, à des fins de compréhension et de description des phénomènes de
fissuration observés expérimentalement. Cette complémentarité entre approches expérimentales
et numériques est essentielle pour parvenir à une vision globale des mécanismes physiques en
jeu et choisir un niveau adapté de caractérisation, de modélisation et de simulation numérique.

Lorsque l’on s’intéresse à des phénomènes de fissuration, il est essentiel d’adopter une défi-
nition de ce qu’est une fissure, cette notion n’étant pas triviale. Celle-ci est bien définie dès lors
que l’on utilise un modèle pour la décrire, par exemple comme une discontinuité nette ou comme
une cavité elliptique dont le rapport d’aspect tend vers une valeur nulle [104]. On peut adopter
une vision binaire de la fissuration, en définissant un état fissuré et un état non fissuré. C’est
l’approche qui est utilisée dans la mécanique linéaire élastique de la rupture [121, 122, 134, 135].
Cette approche ne permet pas de décrire une zone d’élaboration, i.e. un état intermédiaire entre
l’état sain et l’état fissuré. Des descriptions plus raffinées existent pour décrire une zone d’éla-
boration qui traduit par exemple des mécanismes d’endommagement ou de plasticité [50]. Dans
les modèles de zones cohésives [69, 105], la zone d’élaboration se situe en amont du chemin
de propagation de la fissure et représente une interaction entre les deux surfaces qui formeront
ensuite la fissure lorsque la traction qui s’exerce entre elles devient nulle. Dans les modèles à
gradient d’endommagement ou de rupture par champ de phase [75, 76], la zone d’élaboration
représente plutôt une zone d’endommagement diffus autour de la fissure principale.

La caractérisation expérimentale d’un mécanisme de fissuration n’est pas immédiate, puisque
certains paramètres de la fissure dépendent du modèle permettant de la décrire. On peut toute-
fois mesurer des caractéristiques qui sont indépendantes d’un modèle, telles que l’ouverture (ou
saut de déplacement) des deux surfaces de la fissure ou le niveau de chargement auquel une fis-
suration est détectée par exemple par émission acoustique ou par observation optique. Un autre
moyen consiste à caractériser l’effet de la fissuration sur les paramètres que l’on mesure, tels que
les champs de déplacement locaux obtenus par corrélation d’images ou la courbe globale force
déplacement. Se pose alors la question de la caractérisation et de la définition expérimentale
de l’amorçage de fissures. Celui-ci correspond-il au premier évènement d’endommagement du
matériau ? L’amorçage d’une fissure n’est-il finalement que le résultat de la propagation et de
la coalescence de fissures à une échelle d’observation inférieure ? Est-on capable de distinguer
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Introduction

l’amorçage d’une fissure d’une phase de propagation instable qui en découle, par exemple via
l’analyse de faciès de rupture ?

La notion d’amorçage de fissures est intrinsèquement liée à l’échelle d’observation. A une échelle
macroscopique (à laquelle on représente le matériau comme une entité homogène), on observe
des amorçages abrupts de fissures [9][231], se traduisant comme des instabilités qui s’établissent
sur des courtes échelles de temps et d’espace. A l’échelle atomique, la fissuration se traduit par
la rupture progressive ou collective de liaisons entre atomes [79], accompagnées d’événements
locaux tels que de la plasticité. A une échelle intermédiaire, le mécanisme de fissuration peut
se révéler fortement dépendant de la microstructure du matériau. Ainsi, le choix d’un cadre
de modélisation et de l’échelle de représentation des mécanismes en jeu est primordial. On ne
saura traduire une interaction fissure - microstructure à l’échelle macroscopique que de manière
phénoménologique, à travers les effets de cette interaction sur l’une des composantes du modèle.
Des hétérogénéités à l’échelle de la microstructure, par exemple dans les tailles de grains, ou
la présence de pores dans les matériaux céramiques amènent une variabilité sur les propriétés
intrinsèques du matériau. Dans une approche de description de la rupture à une échelle ma-
croscopique, soit l’on intègre cette variabilité dans le comportement mécanique, soit celle-ci se
traduit sur les propriétés à rupture. Il en découle que la signification des paramètres des modèles
est inhérente à la description choisie, et le choix du modèle de fissuration essentiel pour l’analyse
du mécanisme de rupture.

L’articulation du manuscrit met en avant les problématiques scientifiques abordées depuis mon
arrivée au laboratoire MATEIS. Celles ci m’ont amené à développer mes travaux concernant
l’amorçage de fissures, qui en reste le fil conducteur. S’intéresser à l’amorçage d’une fissure né-
cessite d’élargir la vision classique de la mécanique linéaire élastique de la rupture [122, 134],
dont le formalisme, établi à partir de l’hypothèse d’une fissure pré-existante, permet de traiter
de sa propagation. L’une des approches que j’ai utilisée pour étudier cette thématique est le
critère couplé [152]. Cette approche offre un formalisme adéquat à l’étude de l’amorçage de fis-
sures. Sa description dans le chapitre Modélisation de l’amorçage de fissures offre un aperçu de
ma conception, et de son évolution au fil des contributions apportées pour l’étendre à un cadre
général de description de l’amorçage de fissures.

Mon activité de mâıtre de conférences se déroule au département Matériaux de l’INSA de Lyon
(nouvelle appellation depuis 2024 du département SGM :« Science et Génie des Matériaux »)
et au sein de l’équipe CERA (« Céramiques et composites »). Les travaux de l’équipe sont fo-
calisés sur l’élaboration de matériaux céramiques et les relations entre leur microstructure et
leurs propriétés, majoritairement au travers de caractérisations expérimentales. Elle offre donc
un cadre idéal pour aborder la simulation numérique de la rupture des céramiques en lien avec
leurs microstructures et leurs procédés d’élaboration. L’importance de la microstructure dans le
phénomène de fissuration des céramiques est illustrée dans le chapitre Rupture des céramiques
- Influence des défauts et effets de taille par l’étude de céramiques poreuses, des effets de taille
et de la rupture de céramiques de type « briques/mortier ».

Dans le chapitre Simulation de l’émission acoustique due à la fissuration, je présente des tra-
vaux menés dans le cadre de l’axe transverse « Composites » (thématique d’intérêt commune
à plusieurs équipes du laboratoire), dont l’une des thématiques majeure est la caractérisation
expérimentale de la fissuration par émission acoustique (EA). Dans ce chapitre, je décris l’intérêt
et les opportunités liées à la simulation numérique de l’EA pour la compréhension et l’analyse
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des signaux d’émission acoustique dus à un mécanisme de fissuration.

Le chapitre Mécanique de la rupture régularisée illustre les travaux issus d’une collaboration
hors du laboratoire à propos de la description régularisée d’une fissure. On y trouve une discus-
sion sur la signification de la longueur interne des modèles de rupture par champ de phase et
des travaux qui visent à intégrer la description d’une zone d’élaboration dans les approches de
description de l’amorçage d’une fissure.
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Modélisation de l’amorçage de fissures

Ce premier chapitre a pour but de présenter le critère couplé (CC) pour traiter de l’amorçage
de fissures dans des matériaux fragiles. C’est l’approche que j’ai le plus utilisée au cours de ces
dernières années et qui offre, de mon point de vue, un cadre relativement général pour traiter
de l’amorçage d’une fissure dans un matériau fragile, mais pas uniquement (on l’illustrera au
cours de ce manuscrit avec la prise en compte de non-linéarités ou d’une zone d’élaboration dans
le mécanisme de rupture). Dans la première partie du chapitre, je donnerai l’idée principale du
CC en me basant sur un aperçu « historique » de la mise en place et du développement de la
méthode. Cette partie est de toute évidence subjective et donne un historique partiel du CC,
mais elle reflète ma vision qui a conduit à proposer des développements et extensions décrits
dans ce manuscrit. Je présenterai ensuite la formulation actuelle issue des divers développements
successifs du CC, comme un cadre général pour traiter de l’amorçage d’une fissure dans un maté-
riau fragile à une échelle de description donnée. Enfin, j’aborderai quelques axes d’améliorations
possibles que je conçois comme les prochaines évolutions qui permettront au CC de franchir une
étape supplémentaire dans son développement comme une approche de mécanique de la rupture
pour étudier l’amorçage de fissures.

1 Histoire et philosophie du critère couplé

1.1 Un critère motivé par les expériences

L’approche du critère couplé a émergé au début des années 2000. La publication fonda-
trice (en 2002) de Dominique Leguillon [152] donne l’idée générale et des cas d’applications du
CC, dont les prémices avaient déjà été évoquées un an plus tôt dans les comptes rendus de
l’académie des sciences [151]. Une série d’expériences, menées par Parvizi, Garrett et Bailey
[214] a notamment motivé la proposition du critère couplé. Ces travaux concernaient la carac-
térisation expérimentale de l’amorçage de fissures dans des plis transverses à la direction de
chargement de composites stratifiés croisés [0/90/0] avec différentes épaisseurs du pli à 90 deg
(Fig. 1a). Les résultats expérimentaux mettaient en évidence deux régimes, avec une déformation
à l’amorçage de fissures qui est constante (modulo la dispersion) pour des plis suffisamment épais
(t90 ⩾ 0.5 mm), et qui augmente lorsque la taille de pli diminue, pour des plis suffisamment fins
(t90 ⩽ 0.5 mm), Fig. 1b). Malgré la dispersion des mesures expérimentales due à une variabilité
inévitable à l’échelle de l’agencement des fibres, un critère basé sur une déformation critique
ou une contrainte critique du pli explique la rupture des plis suffisamment épais, et introduit
comme paramètre matériau une résistance critique intrinsèque au pli (Fig. 1b). Ce type d’analyse
remonte aux travaux de Lamé et Clapeyron [144] mettant en avant une constante qui représente
« l’intensité de la résistance que les corps de chaque espèce opposent au changement de figure ».
Un critère basé sur les contraintes est relativement simple d’utilisation, il requiert le calcul de
l’état de contrainte avant fissuration. Puisque des valeurs de contraintes infinies sont obtenues
au niveau d’une singularité sous l’hypothèse de l’élasticité linéaire, Neuber a proposé d’évaluer
une contrainte moyenne dans un volume fini plutôt que localement [206]. Peterson [216] a par
la suite simplifié cette approche en évaluant la contrainte de référence à une distance donnée de
la singularité. Irwin [134, 135] a également souligné l’intérêt d’utiliser un critère en contrainte
à partir d’observations expérimentales d’effets de taille dès lors qu’il n’y a pas de défauts de
taille significative dans le matériau. Cela introduit une longueur caractéristique du matériau, la
longueur d’Irwin ℓmat qui dépend du taux de restitution d’énergie critique Gc (ou de manière
équivalente du facteur d’intensité de contrainte critique KIc), de la résistance en traction σc et
du module de Young (E′ = E sous l’hypothèse de contrainte plane ou en 3D et E′ = E/(1− ν2)
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1. Histoire et philosophie du critère couplé
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Figure 1 – (a) Schéma d’un stratifié [0/90/0] (vue de l’épaisseur à gauche, et vue de la largeur
pour les 3 schémas de droite) et des fissures observées expérimentalement dans la largeur du
composite à 1.4 % de déformation imposée (figure reproduite à partir d’observations expéri-
mentales tirées de la Fig. 4 dans [214]). (b) Variation de la déformation à l’amorçage εi de la
première fissure mesurée expérimentalement en fonction de l’épaisseur du pli orienté à 90 deg.
(t90) et obtenue avec un critère en contrainte, un critère en énergie, et le critère couplé.

sous l’hypothèse de déformation plane, ν étant le coefficient de Poisson) :

ℓmat =
K2

Ic

σ2c
=
E′Gc

σ2c
. (1)

Whitney et Nuismer [270] et Tanaka [256] ont proposé d’utiliser la longueur d’Irwin comme
longueur caractéristique à laquelle évaluer le critère en contrainte afin de prévoir la rupture
fragile d’éprouvettes entaillées. Il a par la suite été démontré que la longueur à laquelle évaluer
la contrainte ne dépend pas uniquement du matériau mais aussi d’autres paramètres tels que
la géométrie de l’éprouvette [65, 222, 255]. L’ensemble des approches basées sur l’évaluation
non locale de la contrainte a finalement été formalisé sous le nom de « Théorie des Distances
Critiques » (TDC) [258] qui offre une approche simple à mettre en oeuvre pour prévoir le niveau
d’amorçage d’une fissure.

Toutefois, l’utilisation de la TDC n’explique pas l’effet de taille de pli observé dans les tra-
vaux de Parvizi, puisque la contrainte dans le pli est homogène et indépendante de l’épaisseur
du pli pour une déformation appliquée donnée. Deux écoles de pensées se sont alors confrontées
pour expliquer l’augmentation de résistance avec la diminution de l’épaisseur du pli. La pre-
mière invoque un argument statistique : plus le pli est fin, moins la probabilité de trouver un
défaut est importante, et plus la résistance augmente. Ce raisonnement est typique des approches
statistiques proposées par Weibull [265–267]. La seconde explication est basée sur la variation
d’énergie nécessaire à la création d’une fissure sur toute l’épaisseur du pli. Les approches en
énergie héritent généralement de celle proposée par Griffith [121, 122] qui étudie la propagation
d’une fissure en considérant des incréments de propagation infinitésimaux. Cette approche est
toutefois limitée à considérer des cas où une fissure est déjà présente et dont on peut étudier la
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propagation, mais ne permet pas d’étudier des cas d’amorçage de fissures tels que l’exemple de
Parvizi, Garrett et Bailey [214]. Cette limitation a été dépassée en appliquant un critère basé
sur l’énergie pour un incrément de surface de fissures fini, représentant ainsi l’amorçage de la
fissure sur toute l’épaisseur du pli. Cette idée était déjà présente dans le modèle d’Aveston et
Kelly [64], et a plus tard été formalisée par le terme de « mécanique de la rupture incrémentale »
(« Finite Fracture Mechanics » ou FFM) par Hashin [127] puis Nairn [205]. Cette approche a
permis d’expliquer l’effet de taille sur la rupture des plis fins. En revanche, elle sous-estime le
niveau de chargement à l’amorçage des premières fissures dans les plis épais (Fig. 1b).

La proposition de coupler un critère non-local en contrainte et un critère en énergie sur un incré-
ment fini de surface de fissures a finalement été amenée par Leguillon [152]. L’idée sous-jacente
est que ces deux conditions doivent être simultanément réunies pour déclencher l’amorçage d’une
fissure, quelle que soit la configuration étudiée. Dans le cas de plis fins, le critère en contrainte
est d’abord satisfait, mais l’énergie qui serait dissipée par la création de la fissure n’est pas
suffisante, et le chargement doit être augmenté pour qu’une fissure amorce. Cela signifie que
lorsque la fissure amorce, toute l’énergie disponible est consommée dans la création de la fissure.
Cela est cohérent avec les observations expérimentales qui montrent des fissures courtes ne tra-
versant toute la largeur des plis fins (t90 = 0.15 mm, Fig. 1a). Au contraire, dans un pli épais,
suffisamment d’énergie pourrait être relachée pour créer une fissure, mais ce phénomène ne peut
intervenir que lorsque le niveau de contrainte atteint la résistance en traction du pli. Lorsque
la fissure amorce dans un pli épais, il y a donc plus d’énergie disponible que celle nécessaire à
créer la fissure, ce surplus d’énergie peut alors entrainer la propagation instable de la fissure
ou amener à l’amorçage d’une seconde fissure au même niveau de chargement. Ce raisonnement
est bien illustré par les observations expérimentales qui montrent des fissures traversant toute
la largeur de l’éprouvette (t90 = 1.2 mm, Fig. 1a). Pour des épaisseurs intermédiaires de plis
(t90 = 0.25 mm dans la Fig. 1a), on observe à la fois des fissures traversantes et des fissures
courtes. Le cas de l’amorçage d’une fissure transverse est un cas particulier pour lequel l’un
des deux critères est prépondérant. On rencontre d’autres configurations pour lesquelles l’un
ou l’autre des deux critères prévaut. C’est le cas pour une fissure initiale suffisamment longue,
dont on pourrait traiter la propagation avec l’approche de Griffith [121, 122]. Du fait de la
singularité en pointe de fissure, le critère en contrainte est rempli sur une distance finie quel
que soit le niveau de chargement. C’est donc le critère en énergie qui pilote et qui détermine
l’incrément de propagation de fissures. On note que de fait, la mécanique linéaire élastique de la
rupture (MLER) est incluse dans le CC. Le CC peut donc traiter la propagation d’une fissure,
sa plus-value principale étant la possibilité d’étudier également l’étape d’amorçage de la fissure.

1.2 Rupture d’une barre en traction

Un second exemple qui illustre la philosophie du CC est la rupture d’une barre isotrope
homogène de longueur 2L et de section S = wtb avec un comportement linéaire élastique soumise
à une traction uniaxiale σ0 (Fig. 2a). L’état de contrainte dans la barre est unidirectionnel,
homogène et égal à la contrainte imposée σ0. Le critère en contrainte donne une condition
nécessaire pour la rupture de la barre :

σ0 ≥ σc, (2)

où σc est la résistance en traction du matériau constitutif de la barre. Comme la contrainte
est homogène dans l’ensemble de la barre, on suppose que la barre se rompt de manière fragile
en deux parties. Cela signifie que l’énergie de déformation élastique après la rupture Wel(S)
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Figure 2 – (a) Schéma et dimensions de la barre soumise à une contrainte de traction uniaxiale
σ0 et (b) contrainte à rupture normalisée par la résistance en traction du matériau en fonction
de la demi-longueur de la barre normalisée par la longueur d’Irwin.

est nulle, et que la différence d’énergie potentielle ∆Wel peut être obtenue à partir de l’énergie
potentielle de la barre avant la rupture Wel(0) :

−∆Wel =Wel(0)−Wel(S) =Wel(0) =
1

2

∫
V
σ : εdV =

1

2

σ20
E

2LS, (3)

où E est le module de Young du matériau. La condition en énergie du CC énonce que l’énergie
de déformation élastique dissipée par l’amorçage de la fissure doit être supérieure à l’énergie
nécessaire à la création de la fissure, GcS :

1

2

σ20
E

2LS ≥ GcS, (4)

ce qui conduit à une deuxième condition nécessaire pour la rupture de la barre :

σ0 ≥
√
EGc

L
. (5)

La Fig. 2b montre la variation de la contrainte imposée nécessaire pour remplir les deux cri-
tères en fonction de la longueur de la barre. Pour une longueur de barre donnée, la contrainte
à rupture est donc le maximum entre les deux valeurs, ce qui correspond à la contrainte mini-
male pour laquelle les deux critères sont simultanément remplis. Pour des barres suffisamment
longues, la rupture est pilotée par le critère en contrainte. La contrainte à rupture est alors
égale à la résistance en traction du matériau car il y a suffisamment d’énergie disponible pour
créer la fissure. La barre rompt de manière fragile et l’énergie non consommée pour la rupture
est dissipée, sous forme d’énergie cinétique (projection des parties brisées) ou pour la création
de surfaces de fissures supplémentaires (la barre se brisant en plusieurs parties). Au contraire,
pour des barres suffisamment petites, la contrainte à rupture de la barre dépend à la fois de
la longueur de la barre et du taux de restitution d’énergie critique de son matériau constitutif.
Dans ce cas, lorsque la contrainte à l’intérieur de la barre atteint la résistance en traction du
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matériau, il n’y a pas assez d’énergie stockée pour briser la barre. Il est nécessaire d’augmenter
la contrainte appliquée afin de satisfaire le critère en énergie. Lorsque la barre rompt, toute
l’énergie disponible est alors dissipée dans la création de la surface de la fissure. La transition
entre les régimes pilotés par la contrainte ou par l’énergie correspond à une longueur critique de
barre L = ℓmat. Pour L < ℓmat, le critère en énergie régit la rupture de la barre et la contrainte à
rupture varie en 1/

√
L alors que pour L > ℓmat la rupture de la barre est régie par la résistance

en traction intrinsèque du matériau σc.

A titre d’exemple, considérons la rupture de plaquettes de céramiques de 5 µm de longueur,
utilisées pour élaborer des composites céramiques à microstructure « briques/mortier » (cf. Cha-
pitre Rupture des céramiques - Influence des défauts et effets de taille). La largeur et l’épaisseur
des plaquettes sont respectivement 5 µm et 1 µm. Les propriétés mécaniques typiques de la céra-
mique sont E = 300GPa, ν = 0.21, Gc = 27 Jm−2 et σc = 750MPa [160]. La longueur d’Irwin du
matériau est ℓmat =14 µm. Par conséquent, la contrainte à rupture de plaquettes plus longues que
2ℓmat=28 µm serait égale à la résistance en traction σc. Puisque nous considérons des plaquettes
plus petites que cette longueur caractéristique, la rupture est régie par la condition en énergie
et dépend donc du module de Young de la plaquette et du taux de restitution d’énergie cri-
tique du matériau. La contrainte à rupture correspondante est donnée par l’équation (Eq. (5)) :
σ0 =1.3GPa. On peut noter que cette valeur est presque deux fois supérieure à la résistance en
traction du matériau. Ce résultat a une importance majeure avec le développement d’essais de
caractérisation à petite échelle, tels que les essais de compression de micro-piliers ou la flexion
de micro-poutres. La contrainte à rupture mesurée à partir de ces essais n’est pas forcément une
donnée intrinsèque au matériau du fait de l’effet de taille sur la rupture, i.e. de la dépendance
de la contrainte à rupture à la taille de l’éprouvette. Un essai correspondant à l’exemple précé-
dent caractériserait le taux de restitution d’énergie critique plutôt que la résistance en traction
du matériau. Une discussion sur les effets de taille est proposée dans le chapitre Rupture des
céramiques - Influence des défauts et effets de taille.

1.3 Amorçage au niveau d’une entaille en V

Un autre exemple emblématique du CC est l’amorçage d’une fissure au niveau d’une entaille
en V dont les surfaces libres forment un angle β, par exemple sous sollicitation de flexion comme
illustré en Fig. 3a. Le cas β = 0 correspond à une fissure initiale. Si sa longueur est suffisamment

β

F

ℓ
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0.2
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Figure 3 – (a) Schéma de la flexion 3-points d’une éprouvette avec une entaille en V. (b)
Exposant caractéristique de la singularité λ correspondant au mode d’ouverture en fonction de
β, l’angle de l’entaille en V.

grande devant la longueur d’Irwin, on peut alors étudier sa propagation avec la MLER, i.e. basée
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sur une approche en énergie. Le cas β = 180 deg. correspond à un bord droit sans entaille, la
contrainte est alors homogène et on peut utiliser un critère basé sur la résistance en traction
du matériau si l’éprouvette est suffisamment grande devant la longueur d’Irwin. Pour les cas où
0 < β < 180 deg., une approche asymptotique du calcul de la contrainte normale à la direction
de fissure σnn avant amorçage et du taux de restitution d’énergie G d’une fissure de longueur ℓ
au niveau de l’entaille donne [167] :{

σnn(r, θ) = KIℓ
λ−1,

G(ℓ) = K2
I

E ℓ2λ−1Aβ,
(6)

où r et θ sont les coordonnées polaires, λ est un exposant caractéristique de la singularité qui
varie entre 0.5 pour une fissure (β = 0 deg.) et 1 pour un bord droit (β = 180 deg.) (Fig. 3b).
La fonction Aβ dépend de la géométrie du problème (notamment de l’angle de l’entaille β)
et KI est le facteur d’intensité de contrainte généralisé (FICG), qui représente le chargement
localement, au niveau de la singularité. Dans un cadre linéaire élastique et sous l’hypothèse
des petites déformations, le FICG est proportionnel au chargement appliqué F (Fig. 3a). Si
0 < β < 180 deg., la contrainte tend vers l’infini lorsque r tend vers 0. Ainsi, un critère basé sur
la contrainte seule ne fonctionne pas car il prévoit un amorçage de fissures pour un chargement
infinitésimal. D’autre part, le taux de restitution d’énergie tend vers 0 lorsque la longueur de
fissures tend vers 0, donc un critère en énergie seul ne prévoit pas l’amorçage de la fissure. Il
manque donc un ingrédient pour pouvoir étudier l’amorçage d’une fissure. L’ingrédient manquant
est en fait une longueur, qui peut être ajoutée comme paramètre d’entrée en complément du
critère en contrainte (on obtient la TDC) ou en complément du critère en énergie (on obtient la
FFM).

Une autre possibilité consiste à utiliser le critère couplé et donc à combiner le critère en
contrainte et le critère en énergie, qui sont déjà respectivement valables pour les deux cas ex-
trêmes (β = 0 deg. et β = 180 deg.). On cherche alors le niveau de chargement minimum et la
longueur de la fissure correspondante pour lesquels les deux critères sont remplis. La combinai-
son des deux critères introduit une longueur caractéristique dans le problème, qui n’est pas un
paramètre d’entrée mais le résultat de ce couplage. On obtient alors la longueur de fissures ℓi et
le FICG Ki à l’amorçage [152, 166] : ℓi =

EGc
Aβσ2

c
,

Ki =
(
EGc
Aβ

)1−λ
(σc)

2λ−1 .
(7)

La formulation proposée reste relativement générale puisqu’elle traite l’amorçage d’une fissure
en présence ou non d’une singularité. On note que le FICG est homogène au produit d’une
contrainte et d’une longueur à la puissance (1 − λ). Dans le cas d’un bord droit, λ = 1 et le
FICG à l’amorçage devient Ki = σc (Ki est alors homogène à une contrainte), on retombe sur
un critère en contrainte. Dans le cas d’une fissure, λ = 1/2 et on retrouve le critère d’Irwin
Ki = KIc =

√
EGc/Aβ (Ki est alors homogène à une facteur d’intensité de contrainte critique).

La MLER est donc incluse dans la formulation du CC et il est également possible d’étudier la
propagation d’une fissure existante avec le CC, sous certaines conditions qui sont décrites dans
la section suivante.

1.4 Effet de taille sur la propagation d’une fissure

Le dernier exemple illustratif du CC est celui d’un milieu infini contenant une fissure de
longueur 2a soumise à une contrainte lointaine de traction σ0 (Fig. 4a). La MLER prévoit une
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Figure 4 – a) Géométrie de la fissure de longueur 2a soumise à une contrainte de traction
lointaine σ0 en milieu infini et b) contrainte à rupture normalisée en fonction de la longueur
de fissures normalisée mettant en évidence la transition entre une rupture pilotée par l’énergie
(a > ℓmat) ou par la contrainte (a < 0.1ℓmat).

contrainte σG0 à laquelle la fissure propage qui découle de la condition de propagation G = Gc :

σG0 = σc

√
1

π

ℓmat

a
, (8)

La MLER prévoit que la contrainte à laquelle la fissure propage est d’autant plus petite que la
fissure initiale est grande (Fig. 4b). Lorsque la taille de la fissure initiale tend vers 0, la MLER
prévoit qu’une contrainte lointaine infinie doit être appliquée pour faire propager la fissure. Ce
résultat n’est pas cohérent avec les expériences [88, 134, 139, 260] et résulte du fait que les
hypothèses de la MLER ne sont plus vérifiées dès lors que la fissure initiale est trop petite. Si
l’on applique le CC à ce problème, on trouve que la contrainte lointaine appliquée à l’amorçage
de la fissure, σCC

0 , s’exprime de la manière suivante :

σCC
0 = σc

√√√√√ 1

1
2 +

√
1
4 +

(
σc

σG
0

)4 . (9)

Celle-ci est tracée en fonction de la taille de fissure initiale normalisée par la longueur d’Irwin
dans la Fig. 4b. Comme pour la MLER, on retrouve un régime piloté par l’énergie pour des
longueurs de fissures initiales de l’ordre de grandeur ou plus grand que la longueur d’Irwin. Pour
des longueurs de défauts plus petites que ℓmat/10, la contrainte à rupture atteint un plateau
correspondant à la résistance en traction du matériau. Le défaut n’est alors plus critique pour
le matériau, quelle que soit sa morphologie [184]. Cependant, pour des longueurs de fissures
initiales entre ℓmat/10 et ℓmat, on observe une transition entre le régime piloté par l’énergie et
un régime piloté par les contraintes, i.e. une rupture pour σ0 = σc. Cette transition est déjà
illustrée dans les travaux d’Irwin [135] qui montrent que la MLER est valide pour des fissures
initiales plus grandes que ℓmat en analysant la rupture fragile d’éprouvettes entaillées d’un al-
liage d’aluminium soumises à une sollicitation en traction [178]. Il a été ensuite rationnalisé par
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2. Un cadre général pour étudier l’amorçage de fissures

Bažant pour les matériaux quasi-fragiles en étudiant le rapport entre la taille de l’éprouvette et
la taille de de la zone d’élaboration (e.g. plasticité dans les métaux, microfissuration dans les
roches ou le béton) par rapport à la taille de l’éprouvette. Une discussion sur l’effet de taille
en rupture pour les matériaux fragiles est proposée dans le Chapitre Rupture des céramiques -
Influence des défauts et effets de taille.

Les quatre exemples présentés dans cette section ont permis d’illustrer l’idée générale du CC de
combiner un critère en contrainte et un critère en énergie pour traiter de l’amorçage d’une fissure
dans un matériau fragile. Certains modèles de rupture, tels que les modèles de zones cohésives
[69, 105] ou les approches de rupture par champ de phase [76], peuvent être appréhendés comme
des « expériences numériques », dans lesquelles on analyse le développement d’une fissure pour
une configuration donnée. Ce n’est pas tout à fait le cas du CC, qui peut être vu comme une
approche de compréhension des mécanismes de rupture. A travers l’évaluation des deux critères
pour différentes configurations possibles de fissures, on peut établir dans quelle mesure la rup-
ture est plutôt pilotée par les contraintes, l’énergie ou les deux simultanément et dans quelles
proportions. On évalue des configurations de fissures qui n’auront potentiellement pas lieu en
réalité, mais qui permettent de bien comprendre pourquoi les configurations observées peuvent
se produire. On peut par exemple comparer plusieurs scenarios de fissuration et trouver les plus
favorables ou encore expliquer la transition d’un scenario à l’autre. Dans la suite de ce chapitre,
on décrit de manière plus formelle la formulation et l’implémentation numérique du CC.

2 Un cadre général pour étudier l’amorçage de fissures

L’objectif du CC est d’étudier l’amorçage d’une fissure, i.e. de déterminer à quel niveau de
chargement la fissure amorce et quelle sont la forme et la taille de la fissure à l’amorçage. Le CC
est fondé sur l’idée principale que l’amorçage d’une fissure se produit si deux conditions sont
remplies, à savoir les conditions en contrainte et en énergie décrites ci-après.

2.1 Condition en contrainte

La condition en contrainte du CC proposée à l’origine par Leguillon [152] définit qu’avant
amorçage, le niveau de contrainte doit être suffisamment élevé sur la zone correspondant à la
fissure nouvellement formée (décrite par une surface en 3D ou une courbe en 2D, notée Γ, dont
la taille est notée S (surface, en 3D) ou ℓ (longueur, en 2D)). De manière très générale, celle-ci
s’écrit :

f(σ(x, U)) ⩾ 0 ∀ x ∈ Γ, (10)

où f est une fonction de sorte que f = 0 décrit la surface de rupture sous chargement homogène
du matériau, x est la position et U le chargement appliqué (e.g. déplacement, force). La surface
de rupture du matériau peut être évaluée expérimentalement à l’aide d’essais pour lesquels l’état
de contrainte est uniforme et multi-axial [116, 150, 242]. La surface de rupture du matériau est
donc définie comme la surface limite dans l’espace des contraintes principales. Pour un état
de contrainte homogène dont la magnitude augmente de façon monotone, celle-ci correspond
alors à la valeur de contrainte à rupture. Par exemple, pour des matériaux isotropes homogènes
suivant une surface de rupture de type Rankine (Fig. 5a), la condition en contrainte revient à
comparer la plus grande contrainte principale à la résistance en traction du matériau (σc). On
peut également comparer la contrainte normale au plan de la fissure (σnn) à la résistance en
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traction [30][152, 233] :
σnn(x, U) ⩾ σc ∀ x ∈ Γ. (11)

La surface de rupture peut également être décrite à l’aide d’un critère en contrainte principale
[250, 268] (Fig. 5a) ou impliquant la contrainte de cisaillement (σnt) :

σnn(x, U)

2
+

√(
σnn(x, U)

2

)2

+ σnt(x, U)2 ⩾ σc ∀ x ∈ Γ. (12)

D’autres critères impliquant la résistance au cisaillement du matériau (τc) peuvent être utilisés,
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Figure 5 – Surfaces de rupture en contrainte de type a) Rankine, b) elliptique (q = 2, 3, 5 ou
10) ou c) contrainte maximale.

comme un critère elliptique (Fig. 5b, généralement utilisé avec q=2) [81, 109, 259] :(
σnn(x, U)

σc

q

+
σnt(x, U)

τc

q)1/q

⩾ 1 ∀ x ∈ Γ, (13)

ou un critère en contrainte maximale (5c) [20, 23] :

max

(
σnn(x, U)

σc
,
|σnt(x, U)|

τc

)
⩾ 1 ∀ x ∈ Γ. (14)

Ces critères sont généralement utilisés pour les configurations dans lesquelles l’état de contrainte
sur le trajet présupposé de la fissure comprend à la fois des composantes de traction et de
cisaillement, comme pour les fissures d’interface ou pour l’amorçage de fissures sous chargement
en mode mixte [29][164].

Les deux inconnues du critère en contrainte sont le chargement appliqué à l’amorçage de
la fissure et la surface d’amorçage de la fissure. Le critère en contrainte détermine, pour un
chargement donné, l’ensemble des fissures Γσ(U) pour lesquelles la condition en contrainte est
remplie.

Γσ(U) = {Γ | f(σ(x, U)) ⩾ 0 ∀ x ∈ Γ}. (15)

Si l’amorçage de la fissure se produit près d’une singularité ou d’une concentration de contraintes,
le critère en contrainte est généralement une fonction décroissante de la distance au point sin-
gulier ou au maximum de la concentration de contraintes. S’il existe une unique configuration
de fissures correspondant à une surface de fissures donnée, Γσ(U) correspond alors à une limite
supérieure des surfaces de fissures admissibles (illustrée en Fig. 6a en considérant le critère en
contrainte donné en Eq. (11)). Il peut y avoir des exceptions lorsque la contrainte n’est pas une
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fonction monotone décroissante de la distance (Fig. 6b), par exemple dans le cas de joints en
biseau [23][108]. Par conséquent, Γσ(U) est l’union de toutes les zones pour lesquelles le critère
en contrainte est rempli (zone colorée dans la Fig. 6b). D’autres configurations pour lesquelles la
variation de contraintes présente un maximum peuvent également être rencontrées, par exemple
dans le cas de la flexion d’un échantillon présentant des contraintes résiduelles de compression
en surface (Fig. 6c). Parmi les configurations Γσ(U) remplissant le critère en contrainte pour un
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Figure 6 – Contrainte normalisée en fonction de la surface de fissures. Variation a) monotone
décroissante ou b-c) présentant un extremum local. Les zones colorées en rouge représentent les
surfaces de fissures pour lesquelles le critère en contrainte est rempli.

chargement donné, les configurations d’amorçage admissibles sont celles qui remplissent égale-
ment le critère en énergie (voir Section 2.2) et la surface de fissures à l’amorçage est finalement
déterminée comme étant celle qui minimise le chargement imposé. En pratique, il est probable
que la fissure amorce au niveau de la singularité ou de la concentration contrainte [207], mais il
est aussi possible que la fissure n’amorce que sur la zone hachurée dans la Fig. 6b, par exemple
pour les joints en biseau [23]. On note que la condition en contrainte proposée initialement
par Leguillon [152] n’est pas un critère basé sur une valeur ponctuelle de contrainte, mais une
condition non-locale qui doit être remplie partout sur Γ avant l’amorçage. Une approche alter-
native consiste à moyenner la contrainte avant amorçage sur la surface de la fissure [91]. Le
fait de moyenner la contrainte donne un critère moins restrictif que celui initialement proposé
par Leguillon puisqu’il autorise un niveau de contrainte inférieur au niveau critique sur une
partie de la zone où la fissure amorce. Plusieurs travaux ont étudié l’influence de moyenner ou
non les contraintes, ce qui se traduit généralement par des différences de chargement à rupture
inférieures à 10% [6][92, 240]. Des différences plus importantes sont obtenues en diminuant la
taille de l’échantillon par rapport à la longueur caractéristique du matériau [67]. L’utilisation
d’un critère en déformation est une alternative au critère en contrainte [172, 232], et amène à de
faibles différences dans un cadre linéaire élastique. Celles-ci peuvent devenir plus significatives
dans le cas de comportements non-linéaires.

2.2 Condition en énergie

La propagation de fissures peut être étudiée dans le cadre de la MLER sur la base de l’ap-
proche de Griffith [121, 122] en utilisant la condition [208, 230] :

(G − Gc)Ṡ ⩾ 0, (16)

où G est le taux de restitution d’énergie (TRE) et Gc le TRE critique. Cependant, ce critère
n’est pas approprié pour évaluer l’amorçage d’une fissure puisque le TRE tend vers 0 lorsque
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la surface de la fissure tend vers 0 au niveau d’une singularité faible ou d’une concentration
de contraintes. Ce résultat implique que la fissure doit amorcer sur une surface finie plutôt
qu’infinitésimale. La condition en énergie du critère couplé découle du principe de conservation
d’énergie entre les états avant et après l’amorçage de la fissure sur une surface finie. Elle consiste
en un équilibre entre la variation du travail des forces extérieures (∆Wext), de l’énergie cinétique
(∆Wk), de l’énergie de déformation élastique (∆Wel), de l’énergie de création de surface de
fissures (∆Wcrack =

∫
Γ Gc(x)dS) et de l’énergie dissipée par d’autres mécanismes (∆Wd) tels

que la plasticité, les pertes visqueuses, l’endommagement diffus ou le frottement :

∆Wk +∆Wel +∆Wd +∆Wcrack = ∆Wext. (17)

Ce bilan d’énergie peut être réécrit en introduisant le taux de restitution d’énergie incrémental
(TREI) Ginc qui dépend de la surface S de la fissure Γ :

Ginc(Γ, U) =
∆Wext −∆Wk −∆Wel −∆Wd

S
= Gc, (18)

où Gc(Γ) =
1
S

∫
Γ Gc(x)dS. Le critère en énergie peut s’écrire de manière similaire à l’Eq. (16) en

considérant un incrément de surface de fissure finie à l’amorçage, ce qui donne :

(Ginc(Γ, U)− Gc(Γ))Ṡ(Γ) ⩾ 0. (19)

Si Ginc(Γ, U) ⩽ Gc(Γ), alors Ṡ(Γ) = 0 et il n’y a pas d’amorçage de fissures. Si Ginc(Γ, U) ⩾ Gc(Γ),
alors Ṡ(Γ) ⩾ 0 et un amorçage de fissures est possible. CEtte condition détermine, pour un
chargement donné, l’ensemble des fissures ΓG pour lesquelles le critère en énergie est satisfait :

ΓG(U) = {Γ | (Ginc(Γ, U)− Gc(Γ))Ṡ(Γ) ⩾ 0}. (20)

On adoptera dans la suite la notation Ginc(S), qui est valable s’il existe une configuration de
fissure unique correspondant à une surface de fissures donnée. Dans le cas contraire, la notation
Ginc(Γ) doit être préférée car elle permet de comparer deux configurations de fissures différentes
correspondant à la même surface de fissures S. Le TREI et le TRE peuvent être obtenus l’un à
partir de l’autre sur la base des expressions suivantes :{

Ginc(S) =
1
S

∫
Γ G(s)ds,

G(S) = Ginc(S) + S dGinc
dS .

(21)

Il convient de souligner que même si le CC a été développé à l’origine pour étudier l’amorçage
d’une fissure [152], il peut également être utilisé pour étudier sa propagation. En effet, lorsque
la surface de la fissure tend vers 0, le TREI tend vers le TRE : lim

S→0
Ginc(S) = G(S). La condition

en énergie donnée dans Eq. (18) revient au critère de Griffith lorsque la surface de la fissure
tend vers 0, la MLER est donc incluse dans le CC. Dans le cas où une fissure est initialement
présente, sa propagation peut être étudiée en utilisant soit Eq. (18) soit Eq. (16), ce qui induit
des différences sur le chargement critique de propagation inférieures à 10% quelles que soient
les propriétés du matériau [49]. Pour les singularités faibles autres qu’une fissure ou pour des
concentrations de contraintes, Eq. (18) doit être utilisé puisque le TRE tend vers 0 lorsque la
longueur de la fissure tend vers 0.

Dans certains travaux, Gc n’est pas considéré comme une constante mais peut varier. Par
exemple, une courbe R obtenue expérimentalement dans des composites stratifiés a été repro-
duite en décrivant l’augmentation de Gc en fonction de la longueur de la fissure pendant sa
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propagation [82]. Des configurations où Gc dépend de la vitesse de la fissure peuvent également
être rencontrées [96, 137, 198], ce qui devrait être éventuellement mis en œuvre si les aspects
dynamiques sont pris en compte [33]. Un autre exemple consiste à considérer le TRE incrémental
et le TRE critique dépendant de la mixité de modes dans le critère en énergie. Deux approches
sont classiquement utilisées. La première consiste à considérer séparément les composantes du
TRE d’ouverture (GI

inc) et de cisaillement (GII
inc), ce qui nécessite le calcul des deux contributions

et introduit le TRE critique d’ouverture (GIc) et de cisaillement (GIIc) [196, 259] :

GI
inc(S)

GIc
+

GII
inc(S)

GIIc
= 1. (22)

La seconde approche consiste à introduire la dépendance du TRE critique à la mixité de
modes ψ et à comparer le TREI au TRE critique moyen sur le chemin de la fissure Gc(S)
[81, 114, 180] :

Ginc(S) ⩾ Gc(S), (23)

où Gc(S) =
1
S

∫
Γ Gc(ψ(x))dS prend en compte la mixité de modes ψ. La mixité de modes peut

être définie en fonction du ratio des contributions en cisaillement et en ouverture, soit à partir
des contraintes, soit à partir du TREI. Une proposition consiste à définir la mixité de modes
selon le ratio entre le TREI d’ouverture et le TREI total [81] :

ψ(S) =
GI
inc(S)

Ginc(S)
. (24)

Une définition de la mixité de modes basée sur les contraintes a également été adoptée par
plusieurs auteurs [114, 115, 180] de sorte que :

ψ(x) = arctan

(
σnt(x)

σnn(x)

)
. (25)

L’avantage d’une mixité de modes basée sur les contraintes est la possibilité de calculer ψ, et
donc Gc et Gc le long de la trajectoire présupposée de la fissure directement sur la base des
champs de contraintes avant l’amorçage, ce qui est cohérent avec l’hypothèse d’un amorçage
abrupt de la fissure [114]. Néanmoins, il est aussi possible de considérer la mixité de modes ψ(ℓ)
basée sur les contraintes en amont de la pointe d’une fissure de longueur ℓ [180]. Le TRE critique
peut être exprimé en fonction de ψ selon plusieurs modèles tels qu’une loi puissance (exposant
φ) [81] :

Gc(S) =

[(
ψ(S)

GIc

)φ

+

(
1− ψ(S)

GIIc

)φ]−1
φ

, (26)

ou encore le modèle de Hutchinson et Suo (HS) [133] :

Gc(ψ) = GIc(1 + tan2((1− λ)ψ)), (27)

où

λ = 1− 2

π
tan−1

(√
GIIc

GIc
− 1

)
. (28)

Le paramètre λ varie entre 0 et 1. Lorsque λ = 1, GIIc = GIc alors que GIIc tend vers l’infini
lorsque λ→ 0. Le choix d’un modèle quadratique ou HS semble avoir une influence limitée sur le

23



Modélisation de l’amorçage de fissures

chargement à l’amorçage, comme illustré par Muñoz et al. [203] dans le cas de la décohésion fibre-
matrice. Néanmoins, la prise en compte de la dépendance modale de Gc amène à identifier les
TRE critiques d’ouverture et de cisaillement, par exemple pour l’interface fibre-matrice [40, 42].

Dans les configurations pour lesquelles Ginc augmente de façon monotone, la condition en
énergie donne une limite inférieure des surfaces de fissures d’amorçage admissibles (Fig. 7a).
Dans certains cas de figure, Ginc présente un maximum global ou local (Fig. 7b et 7c) [81,
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Figure 7 – TREI (ligne épaisse) et TRE (ligne fine) en fonction de la surface de fissures :
Variation a) monotone croissante ou présentant un maximum b) global ou c) local. La zone
colorée en a) représente les surfaces de fissures pour lesquelles le critère en énergie est rempli.
Le cercle, le carré et le pentagone en b) correspondent respectivement aux surfaces de fissures
à l’amorçage et aux bornes inférieures (Smin) et supérieures (Smax) de surfaces d’arrêt après
propagation instable. La zone hachurée en c) représente les surfaces de fissures pour lesquelles
l’amorçage n’est pas possible.

157, 161, 169, 264, 269][11]. Fondamentalement, la surface de fissures à l’amorçage ne peut pas
correspondre à une valeur pour laquelle Ginc est décroissante, ou plus généralement pour laquelle
Ginc est plus petite que la valeur maximale atteinte pour des surfaces de fissures plus petites. En
effet, une telle situation impliquerait que le critère en énergie serait rempli pour un chargement
appliqué plus faible et une surface de fissures plus petite. Un exemple de surfaces de fissures
d’amorçage interdites est présenté dans la Fig. 7c. Si Ginc présente un maximum global (Fig. 7b),
les surfaces d’amorçage admissibles sont des surfaces de fissures plus petites que la surface de
fissures maximisant Ginc. Si Ginc présente un maximum local (Fig. 7c), les surfaces d’amorçage
admissibles sont des surfaces de fissures plus petites que la surface de fissures maximisant Ginc ou
correspondant à des valeurs de Ginc plus grandes que le maximum local. La surface de fissures à
l’amorçage est finalement déterminée en couplant le critère en contrainte et le critère en énergie,
ce qui fait l’objet de la section suivante. Une fois que la surface d’amorçage Sc est déterminée,
la propagation de la fissure peut être évaluée à l’aide du critère de Griffith (Eq. (16)). Trois
situations peuvent être rencontrées :

— En cas d’augmentation monotone de Ginc (Fig. 7a), on peut déduire de Eq. (21) que
dG/dS(Sc) > 0 et G(Sc) ⩾ Ginc(Sc). Puisque Ginc(Sc) = Gc, G(Sc) ⩾ Gc cela signifie que la
propagation instable de la fissure se produit juste après l’amorçage et entrâıne la rupture
finale de l’échantillon.

— Dans le cas où Ginc présente un maximum et que la surface de la fissure d’amorçage maxi-
mise Ginc, alors G(Sc) = Ginc(Sc) = Gc. De plus, G diminue pour une surface de fissures
plus grande que la surface de la fissure d’amorçage. Par conséquent, une propagation
stable de la fissure se produit après l’amorçage lorsque le chargement augmente, ce qui
signifie que la surface de la fissure d’amorçage est également une surface d’arrêt.
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— Dans le cas où Ginc présente un maximum et que la surface de la fissure d’amorçage
est plus petite que celle qui maximise Ginc (Fig. 7b), Ginc(Sc) = Gc, dG/dS(Sc) > 0 et
G(Sc) ⩾ Gc. Par conséquent, il y a une propagation instable de la fissure au moins jusqu’à
une limite inférieure Smin vérifiant G(Smin) < Gc. Si toute l’énergie disponible est utilisée
pour la propagation de la fissure, celle-ci peut éventuellement se propager jusqu’à la limite
supérieure Smax vérifiant

∫ Smin

Sc
(G −Gc)dS =

∫ Smax

Smin
(Gc−G)dS [13][157, 269], voir Fig. 7b.

Une dernière catégorie de configurations est le cas de Ginc décroissant, par exemple pour
de petites longueurs de fissures sollicitées en cisaillement [49], pour une fissure approchant une
interface dans le cas d’une singularité faible [159] ou dans le cas d’une singularité forte [62, 156,
158] e.g. une fissure dans un matériau rigide qui approche une interface avec un matériau plus
souple [62]. Le critère en énergie fournit alors une limite supérieure pour les surfaces d’amorçage
de fissures admissibles, celles-ci étant finalement déterminées comme les surfaces pour lesquelles
les deux critères sont remplis.

2.3 Couplage des deux conditions

Le CC combine les conditions en contrainte (Eq. (10)) et en énergie (Eq. (18)) afin de
déterminer le niveau de chargement à l’amorçage Uc et la topologie de la fissure Γc (surface de
fissures correspondante Sc). D’une manière générale, il peut être formulé comme un problème
d’optimisation visant à déterminer le chargement minimal pour lequel les deux conditions sont
remplies : {

Uc = min{U,Γσ(U) ∩ ΓG(U) ̸= ∅},
Γc = Γσ(Uc) ∩ ΓG(Uc).

(29)

Dans le cas particulier de l’élasticité linéaire et sous l’hypothèse des petites déformations, la
contrainte et le TREI sont respectivement proportionnels au chargement imposé et au carré du
chargement imposé. Les conditions en contrainte et en énergie s’écrivent donc (en prenant par
exemple le critère en contrainte donné en Eq. (11)) :{

Ginc(S,U) = A(S)U2 ⩾ Gc,
σnn(S,U) = k(S)U ⩾ σc,

(30)

où A et k sont des fonctions qui dépendent de la géométrie et des propriétés du matériau. Le
chargement qui doit être appliqué pour remplir le critère en contrainte (Uσ) ou en énergie (UG),
pour une surface de fissures S, peut être calculé comme :{

UG(S) =
√

Gc
A(S) ,

Uσ(S) =
σc

k(S) .
(31)

L’équation (29) se réécrit : {
Uc = min

S
{max{UG(S), Uσ(S)}},

Sc = {S,max{UG(S), Uσ(S)} = Uc}.
(32)

Pour des variations monotones de la contrainte et du TREI, on peut montrer que le problème
donné dans Eq. (32) admet au plus une solution Sc, qui vérifie :

A(Sc)

k2(Sc)
=

Gc

σ2c
. (33)

Il existe deux façons équivalentes de représenter la solution du CC : via les variations des critères
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Figure 8 – Variations a,c) de la contrainte (traits pointillés) et du TREI (traits pleins) nor-
malisés en fonction de la surface de fissures pour un chargement plus petit (lignes fines) ou
égal (lignes épaisses) au chargement à l’amorçage dans le cas d’une variation a) monotone ou
c) non monotone du TREI. b,d) Chargement requis pour remplir le critère en contrainte (traits
pointillés) ou en énergie (traits pleins) en fonction de la surface de fissures montrant les confi-
gurations pour lesquelles le CC est rempli (zone hachurée) pour une variation b) monotone ou
d) non-monotone du TREI. La surface de fissures à l’amorçage et le chargement correspondant
sont indiqués par le cercle.

en contrainte et en énergie en fonction de la surface de la fissure [162, 182, 183] (Fig. 8a et 8c),
ou via la variation des chargements requis pour satisfaire les critères en contrainte et en énergie
[11][153, 165] (Fig. 8b et 8d). Elles sont représentées schématiquement dans la Fig. 8 pour des
variations monotones (Fig. 8a et 8b) ou non monotones (Fig. 8c et 8d) du TREI.

La Fig. 8a montre un exemple de variations monotones de la contrainte normalisée et du
TREI en fonction de la surface de fissures pour un chargement inférieur ou égal au chargement
à l’amorçage. Pour un chargement inférieur au chargement à l’amorçage, les critères ne sont
satisfaits simultanément pour aucune surface de fissures puisque la limite supérieure admissible
de la surface de fissures d’amorçage donnée par le critère en contrainte est plus petite que
la limite inférieure donnée par le critère en énergie. L’augmentation du chargement entrâıne
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une augmentation de la limite supérieure donnée par le critère en contrainte et une diminution
de la limite inférieure donnée par le critère en énergie jusqu’à ce que les deux critères soient
remplis pour une surface de fissures Sc qui correspond à la surface de fissures à l’amorçage. Une
façon équivalente de déterminer le chargement à l’amorçage et la surface de fissures consiste à
étudier la variation du chargement qui doit être appliqué pour satisfaire le critère en contrainte
ou en énergie (Fig. 8b). Pour une surface de fissures S donnée, le chargement nécessaire pour
remplir le CC correspond au chargement maximal entre UG(S) et Uσ(S) (Eq. (32)). Toutes les
configurations pour lesquelles le CC est rempli sont représentées par la zone hachurée. Parmi
toutes ces configurations, la surface de la fissure et le chargement à l’amorçage sont déterminés
comme ceux correspondant au chargement appliqué minimal pour lequel le CC est rempli.

Les Fig. 8c et 8d montrent les deux représentations de la solution du CC dans le cas d’un
TREI non monotone. Si la surface d’amorçage est plus petite que la surface maximisant Ginc/Gc,
la même représentation que dans les Fig. 8a et 8b peut être utilisée. Par conséquent, nous nous
concentrons sur une configuration d’amorçage pour laquelle le critère en contrainte est rempli sur
une surface de fissures plus grande que celle qui maximise Ginc/Gc. Pour un chargement inférieur
au chargement à l’amorçage, le critère en contrainte fournit toujours une borne supérieure des
surfaces de fissures admissibles, mais il n’y a pas de surface de fissures pour laquelle le critère en
énergie est satisfait. L’augmentation du chargement appliqué permet de déterminer que le CC
est rempli pour la surface de fissures maximisant Ginc/Gc (Fig. 8c). Ce résultat est également
obtenu en étudiant la variation du chargement qui doit être appliqué pour remplir le critère en
contrainte ou en énergie (Fig. 8d). La zone hachurée correspond à toutes les configurations pour
lesquelles le CC est rempli, parmi lesquelles la surface de fissures maximisant Ginc/Gc correspond
à la configuration pour laquelle le CC est rempli pour le chargement minimum appliqué.

2.4 Implémentation du critère couplé

Cette section présente différentes options de mise en œuvre pratique du CC.

2.4.1 Approche analytique

Le CC peut être implémenté de manière efficace si la contrainte et le TREI sont obtenus à
partir de formules analytiques. Celles-ci sont généralement disponibles pour des géométries et des
chargements simples tels que, e.g., des trous circulaires [92, 239, 240] ou des cavités sphériques
[86, 110]. Par exemple, si la variation du facteur d’intensité des contraintes (FIC) en fonction de
la longueur de la fissure est connue analytiquement, le TRE est obtenu sur la base de la relation
entre le SIF et le TRE G = K2

I /E
′ (E′ = E sous l’hypothèse de contrainte plane ou en 3D et

E′ = E/(1 − ν2) sous l’hypothèse de déformation plane). L’intégration du TRE sur le chemin
de la fissure donne le TREI (Eq. (21)). Les deux critères sont ensuite combinés selon l’approche
présentée dans la section précédente pour déterminer la longueur de fissures et le chargement à
l’amorçage, en utilisant un algorithme de minimisation pour résoudre Eq. (32).

2.4.2 Approche asymptotique

L’approche asymptotique a été proposée pour la mise en oeuvre originelle du CC [152][48].
Elle consiste à résoudre un problème à deux échelles. Le premier est appelé problème extérieur,
dans lequel la petite fissure qui amorce est négligée, par exemple le cas de la flexion trois-points
d’une éprouvette avec une entaille en V (Fig. 9a). Ce problème détermine la relation entre le
déplacement ou le chargement appliqué à la structure étudiée et les FICG au point où la fissure
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s’amorce. Le FICG Kj correspond à l’amplitude du champ de déplacement autour d’un point
singulier correspondant à un mode donné, qui s’écrit :

u(r, θ) = Kjr
λjuj(θ), (34)

où λj est l’exposant caractéristique du mode. Il est obtenu en résolvant un problème aux valeurs
propres dépendant de la géométrie du point singulier et des propriétés du matériau [167]. Le
vecteur uj est le vecteur propre du mode correspondant à la valeur propre λj. Par exemple, pour
une entaille en V en 2D, les deux premiers modes correspondent aux modes d’ouverture et de
cisaillement, les exposants caractéristiques sont présentés en Fig. 9c. Le FICG dans le problème
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Figure 9 – (a) Problème extérieur de la flexion trois-points d’une éprouvette avec une entaille
en V, b) problème intérieur correspondant et c) valeurs propres (λj) correspondant aux modes
d’ouverture (j = I) et de cisaillement plan (j = II) en fonction de l’angle de l’entaille β.

extérieur est obtenu à partir d’une intégrale [30][142, 166, 167] qui généralise l’intégrale J [89, 229]
à des singularité autres que des fissures. Cette intégrale est calculée sur un contour autour du
point singulier (C dans la Fig. 9a) dans lequel intervient le mode dual. L’exposant du mode dual
est −λj en 2D et −λj − 1 en 3D. Il peut être déterminé à partir du même problème aux valeurs
propres que pour le mode primal [167]. Même si les exposants 3D diffèrent des exposants 2D,
l’intégrale de contour peut être calculée en 3D [28] et la même formulation du CC est adoptée
[155]. Il est également possible d’évaluer expérimentalement le FICG en appliquant l’intégrale de
contour aux champs de déplacements mesurés par corrélation d’images numériques [27]. D’autres
approches existent pour déterminer le FICG, telles que, e.g., la méthode des fonctions quasi-
duales [275, 276] ou par ajustement aux moindres carrés [273, 277].

Le deuxième problème à résoudre dans l’approche asymptotique est défini dans le domaine
intérieur, en se focalisant sur le point singulier sans prendre en compte la géométrie de la struc-
ture globale. On obtient le domaine intérieur en normalisant les coordonnées par une dimension
caractéristique, par exemple la longueur de la fissure d’amorçage. On travaille ainsi avec une
longueur de fissure d’amorçage de ℓ = 1 et les autres longueurs normalisées sont exprimées par
rapport à la longueur de fissure. Les conditions aux limites appliquées au problème intérieur
correspondent aux champs de déplacement asymptotique, dont la magnitude est déterminée par
le FICG. La variation de contrainte et la différence d’énergie potentielle sont ainsi calculées dans
le domaine intérieur incluant ou non la fissure. Les deux problèmes sont finalement raccordés en
considérant une zone, proche du point singulier dans le problème extérieur, et suffisamment éloi-
gnée de celui-ci dans le problème intérieur, où les deux solutions sont valides. Il donne la longueur
de la fissure d’amorçage et le FICG à partir desquels le chargement à l’amorçage est obtenu.
Plus de détails sur l’implémentation de l’approche asymptotique du CC sont décrits dans [30].
L’approche asymptotique du CC est valide à condition que la longueur de la fissure à l’amorçage
soit petite par rapport aux dimensions caractéristiques de la structure considérée [30][186]. Par
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exemple, dans le cas d’une éprouvette avec une entaille en V sollicitée en flexion, l’approche
asymptotique reste valide pour des longueurs d’amorçage un ordre de grandeur plus petites que
la profondeur de l’entaille. En pratique, la plage de validité de l’approche asymptotique peut être
déterminée à condition que la longueur caractéristique du matériau ℓmat = E′Gc/σ

2
c (longueur

d’Irwin) soit suffisamment petite par rapport aux dimensions caractéristiques de la structure
[186]. Des variations non physiques du chargement imposé d’amorçage en fonction de l’angle de
l’entaille en V peuvent être obtenues dans le cas contraire [30][80].

2.4.3 Implémentation par éléments finis

Dans les configurations pour lesquelles les solutions analytiques ne sont pas disponibles et les
conditions de validité de l’approche asymptotique du CC ne sont pas remplies, une alternative
consiste à réaliser des calculs par éléments finis de la structure complète. Il faut alors effectuer un
premier calcul sans fissure, qui donne le critère en contrainte et les énergies avant amorçage de
fissures. Il faut ensuite effectuer des calculs pour différentes longueurs de fissures afin d’obtenir
la variation des énergies et implémenter la résolution du CC. Les détails et un exemple de mise
en œuvre de cette approche sont décrits dans [30].

2.4.4 Autres implémentations

Il existe quelques mises en œuvre alternatives aux approches du CC mentionnées ci-dessus. Le
CC peut être reformulé comme un problème d’optimisation sous contrainte [181]. Il s’agit alors
de minimiser l’énergie totale tout en contraignant l’espace des surfaces de fissures admissibles
en fonction du critère en contrainte.

Li et al. [173] ont mis en place une implémentation numérique du CC en utilisant un al-
gorithme itératif qui détermine d’abord les emplacements potentiels des fissures à partir des
maxima locaux de critère en contrainte. Ensuite, les chemins potentiels de fissures sont obtenus
au sein de ces zones en suivant une trajectoire maximisant la contrainte principale. Si N fissures
potentielles sont identifiées, alors 2N calculs sont nécessaires pour trouver la configuration fissu-
rée maximisant le TREI. La fissure est créée ou propagée en enlevant des éléments du maillage,
la procédure étant répétée jusqu’à ce que le critère en énergie ou en contrainte ne soit plus rem-
pli, auquel cas le chargement est augmenté. L’originalité de cette implémentation réside dans la
possibilité de décrire simultanément l’amorçage et la croissance d’une ou plusieurs fissures, par
exemple pour traiter la multifissuration de matériaux composites [171, 172].

Rettl et al. [227] ont développé une méthodologie à deux échelles pour prévoir l’amorçage
de fissures en mode d’ouverture à partir d’entailles 2D. Des modèles locaux sont précalculés
pour plusieurs modes de déformation, puis mis à l’échelle d’une entaille réelle à l’aide d’une
analyse dimensionnelle, d’une superposition linéaire et d’une métamodélisation. Cette méthode
est efficace sur le plan numérique et produit des différences de chargement à rupture inférieures
à 15% par rapport à un calcul complet par éléments finis. En revanche, elle se limite à l’étude de
petites fissures d’amorçage correspondant à des longueurs d’Irwin inférieures à un certain seuil.

3 Limites actuelles et défis futurs pour le critère couplé

Le CC est une approche relativement simple dans sa formulation et dans son implémentation,
plutôt efficace numériquement et qui permet d’aborder une large variété de problèmes d’amorçage
de fissures dans les matériaux fragiles. Sa formulation actuelle est suffisamment générale pour
prendre en compte, dans des problèmes 2D ou 3D, des comportements matériaux non linéaires
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[35][168, 170], des non-linéarités géométriques [228, 232, 254] ou encore des aspects inertiels
avec une description temporelle de l’amorçage de la fissure [3, 33] (Voir Simulation de l’émission
acoustique due à la fissuration). L’application du CC à des matériaux visco-élastiques ou visco-
plastiques, ou plus généralement dont le comportement dépend du temps, n’a toujours pas
été menée et aurait probablement son importance dans la prise en compte des effets inertiels.
Une autre perspective serait d’appliquer le CC dans le cas de milieux continus généralisés,
et d’étudier l’interaction entre la longueur d’amorçage de fissures et la longueur intrinsèque du
modèle constitutif qui traduit les effets d’échelles sur l’élasticité. Des questions restent également
ouvertes, par exemple dans le choix du critère en contrainte. Si le bilan énergétique, dont découle
le critère en énergie, semble difficile à réfuter, il existe d’autres possibilités pour le critère en
contrainte. Au-delà de la discussion rémanente sur le fait de moyenner ou non la contrainte,
l’utilisation d’un critère en déformation pourrait également être discutée. Bien que l’on puisse
s’attendre à des résultats similaires à un critère en contrainte pour des matériaux linéaires
élastiques, cela pourrait entrâıner des différences significatives en cas de comportement non
linéaires. Quelques pistes d’amélioration ou de validation envisageables du CC sont décrites
dans la suite de cette section.

3.1 Validation expérimentale de l’existence de la longueur d’amorçage

Il n’y a toujours pas de preuve expérimentale de l’existence de la longueur (ou surface)
d’amorçage qui intervient en combinant les critères en contrainte et en énergie. Est ce que
cette longueur d’amorçage existe réellement, ou est-ce seulement un concept qui permet de
mettre en place le modèle ? Des observations expérimentales d’amorçages abrupts de fissures
vont dans le sens des résultats du CC selon lesquels une fissure amorce sur une surface finie
[8, 9, 39][231]. Néanmoins, dans de nombreuses situations, l’état final observé comprend à la fois
l’étape d’amorçage de la fissure et la propagation instable qui s’ensuit. Même avec une caméra
rapide et des observations du faciès de rupture, il semble difficile de séparer les deux phases du
point de vue expérimental. Une manière de prouver l’existence de la longueur d’amorçage serait
de mettre en place des essais dans des configurations stables d’amorçage de fissures, i.e. pilotées
par le critère en énergie avec un TREI qui présente un maximum, et de comparer les longueurs
mesurées expérimentalement aux longueurs qui maximisent le TREI.

3.2 Gestion autonome du chemin de fissuration

La limite principale du CC est la nécessité de supposer le chemin sur lequel la fissure amorce.
Il est toujours possible de tester plusieurs chemins de fissures et d’en déduire celui qui minimise
le chargement à l’amorçage de la fissure, mais le CC est moins efficace sur ce point que d’autres
approches telles que le champ de phase avec une gestion autonome du chemin de fissuration ou les
modèles de zone cohésive qui permettent de trouver le chemin optimal parmi plusieurs chemins
potentiels prédéfinis dans un même calcul [54]. La gestion autonome du chemin de fissuration
est une perspective qui permettrait de rendre la mise en oeuvre du CC encore plus accessible.

3.3 Formes optimales des fissures d’amorçage

Une difficulté dans la mise en œuvre du CC est liée au choix de la trajectoire de la fissure.
En 2D, en supposant que la fissure n’est pas courbe, on peut déterminer sa longueur et son
orientation en appliquant le CC pour différents angles de fissure. L’angle d’amorçage est alors
celui qui minimise le chargement imposé. Cette situation est rencontrée en étudiant l’amorçage de
fissures en mode mixte dans un matériau homogène [30, 49][166, 223]. Les trajectoires possibles
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des fissures peuvent être déterminées en fonction de la position des maximums de contrainte
[173], potentiellement plus favorables à l’amorçage de fissures. Girard et al. [41] ont toutefois
montré que les fissures basées sur ces maximums de contraintes ne sont optimales que pour
de petites longueurs d’Irwin dans le cas de décohésions à une interface fibre-matrice en 2D.
Pour des longueurs d’Irwin suffisamment grandes, ce sont les formes de fissures qui maximisent
le critère en énergie les plus optimales. Enfin, pour des longueurs d’Irwin intermédiaires, les
formes optimales se situent entre ces deux configurations et ne correspondent ni à la position du
maximum de contrainte, ni à celles maximisant le critère en énergie.

Le passage en 3D rend la détermination des formes de fissures encore plus délicate puisqu’il
est nécessaire de définir la courbe qui représente le front de la fissure. Ceci est fait soit en
paramétrisant la forme de la fissure, soit en utilisant les formes données par les isovaleurs de
contrainte [22][154, 248]. Rien ne garantit que ces formes soient optimales, notamment dans
des configurations où l’amorçage des fissures est principalement piloté par l’énergie [11][152,
185, 269]. Une confrontation expérimentale des formes de fissures 3D basées sur les isovaleurs
de contrainte reste à mener, ce qui implique de déterminer des configurations d’amorçage de
fissures n’induisant pas de propagation instable après l’amorçage.

3.4 Description d’une zone d’élaboration

La description de la fissuration dans le CC s’appuie généralement sur une vision binaire
avec soit un état fissuré, soit un état non endommagé. Si un comportement linéaire élastique
du matériau est étudié, on se limite donc principalement à considérer une rupture fragile sans
prendre en compte une possible zone d’élaboration. La zone d’élaboration, qui peut traduire
de la plasticité ou des micro-endommagements, a tendance à adoucir localement le matériau et
peut alors avoir une influence de premier ordre sur l’amorçage d’une fissure. La prise en compte
d’une zone d’élaboration dans le CC vise à généraliser l’étude de l’amorçage de fissures dans
les matériaux quasi-fragiles. Des premiers travaux ont été menés en ce sens, avec la description
asymptotique d’une petite zone plastique ou endommagée au niveau d’une entaille en V [168],
ou encore la prise en compte d’une loi de comportement élasto-plastique dans le CC [26]. Ces
travaux pourraient être élargis pour prendre en compte une zone d’élaboration de manière plus
générale, en s’appuyant par exemple sur la régularisation proposée dans les modèles de rupture
par champ de phase (Voir Chapitre Mécanique de la rupture régularisée ).
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32
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Ce chapitre est dédié à l’étude de la rupture de matériaux céramiques. Comme la majeure
partie des matériaux céramiques rompt de manière fragile, ce phénomène est généralement ex-
pliqué par la présence de défauts au sein de la microstructure qui affaiblissent localement le
matériau et conduisent à sa rupture. Une manière d’estimer la taille du défaut à partir de la
contrainte à rupture mesurée σR consiste à utiliser le critère en énergie définie dans le cadre de la
mécanique linéaire élastique de la rupture (MLER) [121, 122]. L’approche d’Irwin [134, 135, 187]
donne la taille critique de la fissure ac qui propage pour une contrainte de traction appliquée
σR :

ac =
K2

Ic

πσ2R
. (1)

Toutefois, on rappelle que cette approche est applicable seulement sous la condition de validité
de l’hypothèse d’une fissure soumise à une traction uniforme dans un milieu infini. Elle n’est
donc pas applicable à d’autres configurations que la propagation d’une fissure suffisamment
longue (plus grande que la longueur d’Irwin, voir la Section 1.4 du Chapitre Modélisation de
l’amorçage de fissures). De manière générale, l’application de cette approche pour évaluer une
taille de défaut critique dans une céramique néglige donc à la fois la position de la fissure dans
l’éprouvette et la forme réelle du défaut (une porosité sera alors assimilée à une fissure si cette
approche est utilisée).

La dispersion des contraintes à rupture mesurées expérimentalement pour les céramiques
amène généralement à opter pour une vision probabiliste de la rupture proposée par Weibull
[265–267]. Cette approche permet une explication partielle des effets de taille observés expéri-
mentalement, i.e. de la dépendance de la contrainte à rupture à une dimension de l’éprouvette.
Cette approche est souvent utilisée pour évaluer la dispersion de la résistance de céramiques
[73, 97, 177]. L’idée sous-jacente de l’approche probabiliste consiste à supposer que plus une
éprouvette est grande, plus la probabilité de trouver un défaut critique est grande, et donc
plus la résistance de l’éprouvette est faible. L’approche probabiliste donne une variation de la

contrainte à rupture d’une céramique proportionnelle à V
−1/m
EFF , si VEFF est le volume de l’éprou-

vette sollicité en traction et m le coefficient de Weibull qui décrit la dispersion de la contrainte à
rupture d’un ensemble d’éprouvettes de mêmes dimensions (une faible dispersion des contraintes
à rupture correspond à une valeur élevée de m et vice-versa). Toutefois, cette approche reste
phénoménologique et ne renseigne ni sur la morphologie, ni sur la position du défaut.

L’objectif de ce chapitre est de donner une vision du problème de la rupture de matériaux
céramiques basée sur la mécanique de la rupture, pour rationaliser les effets de taille et l’in-
fluence d’un défaut sur la rupture en prenant en compte non seulement sa taille, mais aussi
sa morphologie et sa position dans l’éprouvette. On formalisera d’abord l’influence d’un défaut
sur l’amorçage de fissures dans une céramique. On étudiera alors la criticité des défauts dans
des céramiques poreuses telles que le plâtre ou des monocristaux, pour évaluer leur rôle dans la
dispersion des contraintes à rupture mesurées. On s’attachera ensuite à donner une vision dé-
terministe de l’effet de taille basée sur des considérations mécaniques. Enfin, on verra comment
exploiter ces effets de tailles en lien avec la microstructure du matériau pour rendre la rupture
des céramiques moins fragile.
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1 Le rôle d’un défaut sur la rupture d’une céramique

La description de la criticité d’un défaut dans un matériau céramique amène à rationaliser
les hypothèses de l’approche probabiliste de la rupture et les prévisions qui en découlent, par
exemple concernant les effets de taille. L’idée générale est de modéliser la morphologie du défaut
observé expérimentalement et d’évaluer son influence sur la rupture d’une éprouvette à l’aide du
critère couplé présenté dans le chapitre précédent.

1.1 Signification de la contrainte à rupture critique pour une céramique

Du point de vue de la modélisation, la définition de σc est relativement claire. C’est la résis-
tance en traction d’une éprouvette suffisamment longue du matériau étudié que l’on considère
comme homogène [16][136, 152]. La traduction de cette définition du point de vue expérimental
n’est pas triviale lorsque l’on s’intéresse à des matériaux céramiques fragiles. On n’effectue géné-
ralement pas d’essais de traction sur des céramiques monolithiques car ils sont difficiles à mettre
en place et l’état de contrainte homogène qui en résulte exacerbe la sensibilité de la rupture à
la présence d’un défaut. On préfère des essais de flexion qui induisent un gradient de contrainte
et favorisent l’amorçage de fissures sur la face en traction de l’éprouvette. Il est théoriquement
possible de déterminer la résistance en traction du matériau à partir d’un essai de flexion, si
l’on connâıt son taux de restitution d’énergie critique (voir Section 2 du présent chapitre). On
discute dans cette section de la détermination de σc pour des céramiques polycristallines ou pour
des monocristaux. L’idée globale s’inspire de l’effet de taille présenté par Irwin [135]. On calcule
la contrainte à rupture de l’éprouvette pour différentes tailles de défauts et on déduit σc à partir
de la variation de contrainte à rupture en fonction du défaut, notamment lorsque la taille de
défaut tend vers zéro (ou devient suffisamment petite).

1.1.1 Céramiques polycristallines

Leguillon et Martin [160, 184] ont proposé une définition de la résistance en traction σc de
céramiques polycristallines en étudiant la rupture d’éprouvettes présentant un défaut de surface
[84, 260]. Pour des défauts suffisamment grands (i.e. plus grands que la taille de grains moyenne
de la céramique), la contrainte à rupture augmente si la taille du défaut diminue (Fig. 1). Cette
variation suit le critère en énergie donné par Irwin dans le cas d’un défaut assimilable à une
fissure [135, 187]. Dès lors que le défaut de surface devient plus petit que la taille de grains, la
contrainte à rupture atteint un plateau. Un défaut de surface plus petit que la taille de grains
n’est donc pas critique pour l’amorçage de fissures. L’amorçage de fissures est alors piloté par
la microstructure et définit la résistance en traction, i.e. la contrainte à rupture au niveau du
plateau, comme une propriété intrinsèque du matériau (Fig. 1). La résistance en traction de
la céramique augmente si la taille de grains moyenne diminue, c’est donc une propriété qui
est valable pour une microstructure donnée. On note toutefois que les résistances en traction
mesurées expérimentalement au niveau du plateau sont dispersées. On obtient une contrainte à
rupture d’environ 200+40 MPa pour une alumine avec une taille de grains de 20 µm [160, 260].
Cette dispersion traduit une hétérogénéité à l’échelle de la microstructure entre les différentes
éprouvettes testées.

Le choix d’un modèle de rupture déterministe tel que le CC et de l’échelle de modélisation où
l’on considère le matériau comme homogène prévoit une unique valeur de σc. Il faut introduire
une variabilité sur les paramètres à rupture et notamment σc si l’on souhaite reproduire la
dispersion mesurée expérimentalement. La variabilité des paramètres à rupture a par exemple été
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Figure 1 – Contrainte à rupture σR en fonction de la taille du défaut de surface dans des
alumines polycristallines avec différentes tailles de grains [160] mettant en évidence la résistance
en traction σc pour des défauts de surface plus petits que la taille de grains.

introduite dans le CC pour décrire la cinétique de fissuration transverse de matériaux composites
stratifiés [261, 262]. Un moyen d’alimenter le modèle de variabilité des propriétés à rupture est
de mettre en place des simulations à l’échelle de la microstructure, où les hétérogénéités peuvent
être explicitement modélisées, pour évaluer la dispersion sur les paramètres matériaux à l’échelle
macroscopique. On note que la variabilité sur Gc est généralement moins marquée que σc car Gc

traduit la propagation d’une fissure suffisamment longue, celle-ci masque donc de potentielles
hétérogénéités à une plus petite échelle.

1.1.2 Monocristaux

L’étude de monocristaux permet a priori de s’affranchir des hétérogénéités dans la micro-
structure liées à la taille, l’orientation des grains ou à la présence de porosités. Une analyse des
contraintes à rupture indique une dispersion entre 500MPa et 750MPa pour des éprouvettes de
saphir de dimensions similaires (30 mm×2.5 mm×0.8 mm, Fig. 2a) dont l’axe a⃗ se situe dans la
direction de la longueur de l’éprouvette (axe (Ox⃗) sur la Fig. 2a) [19]. L’observation des éprou-
vettes rompues montre une partie de la fissure dans un plan perpendiculaire à l’axe neutre (plan
a) et à proximité d’un bord de l’éprouvette, et une seconde partie du plan de rupture qui forme
un angle de 30 deg. par rapport à ce plan initial (Fig. 2c). Une analyse des faciès de rupture
(Fig. 2b) montre que la fissure a vraisemblablement amorcé sur le plan perpendiculaire à l’axe
neutre de l’éprouvette à partir d’un défaut présent sur l’arête de l’éprouvette (Fig. 2d), avant
de bifurquer sur un plan m orienté à 30 deg. de cette direction initiale. La présence de ce type
de défauts est due à la découpe des éprouvettes de flexion (scie à fil diamanté) qui provoque des
éclats de quelques dizaines de microns. L’amorçage de la fissure est donc dû à l’un de ces défauts
de bord, et la propagation se fait ensuite sur un plan correspondant à un taux de restitution
d’énergie critique plus faible [132, 271]. Des tailles de défauts d’arêtes mesurées entre 5 µm et
40 µm mettent en évidence une corrélation entre la taille du défaut et la contrainte à rupture.
L’application du CC à l’amorçage d’une fissure à partir du défaut d’arête (Fig. 2e) reproduit la
variation de la contrainte à rupture en fonction de la taille du défaut (Fig. 2f), et d’identifier la

37
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Figure 2 – Observations d’une éprouvette de saphir : a) avant essai de flexion, b) faciès de
rupture, c) surface en traction et d) défaut d’arête à l’origine de la rupture. e) Modèle de
l’éprouvette avec un défaut de surface de taille ds et f) contrainte à rupture normalisée en fonction
de la taille du défaut obtenue expérimentalement (◦) et numériquement pour σc = 750MPa et
Gc = 15 Jm−2 (□) ou Gc = 25 Jm−2 (▽).

valeur de σc pour une valeur de Gc donnée. On trouve une résistance en traction σc=805±90MPa
pour une valeur de Gc=20 Jm−2[16] et une résistance en traction σc=850 ± 90MPa pour une
valeur de Gc=15 Jm−2[132, 271]. L’approche proposée montre également que la dispersion des
contraintes à rupture mesurées expérimentalement est bien reproduite en prenant en compte les
défauts d’arêtes dans le modèle. On note que la valeur de σc identifiée est valable pour une échelle
d’observation donnée du matériau. On peut par exemple s’attendre à identifier des résistances
en traction différentes si le mécanisme de rupture en jeu est différent à une autre échelle (par
exemple amorçage de la fissure directement sur un plan m pour le saphir), ou si la représentation
homogène du matériau est différente entre les deux échelles.

1.2 Est-ce seulement la taille du défaut qui compte ?

Rationaliser l’influence de la taille d’un défaut critique sur la rupture d’une céramique re-
quiert de considérer d’autres paramètres qui sont la position du défaut dans l’éprouvette, sa
morphologie et le chargement localement subi par le défaut [2]. Ces trois aspects sont discutés
dans cette section.

1.2.1 Influence de la morphologie du défaut

L’influence de la morphologie du défaut sur l’amorçage d’une fissure dépend de sa taille
comparée à la longueur d’Irwin du matériau. On rappelle que le défaut n’induit pas de diminution
de la contrainte à rupture s’il est plus petit que ℓmat/10, auquel cas la morphologie du défaut
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n’a pas d’importance. On en déduit donc que la plus grande taille des défauts intrinsèques est
de l’ordre de grandeur de ℓmat/10. Pour des défauts dont la taille est comprise entre ℓmat/10 et
ℓmat/2, on n’observe pas de différences entre les contraintes à rupture obtenues pour différentes
morphologies de défauts [184]. Pour des défauts plus grands que ℓmat/2, des différences de force
à rupture de l’ordre de 10 % sont observées entre des fissures ou des entailles en V de 90 deg
[16][106, 166], et des différences de l’ordre de 20 % sont obtenues entre des entailles en V et
des défauts circulaires [16][184]. Dans la suite de cette section, on se focalisera sur des défauts
sphériques souvent rencontrés dans les céramiques.

1.2.2 Scénario de rupture en traction à proximité d’un pore

On s’intéresse au scénario d’amorçage de fissures au niveau d’un pore situé proche d’un
bord libre dans une éprouvette en traction. L’approche asymptotique du CC nous permet de
comparer plusieurs scénarios possibles, à savoir un amorçage unilatéral ou bilatéral à partir du
pore (Fig. 3). Le CC calcule la contrainte à rupture correspondant à ces scénarios d’amorçage afin
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Figure 3 – Contrainte à l’amorçage (Tc) en fonction de la taille du ligament : a-b) valeurs

normalisées respectivement par la résistance en traction et le diamètre du pore (ε =
hd−dp/2
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),

obtenues pour un amorçage de fissures au niveau du ligament, du côté opposé ou simultanément
des deux côtés du pore pour a) ℓmat/dp = 0.6 et b) ℓmat/dp = 4. c) Valeurs obtenues pour
ℓmat = 1 mm (pointillés : σc = 20 MPa, traits pleins : σc = 10 MPa).

de déterminer le plus favorable, i.e. celui qui arrive pour une contrainte imposée minimale. On
étudie alors des configurations qui n’arrivent pas en pratique, mais qui expliquent la transition
entre deux mécanismes de rupture. La variation des contraintes à rupture normalisées obtenues
pour les différents scénarios est présentée en fonction de la taille du ligament normalisée (ε =
hd−dp/2

dp
) en Fig. 3. Si le ligament entre le bord libre et le pore est plus grand que le diamètre

du pore, l’amorçage s’effectue de manière simultanée des deux côtés du pore (Fig. 3a et 3b). Si
le ligament est plus petit que le diamètre du pore, un amorçage de fissures unilatéral opère i) à
partir du pore du côté du bord libre pour des longueurs d’Irwin inférieures au diamètre du pore
(Fig. 3a), et ii) à partir du côté opposé au bord libre pour des longueurs d’Irwin plus grandes
que le diamètre du pore (Fig. 3b). Une fois le scénario d’amorçage de fissures déterminé, on
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montre que la distance du pore au bord libre a une influence marquée sur la contrainte à rupture
(Fig. 3c). L’interaction entre la concentration de contrainte induite au niveau du pore et le bord
libre a d’autant plus d’effet que le pore est proche du bord libre, i.e. si la taille du ligament
est plus petite que la longueur d’Irwin. La position du pore dans l’éprouvette joue donc un
rôle primordial sur la contrainte nécessaire à l’amorçage de fissures, même pour de petits pores.
Enfin, un pore situé suffisamment loin du bord libre aura une faible influence sur la diminution
de la contrainte à rupture si son diamètre est petit devant la longueur d’Irwin. La diminution de
contrainte à rupture est plus marquée (>25 %) pour des diamètres de pores égaux ou supérieurs
à la longueur d’Irwin.

1.2.3 Chargement, taille et position du défaut

On étudie le scénario d’amorçage de fissures au niveau d’un pore situé proche d’un bord
libre dans une éprouvette en flexion (Fig. 4). Une analyse des différents scénarios d’amorçage de
fissures similaire à celle présentée dans la section précédente nous indique que l’amorçage du côté
opposé au pore (Scénario 2 dans la Fig. 4) n’est jamais favorable en flexion. Ce résultat montre
l’importance de l’influence du chargement sur le mécanisme de fissuration puisque ce mécanisme
peut arriver sous sollicitation de traction. Pour de petites longueurs d’Irwin, l’amorçage s’effectue
au niveau du pore sur le ligament du côté de la surface en traction. Au contraire, l’amorçage
intervient depuis le bord en traction si le pore est suffisamment éloigné pour des longueurs
d’Irwin plus grandes. Connaissant ces deux scénarios possibles d’amorçage, on peut calculer la
contrainte à rupture en fonction de la taille et de la distance au bord libre du défaut. La Fig. 4a
montre la variation de la force à rupture normalisée par sa valeur dans le cas sans défaut en
fonction du diamètre normalisé du pore pour différentes tailles de ligament entre le pore et le
bord libre.

Connaissant la force à rupture d’un échantillon, il est donc possible d’estimer la gamme de
couple (taille de pore, position du pore) qui a mené à l’amorçage de la fissure. En appliquant cette
démarche à un ensemble de données mesurées sur des lots d’éprouvettes en plâtre de différentes
tailles (122 éprouvettes avec 3 nuances de plâtre), on identifie des tailles de défauts entre 50 et
250 µm qui dépendent globalement peu de la taille de l’éprouvette (Fig. 4b). Une observation des
faciès de rupture des éprouvettes montre que les tailles de défauts observés expérimentalement
sont du même ordre de grandeur que celui obtenu par identification avec le modèle proposé
(Fig. 4c). Le modèle ne prend pas en compte l’interaction entre des pores proches ou encore
la présence d’un cluster de pores. Malgré tout, on note qu’il n’y a pas de tendance à avoir des
défauts critiques plus gros pour les éprouvettes les plus grosses, ce qui remet en cause l’hypothèse
de base de la vision probabiliste de la rupture des céramiques [265]. L’indépendance de la taille de
défauts critiques pour différentes tailles d’éprouvettes en plâtre a également été mise en évidence
expérimentalement [56]. Au delà de la seule taille du défaut, sa position dans l’éprouvette et le
type de chargement sont deux paramètres à prendre en compte pour bien décrire l’amorçage de
fissures dans les céramiques, ce qui n’est pas le cas dans l’approche probabiliste.

1.3 Une expérience pour évaluer l’approche probabiliste

L’approche probabiliste de la rupture exploite la dispersion mesurée sur un lot d’échantillons
de même taille, caractérisée par le coefficient de Weibull m, pour décrire la variation de la
contrainte à rupture en fonction du volume de l’éprouvette. L’idée sous-jacente est que d’une
part, une hétérogénéité plus marquée de la microstructure donne une plus grande dispersion
des contraintes à rupture pour un lot d’éprouvettes de même dimension. D’autre part, plus la
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Figure 4 – a) Force à l’amorçage de la fissure, normalisée par la valeur obtenue sans défaut, en
fonction du diamètre du pore normalisé pour différentes tailles de ligament entre le pore et le bord
libre. b) Diamètre des pores identifiés à partir des forces à rupture mesurées expérimentalement
et de la relation entre la force à rupture, le diamètre et la position du pore. c) Observations des
pores présents sur les faciès de rupture d’éprouvettes en plâtre.

microstructure est hétérogène, plus il est probable d’avoir un gros défaut critique. L’approche
probabiliste prévoit donc une décroissance de la contrainte à rupture avec l’augmentation du vo-
lume de l’éprouvette. Certaines expériences montrent toutefois l’absence d’effet de taille, i.e. des
contraintes à rupture dispersées pour une même taille d’éprouvette mais peu de variation de la
contrainte à rupture moyenne en fonction du volume de l’éprouvette [177]. Dans ce cas, l’ap-
proche probabiliste échoue à reproduire la variation de contrainte en fonction du volume de
l’éprouvette [17].

Pour évaluer la pertinence de l’approche probabiliste, l’idée est de mettre en place une expé-
rience avec des éprouvettes de différents volumes tout en conservant un chargement mécanique
similaire. Ceci est réalisé avec des éprouvettes de flexion en plâtre de même longueur (100mm)
et de même épaisseur (10mm), mais avec différentes largeurs (entre 10mm et 90mm). La taille
et la position des pores critiques proches de la surface en traction sont mesurées à partir d’obser-
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vations des faciès de rupture de chaque éprouvette (Fig. 5a). Le diamètre des pores critiques est

Figure 5 – (a) Observations expérimentales d’un pore et définition de ses caractéristiques :
distance entre le pore et la face en traction hd et diamètre du pore dp. (b) Variation de la taille
de pore en fonction de la largeur de l’éprouvette te. Variation de la contrainte à l’amorçage σmax

en fonction de (c) la fraction volumique de pores et (d-e) de la largeur de l’éprouvette (e) en
présence ou non (d) d’un pore critique.

de quelques centaines de microns, et la gamme de tailles de défauts mesurée est indépendante
de la taille des éprouvettes (Fig. 5a-b). En plus de la variabilité de tailles de pores critiques,
les éprouvettes présentent des variations de fractions volumiques de pores entre 52 % et 58 %
liées au procédé de fabrication. Ces deux facteurs introduisent inévitablement une dispersion
des contraintes à rupture mesurées expérimentalement. Comme le réseau de pores n’est pas ex-
plicitement décrit dans le modèle, l’influence de la variation de fraction volumique de pores est
prise en compte en introduisant une dépendance des propriétés mécaniques (module de Young,
taux de restitution d’énergie critique et résistance en traction) vis à vis de la fraction volumique
de pores à partir de données issues de la littérature [176, 188, 189, 238] (Fig. 5c). On prévoit
alors la contrainte à rupture des éprouvettes de différentes largeurs tout d’abord sans prendre en
compte de défauts (Fig. 5d), ou en intégrant la présence d’un pore critique dont la dimension et
la position ont été mesurées expérimentalement (Fig. 5e). La variation des contraintes à rupture
en fonction de la largeur des échantillons ne montre pas d’effet de taille notable, et le niveau de
dispersion obtenu expérimentalement est relativement bien reproduit par le modèle. Pour une
taille d’éprouvette donnée, la dispersion mesurée est principalement due à l’hétérogénéité de la
microstructure du matériau, i.e. la variabilité de la fraction volumique de pores. Une partie de
la dispersion des contraintes à rupture est également due à la présence de défauts critiques. En
combinant les deux aspects dans le modèle, on reproduit globalement bien le niveau de dispersion
mesuré expérimentalement.

On déduit de cette analyse qu’il n’est pas trivial de corréler la dispersion des contraintes à
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rupture due à l’hétérogénéité de la microstructure à l’effet de taille sur la rupture des éprouvettes.
La sollicitation mécanique et la dimension de l’éprouvette par rapport à la longueur d’Irwin
jouent également un rôle prépondérant, qui est rationalisé dans la section suivante.

2 Effet de taille en rupture des matériaux fragiles

On a précédemment discuté l’influence de défauts sur la rupture de matériaux céramiques et
des limites de la description de l’effet de taille par l’approche probabiliste. On aborde dans cette
section l’effet de taille sur la rupture de matériaux fragiles d’un point de vue mécanique. On
retrouve une description de l’effet de taille dès les travaux d’Irwin [135] qui analyse des données
expérimentales de rupture d’éprouvette en aluminium précédemment reportées par Lubahn [178].
L’effet de taille a ensuite été largement étudié pour les matériaux quasi-fragiles, notamment par
Bažant [70–72]. Celui-ci est dû à l’interaction entre la taille de l’éprouvette et la taille de la zone
d’élaboration en amont de la fissure (e.g. plasticité dans les métaux, microfissuration dans les
roches ou le béton). Si la zone d’élaboration est étendue par rapport à la taille de l’éprouvette,
un critère de résistance doit être utilisé pour prédire la rupture. En revanche, le critère en énergie
de la MLER traite la propagation de fissures suffisamment longues par rapport à la taille de la
zone d’élaboration. Une transition progressive entre ces deux critères est alors introduite. Dans
cette section, on donnera une vision basée sur la mécanique de la rupture des effets de taille
pour des matériaux fragiles.

2.1 L’effet de taille en rupture fragile

L’effet de taille sur la rupture est abordé par l’étude de l’amorçage d’une fissure dans une
éprouvette non entaillée sous sollicitation de flexion (Fig. 6a). L’application du CC donne une
longueur d’amorçage ℓi de sorte σxx(ℓi) = σc. Le gradient de contrainte dû à la flexion induit
une contrainte à rupture (i.e. la contrainte maximale atteinte dans l’éprouvette σmax) qui est de
l’ordre de grandeur de la résistance en traction pour de petites longueurs d’amorçage. Cepen-
dant, la contrainte à rupture peut être significativement supérieure à la résistance en traction du
matériau pour de grandes longueurs d’amorçage (Fig. 6b). C’est le rapport entre la longueur d’Ir-
win et l’épaisseur de l’éprouvette qui détermine la longueur d’amorçage et donc le rapport entre
la contrainte à rupture et la résistance en traction. Si la longueur d’Irwin est petite par rapport
à l’épaisseur de l’éprouvette, la longueur d’amorçage est également petite (Fig. 6c) et σmax ≈ σc
(Fig. 6d). Le rapport σmax/σc augmente lorsque la longueur d’Irwin normalisée par l’épaisseur
de l’éprouvette augmente, du fait de l’augmentation de la longueur d’amorçage (Fig. 6c-d). Pour
des tailles d’éprouvettes plus de dix fois plus grandes que la longueur d’Irwin, la résistance en
flexion tend vers la résistance en traction du matériau. Dans ce cas de figure, l’essai de flexion
donne une mesure de la résistance en traction du matériau et est relativement peu dépendant
de son taux de restitution d’énergie critique. Pour des plus petites tailles d’éprouvettes, la ré-
sistance en flexion augmente si la taille d’éprouvette diminue. La résistance en flexion ne peut
donc pas être considérée comme une propriété intrinsèque du matériau du fait de l’effet de taille.
Lorsque la taille de l’éprouvette est au moins dix fois plus petite que la longueur d’Irwin, la
longueur d’amorçage tend vers la moitié de l’épaisseur de l’éprouvette. Dans ce cas de figure,
c’est principalement le taux de restitution d’énergie critique qui pilote la rupture. Ceci est dû au
fait que des éprouvettes de petites tailles nécessitent un chargement plus élevé de sorte à libérer
suffisamment d’énergie pour amorcer une fissure puisque l’énergie de déformation élastique est
proportionnelle au volume de l’éprouvette. Ainsi, les essais à petites échelles de micro-pilier [143]
ou de flexion sur des micropoutres [130, 131] caractérisent Gc plutôt que σc, même sur des essais
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Figure 6 – a) Géométrie d’une éprouvette de flexion 4-points mettant en évidence la longueur
d’amorçage ℓi et le gradient de contrainte dû à la flexion, b) ratio entre la contrainte maxi-
male σmax et la résistance en traction σc en fonction du ratio entre la longueur d’amorçage et
l’épaisseur de l’éprouvette. c) Longueur d’amorçage normalisée et d) résistance en flexion (i.e.,
contrainte maximale à l’amorçage) normalisée en fonction de l’épaisseur normalisée de l’éprou-
vette.

non-entaillés [16][136]. La variation de la résistance en flexion normalisée par la résistance en
traction en fonction du rapport entre l’épaisseur de l’éprouvette et la longueur d’Irwin (Fig. 6d)
peut être décrite par une courbe mâıtresse :

σmax

σc
=

(
1 +

2.5

h/ℓmat

) 1
2.4

(2)

Celle-ci permet de déterminer analytiquement la résistance en flexion pour une taille d’éprouvette
donnée si les propriétés du matériau sont connues, ou inversement d’identifier ces propriétés à
partir de la mesure des dimensions d’éprouvettes et de la force à rupture.

2.2 Applications aux céramiques poreuses et monocristaux

On illustre l’effet de taille sur la rupture fragile à partir d’essais de caractérisation sur des
céramiques poreuses [18], et sur du saphir [16][107]. Un premier exemple concerne la rupture
de plaquettes d’alumine de 5 µm de longueur et de 1 µm d’épaisseur, utilisées pour élaborer des
composites céramiques à microstructure « briques/mortier » (cf. Section 3). Les plaquettes ont
une résistance en traction de 1.1GPa et un taux de restitution d’énergie critique de 20 Jm−2. Des
contraintes à rupture de 5.3 ± 1.3GPa sont mesurées à partir d’essais de flexion [107]. Comme
l’épaisseur des plaquettes est environ un ordre de grandeur plus petit que la longueur d’Irwin
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du matériau, l’analyse de l’effet de taille explique que la résistance en flexion est environ 5 fois
plus grande que la résistance en traction.

Un second exemple est le cas d’éprouvettes en plâtre de différentes dimensions (épaisseurs
entre 2mm et 10mm) testées en flexion. Trois types de plâtre avec différentes fractions volu-
miques de pores (entre 15% et 50 %) sont testés, avec des longueurs d’Irwin correspondantes
entre 0.2mm et 1.1mm. On observe un effet de taille sur la résistance en flexion (Fig. 7), malgré
une certaine dispersion des contraintes à rupture pour une taille d’échantillon donnée. Malgré le
manque d’essais sur des éprouvettes d’épaisseurs inférieures à la longueur d’Irwin, la variation
des contraintes à rupture en fonction de l’épaisseur des éprouvettes suit la courbe mâıtresse
proposée en Eq. (2). La dispersion peut-être expliquée par la variabilité de la fraction volumique
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Figure 7 – Résistance en flexion normalisée par la résistance en traction en fonction de l’épais-
seur de l’éprouvette normalisée par la longueur d’Irwin obtenue pour trois types de plâtres. La
courbe mâıtresse donnée en Eq. (2) est tracée en traits pointillés.

de pores pour un lot d’échantillon de mêmes dimensions (voir Section 1.3). Cette dispersion est
une limite de la comparaison des données obtenues avec la courbe mâıtresse, dans laquelle la
variabilité des propriétés élastiques et à rupture n’a pas été prise en compte.

2.3 Vers des expériences à petites échelles

L’étude de l’effet de taille montre un fort intérêt à mettre en place des expériences aux
petites échelles, notamment pour caractériser le taux de restitution d’énergie d’un matériau
à partir d’éprouvettes non-entaillées [21, 47][136]. La manière de piloter ces essais peut avoir
une forte influence sur la mesure des contraintes à rupture. L’essai peut être piloté soit par
l’application d’un déplacement de la pointe qui met l’échantillon en flexion, soit pour contrôler
le niveau de force appliqué à l’échantillon (8a). L’amorçage d’une fissure peut être évalué dans les
cas d’un déplacement ou d’une force imposée. Avant l’amorçage de la fissure, les deux approches
donnent les mêmes champs de contraintes et donc le même critère en contrainte. Par contre, des
TREI différents sont obtenus (8b). En effet, si le déplacement imposé reste constant alors que la
longueur de la fissure augmente, cela peut conduire à une diminution de la force correspondante.
Au contraire, conserver le même niveau de force tout en augmentant la longueur de la fissure
entrâıne une augmentation du déplacement de son point application. La Fig. 8 montre un exemple
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Figure 8 – a) Configuration de flexion 3-points pilotée en déplacement ou en force. b) TREI
normalisé en fonction de la longueur de fissures normalisée et c) contrainte à rupture normalisée
par la résistance en traction en fonction de l’épaisseur de l’éprouvette obtenue pour un pilotage
en force ou en déplacement.

de TREI obtenu en flexion pour un pilotage en déplacement ou en force en fonction du rapport
entre la longueur de la fissure et l’épaisseur de l’éprouvette. Des différences inférieures à 1%
sont obtenues à condition que la longueur de la fissure reste suffisamment petite (ℓ < 0.1h). On
observe des différences significatives pour des fissures plus grandes, puisque le TREI augmente
de manière monotone à force imposée alors qu’il présente un maximum à déplacement imposé.
Cela signifie que quelles que soient les propriétés du matériau, une propagation instable de
la fissure après amorçage se produit nécessairement sous force imposée, alors qu’elle est soit
instable (pour une longueur d’amorçage plus petite que la longueur qui maximise Ginc), soit
stable (si la longueur d’amorçage maximise Ginc ) à déplacement imposé. La longueur de la
fissure d’amorçage dépend de la longueur d’Irwin et donc des propriétés du matériau. La Fig. 8c
montre la variation de la contrainte à rupture σmax normalisée par la résistance en traction en
fonction de l’épaisseur de l’éprouvette normalisée par la longueur d’Irwin. On obtient la même
contrainte à rupture pour un pilotage en force ou en déplacement si la longueur d’Irwin est
plus petite que les dimensions de l’éprouvette. Des différences sont mises en évidence dès que la
longueur d’Irwin est plus grande que la taille de l’éprouvette. L’avantage de matériaux présentant
une grande longueur d’Irwin est la possibilité de tester des éprouvettes ne nécessitant pas de
moyens d’essais à petite échelle. Il est possible de piloter un essai en force sur les machines d’essais
mécaniques standards. Cependant, ce pilotage repose sur l’utilisation d’une boucle de rétroaction
pour adapter le déplacement imposé de manière à suivre une variation temporelle donnée de la
force. Par conséquent si le temps caractéristique d’amorçage de la fissure est inférieur à la durée
de la boucle de rétroaction, il n’est pas trivial d’assurer réellement un contrôle de la force lors de
l’amorçage de fissures. Des expériences à petites échelles seraient alors nécessaires pour valider
expérimentalement l’influence du pilotage en force ou en déplacement.

3 Rupture de céramiques « briques/mortier »

L’effet de taille sur la rupture peut être exploité pour élaborer des matériaux céramiques
composites de type « briques/mortier » (BM). Ces matériaux sont constitués à plus de 95% de
plaquettes d’alumine et d’une phase secondaire qui joue le rôle d’interface entre les plaquettes
(Fig. 9a-b). Ils peuvent être élaborés par une méthode de frittage assisté par une pression méca-
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Figure 9 – (a) Schéma de l’agencement des plaquettes mettant en évidence les interfaces trans-
verses et basales. Observations au microscope électronique à balayage (b) de sections polies et
(c) de faciès de rupture d’éprouvettes de composites céramiques à l’architecture BM.

nique [237]. La taille des plaquettes d’alumine est déterminante dans le comportement macrosco-
pique du matériau. Elles peuvent être choisies suffisamment petites pour ne pas rompre, de sorte
que la fissuration soit plutôt localisée au niveau des interfaces entre les plaquettes. L’agencement
de la microstructure conduit à différents mécanismes de fissuration [59, 83] et à des propriétés à
rupture anisotropes. L’un des mécanismes qui améliore la ténacité du matériau est la déviation
de fissures aux interfaces pour certaines orientations des plaquettes par rapport au chargement
(Fig. 9c). La rupture macroscopique du composite est déterminée par le scénario de fissuration
à l’échelle de la microstructure, et donc par le comportement des interfaces et l’agencement des
plaquettes d’alumine. Dans cette section, on discutera du mécanisme de déviation de fissures, de
la caractérisation des interfaces et de l’anisotropie des propriétés à rupture des céramiques BM.

3.1 Amélioration de la ténacité par déviation de fissures

Un avantage majeur des céramiques BM est leur capacité de déviation de fissures [77, 78],
qui dépend de l’agencement des plaquettes par rapport à la direction de propagation de la fissure
et à la direction de chargement. On observe par exemple cette déviation si l’on considère une
éprouvette de flexion entaillée dans laquelle les plaquettes sont orientées perpendiculairement
par rapport à la direction de l’entaille initiale (Fig. 10). Pour un matériau isotrope homogène,
la fissuration intervient dans la direction de l’entaille du fait de la sollicitation de traction. Pour
les céramiques BM, une telle propagation de fissures nécessiterait de rompre des plaquettes
d’alumine. Si celles-ci sont suffisamment petites pour bénéficier de l’effet de taille sur la contrainte
à rupture, il est alors plus favorable d’amorcer une fissure au niveau des interfaces entre les
plaquettes plutôt que de rompre les plaquettes (Fig. 10b-c). On observe alors une déviation de
la fissure à l’échelle macroscopique, celle-ci propage dans une direction orientée entre 70 deg. et
80 deg. de la direction de l’entaille initiale [236, 237] (Fig. 10a). La configuration BM aboutit
à une rupture non fragile du matériau et d’atteindre une meilleure ténacité que des céramiques
monolithiques. Cette propriété est principalement due à l’amorçage puis à la déviation de fissures
aux interfaces entre les plaquettes. La caractérisation mécanique et le contrôle des propriétés à
rupture des interfaces sont donc primordiaux dans ces matériaux.
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Figure 10 – Observations du chemin de fissures après rupture : (a) Vue globale et (b) vue locale
au niveau de l’entaille. (c) Représentation schématique de l’amorçage de fissures au niveau de
l’interface entre plaquettes proche de l’entaille.

3.2 Caractérisation des interfaces

La caractérisation de la rupture des interfaces est menée à l’aide d’essais de caractérisation
à l’échelle des plaquettes d’alumine. Des micro-poutres sont découpées dans le matériau à l’aide
d’un FIB de sorte à contrôler l’orientation des plaquettes par rapport à l’axe neutre de la poutre
(Fig. 11a-b), puis testées à l’aide d’un nano-indenteur. Quelle que soit l’orientation des plaquettes
par rapport à l’axe neutre de la poutre, la rupture intervient à l’interface entre deux plaquettes
(Fig. 11c). On n’observe pas de rupture de plaquettes, ce qui confirme que leurs dimensions
permettent de bénéficier de l’effet de taille sur la rupture. L’avantage d’une telle configuration
d’essai est la possibilité de solliciter les interfaces en traction et en cisaillement, la proportion
de cisaillement étant d’autant plus élevée que l’angle formé par l’interface par rapport à une
section de la micropoutre approche 45 deg. On identifie le taux de restitution d’énergie critique
(Gc=1.96 J/m2) et les résistances en traction (σc=438 MPa) et en cisaillement (τc=648 MPa)
des interfaces (ici constituées d’une phase vitreuse [237]) à l’aide du CC en minimisant l’écart
entre les forces à rupture mesurées et simulées (Fig. 11d). On peut alors utiliser ces propriétés
d’interfaces pour prévoir la rupture à l’échelle macroscopique dans la configuration d’éprouvettes
entaillées sollicitées en flexion (Fig. 11e), en prenant en compte le fait que la fissure amorce
de manière perpendiculaire à la direction de l’entaille (Fig. 10). Cela explique l’augmentation
de la force à l’amorçage de fissures lorsque la taille de l’éprouvette augmente (Fig. 11e). La
caractérisation des propriétés d’interface dans les céramiques BM est donc essentielle car elle
rationalise le comportement à rupture du matériau à l’échelle macroscopique. L’agencement des
plaquettes et des interfaces induit cependant un comportement anisotrope de la rupture de ces
matériaux, décrit dans la section suivante.

3.3 Anisotropie des propriétés à rupture

Les céramiques BM sont généralement mises en avant dans la littérature pour leur capacité
de déviation de fissures et leur ténacité plus élevée que les céramiques monolithiques. Cependant,
ce mécanisme de renforcement de la ténacité n’est étudié que pour des orientations de plaquettes
favorables par rapport à la direction de l’entaille [78, 147, 215], sans regarder le comportement
pour d’autres orientations du matériau. Peu d’études se concentrent sur l’anisotropie de la rup-
ture des céramiques BM [36][57, 59, 83]. Abando et al. [57] ont montré que l’anisotropie de la
rigidité et de la dureté de composites BM dépend de la température et que le matériau est plus
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Figure 11 – (a,c) Observations au MEB et (b) Schéma d’une micro-poutre de céramique BM
dont l’orientation principale d’alignement des plaquettes forme un angle θi=45 deg. par rapport
au plan perpendiculaire à la ligne neutre de l’éprouvette, (a) avant et (c) après rupture. (d-e)
Forces à rupture mesurées expérimentalement et obtenues numériquement avec le CC pour (d)
des micro-poutres en fonction de l’orientation des plaquettes et (e) des éprouvettes millimétriques
entaillées sollicitées en flexion en fonction de l’épaisseur de l’éprouvette.

rigide dans la direction d’alignement principale des plaquettes. Akurati et al. [59] ont montré
que différents mécanismes de déformation, tels que la formation de bandes de flambement, la fis-
suration longitudinale ou la délamination des interfaces, peuvent être déclenchés en fonction de
l’orientation des plaquettes. Chan et al. [83] ont testé l’influence de l’orientation des plaquettes
sur la rigidité, la résistance et la ténacité à partir d’essais de compression sur des composites
BM avec une matrice polymère. Ils ont montré qu’un alignement des plaquettes perpendiculaire
à la sollicitation de compression donnait le meilleur compromis résistance/ténacité, et que des
rigidités plus élevées pouvaient être atteintes grâce à des structures multicouches avec différentes
orientations de plaquettes. Peu de travaux se focalisent sur la résistance des composites BM en
étudiant la rupture d’échantillons non entaillés [47][237] On illustre dans la Fig. 12 l’anisotropie
de la rupture d’échantillons entaillés et non entaillés de composites BM pour les trois directions
principales d’alignement des plaquettes, communément appelées ’across’, ’along’, et ’between’
[95].

Echantillons entaillés : La configuration la plus étudiée dans la littérature est celle d’un
échantillon entaillé avec une orientation de plaquettes de type ’across’ car elle conduit d’une
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Figure 12 – Résumé de l’anisotropie des propriétés à ruptures des composites céramiques BM.
Observations au microscope électronique à balayage et/ou au tomographe des faciès de rupture
obtenus dans les directions ’across’, ’along’ et ’between’ pour des échantillons entaillés ou non
entaillés. La face en traction des échantillons macroscopiques (flexion quatre-points, orientations
’across’ et ’along’ ) est située en bas des images, celle des micro-poutres (orientations ’along’
et ’between’ ) est située en haut des images. L’échantillon entaillé pour l’orientation ’between’
correspond à un essai d’insertion de coin.

part à une propagation stable de la fissure et une rupture non-fragile du matériau, ce qui n’est pas
courant pour des céramiques. D’autre part, elle active un mécanisme de déviation de fissures, qui
augmente la dissipation d’énergie et donc la ténacité du matériau. Le FIC critique à l’amorçage
de la fissure (de l’ordre de 5.8 MPa.m1/2 [237]) est plus élevé que pour une alumine monolithique.

Le FIC critique à l’amorçage d’une fissure est du même ordre de grandeur (≈ 5.3 MPa.m1/2)
pour des échantillons entaillés avec une orientation ’along’. Le matériau a donc une ténacité plus
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élevée que des céramiques monolithiques pour cette orientation de plaquettes. Cela s’explique
par un phénomène de confinement des fissures d’amorçage au niveau des interfaces transverses
entre les plaquettes [38]. Par contre, la rupture est fragile et opère sans déviation macroscopique
de fissures.

Enfin, le FIC critique à l’amorçage d’une fissure pour une orientation de plaquettes ’between’
est plus faible que pour une alumine monolithique, ce qui se traduit par une rupture fragile
sans déviation macroscopique de fissures. L’orientation ’between’ est l’orientation selon laquelle
le matériau est le moins tenace. Les céramiques BM bénéficient donc d’une amélioration de la
ténacité seulement pour deux orientations principales de plaquettes (’across’ et ’along’ ) par
rapport aux alumines monolithiques.

Echantillons non entaillés : Quelle que soit l’orientation des plaquettes, la rupture d’échan-
tillons non entaillés est fragile. La contrainte à rupture en flexion est de l’ordre de 270 MPa
pour les orientations ’across’ et ’along’ (éprouvettes de section 2 mm ×3 mm), et l’amorçage
des fissures s’effectue au niveau de la zone en traction, perpendiculairement à la direction de
traction. La différence entre les deux orientations, visible à partir des faciès de rupture, intervient
lors de la propagation instable qui suit l’amorçage d’une fissure. Une déviation macroscopique
des fissures est observée pour l’orientation ’across’ mais pas pour l’orientation ’along’. L’ob-
servation des faciès de rupture indique la présence de défauts d’agencement des plaquettes qui
sont suffisamment grands pour induire la rupture dans les configurations non entaillées. Ainsi,
le matériau ne bénéficie pas du renforcement dû au confinement de l’amorçage de fissures au
niveau des interfaces transverses observé en orientation ’along’ sur des échantillons entaillés.
Les contraintes à rupture correspondent alors à des niveaux un peu plus faibles que la résis-
tance en traction des interfaces entre les plaquettes [20]. Concernant l’orientation ’between’, il
est complexe d’obtenir des échantillons de flexion macroscopiques car ces derniers doivent être
découpés dans l’épaisseur des disques élaborés, qui est souvent de l’ordre de quelques mm [237].
La caractérisation sur des micro-poutres permet cependant d’estimer une résistance en traction
de l’interface de l’ordre de 438 MPa. Pour des échantillons macroscopiques contenant des défauts
d’agencement de plaquettes, on pourrait alors s’attendre à mesurer une résistance en traction
pour une orientation ’between’ qui soit de l’ordre de grandeur de celle mesurée pour les deux
autres orientations.

En résumé, le mécanisme de renforcement de la ténacité par propagation stable et déviation
de fissures dans les céramiques BM n’est observé que pour des orientations proches de l’orien-
tation spécifique ’across’ des plaquettes par rapport à la direction de chargement. Un autre
mécanisme de renforcement par confinement des fissures au niveau des interfaces transverses
permet également d’améliorer la ténacité dans la configuration ’along’, au prix d’une diminution
significative de la ténacité pour l’orientation ’between’. L’anisotropie de résistance observée sur
des échantillons non entaillés semble moins marquée que pour la ténacité. Le comportement à
la rupture des céramiques BM est principalement piloté par les propriétés des interfaces entre
les plaquettes, ce qui ouvre la voie à des travaux pour optimiser le comportement de l’interface
afin d’atteindre un comportement mécanique macroscopique cible.

4 Perspectives

Les travaux présentés dans ce chapitre amènent plusieurs perspectives liées à l’étude de la
rupture des céramiques.

Concernant les effets de taille sur la rupture fragile, on peut envisager la réalisation d’une
campagne d’essais de caractérisation sur un matériau donné à des échelles allant de quelques
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microns (micro-poutres ou micro-piliers usinés en FIB) jusqu’à une échelle macroscopique et
des échantillons millimétriques/centimétriques. La caractérisation des possibles défauts et des
mécanismes de rupture aux différentes échelles permettra d’évaluer la description des effets de
taille proposée, et de rationaliser les propriétés à rupture du matériau et leurs variations aux
différentes échelles.

A une échelle de description donnée, les propriétés à rupture d’une céramique héritent de la
variabilité et de l’hétérogénéité dans la microstructure à une échelle inférieure. Il serait judicieux
de mettre en place des approches multi-échelle pour décrire la rupture de la céramique à l’échelle
de la microstructure en prenant en compte l’influence des hétérogénéités sur les mécanismes de
rupture qui conduisent à l’amorçage et la propagation d’une fissure à l’échelle supérieure. Cela
permettrait d’évaluer la gamme de variation des propriétés à rupture à l’échelle supérieure qui
pourrait être incluse dans une description homogène du matériau à cette échelle.

L’idée de mettre en place des éprouvettes contenant des défauts contrôlés permettrait d’éva-
luer les modèles de prévision de l’amorçage de fissures. Cela pourrait être mis en place à l’aide de
la fabrication additive avec laquelle le contrôle de la morphologie et la position d’un défaut donné
est envisageable. Il faudra alors prendre en compte les éventuels défauts issus de l’élaboration
du matériau [272]. Il serait également pertinent de réaliser des essais pour évaluer l’approche
probabiliste (avec un changement de volume de l’éprouvette pour un chargement mécanique
similaire) sur un autre matériau que le plâtre, qui serait moins sujet à une importante variabilité
dans sa microstructure.

La longueur d’Irwin joue un rôle essentiel dans la description de la rupture des céramiques,
et la perspective d’établir un lien avec la microstructure du matériau permettrait de mieux
appréhender le comportement à rupture et notamment la sensibilité aux défauts du matériau.
On voit que la longueur d’Irwin est liée à la taille de grains, ce qui traduit le fait que la taille de
grains a une influence sur la ténacité et sur la résistance en traction [163]. De plus, on voit que
la longueur d’Irwin est également liée à la taille des défauts extrinsèques auxquels le matériau
est sensible. On devrait donc pouvoir établir des relations entre la microstructure (distribution
de tailles de grain et de tailles de porosités) et la longueur d’Irwin. Cela permettrait à terme
d’estimer la longueur d’Irwin à partir d’observations de la microstructure du matériau et donc
de mieux appréhender a priori le comportement à rupture de la céramique.

Enfin, l’analyse de l’anisotropie des propriétés à rupture des céramiques BM amène de nom-
breuses perspectives de conception de ce type de matériaux. Un axe de recherche consistera à
améliorer leur résistance, en jouant sur l’interface entre les plaquettes et en réduisant les dé-
fauts d’alignement lors de l’élaboration. Un second axe consistera à établir des liens entre les
propriétés d’interface et un comportement macroscopique cible [53]. Il s’agira enfin de traduire
ces propriétés en termes d’élaboration pour, à terme, viser des applications industrielles des
céramiques BM.

52
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Ce troisième chapitre concerne des travaux de simulation numérique de l’émission acoustique
(EA) due à la fissuration. Lors de l’amorçage d’une fissure, une partie de l’énergie dissipée est
libérée sous la forme d’ondes qui se propagent dans le matériau. On peut mesurer ces vibrations
en plaçant un capteur piézoélectrique à la surface du matériau dans lequel la fissure évolue. On
obtient alors un signal sous la forme d’une variation de tension oscillante en fonction du temps,
que l’on peut également décrire par son spectre dans le domaine fréquentiel (Fig. 1). On peut en-
suite traduire ces signaux temporels et fréquentiels en termes de descripteurs, i.e. de paramètres
caractéristiques des signaux tels que l’amplitude, la durée ou la fréquence pic. L’utilisation de

Figure 1 – Illustration du phénomène d’émission acoustique intervenant lors de l’amorçage
d’une fissure sous sollicitation mécanique. Illustration des signaux temporels et fréquentiels ob-
tenus à partir du signal émis par la souce d’EA après propagation dans le matériau et transfor-
mation par le capteur et la châıne d’acquisition.

l’EA comme approche de caractérisation non-destructive est courante pour diverses applications
industrielles comme la surveillance de réacteurs nucléaires [246], de structures telles que des ponts
[247] ou des réservoirs à hydrogènes [138, 195]. L’EA est également utilisée pour suivre l’endom-
magement de matériaux composites [12]. Les composites ayant une structure multi-échelle d’un
assemblage complexe de plusieurs matériaux [1, 14, 15], il en résulte une variété de mécanismes
d’endommagements tels que, à l’échelle microscopique : i) les décohésions fibre-matrice, ii) les
ruptures de fibres, iii) les fissures matricielles ou encore, à l’échelle mésoscopique : iv) la fissu-
ration transverse, les décohésions inter-plis/inter-torons et les ruptures de plis/torons. L’un des
objectifs du suivi par EA de l’endommagement de matériaux composites consiste à établir un
lien entre l’activité acoustique mesurée par les capteurs et les mécanismes d’endommagements en
jeu dans le matériau. On cherche donc à regrouper les signaux mesurés pour en faire des classes
partageant des caractéristiques temporelles et/ou fréquentielles similaires. On cherche ensuite à
relier les différentes classes à l’un des mécanismes d’endommagement [61, 201]. Parmi les ap-
proches de classifications existantes, les classifications non-supervisées donnent comme résultat
plusieurs classes de signaux dont l’interprétation en termes de mécanismes d’endommagement
reste à établir [225]. Au contraire, les classifications supervisées consistent à attribuer les si-
gnaux dans des classes qui sont a priori définies [199]. Dans ce cas, des méthodologies basées
sur l’apprentissage machine peuvent être utilisées [224, 249]. Pour les approches supervisées, une
étape d’apprentissage consiste à établir un modèle dans lequel on indique à quels mécanismes
d’endommagement correspondent les signaux mesurés. L’objectif est ensuite que le modèle soit
capable d’établir ce lien sur un nouveau jeu de données mesurées. Il s’agit alors de créer des
bibliothèques de signaux d’EA correspondant aux différents mécanismes d’endommagement. La
création de telles bibliothèques nécessite un grand nombre d’essais expérimentaux et une cer-
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taine confiance sur le lien entre les mécanismes d’endommagement et les signaux mesurés. Pour
cela, certains auteurs combinent l’EA avec d’autres approches de caractérisations telles que la
thermographie infrarouge [175] ou la corrélation d’images numériques [204]. Cependant, peu de
travaux valident de manière robuste les classifications obtenues.

L’objectif des travaux de simulation numérique de l’EA est donc d’apporter un complément
aux caractérisations expérimentales. Il s’agit d’une part d’améliorer la confiance dans les ap-
proches de classifications, en offrant une compréhension plus fine du lien entre les mécanismes
sources et les caractéristiques des signaux acoustiques qui en résultent. D’autre part, la simula-
tion de l’EA offre la possibilité d’enrichir des bibliothèques existantes de signaux, en établissant
des bibliothèques hybrides issues à la fois des expériences et aussi des simulations. Les premiers
travaux analytiques de modélisation de l’EA étaient focalisés sur la représentation des sources
d’EA [212, 253] et du milieu de propagation [117]. Depuis, ces approches ont été complétées
par des simulations éléments finis qui prennent en compte la géométrie réelle de l’éprouvette
ainsi qu’une plus large variété de comportements matériaux [103], ou encore la représentation
d’une source d’EA directement extraite d’observations au tomographe [278]. Un intérêt fort de
la simulation de l’EA est la possibilité de décorréler les contributions au signal d’EA de différents
mécanismes d’endommagement comme la rupture de fibres [126] ou la décohésion fibre matrice
[45]. Toutefois, la simulation numérique de l’EA n’est pas triviale car elle requiert d’inclure tous
les ingrédients qui entrent en jeu depuis la source d’EA (une fissure dans notre cas) jusqu’aux
signaux mesurés à la surface du matériau par le capteur, et potentiellement modifiés par les
paramètres de la châıne d’acquisition, en passant par la propagation des ondes dans le matériau
et en prenant en compte la géométrie de l’éprouvette (Fig. 1).

On abordera ce chapitre avec un exemple de simulation numérique de l’EA due à une fis-
suration transverse dans un composite stratifié, pour illustrer l’intérêt d’établir un lien entre le
mécanisme de fissuration et les signaux mesurés (Section 1). Dans la Section 2, on montrera
l’importance de la description de la source d’EA à travers la prise en compte des effets inertiels
et la manière de décrire l’amorçage d’une fissure. On discutera enfin de l’influence du capteur
utilisé et de la possibilité d’exploiter des signaux d’EA de manière indépendante du choix du
capteur (Section 3).
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1. Simulation d’émission acoustique dans les matériaux composites

1 Simulation d’émission acoustique dans les matériaux composites

On présente tout d’abord un exemple de simulation d’émission acoustique due à la fissu-
ration dans des matériaux composites stratifiés croisés. La motivation de ces simulations est
amenée par des observations expérimentales, détaillées dans la Section 1.1, et apporte des élé-
ments supplémentaires de compréhension pour mieux appréhender les liens entre un mécanisme
d’endommagement spécifique et les signaux d’EA qui lui correspondent.

1.1 Observations expérimentales

Parmi les approches expérimentales visant à établir un lien entre un signal d’EA (et ses
descripteurs temporels et fréquentiels) et un mécanisme d’endommagement spécifique, plusieurs
travaux suggèrent que l’analyse de la fréquence pic est un moyen précis de catégoriser les types
d’endommagement. De Groot et al. [98] et Arumugam et al. [63] affirment que la fissuration
matricielle donne des fréquences pics autour de 100 kHz alors que la rupture de fibres corres-
pond à des fréquences pics au delà de 300 kHz. D’autres travaux mentionnent qu’une fréquence
pic élevée correspond seulement à des ruptures de fibres [124, 245]. Bien que fréquents dans la
littérature, il semble que ce type de résultats ne soit pas universel. Baker et al. [66] et Maillet
et al. [179] ont montré qu’il n’est pas possible d’identifier un unique mécanisme d’endomma-
gement (en l’occurrence, la fissuration transverse de composites stratifiés croisés) en se basant
sur la seule donnée de la fréquence pic. Ils ont notamment mesuré des fréquences pics élevées
correspondant à de la fissuration matricielle. Plus précisément, ils ont montré que le contenu
fréquentiel du signal mesuré dépend de la position de la fissuration transverse dans l’épaisseur du
stratifié ainsi que de l’épaisseur du pli fissuré. Ainsi, ils ont mis en évidence expérimentalement
qu’un même mécanisme d’endommagement peut donner des signaux d’EA avec des contenus
fréquentiels différents. Ce résultat a été confirmé par Oz et al. [213] qui ont également mon-
tré que des fissures matricielles peuvent déclencher des signaux d’EA à haute fréquence. Baker
et al. [66] mettent ces résultats en lien avec le fait que la localisation de la fissuration transverse
et l’épaisseur des plis ont une influence sur le chargement auquel la fissuration intervient. De
plus, une analyse modale indique que des modes symétriques ou antisymétriques sont plus ou
moins présents selon la localisation de la fissuration. On conclut donc de ces travaux expérimen-
taux qu’il n’est pas trivial de donner des règles générales sur le lien entre un signal d’EA et le
mécanisme d’endommagement source. Ce lien peut être affecté par la géométrie étudiée et la
source d’EA, le milieu de propagation, ou encore le matériel utilisé (capteur, châıne d’acquisi-
tion). La simulation numérique de l’EA vise alors à affiner la compréhension de l’influence de
chacune de ces contributions dans le lien entre la source d’EA et le signal mesuré.

1.2 Simulation de l’EA due à la fissuration transverse

On étudie, par simulation numérique, la signature acoustique d’une fissuration transverse
dans des stratifiés croisés à matrice époxy et fibres de carbone AS4 [0n/90n/0n] ou [90n/0n/90n],
avec n=1 ou 3 (l’épaisseur d’un pli est 0.3 mm). Ces quatre configurations permettent d’étudier
à la fois l’influence de l’épaisseur des plis et de la séquence d’empilement (fissuration dans
un pli intérieur ou dans un pli extérieur). La déformation imposée à l’amorçage de la fissure
transverse est déterminée avec le CC sous l’hypothèse que la fissure amorce sur toute l’épaisseur
et toute la largeur du pli. L’amorçage de fissures est simulé par dédoublement des noeuds le
long de la surface de la fissure. Le temps d’ouverture de la fissure est similaire pour toutes
les configurations de sorte à simuler le même mécanisme d’endommagement source d’EA. Les
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propriétés d’amortissement des plis sont pris en compte grâce aux deux coefficients de Rayleigh,
qui contrôlent respectivement l’amortissement des basses fréquences et des hautes fréquences. Ces
coefficients sont identifiés pour reproduire numériquement l’amortissement des signaux obtenus
expérimentalement en cassant des mines de crayon à la surface d’une éprouvette. L’amorçage
de fissures et la propagation d’ondes qui en résulte sont menés dans un même calcul avec un
solveur dynamique implicite. Les signaux d’EA sont obtenus à partir de la vitesse en un point de
la surface du matériau, à une distance donnée de l’épicentre de la fissure (Fig. 2). Les résultats

(a) (b) (c)

Figure 2 – (a) Illustration d’un modèle éléments finis de propagation d’ondes dues à l’amorçage
d’une fissure transverse dans un composite stratifié et exemples de signaux obtenus à l’épicentre
de la fissure pour différentes épaisseurs de plis à 90 deg. pour une fissure (b) dans un pli central
ou (c) dans un pli extérieur.

obtenus correspondent donc aux signaux bruts en surface du matériau, et ne prennent pas
en compte l’influence du pré-amplificateur, de la châıne d’acquisition d’EA et du capteur qui
amène d’une part un effet de moyennage pondéré des vibrations à sa surface (effet d’ouverture), et
d’autre part transforme le signal du fait de sa sensibilité fréquentielle. On peut prendre en compte
l’un et l’autre des aspects dans la simulation numérique [44, 45][126], ce qui est essentiel si l’on
veut proposer des comparaisons quantitatives entre des signaux numériques et expérimentaux
[46][126]. La Fig. 2 montre des exemples de signaux obtenus à l’épicentre de la fissure pour
différentes séquences d’empilement et différentes épaisseurs de plis. On note qualitativement des
différences marquées entre les signaux obtenus pour une fissuration d’un pli intérieur ou extérieur.
De plus, l’épaisseur des plis semble avoir une influence significative sur les signaux issus d’une
fissuration d’un pli intérieur, alors que les signaux issus d’une fissuration d’un pli extérieur
présentent des similarités pour les deux épaisseurs de plis étudiées. L’analyse des signaux peut
être raffinée en comparant les descripteurs correspondant à chacune des configurations étudiées.
On en présente un exemple avec la variation du barycentre du spectre fréquentiel en fonction de
la distance entre le capteur et l’épicentre de la fissure (Fig. 3). Grâce aux descripteurs, on peut
quantifier les différences précédemment observées sur les signaux. Quelle que soit la position
du capteur par rapport à la fissure, on note un contenu fréquentiel plus faible pour les fissures
des plis extérieurs, qui dépend peu de l’épaisseur des plis. Le contenu fréquentiel plus élevé
des signaux issus d’une fissuration d’un pli intérieur ne dépend de l’épaisseur des plis que si
le capteur est suffisamment proche de l’épicentre de la fissure. Une analyse de la transformée
de Fourier 2D des signaux acquis à différentes distances de l’épicentre de la fissure met en
évidence que les modes symétriques sont excités par la fissuration d’un pli intérieur, alors que la
fissuration d’un pli extérieur amène à un mode anti-symétrique (Fig. 3). On retrouve également
la différence de contenu fréquentiel, plus élevé pour les signaux des fissurations des plis intérieurs.
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(a) (b) (c)

Figure 3 – (a) Variation du barycentre fréquentiel en fonction de la distance entre l’épicentre
de la fissure et le capteur pour différentes épaisseurs de plis à 90 deg., pour des fissurations dans
un pli central ou extérieur. Transformée de Fourier 2D des signaux obtenus pour différentes
distances entre l’épicentre de la fissure et le capteur pour une fissure amorçant (b) dans un pli
central ou (c) dans un pli extérieur.

Les données obtenues par simulation confirment les résultats expérimentaux de Baker et al. [66],
Maillet et al. [179] et Oz et al. [213] concernant le contenu fréquentiel des fissurations transverses.
On retrouve le fait qu’il n’est pas immédiat de faire le lien entre ce mécanisme de fissuration
et le contenu fréquentiel des signaux mesurés. La simulation numérique amène un niveau de
compréhension supplémentaire dans l’analyse du contenu fréquentiel des signaux et la mise en
place d’approches de classifications des signaux d’EA. Les travaux présentés montrent qu’il est
nécessaire a minima de considérer les fissurations des plis intérieurs et des plis extérieurs comme
deux mécanismes d’endommagement différents, qui mènent à deux classes de signaux distincts.

La simulation numérique de l’EA est d’un apport indéniable à la compréhension du lien
entre le mécanisme d’endommagement et le signal d’EA. Elle est notamment pertinente pour
des analyses qualitatives (e.g., variation d’un descripteur en fonction de la distance source-
capteur) ou comparatives toutes choses égales par ailleurs (e.g., fissuration des plis intérieurs
ou extérieurs). Il est également possible d’envisager des analyses quantitatives, dans lesquelles
les signaux d’EA peuvent être directement comparés aux signaux mesurés expérimentalement
[46][126, 278]. Il est alors nécessaire de prendre en compte plusieurs contributions primordiales,
telles que i) une description fine de la source d’EA et ii) la prise en compte de l’influence du
capteur. Ces deux points sont discutés dans la suite de ce chapitre.

2 Description de la source d’émission acoustique

L’objectif d’aboutir à des simulations quantitatives de l’EA nécessite de bien représenter
le mécanisme source, à l’origine de la propagation d’ondes dans le matériau. Dans le cas d’un
amorçage de fissures, cela revient à décrire i) la localisation et la forme de la fissure à l’amorçage,
ii) le niveau de chargement à l’amorçage mais également iii) la manière dont se crée la fissure, c’est
à dire le profil de vitesse d’ouverture des deux lèvres de la fissure. Dans le papier introduisant
le terme « Finite Fracture Mechanics » [127], Hashin décrit la FFM de la manière suivante :
« Spontaneous crack formation implies that new cracks appear in a very short time and it is
not possible or of interest to follow the history of their development ». La vision originelle de la
FFM négligeait donc l’ingrédient essentiel à la description d’une source d’EA, à savoir l’histoire
du développement de la fissure au moment de son amorçage. De la même manière, cet aspect
a été négligé dans la plupart des applications du CC depuis la proposition de Leguillon [152].

59
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On note toutefois quelques contributions qui visent à incorporer une description dynamique de
l’amorçage de fissures dans le CC.

Une première idée pour inclure les effets de la vitesse de chargement dans le CC a été proposée
par Le Pavic et al. [150] qui a modifié le critère en contrainte en introduisant une dépendance
à la vitesse de chargement des résistances en traction et en cisaillement pour étudier la rupture
de structures tubulaires collées. L’avantage de cette méthode est qu’elle ne modifie pas le TREI
et la seule différence par rapport à l’approche classique consiste à identifier la dépendance de la
vitesse de chargement des résistances en cisaillement et en traction, par exemple à l’aide d’essais
Arcan. Une deuxième étude sur l’amorçage dynamique de fissures a été réalisée par Laschuetza
et Seelig [145] concernant la rupture cohésive dynamique d’une plaque trouée soumise à une
précontrainte statique. Ils ont souligné que l’approche quasi-statique du CC prédit un excès de
TRE par rapport au TRE critique à l’amorçage de la fissure : G > Gc. En supposant que cet
excès d’énergie corresponde aux effets inertiels négligés dans le bilan d’énergie quasi-statique
et exploitant l’approche analytique de Freund pour la propagation dynamique de fissures [113],
ils ont estimé que le TRE dynamique (Gdyn ≈ (1 − ℓ̇/cR)G, où ℓ̇ est la vitesse moyenne de la
fissure et cR la vitesse de l’onde de Rayleigh) doit être égal à Gc à l’amorçage. Ils ont ainsi pu
estimer la vitesse moyenne de la fissure pendant son amorçage. Enfin, Chao Correas et al. [85] ont
développé une formulation du CC capable de prendre en compte la dépendance du chargement à
rupture à la vitesse de chargement. Elle consiste à introduire un temps caractéristique qui est un
paramètre d’entrée empirique, dépendant du matériau, interprété par les auteurs comme le temps
minimum τmin requis pour que des microfissures fusionnent en une macrofissure. La formulation
proposée consiste à déterminer le temps minimum pendant lequel les critères en contrainte et en
énergie sont remplis pour un niveau de charge imposé moyen sur la période τmin. Cette approche
rend compte de manière phénoménologique de la dépendance de la force à rupture à la vitesse de
chargement, sans toutefois décrire précisément le développement de la fissure durant l’amorçage.
La proposition d’étendre le CC pour prendre en compte le profil de vitesse de la fissure a été
motivée par la perspective d’une description plus précise du développement de la fissure pendant
son amorçage.

2.1 Prise en compte des effets inertiels

L’amorçage de fissures dans les matériaux fragiles est un phénomène spontané durant lequel
la fissure se développe sur une certaine longueur durant un temps relativement court. En consi-
dérant que la longueur d’Irwin et la vitesse des ondes de Rayleigh sont représentatives de l’ordre
de grandeur des longueurs et vitesses de fissures à l’amorçage, on peut estimer un ordre de gran-
deur du temps d’amorçage de fissures. Celui-ci intervient en quelques dixièmes de microsecondes
pour un polymère comme le PMMA ou du plâtre, et en quelques centièmes de microsecondes
pour une alumine ou du verre. Des effets inertiels peuvent ainsi résulter de la création de la
fissure en ce court laps de temps. Dans la formulation originale du CC, on établit que sous un
chargement quasi-statique, la variation d’énergie cinétique est positive, ce qui permet d’obtenir
le critère en énergie sous la forme d’une inégalité : Ginc ≥ Gc, sans avoir à calculer explicitement
la variation d’énergie cinétique due à l’amorçage de la fissure. La formulation dynamique du CC
consiste à introduire un profil de vitesse de la fissure pendant l’amorçage, et donc à décrire l’évo-
lution temporelle de la longueur de la fissure. Cela nécessite d’introduire la masse volumique du
matériau et le profil de vitesse de fissuration comme paramètres d’entrée supplémentaires, et de
calculer la variation d’énergie cinétique correspondante. On aboutit alors à un critère en énergie
sous la forme d’une égalité : Ginc = Gc (Voir Chapitre Modélisation de l’amorçage de fissures).
On note que dans les cas où les effets inertiels sont négligeables, i.e. si la vitesse d’amorçage de
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fissures est suffisamment petite par rapport à la vitesse des ondes de Rayleigh, le formalisme
proposé retrouve l’approche quasi-statique du CC.

Un exemple d’application de l’approche dynamique du CC est illustré en Fig. 4 dans le
cas de l’amorçage d’une fissure dans une plaque trouée en PMMA sous chargement de traction
[170, 174], en supposant un comportement linéaire élastique du matériau. Ayant identifié les

Figure 4 – (a) Géométrie de la plaque trouée sollicitée en traction. (b) Variation du TREI
en fonction de la longueur de la fissure pour différentes vitesses constantes de fissuration et (c)
variations de la contrainte à l’amorçage en fonction du rayon du trou obtenues expérimentalement
et numériquement pour différentes vitesses de fissuration.

paramètres à rupture du matériau à partir d’essais CT et de traction sur des éprouvettes non
trouées, l’application quasi-statique du CC sous-estime les contraintes à rupture par rapport
aux valeurs mesurées expérimentalement [170, 174] (Fig. 4c). D’autre part, l’instrumentation
des essais avec une caméra rapide permet de mesurer des vitesses de fissuration jusqu’à 800 m/s
lors de la phase de propagation instable de la fissure après amorçage [170], ce qui indique que
les effets inertiels sont potentiellement non-négligeables. Les conditions de chargement étant
quasi-statiques, le critère en contrainte n’est pas modifié dans l’application du CC en prenant
en compte ces effets inertiels, contrairement au critère en énergie. En supposant une vitesse
de fissuration constante durant l’amorçage de la fissure, d’une part, la dissipation d’énergie de
déformation élastique diminue lorsque la vitesse de fissuration augmente. D’autre part, la varia-
tion d’énergie cinétique augmente avec la vitesse de la fissure. Ces deux phénomènes contribuent
à une diminution du TREI (Fig. 4b) et donc une augmentation du chargement à l’amorçage
(Fig. 4c) avec l’augmentation de la vitesse de fissuration. Ainsi, la prise en compte des effets
inertiels durant l’amorçage de fissures représente mieux la variation de contrainte à rupture en
fonction de la taille des trous, et on trouve une correspondance correcte avec les mesures expé-
rimentales pour des vitesses de fissures de l’ordre de 700 m/s, soit dans l’ordre de grandeur des
vitesses mesurées par caméra rapide durant la propagation instable de la fissure. On note que
l’application du CC prévoit, comme dans le cas quasi-statique, un amorçage sur une longueur
finie qui dépend de la vitesse de fissuration [33]. Cet exemple montre l’importance de prendre
en compte les effets inertiels durant l’amorçage de fissures dès lors que la vitesse de fissuration
est suffisamment élevée.
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2.2 Influence du comportement matériau

Le comportement non linéaire du matériau peut être pris en compte dans le CC [34, 35][168,
170, 172] et plus spécifiquement dans son implémentation dynamique [3]. Dans ce cas, on perd
la proportionnalité entre les contraintes et le chargement d’une part, et le TREI et le carré du
chargement d’autre part. Il est alors nécessaire d’évaluer les critères en contrainte et en énergie
pour différents niveaux de chargements, et de déterminer le niveau de chargement minimum pour
lequel les deux critères sont remplis. La prise en compte de non-linéarités matériaux augmente
le temps de calcul, d’une part puisqu’il est nécessaire de calculer les deux critères pour différents
niveaux de chargement. D’autre part, les calculs à chaque niveau de chargement sont eux aussi
non linéaires et requièrent plusieurs itérations pour obtenir les énergies pour chaque longueur
de fissures. La Fig. 5a montre les variations de contraintes à l’amorçage en fonction du diamètre
du trou de l’éprouvette en PMMA [170] obtenues en prenant en compte un comportement non
linéaire élastique du matériau. La prise en compte de la non-linéarité du comportement matériau
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Figure 5 – (a) Contrainte à l’amorçage en fonction du diamètre du trou de l’éprouvette ob-
tenue expérimentalement [170] et numériquement avec un comportement non-linéaire élastique
pour différentes vitesses de fissuration (vfissure) et en quasi-statique. (b) Gammes de vitesse de
fissuration pour lesquels le CC reproduit la contrainte à l’amorçage mesurée expérimentalement
en fonction du diamètre du trou de l’éprouvette, avec un comportement linéaire élastique ou
non-linéaire élastique.

induit peu de différences sur la contrainte à l’amorçage de la fissure dans le cas quasi-statique par
rapport à un comportement linéaire élastique [3][170]. La sous-estimation des contraintes à rup-
ture obtenues dans le cas quasi-statique par rapport à celles mesurées expérimentalement n’est
donc pas due à une simplification du comportement matériau, mais bien au fait que les effets
inertiels soient négligés. La prise en compte de ces effets inertiels dans l’implémentation dyna-
mique du CC offre une meilleure description des contraintes à l’amorçage des fissures (Fig. 5a).
En évaluant la gamme de vitesses de fissuration pour lesquelles le modèle donne une bonne
description des contraintes à l’amorçage mesurées expérimentalement, on trouve que la vitesse
de fissuration à l’amorçage augmente avec l’augmentation du diamètre du trou de l’éprouvette,
quel que soit le comportement matériau choisi (Fig. 5). Les vitesses de fissuration identifiées en
prenant en compte la non-linéarité du matériau sont moins élevées que dans le cas d’un maté-
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riau linéaire élastique. Ces résultats sont obtenus sous l’hypothèse d’une vitesse de fissuration
constante durant l’amorçage. Cette hypothèse est toutefois discutable dans la mesure où une
accélération de la fissure peut être observée expérimentalement et numériquement [93, 119, 198].
L’influence de la forme de la fissure, de la manière dont la fissure se crée et du profil de vitesse
de fissuration durant l’amorçage sont discutés dans les sections suivantes.

2.3 Description des formes optimales de fissures

La détermination de la forme optimale d’une fissure à l’amorçage, i.e. celle qui minimise le
chargement pour lequel le CC est rempli, est l’une des difficultés dans l’implémentation du CC.
Dans le cas de décohésions fibre-matrice en 2D, on montre que les formes de fissures optimales
dépendent de la longueur d’Irwin. Les formes de fissures qui maximisent le critère en énergie
sont optimales pour de grandes longueurs d’Irwin alors que les formes basées sur les isovaleurs
de contraintes sont optimales pour de petites longueurs d’Irwin. Pour des longueurs d’Irwin in-
termédiaires, on trouve des formes optimales intermédiaires entre ces deux configurations [41].
De plus, le chargement à l’amorçage obtenu en utilisant les formes de fissures basées sur les
isovaleurs de contraintes ou maximisant le critère en énergie donnent des différences de charge-
ments à l’amorçage inférieures à 5 % par rapport à la forme de fissure optimale, quelle que soit
la longueur d’Irwin du matériau.

L’analyse des formes de fissures optimales devient plus complexe en 3D car le front de fissure
peut être décrit par une infinité de courbes. Il y a donc un fort intérêt à pouvoir déterminer les
formes de fissures sans avoir besoin de calculer l’énergie dissipée par la fissure, qui est l’étape
la plus coûteuse en temps de calcul dans l’implémentation du CC. Les formes de fissures basées
sur les isovaleurs de contrainte peuvent être pertinentes, comme dans le cas de la fragmentation
d’un front de fissure en facettes sous sollicitation de cisaillement anti-plan (mode III). Dans
ce cas, les isovaleurs de contrainte [24] ont qualitativement la même forme que les facettes
observées expérimentalement [220] (Fig. 6a). Dans le cas de l’amorçage d’une décohésion fibre-

(a) (b) (c)

Figure 6 – (a) Observations expérimentales de facettes le long d’un front d’une fissure sollicitée
en cisaillement anti-plan [220] et lignes d’isovaleurs de contraintes ayant une forme qualitative-
ment similaire à celle des facettes. (b) Observation au tomographe de la décohésion fibre-matrice
dans un composite mono-fibre et (c) formes de fronts de décohésions au niveau d’une interface
fibre-matrice qui maximisent le critère en énergie du CC pour différentes surfaces d’amorçage
(seulement 1/8 de l’interface fibre-matrice est représenté).

matrice en 3D, les formes de fissures basées sur les isovaleurs de contrainte sont significativement
différentes des formes observées expérimentalement [55] (Fig. 6b). Notamment, la courbure du
front donné par les isovaleurs de contrainte est opposée à celle observée expérimentalement. De
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plus, l’utilisation des formes basées sur les isovaleurs de contraintes peut amener des différences
de contrainte à l’amorçage de 30% par rapport aux formes de fissures optimales. Dans ce cas de
figure, les formes de fissures optimales sont celles qui maximisent le critère en énergie (Fig. 6c),
et leurs formes sont qualitativement plus proches de celles observées expérimentalement.

2.4 Description de la formation de la fissure

Le profil de vitesse de fissuration peut être pris en compte de manière à reproduire l’accélé-
ration de la fissure durant la phase d’amorçage. La Fig. 7a montre un exemple avec différents
profils de vitesses de fissuration donnant la variation suivante de longueur de fissures en fonction
du temps :

ℓ(t) = ℓi

(
t

tc

)α

, (1)

avec ℓi la longueur de la fissure à l’amorçage, tc le temps d’amorçage et α l’exposant du profil
de vitesse de fissuration. L’application du CC prenant en compte ces différents profils de vitesse

Figure 7 – (a) Variation de la longueur de la fissure en fonction du temps obtenue pour plusieurs
profils de vitesses de fissuration (ℓ(t) = ℓi (t/tc)

α) et (b) contrainte à l’amorçage en fonction de
l’exposant du profil de vitesse pour différentes vitesses moyennes de fissuration v.

montre qu’ils ont une influence non négligeable sur la contrainte à l’amorçage de la fissure. La
Fig. 7b montre la contrainte à l’amorçage de la fissure obtenue en fonction de l’exposant du
profil de vitesse pour différentes vitesses moyennes de fissuration. Des différences de 30 % sur la
contrainte à l’amorçage peuvent être obtenues selon le profil de vitesse de fissuration.

Les intervalles de temps (qui peuvent être de l’ordre de la microseconde, ou moins) et d’es-
pace en jeu lors de l’amorçage d’une fissure (de l’ordre du micron pour une céramique à plusieurs
centaines de microns pour le PMMA) induisent des difficultés dans la caractérisation de son pro-
fil de vitesse. Il n’est d’ailleurs pas trivial de garantir l’existence de ce profil de vitesse, qui est
basée sur l’hypothèse que l’amorçage de la fissure sur une longueur ℓi s’effectue sous la forme
d’une propagation instable de la fissure depuis son point d’amorçage jusqu’à sa longueur finale,
en suivant ce profil. D’un point du vue du modèle éléments finis, on peut reproduire ce profil
de fissure via des déboutonnages successifs des paires de noeuds présents sur chaque lèvre de la
fissure. Le terme « déboutonnage » correspond en réalité à la relaxation de conditions d’égalités
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imposées sur les degrés de liberté des deux noeuds de chaque paire. Une autre possibilité pour dé-
crire l’amorçage consiste à considérer la formation simultanée de la fissure sur toute sa longueur
d’amorçage, avec une ouverture progressive des lèvres de fissures durant le temps d’amorçage
(Fig. 8). Dans ce cas, le déboutonnage est effectué simultanément sur l’ensemble des noeuds de
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Figure 8 – a) Description de l’amorçage de la fissure comme une propagation successive ou
une ouverture simultanée de ses deux lèvres sur une longueur donnée. b) Variation du TREI en
fonction de la longueur de la fissure et c) identification des couples (Gc, σc) donnant la force à
l’amorçage mesurée expérimentalement, obtenus avec des déboutonnages successifs ou simultanés
des noeuds le long du chemin de fissure.

la fissure et le temps d’amorçage définit une vitesse moyenne d’amorçage de la fissure. On peut
comparer les TREI obtenus via des déboutonnages successifs (à vitesse constante) et simultanés
des noeuds pour une même vitesse de fissuration. Si la vitesse de fissuration est inférieure à
0.5cR, les TREI (correspondant à des essais Brésiliens sur des éprouvettes trouées [4][94]) sont
relativement similaires et la manière de simuler l’amorçage a peu d’influence sur les énergies
calculées et le chargement à l’amorçage de la fissure. Pour des vitesses de fissuration plus élevées
(0.7cR dans la Fig. 8b), on obtient des différences marquées sur les TREI qui induisent des diffé-
rences significatives sur les chargements d’amorçage. Si le CC est utilisé pour mettre en place une
approche d’identification inverse des propriétés à rupture, en cherchant les couples de propriétés
(Gc, σc) qui permettent d’obtenir les forces à rupture mesurées expérimentalement, l’utilisation
de l’une ou l’autre des méthodes de déboutonnages amène à des différences significatives sur
les propriétés identifiées (Fig. 8c). Ces résultats montrent la nécessité de mettre en place des
essais de caractérisation de l’amorçage de fissures, par exemple avec des caméras rapides pouvant
atteindre les résolutions spatiales et temporelles en jeu. Une alternative serait de travailler sur
des matériaux pour lesquels les vitesses de fissuration sont plus faibles, par exemple des élasto-
mères pour lesquels les vitesses de fissuration sont de l’ordre de 10 m/s [93, 200]. L’étude de ces
matériaux amène cependant d’autres problématiques avec une rupture qui n’est plus forcément
fragile, des grandes déformations et d’autres mécanismes de dissipation en jeu.

3 Influence du capteur dans une analyse d’EA

Les sections précédentes montrent l’importance d’une représentation fidèle de la source et du
milieu de propagation dans une simulation numérique d’EA. Un autre point essentiel à prendre
en compte est le matériel d’EA utilisé, en particulier le capteur, dont les caractéristiques ont une
influence sur les signaux mesurés. Certains capteurs sont notamment reliés à un préamplificateur
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dont les paramètres et le filtrage modifient la gamme d’amplitudes mesurables. Le milieu de
couplage utilisé entre le capteur et l’éprouvette (e.g., de la graisse ou de la colle) peut également
influencer les résultats d’EA enregistrés, comme par exemple modifier la fréquence pic en fonction
de son épaisseur [279]. Tous les capteurs n’ont pas la même réponse fréquentielle [118, 123],
certains sont sensibles sur une large gamme de fréquence (capteurs large bande tels que le PKBBI
ou WD, Mistras Group, Princeton, NJ, USA) et d’autres sont résonnants (micro80 ou nano30,
Mistras Group, Princeton, NJ, USA)). Certains capteurs permettent une meilleure détection des
signaux selon le type d’endommagement dans des matériaux composites, et l’utilisation combinée
de différents capteurs améliore la classification des signaux mesurés [123]. Les classes de signaux
obtenues peuvent toutefois dépendre du type de capteurs utilisé du fait des différences obtenues
dans les descripteurs (par exemple l’énergie et le contenu fréquentiel) d’un même signal acquis
par différents capteurs [118, 149]. Les signaux mesurés peuvent également être influencés par la
géométrie du capteur puisque la forme des ondes mesurées dépend de la taille du capteur utilisé
[243]. Ceci est dû à l’effet d’ouverture, i.e. le fait que les capteurs ne détectent pas les signaux
de manière uniforme sur toute leur surface [120, 244]. Cet effet est d’autant plus marqué pour
des capteurs de grande taille [202, 243]. Une comparaison quantitative des signaux obtenus par
simulation numérique et mesurés expérimentalement ne peut donc être réalisée sans tenir compte
du capteur et de la châıne d’acquisition utilisés pour la mesure. La discussion proposée dans cette
section se concentre sur l’influence du capteur sur les signaux d’EA mesurés et simulés.

3.1 Observations expérimentales de l’effet du capteur

L’influence du capteur sur les signaux d’EA mesurés est illustrée en Fig. 9 dans le cas
de signaux obtenus par ruptures de mines de crayon sur des plaques de PMMA. Les signaux
correspondant au même type de source (la rupture de mines), placée à une distance de 20 mm du
capteur (large bande : PKBBI ou résonnant : Micro80), sont illustrés dans le domaine temporel
(Fig. 9b) et fréquentiel (Fig. 9c). Deux types de modes d’ondes se déplaçant à des vitesses
différentes peuvent être identifiés : Les modes S0 et A0. Selon le type de capteurs utilisés, les
modes sont plus ou moins amplifiés et amènent à des différences des signaux mesurés dans le
domaine temporel et fréquentiel. La rupture de mines de crayon sur la plaque de PMMA peut
être attribuée à une source d’EA basse fréquence (contenu fréquentiel principalement en dessous
de 200 kHz). Ce contenu basse fréquence est relativement bien reproduit par le capteur large
bande WD (Fig. 9c). En revanche, le signal mesuré avec le capteur résonant Micro80 montre un
contenu fréquentiel plus élevé, avec deux pics entre 200 kHz et 400 kHz, dans une gamme de
fréquence où ce capteur est le plus sensible [45]. L’atténuation des signaux et ainsi leur durée
sont également affectées par le type de capteurs utilisés (Fig. 9b).

L’analyse des signaux mesurés par les deux capteurs en termes de descripteurs est une autre
manière de mettre en évidence l’influence du capteur. La Fig. 9d illustre les caractéristiques des
signaux mesurés à différentes distances entre la source et le capteur. La tendance d’un bary-
centre fréquentiel augmentant avec l’amplitude du signal est bien décrite par les deux capteurs.
Toutefois, l’étendue et la valeur absolue du barycentre fréquentiel pour une amplitude donnée
diffèrent selon le type de capteur utilisé. Cette analyse montre un effet notable du capteur sur
la signature de l’EA provenant d’une même source, que ce soient les formes d’onde ou leurs
descripteurs dans le domaine temporel et fréquentiel. Ces résultats ne sont pas spécifiques à la
configuration étudiée. Dans le cas de matériaux composites stratifiés décrits dans la Section 1,
on mesure un barycentre fréquentiel et une fréquence pic autour de 600 kHz pour les signaux
mesurés avec un capteur picoHF, contre 400 kHz pour ceux mesurés avec le capteur micro80
[46]. Les différences dans le contenu fréquentiel mesurées par deux capteurs distincts sont encore
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Figure 9 – a) Configuration de ruptures de mines de crayon sur une plaque de PMMA avec
plusieurs distances entre la source d’EA et le capteur. b-c) Signaux obtenus pour une rupture de
mine avec un capteur large bande (PKBBI) ou résonnant (Micro80) dans le domaine b) temporel
et c) fréquentiel. d) Variation du barycentre fréquentiel en fonction de l’amplitude des signaux
obtenus pour différentes positions entre la source d’EA et le capteur (PKBBI ou micro80). e)
Projection des signaux d’EA mesurés avec 5 capteurs différents dans le plan des deux premières
composantes principales après normalisation et sélection des descripteurs permettant une fusion
des données mesurées avec les différents capteurs.

plus marquées sur un composite fibre de verre et matrice polyamide [45].

3.2 Peut-on s’affranchir de l’effet du capteur ?

Les mesures expérimentales des signaux d’EA d’une même source montrent une influence
marquée du type de capteur sur les formes d’ondes et les descripteurs correspondants. Cette
constatation remet en cause la généralisation d’une approche de classification des signaux d’EA
représentatifs de différents mécanismes d’endommagement dans le cas où les données mesurées
proviennent de différents capteurs. La question de pouvoir s’affranchir de l’effet du capteur
dans une telle analyse est donc cruciale pour mettre en place une approche de classification
relativement générale.

Des mesures de signaux d’EA dus à la rupture de mines de crayon sur des plaques de PMMA
(Fig. 9a) ont été réalisées avec cinq types de capteurs (capteurs large bande : WD, PKBBI et
Micro200HF et capteurs résonnants : Micro80 et Nano30) pour différentes distances (de 20 mm
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à 450 mm) entre la source et le capteur. Pour chaque position et chaque capteur, six séries
de six ruptures de mines de crayon ont été effectuées, soit au total 36 répétitions pour une
même position. Les formes d’onde et leurs descripteurs temporels et fréquentiels dépendent du
type de capteur utilisé, cela est illustré dans la section précédente. Toutefois, il est possible de
mettre en place une procédure pour s’affranchir du type de capteur utilisé et ainsi fusionner les
données issues des différents capteurs. Les différentes étapes de la procédure mise en place sont
les suivantes :

i) Les descripteurs sont tout d’abord normalisés en fonction de la moyenne µi et de l’écart
type ei du jeu de données de sorte que la n-ème valeur du descripteur normalisé di
s’exprime comme d

n
i =

dni −µi

ei
, où dni est la n-ème valeur du descripteur di. Cette étape

est la plus importante car elle permet de s’affranchir de différences de valeurs entre les
descripteurs pour se concentrer sur leurs variations relatives.

ii) On sélectionne les descripteurs pertinents à la création d’un jeu de données commun à
l’aide d’un test statistique. Cette étape revient à exclure les descripteurs pour lesquels
les distributions normalisées diffèrent trop d’un capteur à l’autre. On exclut également
les descripteurs pour lesquels trop de valeurs aberrantes (écart à la moyenne supérieurs
à 3 écarts-types) sont obtenues dans la distribution.

iii) Une analyse en composantes principales est finalement menée pour réduire le nombre de
paramètres pertinents (sous la forme de combinaison de descripteurs normalisés) pour
décrire le jeu de données mesurées. C’est à ce stade de l’analyse qu’il sera possible ou non
de différencier des groupes de signaux pour mettre en place une approche de classification.

Un exemple de distribution des deux premières composantes principales obtenues après applica-
tion de la procédure décrite ci-dessus pour les signaux mesurés avec les 5 capteurs différents est
illustré en Fig. 9e. La procédure proposée donne des distributions globalement similaires dans
l’espace des composantes principales quel que soit le type de capteur. On s’affranchit alors de
la dépendance des signaux au type de capteur utilisé, ce qui permet d’envisager de créer des
bibliothèques de signaux d’EA provenant de mesures faites avec différents capteurs.

3.3 Le capteur dans la simulation de l’EA

La prise en compte du capteur dans une simulation de l’EA peut se faire de deux manières.
La manière la plus physique consiste à modéliser explicitement l’interaction entre le capteur et le
matériau dans le cadre d’une simulation multi-physique [243, 245, 280]. Dans ce cas, il s’agit de
modéliser les différents éléments du capteur piezo-électrique [278, 279] ainsi que le couplant entre
le capteur et le matériau. Des différences mineures dans la description de l’épaisseur de couplant
ou des dimensions du capteurs peuvent alors amener des différences non négligeables dans les
signaux obtenus [279]. La modélisation explicite du capteur d’EA prévoit numériquement la
réponse fréquentielle du capteur pour des milieux de propagation et des géométries arbitraires
[243].

La seconde approche, plus phénoménologique, consiste à reproduire l’effet du capteur sur
la transformation des signaux obtenus en surface du matériau étudié [244]. Il faut notamment
prendre en compte la fonction de sensibilité en fréquence du capteur, qui peut être obtenue soit
par la méthode analytique de réciprocité [102, 120], soit par des simulations multi-physiques
mentionnées précédemment reproduisant l’interface entre le capteur et le matériau. Une fois
la fonction de sensibilité en fréquence du capteur déterminée, on transforme le signal mesuré
en surface du matériau par un produit avec la fonction de sensibilité dans l’espace fréquentiel
[46][126]. En complément de la fonction de sensibilité de capteur, il est essentiel de prendre en
compte l’effet d’ouverture pour simuler une détection non-uniforme des signaux sur toute la
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surface du capteur [126, 243, 280].

4 Perspectives

La mise en place de simulations d’EA nécessite des précautions dans la description de
l’ensemble des étapes depuis le mécanisme source jusqu’aux signaux mesurés par le capteur.
Néanmoins, elle offre une approche alternative au suivi expérimental de l’endommagement des
matériaux. Dans une optique de compréhension du lien entre les mécanismes sources, notam-
ment l’endommagement, et les signaux d’EA mesurés, la simulation de l’EA amène de nouvelles
perspectives avec la possibilité d’étudier chacun des mécanismes qui influencent les signaux fi-
nalement acquis. Une force de la simulation numérique est de pouvoir isoler chaque étape depuis
le mécanisme source d’EA, sa propagation dans le matériau jusqu’au capteur et à la châıne
d’acquisition. On peut donc analyser la contribution de chacune de ces étapes dans l’obtention
du signal d’EA. Il est par exemple possible d’étudier l’influence d’un paramètre géométrique de
l’éprouvette ou encore de tester la position optimale des capteurs par rapport à un mécanisme
source donné. On peut encore penser étudier de manière décorrélée deux mécanismes d’endom-
magement qui arrivent en même temps dans une expérience, comme la fissuration transverse et
la décohésion inter-pli ou inter-toron dans un matériau composite.

Cet apport offert par la simulation numérique de l’EA ouvre la voie à la validation d’ap-
proches de classification de signaux d’EA, qui n’est souvent pas accessible du point de vue
expérimental du fait de la complexité des matériaux et des mécanismes d’endommagements en
jeu. Il serait envisageable de fournir une banque de données de signaux d’EA simulés corres-
pondant à différents mécanismes d’endommagement et appliquer les approches de classification
usuelles sur ces données simulées pour évaluer la pertinence des classes qui en résultent. Ce
type de démarche de renforcerait la robustesse des approches de classification supervisée ou
non-supervisée.

Il serait également envisageable d’utiliser la simulation numérique de l’EA pour compléter des
signaux mesurés expérimentalement à des fins de définition de bibliothèques de signaux d’EA.
L’idée de combiner des signaux mesurés expérimentalement et obtenus numériquement offrirait
une belle perspective de développement des approches de classification basées sur l’apprentissage
machine. On peut envisager la création de bibliothèques hybrides de signaux d’EA, avec la
difficulté d’obtenir une description quantitative des signaux mesurés expérimentalement par la
simulation numérique.

Concernant les aspects de simulation de la fissuration comme source d’EA, il serait possible
d’appliquer le CC en prenant en compte la viscoélasticité ou viscoplasticité du matériau. Du
point de vue de l’EA, cela représente une alternative à l’utilisation des coefficients de Rayleigh
pour simuler l’amortissement du matériau, les deux méthodes semblant donner des résultats
similaires en termes de signaux d’EA [148]. Même si les mécanismes de fissuration opèrent en
des temps qui peuvent être relativement courts devant les temps de relaxation du matériau, la
prise en compte du comportement visqueux du matériau peut amener à des changements de
rigidité à proximité de la zone d’amorçage de fissures et donc avoir indirectement une influence
sur le mécanisme de fissuration.

L’utilisation combinée de l’émission acoustique et de la corrélation d’images numériques
semblent une voie prometteuse pour la caractérisation de la fissuration [99, 129]. La mesure des
champs de déplacements permet une caractérisation fine des facteurs d’intensités de contraintes
au niveau d’une fissure [234] ou d’une singularité [27]. Une amélioration de la description des
conditions aux limites dans les simulations d’EA peut être apportée par l’utilisation de la mesure
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expérimentale des champs de déplacements comme donnée d’entrée pour les conditions aux
limites du modèle [128].

Enfin, la simulation de l’EA apparâıt également comme une opportunité dans une démarche
d’identification de propriétés à rupture. En se basant sur des approches classiques dans les-
quelles seule la description de l’amorçage et/ou de la propagation de la fissure est considérée
[10, 42, 43, 43], l’instrumentation avec l’EA apporte un outil de comparaison supplémentaire à
ce type d’approche, avec la possibilité de confronter non seulement le niveau de chargement et la
géométrie de la fissure, mais également les signaux d’EA qui en résultent. L’intégration de cette
donnée pourrait amener un niveau de validation supplémentaire au développement de modèles
pour décrire l’amorçage de fissures, en particulier pour évaluer la description de la cinétique de
formation de la fissure et des profils de vitesses de fissuration.
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1.2 Corrélation dans le cas d’un gradient de contrainte . . . . . . . . . 69

2 Critère en contrainte dans une formulation champ de phase . . . . . . . . . 70
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Dans la majeure partie des applications du CC pour prévoir l’amorçage d’une fissure, une
vision binaire de la fissuration est généralement adoptée avec une zone non endommagée, et une
discontinuité nette qui représente la fissure sans intermédiaire entre les deux. Seuls quelques au-
teurs ont considéré la présence d’une zone endommagée avant l’amorçage d’une fissure [168, 172].
Un moyen de représenter une zone endommagée est d’établir une transition graduelle entre une
zone saine et la fissure, avec un état d’endommagement qui varie de manière continue entre les
deux. C’est par exemple le cas des modèles de rupture par champ de phase (CP). Ces modèles
ont été développés à l’origine pour faciliter l’implémentation numérique du problème de propa-
gation de fissures basé sur l’approche de Griffith [121, 122] et revisité comme un problème de
minimisation globale [111]. C’est la représentation de la fissure par une zone d’endommagement
diffuse dont l’étendue est contrôlée par une longueur de régularisation qui a permis de s’affran-
chir de la détermination a priori du chemin de fissure. Les paramètres d’entrée du modèle de
champ de phase sont la longueur de régularisation ℓc et le taux de restitution d’énergie critique
du matériau.

A l’origine, la longueur de régularisation a été introduite comme un paramètre numérique qui
facilite la résolution du problème en évitant la dépendance au maillage du chemin de la fissure.
L’idée était donc de retrouver l’approche de Griffith et la discontinuité nette lorsque la longueur
de régularisation tend vers 0. En réalité, les modèles de rupture par champ de phase traitent
également de l’amorçage des fissures du fait de l’introduction de la longueur de régularisation.
Le CC et les approches par champ de phase pour la rupture traitent donc le même problème
de rupture et partagent un paramètre en commun : le taux de restitution d’énergie Gc. Le
second paramètre est la surface de rupture pour le CC et la longueur de régularisation pour le
champ de phase. On peut donc établir un lien entre ces deux paramètres. En particulier, si l’on
considère un état de contrainte de traction uniaxiale homogène, la longueur de régularisation
peut être corrélée de manière analytique à la contrainte maximale atteinte avant la rupture,
i.e. la résistance en traction du matériau [60, 257, 280]. Se pose alors la question de l’existence
d’une corrélation entre ces paramètres pour des sollicitations multiaxiales d’une part, et d’autre
part en présence de gradients de contraintes, e.g. au niveau d’une singularité.

La philosophie générale de ce chapitre consiste en un dialogue entre les modèles de champ de
phase pour la rupture et le CC. L’idée est d’aller au delà d’une simple comparaison des résultats
des deux approches, il s’agit plutôt de bénéficier de la philosophie de l’un des modèles pour
amener un niveau de compréhension supplémentaire au second, et vice-versa. Cette démarche
découle de l’étude de la signification de la longueur de régularisation des modèles champ de
phase. On généralisera tout d’abord le lien entre la longueur de régularisation et la résistance en
traction du matériau à un état de contrainte multiaxial et en présence d’un champ de contrainte
non homogène (Section 1). On proposera alors une formulation champ de phase du CC en
Section 2. Les paramètres d’entrée de cette formulation sont les mêmes que dans le CC, à savoir
le taux de restitution d’énergie critique et la surface de rupture du matériau. Ainsi, la longueur
de régularisation n’est plus un paramètre d’entrée du modèle, bien qu’elle intervienne toujours
pour régulariser le problème de rupture. Enfin, on proposera d’aborder le problème d’amorçage
d’une fissure régularisée par le biais du critère couplé (Section 3), de manière à introduire le
concept de zone d’élaboration dans la formulation du CC.
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1 La longueur interne des modèles de rupture par champ de phase

Les modèles de rupture par champ de phase ont été développés pour résoudre numérique-
ment l’approche de Griffith [121] revisitée comme un problème de minimisation globale [111].
L’approche de Griffith a été développée pour étudier la propagation d’une fissure semi-infinie
dans un milieu infini, et ne permet donc pas d’étudier certaines configurations telles que l’amor-
çage d’une fissure, la propagation de fissures courtes ou encore des cas où la pointe de fissure
interagit avec un bord libre. En réalité, il s’avère que le champ de phase permet d’étudier ces cas
de figures et notamment l’amorçage d’une fissure. Il se rapproche donc plutôt d’une approche
de type CC qui permet d’étudier à la fois l’amorçage et la propagation de fissures. Des travaux
antérieurs se sont attachés à comparer le CC et le champ de phase, par exemple pour étudier
la fissuration sous indentation de Hertz [251, 252], la fissuration de stratifiés minces [226] ou la
rupture en flexion d’éprouvettes entaillées [58]. Reprenant l’idée proposée 20 ans plus tôt par
Leguillon (sans pour autant citer ses travaux !) de combiner un critère en énergie et un critère
en contrainte pour étudier l’amorçage de fissures, Kumar et al. [141] ont proposé d’introduire
explicitement la surface de rupture du matériau comme donnée d’entrée d’un modèle champ
de phase à 4 paramètres (Gc, ℓc, la surface de rupture ainsi qu’un paramètre supplémentaire à
calibrer pour retrouver les résultats de la MLER pour des longueurs de fissures initiales suffi-
samment grandes). La longueur de régularisation des modèles de rupture par champ de phase
a été initialement introduite pour contrôler l’étendue de la zone diffuse d’endommagement qui
représente la fissure, avec l’idée de retrouver l’approche de Griffith quand la longueur de régula-
risation tend vers zéro. La longueur de régularisation était alors considérée comme un paramètre
essentiellement numérique qui devait être suffisamment petit pour obtenir une solution proche
de la MLER et suffisamment grand par rapport à la discrétisation spatiale du maillage [76]. Cer-
tains auteurs ont par la suite considéré ce paramètre comme une longueur interne du matériau
qui doit être identifiée [101, 112, 217–219], par exemple sur la base du chargement à rupture
mesuré expérimentalement [141, 211, 257]. D’autres auteurs ont même identifié l’étendue de la
zone micro-endommagée autour d’une fissure discrète à partir d’observations au tomographe
[209, 210]. Le CC et le champ de phase ont en commun le taux de restitution d’énergie comme
donnée d’entrée, le second paramètre étant soit la longueur de régularisation, soit la surface de
rupture du matériau. Cette section se concentre sur le lien entre ces deux paramètres.

1.1 Solution homogène - corrélation avec la surface de rupture

La solution homogène du champ de phase est obtenue dans le cas où l’on considère un
champ de contraintes homogènes, pour lequel le gradient d’endommagement est nul. Une relation
analytique entre la longueur de régularisation et la résistance en traction du matériau peut
être établie en se basant sur la solution homogène du champ de phase, et c’est cette relation
qui est la plus souvent utilisée dans la littérature pour définir la longueur de régularisation
[60, 141, 211, 221, 257, 280]. Cette relation s’écrit sous la forme :

σc = C(ν)

√
EGc

ℓc
, (1)

avec C qui dépend du coefficient de Poisson et de la formulation champ de phase adoptée. Cette
relation est généralement utilisée pour estimer la longueur de régularisation des modèles de
champ de phase, ce qui permet d’interpréter la longueur de régularisation comme un paramètre
du matériau [60, 74, 190, 221]. Une comparaison raisonnable entre les prédictions du modèle
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champ de phase et les expériences peut alors être réalisée en définissant la longueur de régula-
risation basée sur la résistance en traction du matériau uniquement, par exemple pour évaluer
l’amorçage d’une fissure au niveau d’une entaille [257]. Néanmoins, cette description n’est théo-
riquement valable que pour des chargements correspondant à un état local de contrainte de
traction uniaxiale.

Pour une autre triaxialité de contrainte donnée, on montre qu’une valeur potentiellement
différente de la résistance du matériau peut être obtenue [49], à savoir la contrainte maximale
atteinte avant rupture pour cette triaxialité, σmax. Un exemple de variation de contrainte en
fonction de la déformation pour un état biaxial de contraintes de traction est présenté en Fig. 1a,
avec la variation de la variable d’endommagement d correspondante (Fig. 1b). En répétant ceci

Figure 1 – Variation de (a) la contrainte et de (b) la variable d’endommagement en fonction
de la déformation obtenue pour une sollicitation homogène de contraintes de traction bi-axiales
et (c) surface de rupture obtenue pour différentes triaxialités de contraintes (modèle AT2).

pour différentes triaxilités de contrainte, il en résulte la définition de la surface de rupture du
matériau, qui représente donc les contraintes à rupture pour différentes triaxialités dans l’espace
des contraintes principales ou des déformations. La Fig. 1c montre un exemple de surface de
rupture obtenue avec la solution homogène pour un modèle de rupture par champ de phase avec
une formulation AT2. La forme de la surface de rupture dépend du choix de la formulation du
modèle champ de phase [100, 263]. Aussi, si cette surface de rupture ne correspond pas à celle
du matériau étudié, des longueurs de régularisation significativement différentes peuvent être
identifiées pour un même matériau chargé sous différentes triaxialités [58].

Pour une longueur de régularisation donnée, on peut calculer numériquement la surface de
rupture correspondante, et généraliser la relation définie pour un état de chargement uniaxial à
une triaxialité quelconque. On obtient alors la relation suivante [49] :

ℓc = η2ℓmat, (2)

où η est une fonction dépendant de l’état de triaxialité des contraintes et du coefficient de
Poisson du matériau. Cette fonction dépend également de la formulation du modèle champ de
phase qui définit la forme de la surface de rupture. Il est alors possible d’utiliser cette relation
pour déterminer la longueur de régularisation à utiliser dans le modèle champ de phase plutôt
que Eq. (1) qui n’est valable que pour une traction uniaxiale. Cette relation ayant été établie
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dans le cas d’un état de contrainte homogène, on évalue sa validité dans le cas d’un gradient de
contrainte dans la section suivante.

1.2 Corrélation dans le cas d’un gradient de contrainte

On étudie la corrélation entre la longueur de régularisation et la surface de rupture du
matériau dans un cas où l’état de contrainte n’est pas homogène. On reprend l’exemple de l’effet
de taille présenté au ChapitreModélisation de l’amorçage de fissures avec une fissure de longueur
2a dans un milieu infini, soumise à un chargement de traction homogène (Fig. 2a). La présence

Figure 2 – (a) Fissure de longueur 2a en milieu infini soumise à un chargement de traction et
(b) variation de la contrainte critique à laquelle la fissure propage obtenue avec un modèle de
champ de phase en fonction de la longueur de régularisation.

de la fissure induit localement une singularité et donc un gradient de contraintes. On peut alors
déterminer la contrainte critique à partir de laquelle la fissure propage à l’aide de calculs par
éléments finis avec une approche champ de phase. On note qu’il est nécessaire d’appliquer des
conditions aux limites de Dirichlet sur la variable d’endommagement d̂ = 1 sur les lèvres de la
fissure initiale (Fig. 2a) de sorte à retrouver la MLER pour des fissures initiales suffisamment
longues [49, 51]. En l’absence de conditions de Dirichlet le long des lèvres de la fissure initiale,
l’écart sur la contrainte critique par rapport au modèle de Griffith est dû au fait qu’une partie
de l’énergie est dissipée pour créer la zone d’élaboration autour de la fissure discrète avant sa
propagation. Le modèle de rupture par champ de phase reproduit l’effet de taille de la fissure
initiale et donc la transition entre l’approche de Griffith pour des fissures initiales suffisamment
longues par rapport à la longueur de régularisation, et une rupture pour un niveau de contrainte
constant lorsque la taille de la fissure initiale tend vers zéro. Cette valeur de contrainte à rupture
obtenue pour des longueurs initiales suffisamment petites définit la résistance du matériau et
permet d’établir une relation entre la longueur de régularisation et la résistance du matériau
pour l’état de triaxialité correspondant. On peut tracer cette corrélation et la comparer à la
corrélation obtenue pour la solution homogène (Fig. 2b). On montre que même en présence
d’un gradient de contrainte, la relation trouvée dans le cas homogène (Eq. (2)) reste valide. La
validité de la relation obtenue dans le cas homogène a également été montrée pour des champs
de contraintes hétérogènes dus à une fissure initiale sollicitée en cisaillement plan [49] et en
cisaillement hors-plan [52].
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2 Critère en contrainte dans une formulation champ de phase

La définition d’une surface de rupture dans un modèle champ de phase a été proposée par
Kumar et al. [141] de manière explicite, comme un paramètre d’entrée supplémentaire. Une alter-
native pour définir la surface de rupture dans un modèle CP consiste à adapter la décomposition
d’énergie [100, 263] en choisissant par exemple une décomposition volumétrique-déviatorique
[60], spectrale [191] ou « no-tension » [112]. Le choix de la décomposition en énergie a une in-
fluence sur la surface de rupture obtenue sous des états de contraintes homogènes. Il est par
exemple possible de définir une décomposition en énergie de sorte à obtenir une surface de
rupture de type Drucker-Prager [100]. On a précédemment établi le lien entre la longueur de
régularisation et la résistance en traction du matériau pour un état de triaxialité donné grâce à
la solution homogène du champ de phase, qui est également valide dans le cas d’un gradient de
contrainte. On peut donc envisager de définir une formulation champ de phase qui a les mêmes
paramètres d’entrée que le CC, à savoir le taux de restitution d’énergie critique et la surface de
rupture du matériau (à la place de la longueur de régularisation).

2.1 Définition de la surface de rupture

La corrélation précédemment établie entre la résistance en traction du matériau σc et la
longueur de régularisation des modèles de rupture par champ de phase ℓc dépend du coefficient
de Poisson ν et du rapport des contraintes principales [49, 51] :

σc = η(ν,
σII
σI
,
σIII
σI

)

√
EGc

ℓc
, (3)

où η peut être interprétée comme la résistance normalisée qui varie en fonction de l’état local
de contrainte et du coefficient de Poisson. Cette relation s’écrit de manière équivalente :

ℓc = η(ν,
σII
σI
,
σIII
σI

)2
EGc

σ2c
= η(ν,

σII
σI
,
σIII
σI

)2ℓmat. (4)

On peut calculer η numériquement pour une formulation champ de phase donnée [49, 51]. La
Fig. 3a montre la variation de η en fonction de σII/σI pour plusieurs valeurs de ν pour une
formulation AT1 en déformations planes. Cette corrélation est utile lorsqu’il s’agit de mettre en
oeuvre une approche CP pour un matériau dont la résistance en traction est connue, ou à l’inverse
de déterminer la résistance en traction dans une configuration pour laquelle ℓc est connue. Elle
permet alors d’établir un lien clair entre le CC et les approches de rupture par champ de phase.
La Fig. 3b montre un exemple de surfaces de rupture obtenues sous un chargement de contraintes
homogènes avec une formulation classique de champ de phase AT1. La corrélation entre ℓc et
σc est en réalité établie pour la forme de la surface de rupture qui est a priori fixée par le choix
du modèle de champ de phase. Toutefois, rien ne garantit que la forme de la surface de rupture
donnée par le modèle champ de phase soit représentative du matériau étudié. Cela signifie que
si l’on veut étudier l’amorçage de fissures pour différents états de triaxialité de contraintes,
cela nécessite d’adapter la longueur de régularisation à chaque configuration correspondant à
une triaxialité de contraintes donnée. Ces observations motivent donc la mise en œuvre d’une
formulation de rupture par champ de phase pour laquelle on remplace la donnée de la longueur de
régularisation par la surface de rupture du matériau. Si l’on considère par exemple un matériau
avec une surface de rupture de type Rankine, la contrainte à rupture du matériau est égale à sa
résistance en traction quel que soit l’état de contraintes principales. Ainsi, pour un coefficient de
Poisson et une triaxialité de contraintes donnés, on peut adapter la longueur de régularisation
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Figure 3 – (a) Variation de la résistance normalisée η en fonction du ratio de contraintes
principales obtenues pour une formulation AT1 en déformations planes. (b) Surface de rupture
correspondant à un modèle AT1 classique (CP-ℓc) ou au modèle de champ de phase proposé
en Section 2.2 (CP-σc) pour lequel une surface de rupture de type Rankine est donnée comme
paramètre d’entrée à la place de la longueur de régularisation.

dans Eq. (3) de sorte à ce que la rupture se produise pour une contrainte principale maximale
égale à σc. On obtient alors la surface de rupture souhaitée de type Rankine (Fig. 3b).

2.2 Formulation champ de phase avec une surface de rupture

L’idée principale dans la formulation champ de phase proposée est de remplacer la longueur
de régularisation par la surface de rupture du matériau, en se basant sur la corrélation pré-
cédemment établie entre ℓc et σc. La définition de la surface de rupture consiste à donner la
contrainte à rupture correspondant à un état de contraintes principales. Il suffit donc de définir
la longueur de régularisation qui permet d’obtenir cette contrainte à rupture à partir de Eq. (4).
On présentera dans la suite des exemples pour lesquels la surface de rupture est de type Rankine,
la contrainte à rupture étant donc égale à la résistance en traction du matériau quel que soit
l’état de contraintes principales. Dans ce cas, on peut se baser sur Eq. (4) pour définir ℓc de
sorte que la contrainte à rupture correspondant à un état de contrainte principal soit σc.

La résolution du problème champ de phase se fait par minimisation de l’énergie totale qui
est la somme de l’énergie de déformation élastique Wel(u, d) et de l’énergie dissipée par la
fissuration Wcrack (d). L’énergie de déformation élastique est calculée de manière similaire à une
implémentation classique [49][197], i.e. elle est divisée en composantes positives (extension) et
négatives (compression) en fonction des déformations principales. On considère que le matériau
ne fissure pas en compression, ainsi seule la composante positive est réduite avec l’augmentation
de l’endommagement, ce qui représente une diminution de la contrainte et de la rigidité du
matériau due à l’endommagement en traction. La seule différence dans l’implémentation proposée
par rapport à un modèle de rupture par champ de phase classique intervient dans l’expression
de l’énergie dissipée par la fissuration, décrite par une représentation diffuse de la discontinuité
localisée sur le domaine Ω : Wcrack (d) = GcS (d) =

∫
Ω

Gcγ (d,∇d) dΩ, où S (d) est la surface

globale de fissures et γ la densité de surface de fissures. Dans la mise en oeuvre classique de
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l’approche de rupture par champ de phase, cette énergie s’écrit :

Wcrack (d) =

∫
Ω

Gc

cωℓc

[
ω(d) + ℓ2c |∇d|

2
]
dΩ, (5)

où ω (d) est une fonction géométrique qui contrôle la topologie de la distribution du champ de
phase, avec ωAT1 (d) = d pour la formulation AT1 [217] et ωAT2 (d) = d2 pour la formulation
AT2 [76, 192]. La constante de normalisation cω = 4

∫ 1
0

√
ω(s)ds est définie de sorte que la

fonction de densité de la surface totale de la fissure soit cohérente avec la valeur théorique de
la représentation de la fissure discrète correspondante (cAT1

ω = 8/3 et cAT2
ω = 2). En exploitant

la corrélation entre σc et ℓc pour suivre la surface de rupture de type Rankine, on obtient
l’expression suivante pour l’énergie dissipée par la fissuration :

Wcrack (d) =

∫
Ω

σ2c
cωη2E

[
ω(d) +

(
η2
EGc

σ2c

)2

|∇d|2
]
dΩ. (6)

L’implémentation numérique de la formulation proposée est très proche de l’implémentation
classique, décrite de manière détaillée dans [49, 51][197]. La minimisation de l’énergie totale est
menée via un schéma alterné en résolvant successivement le problème mécanique (avec un champ
de phase fixe) et le problème de champ de phase (avec des déplacements fixes). L’irréversibilité
de l’endommagement est assurée en utilisant des multiplicateurs de Lagrange de sorte que ḋ > 0.
La principale différence dans l’implémentation proposée est due à la modification des paramètres
d’entrée puisque la longueur interne ℓc est remplacée par la surface de rupture du matériau. Par
conséquent, la longueur interne n’est plus un paramètre d’entrée fixé, mais elle est calculée à
chaque point d’intégration à l’aide de Eq. (4), ce qui nécessite a priori la connaissance de la
fonction η. A chaque itération, la valeur de η est adaptée à chaque point d’intégration pour
calculer la densité de surface de fissures et donc l’énergie dissipée par l’ouverture de la fissure
(Eq. (6)). La formulation proposée revient finalement à l’utilisation du schéma conventionnel de
champ de phase dans lequel la longueur de régularisation est définie localement à chaque point
d’intégration sur la base de la fonction η dans Eq. (4). Bien que la formulation proposée ne
requiert pas de choisir la longueur de régularisation comme un paramètre du modèle, on adapte
sa valeur en chaque point d’intégration de sorte à suivre localement la surface de rupture du
matériau. On aboutit finalement à une formulation « champ de phase du CC » (CPCC) ayant
les mêmes paramètres d’entrée que le CC (le TRE critique et la surface de rupture du matériau),
tout en bénéficiant de la gestion autonome du chemin de fissuration.

2.3 Exemples d’application

2.3.1 Propagation d’une fissure en milieu infini

Nous évaluons tout d’abord la capacité de l’implémentation CPCC à reproduire l’effet de
taille pour une fissure dans un milieu infini homogène et isotrope sous chargement de traction.
La Fig. 4a montre la variation de la contrainte critique normalisée en fonction de la longueur
de fissure initiale normalisée obtenue avec l’implémentation CPCC et comparée à celle obtenue
soit avec l’implémentation classique du champ de phase, soit avec le CC [49]. L’implémentation
CPCC est capable de capturer la transition entre le régime suivant la MLER pour des fissures
initiales suffisamment grandes et un régime piloté par la surface de rupture du matériau pour de
petites longueurs de fissures initiales. La définition de la surface de rupture comme paramètre
d’entrée de l’approche CPCC conserve la description Griffithienne de la propagation d’une fissure
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Figure 4 – (a) Milieu infini contenant une fissure de longueur 2a soumise à une contrainte de
traction σ0 : Variation de la contrainte critique de propagation de la fissure normalisée par la
résistance en traction du matériau en fonction de la longueur initiale de la fissure normalisée par
la longueur d’Irwin, obtenue en utilisant soit le CC, soit un modèle de rupture par champ de
phase classique (CP-ℓc), ou avec un modèle CPCC et une surface de rupture de type Rankine
(CP-σc). La ligne bleue en pointillés indique la solution obtenue avec la MLER. (b) Contrainte à
rupture en fonction de la taille du trou carré obtenu avec le CC ou avec un modèle CPCC et une
formulation AT1 ou AT2. Comparaison entre les chemins de fissures obtenus expérimentalement
et avec le modèle CPCC.

suffisamment longue sans avoir à ajouter un paramètre supplémentaire comme dans l’approche
de Kumar et al. [141].

2.3.2 Amorçage au niveau d’une entaille en V

Le second exemple d’application du modèle CPCC concerne l’amorçage d’une fissure en mode
mixte dans une éprouvette contenant un trou carré (Fig. 4b). Le modèle CPCC, tout comme le
CC, capture la diminution de la contrainte à rupture avec l’augmentation de la taille du trou
observée expérimentalement [6]. Les variations de contrainte à rupture en fonction de la taille du
trou obtenues avec une formulation AT1 ou AT2 du modèle CPCC sont similaires. On obtient
également des trajectoires de fissuration identiques avec les deux formulations, comparables aux
chemins de fissuration observés expérimentalement (Fig. 4b) [6]. Le fait d’utiliser une surface
de rupture comme paramètre d’entrée au lieu de la longueur de régularisation réduit l’influence
de la formulation du modèle par rapport à l’implémentation classique du champ de phase. La
corrélation entre ℓc et σc est différente pour les deux formulations [32]. Pour une même triaxialité
de contraintes, le coefficient η est plus important pour la formulation AT1 que pour AT2, ce qui
se traduit par une longueur de régularisation plus grande (Eq. (4)). La principale différence entre
les formulations AT1 et AT2 réside finalement dans l’étendue de la zone d’endommagement, qui
est plus grande avec AT1 qu’avec AT2. Les contraintes à rupture obtenues avec le CPCC sont un
peu plus élevées que celles calculées avec le CC. Ces différences sont en lien avec la description
de la zone d’élaboration avant l’amorçage de la fissure au niveau du trou avec le modèle CPCC.
La formation de la zone d’élaboration dissipe une partie de l’énergie disponible et l’amorçage
de la fissure requiert alors un chargement plus élevé. Les différences de contraintes à rupture
obtenues entre les deux modèles s’expliquent par la zone d’élaboration qui n’est pas décrite dans
le CC. La prise en compte d’une zone d’élaboration dans le CC fait l’objet de la section suivante.
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3 Vers une théorie de la mécanique de la rupture régularisée

Les exemples précédents mettent en évidence des similarités entre le CC et les approches
de rupture par champ de phase, et comment ces approches peuvent être utilisées de manière
complémentaire dans une analyse d’amorçage et de propagation de fissures. Des différences
subsistent cependant dans certaines configurations où le chargement d’amorçage obtenu avec
le CC ne dépend pas de la surface de rupture du matériau, par exemple quand le TRE est
une fonction décroissante de la longueur de fissure. C’est notamment le cas de singularités
fortes [62, 156, 158], pour lesquelles l’exposant de la singularité λ est inférieur à 1/2 et le TRE
G ∝ K2

I ℓ
2λ−1, tend vers l’infini lorsque ℓ → 0. Dans ces cas de figures, le critère en contrainte

est toujours rempli et le CC revient à l’application d’un critère en énergie seul, perdant ainsi
l’introduction d’une longueur amenée par le couplage des deux critères.

Un autre exemple pour lequel la surface de rupture du matériau n’a pas d’influence sur le
chargement d’amorçage obtenu avec le CC est la formation de facettes au niveau d’un front de
fissure initial sollicité en cisaillement anti-plan (mode III). Le chargement à l’amorçage n’est
alors défini qu’à partir du critère en énergie et ne permet pas de prévoir l’amorçage de facettes
inclinées par rapport au front de fissure initial. En effet, avec une description de la fissure comme
une discontinuité nette, il s’avère que le TRE est maximal pour une propagation rectiligne de la
fissure et diminue avec l’inclinaison de la fissure pour des angles inférieurs à 40 deg. [29][193, 194].
Le CC prévoit alors qu’une propagation rectiligne ou avec inclinaison très faible de la fissure
devrait se produire et ne capture pas la topologie de la fissure obtenue expérimentalement ou
avec un modèle de champ de phase [52].

L’ingrédient manquant qui permettrait au CC de s’affranchir de ces cas « pathologiques »
est la prise en compte d’une zone d’élaboration dans la formulation du CC. Une manière de
décrire la zone d’élaboration dans le CC est de remplacer la description de la fissure comme
une discontinuité nette par la description d’une fissure régularisée. Dans la suite, on étudiera
l’amorçage d’une fissure régularisée en implémentant le CC pour une description de la fissure
basée sur la régularisation proposée dans les modèles de rupture par champ de phase.

3.1 Description de la zone d’élaboration

On s’intéresse à l’amorçage d’une fissure régularisée au niveau d’une entaille en V dans un
matériau fragile isotrope homogène en 2D sous l’hypothèse des déformations planes et en mode
d’ouverture. On suppose que la surface de rupture du matériau est de type Rankine. Au lieu de
décrire une discontinuité nette, on représente la fissure régularisée comme une zone d’élaboration
autour de la fissure nette de longueur nominale ℓ (Fig. 5a). La zone d’élaboration est définie à
l’aide de la régularisation utilisée dans les modèles de rupture par champ de phase (longueur de
régularisation ℓc), en imposant des conditions limites de Dirichlet d̂ = 1 le long des lèvres de la
fissure nette. La topologie de la zone d’élaboration autour de la fissure se traduit par la variable
d’endommagement d qui varie entre 1 (sur les lèvres de la fissure) et 0 (en dehors de la zone
d’élaboration). La longueur effective de la fissure régularisée ℓeff est alors définie comme :

ℓeff =

∫
Ω

1

cωℓc
(ω(d) + ℓ2c |∇d|2)dΩ, (7)

où cω = 8/3 et ω(d) = d (formulation AT1). La longueur effective normalisée ξeff = ℓeff/ℓ dépend
de la longueur de régularisation normalisée ξ = ℓc/ℓ de sorte que ξeff → 1 lorsque ξ → 0, ou de
manière équivalente ℓeff → ℓ lorsque ℓc → 0. La description de la fissure régularisée tend vers
une description de la fissure comme une discontinuité nette lorsque la longueur de régularisation
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Figure 5 – a) Représentation de la fissure régularisée comme une zone d’élaboration (zone
hachurée décrite par la longueur de régularisation ℓc) dans laquelle la variable d’endommagement
d varie de 1 (fissuré) à 0 (matériau sain) et qui s’étend autour de la fissure nette (longueur ℓ)
au niveau de l’entaille en V (angle β). b) Rapport des contraintes principales en fonction de
l’angle de l’entaille en V et c) coefficient η en fonction de l’angle de l’entaille en V obtenu pour
différents coefficients de Poisson.

tend vers 0. Plus la longueur de régularisation normalisée est grande, plus la longueur effective
de la fissure est importante car elle couvre une zone d’élaboration plus grande.

La description proposée offre la possibilité de mettre en œuvre le critère couplé pour étudier
l’amorçage d’une fissure régularisée avec 3 paramètres (la surface de rupture, le TRE critique et la
longueur de régularisation qui contrôle l’étendue de la zone d’élaboration). C’est une perspective
qui permettra d’étudier des matériaux présentant une zone d’élaboration dont la taille pourra
être définie de manière indépendante de la surface de rupture du matériau. Dans la suite, la
longueur de régularisation sera définie à partir de la corrélation avec la surface de rupture du
matériau (Eq. (4)). Dans le cas d’une entaille en V, la fonction η peut être calculée en déterminant
le rapport des contraintes principales en fonction de l’angle de l’entaille en V [274] (Fig. 5b), qui
dépend de l’exposant λ de singularité de l’entaille en V (Fig. 9c du Chapitre Modélisation de
l’amorçage de fissures). Le ratio des contraintes principales dans le plan en fonction de l’angle
de l’entaille en V est une fonction décroissante variant de 1 pour β = 0 deg. (état de contrainte
équibiaxial pour une fissure en traction) à 0 pour β = 180 deg. (état de contrainte uniaxial pour
un bord droit en traction). On en déduit la fonction η en fonction de l’angle de l’entaille pour
différents coefficients de Poisson (Fig. 5c). La longueur de régularisation permettant de définir
la zone d’élaboration correspondante est ensuite déterminée à partir de Eq. (4).

3.2 Amorçage d’une fissure régularisée

Les développements asymptotiques raccordés sont utilisés pour étudier l’amorçage d’une
fissure régularisée. Cette méthode est efficace pour résoudre le CC lorsque plusieurs longueurs
sont inconnues, e.g. dans le cas présent, la longueur d’amorçage et la longueur de régularisation.
La normalisation des coordonnées peut se faire soit par rapport à la longueur de la fissure (choix
adopté ici), soit par rapport à la longueur de régularisation, ce qui est équivalent du point de
vue de la résolution du CC. On montre, à l’aide d’une approche asymptotique du problème pour
un angle d’entaille fixé, que le TREI correspondant à une fissure régularisée amorçant au niveau
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de l’entaille s’écrit :

Ginc =
K2

I

E
ℓ2λ−1Aeff(ξ, ν). (8)

Le TREI normalisé Aeff est obtenu par éléments finis en calculant la différence d’énergie de défor-
mation élastique entre l’état non fissuré et l’état avec une fissure régularisée pour une longueur
de régularisation normalisée donnée, avec des conditions aux limites de Dirichlet correspondant
aux champs de déplacement asymptotiques du mode d’ouverture autour d’une entaille en V.
La Fig. 6a montre la variation de Aeff en fonction de ξ pour différents angles d’entaille en V.
Le TREI normalisé est globalement une fonction décroissante de la longueur de régularisation
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Figure 6 – TREI normalisé en fonction a) de la longueur de régularisation normalisée et b)
de l’angle de l’entaille en V. Les symboles correspondent aux valeurs de Aeff obtenues sans
régularisation (◦) et pour la longueur de régularisation à l’amorçage obtenue en applicant le CC
(▽). c) Rapports des FICG à l’amorçage en prenant en compte ou non la zone d’élaboration en
fonction de l’angle de l’entaille.

normalisée, sauf pour de grands angles d’entaille (β = 135 deg.) et de grandes longueurs de
régularisation normalisées (ξ > 5). L’application du CC permet d’obtenir l’équation à résoudre
pour déterminer la longueur de régularisation normalisée et le FICG à l’amorçage de la fissure
régularisée : 

Aeff(ξc)
ξc

= 1
η2
,

KIapp =
(

EGc
Aeff(ξc)

)1−λ
σ2λ−1
c .

(9)

On peut noter que ξc ne dépend que de la fonction Aeff et de η, donc de la géométrie (angle de
l’entaille en V), du coefficient de Poisson du matériau et du chargement. Cela signifie que pour un
angle d’entaille en V et un coefficient de Poisson fixés, on démontre que la longueur d’amorçage
est proportionnelle à la longueur de régularisation. Cela confirme des résultats précédemment
observés en comparant des simulations menées avec le CC et le champ de phase [49, 52]. Pour
les angles d’entaille en V considérés, on trouve des ξc entre 1.6 et 2.1 (Fig. 6a). L’angle de
l’entaille semble donc avoir une influence modérée sur la longueur de régularisation normalisée.
La zone d’élaboration résultante a néanmoins une influence significative sur le TREI normalisé
qui diminue par rapport au cas d’une fissure non régularisée (Fig. 6b). La diminution du TREI
est d’autant plus importante par rapport au cas d’une fissure non régularisée lorsque l’angle de
l’entaille diminue. Ainsi, le rapport entre les FICG d’amorçage obtenus dans les cas d’une fissure
régularisée ou non diminue lorsque l’angle d’entaille augmente. Dans tous les cas, la présence de
la zone d’élaboration autour de la fissure se traduit par un FICG d’amorçage plus grand que
pour une fissure non régularisée (Fig. 6c).
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3.3 Comparaison avec le champ de phase

L’approche proposée permet d’étudier, avec le CC, l’amorçage d’une fissure régularisée, dont
la taille de la zone d’élaboration est soit définie de manière indépendante (perspective du présent
travail), soit fixée à partir de la corrélation précédemment établie avec la résistance en traction
du matériau (choix adopté ici). On illustre l’application de cette approche dans le cas d’un
échantillon en céramique avec une entaille en V, soumis à une sollicitation de flexion trois-
points [58]. On suppose que la surface de rupture du matériau est de type Rankine. La Fig. 7a
montre les variations de FICG à l’amorçage de la fissure obtenues avec i) le CC pour une fissure
régularisée, ii) le CC pour une fissure non régularisée et iii) un modèle de rupture par champ
de phase (formulation AT1). Pour le modèle champ de phase, la longueur de régularisation est
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Figure 7 – a) FICG à l’amorçage de la fissure dans une éprouvette avec une entaille en V
sollicitée en flexion trois-points obtenus avec le CC pour une fissure régularisée ou non régularisée
et avec un modèle de rupture par champ de phase. b) Variation de la variable d’endommagement
le long de la bissectrice de l’entaille obtenue i) au maximum de force ou ii) lorsque la variable
d’endommagement atteint 1 localement.

ajustée en fonction de l’angle de l’entaille pour suivre la surface de rupture de type Rankine, il
en résulte les longueurs de régularisation données dans le Tab. 1. Les courbes force-déplacement

Angle de l’entaille β (deg.) 0 60 90 120

Champ de phase - ℓc (µm) 26 28 34 36

CC - longueur d’amorçage ℓi (µm) 21.6 21.4 22.3 24.1

CC - ξc 1.42 1.63 1.77 1.75

CC - zone d’élaboration ξcℓi (µm) 30.6 34.5 39.7 42.3

Table 1 – Longueur de régularisation (ℓc) utilisée dans le modèle de rupture par champ de
phase pour suivre une surface de rupture de type Rankine. Longueur d’amorçage (ℓi) obtenue
avec le CC pour une fissure régularisée, taille de la zone d’élaboration correspondante normalisée
(ξc) ou non (ξcℓi).

obtenues avec le modèle de rupture par champ de phase sont linéaires jusqu’à la rupture qui
correspond à une chute brutale de force. Le FICG apparent à l’amorçage de la fissure est calculé
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à partir de la force maximale avant rupture [58]. Que la zone d’élaboration soit prise en compte
ou non, des tendances similaires sont obtenues en utilisant les deux approches. Dans le cas où
la régularisation est ignorée, un FICG à l’amorçage inférieur est obtenu. On trouve un résultat
similaire à l’exemple présenté en Section 2.3.2 avec un FICG obtenu par champ de phase qui
surestime celui obtenu avec le CC pour une fissure non régularisée, la différence diminuant avec
l’augmentation de l’angle d’entaille. La prise en compte de la zone d’élaboration dans le CC
permet de trouver des FICG relativement similaires avec ceux obtenus par champ de phase
(différence inférieure à 5%). Le Tab. 1 donne les longueurs d’amorçage et les longueurs de
régularisation normalisées obtenues en résolvant le CC pour une fissure régularisée. Cela permet
d’estimer la taille de la zone d’élaboration de la fissure régularisée, que l’on peut comparer
à la longueur de régularisation utilisée dans le modèle champ de phase. Les tailles de zone
d’élaboration obtenues en utilisant le CC pour une fissure régularisée sont environ 20% plus
grandes que celles utilisées dans les modèles de rupture par champ de phase.

Les différences entre le CC appliqué à une fissure régularisée et les calculs champ de phase
peuvent être expliquées en observant le champ d’endommagement correspondant à la force maxi-
male avant l’amorçage dans les calculs champ de phase (Fig. 7b). En complément, le champ
d’endommagement au premier instant pour lequel d = 1 est également représenté. On observe
qu’avant l’amorçage de la fissure correspondant à la chute soudaine de la force, une zone d’en-
dommagement est établie de sorte que la variable d’endommagement atteint une valeur maximale
d’environ 0.3 à 0.4 selon l’angle de l’entaille en V. On peut voir que l’étendue de la zone d’éla-
boration est alors d’environ 1.5ℓc le long de la bissectrice de l’entaille, soit la moitié de sa taille
de la zone d’élaboration (i.e. environ 3ℓc) lorsque l’endommagement atteint d = 1 pour la pre-
mière fois. La zone d’élaboration avant l’amorçage de la fissure n’est pas prise en compte dans
l’application du CC à la fissure régularisée, ce qui explique les différences observées en termes
de FICG et de longueur de régularisation.

La zone d’élaboration a précédemment été observée au niveau de l’entaille en V par Tanné
et al. [257], et discutée dans plusieurs articles dans le cas particulier d’une fissure [49][140, 241].
Dans ce dernier cas, On obtient des chargements critiques auxquels la fissure propage différents
si des conditions limites de Dirichlet (d̂ = 1) sont prédéfinies ou non le long des faces de la fissure.
Il est par exemple essentiel de définir ces conditions initiales sur une distance au moins égale
à la longueur de régularisation pour récupérer la solution de Griffith dans le cas d’une fissure
suffisamment longue [49, 51]. Sans ces conditions initiales, le chargement critique de propagation
de fissures est plus élevé car une partie de l’énergie disponible est dissipée pour développer la
zone d’élaboration avant la propagation de la fissure. Ces observations amènent à discuter du
fait d’imposer ou non des conditions initiales de Dirichlet sur la variable d’endommagement
dans le cas d’une entaille en V, et plus généralement au niveau d’un point singulier ou d’une
concentration de contrainte lors de l’utilisation de modèles de rupture par champ de phase.

Au delà de la définition des conditions initiales, la description du développement de la zone
d’élaboration avant l’amorçage parâıt essentielle pour traiter certaines configurations d’amorçage
et de propagation de fissures évoquées en introduction (e.g. amorçage d’une fissure au niveau
d’une singularité forte). La propagation d’une fissure sous sollicitation de cisaillement anti-plan
est un exemple qui illustre bien l’intérêt de cette description. Les observations expérimentales
montrent que la propagation de fissures en mode III opère via la fragmentation d’un front initial
sous la forme de facettes inclinées par rapport à la direction de la fissure initiale (Fig. 8). La
densité de ces facettes diminue à mesure que l’on s’éloigne du front initial de la fissure par un
effet d’écrantage entre facettes d’une part [220], et de coalescence entre facettes d’autre part [87].
Ces deux mécanismes amènent à une rotation macroscopique de la fissure de sorte à retrouver
une propagation en mode d’ouverture [146]. La topologie et l’orientation des facettes ne sont
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Figure 8 – a) Photographie d’un front de fissure fragmenté en facettes obtenu sous sollicitation
de mode III, (b) topologie de la fissure obtenue numériquement en mode III pur par une approche
de rupture par champ de phase et (c) observations au tomographe de la topologie tridimensionelle
de la fissure.

pas bien décrites par la MLER ou avec le CC, qui prévoient qu’une propagation de fissure rec-
tiligne est énergétiquement plus favorable [29][193, 194]. Il s’avère qu’une approche de rupture
par champ de phase reproduit bien la topologie des facettes observées expérimentalement, par
exemple sous sollicitation en mode III pur [52] (Fig. 8). Etant données les similarités précédem-
ment décrites entre le CC et les approches de rupture par champ de phase, et la proximité des
résultats obtenus avec les deux méthodes dans un certain nombres de configurations [32, 49, 52],
on peut en déduire que la description de la zone d’élaboration est l’ingrédient manquant dans
le CC pour bien représenter la géométrie des facettes observées expérimentalement sous solli-
citation de cisaillement anti-plan. Une perspective consistera à déterminer si la description de
l’amorçage des facettes comme des fissures régularisées est suffisante pour montrer qu’elles sont
la configuration la plus favorable, ou s’il faut également prendre en compte le développement de
la zone d’élaboration avant l’amorçage des facettes.

4 Perspectives

La description de la zone d’élaboration avant l’amorçage d’une fissure (régularisée ou non)
apparâıt comme la perspective immédiate aux travaux présentés dans ce chapitre. Du point de
vue des modèles de rupture par champ de phase, la zone d’élaboration se développe naturelle-
ment et la question en suspens concerne la définition de conditions de Dirichlet au niveau d’une
singularité autre qu’une fissure, ou d’une concentration de contrainte. Du point de vue du CC,
la définition de la zone d’élaboration avant l’amorçage de la fissure permettrait d’amener l’uti-
lisation du CC pour prévoir l’amorçage de fissures dans les matériaux quasi-fragiles. On peut
envisager de décrire la zone d’élaboration en utilisant tout type de régularisation (avant amor-
çage et/ou autour de la fissure), y compris la régularisation offerte par les modèles de rupture par
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champ de phase. Une caractérisation expérimentale fine du développement de la zone d’élabora-
tion selon la description choisie est alors nécessaire [68, 235]. On peut noter au passage que des
premiers travaux en ce sens ont déjà été menés via l’approche asymptotique du CC pour décrire
une zone endommagée au niveau d’une entaille en V [168] ou prendre en compte l’amorçage et
la propagation de fissures dans un matériau avec un comportement endommageable [172]. Les
travaux présentés dans ce chapitre concernent l’étude de l’amorçage d’une fissure régularisée en
utilisant le CC implémenté avec deux paramètres d’entrée (Gc et la surface de rupture) et en
définissant l’étendue de la zone d’élaboration sur la base de la corrélation entre ℓc et σc. Toute-
fois, rien n’empêche d’envisager une implémentation du CC à trois paramètres d’entrée (ℓc, Gc

et la surface de rupture) avec une définition de la taille de la zone d’élaboration décorrélée de la
surface de rupture du matériau. Ces perspectives pourraient mener vers la formalisation d’une
théorie de la mécanique de la rupture d’une fissure régularisée, qui pourrait être alimentée par
l’approche asymptotique du CC pour y intégrer l’amorçage et la propagation d’une fissure avec
une zone d’élaboration, en prenant également en compte la présence initiale ou le développement
de cette zone d’élaboration avant amorçage.
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A travers la présentation de mes activités de recherche, j’ai cherché à montrer l’intérêt de
mettre en place des modèles de description de l’amorçage de fissures. Les perspectives aux
travaux présentés y sont intimement liées :

Céramiques non fragiles L’utilisation des modèles pour décrire l’amorçage de fissures amène
une compréhension supplémentaire dans le lien microstructure-propriétés des matériaux et peut
aider à développer de nouveaux matériaux dont certaines propriétés dépassent les limites aupa-
ravant hors d’atteinte, comme la possibilité d’élaborer des matériaux céramiques dont la rupture
n’est pas fragile. L’exemple des céramiques BM illustre cette opportunité avec le mécanisme de
déviation de fissures observé pour une orientation spécifique du matériau. Malgré le peu de tra-
vaux disponibles concernant la résistance (sur des échantillons non entaillés) et l’anisotropie de
ces matériaux, l’étude de leur rupture pour d’autres orientations de plaquettes que celles princi-
palement étudiées dans la littérature met en évidence d’autres mécanismes de renforcement de
la ténacité, tels que le confinement de fissures à l’amorçage. Le lien entre ces mécanismes opérant
au niveau des interfaces entre plaquettes à l’échelle de la microstructure et les propriétés à rup-
ture macroscopiques du matériau montre l’intérêt de se tourner vers une élaboration contrôlée
des interfaces pour aboutir à un bon compromis entre ténacité et résistance. La zircone est un
autre type de céramiques qui peut présenter une rupture non fragile grâce à un phénomène de
transformation de phase [90]. La combinaison des deux concepts (céramique BM avec des inter-
faces en zircone) semble une voie prometteuse dans l’élaboration de céramiques plus tenaces, et
font l’objet des travaux de thèse de B. Bert depuis Octobre 2023.

Mesures de champs et céramiques L’utilisation de mesures de champs et notamment la cor-
rélation d’images numériques (CIN) a amené les essais d’amorçage et de propagation de fissures
à un niveau de compréhension détaillé, avec la possibilité d’extraire des conditions aux limites
réalistes, de pouvoir identifier des propriétés matériaux à l’aide de champs complets, de calculer
des facteurs d’intensité de contraintes généralisés [27] ou encore de caractériser des fissures [125]
ou des zones d’élaboration [235]. Toutefois, l’utilisation de la CIN n’est pas forcément adaptée
aux céramiques qui se déforment peu. D’autres approches telles que la spectroscopie Raman
semblent prometteuses pour mesurer des champs de déformations ou de contraintes. Combiner
ces mesures avec des approches de mécanique de la rupture et notamment pour l’amorçage des
fissures permettrait d’améliorer la caractérisation des propriétés à rupture des céramiques. Des
travaux en ce sens sont actuellement menés dans la thèse de J. Chalony depuis Janvier 2024.

Caractérisation expérimentale de l’amorçage de fissures La compréhension intrinsèque du
phénomène d’amorçage est encore ouverte de mon point de vue et fait l’objet d’une perspective
à mener dans les années à venir. Sa caractérisation expérimentale sera cruciale pour améliorer
la compréhension et ouvrir des perspectives d’orientation des approches décrivant l’amorçage
de fissures. On a vu par exemple que le CC fait émerger la longueur d’amorçage comme une
longueur caractéristique du problème. Peut-on prouver expérimentalement l’existence de cette
longueur, ou bien est-ce seulement un artefact du modèle qui traduit un autre phénomène phy-
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sique ? On voit ici tout l’intérêt de mettre en place des approches de caractérisation permettant
de déterminer comment se crée la fissure et quels sont les profils de vitesse de fissuration du-
rant l’étape l’amorçage. Ce type de caractérisations bénéficiera d’une instrumentation telle que
l’utilisation de caméras rapides ou de systèmes d’émission acoustique. Au delà des perspectives
précédemment évoquées, liées aux approches de classification des mécanismes d’endommage-
ment/de création de bibliothèques hybrides, l’émission acoustique pourrait être orientée vers un
objectif d’identification inverse de la dynamique d’amorçage de fissures.

Quel futur pour le critère couplé ? Je termine ce manuscrit avec quelques considérations
concernant le critère couplé. Ce modèle a gagné en maturité au fil des développements successifs
proposés depuis sa création par Dominique Leguillon en 2002, pour parvenir à un formalisme
suffisamment général pour traiter de la rupture fragile des matériaux et des structures. De mon
point de vue, son atout premier est qu’il offre une compréhension fine de l’origine de l’amorçage
d’une fissure. En étudiant des configurations qui n’arrivent pas en réalité, il permet d’apprécier
la transition entre ces configurations et celles pour lesquelles la fissure amorce. Le CC n’a pas
(encore ?) les avantages d’autres modèles qui permettent de gérer facilement la propagation d’une
multitude de fissures ou de déterminer la trajectoire des fissures de manière autonome, mais il
permet d’affiner la compréhension des autres modèles de rupture à travers un dialogue qui ne
peut qu’améliorer la compréhension des phénomènes de rupture. L’une des perspectives dans le
développement futur du CC sera notamment d’intégrer la description d’une zone d’élaboration.
Cela étendra l’application du CC au delà de la rupture des matériaux fragiles, avec la possibilité
d’étudier des matériaux présentant une zone d’élaboration localement autour de la fissure, ou
qui se développe avant l’étape d’amorçage de la fissure. On pourrait également s’interroger sur
la pertinence de la possibilité d’amener le CC à l’étude des phénomènes de rupture ductile, par
exemple en décrivant la nucléation et la coalescence de cavités.
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Journal für die reine und angewandte Mathematik 7, 381–413 (1831)

[145] Laschuetza, T., Seelig, T. : Remarks on dynamic cohesive fracture under static pre-stress
— with a comparison to finite fracture mechanics. Engineering Fracture Mechanics 242,
107466 (2021). doi:10.1016/j.engfracmech.2020.107466

[146] Lazarus, V., Buchholz, F., Fulland, M., Wiebesiek, J. : Comparison of predictions by mode
II or mode III criteria on crack front twisting in three or four point bending experiments.
International Journal of Fracture 153, 141–151 (2008). doi:10.1007/s10704-008-9307-2

[147] Le Ferrand, H., Bouville, F., Niebel, T., Studart, A. : Magnetically assisted slip cas-
ting of bioinspired heterogeneous composites. Nature Materials 14(11), 1172–1179 (2015).
doi:10.1038/nmat4419
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structure. Thèse de doctorat, Institut National des Sciences Appliquées de Lyon (2001).
doi:10.1088/0965-0393/9/5/303

[189] Meille, S., Garboczi, E. : Linear elastic properties of 2D and 3D models of porous materials
made from elongated objects. Model. Simul. Mater. Sci. Engng. 9, 371–390 (2001)

[190] Mesgarnejad, A., Bourdin, B., Khonsari, M. : Validation simulations for the variational
approach to fracture. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 290,
420–437 (2015). doi:10.1016/j.cma.2014.10.052

104

https://doi.org/10.1103/PhysRevE.65.067102
https://doi.org/10.1016/j.compositesa.2015.05.003
https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2008.10.036
https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2010.01.018
https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2012.08.020
https://doi.org/10.1016/j.engfracmech.2018.06.021
https://doi.org/10.1007/s10704-008-9228-0
https://doi.org/10.1007/s10704-016-0101-2
https://doi.org/10.1520/STP26586S
https://doi.org/10.1088/0965-0393/9/5/303
https://doi.org/10.1016/j.cma.2014.10.052


BIBLIOGRAPHIE

[191] Miehe, C., Hofacker, M., Welschinger, F. : A phase field model for rate-independent
crack propagation : Robust algorithmic implementation based on operator splits. Com-
puter Methods in Applied Mechanics and Engineering 199(45–48), 2765 – 2778 (2010b).
doi:10.1016/j.cma.2010.04.011

[192] Miehe, C., Welschinger, F., Hofacker, M. : Thermodynamically consistent phase-field
models of fracture : Variational principles and multi-field FE implementations. In-
ternational Journal for Numerical Methods in Engineering 83(10), 1273–1311 (2010a).
doi:10.1002/nme.2861

[193] Mittelman, B., Yosibash, Z. : Asymptotic analysis of the potential energy difference because
of a crack at a V-notch edge in a 3D domain. Engineering Fracture Mechanics 131, 232–256
(2014). doi:http ://dx.doi.org/10.1016/j.engfracmech.2014.07.031

[194] Mittelman, B., Yosibash, Z. : Energy release rate cannot predict crack initiation orientation
in domains with a sharp V-notch under mode III loading. Engineering Fracture Mechanics
141, 230–241 (2015). doi:10.1016/j.engfracmech.2015.05.008

[195] Mizutani, Y., Sugiyama, T. : Damage-tolerance design for composite high-pressure hydro-
gen vessels when AE testing is applied. In : 36th Conference of the European Working
Group on Acoustic Emission, 18-20 September 2024, Potsdam, Germany. e-Journal of
Nondestructive Testing, vol. 29 (2024). doi:https ://www.ndt.net/ ?id=30236
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Nationalité : Française 69100 Villeurbanne Cedex

T : +33 (0)4 72 43 61 28
@ : aurelien.doitrand@insa-lyon.fr
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Details des enseignements à l’INSA LYON :
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riaux
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Etudiant(e)s en thèse :
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turées »

2022-2023 Yara Albadra - « Étude du fretting et de l’usure couplés à la corrosion et à
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fissuration de composites stratifiés »

2019-2020 Mariem Bar - « Simulation numérique de l’émission acoustique due à la fis-
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2019 Projet IMPULSION - IDEX Lyon Financement d’un postdoctorat de 12 mois

8 Sociétés savantes

Depuis 2023 Membre d’EUROMECH – European mechanics society

Depuis 2019 Membre de l’AMAC – Association pour les matériaux composites

Depuis 2019 Membre du groupe de travail GDR CMC2 “Ceramic Matrix Composites :
Conception, Modeling, Characterization”

Depuis 2019 Animateur du Groupe de Travail MECAMAT « Interfaces dans les milieux
solides »

Depuis 2017 Membre de ESIS : European Structural Integrity Society comité technique
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Résumé

-

L’amorçage de fissures dans les matériaux fragiles est un phénomène complexe qui intervient
généralement de manière soudaine et peut entrâıner la rupture brutale d’une structure ou d’un
matériau. Étant donné les petites échelles de temps et d’espace en jeu, la caractérisation expé-
rimentale de la manière dont la fissure se crée n’est pas triviale. La modélisation de l’amorçage
de fissures apporte des éléments de compréhension des conditions de formation d’une fissure.
Les approches classiques de mécanique de la rupture construites sur l’hypothèse d’une fissure
semi-infinie en milieu infini ne peuvent cependant pas décrire l’étape d’amorçage d’une fissure.
Celle-ci peut être étudiée à l’aide de modèles faisant intervenir une longueur caractéristique, par
exemple en combinant une condition en contrainte et une condition en énergie dans le critère
couplé (CC). Ce dernier donne un cadre suffisamment général pour analyser l’amorçage d’une
fissure dans un matériau fragile dans une large gamme de configurations, comme au niveau d’un
point singulier ou d’une concentration de contrainte. Ce modèle de compréhension rationalise
les conditions d’amorçage d’une fissure en fonction des propriétés du matériau, de la géométrie
étudiée et des conditions de chargement. Il permet de prévoir la surface d’amorçage de fissures
et le niveau de chargement à l’amorçage. Grâce au CC, on décrit l’influence d’un défaut sur
l’amorçage d’une fissure, et l’on explique en partie la dispersion des contraintes à rupture ainsi
que les effets de taille sur la rupture observés expérimentalement sur des matériaux céramiques.
On explique également des mécanismes de renforcement de la ténacité tels que la déviation ou
le confinement de fissures dans des céramiques à microstructure « briques-et-mortier ». Le CC
convient également à modéliser la fissuration comme un mécanisme source d’émission acous-
tique (EA). Il se combine à la simulation de la propagation d’ondes élastiques résultantes dans
le matériau en intégrant la dynamique de création de la fissure et une modélisation du matériel
d’EA (préamplificateur, châıne d’acquisition, capteur). Les simulations d’EA qui en découlent
illustrent le lien entre le mécanisme de fissuration et les signaux d’EA mesurés. Elles améliorent
la compréhension et l’analyse des mesures expérimentales, par exemple concernant l’influence du
type de capteur, du matériau constitutif ou de la géométrie des éprouvettes. Enfin, les quelques
configurations où le CC échoue à décrire le mécanisme d’amorçage ou de propagation de fissures
correspondent à des cas pilotés par l’énergie uniquement, où l’effet de longueur amené par le
couplage des deux critères est absent. Une voie prometteuse pour pallier à ces configurations
pathologiques consiste à décrire une zone d’élaboration autour de la fissure ou avant son amor-
çage, par exemple avec les méthodes de régularisation proposées dans les modèles de rupture
par champ de phase.

-
Mots-clés : Amorçage de fissures ; Critère couplé ; Influence des défauts ; Rupture des céramiques ;
Simulation de l’émission acoustique ; Dialogue inter-modèle
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