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Simulations numériques standardisées de dispositifs de stimulation
électrique cardiaque

Résumé. Les maladies cardiovasculaires représentent la principale cause de mortalité dans le
monde, responsables d’environ 32% des décès en 2019 selon l’Organisation mondiale de la santé
(OMS). Face à ces pathologies, la recherche médicale progresse continuellement pour développer
des traitements et des dispositifs toujours plus performants. Parmi ces innovations, les stimulateurs
cardiaques implantables jouent un rôle crucial dans le traitementdes troubles du rythmecardiaque,
en intervenant directement sur le cœur en cas de dysfonctionnement. Cependant, malgré leur
importance, le développement de ces technologies reste lent et coûteux. Il faut souvent près d’une
décennie entre la conception d’un prototype et sa mise sur le marché, ce qui retarde leur impact
sur les vies humaines.

Cette thèse s’inscrit dans le cadre du projet européen collaboratif SimCardioTest (EU H2020),
dont l’objectif est d’accélérer l’adoption d’outils numériques pour la certification de médicaments
et de dispositifs médicaux, tels que les stimulateurs cardiaques implantables. L’un des objectifs
principaux du projet est d’intégrer les simulations numériques sous la forme d’essais cliniques
in silico dans le processus de certification, afin de rendre ce dernier plus rapide à l’aide d’une
plateforme web standardisée.

Au cours de cette thèse, plusieurs modèles mathématiques ont été développés et analysés,
allant de modèles génériques tridimensionnels à des modèles simplifiés sans dimension spatiale.
Tous ces modèles comprennent un circuit électrique inspiré d’un stimulateur cardiaque commer-
cial, des modèles de contacts reproduisant les couches ioniques à la surface des électrodes sous
forme de circuits électriques équivalents, ainsi que des modèles de tissu cardiaque avec ou sans
propagation spatiale de potentiels d’action cardiaque. La crédibilité de ces modèles est évaluée
par des comparaisons avec des expérimentations animales menées durant la thèse, dans le but
de démontrer leur capacité à reproduire des stimulations cardiaques réalistes. Ces comparaisons
reposent principalement sur les tensions mesurées par les stimulateurs cardiaques et sur l’étude
des courbes de seuil, aussi appelées courbes de Lapicque. Ces courbes, largement utilisées en
clinique pour ajuster les stimulateurs, établissent la relation entre la durée et l’amplitude de la
stimulation nécessaires pour provoquer une contraction cardiaque efficace. Elles permettent en
particulier d’optimiser, en personnalisant individuellement, les réglages des stimulateurs, et ainsi
deminimiser la consommation d’énergie, maximiser la durée de vie du dispositif, et ainsi améliorer
le confort de vie des patients.

L’adoption de modèles simplifiés sans dimension constitue une étape stratégique importante
de cette thèse. Contrairement aux modèles spatiaux, très coûteux à résoudre numériquement, ces
modèles sont plus simples à résoudre et ils ont permis de réaliser plusieurs études paramétriques,
notamment pour effectuer une calibration à partir des données expérimentales. Des études supplé-
mentaires de sensibilité, locales et globales, ont également été menées afin d’analyser l’influence
et la pertinence des paramètres dans les modèles développés.

Mots-clés. Calcul scientifique, EDP, modélisation et simulation numérique, analyse de sensibilité
aux paramètres, électrocardiologie, dispositifs de stimulation cardiaque implantables.
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Standardized numerical simulations of cardiac electrical stimulation
devices

Abstract. Cardiovascular diseases are the world’s leading cause of death, responsible for around
32% of all deaths in 2019, according to the World Health Organization (WHO). Faced with these pa-
thologies, medical research is making constant progress to develop ever more effective treatments
and devices. Among these innovations, implantable pacemakers play a crucial role in the treatment
of cardiac rhythm disorders, intervening directly on the heart in the event of malfunction. Despite,
despite their importance, the development of these technologies remains slow and costly. It often
takes almost a decade from early prototyping to market launch, delaying their impact on human
lives.

This thesis is part of the European collaborative project SimCardioTest (EU H2020), which aims
to accelerate the adoption of numerical tools for the certification of drugs and medical devices,
such as implantable pacemakers. One of the main goals of the project is to integrate numerical
simulations in the form of in silico clinical trials on a standardized web plateform in oirder to speed
up thecertification process.

During of this thesis, several mathematical models were developed and analyzed, ranging from
generic three-dimensionalmodels to simplifiedmodels with no spatial dimension. All thesemodels
include a electrical circuit inspired by a commercial pacemaker, contact models representing
the ionic layers on electrode surfaces as equivalent electrical circuits, and cardiac tissue models
with or without spatial propagation of cardiac action potentials. The credibility of these models is
assessed through comparisons with animal experiments conducted during the thesis, with the aim
of demonstrating their ability to reproduce realistic cardiac stimulations. These comparisons are
based mainly on the voltages measured by pacemakers and on the study of threshold curves, also
known as Lapicque curves. These curves, widely used clinically to adjust pacemakers, establish the
relationship between stimulation duration and amplitude required to induce an effective cardiac
contraction. In particular, they enable pacemaker settings to be optimized through individual
customization, thereby minimizing energy consumption, maximizing device life, and therefore
improving patient’s life quality.

The adoption of simplified dimensionless models is an valuable strategic step in this thesis.
Unlike spatial models, which are very costly to solve numerically, these models are simpler to solve
and have enabled several parametric studies to be carried out, in particular to perform calibration
using experimental data. Additional sensitivity studies, both local and global, were also carried out
to analyze the influence and relevance of the parameters in the developedmodels.

Keywords. Scientific computing, PDE, modelling and numerical simulation, parameter sensitivity
analysis, electrocardiology, implantable cardiac stimulation devices.
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INTRODUCTION

S ELON l’Organisation Mondiale de la Santé (OMS, WHO), les maladies cardiovasculaires sont
la principale cause de décès dans le monde. Par exemple, on estime que 17.9 millions de

personnes sont décédées des suites demaladies cardiovasculaires en 2019, soit 32% de l’ensemble
des décès dans le monde. Parmi ces décès, 85% sont dus à des crises cardiaques et à des accidents
vasculaires cérébraux. Il est donc naturel que cesmaladies soient un sujet de recherche actif, et cela
depuis de nombreuses années [66, 76, 108, 148, 159]. Ces maladies trouvent leurs origines dans de
multiples causes sociétales. Aussi, de nombreuses études établissent des liens entre l’émergence,
l’amplification et la généralisation de ces maladies dans les sociétés actuelles [16, 33, 76, 108, 149].

Les cardiopathies, oumaladies cardiaques, trouvent leurs causes physiologiques dans plusieurs
dynamiques biologiques différentes, et leurs effets pathologiques sont divers, allant de zones de
conduction altérées à des désordres mécaniques. Nombre de ces pathologies nécessitent un suivi
cliniquedédié, et souvent des traitements pharmacologiques incluant desmédicaments inhibiteurs
ou régulateurs [57, 151], des traitements invasifs comme des procédures d’ablation cardiaque [26,
102], ou chirurgicaux [82, 140]. Dans les cas d’insuffisance cardiaque, le cœur du patient peut
présenter des troubles du rythme cardiaque : bradycardie ou tachycardie, c’est-à-dire une baisse ou
une augmentation anormale du rythme cardiaque. La pose d’un stimulateur cardiaque implantable
peut alors s’avérer nécessaire et suffisante pour pallier le problème. Ces appareils, communément
appelés pacemakers ou piles cardiaques, délivrent des impulsions électriques directement dans le
muscle cardiaque (myocarde) pour réguler l’anormalité constatée [52, 73, 104, 141].

1 Contexte

FIGURE 1 – Évolution des stimulateurs cardiaques implantables au fil des années (source [104]).

Les stimulateurs cardiaques implantables. Le premier stimulateur cardiaque a été implanté
dans les années 1950 [92, 104] et, depuis, ces dispositifs n’ont cessé de se perfectionner. Un bref
historique est donné dans la figure 1, issue de [104].

Les stimulateurs cardiaques implantables sont généralement composés de deux parties princi-
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pales : un boîtier, placé chirurgicalement sous la clavicule du patient, contenant une batterie et un
circuit électrique, et une sonde cardiaque implantée directement à l’intérieur du cœur. Il existe
aujourd’hui de nombreux types de stimulateurs [80, 117] selon la pathologie cardiaque traitée
(thérapie de resynchronisation, défibrillateur implantable, insuffisance cardiaque). Les spécificités
de ces dispositifs varient selon le fabricant 1.

Au cours des dernières années, des avancées significatives ont été réalisées dans le domaine des
stimulateurs cardiaques implantables, notamment avec l’introduction de dispositifs miniaturisés
sans sonde [150]. De plus, les stimulateurs cardiaques modernes sont compatibles avec l’imagerie
par résonance magnétique (IRM), ce qui représente une avancée majeure. Les premiers modèles
posaient des risques importants lors des examens d’IRM en raison des champs magnétiques créés
par ces appareils, mais les versions récentes ont surmonté ces limitations grâce à des matériaux
et des designs innovants [94, 106, 107]. L’intégration de technologies de télémesure, que ce soit
en hôpital ou à distance, permet désormais un suivi en temps réel des patients, offrant ainsi
la possibilité de détecter ou de corriger rapidement des dysfonctionnements [62, 91, 138]. Ces
innovations, encadrées et standardisées au fil des années [65, 98, 117], contribuent à améliorer
la qualité de vie des patients porteurs de stimulateurs tout en réduisant les complications et en
prolongeant la durée de vie des dispositifs. La recherche et le développement dans ce domaine
demeurent cruciaux pour relever les défis cliniques et technologiques en constante évolution.

Stimulateur, recherche et développement. Parmi les principales questions en jeu dans le déve-
loppement des stimulateurs cardiaques, l’efficacité de l’appareil et la gestion de sa consommation
énergétiqueoccupent uneplace centrale. Lepremier domainede recherche concerne l’amélioration
des algorithmes de stimulation, afin de s’assurer que le dispositif s’adapte aux besoins physiolo-
giques du patient. Des études ontmontré que des algorithmes plus sophistiqués peuvent améliorer
la synchronisation cardiaque et réduire les symptômes chez les patients souffrant d’insuffisance
cardiaque [1].

Un second axe de recherche essentiel est la gestion de l’énergie tout au long de la vie du stimu-
lateur. En effet, un stimulateur cardiaque implanté dans le cœur d’un patient doit être capable de
délivrer des stimulations fonctionnelles à 100%, sans dépenser inutilement de l’énergie électrique.
Cette gestion est primordiale car les stimulateurs cardiaques implantables sont alimentés par une
batterie dont la durée de vie est limitée. Ces batteries doivent être remplacées chirurgicalement
tous les 5 à 10 ans,mêmedans lesmodèles les plus récents 2. Ce remplacement chirurgical, bien que
relativement simple, comporte les risques inhérents à toute opération [74, 89, 109]. C’est pourquoi
une partie des recherches actuelles se concentrent sur l’amélioration des technologies de batterie
et sur la réduction de la consommation énergétique des dispositifs [18, 101]. Une compréhension
fine des interactions entre le stimulateur et le tissu cardiaque est cruciale pour optimiser l’efficacité
des stimulations et prolonger la durée de vie des appareils.

Le contexte de la thèse. C’est sur toutes ces questions de performance et de longévité que la
simulation numérique peut apporter une aide précieuse. C’est dans cette optique que la thèse,
dont fait l’objet ce manuscrit, a été pensée. Elle constitue un pas important dans la compréhension
des mécanismes sous-jacents propres aux stimulateurs cardiaques, tout en s’inscrivant dans un
cadre plus large, à savoir les objectifs poursuivis par le projet européen SimCardioTest 3. Ce projet
vise, entre autres, à faciliter la certification des dispositifs médicaux et des médicaments grâce à la

1. Liste des fabricants
2. rythmo.fr
3. simcardiotest.eu
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simulation numérique.
Cette thèse est entièrement financée dans le cadre de SimCardioTest. Ce projet collaboratif

rassemble 10 organisations de 6 pays européens (voir la figure 2) ainsi que des États-Unis, et
est financé par la Commission européenne (EU H2020). À terme, SimCardioTest permettra de
mieux comprendre la conception de nouveaux outils prédictifs pour les pathologies cardiaques,
et d’accélérer l’adoption des simulations informatiques dans le cadre de tests de médicaments et
de dispositifs médicaux. Plusieurs livrables techniques ont été produits dans le cadre de ce projet.
Par exemple, Coudière et al. [42] établit le cadre des modèles mathématiques et des simulations
in-silico, réalisées au cours de cette thèse, et des travaux servant à valider les modèles utilisés.

FIGURE 2 – Le projet collaboratif SimCardioTest (source simcardiotest.eu).

La thèse s’est déroulée au sein de l’équipe Inria CARMEN 4, issue d’un partenariat entre trois
entités de recherche : Inria 5, l’IHU-Liryc 6 et l’IMB 7. L’équipe CARMEN est spécialisée dans la modé-
lisation et les calculs pour l’électrophysiologie cardiaque. Elle développe des modèles mathéma-
tiques et des méthodes numériques pour la simulation, en s’appuyant étroitement sur les données
cliniques disponibles. Les sujets de recherche abordés par l’équipe incluent les problèmes direct
et inverse de l’électrophysiologie cardiaque à plusieurs échelles, la modélisation de l’ablation
cardiaque, l’estimation de conductivités via la tomographie d’impédance électrique (EIT), les pro-
blématiques de maillage en lien avec les images médicales, ainsi que des méthodes avancées de
machine learning.

Problématique générale. Dans le cadre de la simulation numérique, les modèles de stimulateurs
cardiaques ne sont pas toujours intégrés dans les modèles électrophysiologiques et, lorsqu’ils le
sont, c’est souvent de manière partielle. Les stimulations cardiaques sont rarement modélisées de
façon réaliste, car la plupart des modèles se concentrent sur les mécanismes de dépolarisation et
de propagation dans le tissu cardiaque, des propriétés généralement indépendantes du type de
stimulation appliqué[2, 87] (mais pris en compte dans les travaux les plus récents [122]). Cependant,
lorsqu’il s’agit d’étudier le mécanisme de capture, c’est-à-dire la capacité d’une stimulation à être
fonctionnelle ou non, il devient crucial de s’assurer que la simulation numérique reflète fidèlement
les conditions réelles.

Plus précisément, dans le cadre du projet SimCardioTest, nous avons défini le contexte d’utilisa-
tion suivant : lemodèle de calcul peut être utilisé pour aider les fabricants de sondes de stimulation

4. team.inria.fr/carmen/
5. Centre Inria de l’université de Bordeaux, institut national de recherche en sciences et technologies du numérique, inria.fr
6. Institut Hospitalo-Universitaire, institut des maladies du rythme cardiaque, ihu-liryc.fr
7. Institut de Mathématiques de Bordeaux, math.u-bordeaux.fr
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dans le développement de nouveaux produits, en fournissant des informations sur les niveaux
d’énergie (amplitudes et durées d’impulsion) nécessaires pour déclencher avec succès des po-
tentiels d’action et stimuler le tissu cardiaque. Ce cadre de recherche est très restreint du fait des
activités de Vérification & Validation possible dans le cadre du projet (basés sur le document ASME
[10] dans le cadre du code calcul CEPS), et qui ne sont valables que pour un contexte donné. La
question d’intérêt qui a guidé cette recherche est la suivante :

Quelles sont les caractéristiques de l’impulsion de stimulation (amplitude et durée de l’impulsion)
requises pour qu’une sonde de bradycardie en mode bipolaire (deux électrodes) capture un tissu
cardiaque sain?

2 L’électrophysiologie cardiaque

L E cœur est un organe vital et central du système circulatoire, il s’apparente à une pompe
biologique dont les fonctions électriques et mécaniques sont étroitement liées. De plus, il

maintient un débit sanguin constant, ce qui est indispensable à l’approvisionnement en oxygène et
en nutriments de l’ensemble de l’organisme. Ce processus repose sur une synchronisation précise
entre les contractions des différentes cavités cardiaques, oreillettes et ventricules, et un réseau de
conduction électrique qui régule leur activité.

FIGURE 3 – Anatomie du cœur humain (extrait de www.sante-sur-le-net.com).

L’anatomie cardiaque. L’anatomie cardiaque se compose de quatre cavités distinctes, organisées
par paires, deux oreillettes et deux ventricules, chacune jouant un rôle spécifique dans le processus
de circulation sanguine. Une illustration de l’anatomie cardiaque humaine est donnée à la figure 3.
Plus précisément, l’oreillette droite reçoit le sang désoxygéné provenant des veines caves, puis le
transfèreauventriculedroit. Cedernier expulse le sangvers lespoumonsvia lesartèrespulmonaires,
où il est oxygéné. Le sang riche en oxygène revient ensuite à l’oreillette gauche par les veines
pulmonaires, avant d’être propulsé par le ventricule gauche dans l’aorte, d’où il est distribué à
tout l’organisme. Les artères coronaires, alimentées par l’aorte, assurent l’approvisionnement en
sang oxygéné du cœur lui-même (source chuv.ch). Celles-ci se divisent en plusieurs branches pour
irriguer les différentes zones dumuscle cardiaque. Une ischémie 8 due à l’obstruction de ces artères
peut entraîner des pathologies sévères comme l’infarctus dumyocarde.

8. Manque d’irrigation sanguine d’un organe ou d’unmembre.
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Mécanique. Le fonctionnement mécanique du cœur repose sur le cycle cardiaque (illustré à la
figure 4), composé de deux phases essentielles : la systole, ou phase de contraction, et la diastole,
phase de relaxation. Durant la systole, les ventricules éjectent le sang vers les artères principales,
tandisque ladiastolepermetaux cavités cardiaquesde se remplir denouveau.Ce cycle est orchestré
par l’ouverture et la fermeture des valves cardiaques, les valves auriculo-ventriculaires (mitrale et
tricuspide, reliant lesoreillettes auxventricules) et les valvesaortiqueetpulmonaire, qui empêchent
le reflux du sang.

(a) Diastole (b) Diastole (c) Diastole (d) Systole

FIGURE 4 – Cycle cardiaque (source smart.servier.com).

Électrique. Le système de conduction électrique du cœur (figure 5) assure la coordination des
contractions. Il commence au niveau du nœud sinusal, situé dans l’oreillette droite, où une im-
pulsion électrique est générée. Cette impulsion se propage à travers les oreillettes, entraînant
leur contraction, avant d’atteindre le nœud auriculo-ventriculaire. De là, elle est transmise aux
ventricules via le faisceau de His et les fibres de Purkinje, provoquant la contraction ventriculaire.
Ce processus séquentiel permet un remplissage optimal des ventricules avant leur éjection.

FIGURE 5 – Activité électrique du myocarde (extrait et modifié de Padsalgikar [113]). En (1) et (2), dépolarisation des
oreillettes, (3) début de la dépolarisation des ventricules, repolarisation des oreillettes, (4) fin de dépolarisation des
ventricules, (5) et (6) repolarisation des ventricules.

3 Les courbes de Lapicque

L ES courbes de Lapicque doivent leur nom aux physiologistes Louis Lapicque (1866-1952), et
à sa femme, Marcelle Lapicque (1873-1960) (figure 6). Au début du 20e siècle ils ont, à partir

d’expériences animales sur des nerfs et des muscles de grenouilles, de crabes, de lièvres demer
et d’escargots, défini le paramètre de chronaxie [85, 86]. Celui-ci décrit l’excitabilité nerveuse, et
se veut d’apporter une réponse unifiée à plusieurs observations faites par leurs contemporains,
comme Blair [23], Rushton [135] et Weiss [160].

Les courbes de Lapicque illustrent l’évolution de l’excitabilité cellulaire en fonction des caracté-
ristiques d’une stimulation appliquée. Elles peuvent être présentées de deux manières différentes,
soit directement en fonction de l’amplitude et de la durée de la stimulation appliquée, soit en fonc-
tion de l’amplitude et de la durée entre deux stimulations successives. Dans le cadre de cette thèse,
elles décriront le premier cas, c’est-à-dire l’impact du couple intensité-durée d’une stimulation
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FIGURE 6 – Paris, La Sorbonne, laboratoire de physiologie, Mme & M. Lapicque (source biusante.parisdescartes.fr,
collection de portrait, côte CIPB0072, licence ouverte).

électrique sur le tissu excitable. La courbe sépare ainsi le plan de stimulation (d,A) en deux parties :
les stimulations fonctionnelles (au dessus de la courbe), et les stimulations non fonctionnelles (en
dessous) (voir la figure 7). Ces courbes sont caractérisées par les deux quantités suivantes [85],

— la rhéobase, c’est-à-dire l’intensité (ou force, ou amplitude) minimale requise pour provoquer
une réponse au sein du tissu,

— la chronaxie, c’est-à-dire la durée minimale pour laquelle une stimulation du double de la
rhéobase provoque une réponse.

En supplément de ces deux quantités, Lapicque [85] et Weiss [160] proposent une loi reliant la
durée de stimulation d à l’amplitude seuilAth comme,

Ath(d) = Irh

(
1 + dch

d

)
, (Lapicque-Weiss)

où Irh est l’intensité de rhéobase et dch est la durée de chronaxie. Pour autant, cette loi n’est pas la
seule proposée, puisqu’il existe une version de cette loi proposée par Blair [23] sous la forme d’une
relaxation exponentielle apparentée à un circuit RC série [126],

Ath(d) = Irh

(
1 − exp

(
−d

τ

))−1
. (Lapicque-Blair)

Une illustration numérique de ces deux lois et des charges associées (dAth(d)) est donnée en
figure 7 pour Irh = 1.0 µA, dch = 1.0ms et τ = 1.0ms. Les deux lois ont des comportements
semblables, en particulier les mêmes asymptotes, mais elles différent sur la partie intermédiaire :
la loi de Lapicque-Blair rejoint plus vite l’asymptote que la loi de Lapicque-Weiss. Les deux courbes
de charge sont aussi différentes, puisque celle de Lapicque-Weiss est linéaire tandis que l’autre non.
Ces deux lois sont encore sujettes à débat [54], notamment sur leur différence de dynamique et
leur applicabilité. Cependant, cette différence n’est pas cruciale pour le degré de détails que nous
abordons dans ce manuscrit, c’est pourquoi nous utiliserons uniquement la loi de Lapicque-Weiss
dans la suite.
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FIGURE 7 – Illustration numérique de courbes de Lapicque, paramétrées par une rhéobase de 1.0 µA et une chronaxie de
1.0ms (avec Irh = 1.0 µA, dch = 1.0ms et τ = 1.0ms).

4 Organisation du manuscrit

D ANS ces travaux de thèse, nous nous sommes intéressés au processus de stimulation, tel qu’il
est réalisé dans des contextes cliniques réels à l’aide de stimulateurs cardiaques implantables.

Uneattentionparticulièreaétéportéeà l’élaborationdemodèles capablesde reproduire fidèlement
ces stimulations, afin de comparer les courbes de Lapicque obtenues par simulation numérique
avec celles déterminées expérimentalement. L’ensemble du travail est structuré dans ce manuscrit
en quatre chapitres thématiques, précédés d’une introduction et suivis d’une conclusion générale
ainsi que de perspectives (voir figure 8 pour une illustration du plan). Les chapitres sont organisés
comme suit : le premier traite des modèles mathématiques, le deuxième présente une preuve
d’existence, le troisième aborde les outils numériques utilisés, et enfin, le quatrième examine les
données expérimentales et les résultats numériques. Les détails et résumés spécifiques à chaque
chapitre sont fournis ci-après.

Chapitre 1. Le chapitre 1 explore les modèles d’électrophysiologie cardiaque, en se concentrant
successivement sur deux aspects : les dynamiques membranaires des cellules, et la propagation
électrique dans le tissu cardiaque et dans son environnement. Il présente les principaux modèles
de la littérature, tels que les modèles bidomaine et monodomaine, et décrit les améliorations
apportées par des modèles dérivés (CL-monodomaine, bidomaine avec milieu extracardiaque). La
seconde partie aborde les nouveaux modèles, spatiaux et 0D, développés au cours de cette thèse,
visant à mieux représenter les dispositifs de stimulation cardiaque implantables dans les modèles,
notamment en prenant en compte la forme du signal délivré par les stimulateurs, et l’impédance
et la polarisation des électrodes. Ces modèles sont présentés à travers des analogies de circuits
électriques, dans le but de simplifier leur analyse et leur compréhension.

Chapitre 2. Le chapitre 2 présente la démonstration d’existence de solution pour une formulation
générique d’un problème bidomaine, couplé à un milieu extracardiaque résistif et à un stimulateur
cardiaque via des modèles d’interface d’électrode, sous forme de conditions aux bords non stan-
dards. Les circuits sont exprimés dans un formalisme abstrait permettant de construire un modèle
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FIGURE 8 – Illustration de l’organisation dumanuscrit, présentée selon les quatre chapitres et les points clés abordés
dans chacun.

modulaire et adaptable. Le modèle développé étend le modèle bidomaine classique en tenant
compte d’un stimulateur externe connecté par des électrodes, intégrant ainsi les effets capacitifs et
résistifs des couches limites à la surface des électrodes. Ce modèle est une représentation unifiée
de l’ensemble des travaux menés au cours de cette thèse dans la modélisation des interactions
entre stimulateurs et tissus cardiaques.

Chapitre 3. Le chapitre 3 présente les différentes méthodes numériques et les outils de calcul utili-
sés au cours de cette thèse. Il se divise en trois parties : la première traite de la discrétisation spatiale
(Méthode des Éléments Finis) et des schémas temporels adaptés aux problèmes d’électrophysio-
logie cardiaque. La deuxième partie est dédiée aux logiciels développés et utilisés, notamment
l’adaptation du code CEPS aux stimulateurs et la création du code CirCE pour les modèles 0D. Enfin,
la dernière section se concentre sur les méthodes numériques appliquées au calcul des courbes de
Lapicque, en explorant les approches par dichotomie et continuation (type prédiction-correction).

Chapitre 4. Le chapitre 4 se concentre sur les données expérimentales et les simulations numé-
riques réalisées durant la thèse. La première partie présente les expérimentations menées : en
particulier, la caractérisation des sondes de stimulation enmilieu purement résistif dans un bain
salin, et des expérimentations animales sur des cœurs de brebis ex vivo. Plusieurs types de don-
nées ont été récoltées au cours de ces dernières, incluant des mesures de tensions pendant des
recherches de seuils expérimentaux (tracés des courbes de Lapicque expérimentales), des images
de cartographie optique et différentes séquences IRM. Les sections suivantes sont dédiées aux
résultats numériques. Le modèle bidomaine 3D couplé à un stimulateur via des contacts R//C est
utilisé pour simuler les expériences animales, tandis que les modèles 0D offrent une approche plus
simple et moins coûteuse pour explorer la calibration et l’influence des paramètres sur les courbes
de Lapicque, à travers notamment des analyses de sensibilité locales et globales (de type Sobol).

8 Section 4. Organisation du manuscrit



MODÉLISATION EN
ÉLECTROPHYSIOLOGIE CARDIAQUE
AUTOUR DE STIMULATIONS RÉALISTES 1

S’il continuait à s’instruire, dévorant tout, le manque de méthode rendait l’assimilation très lente, une telle confusion

se produisait, qu’il finissait par savoir des choses qu’il n’avait pas comprises.
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C E chapitre est consacré auxmodèles d’électrophysiologie cardiaque, en particulier ceux utilisés
ou établis au cours de la thèse.

Dans la littérature. Ce chapitre présente plusieurs modèles bien établis et couramment utilisés en
électrophysiologie cardiaque. Ces modèles se composent généralement de deux blocs distincts :
un bloc de propagation électrique et un bloc de couplage décrivant les dynamiques membranaires
des cellules.

Le bloc de propagation électrique peut être décrit à l’échelle macroscopique, c’est-à-dire au
niveau du tissu entier (comme le cœur), ou à l’échelle microscopique au niveau cellulaire. Il inclut
des modèles issus de la physique, parmi lesquels nous trouvons les modèles bidomaine [24, 123,
156] et monodomaine [41, 123]. Ces modèles sont essentiels pour simuler la propagation des
potentiels d’action dans le tissu cardiaque. Lemodèle bidomaine, par exemple, prend en compte les
propriétés électriques des milieux intracellulaires et extracellulaires. Il donne donc une description
détaillée de la propagation électrique au sein du tissu. En comparaison, le modèle monodomaine
simplifie certaines de ces propriétés pour réduire le coût de calcul, tout en fournissant des résultats
de précision proche [41]. De plus, il existe d’autresmodèles, dérivés des premiers, comme lemodèle
monodomaine avec courant relevé [40], qui adapte les termes de stimulations extracellulaires au
modèlemonodomaine, et lemodèle tridomaine [12], qui prend en compte la présence de cicatrices
ou de graisse dans le modèle en ajoutant un troisième domaine au système.

Le bloc de couplage membranaire, quant à lui, se concentre sur les dynamiques membranaires
des cellules cardiaques (cardiomyocytes). Plusieursmodèles existent dans la littératurepourdécrire
ces dynamiques, chacun ayant ses propres caractéristiques animales, tissulaires ou biochimiques.

La combinaison de ces deux blocs (la propagation électrique et les dynamiques membranaires)
permet de créer des modèles complets et précis de l’activité électrophysiologique du cœur. Ces
modèles sont cruciaux pour comprendre les mécanismes sous-jacents des arythmies cardiaques,
pour tester l’efficacité de nouvelles thérapies et pour développer des dispositifs médicaux inno-
vants. Leur utilisation continue d’évoluer avec l’avancement des techniques de simulation et des
connaissances en biologie cellulaire, promettant des améliorations significatives dans le diagnostic
et le traitement des maladies cardiaques.

Nouveauxmodèles. Ce chapitre présente également les nouveaux modèles développés au cours
de cette thèse. Leur objectif principal est d’améliorer la modélisation du processus de stimulation
par un dispositif de stimulation cardiaque implantable. Cela passe, en premier lieu, par une com-
préhension approfondie de l’énergie délivrée par le dispositif, que ce soit en termes de courant ou
de tension. Pour affiner la modélisation, une intégration précise des effets de polarisation et d’im-
pédance des électrodes de stimulation dans les différentsmodèles est aussi nécessaire. Par ailleurs,
le formalisme adopté dans ce chapitre, pour décrire les différentsmodèles, permet une stratégie de
couplage simplifiée. En effet, les modèles sont présentés avec leur équivalent en termes de circuits
électriques. Ce choix permet une meilleure compréhension des mécanismes sous-jacents ainsi
qu’une analyse simplifiée des grandeurs physiques et caractéristiques impliquées.

1 Modèles de membrane cellulaire

L A membrane cellulaire est le lieu de phénomènes biochimiques complexes. Elle délimite le
milieu intracellulaire du milieu extracellulaire au sein d’un tissu biologique. De nature poreuse,

cette bicouche lipidique laisse passer certainesmolécules et demultiples espèces ioniques à travers
des canaux ioniques (protéines). L’étude de cette physiologie permet de comprendre les nombreux
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processus et mécanismes en jeu dans un organisme vivant, comme la communication entre les
neurones, les battements cardiaques, les arythmies ou les pathologies musculaires responsables
de nombreuses maladies neurologiques [70, 71].

Cellules biologiques. Les cellules biologiques ont un milieu intracellulaire riche en espèces io-
niques et en molécules variées. De nombreux processus dynamiques biologiques ont aussi lieu
dans cemilieu, certains faisant varier les différentes concentrations ioniques. En effet, certaines
de ces variations sont dues à des flux traversant les couches lipidiques formant la membrane
cellulaire. Au cours de multiples études, plusieurs modèles ont été développés. Dans l’ensemble,
ils peuvent être séparés en deux catégories distinctes : les modèles physiologiques qui tendent à
transcrire le plus fidèlement possible la physique sous-jacente, et lesmodèles phénoménologiques
visant à reproduire les observations expérimentales sans s’attacher au caractère physiologique des
équations. Par exemple, le modèle le plus connu pour la modélisation neuronale est le modèle
physiologique d’Hodgkin–Huxley [72] datant de 1952.

Électrophysiologie cardiaque. En électrophysiologie cardiaque, le modèle de Mitchell-Schaeffer
(2003) [100] est lemodèle phénoménologique couramment utilisé du fait de sa simplicité d’analyse,
d’implémentation et de son faible coût de calcul. Le modèle physiologique de Beeler-Reuter (1977)
[21]décrit demanièreplusapprofondie les courants ioniquesdusauxespèces ioniqueset chimiques
présentes au sein d’une cellule. Enfin, le modèle de Ten Tusscher-Noble-Noble-Panfilov [154] est
l’un des modèles les plus complexes disponibles, et il est utilisé pour sa capacité à représenter
avec précision le comportement électrophysiologique complexe des cardiomyocytes, en intégrant
plusieurs types de courants ioniques et de mécanismes membranaires.

Ainsi, le choix dumodèle ionique dépendnon seulement de la complexité biochimique que nous
souhaitons prendre en compte, dumode de construction (phénoménologique ou physiologique),
des propriétés tissulaires sur lesquelles ils sont basés (espèce animale, type de tissu), mais aussi
des propriétés mathématiques qu’ils présentent.

Courants ioniques. Demultiples courants ioniques sont à considérer lors de la modélisation de la
dynamique membranaire. De nombreuses espèces ioniques présentes dans les milieux intracellu-
laire et extracellulaire peuvent se déplacer de l’un à l’autre, créant ainsi un déplacement de charges
et donc une différence de potentiel (tension) entre ces deux milieux. Cette dernière a souvent une
rétroaction à son tour en actionnant certains mécanismes membranaires qui vont libérer plus
d’ions, comme les pompes à calcium. Parmi ces espèces migratrices, nous retrouvons les plus
couramment prises en compte dans les modèles d’électrophysiologie cardiaque comme les ions
calcium (Ca2+), sodium (Na+) ou potassium (K+). Le comportement individuel de ces espèces peut
être intégré dans plusieurs équations en distinguant les courants entrants (inward) des courants
sortants (outward).

Potentiel d’action. En biologie, la notion de potentiel d’action désigne le phénomène de dépolari-
sation suivie d’une repolarisation des cellules excitables [72].

En électrophysiologie cardiaque, ces cellules sont nommées cardiomyocytes, et elles sont res-
ponsables de la contraction cardiaque. Une illustration d’un potentiel cardiaque est donnée dans
la figure 1.1. Entre deux battements cardiaques, la tension transmembranaire est à une valeur de
repos (aux alentours de −80mV pour des cardiomyocytes) et, suite à une perturbation extérieure
(application d’une tension ou injection de courant par un dispositif, par exemple), ou suite à la
dépolarisation du nœud sinusal, un ensemble de cellules se dépolarise. Ces dernières se dépola-
risent en suivant une dynamique qui leur est propre. La tension transmembranaire augmente alors
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fortement (jusqu’à 50mV en situation non pathologique) et les cellules propagent la perturbation
aux cellules adjacentes. Une fois la vague de dépolarisation initiée, elle se propage à tout le tissu
excitable disponible en suivant des chemins de conduction privilégiés. Au maximum 300ms après
la dépolarisation, les cellules retrouvent peu à peu leur état de repos : elles se repolarisent. L’un des
aspects importants de ce phénomène est l’existence d’une phase dite réfractaire, durant laquelle la
cellule ne permet pas la propagation en restant polarisée.

300ms
−80mV −80mV

+50mV

État de repos

Dépolarisation

Phase plateau

Repolarisation

FIGURE 1.1 – Illustration d’un potentiel d’action cardiaque donné entre −80mV et +50mV, avec en noir l’état de repos,
en bleu la dépolarisation, en orange la phase plateau et en rouge la repolarisation.

1.1 Formalisme général

La formalisation sous forme de circuit électrique que nous emploierons dans la suite se fonde
sur l’ensemble des modèles qui ont été utilisé au cours de cette thèse. Celle-ci est applicable à la
totalité des modèles ioniques utilisés en électrophysiologie cardiaque.

Champs de potentiels électriques. À l’échelle cellulaire (microscopique), il existe deux champs de
potentiel : un champ de potentiel intracellulaire, que nous noterons ui, et un champ de potentiel
extracellulaire, que nous noterons ue. Le saut de ces potentiels à travers la membrane est alors
homogène à une tension notée vm := ui − ue, et est appelé tension transmembranaire. Supposons
maintenant que le comportement de cette tension est dicté par le circuit décrit dans la figure 1.2.

Im

Im ue

ui

vm Cm I1 . . . IM

FIGURE 1.2 – Circuit électrique équivalent d’unemembrane cellulaire sous forme de dipôle équivalent de tension vm,
avec un condensateur Cm et M courants ioniques.

Ce circuit décrit la membrane cellulaire sous la forme d’un dipôle équivalent non linéaire de
tension vm (c’est-à-dire qu’il existe une relation non linéaire telle que Im = Fm(vm,

dvm
dt , . . .)). Il

contient un condensateur équivalent de capacité Cm et une succession de sources de courant
I1, . . . , IM avecM ≥ 1. Chacune de ces sources de courant ionique ajoute une relation courant-
tension décrivant le déplacement des charges relatives à une ou plusieurs espèces ioniques. Ces
relations sont le plus souvent non-linéaires et dépendent à la fois de la tension transmembranaire,
du temps et des autres variables impliquées dans la dynamique ionique. Certains de ces canaux
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sont présentés sous la forme illustrée en figure 1.3, en faisant apparaître une source de tension
Ek et une conductance surfacique non linéaire gk. La somme des courants Ik est généralement
réduite à la forme simplifiée d’une unique source de courant Iion équivalente.

Ek
Ik

1/gk

FIGURE 1.3 – Circuit électrique équivalent pour certains courants membranaires sous la forme d’une batterie en série
avec une conductance variable, le courant s’écrit alors Ik = (vm − Ek) gk.

Variables de porte et variables additionnelles. De nombreuses dynamiques ioniques dans les
modèles dépendent de variables de porte. Ces variables décrivent l’état d’ouverture des pores qui
permettent l’entrée ou la sortie des espèces ioniques à travers la membrane. Souvent notéesw, et
données entre 0 et 1, elles obéissent à une équation de la forme suivante,

dw
dt = w∞ − w

τ
, (1.1)

où τ est un temps caractéristique relatif à l’ouverture et à la fermeture du pore en ms, et w∞ la
valeur d’équilibre dumodèle.

Remarque 1.1. Le temps caractéristique τ n’est pas nécessairement le même pour l’ouverture et
la fermeture du pore, par exemple voir le modèle MS03.

De plus, certains courants dépendent aussi d’autres variables additionnelles, notées η, suivant
l’équation différentielle ordinaire standard suivante,

dη
dt = f(w, η, t), (1.2)

où f décrit la dynamique imposée par le sous-modèle de courant.

Système complet. En supposant que la membrane est isolée dumonde extérieur, la dynamique
membranaire complète est donnée par le système d’équations différentielles ordinaires suivant,

Cm
dvm

dt + Iion(vm, w, η, t) = 0,

dw
dt = w∞ − w

τ
,

dη
dt = f(w, η, t),

(1.3)

(1.4)

(1.5)

avec vm ∈ R, w ∈ RM , η ∈ RN , pour deux nombres entiers positifsM et N , avec le courant
ionique équivalent Iion(vm, w, η, t) :=

∑M
k=1 Ik(vm, w, η, t).

Remarque 1.2. L’équation (1.3) est donnée sans terme source supplémentaire du fait de l’hypo-
thèse d’isolation dumodèle. Cette considération est levée dans la suite du manuscrit en raison du
couplage avec unmodèle de propagation.

1.2 Modèle Mitchell-Schaeffer – 2003

Publié en2003parMitchell et Schaeffer [100], cemodèlephénoménologiqued’activité électrique
de la membrane cardiaque exhibe uniquement deux courants transmembranaires : un entrant
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Jin et un sortant Jout, voir figure 1.4. Une illustration numérique de ce modèle est donnée dans la
figure 1.7.

Jin Jout

FIGURE 1.4 – Vue schématique dumodèle Mitchell-Schaeffer (reproduite depuis cellml.org)

Paramètre Valeur Unité

τin 0.3 -
τout 6 -
τopen 130 -
τclose 150 -
vmin −90 mV
vmax 50 mV
vgate 0.13 -

Variable Valeur initiale Unité

vm 0 -
w 1 -

TABLE 1.1 – Paramètres et valeurs initiales standards utilisés pour le modèle MS03 dans CirCE (sous-section 2.2).

Cemodèle est initialement écrit pour une tension transmembranaire adimensionnée vm, mais
il peut être remis à l’échelle en utilisant des bornes appropriées vmin et vmax enmV, respectivement
la tension au repos et le pic maximal. Le modèle est donné pour quatre temps caractéristiques
positifs en ms, τin relatif au courant Jin, τout relatif au courant Jout, et le couple (τopen, τclose) de
temps caractéristiques d’ouverture et de fermeture relatifs à la variable de porte h, et pour une
tension seuil de basculement vgate.

M
O
D
È
L
E

Modèle 1.1Mitchell-Schaeffer – 2003 (MS03)

Soit la tension transmembranaire adimensionnée vm ∈ C1 (R) et la variable de portew ∈
C1 ([0, 1]), alors la dynamique dumodèle est donnée par le système différentiel suivant,

cm
dvm

dt + Jin(vm, w) + Jout(vm, w) = 0, et
dw
dt =


1 − w

τopen
si vm < vgate,

− w

τclose
sinon,

(1.6)

avec les courants entrant et sortant

Jin(v, w) = wv2 (1 − v)
τin

, Jout(v, w) = − v

τout
, (1.7)

et la normalisation vm = (vmax − vmin) vm + vmin.
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1.3 Modèle Beeler-Reuter – 1977

Publié en 1977 par Beeler et Reuter [21], ce modèle physiologique de potentiel d’action pour
les fibres myocardiques ventriculaires de mammifères, décrit le comportement de quatre canaux
ioniques selon la concentration de trois espèces ioniques différentes : les cations calcium (Ca2+),
potassium (K+) et sodium (Na+), voir figure 1.5. Selon [21], ce modèle a été construit et calibré sur
des données expérimentales issues de plusieurs espèces demammifères (modèles animaux au
sens biologiste). Une illustration numérique de ce modèle est donnée dans la figure 1.7.

Na+ INa

K+ IK1

K+Ix1

Ca2+Is

FIGURE 1.5 – Vue schématique dumodèle Beeler-Reuter (reproduite depuis cellml.org)

Paramètre Valeur Unité

gNa 4.0 mS/cm2

gNa 0.003 mS/cm2

gs 0.09 mS/cm2

ENa 50.0 mV

Variable Valeur initiale Unité

vm −50 mV
m 0.011 -
h 0.0988 -
j 0.975 -
d 0.003 -
f 0.994 -
x1 5.628 × 10−3 -
[Ca]i 1.782 × 10−7 mol

TABLE 1.2 – Paramètres standards et valeurs initiales utilisés pour le modèle BR77 dans CirCE (sous-section 2.2). Les
paramètres sont donnés dans les mêmes unités que l’article originel, mais diffèrent de celles données sur cellml.org,
sans impact sur les unités extérieures aux équations membranaires.
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Modèle 1.2 Beeler-Reuter – 1977 (BR77)

Soit la tension transmembranaire vm ∈ C1 (R) et les six variables de porte w :=
(m,h, j, d, f, x1) ∈ C1 ([0, 1])6 et la variable additionnelle [Ca]i ∈ C1 (R), alors la dynamique
dumodèle est donnée par le système différentiel suivant

cm
dvm

dt + INa(vm, w) + IK1(vm, w) + Ix1(vm, w) + Is(vm, w) = 0,

dw
dt = αww + βw, pourw = x1,m, h, j, d, f ,

d [Ca]i
dt = −0.07 [Ca]i + 10−7Is − 7 × 10−9,

(1.8a)

(1.8b)

(1.8c)

où les coefficients αw et βw sont calculés à partir du tableau 1.3 et de l’expression (1.9), et où
les quatre courants ioniques sont donnés par les équations (1.10) à (1.13), et les sources de
tension par l’équation (1.14).
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Le modèle ionique précédent est donné selon les équations additionnelles suivantes,

αw(v), βw(v) = (C1 exp (C2 (v + C3)) + C4 (v + C5)) / (exp (C6 (v + C3)) + C7) ,

INa(v, w) = (v − ENa)
(
gNam

3hj + gNa
)
,

IK1(v, w) = 0.35
[
4 exp (0.04 (v + 85)) − 1

exp (0.08 (v + 53)) + exp (0.04 (v + 53))

−0.2 v + 23
exp (−0.04 (v + 35)) − 1

]
,

Ix1(v, w) = 0.8x1
exp (0.04 (v + 77)) − 1

exp (0.04 (v + 35)) ,

Is(v, w) = (v − Es(w)) gsfd,

Es(w) = −82.3 − 13.0287 log [Ca]i .

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7

αx1 0.0005 0.083 50 0 0 0.057 1
βx1 0.0013 −0.06 20 0 0 −0.04 1

αm 0 0 47 −1 47 −0.1 −1
βm 40 −0.056 72 0 0 0 0

αh 0.126 −0.25 77 0 0 0 0
βh 1.7 0 22.5 0 0 −0.082 1

αj 0.055 −0.25 78 0 0 −0.2 1
βj 0.3 0 32 0 0 −0.1 1

αd 0.095 −0.01 −5.0 0 0 −0.072 1
βd 0.07 −0.017 44 0 0 0.05 1

αf 0.012 −0.008 28 0 0 0.15 1
βf 0.0065 −0.02 30 0 0 −0.2 1

TABLE 1.3 – Coefficients pour calculer les parties linéaires et non linéaires pour les équations des variables de porte du
modèle 1.2.

1.4 Modèle Ten Tusscher-Noble-Noble-Panfilov – 2004

Publié en 2004 dans Tusscher et al. [154], ce modèle physiologique est le plus complexe de
ceux présentés dans ce manuscrit. Dans ce modèle, de nombreux canaux sont considérés, en
particulier ceux dépendant uniquement des cations calcium Ca2+, potassium K+ et sodium Na+,
mais aussi ceuxdépendantdes interactions entre ces espèces. Lemodèle exposeaussi des échanges
au niveau du réticulum cytoplasmique à l’aide de ces mêmes ions. Les canaux sont distingués
selon leur fonctionnement : b pour background, p pour pump et L pour long-lasting (durable, en
référence à la durée de l’activation). Tous ces canaux peuvent présenter des dynamiques classées
comme rapide ou lente. Une distinction tissulaire est aussi faite au niveau dumodèle; ainsi, certains
paramètres ont une valeur différentes selon que le tissu considéré est épicardique, endocardique
oumidmyocardique. Une illustration numérique de ce modèle est donnée dans la figure 1.7.
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Paramètre Définition Valeur (EPI, MID, ENDO) Unité

C Capacité cellulaire par unité de surface 0.185 µF
R Constante de gaz 8314.472 J/(Kmol)
T Température 310 K
F Constante de Faraday 96 485.3415 C/mmol
VC Volume cytoplasmique 0.016 404 µm3

VSR Volume du réticulum sarcoplasmique 0.001 094 µm3

[Buf]C Concentration totale du tampon cytoplasmique 0.15 mM
[Buf]SR Concentration totale du tampon sarcoplasmique 10 mM
{Ca}i,C Constante de demi-saturation du [Ca]i pour le tampon cytoplasmique 0.001 mM
{Ca}SR Constantededemi-saturationdu [Ca]SR pour le tamponsarcoplasmique 0.3 mM

[K]o Concentration extracellulaire en K+ 0.4 mM
[Na]o Concentration extracellulaire enNa+ 140 mM
[Ca]o Concentration extracellulaire en Ca2+ 2 mM

gK1 Conductance maximale IK1 5.405 nS/pF

gKr Conductance maximale IKr 0.096 nS/pF

gKs Conductance maximale IKs 0.245, 0.062, 0.245 nS/pF
pK,Na Perméabilité relative IKs àNa+ 0.03 -

gNa Conductance maximale INa 14.838 nS/pF

gCa,L Conductance maximale ICa,L 0.001 75 L/(F s)

gCa,b Conductance maximale ICa,b 0.000 592 nS/pF

gto Conductance maximale Ito 0.073, 0.294, 0.294 nS/pF

Imax
Na/K INa/K maximal 1.362 pA/pF

{K}o,Na/K Constante de demi-saturation du [K]o de INa/K 1 mM
{Na}i,Na/K Constante de demi-saturation du [Na]i de INa/K 40 mM

Imax
Na/Ca INa/Ca maximal 1000 pA/pF

{Ca}i,Na/Ca Constante de demi-saturation du [Ca]i de INa/Ca 1.38 mM
{Na}i,Na/Ca Constante de demi-saturation du [Na]i de INa/Ca 87.5 mM
ksat Facteur de saturation pour INa/Ca 0.1 -
α Facteur renforçant la nature extérieure de INa/Ca 2.5 -
γ Paramètre de dépendance à la tension de INa/Ca 0.35 -

gp,Ca Conductance maximale Ip,Ca 0.825 pA/pF
{Ca}i,p,Ca Constante de demi-saturation du [Ca]i de Ip,Ca 0.0005 mmol

gp,K Conductance maximale Ip,K 0.0146 nS/pF

kup Constante de demi-saturation de Iup 0.000 25 mM

Vmaxup Iup maximal 0.000 425 mM/ms
{Ca}SR,rel Constante de demi-saturation du [Ca]SR de Irel 0.25 mM
arel Concentration maximale de [Ca]SR dépendant de Irel 0.016 464 mM/ms
crel Concentration maximale de [Ca]SR indépendant de Irel 0.008 232 mM/ms

Vleak Ileak maximal 8 × 10−5 1/ms

τg Temps caractéristique pour la variable de porte g 2 ms
τfCa Temps caractéristique pour la variable de porte fCa 2 ms

TABLE 1.4 – Paramètres standards utilisés pour le modèle TNNP04 dans CirCE (sous-section 2.2). Les paramètres sont
donnés dans les unités présentes sur cellml.org.
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FIGURE 1.6 – Vue schématique dumodèle Ten Tusscher-Noble-Noble-Panfilov (reproduite depuis cellml.org)

Variable Valeur initiale Unité

vm −86.2 mV
[K]i 1 mM
[Na]i 11.6 mM
[Ca]i 0.0002 mM
[Ca]SR 0.2 mM
Xr1 0 -
Xr2 1 -
Xs 0 -
m 0 -
h 0.75 -
j 0.75 -
d 0 -
f 1 -
fCa 1 -
s 1 -
r 0 -
g 1 -

TABLE 1.5 – Valeurs initiales utilisées pour le modèle TNNP04 dans CirCE (sous-section 2.2).
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Modèle 1.3 Ten Tusscher-Noble-Noble-Panfilov – 2004 (TNNP04)

Soit la tension transmembranaire vm ∈ C1 (R) et les douze variables de porte w :=
(Xr1 , Xr2 , Xs,m, h, j, d, f, fCa, s, r, g) ∈ C1 ([0, 1])12 et les quatre variables additionnelles
de concentration η := ([K]i , [Na]i , [Ca]i , [Ca]SR) ∈ C1 (R)4, alors la dynamique dumodèle
est donnée par le système différentiel suivant

cm
dvm

dt + Iion(w, x, vm) = 0,

dw
dt = αww + βw pourw = Xr1 , Xr2 , Xs,m, h, j, d, f, fCa, s, r, g,

+ les équations de concentration.

(1.15a)

(1.15b)

(1.15c)

L’ensemble des équations et des coefficients peut être retrouvé dans l’article de Tusscher
et al. [154]. Le courant ionique Iion est obtenu de tous les courants présents dans le modèle,

Iion := IpK1 + Ito + IKr + IKs + ICa,L + INa/K + INa + ICa,b

+ INa/Ca + INa,b + Ip,K + Ip,Ca,
(1.16)

et des sources de tension,

ENa := RT

F
log [Na]o

[Na]i
, EK := RT

F
log [K]o

[K]i
,

EKs := RT

F
log [K]o + pK,Na [Na]o

[K]i + pK,Na [Na]i
, ECa := RT

2F log [Ca]o
[Ca]i

.

(1.17)

(1.18)
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FIGURE 1.7 – Simulations effectuées avec CirCE (sous-section 2.2) pour les modèles MS03, BR77 et TNNP04 avec les
paramètres respectifs donnés dans les tableaux 1.1, 1.2 et 1.4.

2 Modèles tissulaires en électrophysiologie cardiaque

D ANS cette section, nous explorons différentsmodèles à l’échelle du tissu, utilisés en électrophy-
siologie cardiaque. Ces modèles sont conçus pour représenter avec précision la propagation
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des signaux électriques à travers le cœur, en tenant compte de sa structure biologique de propaga-
tion tridimensionnelle complexe. Parmi ces modèles, nous détaillerons les modèles bidomaine et
monodomaine.

2.1 Le modèle bidomaine macroscopique

Introduit pour la première fois dans la thèse de Tung [153] en 1978, puis dans l’article de Miller
et Geselowitz [99], le modèle bidomaine se fonde sur des travaux antérieurs de Schmitt [139].
Une représentation schématique dumodèle macroscopique est donnée dans la figure 1.8 et une
explication plus détaillée peut être trouvée dans Pullan, Cheng et Buist [124].

Im

cmIion

ui

ue

Milieu intracellulaire
Milieu extracellulaire
Membrane cellulaire
Volume vers surface membranaire

FIGURE 1.8 – Schéma décrivant le modèle bidomaine. Les domaines intracellulaire (en bas) et extracellulaire (en haut)
sont superposés spatialement, et ils sont connectés grâce à un circuit électrique équivalent de la membrane cellulaire
grâce à un facteur d’échelle volume/surface.

Construction dumodèlemacroscopique. Lemodèle est fondé sur une structure tissulaire sim-
plifiée, présupposant qu’il existe au moins deux domaines disjoints au niveau cellulaire, le milieu
intracellulaire et le milieu extracellulaire. Il suppose aussi que ces derniers sont séparés par une
frontière poreuse nomméemembrane cellulaire. Par la présence d’espèces ioniques chargées dans
ces deux milieux, une tension vm existe à la frontière des deux, et ainsi deux champs de potentiel
coexistent : les potentiels intracellulaire ui et extracellulaire ue (en V). La tension transmembranaire
s’écrit alors comme vm := ui − ue. Par ailleurs, du fait des déplacements de charges y compris au
sein d’un mêmemilieu, il existe aussi deux densités volumiques de courant distinctes (en A/m2), et
celles-ci vérifient les équations suivantes (remarque 1.3) dans leurs milieux respectifs,

Ji = −σi∇ui, et Je = −σe∇ue,

où σi et σe sont respectivement les tenseurs de conductivités intracellulaire et extracellulaire (en
S/m).

Remarque 1.3 Équations de Maxwell en régime quasi-statique. Le régime quasi-statique des
équations de Maxwell suppose que la variation temporelle des champs électromagnétiques est
suffisament lente pour permettre de négliger les termes de dérivées en temps. En particulier,
l’équation d’Ampère-Maxwell devient div (J) = 0 [124]. Il suffit ensuite d’utiliser la loi d’Ohm,
J = σE, puis la loi de GaussE = −∇u pour obtenir que J = −σ∇u.

En pratique, ces conductivités ne sont pas constantes dans les domaines, mais dépendent de la
structure du tissu. En effet, dans le tissu cardiaque, ce sont les fibres qui définissent les axes de
propagationprivilégiés et elles ne sontpas alignéesdans le tissu. La stratégie standardest dedonner
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les coefficients de conductivités dans la base des fibres {ed} (directions longitudinale, transverse et
normale), comme σ(x) :=

∑3
d=1 σded(x)eᵀd (x), avec σd les coordonnées. Par ailleurs, l’estimation

de ces valeurs est difficile, car elles sont dépendantes de la fréquence, varient localement dans la
structure tissulaire et influencent grandement les fronts de propagation [60, 131, 132, 146].

Par ailleurs, si nous supposons que le cœur est isolé et qu’il constitue unmodèle découplé de
tout environnement, alors la somme des courants volumiques associés à Ji et à Je est nulle,

Ii + Ie = 0, (1.19)

avec Ii := div Ji et Ie := div Je (en A/m3). Ainsi, la densité de courant surfacique membranaire Im
(en A/m2) est définie comme vérifiant

χIm := − div Ji = div Je, (1.20)

oùχ est un certain ratio de surfacemembranaire par unité de volume de tissu (en 1/m2). Ce courant
vérifie aussi l’équation décrivant le circuit équivalent membranaire couplée aux autres variables
membranairesw et η,

Im = cm
∂vm

∂t
+ Iion(vm, w, η), (1.21)

où cm est la capacité membranaire surfacique en F/m2.
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Modèle 1.4 Bidomaine macroscopique

Soit Ω un ouvert borné deRd avec d = 1, 2, 3, alors les champs de potentiel ui et ue vérifient
le système d’équations de réaction-diffusion suivant,

− div (σi(x)∇ui) = −χIm(ui − ue), dans Ω × [0, T ],
− div (σe(x)∇ue) = χIm(ui − ue), dans Ω × [0, T ],
+ conditions aux bords,

(1.22a)

(1.22b)

où σi et σe sont les tenseurs de conductivité respectivement intracellulaire et extracellulaire,
χ le ratio de surface membranaire par unité de volume de tissu. Ce système est couplé
spatialement aumodèle de membrane suivant,

Im(vm) := cm
∂vm

∂t
+ Iion(vm, w, η), dans Ω × [0, T ],

∂w

∂t
= αw + β,

∂η

∂t
= f(t, η, w),

(1.23a)

(1.23b)

(1.23c)

avec cm la capacité membranaire surfacique, vm := ui − ue, et (α, β, f, Iion) donnés par le
modèle ionique choisi.

Remarque 1.4. En décrivant l’évolution du potentiel électrique à l’échelle microscopique, une
autre version du bidomaine peut être donnée [19]. En effet, à l’échelle cellulaire, les deux domaines
(intracellulaire et extracellulaire) sont disjoints et uniquement connectés par leurs frontières. Le
modèle obtenu est formé de deux équations de diffusion et d’une partie de couplage membranaire
sur l’interface [20, 35]. Par ailleurs, de précédents travaux ont montré que le modèle bidomaine
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macroscopique peut être retrouvé par processus d’homogénéisation sous hypothèse de périodicité
[4, 13, 38, 48].

Couplage torse-cœur. Lemodèle bidomainepeut être étenduàunmilieu extracardiaquepurement
résistif pour décrire le couplage entre le cœur et le torse. Ce dernier est pris en compte dans le
système en ajoutant une équation de Poisson selon un tenseur de conductivité σt. Le couplage
s’effectue uniquement sur le potentiel extracellulaire, qui est prolongé continûment au domaine
extracardiaque. Une vue schématique est donnée dans la figure 1.9.

Im

cmIion

ui

ue

Milieu intracellulaire
Milieu extracellulaire
Milieu extracardiaque

Membrane cellulaire
Volume vers surface membranaire

FIGURE 1.9 – Schéma décrivant le modèle bidomaine étendu à un domaine extracardiaque. Les domaines intracellulaire
(en bas) et extracellulaire (en haut) sont superposés spatialement, et ils sont connectés grâce à un circuit électrique
équivalent de la membrane cellulaire grâce à un facteur d’échelle volume/surface.
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Modèle 1.5 Bidomaine macroscopique couplé à un domaine extracardiaque

Soient ΩM et ΩT deux ouverts bornés connectés de Rd avec d = 1, 2, 3, alors les champs
de potentiel ui et ue vérifient le système d’équations de réaction diffusion (sous forme
parabolique-parabolique) suivant

− div (σi∇ui) = −χIm(ui − ue), dans ΩM × [0, T ],
− div (σe∇ue) = χIm(ui − ue), dans ΩM × [0, T ],
− div (σt∇ue) = 0, dans ΩT × [0, T ],
+ conditions aux bords sur ui et ue,

(1.24a)

(1.24b)

(1.24c)

où σi, σe et σt sont les tenseurs de conductivité respectivement intracellulaire, extracellulaire
et extracardiaque,χ le ratio de surfacemembranaire par unité de volumede tissu. Ce système
est aussi couplé spatialement aumodèle demembrane sur ΩM, voir le modèle bidomaine
macroscopique.

2.2 Le modèle monodomaine

Le modèle monodomaine constitue une approximation dumodèle bidomaine dans la plupart
des cas. En effet, il découle naturellement de ce dernier si nous supposons que les conductivités
intracellulaire et extracellulaire sont proportionnelles. Ainsi, si σi = λσe, avec λ la constante de
proportionnalité, alors le système bidomaine peut être reformulé selon les inconnues (vm, ue)
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comme, {
− div (σi∇ (vm + ue)) = −χIm(vm),
− div (σi∇ui) − div (σe∇ue) = 0.

(1.25a)

(1.25b)

Cette deuxième équation permet d’écrire,

− div (σe∇ue) = div (σi∇ui) = λ

λ+ 1 div (σe∇vm) ,

et donc une substitution dans la première équation donne,

div (σi∇ (vm + ue)) = λ

λ+ 1 div (σe∇vm) . (1.26)
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Modèle 1.6Monodomaine

Soit Ω un ouvert borné deRd avec d = 1, 2, 3, alors la tension transmembranaire vm et les
deux champs de potentiel (ui, ue) vérifient le système suivant

− div (σm∇vm) = −χIm(vm), dans Ω × [0, T ],
− div (σe∇ue) = div (σm∇vm) , dans Ω × [0, T ],
ui = vm + ue dans Ω × [0, T ],
+ autres conditions aux bords sur vm et ue,

(1.27a)

(1.27b)

(1.27c)

(1.27d)

où σe et σm = λ
λ+1σe = 1

λ+1σi =
[
σ−1

e + σ−1
i

]−1
sont les tenseurs de conductivité respec-

tivement extracellulaire et monodomaine, χ le ratio de surface membranaire par unité de
volume de tissu. Ce système est aussi couplé spatialement au modèle de membrane sur ΩM,
voir le modèle bidomaine macroscopique.

Dans le cas où σi = λσe, les solutions de ce système coïncident exactement avec celles du
modèle bidomaine. Néanmoins, dans le cas où cette hypothèse n’est pas vraie, les solutions ne
coïncident plus. En effet, dans le cas général, l’opérateur bidomaine exactAb =

[
A−1

i + A−1
e

]−1
,

oùAi = div (σi∇ (·)) etAe = div (σe∇ (·)), n’est pas un opérateur différentiel. Cependant, il a été
montré que l’opérateur monodomaine reste une bonne approximation de l’opérateur bidomaine
quant à la position des fronts d’ondes [41, 110, 123], et que cette approximation peut être ajustée
autrement qu’en prenant σm comme la moyenne harmonique des conductivités σi et σe.

Bien que le modèle monodomaine a autant d’équations que le modèle bidomaine classique, il
peut être ramené à un système plus petit dans le cas où seule la tension transmembranaire veut
être observée. Les équations pour obtenir ue et ui sont alors vues comme des équations de post-
traitement sur la solution vm dumonodomaine. Dans ce cas, considérer uniquement la première
équation sur vm et le modèle ionique associé permet une résolution numérique du problème plus
rapide par rapport au bidomaine. En effet, le problème ne fait plus apparaître qu’une équation de
réaction-diffusion (équation de la chaleur avec un terme source non linéaire ionique).

3 Modèles de stimulations

À dessein, les conditions aux bords n’ont pas été explicitées dans les modèles de propagation
précédents (modèles 1.4 à 1.6). En dehors des conditions aux bords traditionnelles telles que

l’isolation dumodèle, des conditionsmiroirs ou de transparence, cette section se concentre sur une
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exploration approfondie de la prise en compte des stimulations dans les modèles. Cela inclut par
exemple l’intégration de celles-ci à travers des conditions aux bords et un couplage aussi précis que
possible avec unmodèle de stimulateur cardiaque implantable, car les appareils de stimulation
sont en contact direct avec le tissu via les électrodes implantées.

3.1 Le modèle monodomaine avec un relèvement de courant

Lorsque le modèle bidomaine est remplacé par son approximation monodomaine, l’un des
points délicats est l’ajout d’un termede stimulationextracellulaire dans le système. Eneffet, puisque
vm est désormais la seule inconnue, une telle stimulation ne peut plus être directement être pris
en compte dans les équations comme précédement. Cependant, un autre terme source peut être
construit en repartant du modèle bidomaine et en utilisant le principe de superposition sur le
potentiel extracellulaire.

Considérons deux termes de stimulation, l’un volumique noté f et l’autre surfacique noté g
(condition aux bords sur Γg ⊂ ∂Ω). Alors, le modèle bidomaine classique s’écrit avec ces termes
sous forme parabolique-elliptique comme,

− div (σi∇ (vm + ue)) = −χIm(vm), dans Ω × [0, T ]
− div (σi∇ui) − div (σe∇ue) = f, dans Ω × [0, T ],
− σe∇ue · n = g, sur Γg × [0, T ],
+ autres conditions aux bords sur ui et ue,

où n est la normale sortante à Ω.
En utilisant le principe de superposition, le potentiel extracellulaire est écrit comme la somme

de deux potentiels découplés u(1)
e et u(2)

e , où u(1)
e est supposé ne dépendre que de la tension

transmembranaire vm, tandis que u(2)
e est supposé ne dépendre que des stimulations. Ainsi, écrire

ue = u
(1)
e + u

(2)
e est une approximation qui permet de découpler le système bidomaine comme,

− div
(
σi∇

(
vm + u(1)

e

))
= −χIm(vm) + div

(
σi∇u(2)

e

)
, dans Ω × [0, T ],

− div
(
(σe + σi) ∇u(1)

e

)
= div (σi∇vm) , dans Ω × [0, T ],

− σe∇u(1)
e · n = 0, sur Γg × [0, T ],

+ autres conditions aux bords sur vm + u(1)
e et u(1)

e ,

(1.29a)

(1.29b)

(1.29c)

et − div
(
(σi + σe) ∇u(2)

e

)
= f, dans Ω × [0, T ],

− σe∇u(2)
e · n = g, sur Γg × [0, T ].

(1.30a)

(1.30b)

Ainsi, il suffit maintenant de procéder comme dans le problème monodomaine classique et
de remplacer div

(
σi∇

(
vm + u

(1)
e
))

par son approximation monodomaine div (σm∇vm) [40, 41],
pour obtenir un nouveaumodèle monodomaine qui comprend une stimulation extracellulaire.
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Modèle 1.7Monodomaine avec relèvement de courant

Soit Ω un ouvert borné deRd avec d = 1, 2, 3, alors la tension transmembranaire vm et les
deux champs de potentiel

(
ui, u

(1)
e
)
vérifient le système suivant,

− div (σm∇vm) = −χIm(vm) + div
(
σi∇u(2)

e

)
, dans Ω × [0, T ],

− div
(
σe∇u(1)

e

)
= div (σm∇vm) , dans Ω × [0, T ],

+ autres conditions aux bords sur vm et u(1)
e ,

(1.31a)

(1.31b)

où σe et σm sont les tenseurs de conductivité respectivement extracellulaire et monodo-
maine, χ le ratio de surface membranaire par unité de volume de tissu. Ce système est aussi
couplé spatialement au modèle de membrane sur ΩM, voir le modèle bidomaine macrosco-
pique (modèle 1.4). Le champ de potentiel u(2)

e vérifie le système d’équations (1.30a)-(1.30b),
où σi est le tenseur de conductivité intracellulaire. Le champ de potentiel intracellulaire
s’obtient algébriquement comme,

ui = vm + u(1)
e + u(2)

e . (1.32)

Remarque 1.5 Découplage des équations. Si nous supposons que la stimulation n’est que d’un
seul type (soit surfacique, soit volumique), et qu’il existe une séparation des variables d’espace et de
temps pour la décrire (c’est-à-dire f(x, t) = h(t)k(x)) alors le système d’équations (1.30a)-(1.30b)
est linéaire. Le champ de potentiel u(2)

e s’écrit alors comme u(2)
e (x, t) = h(t)u(2)

e (x), et le système
peut être résolu une seule fois pour calculer u(2)

e (x).

3.2 Stimulation ionique, stimulation par injection de courant et par application de tension

En pratique, dans le milieu médical ou expérimental, une stimulation peut être appliquée
de deux façons différentes : par injection de courant ou par application de tension. Le tissu est
relié au générateur (de courant ou de tension) à travers un système d’électrodes de stimulation.
Mathématiquement, ces deux processus se modélisent de façon différente. Il existe aussi un autre
type de stimulation utilisée en électrophysiologie cardiaque : la stimulation ionique, en modifiant
directement le modèle ionique.

3.2.1 Stimulation ionique

La stimulation ionique est la seule possible lorsque que nous ne considérons que des modèles
demembrane seules 1, c’est-à-dire desmodèles sans propagation spatiale (voir section 1 du présent
chapitre). En effet, cesmodèles se présentent sous la formed’un systèmed’équations différentielles
ordinaires indépendantes de l’espace, et ils permettent de modéliser le comportement d’une
seule membrane. Comme il n’y a plus de propagation, il n’est plus possible qu’une membrane
se dépolarise grâce à ses voisines sous la forme d’une propagation de front, il faut donc ajouter
un terme de stimulation interne au modèle. Par exemple, il suffit d’ajouter dans le modèle un
générateur de courant additionnel, en parallèle avec Iion (tous les autres générateurs ioniques).

Souvent noté Iapp, il est destiné à reproduire la propagation selon un comportement périodique.
Une illustration du circuit équivalent est donnée dans la figure 1.10 sur la base de la figure 1.2. En
conséquence de cette modification, l’équation décrivant le comportement de la tension membra-

1. Présentation standard sur cellml.org.
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FIGURE 1.10 – Circuit électrique équivalent d’unemembrane cellulaire avec stimulation ionique sous forme de dipôle
équivalent de tension vm avec un condensateur Cm, d’un courant ionique Iion et d’un courant de stimulation Iapp.

naire vm (1.3) est modifiée,

cm
dvm

dt + Iion (vm, w, x, t) + Iapp (t) = 0. (1.33)

Il est important de noter que nombre de modèles ioniques incorporent ce générateur additionnel
plus profondément dans le modèle en modifiant aussi les dynamiques potassiques [K]i associées
aux ions potassium K+ (voir le modèle TNNP04 sur cellml.org par exemple).

3.2.2 Application de tension

La stimulation par application de tension est prise en compte dans le modèle à travers une
condition de bord de type Dirichlet, ou alors sous la forme d’un terme source volumique. Lorsque
utilisée sous la forme de conditions aux bords, elle signifie que nous sommes en train d’imposer des
électrodes isopotentielles. Il n’y a aucune condition de compatibilité avec le modèle à prendre en
comptemis à part de s’assurer de prendre des valeurs physiologiques lorsque utilisé en conjonction
d’unmodèle ionique par exemple.

3.2.3 Injection de courant

La stimulation par injection de courant est prise en compte dans le modèle à travers une condi-
tionde typeNeumann, cequi consiste à imposer le flux sur une certainepartie dubord.Usuellement,
dans le cas de simulation de stimulations réalistes, cette condition aux bords concerne uniquement
le champ de potentiel extracellulaire ue.

Remarque 1.6. Il est aussi envisageable qu’une stimulation par injection de courant soit aussi
applicable au champ de potentiel intracellulaire, par exemple pour modéliser les expériences de
patch clamp en 3D [45, 163, 165].

Formalisme. Pour plus de simplicité, considérons l’équation de Poisson suivante, où u est un
champ de potentiel et σ un tenseur de conductivité,

− div (σ∇u) = 0. (1.34)

Par ailleurs, supposons que nous ayons L ≥ 2 électrodes, et que ces dernières sont numérotées
de 1 à L avec bord géométrique Γ` ∈ ∂Ω. Par analogie, le domaine Ω désigne ici la réunion du
domaine extracellulaire et du domaine extracardiaque dans le cas du modèle bidomaine. Alors, la
densité surfacique de courant les traversant est notée j`, et la condition de bord associée s’écrit sur
chacun des bords Γ` comme,

−σ∇u · n = j`, (1.35)

où n désigne la normale sortante à Ωe, et σ est le tenseur de conductivité du domaine.
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Conditions de conservation de courant. L’une des conditions communément supposée est la
condition de conservation de courant, c’est-à-dire que la somme des courants entrants et sortants
est nulle,

L∑
`=1

∫
Γ`

j` = 0. (1.36)

Remarque 1.7. Cette condition est physiquement compréhensible, mais elle est aussi nécessaire
par ailleurs si nous regardons l’équation (1.34). En effet, appliquer le théorème de la divergence sur
l’équation de propagation nous donne en particulier que la somme des flux des courants entrants
doit être nulle.

Densité surfacique de courant répartie uniformément. Dans les modèles les plus simples avec
injection de courant, ce n’est pas j` qui est directement imposé, mais son intégrale sur l’électrode,
c’est-à-dire,

I`(t) =
∫

Γ`

j`(·, t). (1.37)

Par exemple, dans le modèle ave-gap [36, 143], il est supposé que la densité surfacique de courant
est uniformément distribuée sur l’électrode et qu’elle est nulle à l’extérieur du support de toutes
les électrodes, − σ∇u · n = I`(t)

|Γ`|
, sur Γ`, et pour ` = 1, . . . , L,

− σ∇u · n = 0, sur ∂Ωe\ ∪L
`=1 Γ`.

(1.38a)

(1.38b)

Selon Somersalo, Cheney et Isaacson [143] le modèle ave-gap n’est pas adéquat, car il surestime la
résistivité du milieu en ignorant les effets des électrodes métalliques qui constituent un chemin de
faible résistance pour le courant. Cette difficulté est contournable comme expliqué dans l’article,
en ajoutant des inconnues supplémentaires (U`)L

`=1 dans le modèle, de sorte que les électrodes
soient isopotentielles pour obtenir le modèle de shunt,

− σ∇u · n = j` sur Γ`, et pour ` = 1, . . . , L,
− σ∇u · n = 0 sur ∂Ωe\ ∪L

`=1 Γ`

u = U` sur Γ`, et pour ` = 1, . . . , L,

(1.39a)

(1.39b)

(1.39c)

où les j` vérifient (1.36) et les U` vérifient
∑L

`=1 U` = 0. Ce problème est bien déterminé si nous y
ajoutons les deux dernières conditions de compatibilité. En pratique, il est possible d’utiliser les
conditions u = U` comme des contraintes face à des données expérimentales.

Approche avec couche de résistance. Il a été montré que ce modèle n’est pas suffisant pour
reproduire des mesures expérimentales [143], et qu’il manque une résistance supplémentaire
pour reproduire l’effet électrochimique non pris en compte entre l’électrode et le milieu. En effet,
il se forme à cette interface une fine couche très résistive. Pour modéliser cela, les auteurs ont
proposé d’introduire une impédance de contact z` relative à l’électrode `. Une illustration du circuit
équivalent décrivant ce contact est donnée dans la figure 1.11.

Le modèle d’électrodes complet (complete electrode model) est donc décrit à l’aide de la condi-
tion de bord suivante,

−σ∇u · n = j`(x, t) := u(x, t) − U`(t)
z`

, sur Γ`, et pour ` = 1, . . . , L. (1.40)
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u(x, t) U`(t)
Pour tout x ∈ Γ`,

FIGURE 1.11 – Circuit électrique équivalent dumodèle de contact avec couche résistive dans le cas dumodèle à électrodes
complètes.

3.3 Modèles de stimulateur cardiaque

Dans le chapitre d’introduction à la section 1, nous avons déjà introduit les stimulateurs car-
diaques et leur rôle essentiel pour palier les défaillances cardiaques d’ordre électrique (bradycardie
ou tachycardie, par exemple). Nous rappelons que les stimulateurs sont composés de deux parties
principales connectées, le boîtier contenant la batterie et le circuit interne électrique, et la sonde
cardiaque de stimulation implantée dans le myocarde (muscle cardiaque). Nous rappelons aussi
que l’efficacité de l’appareil est une question majeure, autant en terme de performance que de
longévité énergétique, puisque le remplacement d’une batterie implique une intervention chirur-
gicale pour le patient et donc des risques. De nombreuses avancées technologiques continuent
d’améliorer la qualité de vie des patients porteurs de stimulateurs cardiaques, tout en réduisant
les complications et en prolongeant la durée de vie des dispositifs.

3.3.1 Principe général

Nous supposons ici que le principe de fonctionnement avancé ci-après est le même pour tous
les stimulateurs (information propriétaire, en pratique). Le stimulateur doit délivrer une certaine
quantité d’énergie destinée à provoquer in fine la contraction cardiaque. Cette énergie pourrait
prendre deux formes, comme nous l’avons expliqué dans la section précédente : une injection
de courant, une application de tension. Après discussion avec le partenaire industriel, nous nous
sommes concentrés sur les modèles en tension.

Dans la suite, nous nous concentrerons sur les stimulateurs ayant un circuit électrique interne
équivalent de la forme la plus simple possible. Une illustration du circuit est donnée dans la
figure 1.12. Le circuit étudié comporte deux condensateurs, quatre résistances équivalentes et
trois jeux d’interrupteurs différents. Le premier des condensateurs sert de réservoir d’énergie pour
la stimulation, et c’est lui qui, en se déchargeant dans le tissu à travers les électrodes, fournit
l’essentiel de l’énergie au tissu. Les différents interrupteurs sont aussi importants dans le processus,
car ils permettent par exemple de passer d’une stimulation bipolaire à unipolaire, mais aussi de
déconnecter du tissu le condensateur principal du circuit afin qu’il soit rechargé pour la prochaine
stimulation. Le détail des différents blocs qui constitue le cycle de stimulation est détaillé ci-après.

Remarque 1.8. Le circuit équivalent présenté dans la figure 1.12 est aussi précis que possible.
Cependant, il reste incomplet par rapport à la complexité réelle d’un stimulateur cardiaque, dans
la mesure où les détails techniques dépendent du fabricant.

3.3.2 Les phases au cours d’un cycle de stimulation

Comme évoqué précédement, du fait du jeu d’interrupteurs à l’intérieur du stimulateur étudié,
un cycle de stimulation est divisé en quatre parties distinctes. Le signal obtenu n’est pas continu
et correspond donc à plusieurs sous-circuits différents obtenus selon la configuration des inter-
rupteurs. Chacune de ces phases a un rôle bien déterminé, notamment pour contrer l’effet de
polarisation des électrodes. En effet, lors du passage d’un courant électrique, la couche ionique à
la surface des électrodes se charge et perturbe la quantité d’énergie que reçoit réellement le tissu.
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FIGURE 1.12 – Schéma simplifié du circuit électrique d’un stimulateur cardiaque à trois électrodes. Le circuit contient
une batterie (à gauche), deux condensateurs (Cets et Cts) et quatre résistances (résistance de recharge Rrec, résistance
de blocage Rblock, et deux résistances de câbles Rw,tip et Rw,ring). Il y a aussi trois jeux d’interrupteurs, en vert celui
qui permet de passer du circuit de charge à celui de stimulation, en rouge celui qui décrit les différentes parties de la
stimulation, et en bleu celui qui permet de faire des stimulations bipolaires (tip-ring) ou des stimulations unipolaires
(tip-boîtier).

Amplitude

Durée

(a) Impulsion

(b) Transition

(c) Décharge des contacts

(d) Recharge & attente

FIGURE 1.13 – Illustration non à l’échelle de la tension mesurée Vmeas au cours d’un cycle de stimulation divisé en 4
morceaux : impulsion, transition, décharge des contacts et recharge. La stimulation est caractérisée par son amplitude et
sa durée.
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a) L’impulsion. Cette phase a un rôle majeur dans le processus de stimulation, car c’est elle qui
contient les caractéristiques principales de la stimulation. Le stimulateur délivre l’énergie destinée
à induire une contraction cardiaque. En pratique, une stimulation est caractérisée durant cette
phase par deux paramètres : l’amplitude et la durée de l’impulsion. Une illustration schématique
du signal est donnée dans la figure 1.13. Les valeurs usuelles d’amplitude et de durée d’impulsion
varient respectivement entre 0.1mV et 6.0mV, et 0.1ms et 2.0ms.

Durant cette phase le circuit interne du stimulateur est en position de stimulation, le condensa-
teurCets se décharge dans le tissu à travers les électrodes. Les interrupteurs vert et rouge de la
figure 1.12 sont en position 1 . Les deux condensateursCets etCts sont en série avec la résistance
interneRint et les deux résistances de câblesRw,ring etRw,tip. Une illustration du circuit est donnée
dans la figure 1.14

Cets

Courant

Cts

Rint  Électrode boîtier

Rw,ring

 Électrode ring

Rw,tip
 Électrode tip

U

B

.

.

Vmeas

FIGURE 1.14 – Schéma simplifié du circuit électrique d’un stimulateur cardiaque durant l’impulsion.

(b) La phase de transition. Le changement d’état des interrupteurs n’est pas instantané, il existe
donc un court laps de temps (de l’ordre de 122 µs) durant lequel l’état du circuit est particulier, et
où tous les interrupteurs déconnectent les dipôles du circuit. En conséquence, aucun courant n’est
censé traverser le circuit interne et cet état peut être modélisé grâce une résistance théoriquement
infinie. Une illustration est donnée dans la figure 1.15.

 Électrode boîtier

Rw,ring

 Électrode ring

Rw,tip
 Électrode tip

R∞

U

B

.

.

Vmeas

FIGURE 1.15 – Schéma simplifié du circuit électrique d’un stimulateur cardiaque durant la phase de transition.

(c) La décharge des contacts. Aussi connue sous le nom de output capacitor discharge (OCD), cette
phase a été introduite dans le cycle de stimulation dans le but de contrer les effets capacitifs obser-
vés à la surface des électrodes. Durant cette phase, le condensateur principalCets est déconnecté
du tissu et est reconnecté à son circuit de charge.

Ainsi, il ne reste que le deuxième condensateurCts dans le circuit principal. Ce dernier s’étant
chargé durant la phase d’impulsion avec un signe contraire à l’impulsion, il se décharge à son tour
dans le tissu à travers les électrodes durant une longue période allant de 12.2ms à 58.5ms.

L’interrupteur vert de la figure 1.12 est en position par défaut 0 , tandis que le rouge est
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FIGURE 1.16 – Schéma simplifié du circuit électrique d’un stimulateur cardiaque durant la décharge. Le circuit est divisé
en deux sous circuits, l’un consacré à la décharge des contacts (droite), l’autre destiné à la recharge du condensateur
principal Cets.

sur 2 . Une illustration du circuit est donnée dans la figure 1.16.

(d) La phase d’attente entre les stimulations. Durant cette phase, le stimulateur est en attente de
la prochaine stimulation, le condensateur principalCets se recharge jusqu’à l’amplitude souhaitée.
Le stimulateur reste néanmoins connecté au tissu, mais il fait intervenir une résistance Rblock
suffisamment haute de sorte que le courant ne passe plus dans le circuit à travers les électrodes.
Cette résistance est généralement de l’ordre de 80 kΩ.
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 Électrode tip

U

B

.

.

Vmeas

FIGURE 1.17 – Schéma simplifié du circuit électrique d’un stimulateur cardiaque entre les stimulations. Le circuit est divisé
en deux sous-circuits, l’un étant connecté au tissu (droite), l’autre destiné à la recharge du condensateur principal Cets.

Les deux interrupteurs vert et rouge de la figure 1.12 sont en position par défaut 0 . Une
illustration du circuit est donnée dans la figure 1.17.

3.3.3 Équations du stimulateur

Lemodèle décrivant le comportement de ces quatre phases est obtenu grâce à la loi des nœuds
et à la loi des mailles. Pour plus de simplicité, notonsRw la résistance équivalente des câbles qui
vautRw,ring +Rw,tip enmode bipolaire ou simplementRw,tip en unipolaire.

(a) L’impulsion. Partant de charges initiales qets,0, qts,0 ∈ R, alors le courant initial I0 de la phase
d’impulsion vérifie l’équation suivante,

RpulseI0 + qets,0

Cets
+ qts,0

Cts
+ δ0 = 0, (1.41)

oùRpulse := Rw +Rint, et où δ0 dénote la valeur initiale de la tension entre les électrodes. Comme
aucune équation pour décrire le comportement de cette dernière n’est encore connue, il est im-
portant de souligner que δ0 peut dépendre du courant initial I0. Étant donné les quatre valeurs
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initiales (I0, qets,0, qts,0, δ0) ∈ R4, la phase d’impulsion doit vérifier le système d’équations suivant,

dI
dt + I

τpulse
+ 1
Rpulse

dδ
dt = 0,

dqets

dt = I,

dqts

dt = I,

(1.42a)

(1.42b)

(1.42c)

où τpulse := RpulseCpulse est la constante de temps dépendante de la capacité équivalenteCpulse :=(
1

Cets
+ 1

Cts

)−1
.

(b) La phase de transition. Repartant de l’état final de la phase précédente, le courant initial I0 de
la phase de transition vérifie,

RswitchI0 + δ0 = 0, (1.43)

oùRswitch := Rw +R∞. Cette équation signifie théoriquement que I0 = 0 pour cette phase. Par
ailleurs, les charges des condensateurs doivent être figées durant cette phase, et donc le système
d’équations suivant est vérifié durant la phase de transition est,

dI
dt + 1

Rswitch

dδ
dt = 0,

dqets

dt = 0,

dqts

dt = 0.

(1.44a)

(1.44b)

(1.44c)

(c) La décharge des contacts. Durant cette phase, seul le deuxième condensateurCts est connecté
au tissu. Partant de sa charge initiale, le courant initial I0 vérifie,

RocdI0 + qts,0

Cts
+ δ0 = 0, (1.45)

oùRocd := Rw +Rint, et δ0 est la valeur initiale de tension entre les électrodes. Le système suivant
est vérifié dans le sous-circuit connecté au tissu,

dI
dt + I

τocd
+ 1
Rocd

dδ
dt = 0,

dqts

dt = I,

(1.46a)

(1.46b)

avec τocd := RocdCts. Le premier condensateurCets est quant à lui connecté au circuit de charge,
et sa charge vérifie l’équation suivante,

dqets

dt + qets

τrec
+ E

Rrec
= 0, (1.47)

où la constante de temps est τrec := RrecCets, et E la valeur de tension imposée par la batterie.
Cette équation peut être résolue analytiquement, et l’évolution de la charge est donnée par

qets(t) = (qets,0 + CetsE) exp
(

− t

τrec

)
− CetsE. (1.48)
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(d) La phase d’attente entre les stimulations. De nouveau, durant cette phase seul le deuxième
condensateurCts est connecté au tissu. Partant de sa charge initiale, le courant initial I0 vérifie

RwaitI0 + qts,0

Cts
+ δ0 = 0, (1.49)

oùRwait := Rw +Rint +Rblock, et δ0 est la valeur initiale de tension entre les électrodes. Le système
suivant est vérifié dans le sous-circuit connecté au tissu,

dI
dt + I

τwait
+ 1
Rwait

dδ
dt = 0,

dqts

dt = I,

(1.50a)

(1.50b)

avec τwait := RwaitCts. Durant cette phase, Cets est toujours branché au circuit de recharge. Sa
charge est donnée par (1.48).
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Modèle 1.8 Stimulateur cardiaque à 4 phases

Soient les inconnues suivantes :

— qets et qts les deux charges en µC, associées respectivement aux condensateursCets et
Cts,

— I le courant en µA associé au sous-circuit du stimulateur toujours connecté au tissu,
— δ la tension entre les deux électrodes considérées, tip-ring en bipolaire ou tip-boîtier

en unipolaire.

Alors, l’état d’un stimulateur cardiaque ayant un circuit équivalent de la forme 1.12 vérifie
successivement :

— les équations (1.42a) à (1.42c) pendant l’impulsion,
— les équations (1.44a) à (1.44c) pendant la phase de transition,
— les équations (1.46a) et (1.46b) pendant la décharge des contacts, et
— les équations (1.50a) et (1.50b) entre les stimulations.

Le passage d’une phase à l’autre est assuré par la conservation des charges qets et qts, et des
conditions sur le courant, équations (1.41), (1.43), (1.45) et (1.49).

Paramètre (1) (2) Unité

Cets 10.0 47.0 µF
Cts 10.0 47.0 µF
Rblock 80.0 0.499 kΩ
Rrec 5.0 5.0 kΩ
Rint 0.1 0.1 kΩ
Rw,tip 0.028 0.028 kΩ
Rw,ring 0.080 0.080 kΩ
Durée transition 122.0 122.0 µs
Durée OCD 12.2 58.5 ms

TABLE 1.6 –Paramètres dumodèle stimulateur pour deux stimulateurs différents : (1) Pacemaker Borea™ (MicroPort® CRM),
(2) PSA (Pacing System Analyzer). Ces paramètres sont ceux sur lesquels s’appuient nos premiers tests.
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4 Modèles d’interface électrode-tissu

C ETTE section se concentre sur la modélisation des interfaces électrode-tissu. L’objectif est
d’établir des modèles d’interactions électriques se produisant à l’interface entre les électrodes

des stimulateurs cardiaques implantables et l’environnement auquel elles sont connectées, pour
les coupler aumodèle stimulateur précédent. La compréhension de la physique associée est impor-
tante pour la modélisation de ces interfaces, et surtout pour assurer la crédibilité de nos modèles
face à des données expérimentales. Pour établir cesmodèles, nous nous appuyons sur les concepts
théoriques présentés dans le livre de Martinsen et Heiskanen [95]. Ce livre est connu pour son
analyse approfondie de la bio-impédance et des propriétés électriques des tissus biologiques,
et il donne ainsi une base de départ solide pour le développement de nos modèles d’interface
électrode-tissu. Par ailleurs, la modélisation de ces interfaces est au centre de nombreuses re-
cherches scientifiques [77, 105]. En effet, l’étude de ces interfaces est complexe, principalement en
raison de la dépendance à la fréquence du signal de la stimulation [95, 97, 111], ce qui complique
également les modèles obtenus.

4.1 Circuit équivalent non-linéaire et non-idéal

4.1.1 Les mécanismes impliqués : déplacement d’ions, d’électrons et charge de double couche

Selon Martinsen et Heiskanen [95], plusieurs mécanismes de conductions ont lieu aux élec-
trodes, certains impliquant le transfert de charge à travers desmouvements d’électrons, et d’autres
impliquant le déplacement d’espèces ioniques (ou molécules) à la surface ou près de l’électrode.
Ainsi, ils listent les quatre quantités suivantes.

Q1 (Charge de la double couche). La quantité de charge électrique stockée dans la double couche
électrique formée à l’interface entre l’électrode et la solution électrolytique [27, 59, 95].

Q2 (Transfert d’électrons). La vitesse à laquelle les électrons sont transférés auxmolécules ou aux
ions de la solution, et qui peuvent subir une réaction électrochimique. Les électrons sont transférés
à proximité ou à la surface de l’électrode, au sein de la double couche électrique dans le milieu
(voir par exemple pour plus de détails [93, 155]).

Q3 (Déplacement de réactifs). La quantité de réactifs qui peuvent être acheminés vers le lieu de
la réaction électrochimique et la quantité de produits formés qui peuvent être évacués de ce site.

Q4 (Sorption). La sorption des espèces à la surface de l’électrode, adsorption ou adhérence des
molécules ou ions présents dans la solution sur la surface de l’électrode [9].

4.1.2 Les branches équivalentes

Ces quatremécanismes complexes sont résumés dans la figure 1.18 en trois branches distinctes.
Ces branches permettent le transfert du courant de l’électrodemétallique à la solution électroly-
tique, mais elles font intervenir des dipôles équivalents qui sont dépendants de la fréquence. Cet
aspect, bien connu dans la littérature [17, 22, 78, 95], rend le modèle complexe à utiliser tel quel
dans notre cas. Néanmoins, cette dépendance à la fréquence est utilisée dans le milieu médical
pour analyser la bio-impédance. Cette technique, non invasive et économique, est fréquemment
employée pour mesurer la composition corporelle et évaluer l’état de santé [78, 96].

Branche double couche (Q1). La charge de la double couche est modélisée par un condensateur
de capacitéCdl.
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FIGURE 1.18 – Circuit électrique équivalent d’un modèle de contact à trois branches : double couche, Faraday et sorption.
Cemodèle décrit schématiquement les processus impliqués à la surface ou près de l’électrodemétallique qui permettent
le passage du courant de l’électrode à la solution électrolytique. Il est en grande partie dépendant de la fréquence, et cet
aspect est symbolisé par des résistances et des condensateurs variables qui sont regroupés sous forme demodèle de
Cole dans le circuit. Schéma reproduit depuis Martinsen et Heiskanen [95].

Branche de Faraday (Q2) & (Q3). Elle exprime un courant de Faraday If généré par la réduction
ou l’oxydation d’une substance chimique au niveau d’une électrode. Elle est constituée de,

— une première résistance, Ret, pour modéliser le transfert des électrons entre le métal de
l’électrode et la solution.

— une batterie B pour modéliser le potentiel de demi-cellule. Ce dernier est le potentiel déve-
loppéà l’électrodede chaquedemi-cellule dans une cellule électrochimique.Unedemi-cellule
est une partie de la cellule électrochimique où se produit soit l’oxydation, soit la réduction.
Elle contient une électrode plongée dans une solution contenant des ions capables de parti-
ciper à la réaction redox. Du fait de la présence de cette batterie, ce modèle de contact n’est
pas linéaire.

— unmodèle d’admittance parallèle de typeCole,modélisant le comportement desmatériaux et
des systèmes électriques, en particulier ceux avec des propriétés capacitives et résistives non
idéales (dépendant de fréquence par exemple). Dans notre cas, ce modèle de Cole modélise
les processus lents comme le transfert de masse et les réactions lentes sur l’électrode. Le
terme d’admittance désigne le nombre complexe étendu qui, réduit à sa partie réelle, coïncide
avec la résistance.

— cemodèle d’admittance est mis en parallèle d’une résistance additionnelle,Gdc, insensible
aux changements de fréquences.

Branche de sorption (Q4). Cette branche nemodélise que lesmodifications ioniques n’impliquant
pas les électrons de l’électrode métallique. Elle est constituée d’une résistance pour limiter le
courant et d’un modèle de type Cole, d’impédanceZsorp, qui ne laisse pas passer les courants DC
(direct current).

4.2 Circuits simplifiés de contact

En dépit de la complexité du modèle à trois branches présenté précédement, il existe des
modèles équivalents plus simples pour modéliser l’interface électrode-solution électrolytique.

Ces modèles, issus de [95], sont construits en négligeant certaines branches de conduction ou
en les transformant en dipôles équivalents. Les modèles explorés sont présentés dans le modèle
contacts équivalents simplifiés et dans la figure 1.19, et illustrés dans la figure 1.20, où ils sont
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FIGURE 1.19 – Circuits électriques équivalents de modèle de contacts simplifiés. Dans la colonne de gauche les modèles
séries, dans la colonne de droite les modèles parallèles. Sur la première ligne les modèles à deux dipôles (1R+1C), sur la
deuxième ligne les modèles à trois dipôles (1R+2C), et sur la troisième ligne les modèles à trois dipôles (2R+1C).

ordonnés en complexité croissante (haut vers bas), en série (gauche) et en parallèle (droite). Nous
nous sommes intéressés uniquement aux circuits composés de résistances et de condensateurs,
qui relient le potentiel de la solution électrolytique u à celui de l’électrode U , et sont traversés par
un courant j.

Remarque 1.9. Premièrement, pour tous les modèles excepté le modèle R//C, la relation qui lie
le courant j à la tension δ := u − U n’est pas explicite. Un système d’équations plus ou moins
complexe doit être résolu pour construire l’opérateur j → δ.
Deuxièmement, il est clair que plus le modèle est riche en dipôles, plus sa réponse peut être
complexe. Ceci s’explique par la présence de plusieurs constantes de temps, τ = RC, comme dans
les modèles à trois dipôles par exemple.
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Modèle 1.9 Contacts équivalents simplifiés

Soient R, R1, R2, C, C1 et C2, respectivement les valeurs de résistance et de capacité du
modèle de contact, et soient VR, VR1 , VR2 , VC, VC1 , VC2 les tensions associées à chacun de
ces dipôles, et δ la tension totale du contact vérifiant δ := u − U . Les équations vérifiées
pour chacun des modèles sont

Tension Courant principal Courant secondaire

R–C δ = VR + VC j = VR
R = C dVC

dt (1.51)

R//C δ = VR = VC j = C dVC
dt + VR

R (1.52)

C–(R//C)
δ = VC2 + VR

= VC2 + VC1

j = C2
dVC2

dt = C1
dVC1

dt + VR
R (1.53)

(R–C)//C
δ = VR + VC2

= VC1

j = j1 + C1
dVC1

dt j1 = VR
R = C2

dVC2
dt (1.54)

R–(R//C)
δ = VR2 + VR1

= VR2 + VC
j = VR2

R2
= C dVC

dt + VR1
R1

(1.55)

(R–C)//R
δ = VR2 + VC

= VR1

j = j1 + VR1
R1

j1 = V1
R2

= C dV2
dt (1.56)

5 Modèles 0D de substitut volumique

D ANS les sections précédentes, nous avons abordé la mise en équations du stimulateur car-
diaque et des modèles de contacts équivalents pour décrire l’interface électrode-tissu. Aussi,

il nous faut maintenant fermer les modèles avec un descriptif dumilieu auquel sont connectées les
électrodes.

Une stratégie est de décrire le milieu à l’aide d’équations de propagation en espace, comme le
modèle bidomaine macroscopique ou le bidomaine étendu par exemple, dans l’esprit de la sous-
sous-section 3.2.3 inspiré par l’approche Somersalo, Cheney et Isaacson [143]. Cette formalisation
sera traitée dans le chapitre suivant.

Une autre stratégie envisagée est d’établir une description minimale de l’environnement, sans
introduire de propagation spatiale, en choisissant à la place des dipôles équivalents pourmodéliser
les comportements observés. Le modèle ainsi obtenu ne doit plus faire apparaître de dépendance
aux variables d’espace x, et est appelé modèle 0D.

5.1 Milieux purement passifs

Le cas d’unmilieu totalement passif qui connecte les électrodes entre elles est sans doute le
plus simple à mettre sous la forme d’un modèle 0D. En effet, lorsqu’un milieu est purement passif,
il ne peut produire d’énergie et ne présente donc qu’un comportement résistif. Usuellement, il est
caractérisé par une certaine conductivité volumique (en S/m2) qui est transposable à une résistance
dans le modèle 0D (en Ω homogène à des S−1).

Néanmoins, le choix de la valeur de la résistance n’est pas simple. En effet, cette résistance
équivalente ne dépend pas seulement de la conductivité dumilieu, mais aussi de sa géométrie,
ainsi que du placement et de la forme des électrodes.
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FIGURE 1.20 – Simulation effectuée avec CirCE (sous-section 2.2) pour différents circuits électriques équivalents de
modèle de contacts simplifiés. Chacun est connecté en parallèle à un générateur de courant de 1 µA. De haut en bas et de
gauche à droite : R-C, R//C, C-(R//C), C//(R-C), R-(R//C), et R//(R-C).
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électrodes. Les électrodes sont considérées isopotentielles, et l’une des branches du modèle 0D est supprimée pour
l’unicité des Ii,j (branche grisée de résistance R1,2).

5.1.1 Méthode de calcul des résistances équivalentes

Par exemple, reprenons le système d’équations (1.39a) à (1.39c). Soit Ω ⊂ Rd, avec d = 2, 3,
et σ ∈ R le coefficient de conductivité. Supposons que nous ayons L ≥ 2 électrodes de bords
disjoints Γ` ⊂ ∂Ω, isopotentielles de potentielU` ∈ R+, pour ` = 1, . . . , L. Alors le potentiel u du
milieu Ω vérifie le système de Poisson suivant avec conditions de Dirichlet,

− div (σ∇u) = 0 dans Ω, u = U` sur Γ`, pour ` = 1, . . . , L. (1.57)

La densité surfacique de courant j` est telle que j` = −σ∇u · n sur Γ`, et les courants sortants
aux électrodes I` vérifient I` =

∫
Γ`
j`. La propriété de conservation (1.36) doit aussi être vérifiée,∑L

`=1 I` = 0, pour que le système ait une solution. La configuration géométrique du problème est
illustrée dans la figure 1.21 pour 3 électrodes.

Considérant les électrodes i et j, nous notons Vi,j = Uj − Ui la tension les séparant, Ri,j la
valeur de résistance entre elles et Ii,j le courant allant de i vers j. De plus, nous notons V = (Vi,j)
la matrice des tensions,R = (Ri,j) celle des résistances et I = (Ii,j) celle des courants. V et I sont
antisymétriques par définition de la tension et du courant, tandis que la matriceR est symétrique,
car la propriété de résistance n’est pas orientée. Ces trois matrices sont à diagonale nulle car nous
avons supposé les électrodes isopotentielles. Par ailleurs, pour chacun des couples d’électrodes,
nous avons Vi,j = Ri,jIi,j par la loi d’Ohm, soit Ri,j = Vi,j/Ii,j pour tous i 6= j. Les Vi,j étant
connus, il est facile de calculer les résistances si les courants le sont aussi. Le système permettant
de les calculer est obtenu grâce à la loi des nœuds, qui dit que la somme des courants entrants et
sortants d’un dipôle, d’un nœud ou d’un système isolé est nulle, i.e. que pour toutes les électrodes
` nous avons

∑L
j=1 I`,j = −I`. Ce système n’est pas inversible, car si I` ≡ 0 alors I ≡ 0 n’est pas

l’unique solution du système. En effet, prendre I`,`+1 = IL,1 = c ∈ R et les autres nuls, est solution.
Il suffit d’imposer un de ces courants pour avoir unicité, par exemple I1,2 = 0 dans notre cas à 3
électrodes.

Remarque 1.10 Cas avec deux électrodes. Ce problème d’unicité n’apparaît pas lorsque que
nous considéronsuniquement 2 électrodes, car il n’y aqu’une seulebrancheéquivalente. Le courant
la parcourant est I1,2 = I2 = −I1, et la résistance équivalente est doncR1,2 := (U2 − U1) /I2.
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5.1.2 Modèles 0D de stimulateur couplé à un milieu résistif

Nous présentons ici deux modèles 0D de stimulateur couplé à unmilieu résistif. Les deux sont
formés du circuit d’un stimulateur à deux sorties, mais ils diffèrent pour la partie hors stimulateur.
Dans le premier modèle, nous supposons que les sorties sont reliées directement à une résistance
(dipôle résistif physique) sans utilisation de sonde cardiaque. Dans le deuxième en revanche, nous
supposons que les sorties sont connectées à une sonde plongée dans unmilieu résistif, comme
une solution électrolytique par exemple. Les deux modèles sont présentés conjointement du fait
de leur similarité. Leurs circuits sont illustrés dans la figure 1.22.
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FIGURE 1.22 – Circuits équivalents des deux modèles 0D résistifs. L’un des modèles ne fait intervenir que le stimulateur et
une conductance physique Gphys, tandis que l’autre incorpore deux modèles de contact R//C et une conductance Genv
modélisant unmilieu résistif.

Dans le but d’expliciter l’ensemble des systèmes d’équations valables, il faut dans un premier
temps exprimer la tension entre les sorties δ. Ainsi, dans ces deux modèles, nous avons,

δ := Vphys,
dδ
dt = dVphys

dt ,

δ := Vring + Venv + Vtip,
dδ
dt = dVring

dt + dVenv

dt + dVtip

dt .

(1.58a)

(1.58b)

Par ailleurs, par l’équation (1.52), les tensions Vtip et Vring vérifient le système suivant,

dVtip

dt = RtipI − Vtip

τtip
, et

dVring

dt = RringI − Vring

τring
, (1.59)

où I est le courant circulant dans le stimulateur, et avec les deux constantes de temps τtip :=
RtipCtip et τring := RringCring. De plus, les relations courant-tension pour les résistances donnent
que I = GphysVphys dans le modèle avec résistance, et I = GenvVenv dans le secondmodèle. Ceci
permet d’obtenir l’expression de dδ

dt ,

dδ
dt = 1

Gphys

dI
dt ,

dδ
dt = 1

Genv

dI
dt +

(
1

Cring
+ 1
Ctip

)
I −

(
Vring

τring
+ Vtip

τtip

)
.

(1.60)

(1.61)
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Modèle 1.10Modèle 0D d’un stimulateur couplé à une résistance (0D-RES)

Le modèle 0D d’un stimulateur à deux électrodes couplé à une résistance est donné par les
fonctions suivantes, {

Ik(t) = Ik,0e
−t/τk ,

+ équations sur les charges qets et qts,

(1.62a)

avec Iswitch(t) ≡ 0.

Les constantes de temps du modèle sont τk = RkCk = τpulse, τocd, τwait, où les capacités
équivalentesCk et les résistances équivalentesRk sont données par

C−1
pulse = C−1

ets + C−1
ts , Rpulse = Rwire +Rint +G−1

phys,

C−1
ocd = C−1

ts , Rocd = Rwire +Rint +G−1
phys,

C−1
wait = C−1

ts , Rwait = Rwire +Rblock +G−1
phys,

(1.63a)

(1.63b)

(1.63c)

avecRwire := Rw,ring +Rw,tip. Les courants initiaux sont donnés à partir des charges des conden-
sateurs,

Ipulse,0 = − 1
Rpulse

(
qets,0

Cets
+ qts,0

Cts

)
,

Iocd,0 = − 1
Rocd

(
qts,0

Cts

)
,

Iwait,0 = − 1
Rwait

(
qts,0

Cts

)
.

(1.64a)

(1.64b)

(1.64c)
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Modèle 1.11Modèle 0D d’un stimulateur couplé à un milieu purement résistif (0D-

BATH)

Le modèle 0D d’un stimulateur à deux électrodes couplé à un milieu purement résistif à
travers des modèles équivalents d’interface est donné par le système d’équations suivant,

dI
dt + I

τk
= 1
Rk

(
Vtip

τtip
+ Vring

τring

)
,

dVtip

dt + Vtip

τtip
= I

Ctip
,

dVring

dt + Vring

τring
= I

Cring
,

+ équations sur les charges qets et qts.

(1.65a)

(1.65b)

(1.65c)

Les constantes de temps dumodèle sont τk = RkCk pour k = pulse, switch, ocd,wait, où les
capacités équivalentesCk et les résistances équivalentesRk sont données par,

C−1
pulse = C−1

ets + C−1
ts + C−1

elec, Rpulse = Rwire +Rint +G−1
env,

C−1
switch = C−1

elec, Rswitch = Rwire +R∞ +G−1
env,

C−1
ocd = C−1

ts + C−1
elec, Rocd = Rwire +Rint +G−1

env,

C−1
wait = C−1

ts + C−1
elec, Rwait = Rwire +Rblock +G−1

env,

(1.66a)

(1.66b)

(1.66c)

(1.66d)
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avecRwire := Rw,ring +Rw,tip,C−1
elec = C−1

ring + C−1
tip . Les courants initiaux sont donnés à partir des

charges des condensateurs

Ipulse,0 = − 1
Rpulse

(
qets,0

Cets
+ qts,0

Cts
+ qtip,0

Ctip
+ qring,0

Cring

)
,

Iswitch,0 = − 1
Rswitch

(
qtip,0

Ctip
+ qring,0

Cring

)
,

Iocd,0 = − 1
Rocd

(
qts,0

Cts
+ qtip,0

Ctip
+ qring,0

Cring

)
,

Iwait,0 = − 1
Rwait

(
qts,0

Cts
+ qtip,0

Ctip
+ qring,0

Cring

)
.

(1.67a)

(1.67b)

(1.67c)

(1.67d)

5.2 Milieux actifs en électrophysiologie cardiaque

Le cas d’unmilieu actif est plus complexe à traiter. En effet, comme lemilieu réagit, il produit de
l’énergie et ne peut pas être simplement modélisé à l’aide de résistances. Plusieurs dipôles sont en
mesure demodifier l’énergie du système : les condensateurs induisent un délai en stockant puis en
restituant de l’énergie, et les sources de tensions ou de courants en produisent, par exemple. En
électrophysiologie cardiaque, le milieu actif considéré est le myocarde. Dans ce tissu, ce sont les
membranes cellulaires qui sont génératrices d’énergie pendant la dépolarisation. Cette production
modifie l’énergie du systèmemacroscopique. Lesmembranes séparent lesmilieux extracellulaire et
intracellulaire. Nous supposons que ces deuxmilieux sont purement résistifs, comme c’est supposé
dans le modèle bidomaine macroscopique par exemple, et qu’ils sont chacun caractérisés par une
conductivité différente.

Dans cette sous-section, nous présentons la démarche utilisée pour obtenir un modèle 0D
équivalent du milieu vu entre les deux électrodes d’un stimulateur cardiaque. En effet, à moins
que les deux électrodes du stimulateur ne soient implantées directement dans le tissu, elles ne
sont pas en contact avec le même type demilieu : l’électrode tip est bien implantée dans le tissu,
mais l’électrode ring est flottante dans le sang, qui est un milieu passif. Ainsi, ce modèle incorpore
non seulement une description 0D du tissu actif myocardique, mais aussi une description du
milieu passif se trouvant sur les chemins de conduction entre les deux électrodes. La démarche est
constituée de quatre étapes successives,

1. l’établissement dumodèle de membrane équivalent, repris de la section 1,
2. la construction d’unmodèle de bloc tissulaire, décrivant un bloc de tissu myocardique sous

la forme d’unmultipôle (composant à plusieurs entrées/sorties),
3. une étude succincte de l’environnement vu le long des lignes de champs reliant les deux

électrodes,
4. une description sous forme demodèles 0D incrémentables.

5.2.1 Modèle de membrane

Les modèles 0D de membrane cellulaire ont déjà été explorés dans la section 1 du présent
chapitre. Repartons de la figure 1.2, pour laquelle nous notons Iion :=

∑M
k=1 Ik, le courant ionique

équivalent. Le modèle de membrane obtenu est illustré dans la figure 1.23. Ce modèle reste néan-
moins dépendant de l’espace, du fait des champs de potentiels ui et ue, et ne peut pas a priori être
utilisé tel quel dans le modèle 0D.
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FIGURE 1.23 –Modèle équivalent demembrane entre lemilieu intracellulaire et extracellulaire. Il fait intervenir un courant
ionique équivalent Iion et la tension transmembranaire vm := ui − ue.

5.2.2 Modèle de bloc tissulaire

L’idée est maintenant d’utiliser le modèle de membrane précédent pour construire unmodèle
de bloc tissulaire sous la forme d’unmultipôle. Une illustration de ce dernier est donnée dans la
figure 1.24.

Nous désignons par bloc tissulaire un domaine cubique 3D de taille fixée c, et formé d’unmilieu
extracellulaire séparé par une membrane d’un milieu intracellulaire connexe sphérique. La sphère
est supposée en contact avec les bords du cube, de sorte que si nous plaçons deux cubes côte à
côte, les domaines extracellulaire et intracellulaire soient connexes.

Considérons un modèle structuré de tissu construit à partir de blocs tissulaires. En premier lieu,
nous supposons que la surface de ce bloc permet en tout point l’entrée et la sortie d’un courant, de
sorte que deux points choisis sur la surface sont toujours reliés par un chemin conducteur. Notons
U in

e,x,U in
e,y,U in

e,z,Uout
e,x ,Uout

e,y etUout
e,z les six potentiels de faces appartenant aumilieu extracellulaire,

etU in
i,x, U in

i,y, U in
i,z , Uout

i,x , Uout
i,y , Uout

i,z les six potentiels de surface appartenant au milieu intracellulaire.
Ces douze nœuds définissent les extrémités de notre modèle équivalent. Le chemin conducteur
allant d’une entrée à une sortie n’est pas unique du fait de la propagation spatiale. Néanmoins, il
peut être séparé en deux parcours distincts.

x
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z

1/Ge

1/Gi

CmIion
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e,y

U in
e,z

U in
i,x
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i,y
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e,x
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e,y

Uout
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Modèle structuré de tissu

Modèle de bloc tissulaire

nœuds de remise à l’échelle

FIGURE 1.24 –Modèle équivalent pour des blocs tissulaires formés d’unemembrane cellulaire ( rouge ) séparant un
milieu intracellulaire d’un milieu extracellulaire. Ce modèle est formé de conductances extracellulaires équivalentes Ge,
de conductances intracellulaires équivalentes Gi et d’un modèle de membrane remis à l’échelle (carreaux bleus ).

Chemin extracellulaire. Le chemin extracellulaire est un chemin de conduction purement ré-
sistif, c’est-à-dire qu’il ne rencontre que des propriétés résistives. Il peut être transformé en 0D
comme expliqué dans la sous-section précédente. Pour cela, nous introduisons des conductances
extracellulaires équivalentesGe enmS.
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Chemin intracellulaire. Le chemin intracelullaire traverse successivement le milieu extracellulaire,
la membrane cellulaire, et le milieu intracellulaire résistif. Ce dernier est transformé en 0D en
introduisant des conductances intracellulaires équivalentesGi enmS.

Par ailleurs, le chemin intracellulaire traverse lamembrane. Incorporer le modèle demembrane
précédementdonnén’estpas immédiat. Eneffet, il n’est défini queponctuellement sur lamembrane
et ne prend donc pas en compte toute la membrane disponible. Ceci est crucial car c’est l’entièreté
de lamembrane qui réagit durant la dépolarisation, aussi le modèle demembrane doit être remis à
l’échelle pourmodéliser toute lamembrane. Ces nœuds particuliers sont symbolisés par un carreau
bleu sur la figure 1.24. En ces nœuds, le courant doit être affecté d’un facteur multiplicatif. Pour
la suite, nous noterons ce facteur Sm > 0 en cm2.

5.2.3 Méthode de moyennisation

Ayant une formalisation 0D d’un bloc tissulaire, nous nous sommes ensuite intéressés à la
transformation en 0D d’un ensemble de blocs tissulaires interconnectés. Cependant, dans le cas
d’un stimulateur, différents blocs sont présents sur les lignes de courant reliant les électrodes entre
elles, et pas seulement des blocs tissulaires.

R
in
g

T
ip

R
in
g

T
ip

Bloc tissulaire équivalent

Bloc résistif extracardiaque équivalent

Moyennisation : facteur multiplicatif

FIGURE 1.25 – Schéma demoyennisation sur tous les chemins de conduction reliant deux électrodes. Chacun des chemins
est composé d’un certain nombre de blocs extracardiaques purement résistifs, et de blocs tissulaires.

Une illustration schématique est donnée dans la figure 1.25. Nous supposons que nous avons
deux électrodes : le tip qui est implanté dans le tissu cardiaque, et le ring qui est flottantmais pas en
contact avec le tissu. Plusieurs chemins de conduction partent de l’électrode pour rejoindre l’autre,
et ils passent par deux types de blocs distincts : des blocs uniquement extracardiaques ayant des
propriétés purement résistives, et des blocs tissulaires. Dans notre exemple, nous n’avons pas
supposé que la quantité de chacun des deux blocs est identique sur tous les chemins. Néanmoins,
nous supposons que le courant se propage dans une seule direction, et que la moyennisation
du nombre de blocs sur tous les chemins reste une bonne approximation de la même situation.
Cette hypothèse permet en premier lieu de ne considérer que des chemins identiques, et aussi
de réduire leur nombre à un seul dans la direction du courant. Il faut cependant introduire un
facteur multiplicatif de courant judicieusement choisi, qui permet de démultiplier l’effet du chemin
restant pour que ses effets capacitifs et résistifs soient du même ordre de grandeur que si nous
considérions l’ensemble des chemins.

À première vue, ce facteur doit dépendre de la mesure réelle de la surface des électrodes.
Notons |Γring| et |Γtip| la mesure respective de ces dernières. En suivant, nous introduisons les
ratios Sring := c2/ |Γring| et Stip := c2/ |Γtip|, où c est la taille du cube considéré dans la définition
d’un bloc tissulaire.

Le modèle d’environnement 0D dumilieu situé entre les deux électrodes est donné sous forme
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FIGURE 1.26 –Circuit équivalent dumodèle d’environnement 0Ddumilieu situé entre les deux électrodes d’un stimulateur.
Cet environnement est composé de blocs résistifs extracardiaques et de N blocs tissulaires, en série. Chacun des blocs
tissulaires fait la jonction entre un potentiel extracellulaire Ue,k et un potentiel intracellulaire Ui,k à travers unmodèle
de membrane remis à l’échelle.

decircuit électriqueéquivalentdans la figure 1.26.Nous supposonsqu’il contientN blocs tissulaires
dans la suite.

Soit I le courant rentrant dans ce circuit, etUring etUtip les deux potentiels, enmV, à l’entrée et à
la sortie du circuit. À ces nœuds-ci, le courant devrait êtremultiplié par les facteursStip etSring pour
prendre en compte la taille des électrodes. Cependant, imposer I = StipIenv = SringIenv, avec Ienv
le courant circulant dans le milieu entre les deux électrodes, n’est possible que si Sring = Stip. Une
solution possible est de définir un coefficient moyen Selec à partir de Sring et de Stip et d’imposer,

I = SelecIenv. (1.68)

SoitGb la conductivité équivalente des blocs extracardiaques, vérifiant 1/Gb := Nbloc/G
bloc
b , avec

Nbloc le nombre blocs extracardiaques. Sur cette branche du circuit l’équation suivante est vérifiée,

Ienv = Gb (Uring − Ue,1) . (1.69)

Par ailleurs, pour chaque bloc, nous avons la relation suivante, issue dumodèle de membrane, et
qui contient une remise à l’échelle,

Im,k = Sm

(
Cm

dVm,k

dt + Iion,k

)
, (1.70)

où Im,k est le courantmembranaire en µA, Iion,k le courant ionique en µA/cm2, etVm,k := Ui,k −Ue,k

la tension en mV, tous relatifs au bloc k. Cm est la capacité membranaire en µF/cm2, et Sm le
coefficient de remise à l’échelle en cm2. De plus, du fait de la configuration du circuit, la loi des
nœuds permet d’écrire les relations suivantes pour tout k = 2, . . . , N − 1,

{
Ie,k−1,k + Im,k = Ie,k,k+1,

Ii,k−1,k = Im,k + Ii,k,k+1,

(1.71a)

(1.71b)

avec Ie,k,k+1 et Ii,k,k+1 les courants respectifs en µA, sur les branches extracellulaires et intracellu-
laires allant des nœuds de potentielUe,k à Ue,k+1 et Ui,k à Ui,k+1. Nous avons exclu de la relation
les nœuds aux extrémités des blocs car ils ne font pas forcément apparaître tous les courants,
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c’est-à-dire, 

Ienv + Im,1 = Ie,1,2,

Ie,N−1,N + Im,N = Ienv,

0 = Im,1 + Ii,1,2,

Ii,N−1,N = Im,N .

(1.72a)

(1.72b)

(1.72c)

(1.72d)

L’ensemble des branches résistives intracellulaires et extracellulaires vérifient les équations sui-
vantes, pour k = 1, . . . , N , {

Ie,k,k+1 = Ge (Ue,k+1 − Ue,k) ,
Ii,k,k+1 = Gi (Ui,k+1 − Ui,k) .

(1.73a)

(1.73b)
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Modèle 1.12 Environnement à N membranes

Unmodèle d’environnement sous la forme de la figure 1.26, àN blocs tissulaires en série
avec des blocs extracardiaques résistifs, vérifie les propriétés suivantes

— le courant entrant et sortant est remis à l’échelle par (1.68),
— le courant principal Ienv vérifie l’équation de la résistance (1.69),
— les courants membranaires Im,k vérifient les relations (1.70),
— les courants secondaires Ie,k,k+1 et Ii,k,k+1 vérifient les équations de résistance (1.73b)

et (1.73a), et
— l’ensemble des courants vérifient les équations (1.71a), (1.71b) et (1.72a) à (1.72d).

Remarque 1.11. Le modèle d’environnement à N membranes peut être aisément réécrit sous
formematricielle, en notant judicieusement I et U les vecteurs de courants et de potentiels, et en
introduisant un certain nombre dematrices d’incidence décrivant le graphe du circuit. Cela permet
d’écrire l’ensemble des lois des nœuds et toutes les relations courant-tension disponibles sous
la forme d’un système d’équations. Cette formalisation est présentée en détails dans le chapitre
suivant.

5.2.4 Modèle 0D de stimulateur couplé à un modèle de tissu à 1 et 2 membranes

Endépit de la démarche génériqueprécédente, lemodèle d’environnement comporte beaucoup
de variables qu’il faudrait caler pour pouvoir comparer des simulations à des résultats expérimen-
taux. Cette constatation est d’autant plus vraie lorsque que nous considérons des modèles 0D
complet de stimulateurs couplés à ce modèle. C’est pourquoi nous avons choisi de progresser
linéairement dans la construction dumodèle complet, en ajoutant en premier lieu lemoins de com-
plexité possible. Nous présentons donc ici deux des modèles qui ont été étudiés numériquement
au cours de cette thèse.

Modèle 0D à 1membrane. Cemodèle 0D complet est formé du circuit d’une part d’un stimulateur
à deux électrodes, dont les interfaces sont modélisées grâce au circuit équivalent d’interface R//C
(équation (1.52) desmodèles de contacts équivalents simplifiés), et d’autre part d’ununiquemodèle
demembrane en parallèle avec une conductance extracellulaire. Une illustration sous forme de
circuit complet est donnée dans la figure 1.27.

Remarque 1.12. Le modèle 0D à 1membrane comporte une incohérence physique. Le modèle
de membrane a été remis à l’échelle pour prendre en compte le passage du courant à travers la
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totalité de cette dernière, mais l’emplacement physique du nœud censé être dans le milieu intra-
cellulaire n’est pas clair. En effet, comme illustré sur la figure 1.27, il n’y a aucun dipôle qui sépare
l’extrémité deGe dumodèle membranaire. Ceci a pour conséquence principale de rendre visible
au stimulateur la tension transmembranaire. Ce modèle est donc plus un modèle d’expérience
de patch-clamp que celui de vraies stimulations par stimulateur cardiaque. Il reste cependant
intéressant numériquement et a fourni des résultats cohérents durant l’étude numérique.

Remarque 1.13. Bien que nous ayons introduit une conductances équivalente représentant le
milieu extracardiaqueGb, cette dernière est absente des tests numériques sur ces modèles dans le
chapitre 4. Cela s’explique par le fait que cette résistance se trouve en série avec celles du circuit du
stimulateur, rendant son identification dans les données impossible (dipôles équivalents). Cette
conductancedevrait néanmoinsêtrepriseencomptedansde futurs travaux, et inclusedans le calcul
de la tension mesurée par le stimulateur. Il est en effet probable que l’ajout de cette conductance
aide à calibrer les résistances équivalentes de contact à partir des données (voir chapitre 4).
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FIGURE 1.27 – Circuit électrique pour le modèle 0D à 1membrane pour un stimulateur bipolaire à deux électrodes. La
partie stimulateur, en noir à gauche, est représentée avec les deux interrupteurs principaux. Les modèles de contacts
équivalents sont au centre en bleu et le modèle d’environnement à 1 membrane est à droite en rouge . Les nœuds
de remise à l’échelle membranaire sont symbolisés par des carreaux verts .

Le système d’équations décrivant le modèle est formé de tous les systèmes des sous-circuits
utilisés. La tension entre les électrodes (après les résistances de câble) était notée δ initialement.
Elle peut maintenant être exprimée à partir des tensions des contacts Vring et Vtip, et de la tension
transmembranaire Vm, tout comme sa dérivée aussi,

δ := Vtip + Vring + Vm, et
dδ
dt = dVtip

dt + dVring

dt + dVm

dt . (1.74)

Les tensionsVtip etVring vérifient le système (1.59) selon le courant I circulant dans le stimulateur, et
selon les deux constantes de temps des modèles de contacts τtip := RtipCtip et τring := RringCring.
La partie environnement est obtenue de la mêmemanière que dans le modèle environnement à N
membranes, à savoir,

I = Ie + Im, avec Ie = GeVm, et Im = Sm

(
Cm

dVm

dt + Iion

)
. (1.75)
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Cette équation peut être réordonnée de sorte à extraire,

dVm

dt = I

SmCm
− Vm

τm
− Iion

Cm
, (1.76)

avec la constante de temps de l’environnement τm := SmCm
Ge

. Ainsi,

dδ
dt =

(
1
Ctip

+ 1
Ctip

+ 1
SmCm

)
I −

(
Vtip

τtip
+ Vring

τring
+ Vm

τm

)
− Iion

Cm
. (1.77)
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Modèle 1.13Modèle 0D d’un stimulateur couplé à un modèle tissulaire à 1 membrane

(0D-1MEMB)

Lemodèle 0Dd’un stimulateur à deux électrodes couplé à unmodèle tissulaire à 1membrane
à travers des modèles équivalents d’interface est donné par le système d’équations suivant,

dI
dt + I

τk
= 1
Rk

(
Vtip

τtip
+ Vring

τring
+ Vm

τm
+ Iion (h, Vm)

Cm

)
,

dVtip

dt + Vtip

τtip
= I

Ctip
,

dVring

dt + Vring

τring
= I

Cring
,

dVm

dt + Vm

τm
+ Iion (h, Vm)

Cm
= I

SmCm
,

dh
dt + g (h, Vm) = 0,

+ équations sur les charges qets et qts.

(1.78a)

(1.78b)

(1.78c)

(1.78d)

(1.78e)

L’avant-dernière équation est celle régissant les variables ioniques h (variables de porte et
additionnelles), selon le modèle ionique choisi (Iion, g).

Les constantes de temps dumodèle sont τk = RkCk = τpulse, τswitch, τocd, τwait, où les capacités
équivalentesCk et les résistances équivalentesRk sont données par

C−1
pulse = C−1

ets + C−1
ts + C−1

elec + (SmCm)−1 , Rpulse = Rwire +Rint,

C−1
switch = C−1

elec + (SmCm)−1 , Rswitch = Rwire +R∞,

C−1
ocd = C−1

ts + C−1
elec + (SmCm)−1 , Rocd = Rwire +Rint,

C−1
wait = C−1

ts + C−1
elec + (SmCm)−1 , Rwait = Rwire +Rblock,

(1.79a)

(1.79b)

(1.79c)

(1.79d)

avecRwire := Rw,ring +Rw,tip,C−1
elec = C−1

ring + C−1
tip . Les courants initiaux sont donnés à partir des

charges des condensateurs,

Ipulse,0 = − 1
Rpulse

(
qets,0

Cets
+ qts,0

Cts
+ qtip,0

Ctip
+ qring,0

Cring
+ qm,0

Cm

)
,

Iswitch,0 = − 1
Rswitch

(
qtip,0

Ctip
+ qring,0

Cring
+ qm,0

Cm

)
,

Iocd,0 = − 1
Rocd

(
qts,0

Cts
+ qtip,0

Ctip
+ qring,0

Cring
+ qm,0

Cm

)
,

Iwait,0 = − 1
Rpulse

(
qts,0

Cts
+ qtip,0

Ctip
+ qring,0

Cring
+ qm,0

Cm

)
.

(1.80a)

(1.80b)

(1.80c)

(1.80d)
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Modèle 0D à 2membranes. Cemodèle 0D complet est aussi formé du circuit d’un stimulateur à
deux électrodes, dont les interfaces sont modélisées grâce au circuit équivalent d’interface R//C
(équation (1.52) des modèles de contacts équivalents simplifiés). Cependant, à la différence du
modèle précédent, il y a deuxmodèles demembrane en série avec une conductance intracellulaire.
Ce chemin de courant intracellulaire, en parallèle avec une conductance extracellulaire, décrit le
totalement le chemin emprunté par le courant passant par le milieu intracellulaire : un passage de
membrane, par le milieu lui-même, puis un second passage de membrane dont les propriétés sont
opposées. Une illustration sous forme de circuit complet est donnée dans la figure 1.28.
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FIGURE 1.28 – Circuit électrique pour le modèle 0D à 2membranes pour un stimulateur bipolaire à deux électrodes. La
partie stimulateur, en noir à gauche, est représentée avec les deux interrupteurs principaux. Les modèles de contacts
équivalents sont au centre en bleu et le modèle d’environnement à 2 membranes est à droite en rouge . Les nœuds
de remise à l’échelle membranaire sont symbolisés par des carreaux verts .

En premier lieu, commedans lemodèle précédent 0D-1MEMB, la tension δ peutmaintenant être
exprimée à partir des tensions des contacts Vring et Vtip, et des tensions de l’environnement. Nous
notons Vm,1 et Vm,2 les deux tensions transmembranaires présentes dans le modèle. Ces dernières
sont de sens opposés pour respecter la définition classique de la tension transmembranaire, vm =
ui − ue. Nous introduisons aussi les tensions Vi et Ve associées aux résistances modélisant les
milieux intracellulaires et extracellulaires, orientées de sorte que

Ve = Vm,1 + Vi − Vm,2. (1.81)

Ainsi, la tension δ et sa dérivée deviennent,

δ := Vtip + Vring + Ve et
dδ
dt = dVtip

dt + dVring

dt + dVe

dt . (1.82)

Par ailleurs, les tensions Vtip et Vring vérifient toujours le système (1.59). Comme il y a plusieurs
tensions pour décrire la partie environnement, cela est plus complexe d’extraire dVe

dt directement.
De plus, le courant I vérifie la loi des nœuds,

I = Ie + Ii, (1.83)

où Ie désigne le courant circulant sur la branche extracellulaire, et Ii celui sur la branche intracellu-
laire. Ces derniers vérifient en particulier,

Ie = GeVe, et Ii = GiVi = −Sm

(
Cm

dVm,1

dt + Iion,1

)
= Sm

(
Cm

dVm,2

dt + Iion,2

)
,
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ou demanière équivalente, nous avons les égalités suivantes,

Ve = Ie

Ge
, Vi = Ii

Gi
, Cm

dVm,1

dt + Iion,1 = − Ii

Sm
, et Cm

dVm,2

dt + Iion,2 = Ii

Sm
.

D’autre part, le couple d’équations (1.81) et (1.83) permet d’écrire le système suivant sur les quanti-
tés Ve et Vi,

[
Ge Gi
1 −1

] [
Ve
Vi

]
=
[

I

Vm,1 − Vm,2

]
, et donc


Ve = I +Gi (Vm,1 − Vm,2)

Ge +Gi
,

Vi = I −Ge (Vm,1 − Vm,2)
Ge +Gi

.

(1.84)

Ainsi, les courants Ie et Ii s’écrivent comme,

Ii = Gi

Ge +Gi
I − GeGi

Ge +Gi
(Vm,1 − Vm,2) , et Ie = Ge

Ge +Gi
I + GeGi

Ge +Gi
(Vm,1 − Vm,2) .

Les dynamiques des tensions transmembranaires sont données par,

Cm
dVm,1

dt + Iion,1 = Gi

Sm (Ge +Gi)
[−I +Ge (Vm,1 − Vm,2)] ,

Cm
dVm,2

dt + Iion,2 = Gi

Sm (Ge +Gi)
[I +Ge (Vm,1 − Vm,2)] .

(1.85)

(1.86)

Par ailleurs, nous récupérons aussi la quantité,

dVe

dt = 1
Ge +Gi

[dI
dt +Gi

(dVm,1

dt − dVm,2

dt

)]
. (1.87)
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Modèle 1.14Modèle 0D d’un stimulateur couplé à un modèle tissulaire à 2 membranes

(0D-2MEMB)

Le modèle 0D d’un stimulateur à deux électrodes couplé à un modèle tissulaire à 2 mem-
branes à travers des modèles équivalents d’interface est donné par les systèmes d’équations
suivants, pour le circuit,

dI
dt + I

τk
= 1
Rk

(
Vtip

τtip
+ Vring

τring
+ Gi

Ge +Gi

(dVm,1

dt − dVm,2

dt

))
,

dVtip

dt + Vtip

τtip
= I

Ctip
,

dVring

dt + Vring

τring
= I

Cring
,

+ équations sur les charges qets et qts,

(1.88a)

(1.88b)

(1.88c)

et pour les modèles de membranes,

Cm
dVm,1

dt + Iion,1 = Gi

Sm (Ge +Gi)
[−I +Ge (Vm,1 − Vm,2)] ,

dh1

dt + g1 (h1, Vm,1) = 0,

Cm
dVm,2

dt + Iion,2 = Gi

Sm (Ge +Gi)
[I +Ge (Vm,1 − Vm,2)] ,

dh2

dt + g2 (h2, Vm,2) = 0.

(1.89a)

(1.89b)

(1.89c)

(1.89d)

Les deux avant-dernières équations sont celles régissant les variables ioniques h1 et h2 (va-
riables de porte et additionnelles), selon lesmodèles ioniques choisis (Iion,1, g1) et (Iion,2, g2).

Les constantes de temps dumodèle sont τk = RkCk pour k = pulse, switch, ocd,wait, où les
capacités équivalentesCk et les résistances équivalentesRk sont données par,

C−1
pulse = C−1

ets + C−1
ts + C−1

elec, Rpulse = Rwire +Rint + (Ge +Gi)−1 ,

C−1
switch = C−1

elec, Rswitch = Rwire +R∞ + (Ge +Gi)−1 ,

C−1
ocd = C−1

ts + C−1
elec, Rocd = Rwire +Rint + (Ge +Gi)−1 ,

C−1
wait = C−1

ts + C−1
elec, Rwait = Rwire +Rblock + (Ge +Gi)−1 ,

(1.90a)

(1.90b)

(1.90c)

(1.90d)

avecRwire := Rw,ring +Rw,tip,C−1
elec = C−1

ring + C−1
tip . Par ailleurs, la loi des mailles est Vets + Vts +

Vint + Vw,tip + Vtip + Vw,ring + Vring + Ve = 0 et, en utilisant l’équation (1.84), nous avons,

Ve(0) = I0 +Gi (Vm,1 − Vm,2)
Ge +Gi

. (1.91)
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Ainsi, les courants initiaux sont donnés à partir des charges des condensateurs,

Ipulse,0 = − 1
Rpulse

(
qets,0

Cets
+ qts,0

Cts
+ qtip,0

Ctip
+ qring,0

Cring
+ Gi

Ge +Gi

(
qm,1

Cm
− qm,2

Cm

) )
,

Iswitch,0 = − 1
Rswitch

(
qtip,0

Ctip
+ qring,0

Cring
+ Gi

Ge +Gi

(
qm,1

Cm
− qm,2

Cm

) )
,

Iocd,0 = − 1
Rocd

(
qts,0

Cts
+ qtip,0

Ctip
+ qring,0

Cring
+ Gi

Ge +Gi

(
qm,1

Cm
− qm,2

Cm

) )
,

Iwait,0 = − 1
Rwait

(
qts,0

Cts
+ qtip,0

Ctip
+ qring,0

Cring
+ Gi

Ge +Gi

(
qm,1

Cm
− qm,2

Cm

) )
.

(1.92a)

(1.92b)

(1.92c)

(1.92d)
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MODÈLE GÉNÉRIQUE 3D D’UN
STIMULATEUR CARDIAQUE COUPLÉ À UN
MODÈLE DE PROPAGATION 2

The final test of a theory is its capacity to solve the problems which originated it.

– Linear Programming and Extensions, (1963), de George Dantzig
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C E chapitre traite de l’existence d’une solution pour un problème bidomaine couplé à unmodèle
de stimulateur électrique cardiaque par des modèles d’interface d’électrode. Par ailleurs, tous

les circuits impliqués dans le modèle final sont exprimés dans un formalisme abstrait. Cette
approche nous permet de construire le modèle complet sous la forme d’un agencement de blocs
indépendants, conduisant à unmodèle global entièrement adaptable. Ce formalisme abstrait
est applicable pour construire des modèles pour plusieurs domaines d’étude, y compris à
la tomographie d’impédance électrique (EIT). Ainsi, ce chapitre est issu de l’article en cours de
rédaction suivant,

Yves Coudière,Michael Leguèbe et Valentin Pannetier. « Bidomainmodel coupled to a realistic
multi-electrode device in cardiac electrophysiology ». Mai 2024.

Contexte. Dans le chapitre 1, nous avons introduit le modèle bidomainemacroscopique couplé
à unmodèle ionique. Cemodèle est largement utilisé en électrophysiologie cardiaque pour mo-
déliser la propagation du potentiel d’action. Sa caractéristique principale est la superposition
de deux milieux diffusifs de propagation électrique au sein du domaine cardiaque : les milieux
intracellulaire et extracellulaire. Le couplage traditionnel entre ces deuxmilieux se fait via la tension
transmembranaire à travers une description de réaction membranaire. Unmodèle ionique choisi
décrit le comportement des espèces ioniques dans les cellules cardiaques et le courant induit
par leurs déplacements. Le modèle bidomainemacroscopique est aisément étendu à unmilieu
extracardiaque passif supplémentaire (sang, tissus, graisses), et en tant que bidomaine étendu, et
il permet alors de considérer la propagation en dehors du tissu cardiaque. Cette extension permet
l’étude du problème inverse en électrocardiographie [63, 83, 125, 128]. Plusieurs versions de ce
modèle de propagation ont été développées, chacune visant à mieux tenir compte de caracté-
ristiques biologiques spécifiques, y compris les jonctions communicantes entre les myocites ou
la présence de fibrose. Néanmoins, la plupart des stimulations sont effectuées par stimulation
volumique ou surfacique simple, souvent sans réelle considération du type ou de la forme de la
stimulation appliquée.

Modèle. Le modèle que nous développons dans ce chapitre s’appuie sur la version étendue du
modèle 1.5 entouré par unmilieu passif extracardiaque. Il est couplé à un stimulateur cardiaque
externe par le biais d’électrodes positionnées à la surface du cœur ou flottante dans le milieu
extracardiaque. Celles-ci sont exclusivement connectées aux milieux extracellulaire ou extracar-
diaque, comme dans les expériences réelles. Elles agissent comme des conditions aux limites
non standards et représentent le principal ajout de cette thèse aux modèles d’électrophysiologie
cardiaque. Une présentation de certains modèles a déjà été faite dans le chapitre 1, modèle 1.9.
Ces conditions aux limites peuvent prendre en compte les effets capacitifs et résistifs couramment
observés expérimentalement et cliniquement. La stratégie principale d’approche est de représenter
la couche limite aux interfaces des électrodes comme un circuit équivalent biologique et de les
coupler au circuit de l’appareil lui-même.

1 Construction du modèle

C ONSIDÉRONS un domaine ΩM définissant un pavé de tissu cardiaque excitable, entouré par
un domaine extracardiaque ΩB purement passif (M pour myocarde, et B pour blood). Ce

domaine extracardiaque peut représenter aussi bien le torse ou le sang entourant le cœur que tout
environnement passif tel qu’un bain salin.
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FIGURE 2.1 – Coupe du domaine de calcul 3D avec une sonde implantée dans un pavé de tissu noté par ΩM et entouré
d’unmilieu sanguin ΩB. La sonde comporte L électrodes dont les surfaces sont désignées par Γ`.

Lemodèle bidomainedonné surΩM présupposeque le tissu consiste endeux sous-domaines su-
perposés, lesmilieux intracellulaire et extracellulaire. Le stimulateur cardiaque externe est connecté
au domaine spatial de propagation par L électrodes placées au bord, et nous notons Γ` le bord
physique de l’électrode numéro `, pour tout ` = 1, . . . , L. Un exemple de géométrie est donné
dans la figure 2.1.

Nous supposons que ces électrodes n’ont d’interactions qu’avec les milieux extracardiaque et
extracellulaire, comme c’est le cas en situation réelle. De plus, chacune des électrodes laisse appa-
raître un modèle équivalent de contact (contacts équivalents simplifiés), permettant de reproduire
les comportements capacitifs et résistifs des électrodes grâce à unmodèle d’impédance de contact
(voir section 4). De plus, nous considérons que le circuit électrique régissant le stimulateur est
composé de condensateurs, de résistances et de sources de tension, et que les modèles équivalent
de contacts, ne sont uniquement composés que de condensateurs et de résistances. Les sources
de tension présentes dans le stimulateur sont nécessaires pour établir un unique modèle continu 1

en temps sur plusieurs cycles de stimulation.
De plus, comme nous souhaitons donner le modèle final en terme de potentiels et de courants

électriques, et non pas uniquement en terme de tensions électriques, il nous faut le relier à une
masse (ground) où le potentiel sera imposé comme nul (condition de Dirichlet). Ainsi, sans perte
de généralité, nous supposons que le circuit électrique du stimulateur présenteL+ 1 sorties, où la
première représente la masse et les L dernières les électrodes.

Le modèle final est donc composé de trois blocs différents, illustrés dans la figure 2.2 : le circuit du
stimulateur ne dépendant pas de l’espace et présentant L+ 1 sorties, les Lmodèles de contacts
reliant une des sorties du stimulateur et le bord Γ` correspondant, et le modèle de propagation
bidomaine étendu, donné pour deux domaines ΩB et ΩM.

1.1 Modèle de propagation

Soit T > 0 le temps final. Nous avions noté ΩM le domaine représentant le tissu cardiaque et
ΩB le domaine extracardiaque connexe à ΩM, tels que le domaine spatial de propagation total soit
Ω := ΩB ∪ ΩM. De plus, les électrodes sont numérotées par ` = 1, . . . , L et définies spatialement
par Γ`. Nous définissons aussi le bord Γ := ∂Ω\

⋃L
`=1 Γ` en dehors des électrodes, et le bord du

domaine tissulaire comme ΓM := ∂ΩM (illustration à la figure 2.1).
Comme d’habitude dans le modèle bidomaine étendu, le champ de potentiel intracellulaire

ui défini dans le tissu ΩM et le champ de potentiel extracellulaire/extracardiaque u défini sur

1. En référence au fait qu’un seul système est à résoudre de 0 à T , et ce même si plusieurs cycles de stimulation sont inclus dans cet
intervalle.
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FIGURE 2.2 – Vue schématique dumodèle généralisé couplant le dispositif G aux domaines de propagation (ΩB, ΩM) par
L électrodes (G`)L

`=1 positionnées sur les bords (Γ`)L
`=1.

l’ensemble du domaine de calcul Ω, résolvent les équations bidomaines étendues,
− div (σi(x)∇ui) = −χjm ([u] , h) , dans ΩM × [0, T ],
− div (σ(x)∇u) = χjm ([u] , h) , dans ΩM × [0, T ],
− div (σ(x)∇u) = 0, dans ΩB × [0, T ],

(2.1a)

(2.1b)

(2.1c)

pour un ratio χ de surface membranaire par unité de volume de tissu, les deux tenseurs de conduc-
tivité dumilieu σi et σ et la densité de courant électriquemembranaire jm. Cette densité de courant
est donné pour le saut de potentiel sur la membrane [u] := ui − u et pour les variables d’état
ionique h définies dans ΩM, vérifiant le système ionique suivant,{

jm ([u] , h) = cm∂t [u] + f ([u] , h, t) , dans ΩM × [0, T ]
∂th+ g ([u] , h) = 0 dans ΩM × [0, T ],

(2.2a)

(2.2b)

avec cm la capacité membranaire surfacique et (f, g) donnés par le modèle ionique choisi. Ces
équations sont complétées par les conditions de bords suivantes,

−σi(x)∇ui · n(x) = µi(x)ui sur ΓM × [0, T ],
−σ(x)∇u · n(x) = µ(x)u sur Γ × [0, T ],
−σ(x)∇u · n(x) = jΓ`

sur Γ` × [0, T ] ∀` = 1, . . . , L,

(2.3a)

(2.3b)

(2.3c)

où n est le vecteur unitaire perpendiculaire à ΓM, Γ` et Γ sortant de Ω. Les conditions de Robin
(équations (2.3a) à (2.3b)) peuvent dégénérer en conditions de Neumann homogènes, car nous
supposons que µi(x) ≥ 0 et µ(x) ≥ 0. Par exemple, µ(x) = 0 sur le corps de la sonde car le
matériau extérieur du corps de la sonde est supposé non conducteur.
Les équations ci-dessus nécessitent aussi une valeur initiale à t = 0,

ui(0, ·) − u(0, ·) = [u]0 dans ΩM. (2.4)
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Remarque 2.1 EIT. Sur les électrodes, les densités de courant j` ne font pas partie des données du
problème contrairement au problèmeEIT. Elles seront complètement caractérisées par un couplage
avec un dispositif externe.

Remarque 2.2 Frontière du domaine en dehors des électrodes. Conceptuellement, les condi-
tions aux limites du domaine en dehors des sites d’électrodes peuvent également être formali-
sées sous la forme d’un modèle de circuit électrique. Ici, nous avons seulement choisi d’avoir
−σ∇u · n = µu pour un σ et µ donnés. Cette condition aux limites est strictement équivalente à
considérer une couche résistive isopotentielle nulle de conductance µ. Le cas de µ = 0, est simple-
ment le cas d’une couche limite de résistance infinie. Par souci de simplicité, nous conserverons
dans la suite la formulation des conditions aux limites de Robin selon µ, µi ≥ 0.

Remarque 2.3 Échangeur de courant comme composant multiport. Le courant membranaire
jm peut être vu comme le courant sortant d’un dipôle électrique composé de deux éléments en
parallèle : un condensateur membranaire cm et une source de courant ionique f contrôlée par la
tension transmembranaire [u] enmV et des variables d’états h. Dans certains modèles, un domaine
supplémentaire inclu dans Ωe est ajouté pour décrire une région de fibrose dans le cœur [25]. Les
échanges de courant entre les sous-domaines (intracellulaire, extracellulaire et fibrotique) sont
alors considérés de manière générique comme un composant électrique à 3 sorties. Le couplage
avec le bidomaine traditionnel se fait ainsi par l’intermédiaire d’unmodèlemembranaire spécifique
qui relie la nouvelle inconnue aux autres grâce à unmodèle ionique supplémentaire, pouvant donc
présenter des caractéristiques différentes du premier.

1.2 Circuit électrique du stimulateur

1.2.1 Formalisme

Le formalisme utilisé par Estévez Schwarz et Tischendorf [55], représente les circuits du sti-
mulateur et des modèles de contact à l’aide de graphes orientés. Ces graphes représentent des
circuits électriques physiques, où une arête relie deux nœuds comme le ferait un dipôle électrique.
Pour chaque dipôle, la direction du courant qui le traverse doit être choisie, de sorte que l’arête
correspondante du graphe est orientée. L’une des principales propriétés des circuits électriques
est le principe de conservation du courant total, connu sous le nom de Loi de Kirchhoff pour les
courants (KCL). Cette propriété s’applique à l’ensemble du système unifié, même si nous ne consi-
dérons que des définitions de blocs distincts. Ainsi, cette approche par blocs introduit le concept
de branches fantômes, qui ne sont pas physiquement présentes dans les circuits considérés, mais
qui sont nécessaires pour assurer la conservation du courant après couplage.

Définition 2.1 Loi de Kirchhoff pour les courants (KCL). Cette loi stipule que la somme des
courants entrant ou sortant d’un nœud, d’un dipôle ou d’un circuit doit être égale à zéro.

Soit un graphe orientéG = (S,B)modélisant le circuit électrique du stimulateur, où l’ensemble
des sommets est noté comme,

S := {sk | k ∈ I ⊂ N}, (2.5)

de tailleNnd := card (S) ≥ 1, et où l’ensemble de arêtes orientées est noté comme,

B := {b = (s, s′) ∈ S × S} ⊂ S × S (2.6)
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γ0U

γ1U
γ1J

γ`U

γ`J

γLU

γLJ

G

U◦

FIGURE 2.3 – Vue schématique d’un circuit électrique sous la forme d’un graphe orienté G avec ses branches fantômes.

de tailleNb := card (B) ≥ 1. Comme nous considérons un circuit (figure 2.3) qui sera connecté à
d’autres circuits, c’est-à-dire que le générateur d’impulsions est connecté à des électrodes, l’en-
semble des nœuds S doit être divisé en deux parties disjointes : les nœuds internes S◦ ne servant
pas aux couplages, et les nœuds de bord ∂S (ou de couplage), tels que

S = S◦ ∪ ∂S. (2.7)

Les potentiels électriques (Us) aux nœuds s ∈ S sont regroupés dans le vecteur U = (Us)s∈S , et
ce vecteur peut être décomposé sur S comme,

U◦ := (Us)s∈S◦ et γU := (Us)s∈∂S . (2.8)

Les nœuds dans ∂S sont donc les L nœuds de sortie sur les électrodes, et chaque nœud de ∂S
connecte le stimulateur à un circuit de contact, numérotés de 1 àL. Le nœud additionnel demasse,
numéroté 0. Ainsi, γU est aussi noté comme,

γU := (γ0U, γ1U, . . . , γLU) . (2.9)

où γkU est le potentiel au nœud ordonné sk ∈ ∂S. Nous définissons aussi le vecteur des courants
sur les branchesB comme J := (Jb)b∈B .

1.2.2 Matrices d’incidence

Dans l’objectif d’écrire une relation algébrique traduisant la Loi de Kirchhoff pour les courants
(KCL), nous introduisons le concept de branche fantôme. Ces branches sont fictivement position-
nées auxL sorties associées aux électrodes dans le circuit du stimulateur, et représente le couplage
à venir avec le reste dumodèle. L’ensemble des branches fantômes est noté ∂B et vérifie ∂B ⊂ ∂S

avec card (∂B) = L. Chacune de ces branches présente un courant sortant au circuit électrique
du stimulateur. Ceux-ci sont regroupés dans le vecteur de courants γJ := (Jb)b∈∂B de taille L. Ce
vecteur est aussi noté dans la suite comme,

γJ := (γ1J, . . . , γLJ) , (2.10)

où γkJ est le courant sortant sur la branche fantôme bk ∈ ∂B.
Finalement, la KCL peut être écrite à partir des vecteurs de courants J et γJ et des matrices

d’incidence des graphes A et γA comme,

AJ + γAγJ = 0 dansRNnd . (2.11)
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Lamatrice A = (as,b)s∈S,b∈B , de tailleNnd ×Nb, représente les interactions entre les nœuds et les
branches, c’est-à-dire entre les potentiels et les courants. Elle est définie par

as,b :=


0 si s n’est pas un point définissant b,

−1 si b = (k, s) pour un certain k ∈ S,

+1 si b = (s, k) pour un certain k ∈ S,

∀ (s, b) ∈ S ×B. (2.12)

La matrice γA := (γas,b)s∈S,b∈∂B , de tailleNnd × L, représente les interactions entre les nœuds et
les L branches fantômes. Elle est définie par

γas,b :=
{

0 si s n’est pas un point définissant b,
1 si s est un point définissant b,

∀ (s, b) ∈ S × ∂B. (2.13)

Cette matrice peut être réécrite sous la forme condensée γA := [0, IdL]ᵀ.
Notons que le nœud demasse n’a pas de branche fantôme et constitue une condition limite de

Dirichlet pour G : γ0U = 0. En outre, nous observons que la matrice A permet également d’obtenir
les tensions sur les branches V := (Vb)b∈B , de tailleNb, à partir des potentiels des nœuds comme

V := AᵀU. (2.14)

Par ailleurs, nous rappelons que le circuit du dispositif est composé de condensateurs, de résis-
tances et de sources de tension dépendant du temps. Par conséquent, l’ensemble des branchesB
peut être divisé en trois parties disjointes,

— les branches avec un condensateurBc de tailleNc,
— les branches avec une résistanceBg de tailleNg, et
— les branches avec des sources de tensionBsrc de tailleNsrc.

Ainsi, nous avonsB = Bc ∪Bg ∪Bsrc etNb = Nc +Ng +Nsrc. Le vecteur J peut être découpé de
manière similaire comme,

J = (Jc, Jg, Jsrc) , (2.15)

avec Jc := (Jb)b∈Bc
, Jg := (Jb)b∈Bg

, et Jsrc := (Jb)b∈Bsrc
de tailles respectivesNc,Ng, etNsrc.

1.2.3 Système d’équations

En utilisant les notations introduites précédement, la KCL (2.11) peut être réécrite à partir des
ces courants et en introduisant les matrices rectangulaires d’incidence restreintes aux différents
types de branches,

AcJc + AgJg + AsrcJsrc + γAγJ = 0 dansRNnd , (2.16)

avec Ac := (as,b)s∈S,b∈Bc
, Ag := (as,b)s∈S,b∈Bg

, et Asrc := (as,b)s∈S,b∈Bsrc
.

Les sous-vecteurs des courants des condensateurs et des résistances vérifient les lois dipolaires,
de sorte que les égalités suivantes s’appliquent, pour les condensateurs

Jc =
(
cb

dVb

dt

)
b∈Bc

, (2.17)

et pour les résistances,

Jg = (gbVb)b∈Bg
, (2.18)

où les sous-vecteurs de tensions vérifient l’équation (2.14) restreinte, c’est-à-dire Vc := Aᵀ
cU et

Vg := Aᵀ
gU . Aussi, en dénotant les matrices diagonales carrées définies positives des capacités
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par C de tailleNc ×Nc et des conductances par G de tailleNg ×Ng, les équations (2.17) et (2.18)
deviennent

Jc = C
dAᵀ

cU

dt , et Jg = GAᵀ
gU. (2.19)

Enfin, l’état du circuit G est entièrement décrit par les potentiels des nœudsU ∈ RNnd et le vecteur
des courants induits par les sources de tension Jsrc ∈ RNsrc , et vérifie γ0U = 0 et les équations
différentielles-algébriques (DAE) suivantes,AcC

dAᵀ
cU

dt + AgGAᵀ
gU + AsrcJsrc + γAγJ = 0,

Aᵀ
srcU = Vsrc (t) ,

(2.20a)

(2.20b)

complétés par le vecteur des tensions initiales des condensateurs, de tailleNc,

Vc(t = 0) = (Aᵀ
cU)0 , (2.21)

où AcCAᵀ
c et AgGAᵀ

g sont des matrices carrées de tailleNnd ×Nnd. Le vecteur de données Vsrc,
de tailleNc, représente les tensions générées par les sources de tensions des branchesBc.

1.3 Circuits électriques équivalents à chaque électrode

Chaque électrode est décrite par un circuit électrique équivalent avec deux nœuds de bord, voir
figure 2.2.

En suivant la même approche que pour le circuit du stimulateur, chaque modèle équivalent
d’électrode est associée à un graphe G` = (S`, B`). L’ensemble des nœuds S peut être découpé
selon leur statut, c’est-à-dire les nœuds internesS◦

` et les nœuds de bord ∂S`. Cette division permet
de découper le vecteur des potentiels aux nœuds u` de tailleN`,nd, comme

u` := (u◦
` , γu`) , (2.22)

comme les potentiels internes u◦
` et les potentiels de bord γu`. Ce dernier vecteur regroupe les

potentiels de bord qui serviront au couplage, et ainsi

γu` = (γ`U, γ`u) , (2.23)

où γ`U désigne le potentiel côté stimulateur et γ`u désigne le potentiel côté domaine de propa-
gation. Ce dernier dépend formellement de l’espace et est donc donné comme γ`u (x, t). Aussi il
est sous-entendu que le vecteur u` est aussi donné en fonction de l’espace comme u` (x, t), et ce
même si γ`U ne dépend pas de l’espace.

Matrices d’incidence. De façon similaire au stimulateur, la KCL s’écrit aussi pour le graphe G` à
partir des matrices d’incidence A` et γA` construites selon les équations (2.12) et (2.13),

A`j` + γA`γj` = 0, (2.24)

avec le vecteur des courants j` sur les branches internes et le vecteur des courants sortants sur les
deux sorties,

γj` := (γ1j`, γ2j`) , (2.25)

où γ1j` désigne le courant sortant aumodèle de contact dans la direction du stimulateur, et γ2j`

désigne le courant sortant dans la direction du domaine de propagation. Formellement, γ2j`

dépend aussi de l’espace.
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Système d’équations. De plus, nous avons supposé que les circuits d’électrodes étaient unique-
ment composés de condensateurs et de résistances, sans sources de tension. Ainsi, l’ensemble des
branches se divise enB`,c etB`,g, de tailles respectivesN`,c etN`,g, et le vecteur des courants suit
le même découpage,

j` = (j`,c, j`,g) , (2.26)

avec j`,c = (j`,b)b∈B`,c
et j`,g = (j`,b)b∈B`,g

. Par conséquent, l’état du circuit d’électrodes ` est décrit
uniquement par les potentiels u` et vérifie les DAE suivants de tailleN`,nd,

A`,cC`

∂Aᵀ
`,cu`

∂t
+ A`,gG`Aᵀ

`,gu` + γA`γj` = 0 sur Γ` × [0, T ] , et ∀` = 1, . . . , L, (2.27)

complétés par le vecteur des tensions initiales des condensateurs, de tailleN`,c,

v`,c(t = 0, ·) =
(
Aᵀ

`,cu`

)
0

sur Γ`, pour tout ` = 1, . . . , L. (2.28)

1.4 Conditions de transmission entre les différents blocs

Afin de rassembler les équations de propagation, les modèles d’électrodes et le modèle de
stimulateur, certaines propriétés sont nécessaires sur les potentiels et les courants.

Du stimulateur vers les électrodes. Nous supposons que les nœuds de bord de sortie du stimula-
teur sont exactement le premier nœud de bord du circuit d’électrodes, de sorte que les potentiels
vérifient γ`U = γ1u` et que les courants sortants s’annulent mutuellement comme suit,

γ`J +
∫

Γ`

γ1j` = 0 pour tout ` = 1, . . . , L. (2.29)

Des électrodes vers le domaine de propagation. Nous supposons également que les nœuds spa-
tiaux surΓ` sont les seconds nœuds de bord des circuits d’électrodes, c’est-à-dire que les potentiels
à ces nœuds sont égaux, γu = γ2u` sur Γ`, et que, de plus, les courants sortants s’annulent sur Γ`

comme suit,
γ2j` + jΓ`

= 0 sur Γ`, pour tout ` = 1, . . . , L. (2.30)

Résumé. Finalement, le problème complet à résoudre est composé

— des équations (2.1a) à (2.1c) de propagation couplées aux équations (2.2a) et (2.2b) de mem-
brane ionique,

— le système d’équations (2.20a) et (2.20b) régissant le stimulateur, et
— les systèmes d’équations (2.27) régissant les modèles équivalent de contact,

et fermé par les conditions (2.3a) à (2.3c) de bords spatiaux et par les conditions (2.29) à (2.30) de
transmission. Ce système est complété par les conditions initiales sur la tension transmembranaire
(2.4), et sur les tensions initiales des condensateurs de tous les sous-circuits (2.21) et (2.28). Les
inconnues de ce problème générique sont donc de deux types,

— les potentiels extracellulaires ou extracardiaques et intracellulaires (u, ui),
— les potentiels de contact des électrodes ` pour ` = 1, . . . , L,
— les potentiels du dispositif U , et
— les courants générés par les sources de tension dans le dispositif Jsrc.
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1.5 Exemple simplifié à deux électrodes R//C

Dans cette sous-section, nous donnons un exemple de modèle à deux électrodes R//C couplé à
un stimulateur simplifié R-C. C’est ce modèle qui a été implémenté dans CEPS (sous-section 2.1) et
qui a été utilisé au cours de la thèse. Il présente les caractéristiques minimales nécessaires pour
reproduire les mesures expérimentales. Le domaine géométrique étudié est illustré à la figure 2.4.

ΩB ΩB

Γ

ΩM

ΓM

Γ−

Γ+

FIGURE 2.4 – Coupe du domaine de calcul 3D avec une sonde implantée dans un pavé de tissu noté par ΩM et entouré
d’unmilieu sanguin ΩB. La sonde comporte deux électrodes dont les surfaces sont désignées par Γ− et Γ+.

Nous considérons donc une sonde de stimulation à deux électrodes implantées dans un pavé de
tissu entouré de sang. Le domaine dumyocarde est toujours désigné par ΩM, et celui du sang par
ΩB. Les deux surfaces des électrodes, appelées tip (anode) et ring (cathode), sont respectivement
désignées par Γ− et Γ+. Le domaine de calcul global Ω est tel que Ω := ΩB ∪ ΩM, et sa frontière se
divise en Γ−, Γ+ et Γ := ∂Ω\ (Γ+ ∪ Γ−).

Nous reprenons les équations (2.1a) à (2.1c) et les conditions de bords équations (2.3a) à (2.3c).
Le système nécessite donc une définition pour j− et j+. Ces courants sont définis en suivant
l’approche de Somersalo, Cheney et Isaacson [143] donné pour un certain modèle d’électrode.
Dans un premier temps, nous supposons que les deux électrodes métalliques sont des surfaces
isopotentielles dont les potentiels sont notés par U−(t) et U+(t). Dans un second temps, nous
définissons les traces de u sur le bord du domaine de propagation, comme u|Γ−(t, x) et u|Γ+(t, x)
sur Γ− et Γ+. Les conditions de bords j− et j+ donnent une relation sur les sauts de potentiel sur
les électrodes (homogène à des tensions), U+ − u|Γ+ et U− − u|Γ− .

Remarque 2.4. Dans une situation linéaire et fréquentielle (harmonique), l’équation−σ∇u · n = j

peut être réécrite sous la forme de E. Somersalo [143] grâce à une impédance complexe z sur
chaque électrode. Ainsi, ces conditions aux limites sont simplement données comme les conditions
aux limites de Robin dans le domaine complexe −σ∇u · n =

(
U+ − u|Γ+

)
/z+ et −σ∇u · n =(

U− − u|Γ−

)
/z−. Ici, nous ne restons que dans le domaine temporel à cause de la stimulation

discontinue induite par le modèle de stimulateur étudié.

Modèle R//C de contact. Nous choisissons de représenter les phénomènes de contact tissu-
électrode par un circuit R-C linéaire et parallèle aux électrodes de l’anode et de la cathode. Globale-
ment, le circuit électrique couplé aux équations (2.1a) à (2.1c) est tel que représenté sur figure 2.5.
Les conditions aux limites manquantes sur u sont obtenues en suivant les lois des dipôles pour les
deux circuits R//C,

− σ∇u · n = j− = c−
∂

∂t
(u− U−) + g− (u− U−) sur Γ− × [0, T ] ,

− σ∇u · n = j+ = c+
∂

∂t
(u− U+) + g+ (u− U+) sur Γ+ × [0, T ] ,

(2.31a)

(2.31b)

où c−, c+, g− et g+ sont respectivement les capacités et conductances par unité de surface caracté-
risant chacune des électrodes.
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1/g−

j+

c+

1/g+

U−

U+

u|Γ−

u|Γ+

Stimulateur

PDE

Contacts

FIGURE 2.5 – Schéma d’un circuit électrique simplifié avec dipôles équivalents. Un stimulateur est couplé à l’EDP grâce à
des modèles de contact R//C à travers les densités de courant à la surface des électrodes j− et j+ entre les potentiels U−
et U+ et le potentiel de surface u.

Stimulateur. Le stimulateur présente également une résistance équivalenteR. Elle contient toutes
les propriétés résistives du circuit, y compris la propriété résistive des fils qui relient les électrodes
au dispositif. Le modèle est fermé en écrivant les équations du circuit électrique, dans lequel le
courant total I (voir figure 2.5) vérifie le principe de conservation du courant total,

I = −
∫

Γ−

j− =
∫

Γ+

j+. (2.32)

La dernière équation nécessaire pour fermer le système est obtenue à partir des lois des dipôles de
la partie stimulateur, c’est-à-dire I = U+

R = −C dU−
dt , et donc,

C
dU−

dt + U+

R
= 0. (2.33)

Résumé. Le système global à résoudre est donc formé des équations (2.1a) à (2.1c) du bidomaine,
de l’équation (2.2b) spatiale sur les variables ioniques, des conditions aux limites de Robin sur le
bord du domaine (2.3a)-(2.3b)-(2.3c), des équations (2.31a) et (2.31b) de contact RC parallèles, et
de l’équation (2.33) du stimulateur.

2 Formulation variationnelle et semi-discrétisation

2.1 Formulation variationnelle espace-temps

Le but de cette sous-section est d’établir la formulation variationnelle espace-temps du pro-
blème complet et en tirer une suite de problèmes elliptiques semi-discrétisés en temps.

Le modèle bidomaine. Soit T > 0 le temps final déjà introduit, et soient les fonctions tests
suivantes,

φ ∈ C∞
c

(
[0, T ) × Ω

)
, et φi ∈ C∞

c

(
[0, T ) × ΩM

)
.

Considérons une solution (u, ui) du problème formé des équations (2.1a) à (2.1c) et (2.3a) à (2.3c).
Ce couple de solutions vérifie la formulation variationnelle suivante, obtenue après multiplication
par les fonctions tests et intégration sur le domaine,

∫T

0

∫
Ω
σ∇u · ∇φ+

∫T

0

∫
Γ
µuφ−

∫T

0

∫
ΩM

χjmφ+
L∑

`=1

∫T

0

∫
Γ`

jΓ`
φ = 0, (2.34a)
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∫T

0

∫
ΩM

σi∇ui · ∇φi +
∫T

0

∫
ΓM

µiuiφi +
∫T

0

∫
ΩM

χjmφi = 0, (2.34b)

où jm est le courant membranaire et est donné par l’équation (2.2a). En notant [φ] la fonction test
associée à la tension transmembranaire [u] := ui − u comme,

[φ] := φi − φ ∈ C∞
c

(
[0, T ) × ΩM

)
, (2.35)

et en sommant les deux équations (2.34a) et (2.34b), permet de retrouver la formulation espace-
temps du modèle bidomaine avec un terme supplémentaire représentant la contribution des
électrodes, ∫T

0

∫
ΩM

σi∇ui · φi +
∫T

0

∫
Ω
σ∇u · φ+

∫T

0

∫
ΓM

µiuiφi +
∫T

0

∫
Γ
µuφ

+
∫T

0

∫
ΩM

cm
∂ [u]
∂t

[φ] + f ([u] , h, t) [φ] +
L∑

`=1

∫T

0

∫
Γ`

jΓ`
φ = 0.

(2.36)

Lemodèle de stimulateur. Soit Φ une fonction test associée au vecteur des potentiels du modèle
de stimulateur,

Φ ∈ C∞
c ([0, T ))Nnd . (2.37)

Considérons un couple de solution (U, Jsrc) aux équations (2.20a) et (2.20b) vérifiant γ0U = 0 et le
système variationnel temporel suivant,

∫T

0

(
C

dAᵀ
cU

dt · Aᵀ
c Φ + GAᵀ

gU · Aᵀ
g Φ + AsrcJsrc · Φ

)
+
∫T

0
γAγJ · Φ = 0,

Aᵀ
srcU = Vsrc(t).

(2.38a)

(2.38b)

Les modèles d’électrodes. Finalement, pour chacune des L électrodes, c’est-à-dire pour ` =
1, . . . , L, considérons une fonction test φ◦

` associée aux potentiels internes dumodèle de contact
de la `-ième électrode vérifiant,

φ◦
` ∈ C∞

c ([0, T ) × Γ`)N`,nd−2 . (2.39)

Considérons la fonction test suivante associée à l’ensemble des potentiels du modèle de la `-ième
électrode,

φ` := (φ◦
` , γφ`) , (2.40)

où γφ` est donné à partir des fonctions tests introduites précédement, par γφ` = (γ`Φ, γ`φ). De
plus, considérons une solution u` := (u◦

` , γu`) à l’équation (2.27), avec γu` := (γ`U, γ`u). Cette
solution vérifie l’équation variationnelle espace-temps suivante,

∫T

0

∫
Γ`

(
C`

∂Aᵀ
`,cu`

∂t
· Aᵀ

`,cφ` + G`Aᵀ
`,gu` · Aᵀ

`,gφ`

)
+
∫T

0

∫
Γ`

γA`γj` · φ` = 0. (2.41)

Annulationmutuelle des courants sortants. Ensuite, nous additionnons toutes les formulations
variationnelles équations (2.36), (2.38a) et (2.41). En remarquant que par définition de γA` nous
avonsγA`γj` = (γ1j`, 0, . . . , 0, γ2j`), et que γj` peut être découpé selon (γ1j`, γ2j`), les deux
courants sortants (respectivement vers le stimulateur et vers le domaine spatial), alors l’ensemble
des termes associés aux courants sortants s’annulentmutuellementpar les équations (2.29) et (2.30)
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de conservation des courants. De plus, avec les égalités suivantes γ`Φ = γ1φ` et γφ = γ2φ`, l’égalité
suivante est vérifiée,

L∑
`=1

(∫T

0

∫
Γ`

jΓ`
γφ

)
+
∫T

0
γAγJ · Φ +

L∑
`=1

(∫T

0

∫
Γ`

γA`γj` · γφ`

)

=
L∑

`=1

[∫T

0

∫
Γ`

jΓ`
γφ+

∫T

0
γ`Jγ`Φ +

∫T

0

∫
Γ`

(γ1j`γ1φ` + γ2j`γ2φ`)
]

=
L∑

`=1

[∫T

0

(
γ`J +

∫
Γ`

γ1j`

)
γ`Φ +

∫T

0

∫
Γ`

(jΓ`
+ γ2j`) γφ

]
= 0.

Formulation complète. Définissons l’espace fonctionnel C∞
c regroupant tous les ensembles de

fonctions tests du problème,

H∞
u := C∞

c

(
[0, T ) × ΩM

)
× C∞

c

(
[0, T ) × Ω

)
× C∞

c ([0, T ) × Γ1)N1,nd × . . .

× C∞
c ([0, T ) × ΓL)NL,nd × C∞

c ([0, T ))Nnd ,
(2.42)

et sa version contrainte par la condition de Dirichlet γ0U = 0 et par les conditions d’égalité sur les
potentiels entre les différents blocs dumodèle complet comme,

H∞
u,0 := {u ∈ H∞

u tel que γ0U = 0, γ`U = γ1u`, γu = γ2u`, pour ` = 1, . . . , L}. (2.43)

À partir de l’ensemble des équations précédentes, nous pouvons obtenir formellement que le
problème variationnel espace-temps complet est alors de trouver

u := (u, ui, u1, . . . , uL, U) ∈ H∞
u,0 et Jsrc ∈ L2

(
0, T ;RNsrc

)
,

tels que pour tout φ = (φi, φ, φ1, . . . , φL,Φ) ∈ H∞
u,0 nous ayons,

∫T

0

∫
ΩM

σi∇ui · ∇φi +
∫T

0

∫
Ω
σ∇u · ∇φ+

∫T

0

∫
ΓM

µiuiφi +
∫T

0

∫
Γ
µuφ

+
∫T

0

∫
ΩM

(
cm
∂ [u]
∂t

[φ] + f ([u] , h, t) [φ]
)

+
∫T

0

(
C

dAᵀ
cU

dt · Aᵀ
c Φ + GAᵀ

gU · Aᵀ
g Φ + AsrcJsrc · Φ

)

+
L∑

`=1

∫T

0

∫
Γ`

(
C`

∂Aᵀ
`,cu`

∂t
· Aᵀ

`,cφ` + G`Aᵀ
`,gu` · Aᵀ

`,gφ`

)
= 0,

Aᵀ
srcU = Vsrc(t).

(2.44a)

(2.44b)

En supposant que les dérivées temporelles présentent dans l’équation (2.44a) sont telles que

∂t [u] ∈ L2
(
0, T ;L2 (ΩM)

)
,

dAᵀ
cU

dt ∈ L2
(
0, T ;RNc

)
, et

∂t

(
Aᵀ

`,cu`

)
∈ L2

(
0, T ;L2 (Γ`)N`,c

)
, pour ` = 1, . . . , L.

Alors, les valeurs initiales peuvent être explicitées dans l’ équation (2.44a) en intégrant par partie
en temps, de sorte à ce qu’une solution faible de problème soit définie comme suit.
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Définition 2.2 Solution faible de problème. Le couple (u, Jsrc) est solution faible du problème si
et seulement si

u ∈ L2
(
0, T ; H1 (ΩM) × H1 (Ω) × L2 (Γ1)N1,nd × . . .× L2 (ΓL)NL,nd × RNnd

)
, et

Jsrc ∈ L2
(
0, T ;RNsrc

)
,

avec u vérifiant les conditions de couplage, et que pour tout φ ∈ H∞
u nous avons,

∫T

0

∫
ΩM

σi∇ui · ∇φi +
∫T

0

∫
Ω
σ∇u · ∇φ+

∫T

0

∫
ΓM

µiuiφi +
∫T

0

∫
Γ
µuφ

+
∫T

0

∫
ΩM

f ([u] , h, t) [φ] − cm [u] ∂ [φ]
∂t

+
∫T

0
GAᵀ

gU · Aᵀ
g Φ + AsrcJsrc · Φ − CAᵀ

cU · dAᵀ
c Φ

dt

+
L∑

`=1

∫T

0

∫
Γ`

G`Aᵀ
`,gu` · Aᵀ

`,gφ` − C`Aᵀ
`,cu` ·

∂Aᵀ
`,cφ`

∂t

+ CV 0
c · (Aᵀ

c Φ)0 +
∫

ΩM

cm [u]0 [φ]0 +
L∑

`=1

∫
Γ`

C`v
0
`,c ·

(
Aᵀ

`,cφ`

)
0

= 0,

Aᵀ
srcU = Vsrc(t).

(2.45a)

(2.45b)

Nous rappelons par ailleurs que les fonctions tests [φ] ,Φ et (φ`)L
1 sont toutes nulles à t = T . En

conséquence de la formulation précédente, nous identifions que les solutions initiales requises par
le problème complet sont

[u]0 = ui(0, ·) − u(0, ·) = [u]0 ∈ L2 (ΩM)
V 0

c = (Aᵀ
cU)0 ∈ RNc ,

v0
`,c =

(
Aᵀ

`,cu`

)
0

∈ L2 (Γ`)N`,c pour ` = 1, . . . , L.

(2.46a)

(2.46b)

(2.46c)

2.2 Semi-discrétisation en temps et schéma implicite

La suite de la preuve est organisée selon les étapes suivantes.

— À partir du problème continu nous construirons une suite de problèmes semi-discrétisés en
temps ne faisant apparaître que des dérivées discrètes temporelles. Le caractère bien posé
de ces problèmes sera vérifié.

— Nousmontrerons que la suite de solutions associée à cette suite de problème, forme une suite
faiblement convergente dans l’espace de Bochner L2 (0, T ; Hu,0) × L2 (0, T ;RNsrc

)
grâce à

trois estimations a priori impliquant les formes bilinéaires dégénérées du problème.
— En suivant, à cause de la présence du terme ionique non-linéaire, nous montrerons que la

suite des tensions associées aux condensateurs converge fortement dans l’espace de Bochner
L2 (0, T ; Hv) grâce à un théorème d’Aubin-Simon discret en temps.

— Enfin, nous montrerons que les limites ainsi caractérisées sont solution du problème continu.

2.2.1 Semi-discrétisation en temps

Soit N > 0 le nombre de subdivisions en temps de l’intervalle temporel [0, T ] en une grille
uniforme de pas ∆t = T/N . Pour la suite, nous notons tn = n∆t pour n = 0, . . . , N .
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Considérant le vecteur de potentiels u := (u, ui, u1, . . . , uL, U), nous définissons l’espace de
Hilbert étendu suivant,

Hu := H1 (ΩM) × H1 (Ω) × L2 (Γ1)N1,nd × . . .× L2 (ΓL)NL,nd × RNnd (2.47)

équipé de la norme produit naturelle ‖·‖Hu ,

‖u‖Hu
:=
(

‖ui‖2
H1(ΩM) + ‖u‖2

H1(Ω) +
L∑

`=1
‖u`‖2

L2(Γ`) + ‖U‖2
RNnd

) 1
2

. (2.48)

De plus, nous définissons le sous-espace fermé Hu,0 ⊂ Hu incluant les couplages de potentiel et la
condition de Dirichlet pour la masse,

Hu,0 := {u ∈ Hu tel que γ0U = 0, γ`U = γ1u`, γu = γ2u`, pour ` = 1, . . . , L}. (2.49)

Par l’équation (2.44a), nous définissons deux formes bilinéaires, a et b, définies sur Hu × Hu 7→ R
par,

a (δu,φ) = (cm [δu] , [φ])ΩM
+

L∑
`=1

(
C`Aᵀ

`,cδu`,Aᵀ
`,cφ`

)
Γ`

+ CAᵀ
c δU · Aᵀ

c Φ, (2.50a)

b (u,φ) = (σi∇ui,∇φi)ΩM
+ (σ∇u,∇φ)Ω + (µiui, φi)ΓM

+ (µu, φ)Γ

+
L∑

`=1

(
G`Aᵀ

`,gu`,Aᵀ
`,gφ`

)
Γ`

+ GAᵀ
gU · Aᵀ

g Φ.
(2.50b)

Lesdeux formesbilinéairesa et b sont aussi définies pour tous lesφ ∈ H∞
u par densité deH∞

u ⊂ Hu.

Remarque 2.5 Formes bilinéaires dégénérées. Malgré les arguments génériques passés aux
formes bilinéaires a et b, toutes les inconnues ne sont pas impliquées dans celles-ci. Cela signifie
que toutes deux sont dégénérées sur Hu × Hu, et qu’elles ont des noyaux non triviaux.

En repartant des équations (2.44a) et (2.44b), nous discrétisons en temps le couple de solutions
du problème continu (u, Jsrc). Les dérivées en temps sont remplacées par des dérivées discrètes
décentrées arrières comme,

∂t [u]|t=tn
≈ 1

∆t
(
[un] −

[
un−1

])
, ∂t

(
Aᵀ

`,cu`

)
|t=tn

≈ 1
∆t

(
Aᵀ

`,cu
n
` − Aᵀ

`,cu
n−1
`

)
, (2.51a)

d
dt (Aᵀ

cU)|t=tn
≈ 1

∆t
(
Aᵀ

cU
n − Aᵀ

cU
n−1

)
. (2.51b)

Définition 2.3. Pour chaquen = 1, . . . , N , nous définissons les solutions faibles du problème semi-
discrétisé comme les fonctions (un, Jn

src) ∈ Hu,0 × RNsrc , avec un := (un, un
i , u

n
1 , . . . , u

n
L, U

n) ∈
Hu,0 et Jn

src ∈ RNsrc telles que
a

(
un − un−1

∆t ,φ

)
+ b (un,φ) + (f ([un] , h, t) , [φ])ΩM

+ AsrcJ
n
src · Φ = 0,

Aᵀ
srcU

n = V n
src,

(2.52a)

(2.52b)
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pour tout φ := (φ, φi, φ1, . . . , φL,Φ) ∈ Hu,0, avec V n
src le vecteur de fonctions sources donné par

V n
src := 1

∆t

∫ tn

tn−1

Vsrc(t) dt. (2.53)

Remarque 2.6 Existence d’un vecteur u0. La formulation variationnelle (2.52a) est écrite pour
n = 1, . . . , N . En particulier pourn = 1, elle fait apparaître la fonctionu0. Cette fonction est pour le
moment partiellement définie, et nous verrons dans la suite les propriétés qu’elle doit vérifier. Pour
le moment, nous supposons qu’elle existe et qu’elle est compatible avec les conditions initiales
données aux équations (2.46a) à (2.46c).

2.2.2 Propriétés pour le théorème de Lax-Milgram

Nous souhaitons dans un premier tempsmontrer que l’équation (2.44a) admet une solution à
Jsrc fixé. Pour cela nous partons de l’application ‖·‖b construite à partir des formes bilinéaires a et
b, et nous montrons que celle-ci définit une norme sur Hu,0 et que l’espacemétrique (Hu,0, ‖·‖b)
est complet.

T
H
É
O
R
È
M
E

Théorème 2.1 Norme induite ‖·‖b sur Hu

L’application ‖·‖b : u ∈ Hu 7→ R+, construite à partir de a et b et définie par

‖u‖2
b = ‖[u]‖2

L2(ΩM) + ‖∇ui‖2
L2(ΩM) + ‖∇u‖2

L2(Ω) + ‖ui‖2
L2(ΓM)

+ ‖u‖2
L2(Γ) + ‖AᵀU‖2

RNb +
L∑

`=1
‖Aᵀ

` u`‖2
L2(Γ`)N`,b ,

(2.54)

est une semi-norme sur Hu et une norme sur Hu,0.

Démonstration. Les propriétés de sous-additivité et d’homogénéité absolue dans Hu de la norme
sont assurées par la définition de la norme du produit.

Cependant, la propriété de positivité n’est pas vérifiée dans Hu en raison de certaines solutions
constantes. Par exemple, si U est constant sur l’ensemble du stimulateur avec la valeur α0, et si
chaque u` pour ` = 1, . . . , L est constant avec la valeur α`, et u et ui sont également constants
avec la valeur αL+1, alors la norme ‖u‖b est égale à 0 pour tous les

α = (α0, . . . , αL+1) ∈ RL+1, (2.55)

conformément aux définitions impliquant les matrices d’incidence. Cependant, il est important de
noter que ‖u‖b est égal à 0 si et seulement si α = 0 ∈ RL+1, en raison des conditions de couplage
imposées aux potentiels. �

Nous souhaitons montrer ensuite que la norme induite introduite est équivalente à la norme
produit sur Hu,0. Pour cela, l’hypothèse suivante est requise sur les graphes des différents circuits
électriques, c’est-à-dire que les matrices d’incidence A, A` et Asrc vérifient l’hypothèse suivante.

H
Y
P
O
T
H
È
S
E

Hypothèse 2.1Matrices de rang maximal en colonne

LesmatricesA,A` etAsrc sont de rangmaximal en colonne, voir Estévez Schwarz et Tischen-
dorf [55].
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Remarque 2.7. L’hypothèse 2.1 n’est pas restrictive quant aux formes que peuvent prendre les
circuits modélisés. En effet, considérer que les matrices d’incidence totale A et A` sont de rang
maximal signifie que les circuits sont bien formés, et que, par exemple, imposer que AᵀU = V

et Aᵀ
` u` = v` implique que les tensions sont uniquement déterminées à partir des potentiels. De

plus, imposer que la matrice d’incidence Asrc sur les branches de sources de tension est aussi de
rang maximal en colonne, revient à considérer qu’il n’y a pas de boucles dans le circuit constituées
uniquement de sources de tension [55]. Ainsi, tout circuit raisonnable satisfait à cette propriété.

T
H
É
O
R
È
M
E

Théorème 2.2 Équivalence des normes ‖·‖b et ‖·‖Hu

La norme produit ‖·‖Hu et la norme induite ‖·‖b sont équivalentes sur Hu,0, et donc
(Hu,0, ‖·‖b) est complet comme un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert.

Démonstration. Soit un élément arbitraire u = (u, ui, u1, . . . , uL, U) ∈ Hu,0 tel que ‖u‖b 6= 0. En
utilisant la définition de la norme ‖·‖b, l’inégalité triangulaire,

‖[u]‖2
L2(ΩM) ≤ ‖ui‖2

L2(ΩM) + ‖u‖2
L2(ΩM), (2.56)

la continuité de l’opérateur trace pour un certain α0 > 0,

‖ui‖2
L2(ΓM) + ‖u‖2

L2(Γ) ≤ α0
(
‖ui‖2

H1(ΩM) + ‖u‖2
H1(Ω)

)
, (2.57)

et la définition des normes sur les espaces de Sobolev H1 (Ω) et H1 (ΩM) donnant,

‖ui‖2
L2(ΩM) + ‖u‖2

L2(Ω) ≤ ‖ui‖2
H1(ΩM) + ‖u‖2

H1(Ω),

‖∇ui‖2
L2(ΩM) + ‖∇u‖2

L2(Ω) ≤ ‖ui‖2
H1(ΩM) + ‖u‖2

H1(Ω),

permet de borner supérieurement les cinq premiers termes de ‖·‖b. Ainsi il existe une constante
αΩ = max (2, α0) > 0 telle que,

‖[u]‖2
L2(ΩM) + ‖∇ui‖2

L2(ΩM) + ‖∇u‖2
L2(Ω) + ‖ui‖2

L2(ΓM) + ‖u‖2
L2(Γ)

≤ αΩ
(
‖ui‖2

H1(ΩM) + ‖u‖2
H1(Ω)

)
.

(2.58)

Les termes faisant apparaître les matrices d’incidence peuvent être bornés supérieurement en
utilisant l’homogénéité absolue. Ainsi, ceci permet de borner supérieurement ‖u‖b comme ‖u‖2

b ≤
α‖u‖2

Hu
, où α est donné par,

α := max
(
αΩ, ‖Aᵀ‖2

2,
{

‖Aᵀ
` ‖2

2

}L

`=1

)
. (2.59)

Inversement, en utilisant l’inégalité de Poincaré-Friedrichs (voir [130]) sur les termes de gradient et
de trace, pour des éléments arbitraires u ∈ H1 (Ω) et ui ∈ H1 (ΩM), il existe une constante βΩ > 0
telle que,

‖u‖2
H1(Ω) + ‖ui‖2

H1(ΩM) ≤ βΩ
(
‖∇u‖2

L2(Ω) + ‖∇ui‖2
L2(ΩM) + ‖u‖2

L2(∂Ω) + ‖ui‖2
L2(∂ΩM)

)
. (2.60)

De plus, comme les matricesAᵀ etAᵀ
` sont supposées être de rangmaximal en ligne, alors il existe

L+ 1 constantes positives (βG , βG1 , . . . , βGL
) ∈ RL+1 ne dépendant que des graphes G et G`, telles

que

‖U‖2
RNnd +

L∑
`=1

‖u`‖2
L2(Γ`)N`,nd ≤ βG‖AᵀU‖2

RNb +
L∑

`=1
βG`

‖Aᵀ
` u`‖2

L2(Γ`)N`,b . (2.61)
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En conséquence, l’inégalité ‖u‖Hu ≤ β‖u‖b est vérifiée pour un certain β > 0 définie comme

β := max (βΩ, βG , βG1 , . . . , βGL
) . (2.62)

�

Par ailleurs, le lemme suivant est nécessaire dans la suite pour traiter la partie algébrique du
système semi-discrétisé, c’est-à-dire l’équation (2.52b).

L
E
M
M
E

Lemme 2.1 Existence d’une solution respectant les contraintes

Pour tout Y ∈ RNsrc , il existe aumoins unX ∈ RNnd tel que Aᵀ
srcX = Y .

Démonstration. Par l’hypothèse 2.1, nous avons supposé que la matrice Asrc est de rang maximal
en colonne (comme dans [55]), c’est-à-dire que ker (Asrc) = {0}. Ainsi, im (Aᵀ

src) = ker (Asrc)⊥ =
RNsrc , et alors pour tout Y ∈ RNsrc il existe aumoins unX ∈ RNnd tel que Aᵀ

srcX = Y . �

2.2.3 Décomposition avec un relèvement selon l’espace noyau des contraintes

Le problème semi-discrétisé est composé des équations (2.52a) et (2.52b). La seconde définit
une contrainte sur Un car les tensions sont prescrites par des sources de tension.

D’après le lemme 2.1, pour tout V n
src ∈ RNsrc , il existeUn

0 ∈ RNnd de sorte que l’équation (2.52b)
soit vérifiée, c’est-à-dire que

Aᵀ
srcU

n
0 = V n

src. (2.63)

Aussi, Un
0 peut être complété dans Hu,0 comme un

0 en utilisant les conditions de couplage des
potentiels et 0 ailleurs. Ainsi, il existe donc une décomposition, pour n = 1, . . . , N ,

un = un
? + un

0 (2.64)

telle que le relèvement un
0 ∈ Hu,0 vérifie équation (2.52b) avec un

? ∈ Hker
u,0 ⊂ Hu,0, où le sous-

espace à noyau fermé est

Hker
u,0 := {u ∈ Hu,0 | U ∈ ker (Aᵀ

src)}. (2.65)

Remarque 2.8 Cas particulier n = 0. Dans la continuité de la remarque 2.6, nous supposons que
la décomposition existe aussi pour n = 0, c’est-à-dire qu’il existe u0

0 ∈ Hu,0 vérifiantAᵀ
srcU

0
0 = V 0

src
(équation (2.52b)), telle que u0 = u0

0 + u0
? avec u0

? ∈ Hker
u,0, et compatible avec les conditions

initiales.

Remarque 2.9. Pour tout u? ∈ Hker
u,0, nous avons que la norme ‖·‖b de u? vérifie

‖u?‖2
b = ‖[u?]‖2

L2(ΩM) + ‖∇ui,?‖2
L2(ΩM) + ‖∇u?‖2

L2(Ω) + ‖ui,?‖2
L2(ΓM) + ‖u‖2

L2(Γ)

+ ‖Aᵀ
cU?‖2

RNc + ‖Aᵀ
gU?‖2

RNg +
L∑

`=1
‖Aᵀ

`,cu`,?‖2
L2(Γ`)N`,c + ‖Aᵀ

`,gu`,?‖2
L2(Γ`)N`,g ,

(2.66)

car {
‖AᵀU?‖2

RNb = ‖Aᵀ
cU?‖2

RNc + ‖Aᵀ
gU?‖2

RNg + ‖Aᵀ
srcU?‖2

RNsrc ,

‖Aᵀ
srcU?‖2

RNsrc = 0.
(2.67a)

(2.67b)
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Ensuite, si un est une solution des équations (2.52a) et (2.52b), alors il existe un
? ∈ Hker

u,0 tel que
pour tout φ? ∈ Hker

u,0, un = un
? + un

0 soit aussi une solution de

a

(
un

? + un
0 − un−1

∆t ,φ?

)
+ b (un

? + un
0 ,φ?) + (f ([u?]n , h, t) , [φ?])ΩM

= 0, (2.68)

car AsrcJ
n
src · Φ? = Jn

src · Aᵀ
srcΦ? = 0.

Conséquemment, en utilisant la décompositionun = un
? + un

0 , une solution faible du problème
complet est entièrement décrite par les fonctions un

? ∈ Hker
u,0 telles que l’équation (2.52a) soit

vérifiée dans Hker
u,0 pour toutes les fonctions test φ? ∈ Hker

u,0,

a (un
? + un

0 ,φ?) + ∆tb (un
? + un

0 ,φ?)
= a

(
un−1,φ?

)
− ∆t (f ([un

? + un
0 ] , h, t) , [φ?])ΩM

.
(2.69)

3 Problème semi-discrétisé bien posé au sens de Hadamard

D ANS cette section nous montrons que le problème semi-discrétisé est bien posé au sens de
Hadamard, c’est-à-dire qu’il existe une solution uniquement définie par les données.

3.1 Existence et unicité des potentiels dans Hu,0

Dans cette sous-section nous cherchons à prouver le théorème suivant.
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Théorème 2.3 Existence et unicité des potentiels dans Hu,0

Il existe un unique un ∈ Hu,0, décomposable comme un = un
? + un

0 , où un
0 vérifie l’équation

Aᵀ
srcU

n
0 = V n

src, et où un
? ∈ Hker

u,0 est solution de l’équation (2.69).

Remarque 2.10. La décomposition un = un
? + un

0 donnée par le théorème 2.3 n’est pas unique.

3.1.1 Existence de un dans Hu,0

Nous avons supposé que le terme source ionique f était non-linéaire, donc pour démontrer
l’existence de solution nous utilisons le théorème de point fixe de Banach sur l’application T : u? ∈
Hker

u,0 7→ T u? ∈ Hker
u,0, définie pour tout φ? ∈ Hker

u,0, et vérifiant

a (T u? + u0,φ?) + ∆tb (T u? + u0,φ?)
= a

(
un−1,φ?

)
− ∆t (f ([un

? + un
0 ] , h, t) , [φ?])ΩM

.
(2.70)

Cette application est contractante, c’est-à-dire qu’il existe une constante 0 < α < 1 telle que pour
deux éléments u?,1 et u?,2 de Hker

u,0 nous avons,

‖T u?,1 − T u?,2‖2
b ≤ α‖u?,1 − u?,2‖2

b . (2.71)

Premièrement, en repartant des deux formes bilinéaires a et b définissant la norme ‖·‖b sur
Hker

u,0 ⊂ Hu,0 ⊂ Hu (théorème 2.1), ce problème est bien posé pour l’inconnue T u? par le théorème
de Lax-Milgram grâce à l’équivalence de normes de la section précédente (théorème 2.2).

Deuxièmement, nous supposons que la source de courant ionique f : R × Rm 7→ R est telle
que l’hypothèse suivante soit vraie.
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Hypothèse 2.2 Sources ioniques de courant lipchitziennes

Il existe une unique constante λ > 0, telle que pour tous v1, v2 ∈ R,

|f(v1, h(t, v1)) − f(v2, h(t, v2))|R ≤ λ |v1 − v2|R . (2.72)

De plus, nous supposons que f(0, h(0), t) = 0.

Alors, nous pouvons prendre φ? = δT u? := T u?,1 − T u?,2 ∈ Hker
u,0 dans l’équation (2.70) pour

un
? = T u?,1 et pour un

? = T u?,2. En soustrayant les deux, et en notant

δ [T u?] := [T u?,1] − [T u?,2] , δ [u?] := [u?,1] − [u?,2] et δu? := u?,1 − u?,2, (2.73)

alors nous avons

a (δT u?, δT u?) + ∆tb (δT u?, δT u?) ≤ ∆t
∣∣∣(f ([u?,1]) − f ([u?,2]) , δ [T u?])ΩM

∣∣∣ . (2.74)

Le terme de droite peut être majoré grâce à l’utilisation conjointe de l’hypothèse 2.2 sur f et de
l’inégalité de Young suivante, avec ε = 1,

(α, β) ≤ 1
ε

α2

2 + ε
β2

2 , (2.75)

c’est-à-dire,

∆t
∣∣∣(f ([u?,1]) − f ([u?,2]) , δ [T u?])ΩM

∣∣∣
≤ cm

∣∣∣∣∣
(
λ∆t
cm

δ [u?] , δ [T u?]
)

ΩM

∣∣∣∣∣ ≤ λ2∆t2
2cm

‖δ [u?]‖2
L2(ΩM) + cm

2 ‖δ [T u?]‖2
L2(ΩM).

(2.76)

Cette inégalité peut être améliorée en utilisant la définition de la norme ‖·‖b comme,

a (δT u?, δT u?) + ∆tb (δT u?, δT u?) ≤ λ2∆t2
2cm

‖δu?‖2
b + cm

2 ‖δT u?‖2
b , (2.77)

grâce à ‖δ [u?]‖2
L2(ΩM) ≤ ‖δu?‖2

b et ‖δ [T u?]‖2
L2(ΩM) ≤ ‖δT u?‖2

b .
Pour poursuivre la démonstration, nous supposons que les matrices de conductivité σ et σi ont

leurs coefficients bornés dansL∞ (Ω) etL∞ (ΩM) respectivement, et qu’elles sont uniformément
elliptiques, c’est-à-dire que l’hypothèse suivante soit vraie.

H
Y
P
O
T
H
È
S
E

Hypothèse 2.3Matrices de conductivités bornées en norme L∞

Il existe des constantes 0 < mσ ≤ Mσ telles que

mσ |ξ|2 ≤ ξᵀσξ ≤ Mσ |ξ|2 p.p. dans Ω,

mσ |ξ|2 ≤ ξᵀσiξ ≤ Mσ |ξ|2 p.p. dans ΩM.

(2.78)

(2.79)

Alors, nous introduisons deux constantes positivesmc etmg dépendant respectivement de
l’ensemble des propriétés capacitives et résistives dumodèle,

mc := min
(
cm, {(C`)k}L

`=1, {Ck}
)

et mg := min
(
mσ, {(G`)k}L

`=1, {Gk}
)
. (2.80)
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Nous supposons que∆t est tel quemg∆t ≤ mc − cm
2 , ceci permet d’obtenir la majoration suivante

construite à partir de l’équation (2.77) et de la définition de la norme ‖·‖b,

min (mc,mg∆t) ‖δT u?‖2
b ≤ a (δT u?, δT u?) + ∆tb (δT u?, δT u?) , (2.81)

et donc que,

mg∆t‖δT u?‖2
b ≤ min

(
mc − cm

2 ,mg∆t
)

‖δT u?‖2
b ≤ λ2∆t2

2cm
‖δu?‖2

b . (2.82)

Finalement, après division parmg∆t, nous obtenons l’inégalité recherchée (2.71), où le coefficient
est donné par,

α = λ2∆t
2cmmg

. (2.83)

Par ailleurs, il doit vérifier α < 1, pour cela il suffit donc de supposer que le pas de temps ∆t vérifie

∆t < 2cmmg

λ2 . (2.84)

3.1.2 Unicité de un dans Hu,0

Pour établir l’unicité de un ∈ Hu,0, considérons deux solutions distinctes de l’équation (2.52a),

un
1 := un

?,1 + un
0,1 et un

2 := un
?,2 + un

0,2. (2.85)

Alors, en utilisant la propriété d’unicité d’un point fixe de Banach, et en observant que la seconde
solution peut être exprimée comme un

2 =
(
un

?,2 + un
0,2 − un

0,1

)
+ un

0,1, nous obtenons que

un
?,1 = un

?,2 + un
0,2 − un

0,1. (2.86)

Ainsi, nous pouvons en déduire que un
?,1 = un

?,2 + un
0,2 − un

0,1, ce qui implique que un
1 = un

2 ,
c’est-à-dire que la solution un est unique.

3.2 Existence des courants induits par les sources de tension

Nous avons prouvé que si (un, Jn
src) résout les équations (2.52a) et (2.52b) alors il existe un

0 ∈
Hu,0 tel que le relèvement un

0 résout l’équation (2.52b), c’est-à-dire Aᵀ
srcU

n
0 = V n

src, et un
? = un −

un
0 ∈ Hker

u,0 qui résout l’équation (2.69) dans Hker
u,0.

Pour trouver Jn
src, il reste à résoudre l’équation (2.52a) dans l’espace complet Hu,0 avec un

comme trouvé ci-dessus. Dans cette sous-section nous cherchons donc à prouver le théorème
suivant.
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Théorème 2.4 Existence et unicité de Jn
src dans RNsrc

À un ∈ Hu,0 fixé, il existe un unique Jn
src ∈ RNsrc solution de l’équation (2.52a) dans l’espace

complet Hu,0.

3.2.1 Existence de Jn
src

Soit une base arbitraire (e1, . . . , eNsrc) de RNsrc . Par le lemme 2.1, pour chaque élément ek il
existe φk ∈ Hu,0 tel que ek = Aᵀ

srcΦk. De plus, nous avons Jn
src · ek = wk avecwk ∈ R défini par

wk := −a
(

un − un−1

∆t ,φk

)
− b (un,φk) − (f ([un] , h, t) , [φk])ΩM

. (2.87)
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En particulier, comme Jn
src · ek est unique par définition, alors leswk le sont aussi, et il existe donc

Jn
src.

3.2.2 Unicité de Jn
src

Considérons deux familles
{
φ1

k

}
et
{
φ2

k

}
de Hu,0 telles que définies ci-dessus. Soit Jn,1

src et Jn,2
src

deux solutions, et nous notons δJn
src := Jn,1

src − Jn,2
src . Cette différence satisfait l’équation suivante,

où δφk := φ1
k − φ2

k,

δJn
src · ek = −a

(
un − un−1

∆t , δφk

)
− b (un, δφk) − (f ([un] , h, t) , [δφk])ΩM

. (2.88)

En remarquant que Aᵀ
srcΦ1

k = Aᵀ
srcΦ2

k = ek implique que Aᵀ
srcδΦk = 0, alors δφk ∈ Hker

u,0. De plus,
étant donné que un satisfait l’équation (2.69) par définition, il s’ensuit que le membre de droite
de l’équation (2.88) s’annule et donc δJn

src · ek = 0. Par conséquent, δJn
src = 0 car la famille {ek}

forme une base deRNsrc .

4 Estimés a priori et convergence

C ETTE section est consacrée aux estimés a priori classiques pour le problème semi-discrétisé
et à sa convergence.

4.1 Estimations préliminaires

4.1.1 Coercivité et continuité de a+ b

Pour calculer les différents estimés, en plus des hypothèses 2.1 à 2.3, nous avons besoin de
l’hypothèse suivante sur les coefficients des conditions aux limites µ et µi. Nous supposons que
ceux-ci sont positivement bornés dans L∞ (Γ) et L∞ (ΓM).

Toutes ces hypothèses sont classiques pour établir les propriétés utiles des deux formes bili-
néaires a et b et des relèvements un

0 .
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Hypothèse 2.4 Coefficients µ bornés en norme L∞

Il existe une certaine constante positiveMµ > 0 telle que

0 ≤ µ ≤ Mµ p.p. sur Γ, et 0 ≤ µi ≤ Mµ p.p. sur ΓM. (2.89)

Cette-ci, associée à l’hypothèse 2.3, permet d’obtenir la proposition suivante.

Proposition 2.1. Il existe quatre constantes positives 0 < mθ < Mθ et 0 < mρ < Mρ telles que
pour tout u ∈ Hu,0,

mθ‖u‖2
b ≤ a (u,u) + b (u,u) ≤ Mθ‖u‖2

b ,

mρ‖u‖2
Hu

≤ a (u,u) + b (u,u) ≤ Mρ‖u‖2
Hu
.

(2.90)

(2.91)

Démonstration. D’après le théorème 2.2, il existe deux constantes positives α et β telles que
β‖u‖2

Hu
≤ ‖u‖2

b ≤ α‖u‖2
Hu

, or la norme ‖·‖b (théorème 2.1) est construite d’après les formes
bilinéaires a et b, de sorte que

mθ‖u‖2
b ≤ a (u,u) + b (u,u) ≤ Mθ‖u‖2

b , (2.92)
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pour deux constantes positivesmθ etMθ données comme,

mθ := min
(
cm, {(C`)k}L

`=1 , {Ck} ,mσ, {(G`)k}L
`=1 , {Gk}

)
,

Mθ := max
(
cm, {(C`)k}L

`=1 , {Ck} ,Mσ,Mµ, {(G`)k}L
`=1 , {Gk}

)
,

(2.93)

(2.94)

oùmσ,Mσ etMµ sont données par les hypothèses 2.3 et 2.4. En suivant, la constante recherchée
est donnée parmρ := mθβ etMρ := Mθα. �

4.1.2 Construction d’un relèvement borné

Aucune hypothèse n’a pour le moment été faite sur les sources de tension. Aussi, nous faisons
l’hypothèse suivante sur la fonction Vsrc régissant les tensions des sources présentes dans le circuit
du stimulateur.

H
Y
P.

Hypothèse 2.1 Les sources de tension sont dans L2 (0, T ;RNsrc
)

Les sources de tension sont telles que Vsrc ∈ L2 (0, T ;RNsrc
)
.

Sous cette hypothèse, nous démontrons les trois lemmes suivants.

— Le lemme 2.2 assure l’existence d’un un
0 contrôlé en norme par les sources.

— Le lemme 2.3 assure le contrôle de la dérivée discrète temporelle un−1
0 − un

0 en norme par la
dérivée discrète temporelle des sources.

— Le lemme 2.4 assure le contrôle de nombre de termes issus des formes bilinéaires a et b par
les sources et ses dérivées discrètes temporelles.
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Lemme 2.2 Contrôle de un
0 par les sources

Pour toutn = 1, . . . , N , il existeun
0 :=

(
un

i,0, u
n
0 , u

n
1,0, . . . , u

n
L,0, U

n
0

)
∈ Hu,0 tel queAᵀ

srcU
n
0 =

V n
src et vérifiant, pour une certaine constante positive ηsrc,

‖un
0 ‖2

Hu
≤ ηsrc‖V n

src‖2
RNsrc . (2.95)

Remarque 2.11 Cas particulier n = 0 (extension de la remarque 2.6). Nous supposons que V 0
src

existe, et qu’il est donné par V 0
src = Vsrc(0), et que u0

0 est telle que le lemme 2.2 est aussi vrai pour
n = 0.

Démonstration. Pour démontrer le résultat nous choisissons de raisonner par constructibilité. Par
le lemme 2.1, il existe Ũn

0 ∈ RNnd tel que Aᵀ
srcŨ

n
0 = V n

src. Dans le cas où ce Ũn
0 ne satisfait pas la

condition Dirichlet sur la masse γ0Ũ
n
0 = 0, il peut facilement être modifié car Aᵀ

src1RNnd = 0RNsrc .
Par exemple, nous pouvons prendre la solution modifiée par sa norme, comme

Un
0 := Ũn

0 −
(
γ0Ũ

n
0

)
1RNnd , (2.96)

où Ũn
0 vérifie AsrcAᵀ

srcŨ
n
0 = AsrcV

n
src. Ainsi, nous obtenons que,

‖Un
0 ‖RNnd ≤ ‖Ũn

0 ‖RNnd +
∣∣∣γ0Ũ

n
0

∣∣∣ ‖1‖RNnd ≤
(
1 +

√
Nnd

)
‖Ũn

0 ‖RNnd

≤
(
1 +

√
Nnd

)
‖(AsrcAᵀ

src)
−1‖2‖Asrc‖2‖V n

src‖RNsrc .
(2.97)
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Subséquemment, nous complétons la solution Un
0 dans Hu,0. Les valeurs un

`,0 pour ` = 1, . . . , L
sont choisies dansL2 (Γ`)Nnd,` telles que les conditions de couplage γ1u

n
`,0 = γ`U

n
0 soient vérifiées,

et les autres sont mises à 0L2(Γ`). Par définition, la propriété suivante est vérifiée,

‖un
`,0‖L2(Γ`)Nnd,` = ‖γ1u

n
`,0‖L2(Γ`) = |γ`U

n
0 | |Γ`|

1
2 ≤ ‖Un

0 ‖RNnd |Γ`|
1
2 . (2.98)

Il suffit ensuite de prendre un
0 = 0 dansΩ et un

i,0 = 0 dansΩM pour obtenir la majoration souhaitée.
Cependant, il pourrait arriver que les potentiels γ1u`,0 et γ2u`,0 soient associés exactement au
même nœud. Dans ce cas, nous cherchons une fonction un

0 ∈ H1 (Ω) telle que

γ`u
n
0 = γ2u

n
`,0 = γ1u

n
`,0 = γ`U

n
0 . (2.99)

Or γ`U
n
0 ∈ R, c’est-à-dire que la trace de un

0 est une constante sur l’électrode Γ`. Aussi, il existe une
fonction un

0 ∈ H1 (Ω) telle que γ`u
n
0 = γ`U

n
0 , pour ` = 1, . . . , L, et selon une constante positive

β∂Ω telle que

‖un
0 ‖2

H1(Ω) ≤ β2
∂Ω‖un

0 ‖2
L2(∂Ω) ≤ β2

∂Ω

L∑
`=1

‖γ`u
n
0 ‖2

L2(Γ`) ≤ β2
∂Ω

L∑
`=1

|γ`U
n
0 |2 |Γ`| . (2.100)

Ensuite, prendre un
i,0 = 0 dans H1 (ΩM) assure le résultat souhaité selon une constante ηsrc > 0

dépendante de la matrice d’incidence Asrc, des longueurs des Γ`, et d’une constante β∂Ω. �
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Lemme 2.3 Contrôle de un
0 − un−1

0 par les sources

Pour tout 1 ≤ n ≤ N , il existe un
0 et un−1

0 dans Hu,0 satisfaisant le lemme 2.2 et vérifiant,
pour une certaine constante positive ηδ

src,

‖un
0 − un−1

0 ‖2
Hu

≤ ηδ
src‖V n

src − V n−1
src ‖2

RNsrc . (2.101)

Remarque 2.12 Cas particulier n = 0 (extension de la remarque 2.6). Nous supposons que u0
0

est telle que le lemme 2.3 soit vrai pour n = 1.

Démonstration. Le lemme 2.2 assure la constructibilité des vecteurs un
0 et un−1

0 dans Hu,0 véri-
fiant Aᵀ

srcU
n
0 = V n

src et Aᵀ
srcU

n−1
0 = V n−1

src pour tous n = 1, . . . , N . Ces constructions ne sont
dépendantes que du vecteur des potentiels du stimulateur, de sorte que les Un

0 et Un−1
0 choisis

comme,
Un

0 := Ũn
0 −

(
γ0Ũ

n
0

)
1RNnd et Un−1

0 := Ũn−1
0 −

(
γ0Ũ

n−1
0

)
1RNnd , (2.102)

satisfassent les propriétés de majoration du lemme 2.2, avec Ũn
0 et Ũn−1

0 vérifiant respectivement
AsrcAᵀ

srcŨ
n
0 = AsrcV

n
src et AsrcAᵀ

srcŨ
n−1
0 = AsrcV

n−1
src . En l’occurrence, nous avons donc que

Un
0 − Un−1

0 = Z − (γ0Z)1RNnd , (2.103)

avecZ vérifiant AsrcAᵀ
srcZ = Asrc

(
V n

src − V n−1
src

)
, alors,

‖Un
0 − Un−1

0 ‖RNnd ≤ ‖Z‖RNnd + |γ0Z| ‖1‖RNnd ≤
(
1 +

√
Nnd

)
‖Z‖RNnd

≤
(
1 +

√
Nnd

)
‖(AsrcAᵀ

src)
−1‖2‖Asrc‖2‖V n

src − V n−1
src ‖RNsrc .

(2.104)

Le reste de la démonstration est similaire à celle du lemme 2.2, et nous pouvons donc prouver le
résultat souhaité pour une certaine constante positive ηδ

src dépendante de la matrice d’incidence
Asrc, des longueurs des Γ` et d’une constante β∂Ω. �
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Lemme 2.4 Contrôle des formes bilinéaires par les sources

Il existe deux constantes positives ηsrc et ηδ
src telles que pour toutN , les propriétés suivantes

sont vérifiées,

N∑
k=1

∆ta
(
uk

0 ,uk
0

)
+

N∑
k=1

∆tb
(
uk

0 ,uk
0

)
≤ ηsrc

N∑
k=1

∆t‖V k
src‖RNsrc ,

N∑
k=1

∆ta
(
δuk

0 , δuk
0

)
+

N∑
k=1

∆tb
(
δuk

0 , δuk
0

)
≤ ηδ

src

N∑
k=1

∆t‖δV k
src‖RNsrc ,

(2.105)

(2.106)

où les dérivées discrètes temporelles sont notées comme,

δuk
0 := uk−1

0 − uk
0

∆t et δV k
src := V k−1

src − V k
src

∆t . (2.107)

Remarque 2.13 Cas particulier n = 0 (extension de la remarque 2.6). Nous supposons que u0
0

est telle que le lemme 2.4 soit vrai pour n = 1.

Démonstration. Partant des lemmes 2.2 et 2.3 et de la proposition 2.1, il est simple de tirer que
pour tout n = 1, . . . , N tel que un

0 ,un−1
0 ∈ Hker

u,0 ⊂ Hu,0,

a (un
0 ,un

0 ) + b (un
0 ,un

0 ) ≤ Mρ‖un
0 ‖2

Hu
≤ Mρηsrc‖V n

src‖2
RNsrc ,

a
(
un−1

0 − un
0 ,un−1

0 − un
0

)
+ b

(
un−1

0 − un
0 ,un−1

0 − un
0

)
≤ Mρ‖un−1

0 − un
0 ‖2

Hu

≤ Mρη
δ
src‖V n−1

src − V n
src‖2

RNsrc .

(2.108)

(2.109)

Aussi, multiplier respectivement par ∆t et par 1/∆t les deux équations, et les sommer sur n =
1, . . . , N , permet d’obtenir les majorations suivantes

N∑
n=1

∆ta (un
0 ,un

0 ) +
N∑

n=1
∆tb (un

0 ,un
0 ) ≤ Mρηsrc

N∑
n=1

∆t‖V n
src‖2

RNsrc ,

N∑
n=1

∆ta (δun
0 , δun

0 ) + b (δun
0 , δun

0 ) ≤ Mρη
δ
src

N∑
n=1

∆t‖δV n
src‖2

RNsrc .

(2.110)

(2.111)

�

4.2 Calcul des estimés a priori et convergence faible

Le calcul des estimés a priori est une étape importante de cette démonstration d’existence.
Ils permettent d’affirmer que nous sommes capables de contrôler et de quantifier l’énergie du
système semi-discrétisé en donnant certaines bornes uniformes, et ainsi montrer que la solution
converge vers une limite faible. L’ensemble des calculs et théorèmes qui vont suivre servent à la
démonstration du théorème suivant.
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Théorème 2.5 Contrôle des normes L2 (0, T ) discrète
Il existe une constante positive C dépendante du temps final T , des sources Vsrc et de l’état
initial u0

?, telles que nous ayons les bornes uniformes suivantes,

N∑
n=1

∆ta (un
? ,un

? ) +
N∑

n=1
∆tb (un

? ,un
? ) ≤ C et

N∑
n=1

∆ta (δun
? , δun

? ) ≤ C. (2.112)

Démonstration. Voir les théorèmes intermédiaires 2.1 à 2.3 dans la suite. �

4.2.1 Étape préliminaire

Pour cette étape préliminaire, nous partons de l’équation (2.69) dans Hker
u,0. Dans cette équation

nous pouvons prendre comme fonction test φ? = un
? ∈ Hker

u,0, et obtenir l’égalité suivante

a
(
un

? + un
0 − un−1,un

?

)
+ ∆tb (un

? + un
0 ,un

? ) = −∆t (f ([un
? + un

0 ] , h, t) , [un
? ])ΩM

. (2.113)

Nous pouvons ensuite remplacer un−1 par sa décomposition un−1 := un−1
? + un−1

0 et introduire
les notations suivantes pour les dérivées discrètes,

δun
? := un

? − un−1
?

∆t , et δun
0 := un

0 − un−1
0

∆t , (2.114)

de sorte à réordonner les termes de l’équation (2.113) et obtenir,

∆ta (δun
? ,un

? ) + ∆tb (un
? ,un

? ) = −∆ta (δun
0 ,un

? )
− ∆tb (un

0 ,un
? ) − ∆t (f ([un

? + un
0 ] , h, t) , [un

? ])ΩM
.

(2.115)

En premier lieu, grâce à l’hypothèse 2.2 sur f , à l’inégalité de Young (2.75) et à la définition de la
forme bilinéaire a, la valeur absolue du terme ionique peut être bornée supérieurement comme
suit,

∆t
∣∣∣(f ([un

? + un
0 ] , h, t) , [un

? ])ΩM

∣∣∣
≤ λ∆t (|[un

? + un
0 ]| , |[un

? ]|)ΩM

≤ λ∆t (|[un
? ]| , |[un

? ]|)ΩM
+ λ∆t (|[un

0 ]| , |[un
? ]|)ΩM

≤ κ∆ta (un
? ,un

? ) + κ∆t
2 a (un

0 ,un
0 ) + κ∆t

2 a (un
? ,un

? ) ,

(2.116)

où nous avons introduit la constante positive ionique κ := λ/cm.
Deuxièmement, nous rappelons l’identité de polarisation suivante,

2 〈x, y〉 = 〈x, x〉 + 〈y, y〉 − 〈x− y, x− y〉 . (2.117)

Combinée à l’inégalité de Young, cette identité permet d’obtenir les troismajorations sur les formes
bilinéaires suivantes,

−∆ta (δun
0 ,un

? ) = ∆ta (−δun
0 ,un

? ) ≤ ∆t
2κ a (δun

0 , δun
0 ) + κ∆t

2 a (un
? ,un

? ) , (2.118a)

−∆tb (un
0 ,un

? ) = ∆tb (−un
0 ,un

? ) ≤ ∆t
2 b (un

0 ,un
0 ) + ∆t

2 b (un
? ,un

? ) , (2.118b)

∆ta (δun
? ,un

? ) = ∆t2
2 a (δun

? , δun
? ) + 1

2a (un
? ,un

? ) − 1
2a
(
un−1

? ,un−1
?

)
. (2.118c)
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Finalement, en regroupant chacun des termes et en multipliant par 2 toute l’inégalité ainsi
dégagée, nous obtenons le lemme suivant.

L
E
M
M
E

Lemme 2.5Majoration intermédiaire

L’inégalité suivante est vérifiée pour n = 1, . . . , N ,

∆t2a (δun
? , δun

? ) + a (un
? ,un

? ) − a
(
un−1

? ,un−1
?

)
+ ∆tb (un

? ,un
? )

≤ 4κ∆ta (un
? ,un

? ) + ∆tηn
0 ,

(2.119)

où la constante positive ηn
0 dépend des données à travers δun

0 et un
0 , et est donnée par

ηn
0 := 1

κ
a (δun

0 , δun
0 ) + κa (un

0 ,un
0 ) + b (un

0 ,un
0 ) . (2.120)

4.2.2 Premier estimé

Premièrement, dans le but d’obtenir le premier estimé, nous extrayons de l’équation (2.119)
(lemme 2.5) l’inégalité suivante,

(1 − 4κ∆t) a (un
? ,un

? ) ≤ a
(
un−1

? ,un−1
?

)
+ ∆tηn

0 , (2.121)

et nous utilisons la propriété suivante.

Proposition 2.2. Pour tout 0 < α < 1 et quel que soit ε > 0 tel que 0 < α < 1 − ε, alors l’inégalité
suivante est vérifiée,

(1 − α)−1 ≤ 1 + α

ε
. (2.122)

Démonstration. La démonstration tient dans le calcul élémentaire suivant,

α ≤ 1 − ε ⇐⇒ 1 − α ≥ ε ⇐⇒ 1
1 − α

≤ 1
ε

⇐⇒ α

1 − α
≤ α

ε

⇐⇒ 0 ≤ α

ε
− α

1 − α
= α

ε
− 1 − 1 + α

1 − α
=
(

1 + α

ε

)
− 1

1 − α
.

�

En premier lieu, nous supposons que le pas de temps est tel que

∆t < 1
4κ = cm

4λ. (2.123)

Ainsi, nous pouvons appliquer la proposition 2.2 en prenant α = 4κ∆t et ε = 1
2 , de sorte à obtenir

la relation suivante,
(1 − 4κ∆t)−1 ≤ 1 + 8κ∆t. (2.124)

Celle-ci est réinjectée dans l’équation (2.121), et nous obtenons la majoration

a (un
? ,un

? ) ≤ (1 + 8κ∆t)
(
a
(
un−1

? ,un−1
?

)
+ ∆tηn

0

)
. (2.125)

Cette relation peut être développée par récurrence, de sorte à montrer que pour tout n = 1, . . . , N
nous avons,

a (un
? ,un

? ) ≤ exp (8κT ) (η0 + η1) , (2.126)
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avec les coefficients positifs dépendants des différents uk
0 et de l’état initial u0

?,

η0 :=
N∑

k=1
∆tηk

0 et η1 := a
(
u0

?,u0
?

)
. (2.127)

Nous obtenons ainsi le premier estimé suivant.
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Théorème Intermédiaire 2.1 Estimé sur a (un
? ,un

? ) et sur sa norme L2 (0, T ) discrète
(Thm. 2.5)

Le terme a (un
? ,un

? ) est contrôlé pour tout n = 1, . . . , N , ainsi que sa norme L2 discrète en
temps,

a (un
? ,un

? ) ≤ C1, et
N∑

n=1
∆ta (un

? ,un
? ) ≤ C2, (2.128)

selon deux constantes positives C1 et C1 dépendant du temps final T , des sources à travers
de l’ensemble des majorations de un

0 (lemme 2.4) et de l’état initial u0
?,

C1 := exp (8κT ) (η0 + η1) et C2 := TC1, (2.129)

où η0 et η1 sont données à l’équation (2.127).

4.2.3 Deuxième estimé

Pourobtenir ledeuxièmeestimé,nous sommons l’équation (2.119) (lemme2.5) surn = 1, . . . , N
et nous extrayons l’inégalité suivante,

N∑
n=1

∆tb (un
? ,un

? ) ≤ 4κ
N∑

n=1
∆ta (un

? ,un
? ) + a

(
u0

?,u0
?

)
+

N∑
n=1

∆tηn
0 . (2.130)

En réutilisant le premier estimé équation (2.128), nous obtenons le second.
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Théorème Intermédiaire 2.2 Estimé sur la norme L2 (0, T ) discrète de b (un
? ,un

? ) (Thm.

2.5)

La norme L2 (0, T ) discrète de b (un
? ,un

? ) est contrôlée comme,

N∑
n=1

∆tb (un
? ,un

? ) ≤ C3, (2.131)

avec la constante positive C3 dépendant du temps finalT , des sources à travers de l’ensemble
des majorations de un

0 (lemme 2.4) et de l’état initial u0
?,

C3 := (1 + 4κT exp (8κT )) (η0 + η1) , (2.132)

où η0 et η1 sont données à l’équation (2.127).
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4.2.4 Troisième estimé

Nous souhaitons maintenant obtenir un estimé sur les dérivées discrètes en temps. Pour cela,
nous reprenons la formulation variationnelle donnée à l’équation (2.69) dans Hker

u,0,

a (un
? + un

0 ,φ?) + ∆tb (un
? + un

0 ,φ?)
= a

(
un−1,φ?

)
− ∆t (f ([un

? + un
0 ] , h, t) , [φ?])ΩM

,

et nous prenons comme fonction test φ? = un
? − un−1

? ∈ Hker
u,0. En réutilisant les notations intro-

duites à l’équation (2.114), c’est-à-dire

δun
? := un

? − un−1
?

∆t , et δun
0 := un

0 − un−1
0

∆t ,

l’équation (2.69) divisée par ∆t permet d’obtenir l’égalité suivante,

∆ta (δun
? , δun

? ) + ∆tb (un
? , δun

? ) = −∆ta (δun
0 , δun

? )
− ∆tb (un

0 , δun
? ) − ∆t (f ([un

? + un
0 ] , h, t) , [δun

? ])ΩM
.

(2.133)

Le terme ionique peut être borné de la mêmemanière que dans les estimations précédentes, c’est-
à-dire en utilisant la formule de Young (2.75). Pour cela nous appliquons l’hypothèse 2.2, suivie
de l’inégalité pour des coefficients égaux ε = 1/ (4κ), où κ = λ/cm est la constante positive déjà
définie,

∆t
∣∣∣(f ([un

? + un
0 ] , h, t) , [δun

? ])ΩM

∣∣∣ ≤ λ∆t (|[un
? + un

0 ]| , |[δun
? ]|)ΩM

≤ λ∆t (|[un
? ]| , |[δun

? ]|)ΩM
+ λ∆t (|[un

0 ]| , |[δun
? ]|)ΩM

≤ ∆t
4 a (δun

? , δun
? ) + 2κ2∆ta (un

? ,un
? ) + 2κ2∆ta (un

0 ,un
0 ) .

(2.134)

Par ailleurs, en appliquant l’identité de polarisation (2.117) et l’inégalité de Young (2.75) avec le
coefficient 1/2, il est possible d’obtenir les deux majorations suivantes,

∆tb (un
? , δun

? ) ≥ 1
2b (un

? ,un
? ) − 1

2b
(
un−1

? ,un−1
?

)
, (2.135a)

−∆ta (δun
0 , δun

? ) = ∆ta (−δun
0 , δun

? ) ≤ ∆ta (δun
0 , δun

0 ) + ∆t
4 a (δun

? , δun
? ) . (2.135b)

Les trois dernières majorations peuvent être réinjectée dans l’équation (2.133), de sorte à obtenir
l’inégalité suivante subséquemment multipliée par 2,

∆ta (δun
? , δun

? ) + b (un
? ,un

? ) − b
(
un−1

? ,un−1
?

)
≤ ∆tηn

2 + 4κ2∆ta (un
? ,un

? ) − b
(
un

0 ,un
? − un−1

?

)
.

(2.136)

où la constante positive ηn
2 dépend des données à travers δun

0 et un
0 comme,

ηn
2 := 2a (δun

0 , δun
0 ) + 4κ2a (un

0 ,un
0 ) . (2.137)

En sommant sur n = 1, . . . , N l’équation (2.136) et en réutilisant de la première estimation en
norme discrète L2 (0, T ) (2.128), nous obtenons la majoration suivante

N∑
n=1

∆ta (δun
? , δun

? ) + b
(
uN

? ,uN
?

)
≤ −

N∑
n=1

b
(
un

0 ,un
? − un−1

?

)
+ 4κ2T exp (8κT ) (η0 + η1) + η2 + η3.

(2.138)
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avec les constantes positives déjà définies η0 et η1, et les deux suivantes qui dépendent aussi des
données et de l’état initial u0

?,

η2 :=
N∑

n=1
∆tηn

2 et η3 := b
(
u0

?,u0
?

)
. (2.139)

L’équation (2.138) fait toujours apparaître des termes mixes b
(
un

0 ,un
? − un−1

?

)
. Celui-ci est en

premier lieu réorganiser de sorte à faire apparaître la dérivée en temps discrète δun
0 ,

−
N∑

n=1
b
(
un

0 ,un
? − un−1

?

)
= b

(
u0

0,u0
?

)
− b

(
uN

0 ,uN
?

)
+

N∑
n=1

∆tb
(
δun

0 ,un−1
?

)
. (2.140)

Les termes mixes nouvellement créés sont traités en appliquant l’inégalité de Young traditionnelle
(ε = 1), de sorte que nous ayons la majoration suivante,

−
N∑

n=1
b
(
un

0 ,un
? − un−1

?

)
≤

N∑
n=1

∆t
2 b

(
un−1

? ,un−1
?

)
+

N∑
n=1

∆t
2 b (δun

0 , δun
0 )

+ 1
2b
(
u0

0,u0
0

)
+ 1

2η3 + 1
2b
(
uN

0 ,uN
0

)
+ 1

2b
(
uN

? ,uN
?

)
.

(2.141)

Finalement, nous pouvons réutiliser les estimations précédentes (2.128) et (2.131) pour obtenir
l’estimation suivante,

N∑
n=1

∆ta (δun
? , δun

? ) + 1
2b
(
uN

? ,uN
?

)
≤ 1

2 ((1 + 4κ (1 + 2κ)T exp (8κT )) (η0 + η1) + η2 + 3η3 + η4 + η5) ,
(2.142)

où les deux nouvelles constantes positives sont données par,

η4 :=
N∑

n=1
∆tb (δun

0 , δun
0 ) et η5 := b

(
u0

0,u0
0

)
+ b

(
uN

0 ,uN
0

)
. (2.143)

En négligeant le terme positif 1
2b
(
uN

? ,uN
?

)
, nous obtenons ainsi le troisième estimé concernant la

norme L2 (0, T ) discrète de a (δun
? , δun

? ).
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Théorème Intermédiaire 2.3 Estimé sur la norme L2 (0, T ) discrète de a (δun
? , δun

? )
(Thm. 2.5)

La norme L2 (0, T ) discrète de a (δun
? , δun

? ) est contrôlée comme,

N∑
n=1

∆ta (δun
? , δun

? ) ≤ C4. (2.144)

où la constante positive C4 dépendant du temps final T , des sources à travers de l’ensemble
des majorations de un

0 (lemme 2.4) et de l’état initial u0
?,

C4 := 1
2 ((1 + 4κ (1 + 2κ)T exp (8κT )) (η0 + η1) + η2 + 3η3 + η4 + η5) , (2.145)

avec η0, η1, η2, η3 et η4 données aux équations (2.127), (2.139) et (2.143).
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Remarque 2.14 Cas particulier n = 0 (extension de la remarque 2.6). Nous supposons que u0
0

est telle toutes les opérations menant au théorème intermédiaire 2.3 soient licites pour n = 0, et
que ce théorème intermédiaire soit vrai pour n = 1.

4.2.5 Convergence faible dans L2 (0, T ; Hu,0) × L2 (0, T ;RNsrc
)

Les estimés précédents nous ont permis d’établir des bornes uniformes au théorème 2.5. Il reste
cependant à montrer que ces bornes impliquent l’existence d’une limite faible de notre suite de
solutions. Considérons les reconstructions à droite sur [0, T ) suivantes,

uN =
(
uN , uN

i , u
N
1 , . . . , u

N
L , U

N
)

∈ L2 (0, T ; Hu,0) ,

J
N
src ∈ L2

(
0, T ;RNsrc

)
,

(2.146a)

(2.146b)

définies comme(
uN (t), JN

src(t)
)

:= (un, Jn
src) si t ∈ (tn−1, tn] , pour n = 1, . . . , N. (2.147)

Une illustration d’une reconstruction est donnée dans la figure 2.6.

t0

f1

t1

f2

t2

f3

t3

f4

t4

f5

t5

f6

t6

f7

t7

f8

t8

f9

t9

f10

t10

FIGURE 2.6 – Illustration de la reconstruction pour un certain f
N
et pour N = 10.

Borne uniforme pour uN dans L2 (0, T ; Hu,0). D’après les sections précédentes, il existe une
décomposition à chaque n = 1, . . . , N telle que un = un

? + un
0 , et nous avons la borne suivante,∥∥∥uN

∥∥∥2

L2(0,T ;Hu,0)
=

∫
0,T

∥∥∥uN
∥∥∥2

Hu,0
=

N∑
n=1

∫ tn

tn−1

‖un‖2
Hu,0 =

N∑
n=1

∆t ‖un‖2
Hu,0

≤
N∑

n=1
∆t ‖un

? ‖2
Hu,0

+
N∑

n=1
∆t ‖un

0 ‖2
Hu,0

(2.148)

De plus, chacun de termes peut être uniformément borné grâce au lemme 2.4, à la proposition 2.1
et au théorème 2.5,

N∑
n=1

∆t ‖un
0 ‖2

Hu,0
≤ 1
mρ

N∑
n=1

∆t [a (un
0 ,un

0 ) + b (un
0 ,un

0 )]

≤ ηsrc

N∑
n=1

∆tV n
src = ηsrc‖Vsrc‖2

L2(0,T ;RNc ),

(2.149a)

N∑
n=1

∆t ‖un
? ‖2

Hu,0
≤ 1
mρ

N∑
n=1

∆t [a (un
? ,un

? ) + b (un
? ,un

? )] ≤ C
mρ

. (2.149b)
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Ainsi, ‖uN ‖L2(0,T ;Hu,0) est uniformément borné. De plus, comme l’espace L2 (0, T ; Hu,0) est un
espace de Hilbert, alors la suite

(
uN
)

N∈N admet une sous-suite faiblement convergente vers un
certain u∞ ∈ L2 (0, T ; Hu,0).

Borne uniformepour JN
src dansL2 (0, T ;RNc

)
. D’après la définition de la reconstruction JN

src, nous
avons l’égalité suivante,

∥∥∥JN
src

∥∥∥2

L2(0,T ;RNc )
=

∫
0,T

∥∥∥JN
src

∥∥∥2

Hu,0
=

N∑
n=1

∫ tn

tn−1

‖Jn
src‖

2
RNc =

N∑
n=1

∆t ‖Jn
src‖

2
RNc . (2.150)

Par ailleurs, d’après la sous-sous-section 3.2.1, pour chaque élément ek d’une base arbitraire
E = (e1, . . . , eNsrc) deRNsrc , il existe φk ∈ Hu,0 tel que ek = Aᵀ

srcΦk, et nous avons Jn
src · ek = wn

k

pour leswn
k ∈ R définis par,

wn
k = −a (δun,φk) − b (un,φk) − (f ([un] , h, t) , [φk])ΩM

. (2.151)

Les (wn
k )Nsrc

k=1 sont donc les coordonnées dans la baseE de Jn
src. De plus, comme toutes les normes

sont équivalentes surRNsrc , il existe une constante positive α > 0 telle que,

∆t ‖Jn
src‖RNc ≤ α

Nsrc∑
k=1

∆t |wn
k | , (2.152)

et il suffit donc de contrôler le terme de droite de l’équation précédente pour tout n = 1, . . . , N .
Ainsi, partant de l’équation (2.151), et en appliquant l’inégalité triangulaire, nous avons la majora-
tion suivante,

∆t |wn
k | ≤ ∆t |a (δun,φk)| + ∆t |b (un,φk)| + ∆t

∣∣∣(f ([un] , h, t) , [φk])ΩM

∣∣∣ . (2.153)

Chaque terme peut être majoré comme suit, grâce à l’identité de polarisation (2.117), l’hypo-
thèse 2.2, l’inégalité de Young (2.75), et à la définition de la forme bilinéaire a,

∆t |a (δun,φk)| ≤ ∆t |a (δun
? ,φk)| + ∆t |a (δun

0 ,φk)|

≤ ∆t
2 a (δun

? , δun
? ) + ∆t

2 a (δun
0 , δun

0 ) + ∆ta (φk,φk)
(2.154a)

∆t |b (un,φk)| ≤ ∆t |b (un
? ,φk)| + ∆t |b (un

0 ,φk)|

≤ ∆t
2 b (un

? ,un
? ) + ∆t

2 b (un
0 ,un

0 ) + ∆tb (φk,φk)
(2.154b)

∣∣∣(f ([un] , h, t) , [φk])ΩM

∣∣∣ ≤ λ∆t ([un
? ] , [φk])ΩM

+ λ∆t ([un
0 ] , [φk])ΩM

≤ κ∆t
2 a (un

? ,un
? ) + κ∆t

2 a (un
0 ,un

0 ) + κ∆ta (φk,φk) ,
(2.154c)

où κ est le coefficient déjà défini κ = λ/cm. Conséquemment, en regroupant l’ensemble de ces
majorations nous obtenons

∥∥∥JN
src

∥∥∥2

L2(0,T ;RNc )
≤ α

N∑
n=1

Nsrc∑
k=1

∆t |wn
k | ≤ αNsrc

2 A? + αNsrc

2 A0 + αTAφ. (2.155)

oùA?,A0 etAφ sont donnés par les expressions suivantes,

A? :=
N∑

n=1
∆ta (δun

? , δun
? ) + κ∆ta (un

? ,un
? ) + ∆tb (un

? ,un
? ) , (2.156a)
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A0 :=
N∑

n=1
∆ta (δun

0 , δun
0 ) + κ∆ta (un

0 ,un
0 ) + ∆tb (un

0 ,un
0 ) , (2.156b)

Aφ :=
Nsrc∑
k=1

(1 + κ) a (φk,φk) + b (φk,φk) . (2.156c)

Les termes A? et A0 sont respectivement majorés à partir les théorème 2.5 et lemme 2.4. Le
termeAφ peut quant à lui être majoré en utilisant le lemme 2.2 dans une version alternative et la
proposition 2.1. En effet, dans un premier temps, à partir du lemme 2.2, nous avons que pour tout
k = 1, . . . , Nsrc il existe une constante positive ηsrc telle que

‖φk‖2
Hu

≤ ηsrc‖ek‖2
RNsrc , (2.157)

et en suivant, à partir de la proposition 2.1, il existe une constante positiveMρ telle que,

a (φk,φk) + b (φk,φk) ≤ 1
Mρ

‖φk‖2
Hu

≤ ηsrc

Mρ
‖ek‖2

RNsrc . (2.158)

Par ailleurs nous avons que κ > 0, donc il existe une constante positive C5 dépendante du choix de
la baseE, telle que,

Aφ ≤ (1 + κ) ηsrc

Mρ

Nsrc∑
k=1

‖ek‖2
RNsrc ≤ C5. (2.159)

Ainsi,
∥∥∥JN

src

∥∥∥
L2(0,T ;RNsrc )

est uniformément borné. De plus, comme l’espaceL2 (0, T ;RNsrc
)
est lui

aussi un espace de Hilbert, alors la suite
(
J

N
src

)
N∈N

admet une sous-suite faiblement convergente

vers un certain J∞
src ∈ L2 (0, T ;RNsrc

)
. De plus, cette suite converge aussi fortement du fait de la

dimension finie.

4.3 Convergence forte des tensions des condensateurs

Dans cette sous-section, nous abordons la convergence forte de la solution. Ceci est nécessaire
car le terme source ionique est non linéaire, donc la convergence forte de la tension transmembra-
naire est requise dans L2 (0, T ;L2 (ΩM)

)
.

Reconstructions en temps. Soit uN =
(
uN , uN

i , u
N
1 , . . . , u

N
L , U

N
)

∈ L2 (0, T ; Hu,0), la recons-
truction à droite sur [0, T ), définie à l’équation (2.147). Comme chacun des un est décomposable
en un = un

? + un
0 , alors uN l’est aussi comme uN := uN

? + uN
0 , avec uN

? ∈ L2
(
0, T ; Hker

u,0

)
et la

reconstruction du relèvement uN
0 données par

uN
? :=

(
uN

? , u
N
?,i, u

N
?,1, . . . , u

N
?,L, U

N
?

)
,

uN
0 :=

(
uN

0 , u
N
0,i, u

N
0,1, . . . , u

N
0,L, U

N
0

)
.

(2.160a)

(2.160b)

Pour l’ensemble des reconstructions l’état initial u0 = u0
? + u0

0 est bien déterminé en vertu des
remarques 2.6, 2.8 et 2.11 à 2.14.

Théorèmepour la convergence forte. Dans le but deprouver la convergence forte, nous cherchons
à utiliser la compacité de

[
uN

?

]
et de

[
uN

0
]
dans l’espace de Bochner L2 (0, T ;L2 (ΩM)

)
grâce au

théorème de Aubin-Simon, (théorème 2.1 de [61]) suivant.
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Théorème 2.6 Aubin-Simon (théorème 2.1 de [61])

SoientB un espace de Banach, q ∈ [1,+∞) etF ⊂ Lq (0, T ;B). SiF satisfait les conditions
suivante,
H1. pour tout f dans F , il existe Pf ∈ Lq (R;B) tel que Pf = f p.p. sur (0, T ), et

‖Pf‖Lq(R;B) < C, pour une certaine constanteC ne dépendant que de F ,
H2. pour tout ψ ∈ C∞

c (R;R), la famille P(ψ) =
{∫

R(Pf)ψ dt | f ∈ F
}
est relativement

compacte dansB,
H3. lorsque h tend vers 0, ‖Pf (· + h) − Pf‖Lq(R;B) → 0 uniformément en f ,
alors F est relativement compacte dans Lq (R;B).

4.3.1 Choix de la suite

L’une des premières difficultés est de déterminer ce que sera notre suite (un)n∈N. En effet, si le
but est d’étudier la convergence forte de celle-ci, il faut, à cause des hypothèses du théorème 2.6,
montrer que la suite des dérivées au sens faible est bornée dans un certain espace Lq.

Or, les estimations obtenues au théorème 2.5 ne donnent des bornes que pour les inconnues
du système qui ont, justement, des dérivées dans le modèle. Il est donc impossible de contrôler les
dérivées associées à la totalité des inconnues u.

Lorsque nous avons introduit les deux formes bilinéaires a et b, nous avons fait la remarque 2.5
sur le fait que a et b avaient des noyaux non triviaux. En l’occurrence, seuls les potentiels intervenant
dans le calcul de tensions associées à un condensateur apparaissent dans le calcul de a. C’est aussi
ces seules tensions qui apparaissent en tant que dérivée temporelle dans le modèle.

Aussi, nous définissonsv : Hu 7→ Hv, l’application linéaire d’extractiondes tensions des conden-
sateurs, comme,

v (u) :=
(
[u] ,Aᵀ

1,cu1, . . . ,Aᵀ
L,cuL,Aᵀ

cU
)
, (2.161)

où l’espace Hv des tensions associées aux condensateurs, équipé de la norme naturelle ‖·‖Hv , est
donné par,

Hv := H1 (ΩM) × L2 (Γ1)N1,c × . . .× L2 (ΓL)NL,c × RNc . (2.162)

Ainsi, dans le cadre du théorème, nous considérons la suite
(
v
(
uN
))

N∈N avec la notation abrégée(
vN
)

N∈N.

4.3.2 Application du théorème

Pour appliquer le théorème de Aubin-Simon, nous devons dans un premier temps vérifier ses
hypothèses dans notre cas.

Choix des espaces. Dans le cadre du théorème précédent, nous prenons q = 2 et l’espace de
HilbertB suivant,

B := L2 (ΩM) × L2 (Γ1)N1,c × . . .× L2 (ΓL)NL,c × RNc . (2.163)

H1 du théorème 2.6. Pour la suite, nous fixons une fonction ϕ ∈ C∞
c (R;R) telle que ϕ(t) ∈ [0, 1]

pour tout t ∈ R, et en particulier ϕ(t) = 1 sur t ∈ [0, T ]. De plus, soit un paramètre arbitraire δ > 0
tel que ϕ(t) = 0 si t 6∈ (−T + δ, 2T − δ). Nous considérons ṽN défini par,

ṽN (t) :=


vN (−t) si t ∈ (−T, 0),
vN (t) si t ∈ [0, T ],
vN (2T − t) si t ∈ (T, 2T ),

(2.164)
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et l’opérateur de prolongement P défini comme PvN (t) = ϕ(t)ṽN (t). Voir la partie supérieure de
la figure 2.7 pour une illustration.

t0

t0

f1

t1

t1

f2

t2

t2

f3

t3

t3

f4

t4

t4

f1

−t1

t−1

f2

−t2

t−2

f3

−t3

t−3

f4

−t4

t−4

f4

2T
−

t 3

t5

f3

2T
−

t 2

t6

f2

2T
−

t 1

t7

f1

2T
−

t 0

t8

t0

0 T

t1t−1 t5

f1

t2t−2 t6

f2

t3t−3 t7

f3

t4t−4 t8

f4

−T + δ 2T − δ

FIGURE 2.7 – Illustration de la reconstruction et du prolongement pour un certain f
N

et pour N = 4. En haut la
reconstruction prolongée f̃N , en bas le prolongement P f

N = ϕf̃N selon un δ donné.

Il est évident que par définition PvN (t) = vN (t) presque partout sur (0, T ). De plus, nous
avons la majoration suivante,∥∥∥PvN

∥∥∥2

L2(R;B)
:=

∫
R

∥∥∥ϕ(t)ṽN
∥∥∥2

B
dt =

∫
R

|ϕ(t)|2 ‖ṽN ‖2
B dt

≤ max
t∈R

|ϕ(t)|2
∥∥∥ṽN

∥∥∥2

L2(R;B)
= 3

∥∥∥vN
∥∥∥2

L2(0,T ;B)
.

(2.165)

En utilisant la linéarité de v et la définition de la norme équivalente ‖·‖b sur Hu, il existe une
constante C, provenant à la fois des lemme 2.4, théorème 2.5, et proposition 2.1, telle que pour
toutN ∈ N nous ayons,

3‖vN ‖2
L2(0,T ;B) = 3

∫T

0

∥∥∥vN
∥∥∥2

B
dt = 3

N∑
n=1

∆t‖v (un)‖2
B

≤ 6
N∑

n=1
∆t
[
‖v (un

0 )‖2
B + ‖v (un

? )‖2
B

]
≤ 6

N∑
n=1

∆t
[
‖un

0 ‖2
b + ‖un

? ‖2
b

]

≤ 6
mθ

N∑
n=1

∆t [a (un
0 ,un

0 ) + a (un
? ,un

? )] ≤ 6C.

(2.166)

Ainsi l’hypothèse H1 est vérifiée.

H2 du théorème 2.6. Soient ψ une fonction C∞
c (R;R), et la famille P(ψ) définie comme,

P(ψ) :=
{∫

R

(
PvN

)
ψ dt

}
N∈N

, (2.167)
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qui est un sous-ensemble de Hv par construction du prolongement. Pour montrer que P(ψ) est
relativement compacte dansB, nous montrons que cette famille est bornée dans Hv et qu’il existe
une injection compacte de Hv dansB.

— À ψ et T fixés, l’élément pN :=
∫T

0
(
PvN

)
ψ dt de Hv est borné grâce à l’équation (2.166)

comme

‖pN ‖2
Hv

≤
∫
R

|ψ(t)|2 ‖PvN ‖2
Hv

dt = ‖ψ‖2
∞

∥∥∥PvN
∥∥∥2

L2(R;B)
≤ C‖ψ‖2

∞,0, (2.168)

avec ‖ψ‖∞,0 := supt∈R |ψ(t)|. P(ψ) est donc bornée dans Hv.
— L’injection Hv ↪→ B est compacte par le théorème de Rellich–Kondrachov [7].

H3du théorème2.6. Nous allonsmaintenantmontrer que la troisièmehypothèse est aussi vérifiée,
c’est-à-dire que, pour toutN ∈ N,∥∥∥PvN (· + h) − PvN

∥∥∥
L2(R,B)

→
h→0

0 uniformément en f. (2.169)

Nous commençons par étudier directement la quantité à majorer, sans hypothèse sur h et nous
obtenons donc,∥∥∥PvN (· + h) − PvN

∥∥∥
L2(R;B)

=
∥∥∥ϕ(· + h)ṽN (· + h) − ϕṽN

∥∥∥
L2(R;B)

≤
∥∥∥(ϕ(· + h) − ϕ) ṽN (· + h)

∥∥∥
L2(R;B)

+
∥∥∥(ṽN (· + h) − ṽN

)
ϕ
∥∥∥

L2(R;B)
.

(2.170)

Le premier terme est relativement simple à traiter, puisque nous avons déjà la constante nécessaire
à l’équation (2.166),∥∥∥(ϕ(· + h) − ϕ) ṽN (· + h)

∥∥∥2

L2(R;B)
≤

∫
R

|ϕ(t+ h) − ϕ(t)|2 ‖ṽN (t+ h)‖2
B dt

= h2
∫
R

∣∣∣∣ϕ(t+ h) − ϕ(t)
h

∣∣∣∣2 ‖ṽN (t+ h)‖2
B dt ≤ h2C‖ϕ‖2

∞,1,

(2.171)

avec ‖ϕ‖∞,1 := supt∈R

∣∣∣dϕ
dt (t)

∣∣∣. Le deuxième terme peut quant à lui être partiellement traiter de
manière à faire apparaître la dérivée discrète temporelle de notre reconstruction prolongée. En
effet, en revenant à la définition de notre prolongement PvN , nous pouvons déduire que,

— si t 6∈ (−T + δ, 2T − δ) alors PvN (t) = 0 car ϕ(t) = 0, et de façon analogue,
— si t 6∈ (−T + δ − h, 2T − δ − h) alors ṽN (t+ h) = 0 car ϕ(t+ h) = 0.

Voir la partie inférieure de la figure 2.7 pour une illustration.
Aussi, si nous supposons que 0 < |h| < T + δ, alors de façon générale nous pouvons restreindre

le domaine d’intégration à T = [−T, 2T − δ] pour vérifier notre hypothèse et ainsi obtenir la
majoration partielle suivante,∥∥∥(ṽN (· + h) − ṽN

)
ϕ
∥∥∥2

L2(R;B)
≤

∫
T

|ϕ(t)|2 ‖ṽN (t+ h) − ṽN (t)‖2
B dt

≤ ‖ϕ‖2
∞,0

∫
T

∥∥∥ṽN (t+ h) − ṽN (t)
∥∥∥2

B
dt.

(2.172)

Considérons maintenant les points temporels tk = k∆t pour k = 1 − N, . . . , 2N , c’est-à-dire
t1−N = −T + ∆t, t0 = 0 et t2N = 2T . Pour ces points, nous définissons les valeurs ṽN

k correspon-
dant au prolongement de vN sur [−T, 2T ], vérifiant ainsi,

ṽN
k :=

{
ṽN (t) si t ∈ (tk−1, tk],
0 sinon.

(2.173)
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De plus, nous définissons l’indicatrice roulante suivante,

χk(t) := 1(t,t+h] (tk) , (2.174)

de manière à ce que pour tout t ∈ T , avec χ2
k = χk ≥ 0, nous ayons

∥∥∥ṽN (t+ h) − ṽN (t)
∥∥∥2

B
≤

2N∑
k=1−N

∥∥∥ṽN
k − ṽN

k−1

∥∥∥2

B

2N∑
k=1−N

χk(t). (2.175)

Or, par définition des ṽN
k , nous avons ṽN

0 = ṽN
1 et ṽN

N = ṽN
N+1, nous pouvons donc réécrire la

somme comme,

2N∑
k=1−N

∥∥∥ṽN
k − ṽN

k−1

∥∥∥2

B

=
0∑

k=1−N

∥∥∥ṽN
k − ṽN

k−1

∥∥∥2

B
+

N∑
k=1

∥∥∥ṽN
k − ṽN

k−1

∥∥∥2

B
+

2N∑
k=N+1

∥∥∥ṽN
k − ṽN

k−1

∥∥∥2

B

= 3∆t2
N∑

k=2

∥∥∥∥∥vk − vk−1

∆t

∥∥∥∥∥
2

B

(2.176)

De plus, il existe une nouvelle constante C′, provenant des lemme 2.4, théorème 2.5, et proposi-
tion 2.1, telle que nous ayons,

3∆t2
N∑

k=2

∥∥∥∥∥vk − vk−1

∆t

∥∥∥∥∥
2

B

≤ 3∆t2
N∑

k=2

∥∥∥∥∥vk − vk−1

∆t

∥∥∥∥∥
2

Hv

≤ 3∆t
N∑

k=2
∆t‖δuk

? + δuk
0‖2

b

≤ 6∆t
N∑

k=2
∆t
[
‖δuk

?‖2
b + ‖δuk

0‖2
b

]
≤ 6∆tC′.

(2.177)

Ainsi, nous pouvons revenir à l’équation (2.172), et montrer que∥∥∥(ṽN (· + h) − ṽN
)
ϕ
∥∥∥2

L2(R;B)
≤ 18Th (C + C′) ‖ϕ‖2

∞,0 (2.178)

en remarquant que,
2N∑

k=1−N

∆t
∫

T
χk(t) dt = (3N − 1) ∆th ≤ 3Th. (2.179)

Ainsi, la majoration donnée à l’équation (2.171) se réécrit pour un certain constante positive C′′

indépendante deN mais dépendante de T , ϕ, Vsrc et de l’état initial,∥∥∥(ϕ(· + h) − ϕ) ṽN (· + h)
∥∥∥2

L2(R;B)
≤ hC′′. (2.180)

Le théorème 2.6 peut donc s’appliquer, et la famille F est relativement compacte dans L2 (R;B).
Donc,

(
vN
)

N∈N converge fortement versuncertainv∞ = v (u∞)dansL2 (0, T ;B)àune sous-suite
près (avec v linéaire). Donc, en particulier, la suite des reconstructions des tensions transmem-
branaire

[
uN
]
converge fortement vers un certain [u] dans L2 (0, T ;L2 (ΩM)

)
à une sous-suite

près.
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4.4 Passage à la limite

Dans les sous-sections précédentes nous avons établi des bornes uniformesmenant à la conver-
gence faiblede

(
uN
)

N∈N versu∞ etde
(
J

N
src

)
N∈N

versJ∞ àune sous-suiteprès, et à la convergence

forte dansL2 (0, T ;B) des tensions des condensateurs
(
vN
)

N∈N vers v (u∞) à une sous-suite près.
Cependant, il nous faut maintenant montrer que les limites ainsi trouvées sont bien solution de

notre problème de départ.

T
H
É
O
R
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M
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Théorème 2.7 Limite faible solution de problème variationnel

La limite faible
(
u∞, J

∞
src

)
obtenue précédement est solution du problème variationnel

formé des équations (2.45a) et (2.45b).

Pour prouver ce théorème, nous reprenons la formulation faible formée des équations (2.45a)
et (2.45b), celles-ci faisant apparaître les données initiales de tension des condensateurs. Nous y
injectons les reconstructions

(
uN , J

N
src

)
, de sorte à obtenir le système complètement variationnel

suivant pour tout φ ∈ H∞
u ,

∫T

0
b
(
uN ,φ

)
+
∫T

0

∫
ΩM

f
([
uN
]
, h, t

)
[φ]

+
∫T

0
AsrcJ

N
src · Φ + IC(φ) −

∫T

0
a
(
uN , ∂tφ

)
= εN1 (φ)

∫T

0

(
Aᵀ

srcU
N − Vsrc

)
= εN2 ∈ RNsrc ,

(2.181a)

(2.181b)

avec les termes dépendants des conditions initiales (équations (2.46a) à (2.46c)),

IC(φ) := CV 0
c · (Aᵀ

c Φ)|t=0 +
∫

ΩM

cm [u]0 [φ]|t=0 +
L∑

`=1

∫
Γ`

C`v
0
`,c ·

(
Aᵀ

`,cφ`

)
|t=0

. (2.182)

Considérons maintenant les fonctions tests φn ∈ Hu définies par morceaux en temps à partir de φ

pour n = 1, . . . , N ,

φn := 1
∆t

∫ tn

tn−1

φ (t, ·) dt. (2.183)

En utilisant ces définitions et en réutilisant la définition de nos reconstructions nous obtenons,

— respectivement pour l’ensemble des termes résistifs, pour le terme ionique, pour le terme
selon les courants des sources de tension et pour la seconde équation,

∫T

0
b
(
uN ,φ

)
=

N∑
n=1

∫ tn

tn−1

b (un,φ) =
N∑

n=1
∆tb (un,φn) , (2.184a)

∫T

0

∫
ΩM

f
([
uN
]
, h, t

)
[φ] =

N∑
n=1

∆t
∫

ΩM

f ([un] , h, t) [φn] , (2.184b)

∫T

0
AsrcJ

N
src · Φ =

N∑
n=1

∆tAsrcJ
n
src · Φn, (2.184c)

∫T

0
Aᵀ

srcU
N =

N∑
n=1

∆tAᵀ
srcU

n, (2.184d)

∫T

0
Vsrc =

N∑
n=1

∫ tn

tn−1

Vsrc =
N∑

n=1
∆tV n

src, (2.184e)
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— et pour les termes capacitifs selon a, avec φ(tN ) = φ(T ) = 0,

−
∫T

0
a
(
uN , ∂tφ

)
= −

N∑
n=1

∫ tn

tn−1

a (un, ∂tφ) = −
N∑

n=1
a (un,φ(tn) − φ(tn−1))

=
N∑

n=1
a (un,φ(tn−1)) −

N+1∑
n=2

a
(
un−1,φ(tn−1)

)

=
N∑

n=1
∆ta (δun,φ(tn−1)) − IC(φ).

(2.185)

Ainsi, en utilisant ces identités, nous obtenons une formulation variationnelle équivalente à la
précédente, 

N∑
n=1

∆tb (un,φn) +
N∑

n=1
∆t

∫
ΩM

f ([un] , h, t) [φn]

+
N∑

n=1
∆tAsrcJ

n
src · Φn +

N∑
n=1

∆ta (δun,φ(tn−1)) = εN1 (φ),

N∑
n=1

∆t (Aᵀ
srcU

n − V n
src) = εN2 ∈ RNsrc .

(2.186a)

(2.186b)

Nous reprenons ensuite les formulations données aux équations (2.52a) et (2.52b). Dans un premier
temps, nous pouvons remarquer que multiplier l’équation (2.52b) par ∆t et la sommer sur n =
1, . . . , N donne exactement la deuxième équation (2.186b), et donc que εN2 = 0 ∈ RNsrc . Dans un
second temps, nous reprenons l’équation (2.52a) avec la fonction test φn, nous la sommons aussi
sur n = 1, . . . , N , et nous les soustrayons à l’équation (2.186a) dans la formulation précédente, de
sorte à obtenir l’estimation d’erreur suivante,

εN1 (φ) =
N∑

n=1
∆ta (δun, ηn) =

N∑
n=1

∆ta (δun
0 , η

n) + ∆ta (δun
? , η

n) , (2.187)

avec ηn := φ (tn−1) − φn et selon la décomposition δun = δun
0 + δun

? .
En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz puis celle des accroissements finis, le premier terme

de l’estimation d’erreur est majoré selon une certain constante positive C1 issue du lemme 2.4,∣∣∣∣∣
N∑

n=1
∆ta (δun

0 , η
n)
∣∣∣∣∣
2

≤
(

N∑
n=1

∆ta (δun
0 , δun

0 )
)(

N∑
n=1

∆ta (ηn, ηn)
)

≤ C1

N∑
n=1

∆tMρ‖ηn‖2
Hu

≤ C1Mρ

N∑
n=1

∆t2 sup
[tn−1,tn)

‖∂tφ‖2
Hu

≤ C1Mρ∆tT sup
[0,T )

‖∂tφ‖2
Hu
.

(2.188)

De manière similaire, le deuxième terme est majorée selon une certaine constante C2 issue du
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théorème 2.5, ∣∣∣∣∣
N∑

n=1
∆ta (δun

? , η
n)
∣∣∣∣∣
2

≤
(

N∑
n=1

∆ta (δun
? , δun

? )
)(

N∑
n=1

∆ta (ηn, ηn)
)

≤ C2

N∑
n=1

∆tMρ‖ηn‖2
Hu

≤ C2Mρ

N∑
n=1

∆t2 sup
[tn−1,tn)

‖∂tφ‖2
Hu

≤ C2Mρ∆tT sup
[0,T )

‖∂tφ‖2
Hu
.

(2.189)

Ainsi, l’erreur est majorée pour une certaine constante C (φ), dépendante de T , des sources Vsrc,
des conditions initiales et des différents paramètres physiques, telle que,

εN1 (φ) ≤ ∆t C (φ) . (2.190)

En conséquence, εN1 (φ) tend vers 0 quand N tend vers +∞, impliquant que la limite de notre
couple de suites

(
uN
)

N∈R et
(
J

N
src

)
N∈R

est solution de notre problème variationnel (2.52a)-(2.52b).
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ET CODES DE CALCUL 3

To be conscious that you are ignorant is a great step to knowledge.

– Sybil (1845), I, V de Benjamin Disraeli
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C E chapitre est consacré aux méthodes numériques et aux codes de calcul utilisés au cours
de cette thèse. Les deux premières sections se concentrent respectivement sur les schémas

numériques et les logiciels. La troisième section est quant à elle destinée au calcul des courbes de
Lapicque.

Schémas numériques. La première section aborde la discrétisation spatiale en introduisant la
Méthode des Éléments Finis, suivie des schémas en temps adaptés aux problèmes d’électrophysio-
logie cardiaque, incluant les ODEs et DAEs. Une présentation des solutions semi-analytiques est
également abordée.

Développement de codes de calcul. La deuxième section présente les logiciels développés et
utilisés au cours de cette thèse. Le code de calcul Cardiac ElectroPhysiology Simulator 1 (CEPS)
est ensuite présenté ([164] en 2015). Un travail conséquent a été effectué pour adapter ce code
collaboratif Éléments Finis de l’équipe CARMEN aux problèmes avec stimulateurs cardiaques. En
ce qui concerne les modèles 0D, le code de calcul Circuits for Cardiac Electrophysiology 2 (CirCE)
a été entièrement développé au cours de la thèse pour répondre spécifiquement aux besoins
de modélisation 0D. Inspiré des travaux de Estévez Schwarz et Tischendorf [55] sur la mise en
équations de circuits électriques, ce code combine des schémas en temps pour l’électrophysiologie
cardiaque et des circuits de stimulateurs cardiaques.

Courbes numériques. La dernière section aborde lesméthodes numériques destinées au calcul de
courbes de Lapicque, notamment par des modèles 0D. Deux approches principales ont été testées :
une méthode de dichotomie et une méthode de continuation.

— La dichotomie est une méthode de base en analyse numérique qui consiste à itérer en subdi-
visant un intervalle de sorte à converger vers un point précis de ce dernier.

— Les méthodes de continuation consistent à suivre une isoligne ou une surface dans un es-
pace de paramètres [6, 79]. Ces méthodes sont, par exemple, utilisées pour déterminer les
isochrones dans certains modèles ioniques [84]. Elles sont basées sur des applications numé-
riques du théorème des fonctions implicites.

1 Schémas numériques

L ES modèles spatiaux décrits dans le chapitre 1 nécessitent des méthodes spécifiques pour leur
résolution numérique, impliquant tant la discrétisation spatiale que les schémas temporels.

1.1 Discrétisation spatiale

Il existe plusieurs méthodes de discrétisation spatiale [118] pour calculer des solutions numé-
riques. Les trois principales sont les méthodes de différences finies [37, 47, 120, 161], de volumes
finis [35, 39, 103, 152] et d’éléments finis (FEM). La FEM utilise unmaillage non structuré et s’appuie
sur la formulation faible du système d’EDP transformé en système matriciel global. C’est cette
méthode qui est implémentée dans CEPS (sous-section 2.1), et qui est détaillée en suivant dans
cette sous-section.

1. Documentation en ligne disponible https://carmen.gitlabpages.inria.fr/ceps/.
2. Documentation en ligne disponible https://carmen.gitlabpages.inria.fr/circe/.
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1.1.1 Application de la Méthode des Éléments Finis

Dans cette partie, nous appliquons la FEM à la résolution du problème bidomaine étendu,
reformulé sous forme parabolique-parabolique. Considérons un domaine de calcul connexe Ω,
divisé en deux sous-domaines ΩM et ΩT, représentant respectivement le myocarde et le torse, et
tels que Ω := ΩM ∪ ΩT. Les deux champs de potentiels intracellulaires et extracellulaires, ui et u,
sont respectivement définis sur ΩM et Ω tout entier. Le problème à résoudre est donné par,

χ [cm∂t (ui − u) + f (ui − u)] − div (σi∇ui) = 0, dans ΩM × [0, T ],
−χ [cm∂t (ui − u) + f (ui − u)] − div (σe∇u) = s(x, t), dans ΩM × [0, T ],

− div (σt∇u) = 0, dans ΩT × [0, T ],

(3.1a)

(3.1b)

(3.1c)

avec f une fonction non-linéaire de C1 (ΩM) représentant le terme source ionique, s une source de
courant volumique, χ le ratio de surface membranaire par unité de volume de tissu, cm la capacité
membranaire par unité de surface et σi, σe et σt les tenseurs de conductivités. Nous considérons
aussi les conditions de Neumann suivantes,{

−σi∇ui · n = 0, sur ∂ΩM,

−σ∇u · n = 0, sur ∂Ω,

(3.2a)

(3.2b)

avec σ := σe1ΩM + σt1ΩT le tenseur de conductivité extracellulaire/extracardiaque défini par
morceaux sur Ω.

Formulation faible. Dans le but de formuler le problème (3.1a)-(3.2b) de manière faible, prenons
deux fonctions de test φi ∈ H1 (ΩM) et φ ∈ H1 (Ω). Multiplions chaques équations par la fonction
test correspondante, intégrons chacune sur son domaine spatial de définition, puis sommons les
trois,

χ

[∫
ΩM

cm∂t (ui − u) (φi − φ) dx+
∫

ΩM

f (ui − u) (φi − φ) dx
]

−
∫

ΩM

div (σi∇ui)φi dx−
∫

Ω
div (σ∇u)φ dx =

∫
ΩM

s(x, t)φ dx. (3.3)

En utilisant la formule de divergence et les conditions aux limites, les deux intégrales de divergence
peuvent être réécrites comme,

−
∫

ΩM

div (σi∇ui)φi dx =
∫

ΩM

σi∇ui · ∇φi dx,

−
∫

Ω
div (σ∇u)φ dx =

∫
Ω
σ∇u · ∇φ dx.

(3.4a)

(3.4b)

Ceci est réinjecté dans l’équation (3.3), de sorte à obtenir la formulation variationnelle suivante,

χ

[∫
ΩM

cm∂t (ui − u) (φi − φ) dx+
∫

ΩM

f (ui − u) (φi − φ) dx
]

+
∫

ΩM

σi∇ui · ∇φi dx,+
∫

Ω
σ∇u · ∇φ dx =

∫
ΩM

s(x, t)φ dx.
(3.5)

Méthode de Galerkin. Pour résoudre ce problème par la méthode des éléments finis, il faut dans
un premier temps discrétiser les espaces de solution H1 (ΩM) et H1 (Ω) en des espaces d’approxi-
mation de dimensions finies. Ainsi, considérons {ϕ1, . . . , ϕn} une base de l’espace d’approximation
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Hh de H1 (ΩM) avec n ≥ 1, et {ϕ̃1, . . . , ϕ̃n} une base de l’espace d’approximationHh
M de H1 (Ω),

avec n ≥ m ≥ 1 (car ΩM ⊂ Ω).
Au prix d’une renumérotation, nous pouvons faire l’hypothèse que ϕ`/ΩM = 0 pour ` = m +

1, . . . , n et que les restrictions sur ΩM des éléments de la base choisie pourHh coïncide avec les
éléments de celle choisie pourHh

M, de sorte que,

ϕ̃` = ϕ`/ΩM pour ` = 1, . . . ,m. (3.6)

Ainsi, les solutions approchées uh
i et uh peuvent être exprimées comme une combinaison linéaire

dans les basesHh
M etHh, c’est-à-dire que,

uh
i =

m∑
k=1

ui,kϕ̃k, et uh =
n∑

k=1
ukϕk, (3.7)

où ui,k et uk sont les coordonnées dans les bases respectives. En particulier, le potentiel extracellu-
laire s’écrit comme,

uh
e = u/ΩM =

n∑
k=1

ukϕk/ΩM . (3.8)

De la mêmemanière, toute fonction g continue sur Ω peut être approchée dansHh à l’aide de la
base {ϕ1, . . . , ϕn} comme,

g(x) ≈
n∑

k=1
gkϕk(x). (3.9)

Ceci peut être, en particulier, appliqué sur le terme ionique dans ΩM, de sorte que,

f
(
uh

i − uh
e

)
= f

(
m∑

k=1
(ui,k − ue,k) ϕ̃k

)
≈

m∑
k=1

f (ui,k − ue,k) ϕ̃k. (3.10)

En substituant uh
i et uh dans la formulation faible de l’équation (3.5), nous obtenons le système

d’équations suivant :

— en prenant successivement φi = ϕ̃` et φ ≡ 0 pour ` = 1, . . . ,m,

χ
m∑

k=1

[
cm

d
dt (ui,k − uk)

∫
ΩM

ϕ̃kϕ̃` dx+ f (ui,k − ue,k)
∫

ΩM

ϕ̃kϕ̃` dx
]

+
m∑

k=1
ui,k

∫
ΩM

σi∇ϕ̃k · ∇ϕ̃` dx = 0,
(3.11a)

— en prenant successivement φi ≡ 0 et φ = ϕ` pour ` = 1, . . . ,m,

− χ
m∑

k=1

[
cm

d
dt (ui,k − uk)

∫
ΩM

ϕ̃kϕ` dx+ f (ui,k − ue,k)
∫

ΩM

ϕ̃kϕ` dx
]

+
n∑

k=1
uk

∫
Ω
σe∇ϕk · ∇ϕ` dx =

m∑
k=1

sk(t)
∫

ΩM

ϕkϕ` dx
(3.11b)

— et en prenant successivement φi ≡ 0 et φ = ϕ` pour ` = m+ 1, . . . , n,
n∑

k=1
uk

∫
Ω
σt∇ϕk · ∇ϕ` dx = 0. (3.11c)

Par ailleurs, la notation tilde peut être enlevée dans les équations (3.11a) et (3.11b) car, d’une
part nous avons

∫
ΩM

ϕkϕ` = 0 si ` > m car ϕ`/ΩM = 0, et d’autre part, nous avons l’identité∫
ΩM

ϕ`ϕ̃k =
∫

ΩM
ϕ̃`ϕ̃k =

∫
ΩM

ϕ`ϕk, si l, k ≤ m.
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Systèmematriciel. Le système précédent peut être réécrit sous formematricielle à l’aide des deux
vecteurs d’inconnues discrètes Ui := (ui,1, . . . , ui,m) ∈ Rm et U := (u1, . . . , un) ∈ Rn avec les
restrictions Ue := (u1, . . . , um) ∈ Rm et Ut := (um+1, . . . , un) ∈ Rn−m, et selon les vecteurs de
fonctions f (Ui − Ue) = (f (ui,1 − ue,1) , . . . , f (ui,m − ue,m)) ∈ Rm et S(t) = (s1(t), . . . , sm(t)) ∈
Rm,

χcmM
d
dt (Ui − Ue) + χMF (Ui − Ue) + KiUi = 0, dansRm,

−χcmM
d
dt (Ui − Ue) − χMF (Ui − Ue) + KeU = MS(t), dansRm,

KtU = 0, dansRn−m.

(3.12a)

(3.12b)

(3.12c)

Ce système fait apparaître les matrices suivantes,

— la matrice de masse M sur ΩM, de taillem×m et définie par

(M)k,` :=
∫

ΩM

ϕkϕ`, pour k = 1, . . . ,m et ` = 1, . . . ,m,

— et les trois matrices de raideurs intracellulaire, extracellulaire et extracardiaque, respective-
ment notées Ki, Ke et Kt, de taillem×m,m× n et (n−m) × n, et définies par

(Ki)k,` :=
∫

ΩM

σi∇ϕk · ∇ϕ`, pour k = 1, . . . ,m et k = 1, . . . ,m,

(Ke)`,k :=
∫

ΩM

σe∇ϕk · ∇ϕ`, pour k = 1, . . . ,m et ` = 1, . . . , n, et

(Kt)k,` :=
∫

ΩT

σt∇ϕk · ∇ϕ`, pour k = m+ 1, . . . , n et ` = 1, . . . , n.

Lesmatrices citées ci-dessus sont a priori pleines. Cependant, en pratique ce n’est pas n’importe
quelle base EF qui est utilisée. Dans le cas d’EF où les degrés de liberté sont choisis sur les nœuds
d’un maillage de Ω, ces bases sont choisies de sorte que ϕ` (xk) = δ`,k et que

∫
Ω ϕ`ϕk = 0 si xk et

x` ne partagent pas une arête. Les matrices ainsi construites sont creuses (essentiellement avec
des coefficients nuls). L’une des bases les plus utilisées est la base polynomiale de Lagrange Pk qui
fait intervenir des polynômes de degré k sur des éléments lignes, triangulaires ou tétraédriques. La
méthode en résultant est d’ordre k + 1.

Remarque 3.1. En faisant apparaître la tension transmembranaire Vm := Ui − Ue, le système
(3.12a)-(3.12c) est équivalent au suivant qui découle de la formulation parabolique-elliptique du
problème bidomaine étendu,

χcmM
d
dtVm + χMF (Vm) + Ki (Vm + Ue) = 0, dansRm,

Ki (Vm + Ue) + KeU = MS(t), dansRm,

KtU = 0, dansRn−m.

(3.13a)

(3.13b)

(3.13c)

En introduisant la notation Ue = ΠU avec la matrice Π := [Idm,0] de taille m × n, la forme
paraboliquematricielle du problème selon les inconnues (vm, u) est donnée par les deux équations
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suivantes [121],χcmM
d
dtVm + χMF (Vm) + Ki (Vm + ΠU) = 0, dansRm,

ΠᵀKiVm + (ΠᵀKiΠ + K)U = ΠᵀMS(t), dansRn,

(3.14a)

(3.14b)

où lamatricede raideur globaleKestdonnéeparKᵀ = [Kᵀ
e ,K

ᵀ
i ], et est de taillen×net symétrique

semi-définie positive.

1.2 Schémas en temps pour les systèmes différentiels

Les deux systèmes précédents, (3.12a)-(3.12c) et (3.13a)-(3.13c), ont la même structure matri-
cielle. En effet, une fois discrétisés en espace, ils peuvent tous deux être vus comme des systèmes
différentiels-algébriques (DAE) à plusieurs inconnues couplées.

Les systèmes différentiels-algébriques. Les DAE apparaissent dans la modélisation de nombreux
systèmes physiques, chimiques et biologiques [28]. Contrairement aux équations différentielles
ordinaires (ODE), les DAE sont composés à la fois de relations différentielles et de relations algé-
briques, ce qui permet de mieux représenter les contraintes et les relations intrinsèques présentes
dans les systèmes. Les DAE sont communément présentés sous la forme suivante,

F (y′, y, t) = 0,

où y′ représente les dérivées temporelles des variables d’état y par rapport au temps t, et F est
une fonction qui représente toutes les équations du système (différentielles et algébriques). La
résolution des DAE pose des défis additionnels par rapport aux ODEs en raison des parties algé-
briques. Les méthodes numériques pour résoudre les DAE incluent des techniques variées telles
que laméthode des indices différentiels et la méthode de réduction par perturbation [158]. De plus,
la classification des DAE en fonction de leur indice différentiel (définition 3.1) est essentielle pour
choisir la méthode de résolution appropriée [116, 129]. Par exemple, dans le cas de simulation de
circuits électriques, les DAE permettent demodéliser précisément les courants et tensions dans
les réseaux complexes où certaines relations sont purement algébriques [34] (voir le modèle du
chapitre précédent).

Définition 3.1 Indice différentiel d’un DAE. L’indice différentiel d’un DAE peut être défini comme
le nombreminimal dedérivations des contraintes algébriques nécessaires pour exprimer le système
sous une forme différentiable équivalente (c’est-à-dire une forme où toutes les équations peuvent
être différentiées en fonction du temps) [28].

Problème. Considérons un système DAE générique ayant pour solution y(t) ∈ RN et x(t) ∈ RM ,{
My′ + Ay + Bx+ f(t, y) = 0,
Dy = g(t),

(3.15a)

(3.15b)

avec M, A, B, et D des matrices, f une fonction non-linéaire et g un terme source. Nous pouvons
faire plusieurs remarques sur ce système.

— Premièrement, ces matrices ne sont pas nécessairement carrées. En effet, supposons que
(3.15a) soit une équation dansRP et que (3.15b) soit une équation dansRQ avec P,Q ∈ N,
de sorte que M, A, B et D soient de tailles respectives P × N , P × N , P × M etQ × N .
Alors le système peut tout de même être bien déterminé si P +Q = N +M .
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— Deuxièmement, pour que le système ait une solution, il est nécessaire que pour tout t, g(t) ∈
RQ soit dans l’image de D. L’hypothèse simple à faire est de supposer que ker (Dᵀ) = {0},
donc im (D) = ker (Dᵀ)⊥ = RQ, et ainsi montrer qu’à chaque t, il existe aumoins un y// tel
que Dy// = g(t).

— Troisièmement, si P = N etQ = M et que D = Bᵀ, alors le système (3.15a)-(3.15b) peut
être vu comme un problème de point selle, et x est alors le multiplicateur de Lagrange du
système.

1.2.1 Schémas à un pas

Les schémas explicites sont généralement les plus simples à mettre en œuvre car ils ne de-
mandent, a priori, pas d’inversion de systèmematriciel dans leurs calculs pour une ODE pure au
contraire des schémas implicites. Ce n’est cependant pas le cas pour le système (3.15a)-(3.15b) qui
fait apparaître à la fois une partie algébrique et une fonction f non-linéaire. Il faut donc s’attendre
à résoudre un système linéaire pour inverser la partie algébrique. De plus, dans le cas d’un schéma
implicite, une méthode de point fixe est à prévoir à chaque pas de temps du fait de la non-linéarité
de f .

Les θ-schémas. Les schémas les plus simples sont les schémas d’Euler Explicite (EE) et Euler Impli-
cite (EI) qui, pour une ODE de la forme y′ = f(t, y), s’obtiennent en prenant respectivement θ = 1
et θ = 0 dans le θ-schéma suivant,

yn − ∆tθf (tn, yn) = yn−1 + ∆t(1 − θ)f
(
tn−1, yn−1

)
, (3.16)

où yk désigne l’approximation de y
(
tk
)
, avec tk le k-ième temps. Dans le cas du DAE, la forme du

schéma est légèrement différente,
Myn + ∆tθ [Ayn + f (tn, yn)] + ∆tBxn

= Myn−1 − ∆t (1 − θ)
[
Ayn−1 + f

(
tn−1, yn−1

)]
,

∆tDyn = ∆tg (tn) .

(3.17a)

(3.17b)

La deuxième équation a été multipliée par ∆t et, même si cela n’est pas nécessaire théoriquement,
cela pourrait servir numériquement à ne pas déséquilibré : les coefficients de la matrice à inverser.
Remarquons enfin que, le schéma de Crank–Nicolson (CN) est obtenu en prenant θ = 1/2. Les
schémas EE et EI sont d’ordre 1, tandis que CN est d’ordre 2.

Laméthode de Heun. La méthode de Heun est un schéma explicite à un pas. Elle est une amélio-
ration de la méthode EE du fait de son ordre 2. Pour le problème ODE y′ = f(t, y), elle consiste à
faire une première prédiction de yn avec un EE, et à la corriger avec une nouvelle estimation de la
tangente, 

yn
1 = yn−1 + ∆tf

(
tn−1, yn−1

)
,

yn = yn−1 + ∆t
2
[
f
(
tn−1, yn−1

)
+ f

(
tn−1, yn−1

1

)]
.

(3.18a)

(3.18b)
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Dans le cas du DAE, il faut aussi faire les deux étapes successives,

Myn
1 + ∆tBxn

1 = Myn−1 − ∆t
[
Ayn−1 + f (tn, yn)

]
,

∆tDyn
1 = ∆tg (tn) ,

Myn + ∆tBxn = Myn−1 − ∆t
2
[
A
(
yn−1 + yn

1

)
+ f

(
tn−1, yn−1

)
+ f (tn, yn

1 )
]
,

∆tDyn = ∆tg (tn) .

(3.19a)

(3.19b)

(3.19c)

(3.19d)

1.2.2 Schémas implicites et semi-implicites de type différences finies (BDF & SBDF/SIBDF)

Backward Difference Formula (BDF). Dans un premier temps considérons les schémas BDF [11,
68, 88, 147]. Ces schémas reposent sur la discrétisation par différences finies décentrées en arrière
de la dérivée temporelle,

y′ (tn) = 1
∆t

s∑
k=0

αky
(
tn−k

)
+ O (∆ts) , (3.20)

où s > 0 est l’ordre souhaité, et pour certains coefficients αk ∈ R. Ainsi, pour un problème ODE de
la forme y′ = f(t, y), ils s’écrivent comme,

s∑
k=0

αky
n−k = ∆tf (tn, yn) , (3.21)

avec les coefficients αk donnés dans le tableau 3.1. Ces coefficients sont calculés en considérant
l’interpolation de Lagrange à s+ 1 points décentrés vers l’arrière, et ils sont donnés pour un ∆t
fixe. Les schémas BDF avec un ordre s > 6 ne sont pas 0-stables [46, 64, 75].

s α0 α1 α2 α3 α4 α5 α6

1 1 −1
2 3/2 −2 1/2
3 11/6 −3 3/2 −1/3
4 25/12 −4 6/2 −4/3 1/4
5 137/60 −5 10/2 −10/3 5/4 −1/5
6 49/20 −6 15/2 −20/3 15/4 −6/5 1/6

TABLE 3.1 – Coefficients de différences finies décentrées en arrière pour une dérivée d’ordre 1.

Semi-Implicit Backward Difference Formula (SBDF/SIBDF). Les schémas SBDF [56] sont formés
de lamêmemanière, à ladifférenceque le termesourcef (tn, yn)est remplacéparunecombinaison
linéaire des termes sources évalués aux temps précédents tn−k multipliés par les coefficients βk,

s∑
k=0

αky
n−k =

s∑
k=1

βk∆tf
(
tn−k, yn−k

)
. (3.22)

Ces coefficients peuvent être retrouvés à l’aide du développement suivant [88],

y′
(
tn−k

)
= y′ (tn) +

s∑
`=1

(−k)` ∆t`
`! y(`+1) (tn) + O

(
ks+1∆ts+1

)
, (3.23)
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où y(`) dénote la dérivée `-ième en temps de y. De plus, d’après l’ODE étudiée, nous avons que
y′ (tn−k

)
= f

(
tn−k, y

(
tn−k

))
. D’autre part, les coefficients αk vérifient la propriété suivante (issue

de l’erreur de troncature locale appliquée à un schéma BDF d’ordre s [88]),

s∑
k=0

αkk
` =

{
−1 si ` = 1,
0 sinon.

(3.24)

En multipliant par αkk l’équation (3.23) et en sommant pour k allant de 0 à s, nous obtenons,
s∑

k=0
αkkf

(
tn−k, y

(
tn−k

))
=

s∑
k=0

αkky
′ (tn)︸ ︷︷ ︸

=−y′(tn)

+
s∑

`=1

(
(−1)` ∆t`

`! y(`+1) (tn)
)(

s∑
k=0

αkk
`+1
)

︸ ︷︷ ︸
=0

+O
(
ks+2∆ts+1

)
,

(3.25)

qui donne, une fois simplifié,

s∑
k=1

αkkf
(
tn−k, y

(
tn−k

))
= −y′ (tn) + O

(
ks+2∆ts+1

)
. (3.26)

Ainsi, le schéma SBDF d’ordre s est donné avec les coefficients αk du tableau 3.1 et avec la relation
βk := −αkk.

Dans le cas d’un DAE de la forme (3.15a)-(3.15b), les schémas BDF suivent le même principe
que (3.21), 

s∑
k=0

αkMyn−k + ∆tAyn + ∆tBxn + ∆tf (tn, yn) = 0,

∆tDyn = ∆tg (tn) .

(3.27a)

(3.27b)

Les schémas SBDF sont modifiés de sorte que le terme Ay soit implicité (pour une analogie avec le
modèle bidomaine, voir Ethier et Bourgault [56]),

s∑
k=0

αkMyn−k + ∆tAyn + ∆tBxn = −
s∑

k=1
αkk∆tf

(
tn−k, yn−k

)
,

∆tDyn = ∆tg (tn) .

(3.28a)

(3.28b)

1.2.3 Schémas Rush-Larsen (RL)

Les schémas Rush-Larsen (RL) sont des schémas très utilisés en électrophysiologie pour ré-
soudre les équations différentielles des modèles ioniques (voir la thèse de Douanla Lontsi [53]).
Ces schémas sont aussi utilisés pour leur simplicité d’implémentation et leur efficacité face à la
raideur des équations [119, 134]. Ces schémas reposent sur la formule de variation de la constante.
Pour un système d’ODE de la forme suivante,

y′ = A (t, y) y + b(t, y),

avec A unematrice diagonale carrée et b(t, y) une fonction non-linéaire, les schémas Rush-Larsen
d’ordre 1 à 4 [44] sont donnés par,

yn+1 = yn + ∆tϕ1 (αn∆t) (αnyn + βn + ∆tγn) , (3.29)
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αn βn

2 1
2
(
3An − An−1) 1

2
(
3bn − bn−1)

3 1
12
(
23An − 16An−1 + 5An−2) 1

12
(
23bn − 16bn−1 + 5bn−2)

4 1
24
(
55An − 59An−1 + 37An−2 − 9An−3) 1

24
(
55bn − 59bn−1 + 37bn−2 − 9bn−3)

γn

2 0
3 1

12
(
Anbn−1 − An−1bn

)
4 2

24
(
An
(
3bn−1 − bn−2)−

(
3An−1 + An−2) bn

)
TABLE 3.2 – Coefficients pour les schémas Rush-Larsen, avec Ak = A

(
tk, yk

)
et bk = b

(
tk, yk

)
.

avecϕ1(z) = (exp (z) − 1) /z, prolongée par continuité en z = 0. Les coefficientsαn, βn et γn sont
calculés à partir de valeurs de A et b aux temps précédents, ils sont donnés dans le tableau 3.2.

Ces schémas n’ont été utilisés que dans le cas des modèles ioniques dans le cadre de cette
thèse, car ils demandent que la matrice A soit diagonale, ce qui n’a jamais été le cas pour les DAE
étudiés.

1.2.4 Schémas Runge-Kutta (RK)

Les schémas RK constituent une famille importante et bien connue de schémas numériques
à pas multiples pour la résolution d’EDO [81, 133, 145]. Ces schémas sont utilisés en raison de
leur diversité et de leur précision. Ils sont caractérisés par une combinaison linéaire pondérée
d’évaluations de la fonction dérivée.

Pour un problème de la forme y′ = f (t, y), l’expression générale d’un schéma RK d’ordre s est
donnée par 

ki = f

(
tn−1 + ci∆t, yn−1 + ∆t

s∑
k=1

aijkj

)
, pour i = 1, . . . , s,

yn = yn−1 + ∆t
s∑

i=1
biki,

(3.30a)

(3.30b)

où les coefficients aij , bi et ci définissent le schéma. Ces coefficients sont généralement organisés
dans un tableau de Butcher [31, 32]. Ces tableaux se présentent comme,

c1 a11 · · · a1s

...
...

. . .
...

cs as1 · · · ass

b1 · · · bs

(3.31)

Les coefficients ci représentent les points intermédiaires dans le temps où les évaluations de la
fonction sont effectuées, tandis que les coefficients aij définissent les contributions des différentes
étapes intermédiaires. Les poids bi sont utilisés pour calculer l’approximation finale de la solution
au temps suivant tn.

Remarque 3.2. De nombreux schémas en temps peuvent s’écrire sous la forme d’un schéma
RK. Aussi, plusieurs variantes existent, comme les schémas explicites ( ai,i>0 = 0) et les schémas
implicites (forme générale (3.31)). De plus, certaines améliorations ont été proposées concernant,
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la raideur du problème [3], l’estimation de l’erreur de troncature locale [51], ou encore sur les
questions de stockage mémoire [162].

Dans le cas du DAE étudié (3.15a)-(3.15b), les schémas RK (3.30a)-(3.30b) s’écrivent quasiment
sous une forme très proche,

ki = Ayn−1
i + f

(
tn + ci∆t, yn−1

i

)
, pour i = 1, . . . , s,∣∣∣∣∣ Myn−1

i + Bxn−1
i = Myn−1 − ∆t

∑s
k=1 aijkj

∆tDxn−1
i = ∆tg

(
tn−1 + ci∆t

)
,

pour i = 1, . . . , s,∣∣∣∣∣ Myn + Bxn = Myn−1 − ∆t
∑s

i=1 biki,

∆tDxn = ∆tg (tn) .

(3.32a)

(3.32b)

(3.32c)

1.3 Résolution semi-analytique de systèmes différentiels ordinaires

Au cours de cette thèse, nous avons procédé par complexité croissante. Par exemple, le code
CirCE a été mis en place au cours de la dernière année et plusieurs codes de calcul ont été construit
avant d’arriver à ce dernier. Les premiers circuits étudiés étaient basés sur le circuit du stimulateur
cardiaque relié à des modèles d’électrodes et à une résistance représentant le bain salin (voir le
modèle 0D-BATH et les expérimentations dans le chapitre 4 à la sous-section 1.1).

Contexte. Dans un premier temps, des modèles 0D simples ont été testé. Pour cela, différents
modèles d’électrode ont été étudiés (voir les modèles de contacts équivalents simplifiés). Dans le
cas où les électrodes font intervenir les mêmes valeurs de capacité et de résistance équivalentes,
plusieurs solutions analytiques ont été construites. Ce travail a été fait à l’aide de la transformée
de Laplace [144]. Lorsque nous avons abordé des modèles plus complexes, comme c’est le cas
lorsquenous supposonsdesvaleurs caractéristiquesdifférentes sur chaqueélectrodes, les solutions
analytiques obtenues étaient inutilisables algébriquement. Nous avons donc décidé de changer
d’outil et de résoudre numériquement le modèle. Nous nous sommes donc tournés vers une
solution à mi-chemin entre les résolutions totalement analytique ou totalement numérique du
système d’ODE. C’est cette méthode qui est présentée dans cette section.

Méthode. Considérons un système ODE de tailleN > 0, ayant pour solution Y (t) ∈ RN , et de la
forme suivante,

Y ′ = AY, (3.33)

avec A unematrice carrée diagonalisable, et avec une valeur initiale Y0 = Y (t = 0).
La matrice A étant diagonalisable, il existe une base de vecteurs propres dans laquelle elle est

diagonale, c’est-à-dire qu’il existe une matrice de passage inversible P et une matrice diagonale D
telles que

A = PDP−1, (3.34)

avec D := diag (d1,1, . . . , dN,N ) où les di,i sont les valeurs propres de A, et P est la matrice dont
les colonnes sont les vecteurs propres de A. Cette diagonalisation peut être injectée dans l’équa-
tion (3.33) de sorte que,

Y ′ = PDP−1Y, (3.35)

et de façon équivalente,

P−1Y ′ = DP−1Y. (3.36)
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Cette dernière équation peut être réécrite en introduisant le vecteur d’inconnues,

Z(t) := (z1, . . . , zN ) = P−1Y (t) ∈ RN ,

avecZ0 = P−1Y0, tel que

Z ′ = DZ. (3.37)

Ce système d’équations est diagonal et peut donc être résolu analytiquement comme,

Z(t) = eDtZ0, c’est-à-dire, zi(t) = edi,itzi,0. (3.38)

Ainsi, commeZ(t) = P−1Y , l’équation (3.33) admet comme solution

Y (t) = PeDtP−1Y0. (3.39)

Numérique. La composante numérique de laméthode intervient dans le calcul des valeurs propres
et des vecteurs propres. Plusieurs méthodes numériques existent pour ce calcul, notamment
l’algorithme de décomposition QR pour le calcul des valeurs propres : transformation de A en
matrice d’Hessenberg, puis décomposition QR [8, 14, 58]. Ceci a été fait dans le code de calcul à
travers la bibliothèque NumPy par la méthode dgeev de la bibliothèque LAPACK.

2 Codes de calcul

P LUSIEURS codes de calcul ont été utilisés au cours de cette thèse. Nous listons ici les deux
principaux, CEPS et CirCE, traitant respectivement des modèles spatiaux (3D) et des modèles

0D. Une présentation succincte de l’architecture logicielle est donnée et une liste non exhaustive
de fonctionnalités est aussi faite.

— CEPS est un code de calcul collaboratif développé depuis de nombreuses années au sein
de l’équipe CARMEN dans le centre Inria de l’Université de Bordeaux. Il regroupe de mul-
tiples contributions de scientifiques et d’ingénieurs. C’est un code de calcul C++ hébergé
actuellement sur l’instance gitlab Inria qui dispose de l’infrastructure nécessaire pour en faire
un code de calcul pérenne dans le domaine de l’électrophysiologie cardiaque. Ce code est
également au centre d’un des aspects du projet européen SimCardioTest, puisqu’il est utilisé
pour certaines modélisations sur la plateforme déployée par la société InSilicoTrials dans le
cadre du projet.

— CirCE est un code de calcul C++ qui a été entièrement développé au cours de la dernière
année de cette thèse pour répondre aux besoins de modélisation dans le cadre des modèles
0D. Il utilise le formalisme provenant de [55] pour traduire sous formematricielle le système
d’équations issu de configurations de circuits électriques. Le code est aussi hébergé sur l’ins-
tance gitlab Inria, et il dispose également d’une infrastructure de développement suffisante
pour assurer la bonnemarche lors d’ajouts de nouvelles fonctionnalités.

2.1 Cardiac ElectroPhysiology Simulator (CEPS)

Le code de calcul CEPS 3 est développé au sein de l’équipe CARMEN depuis les années 2013-
2014, il est centré sur les modèles spatiaux traditionnels d’électrophysiologie cardiaque, tels que le

3. carmen.gitlabpages.inria.fr/ceps
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modèle bidomaine oumonodomaine, résolus à l’aide de la FEM. Il est aussi entièrement parallélisé
grâce à l’utilisation conjointe des bibliothèques parallèles Portable, Extensible Toolkit for Scientific
Computation 4 (PETSc) [15] et Open Message Passing Interface 5 (Open MPI).

Le code fait maintenant plusieurs milliers de lignes de code (35 385 à ce jour réparties sur
près de 400 fichiers C++), il dispose de plusieurs fonctionnalités nécessaires qui en font un outil
de recherche important dans le cadre de l’équipe. Il comprend, en particulier, les contributions
de plusieurs anciens doctorants et stagiaires, et il a été alternativement entretenu par différents
ingénieurs et chercheurs de l’équipe. Ce code contient donc plusieursmodèles d’électrophysiologie
cardiaque standards dans le domaine, mais aussi les contributions en termes de modèles et de
schémas de ces dernières années.

CEPS dépend de plusieurs bibliothèques, les premières étant celles pour le calcul parallèle
(PETSc et OpenMPI). Il dépend aussi de Visualization Toolkit 6 (VTK) pour les entrées/sorties de
maillage, Eigen 7 pour la partie algèbre linéaire locale, PTScotch 8 pour le partitionnement de
graphes, et CxxTest 9 pour l’ensemble des tests unitaires et de convergence.

2.1.1 Architecture et développement

Une illustration de l’architecture de CEPS est donnée dans la figure 3.1. Le code se divise en
plusieurs blocs, comme les blocs entrées/sorties, géométrie, Éléments Finis, et des blocs spécialisés
joints problèmes-solveurs. Nous donnons une ébauche du fonctionnement interne de CEPS selon
les étapes ordonnées suivantes :

1. Lecture du fichier de paramètres sous la forme `key: value` et sélection du problème
souhaité.

2. Lecture du ou des maillages (format .mesh, .msh ou .vtk). Construction de la structure de
géométrie associée.

3. Partitionnement de la géométrie selon le nombre de processus avec lesquels CEPS est lancé,
construction des éléments du halo de chaque partition (et communications).

4. Construction des structures EF, des éléments de référence, des quadratures disponibles dans
CEPS et rajout des nœuds pour obtenir des éléments Pk (le maillage étant lu en mode P1).
Ces nouveaux nœuds sont identifiés puis résolus sur chacune des partitions à l’aide d’une
méthode de hachage.

5. Construction de la liste de degrés de liberté dépendamment du problème choisi et des élé-
ments attribués sur le processus. Cette étape est importante pour le problème bidomaine avec
pacemaker, puisqu’il n’y a pas le même nombre d’inconnues dans le sang et le tissu, et deux
inconnues 0D doivent être ajoutées au système final.

6. Construction des termes sources, des conditions de bords et des matrices EF basiques (ma-
trices de masse).

7. Sélection du schéma numérique (pour les problèmes temporels) et de laméthode d’inversion
du système linéaire.

8. Boucle en temps si nécessaire et construction des matrices du problème à l’aide des assem-
bleurs de matrice (relatifs au problème).

9. Appel aux solveurs ODE pour les modèles ioniques (si présents), et résolution du système
linéaire après avoir ajouté les termes sources et les conditions aux bords.

4. petsc.org
5. open-mpi.org
6. vtk.org
7. eigen.tuxfamily.org
8. labri.fr/perso/pelegrin/scotch/, gitlab.inria.fr/scotch/scotch
9. github.com/CxxTest/cxxtest
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10. Post-traitement si nécessaire (carte d’activation), écriture des fichiers de sortie.

Contributions. Au cours de cette thèse, les blocs de CEPS ont été presque tous modifiés pour
répondre aux modèles couplés avec stimulateurs cardiaques comme, notamment, les problèmes-
solveurs et les assembleurs EF suivants,

— AnodeCathode : équation de Poisson avec conditions de Dirichlet/Neumann avec termes
sources spécifiques,

— PacemakerPoisson : équation de Poisson couplée à unmodèle de stimulateur cardiaque avec
des modèles d’électrode R//C,

— CLMonodomain : équations monodomaine avec courant relevé provenant d’une stimulation
extracellulaire (voir l’article de Coudiere et Rioux [40], partie développée au cours du stage
pré-thèse),

— ExtendedBidomain : équations bidomaine avec milieu extracardiaque résistif,
— PacemakerBidomaine : équations bidomaine avec milieu extracardiaque résistif et couplés à

unmodèle de stimulateur cardiaque avec des modèles d’électrode R//C.

Un effort a aussi été fait sur la méthode de discrétisation FEM, en rajoutant une gestion explicite
universelle des degrés de liberté dans les différents problèmes, permettant ainsi de traiter des
problèmes PDE définis sur des domaines de calcul différents et faisant apparaître des inconnues
0D (par exemple le multiplicateur de Lagrange dans le problème de Poisson avec conditions de
Neumann pure, ou les inconnues de potentiel dans le cadre des modèles avec stimulateurs). Une
modification complète de plusieurs structures de données a ainsi été faite. En particulier, les
conditions de bord et les termes sources ont aussi étémodifiés, de pair avec la nouvelle gestion des
degrés de liberté. De nombreux ajouts ont aussi été implémentés, sur l’interfaçage des fonctions
(f(t), f(x), f(idx) et f(t, x, idx)) et sur les opérations arithmétiques de base, permettant ainsi de
clarifier leurs traitements en fonction de l’équation résolue.

2.1.2 Tests unitaires et de convergence

CEPS dispose d’une liste conséquente de tests unitaires (437 à ce jour assurant un taux de
couverture de 91%) qui sont exécutés à chaque nouvelle contribution de code sur la plateforme.
Ces tests sont présents pour s’assurer qu’aucune des fonctionnalités précédentes n’a été altérée. Ils
concernent à chaque fois des portions de code limitées (tests unitaires). Il existe aussi dans CEPS
des tests de plus large envergure (42 à ce jour). Ces tests demandent plus de ressources, et sont
présents pour tester les aspects numériques du code, en particulier les ordres de convergence
des méthodes numériques et la comparaison avec des solutions de référence pour les modèles
où une solution manufacturée n’est pas possible (modèle avec un terme ionique non linéaire).
Nous donnons dans cette sous-section trois résultats d’ordre de convergence pour des solutions
manufacturées aux problèmes suivants : problème de Poisson (figure 3.2), problème de la chaleur
avec conditions de Dirichlet nulles et non nulles (figure 3.3), problème de front de propagation
grâce à une équation de la chaleur reproduisant un front de propagation (figure 3.4).

Les résultats montrent les ordres de convergence attendus, aussi bien en temps qu’en espace, à
savoir un ordre k + 1 pour du Pk en espace et n pour les schémas SBDFn.

2.2 Circuits for Cardiac Electrophysiology (CirCE)

CirCE 10 est un code de calcul scientifique écrit en C++ qui a été développé spécifiquement pour
les modèles de circuits électriques couplés à des modèles ioniques d’électrophysiologie cardiaque

10. carmen.gitlabpages.inria.fr/circe
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Paramètres

Coefficients physiques

Maillage(s) & Attributs

∆t, tf

Paramètres solveur linéaire

Partitionnement

Géométrie

Problèmes

Laplacian

AnodeCathode

Heat

PacemakerPoisson

Cardiaque

Monodomain

CLMonodomain

BilayerMonodomain

Bidomain

ExtendedBidomain

PacemakerBidomain

Éléments finis Pk
Quadratures

Assembleurs

Solveurs

Discrétisation

Degrés de liberté

Termes sources

Conditions de bord

Schémas temporels

EDP : CN, RK, SBDF

EDO : EAB, FBE, RK, RL

Solveur linéaire

LU

CG, BiCGStab, GMRES

Modèles ioniques

AP95 MS03 BR77

CRN98 TTP06 ORD16

Sorties

Fichiers de résultats

Carte d’activation

FIGURE3.1 –ArchitecturedeCEPS. Les contributions scientifiques et en termesdedéveloppement informatiqueapportées
dans cette thèse sont symbolisées par des étoiles blanches dans les cadres concernés.
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FIGURE 3.2 – Convergence dans CEPS du problème de Poisson avec conditions aux bords de type Dirichlet non homogène
selon une solution manufacturée u(x, y) := sin (πx) sin (πy), résolu sur le carré Ω := [0, 1]2 par la méthode des
Éléments Finis P1 et P2 Lagrange en norme L2 (à gauche) et L∞ (à droite).
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FIGURE 3.3 – Convergence dans CEPS du problème de la chaleur avec conditions aux bords de Dirichlet nulles (en haut)
et non nulles (en bas) par la méthode des Éléments Finis P1 et P2 Lagrange et les schémas en temps SBDF2 et SBDF4 en
erreur relative L2 (Ω) au temps final.
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FIGURE 3.4 – Convergence dans CEPS du problème de la chaleur sous la forme d’une propagation de front par laméthode
des Éléments Finis P1 et P2 Lagrange et les schémas en temps SBDF2 et SBDF4 en erreur relative L2 (Ω) au temps final.
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dans le cadre de cette thèse. Le code fait actuellement près de 7 000 lignes réparties en 134 fichiers
C++.

CirCE dépend actuellement de plusieurs bibliothèques externes dont les principales sont yaml-
cpp 11 pour les entrées, Eigen 12 pour la partie algèbre linéaire, et GoogleTest 13 pour les tests
unitaires et de convergence. Tout comme CEPS, le dépôt git de CirCE est configuré pour la CI/CD
(intégration et livraison/déploiement continus), de sorte que les tests unitaires soient vérifiés à
chacune des contributions.

2.2.1 Architecture et développement

L’architecture de base de CirCE est donnée dans la figure 3.5. Elle se divise en quatre blocs dis-
tincts : les composants électriques, les modèles ioniques (classifiés comme des sources de courant
contrôlés par la tension — VCCS), les modèles de circuits (modèles d’électrode, de membrane, ou
de stimulateurs), et le solveur en temps.

Modèles Ioniques

MS03 BR77

CRN98 LR91

LR94 TP06

TNNP04 FR00

Composants

Condensateurs

Résistances

Sources de courants

Bobines

Sources de tensions

Modèles

Électrodes

Membrane

Pacemakers

Solveur

FIGURE 3.5 – Architecture du code de calcul CirCE. Le code est constitué de quatre blocs, en rouge lesmodèles ioniques,
en noir les composants électriques, en bleu les modèles de circuit, et en vert le solveur en temps. Abréviation
des modèles ioniques : Mitchell-Schaeffer 2003 (MS03), Beeler-Reuter 1977 (BR77), Courtemanche-Ramírez-Nattel 1998
(CRN98), Luo-Rudy 1991 (LR91), Luo-Rudy 1994 (LR94), ten Tusscher-Panfilov 2006 (TP06), ten Tusscher-Noble-Noble-
Panfilov 2004 (TNNP04), et Faber-Rudy 2000 (FR00).

Lesmétacomposants. CirCE utilise le principe du polymorphisme statique pour les métacompo-
sants. Le premier argument du modèle (_Derived) est la classe à partir de laquelle le nouveau
composant est créé, de sorte qu’il hérite de toutes les anciennes fonctionnalités et en ajoute de
nouvelles. Ce principe, bien que visuellement encombrant, permet de combiner les propriétés de
chaque composant de base. Le détail des métacomposants est donné dans le tableau 3.3.

Exemple 3.1 Composants capacitifs. Lesmétacomposants définis précédement servent à définir
les composants capacitifs suivants :

11. github.com/jbeder/yaml-cpp
12. eigen.tuxfamily.org
13. google.github.io/googletest
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Classe Explications

Component Classe de base pour tous les composants fournissant les interfaces et
comportements communs à tous les types dérivés.

_DerivedCategorized Surcouche de classification selon cinq types de base : condensateurs,
résistances, bobines, sources de courant et de tension.

_DerivedConstant Classification constante avec contournement des mises à jour dans le
solveur en temps.

_DerivedCurrentScaled Le courant est remis à l’échelle en modifiant la matrice d’incidence du
circuit.

_DerivedFunctional Fonction f(t, v, q, i), où t est le temps, v la tension, q la charge, et i le
courant.

_DerivedInitialized Spécification d’un état initial. Exemple : charge initiale q0 d’un conden-
sateur, ou caractéristique initiale φ0 (flux magnétique) d’une bobine.

_DerivedPeriodic Réponse périodique sous forme de créneaux, active dans une fenêtre
[t0, t1] pour une durée d et se répétant toutes les p unités de temps
(période).

_DerivedPeriodicSmooth Réponse périodique sous forme de créneaux lissés, permettant une
transition Ck entre les états actifs et inactifs par rapport aux créneaux
classiques.

_DerivedPointered Pointeur C++ permettant unemodification extérieure à la volée dans
une autre partie du code.

_DerivedTabulated Réponse tabulée en fonction du temps, de la tension ou d’autres va-
riables. La recherche de la valeur se fait sur des fenêtres d’activation
triées, permettant une évaluation en fonction des données tabulées.

TABLE 3.3 – Liste des métacomposants dans CirCE.
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Capacitor = ComponentCategorizedInitialized

ConstantCapacitor = CapacitorConstant

CurrentScaledConstantCapacitor = ConstantCapacitorCurrentScaled

FunctionalCapacitor = CapacitorFunctional

CurrentScaledFunctionalCapacitor = FunctionalCapacitorCurrentScaled

2.2.2 Système différentiel-algébrique (DAE)

Dans CirCE, un circuit électrique estmodélisé par un graphe et résolu sous la formed’un système
d’équations à plusieurs inconnues, conformément aux travaux de Estévez Schwarz et Tischendorf
[55] publiés en 2000.

Considérons G le graphe représentant le circuit étudié, comportant un nombre de nœuds
Nnd ≥ 2 et un nombre de branches orientéesNb ≥ 2. Notons J le vecteur des courants dans les
branches etU le vecteur des potentiels aux nœuds. La matrice d’incidence de G, A, de dimension
Nnd × Nb, résume les connexions entre les nœuds et les branches orientées du circuit. Elle est
définie par,

Ak,b =


+1 si le nœud k est le point de départ de b,
−1 si le nœud k est le point d’arrivée de b,
0 sinon.

(3.40)

Selon la loi des courants de Kirchhoff, la somme des courants entrants et sortants en un nœud
doit être nulle. Cette loi s’exprime simplement à l’aide de la matrice d’incidence comme AJ = 0.

Les branches du graphe G peuvent être classées selon le type de dipôle qu’elles contiennent.
Ainsi, l’ensemble des branchesB(G) de G se divise comme suit,

B(G) = B(G/c) ∪B(G/g) ∪B(G/l) ∪B(G/v) ∪B(G/j) (3.41)

où B(G/X) (avecX = c, g, l, v, j) désigne respectivement les branches contenant des conden-
sateurs, des résistances, des bobines, des sources de courant et des sources de tension. Cette
classification peut être reflétée dans la matrice d’incidence en réordonnant les branches, de sorte
que,

A := [Ac | Ag | Al | Av | Aj], (3.42)

où AX désigne la matrice colonne d’incidence restreinte àB(G/X). Ainsi, la loi de Kirchhoff pour
les courants devient,

AJ = AcJc + AgJg + AlJl + AvJv + AjJj = 0, (3.43)

avec J := (Jc, Jg, Jl, Jv, Jj) le vecteur des courants divisé en blocs suivant le même ordre que A.
De plus, le vecteur des tensions sur les branches du circuit, V , vérifie la relation V = AᵀU . Si V

est réordonné et divisé de la mêmemanière que A, alors V := (Vc, Vg, Vl, Vj, Vv), et,

Vc = Aᵀ
cU, Vg = Aᵀ

gU, Vl = Aᵀ
l U, Vv = Aᵀ

vU, et Vj = Aᵀ
j U. (3.44)

Par ailleurs, le comportement de chaque type de dipôle est dicté par l’évolution de certaines
quantités spécifiques.
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— Les condensateurs sont caractérisés par leur charge q, de sorte que le courant vérifie Jc = Q′,
avecQ = (qj)j∈B(G/c) le vecteur de charge donné parQ = CVc = CAᵀ

cU , oùC est lamatrice
des capacités, diagonale et à coefficients positifs.

— Les résistances sont caractérisées par la relation courant-tension suivante Jg = GVg =
GAᵀ

gU , où G est la matrice des conductances, diagonale et à coefficients positifs.
— Les bobines sont caractérisées par leur flux magnétique φ, de sorte que Vl = Aᵀ

l U = Φ′,
avecΦ = (φj)j∈B(G/l) qui vérifieΦ = LJl, où L est la matrice des inductances, diagonale et à
coefficients positifs.

— Les sources de courant sont directement données par une fonction de courant Jsrc, telle que
Jj = Jsrc(t).

— Les sources de tension sont directement données par une fonction de tension, telle que
Vv = Aᵀ

vU = Vsrc(t).
Ainsi, les inconnues de potentiel U , des chargesQ, des flux magnétiques Φ, des courants Jl des

branches inductives et des courants Jv des branches avec des sources de tension, vérifient le DAE
suivant, 

AcQ
′ + AgGAᵀ

gU + AlJl + AvJv + AjJsrc(t) = 0,
Φ′ − Aᵀ

l U = 0,
Aᵀ

vU = Vsrc(t),
Q = CAᵀ

cU,

Φ = LJl.

(3.45a)

(3.45b)

(3.45c)

(3.45d)

(3.45e)

En supplément de ce système, CirCE permet aussi de définir des composants avec des équations
supplémentaires, comme par exemple pour les modèles ioniques,

— des équations supposées non raides sous la forme y′ = g(t, y), et
— des équations raides (variables de porte, par exemple), sous la forme linéaire-non linéaire
w′ = aw + b (t, w), avec a unematrice diagonale.

Ainsi, le système complet à résoudre peut être résumé à l’aide du DAE suivant,{
(My)′ − Dy = f,

w′ = aw + b,

(3.46a)

(3.46b)

avec les vecteurs d’inconnues y := (U,Q,Φ, Jl, Jv, . . .) etw, et lesmatricesM,D et a. Toutefois, la
matrice M est non inversible, car elle comporte des zéros sur les lignes des équations algébriques.

Numériquement, la première équation est résolue à l’aide d’uneméthode de point fixe alliée
à un schéma en temps de type SBDF, tandis que la deuxième équation est résolue à l’aide d’un
schéma en temps explicite Rush-Larsen.

2.2.3 Tests unitaires et de convergence

Tout commeCEPS, CirCE dispose de tests unitaires (88 à ce jour) qui couvrent les fonctionnalités
de base présentes dans le code, en particulier les comportements des composants électriques. Ces
tests sont vérifiés à chacune des contributions effectuées sur la plateforme. De plus, 29 tests de
convergence ont aussi été mis en place pour s’assurer de la bonne implémentation des schémas en
temps. Nous présentons ici quelques-uns de ces résultats.

La figure 3.6montre la bonne implémentation des différentsmodèles ioniques dans CirCE grâce
à une validation par rapport à une solution de référence calculée pour chacun desmodèles, à l’aide
d’un code Python issu de cellml.org. Ces scripts ont été modifiés pour enlever les stimulations
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intrusives des modèles (stimulations sur [K]i). Seul le schéma Rush-Larsen d’ordre 1 combiné à un
SBDF1 est illustré dans cette figure.

La figure 3.7 illustre quant à elle plusieurs exemples de circuits de type RC, et ce, pour différents
ordres du schéma SBDF. Les résultats montrent les ordres attendus pour l’ensemble des circuits et
des erreurs étudiées.
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FIGURE 3.6 – Convergence des modèles ioniques dans CirCE avec un schéma SBDF1/RL1. La solution de référence est
calculée à l’aide d’un code Python issu de cellml.org.

3 Courbes numériques

D ANS cette section, nous présentons deuxméthodes utilisées pour tracer des courbes implicites
au cours de cette thèse.

Plus précisément, notre objectif est de déterminer uneméthode efficace pour tracer les courbes
de Lapicque numériques [85, 86]. La difficulté principale réside dans le choix d’une fonction appro-
priéeH dont le zéro représente la courbe de Lapicque. Il est crucial de se rappeler que la fonction
H est définie par la résolution d’un système d’équations. En effet, H est une composition des
fonctionsM etQ, telle queH(θ) = Q(M(θ)). Ici, pour des paramètres θ donnés,M(θ) correspond
à la solution numérique (obtenue aux différents pas de temps) selon lemodèle choisi. Ensuite, avec
ces informations,Q calcule une certaine quantité dont le zéro correspond à une courbe dans le
plan des paramètres. Ainsi, nous présentons les deux méthodes suivantes,

— la méthode de continuation, qui permet de suivre une courbe dans l’espace des paramètres
en utilisant des approximations des tangentes à la courbe.

— laméthodede recherche surgrillehiérarchiquepar raffinement récursif, qui consisteàexplorer
une portion de l’espace des paramètres en la divisant en pavés droits et en affinant localement
autour des zéros détectés. Cette méthode a été la première testée dans le cadre de cette
thèse, dans le plan amplitude-durée de la courbe de Lapicque, dans la mesure où elle est
conceptuellement plus simple et envisageable pour des problèmes 0D.
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FIGURE 3.7 – Étude de convergence dans CirCE pour des problèmes basiques type RC : (A) R//C en charge, (B) 100
sous-circuits R-C en décharge, (C,D,E) R-C en décharge avec un interrupteur lisse de période respective 2.0ms, 0.5ms,et
0.1ms, (F,G) R-C en charge avec un interrupteur respectif G(t) = 2 sin (5t) + 0.2 et G(t) = 2 sin (20t) + 0.2. À gauche,
les solutions analytiques q ; à droite, les convergences en temps pour les schémas SBDF d’ordre 1 à 4 et pour trois erreurs
relatives différentes.
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3.1 Méthode de continuation (type prédiction-correction)

En analyse numérique, les méthodes de continuation sont utilisées pour étudier les solutions
d’équations non linéaires et leur comportement lorsqu’un paramètre varie. Ces méthodes sont
largement utilisées dans l’analyse des bifurcations, où des petites variations de paramètres peuvent
entraîner des changements significatifs dans les solutions d’un système. Plusieurs types demé-
thodes existent, comme notamment les méthodes de continuation de type linéaire par morceaux
et de type prédiction-correction [6]. C’est cette dernière approche que nous détaillons dans cette
sous-section dans le but de l’appliquer au calcul de la courbe de Lapicque.

Problème. Considérons l’application lisse surjectiveH : RN+1 → RN . Pour chaque ensemble de
paramètres u dansRN+1, elle retourne un unique élément deRN , noté (H1(u), . . . , HN (u)), avec
Hi (u) ∈ R.

Pour un certain a ∈ RN , nous souhaitons caractériser l’ensemble d’isovaleur a notéH−1(a) :={
u ∈ RN+1 | H(u) = a

}
. De plus, si pour tout u ∈ RN+1, la jacobienneH ′(u) deH est de rang

maximalN , alors l’ensembleH−1(a) est une courbe dansRN+1 d’après le théorème des fonctions
implicites. Par ailleurs, définir l’applicationHa : RN+1 7→ RN commeHa (u) = H (u) − a, permet
de ramenerH−1 (a) à l’isoligne 0 deHa commeH−1

a (0) =
{
u ∈ RN+1 | Ha(u) = 0

}
.

Pour plus de clarté dans la suite, nous noterons indifféremmentHa parH .

3.1.1 Principe de la méthode

La méthode de prédiction-correction (PC) pour la continuation est une méthode d’analyse
numérique qui se compose de deux étapes : une prédiction et une correction. Une illustration de la
méthode qui va suivre est donnée dans la figure 3.8.

u0

u1,0

u1

u2,0

u2

u3,0

u3
u4,0

u4

u5,0
u5

u6,0

u6 Courbe H (u) = 0
Prédiction
Correction

FIGURE 3.8 – Exemple schématique de continuation PC. La ligne noire est la ligne de niveau à approcher, les vecteurs
rouges sont les tangentes aux points noirs formant les prédictions, et les vecteurs bleus sont les normales à la
courbe formant les corrections.

Système. Soit u0 ∈ RN+1 un point initial satisfaisantH (u0) = 0. Alors une courbe de niveau u(s)
caractérisantH−1 (0), avec s ∈ [0, S] ⊂ R+, vérifie le problème suivant [6],

{
u′ = ~t (H ′ (u(s))) , ∀s ∈ [0, S] ,
u(0) = u0,

(3.47a)

(3.47b)
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où ~t (H ′ (u(s))) ∈ RN+1 désigne le vecteur tangent unitaire induit par la jacobienne H ′ de H
évaluée en u(s).

Prédiction. Idéalement, l’ensemble des schémas 1D (en temps) sont utilisables pour résoudre le
problème (3.47a)-(3.47b). Par exemple, pour le schéma d’Euler Explicite,

un = un−1 + δs~t
(
H ′
(
un−1

))
, (3.48)

avec u0 = u0, et δs le pas d’avancement. Cette étape est communément appelée la prédiction
puisque, numériquement, le point un trouvé ne respecte que rarement le critèreH (un) = 0. Il
constitue donc uniquement une prédiction et il nécessite d’être corrigé. Par la suite, nous noterons
un,0 cetteprédiction, qui dans le casd’un schémaEE, est donnéeparun,0 = un−1+δs~t

(
H ′ (un−1)).

Correction. C’est dans ce but que l’étape de correction est utilisée. Partons de la prédiction un,0

donnée par l’étape ci-dessus. Il faut alors projeter, idéalement dans la direction de la normale, un,0

sur la courbe u(s). Le problème à résoudre est donc donné par,H (un) = 0,
~t (H ′ (un)) ·

(
un − un,0

)
= 0,

(3.49a)

(3.49b)

où un est le point cible après correction, et où les équations (3.49a) et (3.49b) sont respectivement
la condition de correction souhaitée et l’obligation de la projection en direction normale à la courbe.

De plus, un développement de Taylor peut être appliqué sur ces deux équations, de sorte que
H (un) = H

(
un,0

)
+H ′

(
un,0

) (
un − un,0

)
+ O

(
‖un − un,0‖2

)
,

~t (H ′ (un)) ·
(
un − un,0

)
= ~t

(
H ′
(
un,0

))
·
(
un − un,0

)
+ O

(
‖un − un,0‖2

)
,

(3.50a)

(3.50b)

donnant alors le système continu rectangulaire sous-déterminéN × (N + 1) de correction suivant,[
H ′
(
un,0

)] (
un − un,0

)
= −H

(
un,0

)
. (3.51)

Sous forme itérative, ce système est un problème demoindres carrés. Il peut donc être réécrit sous
la forme suivante, pour k > 1,[

H ′
(
un,k−1

)]ᵀ [
H ′
(
un,k−1

)] (
un,k − un,k−1

)
= −

[
H ′
(
un,k−1

)]ᵀ
H
(
un,k−1

)
, (3.52)

et est donc équivalent à la méthode itérative de Newton suivante,

un,k = un,k−1 −
[
H ′
(
un,k−1

)]+
H
(
un,k−1

)
, (3.53)

où
[
H ′ (un,k−1)]+ désigne l’inverse à droite de Moore-Penrose défini pour une matrice réelle A

comme A+ := Aᵀ (AAᵀ)−1 [6, 112].

Pas d’avancement adaptatif. Nous n’avons pas discuté précisément du pas d’avancement δs. Ce
pas est essentiel durant l’étape de prédiction et c’est lui qui, globalement, dicte le nombre de points
qu’il y aura sur la courbe tracée numériquement. Il est assez clair qu’un choix judicieux de δs doit
être fait selon les variations deH , en particulier sur la courbure dans les directions normales et
tangente à la courbeH (u). En effet, une courbure normale faible impliquera théoriquement plus
d’itérations durant l’étape de correction, car laméthode de Newton aura dumal à converger, tandis
qu’une courbure forte dans la direction tangentielle impliquera des variations de direction forte de
la courbeH (u). Plusieurs critères ont donc été proposés par Allgower et Georg [5], concernant la
courbure, la distance à la courbe et l’angle formé entre deux tangentes successives.
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3.1.2 Calcul de la tangente et de l’inverse de Moore-Penrose

Formellement, le concept de tangente à la courbe u(s) consiste à trouver un vecteur unitaire~t
dansRN+1 qui estorthogonal à toutes les lignesde lamatriceA := H ′ (u(s)), de sortequ’ensemble,
ils engendrent l’espaceRN+1. Autrement dit, nous cherchons un vecteur~t tel que,

‖~t‖ = 1,

vect
(
Lᵀ

1 , . . . , L
ᵀ
N ,~t

)
= RN+1,

~t ⊥ Li, pour i = 1, . . . , N,

(3.54a)

(3.54b)

(3.54c)

où les lignesLᵀ
i = (Ai,1, . . . ,Ai,N+1) = H ′

i (u(s)) ∈ RN+1, pour i = 1, . . . , N , sont linéairement
indépendantes, conformément à l’hypothèse de rang maximal deH ′ (c’est-à-dire rg(H ′) = N ). Le
vecteur vérifiant ces trois propriétés est défini de manière unique et est appelé vecteur tangent à la
courbe (lemme 2.6.1 de Allgower et Georg [5]).

La matrice rectangulaire A étant de rangmaximal, alors il existe une décomposition QR de Aᵀ

telle que,

Aᵀ = Q
[

R
0ᵀRN

]
, (3.55)

avec Q unematrice carrée orthogonale de taille (N + 1) × (N + 1) et R unematrice triangulaire
supérieure inversible et carrée de tailleN ×N . Si nous notons z la dernière colonne de Q, alors
Az = 0 et ‖z‖ = 1 [6]. Ainsi, le vecteur tangent est donné par~t = ±z. Ce signe peut être choisi en
fonction du sens de parcours sur la courbe.

La matrice inverse à droite de Moore-Penrose A+ peut être obtenue à partir de (3.55) et de sa
version transposée,

A = [Rᵀ, 0RN ] Qᵀ. (3.56)

Ainsi, A+ vérifie

A+ = Aᵀ (AAᵀ)−1 = Q
[

R
0ᵀRN

]
(RᵀR)−1 = Q

[
RR−1R−ᵀ

0ᵀRN

]
= Q

[
R−ᵀ

0ᵀRN

]
, (3.57)

car Q est orthogonale (c’est-à-dire que QᵀQ = I). Le calcul de R−ᵀ est simplifié par la nature
triangulaire supérieure de R [67].

3.1.3 Méthode d’approche du point initial

Un des points cruciaux qui n’a pas été abordé est l’initialisation de l’algorithme de continuation
PC, en effet nous avions supposés l’existence d’un point initial u0, qui demande une connaissance
fine deH pour être déterminé. Dans le cas où ce point n’est pas connu, il est possible de l’approcher
numériquement à l’aide des méthodes détaillées ci-après. Plusieurs types d’algorithmes existent.
La première catégorie que nous présentons ici repose sur la division d’un segment encadrant le
zéro recherché, tandis que la deuxième catégorie utilise la jacobienne de la fonction dont nous
souhaitons trouver le zéro.

Méthode de division d’intervalle. La méthode la plus simple est celle de la dichotomie. Elle est
utilisée pour approcher le zéro d’une fonction f : RM → R sur un intervalle qui n’en contient
qu’un seul. Cette méthode s’appuie sur le théorème des valeurs intermédiaires.

Partant de deux points a0 et b0 de RM , tels que f
(
a0) f (b0) < 0, c’est-à-dire que a0 et b0

encadrent le zéro de f recherché, alors la méthode consiste à diviser l’intervalle de recherche par
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deux, et à prendre celui qui contient le zéro pour l’itération suivante. L’algorithme peut être résumé
comme suit, pour n > 1,

[an, bn] =
{ [

an−1, cn−1] si f
(
an−1) f (cn−1) < 0,[

cn−1, bn−1] sinon,
(3.58)

avec cn−1 = 1
2
(
an−1 + bn−1), et cela jusqu’à convergence, la convergence étant définie selon un

critère sur f (cn) ou sur la distance ‖an − bn‖. Cette méthode converge linéairement. Par ailleurs, à
chaque itération, elle ne demande qu’une seule évaluation de f supplémentaire.

Des algorithmes dérivés existent en prenant un autre point que le point milieu entre an et bn.
Dans le cas général, pour tout α ∈ ]0, 1[, alors le point de séparation est donné comme cn =
(1 − α)an + αbn (voir le tableau 3.4).

Nom α

Méthode de la dichotomie 1/2
Golden-section search 1/ϕ

Méthode de la fausse position f (an) / (f (an) − f (bn))

TABLE 3.4 – Exemples de méthodes basées sur la division d’intervalle données par des coefficients α. Le nombre ϕ
désigne ici le nombre d’or (ϕ = 1

2

(
1 +

√
5
)

≈ 1.61803399).

Méthodes basées sur la jacobienne. La méthode de base est celle de Newton-Raphson qui, pour
une fonction f : RM → R, s’écrit sous la forme itérative,

Jf

(
xn−1

) (
xn − xn−1

)
= −f

(
xn−1

)
, (3.59)

où Jf

(
xn−1) est la jacobienne de f évaluée en xn−1. Or dans le cas oùM = 1, ce problème est

sous déterminé, car la jacobienne n’est pas carrée. Il est alors possible d’approcher la dérivée f ′ de
f à l’aide des différences finies 1D, de sorte que pour deux points xn−1 et xn−2 consécutifs nous
ayons,

f ′
(
xn−1

)
≈ f

(
xn−1)− f

(
xn−2)

xn−1 − xn−2 . (3.60)

Ainsi, nous obtenons laméthode de la sécante,

xn = xn−1 − xn−1 − xn−2

f (xn−1) − f (xn−2)f
(
xn−1

)
. (3.61)

À la différence de la méthode de Newton-Raphson classique, cette méthode est d’ordre inférieur à
2 (1.62) du fait de l’approximation de la jacobienne, mais elle ne nécessite pas la formule explicite
de la dérivée f ′ et constitue donc une bonne alternative.

La méthode de Brent, une méthode mixte. La méthode de Brent est une technique hybride
robuste et efficace combinant les avantages des méthodes de la sécante, de la fausse position et
de la dichotomie [29, 49]. Elle commence par appliquer la méthode de la dichotomie pour garantir
la convergence, et utilise ensuite une interpolation inverse quadratique ou la méthode la sécante
pour accélérer le processus. Plus précisément, considérant trois points ordonnés x0, x1 et x2 tels
que y0 = f

(
x0), y1 = f

(
x1) et y2 = f

(
x2) soient connus.

Dans le cas où y0 6= y2, y0 6= y1 et y1 6= y2, la méthode de Brent utilise une parabole passant
par ces trois points pour trouver une meilleure approximation de la racine. Cette interpolation
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inverse quadratique donne une estimation de la racine s comme,

s = y1y2

(y0 − y1)(y0 − y2)x0 + y0y2

(y1 − y0)(y1 − y2)x1 + y0y1

(y2 − y0)(y2 − y1)x2. (3.62)

Dans le cas contraire, c’est la méthode de la sécante qui est utilisée,

s = x2 − x2 − x0

y2 − y0 y
2. (3.63)

Ensuite, si un certain nombre de conditions ne sont pas satisfaites [29], alors s est remplacée par le
point milieu (dichotomie),

s = x0 + x2

2 . (3.64)

En alternant entre ces méthodes et en vérifiant les conditions de convergence et la taille des
intervalles, la méthode de Brent assure une convergence rapide utilisant aumieux les avantages
de chacune des méthodes [29, 49].

3.1.4 Suivi numérique de la jacobienne

Nous supposons maintenant que nous avons un point initial u0 pour commencer le suivi de la
courbeH (u) = 0. L’un des aspects qui n’a pas encore été abordé est lamanière donc la jacobienne
H ′ est obtenue. Dans le cas oùH est donnée par une formule analytique, alors il est simple de
déduire la formule analytique deH ′. Cependant, si ce n’est pas le cas, il faut une autre méthode
numérique pour estimer cette matrice.

Le livre de Allgower et Georg [5] introduit une adaptation de la formule de Broyden [30] pour le
suivi numérique de la jacobienneH ′ le long de la courbeH (u) = 0.

Partant du point un−1, l’approximation de la jacobienne An−1 ≈ H ′ (un−1) est mise à jour une
première fois durant l’étape de prédiction comme,

An,0 = An−1 + δHn,0 (δun,0)ᵀ
‖δun,0‖2 , (3.65)

avec δun,0 := un,0 −un et δHn,0 := H
(
un,0)−H (un). Cette formule peut être réécrite en fonction

du pas δs et de la tangente ~t en remarquant que ‖δun,0‖ = δs et δun,0 = δs~t
(
An−1). De plus, à

chaque étape k > 1 de la correction, cette matrice est modifiée,

An,k = An,k−1 + δHn,k
(
δun,k

)ᵀ
‖δun,k‖2 , (3.66)

avec δun,k := un,k − un,k−1 et δHn,k := H
(
un,k

)
−H

(
un,k−1).

3.2 Méthode de raffinement récursif

La méthode qui va suivre est une formalisation enN dimensions de la recherche de zéros par
raffinement récursif inspirée de laméthode de la dichotomie en 1 dimension. Cetteméthode utilise
sur une grille structurée comportant un nombre maximal de raffinement notéL. Nous cherchons
à approcher les zéros de la fonction H : RN → R à l’aide de cette grille. Nous supposons par
ailleurs que cette fonction change de signe autour des zéros recherchés, de sorte à être localement
strictement monotone dans la direction normale à l’isosurface I ∈ RN−1 recherchée.
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3.2.1 Pavés droits en N dimensions

ConsidéronsunpavédroitΩ ⊂ RN complètementdéfini pardeuxpointsdeRN ,a := (a1, . . . , aN )
et b := (b1, . . . , bN ), tels queΩ := [a1, b1]×. . . ,× [aN , bN ], où le symbole×désigne le produit carté-
sien. Le pavéΩ constitue le niveau 0de raffinement de la grille hiérarchique. À chacundesLniveaux,
les pavés sont divisibles en pavés plus petits. Plus précisément, nous supposons que chacune des
directions est divisée enDmorceaux pour former les pavés du niveau suivant. Ainsi, partant du
pavé initial Ω, celui-ci est divisible enDN sous-pavés Ω(j1,...,jN ) pour j1, . . . , jN ∈ {1, . . . , D}, de
sorte que,

Ω =
D⋃

j1=1
. . .

D⋃
jN =1

Ω(j1,...,jN ) =
⋃

α∈D
Ωα, (3.67)

où α est unmulti-indice dans l’ensembleD = {1, . . . , D}N . L’ensemble de ces sous-pavés forme
un pavage de Ω et constitue le niveau 1 de raffinement. Itérativement, chacun d’entre eux admet
une subdivision constituant le niveau 2. Ainsi, le pavé Ωα1,...,α`

du niveau ` ∈ {0, . . . , L− 1} admet
une subdivision au niveau `+ 1,

Ωα1,...,α`
=

⋃
α`+1∈D

Ωα1,...,α`,α`+1 . (3.68)

Une illustration de ces sous-pavés est donnée dans la figure 3.9.
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FIGURE 3.9 – Exemple de grille structurée en dimensions 1,2 et 3, pour des niveaux de raffinement allant de 0 à 4, et pour
un nombre de divisions D = 2. La grille courante est donnée en gris et le niveau précédent de grille est symbolisé par
des lignes rouges .

3.2.2 Condition de subdivision

Chacun des pavés droits Ωα1,...,α`
du niveau ` est défini par deux points et est formé de 2N

sommets que nous notons Sα1,...,α`
. Pour chacun des sommets si ∈ Sα1,...,α`

, une unique valeur
H(si) est associée. Détecter si l’isosurface I passe dans ce pavé est tout l’enjeu de cet algorithme.
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L’une des manières de faire cela est d’observer les valeursH(si) et de détecter les changements de
signe sur ces valeurs. Cette méthode est cependant partielle (voir la remarque suivante).

Remarque 3.3. Si le pavé encadre l’isosurface I, mais qu’aucun des sommets ne change de signe,
alors l’isosurface ne peut pas être détectée. L’exemple le plus parlant est de considérer l’isosurface
a ∈ R de la fonction distance euclidienneH(u) = ‖u‖ dansRN . Cette dernière est une boule de
centre 0 ∈ RN et de rayon a. Ainsi, tous les cubes centrés en 0, et dont la longueur caractéristique
est comprise dans les intervalles

]
0,

√
2a
[
et ]2a,+∞[, ne peuvent pas détecter la surface, car les

valeurs aux sommets ne changent pas de signe.

3.2.3 Algorithme

Une présentation de l’algorithme récursif en deux dimensions est donnée dans la figure 3.10.
Une implémentation judicieuse permet de réduire au maximum le nombre d’évaluations deH en
réutilisant les valeurs des sommets du niveau précédent. Bien que l’algorithme soit présenté sous
une forme récursive, chaque point étant indépendant des autres, il peut également être reformulé
comme une boucle de collecte sur les niveaux de raffinement. La collecte consiste à subdiviser
les pavés valides, c’est-à-dire ceux contenant l’isosurface recherchée, et à identifier les points
où une évaluation deH est nécessaire pour le niveau courant. Une fois le niveau de raffinement
maximal L atteint, l’ensemble des pavés valides forme un encadrement de l’isosurface. Une étape
supplémentaire peut être effectuée pour placer des points par interpolation, comme l’interpolation
volumique, par face de pavé, ou par segment. La figure 3.10 illustre une interpolation par segment.

Élément
de départ

Évaluation (×4)

Vr
ai

Faux

C
Subdivision Évaluation (×5)

Récursion (×4)

Interpolation
linéaire par
segment

Points non évalués
Points déjà évalués
Points interpolés

C Condition de subdivision

FIGURE 3.10 – Illustration de l’algorithme récursif en deux dimensions pour la détection d’isosurfaces. Les cercles vides
représentent les points non évalués, les cercles remplis les points déjà évalués et les losanges les points interpolés. Le
pavé de départ subit une évaluation initiale (×4), suivie d’une condition de subdivision (C). Si la condition est vraie,
le pavé est subdivisé et réévalué (×5) de manière récursive. Si la condition est fausse, une interpolation linéaire par
segment est réalisée.

Illustration. Deux exemples sont illustrés dans les figures 3.11 et 3.12, respectivement en dimen-
sions 2 et 3. Dans l’exemple en dimension 2, nous utilisons la même fonction f que celle montrée
dans la figure 3.8, étendue à la troisième dimension par la fonction arctan(y − f(x)). La figure
montre les points de calcul représentés par des nœuds blancs et, à droite, les rectangles formant
la grille hiérarchique utilisée. L’exemple en dimension 3 utilise la forme implicite d’une fonction
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FIGURE 3.11 – Exemple en 2D de l’algorithme récursif pour la détection d’isosurfaces. À gauche, la fonction f , présentée
dans la figure 3.8, est étendue au 3D. Les nœuds blancs indiquent les points de calcul. À droite, les rectangles représentent
la grille hiérarchique utilisée pour la discrétisation spatiale. Un total de 112 évaluations de g a été effectué, avec une erreur
relative L2 de 4.3%, représentant la différence entre yi et f(xi) pour chaque couple (xi, yi) obtenu par l’algorithme.

définissant une bouteille de Klein 14.

Vue (25◦, 10◦) Vue (70◦, 10◦) Vue (115◦, 10◦)

Vue (25◦, 10◦), x < 0 Vue (70◦, 10◦), x < 0 Vue (115◦, 10◦), x < 0

FIGURE 3.12 – Exemple 3D de l’algorithme récursif appliqué à la forme implicite pour obtenir une bouteille de Klein. Les
nœuds sont interpolés linéairement sur les arêtes au niveau L, et colorés par leur norme dansR3. La surface obtenue est
illustrée selon trois vues différentes pour les angles d’azimut 25◦, 70◦ et 115◦ pour une altitude de 10◦. La deuxième
ligne de figures illustre des coupes pour x < 0.

14. Source www-sop.inria.fr/galaad/surface/
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Replacement is always a satisfactory answer, but Reduction and Refinement should, whenever possible, be used in

combination.

– The Principles of Humane Experimental Technique, (1959), de Russell, W.M.S. et Burch, R.L.
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C E chapitre se concentre sur les données expérimentales que nous avons obtenues ainsi que sur
les simulations numériques réalisées au cours de cette thèse. En effet, dans le cadre du projet

SimCardioTest 1, plusieurs types d’expériences physiques ont pu êtremis en place. Les nombreuses
données récupérées doivent servir à établir un cadrede comparaison entre la simulationnumérique
et les expériences, dans l’objectif de calibrer et valider les modèles développés.

Dans la section 1, nous nous concentrons sur plusieurs séries d’expérimentations sur banc
d’essai et animales. Dans la première sous-section (1.1), nous décrivons des expérimentations
faites enmajeure partie dans les locaux de MicroPort®CRM, sur la caractérisation des sondes de
stimulation dans une solution saline (liquide de Ringer). Ces expériences ont pour but de récolter
des mesures temporelles de tension et de courant lors d’une stimulation délivrée par le dispositif
dans une solution essentiellement résistive. Dans la deuxième sous-section (1.2), nous présentons
les expérimentations animales conduites à l’IHU-Liryc de Bordeaux, sur des cœurs de brebis. Au
cours de ces expériences, plusieurs types de données ont été récoltés : des mesures de tension aux
bornes du stimulateur, des enregistrements de fluorescence par caméra optique (optical mapping)
et des images par résonance magnétique (magnetic resonance imaging) de la structure des tissus
après leur fixation.

Les deux sections suivantes sont consacrées aux résultats numériques, comparés entre eux ou
avec les données expérimentales. Plus précisément, dans la section 2, nous nous concentrons sur
le modèle spatial bidomaine étendu couplé à un stimulateur cardiaque grâce à des modèles de
contact R//C (sous-section 1.5 du chapitre 2). Ce modèle permet une reproduction géométrique
fidèle des expérimentations, mais ne permet pas numériquement, à ce jour, de couvrir la durée
réelle des expérimentations animales de par sa complexité. Dans la section 3, nous utilisons les
modèles 0D sans propagation spatiale comme première approche. Ces modèles ont la particularité
d’être bien moins coûteux en temps et en ressources de calcul, et ils fournissent une bonne base
pour nos études. Grâce à eux, nous abordons la problématique de calibration vis-à-vis des données
et celle de l’influence des paramètres sur les courbes de Lapicque.

1 Expérimentations

1.1 Expérience de sonde cardiaque immergée dans un bain salin

Dans le chapitre 1, nous avons présenté plusieurs modèles spatiaux et 0D couplant un stimula-
teur cardiaque à divers environnements à l’aide demodèles d’interface pour les électrodes. Chacun
de ces trois blocs repose sur des paramètres biochimiques et physiques pour lesquels il n’existe
pas toujours de valeurs a priori. Afin de déterminer certains de ces paramètres manquants, les
expériences suivantes ont été menées.

Nous nous sommes appuyés sur des expériences réalisées par MicroPort® CRM pour caractériser
les sondes de stimulation. Ces sondes sont immergées dans une solution saline contenue dans
un réservoir de taille suffisante et plusieurs séries de mesures sont effectuées. Une illustration est
donnée dans la figure 4.1. Ces essais, réalisés sous forme de banc d’essai, permettent de comparer
différentes sondes de divers modèles ou conceptions. L’avantage de ces expériences réside dans le
fait que les sondes sont plongées dans un liquide présentant uniquement des propriétés passives,
c’est-à-dire qu’il ne produit pas d’énergie, contrairement au tissu cardiaque par exemple. Cela
simplifie l’analyse des résultats et permet de s’affranchir des non-linéarités. Une liste exhaustive de
toutes les expériences est donnée dans le tableau 4.1, et des photographies de certaines d’entre
elles sont données dans la figure 4.2.

1. simcardiotest.eu

Chapitre 4. Confrontation entre expérimentations et simulations numériques 131

https://www.simcardiotest.eu


Tension
−

+
DIFF Courant (I = V/R)

−

+
DIFF

Tip1

Ring

Tip1

Tip2

Ring

Tip

Solution saline
Ring

Tip1 Tip2

mV
ms
ppm

FIGURE 4.1 – Illustration de l’expérimentation dans un bain salin pour une sonde Vega™. En haut à gauche, le stimulateur
paramétrable, et en haut à droite, le bain salin avec la sonde immergée. Les mesures expérimentales de tension et de
courant sont symbolisées par les dipôles (DIFF) en bas de l’image, raccordés en trois points (Ring, Tip1, Tip2) aux câbles
reliant les électrodes au boîtier (zone zoomée centrale).

FIGURE 4.2 – Photographies prises durant les expérimentations dans le bain salin faites à MicroPort® CRM.

Au cours de cette thèse, plusieurs séries de mesures ont été recueillies. L’une des premières
séries est présentée à titre d’exemple dans la figure 4.3. Pour chaquemesure, la conductivité du
bain (en mS/cm) a également été relevée, ainsi que l’impédance mesurée par le stimulateur. Au
fil de nos travaux, nous avons constaté que le stimulateur Borea™ ne permettait pas de tester des
amplitudes ou des durées avec une grille suffisamment fine. C’est pourquoi nous avons opté pour
un autre stimulateur, doté d’une liste d’amplitudes et de durées plus précises, que nous appellerons
PSA par la suite. Il convient de noter que cet appareil, réservé à un usage expérimental, n’est pas
homologué comme dispositif médical, et que notre connaissance de son circuit interne est limitée.
Les données ont été collectées à différentes fréquences d’échantillonnage, variant de 100 kHz à
200 kHz, correspondant à des périodes de 10 µs et 5 µs respectivement.

Date Nombre Tension [V] Durée [ms] Matériels

02/2022a 11 2, 4 0.5, 1 Vega™ +Borea™
04/2022a 27 1, 2, 4 0.25, 0.5, 1 2×Vega™ & Solia™ +Borea™
06/2024b 26×24 [0.1, 6.0] [0.06, 2.0] Vega™ +PSA
06/2024b 15×24 [0.1, 2.0] [0.06, 2.0] Solia™ +PSA
06/2024b 24×24 [0.1, 5.0] [0.06, 2.0] Vega™ +PSA +Résistance

a D. Amaro MicroPort® CRM, utilisées pour [115].
b G. Fauré MicroPort® CRM & V. Pannetier, IHU-LIRYC.

TABLE 4.1 – Liste des expériences de bain salin/résistance faites au cours de la thèse.

Par ailleurs, en raison de l’incertitude inhérente aux valeurs des dipôles physiques constituant
les circuits des stimulateurs (variabilité constructeur de 10%), des mesures supplémentaires ont
été effectuées en utilisant une résistance à la place du bain salin. La résistance a été soudée sur un
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FIGURE 4.3 – Exemple de série de mesures tension-courant obtenue dans le bain salin pour une sonde Vega™ et un
stimulateur Borea™ réglé pour une impulsion de 1 V à une durée d’impulsion de 1ms (date 08/04/2022).

support directement connecté aux sorties du stimulateur, et la tension a été mesurée aux bornes
de ce dipôle. Dans cette configuration, aucune sonde de stimulation ni électrodes ne sont incluses
dans le montage final. Ces mesures permettent de caractériser le comportement du stimulateur
seul, sans interaction avec son environnement. Elles ont été utilisées pour calibrer le modèle du
stimulateur dans nos travaux [115] (voir la section sur les simulations 0D).

1.2 Expérimentations animales

Dans cette section nous présentons les expérimentations animales faites au cours de cette thèse
dans le cadre du projet SimCardioTest. Les expérimentations ont été réalisées à l’IHU-Liryc par le
physiopathologiste Dr. R. D. Walton avec des sondes et stimulateurs de l’industriel MicroPort® CRM.

Animaux. Sept cœurs de brebis ex vivo (Ovis aries, voir [50]) ont été étudiés au cours du projet. Cinq
présentant des tissus sains et deux présentant des cicatrices résultant d’une pathologie provoquée.
Ces sept animaux nous ont permis d’acquérir de multiples données en vue de la comparaison aux
modèles numériques. Les expériences ont été conduites selon des protocoles de préparation déjà
utilisés et éprouvés au sein de l’IHU-LIRYC. Les données récoltées servent en premier lieu au projet
SimCardioTest mais il n’est pas à exclure qu’elles servent aussi à l’avenir pour d’autres modèles
existants ou à établir.

Remarque 4.1. Les cœursont étéprélevés sur desbrebis, conformément auxdirectives2010/63/UE
du Parlement européen relatives à la protection des animaux utilisés à des fins scientifiques.

Le protocole expérimental complet est détaillé ci-après. Les modèles animaux d’infarctus du
myocarde sont soumis à une procédure préliminaire six semaines avant l’expérimentation propre-
ment dite, afin d’induire des lésions permanentes de type cicatriciel sur le tissu myocardique. Une
liste exhaustive est donnée dans le tableau 4.2, et des photographies de plusieurs expérimentations
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FIGURE 4.4 – Photographies prises durant les expérimentations animales. De gauche à droite : brebis 1 saine, brebis 2
saine, brebis 7 infarcie (zone blanchâtre au niveau de l’apex, à la droite de l’image), salle de cartographie optique.

sont données dans la figure 4.4.
L’élément central de ce protocole est la détermination des seuils de stimulation (courbe de

Lapicque), réalisée en parallèle de la cartographie optique. Pour cela, la préparation tissulaire est
immergée dans un bain salin (voir les détails plus loin) et maintenue sur un cadre d’observation
devant deux caméras optiques hautement sensibles aux variations de luminescence (une côté
épicarde, l’autre côté endocarde). Ces variations sont directement corrélées aux fluctuations de la
tension transmembranaire, détectées à l’aide d’une sonde de fluorescence optique (voir la thèse
de Ravon [127] pour une description plus détaillée).

La figure 4.5 illustre le dispositif de mesure. Au centre de la figure, le tissu myocardique est
représenté par un rectangle rose, immergé dans un bain salin et positionné devant deux caméras
(en violet), qui observent respectivement les faces épicardique et endocardique de la préparation.
Le bain est éclairé par quatre sources lumineuses filtrées (en vert), permettant aux caméras de
capturer les variations lumineuses associées aux fluctuations de la tension transmembranaire. Les
caméras enregistrent des images de 100×100 pixels ou 250×250 pixels, selon le modèle utilisé, à
une fréquence d’échantillonnage de 1 kHz (correspondant à une période de 1ms).

Un stimulateur cardiaque est connecté au tissu via une sonde de stimulation implantée dans
différents sites d’intérêt sélectionnés précédement (la sonde est indiquée comme Lead sur l’illus-
tration). La tension entre les électrodes est mesurée directement entre les deux fils reliant le
stimulateur aux électrodes (nœuds rouges sur l’illustration). Un dispositif de stimulation annexe
est également intégré aumontage pour maintenir un rythme constant de dépolarisation du tissu
en dehors des phases où le stimulateur principal est actif (nœuds gris sur l’illustration). De plus, un
pseudo-ECG est enregistré à l’aide de trois électrodes aiguilles, avec une électrode de référence
placée directement dans le bain salin.

Les sorties obtenues comprennent ainsi deux types de données : des mesures temporelles 1D
du pseudo-ECG, du dispositif de stimulation annexe et de la tension aux bornes du stimulateur
principal, ainsi que des images spatio-temporelles des surfaces épicardique et endocardique.

1.2.1 Préparation du tissu

La préparation des tissus a été effectuée par le physiopathologiste R. D. Walton, suivant les
méthodes décrites par Walton et al. [157]. Le cœur est extrait de l’animal euthanasié, puis préparé
selon le protocole expérimental. Les ventricules et le septum sont découpés de sorte à obtenir
une préparation tissulaire exposant l’endocarde et l’épicarde (wedge preparation). Le tissu est
perfusé par les coronaires, puis les fuites de perfusion observées le long des surfaces coupées sont
soigneusement obturées, assurant ainsi une résistance homogène à la perfusion dans toute la
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FIGURE 4.5 – Illustration de l’expérimentation animale. En haut, les deux entrées : à gauche, le stimulateur raccordé à une
sonde; à droite, la stimulation continue (par un dispositif annexe, voir le détail dans le texte). Au centre du graphique, la
préparation tissulaire est plongée dans un bain salin éclairé par quatre lampes, et située face à deux caméras optiques
enregistrant des images temporelles de fluorescence. En bas, les différentes sorties sont raccordées aux dispositifs
d’acquisition, sous forme de dipôles (DIFF) connectés aux labels colorés indiqués (enregistrement d’un pseudo ECG, des
deux caméras, de la tension mesurée et de la stimulation annexe).
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préparation. Celle-ci est ensuite tendue sur un cadre pour l’immobiliser dans un bain de solution
saline. Ensuite, une solution de blebbistatin est injectée dans la perfusion pour découpler les
mouvements cardiaques de l’activité électrique, et ainsi permettre au tissu d’être le plus immobile
possible face aux deux caméras.

1.2.2 Recherche de seuils, cartographie optique et IRM

SimCardioTest WP2 UseCase1 — Sheep Experiments N.

Sheep Experiments N.
Date:
Presents:

Tissue — Bath
☐ healthy☐ infarcted Bath conductivity:
Id: Age: weight:
Comments (shock, general characteristics, any Rick remarks):

Technical setup — Optical Mapping
Size: Field of view: Pixel size:

CAM 1 / view : CAM 2 / view :

Legend: Comments:

Technical setup — Powerlab
C. Explanation Filters C. Explanation Filters
1 5
2 6
3 7
4 8

SimCardioTest WP2 UseCase1 — Sheep Experiments N.
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END Time:
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FIGURE 4.6 – Pages principales du rapport d’expérimentation. À gauche, la page avec les informations générales ; à droite,
la page relative aux recherches de seuil.

Choixdes sites d’implantation. Enpremier lieu, les sites d’implantation ont été choisis en fonction
de l’état du tissu cardiaque (sain ou infarci) et des objectifs expérimentaux.

— Pour les tissus sains, les sites d’implantation sont l’apex, la base et le septum lorsqu’une seule
sonde a été testée. Lorsque deux sondes ont été testées simultanément, le nombre de sites
d’implantation a été réduit.

— Pour les tissus infarcis, trois sites distincts sont considérés : la cicatrice, ses limites et le tissu
sain adjacent.

Système de mesure et d’enregistrement PowerLab. Le dispositif PowerLab est ensuite réglé
pour assurer un échantillonnage a 100 kHz (0.01ms), et ses canaux sont configurés de la manière
suivante :

1. activation de la caméra,
2. stimuli en courant, assurant un cycle électrique régulier pendant les phases sansmanipulation

expériementale,
3. pseudo ECG à 3 électrodes, le neutre étant plongé dans la solution saline,
4. tension mesurée aux bornes du stimulateur.
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Avant le début des mesures, le niveau de bruit est vérifié afin d’assurer une qualité de signal
optimale. De plus, la configuration et la vérification du dispositif de cartographie optique sont
réalisées par l’expérimentateur, pour notamment régler les fenêtres optiques.

Lapageprincipale dudocumentde rapport (partie gauchede la figure 4.6) est ensuite complétée,
et des photos de la configuration sont prises pour identifier les repères anatomiques. L’ordre et la
configuration numérique (filtres, fréquence d’échantillonnage, etc) des canaux sont reportés dans
la tableau correspondant.

Pour chaque site d’implantation et chaque sonde testée, une page de recherche de seuil (partie
droite de la figure 4.6) est remplie. Dans un premier temps, la sonde est plongée dans la solution
saline, et l’absence de bulles d’air autour de la vis est vérifiée. Dans un second temps, elle est vissée
au site d’implantation puis fixée à la cuve avec du ruban adhésif. Les caractéristiques du tissu et du
couple sonde-stimulateur sont reportées sur la page de recherche de seuil.

Recherche de seuils. Le stimulateur est réglé à la largeur d’impulsion et à l’amplitude minimales
avant de commencer les recherches du seuil. Ensuite nous faisons les recherches de seuil suivantes,

— pour chaque durée, en partant d’une amplitude non capturante, une recherche ascendante
est faite : l’amplitude est progressivement augmentée jusqu’à ce que 100% des impulsions
soient capturantes.

— pour chaque durée, en partant d’une amplitude capturante, une recherche descendante est
faite : l’amplitude est progressivement diminuée jusqu’à ce que 100%des impulsions ne soient
plus capturantes.

À chaque couple amplitude-durée, huit impulsions sont faites pour laisser au tissu le temps de
réagir au changement d’amplitude. De plus, une cartographie optique est réalisée pour la plupart
des recherches de seuil, permettant ainsi l’étude des cartes d’activation.

Définition 4.1 Seuil de capture. Nous définissons deux notions de seuil de capture selon la re-
cherche effectuée,

— en recherche ascendante, c’est la première amplitude dont toutes les impulsions capturent,
— en recherche descendante, c’est la dernière amplitude dont toutes les impulsions capturent.
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FIGURE 4.7 – Courbes de Lapicque expérimentales pour la brebis 5 selon deux sites d’implantation et pour deux sondes
différentes.

Images par résonance magnétique (IRM). Après avoir testé tous les sites d’implantation, ou
réalisé lemaximumdemesures possibles, la fenêtre optique estmarquée sur la préparation à l’aide
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de cure-dents. Cette étape permet de conserver une délimitation claire de la fenêtre enregistrée,
même après le retrait du cadre et malgré une éventuelle déformation du tissu. Quatre cure-dents
au minimum sont insérés de part en part du tissu pour garantir cette délimitation. La préparation
est ensuite immergée dans du formol, assurant ainsi la préservation de sa structure tissulaire au fil
du temps, jusqu’à son passage dans l’IRM 9.4 T. Plusieurs séquences IRM sont effectuées, certaines
concernant les graisses, le collagène ou les tenseurs de diffusion (DTI, diffusion tensor images).

Remarque 4.2. Le temps estimé pour la totalité de ces recherches est de 3 heures, pour des trains
de 8 impulsions, avec 30 durées et 10 amplitudes différentes, en ascendant puis en descendant, et
ce pour 3 sites d’implantation, soit un total d’environ 15 000 impulsions.

Remarque 4.3. Ce protocole est la version employée sur les brebis 4 à 7. Il a été établi et raffiné à
partir des résultats en partie insatisfaisants des brebis 1 à 3.

Remarque 4.4 Données IRM non utilisées. Bien que plusieurs séquences IRM aient été program-
mées et réalisées pour chaque expérimentation animale, les données qui en sont issues n’ont pas
été utilisées au cours de cette thèse, et cela pour plusieurs raisons. Dans l’expérimentation pilote
(numéro 1) le tissu s’est replié sur lui-même lors du passage à l’IRM, ce qui complique beaucoup sa
segmentation et son utilisation dans notre cas. Le tissu de l’expérimentation numéro 2 a été égaré
et n’est jamais passé par l’IRM. Les expérimentations suivantes sont en train ou vont être traitées
dans les mois qui viennent. Les premières données récupérées n’ont pas encore pu être utilisées
dans le modèle spatial même si c’était l’objectif premier. Les premières calibrations des paramètres
ioniques dumodèle BR77, effectuées par Dr. Gwladys Ravon à partir des données acquises avec
la brebis 3, ne semblent pas compatibles avec une simulation spatiale (absence de propagation
même pour des amplitudes de stimulation déraisonnables). Par ailleurs, un travail conséquent
reste à faire pour fusionner les maillages de sondes cardiaques présentés dans la section suivante,
avec des géométries cardiaques réalistes.

1.2.3 Quelques résultats expérimentaux

Nous présentons ci-après quelques résultats expérimentaux obtenus grâce à l’expérimentation
sur la brebis numéro 3 (18/10/2023, saine).

Dans la figure 4.9, nous montrons les mesures expérimentales temporelles obtenues pour
différentes recherches de seuil (ascendant et descendant) pour des durées d’impulsion fixées à
0.54ms, 0.8ms, 1.0ms et 2.0ms.

Dans la figure 4.10, nous présentons des zooms sur les parties impulsion des tensions mesurées
aux bornes du stimulateur cardiaque. Les seuils détectés selon la définition 4.1 sont : en ascendant,
(0.54ms, 0.6 V) et (0.8ms, 0.5 V), et en descendant, (1.0ms, 0.5 V) et (2.0ms, 0.4 V).

Finalement, dans les figures 4.11 et 4.12, nous présentons deux séries de mesures par carto-
graphie optique pour une même recherche de seuil ascendante. La première série (figure 4.11)
correspond à une stimulation non capturante au début de la recherche, qui est en réalité due à un
battement ectopique (battement cardiaque spontané), tandis que la deuxième correspond à une
stimulation capturante (battement cardiaque provoqué) à la fin de la recherche. Cette identifica-
tion est compliquée par la présence de battements cardiaques spontanés, et n’est possible qu’en
croisant les informations de la carte d’activation et du délai entre le début de la stimulation et le
début de la dépolarisation.
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FIGURE 4.8 – Exemple de résultat IRM issu de l’expérimentation sur la brebis 5. À gauche l’image IRM volumique avec semi-
transparence, à droite la segmentation (masque 3D sur les voxels de l’image) du tissu cardiaque. L’IRM et la segmentation
ont respectivement été traitées par Dr. Julie Magat (ingénieure IRM à IHU-Liryc) et Dr. Gwladys Ravon (ingénieure de
recherche SED INRIA). RV et LV désignent respectivement les ventricules droit et gauche, et les cercles colorés désignent
les emplacements où les cure-dents ont été implantés.

N. Date Type Sites Matériels Pixels PPM #spikes

07/06/2022a sain apex Vega™ + Borea™ 100 90 ∼100

08/11/2022a sain apex, base, septum Vega™ + Borea™ 256 90 ∼320

18/10/2023b sain apex, septum Vega™ + Borea™ 256 90 ∼1500

04/06/2024b infarci apex†, mid Vega™ + PSA 256 120 ∼1500

05/06/2024b sain apex, mid Vega™, Solia™ + PSA 192 120 ∼2000

06/06/2024b sain mid Vega™, Solia™ + PSA 192 120 ∼1000

07/06/2024b infarci apex†, mid Vega™ + PSA 256 120 ∼1500

1 Expérimentation pilote. Présence de bruit électrique dans les mesures. La géométrie obtenue est difficilement
utilisable car le ventricule droit s’est replié sur lui-même lors du passage à l’IRM.

2 Absence d’images IRM.

3 Battements ectopiques à une fréquence supérieure à 90bpm.

4 Petite cicatrice, bandemodératrice large.

5 Problèmes de RAM, fenêtre de cartographie optique réduite. À cause de la fatigue du cœur, la sonde Solia™ n’a pu
être testée dans la zonemid.

6 Deux muscles papillaires.

7 Tachycardie ventriculaire récidivante et morphologie ECG très atténuée. Cœur avec beaucoup de graisse.

a R. D. Walton, D. Feuerstein & V. Pannetier
b R. D. Walton, G. Fauré & V. Pannetier
† zone des tissus cicatriciels

TABLE 4.2 – Liste des expérimentations animales menées au cours de la thèse. Le nombre d’impulsions est donné à titre
indicatif, car l’ensemble des données n’a pas encore été traité.
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FIGURE 4.9 – Comparaison entre différentes durées de stimulations pour identifier les seuils ascendants et descendants
obtenus pour la brebis numéro 3. De haut en bas : stimulations avec amplitude croissante pour des durées d’impulsion
de 0.54ms et 0.8ms, puis avec amplitude décroissante pour des durées d’impulsion de 1.0ms et 2.0ms. Les mesures
incluent la tension aux bornes du stimulateur et le pseudo-ECG. Recherches numéros 11, 14, 33, et 36 de l’expérimentation.
Les stimulations qui capturent sont sous les accolades horizontales.
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FIGURE 4.10 – Zoom superposé des impulsions de chaque stimulation pour les quatre durées 0.54ms, 0.8ms, 1.0ms et
2.0ms. Les données sont échantillonnées à 100 kHz (soit une période de 0.01ms).

FIGURE 4.11 – Exemple d’images de cartographie optique, après renormalisation et filtrage FIR d’ordre 50 et fréquence de
coupure de 30Hz. En ligne : vue épicardique et vue endocardique. En colonne : 445ms, 450ms, 455ms et 460ms après la
dernière stimulation (relativement au début d’impulsion) puis, en dernière colonne, la carte d’activation détectée selon
le maximum de la dérivée sur la fenêtre [0ms, 666ms] (pour des stimulations à une fréquence de 90 ppm). Les zones de
couleurs sont distinctes de 4ms. Stimulation numéro 47 de la recherche numéro 2 de l’expérimentation brebis numéro 3.
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FIGURE 4.12 – Exemple d’images de cartographie optique, après renormalisation et filtrage FIR d’ordre 50 et fréquence
de coupure de 30Hz. En ligne : vue épicardique et vue endocardique. En colonne : 40ms, 45ms, 50ms et 55ms après la
dernière stimulation (relativement au début d’impulsion) puis, en dernière colonne, la carte d’activation détectée selon
le maximum de la dérivée sur la fenêtre [0ms, 666ms] (pour des stimulations à une fréquence de 90 ppm). Les zones de
couleurs sont distinctes de 4ms. Stimulation numéro 47 de la recherche numéro 2 de l’expérimentation brebis numéro 3.

2 Modèle spatial

N OUS présentons dans cette section des simulations du modèle spatial repris de l’exemple
dans la sous-section 1.5 du chapitre 2. C’est cette version qui est implémentée dans le solveur

cardiaque Éléments Finis CEPS (sous-section 2.1). Une coupe 2D schématique du domaine est
donnée dans la figure 4.13.

ΩB ΩB

Γ

ΩM

ΓM

Γ−

Γ+

FIGURE 4.13 – Schéma d’une coupe du domaine de calcul 3D avec une sonde implantée dans un pavé de tissu notéΩM et
entouré d’un milieu sanguin ΩB. La sonde comporte deux électrodes dont les surfaces sont désignées par Γ− et Γ+.

2.1 Système d’équations

Nous rappelons le système d’équations correspondant à un modèle bidomaine couplé à un
stimulateur cardiaque par des modèles de contact R//C. Soient ΩM et ΩB deux domaines deR3,
représentant respectivement lesmilieux cardiaque et extracardiaque, alors les champs de potentiel
ui et ue vérifient le système d’équations de réaction diffusion suivant,

− div (σi∇ui) = −χIm(ui − ue), dans ΩM × [0, T ],
− div (σe∇ue) = χIm(ui − ue), dans ΩM × [0, T ],
− div (σt∇ue) = 0, dans ΩB × [0, T ],

(4.1a)

(4.1b)

(4.1c)

où σi et σe sont les tenseurs de conductivité respectivement intracellulaire et extracellulaire, et χ le
ratio de surface membranaire par unité de volume de tissu. Ce système est couplé spatialement au
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modèle de membrane suivant,

Im(vm) := cm
∂vm

∂t
+ Iion(vm, w, η) dans Ω × [0, T ],

∂w

∂t
= αw + β,

∂η

∂t
= f(t, η, w),

(4.2a)

(4.2b)

(4.2c)

avec cm la capacité membranaire surfacique, vm := ui − ue, et (α, β, f, Iion) donnés par le modèle
ionique BR77. Les conditions aux limites sur les deux champs de potentiel sont données par le
modèle de contacts équivalents simplifiés (équation (1.52)), et par les équations (2.3a) et (2.3b),



− σi∇ui · n(x) = µi(x)ui sur ΓM × [0, T ],
− σ∇ue · n(x) = µ(x)ue sur Γ × [0, T ],

− σ∇ue · n = c−
∂

∂t
(ue − U−) + g− (ue − U−) sur Γ− × [0, T ] ,

− σ∇ue · n = c+
∂

∂t
(ue − U+) + g+ (ue − U+) sur Γ+ × [0, T ] ,

(4.3a)

(4.3b)

(4.3c)

(4.3d)

avec µ(x) et µi deux paramètres décrivant les conditions de transmission sur les bords extérieurs
du domaine de calcul, et c+, c−, g+ et g− les paramètres des modèles de contact R//C. Le système
est fermé par l’équation (2.33) décrivant unmodèle de stimulateur simplifié,

C
dU−

dt + U+

R
= 0, (4.4)

oùR = Rk etC = Ck sont respectivement les valeurs de résistance et de capacité du stimulateur
dépendantes de la phase de la stimulation (k = impulsion, transition, OCD, ou attente).

2.2 Construction des géométries

La construction des géométries est une étape importante du processus de simulation, car elle
permet de justifier la comparaison entre les résultats numériques et expérimentaux. Sans géomé-
trie réaliste, il n’est pas possible d’assurer la crédibilité de cette comparaison. Néanmoins, il est
nécessaire de simplifier les géométries trop complexes, car, des géométries précises physiquement
accroissent fortement le nombre d’éléments dans les maillages et donc le coût de calcul nécessaire
à la résolution du problème.

Le code de création de maillages est écrit en Python en utilisant l’API de la bibliothèque Gmsh 2

demaillage (volumique ou surfacique, tétraèdres, triangles, lignes, quadrilatéral, etc). La géométrie
construite s’appuie sur une géométrie réaliste de la sonde cardiaque Vega™ fournie par l’entreprise
MicroPort® CRM. Par ailleurs, ce script prend plusieurs paramètres en entrée pour décrire la géo-
métrie de la sonde, du ring et du tip. Ce paramétrage permet de créer des géométries variables,
et il est utilisé sur la plateforme déployée par InSilicoTrials dans le cadre du projet SimCardioTest.
Un exemple est donné dans la figure 4.14. La construction de la géométrie complète passe par de
multiples extrusions, opérations booléennes, de chanfreins et de réorientations successives. Une
liste non exhaustive des paramètres d’entrée est donnée ci-dessous.

— Sonde de stimulation : rayon du corps (mm), distance tip-ring (mm), espacement tissu-sonde
(mm), vecteur d’altitude et d’azimuth d’implantation (mm), nombre d’éléments par 2π.

2. gmsh.info
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FIGURE 4.14 – Exemple de géométrie de sonde composée du corps de la sonde (vert émeraude), du ring (orange) et du tip
(violet, rose, et vert). Le ring est espacé de la sonde et biseauté sur les angles. La vis est sortie à 29% et est en contact
avec le sang, l’endocarde et le myocarde. La partie intracavitaire de la vis est fixée sur un support solidaire avec le corps
de la sonde.

— Électrode proximale (ring) : hauteur (mm) et épaisseur (mm), nombre d’éléments par 2π.
— Électrode distale (tip) : pourcentage hors de la cavité (%), hauteur (mm), rayon d’hélice

(mm), rayon de vis (mm), nombre de rotations, hauteur du support de fixation (mm), nombre
d’éléments par 2π.

— Couches volumiques : forme du domaine (boîte ou cylindre) et largeur/longueur/rayon (mm),
métrique des différentes couches (nombre d’éléments dans la direction axiale).

Remarque 4.5 Champs de tailles caractéristiques de mailles. En raison de la complexité inhé-
rente à la géométrie d’une sonde cardiaque, plusieurs ajustements de la taille des mailles sont
nécessaires. Nous avons mentionné les différentes métriques utilisées, telles que le nombre de
mailles dans les directions radiale et angulaire. Cependant, d’autres champs de contrôle de la taille
desmailles sont générés automatiquement. Un champ demesureminimale basé sur une ellipsoïde
dont les deux foyers sont situés sur les deux électrodes, ainsi qu’une distanceminimale par rapport
à la vis, sont aussi utilisés pour restreindre la taille des mailles. Cela influence la taille minimale
des mailles proches de la vis, tout en affectant également les mailles faisant partie du corps de la
sonde.

Remarque 4.6 Unité de mesure pour les cathéters, le « French » (Charrière). Le système de me-
sure Charrière est utilisé pour déterminer le diamètre extérieur et la taille générale des instruments
urologiques, des endoscopes et des cathéters pour diverses applications (1 Charrière = 1mm de
circonférence extérieure, soit environ 1/3 mm de diamètre extérieur). Dans les pays anglophones,
le terme Charrière était jugé difficile à prononcer, ce qui a conduit à l’adoption rapide du terme
French en remplacement. Aujourd’hui, ce terme est couramment utilisé comme unité demesure
pour les cathéters et introducteurs médicaux (1 French = 1/3 mm, source wikipedia.com).

2.3 Simulations numériques

Nous illustrons dans cette sous-section une série comparative de résolutions numériques du
problème mathématique rappelé en début de section. Nous cherchons à étudier l’impact du
pourcentage de sortie de vis sur la capture à travers plusieurs simulations sur des courtes durées.
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Géométries. Nous avons généré six géométries distinctes, correspondant à des pourcentages
de sortie de la vis allant de 0% à 100%, avec un incrément de 20%. Tous les autres paramètres
géométriques sont maintenus constants. Les maillages obtenus sont illustrés à la figure 4.15, sans
inclure les différents domaines de propagation, et avec les domaines à la figure 4.16 dans le cas 60%.
Les paramètres sont détaillés dans le tableau 4.3, avec une analyse succincte du nombre demailles
et des tailles d’arête (hmin et hmax). Il est intéressant de noter que le nombre de triangles dans le
maillage, définissant les surfaces 3D de bord, reste relativement constant, alors que le nombre de
tétraèdres est doublé entre les configurations où la vis est totalement rentrée et totalement sortie.
Ce phénomène s’explique par l’utilisation combinée de contraintes de taille selon une ellipsoïde et
d’unemétrique imposée dans le tissu. La taille minimale (hmin) oscille autour de 10−3 mm (1 µm)
selon les configurations, tandis que la taille maximale (hmax) diminue à mesure que la vis sort de
sa cavité.

Simulations pour des courtes durées. En dehors des résultats présentés dans la suite, la partie
simulation spatiale n’est pas plus développée dans cemanuscrit, car le ratio temps de calcul versus
résultats n’est pas intéressant par rapport à ceux d’une résolution d’un modèle 0D. Aussi, il est à ce
jour inenvisageable d’utiliser le modèle spatial pour simuler des battements cardiaques complets
(estimé à près de 110 h pour 1 battement de 666ms simulé pour une charge de 50 000 tétraèdres
par processeurs et sur 10 processeurs pour un pas de temps de 10−2 ms) 3. C’est la raison pour
laquelle nous nous concentrons uniquement sur des durées simulées relativement courtes, d’au
maximum 20ms.

0% 20% 40% 60% 80% 100%

FIGURE 4.15 – Géométries pour différents pourcentages de sortie de la vis (0% à 100%, avec un pas de 20%). L’ensemble
des autres paramètres de construction ne change pas entre les différents maillages. Le script de génération de maillage
adapte les tailles d’éléments selon plusieurs critères.

Paramètres physiques. Pour l’ensemble des simulations présentées, nous utilisons les paramètres
physiques et numériques répertoriés dans le tableau 4.4. Les durées indiquées correspondent
à celles du stimulateur cardiaque utilisé lors des expériences. Les caractéristiques des modèles
de circuits équivalents (contacts et stimulateur) sont calibrées dans le cadre du modèle 0D à 1
membrane, comme décrit dans la section suivante. Les valeurs c± et g± sont supposées uniformes
sur les électrodes, et ne sont donc pas exprimées en termes surfaciques, mais plutôt normalisées

3. Ce nombre d’heures est calculé approximativement à partir de 2.5 h/10 processeurs /15ms/500 000 tétraèdres.
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FIGURE 4.16 –Maillage complet dans le cas 60% selon différentes vues. De gauche à droite : vue d’ensemble illustrant les
différences de tailles entre les domaines intracardiaque et extracardiaque; coupe illustrant l’ellipsoïde imposée; zoom
sur la vis sortie à 60%, montrant les mailles avec des ratios de tailles très différents.

Paramètre Valeur Unité

Rayon de la sonde 1.16 mm
Rayon d’hélice du tip 0.3866 mm
Distance tip-ring 6.38 mm
Rayon de la vis 0.1266 mm
Épaisseur du ring 0.3 mm
Hauteur du ring 7.07 mm
Épaisseur endocarde 1.0 mm
Épaisseur midmyocarde 10.0 mm
Épaisseur épicarde 1.0 mm
Épaisseur sang dessous 20.0 mm
Épaisseur sang dessus 5.0 mm
Rayon du domaine 25.0 mm

Domaine # Direction

Sonde 7 radiale
Tip 10 radiale
Ring 15 radiale
Endocarde 30 axiale
Midmyocarde 80 axiale
Épicarde 30 axiale
Sang dessous 5 axiale
Sang dessus 5 axiale

0% 20% 40% 60% 80% 100%

Triangles 29 314 29 950 30 246 30 428 30 688 31 110
Tétraèdres 737 513 925 039 1 204 748 1 301 848 1 421 059 1 564 303
hmin (mm) 5.16 × 10−3 6.16 × 10−3 5.75 × 10−4 4.53 × 10−3 8.85 × 10−4 2.74 × 10−3

hmax (mm) 7.31 6.82 6.45 6.11 6.06 5.79

TABLE 4.3 – Tableaux récapitulant les principaux paramètres géométriques utilisés pour générer les différentes configura-
tions de la géométrie pour des vis sorties de 0% à 100%, ainsi que le nombre d’éléments imposé (colonne ‘#’ selon les
directions radiales et axiales). Il inclut les longueurs d’arête minimale (hmin) et maximale (hmax), ainsi que le nombre de
cellules (triangles et tétraèdres).
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par la surface de l’électrode dans le code de calcul.

Paramètre Valeur Unité

Durée d’offset 0.1 ms
Durée de stimulation 1 ms
Durée de transition 0.122 ms
OCD 12.2 ms
χ 500 1/cm
cm 1 µF/cm2

µi 0 mS/cm2

µ 0 mS/cm2

Paramètre Valeur Unité

∆t 10−2 ms
Solveur linéaire BiCGStab
Schéma en temps SBDF2 + RL2

R/C Valeur Unité

Cets 9.3639 µF
Cts 10.6248 µF
Rw,ring 0.080 kΩ
Rpulse 0.007 kΩ
Rw,tip 0.20 kΩ
Rrec 0.005 kΩ
Rblock 80.0 kΩ
c− 0.03 µF
g− 0.5 mS
c+ 18.74 µF
g+ 33.33 mS

TABLE 4.4 – Paramètres physiques et numériques utilisés pour les simulations. À gauche, les paramètres de durées et
certains coefficients physiques du modèle, ainsi que le pas de temps utilisé, solveur linéaire et schémas en temps. À
droite, les paramètres physiques des circuits électriques équivalents.

Conductivités variables. Nous présentons ci-après plusieurs résultats numériques dans les fi-
gures 4.18 à 4.22 pour une stimulation de 1ms avec des amplitudes variant entre 500mVet 1000mV
(0.5 V à 1 V). Deux cas de conductivités distinctes sont étudiés, dont les valeurs sont répertoriées
dans le tableau 4.5.

Dans le cas (1), les ratios d’anisotropie sont de 8.75 pour σi et de 2 pour σe, tandis que dans le
cas (2), ils sont respectivement de 1.2 pour σi et (4.0, 5.0) pour σe. Le ratio entre les conductivités
extracellulaire et extracardiaque diffère également entre les deux cas : pour le cas (1), il est de
σb/σe = (1.625, 3.25, 3.25), alors que pour le cas (2), ce ratio est approximativement de σb/σe ≈
(1.739, 6.957, 8.696).

Paramètre Valeur Unité

diag (σi) 3.5, 0.4, 0.4 mS/cm
diag (σe) 8, 4, 4 mS/cm
σb 13.0 mS/cm

Cas de conductivité (1)

Paramètre Valeur Unité

diag (σi) 1.5, 1.25, 1.25 mS/cm
diag (σe) 2.3, 0.575, 0.46 mS/cm
σb 4.0 mS/cm

Cas de conductivité (2)

TABLE 4.5 – Deux cas de conductivités intracellulaire σi, extracellulaire σe et extracardiaque σb.

Modèle ionique. Dans les deux cas, le modèle ionique utilisé dans le domaine tissulaire est BR77
avec les paramètres standards.

2.3.1 Axe de lecture des résultats

Nous présentons dans la suite plusieurs résultats répartis sur plusieurs graphiques liés entre
eux, donc nous donnons ici quelques indications sur l’axe de lecture de ceux-ci.

Dans unpremier temps, nousmontrerons des images illustrant le phénomène temporel qu’est la
propagationd’unpotentiel d’action (évolutionde la tension transmembranaire) àdeux instantsbien
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choisis sur une fenêtre très courte. Cette vague d’activation (dépolarisation du tissu) est essentielle
pour la contraction cardiaque. Dans la suite, nous parlerons indistinctement de dépolarisation,
d’activation ou de propagation pour designer le phénomène. Plus précisément, nous parlerons
de capture quand cette propagation est induite par une stimulation délivrée par un stimulateur
cardiaque. En cas d’absence de propagation induite nous parlerons d’absence de capture.

Dans un second temps, nous illustrons des densités de courant sur les électrodes et sur leur
voisinage. Ces dernières fournissent un bon indicateur quant à la répartition du courant passant
du stimulateur au tissu.

Dans un troisième temps, nous donnons aussi quelques quantités additionnelles disponibles
soit dans le système d’équations résolus, soit en post-traitement des résultats. Il est bien connu
qu’un potentiel électrique seul n’est que difficilement interprétable par rapport à une tension
électrique, et c’est d’autant plus vrai dans notre modèle puisque le phénomène que nous étudions
est régi par unemultitude de paramètres.

2.3.2 Cas de conductivité (1)

Nous nous plaçons dans le premier cas, avec les paramètres donnés dans le tableau 4.4 et dans
le premier tableau 4.5. Nous commençons par donner la remarque suivante, sur une intuition que
nous avions par rapport aux résultats. Cette remarque donne essentiellement le postulat initial que
nous avions et qui a guidé les tests numériques envisagés. Elle illustre aussi la complexité à laquelle
nous devons faire face lorsque nous nous confrontons à des résultats numériques théoriquement
réalistes.

Remarque 4.7. Intuitivement, nousanticipionsque lepourcentagede sortiede la vis influence signi-
ficativement le processus de capture. En particulier, nous nous attendions à ce que la configuration
avec une vis complètement rentrée (0%) soit moins efficace pour capturer, et que l’augmentation
progressive du pourcentage de sortie améliore ce seuil de capture. Autrement dit, l’amplitude
nécessaire pour déclencher la propagation d’un potentiel d’action devrait être inversement propor-
tionnelle au pourcentage de sortie. Cette relation s’expliquerait par le fait que sortir la vis augmente
la surface de contact entre l’électrode tip (la vis) et le tissu, rendant ainsi le tissu plus sensible à la
stimulation lorsque la vis est totalement sortie par rapport à une vis complètement rentrée.

Résultats sur la tension transmembranaire. La figure 4.18 présente l’évolution de la tension
transmembranaire aux instants t = 2ms et t = 8ms, soit respectivement 0.9ms et 6.9ms après la
fin de la stimulation.

En premier lieu, à partir des volumes colorés de tension transmembranaire à t = 8ms, il est
important de noter que l’amplitude nécessaire pour déclencher la propagationdupotentiel d’action
diminue avec le pourcentage de sortie de la vis, mais seulement pour les configurations où la vis
est sortie à 0%, 20%, et 40%. Cette tendance est intuitive (remarque 4.7). Toutefois, les résultats
pour des pourcentages de sortie plus élevés contredisent cette intuition. Par exemple, bien que la
sortie de vis à 40% permette de déclencher la propagation avec une amplitude de 700mV, cette
propagation n’est pas observée à 60%, dumoins numériquement.

En outre, toujours au regard du volume coloré représentant la tension transmembranaire à
t = 8ms, il est surprenant de constater que sortir la vis à 100% retarde la propagation par rapport
à la configuration 0%, puisque le volume à 0% est plus important qu’à 100%. Cette observation est
contre-intuitive (remarque 4.7).
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Résultats sur la répartition du courant. Pour expliquer ces comportements, nous avons examiné
la répartition du courant sur et autour de la vis. La figure 4.19 illustre la norme du gradient du
potentiel extracellulaire/extracardiaque ue ainsi que la densité de courant à la surface de la vis et
dans la zone d’implantation à trois instants de la phase d’impulsion (0.1ms, 0.6ms, 1.1ms) pour
une stimulation de 1000mV. Les pourcentages de volume de tissu ayant passé le seuil vm > −40mV
sont aussi reportés dans le graphique A de la figure 4.17, représentés par un trait plein, où sont
également illustrés les extrema de la densité de courant.

Origine de l’activation. Il semble que l’activation se produise systématiquement à la base de la
sonde, quel que soit le pourcentage de sortie. Les résultats montrent aussi que, conformément à
la forme du signal d’impulsion, le courant passant de la vis vers le tissu est maximal au début de
l’impulsion et diminue progressivement vers la fin de celle-ci. De plus, bien que le volume de tissu
où ‖∇ue‖2 > 50mV/cm augmente avec la sortie de la vis au début de l’impulsion, ce n’est plus le
cas aumilieu et à la fin de celle-ci. Cela suggère que, pour des sorties de vis supérieures à 40%, le
courant se disperse trop rapidement dans le tissu, ne permettant donc pas l’activation des cellules.
Il faut en réalité une énergie suffisante pendant une un durée suffisante.

Extrema de la densité de courant. La figure 4.17montre également que les extrema de densité de
courant décroissent àmesure que la vis est sortie (graphiquesB etC). En particulier, lemaximumde
la densité de courant à 20% de sortie est nettement supérieur aux autres configurations, indiquant
que le courant se concentremoins àmesure que la vis sort. Cela entraîne une diminution du volume
de tissu dépolarisé avec l’augmentation du pourcentage de sortie.

Différences entre les configurations 0% et 100%. Nous avons ensuite étudié les différences entre
les configurations de vis totalement rentrée (0%) et totalement sortie (100%), notamment en terme
de retard de propagation.

Malgré un seuil de stimulation similaire entre les deux configurations (entre 800mV et 1000mV),
un retard dans la dépolarisation est observé dans le cas où la vis est totalement sortie. Cela peut
s’expliquer par la figure 4.17, où nous constatons que, bien que les maxima de densité de courant
soient proches (2291 µA/cm2 à 0% contre 2168 µA/cm2 à 100%), le minimum est presque doublé
pour la configuration 100%audébut de l’impulsion (−354 µA/cm2 à 0%contre −675 µA/cm2 à 100%).
Ce minimum, localisé à l’interface sang/tissu, indique une plus grande fuite de courant dans le
sang lorsque la vis est totalement sortie, ce qui réduit le courant effectivement délivré au tissu.

Résultats sur des quantités temporelles. Nous avons ensuite décidé d’étudier plus en détails les
autres quantités disponibles directement dans lemodèle ou en post-traitement. Ainsi, la figure 4.20
présente plusieurs quantités temporelles calculées pour une stimulation de 1000mV sur une durée
de 1ms. Ces quantités incluent la tension entre les électrodes (V = U− − U+) (A), le courant
électrique circulant dans le circuit (B), la tension du condensateur principal (Vets) (C), la moyenne
de ue sur la vis tip (D), le potentiel de la cathode (U−) (E), ainsi que le volume de tissu dépolarisé (F).

Impact du pourcentage de sortie de vis. L’analyse montre que l’augmentation du pourcentage
de sortie de la vis provoque des variations marquées dans la tension mesurée (A), le courant (B) et
la vitesse de décharge du condensateur Cets (C). En particulier, la tension mesurée au début de
l’impulsion (A, t = 0.1ms) entre les deux électrodes varie légèrement avec la sortie de vis (−975mV
à 0%et −1000mV à 100%), tandis que le courant augmente fortement de −1100 µA à −2250 µA entre
les configurations 0%et 100% (B). La tension du condensateur principalCets diminue aussi entre les
configurations 0% et 100%, puisqu’une perte de 50mV y est constatée (C, t = 1.1ms). La moyenne
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FIGURE 4.17 – (A) Évolution de volume tissulaire avec ‖∇ue‖2 > 50mV/cm, (B) duminimum et (C) dumaximum de la
densité de courant sur et autour de la vis (−σ∇ue · n), en fonction du pourcentage de sortie de la vis. Le cas (1) est donné
en trait plein et le cas (2) est donné en pointillé. Stimulation de 1ms et de 500mV (cas (2)) et de 1000mV (cas (1)). Les
quantités sont données pour 3 instants différents : 0.1ms (début de l’impulsion), 0.6ms (milieu de l’impulsion) et 1.1ms
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du potentiel extracellulaire/extracardiaque ue (D), ainsi que le potentiel interne au stimulateur
associé à la vis (E) sont aussi très largement impactés par le pourcentage de sortie de la vis. Il reste
cependant compliqué de tirer une conclusion de ces graphiques.

Seuillage sur la tension transmembranaire. La figure 4.20 montre également que le volume de
tissuoù vm apassé le seuil de −40mVvarie en fonctionde la sortie de la vis. Cependant, cettemesure
nepeut pas être interprétée commeunpourcentage de tissu dépolarisé, car elle repose uniquement
sur un seuil de tension transmembranaire (vm > −40mV). Et, du fait de la courte fenêtre d’étude
(1ms) par rapport à la durée réelle d’un potentiel d’action complet (300ms à 400ms), elle ne reflète
pas nécessairement une propagation dans tout le tissu.

Conclusion sur le cas de conductivité (1). Les observations et analyses effectuées soulignent
l’importance cruciale de la géométrie dans le processus de capture. De nombreux paramètres
influencent ce phénomène et, bien que nous n’ayons pas examiné l’impact des composants élec-
triques du stimulateur ou des autres paramètres physiques du modèle dans cette étude (hors
conductivités), les résultats obtenus démontrent une grande complexité. L’analyse de la capture
nécessite des indicateurs précis capables de refléter des dynamiques avec des échelles temporelles
très différentes, telles que celles de la stimulation et du potentiel d’action. De plus, ces résultats
mettent en lumière les futurs défis liés à la calibration fine de ce modèle spatial, en raison de la
sensibilité des paramètres géométriques et des comportements électrophysiologiques observés.

2.3.3 Cas de conductivité (2)

Après les observations précédentes sur le cas (1), nous nous sommes interrogés sur le rôle que
pouvait jouer la conductivité dans la répartition du courant. Nous avons donc décidé demodifier
les conductivités dumodèle (cas (2), tableau 4.5).

Résultats sur la tension transmembranaire. Il est bien établi qu’une conductivité plus élevée
favorise la propagation du courant dans unmilieu purement résistif. Il paraît donc naturel de s’at-
tendre à un comportement similaire dans unmilieu réactif, même en présence de non-linéarités.
Nous pouvions donc conjecturer que l’amplitude de stimulation nécessaire pour déclencher un po-
tentiel d’action cardiaque augmenterait à mesure que les conductivités diminueraient. Cependant,
comme l’illustre la figure 4.21, ce n’est pas le cas dans notre étude. En effet, l’amplitude nécessaire
diminue au lieu d’augmenter (les graphiques sont donnés pour des amplitudes de stimulation
entre 200mV et 500mV).

Cette contradiction apparente peut être expliquée par la complexité dumilieu biologique, qui
se retrouve dans le lien complexe entre le champ de potentiel ue et la tension transmembranaire
vm. Contrairement à un milieu purement résistif, les tissus cardiaques (réactifs) présentent des
comportements non linéaires, où la propagation du potentiel d’action dépend non seulement
des conductivités intracellulaire, extracellulaire et extracardiaque, mais également des propriétés
capacitives et ioniques des membranes cellulaires. Ainsi, l’influence des conductivités sur le seuil
de stimulation n’est pas forcément intuitive.

Une autre explication réside dans la distribution du courant à l’échelle locale. Bien que la
conductivité dicte la facilité avec laquelle le courant traverse le tissu, la géométrie du système joue
un rôle important dans la manière dont ce courant se concentre et se répartit autour de l’électrode
(illustré en partie dans le cas précédent). Dans ce cas particulier, nous observons que le volume de
tissu dépolarisé devient plus cohérent avec la forme géométrique de la vis, contrairement au cas
(1). L’activation initiale, plutôt que de se produire à l’interface sang/tissu comme précédemment,
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FIGURE 4.18 – Cas de conductivité (1). Comparaisons de la tension transmembranaire à t = 2ms et t = 8ms, soit 0.9ms
et 6.9ms après la fin de la stimulation, pour des amplitudes de 500mV, 700mV, 800mV et 1000mV, pour les différentes
géométries de sonde avec la vis plus oumoins sortie (0% à 100%).
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FIGURE 4.19 – Cas de conductivité (1). Comparaison de la norme du gradient de ue et du flux normal autour de la vis, aux
temps t = 0.1ms, t = 0.6ms et t = 1.1ms (début, milieu et fin de la stimulation de 1ms, amplitude de 1000mV), pour
des géométries avec des pourcentages de sortie de vis différents (0% à 100%).
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se produit maintenant à l’intérieur de l’hélice formée par la vis. Cette différence montre à quel
point la géométrie influence la localisation et le seuil de capture.

Enfin, bien que les remarques faites dans le cas (1) sur la relation entre le pourcentage de
sortie de vis et le seuil de stimulation puissent de nouveau s’appliquer ici, il est important de noter
que les effets observés ne sont pas toujours prévisibles. De nombreux facteurs, tels que les ratios
d’anisotropie, les ratios de conductivités entre les milieux extracellulaire et extracardiaque, la
répartition du courant sur les électrodes, la forme du champ électrique créé, et la manière dont
l’énergie se dissipe dans le modèle de tissu, jouent un rôle important dans le processus de capture.

Résultats sur la répartition du courant. Nous avons également analysé la répartition du courant
sur et autour de la vis dans le cas (2). Visuellement, il n’y a pas de différences significatives avec le
cas (1), tant en ce qui concerne les amplitudes que la forme du volume où ‖∇ue‖2 > 50mV/cm.
La figure 4.17 illustre en pointillé ce volume (A), ainsi que les extrema de la densité de courant
(exprimée en µA/cm2, graphiques B et C). Un pic similaire de densité de courant est observé pour
une sortie de vis à 20%. Notons que les valeurs obtenues numériquement sont comparables à
celles du cas (1), malgré une amplitude de stimulation divisée par 2 (1000mV dans le cas (1) contre
500mV dans le cas (2)).

Cette observation suggère que la répartition du courant est fortement influencée par la géomé-
trie de la vis et par les conductivités des milieux, indépendamment de l’amplitude de stimulation.
Ce constat renforce l’idée que, bien que la conductivité soit un paramètre crucial pour la propaga-
tion du courant, la géométrie du système joue un rôle important dans la répartition et l’intensité
du courant dans le tissu.

Résultats sur des quantités temporelles. L’analyse des différentes sorties temporelles dans le cas
(2) n’apporte pas de remarques supplémentaires par rapport à celles données dans le cas (1). Tou-
tefois, nous pouvons remarquer que la figure 4.20 illustre des similitudes dans les comportements
temporels entre le cas (1) et le cas (2), notamment en ce qui concerne la moyenne du potentiel
extracellulaire/extracardiaque sur la vis (D en pointillé).

La tensionmesurée aux bornes des électrodes est cohérente avec l’amplitude de stimulation
appliquée, se situant autour de −500mV (axe à droite, A), en accord avec l’amplitude de stimulation
plus faible dans le cas (2). Le courant traversant le stimulateur est également fortement influencé
par cette réduction d’amplitude et par les variations de conductivités (B). Ainsi, les variations
temporelles des courants et tensions montrent des profils similaires au cas (1).
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FIGURE 4.21 – Cas de conductivité (2). Comparaison de la tension transmembranaire à t = 2ms et t = 8ms, soit 0.9ms
et 6.9ms après la fin de la stimulation, pour des amplitudes de 200mV, 300mV, 400mV et 500mV, pour les différents
géométries de sonde avec la vis plus oumoins sortie (0% à 100%).
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FIGURE 4.22 – Cas de conductivité (2). Comparaison de la norme du gradient de ue et du flux normal autour de la vis aux
temps t = 0.1ms, t = 0.6ms et t = 1.1ms (début, milieu et fin de la stimulation de 1ms, amplitude de 500mV) pour
des géométries avec des pourcentages de sortie de vis différents (0% à 100%).
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3 Modèles 0D

C ETTE section est consacrée aux résultats numériques des modèles 0D-1MEMB et 0D-2MEMB.
Nous présentons dans un premier temps des résultats de calibration dumodèle 0D-1MEMB,

adaptés de l’acte de conférence suivant,

Valentin Pannetier et al. «Modeling cardiac stimulation by a pacemaker, with accurate tissue-
electrode interface ». Dans : Functional Imaging and Modeling of the Heart. Sous la direction
d’Olivier Bernard et al. Tome 13958. Springer International Publishing, juin 2023, pages 194-
203.

Dans un second temps, des résultats préliminaires à une future calibrationdumodèle 0D-2MEMB
sont exposés sous la forme d’une étude de sensibilité globale à l’aide de la méthode de Sobol. Ces
résultats ont été publiés dans l’acte de conférence suivant,

Valentin Pannetier et al. « Sensitivity Analysis in a Rescaled 0D Pacemaker-Bimembrane
Model ». Dans : Computing in Cardiology. Sept. 2024.

Absence de résultats avec laméthode de continuation type prédiction-correction. Bien que
cette méthode ait été présentée dans le chapitre 3, aucun résultat avec cette méthode ne figure
dans la suite de ce manuscrit, et cela pour une raison simple. La méthode fonctionne très bien
numériquement (convergence vers une solution analytique pour plusieurs raideurs d’un problème
jouet), mais elle ne fonctionne pas dans le cadre des courbes de Lapicque. Cette piste est pourtant
prometteuse au regard du coût de calcul engendré par la méthode de recherche par raffinement
récursif, mais elle souffre actuellement du manque de régularité et de la non-monotonie des
marqueurs présentés plus loin dans la section. Néanmoins, cette approche mérite d’être étudiée
plus en profondeur dans de futurs travaux, et une exploration plus détaillée de la définition de
capture semble nécessaire, ainsi que l’établissement de marqueurs clairs et rigoureux pour la
définir.

3.1 Résultats numériques pour le modèle à 1 membrane (0D-1MEMB)

Dans cette sous-section, nous présentons les résultats numériques obtenus avec le modèle
0D-1MEMB. Ce modèle constitue la première version des modèles 0D que nous avons développés,
comme décrit dans le chapitre 1.

Pour rappel, ce modèle combine un circuit électrique simplifié de stimulateur cardiaque, un
modèle décrivant la dynamique membranaire à l’aide d’un modèle ionique, ainsi que des modèles
équivalents d’électrodes représentant l’interface électrode-tissu. Le modèle ionique est mis à
l’échelle grâce à un coefficient de surface noté Sm. Une illustration de ce circuit est rappelée dans
la figure 4.23 (identique à la figure 1.27).

L’ensemble des résultats numériques obtenus ci-après provient d’un code Python dédié. Ce
code résout le système d’équations différentielles ordinaires associé au modèle 0D-1MEMB à
l’aide du schéma en temps LSODA de la bibliothèque ODEPACK, empaquetée dans la bibliothèque
Python SciPy 4. Lorsque le modèle ne contient pas de parties non-linéaires, nous avons opté pour
la méthode semi-analytique décrite à la sous-section 1.3, privilégiant ainsi la rapidité de calcul.

4. LSODA, ODEPACK, SciPy
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3.1.1 Calibration de paramètres

Le modèle 0D-1MEMB inclut plusieurs paramètres physiques, tels que des conductances, résis-
tances ou capacités. La partie stimulateur du circuit est principalement influencée par les capacités
Cets et Cts, ainsi que par plusieurs résistances en série (en fonction de la phase de stimulation).
Ces résistances étant en série, elles ne peuvent pas être identifiées séparément. Nous considérons
donc quatre dipôles calibrables dans le stimulateur : les deux capacitésCets etCts (en µF), ainsi
que deux résistancesRpulse etRocd (en kΩ). Les modèles de contact, quant à eux, sont des circuits
équivalents R//C parallèles, chacun dépendant d’une capacité et d’une résistance. Le modèle sim-
plifié de tissu à 1 membrane dépend de deux paramètres : une conductance extracellulaireGe (en
mS) et un paramètre de remise à l’échelle Sm (en cm2). Au total, 10 paramètres sont calibrables :
Cets, Cts,Rpulse,Rocd,Rtip, Ctip,Rring, Cring,Ge et Sm. Il est cependant envisageable de calibrer
ces paramètres en deux temps : d’abord les paramètres relatifs au fonctionnement interne du
stimulateur, puis ceux en lien avec les électrodes et l’environnement.

Erreurs relatives pondérées par rapport aux données. Laméthode de calibration utilisée repose
sur la minimisation de l’erreur entre les mesures expérimentales de tension et de courant, et les
sorties numériques du modèle. Pour un jeu de paramètres θ donné, le système d’EDO est résolu, et
l’erreur relative combinée est calculée selon l’expression suivante,

E(θ) = 1
2EV (θ;ω) + 1

2EI(θ;ω), (4.5)

oùEV (·;ω) etEI(·;ω) représentent respectivement les erreurs relatives pondérées pour la tension
et le courant, en fonction des phases et des poids normalisés ω := (ωpulse, ωswitch, ωocd), avec,

EV (θ;ω) := ωpulse
‖Vpulse − V pulse‖2

‖V pulse‖2
+ ωswitch

‖Vswitch − V switch‖2

‖V switch‖2
+ ωocd

‖Vocd − V ocd‖2

‖V ocd‖2
,

EI(θ;ω) := ωpulse
‖Ipulse − Ipulse‖2

‖Ipulse‖2
+ ωswitch

‖Iswitch − Iswitch‖2

‖Iswitch‖2
+ ωocd

‖Iocd − Iocd‖2

‖Iocd‖2
.

(4.6)

(4.7)
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Dans les formules précédentes, Vpulse, Vswitch et Vocd désignent les solutions numériques de la
tension mesurée Vmeas (figure 4.23) sur chacune des phases indicées, et calculées comme,

Vmeas := Vring + Vm + Vtip + (Rw,ring +Rw,tip) I. (4.8)

Par ailleurs, V pulse, V switch et V ocd désignent les mesures expérimentales associées à chacune des
phases. Une notation similaire est utilisée pour le courant I et I . La norme ‖·‖2 représente la norme
discrète L2 (0, T ).

Pré-calibration de certains paramètres du stimulateur. Étant donné le nombre élevé de pa-
ramètres calibrables dans le modèle, nous avons d’abord fixé les valeurs des capacités Cets et
Cts. Ces capacités correspondent à des dipôles physiques, théoriquement calibrables avec pré-
cision. Pour cela, une série de mesures de tension avec un stimulateur directement relié à un
résistance a été réalisée par MicroPort® CRM, permettant ainsi, à partir du modèle 0D-RES, de
calibrer les capacités par rapport à celles théoriques indiquées sur les composants (10 µF chacune).
Cette étape de pré-calibration n’est pas illustrée dans ce manuscrit, mais elle suppose par ailleurs,
que toutes les résistances du circuit du stimulateur sont également parfaitement connues, avec
Rw,ring = 0.080 kΩ,Rw,tip = 0.028 kΩ,Rpulse = 0.025 kΩ, etRocd = 0.018 kΩ. Aussi, dans la suite,
nous considérons que les valeurs deCets etCts sont parfaitement connues, avecCets = 9.3639 µF
etCts = 10.6248 µF.

Calibration des paramètres de contact dans un bain salin. Après avoir fixé les paramètres du
stimulateur, seuls les quatre paramètres des modèles de contact et ceux décrivant le tissu restent à
calibrer.

Données expérimentales. Les données expérimentales obtenues lors des expériences animales
n’étaient pas échantillonnées à une fréquence suffisante pour permettre la calibration des six
paramètres restants. Par conséquent, une série de mesures complémentaires a été réalisée dans
un bain salin. Dans ces expériences, la sonde est immergée dans une solution saline à propriétés
résistives connues. Le stimulateur Borea™ et la sonde de stimulation Vega™ ont été utilisés, et la
conductivité de la solution salinemesurée à 2.85mS. Neuf jeux de données de courants et tensions
ont été recueillis pour des amplitudes de stimulation de 1 V, 2 V et 4 V, et des durées d’impulsion
de 0.25ms, 0.5ms et 1ms.

Modification du modèle en 0D-BATH. Le modèle a été modifié en conséquence pour donner lieu
aumodèle 0D-BATH, dans lequel la partie tissu est remplacée par une résistance équivalente unique
Renv. Ce modèle linéaire peut être résolu par la méthode semi-analytique décrite au chapitre 3.

De plus, nous avons supposé que tous les condensateurs du modèle étaient déchargés au
début de la simulation, ce qui permet d’évaluer directement la résistanceRenv à partir des mesures
expérimentales de tension et de courant en utilisant la relation suivante,

V pulse(0) = (Rw,ring +Rw,tip +Renv) Ipulse(0). (4.9)

La calibration a donc été restreinte aux quatre paramètres de contact :Rtip, Ctip,Rring, et Cring.
Compte tenu de la nature analytique des solutions associées aux circuits RC, nous avons calibré
non pas R et C directement, mais les résistances Rtip, Rring ainsi que les constantes de temps
τtip = RtipCtip et τring = RringCring.

Monte-Carlo et L-BFGS-B. Cette calibration a été effectuée enminimisant l’erreur relative pon-
déréeE(θ), avec différentes répartitions de poids entre les trois phases. Pour chaque calibration,
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Paramètre Min Max Unité

Rtip, Rring 10−2 103 kΩ
τtip, τring 10−3 103 ms

TABLE 4.6 – Espace de paramètres utilisé pour la calibration des modèles de contact R//C dans un bain salin.

10 000 jeux de paramètres ont été tirés aléatoirement dans l’espace de paramètres défini au ta-
bleau 4.6. Ensuite, le jeu de paramètres avec le E(θ) minimal est sélectionné comme point de
départ, puis une minimisation est effectuée à l’aide de l’algorithme de minimisation L-BFGS-B
(Limited-memory Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shanno algorithm avec bornes [90]), disponible dans
la bibliothèque SciPy.

Les résultats de la calibration sont présentés dans le tableau 4.7, et les erreurs relativesL2 (0, T )
associées sont indiquées dans le tableau 4.8, avec des poids ω = (0.45, 0.45, 0.1). La première
ligne grisée correspond à une calibration effectuée sur les neuf jeux de données, en supposant que
les paramètres de contact sont indépendants de l’amplitude ou de la durée de la stimulation. Les
lignes suivantes correspondent à des calibrations réalisées individuellement sur chaque jeu de
données.

Remarque 4.8 Choix des poids ω. Les poids ω servent à pondérer les phases entre elles, en
fonction de l’importance souhaitée. Ils ont été déterminés après de multiples essais, et leur choix a
été guidé par la confiance dans la modélisation du système complet, le modèle mathématique de
l’OCD étant moins certain par rapport aux résultats obtenus.

Paramètres calibrés. Les résultats du tableau 4.7montrent que la résistance du bainRenv, estimée
à partir des mesures, reste à peu près constante entre les différentes calibrations, avec Renv =
8.38 ± 0.04kΩ. C’est également le cas pour la résistanceRtip = 0.25 ± 0.024kΩ et la constante de
temps associée τtip = 0.055 ± 0.011ms. Cependant, les valeurs pourRring = 41.51 ± 17.54kΩ et
τring = 47.79 ± 20.93ms varient beaucoup plus.

Plusieurs minima locaux. En outre, l’algorithme semble avoir des difficultés à converger cor-
rectement pour les paramètres associés à la série de mesures (1 V, 0.25ms), où les calibrations
successives alternent entre deux minima locaux (non illustré ici).

Résistance du ring qui dépasse l’impédance mesurée. Un autre point à noter concerne les
valeurs estimées deRring, qui dépassent l’impédance mesurée par le stimulateur, laquelle se situe
autour de 9 kΩ. Cela suggère un problème potentiel dans le modèle, soit au niveau du circuit du
stimulateur lui-même, soit au niveau de la complexité des modèles de contact. En effet, le choix de
minimalisme desmodèles de contact R//C pourrait ne pas être suffisant pour reproduire l’ensemble
des phénomènes électrochimiques se produisant à la surface des électrodes. Le tableau 4.7montre
également les écarts de calibration (en %) entre les résultats obtenus avec l’ensemble des jeux de
données (ligne grisée) et ceux obtenus avec un seul jeu (lignes suivantes). Nous observons que la
calibration avec tous les jeux de données aboutit systématiquement à des paramètres sous-estimés
par rapport aux calibrations individuelles. Cela peut s’expliquer par la complexité de la fonction
d’erreurE(θ), qui dans ce cas est donnée par,

E(θ) = 1
2N

N∑
i=1

(
E

(i)
V (θ) + E

(i)
I (θ)

)
, (4.10)
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oùN désigne le nombre de jeux de données et (i) désigne le jeu de données numéro i.

V ms kΩ % kΩ % kΩ % ms % ms % µF % µF %

- - 8.37 - 0.309 - 63.1 - 0.1 - 88 - 0.32 - 1.39 -
1 0.25 8.36 -0.1 0.259 -16.2 77.4 22.7 0.0739 -26.1 87.6 -0.5 0.29 -11.8 1.13 -18.8
1 0.5 8.41 0.5 0.255 -17.5 53.8 -14.7 0.0622 -37.8 59.6 -32.3 0.24 -24.6 1.11 -20.6
1 1 8.37 0.0 0.299 -3.2 31.4 -50.2 0.0531 -46.9 40.6 -53.9 0.18 -45.1 1.29 -7.3
2 0.25 8.34 -0.4 0.208 -32.7 19.6 -68.9 0.0371 -62.9 17.4 -80.2 0.18 -44.9 0.89 -36.3
2 0.5 8.38 0.1 0.257 -16.8 45.5 -27.9 0.0579 -42.1 50.1 -43.1 0.23 -30.4 1.10 -21.0
2 1 8.36 -0.1 0.263 -14.9 39.4 -37.6 0.052 -48.0 49.2 -44.1 0.20 -38.9 1.25 -10.5
4 0.25 8.35 -0.2 0.241 -22.0 22.4 -64.5 0.0652 -34.8 24.4 -72.3 0.27 -16.4 1.09 -21.9
4 0.5 8.35 -0.2 0.243 -21.4 36.9 -41.5 0.0472 -52.8 39.8 -54.8 0.19 -40.0 1.08 -22.7
4 1 8.48 1.3 0.262 -15.2 47.2 -25.2 0.0453 -54.7 61.4 -30.2 0.17 -46.6 1.30 -6.7

Stim Renv Rtip Rring τtip τring C−
a C+

a

a C := τ/R

TABLE 4.7 – Paramètres dumodèle 0D-1MEMB calibrés à partir des jeux de données du 04/2022. La ligne grise donne
les paramètres calibrés sur les neuf jeux de données, tandis que les lignes suivantes donnent ceux calibrés sur un seul
jeu de données. Les colonnes % de ces lignes-ci donnent les différences relatives de calibration avec la ligne grisée.
Uniquement Renv, Rtip, Rring, τtip et τring sont calibrés, les autres paramètres sont fixés.

Erreurs relatives. Le tableau 4.8 présente les erreurs relatives sur chacune des phases en pour-
centage, à la fois pour la tension et pour le courant. Nous remarquons que la tension mesurée est
globalement bien reproduite par le modèle, notamment durant la phase d’impulsion, avec une
erreur relativeL2 (0, T ) ne dépassant pas 0.6%. Le courant est également bien reproduit durant
cette même phase, avec une erreur relative maximale de 0.6%.

Incompatibilité entre le modèle et les données. La phase de transition (phase (2) dans le ta-
bleau 4.8) montre cependant des erreurs relatives plus élevées pour la tension, atteignant environ
3%. Il est important de relativiser cette erreur, car les données expérimentales correspondant à
cette courte portion du signal (environ 122 µs) ne sont pas parfaitement découpées.

OCD. La phase OCD est en revanche moins bien reproduite, aussi bien pour la tension que pour le
courant, avec une erreur relative avoisinant les 20% pour le courant. Plusieurs raisons peuvent
expliquer ces écarts : une mauvaise calibration des paramètres du stimulateur (Cets, Cts ou des
résistances du stimulateur), ce qui affecte fortement l’état du circuit au début de la phase OCD, ou
bien un problème lié aux constantes de temps dumodèle global, que ce soit en termes de nombre,
de valeurs ou d’interactions entre elles. Ces résultats suggèrent donc que le modèle nécessite un
ajustement.

Signaux en temps. Dans un but qualitatif, les figures 4.24 et 4.25 présentent les tracés de la
tension et du courant pour les trois phases, ainsi que pour tous les couples amplitude-durée
disponibles expérimentalement. Visuellement, nous observons que les phases d’impulsion sont
bien reproduites, tant pour la tension que pour le courant. Les phases de transition sont également
bien reproduites pour la tension, bien qu’un décalage soit visible entre les mesures expérimentales
et numériques pour le courant durant cette phase. Ce décalage s’explique par le fait que, dans le
modèle, la seule réponse possible pour le courant est I(t) = 0, en raison des résistances infinies
supposées dans le circuit du stimulateur pendant cette phase. Dans nos travaux [115], l’erreur
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V ms (1) (2) (3) (1) (2) (3)

- - 0.5 4.0 6.0 0.4 0.0 15.1
1 0.25 0.4 4.9 10.8 0.3 0.0 16.4
1 0.5 0.2 2.5 7.1 0.7 0.0 20.3
1 1 0.4 1.6 3.5 0.4 0.0 13.5
2 0.25 0.2 2.5 9.3 0.1 0.0 23.9
2 0.5 0.4 1.8 4.0 0.5 0.0 16.9
2 1 0.6 0.9 3.3 0.3 0.0 16.1
4 0.25 0.3 3.1 4.5 0.2 0.0 17.3
4 0.5 0.4 1.1 2.8 0.3 0.0 19.1
4 1 0.5 0.7 1.5 0.3 0.0 16.8

Stimulation Erreur relative L2 (0, T ) en %

sur la tension sur le courant

TABLE 4.8 – Erreurs relatives L2 (0, T ) sur la tension et le courant dans le modèle 0D-1MEMB à partir de paramètres
calibrés sur des jeux de données du 04/2022. La ligne grise donne les erreurs relatives avec des paramètres calibrés
sur les 9 jeux de données, tandis que les lignes suivantes donnent celles avec une calibration sur un seul jeu de données.
Les colonnes numérotées (1), (2) et (3) désignent respectivement les phase d’impulsion, de transition et d’OCD de la
stimulation.

relative sur le courant au cours de cette phase n’est pas prise en compte pour la calibration, car
jugée incalibrable. Par ailleurs, la phase OCDmontre que la dynamique calibrée ne correspond pas
parfaitement aux mesures expérimentales de courant.

3.1.2 Influence sur la courbe de Lapicque

Après détermination des paramètres régissant le stimulateur puis calibration de ceux décrivant
lesmodèles équivalents de contact, nous avons étudié la sensibilité locale de la courbe de Lapicque
obtenue avec le modèle 0D-1MEMB. Pour cela, nous avons pris les paramètres donnés dans le
tableau 4.9, et étudié la variation de la courbe de Lapicque selon les variations d’un seul paramètre
à la fois.

Remarque 4.9 Pas de temps variable. Le tableau 4.9 ne donne pas explicitement le pas de
temps utilisé pour résoudre numériquement le système 0D-1MEMB. Ceci est normal car le système
d’équations est résolu phase par phase dans le code Python, avec un nombreminimal de points
numériques à avoir dans chacune des phases. Le raccordement entre les différents sous-systèmes
est assuré par la continuité des tensions des condensateurs, ainsi que par le calcul explicite des
courant initiaux.

Méthodedecalculde la courbedeLapicquenumérique. Pourdéterminer les courbesdeLapicque
numériques, nous avons utilisé la méthode de raffinement récursif présentée dans le chapitre 3
dans la sous-section 3.2. Cette méthode, ici appliquée en 2 dimensions, part d’une fenêtre fixée
(A, d) amplitude-durée et, à l’aide de subdivisions, encadre une série de points définissant la courbe
de Lapicque numérique. Pour chaque couple (A, d), une simulation indépendante est faite. Pour
déterminer si le couple est capturant ou non, un critère simple a été mis en place : nous regardons
si la tension transmembranaire sur les dernières stimulations paramétrées par ce couple ont, en
moyenne, dépassé le seuil de −40mV.

Ensuite, cette liste de points est utilisée pour estimer les deux paramètres de chronaxie et de
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FIGURE 4.24 – Comparaisons qualitatives entre les tensions expérimentales mesurées dans un bain salin et après
calibration des paramètres, pour différentes amplitudes et durées de stimulation. En noir le signal expérimental, en
rouge le signal obtenu après calibration sur le signal expérimental uniquement, et en bleu le signal obtenu après
calibration sur les 9 signaux expérimentaux.
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FIGURE4.25 –Comparaisonsqualitatives entre les courants expérimentauxmesurés dansunbain salin et après calibration
des paramètres, pour différentes amplitudes et durées de stimulation. En noir le signal expérimental, en rouge le
signal obtenu après calibration sur le signal expérimental uniquement, et en bleu le signal obtenu après calibration
sur les 9 signaux expérimentaux.
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rhéobase de la loi de Lapicque suivante

Ath(d) = Irh

(
1 + dch

d

)
, (4.11)

avec Ath l’amplitude seuil (fonction de Lapicque) en mV, Irh l’intensité de rhéobase en mV, dch
la durée de chronaxie enms et d la variable symbolisant la durée de stimulation enms. Le script
Python nous servant à déterminer les deux paramètres Irh et dch utilise la méthode curve_fit de
SciPy (moindres carrés non linéaires).

Paramètre Valeur Unité

Durée d’offset 4000.0 ms
Durée de transition 0.122 ms
OCD 12.2 ms
Période 666a ms
Nombre de stimulations 5
cm 1 µF/cm2

∆t variableb ms

a 666ms équivaut à 90 pulse per minute (ppm)
b voir la remarque 4.9.

R/C Valeur Unité

Cets 9.3639 µF
Cts 10.6248 µF
Rw,ring 0.080 kΩ
Rpulse 0.007 kΩ
Rw,tip 0.20 kΩ
Rrec 5.0 kΩ
Rblock 80.0 kΩ
C− 5.55 µF
R− 0.03 kΩ
C+ 18.74 µF
R+ 2.0 kΩ
Ge 0.01 mS
Sm 50 cm2

TABLE 4.9 – Paramètres physiques et numériques utilisés pour les simulations du modèle 0D-1MEMB. À gauche, les para-
mètres de durée et certains coefficients physiques dumodèle, ainsi que le pas de temps utilisé. À droite, les paramètres
physiques des circuits électriques équivalents.

Échantillonnage des paramètres. Nous avons choisi de faire varier les paramètres de contact
du tip R−, C− et ceux du ring R+, C+, ainsi que le paramètre de remise à l’échelle Sm (en cm2)
et la conductance équivalente extracellulaire Ge (en mS). Nous avons aussi décidé d’étudier le
comportement de la courbe de seuil selon le nombre de stimulations effectuées dans le modèle.
Pour savoir si le couple (A, d) capture ou non, nous calculons le pourcentage de stimulations dont
la tension membranaire dépasse le seuil de −40mV.

Pour chacun de ces paramètres, les valeurs minimales et maximales, ainsi que la méthode
d’échantillonnage, sont données dans le tableau 4.10. Le choix de l’échantillonnage a essentielle-
ment été guidé par des tests empiriques et sur la variabilité observée durant ces tests.

Résultats numériques. La figure 4.26 illustre les variations de la courbe de Lapicque numérique en
fonction des paramètre donnés précédement. Les différents graphiques donnent aussi deux zones
expérimentales qui encadrent le seuil de capture obtenu avec l’expérimentation animale numéro 2
(sonde implantée dans le ventricule droit au niveau de l’apex et dans le septum). Ces zones sont
assez larges car le stimulateur cardiaque utilisé (Borea™) ne disposait pas de pas de tension et de
durée suffisamment fins. La figure permet d’affirmer que le paramètre de remise à l’échelle Sm est
important dans le modèle et qu’il impacte grandement la position du seuil. Ceci était prévisible,
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Paramètre Min Max Nombre de valeurs Échelle Unité

Sm 10 150 15 uniforme cm2

R+ 10−3 5.0 10 logarithmique kΩ
R− 10−3 5.0 10 logarithmique kΩ
C+ 1 50 10 uniforme µF
C− 1 50 10 uniforme µF
Ge 10−8 10−1 10 logarithmique mS
nstims 1 10 10 uniforme

TABLE 4.10 – Échantillonnage des paramètres pour étudier la variation de la courbe de Lapcique pour le modèle à 1
membrane.

puisque c’est ce paramètre qui détermine la quantité demembrane cellulaire prise en compte dans
le modèle. Au contraire, le paramètre de conductance extracellulaireGe n’a que peu d’impact sur
le seuil, du moins pour la plage fixée et aux valeurs fixées pour les autres paramètres (sensibilité
locale). C’est aussi le cas pour la capacité équivalente du ringC+ et le nombre de stimulation nstims.
Les paramètres C−, R+ et R− ont légèrement plus d’influence, mais cela reste négligeable par
rapport au facteur Sm.
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FIGURE 4.26 – Illustration de l’influence locale d’un seul paramètre sur la courbe de Lapicque dans le plan amplitude-
durée, pour le modèle 0D-1MEMB. Les zones colorées encadrent les courbes de Lapicque expérimentales trouvées lors
de l’expérimentation sur la brebis 2 pour différents sites d’implantation de sonde : ventricule droit en position apicale
(RV Apex, en rose ) et ventricule droit en position septale (RV Septum, en bleu ).

168 Section 3.Modèles 0D



4CHAPI
T
R
E

3.2 Résultats numériques pour le modèle à 2 membranes (0D-2MEMB)

Dans cette sous-section, nous présentons les résultats obtenus avec le modèle 0D-2MEMB, qui
intègre deux membranes. Ce modèle reprend la structure du précédent, tout en ajoutant une
secondemembrane connectée en série avec la première, ainsi qu’une conductance équivalenteGi,
pour représenter le milieu intracellulaire dans le modèle simplifié du tissu. Le schéma électrique
dumodèle est rappelé à la figure 4.27 (issu de la figure 1.28).
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FIGURE 4.27 – Circuit électrique pour le modèle 0D à 2membranes pour un stimulateur bipolaire à deux électrodes. La
partie stimulateur, en noir à gauche, est représentée avec les deux interrupteurs principaux, les modèles de contacts
équivalents sont au centre en bleu , et le modèle d’environnement à 2 membranes est à droite en rouge . Les nœuds
de remise à l’échelle membranaire sont symbolisés par des carreaux verts .

Contrairement aumodèle précédent, ce modèle n’a pas encore été calibré. Les données expé-
rimentales provenant du bain salin avec un PSA devaient initialement servir à cette calibration,
mais des incertitudes subsistent quant au schéma électrique réel du stimulateur utilisé. Ainsi, et
compte tenu de l’ajout d’un paramètre dans ce modèle, nous avons choisi de l’aborder sous un
angle différent.

Nous commencerons par définir un certain nombre de marqueurs sur les tensions, avant de
présenter trois exemples succincts de stimulation. Ensuite, nous réaliserons une étude numérique
de la courbe de Lapicque dans l’espace amplitude-durée, ainsi que dans le plan des paramètres
du tissu (Sm,Ge etGi), en analysant plusieurs grandeurs issues du post-traitement des solutions
numériques. Une analyse de sensibilité globale, basée sur la méthode de Sobol telle que présentée
dans nos travaux [114], sera ensuite réalisée, avant d’illustrer le phénomène d’hystérésis observé
dans ce modèle.

Tous les résultats présentés dans cette sous-section ont été obtenus grâce au code C++ CirCE.
Une description détaillée de ce code est disponible au chapitre 3, dans la sous-section 2.2.

3.2.1 Marqueurs temporels

Nous commençons par définir plusieurs marqueurs sur les tensions transmembranaires, la
tension mesurée, et leurs dérivées. Les marqueurs sur la tension transmembranaire sont couram-
ment utilisés en électrophysiologie cardiaque pour caractériser un potentiel d’action (PA) avec des
marqueurs plus simples que le signal temporel complet. Ils fournissent des informations utiles sur
la forme et la durée du PA.
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Définitiondemarqueurs. Pourcetteétude,nous souhaitonscaractériser indépendammentchaque
stimulation. Ainsi, nous considérons une fenêtre temporelle Ti = [tsi − h, tsi − h+ P ], où tsi cor-
respond au début de l’impulsion, h est un décalage temporel avant l’impulsion, et P est la période
de stimulation (généralement donnée en bpm ou ppm). Cette fenêtre Ti encadre donc une stimula-
tion unique et sert à calculer les marqueurs suivants :

— L’intégrale moyennée de la tension, définie par,

Mean(V ) := 1
|Ti|

∫
Ti

V (t) dt. (4.12a)

— Leminimum et le maximum de la tension, définis par,

Min(V ) := min
t∈Ti

V (t), Max(V ) := max
t∈Ti

V (t). (4.12b)

— La dernière valeur de la tension sur la fenêtre,

Last(V ) := V (tsi − h+ P ). (4.12c)

— Leminimum et le maximum de la dérivée temporelle de la tension,

Min ∂t(V ) := min
t∈Ti

∂tV (t), Max ∂t(V ) := max
t∈Ti

∂tV (t). (4.12d)

— Les durées caractéristiques D20, D50 et D90, définies comme,

D20(V ) := arg min
t>tpeak

|V (t) − V20%| − tpeak, V20% := Max(V ) − 0.2∆V,

D50(V ) := arg min
t>tpeak

|V (t) − V50%| − tpeak, V50% := Max(V ) − 0.5∆V,

D90(V ) := arg min
t>tpeak

|V (t) − V90%| − tpeak, V90% := Max(V ) − 0.9∆V,

(4.12e)

(4.12f)

(4.12g)

où tpeak correspond au temps du maximum Max(V ) et avec ∆V = Max(V ) − V (tsi − h).
Dans le cas où V est une tension transmembranaire correspondant à un PA, ces définitions
coïncident avec les durées de potentiel d’action APD20, APD50 et APD90, indiquant les du-
rées nécessaires pour atteindre respectivement 20%, 50% et 90% de repolarisation de la
membrane.

— Les dérivées moyennes calculées sur les intervalles définis par le pic à tpeak et les durées D20,
D50 et D90.

Exemple d’extraction des marqueurs à partir d’une simulation. Pour illustrer l’utilisation de ces
marqueurs, nous considérons unmodèle de membrane composé de trois dipôles en parallèle : un
modèle ionique BR77 avec ses paramètres standards, un condensateur membranaire de capacité
Cm = 1 µF/cm2, et un générateur de courant en µA (sous forme de créneaux de 1ms). Ce modèle
correspond à celui présenté dans le chapitre 1 à la sous-sous-section 3.2.1. Deux stimulations
successives sont appliquées, en partant de l’état initial standard rappelé dans le tableau 1.2 du
chapitre 1.

La figure 4.28montre les variationsde la tension transmembranaire en réponse àdes amplitudes
de stimulation légèrement différentes (espacées de 5 × 10−5 µA), entre 25.16 µA et 25.17 µA. Les
quantités mesurées associées à ces stimulations sont fournies à la figure 4.29.
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Sensibilité à l’amplitude de stimulation. Lemodèle ioniquemontre une grande sensibilité aux
variations d’amplitude de stimulation : une différence de 0.01 µA sépare un potentiel d’action
pleinement développé d’une réponse partielle.

Absence de périodicité dans les réponses. Les résultats des deux stimulations ne sont pas
identiques malgré des amplitudes très proches. Cela est à la fois dû à la dépendance dumodèle
à l’état initial, même si les conditions de stimulation sont presque similaires, et aux dynamiques
lentes du modèle ionique (BR77). Par exemple, la tension maximale atteinte n’est pas la même
entre les deux stimulations.

Transition rapide mais continue. Bien que la transition entre les deux régimes de réponse (PA
pleinement développé ou non) soit rapide, elle reste continue. Les différences observées dans
les résultats des deux stimulations mettent en évidence la nécessité d’utiliser des marqueurs
spécifiques pour caractériser ces transitions, car la classification d’un potentiel d’action comme
pleinement développé ou non dépend du critère choisi. De plus, la rapidité de cette transition
doit être remise en perspective avec les pas de tension délivrés par les stimulateurs. En effet,
les pas d’amplitude d’un stimulateur sont de l’ordre de 0.1mV, tandis que nous parlons ici de
5 × 10−5 µA (50 pA). Bienque cesdeux typesde stimulation (courant ioniqueet tensiondans lemilieu
extracellulaire/extracardiaque) ne soient pas équivalents, la différence d’échelle est significative
et doit être considérée. Par ailleurs, il est probable que la raideur de cette transition explique
également pourquoi la méthode de continuation testée n’a pas donné de résultats satisfaisants.

Importance des marqueurs. La figure 4.29 montre que les marqueurs temporels permettent
d’analyser cette transition selon différentes grandeurs. Il est notable que la première stimulation
influence la seconde, avec un seuil de réponse plus bas pour cette dernière. Parmi lesmarqueurs, le
marqueur Last (correspondant à la dernière valeur dans la fenêtre d’observation) semble présenter
une régularité mathématique supérieure, ce qui le rend potentiellement plus approprié pour
caractériser les transitions entre les différentes catégories de PA.
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FIGURE 4.28 – Évolution de la tension transmembranaire dans unmodèle ionique BR77 stimulé grâce à un générateur de
courant branché en parallèle de la cellule.
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FIGURE 4.29 –Marqueurs standards dans le cas d’un modèle ionique BR77 stimulé grâce à un générateur de courant
branché en parallèle de la cellule. En rouge la première stimulation, en bleu la seconde.

3.2.2 Exemple de comparaison, et première analyse

Dans cette sous-sous-section, nous revenons aumodèle 0D-2MEMB pour étudier l’impact de la
variation des paramètres sur les tensions transmembranaires dumodèle, et plus globalement sur
le phénomène de capture dans le modèle 0D.

La figure 4.30 présente trois simulations obtenues avec les paramètres listés dans le tableau 4.11.
Le graphique A montre les tensions transmembranaires sans modification des paramètres de
référence. Le graphique B illustre l’effet d’une réduction de la conductance extracellulaire àGe =
0.015mS (au lieu de 0.5mS), tandis que le graphique C présente les résultats d’une augmentation
du facteur de remise à l’échelle de la membrane à Sm = 60 cm2 (au lieu de 40 cm2).

Pic négatif sur Vm,2. Nous pouvons noter que la tension transmembranaire Vm,2 présente un pic
négatif (jusqu’à −110mV) au début de la stimulation. Ce phénomène n’est pas habituel dans les
modèles demembrane 0D classiques, où un tel comportement est rarement observé (aumoins
dans le cas d’une simulation de type patch-clamp). Ce pic se produit ici en raison du sens du courant
traversant lamembrane durant l’impulsion. En effet, il est dans le sens opposé à celui du générateur
de courant ionique numéro 2, conséquence de la structure du modèle à deux membranes. Ce
modèle est construit avec deuxmembranes dans des directions opposées pour assurer la bonne
séparation entre les milieux intracellulaire et extracellulaire. Bien que ce pic soit issu de la modéli-
sation, sa validité physiologique reste à confirmer. Il est fréquent, notamment dans le cadre du
modèleMS03, d’introduire desmodifications pour gérer les tensions transmembranaires dépassant
les seuils physiologiques usuels (compris entre −90mV et 50mV). Ces ajustements n’ont pas été
appliqués dans le cas dumodèle BR77 utilisé ici, ce qui peut représenter une limitation pour les
futures simulations numériques.

Importance des paramètres. Il apparaît aussi que, comme dans le modèle précédent 0D-1MEMB,
le facteur de remise à l’échelle Sm joue un rôle déterminant dans la capture. En effet, la variation
de Sm de 40 cm2 à 60 cm2 (entre les graphiques A et C) suffit à supprimer les potentiels d’action.
La conductance extracellulaireGe semble également avoir un impact significatif : sa réduction de
0.5mS à 0.015mS raccourcit considérablement la durée du potentiel d’action pour la première
membrane Vm,1 et supprime le potentiel d’action de la deuxièmemembrane Vm,2.
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FIGURE 4.30 – Comparaisons des tensions transmembranaires dans le modèle 0D-2MEMB pour 3 cas différents. De haut
en bas : cas de base avec Sm = 40 cm2 et Ge = 0.5mS (A), cas avec Ge = 0.015mS (B), et cas avec Sm = 60 cm2 (C).
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Paramètre Valeur Unité

Durée d’offset 4000.0 ms
Durée de transition 0.122 ms
OCD 12.2 ms
Période 666a ms
Nombre de stimulations 5
cm 1 µF/cm2

∆t 10−2 ms

a 666ms équivaut à 90 pulse per minute (ppm)

R/C Valeur Unité

Cets 9.3639 µF
Cts 10.6248 µF
Rw,ring 0.080 kΩ
Rpulse 0.007 kΩ
Rw,tip 0.20 kΩ
Rrec 5.0 kΩ
Rblock 80.0 kΩ
C− 5.55 µF
R− 0.03 kΩ
C+ 18.74 µF
R+ 2.0 kΩ
Ge 0.5 mS
Gi 500 mS
Sm 40 cm2

TABLE 4.11 – Paramètres physiques et numériques utilisés pour les simulations du modèle 0D-2MEMB. À gauche les
paramètres de durées et certains coefficients physiques du modèle, ainsi que le pas de temps utilisé, et à droite, les
paramètres physiques des circuits électriques équivalents.

3.2.3 Courbes de Lapicque

Dans un second temps, nous analysons le comportement des marqueurs introduits précédem-
ment dans le modèle 0D-2MEMB, en les appliquant à l’étude de la courbe de Lapicque. Pour cela,
plusieurs simulations ont été effectuées, dont les résultats sont présentés dans les figures 4.31
à 4.33.

Marqueurs dans le plan amplitude-durée. La figure 4.31 illustre les variations des marqueurs
dans l’espace de Lapicque amplitude-durée, en utilisant les paramètres définis dans le tableau 4.11.
Quatre stimulations identiques en amplitude et durée sont réalisées, bien que seules les trois der-
nières soient représentées, car la première stimulation présente des différences notables, comme
vu précédemment dans la figure 4.28. Ici, nous nous concentrons uniquement sur les marqueurs
associés aux deux membranes, Vm,1 et Vm,2, afin de mettre en évidence la difficulté à établir la
courbe de Lapicque en fonction de ces critères, notamment en raison de leur non-périodicité.

Comparaisons inter-membranes et inter-stimulations. Il apparaît que les deux membranes
présentent globalement des valeurs de marqueurs conduisant à des conclusions similaires, bien
que les valeurs maximales, dans la zone des stimulations capturantes, diffèrent. Par exemple, le
marqueur D50 présente des différences entreVm,1 etVm,2. De plus, nous pouvons remarquer que les
marqueurs varient entre les stimulations successives, ce qui indique une potentielle non-périodicité
de la tension transmembranaire pour ces trois stimulations. Par ailleurs, il est visuellement difficile
de tracer une courbe de Lapicque précise en s’appuyant uniquement sur le marqueur D20. En effet,
seule une région en formede croissant au centre du plan amplitude-durée dépasse le seuil de 80ms.
Cette complexité est en partie due à la forme du potentiel d’action dans le modèle ionique BR77
ainsi qu’au choix du critère. Plus la stimulation est intense (en termes de durée ou d’amplitude),
plus la valeur maximale de la tension transmembranaire augmente, tandis que le modèle ramène
la valeur moyenne plateau du potentiel d’action autour de 20mV. Cela entraîne une diminution
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progressive de la durée D20 àmesure que la valeur maximale de la tension s’éloigne de la valeur
plateau.

Seuillage sur la tension transmembranaire. Le seul critère qui présente une certaine stabilité, à
la fois en termes de périodicité et de cohérence entre les deux membranes, est le critère de seuil
représenté sur la dernière ligne de la figure. Ce critère se révèle robuste dans notre cas d’étude,
mais n’est pas forcément idéal d’un point de vuemathématique selon l’application. En effet, il s’agit
d’une valeur booléenne qui présente une discontinuité au niveau du seuil, ce qui peut poser des
problèmes en termes d’analyse fine.
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FIGURE 4.31 –Comparaisons numériques de plusieurs quantités dans le plan de Lapicque amplitude-durée de stimulation
pour le modèle 0D-2MEMB, et pour 3 stimulations successives. À gauche, les quantités relatives à la première membrane,
et à droite celles relatives à la seconde.

Variabilité de la courbe de Lapicque. Dans le plan amplitude-durée, nous souhaitons illustrer
l’effet des paramètres dumodèle sur la courbe de Lapicque à critère fixé, comme cela a été réalisé
pour le modèle 0D-1MEMB à la figure 4.26. Les courbes de Lapicque présentées ici reposent sur le
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critère suivant,
L(A, d) = 1

2 (Last(Vm,1) + Last(Vm,2)) + 84.41413, (4.13)

où −84.414 13mV correspond à la valeur moyenne empirique du critère Last, obtenue en considé-
rant lamoyenneentre captureetnon-capture. L’algorithmedesubdivisions récursivesestparamétré
avec 42 subdivisions par cellule, jusqu’au niveau de raffinement numéro 4.

La figure 4.32 illustre les variations de la courbe de Lapicque numérique en fonction des para-
mètres donnés précédemment. Comme dans la figure 4.26, les graphiques montrent deux zones
qui délimitent le seuil de capture expérimental, obtenu lors de l’expérimentation animale numéro
2 (sonde implantée dans le ventricule droit, au niveau de l’apex et dans le septum).

Influence des paramètres. Il est important de noter que le paramètre de remise à l’échelle Sm
joue de nouveau un rôle important dans le modèle, et qu’il impacte significativement la position
du seuil. Cependant, les valeurs de Sm doivent être presque divisées par trois pour obtenir des
résultats similaires à ceux dumodèle précédent. De plus, les paramètresC+,R−, et nstims semblent
avoir peu ou pas d’influence sur la courbe, tandis que l’effet deC− et deR+ est comparable à celui
observé dans le modèle précédent.

Conductances intracellulaire et extracellulaire. Par ailleurs, le nouveau paramètre de conduc-
tance intracellulaireGi a un impact relativement faible sur la courbe de Lapicque, similaire à celui
de R+, au moins dans la plage de valeurs testées. En revanche, le paramètre de conductance
extracellulaireGe est plus complexe à interpréter, car il est le seul paramètre où les courbes de
Lapicque se croisent. Une exploration plus approfondie des résultats (non illustrée ici) permet
demieux comprendre ce phénomène. Dans la plage de valeurs testées,Ge prend des valeurs de
l’ordre de 10−2 mS. Ces valeurs semblent poser des problèmes dans le modèle. Nous ne sommes
pas encore enmesure de déterminer si cela est dû à des valeurs non physiologiques affectant les
modèles ioniques, ou si cela provient d’un problème dans la résolution numérique du système
d’EDO, comme un choix de pas de temps inapproprié.

Variabilité dans l’espace de paramètres tissulaires. Nous nous sommes ensuite intéressés à
l’évolution des marqueurs présentés en début de sous-section, mais dans un plan différent de
celui utilisé précédemment. Pour cela, nous avons fixé tous les paramètres à ceux indiqués dans
le tableau 4.11, avec une stimulation à une amplitude de 1000mV et une durée de 0.5ms. Nous
avons ensuite fait varier les paramètres décrivant le tissu (Sm, Ge, Gi) deux à deux, et étudié les
différents marqueurs.

Résultats. Les résultats sont présentés dans la figure 4.33 pour les trois dernières stimulations
d’une série de quatre. Dans les trois premières colonnes, nous avons fixéGi à 50mS et exploré le
plan (x = Sm, y = Ge). Dans les trois colonnes suivantes,Ge est fixé à 0.1mS, et nous avons étudié
le plan (x = Sm, y = Gi). Enfin, dans les trois dernières colonnes, nous avons fixé Sm à 40 cm2 et
analysé le plan (x = Ge, y = Gi). Les lignes de la figure concernent alternativement Vm,1 et Vm,2,
et les deux dernières sont consacrés à deux critères sur la tension mesurée Vmeas (Mean et Max). De
plus, un certain nombre de stimulations n’a pas abouti, soit à cause de valeurs non physiologiques
ou de problèmes de pas de temps; ces valeurs ne sont pas affichées et apparaissent donc en blanc
sur les graphiques.

Profil des courbes de Lapicque. Nous n’observons plus le profil en 1/x décrivant la courbe de
Lapicque comme dans les plans amplitude-durée précédents. Les lignes de seuil sont différentes
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FIGURE 4.32 – Illustration de l’influence locale d’un seul paramètre sur la courbe de Lapicque dans le plan amplitude-
durée, pour le modèle 0D-2MEMB. Les zones colorées encadrent les courbes de Lapicque expérimentales trouvées lors
de l’expérimentation sur la brebis 2 pour différents sites d’implantation de sonde : ventricule droit en position apicale
(RV Apex, en rose ) et ventricule droit en position septale (RV Septum, en bleu ).
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d’un plan à un autre, d’autant plus que les graphiques sont donnés avec certains axes en échelle
logarithmique. Les différents graphiquesmettent aussi en lumière la forte variabilité que le modèle
peut fournir, en fonction de paramètres variables dans des coupes 2D simples.

Asymétrie entre les deux membranes. Il existe des zones où seule la premièremembrane Vmemb,1
capture, tandis que la deuxièmemembrane Vmemb,2 ne capture pas. Cela se produit dans le plan
(Smemb, Ge) pour le critère Max, où nous observons une zone asymétrique entre les deux critères :
Smemb > 40 cm2 etGe < 10−2 mS.

Plan des conductances tissulaires. Les colonnes dans le plan (x = Ge, y = Gi) fournissent une
zone de paramètres, 0.1mS < Ge < 1.0mS etGi > 1.0mS, menant à un potentiel d’action sur les
deux membranes dans la coupe proposée avec Sm = 40 cm2.

3.2.4 Analyse de sensibilité globale

Les sous-sections précédentes ont mis en évidence plusieurs variabilités locales de la courbe de
Lapicqueen fonctiondesparamètresdumodèle.Nousnous sommesensuite intéressés à l’influence
globale des paramètres sur les marqueurs à l’aide d’une étude de sensibilité basée sur la méthode
de Sobol. Cette analyse poursuit deux objectifs principaux :

1. Identifier les paramètres influençant les sorties dumodèle numérique, à travers l’étude de
certains marqueurs temporels spécifiques plutôt que sur l’ensemble des résultats temporels.

2. Étudier la sensibilité d’une métrique de comparaison entre les données expérimentales et les
simulations.

Méthode de sensibilité globale de Sobol avec échantillonnage de Saltelli. Laméthode de Sobol
[142] est une approche de sensibilité globale qui quantifie l’influence des paramètres d’entrée
d’unmodèle sur les variations de ses résultats. Cette méthode repose sur la décomposition de la
variance de la sortie du modèle, en attribuant des contributions distinctes à chaque paramètre
ainsi qu’à leurs interactions.

Modèle et variance. Considérons un modèle mathématique f dépendant deN variables d’entrée
notées (xi)N

i=1, et produisant une sortie réelle y ∈ R, exprimée comme,

y = f(x1, x2, . . . , xN ). (4.14)

La variance totale de la sortie y, notéeV(y), peut être décomposée de la manière suivante,

V(y) =
N∑

i=1
Vi +

N∑
i<j

Vi,j + . . .+ V1,2,...,N , (4.15)

où Vi représente l’effet de premier ordre, c’est-à-dire la part de la variance attribuée à la variable xi

seule, Vi,j représente l’effet de second ordre, soit la part de la variance due à l’interaction entre xi

et xj , tandis que V1,2,... représente les interactions d’ordre supérieur. Ces coefficients sont calculés
à l’aide des formules suivantes,

Vi := Vxi (Ex∼i (y | xi)) et Vi,j := Vxi,xj

(
Ex∼i,j (y | xi, xj)

)
− Vi − Vj , (4.16)

oùVZ et EZ désignent respectivement la variance et l’espérance conditionnelle par rapport à une
variable aléatoire Z, et x∼i représente l’ensemble des paramètres d’entrée à l’exception de xi. Par
exemple, l’expression Vxi (Ex∼i (y | xi)) désigne la variance de l’espérance conditionnelle de la
sortie y, en fonction de xi, en prenant en compte toutes les autres variables x∼i.
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FIGURE 4.33 – Courbes de Lapicque dans des coupes de l’espace de paramètres (Sm, Ge, Gi), à durée et amplitude de
stimulation fixées.
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Indices de Sobol. Les indices de Sobol sont calculés à partir des variances Vi, Vi,j , etc. Les indices
de premier ordre, notés Si, sont définis comme suit,

Si := Vi

V(y) , (4.17)

ce qui représente le ratio entre Vi et la variance totale de la sortie. Les indices Si donnent une
mesure quantitative de l’influence individuelle de la variable xi sur la sortie y. De lamêmemanière,
les indices de second ordre, Si,j , qui mesurent l’influence combinée de deux variables xi et xj , sont
définis par,

Si,j := Vi,j

V(y) . (4.18)

Enfin, les indices totaux de Sobol, notés STi , prennent en compte l’influence totale du paramètre
xi, y compris ses interactions avec tous les autres paramètres. Ils sont donnés par la formule,

STi
:= Ex∼i (Vxi (y | x∼i))

V(y) = 1 − Vx∼i (Exi (y | x∼i))
V(y) . (4.19)

Méthode d’échantillonnage. Pour estimer les indices de Sobol (Si,Si,j , etSTi ), l’une desméthodes
les plus utilisées est l’échantillonnagede Saltelli [136, 137]. Cette technique repose sur la génération
de deux matrices d’échantillons, notées A et B, chacune de tailleM × N , oùM représente le
nombre d’échantillons etN le nombre de paramètres d’entrée dumodèle. Ensuite, des matrices
intermédiaires sont construites en combinant les lignes deA etB, ce qui permet de calculer les
termes nécessaires pour estimer les indices de Sobol avec une bonne précision statistique et un
coût de calcul raisonnable (nombre d’évaluations). Le nombre total d’évaluations dumodèle requis
estM(2N + 2).

Paramètres et marqueurs. Dans notre cas, la fonction f décrivant le modèle n’est pas analytique.
En effet, elle résulte de la résolution numérique du système défini par le modèle 0D-2MEMB, com-
plétée par un post-traitement pour obtenir les marqueurs. Plus précisément, chaque quantité dont
nous souhaitons évaluer la sensibilité s’exprime sous la forme d’une fonction fi telle que,

yi = fi(θ), (4.20)

où θ représente l’ensemble des paramètres. En pratique, les fonctions fi combinent une fonction
de post-traitement et une méthode de résolution du système différentiel. Cette méthode dépend
elle-même de paramètres tels que le choix du schéma temporel, du pas de temps ou des différents
ε utilisés dans la résolution. Cependant, nous avons choisi de ne pas étudier l’influence de ces
paramètres numériques ici. L’analyse a été restreinte aux paramètres physiques dumodèle, à savoir
les coefficients de capacité, de résistance, de conductance et de remise à l’échelle,

θ = {Cets, Cts, Rpulse, Rint, R−, τ−, R+, τ+, Sm, Ge, Gi} ∈ R11. (4.21)

Résultats numériques. Nous présentons ci-après les résultats d’une analyse de sensibilité globale
de Sobol appliquée au modèle 0D-2MEMB. Tous les paramètres, à l’exception de ceux étudiés
(θ), ont été fixés aux valeurs données dans le tableau 4.12. Ces valeurs sont différentes de celles
données précédement puisqu’elles concernent cette fois-ci le second stimulateur utilisé durant les
expérimentations, le Pulse System Analyzer (PSA). Les paramètres θ ont été échantillonnés selon
les bornes spécifiées dans le tableau 4.13.
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Paramètre Valeur Unité

Durée d’offset 100.0 ms
Durée de transition 0.122 ms
OCD 58.5 ms
cm 1 µF/cm2

∆t 10−2 ms

R/C Valeur Unité

Rw,ring 0.080 kΩ
Rw,tip 0.028 kΩ
Rrec 0.05 kΩ
Rblock 0.499 kΩ

TABLE 4.12 – Paramètres physiques et numériques fixés utilisés pour les l’étude de sensibilité globale du modèle 0D-
2MEMB. À gauche les paramètres de durées et certains coefficients physiques dumodèle, ainsi que le pas de temps utilisé.
À droite, les paramètres physiques des circuits électriques équivalents fixés.

L’analyse de sensibilité a été effectuée avec un total de 786 432 jeux de paramètres 5. Les indices
de Sobol de premier et de second ordre (ceux-ci ne sont pas présentés ici) ainsi que les indices
totaux ont été calculés à l’aide de la bibliothèque SALib 6 (Python), en association avec le code
CirCE. L’ensemble des simulations a été réalisé sur la plateforme de calcul PlaFRIM 7 en environ
85.33 heures et en utilisant 8 nœuds à 48 processeurs chacun 8.

Paramètre Min Max Échelle Unité

Cets 10−2 103 logarithmique µF
Cts 10−2 103 logarithmique µF
Rpulse 10−4 101 logarithmique kΩ
Rint 10−4 101 logarithmique kΩ
R− 10−4 103 logarithmique kΩ
τ− 10−3 102 logarithmique ms
R+ 10−4 103 logarithmique kΩ
τ+ 10−3 102 logarithmique ms
Sm 10−1 103 logarithmique cm2

Ge 10−4 102 logarithmique mS
Gi 10−4 102 logarithmique mS

TABLE 4.13 – Échantillonnage des paramètres pour étudier la sensibilité globale des marqueurs dans le modèle à 2
membranes.

Explication des tableaux. Les figures 4.34 et 4.35 présentent respectivement les indices de premier
ordre et les indices totaux issus de l’analyse de Sobol pour différents marqueurs, notamment sur
les tensions transmembranaires Vm,1 (premier bloc en haut) et Vm,2 (bloc central), ainsi que sur la
tension mesurée aux bornes du stimulateur Vmeas. L’analyse inclut également des erreurs relatives
discrètesL2 (0, T ) par rapport aux données expérimentales obtenues lors des expérimentations
animales sur labrebisnuméro4.CesdonnéesontétéobtenuesavecunPSA, et concernent la tension
Vmeas pourplusieurs recherchesde seuil. Nousneconsidéronsqu’une sériede6 impulsionsdedurée
fixe (0.54ms) et d’amplitudes de 900mV puis 800mV (trois impulsions à chaque amplitude), à une
fréquence de 90 bpm. Les données ont été découpées selon les différentes phases de stimulation :
impulsion, transition, et OCD.

5. Bien que ce nombre de jeux de paramètres peut paraître conséquent, il ne correspond pourtant qu’à une grille de 3.4311 points
dansR11.

6. salib.readthedocs.io
7. plafrim.fr
8. À raison de 2.5min par simulation sur 384 processeurs (1 simulation = 2100ms = 2 100 000 pas de temps de 10−3 ms).
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Indices de premier ordre. La figure 4.34 présente les effets des paramètres pris individuellement
sur les différents marqueurs. Premièrement, aucun indice Si ne dépasse la valeur de 0.3, à l’excep-
tion dumaximum de Vmeas dans la colonne associée à la capacitéCts. Cette valeur non négligeable
est compréhensible, car Cts correspond au condensateur qui se décharge durant la phase OCD,
permettant ainsi au courant de parcourir le circuit dans le sens inverse de celui durant l’impulsion.
Deuxièmement, la plupart desmarqueurs deVm,1 etVm,2 ne semblent pas être affectés par les varia-
tions des paramètres du stimulateur ou des contacts pris isolément, ceci suggère que leur influence,
si elle existe, se manifeste seulement en combinaison avec d’autres paramètres. Troisièmement, la
phase de repolarisation de Vm,1 semble davantage influencée par le paramètre extracellulaireGe,
contrairement à celle de Vm,2 qui n’est pas affectée de la mêmemanière. Cela reflète une différence
dans la dynamique de repolarisation des deuxmembranes dépendamment du paramètreGe. Enfin,
les résistances des contacts (R+,R−) ont un effet au premier ordre plus important que les autres
paramètres sur l’erreur L2 (0, T ) durant l’impulsion (blocs inférieurs, lignes d’erreurs).

Indices totaux. La figure 4.35 montre les effets totaux des paramètres sur les différents marqueurs.
Premièrement, il est surprenant de constater que le principal condensateur, Cets, présente une
influence relativement faible sur les marqueurs et les erreurs par rapport aux autres paramètres,
malgré son rôle central dans la stimulation (en se déchargeant). En revanche, le second condensa-
teur,Cts, montre une influence significative, confirmée par les indices de Sobol de premier ordre
(figure 4.34). Ce dernier a un impact manifeste sur les marqueurs de durée D20, D50 et D80 de
la secondemembrane, bien que son effet soit plus limité sur la première membrane. Deuxième-
ment, Cts influence également de manière importante l’erreur relative durant la phase d’OCD,
ce qui est encourageant pour de futures calibrations. En comparaison, les autres paramètres du
stimulateur semblent jouer un rôle moindre. Néanmoins, parmi eux, les paramètres de contact
exercent une influence modeste sur les marqueurs associés à la tension mesurée Vmeas. Troisième-
ment, les paramètres du tissu (Sm, Ge, Gi) ont une influence significative sur les deux membranes,
comme le montrent les zones colorées de la figure (zones où STi > 0.5). Toutefois, l’influence
de la conductance extracellulaireGe est asymétrique entre les deux membranes. Cette asymétrie
pourrait s’expliquer par la disposition des membranes dans le modèle, ainsi que par le fait que
la source ionique de courant se situe dans un sens opposé au courant traversant le stimulateur
pendant la phase d’impulsion, ce qui influence particulièrement le marqueur Min(Vm,1). Enfin,
conformément à l’étude de sensibilité locale réalisée précédemment sur la courbe de Lapicque, le
paramètre de remise à l’échelle se révèle être le plus influent dans le modèle, notamment en ce
qui concerne les critères étudiés. Ce paramètre a également un impact notable sur l’erreur relative
L2 (0, T ) durant l’OCD, ce qui justifie une future calibration. À l’exception du condensateurCts, la
majorité des autres paramètres du stimulateur et des contacts semblent avoir un effet plus limité.

3.2.5 Hystérésis dans le modèle

Lephénomèned’hystérésis désigne lapropriétéd’un systèmeàavoir un comportementdifférent
selon qu’une cause extérieure augmente ou diminue; ici, l’utilisation d’amplitudes croissantes ou
décroissantes pendant une recherche de seuil. Cette étude s’inspire d’un constat expérimental et
clinique bien connu : la courbe de Lapicque ne se positionne pas nécessairement au même endroit
selon que le tissu a été précédemment stimulé, entraînant ou non la propagation d’un potentiel
d’action. Ce phénomène a été partiellement illustré à la fois dans les données expérimentales de la
figure 4.7, et avec les résultats numériques des figures 4.28 et 4.29. Nous y avons constaté l’impact
de l’état initial du modèle ionique sur la réponse à une stimulation qui suit.

Dans les figures 4.36 et 4.37, nous illustrons le phénomène d’hystérésis pour des amplitudes
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FIGURE 4.34 – Indices de Sobol de premier ordre dans le modèle 0D-2MEMB, selon les paramètres θ. Le tableau est divisé
en trois blocs : en haut, des marqueurs sur la première membrane Vm,1 ; au milieu, sur la secondemembrane Vm,2 ; et en
bas, ceux sur la tension mesurée Vmeas.
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FIGURE 4.35 – Indices totaux de Sobol dans le modèle 0D-2MEMB, selon les paramètres θ. Le tableau est divisé en trois
blocs : en haut, des marqueurs sur la première membrane Vm,1 ; au milieu, sur la secondemembrane Vm,2 ; et en bas,
ceux sur la tension mesurée Vmeas. Les STi supérieurs à 0.5 sont encadrés en rouge.
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variant entre 1400mV et 1500mV. Cet intervalle est divisé en 50 amplitudes, et 5 stimulations
successives sont effectuées à chaque amplitude. Les paramètres physiques et temporels dumodèle
sont donnés dans le tableau 4.14. Ces paramètres sont ceux fixés dans le tableau 4.12 et ceux
minimisant l’erreur relative pondérée, issue de l’analyse de sensibilité de Sobol sur les 786 432 jeux
de paramètres,

0.45 × L2 (pulse) + 0.45 × L2 (inter) + 0.1 × L2 (ocd) . (4.22)

Il est important de rappeler que le circuit électrique interne du PSA n’est pas bien connu et que,
bien que le circuit qui nous a été fourni présente les même composants électriques que celui du
Borea™, leurs valeurs sont complètement différentes.

Paramètre Valeur Unité

Durée d’offset 100.0 ms
Durée de transition 0.122 ms
OCD 58.5 ms
Période 500a ms
Nombre de stimulations 5
cm 1 µF/cm2

∆t 10−2 ms

a 500ms équivaut à 120 pulse per minute (ppm)

R/C Valeur Unité

Cets 0.1878 µF
Cts 0.1847 µF
Rw,ring 0.028 kΩ
Rpulse 0.000 13 kΩ
Rw,tip 0.08 kΩ
Rrec 0.05 kΩ
Rblock 0.499 kΩ
τ− 0.0103 ms
R− 156.6938 kΩ
τ+ 33.2105 mS
R+ 54.1674 kΩ
Ge 0.2080 mS
Gi 2.0574 mS
Sm 0.2117 cm2

TABLE 4.14 – Paramètres physiques et numériques utilisés pour les simulations du modèle 0D-2MEMB. À gauche les para-
mètres de durée et certains coefficients physiques dumodèle, ainsi que le pas de temps utilisé. À droite, les paramètres
physiques des circuits électriques équivalents.

Hystérésis sur les tensions transmembranaires. La figure 4.36 illustre les variations des mar-
queurs sur les deux tensions transmembranaires, Vm,1 et Vm,2. Leur analyse met en évidence la
présence d’hystérésis sur l’ensemble des marqueurs.

Cas particulier de la membrane Vm,1 sur D20, D50 et D90 (deuxième ligne de la figure 4.36).

Le seuil pour des amplitudes descendantes sur ces marqueurs est particulier, puisqu’un double
seuil est visible. Les marqueurs diminuent une première fois, puis à nouveau, pour finalement
retourner à leur valeur de non-capture. Ce phénomène est inattendu et n’est pas observable sur la
deuxièmemembrane, Vm,2. Nous pouvons supposer que cela est dû à des interactions complexes
entre lesmodèles ioniques et les conductances tissulaires,Ge etGi (comme illustré à la figure 4.33).
Par ailleurs, nous notons que la forme du seuil ascendant diffère entre les deux membranes, sans
doute pour les mêmes raisons.

Position de la courbe de Lapicque. Certains marqueurs montrent de grandes variations rapides
entre les stimulations qui ne capturent pas et celles qui capturent (commeMean, Last, et Min∂t).
Deux courbes de Lapicque pourraient être tracées en fonction de ces marqueurs : l’une pour les
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amplitudes croissantes, et l’autre pour les amplitudes décroissantes, avec une différence d’environ
50mV. Cependant, cela ne semble pas aussi clair pour d’autres marqueurs qui présentent des com-
portements inattendus (par exemple D20, D50 ou D90 sur Vm,2), ou des variations plus progressives
sur la même plage de 50mV (commeMin∂t sur D20, D50 et D90 pour Vm,1 en ascendant).

Propriétés mathématiques. Aucun critère ne semble posséder de bonnes propriétés mathéma-
tiques en termes de régularité, ce qui pourrait compliquer l’utilisation directe de ces critères dans
des méthodes basées sur les gradients pour localiser précisément le seuil (comme les méthodes
de continuation de type prédiction-correction).

Hystérésis sur la tension mesurée. La figure 4.37 illustre les variations des marqueurs sur la
tension mesurée aux bornes du stimulateur, Vmeas. Pour rappel, cette tension est la seule qu’il est
possible demesurer expérimentalement, et donc la seule qui puisse être comparée entre simulation
et expérimentation. La colonnedegaucheprésente lesmarqueurs bruts (sansmodifications), tandis
que la colonne de droite présente les marqueurs après modification,

[Min (modifié)] (A) := [Min] (A) + 0.997A,
[Max (modifié)] (A) := [Max] (A) − 0.032A,
[Min ∂t (modifié)] (A) := [Min ∂t] (A) + 99.727A,
[Max ∂t (modifié)] (A) := [Max ∂t] (A) − 44.870A,

(4.23a)

(4.23b)

(4.23c)

(4.23d)

oùA désigne l’amplitude de stimulation. Les coefficients ont été déterminés à la main à partir des
marqueurs eux-mêmes, de sorte à leur retirer leur composante principale par rapport à l’amplitude
de stimulation.

Hystérésis parfois invisible. La première colonne de la figure 4.37 montre la difficulté à observer
clairement un phénomène d’hystérésis sur la tensionmesurée Vmeas. Les deux premiers graphiques
(marqueurs Mean et Last dans la colonne de gauche) sont les seuls à montrer des variations claires
autour du seuil. Cependant, les valeurs du marqueur Mean avant et après les seuils (pour A =
1400mV etA = 1500mV) varient peu entre elles et, pire encore, elles semblent décroître vers le
seuil en dehors de la fenêtre observée. Cela complique la distinction entre capture et non-capture.
Le marqueur Last n’est guère mieux car, même si la différence autour du seuil est visible et peut
être associée à un phénomène d’hystérésis, la différence relative entre les deux extrema reste
minime comparée à l’amplitude totale de Vmeas. Ce seuil n’est pas vérifiable dans les données
expérimentales, et il est probable qu’il soit dû à des artefacts numériques (choix du schéma en
temps, pas de temps, instabilité numérique).

Hystérésis avec des marqueurs modifiés. Nous avons ensuite modifié les marqueurs qui ne
semblaient pasmontrer d’hystérésis (Min, Max, Min∂t et Max∂t). En étudiant les versionsmodifiées,
nous avons constaté que les marqueurs Max et Max∂t présentent effectivement une hystérésis.
Cependant, lemarqueurMin, bienqu’ilmontre une légère hystérésis, souffred’oscillationsparasites
qui le rendent inutilisable en pratique. Enfin, le marqueur Min∂t semble simplement proportionnel
à l’amplitude de stimulation, sans lien avec la réaction du tissu, ce qui indique que l’hystérésis n’est
pas observable avec ce marqueur.

186 Section 3.Modèles 0D



4CHAPI
T
R
E

1 400 1 425 1 450 1 475 1 500
0

10

20

30

40
Mean [mV]

1 400 1 425 1 450 1 475 1 500

−85

−84.5

−84

−83.5
Min [mV]

1 400 1 425 1 450 1 475 1 500
−60

−40

−20

0

Max [mV]

1 400 1 425 1 450 1 475 1 500
−84.6
−84.4
−84.2

−84
−83.8
−83.6
−83.4

Last [mV]

1 400 1 425 1 450 1 475 1 500
0

50

100

150

D20 [ms]

1 400 1 425 1 450 1 475 1 500
0

50
100
150
200

D50 [ms]

1 400 1 425 1 450 1 475 1 500
0

100

200

D90 [ms]

1 400 1 425 1 450 1 475 1 500
−8 460
−8 440
−8 420
−8 400
−8 380
−8 360
−8 340

Min ∂t [mV/ms]

1 400 1 425 1 450 1 475 1 500

80

90

100

110

Max ∂t [mV/ms]

1 400 1 425 1 450 1 475 1 500
−80

−60

−40

−20

0
Mean ∂t (D20) [mV/ms]

1 400 1 425 1 450 1 475 1 500
−40

−30

−20

−10

0
Mean ∂t (D50) [mV/ms]

1 400 1 425 1 450 1 475 1 500
−15

−10

−5

0
Mean ∂t (D90) [mV/ms]

1 400 1 425 1 450 1 475 1 500
0

10

20

30

40
Mean [mV]

1 400 1 425 1 450 1 475 1 500

−111.5
−111

−110.5
−110

−109.5
Min [mV]

1 400 1 425 1 450 1 475 1 500
−80
−60
−40
−20

0
20

Max [mV]

1 400 1 425 1 450 1 475 1 500
−84.6
−84.4
−84.2

−84
−83.8
−83.6
−83.4

Last [mV]

1 400 1 425 1 450 1 475 1 500
0

20
40
60
80

100
120

D20 [ms]

1 400 1 425 1 450 1 475 1 500
0

50
100
150
200

D50 [ms]

1 400 1 425 1 450 1 475 1 500
0

50
100
150
200
250

D90 [ms]

1 400 1 425 1 450 1 475 1 500
−8 460
−8 440
−8 420
−8 400
−8 380
−8 360
−8 340

Min ∂t [mV/ms]

1 400 1 425 1 450 1 475 1 500
20
40
60
80

100
120
140

Max ∂t [mV/ms]

1 400 1 425 1 450 1 475 1 500

−20
−15
−10
−5

0
Mean ∂t (D20) [mV/ms]

1 400 1 425 1 450 1 475 1 500
−10
−8
−6
−4
−2

0
Mean ∂t (D50) [mV/ms]

1 400 1 425 1 450 1 475 1 500

−3

−2

−1

0
Mean ∂t (D90) [mV/ms]

FIGURE 4.36 – Illustration du phénomène d’hystérésis dans le modèle 0D-2MEMB pour plusieurs marqueurs sur les deux
tensions membranaires : en haut Vm,1, en bas Vm,2. Les amplitudes croissantes sont représentées en rouge, tandis que
les amplitudes décroissantes sont illustrées en bleu.
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FIGURE 4.37 – Illustration du phénomène d’hystérésis dans le modèle 0D-2MEMB pour plusieurs marqueurs sur la tension
mesuréeVmeas. Les amplitudes croissantes sont représentées en rouge, et les amplitudes décroissantes en bleu. À gauche
les marqueurs bruts, et à droite les marqueurs modifiés.
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4 Conclusions sur les résultats numériques

Modèle spatial. Les études numériques sur le modèle spatial mettent en lumière la complexité des
interactions entre les paramètres géométriques, électriques et physiques dans le phénomène de
capture suite à une stimulation délivrée par un stimulateur. Elles soulignent en particulier l’impor-
tance de la géométrie dans celle-ci. L’analyse démontre aussi que des variations de conductivités
peuvent réduire l’amplitude de stimulation nécessaire pour déclencher un potentiel d’action, et
souligne ainsi la non-linéarité des membranes cellulaires et la complexité du modèle. De plus,
les résultats montrent que la géométrie de la vis et les conductivités influencent fortement la
répartition du courant, indépendamment des variations d’amplitude de stimulation.

Modèles 0D. Les études des modèles 0D, à une membrane et à deux membranes, ont permis
d’illustrer les variations de tension transmembranaire et d’analyser la sensibilité locale et globale
desmodèles aux variations d’amplitude de stimulation et de paramètres. Les réponses desmodèles
varient significativement entre les stimulations, mettant ainsi en évidence l’importance de l’état
des variables pré-stimulation. Nous avons également introduit un certain nombre demarqueurs
pour caractériser les différentes tensions du modèle, afin d’étudier de manière plus approfondie le
phénomène de capture. Les études illustrent également la variabilité de la courbe de Lapicque,
influencée par les paramètres dumodèle, notamment la surface membranaire et les conductances,
suggérant ainsi que le paramètre de remise à l’échelle est celui qui a le plus grand impact sur
le potentiel d’action. Toutefois, ce paramètre est uniquement dû au recours au modèle 0D. Ce
dernier nous permet de nous affranchir de la complexité géométrique coûteuse en calcul, au prix
de l’introduction de ce nouveau paramètre, dont la valeur reste incertaine et qui semble avoir un
impact considérable sur les résultats.

Hystérésis. Enfin, le phénomène d’hystérésis, illustré à travers les marqueurs sur les tensions
transmembranaires et la tension mesurée, a montré des comportements complexes. Certains
marqueurs spécifiques, ayant des variations notables autour du seuil, permettent d’illustrer la
doublepositionde la courbedeLapicque,dépendammentdusensdevariationdesamplitudesdans
la recherche de seuil numérique. De plus, l’étude a permis demettre en évidence des limitations
liées auxmarqueurs et à leurs différentes caractéristiques, permettant ou non de définir une courbe
de Lapicque claire. Il est par ailleurs important de noter que Vmeas ne reflète pas, ou très mal,
l’hystérésis dumodèle. L’étude souligne donc aussi l’importance d’une analyse approfondie des
paramètres et de leur variabilité pour établir une définition claire du phénomène de capture.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

L E travail effectué dans le cadre de cette thèse, et présenté dans ce manuscrit, explore de
nouvelles approches pourmodéliser les stimulations délivrées par des stimulateurs cardiaques

implantables. Les modèles développés, spatiaux et 0D, intègrent à la fois le stimulateur sous la
forme d’un circuit électrique réaliste mais aussi des modèles électriques équivalents reproduisant
les couches ioniques qui se forment sur les électrodes. Ces deux aspects permettent ainsi de simuler
des interactions réalistes entre les électrodes et le tissu. Les modèles permettent d’obtenir des
résultats numériques interprétables et comparables aux expérimentations menées, ce qui d’une
part permet l’étude de leur crédibilité, et d’autre part, permettent aussi d’étudier in silico l’influence
demodifications géométriques, de paramètres ou d’environnement sur la courbe de Lapicque.

Modèles. Lesdifférentsmodèlesdu chapitre 1ont étéprésentés sous la formedeblocspouvant être
raccordés entre eux. Nous avons ainsi abordé lesmodèles spatiaux, tels que lesmodèles bidomaine
et monodomaine déjà présents dans la littérature, puis des modèles de circuits électriques, tels
que celui inspiré d’un stimulateur cardiaque commercial à quatre phases (impulsion, transition,
décharge des contacts et attente). Pour coupler ces deux types modèles, nous avons introduit des
circuits électriques équivalents reproduisant la couche ionique formée à la surface des électrodes.
Ce couplage des flux de courant est représenté par des équations différentielles ordinaires définies
spatialement sur les électrodes dans les modèles de propagation. Le modèle complet est d’ailleurs
présenté de manière générique dans le chapitre 2, où une preuve d’existence est faite.

Complexité des modèles. La complexité du modèle spatial nous a conduits à en proposer des
versions simplifiées, sans propagation spatiale, où le tissu est réduit à un simple dipôle réactif
(membrane-résistance). Ces modèles, appelés 0D en raison de leur nature non spatiale, conservent
néanmoins toutes les composantes essentielles dumodèle spatial, incluant un circuit représentant
le stimulateur, des modèles de contact électrode-tissu, et une représentation simplifiée du tissu.
Ces modèles ont l’avantage d’avoir des coûts de calcul réduit par rapport au modèle spatial. En
particulier, nous avons proposé deux modèles distincts : le premier avec une uniquemembrane
cellulaire, et le second avec deux membranes accompagnées de deux conductances équivalentes
représentant respectivement les milieux extracellulaire et intracellulaire. Le passage dumodèle
0D-1MEMB aumodèle 0D-2MEMB a accru la crédibilité physique de notre travail. Cependant, des
limitations techniques ont été identifiées, notamment en ce qui concerne la paramétrisation des
modèles de contact, pour lemoment cantonnés auxmodèles équivalents R//C dans les simulations.
En effet, le nombre de paramètres et la complexité des circuits rendent difficile l’identification
précise de ces paramètres avec les données à notre disposition. Par exemple, la calibration de
modèles de contact plus sophistiqués que le simple circuit équivalent R//C semble impossible dans
le cadre de cette thèse, car la réaction individuelle des dipôles n’est pas toujours distinguable dans
lesmesures de tension aux bornes du stimulateur (principe des dipôles équivalents). Cette difficulté
pourrait cependant être contournée en adoptant une approche fréquentielle [69] à la place de
l’approche temporelle pure, mais cela impliquerait entre autres de ne pas utiliser les stimulateurs
considérés ici, car le signal qu’ils délivrent est discontinu.

Conclusion et perspectives 191



Un autre point à explorer est l’ajout de l’électrode demasse du stimulateur dans les modèles
0D. Cette électrode est actuellement absente des modèles, ce qui pourrait, par exemple, expli-
quer pourquoi nous ne parvenons pas à reproduire la phase de sensing (détection électrique de
dépolarisation) effectuée par le stimulateur.

Généricité de la preuve d’existence. Dans le chapitre 2, nous avons présenté une preuve d’exis-
tence pour le problème générique sous la forme d’unmodèle bidomaine étendu. Cemodèle couple
un stimulateur abstrait, composé de condensateurs, de résistances et de sources de tension, avec
des modèles d’interfaces électrode-tissu abstraits, qui incluent également des condensateurs et
des résistances. Malgré la généricité avancée, il est probable que cette preuve ne suffise pas pour
des modèles de contacts plus complexes. Nous avons en effet considéré des circuits équivalents
linéaires sur les électrodes, ce qui diffère de ce qui est proposé dans la sous-section 4.1 du chapitre 1.
Bien que l’ajout de nouveaux types de dipôles simples dans le circuit du stimulateur (comme des
bobines ou des sources de courant) ne pose pas de problèmes techniques dans la preuve (voir
[55] pour les équations supplémentaires), l’introduction de nouveaux types de dipôles dans les
circuits de contact, tels que des sources de tension (par exemple, des batteries ioniques), semble
plus complexe. Dans ce dernier cas, la seconde équation du système, qui impose une contrainte sur
les potentiels u, n’est plus en dimension finie, ce qui pourrait nécessiter l’utilisation d’outils théo-
riques supplémentaires, comme ceux utilisés dans le cadre du problème de Stokes, par exemple.
Néanmoins, la généricité de ce modèle est suffisante dans nos cas applicatifs, puisque nous nous
sommes restreint à unmodèle de contact de type R//C.

Validité des schémas dans les cas discontinus, conservativité des flux. Dans le chapitre 3, nous
avons abordé les schémas en espace et en temps utilisés dans cette thèse. Cependant, une étude
approfondie de la convergence des schémas en temps pour des stimulations discontinues, comme
celles de nos modèles de stimulateurs, n’a pas encore été réalisée. Ce point mérite une attention
particulière en raison de la sensibilité des résultats numériques vu au chapitre 4. Ce travail est en
cours dans le cadre de la vérification et validation (V&V) pour CEPS ([10]), bien que de nombreuses
questions demeurent, comme par exemple les questions de convergences en temps et en espace.
Par ailleurs, nous avons utilisé laMéthode des Éléments Finis pour résoudre les problèmes spatiaux,
car elle était déjà implémentée dans le logiciel CEPS. Ce choix pourrait toutefois être discuté, étant
donné l’importance de la répartition des densités de courant sur les électrodes, comme illustré
dans le chapitre 4. Étant donné que nos travaux portent principalement sur la prise en compte de
stimulations réalistes dans des modèles mathématiques, il pourrait être plus pertinent d’utiliser
une méthode basée sur des Volumes Finis, qui serait conservatrice et donc mieux adaptée aux
conditions aux limites de type flux imposées. Cependant, cela nécessiterait un important travail
d’ingénierie pour adapter le logiciel CEPS à cette méthode.

Coût de calcul dumodèle spatial. Dans le cas des modèles spatiaux, un autre point à considérer
est la durée réellement importante des calculs. Dans le chapitre 4, nous avons souligné cet aspect,
qui nous a conduits à utiliser des modèles 0D, plus simples et moins coûteux. En effet, nous avons
estimé le temps de calcul à environ 110 h pour simuler un battement de 666ms, avec une charge de
50000 tétraèdresparprocesseur et sur 10processeurs, avecunpasde tempsde10−2 ms.Néanmoins,
les expérimentations numériques initialement menées dans cemême chapitre visaient à comparer
les seuils expérimentaux observés lors des expérimentations animales, qui durent enmoyenne
20 fois plus longtemps que ces 666ms. De plus, obtenir des courbes complètes de Lapicque par
l’algorithme de subdivision présenté dans le chapitre 3, demande encore plus de ressources, car
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des centaines de simulations doivent être réalisées pour les tracer. Il semble donc particulièrement
nécessaire de trouver des moyens d’accélérer ces calculs. Plusieurs pistes sont envisagées, comme
utiliser des schémas à pas de temps adaptatifs pour les phases à dynamiques plus lentes ou
développer des modèles mixtes couplant le modèle bidomaine avec stimulateur pour les phases
critiques et le modèle monodomaine, moins coûteux, ailleurs. Ces pistes nécessitent toutefois
un travail supplémentaire de recherche et d’ingénierie. Par ailleurs, réduire la complexité de la
géométrie, en particulier en simplifiant la forme de la vis, pourrait aussi être une piste envisageable.
En effet, cela réduirait le nombre demailles et donc la taille des systèmes à résoudre. Cependant, les
résultats des simulations numériques diffèrent selon le pourcentage de sortie de la vis (sensibilité
locale élevée).

Méthodes de continuation. Bien que laméthode de continuation testée pour calculer la courbe de
Lapicque n’ait pas donné de résultats satisfaisants pour lesmodèles 0D au cours de cette thèse, elle
reste pourtant une piste intéressante. En effet, d’autres méthodes de continuation existent, autre
que celle proposée, comme par exemple celles utilisant des points de collocation. Cette méthode a
d’ailleurs donné des résultats préliminaires satisfaisants dans le cadre du modèle 0D-2MEMB (testé
avec le logiciel AUTO-07P 9 par Dr. P. Langfield).

Interactions, sensibilité et hystérésis. Les résultats obtenus dans le chapitre 4 à partir des mo-
dèles spatial et 0Dmettent en lumière la complexité des interactions entre la géométrie et les pro-
priétés électriques et physiques lors de stimulations cardiaques. Les études numériques montrent
l’importance de la géométrie, de la position des électrodes et des tenseurs de conductivité dans la
distribution du courant et le phénomène de capture. Ces résultats illustrent bien les non-linéarités
des modèles, ainsi que la complexité de leur réponse.

Bien que les modèles 0D soient géométriquement simplifiés, ils ont permis d’examiner la sensi-
bilité dumodèle aux paramètres et d’étudier la variabilité du phénomène de capture. L’introduction
de marqueurs pour caractériser les tensions transmembranaires a révélé des comportements dis-
tincts influencés par les variations des paramètres. En particulier, le paramètre de remise à l’échelle
Sm a un impact significatif sur les résultats, bien que sa valeur réelle physique reste incertaine. De
plus, même si nous avons volontairement divisé les paramètres à calibrer en plusieurs groupes
(stimulateur seul, contacts dans un bain salin et tissu), cela soulève une limite importante de nos
simulations. Nous avons en effet supposé que les modèles de contacts restaient identiques entre
la situation où la sonde est plongée dans un bain salin et celle où elle est implantée dans un tissu
cardiaque. Cette hypothèse est cependant contraignante uniquement pour les paramètres de
l’électrode tip, puisque l’électrode ring est normalement toujours flottante dans l’environnement
extracardiaque, une solution saline dans nos deux expérimentations (bain salin et animale).

Le phénomène d’hystérésis a également mis en lumière des comportements complexes autour
du seuil de stimulation, montrant une double position de la courbe de Lapicque selon la direction
des variations d’amplitude de stimulation pendant une recherche de seuil. Ces résultats soulignent
en particulier la nécessité d’établir une définition précise du phénomène, autant en expérimentale
qu’en numérique, pour pouvoir affiner les comparaisons entre résultats numériques et expérimen-
taux. Une future piste d’exploration pourrait donc se concentrer sur l’amélioration des marqueurs,
en terme de spécificité et de propriétés mathématiques.

Lien entre les modèles spatiaux et 0D. Il serait également intéressant d’approfondir le lien entre
les modèles 0D et le modèle spatial. Actuellement, la conceptualisation des modèles 0D repose
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sur des considérations géométriques simples (voir le chapitre 1). Il est par ailleurs important de
souligner que les paramètres du tissu (Sm, Gi, Ge) n’ont actuellement pas d’équivalents précis avec
des paramètres géométriques ou de conductivité dans le modèle spatial. Une approche possible
consisterait à établir une correspondance de ces paramètres dans une situation géométrique figée
entre les deux modèles, afin de considérer le modèle 0D comme unméta-modèle pour le modèle
spatial, et ainsi apporter une justification supplémentaire à nos travaux en les reliant entre eux.

Utilisation des données expérimentales. Il est par ailleurs primordial que de futurs travaux
cherchent à utiliser exhaustivement les données expérimentales récoltées, tant celles issues des
mesures dans le bain salin que celles obtenues au cours des sept expérimentations animales. Bien
que la gestion de ces données demeure relativement complexe en raison de leur volume et des dé-
coupages nécessaires pour les comparer aux résultats numériques, les données électriques issues
des expérimentations sont d’un volume et d’une qualité suffisants pour permettre des comparai-
sons exhaustives (échantillonnage à 100 kHz, toutes les amplitudes et durées disponibles sur les
stimulateurs). En revanche, l’exploitation des autres données collectées, telles que la cartographie
optique et les images IRM, restent pour le moment inférieure à celles des données électriques. Il
serait en effet pertinent de les intégrer pour calibrer les vitesses de conduction, la géométrie du
tissu et les orientations des fibres, dans le but d’augmenter la crédibilité dumodèle spatial.

Les travaux présentés dans ce manuscrit sont le fruit de trois années de collaboration dans le
cadre du projet SimCardioTest, réunissant l’industriel MicroPort® CRM, l’IHU Liryc, le SED Inria et
l’équipe CARMEN. Ils ont posé les bases des modèles et affiné notre compréhension des enjeux
liés aux stimulateurs cardiaques. Ces travaux s’inscrivent également dans la dynamique plus large
du projet, illustrant la valeur du numérique sur les questions de santé. Au-delà de la réponse à
des problématiques spécifiques, ils ont permis d’identifier des points cruciaux concernant les
stimulateurs cardiaques, et la nécessité de cadres réglementaires et normés pour la vérification et
la validation des modèles, ces aspects étant essentiels pour garantir la crédibilité et la pertinence
des résultats.

En conclusion, cette thèse a ouvert de nouvelles perspectives dans la modélisation des stimula-
tions cardiaques, en explorant des modèles de complexité croissante. Des avancées significatives
ont été réalisées, telles que le développement d’un modèle spatial générique, la diversification du
code CEPS, et la création du code CirCE dédié aux modèles 0D. L’introduction des modèles 0D a
marqué une étape stratégique importante en réduisant considérablement le coût de calcul des
simulations, tout en fournissant une approche préliminaire efficace des phénomènes électriques
impliqués dans les stimulations.

Dans le futur, l’exploration des liens paramétriques entre lesmodèles 0D et spatiaux pourrait en-
richir ces travaux, en ouvrant la voie à desmodèles intermédiaires aumodèle spatial, avec différents
niveaux de fidélité. Toutefois, la quantification précise du phénomène de capture demeure une
question centrale. Elle nécessite l’élaboration d’un critère mathématique robuste, applicable aux
expérimentations, et idéalement inspiré des méthodes de détection utilisées dans les dispositifs
médicaux.

Ainsi, malgré les défis techniques et scientifiques rencontrés, ces travaux ont abouti à des
avancées significatives. Cependant, des améliorations et des approfondissements sont encore
nécessaires pour affiner notre compréhension des mécanismes sous-jacents à la stimulation car-
diaque et optimiser l’applicabilité des modèles dans des contextes cliniques ou industriels réels.
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