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Résumé

L’espece humaine est I’espéce animale la plus parasitée par les maladies infectieuses. Le

développement d’une épidémie est lourd de conséquences pour les populations : hausse de la
mortalité, saturation des hopitaux, répercussions économiques... L’épidémiologie des maladies
infectieuses est la science qui étudie la fréquence et la répartition de ces maladies dans le temps
et dans l’espace, leur impact sur les populations ainsi que les parameétres qui les déterminent.
La récente pandémie de COVID-19, qui a touché le monde entre Décembre 2019 et Mai 2023, a
renforcé la nécessité de créer des modeles mathématiques performants afin de limiter I'impact
sanitaire de telles épidémies.
L’objectif de cette thése est de proposer un modele réaliste de I’évolution de 1’état sanitaire
d’une population lors d’une épidémie. Nous construisons dans ce travail de recherche un modele
compartimental SEHIRVD structuré en dge de maladie et en dge d’immunité. Ce modele
prend en compte la perte d’immunité progressive des individus ainsi que la vaccination. Les
équations qui régissent ce modele sont un systeme d’équations aux dérivées partielles couplées
avec des termes intégraux. Pour ce modele, nous proposons un schéma numérique basé sur
la méthode des Différences Finies supportées par des Fonctions & Base Radiale (RBF-FD)
pour I'approximation des opérateurs en age, et semi-implicite pour la discrétisation en temps.
Les intégrales sont approchées par une méthode de Quasi-Monte Carlo. Nous établissons
ensuite des propriétés théoriques de notre modele SEHIRVD. Nous prouvons son caractere
bien posé : le systeme d’équations admet une unique solution qui dépend contintiment des
parametres et des conditions initiales du probléeme. Nous démontrons également que la taille
de chaque compartiment du modeéle reste positive au cours du temps et ne dépasse pas celle
de la population totale. Nous présentons enfin des simulations numériques de notre modele
réalisées en langage Python. Ces simulations explorent I'impact des structures en age sur
I’évolution du systéme ainsi que 'effet de la vaccination.

Mots Clés : Systémes dynamiques complexes, Modéles compartimentaux en
épidémiologie, Analyse des EDP, Structure en 4ge, Fonction a base radiale, Méthode
de différences finies.
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Abstract

Humans are the animal species most affected by infectious diseases. The development of

an epidemic is fraught with consequences for populations : increased mortality, saturation of
hospitals, economic repercussions... The epidemiology of infectious diseases is the science that
studies the frequency and distribution of these diseases in time and space, their impact on
populations and the parameters that determine them. The recent COVID-19 pandemic that
affected the world between December 2019 and May 2023 has reinforced the need to create
high-performance mathematical models to limit the health impact of such epidemics.
The aim of this thesis is to propose a realistic model of the evolution of the health status
of a population during an epidemic. In this research work, we are building a compartmental
SEHIRVD model structured according to age of illness and age of immunity. This model
takes into account the progressive loss of immunity of individuals, as well as vaccination. The
equations governing this model are a system of coupled partial differential equations with
integral terms. For this model, we propose a numerical scheme based on the Finite Difference
method supported by Radial Basis Functions (RBF-FD) for age operator approximation, and
semi-implicit for discretization in time. The integrals are approximated by a Quasi-Monte
Carlo method. We then establish theoretical properties of our SEHIRVD model. We prove its
well-posedness : the system of equations admits a unique solution that depends continuously
on the parameters and initial conditions of the problem. We also demonstrate that the size of
each compartment in the model remains positive over time, and does not exceed that of the
total population. Finally, we present numerical simulations of our model performed in Python.
These simulations explore the impact of age structures on the evolution of the system, as well
as the effect of vaccination.

Keywords : Complex dynamical systems, Compartmental models in epide-
miology, PDE Analysis, Age structure, Radial basis function, Finite difference
method.
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Introduction

Contexte de I’étude

Les maladies infectieuses ont depuis toujours affecté les mondes humain, animal et végétal.
Qu’elles soient causées par un virus, une bactérie, un parasite ou encore un champignon, ces
maladies affectent souvent séverement les populations infectées. L’épidémiologie des mala-
dies infectieuses est la science qui étudie la fréquence et la répartition de ces maladies dans
le temps et dans l'espace, leur impact sur les populations ainsi que les parameétres qui les
déterminent. Les premieres traces de 1’épidémiologie remontent a la Grece antique et a Hip-
pocrate qui expliquait soigner ses patients en rééquilibrant leurs "humeurs” en influant sur
leur environnement ainsi que leur régime alimentaire ([Morabia et al., 2004] ). Epidémiologie
et médecine étaient alors deux disciplines scientifiques confondues. Ce n’est qu’au XVI° siécle
que I’épidémiologie devient une science a part entiere lorsque l'italien Girolamo Fracastoro
publie son livre De contagione et contagiosis morbis dans lequel il émet la théorie que de
petites particules vivantes sont la cause de certaines maladies et que 'hygiéne de vie est un
facteur clé pour se prémunir contre l'infection.

Aujourd’hui, I’épidémiologie est une science centrale dans notre société et est essentielle
pour répondre a toutes les questions de santé publique. Les travaux des épidémiologistes
sont a la frontiere entre la médecine, la biologie, les mathématiques, la sociologie ou encore
I’écologie. Cette discipline contribue a la création et a la mise en place d’études biologiques,
a I’analyse de données biostatistiques, au développement des enquétes de santé publique ainsi
qu’a la recherche clinique. Les domaines de recherche des épidémiologistes sont tres variés. On
peut notamment citer ’étude des causes, de la transmission et de la surveillance des maladies
infectieuses, ainsi que la comparaison statistique de traitements lors d’essais cliniques.

Les épidémiologistes ont notamment été tres sollicités lors des différentes pandémies qui
ont touché le monde ces 20 derniéres années. En effet, la grippe A (HIN1) de 2009 a touché
le monde entier et a démontré la nécessité de la mise en place de mesures d’hygiene plus
strictes afin de limiter la transmission du virus. Désormais, la grippe est devenue saisonniere :
chaque année, une nouvelle vague de grippe touche la France et le monde entier et cause de
nombreux déceés. De méme, le syndrome d’immunodéficience acquise, SIDA, est une maladie
sexuellement transmissible due au virus de I'immunodéficience humaine VIH, et est aujour-
d’hui une pandémie affectant 25% de la population sud et est-africaine ([Iliffe, 2005]). Cette
maladie est aussi trés présente en Asie et en Amérique. Il n’y a aucun vaccin efficace contre
cette pathologie a ce jour. Les épidémies de peste et de choléra, toutes les deux causées par
une bactérie, ont décimé les populations européennes durant le Moyen-Age. Plus récemment,
en 2017, une épidémie de peste est apparue a Madagascar et a engendré plus de 200 déces
par peste pneumonique ([Galy et al., 2018]). Enfin, 2019 et 2020 ont été marquées par la crise



sanitaire mondiale due a la pandémie de COVID19 causée par le virus SARS-CoV-2 (|Lim,
2021]). Ce virus a entrainé la mise en place de mesures sanitaires strictes dans la plupart des
pays touchés afin de limiter sa transmission. La mise en place de ces mesures a été motivée par
les travaux des épidémiologistes qui ont notamment développé des modeles mathématiques
de prédiction de la transmission du virus sur une ou plusieurs semaines et tenté de calibrer
ces modeles & 'aide de données collectées par les médecins et les biologistes. Ces travaux de
modélisation ont permis de guider les décisions des autorités telles que la mise en place du
confinement, du couvre-feu, du passe sanitaire en France ainsi qu'une stratégie de vaccination
afin de réguler I’épidémie.

Introduction aux modeles mathématiques

Les modeles mathématiques sont des outils indispensables a 1’étude du monde qui nous
entoure. Ces modeles sont utilisés entre autres en physique, biologie, chimie, en informatique,
en économie et en psychologie. L’idée de la modélisation mathématique est de décrire des
systemes ou des phénomenes concrets a ’aide d’outils mathématiques abstraits. Dans la plu-
part des cas, un modele mathématique ne retranscrit pas de maniere exacte la réalité des
choses. Les systemes étudiés sont trop complexes pour étre représentés dans leur entiereté
par les outils mathématiques. La modélisation mathématique permet de présenter de manieére
simplifiée un phénomeéne complexe. Néanmoins, un modele trop simple ne peut pas capturer
toutes les nuances d’un systeme élaboré. Il s’agit donc de trouver le bon équilibre entre sim-
plicité du modele et sa capacité a décrire le systeme considéré. Cette question est d’autant
plus importante en épidémiologie car les phénomenes modélisés ont un impact direct sur la
santé publique. Doit-on considérer le modeéle complexe qui requiert énormément de données
pour donner des résultats précis ou bien le modele simplifié qui donne rapidement avec peu
de données des résultats moins précis ?

Le modele mathématique prédominant dans 1’étude de la transmission des maladies infec-
tieuses est le modele compartimental. Ce type de modeles fut introduit pour dans les travaux
de [Kermack and McKendrick, 1927]. L’idée de ces modeles est de diviser une population
sujette a une maladie infectieuse en sous-catégories ou compartiments selon leur état d’in-
fection. On peut par exemple distinguer les individus sains, infectés, rétablis, hospitalisés,
vaccinés, etc. Ensuite on relie ces compartiments entre eux pour exprimer la possibilité d’ef-
fectuer la transition d’un compartiment a un autre au cours du temps. Un exemple de modele
compartimental est présenté en Figure

s Lo E | I L5 R

FIGURE 1 — Exemple de schéma d’un modeéle compartimental. S,E, I, A, R sont les comparti-
ments. La fleche de A vers R signifie que la transition du compartiment A vers R est possible.

Ce type de modeles peut étre étendu ou complexifié sur de nombreux aspects. Tout



d’abord, le nombre de compartiments est variable, pouvant passer de 3 dans [Kermack and
McKendrick, 1927] & 12 dans [Cazelles et al., 2021]. De plus, une structure en dge peut
également étre considérée (|Gurtin and MacCamy, 1974], |Castillo-Chavez et al., 1989]). On
peut également discuter de l'influence d’une structure spatiale ([Guan et al., 2020],[Oliver
et al., 2022|). Des facteurs sociaux peuvent également étre pris en compte dans de tels modeles
([Han et al., 2022]). Dans toutes ces extensions, chaque compartiment et chaque transition
devient dépendante de la structure considérée. Dans les modeles structurés en espace par
exemple, il est naturel de considérer un taux de transmission de l’agent pathogéne a une
position = qui dépend de la densité de population & cette position x. Ces modeéles peuvent
également se classifier en 2 catégories : les modeles déterministes et les modeles stochastiques.
Les modeles déterministiques décrivent la dynamique de la population uniquement a l’aide
des parametres épidémiologiques. Ainsi, pour un jeu de conditions initiales et pour une liste
de parametres épidémiologiques donnés, le modeéle renverra toujours la méme dynamique.
Parmi ces modeles, on peut citer notamment les modeles a équations différentielles ordinaires
([Brauer et al., 2012]). Dans ces modeles, 1’évolution de la population de chaque compartiment
au cours du temps est gouvernée par un systeme d’équations différentiels ordinaires (EDO).
Il existe également des modeles compartimentaux se basant sur un systéme d’équations aux
dérivées partielles (EDP), ou encore sur des équations intégro-différentielles ([Chalub and
Souza, 2011],[Chekroun and Kuniya, 2020b]). Les modéles stochastiques reposent sur une phi-
losophie différente. Les parametres ne sont plus tous définis de manieére fixe : certains sont
aléatoires. Les parametres aléatoires sont alors sélectionnés a chaque simulation du modeéle se-
lon une loi de probabilité. Ainsi, pour des conditions initiales et des parametres fixés, chaque
simulation va différer selon les lois de probabilités choisies pour les parametres aléatoires.
Ces modeles donnent lieu a deux sous-familles de modeles : les modeles markoviens et les
modeles non-markoviens (|Gani and Lewis, 1973], [Starnini et al., 2017]). La différence entre
ces deux familles est que, dans la dynamique markovienne, la structure du systeme au temps
t + 1 dépend uniquement de la donnée du systeme au temps t, ce qui n’est pas vérifié dans
le cas non-markoviens. Il apparait que le choix du modele et des parameétres est crucial pour
pouvoir bien modéliser la propagation d’une maladie infectieuse. Ce choix est guidé par 1’en-
semble des données qui sont & notre disposition au moment de 1’élaboration du modele ainsi
que 'expertise des épidémiologistes.

Les données

Les données accessibles sont d’une importance capitale pour la conception d’un modeéle
en épidémiologie. Dans le cadre de cette these, on s’appuiera sur les données relatives a
la pandémie du COVID19. La crise sanitaire causée par cette épidémie a engendré une re-
crudescence des travaux de recherche des biologistes et des épidémiologistes autour des ca-
ractéristiques du virus afin de pouvoir proposer des solutions et des stratégies pour endiguer
la pandémie. Cette recherche a été d’autant plus stimulée que le nombre de cas de COVID19
dans le monde a été tres important et qu’il a donc été plus facile d’avoir un échantillon large
pour réaliser des tests statistiques. Ainsi, en France, des données allant de ’échelle nationale a
I’échelle départementale ont été recensées dans 'application |(Geodes maintenue par Santé Pu-
blique France . On peut y consulter des données sur les hospitalisations, sur les tests COVID
envoyés en laboratoire, sur le taux de mortalité du virus, sur I'occupation des urgences hospi-
talieres, etc. De méme I’ Assurance Maladie a entretenu le programme DataVaccin-COVID)| qui
a mis a disposition les taux de vaccination hebdomadaires dans les différents départements
frangais. Ces données sont également triées par age, ce qui permet d’observer les différentes


https://geodes.santepubliquefrance.fr/#view=map2&c=indicator
https://datavaccin-covid.ameli.fr/explore/?exclude.theme=Datavisualisation&sort=modified

étapes de la politique vaccinale francaise dans laquelle les personnes a risque ont été vaccinées
en premier lieu, avant d’étendre la vaccination a l’ensemble de la population. Cependant,
certaines données sont plus difficiles d’acceés. En effet, des informations telles que la perte
d’efficacité des vaccins ou encore la durée de la période infectieuse sont difficilement mesu-
rables. Israél fut néanmoins I'un des premiers pays a distribuer un vaccin a sa population et
a effectuer une étude retrospective sur la mémoire immunitaire apres vaccination (|Goldberg
et al., 2021]). Des travaux cliniques plus tardifs de [Pérez-Alds et al., 2022] ont permis de
quantifier le taux d’anticorps au cours du temps apres vaccination sans expliciter de maniere
précise une date limite de perte d’immunité aprés vaccination. Enfin, des données telle que la
durée de la période d’incubation ainsi que la durée de la perte d’immunité naturelle engendrée
par l'infection sont des données qui ne sont pas observables. L’instabilité des modeéles par rap-
port a certains parametres et des problemes d’observabilité et de disponibilité des données
telles que le nombre de personnes infectées rendent la calibration de tels modeles difficile.

Problématiques

L’objectif de cette theése est de construire un modele mathématique permettant de si-
muler la propagation d’une maladie infectieuse au sein d’une population, de 1’étudier de
maniere théorique et de le simuler numériquement. Le modeéle et ses parametres utiliseront les
données du virus de la COVID19. Nos contributions portent sur la construction d’un modele
mathématique complexe avec une double structure en age et sur les garanties théoriques de
ce modele. Ce travail de recherche a permis de répondre aux problématiques suivantes :

e Construire un modele mathématique permettant de reproduire la propagation du virus
de la COVID19 dans le département de I'Isére en France

e Tenir compte de 'action de la vaccination et de la perte d’immunité dans le modele

e Proposer un modele continu de dimension 3 avec une structure en age d’infection et
en age de maladie (voire 5 en introduisant une structure spatiale)

e Etudier de maniére théorique et simuler ce modele

e Comparer des scénarios

Organisation du manuscrit

La these comporte 4 chapitres organisés comme suit.

Dans le chapitre[l] les différents modeles classique en épidémiologie sont présentés. Ensuite,
nous exposons le modele que nous avons élaboré durant la these. Nous étudions sa structure
en age et ses parametres.

Dans le chapitre 2] nous présentons les outils mathématiques indispensables a la simulation
numérique de notre modele. Nous commencons par présenter les méthodes d’approximation
d’opérateurs différentiels et intégraux utilisés pour nos simulations. Nous introduisons les
méthodes RBF d’approximation d’opérateurs différentiels ainsi que les méthodes de quadra-
ture de Monte Carlo et de Quasi-Monte Carlo pour 'approximation des calculs d’intégrales.
Nous discutons également des schémas numériques d’intégration temporelle explicites et im-
plicites.

Dans le chapitre 3, nous démontrons que le modele mathématique est bien posé. Nous
établissons que, sous des hypotheses raisonnables sur les conditions initiales et les parametres
du modele, le systeme admet une unique solution. De plus, nous prouvons que la solution
dépend contintiment des parametres du probléme. Enfin, nous démontrons que la solution du



probléme conserve des bonnes propriétés au sens épidémiologique.

Le chapitre[d] propose une comparaison de différentes simulations du modele construit dans
ce travail de these. Nous étudions dans un premier temps le modele sans structure d’age, puis
I'impact de 'ajout de chaque structure d’dge. Enfin, nous étudions 'influence du terme de
vaccination sur la dynamique du modele.

Nous concluons ce manuscrit par un rappel de I’apport de ce travail de recherche dans le
domaine de I’épidémiologie, ainsi que par une description des perspectives envisagées.

Présentations et publications

Parmi les contributions scientifiques apportées durant cette thése, on compte la présentation
d’un poster aux Journées Maths Bio Santé 2023, une présentation orale & ModCovGre (une
demi-journée organisée & Grenoble en 2022 sur la modélisation en épidémiologie), ainsi qu'une
présentation orale dans le groupe de travail Modéles mésoscopiques de dynamiques épidémiques
de I'action coordonnée Modélisation des maladies infectieuses de I’ANRS-Maladies infectieuses
émergentes en janvier 2023. De plus, le contenu du chapitre 3 devrait donner lieu a la soumis-
sion prochaine d’un article dans un journal international avec comité de lecture.



Chapitre 1

Choix de modélisation

Sommaire
Ce chapitre a pour objectif de présenter un état de I’art des modeles en épidémiologie, en nous focalisant
sur les modeles de type équations aux dérivées partielles structurés. Ceci nous conduira a l'introduction
du modele développé pendant cette these en collaboration avec Elisabeta VerguE| ainsi qu’a ’étude de
ses équilibres.
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1.1 Modeles en épidémiologie

Dans cette section, nous réalisons un état de I'art des modeles épidémiologiques qui ont
déja été étudiés en nous focalisant sur les modeles déterministes qui constituent le cadre de
cette these. La littérature en épidémiologie est tres dense et la récente crise de la COVID-
19 a généré de nombreux travaux scientifiques, notamment sur I’analyse et 1'utilisation des
modeles compartimentaux pour la gestion de crise. L’état de I’art présenté ici n’a absolument
pas vocation a étre exhaustif. Nous pouvons par exemple citer I'implication de Neil Ferguson
et de son équipe a I'Imperial College of London dans la gestion de la crise au Royaume-Uni
et leurs travaux [Ferguson et al., 2020|, [Verity et al., 2020], [Flaxman et al., 2020].

Nous effectuons la distinction entre les modeéles a équations différentielles ordinaires (EDO)
et ceux a équations aux dérivées partielles (EDP). Enfin, nous présentons le modele qui a été
élaboré au cours de la theése ainsi que ses points d’équilibre.

Dans toute cette partie, nous étudions des modeles & population constante. Nous faisons
en effet 'hypothese que les taux de natalité et de mortalité naturelle sont négligeables a

1. Elisabeta Vergu est tristement décédée au printemps 2023. Elle dirigeait 1’équipe Dynenvie de I'unité de
recherche MalAGE a 'INRAE.



I’échelle de la dynamique de I'épidémie. Comme la population est constante, il est équivalent de
travailler avec des proportions d’individus qu’avec des nombres d’individus. Dans notre travail,
nous raisonnons avec des proportions d’individus. Nous décrirons alors dans ce manuscrit les
compartiments comme étant des regroupements d’individus plutot que des proportions de la
population totale, par souci de clarté.

Avant de commencer ’étude des modeles déterministes, il est important de discuter des
modeles stochastiques. En effet, un modele déterministe basé sur des équations différentielles
ordinaires peut étre vu comme limite d’un modele stochastique markovien. Ce résultat a été
prouvé dans [Kurtz, 1978]. Les modeles déterministes sont donc une limite de modéles sto-
chastiques pour une grande taille de population. Pour une population large, le comportement
global des individus ’emporte sur le comportement individuel qui constitue la partie aléatoire
des modeles stochastiques. Ainsi, pour une taille de population faible, il est plus adapté de
considérer un modeéle markovien. Nous ne traiterons pas en détail la théorie des modeles sto-
chastiques en épidémiologie dans ce manuscrit mais le lecteur pourra se référer a |Allen, 2008|
et a [Britton et al., 2019] pour plus de détails sur cette théorie. Pour les résultats spécifiques
de convergence des modeles stochastiques, le lecteur pourra aussi s’intéresser aux travaux de
[Kurtz, 1971], [Kurtz, 1976], [Barbour, 1980] et [Ethier and Kurtz, 2009].

Les modeles déterministes présentent cependant ’avantage de faciliter I’étude théorique et
en particulier I’étude des équilibres du systeme ou encore de calculer le taux de reproduction
de 'agent pathogene considéré, le nombre moyen d’individus qui peuvent étre infectés par un
seul individu infectieux.

1.1.1 Modeéles EDO

En épidémiologie des maladies infectieuses, le modele le plus connu et le plus simple
est le modele SIR (voir Figure . Il s’agit d’'un modele compartimental introduit dans
[Kermack and McKendrick, 1927]. Dans ce modéle, la population est divisée en 3 catégories.
Les individus Susceptibles (S) n’ont jamais été en contact avec I’agent pathogene et peuvent
étre infectés suite & un contact. Les individus Infectés (I) sont porteurs de la maladie et
peuvent la transmettre par contact aux individus S. Les personnes Rétablies (R) correspondent
aux individus ayant été infectés par le passé et qui sont maintenant guéris ou décédés suite
a l'infection. Ils ne peuvent plus étre réinfectés par la suite. Le systeme d’EDO régissant ce
modele est le suivant :

ds

Bt = sy
L) = BS(I() 1)
ity = 1)

avec S(t) + I(t) + R(t) constant égal a 1 et des conditions initiales Sp, Ip, Ro telles que Sy +
Ip + Ry = 1. On normalise en effet les états en divisant par la taille supposée constante de la
population.

FIGURE 1.1 — Schéma du modeéle SIR.



Ce modele repose sur deux parametres [ et v :

e (3 est appelé taux de transmission de la maladie. Il quantifie la vitesse a laquelle ’agent
pathogene va se transmettre dans la population. Plus § est grand, plus rapide sera
I'infection de la population S par la population I.

e v est le taux de rétablissement de la maladie. Il s’agit de 'inverse de la durée moyenne
d’infection du pathogene. Il représente la vitesse a laquelle les individus infectés guérissent
ou décedent suite a l'infection. Plus v est grand, plus rapide sera la transition d’un
individu I en individu R.

Ces deux parameétres sont centraux dans la modélisation de la transmission de la maladie.
Pour chaque agent pathogene et chaque population, la valeur du 5 et du ~y est différente.

Les équations composant le systeme sont couplées. Il est donc impossible de les traiter
individuellement. De plus le terme de contact 551 dans les deux premieres équations rend le
systeme non-linéaire, ce qui en complexifie ’analyse.

Ce modele trés parcimonieux présente néanmoins de nombreuses lacunes.

e Le modele ne distingue pas les individus guéris des individus décédés.

e Le modele ne permet pas de quantifier I'impact sanitaire d’une épidémie. Ce modele
ne donne pas acces au nombre d’individus hospitalisés ou encore vaccinés.

e Les individus R disposent d’'une immunité permanente contre la réinfection, ce qui
n’est pas réaliste pour certaines maladies infectieuses.

Malgré toutes ces limites, ce modele est le travail fondateur de I’ensemble de I’épidémiologie
des maladies infectieuses moderne. Les modeles qui ont été étudiés par la suite ont tous tenté
de répondre a ces problémes.

Le premier point peut étre résolu par I'ajout d’'un compartiment D, correspondant aux
individus décédés. Le modele le plus simple que 'on peut alors étudier est le modele SIRD.
Un schéma de ce modele est présenté en Figure [1.2

FIGURE 1.2 — Schéma du modeéle SIRD.

Les équations régissant ce modele sont les suivantes :

ds

=7 () = =BSOI(?)

%(t) = BS(O)I(t) — (v + vp)I(t)
Y1) = mI (1)

%(t) =pl(t)



ol Yr est le taux de guérison de la maladie, et yp est le taux de mortalité associé au
pathogene.

Ce modele a été tres utilisé pour décrire la période correspondant au début de la crise
sanitaire de COVID-19 afin de donner des estimations sur le nombre de déces dus a I'infection
sur un court terme, comme par exemple dans [Chatterjee et al., 2021] pour 'Inde ou dans
[Calafiore et al., 2020] pour I'Italie.

De la méme maniére que pour la comptabilisation des individus décédés, on peut mesurer
I'impact sanitaire de ’épidémie en ajoutant un compartiment H pour les individus hospitalisés
(e.g. [Jiao and Huang, 2020]) ou V' pour les individus vaccinés ( e.g. [Schlickeiser and Kroger,
2021]).

Néanmoins, ces modéles ne prennent pas en compte la perte progressive d’immunité qui a
été un facteur crucial dans I’évolution de la pandémie de COVID-19. Le modele de base pour
simuler cette perte d’immunité progressive est le modele SIRS. Un schéma de ce modele est
présenté en Figure [1.3

wn
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FIGURE 1.3 — Schéma du modéle SIRS.

Le systeme différentiel régissant ce modele est présenté ci-dessous :

%(t) = —BSH)I(t) + oR()
%(t) = BS(t)I(t) — vI(t)
dR

o (O =71({t) - oR(?)

o représente ici la perte de 'immunité naturelle conférée par I'infection par le pathogéne.
Cette perte d’immunité est cruciale dans la modélisation d’une pandémie car elle permet
d’observer les éventuelles vagues de contamination qui ont été constatées lors de la pandémie
de COVID-19.

Les modeles EDO constituent la porte d’entrée vers des modeles épidémiologiques plus
complexes en combinant plus de compartiments ou en passant a un systéme ou les variables
ne dépendent plus uniquement du temps, mais également d’autres grandeurs telles que des
ages ou des coordonnées spatiales. Les systemes épidémiologiques sont alors régis par un
systeme d’équations aux dérivées partielles (EDP).

1.1.2 Modeles EDP

Les modeles EDP sont un prolongement naturel des modeles EDO que nous venons de
décrire. Ce prolongement vient du fait que tous les individus de la population étudiée ne se
comportent pas de la méme maniére. Ainsi, leur localisation géographique, leur 4ge ou encore



leur niveau d’infection vont affecter leur comportement vis & vis de 1’épidémie en cours. Le
premier modele EDP fut également introduit dans [Kermack and McKendrick, 1927]. 11 s’agit
d’une généralisation du modele SIR aux équations différentielles ordinaires. Les équations sont
les suivantes :

ds >

T =-S5 [ B s)ds
%(t, o) + %(m) = =)t @)
dR

“(h) = /O T () I(t, 5)ds
1(t,0) = S(t) /0 ¥ B(s)I(t, 5)ds

o0

avec S(t) +/ I(t,s)ds + R(t) constant égal a 1.

On constz;)te la dépendance du compartiment I en une nouvelle variable, a. a correspond
a I'adge de la maladie, c’est & dire au temps écoulé depuis l'infection. Ainsi la quantité I(¢, a)
correspond a la proportion d’individus a l'instant ¢ qui sont infectés depuis une durée a.
L’age « ainsi défini est une variable qu’il est naturel d’introduire dans I’étude des maladies
infectieuses. En effet, la probabilité de transmettre le virus ainsi que la probabilité de guérir
dépendent de la durée depuis laquelle un individu est infecté. Plus une personne est infectée
depuis longtemps, plus son corps aura lutté contre ’agent pathogeéne, et moins elle aura de
chance de contaminer les individus avec lesquels elle interagit. De méme, plus « est grand,
plus sa probabilité de guérir est grande. Cela explique pourquoi les coeflicients 8 et v du

modele EDO sont remplacés par des fonctions f(«) et v(«) dans le modele EDP. Le terme
oI

oI
d’advection E(t,a) + —(t, @) montre que les deux variables temporelles ¢ et a évoluent a

Oo

la méme vitesse. Les opérateurs intégraux apparaissent pour sommer I'impact de chaque age
dans la transmission et dans le rétablissement des individus lors de I’épidémie. Ces modeles
avec opérateurs intégraux et opérateurs différentiels sont dits intégro-différentiels.

De nombreuses études ont été réalisées sur des modeles avec dge de maladie. Dans les
travaux de |[McCluskey, 2012|, les auteurs étudient un modele SEI structuré en dge d’in-
fection dans les compartiments F et I et en dérivent les états d’équilibres endémiques et
non-endémiques et prouvent leur stabilité asymptotique. Dans |Chen et al., 2013], un modele
SIRS avec dge de maladie est également considéré, et il est prouvé que les états d’équilibres
endémiques et I’état d’équilibre non-endémique sont asymptotiquement stables. Les travaux
de [Liu et al., 2015] explorent un modele SEIR structuré en dge d’infection et obtiennent la
stabilité locale et la stabilité globale des équilibres de leur systéme. Dans [Magal and Mc-
Cluskey, 2013|, les auteurs prouvent que dans leur modele SI structuré en age de maladie,
I’équilibre sans individu malade est asymptotiquement stable si le taux de reproduction est
inférieur & 1 et que I’équilibre endémique est asymptotiquement stable lorsque le taux de
reproduction est supérieur & 1.

De la méme maniére, on peut aussi définir un dge d’immunité. Cet ge quantifie la durée
depuis laquelle un individu est immunisé contre la réinfection. Cet dge entre dans les modeles
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avec perte d’'immunité, en particulier le SIRS. Dans ce cas, les équations deviennent alors :

ds o

%(t) = —BS(t)I(t) —|—/0 o(s)R(t,s)ds
S0 = BSOIW) =10

R (t,&) + o0R (t,&) = —o(@)R(t, &)

dt o
R(t,0) =~I(t)

[e.e]
avec S(t) + I(t) + / R(t, s)ds constant égal a 1.
0

On observe ici la dépendance du compartiment R en cette nouvelle variable, &. R(t, &)
correspond & la proportion d’individus a I'instant ¢ qui sont rétablis depuis une durée &. L’age
@ ainsi défini est une variable qu’il est logique d’introduire dans I’étude des épidémies. En
effet, la perte d’immunité progressive due a la mémoire immunitaire nous guide vers ’ajout de
cette dépendance. Plus un individu passe du temps dans le compartiment R, plus sa mémoire
immunitaire diminue, et plus il aura de chance d’étre réinfecté. Cela explique pourquoi le
coefficient o du modele EDO est ici remplacé par une fonctions o(&) dans le modele EDP.
Comme dans le cas de ’dge de maladie, on observe également un terme d’advection ainsi
qu’un opérateur intégral dans ce nouveau modele.

De nombreuses études ont été réalisées sur des modeles avec dge d’immunité. Dans [Li
et al., 2010], les auteurs considérent un modele SIVS avec age de vaccination et obtiennent
des résultats de stabilité et de bifurcation sur leur modeéle. Dans [Duan et al., 2014], les
épidémiologistes présentent un modele SVIR avec dge de vaccination et démontrent que la
stabilité des équilibres de leur systeme dépend uniquement du taux de reproduction Ry du
virus. Les travaux de [Barbarossa et al., 2018b] explorent un modele SIRS avec dge d’immunité
dans le compartiment R et une possibilité de boosting dans ce compartiment, afin de retrouver
une immunité maximale. Dans |[Bhattacharya and Adler, 2012], un modele SIRS avec age
d’immunité est étudié. Les auteurs prouvent que I'état d’équilibre endémique peut étre instable
pour une certaine forme de perte d’immunité.

Similairement, il existe des modeles structurés en age des individus a. Le modele SIR avec
age des individus s’écrit alors :

({;f(t, a) + (;j(t,a) =— /OOO B(a,v)S(t,a)I(t,v)dv + o(a)R(t,a)
%(t, a) + %(t, a) = /OOO Bla,v)S(t,a)I(t,v)dv —y(a)l(t,a)
O 0)+ X (1,6) = ~o(a)R(t,0) + (@) (t.0)

dt Oa

avec / {S(t, u) + I(t,u) + R(t, u)} du constant égal a 1.
0

Comme pour les deux ages précédents, des termes d’advection et des termes intégraux
sont présents dans chaque équation. La différence de ce modele par rapport au deux autres
est la dépendance de (8 en deux variables d’age des individus. Le terme (a,v) dans les deux
premieres équations représente le terme de contact entre les individus d’age a avec les individus
d’age v. Ces contacts peuvent étre mesurés sous la forme d’une matrice de contact. Un exemple
de telle matrice est donné en Figure[T.4] Cette matrice est issue du projet SOCRATES-CoMix
[Gimma et al., 2021].

On remarque ainsi que la plupart des contacts se font entre individus de méme age, chez
les moins de 20 ans. Les moins de 20 ans sont également en contact avec les 20-40 et les 40-60
ans, ce qui correspond & leur cercle familial actif.
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Average number of contacts per day
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FIGURE 1.4 — Exemple de matrice de contact.

De la méme maniére la perte d’immunité o ainsi que le taux de guérison v dépendent
de ’age a de l'individu concerné. En effet, les personnes dgées ont en moyenne un systéeme
immunitaire plus faible que les enfants ainsi que les jeunes adultes, ce qui réduit leur capa-
cité a guérir rapidement et a conserver une immunité sur le long terme, comme décrit dans
[Pawelec, 2018]. Les modeles avec age des individus ont été trés étudiés dans le contexte de
I'épidémiologie. Dans [Dietz and Schenzle, 1985], les auteurs étudient un modele ST structuré
en age d’infection et en age des individus et obtiennent une formule du taux de reproduc-
tion de ce systeme. L’étude de [Anderson and May, 1985] se focalise sur un modele SEIR
structuré en age des individus et explore pourquoi ’age est un facteur central dans le choix
des stratégies de vaccination. Dans les travaux de , un modele SIR avec age
des individus est considéré et des résultats d’existence et d’unicité de solution ainsi que de
stabilité des équilibres sont démontrés. Plus récemment, [Richard et al., 2021] déterminent
des stratégies optimales d’interventions non-pharmaceutiques afin d’endiguer la propagation
d’un virus au sein d’une population. Dans leur modele SIRD, il apparait qu’il faut protéger
en priorité les individus tres agés et les tres jeunes.

Pour une théorie plus générale des modeles non-linéaires avec une structure d’age, le lecteur
pourra lire .

Les modeles a retard sont également étudiés en épidémiologie comme alternative aux
modeles a dge de maladie ou d’immunité. Dans ce manuscrit, nous ne rentrerons pas en
détails dans la théorie des modeles a retard, mais le lecteur intéressé pourra lire [Arino and
'Van Den Driessche, 2006]. Les travaux de [Stech and Williams, 1981] et de [McCluskey, 2010]
étudient la stabilité de leur modele a retard. Pour une application plus récente des modeles a
retard dans le cadre de la COVID-19 en France, le lecteur pourra s’intéresser aux travaux de
[Forien et al., 2020] et[Forien et al., 2021 dans le cadre des modeles stochastiques.

Enfin, des modeles avec une structure spatiale ont été considérés par les épidémiologistes.
En effet, les mouvements d’une population dans une région donnée a une grande importance
dans la propagation d’une épidémie. Ainsi les travaux de [Chekroun and Kuniya, 2020a] et
[Chekroun and Kuniya, 2020b] étudient un modele structuré en dge des individus et en espace
et démontrent I'existence d’un taux de reproduction Ry qui, selon sa valeur, entraine un état
d’équilibre endémique ou non-endémique. Dans ces travaux, un opérateur de diffusion est
utilisé pour simuler le mouvement des individus. Les travaux de [Oliver et al., 2022| utilisent
également un opérateur spatial diffusif pour simuler I’évolution de la pandémie de COVID-
19 en Isére et proposent une méthode de prédiction de I’évolution de la pandémie pour un
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modele de type SIR. Dans [Guan et al., 2020], les auteurs proposent un modele pour la
propagation du COVID-19 entre chaque région de la France sous la forme d’un terme de
transport entre chacune des régions. [Thomine et al., 2021] utilisent I'outil Epidemap pour
simuler le mouvement de 60 millions d’individus en France et modéliser numériquement la
propagation d’une épidémie.

Toutes ces considérations sur les variables d’age et de position spatiale sont importantes
mais il est tout aussi important de bien choisir les différents compartiments que ’on souhaite
intégrer dans notre modéle.

1.1.3 Choix des compartiments

Le choix des compartiments est une étape cruciale dans 1’élaboration d’'un modele en
épidémiologie. En effet, selon les motivations de I’étude, le choix de certains compartiments
est plus pertinent que d’autres.

Dans le cadre de cette these, nous avons souhaité étudier la propagation du virus de
la COVID-19 en Isére et les stratégies possibles pour limiter sa propagation et les déces
liés a la maladie. Dans cette optique, il nous a semblé primordial de modéliser la partie
de la population hospitalisée dans un compartiment H ainsi que les déces résultants dans
un compartiment D. Afin d’étudier les stratégies de vaccination permettant d’endiguer la
propagation de la maladie, nous avons décidé d’ajouter un compartiment V pour quantifier
la proportion d’individus qui ont une protection vaccinale. Le compartiment F, pour Exposé,
est un compartiment transitoire entre le compartiment S et le compartiment I. Les individus
FE correspondent aux individus qui sont infectés par le virus, mais qui ne sont pas encore
infectieux, ils ne peuvent pas encore transmettre la maladie. La durée moyenne du séjour
dans cet état est appelée période d’incubation. En complétant avec le compartiment R des
individus rétablis, non décédés, on aboutit alors & un modele SEHIRVD.

Pour résumer, voici la liste des compartiments :

e S : Susceptible. S représente les individus qui ne sont pas infectieux mais qui peuvent
étre infectés par contact avec un individu infectieux.

e F : Exposé. Ces individus sont infectés mais pas encore infectieux. Il s’agit d’un com-
partiment transitoire entre S et I.

e [ : Infectieux. Les individus infectieux sont des individus infectés qui peuvent trans-
mettre le pathogene aux individus S. Ils peuvent étre symptomatiques ou asymp-
tomatiques. Dans cette these, nous avons supposé en premiere approximation que les
individus asymptomatiques possedent la méme force d’infection que les individus symp-
tomatiques.

e 12 : Rétablis. Ce compartiment recoit les individus qui sont rétablis de la maladie, sont
encore immunisés et n’ont pas été vaccinés depuis leur derniere guérison.

e H : Hospitalisés. Ce compartiment représente les individus hospitalisés qui ont des
symptomes légers ou séveres.

e D : Décédés. Ce compartiment représente les individus qui sont morts a cause de
I’infection par le pathogene.

e V' : Vaccinés. Dans ce compartiment, les individus ont été vaccinés et ont encore une
protection contre 'infection.

Ce modele est représenté en Figure [1.5

Le schéma met en évidence deux aspects que nous avons jugés cruciaux dans la modélisation
de la pandémie de COVID-19 : la vaccination ainsi que la perte d’immunité. Pour la vacci-
nation, 3 compartiments sont éligibles. Les compartiments S et R correspondent aux deux
compartiments ou les individus sont sains et ont donc acces a la vaccination. Nous avons
cependant également choisi d’ajouter une vaccination des individus infectés I. En effet, cer-
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FIGURE 1.5 — Schéma du modéele SEHIRVD

tains individus I sont asymptomatiques. Ainsi, ils se comportent comme des individus des
catégories S et R. De ce fait, s’ils ne font pas de test au préalable, ils peuvent tout a fait
se faire vacciner, ce qui explique la transition de I vers V. Pour la perte d’immunité, deux
compartiments disposent d’une protection contre la réinfection : R et V. Les individus R dis-
posent d’une résistance dite naturelle, conférée par leur infection par le virus, et les individus
V disposent d’une résistance induite par le vaccin, une version atténuée du virus. Cette pro-
tection s’amoindrit au cours du temps. Au terme de cette période d’immunité, les individus
redeviennent susceptibles de contracter la maladie. Cela justifie les fleches de R vers S et de
V vers S. Ce modele représente un bon compromis entre réalisme et simplicité. En effet, c’est
un modele plus complet que le modeéle SIR et suffisamment parcimonieux pour permettre
d’effectuer des simulations numériques en temps raisonnable.

En ce qui concerne la structure du modele. Nous avons choisi un modele EDP avec age
de maladie a et dge d’immunité &. Nous ne prenons pour l'instant pas en compte l'dge
des individus dans ce modele. Cette hypothése revient a étudier le systeme sur des courtes
périodes temporelles pour lesquelles les phénomeénes dépendant de I'dge d’infectiosité et de
lage d’immunité dominent. Les équations sont les suivantes :
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o =s@( [T sa)anda’) - 5B

%&I(t) = /OOO vi(a) g (t, o )da' — v H (%)

(;i(u o) + gi(t’ a) = —yi(@)I(t, @) — 0t)ral(t, Q)
%ff(t, &) + %(t, &) = —Or(t,a)R(t,&) — or(G)R(t, &)
%—Z(t,&) + (ZZ (t,a) = —ov(a)V(t,a)

%(t) = yutpH (1)

I(t,0) = 6E(t)

R(t,0) = /0 T = )@ )ded + (1= 7o)y H (L)

V(t,0) = / T O Al (t, oo + / T On(t, o )R(t, &)dd + 0(1)S (1)
0 0 )

avec la contrainte additionnelle :
S(t) + E(t) + H(t) + / I(t,o/)do’ + / R(t,a)dd + / V(t,a)dd + D(t) =1 (1.2)
0 0 0

Dans la partie[l.2 | nous expliquons plus en détails la structure en dge du systéme. Ensuite,
dans la partie nous expliquerons en détails chaque parametre du modele. Enfin, dans la
partie nous décrivons les états d’équilibre du systéme.

1.2 Modéles structurés

Dans cette partie, nous revenons sur les choix de la structure en age dans notre modeéle.
Dans un premier temps, nous expliquerons ces deux ages dans notre modele, puis nous explo-
rons une alternative discréte de ce modele.

1.2.1 Structure en age

Dans ce modele, deux ages sont présents :
e [’adge de maladie o qui porte sur le compartiment I
e [dge d’immunité & qui porte sur les compartiments R et V.

On remarque que malgré la présence de deux structures d’age, celles-ci portent sur des
compartiments différents. Ainsi, chaque compartiment est caractérisé par au plus deux va-
riables : le temps et un age. 11 s’agit donc d’un systéeme d’EDP en 3 dimensions mais chaque
EDP individuelle fait intervenir seulement deux dimensions. Cela va nous étre utile lors de
la recherche de solutions au systeme par méthode des caractéristiques dans le chapitre [3| puis
pour les simulations numériques au chapitre [4]
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Comme expliqué précédemment, ces deux ages nous permettent de raffiner le modeéle.
Cela autorise notre modeéle a mieux rendre compte de la temporalité du systéme a travers
I'utilisation de parameétres dépendant de cette structure en age. En effet, les parametres du
modele varient beaucoup selon I’dge considéré. Par exemple, pour le choix de ~r(«), on a
v1(1) ~ 0.0055 puis y7(cv) croit avant d’atteindre son maximum de 0.5 pour a > 20. Cela
signifie que les individus qui viennent d’étre infectés ont beaucoup moins de chance de guérir
1 jour apres le début des symptdomes par rapport a 20 jours apres les symptomes. Sans cette
structure d’age, nous aurions di utiliser un taux moyen 7 qui aurait permis a une proportion
importante d’individus I de sortir au bout d’une journée de symptomes.

De la méme maniere, la perte d’immunité suite a une infection ou a une vaccination n’est
pas immédiate. Cela explique 'utilisation des fonctions de perte d’'immunité or(&) et oy (&)
comme dans les travaux de [Bhattacharya and Adler, 2012].

De plus, 'dge d’immunité permet également de jauger le taux de vaccination Or(t, &).
En effet, en France, pour pouvoir étre vacciné, il fallait impérativement ne pas avoir été en
contact avec le virus depuis au moins 3 semaines. Ainsi le taux de vaccination des individus
R, Or(t, &), était quasi nulle pour & proche de 0 et proche de son maximum pour & de 'ordre
de 3 semaines.

Dans ce travail de these, 'dge des individus n’est pas étudié. Nous n’avons pas eu le temps
de développer des résultats théoriques et numériques dans ce cas-ci. Cependant, I’ajout de
cette variable est tout a fait envisageable et est I'une des pistes d’exploration pour la suite.

L’ajout de I’Age des individus peut se faire comme expliqué dans la partie[l.1.2| sous forme
d’un terme d’advection dans les EDP ou bien sous une forme discréte avec des classes d’age
comme le suggere la matrice de contact (voir Figure .

1.2.2 Structure discréte ou continue ?

Il est possible de donner une structure discrete a la variable a d’age des individus. En
effet, il est possible de segmenter les individus par tranches d’age : 0-10,10-20,20-40,40-60,60+
par exemple. Si 'on raisonne ainsi, on obtient, a la place d’'un terme de dérivée partielle
en a, une suite de systemes différentiels couplés indexés par les classes d’age considérées.
Cette transformation est décrite dans [Tudor, 1985]. Similairement on peut raisonner par
classe pour ’dge de maladie et ’dge d’immunité. Dans le cas ou les fonctions dépendant de
la variable d’4dge sont constantes par morceaux sur les classes d’age, les deux méthodes sont
équivalentes. L’avantage du modele EDP est qu’il permet de raisonner avec des fonctions qui
sont continues et de ne pas avoir a gérer N systémes différentielles pour N classes d’age.
Cependant, il est parfois plus simple d’obtenir des résultats théoriques lorsque les variables
d’age sont discrétisées. La théorie des EDO s’applique alors et les résultats sont plus nombreux
que pour les EDP. Dans le cadre de notre modele, nous prouverons dans le chapitre [3] que
sous certaines hypotheses sur les parametres, le probleme est bien posé : il existe une
unique solution au systéme qui dépend continiment des conditions initiales.

Le choix de la forme des parameétres est donc un facteur important dans I’étude de notre
systeme.

1.3 Parameétres du modeéle

Les parametres du systeme sont définis comme suit :
e [(t,a) est le taux de transmission du modele. Ce taux peut étre pris indépendant du
temps si aucune mesure sanitaire n’est prise en compte au cours de la simulation.
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e A(t) modélise le taux de vaccination des individus S et I asymptomatiques. 0 (t, @)
représente le taux de vaccination des individus du compartiment R.

o or(&) et oy (&) sont les pertes d'immunité progressives dans les compartiments R et

V.

0 est le taux d’incubation du pathogéne.

~vr et vy sont les taux de transition a partir des compartiments I et H.

T4 est la proportion d’individus infectieux qui sont asymptomatiques.

Ty est la proportion d’individus infectieux dont 1’état nécessite une hospitalisation.

Tp est la proportion d’individus hospitalisés qui décedent a cause de leurs symptomes.

On peut alors réécrire le schéma avec ses paramétres (voir Figure [L.6).
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FIGURE 1.6 — Schéma du modele SEHIRVD avec ses parametres

1.4 Equilibres du systeme

Dans cette partie nous étudions les états d’équilibre du systéme pour certains jeux de

parametres. Nous nous restreignons au cas particulier 7p = 0 (mortalité négligeable), en sup-
posant que le taux de vaccination a ’équilibre des individus susceptibles et asymptomatiques,
6¢, ainsi que le taux de vaccination a ’équilibre du compartiment R, 6% (&), appartiennent a
[0,1].

Nous commencons par établir un lemme technique qui sera utilisé dans la suite :

Lemme 1.1. Soit ¢ : RT — Rt telle que / ¢(a’)da’ = +o0, alors
0
[ olage 500 4o 2 1.
0
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Démonstration.
On a

/ T (a)e Jo 9@ g | _ o= fy 9lede’
0

0
= 1 - 67 fOOC ¢(a/)da/
=1.

O
Le théoreme suivant donne une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un équilibre
dans cette situation.

Théoréme 1.1. Supposons que
/ B(a)e™ Jo v’ =0 Taa g, _ ge / T el ov@nda g 5 g
0

Alors le systeme ([1.1)) admet un unique point d’équilibre.

Démonstration.
A D’équilibre, les équations algébro-différentielles sont :

—s/ Ba da+/oo[aR(d)Re(&)+av(d)V(d)]da—HeS ~0
S/ B(a)L(a)da — 6E, = 0

[ @mnttayia . =0

Oole(a) = —[y1(a) + 0°Ta) I ()
daRe(@) = —[oR(@) + 0%(a)|Re(a) (1.3)

/ 6°7al,()do + / 05(&) Ro(&)ddi + 6°S,.

On calcule d’abord les solutions explicites des équations différentielles en dge a et & :
(@) = e Jo ey, )

Re(a) =e” [ loR(@)+0%(a))da’ R.(0)

Vo(a) = e Jo 7v(@)d8y .

Pour le moment, on suppose E,. connu, pour obtenir des expressions paramétrées en F..
A Daide de la deuxiéme équation de ((1.3) ainsi que de la forme de I.(«), on obtient :

1
== 1.4
Se =1 (1.4)
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avec a = /oo Bla)e

A TDaide de la troisieme équation de (1.3]) ainsi que de la forme de I.(a), on obtient :
Tgbd E,

H, = = 1.5
e - (1.5)

— foa 'yI(a’)da’—GeTAada

avec b:/ ( ) fO ’y] da GerAOéd
0

En utilisant les expressions de S, et H,, ainsi que les conditions initiales dans ([1.3]), on
obtient les expressions de I, R, V. en fonction de E. :

L(a) = ¢ Jo mi@)de/ 005 (1.6)
Ro(@) = e~ Jo 1oR(@)+05(a)14 s o (1.7)
Vo(a) = e Jo ov(@)dd {(9%@4 + db)SE, + % (1.8)

avecc—/ = Jo ie)de/—6°Tacr g, etd—/ (~) = Jo or(@) 05 (@ (@04’ g

0
A partir des equatlons du modele et en utilisant a , on obtient une expression
paramétrée en F,

(g—al)He + [fo+ g(6°cTa + db) — 1]E. =0 (1.9)

avec f = /Ooo r(d)e - Jylon(a N g5 ot g = /oo oy(a)e” I v (@) g

D’apres le lemme on observe que comme / - oy (a)da’ = +o0, alors g = 1.

La condition (1.8) devient alors "

[fb+ (0°cT4 + db) — 1]0E. =0
Ainsi, pour obtenir une solution non triviale, il faut que
fo+ (6°cTa +db) — 1 = 0. (1.10)

Avec notre jeu de parameétres, c’est bien le cas. En effet, nous verrons dans le paragraphe
4.1.1] que les fonctions or et 5 retenues pour notre étude sont des sigmoides. Ces fonctions
vérifient /Oo or(a’)da’ = +oc et /Oo y1(a)da' = +00. Cela implique par le Lemme que
Fad=1ctbt0crs=1. ’

Pour déterminer E., on utilise la conservation de la population :

E, e
TH00Be | 5B, + hbOE, + j[(0°cra + db)OE, + ]
YH a

avec h —/ e J3 lon(@)+05@)lda’ daet j= / o UV(dl)d&/dd.
Finalement, on obtient ’expression de E,
(a —1-j06°)

E, = s : (1.11)
a(l + 22 + c6 + hbd + j(6°cTa + db)J)

1
:*+Ee+
a

Par hypothese, on a a — j0° > 1. Par conséquent E. est positif et donc le point d’équilibre
est admissible.
O
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Corollaire 1.1. Supposons que

/ ¥ Ba)e Jo @ =0, _ ge / Ty v gg g
0 0

Alors a ’équilibre, le systéme vérifie

Ee = He = Ie(a,)dal = / Re(d/)dd, = 07
0 0
1
Se = [e9) & N )
1 +6€/ e_fo oy (&)da dé
0
ge - [T ov(a)da
Ve(d) = o

1+ ge /OO e~ fos JV(d/)dd,ds.
0

Démonstration.
Avec cette hypothese d’égalité, (1.11)) devient E, = 0. A 'aide des équations du modele (|1.3))
ainsi que la conservation de la masse totale du sytéme, on obtient le résultat annoncé.

O

Remarque 1.1. On peut remarquer dans ce cas que, si oy est constant égal a oy, les expres-
sions de S, et V, deviennent :

_ g

E + oy ’

Ve(a@) = o= 7@

Se
e
o+ oy
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Chapitre 2

Outils mathématiques

Sommaire
Dans ce chapitre, nous développons les outils mathématiques et numériques utilisés durant la these
pour la simulation numérique et ’analyse de notre modeéle. Dans un premier temps nous présenter notre
approche pour l'approximation numérique des opérateurs différentiels en 4ge. Ensuite nous étudions
les méthodes de calcul numérique des opérateurs intégraux en age. Enfin, nous décrivons le schéma
numérique d’intégration temporelle utilisé dans nos simulations.

Contents
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2.1.1 Introduction aux fonctions a base radialel. . . . . .. ... ... .. 22
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2.1.,5 Traitement des conditions aux limitesl . . .. ... ... ... ... 27
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2.1.7  Remarques et discussion| . . . . . . . . .. ... Lo 29
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2.2.5  Application a notre modele] . . . . . ..o oL 41
2.3 Schéma numeérique en temps| . . . . . . . ... o 41
2.3.1  Geéneralites sur les méthodes de résolution numériques| . . . . . . . 41
2.3.2  Application de la méthode d’Euler pour I'’équation d’advection 1D| 45
[2.3.3  Discrétisation temporelle du modelel . . . . .. .. ... ... .. 46
2.3.4  Choix des conditions initialesl . . . . . . . . ... .. .. ... ... 48

2.1 Approximation d’opérateurs linéaires par les méthodes
RBF

Cette section est consacrée a la description des outils mathématiques utilisés pour ’ap-
proximation numérique des opérateurs différentiels présents dans le modele (1.1)). Dans un
premier temps, nous présenterons la méthode d’interpolation par les fonctions a base radiale
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(RBF) afin d’introduire la méthode RBF globale d’approximation des opérateurs différentiels.
Dans un second temps, nous discuterons de ’approche RBF-FD, une variation de la méthode
RBF globale qui s’appuie sur une interpolation locale. Enfin nous discuterons des avantages
et inconvénients de ces méthodes par rapport aux méthodes classiques.

2.1.1 Introduction aux fonctions a base radiale

La théorie des fonctions & base radiale a vu le jour a la fin des années 1980 dans les
travaux de [Micchelli, 1986], [Powell, 1987], et [Dyn, 1987|. Elle a ensuite été développée dans
[Powell, 1992]. Ce type de fonctions a tout d’abord été introduit pour résoudre des probléemes
d’interpolation, comme alternative aux méthodes d’interpolation polynomiale. La question
de linterpolation peut étre vue comme suit : "Etant donné des valeurs { fj}j.vzl C R, et

des positions {:J:j};vzl C RY, est-il possible de construire une fonction f telle que pour tout

1 <j <N, f(zj) = f; 7 De plus, existe-t-il des fonctions {gbj};.v:l et des coefficients {cj}jyzl
N

tels que cette fonction f soit de la forme Z cj¢; et que, pour tout 1 < j < N, ¢; ne dépende
j=1

que de z; 7 Cette question fut soulevée par Hardy dans [Hardy, 1971]. Un premier élément
de réponse avait été apporté dans [Mairhuber, 1956 : en dimensions d > 2, si les fonctions
{¢; }jvzl de l'interpolation sont indépendantes des noeuds {z; };y:p alors il existe une infinité
de listes de positions {z; }jV: , telles que le probleme n’a pas une solution unique et le probleme
est donc mal posé. Ainsi, [Hardy, 1971] propose une famille {¢; }jvzl qui dépend de la position
des noeuds de l'interpolation et prouve l'existence et 'unicité d’une solution dans ce cadre

pour n’importe quelle liste de positions {x; }jvzl et pour toute dimension d > 1.
Ce constat nous conduit a définir la notion de fonction & base radiale.

Définition 2.1. On dit qu’une fonction ¢ : R4 — R est une fonction & base radiale si ¢ peut
s’écrire sous la forme z — U(||z —al|) ot ¥ : RY — R, a € R? et ||.|| est la norme euclidienne
sur RY,

Dans [Micchelli, 1986], 'auteur prouve, dans le Théoréme 12, que pour ¥ : r — /1 + 72
les fonctions (de);-V:l définies par

¢j(z) = W(llz — z;l) = /1 + [lo — ;]

forment une famille pour laquelle le probléme d’interpolation est bien posé. Plus tard, les
travaux de [Powell, 1992], [Madych and Nelson, 1992] et [Yoon, 2001] renforcent la théorie
et proposent d’autres fonctions ¥ pour lesquelles le probleme reste bien posé. Une liste non-
exhaustive de ces fonctions est présentée dans la Table

Une représentation graphique des différentes familles de RBF est présentée dans la Figure
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Nom Expression

Multiquadrique (MQ) V14 (er)?
. . 1
Multiquadrique Inverse (IMQ) m
Gaussienne (GA) e—(er)?

Polyharmonique (PHS) |7 m e N

TABLE 2.1 — Fonctions de base ¥ pour les fonctions & base radiale

MQV1+r MQ IV 1+r2

3.00
2.75
2.50
2.25
2.00
175
150
125

(a) RBF Multiquadrique (b) RBF Multiquadrique Inverse

GA e~ PHS r*

(c) RBF Gaussienne (d) RBF Polyharmonique 73

FIGURE 2.1 — Visualisation des différentes familles RBF sur [—2,2]2. Les familles MQ, IMQ
et GA sont tracées avec ¢ = 1.

Dans les expressions des bases RBF Multiquadrique, Multiquadrique Inverse et Gaus-
sienne, on observe un parametre supplémentaire . Ce parametre est appelé facteur de forme
et a une influence sur I’étalement de la base RBF considérée. Le choix de la valeur de ¢ est
important et fait varier le conditionnement des matrices RBF ® dans et A’ dans
qui sont amenées a étre inversées. Une étude de 'influence du facteur de forme a été réalisée
dans [Flyer et al., 2016].

Les RBF constituent un outil puissant pour les problemes d’interpolation. Elles peuvent
également étre utilisées pour les problémes d’approximation d’opérateurs différentiels, il s’agit
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des méthodes RBF globale, que nous verrons dans la section[2.1.3] et RBF-FD qui sera détaillée
dans la partie 2.1.4]

2.1.2 Description de l’interpolation RBF

Dans cette partie, nous présentons la méthode d’interpolation RBF. Nous reprenons les
notations introduites dans la partie précédente.

Soient 2 C R et f: QO — R. L’idée de l'interpolation RBF est de proposer un interpolant
f de f sous la forme : pour tout y € €,

N N
Fy) = midi(y) = > wwllly — ). (2.1)
j=1 j=1
L’interpolation doit étre exacte aux noeuds {z; };V: | avec pour valeurs { f; };V: 1» le probleme
se réécrit alors :
F=op (2.2)

avec F: (f17f27"‘7fN)T7 IEL: (Ml,/,LQ,...,,U,N)T et

$1(z1) - dn(21)
e=| i
o1(zN) ... dn(TN)
Dés lors, si @ est inversible, le probleme d’interpolation est bien posé et on peut obtenir
les coefficients de l'interpolation en inversant le systéme :

p=d1F. (2.3)

Pour les bases présentées dans la Table il a été prouvé que le probleme d’interpolation
est bien posé dans |[Fornberg and Flyer, 2015] et [Barnett, 2015].

L’interpolation par les bases RBF peut étre appliquée dans le cadre des équations aux
dérivées partielles afin d’approcher les opérateurs de dérivée spatiale. Il s’agit de la méthode
RBF globale.

2.1.3 Description de la méthode RBF globale

Dans cette section nous expliquons comment les opérateurs différentiels peuvent étre
discrétisés en utilisant les RBF. L’utilisation des RBF pour approcher des opérateurs différentiels
a été initiée dans le cadre de la résolution numérique des équations aux dérivées partielles par
les travaux de [Kansa, 1990a] et [Kansa, 1990b].

L’idée de la méthode est d’utiliser I’équation et de la dériver par rapport a la variable
spatiale d’intérét y. L’équation devient alors

N
F) =3 1di(y) (2.4)
j=1

avec <b;- la dérivée par rapport a la variable spatiale de ¢;.
En notant alors, pour y € RY, & (y) = (¢ (y), #5(y), - -, ¢y (y)), on a :

A

fy) = @' (y)p
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A Taide de la formule (2.3), on obtient :

fy) =2 (y)@'F.
L f

Ainsi, le vecteur F’ = (f'(z1),. '(xn))T est obtenu par :

Fr=d'd'F (2.5)
avec
Pr(z1) - .. Py(21)
o = P
P1(zn) ... Py(2N)

L’équation nous montre que la matrice ' ®~! est la matrice correspondant & ’opérateur
de la dérivation par la méthode RBF globale.

La méthode RBF gloable permet donc d’approcher 'opérateur de dérivation et, par ex-
tension, n’importe quel opérateur différentiel. Cependant, la méthode implique le calcul et le
stockage des matrices ® et ®' de taille N x N puis I'inversion de la matrice ® qui est non-creuse.
Il semble donc important, dans le cas ou les valeurs de N ne permettent pas la résolution du
systeéme linéaire , de proposer une méthode alternative utilisant des systemes creux.

2.1.4 Description de la méthode RBF-FD

La méthode RBF-FD est une variation de la méthode RBF globale. Cette approche est
présentée dans [Flyer et al., 2016], [Fornberg and Flyer, 2015]. Il s’agit d’'une méthode de
différences finies particuliere qui ne nécessite aucune contrainte sur la disposition des points
dans I'espace étudié.

Soient encore Q C R, f: Q — R et {xj}j.vzl C R9. Soit également n << N.

La méthode RBF gloable utilisait 'interpolation RBF pour approcher f sur tout 2. L’idée
de la méthode RBF-FD est d’utiliser une interpolation locale de f.

Pour tout x € Q, on appelle V,,(z) ’ensemble des indices des n points dans I’ensemble
{z; };V: 1 qui sont les plus proches voisins de x au sens de la norme euclidienne. On note alors
S(x) = {x; }j V() I’ensemble des plus proches voisins de x. L’approximation locale de f en
x €  est alors donnée par :

Fay= > i) = > po(lle — =l (2.6)
JEVn () JEVn ()
Pour 1 < i < N, on note S(z;) = {v;}n . et (M;)jevn(azi) les coefficients (y;) apparaissant
]:
dans expression (2.6) avec x = z;. On remarque que z; € S(x;). On impose que I’approxi-
mation doive étre exacte a tous les points de S(z;). Cela donne lieu au systeme suivant :
Fi= i (2.7)
avee B = (f(u}), f(03), -, FR))"s B° = (i, gy i) et
Y(llop = vil]) - ¥(llvi = vll)
Pt — : - :
DIy, = vill) - (v, — vl

La formule (2.7) obtenue ci-dessus est tres proche de I’équation (2.2) dans le cas RBF
global mais fait intervenir une matrice ®' de taille n x n. L’idée est ensuite de résoudre ce
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systéme pour chaque 1 < ¢ < N pour obtenir une approximation locale de f autour de chaque
ZTi.

Il est cependant recommandé dans [Flyer et al., 2016] d’ajouter un autre terme polynomial
dans ’expression dans le cas de la base MQ ou PHS. La formule d’interpolation locale
devient alors, pour tout 1 <¢ < N :

i) = ZMW(H% = vl1) + D Hnyar(@:) (2.8)

k=1

ol les {p }—, sont des mondmes régularisateurs de Papproximation soumis & la contrainte
suivante : pour tout 1 < k < m,

n
Z pipn(a;) (2.9)
Dées lors le probleme (22.7) devient :
Bl = Alg (2.10)

~ i ) ) ) N . .
avec o' = (f(v]), f(v8), -, f(0}), 0, 0T, il = (i, iy s fy) T et

m fois

v )

avec P de taille n x m telle que PZ r=pr(v ) Nous reviendrons plus en détails sur I'effet
des polyndmes régularisateurs dans la section

Comme pour la méthode RBF globale, si la matrice A’ est inversible, on peut obtenir
les coefficients ji’. correspondant & I'opérateur d’interpolation locale de f autour de z; par la
formule :

il = (AHY7UE, (2.11)
Maintenant, en procédant comme dans la section il est possible d’interpoler locale-

ment un opérateur différentiel linéaire £. En appliquant 'opérateur £ a I'expression ([2.8)), on
obtient, pour 1 <¢ < N :

zi) = Y Lo (llwi = vj|) + 3w, Low(i). (2.12)
Jj=1 k=1

D’ou, en posant
L (i) = (Lp(||i — vill), - -, LO(lwi — vy ]]), Lpr (i), - -, Lom(:)),
Lf(wi) = L ()i (2.13)
Par conséquent, avec (2.11]), on a finalement :

Lf(z:) = L (2;)(A)LE. (2.14)
Ainsi le vecteur ligne (wi,...,wh,,,) = LP%(z;)(A")"! tronqué en (wi,...,w?) contient

les poids de différentiation discrétisant I'opérateur £ au point z;. On transforme ensuite ce
vecteur en un vecteur w* de taille N de sorte que pour tout 1 < k < N :

k] = { 0 sik¢Va(wi)

sixp = v;.
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Cette opération permet de réindicer les poids de discrétisation dans I’ensemble total {x; }jvzl
Enfin, on répete cette opération pour tout 1 < i < N afin de créer la matrice L de taille
N x N dont la ligne i correspond & w’. Cette matrice est de taille N x N mais est creuse :
elle ne contient que N X n coefficients non-nuls.

Cette matrice L vérifie, en posant F' = (f(z1), ..., f(zy))T et LE = (Lf(z1),..., Lf(xn))T

LF=LF.

L correspond a la discrétisation de I'opérateur £ par la méthode RBF-FD. Cet opérateur £
peut représenter n’importe quel opérateur linéaire. Ainsi, dans le contexte des équations aux
dérivées partielles, £ peut étre I'opérateur différentiel d’intérét ou 'opérateur qui intervient
aux limites du domaine afin de traiter les conditions aux limites.

2.1.5 Traitement des conditions aux limites

Dans cette section, nous expliquons comment appliquer la méthode RBF-FD dans le cadre
d’une équation aux dérivées partielles stationnaire.

Soit € un ouvert borné de R%. On considére équation aux dérivées partielles stationnaire
suivantes :

Lu(x) = gine(x), siz e
Bu(x) = gbound(ﬂf), sixz € 9N

ou L est l'opérateur différentiel linéaire agissant sur I'intérieur du domaine et B 'opérateur
linéaire de condition aux limites imposant des conditions (par exemple Dirichlet, Neumann
ou Robin) sur le bord du domaine 92.

Soient Nint, Npound deux entiers non nuls et N = Njpt + Npoung- Soient désormais X, =
{z1,...,2nN,,, } une discrétisation de Q, Xpound = {TN,,, 415 - - s TN+ Nooung » UE discrétisation
de 9Q et X = {z1,...,zn} la discrétisation de Q associée. On définit ensuite 'opérateur M
tel que, pour tout = € Q,

~} Lu(x) six el
Mu(z) = { Bu(z)  sixz e 0.

On construit alors la matrice M de taille N x N correspondant a 'opérateur M comme
expliqué dans la section [2.1.4]
Ainsi le systeme discrétisé correspondant a cette équation aux dérivées partielles est :

MU =G,
avec
u(r1) Gint(21)
U — u(xNznt) , G — gint(‘rNint)
u(xNint+1) gbound(SUNierl)
U(LL‘N) gbound(x]\/)

Ainsi, la méthode RBF-FD permet également de traiter les conditions au bord et ainsi de
résoudre numériquement des équations aux dérivées partielles.

27



2.1.6 Application a notre probléme

Dans cette section, nous expliquons comment nous discrétisons les équations aux dérivées
partielles présentes dans notre modele (1.1). Pour illustrer ’approche, nous nous focalisons
sur les équations sur I données par :

O t0) + 2L (t.0) = —(@)I(t,0) — 0(1)7al (1)

I(t,0) = 0E(t).
La méme méthode peut étre appliquée pour les équations portant sur R et V.

0
Dans notre étude, 'opérateur de dérivation temporelle — n’a pas été approché par la

méthode RBF. Cet opérateur est discrétisé par une méthode d’Euler que nous expliquerons
plus en détails dans la section

Nous discutons ici de I'approximation de l'opérateur %0 ainsi que le traitement de la
Q@

condition de Dirichlet au bord du domaine.

Soient N, un entier naturel, n << Ny et 0 =g < a1 < -+ < an, < Qpaz < +00 Une
discrétisation de I’dge d’infectiosité sur Uintervalle borné J, = [0, ez [. La méthode est ici
présentée en utilisant la fonction de base PHS ¢ : r — 73 et avec un nombre de polynémes
régularisateurs m = 1.

Les points (ai)f\[:“l correspondent aux points a I'intérieur du domaine Jp, et ag = 0 corres-
pond au bord du domaine sur lequel la condition de Dirichlet va s’appliquer.

Soient 0 < i < N, ¢t > 0. Soit S(a;) = {v,...,v,} l'ensemble des voisins de ;. On
discrétise l'opérateur différentiel en 4ge de maladie au temps t au point «; comme dans
Pexpression (2.14]) :

O (t,0) = Ba¥i(0) (4) 1)

avec 8a¢>i(ozi) défini en avec £ = O, A* la matrice défini en avec P de taille

n x 1 dont toutes les entrées sont 1 et

I'(t) = (I(t, 1), . I(t,07,),0)T.
De la méme maniére que dans la section 2.1.3 on peut introduire la matrice M, corres-

pondant a la discrétisation de 'opérateur — telle que si au temps ¢, nous avons

Oa

~>
—

o~
N—

Il

(I(t, ao),I(t,al),. . .,I(t, OzNa))T

a1 a1 o1 T
(%{(t, a()), %(t, Oél), ceey 87a(t7 OZNQ)>

)
~>

—
o~

N—
Il

alors :

Oal(t) = MuI(t) (2.15)

Nous construisons ensuite les sous-matrices M o et M, définies par :

Mo =M. 1)

1<i,j<Nao

Mo, = (Ma i, O]>
1<i<Na
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avec M1 o une matrice de taille N, x N, et M, de taille N, x 1.
La matrice M o est 'approximation en dimension finie de 'opérateur différentiel en age o de
I’EDP dans le domaine, hors condition a la limite en ag = 0. La matrice M3, permet la prise
en compte de la condition au limite de Dirichlet en oy = 0.

Notons I (t) = (I(t,a1), I(t, az), ..., I(t,an,))T les valeurs prises par I & Dintérieur du
domaine, et 1°°“"?(t) = I(t,0) la valeur de I au bord ag = 0.

Le systeme discrétisé correspondant aux équations sur la variable I peut alors s’écrire
comme une EDO :

djmt N N
pm (t) = =M1 oI (t) — SE(t)Ma o + Fy(t, I (1))

Ibound(t) — 5E(t)

avec
—(y(a1) + 740(8)) (2, )
Fr(t, 17 () = :
—(ylan,) +7a0(1))I(t, an,)

De la méme maniere on construit également la matrice Mg d’approximation de 'opérateur

) .. 0 N- .
différentiel % aux noeuds (ai)f-vzao et les sous-matrices correspondantes Mj 5 and M 4.
a

2.1.7 Remarques et discussion

0
La méthode RBF-FD présentée ci-dessus décrit le cas de 'opérateur — sur l'intervalle
o

Jp = [0, maz| en dimension 1. Cependant, comme pour la méthode d’interpolation RBF,
cette méthode peut également permettre d’approcher n’importe quel opérateur différentiel
linéaire dans un espace €2 de dimension quelconque. Dans [Flyer et al., 2014], I'auteur étudie
des équations de type ”"Shallow water” sur le bord d’une sphére, ce qui correspond a un
domaine de dimension 2. Une équation de réaction diffusion est aussi résolue sur ce méme
domaine. L’équation de Poisson est ensuite résolue numériquement par cette méthode sur
une couronne sphérique en dimension 3. [Oliver et al., 2022| utilise la méthode RBF-FD
pour discrétiser I'opérateur de diffusion pour représenter le mouvement des individus sur une
surface de dimension 2. La these de |[Lopez Ferber, 2024] utilise également cette méthode pour
résoudre un probleme d’advection-diffusion en dimension 3.

La recherche de plus proches voisins de «; en dimension 1 est assez simple, il suffit de
prendre n points a gauche ou a droite de «; qui minimisent la distance entre «; et ’ensemble
des (a;). Cependant, en dimension supérieure, cette tache peut s’avérer plus complexe. La
structure de données des arbres k-d est particulierement adaptée a la recherche des plus
proches voisins. Cette structure a été introduite dans [Bentley, 1975 et 1’algorithme de re-
cherche des plus proches voisins a été développé dans |Friedman et al., 1977]. L’algorithme
naif de recherche de plus proches voisins consisterait & comparer itérativement les distances
de chaque «a; avec «; et de conserver les n points qui correspondent aux distances les plus
faibles. Cet algorithme présente une complexité en O(nN, ). Ainsi, pour ’ensemble des (o),
I'algorithme a une complexité en O(nN?2). La construction de I'arbre k-d s’effectue en une
complexité O(N, log(N,)). Ensuite, une fois ’arbre construit ’algorithme de recherche des n
plus proches voisins de «; présente une complexité en O(nlog(N,)). Ainsi pour ’ensemble des
(), la recherche s’effectue en O(nNylog(N,)). Au final I'algorithme de recherche des plus
proches voisins par la méthode des arbres k-d s’effectue en

O(Na log(Noz)) + O<nNoz log(Noz)) = O(nNoc log(NOc))‘
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Un exemple de disposition des plus proches voisins en dimension 2 est présenté en Figure
2.2

FIGURE 2.2 — Exemple de disposition de n = 22 plus proches voisins. Le point entouré en
bleu correspond au point dont on recherche les plus proches voisins. Les points entourés en
violet correspondent aux 21 plus proches voisins du point bleu dans cette configuration (le
point bleu faisant également partie de ses n = 22 voisins).

Le fait de prendre n << N, plus proches voisins nous permet d’obtenir une matrice de
différentiation M, creuse. Cela permet, grace a des librairies numériques adaptées au calcul
matriciel des matrices creuses, de diminuer grandement les temps de calcul. Dans le cas
n = Ng, la méthode RBF-FD revient a effectuer la méthode RBF globale présentée dans la
section 2.1.3l

Dans nos simulations, nous travaillons avec les fonctions de base PHS W : r + 3 afin de
ne pas avoir a se soucier du choix d’un facteur de forme e. Dans [De Marchi, 2013|, Théoréeme
12, Pauteur prouve qu’avec m < n, la matrice A* dans l’expression est bien inversible
et que 'on peut donc écrire .

Les polynomes régularisateurs jouent un réle important dans la méthode RBF-FD. La
condition supplémentaire est une contrainte sur les polynémes de I’approximation RBF-
FD. Dans [Flyer et al., 2016], il est expliqué que, pour des noeuds espacés en moyenne d’une
distance h, pour la famille PHS, l'erreur effectuée par ’approximation d’une dérivée d’ordre k
est en O(h!=**1) avec [ le degré maximal des polynomes régularisateurs ajoutés. Ainsi, plus
le nombre de mondémes régularisateurs apporté est grand, plus I'approximation sera précise.
Il est donc recommandé d’ajouter des polynémes dans la méthode RBF-FD avec la famille
PHS. Cependant, il est impossible d’ajouter plus de polynémes que n, le nombre de points
du voisinage. En effet, on perd alors le caractere bien posé du probléeme. Cette borne est
également indépendante du degré p dans ’expression de la PHS 7P considérée. Dans notre
étude, nous avons travaillé uniquement avec les polynémes de degré 0 étant donné que les
performances de la méthode étaient déja tres satisfaisantes.

La méthode RBF-FD est une alternative aux schémas classiques d’approximation
d’opérateurs différentiels tels que les différences finies ou les volumes finis. Elle présente I'avan-
tage de mieux s’adapter a la grande dimension et de pouvoir prendre en compte des domaines
a géométrie complexe sans avoir a imposer de grille réguliére. Cela permet entre autres de
passer outre les problémes de bord rencontrés dans le cas des grilles classiques ou des volumes
finis.

Ainsi, la méthode RBF-FD ne nous contraint pas sur le choix des discrétisations (o) et
(&;), ce qui nous laisse plus de liberté pour les méthodes de calcul d’intégrales. On peut par
exemple utiliser des suites quasi-aléatoires (Halton, Sobol’, ...) afin de pouvoir bien remplir
I’espace considéré et utiliser leur faible discrépance pour le calcul approché d’intégrales.
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2.2 Méthodes d’approximation d’intégrales

Les intégrales jouent un role central dans la dynamique de notre modele SEHIRVD. Le
o0
terme S(t) / B(t,a/)I(t,a)da’ correspond a l'infection d’individus Susceptibles par contact

avec l’ensenr?ble des individus Infectieux au temps t. Il est donc important de calculer avec
précision cette valeur. Dans un premier temps, nous décrivons les méthodes usuelles de cal-
cul numérique d’intégrales. Ensuite, nous présentons la méthode de Monte Carlo qui utilise
une approche probabiliste pour le calcul d’intégrales. Enfin, nous présentons les méthodes
déterministes de Quasi-Monte Carlo qui utilisent des suites quasi-aléatoires.

Dans toute la partie les fonctions f étudiées sont Riemann-intégrables sur leur do-
maine de définition.

2.2.1 Meéthodes de quadrature classiques

Dans cette section, nous étudions les méthodes classiques d’intégration des fonctions f :
[a,b] — R ot a et b sont des réels avec a < b.

La notion d’intégrale en mathématique est complexe. Elle fut introduite vers la fin du
XVII® siecle dans le contexte du calcul infinitésimal. C’est Leibniz qui propose en juin 1686

la notation / pour symboliser une somme infinie de quantités infinitésimales. Cependant, ce

n’est qu’en 1867 qu’une définition de l'intégrale est apportée. Dans |[Riemann, 1867, Riemann
b

donne un sens mathématique a 'objet / f(t)dt.
a
Définition 2.2. Intégrale de Riemann.
Soit pour N € N*,

b b

_ g Nl .
Sn(f) = N Zf(a—i—k: N )
k=0

Si NHIE Sy existe et vaut S(f) € R, on dit que f est Riemann-intégrable sur [a, b] et on pose
—+00

/ " ftyt = / "= s,

Cette définition fait le lien entre la notion d’intégrale de f et l’aire sous sa courbe
représentative. Elle conduit directement & la notion de formule de quadrature.

Définition 2.3. Formule de quadrature simple

b
Soit N > 0. Une formule de quadrature a N points pour le calcul de / f(t)dt est une
a

expression de la forme

N-1
IN() =D wif(zp)
k=0
oll (xk)fgvz_ol est une suite de points distincts dans l'intervalle [a, b], appelée suite des noeuds

de la quadrature, et la suite (wk)kN:_Ol est une suite de réels, appelée suite des poids de la

quadrature.
L’erreur d’intégration associée a cette méthode de quadrature simple est donnée par

()= [ 1~ 1n(h),
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b—
Ainsi pour (z) = (a—i—kTa) et (wg) = (T)’ on remarque que Sy (f) est une formule

b
de quadrature pour le calcul de / f(t)dt. Cest la formule des rectangles a droite (voir Figure
a

23).

F1GURE 2.3 — Illustration de la méthode des rectangles a droite. L’intégrale de la fonction
sinus sur [0, 7] est approchée par le calcul de l'aire de 10 rectangles (le premier rectangle est

s
aplati). L’aire ainsi obtenue est de 1.98, avec / sin(t)dt = 2.
0

Par définition de I'intégrale de f, cette formule converge vers la valeur de 'intégrale de f
lorsque N tend vers I'infini.
De la méme maniére, on peut définir la formule des rectangles a droite, en considérant la

somme
b_aif(a—i-kb_a)
N = N

Su(f) =

b
Cette formule converge également vers / f.
a

Définition 2.4. Formule des trapezes
Soient N >0, a,b € Raveca <bet f:[a,b] - R. La formule des trapézes a N + 1 points
est une formule de quadrature simple dont l'expression T (f) est donnée par

a b—a

Ty (f) = o] (f(a)+2§f(a+k ) )

Une illustration de cette méthode est présentée en figure 2.4

Définition 2.5. Ordre d’'une quadrature simple

Soient N € N*, K € N*,a,b € R avec a < b. On dit qu’une formule de quadrature simple
Iy sur [a,b] est d’ordre supérieur ou égal & K si pour toute fonction polynomiale P de degré
au plus K, on a

/ " byt = In(P).

Autrement dit la formule de quadrature Iy est d’ordre supérieur ou égal & K si l'erreur Eyn
commise par la quadrature simple est nulle pour tout polynéme de degré inférieur ou égal a
K.
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FIGURE 2.4 — Illustration de la méthode des trapeézes. L’intégrale de la fonction sinus sur
[0, 7] est approchée par le calcul de laire de 10 trapezes (les triangles aux extrémités sont des
cas limites de trapézes avec une petite base de longueur 0). L’aire ainsi obtenue est encore de

1.98, avec / sin(t)dt = 2.
0

On dit qu’une formule de quadrature simple est d’ordre exactement K si elle est d’ordre
supérieur ou égal a K et qu’il existe une fonction polynoémiale ) de degré K + 1 telle que

En(Q) #0.

Remarque 2.1. Les formules des rectangles sont des formules d’ordre 0 et la formule des
trapezes est d’ordre 1.

Afin d’approcher au mieux le calcul numérique d’une intégrale avec une méthode de qua-
drature simple, il convient de prendre une formule d’un ordre élevé, afin de limiter les erreurs
d’approximation. L’ordre maximal que ’on peut attendre d’une quadrature simple est donné
dans le Théoréme 2.7] suivant.

Théoreéme 2.1. Soit N € N*. a,b € R avec a < b. 1l existe une unique formule de quadrature
sur [a, b] & N+1 points d’ordre supérieur ou égal & 2N +1. De plus, cette formule de quadrature
est d’ordre exactement 2N + 1.

Démonstration. La preuve de ce résultat et 'obtention des noeuds et des poids de la qua-
drature sont explicitées dans . L’expression des noeuds correspond aux racines
d’un translaté de Py.1, le (N + 1)°™€ polynome de Legendre, qui est 'unique polynéme de
degré N + 1 tel que pour toute fonction polynémiale ) de degré inférieur ou égal a N, on ait :

/_ 11 Q(t) Py 11 (£)dt = 0.

O

La méthode de quadrature associée a ce choix de noeuds et de poids est appelée méthode
de Gauss-Legendre.

Il existe un lien fort entre 'ordre d’une méthode de quadrature et I'ordre de grandeur de
Perreur commise lors de I'approximation du calcul de la valeur de I'intégrale. Ce résultat est
résumé dans le théoréme suivant.
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Théoréme 2.2. Soient N € N*,a,b € R avec a < b et m € N. Soit alors Iy une formule
de quadrature d’ordre m sur [a,b] et En son erreur associée. Alors pour toute fonction f de
classe C™*! sur [a,b], on a

En(f) =O(N"™).

Démonstration. Voir paragraphe 2.4 dans [Demailly, 2006].
O

Ce résultat justifie 'intérét des méthodes d’ordre élevé, qui donnent une précision plus
grande lors du calcul approché de l'intégrale de f, sous condition que f soit suffisamment
réguliere.

Remarque 2.2. Pour N = 10, la méthode des rectangles a gauche et la méthode des trapezes

™
pour le calcul de / sin(t)dt = 2 donnent une valeur de 1,9835 arrondi & 10~* pres. La
0

méthode de Gauss-Legendre pour N = 10 donne quant & elle 2 + 4 x 1076, Méme avec un
nombre faible de points, cette quadrature est tres performante et surclasse la méthode des
rectangles et celle des trapezes.

Remarque 2.3. La méthode de quadrature de Gauss-Legendre est particulierement efficace
pour le calcul d’intégrale de fonctions réguliéres. Cette méthode se généralise également en

dimension supérieure.
d

Soient d > 1, {aj}?zl {bj}?zl des réels vérifiant Vj, a; < bj et Q = H[aj,bj]. Soit
j=1
f 2 — R. On souhaite obtenir une approximation de / f(z)dz en utilisant les méthodes de
Q

quadrature présentées pour la dimension 1.
L’idée de la méthode est de constater que :

/Qf(t)dt:/:(/:<...< azdf(tl,tg,...,td)dtd>...)dt2>dt1.

Cette observation permet de passer du calcul d’une intégrale sur un espace de dimension
d au calcul de d intégrales sur un espace de dimension 1.
Soit alors N € N*. On se donne une discrétisation & N + 1 points X = {a:j}j.vzo dans [0, 1]

et des poids A = {); };V:O de quadrature. On calcule alors, pour 1 <7 < d :

Y= (bi —a)X +a
WZ‘ = (bz - a,)A

Soit 1 < i < d. L’ ensemble Y; est alors une discrétisation & N + 1 points de [a;, b;]. Les poids
sont alors renormalisés pour que leur somme fasse la longueur de U'intervalle (b; — a;). Notons
Yi ={vi0,---.yin} et Wi ={w;,...,w;n} les poids correspondants. Une approximation de
Iintégrale de f sur 2 est donnée par :

/Qf(t)dt ~ g: wl,z‘1< g: w2,i2(m ( g: Wiy f(Y1irs Y2,i05 - - - 7yd,id))>>- (2.16)

11=0 12=0 1q=0

Ainsi, ’ensemble des points de quadrature utilisés pour estimer 'intégrale de f sur 'en-
d

semble Q est Y = J[ Vi, de cardinal N = (N +1)¢
i=1
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Cette méthode requiert 1'utilisation d’'une méme formule de quadrature répétée d fois. Soit
r Pordre de la formule de quadrature utilisée. Supposons que, pour la fonction f étudiée, il
existe A > 0 tel que pour tout 1 < j < d, pour tous t1,...,tj_1,tj41,...,tq, on ait :

bj N
‘ / f(t,... sti—1,t 41, - S tg)dt — Z wj,ijf(tla s i1, Yhdgs Lt - - Jta)| < AN
aj

;=0

On peut montrer alors (voir section 7.4 de [Owen, 2013|) que l'erreur d’approximation de
la formule de quadrature définie par (2.16)) est au mieux en O(N") = O(N~"/4).

On voit donc que cette méthode n’est pas adaptée a la grande dimension. Dans la sec-
tion [2.2.2] nous présentons les méthodes de Monte Carlo qui proposent une approche non-
déterministe pour le calcul d’intégrale. Dans la partie [2.2.3] nous explorons les méthodes de
Quasi-Monte Carlo qui utilisent des suites a discrépance faible et qui sont une alternative
déterministe au calcul d’intégrale.

2.2.2 Méthodes de Monte Carlo

Dans cette section, d est un entier strictement positif, Q désigne un pavé de R¢ non-vide
d

de la forme H [aj,b;]. Soit f: Q — R la fonction dont on souhaite estimer I'intégrale sur €.
j=1
On notera dans cette section I = / f(z)dz.
Q

La méthode de Monte-Carlo est une approche probabiliste du calcul d’intégrale.
Soit U la loi uniforme sur €. Une telle loi existe car Q est un pavé non-vide de R%. On a
alors :

I'=E[fU)].
On rappelle ici la loi forte des grands nombres.

Théoréme 2.3. Loi forte des grands nombres, (Kolmogrov, 1929).
Soit (X, )n>1 une suite de variable aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.
Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) E(]X1]) < +oc.
o N
(ii) La moyenne empirique Xy = N Z X, converge presque stirement lorsque N — +400.
i=1
De plus, dans ce cas, (X y)n>1 converge presque siirement vers la valeur de E(X1).

Démonstration. Une démonstration de ce théoreme avec ses hypotheses minimales est dis-
ponible dans [Billingsley, 2017].
O

Ce théoreme jusitifie le lien entre I'espérance de la variable aléatoire X; et la moyenne
empirique des Xj;.

Ainsi, pour calculer I = E[f(U)], il est possible en premiére approximation de tirer N > 0
variables aléatoires Uy, ..., Uy indépendantes de loi uniforme sur €) et de calculer

_ 1 XN
fO)N = NZf(Ui)‘
i=1

La vitesse de convergence de la suite (f(U) y)n>1 est donnée par le théoréme central limite
qui est rappelé ci-apres.
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Théoréme 2.4. Théoréme central limite, (Laplace, 1809).

Soit (X,,)p>1 une suite de variable aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
suivant la méme loi X. On suppose que X admet un moment d’ordre 2 et on note p = E[X]
et o = /Var(X).

Soit pour N > 1, X y la moyenne empirique des X;.

Alors la suite (\/N (XN — u)) converge en loi vers une variable gaussienne centrée

g N>1
d’écart type o.

Démonstration. Une preuve de ce théoréme est présentée dans [Billingsley, 2017].
O

Le théoreme central limite complete le résultat apporté par la loi forte des grands nombres.
La loi forte des grands nombres assure la convergence de la moyenne empirique des X; vers
lespérance de X et le théoréme central limite donne la vitesse pour la convergence en pro-
babilité sous réserve d’existence d’'un moment d’ordre 2.

Ainsi, il est possible de construire un intervalle de confiance asymptotique permettant
d’estimer la moyenne E[f(U)].

Cette vitesse de convergence de l'erreur semble relativement faible en comparaison avec
les vitesses obtenues pour les quadratures simples dans le Théoréme Cependant, la borne
obtenue pour les quadratures simples requiert une régularité importante sur les fonctions
que l'on souhaite intégrer. La méthode de Monte Carlo nécessite uniquement que la fonction
f soit intégrable pour assurer la convergence de la méthode, et de carré intégrable pour
donner une vitesse de convergence. De plus, la borne obtenue par la méthode de Monte Carlo
est indépendante de la dimension d du probléme. Ainsi, pour des valeurs élevées de d, les
méthodes de quadrature simple deviennent moins précises que la méthode de Monte Carlo.

La méthode de Monte Carlo nécessite la génération de nombres pseudo-aléatoires pour étre
appliquée. La génération de ces points peut laisser des zones du domaine inexplorées ou au
contraire surreprésentées en particulier pour des valeurs de N faibles. Une maniére de pallier
a ce probléeme est de considérer des suites déterministes qui remplissent 1’espace de manieére
uniforme et d’utiliser ces suites pour le calcul approché de 'intégrale. Il s’agit des méthodes
de Quasi-Monte Carlo.

2.2.3 Meéthodes de Quasi-Monte Carlo

Les méthodes de Quasi-Monte Carlo constituent une alternative déterministe a la méthode
de Monte Carlo.

Dans cette section nous nous restreignons d’abord au cas, Qp = [0, 1]d puis nous étendons
d

I’approche a n’importe quel ensemble € de la forme H la;, b;] avec a; et b; des réels vérifiant
j=1
Vi, a; < bj.
Commencons avec quelques définitions.

Définition 2.6. Pavé semi-ouvert
Soient a = (ay,...,aq),b = (by,...,bg) € R On définit le pavé semi-ouvert [a,b) de la
maniere suivante :

d
[a,b) = H[aj,bj) = {CC E]Rd ’ V1i<j5< d,aj < T; < b]}
j=1
Cette définition permet d’introduire la notion de discrépance locale.
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Définition 2.7. Discrépance locale
Soient n € N*, x1,...,x, € Qp et a € Q. La discrépance locale de z1,...,T, en a est
définie par :
1 n d
6(&) = 5(&;1’1, cee 733n) = - Z ]lzvie[O,a) — H as.
j=1

n =1

n
L’expression - Z 14,€[0,4) quantifie la proportion des n points qui se situe dans le pavé
=1 J
semi-ouvert [0,a). La composante H a; mesure quant a elle le volume du pavé [0, a).
=1

Lorsque 6(a) > 0, les x; sont prgsents en exces dans le pavé [0, a). Au contraire, si 6(a) < 0,
les x; sont en déficit dans ce pavé. Lorsque 0 = 0, les points x; remplissent le pavé [0,a) en
adéquation avec son volume.

La discrépance locale en a permet donc de mesurer a quel point le pavé [0,a) est bien
représenté par la distribution des x;. Plus cette valeur est proche de 0, plus les z; remplissent
uniformément le pavé.

Ce constat nous mene a la définition suivante.

Définition 2.8. Discrépance étoilée
Soient n € N*, z1,...,z, € Q. La discrépance étoilée de x1,...,x, est définie par :

D; = D;(z1,...,x) = sup |0(a;z1,...,2,)|
a€No

La notion de discrépance étoilée est une extension logique de la discrépance locale. Elle
permet de mesurer si chaque pavé de la forme [0,a), avec a € g, est bien représenté par la
distribution des z;. Plus la valeur de D} est proche de 0, plus les x; remplissent bien chaque
[0,a) et donc 'espace €2y de maniére uniforme.

Des variantes de la discrépance étoilée existent, comme la discrépance extréme ou encore
la discrépance L2-étoilée. Ces mesures sont explorées dans le chapitre 15.2 de [Owen, 2023].

Dans la pratique, la notion de discrépance est utilisée pour donner des bornes sur ’erreur
effectuée lors du calcul approchée d’une intégrale. Le résultat suivant justifie I'utilisation de
la discrépance étoilée.

Théoréeme 2.5. Inégalité de Koksma-Hlawka
Soit n € N*, x1,...,x, € Qy et D} sa discrépance étoilée associée. Soit f : g — R. On a
I'inégalité suivante :
1 n
EDSICOR AN
n Q0

=1

< D;, x Vak(f) (2.17)

ou Vi (f) est la variation totale de f au sens de Hardy et Krause.
Cette borne est optimale : pour tout v < 1, il existe f, : {29 — R telle que :

n

IS fa) - [ fwyde
iz o

> ’}/D: X VHK(f'y)

Démonstration. La premiere preuve de ce résultat est donnée dans [Hlawka, 1961], en
allemand. Une preuve en anglais est disponible dans [Kuipers and Niederreiter, 2012] (Chapitre
2, Théoreme 5.1).

O
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Remarque 2.4. La variation totale de f au sens de Hardy et Krause est une notion complexe
qui mesure a quel point une fonction varie sur son domaine de définition. Dans le cas de la
dimension d = 1, cette notion est équivalente a la notion de variation totale.

Ce résultat donne une borne sur 'erreur effectuée lors de 'approximation du calcul de
I'intégrale de f par la moyenne des {f(x;)}. Ainsi, a f fixée, plus la discrétisation {z;} de
Qo a une discrépance faible, plus I'approximation effectuée sera précise. Il est donc important
d’avoir des suites avec une discrépance aussi faible que possible.

Dans [Roth, 1954], 'auteur prouve que la discrépance étoilée vérifie I'inégalité :

D}, = cq(log(n)=V2)n !

avec ¢g > 0 indépendant de n. Cette inégalité prouve qu’il est impossible de remplir parfaite-
ment 'espace ).

La meilleure valeur de discrépance n’est pas connue a ce jour. Cependant, nous connaissons
certaines suites qui sont dites a discrépance faible.

Définition 2.9. Suite a discrépance faible
Soit (x;);>1 une suite d’éléments de 2. On dit que (z;);>1 est a discrépance faible lorsque :

D} (z1,...,x,) = O(log(n)in™1).

De nombreuses suites a discrépance faible sont connues de nos jours et sont utilisées
dans les méthodes de Quasi-Monte Carlo. On peut citer par exemple les suites de Halton,
de Hammersley ou encore les suites de Sobol’. La construction des suites de Halton et de
Hammersley sont présentées dans [Owen, 2023] et les suites de Sobol’ sont introduites dans
[Sobol’, 1967]. Une comparaison des suites de Halton, Sobol’ et d’une suite aléatoire uniforme
sur [0, 1]? est présentée en Figure

104 . v e, .t . 1.0
0.8 . . ..' 081 .
0.6 q ° LI ..- . 4 . : 0.6 q
0.4 : ° -.'. L * . 0.4
o2 * . ". < e . 024

004 * . . o . 0ol -«

0.0 0.2 04 0.6 [oX:} 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(a) Uniforme (b) Halton

08 « ° . ° ’
0.6
044 =

0.2 L.

009 o

O.‘D 0.‘2 0.‘4 0:6 O.‘S l.‘D
(¢) Sobol

FIGURE 2.5 — Visualisation de trois suites de 128 points sur [0, 1]2.
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On constate, pour la suite Uniforme, la présence de zones qui sont tres peuplées et d’autres
qui sont au contraire délaissées. Cette mauvaise répartition due a ’aléatoire détériore sa
discrépance étoilée qui vaut environ 2.5 x 1073, Les suites quasi-aléatoires de Halton et de
Sobol’ présentent respectivement une discrépance étoilée de 2.7 x 10~ et de 6.4 x 1075.

d

Pour obtenir des suites a discrépance faible sur un ensemble ) = H[aj, b;] quelconque
j=1

a partir d’une suite a discrépance faible sur Qo = [0,1]¢, il suffit de multiplier la j-éme

composante de la suite sur €y par (b; — a;) avant de la translater de a;.
La formule d’intégration sur €2 devient alors :

Vol(2) &
z)dxr = T;
, faia = =23 )
d d
ot Vol(Q2) correspond au volume de €2 et vaut H(bj —a;) si Q= H [aj,bj].
j=1 j=1

Dans la section suivante, nous revenons plus en détails sur la construction des suites de
Sobol’ qui sont les suites utilisées dans les simulations numériques.
2.2.4 Construction des suites de Sobol’

Afin de définir les suites de Sobol’, il est nécessaire d’introduire quelques notations.

Définition 2.10. Pavé dyadique
Un pavé dyadique P est un sous ensemble de €y de la forme

d
- &.Cj‘i‘l
p_g[zl, |

oﬁpourtout1§j§d,ljEN*etchNtelqueO§0j<2lj.

Définition 2.11. (¢,m,d)-net en base 2

Soient m > t > 0 des entiers. On dit qu'une suite x1,...,xom d’éléments de 2y est
un (t,m,d)-net en base 2 si chaque pavé dyadique de volume 2!~ contient exactement 2°
éléments de cette suite.

Définition 2.12. Suite de Sobol’

Soit ¢ > 0. Une suite de Sobol’, ou (t, d)-sequence en base 2, est une suite (z;);>1 d’éléments
de Q) telle que pour tout k > 0 et pour tout m > 0, la suite finie zgom1,...,ZT(gy1)2m est un
(t,m,d)-net en base 2.

Les suites de Sobol’ remplissent donc bien chaque pavé dyadique de g et a fortiori tout
I’ensemble Q.

Cette définition n’est cependant pas constructive. Il faut donc mettre au point des algo-
rithmes qui permettent de générer des suites de Sobol’.

Nous présentons une construction classique décrite dans la section 5.4 de [Lemieux, 2009].

Soit (Fa,®,.) le corps a 2 éléments avec sa table d’addition et de multiplication usuelle.
Pour tout 1 < j <d, on construit un polynéme primitif P; sur o de degré d; de la forme

Pi[X] = X% +a; X% - + a5,

ou chaque a;; € F.

39



Nous construisons ensuite d; direction numbers de la forme :

m-]?T
Vjr =
b 2""
oul <r <d; et mj, est un entier impair compris entre 1 et 2" — 1.
On écrit ensuite la décomposition binaire de v, :

-1 -2 —d,
Vjr = V127 0027 e 00,27
On définit ensuite par récurrence les coefficients v;, pour r > d; + 1 par :

'Uj,r—dj
24;
On construit alors, pour 1 < j < d, la matrice C; de taille infinie telle que sa r-ieme colonne

soit la décomposition binaire de vj,. Cette définition de C; en fait une matrice triangulaire
supérieure inversible.

Vjyr = @j10jr—1 D © ajd;—1Vjr—d;j+1 D Vjr—d; D

Définition 2.13. Construction usuelle de la suite de Sobol’

Soient C4,...,Cy les matrices de taille infinie construites ci-dessus. Soit ensuite, pour
1€ N*:
(o]
i=Y (i)
1=0

la décomposition binaire de 1.
On définit ensuite, pour i € N* et 1 < j < d, le vecteur

(aj0(i),a;1(i),...)" = Cj x (ao(d),a1(4),...)".

Soient ¢ > 1 et 1 < j <d. La j-éme composante x;; du i-eme point x; de la suite de Sobol’
est alors défini par :

o0
Tij = Z &jl(i — 1)2_1_1.

1=0

Remarque 2.5. Suite de Sobol’ dans R et Python
La suite de Sobol” obtenue dépend directement des direction numbers choisis. Ainsi, il est

important de bien sélectionner ces quantités. Dans leur implémentation en R et en Python, les
suites de Sobol’ générées utilisent les direction numbers calculés dans [Joe and Kuo, 2008]. Ces
direction numbers présentent I’avantage de produire une suite de Sobol’ avec des projections
en dimension 2 uniformes sur [0, 1]%.

Remarque 2.6. Suites de Sobol’ randomisées

Il est possible de randomiser les suites de Sobol. Une premiere maniere d’ajouter de
l’aléatoire est de choisir aléatoirement un vecteur v = (v1,...,vq) de Q puis de l'utiliser
pour réaliser une translation binaire de I’ensemble des points de la suite de Sobol’ (x;);>1 par
le vecteur v. Ainsi, pour 1 < j < d si la décomposition binaire de v; est

oo
- .9l
v = Z'UNQ ,
1=0

alors la j-eme composante du i-éme point de la suite de Sobol’ randomisé (Z;);>1 devient :

o0

Fij =Y (wigi+v)27"
=0
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De plus, dans [Matousek, 1998] et dans |[Owen, 2003|, il est également recommandé d’effec-
tuer une multiplication a gauche des matrices C; par des matrices R; triangulaires inférieures
inversibles bien choisies composées d’éléments de Fo puis d’effectuer la translation binaire
aléatoire décrite ci-avant. Cela permet de simplifier 'analyse de I’ensemble de points obtenus
et assure la distribution uniforme des points sur {2y. Cette opération est également programmée
en langage Python pour randomiser la suite de Sobol’.

D’autres méthodes décrites dans la section 6.2 de [Lemieux, 2009] permettent également
de construire une suite uniforme dans 2y a partir de la suite de Sobol’.

2.2.5 Application a notre modele

Dans cette section, nous expliquons comment nous effectuons le calcul des intégrales
présentes dans notre modele ([1.1]). Pour illustrer ’approche, nous nous focalisons sur I'intégrale :

/oo B(t, " )I(t,a)do .
0

Nous commencgons d’abord par tronquer Uintégrale sur l'intervalle borné J, = [0, tunaz]
avec (unae = H0. Ce choix se justifie par 'expression de la fonction (¢, ) qui a une valeur
trés proche de 0 ( inférieure & 10720%) pour des valeurs de « supérieures a 50. Ensuite nous
générons la suite de Sobol’ {:pi}fvjofl pour N, = 512 sur l'intervalle [0,1]. Nous transformons
cette suite en une suite {ai}f\; ao_l = {amaxxi}fvjo_l sur Uintervalle [0, o]

Nous calculons enfin notre approximation de 'intégrale par la formule :

00 Nao—1
/ B(t, ) I(t,a)da! = 275 5™ B(t aq)I(t, o).
0 No 5

2.3 Schéma numérique en temps

Dans les sections [2.1 | et nous avons expliqué comment les opérateurs différentiels
et intégraux en age sont approchés numériquement. Dans cette partie, nous allons présenter
comment 'opérateur de dérivation temporelle est calculé numériquement.

Dans un premier temps, nous rappellerons les méthodes d’Euler classiques ainsi que leurs
propriétés. Ensuite, nous présenterons notre choix de discrétisation pour notre modele. Enfin,
nous décrirons I’expression des conditions initiales pour nos simulations numériques.

2.3.1 Généralités sur les méthodes de résolution numériques

Dans cette section, nous présentons les méthodes utilisées pour la résolution numérique
d’équations différentielles ordinaires. Ces méthodes sont présentées et illustrées dans [Demailly,
2006].

Soit un probleme de Cauchy de la forme

y'(t) = f(tyt)
y(0) = Yo

avec Yo € R, f:[0,7] x RY — R%. Soit ||.|| la norme euclidienne sur R
On cherche a approcher numériquement la solution du probleme de Cauchy. Soient N € N*,
T
At = N et la suite (tn)nNzo définie par t,, = nAt.
Soit, pour n > 1, y, Papproximation de y(t,).
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Définition 2.14. Méthode a 1 pas

On dit qu’une méthode de résolution numérique du probléeme de Cauchy est a 1 pas
lorsque pour tout 0 <n < N —1 la valeur de y,+1 ne dépend que de sa valeur antérieure y,,.
Formellement cela signifie que la formule de récurrence définissant y,+1 peut se mettre sous
la forme :

Ynt+1l = Yn + At x K(tna Yn, At)

oit K :[0,T] x RY x R — R? est une fonction continue.

Définition 2.15. Méthode de Taylor d’ordre p
Soit p € N*. Supposons que f soit de classe CP sur [0, 7] x R%. Soit alors pour 2 < k < p,
tel0,7]:

f[o] (ta y) = f(tay)

0 0
(e 9) = S t) + 5 (60) x Fit.w)
o flk=1] o flk—1]
Mt y) = fat (ty) + fay (ty) x [N (ty)

La méthode de Taylor d’ordre p est la méthode a 1 pas avec K défini par
SN AR

Si p =1, la méthode de Taylor est aussi appelée méthode d’Euler explicite et sa formule
de récurrence est donnée par :

Yn+1l = Yn + Atf(tna yn)-

Définition 2.16. Erreur de consistance

Soient z une solution exacte du probleme de Cauchy et 0 < n < N — 1. Soit une méthode
de résolution numérique a 1 pas de fonction K(t,y, At). L’erreur de consistance e, au temps
t,, relative a la solution z est définie par :

en = 2(tnt1) — 2(tn) — AL K (ty, 2(tn), At).

L’erreur de consistance mesure ’écart entre la valeur exacte z(t,41) et la valeur approchée
Yn+1 Obtenue par la méthode a 1 pas issue de la valeur exacte y, = z(ty).

Définition 2.17. Ordre d’'une méthode
Soit p € N*. On dit qu'une méthode a 1 pas est d’ordre p si pour toute fonction f de classe
CP, les erreurs de consistance sont de l'ordre de AtP+!,

Proposition 2.1. Soit p € N*. La méthode de Taylor d’ordre p est une méthode de résolution
numérique d’ordre p.

Démonstration. Comme f est de classe CP, alors une solution exacte z du probleme de
Cauchy est de classe CP*1. De plus on a, pour tout ¢ € [0, 7],

2®(8) = fEU, (1)),
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Soit 0 < n < N — 1. La formule de Taylor-Young en t, s’écrit

pt1
1

2tng1) = 2ty + AL) = 2(t,) + > HAt’“z(k) (tn) + o( AtPTY)
k=1"""

p+1
1 _
= 2(tn) + I;l Hm’fﬂk Y(tn, 2(tn)) + o(APHY).

Ainsi 'erreur de consistance e,, vaut

p
en = (tni1) — 2(tn) — ALY %Atk‘l FEU 0 2 (8)
k=1 """
1
— = Aptlpl p+1
LA, (1) + o4,

La méthode est donc bien d’ordre p.

Remarque 2.7. Les méthodes de Taylor requiérent le calcul des quantités f*. Cependant,
en pratique, le calcul de ces quantités peut s’avérer complexe dés que k£ > 1. Il est donc
préférable de se restreindre a la méthode d’Euler explicite qui nécessite uniquement la donnée
de fI% = f au prix d’une précision limitée et d’une contrainte forte de stabilité numérique.

Définition 2.18. Consistance d’une méthode
On dit qu’une méthode numérique est consistante si pour toute solution z du probleme
de Cauchy, la somme Z llen|| tend vers 0 lorsque At tend vers 0.
0<n<N-1

Définition 2.19. Stabilité d’une méthode

On dit qu’une méthode numérique est stable s’il existe une constante .9, dite constante de
stabilité, telle que pour toutes suites (g,,), (Yn), (Jn) définies par :

yn+1:yn+AtK(tnaymAt)a 0<n<N-1
Unt1 = Un + AtK (tn, Gn, At) +e,, 0<n<N-—1

on ait :

e 150 = wnll < S(10 ~woll+ 3 lenl
<n< 0<n<N-1

Définition 2.20. Convergence d’'une méthode
On dit qu’une méthode de résolution numérique est convergente si pour toute solution
exacte z du probleme de Cauchy, la suite (y,) définie par la méthode vérifie

tn) — —0
OgLaSXNIIZ(n) Ynl|

lorsque yo — 2(0) et At — 0.

C’est cette valeur maxo<n<n ||2(tn) — ynl|| que 'on souhaite minimiser pour obtenir la
meilleure approximation numérique de la solution du probleme de Cauchy. Le théoréme suivant
nous donne une condition suffisante pour assurer que la méthode numérique employée est
convergente.

Théoréme 2.6. Condition suffisante de convergence
Une méthode de résolution numérique consistante et stable est convergente.
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Démonstration. Soit 7, = z(t,). Par définition de l'erreur de consistance e, on a :
Jnt1 = Un + ALK (tn, n, At) + en.

Ainsi, par stabilité de la méthode, il existe S > 0 tel que

e [1=(t) — vnll < S(lstto) —oll = X lleall)

0<n<N-1

Par conséquent, comme la méthode est consistante, on a le résultat voulu.
OJ

Ainsi, pour montrer la convergence d’'une méthode numérique il suffit de montrer qu’elle
est a la fois consistante et stable.

Théoréme 2.7. Condition nécessaire et suffisante de consistance
Une méthode a 1 pas définie par la fonction K est consistante si et seulement si, pour tout
(t,y) €[0,7] x R, on a
K(ta Y, O) = f(ta y)

Démonstration. Une preuve de ce théoreme est disponible dans la section 2.2 du chapitre
VIII de [Demailly, 2006].
O

Ainsi, les méthodes de Taylor sont toutes des méthodes consistantes.

Définition 2.21. Fonction lipschitzienne en y, uniformément en t
Soit g : [0,7] x R — R?, on dit que g est lipschitzienne en y uniformément en ¢ lorsqu’il
existe une constante L > 0 tel que, pour tout ¢t € [0, 7], pour tous yi,y2 € R?, on ait

llg(t,y1) — g(t,y2)|| < Lllyr — vol|-

Théoréme 2.8. Condition suffisante de stabilité pour la méthode d’Euler explicite
Si la fonction f est lipschitzienne en y uniformément en ¢, alors la méthode d’Euler explicite
est stable.

Théoréme 2.9. Une preuve de ce résultat est donnée dans la section 2.3 du chapitre XVIII
de [Demailly, 2006].
O

Ainsi, en appliquant le Théoréme si la fonction f est lipschitzienne en y uniformément
en t, la méthode d’Euler explicite est convergente.

La méthode d’Euler explicite est un outil puissant dans la résolution numérique d’équations
différentielles ordinaires et dans la résolution d’équations aux dérivées partielles. Cependant, la
stabilité de la méthode n’est pas garantie et dépend de la forme de la fonction f du probleme
de Cauchy associé. Ainsi, dans certaines situations, il est nécessaire d’adapter la méthode
numérique employée.
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2.3.2 Application de la méthode d’Euler pour I’équation d’advection 1D

Dans cette section, nous nous focalisons sur 1’équation d’advection en 1D. Cette équation
est définie par : pour tout t € [0, 7],

ou ou .
E(t,x) + c%(t,x) =g(t,x) six €0, L],

u(tv 0) = u(t7 L) = uO(ﬂ?

avec L > 0. Ce type d’équation intervient dans les équations de I, R et V de notre modele
avec ¢ = 1.

Soit t, = n x At,0 < n < N une discrétisation de [0,7], et x; =i X Az,0 < i < N une
discrétisation de [0, L]. Dans cette section, on traitera le cas g(t,z) = 0 afin de simplifier les
notations sans affecter ’analyse des schémas numériques.

Un schéma classique de discrétisation de 1’équation d’advection est le schéma explicite
upwind qui peut s’écrire sous la forme :

ntl _ g n no_gn

. A7 e A Aglfl =0,sic>0 (2.18)
ntl _ ,n no_ R
i A7 o —i—cuZHAx A 0, sinon (2.19)

" o -
avec u} 'approximation numérique de u(t,, z;).
Sous forme matricielle, le schéma numérique se réécrit :

Uttt = AU"

ou U" est le vecteur colonne dont la coordonnée 7 est u;' et

A= 0 .o , pour le schéma ([2.18))

SURTURI
0 0 sl1—s
1+s —s 0 0
0 1+s-—s :
A= Lo ,pour le schéma (2.19))
0 ... 0 . —s
—S 0O ... 01+s

At

avec § = c—.
Azx
La condition de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) nous assure que le schéma explicite up-

wind est stable a condition que
s < 1.

Pour plus de détails sur ce résultat, le lecteur pourra se référer a la partie 3 du chapitre
III de |[Dubois, 1996].
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Ainsi, il faut choisir avec précaution les valeurs de At et de Az afin que le schéma
numérique soit convergent.

Dans le cas s = 1, le schéma upwind donne la solution exacte du probleme de Cauchy.

Cependant, dans les cas o 'on souhaite un maillage tres fin en espace sans diminuer la
valeur de At, il est impossible de vérifier la condition CFL.

Afin de contourner cette restriction, il est possible de modifier le schéma numérique et de
considérer un schéma implicite. L’expression du schéma implicite upwind est

A Sl S
At Az ’
Sous forme matricielle, ce schéma se réécrit
AUt = U,
avec
1+4s 0 ... ... =s
—s14+s0 ... 0
A= 0
: .. . . 0
0 ... 0 —s 1+s

Ce schéma requiert l'inversion de la matrice A afin de pouvoir calculer U™ en fonction
de U". Cependant, ce schéma implcite est inconditionnellement stable : pour tout s > 0, le
schéma est stable (voir [Abbasi, 2015] pour la preuve).

Ainsi, dans le cadre de ’équation d’advection 1D, le passage d’un schéma upwind explicite
au schéma implicite permet de se passer de la condition CFL au prix de l'inversion d’une
matrice de taille creuse N x N.

2.3.3 Discrétisation temporelle du modele

Nous avons vu dans les sections précédentes comment les opérateurs en dge sont approchés
dans notre modele. Nous allons maintenant expliquer notre approche pour l'intégration tem-
porelle de notre systéme.

Nous avons deux catégories de variables d’état a calculer : les variables structurées en age
(I, R et V) et les variables non-structurées (S, E, H et D).

Pour les variables structurées en age, nous avons choisi d’implémenter un schéma semi-
implicite. Reprenons 1’équation sur I obtenue a la fin de la section [2.1.6]:

dfint N N
7 (t) = —MLOJmt(t) —0E(t) My + Fr(t, 1" (t))

Ibound<t) — 5E(t),

A

ot le terme M I(t) correspond & 'opérateur d’advection sur I'intérieur du domaine, 'expres-
sion 0E(t)May o représente l'effet des conditions de bord et le terme Fy(t,(t)) rend compte
du terme source.

T
Soient N € N*, At = N et pour 0 < n < N —1, t, = n x At. Le schéma numérique que

nous avons choisi d’implémenter est le suivant :

jint | _ fint . .

n n

N = —My it — §E,Myo + Fi(ty, 1) 2.20
nygd = 6En 11
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ot 1™ est, Papproximation de 1™ (t,,), E, 'approximation de E(t,) et I?“"? I'approximation
de [bound(tn).

Ce schéma est semi-implicite, le terme M 1,af (t) correspond a la partie implcite et est pris
au temps n + 1, tandis que les autres termes sont pris au temps n.

Nous avons choisi ce schéma afin de contourner les problemes de stabilité conditionnelle
des schémas explicites présentés dans la section précédente. En effet, la méthode RBF-FD
présente des problemes de stabilité dans le cas des équations différentielles hyperboliques sans
opérateur de dissipation, comme expliqué dans la partie 2.4 de [Flyer et al., 2016]. Ainsi,
considérer un schéma implicite permet de résoudre ce probléme de stabilité, au prix d’une
inversion supplémentaire.

Une alternative a cette solution est présentée dans [Flyer et al., 2016]. Elle consiste & ajou-
ter un opérateur d’hyperviscosité, un opérateur laplacien d’ordre élevé A¥, dans les équations
du systeme différentiel afin d’assurer la stabilité du systéme.

En réordonnant les termes de ’équation et en prenant At de sorte que la matrice
Id + AtM, 4 soit inversible (Id étant la matrice identité de taille N, x Ny ), on obtient :

I = (Id + AtMy o)~ T — AtSE, My o + AtFr(t,, I

Cette méthode requiert I'inversion de la matrice Id + AtM; . Comme la matrice M o est
construite par la méthode RBF-FD, elle est creuse. Ainsi, Id + AtM; , est également creuse
et son inverse peut donc étre calculé de maniere efficace a ’aide des librairies adaptées en
Python ou en Matlab.

On applique la méme méthodologie pour les compartiments R et V.

Pour les variables non structurées en age E, H et D, on implémente une méthode d’Euler
explicite classique. Par exemple, pour le compartiment D, on a :

Dpiy1 =Dy + AtTD"yHHn

Pour le calcul de 5,41, nous utilisons une approche différente. Nous calculons d’abord
S}, 1 par une méthode d’Euler explicite afin d’effectuer I’ensemble du calcul des autres états.
Cependant, ’équation de conservation de la masse totale du systeme contraint la somme
de tous les compartiments a étre égale & 1. Ainsi, nous définissons 5,11 comme étant le
complément a 1 de la somme des autres compartiments, apres avoir actualisé tous les autres
compartiments. Cette méthode est régulierement utilisée en épidémiologie afin de s’affranchir
d’une des équations différentielles, comme par exemple dans [Sonveaux and Winkin, 2023].

Pour simplifier les notations pour les calculs approchés d’intégrales, on définit les quantités
suivantes :

Int, (8, I) = ]\(;‘amfl %:O;B(tn,ai)fn[i] Int,(0r, R ;mfl ZBR s @) Rli]
P
Int,(og, R) = ]\(;;mj—xl iZZUR(tm &) R, i) Int,1(1) ]\(;mj_xl Z Iyai]
Tty (v, V) = ]\f&mfl :ZZJV(tn, GVl | Tntwsr(R) = ;dmfl ; B[]
Inty (vr, 1) = ]\Cflmfl :VZZVI(ai)fn[i] Intp 1 (V) = ]\?mfl ivnﬂ[i]
Int, (6, 1) = 1 29 Yralnli
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A

ot I,, Ry et Vj, sont respectivement les approximations de I(t,), R(tn) et V(ty).
Le schéma discrétisé du modele ((1.1)) s’écrit alors :

Sl =S, + At[ STt (B, T) + It (o, B) + Ity (v, V)

Byt = B, + At [Snlntn(ﬁ, - 5En]

Hn+1 =H, + At l:THIIltn(’y], I) — ’YHHn:|

Dn+1 =D, + At yaTpH,
[t = [Id + AtMy o] I, — AtSE, My o + AtFy(t,, [M)]

ny+n

b d __
1o = § B,y

n

Rinty = 0+ Ao a2 = 8o( (0= r) Tt D + (1 = 7)o ) M+ Pt 179
szofrﬁnd = (1 —7u)nty1 (v, I) +vu (1 = 7p)Hppa
Vit = [1d + Athy 5] [Vém - At((mlntnw, I) + Int, (0r, R) + 0<tn>sn) Mo s + Fy(tn, Vé“)ﬂ

vbound — r4Inty11(0,1) 4+ Intyi1 (Or, R) + 0(tns1)Sh4q

Sp+1=1—Ept1 — Hyp1 — D1 — Inty 1 (1) — Intyy 1 (R) — Intpp1 (V)

(2.21)
. ~ (+(a0) + A0 I(t,a0)
Fy(t, I(t)) = : :
—(y(an,) +740()I(t, an,)
—(or(&0) + Or(t, ao))R(t, &)
Fr(t, R(t)) = :
_(UR(dNa) + OR(t7 ON‘Na))R(t) dNa)
et
—oy(a)V(t, ap)
Fy(t, V(1) = :

—ov(an,)V(t an,)
Ainsi, il suffit désormais de choisir les conditions initiales de notre modele afin de pouvoir
simuler ’évolution d’une épidémie.

2.3.4 Choix des conditions initiales

Dans cette section, nous présentons notre choix des conditions initiales au temps ¢t = tg = 0
pour les simulations numériques de notre modéle.
Soient Sy, Fo, Hy, I(t = 0,a), R(t = 0,&),V(t = 0,&), Dy les conditions initiales de notre
modele. Ces quantités doivent vérifier les propriétés suivantes
(i) Correspondre & une réalité épidémiologique
Pour tous a, & > 0,

0 < So, Eo, Ho, I(t = 0,a), R(t = 0,&), V(t = 0,&), Dy < 1.
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(ii) Etre compatibles avec les conditions aux limites

I(t=0,a = 0) = 65,
R(t=0,d4=0) = / (1 = 7)yi (@) I(t = 0,a')de + (1 — 7p )y Ho
0
V(t=0,a=0)= / 0(0)Tl(t =0,a")da’ + / 0r(0,)R(t = 0,d&")d&’ + 6(0)Sy
0 0

(iii) Satisfaire la contrainte de conservation de la population (1.2) a ¢t = 0.

Dans les simulations, nous choisissons de travailler avec les termes de vaccination nuls a
I’état initial, qui correspond au début de ’épidémie. Ainsi, nous avons

0(0)=0 ct VYa>0,05(0,&) =0.

Nous choisissons également une population initiale telle que Hy = Dy = 0 et 0 < Sp, Fy <
1. Dés lors, la contrainte (ii) nous donne pour V :

V(it=0,a=0)=0.
Ensuite, nous effectuons le choix de la condition initiale des individus infectieux :
I(t=0,a) = §Ege™ .

Cette expression remplit bien les conditions (i) et (ii). De plus, une décroissance expo-
nentielle du nombre d’individus infectés selon I’age « est cohérente avec les observations en
épidémiologie.

La condition (ii) sur R ainsi que I’expression de 77 sous forme de sigmoide que nous verrons
dans le paragraphe [£.1.1] nous donnent alors :

0.5 exp(—a/)

d /
1+ exp(—0.5(a/ — 10))

R(t=0,a=0) —5E0(1—TH>/0°°

o0 —Uu
— 0.5 x §Eo(1 — —10/ _c
o1 = Tr)e —10 1 + e~

avec
N 10 [~ 10,10
e / ——du<e” / e "du<e Ve <1.
—101+4ec¥ —10

Dou0< R(t=0,a=0)<1.
On choisit alors pour les expressions de R(t = 0, &) et de V (¢t = 0,&) pour tout & > 0 :

avec k > 0.
Ces expressions vérifient bien les conditions (i) et (ii). Nous cherchons désormais a déterminer
s’il existe un tel k > 0 tel que la condition (iii) soit également vérifiée.
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/ I(t=0,a")da’ = §Ey
0

[ee) 1 o0 /
/ R(t = 0,d')dd’ = ~5Eo(1 — TH)/ vi(a')e ' da!
0 K 0
/ V(t=0,&)d& = 0.
0

Ainsi, la conservation de la population & ’état initial devient :

So+ Eo + Ho + / I(t =0,a")da’ + / R(t=0,da")da’ + / V(t=0,&)d& + Dy
0 0 0

— So+ Fo +/ I(t = 0,a)do’ +/ R(t = 0,6')dd’
0 0

!

1 o0
= o+ Ey + 0Fg + 6 Fo(1 - TH)/ vi(a')e ' da!
0

/

1 oo
=So+ (1+9)Es+ ;6E0(1 - TH)/ yr(a)e™* dd/.
0
Des lors, nous choisissons Sy €]0, 1] et Ey €]0, 1] tels que
So+ (0+1)Ey < 1.

Afin de satisfaire la condition (iii), nous sélectionnons x > 0 defini par

o0 /
0Ep(1 — TH)/ yr(a e do/

0

"= 1—50—((5+1)E0

de sorte que

So+ Eo + Ho + / I(t =0,a")da’ + / R(t=0,da")da’ + / V(t=0,&)d& + Dy
0 0 0

1 o]
= S0+ (1+ 8)Bo + ~0Eo(1 — 7r) / (@) do!
0
~1.
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Chapitre 3

Existence et unicité d’une solution
au probleme

Sommaire
Dans ce chapitre, nous présentons un travail qui sera soumis sous forme d’article. Cette partie est
présentée en anglais et présente des répétitions avec d’autres parties de la these. Dans ce travail, nous
prouvons que, sous des conditions raisonnables, le modele (|1.1)) est bien posé : il admet une unique
solution qui dépend continiment des parametres et des conditions initiales du probleme. De plus,
les solutions restent positives au cours du temps et vérifient . Des simulations numériques sont
obtenues avec une méthode de différences finies RBF-FD. Il s’agit d’'une méthode des lignes dans
laquelle les opérateurs différentiels en 4ge sont obtenus par interpolation par fonction a base radiale.
Ces résultats ont été obtenus en collaboration avec mes encadrants Didier Georges et Clémentine Prieur
ainsi que Candy Sonveauxﬂ
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3.1 Introduction

The health crisis caused by the COVID-19 pandemic showed once again the need to model
the propagation of epidemics. Compartmental models remain the dominant tool for meeting
this need. The best-known compartmental model to date is the SIR model introduced by
Kermack and McKendrick in 1927 in [Kermack and McKendrick, 1927]. At each time, the
population is divided into 3 categories : S for Susceptible, I for Infectious individuals, and R
for Removed individuals who cannot infect nor get infected anymore.

The equations governing the model are a system of PDE-ODE equations :

dS oo / / /
) = -S() /0 B(a)I(t, o')da
or or

2L t,0) + 0 (t,0) = —1(@)I(1,0)
dR

0= [
I(£,0) = S(t) /0 ¥ Bla)I(t, o )do!

The variable a here refers to the age of infection of the individuals. In other words, I(¢, «)
is the proportion of individulas that has been infected for a time a. The function 3 is called the
transmission rate and depicts how fast the epidemic spreads in the population. The function
v is called recovery rate and describes how fast individuals of compartment I recover from
the infection.

A variety of epidemiological models has been derived since 1927. In particular, models
with an age of infection structure have been studied furthermore in |Chen et al., 2013], [Liu
et al., 2015] [Chekroun and Kuniya, 2020b], [Magal and McCluskey, 2013], [McCluskey, 2012,
[Dietz and Schenzle, 1985] and more recently in [Richard et al., 2021]. Other studies focused
on the immunity loss process, as in |Bhattacharya and Adler, 2012], [Li et al., 2010|, [Duan
et al., 2014],[Barbarossa et al., 2018b|. Epidemiologists have also been interested in the impact
of vaccination on classical compartmental models, as in [Shulgin et al., 1998|,|Zaman et al.,
2008],|Chauhan et al., 2014], [Okuwa et al., 2021]. Lastly, models that combine vaccination
and waning immunity have also been studied, under the name of immuno-epidemiological
models, as in [Heffernan and Keeling, 2009], [Barbarossa and Rost, 2015],|Barbarossa et al.,
2018a], [Ehrhardt et al., 2019).

3.2 SEHIRVD model

Our main aim was to include in our model vaccination and loss of immunity for both
recovered or vaccinated individuals. The transmission rate and the recovery rate depends on
the age of infectivity v as in [Kermack and McKendrick, 1927], whereas the loss of immunity
depends on the age of immunity &.

We also include a specific compartment for hospitalized individuals, as the hospital maxi-
mal capacity is one key factor in pandemic control.

The scheme of the compartmental model built in this paper is presented in Fig

The different compartments are explained hereafter

e S : Susceptible. S represents individuals that are not infectious but can get infected
by contact with an infectious individual.

e I : Exposed. These individuals are infected but not infectious yet. This is a transitory
compartment between S and 1.
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I : Infectious. Infectious individuals are infected individuals that can transmit the

pathogen to the S individuals. They can present symptoms or not.

e R : Recovered. This compartment receives individuals that got cured from the disease,

are still immune and have not been vaccinated since they last recovered.

H : Hospitalized. This depicts hospitalized individuals that have mild or severe symp-

toms.

e D : Deceased. This compartment represents the individuals that died due to the infec-
tion to the pathogen.

e V' : Vaccinated. In this compartment, individuals have been vaccinated and still hold

an immunity against infection.

~
~ V .
) \OE‘S/ . ¥ . I’d‘
0“\*’&/ - > \CC"C‘
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; 7
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~ /
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H‘H'—————//
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FiGURE 3.1 — Compartmental model developped

The systems of equations driving our model is a system of coupled PDE-ODE : for T" >
0,t €]0,7T],a > 0,& > 0,
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ds
di
dE

() = —S(t) ( /0 Y Bt eI, o/)do/) + ( /0 Y on(@)R(t, &) + ov @)V (¢, &’))dd’) — 008

E(t) = S(t) (/OOO B(t, o) (t, o/)do/) —0E(1)

0 = [ @it ade’ — )

g—;(t, a) + gi(t,a) = —yr(a)I(t,a) — O(t)TAl(t, )
%lf(t, ) + gg (t,&) = —O(t, &)R(t, &) — op(@)R(t, &)
%‘Z(t, &) + ZZ (t,&) = —ov @)V (L, &)
(1) = o (1)

1(t,0) = 6E(1)

R(t,0) = / (1 = 71y (@)I(t, a'Yded + (1 — 7p)yr H(D)

OOO oo
V(t,0) = /0 B(t)ral(t, o')do’ + /O O(t, o\ R(t, & )dd + 0(1)S(t)

(3.1)

with the additional constraint : for all ¢ € [0, 7]

St)+ E(t)+ H(t) + /OOO I(t,a)da’ + /OOO R(t,a")da’ + /OOO V(t,&)da' + D(t) =1. (3.2)

The population is supposed to be closed. We do not take into account births and deaths
unrelated to the pathogen during the evolution of the system.
The different parameters are explained hereafter :

B(t,«) is the transmission rate of the model. The dependence in time is taken into
account in order to be able to model sanitary measures that can vary over the time of
the simulation.

(t) represents the vaccination rate of individuals S and asymptomatic individuals in
the compartment 1. Or(t, &) represent the vaccination rate of individuals in compart-
ment R.

or(&) and oy (&) depict the progressive immunity loss in compartments R and V.

0 is the incubation rate.

~vr and vy are the transition rates in the compartments I and H.

T4 is the proportion of infectious individuals that are asymptomatic.

Tyr is the proportion of infected individuals that require hospitalization.

Tp is the proportion of hospitalized individuals that die due to their symptoms.

Figure [3.2] shows the compartmental model with all the parameters involved in each tran-

sition.

3.3

Well-posedness and bounds of the system

This section is dedicated to the proof of the well-posedness of (3.1)). Indeed, in order to be

usable

in practice, a model needs to have a unique solution which will allows to perform pre-

dictions. This is stated in Theorem Moreover, the solution needs to depend continuously

on the

initial and boundary conditions, which is developed in Theorem Finally, in order
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FIGURE 3.2 — Compartmental model with its parameters

to have a physical meaning, the solution needs to remain in the set of realistic solutions, which
is the case, as stated in Theorem This section is inspired by [Batool and Bajcinca, 2021].
First, one can introduce some useful notations to establish the well-posedness results.

Definition 3.1. Initial and boundary conditions space
The space Z is defined by :
= = {& = (So, Bo, Ho, f1, fr, fy- hr, b, hy) such that Sy, Eo, Ho € [0, 1];

f1, fro fv € CY (R4, Ry) hy, hig, hy € CH([0,T],Ry) with

hi(0) = f1(0), hr(0) = fr(0), hv (0) = fv(0);

St B+ Hot [ file)da’ + [ fa(@) + fo(@)da € 0.1]]

0 0
with the norm given, for £ € =, by
[€ll= =150l + [Eo| + [Hol + [If1][x + I/l + [[fv]ly + [h1]loc + [hRlloc + [[Pv oo

where |.| denotes the absolute value, ||.||; is the L'-norm and ||.||s is the L-norm.

The notation used for the components of £ are to be linked with the compartments of the
model. Sy, Ey, Hy will refer to the initial conditions for S, F and H. f1, fr, fiy are going to be
the initial conditions for I, R,V and hjy, hg, hy will be the boundary conditions on I, R, V.
The first two well-posedness results, developed in Theorem and Theorem are based on
the solution of a decoupled model inspired by . Thanks to Banach fixed point Theorem,
we prove that the continuous representative of the unique solution of the decoupled model is
the solution of . The decoupled system is presented in the appendix. Next definition will
precise which Banach space will be considered in Banach fixed point Theorem.
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Definition 3.2. State space
Let 77 € [0,T] and let

Xy = LY[0,T')) x LY([0, T']) x L} ([0, ")) x L* ([0, T'] x R ) x LY ([0, T'| x Ry ) x LY([0, T'] x R4.).
For £ € £, let

Yy = {(311,.@2,2/373/4,3/5,96) € Xy such that y1,ys,y3 € L'([0,T"]) with

0 <wi(t) <5(t,€),0 <ya(t) < E(t,€),0 <ys(t) < H(t,€) ae.

ya € LY([0,T'] x Ry) with 0 < /0 Tt o)dal < I(1,€) ae.,

IN

ys € LY([0, '] x R.) with 0 < / ys(t,@)da' < R(t,€) ae.,
0

ye € L*([0,T'] x Ry) with 0 < / yo(t, & )da’ < V(t,€) a.e.},
0

where the bounds functions are given by
S: [0,T]xE —R

(tag) — So + (HfRHl + HfVHl)t+ HhRHoo + HhVHoo

t2

2
E: [0,T]xE— R
Sol|hr]oo -
(t.6) r—>Eo+Son1||1t+< 0||21H N 1 frll1 ! |fv\|1‘|fl|1)t2Jr

1A Rlloo + [PV ][00 I frlll + [[fv]h

( £l + [1orlloo )£+

6 3
hR oo+ hV fe’e)

A: [0, T]x= —R
hrllso
(6) s ot llfrlt + 2l
I: [0,T]xE >R
&) = lfrlh + (|t

R: [0,T]xE =R
(t,6) = lIfrllL + [|hRe||t

V: [0,T]xE —R
& = lfvih + vt

Here, the notation a.e. stands for almost everywhere.

We define also a norm on theses spaces. For x = (x1, 9, 3, 24, x5, 26) € X717, let
Tl

lallxy, = [ llalleat

where, for ¢t € [0,7"] :
e / / o / / o / /
lzlle = lza ()] + Jz2(8)] + |zs(0)] +/0 a(t, o) da +/O s (t, &)\ da +/0 o (t, &)|dev
We prove in Appendix A that (Yﬁ,, [].]] X/T) is a non-empty complete metric space for £ € =.
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Uniqueness of solution. In this paragraph, we show the existence and unicity of a solution
of (.1).

Theorem 3.1. Let £ € =. There exists a unique solution, y € Yﬁ of the coupled system on
[0, 7.

Proof. The complete proof is given in Appendix B. However we will still provide here a sketch
of the proof.
The proof uses a Banach fixed point Theorem. First an operator Sol : Yzﬁ — ng is built

for any 0 < T < T. Then it is shown that a fixed point of the operator is solution of the
- - T
coupled system |i on [0, 7). Then, we prove that for 7" small enough with 7= N € N* the

operator Sol : ng — ng is a contraction. Therefore, by Banach fixed point Theorem, it has a

unique fixed point that is the solution of the coupled system (3.1]) on [0, 77.
Then by induction, we prove the existence and unicity of a solution on each interval [0, nT],

for n < N. Finally, for n = N, the theorem is proved.
O

Continuity of solution. This part is dedicated to the proof of the continuous dependence

of the solution on the initial and boundary conditions.

Theorem 3.2. Let £* = (5§, E§, HY, 1, [, £, b, h%, hY,), € Eand y* = (5S¢, E*, H* 1, R*,V*) €
Yjéa the unique solution of the coupled system on [0, 7] with initial and boundary conditions
defined by &%. Let also be n > 0. Then there exists a constant C'(£%,7n) such that for all

¢ = (Sh, ES, HY, f}’, f]b%, f‘l}, hl}, h%, hl{,) € = with corresponding solution of the coupled sys-

tem y°, so that if ||€% — ¢b||z < 7 :

ly* = ’llxz < O mlE* - €ll=

Proof. The proof of this theorem is given in Appendix C. This result comes directly from
the proof of Theorem
O

Properties of the solution. This part is dedicated to the proof that the solution of Model
(3.1)) has a physical meaning in the sense that its components are non-negative and bounded
(since they represent proportions of a population).

Theorem 3.3. Suppose that So, Eo, Ho, Do € [0,1], f1, fr, fv € CY(Ry,Ry), hy,hr, hy €
C([0,T],Ry) so that

So + Eo + Ho + Do + /0 " fi(a)de! + /0 T (@) + fo(@)dd =1 (3.3)

and
0 < fr,fr, fv hi,hr,hy < 1. (3.4)

Moreover assume that there exists Wi, Uy integrable functions on R, so that, for all ¢t €
[07 T]? a? d Z T7
[frla =) [fi(a —1)] < ¥i(a) (3.5)

|fr(@ =), [fr(@=t)],[fv(a—t)],[fir(@—t)] < Va(a). (3.6)
Let (S,E,H,I,R,V, D) be the unique solution of the coupled system (|1.1)) for

5: (SOJE()?HO?f[afRavahfvhR7hV)
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Then for all ¢t € (0,77,

S(t)+E(t)—i—H(t)—i—/OOOI(t,o/)da’—i—/ooo (t, &)dd +/ V(t,&)dd + D(t) =1, (3.7)

0 < S(t), /Ita da/ R(t da/ V(t,&')da', D(t) < (3.8)

and for all a,& > 0
0 < I(t,0), R(t,d), V(t,) < 1. (3.9)

Proof. The full proof is given in Appendix D. A sketch of the proof is given here.

For t = 0, Equation is given by Equation . Then, we prove that the derivative with
respect to time of the sum of all the compartments is equal to 0. This is obtained through the
structure of the model and the ability to permute the derivative with respect to time and the
integral over the age operators. This second point is proved in Lemma under Assumptions

and (53)

g

Remark 3.1. This theorem is essential for the study of the system. It shows that under
reasonable assumptions physically speaking, the system keeps some properties of the initial
conditions. In particular the assumptions and ensure that the initial conditions are
smooth enough to not create any discontinuities in the dynamics of the system.

3.4 Numerical scheme

The system will be solved numerically using an Euler scheme of order 1 in time, a radial
basis function-generated finite difference (RBF-FD) method to compute the differential ope-
rators in age o and &. The first section will describe RBF-FD method. The second section
will focus on the computation of the integrals that appear in the equations of the model. In
the last section, the equations of the discretized system will be developed.

3.4.1 RBF-FD method

In this section, we explain how we discretize the PDEs in Model (3.1)). In order to illustrate
the approach, we focus on the equation on I given by :

?(ta a) = _'Yl(a)l(tv a) - H(t)TAI(tv a)
I(t,0) = 6E(1).

The same method can be applied for the equations on R and V. In our study, the diffe-

rentiation operator in time — was not computed with the RBF-FD method. This operator

will be approached by an Euler scheme. We discuss here the approximation of the operator

— as well as the Dirichlet boundary condition on the edge of the domain.

The RBF-FD method is an original approach to solve PDEs numerically. It is presented and
developed in [Fornberg and Flyer, 2015], [Flyer et al., 2016]. It is a meshless finite difference
method that can be applied on any domain. Let N, be a natural number, n << N, and
O0=ap<a; < - <apn, < Qnez < 00 a discretization of the age of disease on the bounded
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interval J, = [0, aynqz[- The method shown here uses the basis function Polyharmonic Spline
(PHS) ¢ : 7+ 73 and m = 1 regularizing polynomials.

(ai)i]ial correspond to the points inside domain Jp, whereas ag = 0 is the edge of the
domain on which the boundary condition will be applied.

Let 0 < i < Ng,t > 0. Let S(a;) = {vi,...,v},} the set of closest neighbours of ;. The

local approximation of a function f in «; is given by :

Flaa) =" wlp (i = oj1)) + > phypapi (i) (3.10)
j=1

k=1

where {py},-, are regularizing monomials such that : for all 1 < k <m,
n .
Zﬂé‘pk(aj) =0. (3.11)
j=1

Then the approximation can be written :

B = Al (3.12)
Wlth Fclz(f(vi)7f(vé)7"7f(’U'Z:L)707"70)T7 ﬂé: (Mi?“é?"?“%;km)rf and
——

= )

with P a n x 1 matrix whose components are all 1 (in the case m = 1) and
d(llvf —vill) ... e(llvi — vl
ol = : . :
D(|lvh, = vill) - ©(llvy, = vpl])
If the matrix A’ is non-singular, one can compute the coefficients i’ corresponding to the
local interpolation operator of f around «; with the formula :
Al = (AY'E,. (3.13)
Let’s now apply the operator d, to the expression (3.10). We get, for 1 <i < N :

Oaf(ci) = ph0arp([lo — vi|)) + Dl pOapi(cvi). (3.14)
j=1 k=1
With
Oa®' (i) = (Bt (llai — i), .- ., Bat(|lai — vp]1), Dapr (i), - ., Dapm (i),

we get, ‘ ‘
Oaf(ai) = 0a®"(a;)ly.-
Then, using (3.13]) gives us :
aaf(ai) = 8aq)i(ai)(Ai)_1Fcl-
Using (3.13]) and applying it to f = I(t,.), the discretization of the differential operator
with respect to the age of disease at the time ¢ in «; is given by :
oI

T (1) = 0.9 (a) (A) L' (1)
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where ' 4 '
L) = (I(t, o)), . 1(t,01),0).

We then build the matrix M, corresponding to the discretization fo the operator 70 SO
Q
that if, at the time ¢, we have :

then :

Dol (t) = M,I(t) (3.15)
We then extract the matrices My , and M, defined by :

Mo =(Mali. 1)

1<i,j<Nao

Mo — (Ma i, 0])

1<i<Nq

with M1 4 a Ny X N matrix and Ma o a N, X 1 matrix.

The matrix M , is the approximation of the spatial differential operator inside the domain,
without taking into account the boundary condition oy = 0. The matrix Ms , allows to correct
this and to compute the effect of the Dirichlet boundary condition in ag = 0. Let I (t) =
(I(t,o1),I(t,az),...,1(t,an,))T be the values taken by I in the domain and 1°°“"4(t) = I(t,0)
the value of I on the edge of his domain. The discretized system corresponding to the PDE
on I can then be written as an ODE :

Fint . ~
dfﬁ (t) = =My oI (t) = SE(t) My o + Fy(t, I™(t))

Ibound(t) _ (SE(t)

with
—(v(ea) + 7a0(8)) I (¢, 1)
F[(t,fmt(t» _ .

~(Wan,) + A0 I(E o)

0
Similarly, we build the matrix Mg approaching the differential operator % on the nodes
!

(di)fng and the corresponding submatrices M; 5 and Mo 4.

3.4.2 Computation of the integrals

In this paragraph, we explain how the integrals in (3.1]) are computed. In order to illustrate
it, we focus on the computation of :

/ooﬁ(t,o/)l(t, add!.
0
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We first truncate the integral on the bounded interval J, = [0, apnqz] With qne, = 50. We
can do that because the function B(t,a) takes values close to 0 ( lesser than 1072%) for «
greater than 50. Then we generate the Sobol’ sequence {xi}il\;aofl for N, = 512 on [0,1]. We
then transform this sequence into {ai}i]\i "0_1 = {amax:ni}ﬁ\fo_l on [0, Amag)-

We then compute the integral by the formula :

No—1

/ T Bt (o) do = ST NN Bt an) It o).
0 No i35

3.4.3 Equations of the numerical scheme

There are two categories of variables to compute at each time step : the ones that are
structured in age (I, R and V') and those that are not (S, E, H and D).

For the variables structured in age, we chose to implement a semi-explicit Euler scheme.
In the previous section, we obtained the following expression :

dfim‘
dt
1bound(ty = §E(t),

(£) = =My oI (t) = 6B(t) Mo, + Fi(t, 1™ (1))

T
Let N € N*, At = N and for 0 < n < N —1, t, = n x At. We chose to implement the

following scheme :
ity — i
At

b d _
Iiopd = 6Eni1

= —Ml,a—f“}fl — 0B, Mo + Fi(tn, )

n

(3.16)

where 1™ is the approximation of 1™ (t,), E, is the approximation of E(t,) and I’ the
approximation of 7%0und(¢,).

This method is semi-implicit, the term Ml,af (t) is computed at the time step n+ 1, while
the other factors are taken at the time step n. By reorganizing the terms in and by
taking At so that Id + AtM; , is non-singluar (Id being the N, x N, identity matrix), we
get :

[t = (Id + AtMy o) "I — AtSE,Ma o + AtFy(t,, IM)].

The same method is used for R and V.
For the variables that are not structured in age (E, H and D), we implement a classical
explicit Euler method. For example, for the compartment D, we have :

Dn+1 =D, + At oY Hy

In order to compute S, 1, we use a different approach. First, we obtain S} 1 with an expli-
cit Euler scheme in order to calculate the rest of the variables. However, Equation forces
the sum of all compartments to be equal to 1. Therefore, we define S, 1 as the complement
to 1 of the sum of all the other compartments.
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in order to simplify notations, we define the following quantities :

Ng
a NP
Int, (3, 1) Nmfl Z Btn, o)1 Int, (0, R) = Nj”‘”” ; Or(tn, &i) Rnli]
Int,(oR, R Crmaz ZO’R tn, &) }A%n [i] Inty41 (1 Qmaz Zln—irl
’ N +1+ ’ N +1+
o Na NN «a Na )
Intn(UV7 V) = Ndmj_xl g UV(tm ai)vn [Z] Intn—i—l(R) = N&m_('z_wl -~ Rn-‘rl[z]
a Na & Na
max 2 B max o .
Inty,(vr,I) = Nt 1 ;’Yl(ai)fn[z] Intp1(V) = Nat1 ;Vnﬂ[l]
Int, (6, 1) = - Ze

where I,,, R,, et V,, are respectively the approximations of I (tn), ]%(tn) and V(tn)
The discretization of the schem (3.1)) is :

Sl =S+ At[ — STt (8, I) + Itn(o, R) + Intn (o, V)

Fpot = B+ At [Snlntn(ﬁ, - 5En]

Hn+1 =H, + At l:THIntn(”y], I) — ’YHHn:|

It = (1d + AtMy o] Iy — AtSE, My o + AtFy(ty, IiM)]

b d __
oo = § B,y

n

R;{il [Id + AtM; 5] {ﬁ%ﬂt _ At<<(l — 1)ty (v7, I) + v (1 — TD)Hn) My s + Fr(tn, R;nt))
RITJLOJ*L?d (1 - TH)IntTL-‘rl(’YIa I) =+ fYH(l - TD)Hn+1
it = 1+ Aeadyal [ = S (maTut(0.1) + ot (O B) + 0(02)S, ) Mo+ Fit, 7))

vbound — r4Inty11(0, 1) 4+ Intyp1(Or, R) + 0(tn+1)Sh4q

Spt1=1—Fp+1 — Hpy1 — Dpy1 — Intn+1([) — Intn+1(R) - Intn+1(V)

(3.17)
where
—(v(w) + 746())1(t, o)
Fr(t,1(t)) = : :
—(v(an,) +7A0(t))I(t, an,)
—(UR(do) + GR(t, &0))R(t, do)
Fr(t, R(t)) = :

—(on(an,) + Ot dx,))R(E, G,
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and
—oy(a)V(t, ap)
Fy(t, V(1)) = :

_O-V(dNajV(t &Nd)

3.5 Numerical simulations

In order to perform numerical simulations, a set of parameters has to be chosen. The Table
shows the scalar parameters of the model that were selected to obtain numerical results.
The Table displays the function parameters of the model.

’Variable\\/alue\ Reference ‘
1 !
0 i [with Lineage B. 1.351 Clusters Investigation Team et al., 2021]
1
— Boéll 1., 202
H | 115 [Boélle et al., 2020]
2 [Byamb t al., 2020)
— mbasuren :
TA 100 yambasuren et al.,
9
TH 100 [Oliver et al., 2022]
8
™D 1000 Computed

TABLE 3.1 — Scalar parameters of the model

’Variable\ Expression ‘
B(t,a) [Bm from [Richard et al., 2021]]

1
vi(@) 1+ exp(—(a —17))
~ I
@) | T (@ 180))
~ 1
ov(@) 1 + exp(—(a& — 180))
0(t) Computed

1

QR(t, ONJ) e(t) X 14+ exp(—(d — 21))

TABLE 3.2 — Function parameters of the model

The expression of 0(t) is obtained with the vaccination data available on the website
DataVaccin-COVID. The numerical method used to obtain simulations is explained in the
previous section. The results of the simulations are shown in the Figures [3.3] to In these

oo o
figures, I represents t — / I(t,a")dd!, R is t — / R(t,d")dd’ and V corresponds to
0 0

t'—>/ V(t,&')da'.
0

63


https://datavaccin-covid.ameli.fr/explore/?exclude.theme=Datavisualisation&sort=modified

We observe one and only one infcetion peak, followed by non-zero proportion of individuals
conserving theor immunity over time. The vaccination of the R individuals contribute to their
slow diminution from day 40 to day 220, before they reach 0.

0.8
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0.6 E
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—_—
044 — R
— 0D
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T T T T T
0 100 200 300 400 500

FIGURE 3.3 — Simulation of the SEHIRDV model.
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FIGURE 3.4 — Simulation of the SEHIRDV model. Only H, I, R et D are shown.
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FIGURE 3.5 — I(t, ) in 2D.
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FIGURE 3.6 — R(t,&) in 2D.
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FIGURE 3.7 — V(t,&) in 2D.

66



3.6 Conclusion and perspectives

In this work, we proposed a compartmental model to simulate the spread of the SARS-
CoV-2 in Isere, France. This model is structured in age of disease o and age of immunity a&.
The equations that drive the model is a system of PDE-ODE with integral terms. We proved
that, under reasonable assumptions, the system is well-posed : there is an unique solution to
the system of equations and this solution depends continuously on the initial conditions of the
problem. We simulated the system numerically and use the RBF-FD method, an alternative
to the classical finite differences schemes to discretize linear differential operators. In order
to compute the integral terms, we used a Quasi-Monte Carlo quadrature. We do not pretend
to be able to predict the spread of SARS-CoV-2 in Isére. The main goal of this work is to
explore and propose a methodology to model, analyze and simulate structured compartmental
models in epidemiology. This approach can be generalized to any epidemic whose pathogen
spreads on contact between two individuals. In this article, the model presented is structured
in age of disease o and age of immunity &. Other structures can also be considered. The age
of the individuals a is an interesting factor that can be added to the model in order to display
the difference in the interactions between individuals and in the response of the immune
system with respect to the age. Moreover, the addition of the spatial variable x depicting the
geographical location of individuals in a given area would allow the model to emphasize on
the movement of individuals and on where the contacts leading to infection occur. This work
can also be completed with an estimation of the different parameters that are used in the
model. Hospitalization data are available at the scale of Isere and can be used in order to find
the corresponding parameters. Finally, this model can be studied in the context of optimal
control. The vaccination law can be computed so that the H or I compartments reach a certain
threshold. For instance, for H, this threshold would correspond to the maximal capacity of
the hospitals in a given area.
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Appendix A : Completeness of (Y3, -{]xz.)

In this appendix, we show that (Yﬁ,, I-1] X/T) is a non-empty complete metric space.

Proof. First of all, 0 € Yrﬁ,, SO Y:ﬁ, is a non-empty space.

Moreover, (X7, ||.|[x; ) is a Banach space as a product of Banach spaces with [|.[x; being
the usual definition of the norm of a product of Banach spaces. As Yf, is a subset of Xy it
suffices to prove that Yﬁ, is closed in (X7, [|.|[x; ) to prove that (Yqé,, |I.llx;,) is also a complete
metric space.
Let be

INE Xr — (L1([0,7])°

o (o, ¢] o
! / ~I\ 7~/ NS
($1,$2,$3,$4,IE5,.’E6) '—>(ZE1,$2,$3,/ J}4(.,Oé)da,/ $5(.,Oé)d05,/ xﬁ('7a)da)
0 0 0
Then I'y is continuous on X7.

In fact, I'y is Lipschitz continuous : if © = (x1, e, 3, T4, T5,26),y = (Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Y6 ), ONE
can compute :

o
IT1(x) = T1(y)l[r = /0 21 — 1 |(t) + [z2 — yal|(t) + |23 — 3| (t)
- /000 e /OOO ya(.,o')do’|(t)
+ /OOO S /OOO ys (., 6")da’|(¢)

+ /0°° z6(., &')da’ — /OOO vo(., &)da|(t)dt

»
SAIm—mW%H@—wW%%m—%W)
+Aﬂumwwwma@@w’
+Aﬂ%@&www@®wm’

+ [ laal @) = o @) (00dad

< e —yllx,

Similarly
FQ : XTI — (Ll([O,T’]))6

(.%1,1‘2,1’3,334,335,1‘6) ’_><§(7£) - xlaE('ag) - x27}_](‘7£) — 3,
7(,6) - /OOO 2a(ya)da!, R, &) — [ as(.,d)dd,

B 00
V(‘u &) - / xﬁ(‘a d/)dd/>
0
is also continuous.
By denoting L% the subset of (L([0,77]))® with functions positive almost everywhere, one

can remark that YTg, =T (L) NI (LY. As LY s closed in (L1([0,77]))S, Yf, is closed in
Xp.

Therefore (Yﬁ,, [I-|[x;.) is a non-empty complete metric space.
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Appendix B : Lipschitz continuity of the solution operator

In this section, we prove the existence and uniqueness of the solution of Model . We
build an operator called solution operator that will be shown to be lipschitz continuous and
have an unique fixed point by Banach fixed point Theorem.

We first define the decoupled system :

Definition 3.3. Decoupled system
Let i1, 72,93 € C°([0,T]) and #a, 75,76 € C°([0,T] x R,). The decoupled ODE-PIDE system
is given by

0 == [ sta)mita)da’ +60)) + [ orl@)ina) + ov (@)t &)

%(t) = yl(t)( /O "Bt o/)do/) — SE(1)

dH o° _
E(t) = /0 (&) THYa(t, o )da' — v H(t)
t

oI ol

a(t, a) + %( ya) = —yr(a)I(t,a) — 0(t)Tal(t, o)
%Jf(t,d) + gf;(t, &) = —0gr(t,a)R(t,&) — or(a)R(t, &)
%‘t/(t, &) + gg(t, &) = —oy(@)V(t,a)

I(t,0) = 6ya(t) =: k1 ()

R(t,0) / V(@) (1 = 7i)ya(t, & )da' + v (1 — 7p)ys(t) =: kgr(t)

V(£0) = [T 00magi(ta)de’ + [ Or(t. @)t &) + 00 (0) = by (1)

(3.18)
and initial conditions :

{5(0) = Sy, E(0) = Ey, H(0) = Hy
I(Ova) = fI(O‘)7R(07d) = fR(d)a V(O’&) = fV(&)

where So, Eo, Hy € [0,1] and f1, fr, fv € C°(Ry) non-negative functions so that Sy + Eg +
H0+/ fr(a’)da’ +/ fr(@) + fv(@')da" € [0, 1]. Moreover, as in the previous section,

f1(0) = k1(0), fr(0) = kgr(0), fv(0) = kv (0)

Notice that this system has the same structure as but each equation can be solved
independently of others. Indeed, one can easily solve those equations since the first three ones
are linear ODEs of order 1 whose solution can be directly obtained. Moreover, the last three
equations are linear PDEs of order 1 in time and order 1 in a (or &) and can be solved
individually using the method of characteristics. Hence, solving those equations implies that
the unique continuous solution of Model 1} is given by Solé(y) where Sol¢ is the solution
operator on the space YS, (see Definition i defined in Definition

We now define the solution operator on which we’ll use a Banach fixed point theorem.
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Definition 3.4. Solution operator
For & = (Sv, Eo, Ho, f1, fr, fv, hi,hr, hy) € Z, the solution operator Sol® is defined by

Sol¢ : ng, — X
y = (Syl, ES[y], Holy], I[y), RE[y), VEy))

with, if vy = (y1,v2, Y3, Y4, Y5, Ys) € YT,, for almost all t € [0,T'], « € R4, @ € Ry

SE[y]( —exp< /F d7'><50+/exp(/F dT) )d7>

2l = ([ ) ([ st m e )i + o)
He[y)(t) = e_VHt(/Ot e ( /OOO () Trya(T, o/)do/) dr + H())

. fI(a—t)eXp(—/OtW(ﬂ-i-Oé—t)—l—TAH(ﬂ)dﬂ) if t < o
I t,a) =
ot hl(t—a)exp(—/oaw(ﬂ)+TA9(ﬂ+t—a)dﬂ> ift>a

(ﬁ@—ﬂm@(—/%ﬂﬂ+d—am+aﬂﬂ+d—ﬂﬁ> itt<a
R[y)(1,0) = o
hR(t—d)exp(—/O Or(a, 0+t — &)+ og(a )du) ift>a

£ fv(dt)exp(/otﬂv(ﬂﬂLdt)dﬂ) ift<a
VEyl(t, a) = -
yl(t, &) hv(t—d)exp(_/oaa‘/(ﬁ)dﬂ> ift> @

where
F: Rt =Rt

! Fﬁﬂw+éw6Ma%mudmd

and
G: Rt —R*

H/ﬂmwmmm+wwm@mmﬁ
0

Lemma 3.1. For all £ € E,y = (y1,Y2, Y3, Y4, Y5, Ys) € Yqé, with a continuous representative,
we have a.e. :

S[I(t) € [0, (¢, 1)) (3.19)
E[y)(t) € [0, E(&, 1)) (3.20)
Hé[y|(t) € [0, H(¢,1)] (3.21)
/0 IE[y)(t, o/ )do! € [0, I(£,1)] (3.22)
AmﬁwmamaemR@w] (3.23)
| Vet a)da € 0.7 (€ o) (3.21)



Proof.

Let £ € E,y = (y1,92,Y3, Y4, Y5, Y6) € Yﬁ, with a continuous representative. Using Definition
5, we see that all the components of the solution operator are positive functions. That gives
us the lower bound on the inequalities — @D

For the upper bounds, we will first show @ —. We have, for almost all ¢ € [0,7"] :

/oO Ié[y] (t,a')da’ = /t Ig[y](t, o )do + /toO Ig[y] (t,a)dc’

0 0

Oél

= /Ot hi(t — o) exp< - /0 vr(@) + TA0(0 +t — o/)dﬂ) do’
+ [T sital = tep( = [ e+ — o)+ mav(a)an) o

< /0lt hi(t — o )do/ —I—/too fr(a —t)do'
< |lhrlloot + 1 f1ll1 = 1(€,1)

Identically, we also prove that

O°° R*[y)(t,&")da’ < ||hplloct + || frIIL = R(&,t)

/ VE)(t, &)da" < [[hv[loct + || fvll = V(&1)

Let’s now show the upper bound in (3.19). We have

Sl (t) = exp(— /0 tF(T)dT) (50+ /0 t exp< /0 TF(T’)dT’)G(T)dT)

We have
G(r) = [~ (orl@)us(r. @) + ov(@)s(r, &)

< [ (ys(r,&) + ys(,&))da
< R(ET)+V(ET)

!/

as 0 < op,oy < 1.

We also have .
F(r) = 0(r) + / B(r, o Yya(r, oo > 0
0

Therefore we have

SEM(t) < eXp< -/ t F(T)d7'> <so + [ t exp< / ’ F(T’)dT’) (R(g,f) + V(g,f))df)
< 5 exp< - /tF(T)dT> 4 /Ot exp< - /:F(T')df') (R(g,f) + V(§,T)>d7'>
<so+/( 4V ))
<o+ [ ((1nll+ 1l )+ (1ol + Nl )7 )

hR oo T+ hV 00
(U ally+ Lyt 4 1llee 2 TRV

t2
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Similarly, we can compute

ES[y)(t) = (E0+/ e Tyi (T (/ B(7, o ya(r, a)da)ch)

As 0 < B <1, we have :

Efly)(t) < ‘”(Ew/ Ty (1 (/ ya(T, a)da)dv-)
<e o (Eo + 6575(.5,7)1‘(5,T)d7)
< e_5tE0+( /0 t e 0TS, 7)€, T)d7>
<Eg+</ S, )¢, 7)d )

hrlloo + ||Pv]]oo
< B+ [ (So+ (1l + 1oy + P2l e 2 (3 g ) ar

t
< Bo-+ [ (Sollall+(Sollaslloe + Ull + 1 1)1 5112 )

hellso hvl]oo
Jr<|| Rl| 42'|\ vl|

hillee + 17yl
il + (il + el )2 (1l e s

2
Sollh o) + v
< E?O—FSOH}I”lt‘i‘( OH,IH HfRHl 2 || ||1Hf[”1>t2

hlloo + || + hlloo + |11

< E(& 1)
Finally we can also majorize :
t o]
HE[y)(t) = 6_7Ht<Ho +/ 67HT</ (&) Trya(r, a')do/)ah)
0 0

As 0 < ~7,7g <1 we have :
t e’}
) < e (Hor [ o ([T uinatia)ar)
0 0

t o0
< e7HtHo—|—</ 67H(t7)</ ya(T, o/)do/)dT)
0 0
t o)
< Ho+</ (/ ya(T, o/)do/)dT)
0 0

gm+fmmm

t
<t + [ (il + hsller )

[hrlloo 2
2

< Ho+ || fr|lit + =12

< H(E 1)
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Now that some bounds on the solution operator have been obtained, one can show some
properties on these bounds.

Lemma 3.2.

Let &* = (S§, E§, HS, ft, f&, fir b, k%, h{,) € 2 and 7 > 0. There exists a non negative
constant K (£%,7) such that for all £ = (S8, ES, HE, £2, f%, fo, kb, kb, hY.) € E with

|[€@ — ¢b||= <, for all t € [0,T], for i € {a,b} it holds that

S(E,t), B¢, 1), H(E,1), 1(€", 1), R(€',1), V(€' 1) < K(£%m)

Proof. This result is only shown for S and I as the method is the same for the others solution

bounds.
Let 5” = (Sg,Eg,Hg,f}’,f%,f‘b/,hI}, h’l’%, hl"/) € = so that ||€* — §b||5 <nandtel0,T].
Firstly,

g(ga a a a h§ oo+ h¢ 0o
S t) = S+ (1 f&]1 + || £&]1)t + [l : A7l 2

a a a ha00+ha00
< 55+ (1Rl + 17 + Pl * oo
~ KA(E" ).

Moreover, using the triangle inequality,

_ R s + 1A% |00
S(h.8) = 5§+ (17l + 1A ye + 1delloe E Ve o
1y = Al + 11, — Byl

2

<8¢ — S5+ (1f5 = FRIL + £ — follo)e + t* + 5§

hilloo + [IAS
T 1F8 + 7o) + Ml : 1]l o

<n+nT +nT? + K& n) == K5(&% ).

This constant K?%(£%, 1) does not depend on the £° chosen. Similarly,
I(e%t) = |If7 111 + [1hd]]oot
<7+ A oo T = K7 (%, m).-
Again, by using the triangle inequality,
I t) = (| £l + ||h] ||t
<17 = fE1l + 1R = B lloot + (I FF1l + 1A |loct
<n+nT + K{ (% n) = K7 (€% n).

Therefore, by defining K (£%,7) as the maximum of the K% (£, n) overall Z € {S, E, H,I, R, V}
and i € {a, b}, the desired result follows.
Il

In order to show the Lipschitz continuity of the solution operator, a preliminary lemma is
needed.

Lemma 3.3. Let £ € =, > 0, u and v non-negative functions on [0,7"] x X7 x = and z
a function on E. Let also for t € [0,7"],2 € X7, € E

Z(t,x,§) = exp( - /Otu(T, x,{)dT) (zo(g) + /Ot exp(/OT u(r’, x,§)d7’)v(7,x,§)d7).
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Assume that for all y* € Yjé,a , there exist two non-negative constants C(£%,n) and C’'(£%, )
so that for all £&* € = with ||€% — £%||= < n, ¥ € Y;,b and ¢ € [0,7"], it follows that

u(tv yaa ga)’ U(t, ybu gb)’ U(tu yav éa)7 U(t7 yb7 é‘b) S C(gaa 77)

and

lu(t, y*, €") — ult,y, ) < "€ )lly* — °|lz,
w(t, ¥, &%) —v(t, ¥, €] < C' (€ n)lly" — |-

Then, for all y* € Yg,a, there exists a non-negative constant C (€2,n) such that for all £ € 2
with [|€9 — €b||z < 7, y* € Y& and t € [0, T,

~ t
2(t.5.6%) = 2(t.0" €] < O ) (Jaole®) - 20(€] + [ lly® = ledr).

Proof. See the proof in |[Blandfort, 2015, Proposition 3.16].

This lemma is now used to prove the following proposition.

Proposition 3.1. Let {* € =, > 0. There exist non-negative constants Cs(£%, 1), Cp(§%,n),

Cr(€%,m) such that for all £ € Z with [|€* — &z < 0, y® € Yjé/a,yb € Yﬁ, for almost all
te[0,7",

ara b a
5710 - B < Ostenm) (Il ~ iz + [ Iy —ollr),
ara b a
B0 — B0 < Ot ) (1lg - s+ [ " = oPlledr),
ara b a
10 - B W01 < Cutet ) (e — €z + [ Nl —/llnar ).
Proof. The proof is only performed for 5, as the developments for H and E are similar.
For t € [O,T/],.’IJ = (xl,x2,$3,x4,$5,$6) € XT’7§ = (SO7E07H07f17fR?fVahfvhRahV) € Ea we
define :
u(t,x,€) = 0(t) —I—/ B(t, a)xy(t, a)dd!

V(10,6 = [ on(@)rs(t @) + ov(@)as(t, ) da’
0
25 (&) = So.

It is obvious that u° and v¥ are non-negative functions.
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Let now consider £ € E with ||¢% — £]|z < n and y* € Y5 b € Y4 . Forie {a, b},
uS(y' €)= 00) + [ At (ko))

oo
<1+ / yi(t, o' )do!
0

<1+1I(¢.1)
<1+ K(£%n) by Lemma

oty 6) = [ or@)uh(t.d) + ov(@)ui(t, &)’
< [T hea) +uite, @)
R(EL0) +V(€1)
2K (£%,) by Lemma [3.3].
Therefore, with C(£%,7) = max {ym, K(§%,1)}, it follows that
u®(t,y, 69,07 (0, &) < C (€% m).

<
<

Moreover,
[uB(t,y%,6%) — u(t,y", €] :] /O B(t, o) (s (t, o) = yi(t, ') do’

o0
< [ it a) — vkt a)lda’
< Iy = 9"lle

w7ty &%) — 5 (8,1, &) :’ /OO or(&)(ye(t, &) — yb(t,&))do

+ [T ov@) Wi a) ~ bt a)aa’

< [Tt~ hea)ldd + [ iea) - b @)l
0 0

< 2[ly* =3[l

Therefore with C'(£%,7n) = 2,

|uS(t’ya’£a) - us(taybagb”’ |U5'(t,ya,£a) - (t y 5 )| < C/( )Hy -y ||t

Hence, Lemma concludes the proof for S.
O

Proposition 3.2. Let &% € Z,7 > 0. There exist non-negative constants Cr(£%, 1), Cr(£%,n),
Cy(£9,7) so that for all & € 2 with ||€* — &b||z < n, y* € Y5,y € Y:ﬁ,b, we have for almost

all t € [0,7) :
[T b ) — 10l < Crtet (1l - €l + [ 1yt~ llar ).
[T 1B b e - BB @)l < Catet ) (Il = €lls+ [ 1y —3lledr),

[T W @) - vl < ovie ) (lle - i+ [l = o)

0
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Proof. Again only the proof for I is done since the ones for R and V are similar.
a b
Let ¢ € = with [|€2 — €b||z < n and y° € Yﬁ, b€ Yjé,. For almost all t € [0,7"],

/00 18 o)t o) — I€ TN, o) do! = /t 1€ [y (8, o) — I [y (L, o )| do
0 0
s [T ) - 1 ) !
=1+ 1

where
t
n= [ y)ea)) - It )l
0
B= [T ) — 1) @)l
t

— For Iy, Definition [3.4] implies that

t
/
0

C R — o) exp< - /Oa y1(@) + a0 + t — o/)d&)
:f
<),

< T'||h§ = hilloo
<Tjg" - €'lI=.
— For Iy Definition gives

o
I /
t

— f?(t — O/) X eXp( — Aa ’Y[(ﬂ+a' — 1) —i—TA@(ﬂ)dﬁ)

:E

/

hi(t — o) exp( — /Oa (@) + 7A0(0 +t — o/)d&)

do/

/

he(t — o) — hb(t — o) exp( — / vi(@) + Ta0(0+t — a’)dﬂ) do’
0

he(t — o) — hb(t — o')|do/

/

fi(t=a) eXP( - /Oa (i + o' —t) + rAe(ﬂ)da>

do/

ﬁ@—aﬁ—fﬂt—d)wp(—éavﬂﬂ+d—¢%PmW®MQdd

! b

< [ | —a) = it - oo’
0

<|Iff = filh

< llg” - &l=.

Therefore by chosing C7(£%,n) =T’ + 1, it yields that the first relation (for I) of this propo-

sition is satisfied for almost all ¢ € [0, T”].
O

The previous two propositions lead to the main theorem of this section.

Theorem 3.4. Let {* € =,7 > 0. There exists a non-negative constant Cg)(£?,7) such that
for all & € Z with ||€% — €¥]|= < n, y* € Y5 4> € V& it holds that, for almost all ¢ € [0, T"],

b t
||Sol&” [] — Sol& [*]|]; < 0301(5“,77)(\&“ — &= +/0 lly* — ybHTdT)
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Proof. This result directly follows from the definition of ||.||;, Proposition [3.1]and Proposition
0.2l
U

Finally, the following corollary gives the proof that Sol¢ is Lipschitz continuous.

Corollaire 3.1. Let £* € =,m > 0. There exists a non-negative constant Cg,j(£%,7) such
that for all £ € E with ||¢% — €¥||z < n, y* € Y& b € Yélb, we have, for almost all ¢ € [0,7"],

IS0t [37] — Sof” 1, < T'Cor(e”,m) (167 = 1=+ 11" =1l )

Proof. By Theorem there exists a non-negative constant Cg,)(£?,7) such that for all
¢ € 2 with ||¢2 — €]z <, y® € Y5,y € Y&, it holds that, for almost all ¢ € [0, 7],

801" ly") — S0l < Ccr(€h ) (116" = €l + [ lly" = oPller).

Then, for all £ € = with |[¢€* — €b||z < 7, y* € Yrﬁ,a,yb € Yrﬁf, it holds that, for almost all
t e [0,77],
190" y) = Sl 'y, = [ IS0l [y”] ~ S0l [y
T/
< [ Csatemlie" - 5w+/uy—yumﬁt

T/

=, Cgo1(£% )(!f“ fSH_+/ |y® —yHTdT)dt
< Cgae” (1167 - €'ll= + I = 'l )-

O

In order to use Banach-fixed point Theorem to conclude about the uniqueness of the
solution of ([3.1]), one key assumption concerns the Lipschitz property of the solution operator.
This is expressed in the following lemma.

Lemma 3.4. Let £ € E and T" € [0,T]. There exists a non-negative constant Cg)(§) such
that for all y,7 € YTg,, it holds that, for almost all ¢ € [0,T"],

IS0l [y] — Sol*[#]|x;, < T'Cgo1(E)Ily* — ¥°llxs,-

Lemma directly follows from Corollary [3.1| with &° = £, Banach fixed point Theorem
ensures the existence of a unique fixed point.
The following lemma allows to link the existence of the fixed point with the solution of

BI).

Theorem 3.5. Let 77 € [0, 7] and y = (y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Y6) € Y with a continuous repre-
sentative § = (U1, J2, U3, Y4, U5, s ). Then y is a fixed point of Sol® if and only if 7 solves the

coupled system ((3.1) on [0,77].

Proof. This theorem is proved in 2 steps, first the necessary condition is addressed and in
the second time, the sufficient condition is developed.
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— If y is a fixed point of Sol® then Sol¢ [y] = y a.e.. Therefore, the continuous repre-

sentative of Solé[y] is Solé[y] = 7. However, the expression of Sol¢[y] shows that

Solé[y] = Sol*[g]. Therefore Sol*[j] = 4, which, by the computation of the solution
of the decoupled system, corresponds to the unique solution of the decoupled system.
Therefore ¥ solves the coupled system.

— If y solves the coupled system, then in particular gy solves the decoupled system. This
solution is the unique solution of the decoupled system and is the continuous repre-
sentative of Sol¢[y] . Therefore, 7 is the continuous representative of Sol*[y]. But 7 is
also the continuous representative of . Finally Sol*[y] = y a.e. and y is a fixed point
of Sol¢.

O

Theorem 3.6. Let £ € = and Cg)(§) the corresponding non-negative constant defined in
Lemma Let also T" € [0, 7] such that 7"Cg)(§,n) < 1. Then the coupled system(3.1)) has

a unique solution g on [0,7”], with y € Y:ﬁ,.

Proof. Thanks to Definition and Definition one can show that Sol® : Yf, — YS,. Fur-
thermore, (Yjé/, [||[x;.) is a non-empty complete metric space. Moreover by Lemma Sol® is
Lipschitz continuous on Yqé, with a Lipschitz constant 7"Cg(§,n) < 1. Therefore, by Banach

fixed point Theorem, Sol* has a unique fixed point in Y%, Let y = (y1,Y2,Y3, Y4, Y5, Y6) € YS,
be this fixed point, i.e. y is such that Sol¢ [y] = y. By the computation of the solution of the de-

coupled system, one can show that Sol*[y] has a unique continuous representative Solé[y] =
which, by Theorem corresponds to the solution of the coupled system, namely. Mo-
reover, thanks to Theorem this solution is unique since the solution of the coupled system
are the fixed points of Sol* and there is only a unique fixed point.

O

Theorem [3.6| proved the existence of a unique solution to the coupled system on any [0, T”]
with T'Cq1(€,m) < 1. However, the goal is to have a unique solution on [0, 7T]. This theorem
is Theorem [3.1} Its proof is explained below

Proof. Let defined T € [0,T] so that TCSOl(f,n) < 1and % = N € N. The goal is to prove,
using induction, that y" = (y{, v5, y%, yr, U8, Yg) € er’f exists and is the unique solution of
the coupled system on [0,nT] for n = 1...N.
— Base case (n = 1) : This case is exactly solved by Theorem [3.6| with 7" = T
— Induction step : Assume that the unique solution y™ = (y1, v%, v5, y4, y&', yg) € Yngf of
the coupled system on [0,nT] is built for n € N with 1 <n < N — 1.

Now, the goal is to build the unique solution y"*! € Y(i+1)’f of the coupled system on
[0, (n+1)T7.

In order to do so, define the following space,

Y’(iﬂ)f = {y = (Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Yo6) € Y(fm)f such that y1(t) =y (1), y2(t) = y3 (1),

y3(t) = y{?(t)v y4(t7 ) = yZ(tv ')7 y5(t7 ) = y?(tv ')7 yﬁ(tv ) = yg(ta )
for almost all ¢ € [0, nT]}

2. Let y = (y1,Y2,Y3, Y4, Ys,Ys) € Yﬁ,, if there exists z € Y,ﬁ, such that z —y = 0 a.e. and z is a continuous
function then z is called a continuous representative of y and is denoted by % := z.
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Notice that (Y*

(1) T ||“|X<n+1):ﬁ) is a non-empty complete metric space as (n+1)T < T.

Moreover, fféﬂ)f is a closed subset of (Y(iﬂ)f, ]| |X<n+1):f)' Therefore (YéH)T, H'HX(n+1):f)
is also a non-empty complete metric space.
£ vE %23
Moreover, Sol- : Y(n+1)f’ — Y(n+1)T'
In fact, if y € anH)T, then Sol®[y] € Y(iH)T thanks to the definition of the bounds in

Definition and for almost all ¢ € [0,nT],

Sol*[y](t, .,.) = Solé[y"](t,.,.) = y"(t,.,.).

Now, it is shown that Sol is a contraction on (}7&+1)T, H.HX(HH)T).
Consider f,g € Y(i L1)F by definition of Y(i T and Theorem one obtains

(n+1)T
1S01°(£1 = 80[glllx,, = [ 11S0I¢[f] — Solgll e
0

(n+1)T
= [ 1ISots] — Solf gl

(n+1)T t
S/T 0801(5,77)/0 IIf — gll-drdt

(n+1)T (n+1)T’
<[ Coatem [ If = glledrat

- (n+1)T
<TCa(&m) [ I1f = gll-dr.

Finally, )
101 — So[glllx,..,0 p < TCso1(EMIIF = gllx,y v 0

Since TC’SOl(f, 1) < 1 it follows that Sol® is a contraction on (Y(énﬂ)f, ”'HX(nH)T)'
Using Banach fixed point Theorem, this implies that Sol¢ has a unique fixed point

y"tin Yéﬁ Y As y"tin Y(i+ F is a fixed point of Sol¢, Theorem [3.5 ensures that

the continuous representative of y"*! solves the coupled system on [0, (n + 1)7].
It remains to show that the continuous representative of y”*! is the unique solution of

the coupled system on [0, (n + 1)T7.
Suppose z"t! € Yiﬂ .

7T
Then by Theorem "1 is a fixed point of Sol¢. Moreover, by induction hypothesis

2"t1 = y” almost everywhere in [0, nT]. Therefore, z"*1 € 1751 L1yF and is a fixed point

of Sol¢. By uniqueness of the fixed point 2"t = y"*! and the coupled system has a
unique solution y"*! € Y(iH)T on [0, (n + 1)71"].
This concludes the induction step.

Therefore, it follows for n = N that y € Yjé is the unique solution of the coupled system on

[0, 7).

is another solution of the coupled system on [0, (n + 1)T7.

O
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Appendix C : Continuity of solution

In this section we will prove Theorem [3.2]

Proof. Theorem implies that y® is a fixed point of Sol*" and 7° is a fixed point of Sol¢”.
Therefore, for t € [0,7],
a b
ly* = 4°lle = 11501 [y] = Sol* [y"]|l:-

Then by Theorem

ly" = 4Pl < Caoae®sm)(lle* = €l + [l — ol )
< Cgo(€nnlle" €= + [ Coo€mlly* — /Il

Then, by using Gronwall’s inequality with f(t) = Cg)(£%,1)||€*—€|z and g(t) = Cg)(£%,n),
it follows that

lly® = "lle < Cgo1(€%m€" = €Iz
t
+/ Cgo1 (€, mIE* = €%|=Cg01 (€%, ) exp(/T Csol(éam)df’>d7

< Col(€n e’ €= + [ (Cooa(e” P le” - &llzexp(TCyop € m)ir
< (Cgo1 (€%, m) + T(Cg1(§°,m)? exp(TCg (6, M)IIE" — &=
Finally,
I = 4Pl = [ 1" = ol < Ol ~ &l

with C'(£%,n) given by

T(Cg01 (6% n) + T(Cg01 (6% n))* exp(TCg1 (£%,m)))-

This shows that the solution of the coupled system on [0,7] depends continuously on the
initial and boundary conditions.
O
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Appendix D : Bounds of solution

In order to prove Theorem [3.3] the derivative and the integral operators need to be per-
muted. As developed in the following, this is the case under some appropriate assumptions.

Lemma 3.5. Suppose that assumptions (3.3]) to (3.6 holds. Then,

£ ([ ew)o-{ [ 2w
jt( /0 = R(.,o”/)dd’) () :( Ooogf(t,d’)dd’)
;t( /0 = V(.,a/)da/) ) :( f?{(t,d’)d@')

Proof. In this proof, only the first equality is shown since the other two equalities can be
proven similarly.
The demonstration uses a corollary of the Lebesgue’s dominated convergence theorem.
— For all t € [0,T], o — I(t, ) is Lebesgue-integrable on R . Indeed, for ¢ € [0,T], the
expression of I is, as given in Definition [3.4] by

o) — fila—1) exp( - /0: vi(ii+a—t)+ TAe(a)da) if t <a
hy(t— a)exp(—/o v (@) + Ta0(i + t — a)dﬂ) .

Therefore if ¢ € [0, 7] and « > ¢, the previous expression gives

It )| =| fr(a —t) exp< - /Ot it a—t) + TAe(a)da>

< fr(a —1).

Then - o ~
/ |I(t,a)|da’ = / I(t,d)da’ < / fr(@ —t)da' < 1.
t t t

by Assumption (3.3]).
— If a« € Ry, t > I(t,) is differentiable on [0, T] because I € C*([0,T] x R4)
— Now, one has to find ¢ : Ry — Ry such that for all ¢t € [0, 7], € Ry,

01

oy ()] < o)

As I € CY([0,T] x Ry), % is continuous on the compact set [0,7]% C [0,7] x R,.
Therefore there exists M € Ry so that for all (t,a) € [0,7]?

—(t < M.
5y (0
Now, consider ¢ € [0,T], « €T, 4+o00[. Then,

I(t,0) = frla —1) exp( - /Ot i@+ a—t)+ TAH(ﬂ)dTL).
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Therefore

(Z(t,a) _— %(a 1) exp< /tw(w o — 1) + 740 )du)

b fra— B (—ra0() — 7i(a— 1)) % exp( - /0 i+ a—1)+ TAa(a)da>.
So,
(00| [T @ = 1) + Ifrla ~ )] (7a6(0) + 21(a — 1)
< Do~ )]+ 21fia 1)
< 30, ().

aw—{ M fasT

Therefore by defining
3V (a) ifa>T,
¢ is Lebesgue integrable on Ry since for all ¢t € [0,T],a € Ry

o1

s ()] < o)

Therefore by a corollary of the Lebesgue’s dominated convergence theorem, the first equa-

lity is verified.
O

Now that this has been shown, one can now prove Theorem

Proof. For t = 0, the result is directly given by (3.3]) and the other assumptions.

As mentioned in the proof of Lemma I(t,.) is integrable on [t,o0]. In particular, this

means that [(t,+o00) := lgm I(t, a) exists and is equal to 0. Using the same methodology,
(03 oo

one can prove that for all ¢ € [0,T], R(t,+00) := lim R(t,&) and V (¢t,+o0) := lim V(¢,&)

exist and are both equal to 0.

Let now ¢ € [0,7T], and compute

D::i<S+E+H+/ I(.,o/)do/+/ R(.,d’)dd’+/ V(.,d’)dd’+D>(t)
0

:g(tw%() dt(/ I ))
dt(/ R(. )() i(/o V(.,&’)dd’>(t)+cill;(t)

By Lemma this is equivalent to

_dS B dH y ooV
D=0+ o+ S +/ mtad +/ Srtanda’ + [ St d)da
+ P,

dt
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Yet, using the PDE controlling I in Model ({3.1]),

/O - g’;(t, o')da = /0 - —gi(t, ) — (yr(a) + 0(E)ra) I(t, o' )de!
_ /0 °° %(t, o') — /O () + 0 ) I(E o )do!
= 1(6,0) = I(t.+00) = [~ (31(0") + 0()ra) (1. /)dor.

Finally
Zg(t,a’)da’ =E(t) —/ (y1 () +0(t)Ta)I(t, a')do/.
0 0

Similarly, one can get the following expressions,

o0

“ R ihdal = /0 (@) (1 = i) I(t, ' )de! + v (1 — 7o) H ()

0 ot
_ /0 (Or(t, &) + or(@))R(t, &')dd’
gy

[ St /0 0(t)ral(t,a')da! + /0 On(t, &) R(t,&')dd + 0(1)S(1)

- / T o @)V (t, &),
0

Replacing the three previous expressions in (3.25) and using the equations of Model ({3.1)), it
follows that
D =0.

Therefore, as (3.7)) is satisfied for ¢t = 0, it is also verified for all ¢ € [0, 1.
Thanks to the expressions of S, E, H, I, R,V given by Definition (3.4)) their non-negativity
is obtained. Moreover, from the equation of D in Model (3.1)), it follows that D(t) = Dy +

t
/ vaTpH (@)da, so it is also non-negative. Finally inequality (3.8 is deduced from the non-
0

negativity of the solutions and relation ([3.7)).
In order to show (3.9), one can notice, using Definition that for all ¢ € [0,7T], for all
a,a>0

I(t,a) <max {fr(a—t),h(t —a)} < 1.
Similarly

R(tv d) < max {fR(d - t)v hR(t - d)} <1,
and

V(t,a) <max{fy(ad—1t),hy(t—a)} <1

This completes the proof.
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Chapitre 4

Comparaison de scénarios

Sommaire
Dans ce chapitre, nous effectuons des simulations numériques afin d’illustrer 'impact de la prise en
compte de la vaccination, et de la structuration en dge de maladie et en d4ge d’immunité. Dans un
premier temps, nous présentons la liste des valeurs que nous attribuons aux parametres du modele et
justifions leur expression. Dans un second temps, nous simulons le modeéle sans vaccination et observons
leffet de I’age de maladie et de I'dge d’'immunité sur 1’évolution de 1’épidémie. Enfin, nous ajoutons la
possibilité de vacciner la population et étudions 'impact des structures en age sur la dynamique du
systeme.

Contents
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4.2 Simulation du modele sans vaccinationl . . . . .. ... 89
[4.2.1  Modele SEHIRD sansagel . . . . ... ... ... ... ....... 90
[4.2.2  Modele SEHIRD avec age de maladief. . . . . . . ... ... .. .. 93
[4.2.3  Modele SEHIRD avec age d'immunitel . . . . . . ... .. ... .. 98
[4.2.4  Modele SEHIRD avec age de maladie et age d'immunit¢| . . . . . . 101
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[4.3.1  Modele SEHIRDV sansagel . . . . ... ... ... ... ...... 104
[4.3.2  Modele SEHIRDV avec age de maladie et age d’immunité . . . . . 106

4.1 Choix des parametres

Nous souhaitons proposer des simulations réalistes a ’échelle de la population de 'Isere.
L’Isére est un département frangais comptant 1 277 513 habitants en 2020. Les valeurs que
nous avons attribuées aux parametres du modele ont été choisies pour refléter au mieux les
données observées sur ce département sur la période de fin 2020 a début 2021. Cette période
correspond au début de la vaccination en France. Selon leur disponibilité, les valeurs des
parametres sont obtenues a 1’échelle départementale, régionale, nationale ou mondiale. Sur la
période étudiée, nous négligeons les naissances et les morts naturelles. Ainsi, la population est
supposée constante tout au long des simulations.

L’objectif de cette thése est d’explorer et de proposer une méthodologie pour la modélisation,
I’analyse et la simulation de systéme épidémiologiques. Les résultats obtenus ci-dessous n’ont
pas vocation a étre interprétés et comparés a la réalité observée lors de la pandémie de
COVID-19.
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4.1.1 Liste des valeurs des parameétres

Les valeurs des parameétres sont données dans les Tables [4.1] et

’Variable‘\/aleur‘ Référence ‘
1 —
J i [with Lineage B. 1.351 Clusters Investigation Team et al., 2021]
1 - i
"m0 [Boélle et al., 2020]
2 [Byamb t al., 2020]
TA 100 yambasuren et al.,
9 .
TH 100 [Oliver et al., 2022]
LA Calculé
1 1000

TABLE 4.1 — Parametres scalaires du modéle

’Variable‘ Expression ‘
B(t,a) [Bm de [Richard et al., 2021|]

T
vi(@) 1+ exp(—(a—17))
~ 1
R | (=@ = 180))
- 1
ovi@) | 17 exp(—(& — 180))
o(t) Calculé

» 1
1+ exp(—(a—21))

Or(t,a)| 6(t)

TABLE 4.2 — Parametres fonctionnels du modeéle

En nous appuyant sur les valeurs des parameétres donéees dans [Oliver et al., 2022], nous
avons fixé 74 = (1 — p,)py = 0.09.

Le coeflicient 7p est calculé a I'aide des données de Santé Publique France |Geodes. Parmi
les données mises a disposition par ce service, on peut obtenir le nombre quotidien de déces
suite a une infection par la COVID-19 ainsi que le nombre de personnes hospitalisées a une
date fixée dans une région donnée. Ainsi, en se concentrant sur les données issues de la région
Auvergne-Rhone-Alpes sur 'année 2021, il est possible de calculer la proportion d’individus
hospitalisés au jour ¢ qui décedent de leur infection. En prenant la moyenne de cette expression
sur toute I’année 2021, on en déduit la valeur de 7p = 0.008.

Dans nos simulations, 3 est pris indépendant du temps. La valeur de (a) correspond a
Pexpression de f3,, présentée dans 1’équation (9) et la Figure 2.A de [Richard et al., 2021]. Son
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expression est la suivante :

(i5)
0.2 x % x (o —5.65)2 x e \0: sia<5.2
B:ar— : a\?
1 (a—5.2) _()
0.2x (2) x % x (a0 —5.65)2xe \05/  siq>52

Sa forme est présentée en Figure [£.1]

—— Beta
0.05 4

0.04 4

0.03 4

0.02 4

0.01 4

0.00 4

alpha

FIGURE 4.1 — Taux de transmission 8 de la maladie en fonction de I’dge de maladie a.

L’expression de (t) est obtenue a 'aide des données de vaccination mises & disposition
par l'assurance maladie AMELI sur le site DataVaccin-COVID. Cette base de données nous
permet de visualiser le taux de vaccination hebdomadaire a 1’échelle de I’Isere sur 'année 2021.
La base de données fait la distinction entre la premieére et la derniére injection de vaccin. La
vaccination est pour l'instant modélisée dans notre étude par une seule injection. Nous avons
donc décidé de sélectionner les données correspondant a la premiere injection dans cette base.
A partir de ces données, nous utilisons une méthode globale d’interpolation par fonction &
base radiale, expliquée dans afin d’obtenir un taux de vaccination a tout temps sur une
année. On prolonge ensuite de maniere périodique ce taux de vaccination sur chaque année.
La forme de 6 obtenue est présentée en Figure

Dans [Richard et al., 2021], les taux de rétablissement - sont choisis comme des fonctions
indicatrices de I’dge. Nous avons choisi de remplacer ces indicatrices par une fonction sigmoide
dans notre étude. Cela offre une alternative continue & leur choix de fonction. De la méme
maniere, les parametres or, oy et Or sont modélisés par une fonction sigmoide en age.

Une fonction sigmoide est de la forme

Kk
— 1 +efk(zfxo)
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0.007

—— Theta

0.006

0.005

0.004 A
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0.000 -
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Jours

FIGURE 4.2 — Taux de vaccination 6 des individus S et I asymptomatiques en fonction du
temps.

avec k > 0,z9 € R. Il s’agit d’'une fonction qui varie sur R entre 0 et k. Pour tous nos
parametres, 'amplitude de la sigmoide est fixé a k = 1. Pour x = xg, la sigmoide vaut alors

1
ok Pour chaque parametre, nous avons choisi xy de sorte a correspondre a la durée moyenne

de passage dans le compartiment correspondant. Cette correspondance est justifiée dans la
section suivante. Ainsi, pour les parametres or et oy, zo est fixé a 180 jours. En effet, on
observe encore aujourd’hui que le virus est biannuel. La perte d’immunité se fait donc en
moyenne en une demi-année, soit 180 jours. Pour vy, la valeur g = 17 jours provient de
[Richard et al., 2021]. Dans le terme sigmoide de g, on a xg = 21 jours. En effet, en France,
il était recommandé d’attendre 3 semaines apres avoir été infecté avant de se faire vacciner.

4.1.2 Justification de la forme des sigmoides

L’objectif de cette partie est de justifier le choix d’une fonction sigmoide pour la perte
d’immunité progressive dans le compartiment V.
On rappelle également la fonction de Heaviside K définie par

1 siz>0
K:.:z+—
{0 siz <0
Considérons ’équation différentielle localisée :
v
— = —0V; t
7 Vi +Q(t)

ou Q(t) = qK(t), K(t) est la fonction de Heaviside et avec pour condition initiale V;(0) = 0.
La solution de cette équation est

Vi(t) = L(1— e (4.1)



de limite gq/o; en 00

Physiquement, 1/0; est la constante de temps du compartiment. Au temps 1/0;, le nombre
d’individus dans le compartiment V; sera égal a 63 % de q/o;.

Considérons maintenant le systeme distribué en age :

ov. oV
ot " oa
avec la condition aux limites V' (¢,0) = Q(¢) et V(0,&) = 0.
Notons Voo (@) la solution de cette équation a I’équilibre. On a alors la propriété suivante :

= —oy(@)V (4.2)

Lemme 4.1. Supposons que

& ~IN\ 3~1
oo — oyl da
/ € /0 ( ) dd:1/al.
0

Alors on a

Démonstration. On a

D’ou

[e’e} oo — Uv(d,>dc~k/
/ Voo(d)d@ZQ/ e /0 da =1,
0 0

Dans le cas d’une sigmoide, on a le résultat suivant :

Lemme 4.2. Supposons que

On a alors

o — [ oy(a@)dd
lim e A da — 1/0'[ =

og—+00 Jo

(03
Démonstration. Soit pour & > 0, L(&) = / oy (a)dd'.
0

Alors on a
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Ainsi

[e'¢) - oo 1 T o
/ e~ ) g5 = / %dd
0 0 14+e (a*[,*l)

Lk pee g HET)
:(1+e"l)/ " da
U
k
1 g —k(a—21). 1%
__( +€ l)|:l (1+ ( al))
k 0
_E
1 o &
:( +e l)ln(l—i—e"l)
k
Or
k k _k
In(l1+et)=In(et(1+e 1))
k _k
=—+In(l+e 2)
oy
D’ou
(L+e ™) (Lte ) k
l14+e @ & 1 14+e @ _k 1
BT W mgen)— == D Loy - &
z n(l+e) o k: (0l+n( +e o)) p
11 1 _k 7"% k (1 _k 0
= - 7 — o
kn( +e l))+ L <0_l+n( +e ))m
Il
. - 1 .
De plus, dans le cas ou oy (@) = ——(aiy le comportement asymptotique de t — Vj(t)
1+e © @

(o)
et de t — / V(t,&)dd’ coincident. Cependant, le régime transitoire est différent. La Figure
0

La courbe V; correspond a ’expression . La courbe Inty correspond a l'intégrale en gge
tronquée a 400 de la solution de obtenue numériquement par un schéma de différence
finies de type upwind. L’intégrale en dge est obtenue numériquement via une méthode des
rectangles sur l'intervalle [0,400] en age.

Ainsi, le choix de la forme de la perte d’immunité oy sous forme de sigmoide permet
d’assurer la cohérence entre la solution asymptotique du modele localisé et 'intégrale de la
solution d’équilibre du systeme distribué en age, d’apres le lemme De la méme maniere,
on choisit les fonctions o et 7 sous forme de sigmoide.

permet d’observer ce phénomene. Les courbes sont obtenues avec ¢ = 0.05 et 07 =

4.2 Simulation du modeéle sans vaccination

Dans cette partie, nous simulons notre modele sans vaccination. Le modeéle sans vaccination
est un cas particulier de notre modele dans lequel les parameétres 6 et Or sont constants égaux
a 0. Nous étudions dans un premier temps le modele sans aucune structure d’age. Ensuite,
nous étudierons 'effet de I'ajout de chaque structure en age sur la dynamique du systeme.
Enfin, nous analysons 'impact des deux ages combinés sur 1’évolution de I’épidémie.

Dans toute cette partie, le temps de simulation est fixé & 550 jours, soit environ 18 mois,
et le pas de temps At d’intégration temporelle est a 1 jour.

89



3.0
2.5
2.0
1.5 -
1.0 -
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FIGURE 4.3 — Comparaison de la solution du modele localisé avec la solution numérique du

modele distribué en age.

4.2.1 Modele SEHIRD sans age
Dans le modele SEHIRD sans age, le modele (|1.1]) devient un modeéle d’EDO dans lequel

on integre les conditions au bord et on 6te le compartiment V' :

%(t) = —B(t)S(t)I(t) + orR(t)

%ggyzmwawﬂn—5E@

W ) = w1 () — v H (D)
) = 3B 1 (1)

dR

Y1) = (1~ raul (1) + (1~ D)y H(E) — omR()

2 (0) = o (1)

avec la contrainte de conservation de la population
(4.3)

S(t) + B(t) + H(t) + I(t) + R(t) + D(t) = 1

De plus, les parametres 3,77 et or ont une valeur fixée a :
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1 1
B(t) =0.073, = 17 OR = 180°

Les valeurs de 77 et o sont choisies en accord avec la partie La valeur de §(t) est
choisie de maniere artificielle de sorte a ce que le maximum du pic d’individus infectés soit
le méme dans le modele localisé que dans le modeéle structuré en adge de maladie que 1'on
étudiera dans la section Les simulations sont réalisées avec un schéma d’Euler explicite
en temps. Nous utilisons 1’équation pour le calcul de S & chaque pas de temps. Les
conditions initiales sont Sop = 0.95, Ey = 0.05 et Hy = Iy = Ry = Dy = 0. Les résultats
obtenus sont présentés en Figures [£.4] et [£.5]

0.8 1
0.6 5
E
— H
|
0.4 1 — R
— D
0.2
0.0

T T T T T
0 100 200 300 400 500

FIGURE 4.4 — Simulation du modeéle SEHIRD sans structure d’age.

On observe un pic de la proportion des individus infectés a 5% autour du jour 65. Apres ce
pic, la majeure partie des infectés entre dans le compartiment R et est alors immunisée contre
la réinfection. Cependant, on constate qu’une proportion non nulle d’individus est infectée
tout au long de I’étude. Cela montre que le virus reste présent dans la population humaine
durant la simulation avec ce modele. La figure nous montre 'impact sanitaire de cette
infection. Lors de la vague, le pic de I'occupation hospitaliere est intervenu aux alentours du
jour 80. Environ 0.4% de la population occupait alors les hopitaux. De plus, on constate que,
sans mesure de confinement ou sans mesure vaccinale, 0.05% de la population initiale mourra
de l'infection a l'issue de 550 jours.
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FIGURE 4.5 — Simulation du modele SEHIRD sans structure d’age. Seules les courbes de H,
I et D sont représentées.

A Déquilibre, le modéle devient

BSel. = orR.

B8S.I, = OE,

YTl = yHHe

6E. =il (4.4)
(1 =7u)vile = (1 = 7p)yuHe — oRRe

YyaTpHe = 0.

avec la contrainte
Se+E.+1.+H,+ R.+ D, = 1.

La derniére équation de (4.4)) nous donne H, = 0. Puis, la troisiéme équation nous donne
I. = 0. On obtient ensuite grace a la premiere et la deuxiéme équation R, = E. = 0. Le
systéme aboutit donc & :

E.=H.=R.=1.=0
Se+ D, =1.

Dans la figure nous augmentons le temps de simulation a 1000000 jours et observons
que ce résultat est bien obtenu numériquement avec les valeurs de parameétres utilisées.
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FIGURE 4.6 — Simulation du modele SEHIRD sans structure d’age en temps long.

4.2.2 Modele SEHIRD avec age de maladie

Dans ce paragraphe, nous introduisons ’dge de maladie v dans le modele. Ainsi, I est
désormais structuré en age de maladie. Les valeurs des parametres § et 7 reprennent la
forme de sigmoide présentée dans la section Le modele fait alors apparaitre une EDP
en « sur la variable I ainsi que des termes intégraux en a. Les équations sont données par :

%@) _ _s(t)</ooo Bt a')I(t,o/)do/) +orR(t)

%(t) - S(t)( /0 Bt oI (tva’)do/> —0B(1)

‘;ij(t) . /0 T (@It aYda! — yH ()

%(t,a) + g—i(t, a) = —y(a)I(t,a)

%(t) - /0 T (1= (@)t a')da! + (1 — o)y H(E) — orR()
W2 1) = Ao (1)

I(,0) = 6E(t)
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avec la contrainte de conservation de la population
S(t)+ E(t)+ H(t) + / I(t,a)da’ + R(t) + D(t) = 1
0

La méthode numérique pour le calcul du terme intégral est présentée dans la section [2.2.4
Le schéma semi-implicite pour la discrétisation de 'EDP en I est décrit dans la partie 2.3.3
Les conditions initiales sont Sy = 0.95, Ey = 0.04, I(0,«) = 0.0le"* et Hy = Ry = Dy = 0.
Les résultats des simulations obtenus pour ce modeéle Sé)ont présentés dans la Figure [£.7] Dans

cette figure, la courbe I correspond a la fonction ¢ — / I(t,a’)da’. On observe ici encore que

la majorité de la population reste dans la catégorie Sl(l)sceptible S5.0n constate également une
unique vague de contamination. Le pic d’individus infectieux atteint les 5% de la population
totale, comme dans le paragraphe précédent. Cependant, ce pic est atteint plus tét dans la
simulation. La Figure nous permet de mieux voir I’évolution de I’épidémie sur la population
considérée. On constate que le pic d’individus infectés est atteint autour du jour 13, contre
65 dans le modele sans age. A partir du jour 45, moins de 0.1% de la population est encore
infectée. Au jour 45, 5% de la population est rétablie et immunisée contre la réinfection.
Les individus perdent ensuite progressivement leur immunité et redeviennent susceptibles. Le
pic d’individus hospitalisés intervient au jour 26, avec environ 0.2% de la population dans les
hopitaux. La population ayant décédé s’éleve & 0.004% de la population initiale. Les Figures|4.9
et permettent de visualiser les différences entre le comportement des populations I, H et
D du modele sans structure en age et avec 4ge de maladie. On observe que la strucuture en age
permet de centrer les événements d’importance du point de vue sanitaire. En effet, les courbes
de I et H sont plus resserrés autour de leur pic. Les Figures [£.11] et [£.12] montrent 1’évolution
de I en fonction du temps et de ’dge de maladie «. La Figure est une représentation
2D de I(t,«). Elle met en évidence qu’au jour 30, le compartiment I est presque vide. De
plus, la durée maximale de maladie est d’environ 20 jours. La Figure fait apparaitre la
dépendance temporelle de I(t,«) pour différentes valeurs de . On observe une répétition
pour chaque « d’un pic qui s’atténue avec ’age «. Toutes les courbes s’estompent autour du
jour 50.
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FIGURE 4.7 — Simulation du modele SEHIRD avec dge de maladie.
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FIGURE 4.8 — Simulation du modeéle SEHIRD avec age de maladie. Seules les courbes de
E H,I,R et D sont présentées.
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FIGURE 4.9 — Comparaison des courbes des individus Infectieux pour le modele sans age (I
sans age) et pour le modele structuré en age de maladie (I).
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FI1GURE 4.10 — Comparaison des courbes des individus Hospitalisés et Décédés dans le modele
avec age de maladie et le modele non structuré en age.
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FIGURE 4.11 — Représentation de I(¢,«) en 2D.
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FIGURE 4.12 — Représentation de I(t, ) pour différentes valeurs de a. 30 valeurs de « sont
représentées entre ap = 0 et @ = 30 jours. La premiere courbe bleue correspond a l'dge ayp, la
courbe orange correspond a a; ~ 0.1 jours et ainsi de suite.
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4.2.3 Modele SEHIRD avec dge d’immunité

Dans ce paragraphe, nous repartons du modele SEHIRD introduit en section et ajou-
tons I'dge d’'immunité &. Des lors, le compartiment R des individus Rétablis est structuré en
age. Les valeurs des parameétres scalaires et v sont données dans la section [£.2.1] Cependant,
or est désormais une fonction de & et son expression est donnée en Ainsi, le modele
fait apparaitre des EDP en & avec des termes intégraux. Les équations du modele deviennent
alors :

0= -ps 010+ [~ o) R,
%gu):/%ﬂwla)—5E@)

dCTiI(t) =yl (t) —yuH(t)

%(t) = 0B(t) — yI(t)

%Jf(t, &)+ gg (t,a) = —or(a)R(t,a)

dD

5 W) =)

R(t,0) = (1 — g)veI(t) + (1 — 7o)y H(1)

avec la contrainte
S@+E@+HHHJ@+/)R@QM&+D@:L
0

Les méthodes numériques utilisées pour l'intégration temporelle de ce modele sont décrites
dans le paragraphe Les conditions initiales sont Sy = 0.95, Ep = 0.05, R(0,&) = 0 et
Hy = Ip = Dy = 0. Les résultats des simulations obtenus pour ce modéle sont présentés

o0

en Figure 4.13| Dans cette figure, la courbe R correspond a la fonction ¢ — / R(t,a)dd' .

L’ajout de I'age d’immunité ne change pas de maniére drastique le comportement du systéme.
Le seul changement notable est présenté en Figure En effet, les pentes des courbes des
solutions numériques avec age d’'immunité sont plus fortes. Le premier changement de pente
a lieu autour du jour 180, ce qui correspond a la durée de perte d’'immunité prévue par le
parametre or. Comme dans la section les Figures et montrent ’évolution en
temps et en dge du compartiment R.
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FIGURE 4.13 — Simulation du modele SEHIRD avec dge d’immunité.
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FIGURE 4.14 — Comparaison des courbes des indvidus Susceptibles et Rétablis dans le modele
avec dge d’'immunité et le modele non structuré en age.
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FIGURE 4.15 — Représentation de R(t,&) en 2D.
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FIGURE 4.16 — Représentation de R(t,&) en 2D. Zoom sur la section & € [182,185].
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FIGURE 4.17 — Représentation de R(t, &) pour différentes valeurs de &. 26 valeurs de & sont
représentées entre &g = 0 et @ = 187.5 jours.

4.2.4 Modele SEHIRD avec dge de maladie et age d’immunité

Dans cette section, nous repartons du modele SEHIRD introduit dans la section [4.2.1] et
ajoutons les deux ages o et &. Des lors, les compartiments I et R sont structurés en age. Les
valeurs des parameétres 3, v et o sont celles données en [{.1.1] Ainsi, le modele fait apparaitre
des EDP en a et & avec des termes intégraux. Les équations du modele deviennent alors :

%(t) _ —S(t)( /O o a’)I(t,a’)da’) + /0 " oR(@)R(t &)dd
‘Z_f(t) _ 5@)( /0 Y B, o/)I(t,a')da’) — SE(t)

%{(t) _ /0 C (@) I(t ool — i H )

%(t, o) + g—i(t, a) = —yr()I(t, a)

%—?(t,&) i ‘;—g(t, &) = —og(@)R(t,a)

dD

5 (1) =mTpH(t)

I(t,0) = 6E(1)

R(t,0) = /O T = (@) It o Yde! + (1= ) ys HE).
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avec la contrainte
S(t)+ E(t)+ H(t) +/ I(t,a’)da’+/ R(t,a")da’ + D(t) = 1.
0 0

Les méthodes numériques utilisées pour l'intégration temporelle de ce modele sont décrites
dans la section Les conditions initiales sont Sy = 0.95, Ey = 0.04, I(0,«) = 0.0le™ %,
R(0,&) défini comme expliqué dans le paragraphe et Hy = Dy = 0. Les résultats des
simulations obtenus pour ce modele sont présentés en Figure et DamgO cette figure,

oo
la courbe I correspond a la fonction ¢ — / I(t,a’)da et la courbe R a t — / R(t,a)da’.
On observe dans ces courbes l'effet cumt[l)lé des deux ages. L’age de maladie o permet de
marquer de maniere précise 'unique pic de contamination et I’dge d’immunité & met en avant
I'immunité persistante des individus R. Ce modele sans vaccination permet de conjuguer
I'impact de deux structures en age et d’obtenir la simulation d’une seule vague d’infection due
a l'introduction d’un virus au sein d’une population.
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FIGURE 4.18 — Simulation du modele SEHIRD avec deux structures en dge.
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FIGURE 4.19 — Simulation du modele SEHIRD avec deux structures en age. La courbe S n’est
pas représentée.

4.3 Simulation du modeéle avec vaccination

Dans ce paragraphe, une politique vaccinale est ajoutée dans la simulation. L’expression
du parametre de vaccination 6 est donnée dans et sa courbe représentative est présentée
en Figure Nous étudions dans un premier temps les simulations du modele sans structure
en age avant de considérer le modele structuré a la fois en age de maladie et en 4ge d’immunité.
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4.3.1 Modele SEHIRDYV sans age

Dans le modele SEHIRDV sans age, les compartiments I, R et V' ne sont pas distribués
en dge. Le modele (1.1)) devient alors un systeme d’EDO. Le systéme différentiel s’écrit alors :

%g@):-4%nsuﬂa)+aRR@)+avV@%—ﬂﬂSU)

1) = p)S0)1(t) 5B )

W) = s (t) ~ v H (1)

%(t) — SE(t) — Ta8(8) (1) — viI(1)

%fj(t) = (1= 1)yl (t) + (1 = mp)yu H(t) — Or(H)R(t) — oRR()
C%/(t) — 7AO()I(t) + Or(t)R(t) + 0()S(t) — oy V (1)

2 1) = o H (1)

avec la contrainte de conservation de la population
St)+ E(t)+H®)+1(t)+ R(t)+ V(t)+ D(t) = 1.

De plus, les parametres (5,77, or reprennent leur valeur définie en La valeur des
parameétres O et oy est fixée a

1 1
Or(t) = ﬁe(t), OV =O0R = 155

Les simulations sont réalisées avec un schéma d’Euler explicite en temps. Les conditions
initiales sont Sy = 0.95, Fy = 0.05 et Hy = Iy = Ry = Vy = Dy = 0. Les résultats obtenus
sont présentés en Figure Cette figure est a comparer a la Figure [4.4] qui correspond au
méme modele mais sans dynamique vaccinale. La vaccination diminue de maniére notable la
proportion d’individus dans le compartiment S et dans une moindre mesure la proportion
d’individus R. En effet, les individus susceptibles .9, les individus infectieux asymptomatiques
I et les individus R sont désormais sujets a la vaccination. La Figure permet d’observer
I'impact de la vaccination sur la proportion d’individus infectés. La vaccination n’intervient
pas suffisamment t6t pour prévenir le pic d’individus I. Cependant, elle permet d’éradiquer
la population infectieuse a partir du jour 300. En continuant la simulation jusqu’a T' = 5500
jours, on obtient le résulat présenté en Figure On observe dans cette figure un caractere
périodique oscillatoire des compartiments S et V. Ce comportement est di & la structure
périodique du parametre de vaccination 6.
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FIGURE 4.20 — Simulation du modéle SEHIRDV sans structure d’age.
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FIGURE 4.21 — Comparaison des courbes d’individus Infectieux I pour le modele sans vacci-
nation et le modele avec vaccination.
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FIGURE 4.22 — Simulation du modele SEHIRDYV sans structure d’age jusqua T' = 5500 jours.

4.3.2 Modele SEHIRDYV avec age de maladie et 4ge d’immunité

Dans cette section, nous considérons le modeéle complet SEHIRDYV introduit dans la section
Les valeurs des parametres sont celles présentées dans la partie Pour rappel, les
équations du modele sont :

%(t) _ —S(t)( /0 T Bt oI, o/)do/>+ ( /O X (or(@)R(t, &) + ov (@) (¢, d’))d&’) —0()S(t)

%(t) - S(t)( /O Bt /) I(t, o/)do/) _SE()

‘%I(t) _ /O yi(a! )y I(t, o Ydo! — vy H(2)

?)—;(t’ a) + gi(t,a) = —yr(a)I(t,a) — O(t)TAl(t, )

%f(t, &) + gg“ (t,6) = —0n(t,G)R(t, &) — or(@)R(t, &)

%‘;(t, &)+ (Z—Z(t, &) = —ov(@)V (L)

2 1) = o H (1)

1(t,0) = 6E(#)

R(t,0) = /0 (1 —7a)y1(e)I(t, 0 )da’ + (1 — 7p)yu H(t)

V(t,0) = / T O Al (t, oo + / T On(t, o )Rt &)dd + 0(1)S (1)
0 0
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avec la contrainte additionnelle :
S(t)+E(t)+H(t)+/ I(t,a’)da’+/ R(t,d')dd’—i—/ V(t,&')da' + D(t) = 1.
0 0 0

Les méthodes numériques utilisées pour l'intégration temporelle de ce modele sont décrites
dans la section Les conditions initiales sont Sy = 0.95, Eg = 0.04, Hy = Do = 0 et le
choix conditions initiales en I, R et V est expliqué dans le paragraphe Les résultats
obtenus sont présento(is en Figures [1.23] et [£.24] Dans ces figures, la courbe I correspond

a la fonction ¢ +— / I(t,a)dd’, la courbe R A t / R(t,&)dd@ et la courbe V a t —
0 0

o0
/ V(t,d&')d@&’. On observe les effets cumulés de la double structure en age et de la vaccination
0
obtenus respectivement dans la section et En effet, un unique pic d’infection est
présent, suivi d’une proportion d’individus conservant leur immunité au cours du temps. La

vaccination des individus R contribue & leur diminution progressive du jour 40 au jour 220,
avant de rechuter a 0.
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0 lUI'D 2[;0 360 460 SUI'D
FIGURE 4.23 — Simulation du modeéle SEHIRDV avec 2 structures d’age.

La Figure nous permet d’avoir une représentation en 2D de V(¢,&). On observe
plusieurs lignes qui partent de I’axe & = 0 dont I'intensité dépend de la valeur de 6 au temps ¢
correspondant. Ainsi les deux lignes jaunes correspondent au pic de 0 représenté en Figure[4.2]
On observe également que les individus perdent tous leur immunité autour de ’dge d’immunité
& = 180 jours, ce qui est cohérent avec notre choix de fonction de perte d’immunité oy .
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FIGURE 4.24 — Simulation du modele SEHIRDV avec 2 structures d’dge. Seules les courbes
H, I, R et D sont représentées.
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FIGURE 4.25 — Représentation de V (¢, &) en 2D.
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Conclusions et perspectives

Conclusion générale

Comme mentionné en introduction de cette these, développer et implémenter des modeles
mathématiques pour I’épidémiologie est une étape importante, par exemple pour la prédiction
de la propagation d’un agent pathogéne au sein d’une population, ou pour la mise en place
de stratégies de controle. Les agents infectieux, viraux ou bactériens, peuvent contaminer
une partie non négligeable de la population en un temps tres court et menacer la vie des
personnes infectées. La mise en place de mesures de prévention, pharmaceutiques ou non-
pharmaceutiques, est essentielle pour atténuer I'impact d’une épidémie sur la population.
Dans ce manuscrit, nous avons présenté les travaux effectués durant cette thése. Ces travaux
ont permis de proposer un modele compartimental a 7 compartiments, incluant la vaccination
et une structure en age de maladie et en dge d’immunité. Nous avons proposé un schéma
numérique de type RBF-FD pour I'approximation des opérateurs en age, et semi-implicite
pour la discrétisation en temps. Les intégrales ont été approchées par une méthode de Quasi-
Monte Carlo. Nous avons démontré le caractere bien posé du systeme d’équations couplées
régissant notre modele dans les Théorémes[3.1]et sous des hypotheses raisonnables. De plus,
nous avons prouvé que la proportion de population dans chaque compartiment reste positive
et inférieure a 1. Nous avons finalement exploré numériquement 'impact des structures en
age sur la dynamique des compartiments ainsi que 'effet de la vaccination.

Discussion

Cette these n’a pas vocation a retranscrire finement la réalité observée lors de la pandémie
de COVID-19. L’objectif de cette these est plutot d’ordre méthodologique. Cependant, afin
de garder un minimum de réalisme, les simulations numériques produites dans ce manuscrit
se sont appuyées sur des données observées lors de la pandémie causée par le virus SARS-
CoV-2 en Isére. Le modeéle que nous avons construit dans le Chapitre [1| bien qu’incluant la
vaccination, la perte d’immunité et ’age de la maladie peut encore étre amélioré. Selon la
situation que 'on souhaite modéliser, des ajouts et des modifications peuvent en effet étre
considérées. Nous avons choisi dans notre étude de considérer une vaccination a une dose.
Or, dans le cas de la pandémie de COVID-19, la vaccination s’effectuait en deux doses : une
dose initiale puis un rappel entre trois semaines et un mois aprés la premiere injection. La
modélisation pourrait étre adpatée pour prendre en compte ’évolution de la protection entre
les deux injections. De plus, nous avons également choisi de ne considérer qu’un unique variant
de lagent viral infectant la population. Cependant, dans le cas du virus SARS-CoV-2, de
multiples variants ont été observés au fil des différentes vagues d’infection. Par conséquent, si
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des travaux de recherche souhaitent mettre en exergue 'impact de 'introduction de nouveaux
variants dans la population, il est nécessaire de repenser le modele ainsi que leffet de la
vaccination. De la méme maniere, si des chercheurs souhaitent étudier 'impact de ’adge des
individus sur la propagation du virus au sein d’une population, il est nécessaire d’ajouter une
structure supplémentaire en dge dans le modele. Ce manuscrit de thése propose des bases
pour ’étude générale des épidémies. Il est cependant nécessaire d’adapter le modele construit
pour observer 'impact d’un facteur précis sur I’évolution du systeme.

Perspectives

Estimation des parameétres et des états. Dans le contexte d’'une étude concrete, il
est important de calibrer au mieux les différents parameétres du modele. Les données les
plus fiables auxquelles on puisse accéder sont les données hospitalieres ainsi que le nombre
de déces suite a une infection par le pathogene. Il est donc pertinent d’étudier de maniere
théorique l'identifiabilité des parametres et des états du modele. Si I'identifiabilité est assurée,
il serait intéressant de confronter le modeéle aux données d’admissions hospitalieres et de
déces afin d’estimer les différents parametres du modele ainsi que d’estimer les compartiments
non observables. Cependant, la collection et le prétraitement des données nécessaires a la
calibration est une étape qui peut étre délicate dans ce contexte.

Ajout d’une structure spatiale. La prise en compte du mouvement spatial des popula-
tions est un axe qui est également pertinent. En effet, les déplacements quotidiens des individus
constituent un facteur majeur dans la propagation d’une épidémie. Les épidémiologistes uti-
lisent deux types de modele pour prendre en compte la dimension spatiale du probleme. La
premiere méthode consiste a diviser la région étudiée en N, zones sur lesquelles un modele de
type SIR est implémenté. Un terme de déplacement entre les zones j et k pour 1 < j, k < N, est
ajouté pour décrire la mobilité des individus entre ces zones. Ainsi, dans [Danon et al., 2009,
la population de Grande-Bretagne est découpée selon les districts électoraux du Royaume
Uni. Sur chaque district, un modeéle SEIR est implémenté. Les auteurs étudient I'influence du
mouvement quotidien routinier de la population puis évaluent I'impact de la mise en place
d’un mouvement aléatoire de la population sur la propagation d’un virus de type variole ou
grippe. Dans [Arandiga et al., 2020], les auteurs étudient la propagation de la COVID-19 en
Espagne et segmentent le pays en 3214 zones de mobilité dans lesquelles un modele SAIR
est implémentée avec un terme de transfert entre chaque zone. Dans |Guan et al., 2020],
les auteurs étudient la propagation du virus de la COVID-19 en France en proposant un
modeéle SIDUHR*/~ avec terme de transfert entre chaque région administrative francaise. La
deuxieme méthode utilisée pour prendre en compte la dimension spatiale en épidémiologie est
d’ajouter une structure spatiale continue dans le modele. La simulation du mouvement des
individus est alors modélisée par 'ajout d’un terme différentiel en espace dans le modele. Ce
terme différentiel est généralement choisi comme étant un opérateur de diffusion de la forme
a(x)A, ou A est 'opérateur laplacien en espace. Dans [Chekroun and Kuniya, 2020b], un
modele SIR structuré en adge d’infection et en espace est étudié. Le mouvement des individus
S, I et R est modélisé par un opérateur de diffusion de la forme dA, ou d est une constante.
Dans [Oliver et al., 2022], les auteurs considérent un modele SIDUHR*/~ structuré en espace
pour étudier la propagation du virus de la COVID-19 en Isére. Les compartiments S, I—, R~
et RT sont éligibles au mouvement. Le terme spatial est mis sous la forme V(k(z,t)V.).
Dans |[Roques, 2013|, Pauteur propose une modélisation pour le facteur a(x). Si la population
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résidant a la position x parcourt la distance moyenne D(z) en une durée AT, alors a est de
la forme

alz) = AT

Des données INSEE permettent de déterminer si un individu travaille dans sa ville de résidence,
dans une autre ville de son département de résidence, dans un autre département de sa région
de résidence, dans une autre région de France ou dans un autre pays. A partir de ces données,
il est possible de construire une fonction D(x) et de Pappliquer & notre modeéle. Ainsi, on
pourrait ajouter un opérateur de la forme a(z)A pour les compartiments S, E, I, R et V afin
de prendre en compte une structure spatiale dans le modele. Les individus des compartiments
H et D, représentant respectivement les individus Hospitalisés et Décédés, ne sont pas sus-
ceptibles de se déplacer. La dépendance du taux de transmission 3 en espace peut également
étre étudiée. Il serait notamment intéressant d’étudier 'impact de confinements locaux de
la population dans des zones de la région étudiée sur I’évolution de 1’épidémie. Nous avons
évoqué jusqu’a présent la modélisation du mouvement de la population par un terme de dif-
fustion, mais il est également possible de considérer I’ajout d’un terme d’advection de la forme
¢(x)V.. Ce choix de modélisation permettrait de modéliser les flux de population vers leur lieu
de travail en journée, et vers leur lieu de résidence le soir. Il s’agit d’une alternative continue
aux méthodes de division en zones présentées au début de ce paragraphe. Une étude théorique
et numérique de ces modeles structurés en espace serait donc justifiée.

Ajout d’une structure en age des individus. Une structuration en age des individus est
également une piste d’exploration judicieuse. En effet, I’age des individus est un facteur tres
important dans la réponse immunitaire a 'infection et a la vaccination et dans la forme des
contacts entre individus. Ainsi, il serait pertinent de réfléchir a la dépendance des fonctions de
tous les parametres en la variable d’age a. Les parametres de perte d’immunité o et oy sont
les premiers parametres affectés par ’age des individus. Les personnes dites ”a risque” , dont
les personnes agées, ont tendance & avoir une mémoire immunitaire moins forte que les autres
individus et donc leur perte d’immunité serait plus rapide. De plus, le taux de transmission 3
serait également fortement impactée. En effet, ce taux de transmission permettrait de prendre
en compte les interactions entre individus par tranche d’age. Si on note a ’age des individus,
le terme de contamination entre les individus S d’age a et les individus I de tout age serait

de la forme :
—S(t)< /0 OO{ /0 “ a’,a,a’)[(t,a/,a/)do/] da'>.

Le terme (¢, o/, a,a’) retranscrit le taux de contamination lors d’un contact entre un individu
S d’dge a et un individu I d’age a’ d’age de maladie o/ pondéré par la probabilité d'un tel
contact au temps t. Ainsi, expression de la fonction 8 requiert I’analyse des contacts entre
les individus selon leurs dges. Le résultat de telles analyses peut se mettre sous la forme de
matrices de contact. comme dans les travaux de [Verelst et al., 2021]. De plus, la structuration
en age a permettrait également de modifier le parametre de vaccination ¢. En cas de crise,
il peut s’avérer judicieux de privilégier la vaccination d’une partie de la population avant
d’étendre la vaccination a ’ensemble de la population. Cette étude permettrait d’observer
si une stratégie de vaccination basée sur I’dge des individus aurait plus d’impact qu’une
autre stratégie sur la propagation d’une épidémie. De la méme maniere que pour les modeles
structurés en espace, une étude théorique et numérique des modeles structurés en age des
individus est également pertinente.
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Controélabilité du systéme. L’étude théorique de la contrdlabilité du systéme est aussi
une direction intéressante de recherche. En effet, la crise sanitaire a soulevé le probleme du
manque de places ainsi que du manque de personnel dans les hdpitaux. Si le systéme est
controlable, il serait pertinent de déterminer les stratégies de vaccination ou les mesures de
confinement optimales pour limiter le nombre d’admissions dans les hépitaux ou le nombre
de déces suite a 'infection par ’agent pathogeéne. Ces résultats pourraient étre utilisés dans le
cadre de I’aide a la prise de décision afin de limiter le risque sanitaire encouru par la population
lors d’une crise sanitaire telle que celle de la COVID-19.

Propriétés du schéma numérique. Enfin, il serait également intéressant d’étudier les
propriétés du schéma numérique que nous avons proposé dans cette thése. Nous avons en effet
choisi d’implémenter un schéma d’Euler semi-implicite en temps afin de contourner d’éventuels
problemes de stabilité rencontrés lorsque les méthodes RBF-FD sont employées dans le cas des
équations différentielles hyperboliques sans opérateur de dissipation, comme expliqué dans la
partie 2.4 de [Flyer et al., 2016]. L’étude théorique d’un tel schéma n’a, & notre connaissance,
pas encore été réalisée.
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