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1.3 Mesures de la dépendance extrémale . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.4 Modèles pour l’indépendance asymptotique . . . . . . . . . . . . . . 26
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3.1 Estimation des paramètres d’un processus max-mélange . . . . . . . 56
3.2 Estimation “non-paramétrique” du paramètre de mélange . . . . . . 60
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Comptes Rendus de l’Académie des Sciences de Paris, Ser. I, 340, pp.
525–528.

[A-3] Diebolt, J., Guillou, A. et Ribereau, P. (2005) Asymptotic normality of the
extreme quantile estimator based on the POT method, Comptes Rendus de
l’Académie des Sciences de Paris, Ser. I, 341, pp. 307–312.
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Chapitre 1

Introduction

Ce document présente une synthèse de mes travaux de recherche sur la Théorie
des Valeurs Extrêmes. Ces travaux se répartissent selon deux grands axes, suivant
que l’on considère le cas univarié/bivarié ou le cas spatial.

Dans un premier temps, nous donnerons quelques résultats obtenus en Théorie
des Valeurs Extrêmes univariée. Nous présenterons les estimateurs de la distribu-
tion des extrêmes généralisée par méthode des moments pondérés généralisés (cf
[A-7]). Nous considérerons le cas où les observations sont des maxima pris sur un
processus continu d’Ornstein-Uhlenbeck (cf [A-15]) et nous présenterons deux dis-
tributions, inspirées de la Théorie des Valeurs Extrêmes, qui permettent une plus
grande flexibilité que les distributions “classiques” (cf [A-13]) et [A-14]).

Dans un deuxième temps, nous étudierons le cas spatial. En particulier, nous
présenterons les estimateurs des paramètres des processus max-mélanges en se ba-
sant sur une méthode des moindres carrés, soit en spécifiant entièrement le modèle
(cf [S-22]), soit en estimant uniquement le paramètre de mélange sans poser de
modèles complémentaires (cf [A-19]). Nous finirons par la présentation d’estima-
teur de processus max-stables spatio-temporels (cf [A-20]).

Enfin, nous concluerons par un chapitre présentant quelques perspectives.

Avant de détailler ces résultats, nous rappelons quelques définitions et résultats
élémentaires sur la Théorie des Valeurs Extrêmes dans la suite de ce chapitre.
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1.1 Théorie des Valeurs Extrêmes univariées et

multivariées

Les événements extrêmes sont par définition rares et imprévisibles, par conséquent,
il est difficile de les gérer. On peut citer par exemple l’étude des maxima annuels
ou saisonniers de températures, des périodes de sécheresse, la vitesse maximale de
rafales de vent... ou plusieurs de ces variables conjointement. Les sciences du cli-
mat sont un des domaines d’applications de la Théorie des Valeurs Extrêmes mais
on peut aussi citer l’Hydrologie (cf Katz et al. (2002)) ainsi que l’assurance ou la
finance lorsque l’on considère des pertes financières (cf Embrechts et al. (1997))
entre autres.

Théorie des Valeurs Extrêmes univariées

D’un point de vue probabiliste, considérons une suite pXiqiě1 de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de fonction de répartition
commune F . On sait que si l’on s’intéresse au comportement moyen de la va-
riable, le Théorème Centrale Limite apporte des réponses sur ce problème. D’une
manière analogue, nous avons des résultats asymptotiques similaires pour la distri-
bution du maximum de n variables aléatoires noté Xn,n “ maxi“1,..,nXi lorsque la
taille de l’échantillon n augmente. Plus précisément, correctement renormalisé par
des suites tanun et tbnun, le maximum converge vers une distribution des valeurs
extrêmes généralisées (GEV), i.e.,

lim
nÑ8

P
ˆ

Xn,n ´ an
bn

ď x

˙

“ Gµ,σ,ξpxq

où Gµ,σ,ξ satisfait :

Gµ,σ,ξpxq “ exp

ˆ

´

”

1` ξ
x´ µ

σ

ı´1{ξ

`

˙

. (1.1)

Le paramètre µ est un paramètre de localisation, σ est un paramètre d’échelle et
ξ est un paramètre de forme. Le cas ξ “ 0 s’interprète comme la limite lorsque
ξ Ñ 0 et correspond à la loi de Gumbel :

Gµ,σ,0pxq “ exp
`

´ exp
“

´σ´1
px´ µq

‰˘

.

Une propriété fondamentale de cette distribution est la max-stabilité. La dis-
tribution G d’une variable aléatoire X est max-stable s’il existe des suites tcn ą 0u
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et tdnu telles que, pour tout n ě 2, le maximum Xn,n sur n copies indépendantes
de X est égal en distribution à cnX ` dn, i.e.,

Gn
pxq “ G

ˆ

x´ dn
cn

˙

.

Le paramètre de forme ξ dans (1.1) a un rôle très important en Théorie des Va-
leurs Extrêmes car son signe et sa valeur donnent une indication sur la décroissance
de la fonction queue : F pxq “ 1´ F pxq lorsque xÑ 8.

Dans la pratique, pour prédire les événements extrêmes ou calculer les probabi-
lités d’apparition d’extrêmes, on a recours au maximum par bloc (Block Maxima,
cf Chapitre 5, Beirlant et al. (2004)), c’est-à-dire que l’on va considérer le maxi-
mum sur des données sur un certain intervalle de temps ou un certain nombre
d’observations k. Ce maximum est supposé être distribué suivant une distribution
GEV si k est suffisamment grand. Si on obtient un nombre suffisant de maxima et
qu’on peut supposer qu’ils forment un échantillon indépendant et identiquement
distribué, alors on peut estimer les paramètres par maximum de vraisemblance
(Smith (1985)) ou en utilisant les moments pondérés (cf Hosking et al. (1985)).
Par exemple, dans la Section 2.1 (et [A-6]), nous présenterons l’estimation des pa-
ramètres de la distribution GEV par la méthode des moments pondérés généralisés
(cf Diebolt et al. (2008)).

Cette approche basée sur le maximum par bloc a parfois été critiquée puisqu’elle
ne considère que le maximum sur un certain nombre d’observations et donc peut
ignorer d’autres grandes valeurs de l’échantillon, parfois de valeur supérieure à cer-
tains maxima retenus. Pour contourner cela, une alternative consiste à considérer
l’approche “Excès au delà du seuil” ou PoT (Peaks-over-Threshold). Considérons
X1, ..., Xn un échantillon de n variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées suivant une distribution F . On considère les Nu variables qui sont
supérieures à un seuil u. L’excès Yi correspondant à la variable Xi est défini par
Yi “ Xi ´ u si Xi ą u.
La fonction de répartition Fu de l’excès Y au delà d’un seuil u est donné pour tout
y ą 0 par

Fupyq “ PpY ď y|X ą uq “
PpX ´ u ď y,X ą uq

PpX ą uq
“
F pu` yq ´ F puq

1´ F puq
.

Si le seuil est suffisamment élevé, on peut approcher cette quantité par la distri-
bution de Pareto Généralisée (GPD), notée Hσu,ξpyq dont la fonction de survie est
donnée par :
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Hσu,ξpyq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

ˆ

1` ξ
y

σu

˙´1{ξ

si ξ ‰ 0

exp

ˆ

´
y

σu

˙

sinon .

Cette fonction est définie sur R` si ξ ě 0 et sur r0;´σu{ξs si ξ ă 0. σu ą 0 est
un paramètre d’échelle et ξ est le paramètre de forme. Le Théorème de Pickands
(Pickands (1975)) établit l’équivalence entre les deux approches maxima par blocs
et par excès au delà du seuil. Ainsi, nous avons :

lim
nÑ8

P
ˆ

Xn,n ´ an
bn

ď x

˙

“ Gµ,σ,ξpxq

si et seulement si

lim
uÑxF

sup
yPr0;xF´us

ˇ

ˇF upyq ´Hξ,σupyq
ˇ

ˇ “ 0

où xF est le point terminal de la distribution, i.e., xF “ suptx : F pxq ă 1u. Il
est important de remarquer que le paramètre de forme ξ est le même dans les deux
approches alors que le paramètre d’échelle est différent. De fait on a la relation

σu “ σ ` ξpu´ µq (1.2)

qui permet la construction d’une méthode de choix de taille de bloc pour la
méthode Block Maxima. On peut préciser qu’il existe une série d’outils diagnos-
tiques et graphiques pour guider le choix du seuil u (cf Coles (2001)).

Comme dans le cas de la GEV, si on choisit un seuil suffisamment élevé pour
avoir l’approximation de la distribution des excès par une GPD et assez bas pour
avoir une quantité d’observations Nu suffisamment grande pour pouvoir faire de
l’inférence, on peut estimer les paramètres de la GPD par maximum de vraisem-
blance ou par la méthode des moments pondérés (cf Hosking & Wallis (1987)).

Dans la Section 2.3 et dans [A-14], nous proposons une extension de la loi
GPD : l’Extended GPD (EGPD) qui permet de modéliser l’ensemble du spectre
des précipitations en étant en accord avec la Théorie des Valeurs Extrêmes (les
queues inférieure et supérieure sont approximativement GPD). Par ailleurs, dans
[A-3] et [A-5], nous avons montré la normalité asymptotique d’estimateurs de quan-
tiles extrêmes basés sur l’approche PoT et sur la méthode des moments pondérés
généralisés. Dans [A-10], nous avons proposé une reparamétrisation de la GPD
de façon à rendre les estimateurs des paramètres indépendants. Dans [A-5], nous
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avons utilisé l’approche PoT dans un cadre non-stationnaire pour obtenir des es-
timations de la période et du niveau de retour.

Théorie des Valeurs Extrêmes multivariés

Nous présentons ici le cas bivarié puisque c’est celui que nous utiliserons dans
ce document. Nous appliquons une approche similaire à celle du Block Maxima.
On suppose que pX1, Y1q, pX2, Y2q, ..., pXn, Ynq est une suite de vecteurs aléatoires
indépendants et identiquement distribués de fonction de répartition commune F .
On note

Mx,n “ max
i“1,..,n

tXiu et My,n “ max
i“1,..,n

tYiu

Mn “ pMx,n,My,nq

Mn est le vecteur de maxima par composantes. Si on note z “ pz1, z2q, on a

PpMn ď zq “ PpMx,n ď z1,My,n ď z2q “ F pzqn.

S’il existe deux suites normalisantes de vecteurs tanun “ tpan,1, an,2qun et
tbnun “ tpbn,1, bn,2qun telles que an,j P R et bn,j ą 0 pour j “ 1, 2 et une dis-
tribution G de marginales non dégénérées alors

F n
pbnz` anq Ñ Gpzq

où bnz ` an “ pbn,1z1 ` an,1, bn,2z2 ` an,2q, alors G est une distribution bivariée
généralisée des extrêmes. Avec les mêmes notations, on a

Gk
pbkz` akq “ Gpzq

c’est-à-dire G est max-stable. Ceci implique que les distributions marginales de G
suivent forcément une distribution GEV. On peut donc obtenir une représentation
plus simple en supposant que les variables Xi et Yi suivent des lois Fréchet unitaires
(i.e., de fonction de répartion expp´x´1q pour x ą 0). On considère alors le vecteur
renormalisé

M˚
n “

`

M˚
x,n,M

˚
y,n

˘

“ pMx,n{n,My,n{nq

de façon à ce que M˚
n ait des marginales Fréchet.

Théorème 1 (Coles (2001)) Soit pXi, Yiq des vecteurs aléatoires indépendants
et identiquement distribués de marginale Fréchet unitaire, pM˚

x,n,M
˚
y,nq défini comme

précédemment. Si :

P
`

M˚
x,n ď x,M˚

y,n ď y
˘

Ñ Gpx, yq
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où G est une distribution non dégénérée, alors G est de la forme

Gpx, yq “ exp p´V px, yqq , x ą 0, y ą 0 (1.3)

où

V px, yq “ 2

ż 1

0

max

"

ω

x
,
1´ ω

y

*

dHpωq (1.4)

et H est une distribution sur r0, 1s qui vérifie la contrainte suivante :

ż 1

0

ωdHpωq “ 1{2. (1.5)

H est appelée la mesure spectrale.

Par exemple, si H est de la forme

Hpωq “

"

1{2 si ω “ 0 ou 1
0 sinon

la distribution bivariée des extrêmes est

Gpx, yq “ exp
`

´px´1
` y´1

q
˘

pour x ą 0 et y ą 0. Ce cas correspond à l’indépendance parfaite entre les deux
composantes. A l’inverse, le choix pour H d’une distribution qui met une masse 1
en 1{2 conduit à la distribution des extrêmes suivante :

Gpx, yq “ exp
`

´max
 

x´1, y´1
(˘

pour x ą 0 et y ą 0, ce qui conduit à la dépendance parfaite, i.e., X “ Y
presque sûrement.

Tout choix de distribution H qui vérifie (1.5) conduit à une distribution bi-
variée généralisée. On peut retrouver des familles paramétriques dans Beirlant
et al. (2004) ou Coles (2001).

On peut avoir une autre représentation par une approche par processus ponc-
tuel. Soit E l’ensemble E “ r0,8s2zt0u, }.} une norme sur R2 et B Ă E la sphère
unitaire associée.

Théorème 2 Les assertions suivantes sont équivalentes :
— G est une distribution bivariée des extrêmes de marginale Fréchet unitaire

comme dans le Théorème 1.
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— Il existe un processus de Poisson non-homogène sur r0,8q ˆ E d’intensité
Λ défini pour tout t ą 0 par Λpr0, ts ˆBq “ tµ˚pBq où, pour tout A Ă B et
r ą 0,

µ˚
ˆ

x P E : }x} ą r ;
x

}x}
P A

˙

“ 2
HpAq

r
, (1.6)

où x “ px1, x2q et H est une mesure finie telle que (1.5) est vérifiée et

Gpxq “ expp´µ˚ tpx1,8q ˆ px2,8quq.

Cette dernière représentation donne une interprétation intéressante de la distri-
bution H. Soit }x} “ x1`x2, la transformation utilisée dans (1.6) : x “ px1, x2q Ñ

px1 ` x2, x1{px1 ` x2qq “ pr, ωq est la transformation des coordonnées cartésiennes
vers des coordonnées pseudo-polaires, où r est la mesure de la distance à l’origine
et ω mesure l’angle sur une échelle sur r0, 1s. L’equation (1.6) implique que la
mesure µ˚ est la mesure produit entre une fonction de la composante radiale et de
la mesure H de la composante angulaire. En d’autres termes, l’angle est contrôlé
par la mesure H et est indépendant de la distance radiale.

Si H est dérivable de densité h, l’interprétation est plus simple. En effet, hpωq
mesure alors la fréquente relative des extrêmes dans la direction ω. Ainsi, si h
admet de fortes valeurs pour ω proche de 0 ou 1 et faibles ailleurs, on est proche
de l’indépendance alors que si h a de fortes valeurs autour de 1{2 et de faibles
ailleurs, on est proche de la dépendance parfaite.

Dans [A-16], nous avons proposé un estimateur Bayésien de la mesure spec-
trale par M-splines et dans [A-12], nous avons “étendu” la mesure spectrale au cas
spatial en proposant le spectrogramme comme outil d’exploration et d’inférence
spatiales.

Par la suite, nous présentons quelques définitions et notions utiles pour les
extrêmes spatiaux.

1.2 Présentation des processus max-stables

Même si les processus Gaussiens sont adaptés pour modéliser certains phénomènes
spatiaux (cf Gaetan & Guyon (2010)), ils ne sont pas réalistes pour beaucoup
de données environnementales, par exemple pour les précipitations. De plus, ces
processus ont souvent été critiqués car ils ne sont pas capables de capturer la
dépendance asymptotique (cf Davison et al. (2013)). En effet, la distribution Gaus-
sienne est à queue légère, sa fonction de survie décroit exponentiellement et donc
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peut sous-estimer les phénomènes extrêmes. De plus, les processus Gaussiens sont
asymptotiquement indépendants, ce qui signifie que la dépendance entre deux
événements observés en 2 sites différents disparait au fur et à mesure que les
événements deviennent extrêmes. On peut aussi rajouter que lorsque l’on modélise
l’occurence jointe d’extrêmes sur une région, différentes formes de dépendance
extrême peuvent apparaitre comme l’indépendance asymptotique ou la dépendance
asymptotique. La Théorie des Valeurs Extrêmes propose un outil statistique intéressant
avec les processus max-stables.

Commençons par définir la fonction coefficient de queue χp.q qui permet de
déterminer le type de dépendance extrémal entre deux sites.

Définition 1 Soit tXpsqusPS un processus spatial stationnaire de distribution mar-
ginale commune F . La fonction coefficient de queue χ est définie par

χphq “ lim
xÑ8

P pXpsq ą x|Xps` hq ą xq , s, s` h P S.

— Si χphq “ 0, la paire pXpsq, Xps` hqq est dite asymptotiquement indépendante.
— Si χphq ‰ 0, la paire pXpsq, Xps` hqq est dite asymptotiquement dépendante.
— Le processus est dit asymptotiquement indépendant si χphq “ 0 quelque soit

h P S.

Par exemple, un processus max-stable (cf Définition 2) défini sur un espace S
est soit asymptotiquement dépendant dans le sens où χphq ą 0, soit indépendant
strict. Dans le cas asymptotiquement dépendant, un événement d’intensité forte
en s` h implique une probabilité strictement positive d’avoir un événement d’in-
tensité élevée en s. Toutefois, dans certaines applications, il semble que χphq “ 0,
comme c’est la cas, par exemple, des épisodes de type Cévenoles qui entrainent
des précipitations “extrêmes” très localisées. Dans ce cas, il semble alors préférable
d’utiliser un modèle asymptotiquement indépendant, au moins à partir d’une cer-
taine distance entre sites. Comme on l’a dit, les processus Gaussiens sont asympto-
tiquement indépendants mais ils sont trop restrictifs pour modéliser les événements
extrêmes.

Par la suite, nous présentons différents types de processus spatiaux : max-
stable, inverse max-stable et max-mélange. Nous présentons aussi des mesures de
dépendances adaptées aux processus asymptotiquement dépendants ou indépendants
ou qui permettent de discriminer entre eux.
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Définition 2 (Processus max-stable) Soit tXipsq : s P Suiě0 des réplications
indépendantes et identiquement distribuées d’un processus aléatoire Xpsq. Le pro-
cessus est dit max-stable s’il existe deux suites de fonctions continues tanpsq ą 0u
et tbnpsqu telles que

#

n
ł

i“1

Xipsq ´ bnpsq

anpsq

+

sPS

D
“ tXpsqusPS , n “ 1, 2, . . . , (1.7)

où
Ž

est l’opérateur maximum.

Cette définition des processus max-stables offre un cadre naturel pour modéliser
les extrêmes spatiaux. La théorie des extrêmes univariés implique que la distribu-
tion marginale de tXpsqusPS est une distribution GEV. Sans perte de généralité,
on peut transformer les marginales de façon à avoir des marginales Fréchet uni-
taire. Un processus à marginale Fréchet unitaire est appelé processus max-stable
standard. Les processus max-stables standards peuvent être construits avec la
représentation spectrale suivante (cf De Haan (1984) ou Schlather (2002)) :

Théorème 3 (Représentation spectrale pour les processus spatiaux max-
stables standards) Soit X un processus max-stable sur S. Alors il existe triuiě1

les réalisations d’un processus de Poisson ponctuel sur R` d’intensité dr et une
suite tUipsq, s P Suiě1 de copies indépendantes et identiquement distribuées d’un
processus aléatoire U “ tUpsq, s P Su, indépendant des triuiě1 qui satisfait ErU`psqs “
µ où U`psq “ maxpUpsq, 0q, tels que

Xpsq
D
“

#

µ´1
8
ł

i“1

U`i psq{ri

+

sPS

. (1.8)

Théorème 4 (Maxima Multivariés) Pour D P Nzt0u, s1, . . . , sD P S, et
x1, . . . , xD ą 0, la loi D-dimensionelle du processus max-stable X défini en (1.8)
est donnée par

PpXps1q ď x1, . . . , XpsDq ď xDq “ exp

#

´E

«

D
ł

i“1

"

Upsiq

xi

*

ff+

(1.9)

:“ exp t´Vs1,...,sDpx1, . . . , xDqu ,

où Vs1,...,sDp.q est la fonction exposant D-dimensionelle.

Définition 3 (Fonction coefficient extrémal, cf Schlather & Tawn (2003))
Soit X un processus max-stable standard sur S. La fonction coefficient extremal
D-dimensionelle est définie pour D P Nzt0u, s1, . . . , sD P S, et x ą 0, par

θDps1, . . . , sDq “ ´x logPpXps1q ď x, . . . , XpsDq ď xq P r1, Ds. (1.10)
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La fonction θD varie de θD “ 1 quand les observations Xi sont parfaitement
dépendantes à θD “ D quand les observations sont complètement indépendantes.
Elle résume le degré de dépendance sur la diagonale (i.e., x1 “ x2 “ ... “ xD “ x).
C’est pourquoi elle ne donne pas une description exhaustive de la dépendance
extrêmale, spécialement lorsque D est grand.

Nous nous intéresserons dans le Chapitre 3 au cas bivarié. Dans ce cas là, la
fonction bivariée de dépendance extrêmale θ2ps1, s2q : R` ÞÑ r1, 2s vérifie

θ2ps1, s2q “ Vs1,s2p1, 1q “ ´x logPrmaxtXps1q, Xps2qu ď xs, x ą 0. (1.11)

θ2p.q a été étudiée dans Schlather & Tawn (2003). Dans la suite de cette section,
nous considérerons des processus stationnaires tels que θ2ps1, s2q dépend unique-
ment de h “ s1 ´ s2. Dans un souci de simplicité des notations, on notera θphq
pour θ2ps1, s2q et Vh pour Vs1,s2 .

Le choix du processus Ui dans l’Equation (1.8) de la représentation spectrale
donnée dans le Théorème 3 conduit à des familles connues de processus max-stables
plus ou moins flexibles.

On peut citer par exemple comme choix de Ui la densité Gaussienne multivariée.
On considère alors un processus de Poisson tξi, siuiě1 sur p0,8q ˆ Rd d’intensité
ξ´2dξds. On considère φdp.,Σq la densité Gaussienne en dimension d de moyenne 0
et de matrice de variance-covariance Σ. Le modèle de Smith ou Gaussian extreme
value process est défini par

Xpsq “
8
ł

i“1

tξiφdps´ si; Σqu .

Le choix de Upsq “
?

2πmaxt0, εpsqu où ε est un processus Gaussien de
moyenne nulle, de variance égale à 1 et de fonction de correlation ρp.q, conduit au
processus Extremal Gaussien ou processus de Schlather (cf Schlather (2002)). Si on
choisit Upsq “ exptεpsq´γpsqu où ε est un processus Gaussien intrinséquement sta-
tionnaire de semi-variogramme γp.q, on trouve le processus de Brown-Resnick (cf
Kabluchko et al. (2009)). Le modèle Extremal -t (cf Opitz (2013)) est une extension

du modèle de Schlather où Upsq “ cν maxt0, εpsquν et cν “
?
π2´pν´2q{2Γ

`

ν`1
2

˘´1
, ν ě

1, ε étant défini de la même façon que dans le modèle de Schlather.

Le Tableau 1.1 donne un résumé de ces processus max-stables en donnant en
particulier la fonction bivariée exponent V p.q et la fonction coefficient extrémal θp.q.
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Figure 1.1 – Fonction Coefficient Extrémal θp.q pour les processus max-stables
isotropiques donnés dans le Tableau 1.1. La matrice de covariance vaut Σ “ Id2 ;
la fonction de corrélation est un Whittle-Matérn avec c1 “ c2 “ 1 ; L’ensemble
compact A est un disque de rayon fixe égale à 2 ; αp}h}q » p1 ´ }h}{4q1r0,4s. Le
semi-variogramme est γp}h}q “ 2}h} et les degrés de liberté sont ν “ 5. On note
h “ }h} ě 0.
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Nous allons porter une attention particulière au processus Gaussien Extremal
Tronqué (Truncated extremal Gaussian ou TEG), introduit par Schlather (2002)
car il sera un élément fondamental dans la construction du processus max-mélange
proposé par Bacro et al. (2016) et présenté dans la Définition 11. Comme dans
le cas extrémal Gaussien, le TEG est basé sur un processus Gaussien mais il
est censuré au delà d’une certaine distance de façon à obtenir l’indépendance.
Plus concrètement, on considère les processus Uipsq “ cmaxt0, εipsqu1Aips ´ qiq
avec εi des copies indépendantes d’un processus Gaussien stationnaire ε (comme
dans le cas du modèle extrémal Gaussien) de fonction de corrélation ρp.q, 1A
est la fonction indicatrice d’un ensemble aléatoire compact A Ă S, Ai sont des
copies indépendantes et identiquement distribuées de A, les qi sont les points d’un
processus de Poisson homogènes d’intensité 1 sur S, indépendants des εi.
Dans ce cas là, la distribution bivariée du processus TEG est donnée par

P pXpsq ď t1, Xps` hq ď t2q (1.12)

“ exp

#

´

ˆ

1

t1
`

1

t2

˙

«

1´
αphq

2

˜

1´

ˆ

1´ 2
pρphq ` 1qt1t2
pt1 ` t2q2

˙1{2
¸ff+

où αphq “ Er|AX th`Au|s{Ep|A|q.
En particulier, quand A est un disque de rayon r, on a l’approximation suivante

αphq « p1´ }h}{p2rqq1lr0,2rsphq.

Avec cette construction, la dépendance à faible distance est largement contrôlée par
la fonction de corrélation ρp.q alors que la dépendance à longue distance est régulée
par la géométrie de A. Dans le cas bivarié, on peut choisir A tel que αphq Ñ 0
quand }h} Ñ 8 et donc θphq Ñ 2. Le défaut de ce modèle est que ses réalisations ne
sont pas continues à cause de A. Toutefois il peut être adapté pour des phénomènes
avec des effets très locaux ou des phénomènes avec une indépendance complète à
une certaine distance, ce que l’on peut voir habituellement dans les phénomènes
spatio-temporels environnementaux. Le TEG a d’ailleurs été utilisé pour modéliser
les maxima annuels de températures quotidiennes dans Davison et al. (2012) ou
pour les précipitations quotidiennes dans l’Est de l’Australie dans Bacro et al.
(2016). De plus, une version spatio-temporel a été ajustée sur des précipitations
horaires dans Huser & Davison (2014).

La Figure 1.1 trace la fonction coefficient extrémal pour des processus max-
stables isotropiques présentés et résumés dans le Tableau 1.1. On remarque que le
processus de Smith couvre toute la gamme de dépendance puisque la fonction θ
varie de 1 à 2 quand h tend vers 8 alors que le modèle de Schlather a une borne
supérieure de 1.707 si la fonction de covariance n’admet que des valeurs positives.
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Autrement dit, dans le cas du processus de Schlather, la dépendance asymptotique
persiste même à des distances qui tendent vers 8. Pour le modèle Brown-Resnick
et l’Extremal-t, deux sites assez fortement distants sont proche de l’indépendance.
Pour le TEG, on observe l’indépendance (stricte) si la distance }h} ě 2r.

1.3 Mesures de la dépendance extrémale

Quand on s’intéresse à des données non-extrêmes, un outil classique de mesure
de la dépendance spatiale est le semi-variogramme, mais lorsque l’on s’intéresse aux
extrêmes, il n’est plus utilisable puisqu’il n’est pas défini. Il est donc nécessaire d’in-
troduire d’autres mesures de dépendances spatiales pour les extrêmes. Il en existe
plusieurs dans la littérature, à commencer par la fonction coefficient extrémal θ
pour les processus max-stable, présentée dans la Définition 3. Elle apporte beau-
coup d’informations sur la dépendance extrémale même si elle ne caractérise pas
entièrement la distribution.

Dans Coles et al. (1999), deux mesures indépendantes du modèle ont été pro-
posées pour permettre de distinguer les différents types de dépendance de queue :
χphq et χphq.

Définition 4 (Fonction Coefficient de queue χ ; Coles et al. (1999))
Pour un processus spatial stationnaire tXpsqusPS de fonction de répartition mar-
ginale univarié F , la fonction coefficient de queue χ est définie par

χphq “ lim
uÑ1´

P pF pXpsqq ą u|F pXps` hqq ą uq , s, s` h P S. (1.13)

On peut aussi définir, pour tout u P r0, 1s

χuphq “
PpF pXpsqq ą u, F pXps` hqq ą uq

P pF pXps` hqq ą uq

et donc
χphq “ lim

uÑ1´
χuphq

La fonction χuphq peut être vue comme la mesure de dépendance entre deux
sites distants de h au niveau du quantile de niveau u. On peut remarquer que pour
un processus max-stable cette fonction est constante par rapport à u pour un h
fixé. On a alors

χuphq “ 2´ θphq
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comme le montre la Figure 1.2. On a aussi χphq “ 2´θphq dans le cas d’un pro-
cessus max-stable. Les deux fonctions offrent donc une mesure de la dépendance
extrémale lorsque l’on est dans le cas de processus asymptotiquement dépendants.
Dans le cas de l’indépendance asymptotique, elles n’apportent pas d’information
et sont donc d’un intérêt limité.

Pour mesurer la force de la dépendance de processus asymptotiquement indépendant,
Coles et al. (1999) ont proposé une mesure complémentaire de la dépendance : la
fonction χp.q.

Définition 5 (Lower tail dependance function ; Coles et al. (1999)) Soit
tXpsqusPS un processus stationnaire spatial de fonction de répartition marginale F .
La fonction χup.q est définie comme

χuphq “
2 logPpF pXpsqq ą uq

logPpF pXpsqq ą u, F pXps` hqq ą uq
´ 1 (1.14)

χphq “ lim
uÑ 1´

χ̄uphq.

χphq varie entre -1 et 1, on est dans le cas de la dépendance asymptotique si
χphq “ 1 et dans le cas de l’indépendance asymptotique lorsque χphq ă 1 et la
valeur de χphq donne une mesure de la dépendance. De fait, |χphq| augmente avec
la dépendance.

En pratique, les 2 indicateurs pχ, χq doivent être considérés ensemble. Pour un
h donné, le couple pχuphq, χuphqq permet de détecter l’indépendance asymptotique
lorsque uÑ 1 d’autant que ces quantités peuvent être facilement estimées par leur
version empirique.

Par ailleurs, Ledford & Tawn (1996) ont proposé un modèle qui relie la dépendance
et l’indépendance asymptotiques basé sur une mesure appelée coefficient de
dépendance de queue et notée ηphq. Considérons un processus stationnaire de
marge Fréchet unitaire. La fonction ηphq détermine la vitesse de décroissance de
la probabilité PpXpsq ą z,Xps` hq ą zqq pour z grand. L’approche proposée par
Ledford & Tawn (1996) repose sur l’hypothèse que la fonction de queue bivariée
et la loi conditionnelle de queue se comportent respectivement comme :

P pXpsq ą x,Xps` hq ą xq „ Lhpxqx
´1{ηphq, xÑ 8, (1.15)

PpXpsq ą x|Xps` hq ą xq „ Lhpxqx
1´1{ηphq, xÑ 8, (1.16)

où Lhp.q est une fonction univariée à variation lente. De fait, plusieurs types de
dépendance peuvent apparâıtre avec ce modèle (cf Heffernan (2000), Ledford &
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Tawn (1996) et Ledford & Tawn (1997)) :

— ηphq “ 1 et Lhpxq ą 0 correspond à la dépendance asymptotique. Par
exemple, les processus max-stables ont un ηphq “ 1 pour tout h.

— ηphq “ 1{2 et Lhpxq ě 1 correspond à l’indépendance.

— ηphq ă 1 et Lhpxq ą 0 correspond à l’indépendance asymptotique. Dans
ce cas, ηphq mesure le dégré de dépendance résiduelle. Si ηphq ą 1{2 (resp.
ηphq ă 1{2) indique une association positive (resp. négative).

Sous la condition (1.15), on a χphq “ 2ηphq ´ 1.

L’extrémogramme est la version “extrême” de la fonction de corrélation d’un
processus stationnaire spatial. Il a été introduit par Davis & Mikosch (2009) dans
le cas de séries temporelles et étendu au cas spatial par Cho et al. (2016).

Définition 6 (Extrémogramme spatial) L’extrémogramme pour un processus
stationnaire tXpsqusPS est défini par

ρA1,A2phq “ lim
xÑ8

P tx´1Xpsq P A1, x
´1Xps` hq P A2u

P tx´1Xpsq P A1u
, h P Rd, (1.17)

où A1 et A2 sont des Boreliens bornés séparés de l’origine.

Si on choisit A1 “ A2 “ p1,8q, on retombe sur la fonction coefficient de
dépendance de queue et χphq “ ρp1,8q,p1,8qphq. Donc si ρp1,8q,p1,8qphq “ 0 alors Xpsq
etXps`hq sont asymptotiquement indépendants et dans le cas 0 ă ρp1,8q,p1,8qphq ď
1 ils sont asymptotiquement dépendants.

Finalement, nous présentons le madogramme que nous utiliserons pour faire
de l’inférence sur les processus max-stables et max-mélanges dans le Chapitre 3.
Il existe différentes versions de celui-ci : F -madogramme, F λ-madogramme et λ-
madogramme.

Cooley et al. (2006) ont proposé le F -madogramme comme résumé de la struc-
ture de dépendance spatiale extrême.

Définition 7 (F -madogramme spatial ; Cooley et al. (2006)) Soit tXpsqusPS
un processus spatial stationnaire de fonction de répartition marginale F . Le F -
madogramme est défini par :

νF phq “
1

2
Er|F pXpsqq ´ F pXps` hqq|s, 0 ď νF phq ď 1{6. (1.18)

24



La dépendance parfaite est atteinte lorsque νF phq “ 0 et à l’inverse, on a
l’indépendance complète lorsque νF phq “ 1{6. Pour les processus max-stables, il
existe une relation entre F -madogramme et fonction coefficient extrémal θp.q :

νF phq “
1

2
´

1

θphq ` 1
. (1.19)

Le F -madogramme peut facilement être estimé non-paramétriquement par :

pνF phq “
1

2T

T
ÿ

i“1

r| pF pXipsqq ´ pF pXips` hqq|s, (1.20)

où pF est la fonction de repartition empirique. Lorsque le processus est isotro-
pique, il est préférable d’utiliser la version “binned” :

pνF phq “
1

2T |Bh|

ÿ

ps,s`hqPBh

T
ÿ

i“1

r| pF pXipsqq ´ pF pXips` hqq|s, (1.21)

où Bh est l’ensemble des paires s, s` h, h P Rd avec une certaine tolérance ∆.

Le F λ-madogramme a été introduit par Bel et al. (2008) et fournit une généralisation
du F -madogramme.

Définition 8 (Spatial F λ-madogramme ; Bel et al. (2008)) Pour un pro-
cessus spatial stationnaire tXpsqusPS de fonction de répartition marginale F et
pour tout λ ą 0, le F λ-madogramme est défini par :

νFλphq “
1

2
E
“

|F λ
tXpsqu ´ F λ

tXps` hqu|
‰

. (1.22)

Comme la fonction θp.q, les madogrammes νF p.q et νFλp.q ne caractérisent pas
complètement la dépendance spatiale du processus puisqu’ils ne se concentrent
que sur PpXpsq ď x1, Xps ` hq ď x2q avec x1 “ x2 “ x. Naveau et al. (2009) ont
introduit le λ-madogramme pour résoudre ce problème.

Définition 9 (Spatial λ-madogramme ; Naveau et al. (2009)) Soit tXpsqusPS
un processus spatial stationnaire de fonction de répartition marginale F . Le λ-
madogramme est défini par

νλphq “
1

2
Er|F λ

pXpsqq ´ F 1´λ
pXps` hqq|s, λ P r0, 1s. (1.23)
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L’idée est que, en faisant varier λ, on se concentre sur PpXpsq ď x1, Xps`hq ď
x2q avec x1 “ λx et x2 “ p1´λqx. On obtient ainsi de l’information sur Vhpx1, x2q

pour x1 ‰ x2. Dans Guillou et al. (2014), les auteurs ont proposé un mado-
gramme adapté pour le cas des modèles asymptotiquement indépendants que l’on
va développer dans la prochaine section.

1.4 Modèles pour l’indépendance asymptotique

Les processus Gaussiens sont les premiers modèles d’indépendance asympto-
tique qui apparaissent naturellement. Evidemment, tout processus provenant d’une
transformation croissante des marginales d’un processus Gaussien est un proces-
sus asymptotiquement indépendant. Wadsworth & Tawn (2012) ont proposé une
nouvelle classe de modèles asymptotiquement indépendants, plus flexibles que les
processus Gaussiens : les processus inverse max-stables. Ils sont obtenus par une
“inversion” d’un processus max-stable.

Définition 10 (Inverse max-stable processus, Wadsworth & Tawn (2012))
Soit tX 1psqusPS un processus max-stable standard de fonction coefficient extrémal
θ1phq et de fonction de répartition bivariée FX 1p.q. On définit la transformation

tpxq : p0,8q ÞÑ p0,8q

x “ ´1{ logr1´ expt´1{xus

Alors le processus Y psq “ tpX 1pqq est un processus inverse max-stable. Ses margi-
nales sont Fréchet unitaires et vérifient (1.15) avec ηphq “ 1{θ1phq, le processus
est donc asymptotiquement indépendant.

Chaque modèle max-stable peut donc être transformé en un processus asymp-
totiquement indépendant via cette transformation. De plus, la distribution bi-
variée du processus inverse max-stable s’exprime en fonction de la structure de
dépendance du processus max-stable original :

FY px1, x2q “ ´1` expp´x´1
1 q ` expp´x´1

2 q

` exp t´VX 1 ttpx1q, tpx2quu , (1.24)

où VX 1 est la mesure exponent de la fonction de distribution bivariée X 1 entre
x et x` h.
Dans le Chapitre 3 et dans la suite, on notera θY et VY les fonctions θ1 et V 1. Plus
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Figure 1.2 – χuphq et χ̄uphq pour un processus max-stable avec θXphq “ 1.75
(rouge) et pour un processus inverse max-stable avec θY phq “ 1.25 (bleu) avec
h “ }h}.

27



généralement, on notera θX la fonction coefficient extrémal du processus X.

La Figure 1.2 représente les fonctions χuphq et χuphq pour des processus max-
stables et inverse max-stables. Le processus max-stable a une fonction χu constante
égale à 2´ θXphq et une fonction χuphq croissante vers 1. A l’inverse, le processus
inverse max-stable a une fonction χ constante égale à 2{θY phq ´ 1 et une fonction
χu de la forme

χuphq “ 2´
log

`

´1` 2u` p1´ uqθY phq
˘

logpuq
, u P r0, 1s (1.25)

avec θY phq P r1, 2s, décroissante vers 0.

1.5 Modèles max-mélanges

Les processus max-mélanges, proposés par Wadsworth & Tawn (2012), présentent
la possibilité d’avoir plusieurs types de dépendances dans une seule modélisation.
Ils sont une alternative intéressante aux processus max-stable et asymptotique-
ment indépendant, spécialement lorsque les régions considérées sont étendues. Ils
sont obtenus en “mélangeant” un processus max-stable et un processus asympto-
tiquement indépendant (mais nous considérerons uniquement le cas où ce dernier
est un processus inverse max-stable).

Définition 11 (Processus spatial max-mélange, Wadsworth & Tawn (2012))
Soit tXpsqusPS un processus max-stable standard de coefficient extrémal θXphq, de
fonction de répartition marginale bivariée FX , et soit tY psqusPS un processus in-
verse max-stable de coefficient ηphq “ 1{θY phq, de fonction de répartition margi-
nale bivariée FY . On suppose que X et Y sont indépendants. Alors le processus

Zpsq “ maxtaXpsq, p1´ aqY psqu, 0 ď a ď 1, (1.26)

est un processus max-mél ange de marginale Fréchet unitaire.

La Figure 1.3 représente 4 réalisations d’un processus max-mélange isotropique,
fruit d’un mélange entre un processus de Smith et un processus inverse extremal-t
pour différentes valeurs du paramètre de mélange. On voit que le cas a “ 1 corres-
pond uniquement au processus max-stable alors que a “ 0 correspond uniquement
à la partie asymptotiquement indépendante i.e., l’inverse extremal-t dans ce cas.

On peut obtenir directement la distribution de pZpsq, Zps`hqq pour 0 ă a ă 1
en utilisant l’indépendance entre Xpsq et Y psq (voir Wadsworth & Tawn (2012);
Bacro et al. (2016)) :
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Figure 1.3 – Simulations d’un processus max-mélange (Définition 11) sur une
échelle logarithmique pour différentes valeurs du paramètre de mélange a P

t1, 0.7, 0.3, 0u avec X un processus isotropique Smith de paramètre Σ “Id2 et Y
un processus isotropique inverse max-stable extremal -t de degrés de liberté v “ 2
et de fonction de correlation ρphq “ exp p´h{φq de portée φ “ 1.

FZpz1, z2q “ FX

´z1

a
,
z2

a

¯

FY

ˆ

z1

1´ a
,
z2

1´ a

˙

, (1.27)

PpZpsq ą z|Zps` hq ą zq „ a t2´ θXphqu ` p1´ aq
θY phq

Lh tz{p1´ aqu

zθY phq´1
, z Ñ 8.

(1.28)
On peut aussi obtenir les fonctions χ, χu et χu :

χphq “ lim
zÑ8

PpZpsq ą z|Zps` hq ą zq “ a t2´ θXphqu , (1.29)

χuphq “ 2´ aθXphq ´
log

´

´1` 2up1´aq `
`

1´ up1´aq
˘θY phq

¯

logpuq
, (1.30)
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Figure 1.4 – χuphq et χ̄uphq pour un processus max-mélange de fonctions co-
efficient extrémal pθXphq, θY phqq “ p1.75, 1.25q et différentes valeurs de a P

t0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1u et h “ }h}.

χ̄uphq “
2 logp1´ uq

log
!

1´ 2u`
”

puaθXphqq
´

´1` 2up1´aq ` p1´ up1´aqq
θY phq

¯ı) ´ 1.

(1.31)
La Figure 1.4 représente χuphq et χuphq pour un processus max-mélange tel

que pθXphq, θY phqq “ p1.75, 1.25q pour différentes valeurs de a. Evidemment pour
a P p0, 1q, χuphq décroit vers ap2´ θXphqq et χuphq croit vers 1.

Si on part de l’Equation (1.28), on voit que s’il existe un h1 “ infth : θXphq “ 2u
fini alors le processus Z est asymptotiquement dépendant jusqu’à la distance
h1 puis devient asymptotiquement indépendant pour les distances plus longues,
contrairement aux processus max-stables où l’on ne pourrait avoir que de l’indépendance
à distances plus longues. Parmi les modèles max-stables connus, seul le TEG (voir
Table 1.1) a un h1 fini. Si on suppose que A est un disque de rayon r et on utilise
un TEG pour la partie max-stable d’un processus max-mélange, la fonction χ vaut
alors (cf Bacro et al. (2016)) :

χphq “ lim
zÑ8

PpZpsq ą z|Zps` hq ą zq “ a t2´ θXphqu (1.32)

Un exemple de modèle qui combine les 3 types de dépendance est le modèle
M1 décrit ci-dessous :
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Figure 1.5 – χ0.97phq et χ̄0.97phq pour le modèle M1 (mélange entre un TEG et
inverse TEG) avec φX “ 0.1, rX “ 0.25, φY “ 0.75, rY “ 1.2, κX “ κY “ 1 et
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Le modèle M1 est un modèle max-mélange dans lequel X est un TEG où
A est un disque de rayon rX “ 0, 25 et la fonction de corrélation ρXphq “
exp t´ p}h}φXq

κXu de paramètres φX “ 0.1 et κX “ 1. Le processus asymptotique-
ment indépendant Y est un inverse TEG avec AY un disque de rayon rY “ 0.75
de fonction de correlation isotropique ρY phq “ exp t´ p}h}{φY q

κY u avec φY “ 1.2
et κY “ 1.

La Figure 1.5 représente les deux fonctions χ0.97 et χ0.97 pour le modèle M1.
Dans ce cas-là, on considère h “ }h} on constate que le modèle est asymptoti-
quement dépendant pour h ă 2rX “ 0.5 (puisque χ0.97 ą 0), asymptotiquement
indépendant pour h compris entre 2rX “ 0.5 et 2rY “ 1.5 (puisque 1 ą χ0.97 ą 0)
et asymptotiquement indépendant pour h ą 2rY “ 1.5 (puisque χ0.97 “ 0).

Dans [A-18], nous présentons un test basé sur la vraisemblance composite pour
la valeur du paramètre de mélange a d’un processus max-mélange. Nous avons
proposé dans [S-22] une méthode d’estimation des paramètres d’un processus max-
mélange en utilisant une méthode des moindres carrés non linéaires basée sur le
madogramme (cf Section 3.1). Dans [A-19], nous proposons une méthode d’esti-
mation du paramètre de mélange a sans poser de modèle paramétrique sur les
processus X et Y intervenant dans la construction du processus max-mélange.
Cette procédure est basée sur le F λ-Madogramme (cf Section 3.2). Dans [A-12],
nous avons proposé un nouvel outil pour quantifier la dépendance mais aussi pour
estimer les paramètres de processus max-stable. Dans [A-17], nous avons étudié
des mesures de risques spatiales pour les processus max-stables et max-mélanges.

1.6 Modèles max-stables spatio-temporels

Récemment, les processus max-stables ont été étendus au cas spatio-temporel.
Par la suite tXps, tq : ps, tq P S ˆ T u, S ˆ T Ă Rd ˆ R` est un processus spatio-
temporel max-stable (généralement d “ 2). Les indices d’espace s et de temps t
appartiennent à des ensembles S et T . On notera h “ s1 ´ s2 P R2 la distance
spatiale et l “ t1 ´ t2 P R la distance temporelle. Nous allons distinguer les
processus max-stables spatio-temporels suivant qu’ils ont une séparabilité spectrale
ou non.
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Modèles spatio-temporels max-stables sans séparabilité spec-
trale

Théorème 5 (Représentation spectrale pour les processus max-stables
spatio-temporels, De Haan (1984))
Soit Xps, tq un processus max-stable spatio-temporel standard sur S ˆ T . Alors
il existe tξiuiě1 des réalisations d’un processus de Poisson sur p0,8q d’inten-
sité ξ´2dξ et une suite tUips, tquiě1 de copies indépendantes et identiquement dis-
tribuées d’un processus spatio-temporel tUps, tq, ps, tq P SˆT u avec EtUps, tqu ă 8
pour tout ps, tq P S ˆ T , et Ups, tq ě 0, qui sont aussi indépendants de ξi, tels que

Xps, tq
D
“

8
ł

i“1

ξiUips, tq, ps, tq P S ˆ T . (1.33)

Ici, standard signifie que les marginales sont Fréchet unitaires, c’est-à-dire, F pxq :“
PpXps, tq ď xq “ expt´x´1u, x ą 0.

Comme dans le cas des processus max-stables spatiaux, cette représentation
est particulièrement utile pour la construction et la simulation de processus max-
stables spatio-temporels. Le théorème suivant donne leur distribution D-dimensionnelle.

Théorème 6 (Distribution D-dimensionnelle) Pour D P Nzt0u, s1, . . . , sD P
S, t1, . . . , tD P T et x1, . . . , xD ą 0, la distribution D-dimensionnelle du processus
max-stable spatio-temporel X est donnée par

PpXps1, t1q ď x1, . . . , XpsD, tDq ď xDq “ P

#

ξi

D
ł

j“1

Uipsj, tiq

xj
ď 1, @i “ 1, 2, . . .

+

“ exp

#

´E

˜

D
ł

j“1

Upsj, tjq

xj

¸+

. (1.34)

Toutes les distributions multivariées sont des distributions des extrêmes mul-
tivariés de marginale Fréchet. En particulier, la loi bivariée d’un processus max-
stable spatio-temporel défini en (1.33) peut être exprimée en fonction de la fonction
exponent spatio-temporelle bivariée sous jacente :

´ logF px1, x2q :“ ´ logP rXps1, t1q ď x1, Xps2, t2q ď x2s

“ Vs1,t1;s2,t2 px1, x2q . (1.35)

Par la suite, nous considérerons des processus stationnaires tels que Vs1,t1;s2,t2

dépend uniquement de h “ s1´ s2 et l “ t1´ t2. Donc Vs1,t1;s2,t2 sera remplacé par
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Vh,l.

Nous pouvons étendre les mesures de la dépendance dans le cadre spatial au
cadre spatio-temporel.

Définition 12 (Mesures de la dépendance spatio-temporelle) Pour un
processus stationnaire max-stable spatio-temporel tXps, tq : ps, tq P S ˆ T u de fonc-
tion de répartition marginale univariée Fréchet standard F , on définit :

1. Fonction Coefficient extrémal spatio-temporel

θph, lq “ ´ logP pXps, tq ď x,Xps` h, t` lq ď xq P r1, 2s, x ą 0. (1.36)

2. χ spatio-temporel

χuph, lq “ 2´
2 logPtF pXps, tqq ă u, F pXps` h, t` lqq ă uu

logPtF pXps` h, t` lqq ă uu
(1.37)

et χph, lq “ limuÑ1´ χuph, lq, u P r0, 1s. Comme dans le cas spatial, on a la
relation : χph, lq “ 2´ θph, lq.

3. χ spatio-temporel

χ̄uph, lq “
2 logPpF pXps, tqq ą uq

logPpF pXps, tqq ą u, F pXps` h, t` lqq ą uq
´ 1, (1.38)

et χ̄ph, lq “ limuÑ 1´ χ̄uph, lq.

4. F -madogramme spatio-temporel

νF ph, lq “
1

2
Er|F pXps, tqq ´ F pXps` h, t` lqq|s P r0, 1{6s. (1.39)

Le F λ-madogramme et le λ-madogramme sont définis de manière similaire
(cf Définitions 7 et 9).

Exemple de processus max stables paramétriques spatio-
temporels sans séparabilité spectrale

Nous présentons ici un exemple de processus max-stable spatio-temporel que
nous utiliserons dans la Section 3.3 et qui vérifie la représentation spectrale de
l’Equation (1.33).
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Brown Resnick spatio-temporel

Davis et al. (2013a) ont étendu le modèle de Brown-Resnick au cas spatio-
temporel. Un processus stationnaire spatio-temporel Brown-Resnick X admet la
représentation spectrale suivante :

Xps, tq “
8
ł

i“1

ξi exp pεips, tq ´ γp‖s‖, tqq , ps, tq P S ˆ T , (1.40)

où ‖.‖ est la norme Euclidienne sur R2, tξiuiě1 sont des réalisations d’un processus
de Poisson p0,8q d’intensité ξ´2dξ, les processus tεips, tq : ps, tq P pS ˆ T qu sont
des copies indépendantes d’un processus Gaussien tεps, tqu d’incréments station-
naires, εp0, 0q “ 0, Erεps, tqs “ 0 et de fonction de covariance

Covpεps1, t1q, εps2, t2qq “ γp‖s1‖, t1q ` γp‖s2‖, t2q ´ γp‖s1 ´ s2‖, |t1 ´ t2|q,

pour tout ps1, t1q, ps2, t2q P S ˆ T . La fonction de dépendance γ appelée semi-
variogramme spatio-temporel du processus tεps, tqu, est non négative et condition-
nellement définie négative, i.e., pour tout k P N, ps1, t1q, . . . , psk, tkq P S ˆ T et
a1, . . . , ak P R,

k
ÿ

i“1

k
ÿ

j“1

aiajγ p‖si ´ sj‖, |ti ´ tj|q ď 0,
k
ÿ

i“1

ai “ 0.

Le processus Xps, tq défini dans (1.40) est complètement caractérisé par sa
fonction de dépendance γ. En géostatistique, γ est donné par :

γ p‖h‖, |l|q “ 1

2
Var pεps1, t1q ´ εps2, t2qq .

Comme on suppose que γ dépend uniquement de la norme de s1´ s2, le processus
associé est donc isotropique. Pour x1, x2 ą 0, la fonction de répartition bivariée F
de pXps1, t1q, Xps2, t2qq est donnée par

´ logF px1, x2q “
1

x1

Φ

¨

˝

c

γp}h}, |l|q

2
`

log
´

x2
x1

¯

a

2γp}h}, |l|q

˛

‚ (1.41)

`
1

x2

Φ

¨

˝

c

γp}h}, |l|q

2
`

log
´

x1
x2

¯

a

2γp}h}, |l|q

˛

‚,

où Φ est la distribution Gaussienne standard. La fonction coefficient extrémal du
modèle est θp}h}, |l|q “ 2Φ

!

a

γp}h}, |l|q{2
)

.
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Figure 1.6 – Simulation d’un processus spatio-temporel max-stable Brown-
Resnick avec un semi-variogramme FBM (Fractal Brownian Motion), i.e., γph, l1q “
0.8h1.5 ` 0.4l1 à 4 points temporels consécutifs.
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La Figure 1.6 représente une simulation du processus spatio-temporel max-
stable Brown-Resnick avec un semi-variogramme FBM (Fractal Brownian Motion),
i.e., γp}h}, l1q “ 0.8h1.5 ` 0.4l1.

Ce modèle a été utilisé par Buhl et al. (2019) pour modéliser le comportement
extrême sur des données de précipitations par radar sur la région de la Floride.
Ils ont proposé une nouvelle méthode basée sur l’extrémogramme pour estimer les
paramètres du modèle.

Modèles spatio-temporels max-stables avec séparabilité spec-
trale

L’avantage des modèles proposés précédemment est qu’ils sont construits à par-
tir de processus max-stables spatiaux largement étudiés dans la littérature. Il existe
aussi une large littérature sur des fonctions de corrélation spatio-temporelle pour
des processus Gaussien, ce qui ouvre la porte à une importante diversité de compor-
tement et de modélisations spatio-temporelles. Toutefois, un problème important
est qu’il n’y a pas d’interaction entre les composantes spatiales et temporelles dans
la fonction de dépendance sous-jacente. On peut donc voir le temps comme une
dimension spatiale supplémentaire puisque le temps et l’espace appartiennent à
la même famille de modèles. Une alternative a été proposée par Embrechts et al.
(2016) avec des modèles max-stables spatio-temporels avec séparabilité spectrale.

Définition 13 (Modèles max-stables spatio-temporels avec séparabilité
spectrale, Embrechts et al. (2016)) La classe de modèles max-stables spatio-
temporels avec séparabilité spectrale s’obtient en insérant la décomposition spectrale
suivante dans (1.33) :

Xps, tq “
8
ł

i“1

ξiUtpQiqURpt,QiqspWiq, (1.42)

où

— tξi, Qi,Wiuiě1 sont des points d’un processus de Poisson sur p0,8qˆE1ˆE2,
et d’intensité ξ´2dξˆµ1pdqqˆµ2pdwq pour des espaces Polonais pE1, E1, µ1q

et pE2, E2, µ2q,

— la fonction spectrale Ut : E1 Ñ p0,8q est mesurable telle que
ş

E1
Utpqqµ1pdqq “

1 pour tout t P T et contribue à la dynamique temporelle du processus,
alors que la fonction spectrale Us : E2 Ñ p0,8q est mesurable telle que
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ş

E2
Uspwqµ2pdwq “ 1 pour tout s P S et guide la forme des motifs spatiaux,

— Les operateurs Rpt, qq sont bijectifs de S dans S pour tout pt, qq P T ˆ E1

et décrivent comment les motifs spatiaux bougent dans l’espace.

La construction (1.42) permet de traiter séparément les aspects spatiaux et
temporels. Ainsi la procédure d’estimation peut être simplifiée en estimant séparément
les paramètres d’espace et de temps.

Différent exemples de modèles issus de l’Equation (1.42) ont été proposés par
Embrechts et al. (2016). Toutefois, les auteurs de cet article se sont concentrés
sur un cas particulier Markovien avec une représentation max-autoregressive et
un choix naturel de processus max-stable spatio-temporel qui satisfait l’équation
suivante :

Xps, tq “ maxtδXps´ τ , t´ 1q, p1´ δqHps, tqu, ps, tq P S ˆ T , (1.43)

où le paramètre δ P p0, 1q mesure l’influence du passé, le paramètre τ P R2

représente en quelque sorte une direction spécifique de propagation/contagion dans
l’espace et Hps, tq est une suite de processus max-stables spatiaux indépendants
et identiquement distribués. On peut voir ce modèle comme une extension du pro-
cessus MARMA(1,0) (pour plus de détails, voir Davis & Resnick (1989)).

Par la suite et dans la Section 3.3, nous allons nous concentrer sur les processus
qui vérifient l’Equation (1.43). On note V0,h´lτ la mesure exponent qui caractérise
la distribution spatiale du processus Hps, tq, alors la fonction de distribution bi-
variée F de pXp0,0q, Xpl,hqq est donnée, pour x1, x2 ą 0 par

´ logF px1, x2q “ V0,h´lτ

´

x1,
x2

δl

¯

`
1´ δl

x2

. (1.44)

On peut ainsi déduire la fonction coefficient extrémal spatio-temporel en posant
x1 “ x2 “ x :

θph, lq “ V0,h´lτ
`

1, δ´l
˘

` 1´ δl. (1.45)

On voit donc que le temps et l’espace ne sont pas complètement séparés dans
la fonction coefficient extrémal même lorsque τ “ 0. On obtient l’indépendance
asymptotique temporel lorsque limlÑ8 θph, lq Ñ 2.

Nous présentons maintenant le processus spatio-temporel de Smith avec séparabilité
spectrale. Soit Hps, tq une suite de processus spatiaux de Smith indépendants et
identiquement distribués, de matrice de variance-covariance Σ (cf Table 1.1). Alors
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la fonction de répartition bivariée F du modèle spatio-temporel correspondant issu
de l’équation (1.43) a la forme

´ logF px1, x2q “
1

x1

Φ

ˆ

β

2
`

1

β
log

ˆ

x2

δlx1

˙˙

(1.46)

`
δl

x2

Φ

ˆ

β

2
`

1

β
log

ˆ

δlx1

x2

˙˙

`
1´ δl

x2

,

où β “
a

ph´ lτ qtΣ´1ph´ lτ q. La fonction coefficient extrémal spatio-temporel
associée du modèle est

θph, lq “ Φ

ˆ

β

2
`

1

β
log

`

δ´l
˘

˙

` δlΦ

ˆ

β

2
`

1

β
log

`

δl
˘

˙

` 1´ δl. (1.47)

Dans la Section 3.3, nous présentons deux procédures d’estimation des pa-
ramètres de processus max-stables spatio-temporels basées sur des extensions des
madogrammes au cas spatio-temporel (plus de détails dans Abu-Awwad et al.
(2021)).
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Chapitre 2

Modélisation et estimation
d’événements extrêmes univariés

2.1 Estimation des paramètres de la GEV par la

méthode des moments pondérés généralisés

La méthode des moments pondérés a été proposée par Landwehr et al. (1979) et
Greenwood et al. (1979). L’idée de la méthode est de comparer, pour une variable
aléatoire X de fonction de répartition F , les moments

E pXp
pF pXqqrp1´ F pXqqsq , pour des réels p, r et s,

avec leurs versions empiriques, de la même façon que pour la méthode des moments
“classiques”. Dans le cas d’une variable aléatoire X suivant une distribution GEV
de fonction de répartition G, Hosking et al. (1985) ont montré que E pXpGpXqrq
s’écrit sous la forme

βr “
1

r ` 1

"

µ´
σ

ξ

“

1´ p1` rqξΓp1´ ξq
‰

*

, ξ ă 1 et ξ ‰ 0.

Par conséquence, les estimateurs par moments pondérés (PWM) pµ̂, σ̂, ξ̂q des pa-
ramètres pµ, σ, ξq d’une distribution GEV sont simplement la solution du système
d’équations :

$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

β0 “ µ´
σ

ξ
p1´ Γp1´ ξqq

2β1 ´ β0 “
σ

ξ
Γp1´ ξqp2ξ ´ 1q

3β2 ´ β0

2β1 ´ β0

“
3ξ ´ 1

2ξ ´ 1
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dans lequel βr doit être remplacé par l’estimateur non biaisé propose par Landwehr
et al. (1979) :

β̂r “
1

n

n
ÿ

j“1

˜

r
ź

l“1

j ´ l

n´ l

¸

Xj,n

où pX1,n, ..., Xn,nq représente l’échantillon GEV ordonné. Hosking et al. (1985) ont
montré la normalité asymptotique de ces estimateurs pour ξ ă 0.5. Ils concluent
aussi que les estimateurs PWM sont meilleurs en terme de RMSE que les esti-
mateurs classiques du maximum de vraisemblance pour les échantillons de petites
tailles. La facilité d’implémentation et ses bonnes propriétés expliquent le succès
de ces estimateurs en Hydrologie (cf Katz et al. (2002)). Mais le fait que ces estima-
teurs ne soient valables que pour ξ ă 1 et asymptotiquement normaux uniquement
pour ξ ă 1{2 les rendent inutilisables pour certaines applications.

Diebolt et al. (2007) ont proposé les moments pondérés généralisés (GPWM)
définis par

νω “ EpωpGpXqqq “
ż 8

´8

xωpGpxqqdGpxq “

ż 1

0

G´1
puqωpuqdu

où ω est une fonction continue adaptée et G est la fonction de répartition de X.
Nous proposons d’estimer νω par

ν̂ω “

ż 1

0

G´1
n puqωpuqdu

où Gn est la fonction de répartition empirique basée sur un échantillon pX1, ..., Xnq.
Si on s’intéresse aux propriétés asymptotiques de ν̂ω pour la distribution GEV, on
obtient des conditions sur la fonction ω au voisinage de 0 et de 1 :

ωptq “ O
`

p1´ tqb
˘

pour t proche de 1, b ě 0

et
ωptq “ O

´

ta
1
¯

pour t proche de 0, a1 ě 1.

Un exemple de fonction est ωptq “ tap´ log tqb, a ą a1. Dans ce cas, le GPWM de
la distribution GEV s’écrit :

νω “
σ

ξ

1

pa` 1qb´ξ`1
Γpb´ ξ ` 1q ´

ˆ

σ

ξ
´ µ

˙

1

pa` 1qb`1
Γpb` 1q.

Comme pour la méthode des PWM, un système de trois équations avec 3 différentes
valeurs pour a et/ou b permet d’obtenir des estimateurs pour les trois paramètres
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de la GPWM. En choisissant les trois couples pa, bq “ p1, 1q, p1, 2qp2, 1q, on trouve
un estimateur de ξ en résolvant l’équation suivante

ξ̂

1´

ˆ

3

2

˙ξ̂
“

2pω̂11 ´ ω̂12q

ω̂11 ´
9

4
ω̂21

,

où

ω̂ab “

ż 1

0

F´1
n puqu

a
p´ log uqbdu.

Les estimateurs de σ et µ s’obtiennent alors

σ̂ “ 23´ξ̂ ω̂11 ´ ω̂12

Γp1´ ξ̂q
et µ̂ “

σ̂

ξ̂
´
σ̂

ξ̂
2ξ̂Γp2´ ξ̂q ` 4ω̂11.

On peut montrer, de manière générale, que les GPWM existent si ξ ă b` 1 et
sont asymptotiquement normaux si ξ ă b` 1

2
. Avec le choix effectué ci-dessus pour

la fonction ω et les valeurs des couples pa, bq on obtient donc ici que les GPWM
existent si ξ ă 2 et sont asymptotiquement normaux si ξ ă 3

2
. Cette méthode

étend donc le domaine de validité des estimateurs PWM de la GEV.

Une étude de simulation a montré que les estimations par GPWM sont meilleurs
en terme de RMSE que les estimateurs par PWM, en particulier sur les échantillons
de petite taille (ă 50) et pour des valeurs du paramètre ξ élevées et se comportent
comme les estimateurs par maximum de vraisemblance pour les échantillons de
taille intermédiaire (entre 50 et 100).

2.2 Distribution Skew-GEV

Dans Ribereau et al. (2016), nous proposons une nouvelle distribution : la Skew
GEV. Cette distribution est inspirée des travaux de Azzalini (1985) sur la distri-
bution skew-normal afin d’obtenir plus de flexibilité sur la distribution GEV.

Définition 14 Une variable aléatoire suit une loi Skew GEV de paramètres pµ, σ, ξ, λq
si sa densité de probabilité est de la forme

fpxq “ pλ` 1qgpxqGλ
pxq,

où λ ą ´1, gp.q et Gp.q sont respectivement la densité et la fonction de répartition
d’une distribution GEV de paramètres pµ, σ, ξq. On notera cette distribution SGEV pµ, σ, ξ, λq.
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Il y a plusieurs façons d’interpréter cette distribution.

La première c’est de la considérer simplement comme une distribution un peu
plus flexible que la GEV et donc qui s’adapte mieux aux échantillons de maximum
surtout si ceux-ci sont pris sur un faible nombre d’observations. On pourrait ainsi
construire une procédure pour le choix de la taille de bloc dans la méthode du Bloc
maxima en choisissant la taille de bloc telle que l’on peut considérer le paramètre
λ comme nul.

La deuxième est de voir la SGEV comme la distribution du maximum quand
ceux-ci sont pris sur des données dépendantes. Dans ce cas, λ varie entre ´1 et
0. L’indice extrémal θ (cf Beirlant et al. (2004)) est alors égal à λ ` 1. La SGEV
est donc plus générale puisque le paramètre λ doit être supérieur à ´1. La SGEV
englobe donc la GEV mais aussi la GEV lorsqu’elle est basée sur des données
dépendantes. Cela permet entre autre de créer un estimateur plug-in du paramètre
θ par θ̂ “ λ̂ ` 1 où λ̂ est l’estimateur du paramètre λ de la SGEV obtenu par la
méthode des moments pondérés (ou du maximum de vraisemblance).

Une dernière façon de voir la SGEV est la suivante : considérons des variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées X1, X2, .... de fonction de
répartition F et soit N une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de pa-
ramètre λ˚, indépendante de tXiuiě1. On définit le maximum sur une taille de bloc
aléatoire :

M “

"

maxpX1, ..., XNq si N ě 1
0 si N “ 0

Après calcul on a

PpM ď xq “
 

exp
`

´F pxq
˘(λ˚

.

Si on note Gpxq “ expp´F pxqq alors

PpM ď xq “ Gλ˚
pxq. (2.1)

Si F a une queue GPD de paramètres pµ, σ, ξq, alors la fonction de répartition de M
sur l’intervalle rµ,8r est celle d’une SGEV. Pour x ă µ, on a PpM ď xq “ exppλ˚q.
L’Equation (2.1) donne donc une nouvelle interprétation de cette distribution : la
fonction de répartition Gλ˚ , λ˚ “ λ`1 sur l’intervalle rµ,8r peut être vue comme
la fonction de répartition du maximum pris sur des excès et sur une taille de bloc
aléatoire suivant une loi de Poisson.

On peut estimer les paramètres de cette distribution par maximum de vraisem-
blance ou par la méthode des moments pondérés. Pour cette dernière méthode, on
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peut remarquer que si X est une variable aléatoire suivant une SGEV pµ, σ, ξ, λq
de fonction de répartition F et Y une variable aléatoire suivant une GEV pµ, σ, ξq
de fonction de répartition G et si on note νa les moments pondérés de la SGEV
alors on a

νa “ pλ` 1qβλpa`1q`a

où βr est le moment pondéré d’ordre r d’une GEV. On a donc

νa “
1

a` 1

"

µ´
σ

ξ

„

1´
Γp1´ ξq

ppξ ` 1qpa` 1qq´ξ

*

.

Comme pour la méthode des moments, on choisit 4 valeurs pour a (typiquement
0, 1, 2 et 3) et on compare les moments théoriques avec leurs versions empiriques :

ν̂a “
1

n

n
ÿ

i“1

Xi,n

ˆ

i

n

˙a

.

où X1,n, ..., Xn,n représente l’échantillon ordonné. Le système peut être simplifié et
après calcul, on trouve l’estimateur de ξ en résolvant

3ν̂2 ´ ν̂0

2ν̂1 ´ ν̂0

“
3ξ̂ ´ 1

2ξ̂ ´ 1
.

On trouve alors les estimateurs de λ et σ en résolvant le système suivant :

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

2ν̂1 ´ ν̂0 “
σ̂

ξ̂

!

Γp1´ ξ̂qpλ̂` 1qξ̂p2ξ̂ ´ 1q
)

4ν̂3 ´ 3ν̂2 “
σ̂

ξ̂

!

Γp1´ ξ̂qpλ̂` 1qξ̂p4ξ̂ ´ 3ξ̂q
)

.

Et finalement, on obtient l’estimateur de µ par l’équation :

µ̂ “ ν̂0 `
σ̂

ξ̂

”

1´ pλ̂` 1qξ̂Γp1´ ξ̂q
ı

.

Nous avons montré la normalité asymptotique des estimateurs ainsi obtenus.
Sur une étude de simulations, nous avons constaté que les estimateurs PWM
étaient meilleurs à ceux obtenus par maximum de vraisemblance surtout pour
le paramètre de skewness λ quand ξ est faible. Quand ξ augmente (i.e., ξ ě 1),
nous remarquons que ni les PWM, ni le maximum de vraisemblance ne donnent
de bons résultats.
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2.3 Modélisation globale de la distribution des

précipitations

Il existe une large variété de familles de distribution pour modéliser statisti-
quement l’intensité des précipitations. Par exemple Katz, Vrac et al. (2007) ou
Wilks (2006) suggèrent que la majeure partie de la variabilité des précipitations
peut être approchée par des distributions Gamma. Mais il est aussi bien connu (cf
Katz et al. (2002)) que la queue de la distribution Gamma est trop légère pour
reproduire les précipitations de fortes intensités. Ceci conduit à sous-estimer forte-
ment les niveaux de retour ainsi que toutes les autres quantités liées à des quantiles
élevés de précipitations. Pour contourner ce problème, une approche populaire en
Hydrologie (cf Katz et al. (2002)) consiste à éliminer les valeurs de précipitations
faibles et modérées et de ne se concentrer que sur les plus fortes précipitations.
L’avantage de cette approche est de pouvoir utiliser les résultats de la Théorie
des Valeurs Extrêmes, i.e.,les précipitations au delà d’un seuil u peuvent être ap-
prochées par une loi de Pareto Généralisée si le seuil u est suffisamment élevé et
le nombre d’observations au delà du seuil est suffisant.

La Théorie des Valeurs Extrêmes indique que la probabilité que les fortes
précipitations dépassant un seuil u soient supérieures à x peut être approchée
par la queue d’une loi de Pareto Généralisée Hξp

x´µ
σ
q. Le paramètre ξ va donc

déterminer entièrement la forme de la queue de la distribution. Dans le cas des
données de précipitations, on suppose que la distribution a une queue légère (ξ “ 0)
ou lourde (ξ ą 0). Ces conditions semblent être vérifiées pour la plupart des fortes
précipitations (cf Katz et al. (2002)).
Il existe quelques extensions de la GPD dans la littérature. Par exemple, dans
le livre de Falk et al. (2010), les auteurs étudient les propriétés théoriques des
densités de la forme

cstˆ
1

σ
hξ tpx´ µq{σu

”

1`O
!

H
δ

ξpx{σq
)ı

(2.2)

où δ ą 0 et hξ est la densité de la GPD. Ce type de distribution a largement été
étudiée dans le domaine de recherche des Skewed distributions (cf Genton (2004)).

Avant d’expliquer la modélisation pour l’ensemble des précipitations, nous
allons regarder un problème souvent peu étudié : celui de l’étude des faibles
précipitations. Là encore, on peut utiliser la Théorie des Valeurs Extrêmes en in-
versant le signe des précipitations, i.e.,en posant Y “ ´X. De nouveau, la loi des
plus grandes observations de Y peut être ajustée par une GPD avec un paramètre
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de forme négatif noté ´1{κ et un paramètre d’échelle ν, i.e.,

PpY ą ´x|Y ą ´uq « H´1{κ

´

´x` u

ν

¯

quand u tend vers 0 pour tout x tel que 0 ă x ă u. Comme le choix de u doit
vérifier H´1{κp0q “ 0, ceci implique que u “ κν et donc que

PpY ą ´x|Y ą ´uq « cstˆ xκ.

En d’autres termes, cela conduit à dire que les précipitations de faible intensité
peuvent être ajustées par une loi puissance, i.e., PpX ď xq « cst ˆ xκ pour tout
“petit” x ě 0. On peut remarquer que la loi Gamma respecte cette condition. Le
fait d’avoir des paramètres de forme différents pour les précipitations d’intensités
faibles et fortes peut se justifier par le fait que ce ne sont pas les mêmes mécanismes
physiques qui conduisent à ces types de précipitations différentes.

Nous cherchons donc à modéliser la distribution complète des précipitations
mais de façon à ce que les deux extrémités soient en accord avec la Théorie des
Valeurs Extrêmes, c’est-à-dire que la queue de la distribution à droite puisse être
approchée par une GPD et que la distribution à gauche puisse être approchée par
une fonction puissance, i.e.,

PpX ď xq «

"

1´ cstˆHξ

`

x
σ

˘

, pour tout x “grand”
cstˆ xκ, pour tout x “petit” proche de 0.

Notre point de départ est l’équation utilisée pour simuler des loi GPD :

σH´1
ξ pUq,

où U est une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur r0, 1s et H´1
ξ est

la fonction quantile d’une GPD de paramètre ξ. Une façon simple d’ajouter de la
flexibilité à ce schéma de simulation est de remplacer la variable aléatoire uniforme
U par ζ´1pUq où ζ est une fonction de répartition continue sur r0, 1s. Une famille
plus riche de variables aléatoires peut alors être obtenue par

X “ σH´1
ξ

`

ζ´1
pUq

˘

.

On peut exprimer cette dernière équation en fonction de la fonction de répartition
de X et on obtient

F pxq “ ζ
´

Hξ

´x

σ

¯¯

. (2.3)

Il faut maintenant trouver les fonctions ζ telles que le comportement de la queue
avec un paramètre de forme ξ est préservé et que la fonction de répartition de X
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pour les valeurs proche de 0 se comporte comme xκ. Si on note ζ “ 1 ´ ζ, on a
besoin des contraintes suivantes pour obtenir les propriétés voulues :

lim
vÓ0

ζp1´ vq

v
“ a, pour 0 ă a ă 8, (2.4)

lim
vÓ0

ζpvwpvqq

ζpvq
“ c, pour 0 ă c ă 8, (2.5)

où wpvq est une fonction positive telle que wpvq “ 1` opvq quand v Ñ 0,

lim
vÓ0

ζpvq

vκ
“ d, pour 0 ă d ă 8, (2.6)

Il existe plusieurs types de fonction de répartition ζ qui vérifient les contraintes
(2.4), (2.5) et (2.6). Nous nous intéresserons ici à la fonction de répartition

ζpvq “ 1´Qδ

`

p1´ vqδ
˘

, δ ą 0, (Modèle (iii)),

où Qδ est la fonction de répartition d’une loi Beta de paramètres 1{δ et 2, i.e.,

Qδpvq “
1` δ

δ
v1{δ

ˆ

1´
v

1` δ

˙

.

Ce choix de fonction ζ complexe correspond en fait à un cas très simple où Opvq “
´v et u “ 0 dans (2.2), i.e.,

fpx; ξ, σ, δq “
1` δ

δ

1

σ
hξpx{σq

!

1´H
δ

ξpx{σq
)

. (2.7)

On appellera cette distribution l’Extended GPD de paramètre pξ, σ, δq.

La Figure 2.1 permet de comparer la densité de l’Extended GPD munie de
cette fonction G particulière avec la densité de la distribution Gamma et de la
GPD.

D’autres choix pour la fonction ζ sont possibles comme

ζpvq “ vκ, (Modele (i)).

Ici le paramètre κ contrôle la forme de la queue de la distribution à gauche. Ce
choix de fonction ζ correspond à la famille de type III introduite par Papastatho-
poulos & Tawn (2013). La Figure 2.2 permet de comparer la densité obtenue pour
différentes valeurs du paramètre κ ainsi que la loi Gamma.
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Pour l’estimation des paramètres, nous avons calculé les estimateurs des mo-
ments pondérés en suivant la méthode développée pour la GPD par Hosking &
Wallis (1987) et nous les avons comparés avec le maximum de vraisemblance. De
manière générale, les deux méthodes donnent des résultats similaires en terme de
RMSE. Les PWM sont plus performants pour l’estimation de δ (mais il est connu
que la méthode du maximum de vraisemblance n’est pas optimale pour l’estimation
du paramètre de skewness) alors que le maximum de vraisemblance est meilleur
pour l’estimation du niveau de retour.

Nous avons appliqué ces méthodes à des données horaires de précipitations à
Lyon. Les résultats graphiques sont représentés dans la Figure 2.3. Le modele (i)
est celui qui s’ajuste le mieux selon le critère AIC.

Cette distribution a depuis été utilisée dans Tian & Reich (2020) et Turkman
et al. (2020) entre autres.

2.4 Mesure de risque basée sur le maximum d’un

processus continu

Dans cette partie, on s’intéresse aux maxima journaliers de température et on
souhaite reconstruire le processus sous-jacent des températures. De cette façon, on
peut établir des mesures de risques associées par exemple à la durée de période de
canicule.

Comme la température ne dévie pas trop de sa moyenne, un processus avec
retour à la moyenne comme le processus d’Ornstein-Uhlenbeck (OU) peut être
utilisé pour modéliser le processus des températures (cf Dischel (1998a) et Di-
schel (1998b)). Ici, nous utiliserons un processus OU stationnaire. Le processus
des températures peut alors être écrit par :

dXt “ l0β0pµ0 ´Xtqdt`
a

β0dBt, X0 „ N
ˆ

µ0,
1

l0

˙

où µ0 P R, l0, β0 P R˚` et pBtqtě0 est un mouvement Brownien standard. On
suppose que X0 et pBtqtě0 sont indépendants. La mesure N pµ0,

1
2l0
q est la mesure

stationnaire. Cette modélisation semble raisonnable puisque dans les applications
on considère les observations sur une sous-période de l’année (par exemple l’été ou
l’hiver). On note θ0 “ pβ0, µ0, l0q. Le paramètre µ0 est la moyenne du processus
stationnaire. Le paramètre

?
β0 est la volatilité du processus, il indique le degré

de variabilité. Dans le cas de la température, il indique la tendance à changer
rapidement et de manière imprévisible. Si β0 “ 0, le processus est déterministe.
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Finalement, le paramètre l0 montre la “vitesse” à laquelle le processus revient à la
moyenne. Le paramètre l0β0 est parfois appelé paramètre de relaxation. Si l0 “ 0,
le processus est juste un Brownien, standard si de plus β0 “ 1. La Figure 2.4
représente l’influence de ces différents paramètres sur les trajectoires possibles de
processus OU.

Notons pour s, r P R`, Srs,rr “ supsďtărXt et Irs,rr “ infsďtărXt. On suppose
que l’on observe les maxima sur la période r0, T s avec une partition ptiqiě0 de pas
constant h ą 0. On a ainsi n suprema Srti´1,tir pour tout i P v1;nw sur des inter-
valles disjoints. Remarquons que dans le problème où l’on considère les données
de maximum quotidien de températures, le pas est h “ 1.

Les méthodes classiques ne sont pas adaptées ici pour l’estimation des pa-
ramètres pour des observations de suprema. En effet, la méthode du maximum de
vraisemblance nécessite la densité des suprema. Cette densité ne peut être obte-
nue que par approximation numérique et cette approximation est très couteuse en
temps de calcul.

C’est pourquoi nous proposons d’utiliser la fonction de répartition du supre-
mum, notée F ˚, dont l’expression est donnée dans la Proposition 1.

Proposition 1 Pour t P R` et a P R, la fonction de répartition F ˚ du supremum
d’un processus OU stationnaire X de vecteur de paramètres θ “ pβ, µ, lq P R ˆ
R˚` ˆ R˚` est donnée par

F ˚pa, θ, tq “ P
`

Sr0,tr ď a
˘

“ Φ
´

pa´ µq
?

2l
¯

´

ż a

´8

ż tβ

0

e´
l
2rpa´µq

2
`px´µq2´us a´ x

π
b

2u3

l

e´
pa´xq2

2u E
”

e´
l2

2

şu
0 prs´a`µq

2 ds
ı

du dx

où r est un pont de Bessel de dimension 3 sur l’intervalle r0, us entre 0 et a ´ x
et Φ est la fonction de répartition d’une loi Gaussienne centrée réduite.

Soit Nq P N et sj, j “ 1, ..., Nq des réels. On note par F ˚n la fonction de
répartition empirique basée sur l’échantillon de suprema Srti´1,tir, i “ 1, ...., n.

Une façon d’estimer θ0 est d’utiliser une méthode des moindres carrés en mi-
nimisant la somme des carrés de la différence entre la fonction de répartition

49



théorique et empirique des suprema, c’est-à-dire que l’on veut minimiser la fonction
Qn définie par

Qnpθq “

Nq
ÿ

j“1

rF ˚psj, θ, hq ´ F
˚
n psjqs

2

où θ est le vecteur de paramètres du processus OU, F ˚pSj, θ, hq “ PpSr0,hr ď aq et
s1, ..., sNq sont des nombres réels à choisir.
On obtient l’estimateur par

θ̂n “
´

β̂n, µ̂n, l̂n

¯

“ arg min
θPRˆR˚`ˆR

˚
`

Qnpθq.

Nous avons présenté les résultats pour les suprema mais on peut faire le même
raisonnement pour les infima (ou conjointement les suprema et infima).

Sous les conditions classiques, on peut montrer la consistance des estimateurs.

Dans les simulations et dans les applications sur les données réelles, nous avons
choisi pour s1, s2, s3, s4 les quantiles empiriques sur l’échantillon d’ordre 0.2, 0.4, 0.6
et 0.8.

L’idée de départ est de pouvoir évaluer des risques liés aux canicules. Dans
Klein Tank et al. (2002), on dispose d’un jeu de données de température à Pa-
ris grâce au projet ECA&D (les données sont disponibles à l’adresse http://

www.ecad.eu). Ce jeu de données est l’un des plus longs pour les mesures de
températures puisqu’il commence en 1900 mais il n’enregistre que les maxima, mi-
nima et moyenne journaliers. Dans notre cas, nous nous intéressons aux températures
en été. Nous sélectionnons ainsi les températures entre le 15 juin et le 14 août (soit
61 observations) chaque année entre 1950 et 1984 (soit 35 années d’observations),
pour un total de 2135 observations. Nous avons choisi ces observations pour éviter
l’impact du changement climatique et nous pouvons ainsi considérer que les ob-
servations sont des maxima d’un processus stationnaire.

En appliquant la procédure d’estimation, on obtient θ̂0 “ p34.35, 19.04, 0.02633q.
Nous avons utilisé deux critères de validation, l’un basé sur la comparaison de quan-
tiles et l’autre sur la prédiction. Les deux semblent montrer une bonne adéquation
du modèle.

On définit une canicule (cf Laaidi et al. (2004)) comme une suite de jours
consécutifs (∆ journées) pour lesquels la température maximale est supérieure à
un seuil élevé (amax) et la température minimale est supérieure à un seuil (amin).
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Ces seuils pour les températures minimales et maximales dépendent de la zone
géographique que l’on considère. Pour Paris, ces valeurs sont ∆ “ 3, amin “ 21˝ et
amax “ 31˝. On peut choisir plusieurs type de mesure de risque (qui sont détaillés
dans l’article Blanchet-Scaillet et al. (2018)) mais on va s’intéresser ici uniquement
à la probabilité d’un événement caniculaire et à sa durée. Comme on s’intéresse
aux mesures effectuées en été, on prend n “ 61.
Pour la probabilité d’avoir un épisode caniculaire, on effectue une simulation de
Monte-Carlo sur 108 années de 61 jours. On obtient que la probabilité d’avoir une
canicule est de 2.57ˆ10´2 pour un été. Il y a eu 2 canicules entre 1985 et 2011 soit
une proportion de 7.41 ˆ 10´2. Ceci souligne l’impact du changement climatique
sur les dernières décennies.
Avec 106 simulations de Monte-Carlo, nous avons obtenu une durée moyenne des
canicules de 3.2 jours alors que les 2 dernières ont duré respectivement 3 et 10 jours.

Il y a quelques extensions possibles pour ces travaux. D’abord, on peut s’intéresser
à des processus OU non stationnaires, i.e., le paramètre µ pourrait être constant
par morceaux, typiquement constant chaque été et croissant d’un été à l’autre pour
traduire le changement climatique ou le paramètre µ pourrait être une fonction
du temps de type sinusöıdale pour traduire les saisons. Une autre possibilité serait
d’estimer les paramètres par maximum de vraisemblance simulé. La vraisemblance
étant difficile à calculer mais la simulation des observations étant relativement fa-
cile, cela consiste à effectuer une simulation avec un jeu de paramètres, implémenter
la vraisemblance empirique basée sur les observations, calculée sur les vraies obser-
vations. Ensuite, on cherche le jeu de paramètres qui maximise cette vraisemblance
simulée.
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Figure 2.1 – Comparaison entre 3 densités différentes. Les courbes en gris, poin-
tillé et noire correspondent respectivement à la GPD de paramètres pu, σ, ξq “
p0, 1.8, 0.5q, à la distribution Gamma de paramètres pγ1, γ2q “ p1.2, 1.6q et à la
Extended GPD avec ζpvq “ 1 ´ Qδ

`

p1´ vqδ
˘

, δ ą 0 de paramètres pδ, σ, ξq “
p1, 1, 0.5q.
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Figure 2.2 – Densité correspondant au modèle (2.3) avec ζpvq “ vκ, pour σ “ 1,
ξ “ 0.5 et différentes valeurs du paramètre de la queue à gauche κ “ 1, 2 et 5
(en tirets, pointillés et tiret-pointillé respectivement). Le cas κ “ 1 correspond
à la GPD. La ligne bleue représente la densité de la loi Gamma de paramètres
p1.4, 1.4q.
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Figure 2.4 – Différentes trajectoires de réalisations de processus d’Ornstein-
Uhlenbeck pour différents paramètres. Quand ce n’est pas précisé, les autres pa-
ramètres sont µ0 “ 22, l0 “ 0.02 et β0 “ 47.5. L’échelle de temps est dt “ 10´4

jours. Pour chaque trajectoire, X0 “ µ0.
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Chapitre 3

Etude de processus max-stables
et max-mélange

3.1 Estimation des paramètres d’un processus

max-mélange

Dans Ahmed et al. (2021), nous proposons une méthode d’inférence pour les
paramètres d’un modèle max-mélange basée sur une méthode des moindres carrés
appliquée au madogramme.

Nous avons défini le F -madogramme dans la Définition 7. Nous allons considérer
ici des processus isotropiques et on note h “ }h}. Nous calculons dans la propo-
sition suivante νF phq pour un processus max-mélange présenté dans la Définition
11.

Proposition 2 Soit Z un processus max-mélange de paramètre a P r0, 1s. Soit X
la partie max-stable de fonction coefficient extrémal θXphq. Soit Y la partie inverse
max-stable de coefficient ηphq. Alors le F -madogramme de Z est donné par

νF phq “
apθXphq ´ 1q

apθXphq ´ 1q ` 2
´

aθXphq ´ 1

2aθXphq ` 2
(3.1)

´
1{ηphq

aθXphq ` p1´ aq{ηphq ` 1
β

ˆ

aθXphq ` 1

p1´ aq
, 1{ηphq

˙

,

où β est la fonction Beta.

Contrairement aux fonctions χ et χ, le F -madogramme combine les paramètres
de la partie aymptotiquement dépendante et asymptotiquement indépendante.
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On peut en déduire facilement en faisant tendre a vers 0 et vers 1 que le F -
madogramme d’un processus max-stable est donné par

2νF phq “
θphq ´ 1

θphq ` 1

et celui d’un processus asymptotiquement indépendant est donné par

2νF phq “
1´ ηphq

1` ηphq
.

Nous proposons d’estimer les paramètres du processus max -mélange par une
méthode des moindres carrés non-linéaires en utilisant le F -madogramme. Cette
procédure d’estimation est une alternative (ou un point de départ) à l’estimation
par maximum de vraisemblance composite utilisée dans Bacro et al. (2016) et
Wadsworth & Tawn (2012).

On considère pZtqt“1,..,T des copies d’un processus isotropique max-mélange
Z de loi marginale Fréchet standard (par la suite F0 désignera la fonction de
répartition de la loi Fréchet standard). Ces copies peuvent être indépendantes ou
alors elles doivent vérifier une propriété d’α-mélange (cf Bacro et al. (2016)).
Soit H un sous-ensemble de S. On note

Jpx, yq “
1

2
|x´ y| et Yh,tpsq “ J

`

F0pZtpsqq, F0pZtps` hqq
˘

,

pour t “ 1, .., T et h P H. Alors, pour t “ 1, . . . , T , les vecteurs pYh,tqhPH ont la
même loi et sont considérés soit indépendants soit α-mélangeant en t. La principale
motivation pour utiliser le F -madogramme est qu’il contient l’information sur la
structure de dépendance de Yh,t pour un h fixé (cf Section 3.2 dans Bacro et al.
(2010)).

Par la suite on supposera que les vecteurs pYh,tqhPH sont indépendants et iden-
tiquement distribuées. On remarque que par la définition du F -madogramme, on a
ErYt,hs “ νF ph, ψq où νF ph, ψq est le F -madogramme de Z de paramètre ψ comme
dans la Définition 7. Si Z est de paramètre inconnu ψ0 sur un ensemble compact
Ψ Ă Rd, on réécrit

Yh,t “ νF ph, ψ0q ` εh,t. (3.2)

Les vecteurs pεh,tqhPH sont des bruits indépendants et identiquement distribués
tels que Erεh,ts “ 0 et Vpεh,tq “ σ2

u ą 0 est finie et inconnue.
On pose

Lpψq “
ÿ

hPH

1

T

ÿ

t“1,...,T

`

Yt,h ´ ν
F
ph, ψq

˘2
. (3.3)
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Tout vecteur ψ̂T dans Ψ qui minimise Lpψq est un estimateur des moindres carrés
de ψ0.

ψ̂T P arg min
ψPΨ

Lpψq. (3.4)

Si on suppose que Ψ Ă Rd est compact, que ψ ÞÑ νF ph, ψq est continue pour
tout h P H et que les vecteurs pYh,tqhPH sont indépendants et identiquement dis-

tribués, alors en notant pψ̂T qTPN l’estimateur des moindres carrés de ψ0, on peut
montrer que quelque soit le point limite (quand T tend vers l’infini) ψ de pψ̂T qTPN
vérifie νph, ψq “ νph, ψ0q pour tout h P H.

La normalité asymptotique de l’estimateur s’obtient en suivant Buhl et al.
(2019) et en utilisant la normalité asymptotique du F -madogramme obtenue dans
Cooley et al. (2006). Toutefois le calcul de la variance asymptotique est complexe
puisqu’il nécessite de calculer les covariances entre νF phi, ψq et νF phj, ψq pour
i ‰ j.

Figure 3.1 – F -madogramme pour les modèles max-mélanges MM1 et MM2. Le
modèle MM1 a une fonction de corrélation ρphq “ expp´h{θXq, rX “ 0.25, θX “
0.2 et σY “ 0.6. Le modèle MM2 a une fonction de corrélation ρXphq “ expp´h{θXq
pour X et ρY phq “ expp´h{θY q pour Y avec différentes valeurs θX “ 0.2 et
θY “ 0.9. Les rayons rX et rY sont représentés par les traits verticaux en tirets sur
la figure. Pour les 2 modèles, on a a “ 0.5.
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Dans la Figure 3.1, nous avons tracé les F -madogrammes pour 2 modèles max-
mélanges différents :

‚ MM1 est un modèle max-mélange entre un processus max-stable TEG X
(cf Table 1.1) de fonction de corrélation ρXphq “ expp´h{θXq avec θX “ 0.2
et A un disque de rayon rX “ 0.25 ; Y est un processus inverse-Smith
(i.e., la transformation inverse d’un processus de Smith) de matrice de co-
variance Σ “ σY Id avec σY “ 0.6. On choisit pour paramètre de mélange
a “ 0.5. Dans ce modèle, les paires tZpsq, Zps`hqu sont asymptotiquement
dépendantes si h ă 2rX et asymptotiquement indépendantes si h ě 2rX .

‚ MM2 est un modèle max-mélange entre un processus max-stable TEG X et
un inverse TEG Y . X a pour fonction de corrélation ρXphq “ expp´h{θXq
avec θX “ 0.2 et AX un disque de rayon rX “ 0.25. Y a pour fonction
de corrélation ρY phq expp´h{θY q avec θY “ 0.8 et AY un disque de rayon
rX “ 1.3. On choisit pour paramètre de mélange a “ 0.5. Dans ce modèle,
les paires tZpsq, Zps`hqu sont asymptotiquement dépendantes si h ă 2rX ,
asymptotiquement indépendantes si 2rY ą h ě 2rX et indépendantes pour
h ě 2rY .

Sur la Figure 3.1, on voit que le F -madogramme a deux seuils qui correspondent
pour l’un à X et pour l’autre à Y . On peut aussi remarquer que le F -madogramme
s’exprime avec tous les paramètres du modèle ce qui le rend plus utile que la fonc-
tion χ qui ne dépend que de la partie max-stable ou que χ qui ne dépend que de
la partie asymptotiquement indépendante.

Nous avons effectué une étude de simulation (que l’on peut retrouver plus
détaillée dans Ahmed et al. (2021)) pour comparer l’estimation des paramètres des
modèles MM1 et MM2 pour différentes valeurs de a “ 0, 0.25, 0.5, 0.75 et 1 par
la méthode des moindres carrés basée sur le F -madogramme (de l’Equation (3.4))
et par la méthode du maximum de vraisemblance composite censuré (cf Bacro
et al. (2016)). Sur les résultats que l’on obtient, on remarque que généralement
les estimateurs par les 2 méthodes fonctionnement correctement même si pour la
partie asymptotiquement indépendante on obtient une assez grande variance d’es-
timation. De manière générale, en terme de RMSE, les estimateurs des moindres
carrés sont meilleurs que ceux obtenus par vraisemblance composite pour a proche
de 0 (a “ 0, 0.25) alors qu’on observe le phénomène inverse lorsque a est proche de
1 (a “ 0.75, 1). Les deux estimateurs montrent des performances similaires lorsque
a “ 0.5.

On peut aussi définir un critère pour la sélection de modèle, équivalent au CLIC
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pour le maximum de vraisemblance composite :

MIC :“ logLp pψq ` p2kpk ` 1q{pT ´ k ´ 1qq,

où k est le nombre de paramètres du modèle et T le nombre d’observations, i.e., T “
Nˆ|H|, où |H| est le nombre de paire observées. Sur des données de précipitations
sur la côte Est Australienne, les deux critères (MIC et CLIC) retiennent le même
modèle.

3.2 Estimation “non-paramétrique” du paramètre

de mélange

Dans Abu-Awwad et al. (2019), nous proposons d’estimer le paramètre de
mélange d’un processus max-mélange (cf Définition 11) sans spécifier les modèles
pour la partie max-stable et la partie asymptotiquement indépendante en nous
basant sur le F λ-madogramme.

Le F λ-madogramme, présenté dans la Définition 8, est une mesure de la dépendance
qui apporte plus d’informations que le χ ou χ dans le cadre des processus max-
mélanges. En effet, l’écriture explicite obtenue dans l’Equation (3.5) du F λ-madogramme
dans ce cadre là dépend de tous les paramètres du modèle.

Proposition 3 Soit tXpsqusPSun processus max-stable standard de fonction co-
efficient extrémal θX , et tY psqusPS un processus inverse max-stable de fonction
coefficient extrémal θY . Alors le F λ-madogramme du processus max-mélange (cf
Définition 11) tZpsqusPS est donné par :

νFλphq “
λ

1` λ
´

2λ

apθXphq ´ 1q ` 1` λ
`

λ

aθXphq ` λ

´
λθY phq

p1´ aqθY phq ` aθXphq ` λ
β

ˆ

aθXphq ` λ

1´ a
, θY phq

˙

, (3.5)

où βp., .q est la fonction Beta.

En faisant tendre a vers 1, on obtient le F λ-madogramme d’un processus max-
stable X de fonction coefficient extrémal θX :

νFλphq “
λ

λ` 1

θXphq ´ 1

λ` θXphq
(3.6)
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et on a νFλphq P r0,
λ

p1`λqp2`λq
s (cf Bel et al. (2008)). En posant a “ 0, on obtient

le F λ-madogramme d’un processus inverse max-stable Y de fonction coefficient
extrémal θY :

νFλphq “
1

1` λ
´

λθY phq

λ` θY phq
βpλ, θY phqq. (3.7)
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Figure 3.2 – F λ-madogramme (Equation (3.5)) pour λ “ t0.5, 1, 1.5, 3u pour
divers modèles max-mélanges avec coefficient de mélange a “ 0.5. A gauche, la
partie max-stable X est un processus TEG avec AX un disque de rayon rX “

0.25 et ρXphq “ expp´}h}{0.2q. Le processus Y est un inverse TEG avec AY un
disque de rayon rY “ 0.5 et ρY phq “ expp´}h}{0.4q. Au milieu, X est un TEG
comme précédemment et Y est un inverse extremal-t de degrés de liberté ν “ 2 et
ρY phq “ expp´}h}q. A droite, X est un TEG comme précédemment et Y est un
inverse Smith avec Σ “ Id2. Les lignes verticales représentent les diamètres des
disques pour les processus TEG.

Si on prend λ “ 1 on obtient la formule du F -madogramme (cf Proposition 2 ou
Ahmed et al. (2021)). La Figure 3.2 montre le comportement du F λ-madogramme
pour différents processus max-mélanges en fonction de h pour différentes valeurs
de λ.

Procédure d’estimation

Nous présentons la procédure d’estimation. Pour des raisons computationnelles,
nous séparons la procédure en 2 étapes : d’abord nous estimons les coefficient
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extrémaux θXphq et θY phq pour un paramètre a fixé et ensuite nous estimons le pa-
ramètre a à partir des estimations précédentes. En partant de l’Equation (3.5), on
peut écrire le F λ-madogramme commme une fonction de a, λ, θXphq et θY phq, i.e.,
νFλphq “ gpa, λ, θXphq, θY phqq. L’idée est d’estimer θXphq et θY phq par moindre
carrés sur gpa, λ, θXphq, θY phqq et sa version empirique et d’ensuite estimer a
par pa tel que la version empirique du F λ1-madogramme est la plus proche de
gpa, λ1, pθXphq, pθY phqq. Une approche similaire a été proposée par Bel et al. (2008)
pour estimer la fonction coefficient extrémal dans un cadre max-stable.

Concrètement, on considère des copies indépendantes Zi, i “ 1, ..., T de Z et
on pose

Qiph, λq “
1

2
|F λ
pZipsqq ´ F

λ
pZips` hqq|,

où F est la fonction de répartition d’une loi Fréchet unitaire. Par la définition du
F λ-madogramme, on a ErQiph, λqs “ νFλphq. Si les marginales du processus ne
sont pas Fréchet, ce qui est souvent le cas dans la pratique, on les transforme via
la fonction de répartition empirique pF au lieu de F . On a alors :

xQiph, λq “
1

2
| pF λ
pZipsqq ´ pF λ

pZips` hqq|, et

pνFλphq “
1

2T

T
ÿ

i“1

| pF λ
tZipsqu ´ pF λ

tZips` hqu|,

où pνFλphq est la version empirique de νFλphq.

Si on note Λ Ă p0,8q un ensemble fini des valeurs possibles pour λ, alors pour
une valeur donnée de a, on peut obtenir un estimateur semi-paramétrique par
moindre carrés de θphq “ pθXphq, θY phqq

t par

pθaNLSphq “ arg min
pθX ,θY qPr1,2s

T´1
ÿ

λPΛ

ÿ

i“1,...,T

”

pQiph, λq ´ gpa, λ, θXphq, θY phqq
ı2

. (3.8)

Ensuite pour estimer a, on suppose que les Zi sont observés à des sites s1, ..., sD
et que h sont les distances entre les sites sj. Pour un a fixé, on pose pθaNLSphq “

ppθaXphq,
pθaY phqq

t, estimé par la Formule (3.8) pour différentes valeurs λ P Λ. On
prend λ1 R Λ et on note par H Ă r0,8q l’ensemble fini de distance spatiale h, i.e.,

H “

"

hk “ si ´ sj, i “ 1, ..., D ´ 1, j “ i` 1, ..., D, k “ 1, ...,
DpD ´ 1q

2

*

.

De plus rνFλ “ gpa, λ, pθXphq, pθY phqq. On définit alors le critère de décision (DC)
suivant :
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DCpaq “
ÿ

hPH
ωphq

„

pνFλ1 phq

rνFλ1 phq
´ 1

2

, (3.9)

où les ωphq sont des poids non négatifs qui peuvent être utilisés pour réduire
le nombre de paires utilisées dans l’estimation (un peu dans l’esprit de la vraisem-
blance composite). Un choix simple de poids est ωphq “ 1t}h}ďru où la valeur r peut
être choisie comme le quantile d’ordre q des distances h entre les sites, q P p0, 1q.
Finalement on estime a par le pa qui minimise DC(a).

On peut montrer sous certaines hypothèses assez générales que l’estimateur pa
est convergent (cf Abu-Awwad et al. (2019) pour plus de détails).

Sur une étude de simulation, nous avons trouvé que les différentes valeurs
de λ qui fonctionnent le mieux sont Λ “ t1, 3u et λ1 “ 1.5. Nous avons aussi
remarqué que notre procédure donne de meilleurs résultats pour l’estimation de
θXphq lorsque la valeur du paramètre de mélange a augmente et de façon analogue,
l’estimation de θY phq s’améliore lorsque le paramètre a diminue ce qui est cohérent
avec les résultats obtenus dans la Section 3.1 et Ahmed et al. (2021). De même les
plus petites valeurs du critère DC correspondent en général au vrai paramètre de
mélange.

Bien entendu, on peut utiliser des méthodes basées sur le maximum de vraisem-
blance (composite par exemple) pour estimer l’ensemble des paramètres du modèle
et pas seulement les mesures de dépendance bivariées. Toutefois la motivation ici
est de ne pas poser de modèle sur les parties max-stable et asymptotiquement
indépendante du modèle max-mélange. On réduit ainsi le risque de modèle. On
peut donc voir cette méthode comme une étude préliminaire vers l’étude d’un
modèle paramétrique.

Application sur les données de précipitations Australiennes

Nous avons appliqué notre procédure à des données de précipitation en Aus-
tralie. La Figure 3.3 montre la localisation des 41 stations considérées sur la côte
Sud-Est de l’Australie. Nous n’avons considéré que la période hivernale (Avril à
Septembre). L’analyse complète de ces données est disponible dans Abu-Awwad
et al. (2019), ici, nous ne détaillerons que la partie qui concerne l’analyse explora-
toire et donc la procédure que nous avons décrite.

La Figure 3.4 représente les fonctions χu et χu avec u “ 0.97 dans 4 différentes
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Figure 3.3 – Localisations des 41 stations météorologiques considérées sur la côte
Est Asutralienne. Les 38 stations marquées d’une croix noire ont été utilisées pour
l’inférence et les 3 autres numérotées en couleur ont été utilisées pour vérifier la
qualité d’ajustement.
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Figure 3.4 – Estimations empiriques de χp.q (à gauche) et χ̄p.q (à droite) en
fonction de la distance h avec un seuil u “ 0.970. Les points gris sont les esti-
mations empiriques pour chaque paire de sites. Les lignes en couleur représentent
des versions lissées des estimations empiriques dans chacune des direction : noire
p´π{8, π{8s, rouge pπ{8, 3π{8s, bleu p3π{8, 5π{8s, et verte p5π{8, 7π{8s.
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directions p´π{8, π{8s, pπ{8, 3π{8s, p3π{8, 5π{8s, et p5π{8, 7π{8s. D’après cette fi-
gure, il ne semble pas y avoir d’anisotropie sur les données. De plus, ces graphiques
semblent indiquer une dépendance asymptotique entre stations distantes de moins
de 500 km (i.e., pχ0.97phq ą 0 pour h ď 500 km). On peut supposer l’indépendance
asymptotique pour des stations séparées d’une distance entre 500 et 1000 km
(pχ0.97phq ă 1 pour h P p500, 1000q km). D’autre part les paires de sites distantes
de plus de 1000 km semblent être (exactement) indépendantes puisque pχ0.97phq « 0
si h ě 1000 km.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.14

0.15

0.16

0.17

0.18

a

D
C

Figure 3.5 – a ÞÑ DC(a) sur le jeu de données des précipitations Australiennes,
a P p0, 1q avec un pas de 0.01. La croix rouge symbolise le minimum du DC qui
correspond à a “ 0.64.

Après traitement des données, nous appliquons la procédure décrite précédemment
pour estimer les paramètres du modèle max-mélange :

(i) On estime d’abord a, où a varie de 0 à 1 par pas de 0.01. Nous fixons
Λ “ t1, 3u et λ1 “ 1.5. La fonction a ÞÑ DC(a) est tracée dans la Fi-
gure 3.5. Le meilleur modèle max-mélange ajusté d’après le critère DC a un
paramètre de mélange estimé pa “ 0.64.

(ii) Ensuite, pour estimer les fonctions θXphq et θY phq, on ajuste de nouveau
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Figure 3.6 – Estimation non linéaire par moindres carrés de θXphq (gauche) et
θY phq (droite) en fonction de la distance }h}. Les points gris sont les estimations
par paires, les points noirs des estimations ’binned ’ et la courbe rouge une version
lissée de l’estimation ’binned ’.

les données par la procédure des moindres carrés non-linéaire de l’Equation
(3.8) sur la base du paramètre de mélange estimé en (i). Les résultats se
trouvent dans la Figure 3.6.

L’estimation de θY phq a l’air d’avoir plus de variance ce qui pouvait être at-
tendu puisque pa ą 0.5. Cette approche peut servir comme outil pour faire ensuite
de l’inférence par des méthodes basées sur la vraisemblance en particulier dans le
choix de modèle.
Sur la partie gauche de la Figure 3.6, la dépendance asymptotique semble être
présente jusqu’à, à peu près, 400km alors qu’on peut penser qu’après il y a indépendance
asymptotique. Sur la partie de droite, jusqu’à 600km on garde la dépendance
asymptotique. Au delà de cette distance, seules quelques paires de sites appa-
raissent avec des pθX ou pθY proche de 2. Cela veut dire que même à longue distance
il y a encore une faible dépendance extrémale. Un tel processus pourrait être
modélisé par un processus Brown-Resnick ou extrémal-t et leurs versions inverses
pour la partie asymptotiquement indépendante.

En plus de permettre un meilleur choix de modèle, notre procédure peut aussi
servir pour améliorer les méthodes basées sur le maximum de vraisemblance en
donnant un point de départ à la procédure d’optimisation et pour permettre ainsi
d’améliorer le temps de calcul mais aussi l’efficacité statistique.
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3.3 Estimation semi-paramétrique pour des pro-

cessus max-stables spatio-temporels

Dans cette partie, nous proposons deux méthodes d’estimation des paramètres
de processus max-stables spatio-temporels basées sur le madogramme, soit en es-
timant séparément les paramètres liés à l’espace et ceux liés au temps, soit en
estimant conjointement tous les paramètres.

On se place ici dans le cadre de processus max-stables avec séparabilité spec-
trale, c’est-à-dire

Xps, tq “ maxtδXps´ τ , t´ 1q, p1´ δqHps, tqu, ps, tq P S ˆ T . (3.10)

Dans ce cas là, nous pouvons généraliser le λ-madogramme au cas spatio-temporel :

Proposition 4 (λ-madogramme pour processus max-stable spatio-temporel
avec séparabilité spectrale)
Dans le cas de l’Equation (3.10), pour h P R2 et l P R, le λ-madogramme spatio-
temporel pour tout λ P p0, 1q est donné par

νλph, lq “
p1´ λqtV0,h´lτ

`

λ, p1´ λqδ´l
˘

u ` 1´ δl

p1´ λqt1` V0,h´lτ pλ, p1´ λqδ´lqu ` 1´ δl
´ cpλq, (3.11)

où cpλq “
3

2p1` λqp2´ λq
.

Nous allons maintenant décrire deux schémas pour l’estimation des paramètres
des processus max-stables spatio-temporels en nous basant sur l’expression du F -
madogramme spatio-temporel. On peut vérifier :

νF ph, lq “
1

2
´

1

θph, lq ` 1
. (3.12)

Nous considérons que le processus X :“ tXps, tq : ps, tq P S ˆ T u est un pro-
cessus stationnaire max-stable spatio-temporel. Il est observé à des stations sur
une grille régulière

Sn “
 

si : i “ 1, . . . , n2
(

“ tpx, yq, x, y P t1, . . . , nuu ,

et à des temps équidistants donnés par tt1, . . . , tT u “ t1, . . . , T u. Ce type d’ob-
servations a été adopté dans la littéraure (cf Davis et al. (2013b), Buhl & Klüppel-
berg (2016) et Buhl et al. (2019)). Nous présentons brièvement les 2 procédures
d’estimation des paramètres du processus X.
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Schéma 1

On note ψ “ pψpsq,ψptqq le vecteur des paramètres à estimer du processus X,
où ψpsq et ψptq sont respectivement les paramètres spatiaux et temporels du proces-
sus. Dans ce schéma d’estimation, on considère séparément comment le processus
évolue dans l’espace à un certain temps fixé et comment il évolue dans le temps à
une station fixée. Donc, ψpsq et ψptq peuvent être estimés séparemment.

Plus précisemment, on note H Ă r0,8q et K Ă r0,8q les ensembles finis de
distances temporelles et spatiales sur lesquels l’estimation est basée. L’ensemble
Bh contient toutes les paires Sn qui conduisent à la même distance h P H, i.e.,

Bh “ tp`, pq P t1, . . . , n2
u

2 : ‖s` ´ sp‖ “ }h} “ hu.

L’inférence se fait alors en 3 étapes :

1. Comme point de départ, nous estimons le F -madogramme spatial et ce-
lui temporel non paramétriquement par leurs versions empiriques. On note

par pν
ptq
F phq, }h} P H

´

respectivement pν
psq
F pl

1q, l1 P K
¯

l’estimateur non pa-

ramétrique du F madogramme spatial (resp., temporel). Comme en géostatistique

“classique”, on calcule pν
ptq
F phq à partir du F -madogramme spatio-temporel

pνF ph, lq à des distances spatio-temporels ph, 0q, c’est-à-dire pour tt1, . . . , tT u,

pν
ptq
F phq “ pνF ph, 0q “

1

2|Bh|

n2
ÿ

p“1

n2
ÿ

`“1

‖s`´sp‖“‖h‖“h

|F tXps`, tqu ´ F tXpsp, tqu|, h P H,

où |Bh| est le cardinal de l’ensemble Bh et F est la fonction de répartition
de la loi de Fréchet standard.

Par ailleurs, pν
psq
F pl

1q est calculé à partir du F -madogramme spatio-temporel
pνF ph, l

1q à des distances spatio-temporelles p0, l1q, c’est-à-dire pour tout s P
Sn

pν
psq
F pl

1
q “ pνF p0, l

1
q “

1

2pT ´ l1q

T´l1
ÿ

k“1

|F tXps, tkqu ´ F tXps, tk`l1qu|, l
1
P K.

2. Ensuite l’estimateur global du F -madogramme purement spatial (resp.,
temporel) pνF phq (resp., pνF pl

1q) est calculé comme la moyenne sur les mo-
ments temporels (resp., les localisations spatiales), c’est-à-dire :

pνF phq “
1

T

T
ÿ

k“1
‖h‖“h

pν
ptkq
F phq, h P H. (3.13)
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pνF pl
1
q “

1

n2

n2
ÿ

`“1

pν
ps`q
F pl1q, l1 P K. (3.14)

3. Finalement, on applique une procédure des moindres carrés pour estimer
les paramètres d’intérêt :

pψ
psq
“ arg min

ψpsq

ÿ

}h}“hPH

ωh
´

pνF phq ´ ν
psq
F ph;ψpsqq

¯2

, h P H, (3.15)

pψ
ptq
“ arg min

ψptq

ÿ

l1PK
ωl
1
´

pνF pl
1
q ´ ν

ptq
F pl

1;ψptqq
¯2

, l1 P K, (3.16)

où ν
psq
F ph;ψpsqq “ νF ph, 0;ψpsqq et ν

ptq
F pl

1;ψptqq “ νF p0, l
1;ψptqq sont respecti-

vement le F -madogramme théorique spatial et temporel du modèle. ωh ě 0
et ωl ě 0 sont respectivement les poids spatiaux et temporels. Comme on
s’attend à ce que les paires distantes spatialement et temporellement aient
peu d’influence sur l’estimation des paramètres de dépendance, un choix
simple pour que l’on ne considère que les paires ayant une distance spatio-
temporelle maximale de pr, qq est de prendre ωh “ 1t}h}ďru, ω

l1 “ 1tl1ďqu.

A noter que cette approche est proche de celle de Buhl et al. (2019) où les
auteurs utilisent l’extrémogramme spatio-temporel.

Schéma 2

Nous généralisons maintenant le Schéma1 pour estimer les paramètres spatiaux
et temporels conjointement. On considère comment le processus X évolue conjoin-
tement dans le temps et l’espace. En géostatistique “classique”, pour un processus
stationnaire spatio-temporel tXps, tq : ps, tq P S ˆ T u, le semi-variogramme spatio-
temporel empirique est défini par

pγph, lq “
1

2|Bph,lq|
ÿ

Bph,lq

pXpsi, ti, q ´Xpsj, tjqq
2 ,

où Bph,lq “ tpsi, tiqpsj, tjq : si ´ sj “ h et ti ´ tj “ lu. En adaptant cet estimateur
à notre cadre, on considère la procédure d’estimation suivante

1. D’abord nous estimons non paramétriquement le F -madogramme spatio-
temporel par sa version empirique. L’ensemble Bph,l1q regroupe toutes les
paires de Sn qui sont séparées d’une distance spatiale h P H et d’une même
distance temporelle l1 P K, i.e.,

Bph,l1q “ tpsi, tiq, psj, tjqq : |ti ´ tj| “ l1, ‖si ´ sj‖ “ hu .

69



On estime νF ph, l
1q par

pνF ph, l
1
q “

1

2|Bph,l1q|
ÿ

Bph,l1q
‖si´sj‖“‖h‖“h

|F tXpsi, tiq ´F tXpsj, tjqu|, ph, l
1
q P HˆK,

(3.17)
où |Bph,l1q| est le cardinal de Bph,l1q.

2. Ensuite, on applique une méthode des moindres carrés pour obtenir les
paramètres du processus ψ, i.e.,

pψ “ arg min
ψ

ÿ

l1PK

ÿ

hPH
‖h‖“h

ωh,l1
ppνF ph, l

1
q ´ νF ph, l

1;ψqq
2
, ph, l1q P H ˆK, (3.18)

où ωh,l1 ě 0 sont les poids spatio-temporels et νF ph, l
1;ψq est le F -madogramme

spatio-temporel théorique du modèle.

L’idée derrière le Schéma 2 est que lorsque l’on modélise ou prédit un phénomène
spatio-temporel, on peut gagner beaucoup à considérer comment le phénomène
évolue dans le temps et l’espace conjointement contrairement au Schéma 1. Le
prix à payer est un grand nombre de paramètres à estimer avec une seule procédure.

Exemple d’estimation d’un processus spatio-temporel Brown-
Resnick (sans séparabilité spectrale)

Considérons un processus spatio-temporel Brown-Resnick comme défini en (1.40)
de fonction de répartition bivariée donnée en (1.41), où la structure de dépendance
est donnée par le semi-variogramme spatio-temporel FBM (Fractal Brownian Mo-
tion) pour γ :

γph, l1q “ 2φsh
κs ` 2φtl

1κt , (3.19)

où φt, φs ą 0 déterminent les paramètres d’échelle spatiale et temporelle et κt, κs P
p0, 2s sont les paramètres de lissage spatial et temporel du processus Gaussien
sous-jacent. Le F -madogramme spatio-temporel associé à ce processus est donné
par :

νF ph, l
1
q “

1

2
´

1

2Φ
`?

φshκs ` φtl1κt
˘

` 1
, (3.20)

où θph, l1q “ 2Φ
`?

φshκs ` φtl1κt
˘

est la fonction coefficient extrémal spatio-
temporel associée. La Figure 3.7 donne une représentation du semi-variogramme

70



h

0.0
0.5

1.0
1.5

2.0
2.5

3.0

|l|

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0
2.5

3.0

0

1

2

3

4

5

0 1 2 3 4 5

h

0.0
0.5

1.0
1.5

2.0
2.5

3.0

|l|

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0
2.5

3.0

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

h

0.0
0.5

1.0
1.5

2.0
2.5

3.0

|l|

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0
2.5

3.0

0.00

0.05

0.10

0.15

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14

Figure 3.7 – Variogramme spatio-temporel FBM γph, l1q “ 0.8h1.5 ` 0.4l1

(gauche), la fonction coefficient extrémal spatio-temporelle associée (milieu) et
le F -madogramme spatio-temporel associé (droite), où l1 “ |l| et h “ }h}.
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Figure 3.8 – Comportement théorique du variogramme FBM γpsqph;αsq “ 0.8hαs

et du F -madogramme spatial associé ν
psq
F ph;αsq “ 0.5 ´

 

2Φ
`
?

0.4hαs
˘

` 1
(´1

,
avec différentes valeurs du paramètre de lissage αs P t0.1, 0.5, 1, 1.5, 2u, H “ r0, 10s
et h “ }h}.
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spatio-temporel donné en (3.19) et les mesures de dépendance associées : la fonc-
tion θ : R2 ˆ R` ÞÑ r1, 2s et le F -madogramme spatio-temporel νF : R2 ˆ R` ÞÑ
r0, 1{6s. La Figure 3.8 montre le comportement du semi-variogramme spatial FBM

γpsqph;κsq et du F -madogramme spatial ν
psq
F ph;κsq. Evidemment suivant la valeur

du paramètre κs, ces mesures montrent une large variété de formes de dépendance.

Avec cette construction, basée sur le Schéma 1, le problème non-linéaire d’op-
timisation des moindres carrés donné en (3.15) et (3.16) s’écrit :

ˆ

pκs
pφs

˙

“ arg min
φsą0
κsPp0,2s

ÿ

hPH
ωh

˜

pνF phq ´

#

1

2
´

1

2Φ
`?

φshκs
˘

` 1

+¸2

, h P H, (3.21)

ˆ

pκt
pφt

˙

“ arg min
φtą0
κtPp0,2s

ÿ

l1PK
ωl
1

˜

pνF pl
1
q ´

#

1

2
´

1

2Φ
`?

φtl1κt
˘

` 1

+¸2

, l1 P K. (3.22)

Finalement, avec ph, l1q P HˆK et sur la base du Schéma 2, le problème d’es-
timation des moindres carrés en (3.18) s’écrit sous la forme :

¨

˚

˚

˝

pκs
pφs
pκt
pφt

˛

‹

‹

‚

“ arg min
φs,φtą0
κs,κtPp0,2s

ÿ

l1PK

ÿ

hPH
ωh,l

1

¨

˝

pνF ph, l
1
q ´

$

&

%

1

2
´

1

2Φ
´

a

φshκs ` φtl1
κt
¯

` 1

,

.

-

˛

‚

2

.

(3.23)

Exemple d’estimation d’un processus spatio-temporel de Smith
(avec séparabilité spectrale)

Pour le processus de Smith spatio-temporel (avec séparabilité spectrale), la
procédure d’estimation peut être simplifiée puisque les paramètres purement spa-
tiaux et ceux purement temporels peuvent être estimés indépendamment. On
considère donc le processus défini en (1.43) avec H :“ tHps, tq : ps, tq P S ˆ T u une
suite indépendante et identiquement distribuée de processus spatiaux de Smith de
matrice de covariance

Σ “

ˆ

σ11 σ12

σ12 σ22

˙

. (3.24)
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Figure 3.9 – θpl1q et le ν
ptq
F pl

1q associé pour δ P t0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9u basé sur le
processus spatio-temporel (1.43) avec H une suite indépendante et identiquement
distribuée de processus spatiaux de Smith. K “ r0, 10s.

On note par ψ le vecteur de paramètres à estimer, i.e.,ψ “ pσ11, σ12, σ22, τ
t, δq

t
.

Il est possible de séparer l’estimation des paramètres : d’abord les paramètres
spatiaux ψpsq “ pσ11, σ12, σ22q

t et ensuite ceux temporels ψptq “ pτ t, δqt. Par
conséquence, les Equations (3.15) et (3.16) du Schéma d’estimation 1 peuvent
s’écrire :

¨

˝

pσ11

pσ12

pσ22

˛

‚“ arg min
ÿ

hPH
‖h‖“h

ωh

¨

˝

pνF phq ´
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&
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1

2
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1
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` 1
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‚

2

, h P H,

(3.25)

¨

˝

pδ
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pτ2
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‚“ arg min
aPp0,1q

ÿ

l1PK
ωl
1

ˆ

pνF pl
1
q ´

"

1

2
´

1

θpl1q ` 1

*˙2

, l1 P K, (3.26)

où θpl1q “ Φ
´

β˚

2
` 1

β˚
log

`

δ´l
1
˘

¯

` δlΦ
´

β˚

2
` 1

β˚
log

`

δl
1
˘

¯

` 1´ δl
1

,

et β˚ “

b

p0´ l1τ qt pΣ
´1
p0´ l1τ q.

Pour comprendre le rôle du paramètre temporel δ, nous avons tracé dans la
Figure 3.9 pour un site fixé s P S, la fonction coefficient extrémal temporel θpl1q
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et le F -madogramme temporel associé ν
ptq
F pour δ P t0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9u pour ce

processus. On pose :

Σ “

ˆ

10 0
0 10

˙

,

et τ “ p1, 1qt. Clairement, quand δ augmente, l’indépendance (i.e., θpl1q Ñ 2) ap-
parâıt à des distances temporelles plus grandes l1.

Finalement, basé sur le Schéma 2, l’estimateur des moindres carrés pψ “
´

pσ11, pσ12, pσ22, pτ1, pτ2, pδ
¯t

est donné par :

pψ “ arg min
ψ

ÿ

l1PK

ÿ

hPH
‖h‖“h

ωh,l1
ˆ

pνF ph, l
1
q ´

"

1

2
´

1

θph, l1q ` 1

*˙2

, ph, l1q P H ˆK,

(3.27)

où θph, l1q “ Φ
´

β
2
` 1

β
log

`

δ´l
1
˘

¯

`δl
1

Φ
´

β
2
` 1

β
log

`

δl
1
˘

¯

`1´δl
1

et β “
b

ph´ l1τ qtΣ´1ph´ l1τ q.

Simulations

Dans Abu-Awwad et al. (2021), nous avons réalisé une étude de simulations
pour vérifier la qualité d’estimation de la procédure sur le processus Brown-
Resnick spatio-temporel ainsi que sur le processus spatio-temporel de Smith avec
les différents schémas d’estimation. Dans les deux cas, on observe que l’estima-
tion des paramètres spatiaux est meilleure avec le Schéma d’estimation 1 alors
que le Schéma d’estimation 2 est légèrement plus performant pour les paramètres
temporels.
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Chapitre 4

Conclusion et Perspectives

Pour conclure ce document de synthèse, donnons quelques perspectives de re-
cherche. Mes projets de recherche s’orientent autour de deux thèmes principaux :
la Théorie des Valeurs Extrêmes univariée et les extrêmes spatiaux.

Le choix de la taille de bloc dans l’approche Block Maxima est un problème
important, tout comme le choix du seuil dans l’approche PoT. La Formule (1.2)
permet d’offrir une solution. En effet, si on se fixe une taille de bloc suffisamment
grande, nous obtenons un échantillon de maxima approximativement distribué
suivant une distribution GEV de paramètres pµGEV , σGEV , ξGEV q. Si l’approxima-
tion par une distribution GEV est valide alors, en considérant comme seuil pour
l’approche PoT la valeur µGEV , les excès au delà du seuil sont distribués suivant
une GPD de paramètre pσGPD, ξGPDq avec ξGPD « ξGEV et σGPD « σGEV . L’idée
est donc, pour différentes tailles de bloc, de considérer une distance entre les pa-
ramètres obtenus pour l’ajustement des maxima par une GEV et l’ajustement des
excès au delà du seuil µGEV par une GPD. On cherche ensuite le minimum pour
obtenir une taille de bloc adéquat.

La Figure 4.1 montre un exemple d’utilisation du critère appliqué à des données
de précipitations à Avignon. Le graphique semble indiquer qu’un bon choix de taille
de bloc serait 40. A noter que l’on peut aussi considérer comme critère la différence
entre des niveaux de retours basés sur l’approche Block Maxima et sur l’approche
PoT.

Le projet qui va m’occuper les prochaines années est l’utilisation des techniques
d’apprentissage profond appliquées aux processus spatiaux. Nous avons commencé
à travailler dessus avec Véronique Maume-Deschamps et Manaf Ahmed grâce à un
financement de post-doctorat par le projet PAUSE. La première partie de ce pro-
jet a récemment été soumise. Il s’agit d’utiliser une modification d’un réseau de
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Figure 4.1 – Critère pour le choix de la taille de bloc appliqué aux données de
précipitations à Avignon.

Figure 4.2 – Architecture du réseau de neurones artificiels pour détecter la
dépendance/indépendance asymptotique.
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neurones convolutifs pour détecter l’indépendance ou la dépendance asymptotique.
L’architecture générale du réseau de neurones utilisée est représentée dans la Fi-
gure 4.2.

Nous simulons une grande quantité de processus suivant différents modèles.
Pour chaque simulation, nous estimons les fonctions χp.q et χp.q. Ce sont ces
fonctions estimées qui entrâınent l’algorithme. Les premiers résultats sont très
encourageants. Sur les simulations tests, l’algorithme classe correctement 97%
des modèles asymptotiquement indépendants mais aussi des modèles asympto-
tiquement dépendants même lorsque les simulations tests sont effectuées avec des
modèles qui n’étaient pas parmi les modèles utilisés dans la partie entrainement.
Nous travaillons aussi sur le même type d’algorithme pour reconnâıtre le modèle
spatial.

Par la suite, nous pensons poursuivre en proposant une méthodologie qui tra-
vaille directement sur les données, sans passer par les fonction χ et χ, ainsi qu’une
méthodologie qui puisse traiter la non-stationnarité.

Sur des thèmes annexes, nous avons deux projets (avec des financements de
thèse CIFRE) liés à l’apprentissage statistique. Le premier avec la société Ginkyo
fait suite à deux contrats de recherche pour la valorisation financière de joueurs
de football. A partir des données de jeu d’un joueur, nous avons proposé plusieurs
modélisations de son prix de vente. Le projet actuel vise à inclure une dimension
temporelle et être capable de faire des projections ou des trajectoires pour les
joueurs des centres de formation. Le deuxième projet avec la société Natixis vise à
construire des méthodes basées sur l’apprentissage statistique pour capter des liens
de causalité afin de dégager des prédictions sur des entreprises, des secteurs ou des
variables macroéconomiques dans le cadre des propagations des crises. L’objectif
est donc de développer de nouveaux modèles causaux pour les risques bancaires
(risques de défaut, risque de contagion ...).

77



Bibliographie

Abu-Awwad, A., V. Maume-Deschamps, & P. Ribereau
2019. Fitting spatial max-mixture processes with unknown extremal dependence
class : an exploratory tool. TEST, 29(2) :479–522.

Abu-Awwad, A., V. Maume-Deschamps, & P. Ribereau
2020. Censored pairwise likelihood-based tests for mixing coefficient of spatial
max-mixture models. Revista de Investigacion Operacional, 41(1) :1–26.

Abu-Awwad, A., V. Maume-Deschamps, & P. Ribereau
2021. Semiparametric estimation for space-time max-stable processes : F-
madogram-based estimation approachs. Accepté à Statistical Inference for Sto-
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2010. Testing the independence of maxima : from bivariate vectors to spatial
extreme fields. Extremes, 13(2) :155–175.

Bacro, J.-N., C. Gaëtan, & G. Toulemonde
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Davis, R. A., C. Klüppelberg, & C. Steinkohl
2013a. Max-stable processes for modeling extremes observed in space and time.
Journal of the Korean Statistical Society, 42(3) :399–414.
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