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INTRODUCTION

1 Mise en contexte et objectifs de la these

1.1 Modéliser une dynamique moléculaire

Le déplacement des particules qui interagissent dans les cellules ainsi que leur
organisation dans le temps et dans ’espace est un sujet de questionnement majeur
et permanent en biologie cellulaire. La compréhension de ces mouvements est un
objectif a long terme de la recherche scientifique qui mobilise des physiciens, des

biologistes, des informaticiens et des mathématiciens.

Pour expliquer ces phénomeénes, des méthodes d’analyse d’images ont été déve-
loppées afin de traiter des vidéos acquises en microscopie de fluorescence [SFST97,
GCK™18, AABA10, BKB09, Bou23, LCB*20]. Ces études demandent dans un pre-
mier temps un suivi précis (tracking) des particules considérées puis dans un deuxieme
temps une méthode fiable pour interpréter le mouvement des particules (e.g. pro-
téines) en question. Dans cette thése, nous ne nous intéresserons pas aux méthodes
utilisées pour effectuer la tache d’estimation des trajectoires, qui sont déja tres
nombreuses [KSAT15, CSDC*14, RDJ*17, GFSM20, VVP14, VHHK16, SPB*19,
LCB*20, BAD"21, Bou23], mais nous nous consacrerons a 'analyse de la dyna-
mique des particules (apparition, mouvement, disparition) a partir des trajectoires

estimées.

Afin d’exemplifier le type de dynamique qui nous intéresse, la figure 1 illustre
(& gauche) une cellule vivante extraite d'une séquence vidéo, acquise en microscopie
TIRF (total internal reflection fluorescence) par I’équipe de Jean Salamero de I'Ins-
titut Curie (UMR 144 CNRS). Les petites taches (ou spots) visibles témoignent de
la présence de protéines de type Langerin, a proximité de la membrane plasmique
de la cellule. A droite de la figure 1, nous affichons les trajectoires extraites de cette

séquence apres traitement informatique (segmentation, filtrage stochastique).
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Introduction

FI1GURE 1 — Dynamique des protéines de type Langerin pres de la membrane d’une
cellule lors du phénomeéne d’exocytose. A gauche : une image de la séquence vidéo
brute obtenue par microscopie TIRF. A droite : superposition de toutes les trajec-
toires obtenues apres traitement de I'ensemble de la vidéo brute (comportant 1200
images).

Les modeles mathématiques et biophysiques sont indispensables pour simuler
et analyser le comportement des molécules dans les cellules. Les données simu-
lées permettent non seulement d’évaluer les performances des algorithmes d’analyse
d’images, mais aussi d’entrainer des modeles complexes comme les réseaux neuro-
naux profonds. Dans ce contexte, les modeles stochastiques basés sur des particules
sont largement utilisés pour le suivi des molécules [CSDC*14, RDJ"17, GFSM20,
VVP14] et servent aussi a créer des simulateurs de microscopie de localisation de
molécules uniques (SMLM) [VHHK16, SPB*19, LCBT20, BAD"21, Bou23].

Au-dela des logiciels usuels tels que Virtual Cell [SFST97], MCell [GCKT18]
et Smoldyn [AABA10], spécialisés dans la caractérisation des dynamiques réaction-
diffusion, de nombreux modeles stochastiques ont été mis en place afin de représenter
le comportement des particules dans la cellule, en incluant des mouvements brow-
niens, confinés, anormaux ou dirigés avec des vitesses variables [BKB09, Bou23,
BN13, HH17, BKV18, PZB"18, BVK19, LCB*20, ASP*19, MGVGM™21], pour
analyser le comportement des molécules dans le cytoplasme ou lorsqu’elles sont pro-
pulsées le long d’un réseau de cytosquelette [BKB09, LDH09, Ker22]

Cependant, toutes ces dynamiques ne prennent pas en compte des changements
de régime au cours du déplacement des particules, bien que ce comportement soit

manifestement observé dans des applications réelles [BKV18]. De plus, ces modeles

12



1. Mise en contexte et objectifs de la thése

supposent généralement que les particules sont indépendantes et considerent un
taux de naissance constant. Ils ne tiennent pas non plus compte de l'influence des
particules voisines sur le moment et le lieu d’apparition de nouvelles particules, en
excluant toute interaction avec les particules existantes. Les mémes limites sont pré-
sentes si on s’intéresse a la dynamique de disparition des particules. Il existe donc
encore des opportunités pour améliorer les modeles existants afin de prendre en

considération ces spécificités de déplacements des molécules.

1.2 Le processus birth-death-move avec mutations

Dans cette these, nous proposons de tirer parti d'une adaptation d’un modele sto-
chastique, appelé processus “birth-death-move” (BDM), qui est suffisamment flexible
pour inclure toutes les fonctionnalités mentionnées précédemment dans un cadre
unifié et théoriquement bien fondé.

Les processus BDM [LLG21] ont été introduits pour enrichir la notion déja for-
malisée par Preston depuis 1975 [Pre75] des processus de naissance-mort spatiaux
(dits spatial birth-death processes). Ces derniers ont eux-mémes permis d’élargir la
notion de processus de naissance-mort simple, qui ne considérait que le cas ou les
parametres du systeme dépendent seulement de la taille de la population d’individus
ou de particules. La vision de Preston permet de considérer des cas beaucoup plus
complets, dans lesquels les apparitions et disparitions des individus (particules dans
notre cas) dépendent de la position des autres individus. On peut ainsi traiter des
modeles beaucoup plus généraux ou, par exemple, les individus ont tendance a ap-
paraitre a proximité d’individus déja vivants (phénomenes de propagation), ou bien
a disparaitre s’ils sont trop nombreux dans un méme site (phénomeénes de concur-
rence des ressources). Néanmoins, une limite du modele de Preston est qu’il suppose
que la localisation spatiale de chaque individu reste fixe, de sa naissance jusqu’a
sa mort. C’est pour palier cette limite et ainsi pouvoir considérer un déplacement

des particules pendant leur durée de vie que les processus birth-death-move ont été
introduits [LLG21].

Conformément a l'objectif de cette these, nous étudierons les processus birth-
death-move afin de modéliser la dynamique spatio-temporelle d'un systeme de par-

ticules en mouvement au cours du temps, tandis que de nouvelles particules peuvent
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apparaitre dans la cellule et que certaines particules existantes peuvent disparaitre.
Dans ce modele, les trajectoires peuvent étre générées par n’importe quel modele
de diffusion de Markov continu, ce qui inclut la plupart des modeles de trajectoires
individuelles précédemment considérés dans la littérature. De plus, ce modele per-
met d’introduire des interactions entre les particules, de sorte que des situations de
colocalisation (i.e. présence simultanée de plusieurs types de molécules en interac-
tion au méme endroit) peuvent ainsi étre générées. L’intensité des naissances, qui
régit le temps d’attente avant 'apparition de la prochaine particule, peut dépendre
de la configuration actuelle des particules, de méme que l'intensité des morts. Par
conséquent, nous pouvons imposer que plus il y a de molécules dans la cellule, plus
I'intensité de mort est élevée, ce qui induit des disparitions rapides. Certains ef-
fets spatiaux peuvent également étre pris en compte afin de créer des régimes de
mouvement distincts dans certaines régions de la cellule ou d’encourager certaines
régions spatiales a concentrer davantage d’apparitions de particules, par exemple a

proximité de certaines particules existantes.

Dans cette these, nous nous intéresserons aux applications du processus BDM en
biologie cellulaire, mais ce type de dynamique est également observé dans d’autres
domaines, notamment en épidémiologie [MH17] et en écologie [RS01, PG19]. Les
processus BDM ont été introduits dans [LLG21] et analysés plus en détail dans
[LLGM22], avec un accent particulier sur I’étude de leurs propriétés ergodiques. Pour
étre complet, plusieurs processus existants présentent des dynamiques pouvant étre
décrites comme des processus BDM : les systemes de particules markoviens a sauts
étudiés dans [Loc02b, Loc02a], les processus de branchement [AN12] et les modeles

de population a structure spatiale [BM15].

Une premiére contribution de cette these a été d’ajouter au modele existant la
possibilité de marquer chaque particule avec une étiquette, permettant ainsi de dis-
tinguer, par exemple, différents types de protéines, ou différents types de régimes de
mouvement suivis. Cette marque peut changer au fil du temps; une particule peut,
par exemple, transiter d’un régime brownien vers un mouvement dirigé. Ces chan-
gements de marque seront appelés, selon le contexte, mutations ou transformations
(sans étre une véritable mutation biologique). Ce modele BDM marqué sera appelé

processus birth-death-move avec mutations : BDMM.

La figure 2 présente les mémes données que celles de la figure 1 avec ’ajout d’une

14



1. Mise en contexte et objectifs de la thése

FIGURE 2 — Trajectoires obtenues apres traitement de ’ensemble de la vidéo consi-
dérée dans la figure 1. Les couleurs indiquent la marque de chaque particule, a savoir
le régime de mouvement suivi (bleu pour un mouvement brownien, rouge pour un
mouvement super-diffusif et vert pour un mouvement confiné).

marque pour chaque particule, correspondant au type de mouvement. Cette marque
est mise en évidence avec une couleur : bleu pour un mouvement brownien, rouge
pour un mouvement super-diffusif et vert pour un mouvement confiné. Certaines
particules peuvent changer de couleur, c¢’est-a-dire changer de type de mouvement
au cours de leur durée de vie.

Dans cette figure, I'estimation des marques et des changements de marque a été
effectuée par la méthode présentée dans [BVK19] et nous reviendrons sur cette pro-

blématique dans la derniere partie du manuscrit.

La dynamique d’un processus BDMM est expliquée rigoureusement dans le ma-
nuscrit. L’idée générale est la suivante. On note A C R? I’espace de vie des particules
considérées et M I'ensemble fini des marques possibles. Un processus BDMM (X;):>o
est un processus de Markov dont I'espace des états est défini ainsi :

+oo
E = {configurations de points de A x M} = | | E,
p=0
ou E, = {configurations de p points de A x M}. Au cours du temps, les particules
se déplacent selon des mouvements continus entre deux “sauts”. Les “sauts” ont lieu

a des instants aléatoires et correspondent a :

e une naissance : une nouvelle particule apparait et le processus passe de I’espace

15
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E, a l'espace L1,

« une mort : une particule existante disparait et le processus passe de ’espace
E, a l'espace L,_1,

e une mutation : la marque d’'une particule existante change et le processus

continue d’évoluer dans £,.

Ainsi, pour entierement décrire la dynamique d’'un processus BDMM, trois in-

grédients sont nécessaires :

— un processus de Markov multivarié, homogene et continu qui dirige le mou-
vement de toutes les particules entre deux instants de naissance, mort ou

mutation ;

— trois fonctions, appelées intensités de naissance, de mort et de mutation, qui
controlent les temps d’attente avant la prochaine naissance, la prochaine mort,

la prochaine mutation ;

— trois noyaux de probabilité qui caractérisent, lorsqu’un saut a lieu, la loi de
naissance de la particule qui apparait, la loi de mort de la particule qui dispa-

rait, et la loi de mutation de la particule qui change de marque.

Chacune de ces caractéristiques peut prendre une forme paramétrique, que 1'on

pourra chercher a estimer lors d’études statistiques.

1.3 Etat de I’art et contributions de la thése

La premiere partie de ce manuscrit explique dans un premier temps, comment
spécifier tous les ingrédients essentiels a la définition d’un modele BDMM en donnant
de nombreux exemples pertinents pour les applications en biologie cellulaire. Dans
un deuxiéme temps, nous proposons un générateur du traffic de particules basé sur
le processus BDMM.

L’outil de simulation est tres flexible et permet de modéliser un systeéme de
particules en mouvement, éventuellement en interaction, chacune pouvant passer
d’un régime de diffusion (par exemple, brownien) & un autre (par exemple, un
mouvement dirigé), mais aussi de prendre en compte de maniére précise 'appa-
rition au cours du temps de nouvelles trajectoires et leurs disparitions, ces évé-
nements pouvant dépendre des régions dans la cellule mais aussi de la configura-

tion spatiale courante de toutes les particules existantes. Notre simulateur permet
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de générer des dynamiques plus réalistes que les procédures de simulation stan-
dards [SFST97, GCK™18, AABA10, BKB09, Bou23, LCB"20], en tenant compte

par exemple des situations de colocalisation souvent observées entre les protéines.

La deuxieme partie du manuscrit est consacrée a l'inférence d’un processus
BDMM. Dans des travaux antérieurs, Frédéric Lavancier et Ronan Le Guével ont dé-
crit dans [LLG21] comment obtenir un estimateur non-paramétrique des fonctions
d’intensité de naissance et d’intensité de mort (qui permettent de gérer le temps
d’attente avant la prochaine naissance ou la prochaine mort). Dans le méme état
d’esprit, ils ont aussi, avec Emilien Manent dans [Man23], obtenu un estimateur non

paramétrique des noyaux de naissance et de mort d’un processus birth-death-move.

Dans cette theése, nous nous sommes concentrés sur l'aspect paramétrique de
I'inférence du processus. Lorsqu’il n’y a ni déplacement ni mutation (i.e. lorsque
le processus se résume & un processus spatial de naissance et de mort [Pre75]),
I’estimation paramétrique par maximum de vraisemblance lorsque 'espace de vie
des individus A est de dimension 1 a été examinée dans [MS94], avec une application
a I'analyse du déplacement des dunes. La méme méthode d’estimation a été reprise
dans [Sad19] pour gérer des cas particuliers d'un processus spatial de naissance et de
mort en dimension 2, en vue de modéliser les ouvertures et fermetures de magasins
a Tokyo. Dans ces références avec des applications tres différentes, aucune étude
statistique théorique n’est fournie et, par définition, les particules ne se déplacent
pas. Dans [Loc02a], la propriété de normalité asymptotique locale (LAN) du modele
markovien décrivant des systemes de particules a sauts a été établie, et ceci dans un

cadre tres général.

La seconde contribution de cette these est d’avoir spécifié 1'expression de la
vraisemblance et démontré la propriété de normalité asymptotique locale (LAN)
d’un processus BDMM sous certaines hypotheses, dont nous remarquerons qu’elles
sont satisfaites pour les spécifications paramétriques standards du modele. Cette
propriété permettra d’obtenir, pour des approches paramétriques, des estimateurs
asymptotiquement optimaux et de connaitre de maniere explicite leur loi asympto-

tique.

Les études statistiques, paramétriques ou non, nous permettent d’estimer chaque

caractéristique du systeme sauf les instants de saut. Quant aux sauts qui corres-
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pondent a des événements de naissance et de mort, il sont facilement identifiables
en analysant le cardinal de la population. En revanche, I'estimation des instants de
mutation demande une étude plus appronfondie. La derniére partie de ce manuscrit
se concentre sur cette étude, dans le cas particulier ou ’ensemble M des marques
regroupe les différents régimes de déplacement dans lesquels peut se trouver chaque
particule. Déterminer les instants de mutation revient donc, dans ce cas, a retrou-
ver les instants ou chaque particule change de régime de mouvement. L’objectif de
cette derniere partie est donc d’estimer, a partir des trajectoires observées, le type
de mouvement suivi par chaque particule et les différents parametres sous-jacents,
mais aussi de déterminer les instants de transition entre deux types de mouvement.

En général, la plupart des méthodes recourent au déplacement quadratique
moyen (MSD : Mean Square Displacement) [GLGW13, QSE91] pour estimer le mou-
vement de diffusion (et ses parameétres) associé a une trajectoire compléte. Des mé-
thodes ont été élaborées pour détecter les instants de transition entre deux types de
mouvement sur une méme trajectoire ; certaines se basent sur des tests statistiques
réalisés sur des fenétres glissantes le long de la trajectoire [BVK19], d’autres sur la
notion de chaine de Markov a états cachés [MBPT15], et les plus récentes sur des
techniques de “Deep Learning” [MGVGM*21, ASP*19].

La méthode que nous avons adoptée dans ce manuscrit repose sur des modeles de
Markov a états cachés et un algorithme EM (Expectation-Maximization). Contrai-
rement aux méthodes précédentes, notre approche permet a la fois de détecter les
changements de type de mouvement mais aussi de déterminer les parameétres qui ca-
ractérisent ces mouvements, le tout en considérant un grand nombre de trajectoires.
Pour finir, nous avons adapté notre approche pour gérer le cas ou les particules
suivent trois types de mouvement : un mouvement brownien, un mouvement brow-
nien dirigé (super-diffusion) et un mouvement donné par un processus d’Ornstein-
Uhlenbeck (sous-diffusion).

2 Organisation de la these

Cette these est organisée en trois parties, chacune étant subdivisée en deux cha-
pitres avec I'ajout d’annexes qui s’y rapportent. Dans la partie I, nous présentons
le modele BDMM et un algorithme permettant de simuler des trajectoires de par-

ticules dans des cellules. Dans la partie II, nous étudions la propriété de normalité
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asymptotique locale (LAN) du processus BDMM, avant de 'appliquer a l'estima-
tion de certains parametres du modele. Enfin, dans la partie III, nous utilisons les
modeles de Markov a états cachés et un algorithme EM pour estimer le mouvement
suivi par un ensemble de particules. Le contenu de la these est présenté de maniere

synthétique ci-dessous.

Partie I : Un modéle génératif pour simuler la dynamique spatio-temporelle

des biomolécules dans les cellules.

Cette partie correspond a l'article [BLSK23], publié dans le journal “Biological

Imaging” en 2023. Pour cette raison, cette partie est rédigée en anglais.

Chapitre 1 : Présentation du processus birth-death-move avec muta-
tions

Dans ce chapitre, nous étudions le processus birth-death-move avec changements
de régimes (abrégé en BDMM) afin de générer des dynamiques conjointes de molé-
cules dans les cellules.

Dans la premiere section, nous donnons la définition précise du processus sto-
chastique BDMM, et nous énumérons, en nous appuyant sur de nombreux exemples,
tous les ingrédients nécessaires pour décrire précisément le modele. Une construction
itérative est présentée, clarifiant le déroulement de la dynamique spatio-temporelle
du processus. Un algorithme de simulation est détaillé en Annexe A et est disponible
dans le répertoire Github https://github.com/balsollier-lisa/BDM-generator
-for-bioimaging. Dans un deuxiéme temps, nous fournissons de nombreux exemples,
que nous pensons étre appropriés pour modéliser des dynamiques réelles de molé-

cules.

Chapitre 2 : Application a I’étude de la dynamique de données réelles
En nous basant sur des ensembles de données réelles de microscopie de fluores-
cence, nous calibrons notre modeéle pour mimer les dynamiques conjointes de deux
types de protéines, Langerin et Rab-11, en interaction au niveau de la membrane
plasmique. Notre approche nécessite une étude empirique préalable afin de choisir
et de calibrer judicieusement les différents parametres du modele BDMM. Les pro-

téines de type Langerin issues de ces données réelles sont celles représentées a droite
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F1GURE 3 — Deux séquences simulées de trajectoires imitant la dynamique des pro-
téines présentées dans la figure 1. Les couleurs indiquent la marque de chaque parti-
cule, qui est ici le régime de mouvement suivi (bleu pour un mouvement brownien,
rouge pour un mouvement super-diffusif et vert pour un mouvement confiné).

de la figure 1. Apres post-traitement, la séquence met en évidence une série de tra-
jectoires, chacune suivant des types de mouvement distincts. Elles sont distribuées
spatialement dans la cellule de maniere spécifique, et se produisent a des intervalles
variables tout au long de la séquence. De plus, 'apparition de nouvelles particules
Langerin dépend de la position des protéines de type Rab-11 présentes. Cette des-
cription correspond bien a la dynamique d'un processus BDMM. Les trajectoires
observées pour la protéine Langerin sont illustrées sur la figure 2, qui ajoute, par
rapport a la figure 1, une marque pour chaque particule qui est ici son type de
mouvement.

Par la suite, nous calculons, a partir de ce jeu de données réelles, un ensemble
de descripteurs destinés a calibrer les parametres du processus BDMM en vue de
produire des simulations imitant la dynamique réelle. Ces descripteurs nous permet-
tront aussi d’établir des caractéristiques de référence pour évaluer la pertinence des
séquences simulées obtenues. Enfin, nous simulons plusieurs séquences et démon-
trons qu’elles possedent des caractéristiques comparables a celles observées dans les
séquences réelles. Deux simulations typiques de trajectoires mimant la dynamique
réelle sont présentées sur la figure 3. Nous comparerons ces deux simulations aux

données réelles de la figure 2.
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Partie II : Estimation paramétrique et propriété LAN d’un processus
BDMM.

Cette partie correspond a l'article [BL24], soumis pour publication en 2024. Pour

cette raison, comme pour la partie précédente, elle est rédigée en anglais.

Chapitre 3 : Vraisemblance et propriété LAN d’un processus BDMM.

Dans ce chapitre, nous abordons l'inférence paramétrique des processus birth-
death-move avec mutations. Apres avoir défini de maniere plus formelle que dans
le chapitre 1 le processus BDMM, sa dynamique et ses différents ingrédients, nous
nous intéressons a l'inférence paramétrique de ces caractéristiques étant donnée une
seule réalisation du processus, sur un intervalle de temps fini. Dans une deuxieéme
section, nous exprimons la vraisemblance d’un processus BDMM, ainsi que des ga-
ranties théoriques en prouvant la normalité asymptotique locale (LAN) du modele.
En notant £(¢) la vraisemblance du processus observé sur 'intervalle [0,¢] et pa-
ramétré par U € RY, cette propriété LAN exprime que sous certaines conditions de
régularité, on a pour tout 9 € RY, t >0, h € Rl et N € N* :

1

Lin(9+ =
LW+ 75) _ WM () = SATMMY)(#)h + Remp a(t),

I
T L)

ol Remy g 5(t) converge vers 0 en Pio—probabilité lorsque N tend vers +oo, M™? est
une martingale qui sera précisée dans le chapitre et Pgo est la loi du processus sachant
que sa position initiale est xg € FE, ie. Xy = x¢. Cette propriété implique 'optimalité
et la normalité asymptotique de 'estimateur du maximum de vraisemblance, avec

une matrice de covariance asymptotique explicite et estimable.

Chapitre 4 : Analyse du phénomeéne de colocalisation sur des données
simulées puis sur des données réelles.

Dans ce chapitre, une étude par simulation est réalisée, montrant les perfor-
mances de 'estimateur du maximum de vraisemblance de certains parametres du
modele, ainsi que I'estimation de la région de confiance associée. Le cadre est proche
de celui de I’ensemble de données réelles analysé par la suite, afin de fournir cer-
taines garanties sur la fiabilité des conclusions qui s’y rapportent. Ce jeu de données
est le méme que celui présenté au chapitre 2, a savoir une séquence vidéo montrant

des protéines Langerin et des protéines Rab-11 en interaction dans une cellule vi-
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vante donnée. Comme détaillé dans le chapitre 2, leurs dynamiques sont cohérentes
avec la réalisation du processus BDMM. En nous appuyant sur ce modele et 1’esti-
mation de ses parametres, nous quantifions le degré de colocalisation des protéines
Langerin avec les protéines Rab-11. L’ensemble des codes Python utilisés pour ob-
tenir les simulations et les résultats associés, ainsi que ceux associés aux données
réelles sont téléchargeables a partir du le répertoire Github https://github.com/

balsollier-lisa/Parametric-estimation-of-the-BDMM-process.

Partie III : Analyse du mouvement des trajectoires et détection des

instants de changement de régime.

Cette partie est rédigée en francais. Elle correspond a un travail réalisé durant

la fin de ma theése.

Pour mener a bien I'estimation paramétrique présentée dans la partie précédente,
il est nécessaire de connaitre les instants de saut du processus. Les temps de saut
qui sont des instants de naissance (resp. de mort) sont faciles a identifier car il
suffit d’observer a quels moments le nombre d’individus présents a augmenté (resp.
diminué) de une unité. En revanche, les instants de mutation du processus sont
beaucoup plus difficiles a détecter. Dans toute cette partie, nous nous plagons dans le
cas ou la marque désigne le type de diffusion suivi par la particule. Nous supposons
de plus, que lorsqu’une particule se déplace entre deux sauts, ce mouvement se
fait indépendamment des autres particules, et que lors d’une mutation (qui est un
changement de type de diffusion ici), celle-ci a lieu indépendamment des positions
et des marques des autres particules. Le but de ce chapitre est d’estimer les instants
de mutation dans ce cas particulier mais aussi de déterminer les caractéristiques du

régime suivi par chaque particule entre ces instants.

Chapitre 5 : Modeles de Markov a états cachés et algorithme EM pour
classifier des trajectoires
On suppose dans ce chapitre qu’'un ensemble de trajectoires a été observé a des

instants discrets. Le but est de classifier les différents morceaux de chacune des
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trajectoires en fonction du régime de mouvement sous-jacent, et de déterminer les
parametres des régimes de mouvement (coefficients de diffusion, drift, ...).

Pour chaque trajectoire, comportant n points d'un sous-ensemble A C R%, notée :
Z = (20,21,...,2,) € A"
on associe n états cachés, qu’il s’agit d’estimer :
M = (mq,...,my) € M",

ou m; représente le type de mouvement suivi par la particule entre le point z;_; et
z; (e.g. brownien, confiné, super-diffusif). Ceci se traduit schématiquement par le

graphe suivant :

Etats cachés :

Observations : 2 29 . L _,@
S\

Ce formalisme correspond a un modele de Markov a états cachés. Nous recourons
par la suite & un algorithme EM (Expectation-Maximization) pour estimer les pa-
rametres optimaux de chacun des types de mouvement puis 1’algorithme de Viterbi
pour en déduire les états cachés. Dans le cas particulier ot I’ensemble M des différents
types de mouvement possibles est M = {brownien, processus d’Ornstein-Ulhenbeck,
brownien dirigé}, nous montrons que les maxima nécessaires pour mettre en oeuvre
I’algorithme EM sont explicites, ce qui rend d’autant plus efficace 'utilisation de cet

algorithme.

Chapitre 6 : Applications sur des données simulées puis sur des don-
nées réelles.

Tout d’abord, nous nous intéressons a des données simulées, générées a l'aide de
I’algorithme de simulation du modele BDMM présenté dans la partie I, dont nous ca-
librons les caractéristiques pour mimer au mieux la dynamique des particules réelles
que nous étudions dans la deuxieme partie de ce chapitre. Cette dynamique pré-

sente les trois types de mouvement suivants : brownien, brownien dirigé et solution
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F1GURE 4 — Trajectoires de la figure 1 coloriées grace aux résultats fournis par les
algorithmes EM et Viterbi, développés dans la partie I1I. Les couleurs indiquent la
marque de chaque particule, qui est ici le régime de mouvement suivi (bleu pour un
mouvement brownien, rouge pour un mouvement brownien dirigé et vert pour un
mouvement qui suit la solution d’un processus d’Ornstein-Ulhenbeck).

d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Nous présentons les résultats produits par
I’algorithme EM, pour 'estimation des parametres théoriques caractérisant ces trois
mouvements dans divers scénarios. Par exemple, si toutes les trajectoires sont régies
par les mémes parametres, I'estimation est de trés bonne qualité. C’est également
le cas si les parametres propres a chaque trajectoire ne sont plus considérés comme
des inconnues. En revanche, si les parametres de chacun des trois mouvements sont
propres a chaque trajectoire, ce qui revient au cas ou on n’étudie qu’une seule tra-
jectoire, les conclusions sont en dega des résultats espérés et d’autres méthodes plus
dédiées sont plus efficaces [MBP*15].

Les résultats obtenus sur nos simulations s’averent précieux pour réaliser une
étude similaire sur le jeu de données réelles déja étudié dans les chapitres 2 et 4. Si
on suppose que les parametres de chacun des trois types de mouvement possibles
sont communs a toutes les trajectoires, 'algorithme EM converge bien et permet
d’estimer les états cachés (i.e. des types de mouvement suivis) griace a l'algorithme
de Viterbi. La figure 4 illustre le résultat d’estimation obtenu et procure ainsi une
détection alternative a celle proposée par la méthode de [BVK19], présentée sur la

figure 2.
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A generative model to simulate
the spatio-temporal dynamics of

biomolecules in cells.
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CHAPTER 1

PRESENTATION OF THE
BIRTH-DEATH-MOVE PROCESS WITH
MUTATIONS

This chapter constitutes the first part of the article [BLSK23].

In this chapter, we give the precise definition of our stochastic process, and
we in particular list all ingredients needed to fully specify the model. An iterative
construction is presented in Section 1.2, clarifying how the dynamics proceeds, and
an effective simulation algorithm is formally detailed in the appendix A. In Sec-
tion 1.3, we provide numerous examples for the specifications of the model, that we

think are relevant for many real biomolecules dynamics.

1.1 Heuristic and notations

In order to mimic the dynamics of biomolecules, we consider a multitype birth-
death-move process with mutations, denoted by (X;);>o.This process is a generali-
sation of birth-death-move processes, as introduced in [LLG21]. In the following, to
avoid misunderstanding we rather use the term “transformation” instead of “muta-
tion”. This section describes the spatio-temporal dynamics of (X;);>¢ and introduces
some notation.

At each time t, X; is a collection of particles located in a bounded set A of
R?. Each particle is assigned a mark that represents a certain feature. We denote
by M the collection of possible marks. Through time, the particles move (possibly
depending on their associated mark and in interaction with each other) and three

sudden changes may occur, that we call “jumps” :

1. a “birth” : a new particle, assigned with a mark, may appear;
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2. a “death” : an existing particle may disappear ;

3. a “transformation” : the mark of an existing particle may change.

Example : In our biological application treated in Section 2.1 of Chapter 2, A
represents a cell in dimension d = 2 or d = 3. We observe inside this cell two
types of particles, associated to Langerin and Rab-11 proteins, and each of them
moves according to three different possible regimes : Brownian, directed or confined
motion. For this example, each particle is therefore marked out of 6 possibilities,
whether it is associated to Langerin (L) or Rab-11 (R), and depending on its motion
regime (1 to 3), so that M = {(L,1),(L,2),(L,3),(R,1),(R,2),(R,3)}. Through
time, each particle moves independently of the others according to its motion regime
and eventually a new particle may appear, an existing one may disappear, and the

motion regime of some particles may change.

We denote by n(X;) the number of particles at time t. Each particle x; € X, for
i=1,...,n(Xy), is decomposed as x; = (z;, m;) where z; € A stands for its position
while m; € M denotes its mark. Accordingly we have X, € (A x M)™Xt)_ (Strictly
speaking the ordering of particles in X; does not matter, because any permutation
of particles leads to the same collection of particles. We choose in this paper to
bypass this nuance and use the same notation as if X; was a vector a particles, even
it is actually a set of particles.) Since the number of particles changes over time, the

stochastic process (X;):>o takes its values in the space

E=JAxM)™
neN
To stress the fact that X; is not a simple value but encodes the positions and marks

of a system of particles, we will say that this system at time ¢ is in configuration X;.

To fully specify the dynamics of (X;);>0, we need the following ingredients :

1. A system of equations (Move) that rules the way each particle of X; moves
continuously between two jumps. We will typically consider a system of sto-
chastic differential equations acting on the position of each particle, possibly

depending on their associated mark and in interaction with the other particles;

2. Three continuous bounded functions 8, 6 and 7 from E to [0, c0), called birth,
death and transformation intensity functions respectively, that govern the wai-

ting times before a new birth, a new death and a new transformation. At each
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time ¢, we may interpret 5(X;)dt as the probability that a birth occurs in the
interval [t, ¢+ dt], given that the system of particles is in the configuration X,

and similarly for ¢ and 7.
3. Three transition probability functions that indicate how each jump occurs :

— p?((2,m)|x) : probability density function that the birth occurs at the
position z with the mark m, given that there is a birth and that the

system of particles is in configuration x at the birth time;

— p°(x;|x), for x; € x : probability that the death concerns the particle z;
in x, given that there is a death and that the system of particles is in
configuration x at the death time;

— p"((zi,m;), m|x), for (z;,m;) € x : probability that the particle z; =
(z;,m;) in x changes its mark and that this transformation leads to the
new mark m # m,;, given that there is a transformation and that the
system of particles is in configuration x at the transformation time.

We provide in Section 1.3 some examples for the choice of these characteristics.

Finally, we will denote by 77,75, ... the jump times of the process and we agree
that TO =0.

1.2 Algorithmic construction

Assume we are given the characteristics of the process (X;);>o as introduced in
the previous section, that are the system of equations (M ove), the intensity functions
B, 6, 7, and the transition probability functions p®, p°, p™. Then, starting from an
initial configuration X at time 7y = 0, we construct iteratively the process in the
time interval [0,7] as follows. Here we set « = 3+ § + 7 to be the total intensity of
jumps.

1. Generate n(Xg) continuous trajectories as solutions of (Mowve) in the interval

[0, T — Tp], given the initial conditions Xo. Denote (Yy).ejo,r—1;) these trajec-

tories.

2. By flipping a coin, test whether the jump time 77 occurs after 7' (this is with
probability p) or before T' (this is with probability 1 — p), where

p = exp (— /0 e a(Yu)du> .
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— If 7y > T, then X; = Y;_g, for all t € [Ty, T], which completes the

simulation.

— Otherwise, we continue by generating 77 in [Ty, T] and the associated

jump as in the following.

3. Generate T) — Ty, given that T} < T, according to the probability distribution

1 t
]P)(Tl—TO < tlTl < T) = 17 (1 — exp (—/ oz(Yu)du>) s 0<t<T—-T1Ty.
D 0
The process until the time 77 is then given by the generated trajectories, i.e.
(Xt)ry<t<rs = (Yiom) <<y -

4. Draw which kind of jump occurs at 7} (we denote by XT; the configuration

of the process just before the jump, which is Y7, _7, by continuity of (Y;)) :
— this is a birth with probability 5(Xg-)/(Xq-);
— this is a death with probability o (XT;) / O‘(XT;) ;
— this is a transformation with probability 7(X;.-)/a(Xq-).
5. Generate the jump at t = T} to get X, as follows :

— if this is a birth, generate the new particle z = (z, m) according to the pro-
bability density function p?((z, m)|XTf). Then set Xz, = X U (z,m);

— if this is a death, draw which particle x; € XT{ to delete according to the
probability p‘;(:vi]XT;), fori=1,... ,n(XT;). Then set Xy, = XT; \ z;;

— if this is a transformation, draw which particle z; = (z;,m;) € XT; is
transformed and generate its transformation according to p™((z;, m;), m|X4-),
fori=1,...,n(Xy-). Then set Xy = (X7 \ (2i,m4)) U (21, ).

6. Back to step 1 with 7y < 77 and Xy < Xy, in order to generate the new

trajectories starting from Xz, and the next jump time 75, and so on.

In the first step of the above construction, the trajectories are generated up to
the final time T'. It is however very likely that the next jump occurs much before T’
so that it would be sufficient and computationally more efficient to generate these
trajectories on a shorter time interval. We provide in Appendix A a formal algorithm

of simulation of X; for t € [0, T, following the above construction and including the
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latter idea. This algorithm has been implemented in Python and is available in our
GitHub repository.

From a theoretical side, note that the specific exponential form of the probabi-
lity distribution of the inter-jump waiting time in step 3 is necessary to imply the
interpretation of 3, § and 7 explained in the previous section. This exponential form
also implies that (X;);>o is a Markov process, meaning that its future dynamics only
depends on its present configuration. We refer to [LLG21] for more details about

these theoretical aspects.

1.3 Exemplified specifications of the model

1.3.1 The inter-jumps motion

Recall that during an inter-jump period, the process (X;) has a constant cardi-
nality n = n(X;) and the marks of all its particles remain constant. We denote by
(Y,) a system of n such particles (z; ¢, m;), for i = 1,...,n, where z;; € A represents

the position of the ¢-th particle at time ¢ and m; € M is its constant mark, that is

Yt = ((Zl,ta m1>7 T, (Zn,t7mn>>-

In agreement with the construction of the previous section, the inter-jump trajectory
of each particle of (X;) will coincide with the n trajectories of (Y;) during this period.
As a general example, we assume that (Y;) follows the following system of sto-

chastic differential equation, starting at ¢t = 0 at the configuration yq € (A x M)",

le"t = Ul<t,Yt)dt + O'i(t, Yt)dBiﬂg, t Z O, 1= 1, ooy,
YO =Yo,

(Move) : {

where the drift functions v; take their values in R?, the diffusion o; are non-negative
functions, and (B;;), i = 1,...,n, are n independent standard Brownian motions in
R?. Here, yy, v; and o; are free parameters to be chosen.

Some conditions on the drift and diffusion functions are necessary to ensure the
existence and unicity of the solution of (Move). This holds for instance if these func-
tions are Lipschitz [Dks13], a condition met for the following examples. In addition,

since each particle is supposed to evolve in the bounded set A of R? we need in
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practice to force the trajectories of (Move) to stay in A. This may be achieved by
reflecting the trajectories at the boundary of A.

In its general form, (Mowve) allows the motion of each particle to depend on its
mark, but also on the position and mark of the other particles (that are part of Y).

We detail several examples below, that may be realistic for biological applications.

Example 1 (Brownian motions). If v;(¢,Y;) =0 and 0;(t,Y;) = o (for o > 0)
is constant, then each particle follows a Brownian motion with the same diffusion

coefficient o, independently of the other particles.

Example 2 (spatially varying diffusion coefficients). If v;(¢,Y;) = 0 and
0i(t,Yt) = 0m,(2i+), where o, is a positive fonction defined on A, then each particle
follows an independent diffusive motion, where the diffusive coefficient depends on
the associated mark and may vary in space. For instance, assume that A = A; U A,
with A1 N Ay = @ and that for m € M,

( ) O1,m if ze Al,
Oml\Z) =
02.m if =z S AQ,

where 01, > 0, 02,, > 0. Then each particle with mark m follows locally in A; a
Brownian motion with diffusion coefficient o4 ,, and locally in Ay a Brownian motion
with diffusion coefficient o5 ,,. Note that as such, o,, is not Lipschitz and it needs to
be smooth so as to fit the theoretical setting. This may be achieved by taking the

convolution of g, by a bump function.

Example 3 (directed and confined motions). If v;(t,Y:) = U, (2:¢) and
0i(t,Y¢) = oy, where v,,, is defined on A and o,,, > 0, then each particle evolves
independently of each other with a drift and a diffusion coefficient that depend on
its mark. This example includes the directed motion considered in [BKV18] when
U, (2) = Uy, is a constant drift. It also includes the Ornstein-Uhlenbeck dynamics,
also considered in [BKV18|, when vy, (z;:) = —Am,(zit — 2i0), where A, > 0 can
be interpreted as a force of attraction towards the initial position z; ¢, leading to a

confined trajectory.

Example 4 (interacting particles). In this example, we show how we can include
interactions between the particles through a Langevin dynamics. To do so, we intro-

duce, for m, m’ € M, pairwise interaction functions ®,, ,,,/, as considered in statistical
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physics : For r > 0, ®,, ,,(r) represents the pairwise interaction between a particle
with mark m and a particle with mark m' at a distance r apart. If &, ,..(r) = 0,
there is no interaction, if ®,, ,,(r) > 0 there is inhibition between the two particles
at distance r, and if @, ,,(r) < 0 there is attraction. Examples of inhibitive inter-
action functions can be found in [LLGM22]. The (overdamped) Langevin dynamics

associated to these interactions reads as (Move) with o;(t,Y:) = opm,, om, > 0, and

Ui(t, Yt) = - Z V(I)mi,mg'(”zii — Zjt
J#i

)7

where V denotes the Gradient operator. Accordingly, each particle moves in a di-
rection that tend to decrease the value of the pairwise interaction function with the

other particles.

Example 5 (colocalized particles). Assume that some particles, say with mark
m, are thought to be colocalized with particles having the mark m. This means that
we expect the former to be localised nearby the latter and to follow approximately
the same motion. Specifically, to let the particle ¢ with mark m be colocalized with
the particle j with mark 7, we may simply define z;; = 2, +0,B;;,t > 0, where B, ;
is a standard Brownian motion in R? representing the deviation of the trajectory 4
around the trajectory j, and o; > 0 quantifies the strength of this deviation. Here
zj+ may be defined as in the previous examples, for instance as the typical trajectory

of a particle with mark m.

1.3.2 The intensity functions

Recall that the intensity functions 5, 0 and 7 rule the waiting times until the next
birth, death and transformation, respectively. Heuristically, the probability that a
birth occurs in the time interval [t, +dt] given that the particles are in configuration
X, is f(X;)dt, and similarly for 6 and 7. As a consequence these probabilities may
evolve over time according to the configuration of particles, making for instance a
death more likely to happen when there are many particles or a high concentration
of them in some region, due to competition. We provide some natural examples
below. For each example, any of 3, 0 or 7 can be set similarly, even if we focus only

on one of them.

Example 6 (constant intensities). The simplest situation is when the intensity
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functions are constant, for instance 5(X;) = § with § > 0. Then births appear at
a constant rate and we can expect that in average § x (s — t) new particles appear

during the interval [s, ¢].

Example 7 (intensities depending on the cardinality). If 6(X;) = on(Xy),
with § > 0, then the more particles there are, the more deaths we observe. This is a
natural situation when each particle is thought to have a constant death rate 4, so
that the total death intensity for the system of particles at time ¢ is just the sum of
them, that is dn(X,).

Example 8 (spatially varying intensities). Assume that the mark of a particle
(say its motion regime) has more chance to change in some region of A than another,
then the transformation intensity 7 may reflect this dependency. Let for instance
A = Ay UAy with Ay N Ay = @ and define 7(X;) = 7ny(Xy) + 7n2(X;) where
71 < 7o and ny(Xy) (resp. n2(X;)) denotes the number of particles in A; (resp. in
As). Then for a given cardinality n(X;), the more proportion of particles in A,, the
more transformations happen. Note that in order to be rigorous, we should consider a

continuous version of 7, which can be achieved by convolution with a bump function.

Example 9 (transformation due to colocalization). Assume that some m-
particles (that are the particles with mark m) can be colocalized with some m-
particles. Assume in addition that the particles are assigned a second mark that
encodes their motion regime (e.g. diffuse, confined or directed). Eventually, during
the dynamics of particles, a non-colocalized m-particle may become colocalized with
a m-particle, meaning that it becomes D-close to a m-particle, where D is some pres-
cribed colocalization distance. If so, we may expect that the motion regime of the
m-particle becomes similar as the m-particle, so that a transformation must occur.
Let np mm(X:) be the number of D-close pairs of particles with marks m and m,
whose motion regimes are different. Then we may define 7(X;) = 7 np m7(Xy), for
some 7 > 0, so that a transformation (of motion regime here) is very likely to occur
when the aforementioned situation happen. Note that if 7 is large, such transfor-
mation will quickly happen as soon as np m,m(X¢) = 1, and so np mm(Xe) > 1 will
be unlikely to be observed. Here again a smooth version of 7 can be introduced by

convolution to ensure its continuity.
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1.3.3 The transition probability functions

We detail examples for the three possible transitions, in order below : births,
deaths and transformations.

For the births, remember that p®((z,m)|x) denotes the probability density func-
tion (pdf) that a particle appears at the position z with the mark m, given that the
system of particles are in configuration x. To set this probability, two approaches

are possible :

1. First drawing the mark m of the new particle with respect to some proba-
bility p”(m|x), then the position of the new particle given its mark accor-
ding to some pdf p®(z|x, m). This leads to the decomposition p?((z,m)|x) =
PP (m|x)p” (z]x, m).

2. First generating the position of the new particle with respect to some pdf
pP(z|x), then its mark m given the position with probability p”(m|x, z). This
leads to the decomposition p?((z,m)|x) = p°(z|x)p’(m|x, 2).

Example 10 (uniform births). This is the simple example where the births do
not depend on the environment, are uniform in space and the marks are drawn
with respect to some prescribed probabilities p,,, where > cvipm = 1. The two
above approaches then coincide with p?(m|x) = p®(m|x, z) = p,, and p?(z|x,m) =
pP(z]x) = 1/|A| for z € A.

Example 11 (colocalized births). We adopt here the first approach above. We
first draw the marks independently of the environment by setting p”(m|x) = p,
with },,emPm = 1, as in the previous example. Second, in order to generate the
position of a new m-particle, thought to be colocalized with the m-particles, we
may use a mixture of isotropic normal distribution, centered at each m-particle,
with deviation ¢ > 0. Denoting by 7n(x) the number of m-particles in x and Z; their

positions (i = 1,...,7n(x)), this means that

n(x) z— %
p’B(Z|X, m) = — 1 Z 1 exp (—H> ) (1.1)

n(x) 5 (ov2m)? 20°

Note that to be rigorous p®(z|x,m) should be restricted to A with a proper nor-
malisation, otherwise some particles might be generated outside A. We omit these
details.
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Example 12 (spatially dependent new marks). We may adopt the second
approach by first generating a uniform position for the new particle, i.e. p®(z|x) =
1/|A| for z € A, and second by drawing the mark according to the generated position.
Let for instance A = Ay U Ay with Ay N Ay = @ and set

P1,m lf A Al,
pP(mlx, 2) = _
DP2,m if =z € AQ,

where > e Pim = Ymem P2,m = 1. Then depending on the position, the distribu-

tion of the marks may be different.

We now focus on the death transition, namely the probability p°(z;|x), for z; € x,

that the particle z; in x disappears when there is a death.

Example 13 (uniform deaths). The simplest example is when a death occurs

uniformly over the existing particles, that is p°(z;|x) = 1/n(x) fori = 1,...,n(x).

Example 14 (deaths due to competition). We may imagine that, due to compe-
tition, a particle is more likely to disappear if there are too many neighbours around
it. Let np(x;) be the number of neighbouring particles around z; within distance
D > 0. To take into account the competition at distance D > 0, we may define
P’ (xi|x) = np(z;)/ z}i’? np(x;). Similarly, if relevant, we may count the number of

neighbours of a certain mark only.

Finally, we focus on p”((z;, m;), m|x), for (z;,m;) € x, which is the probability
that the particle z; = (z;, m;) in x changes its mark from m; to m # m;, when a
transformation happens. Similarly as for the birth transition probability, it is natural

to decompose this probability as
P’ ((zi, mi), mlx) = p"((zi, ma) [x)p" (mlx, (zi,m3)),

where p”((z;, m;)|x) represents the probability to choose the particle (z;, m;) in the
configuration x, in order to change its mark, and p™(m/|x, (z;, m;)) is the probability
to choose the new mark m given that the transformed particle is located at z; with

mark m;.

Example 15 (transformations independent on the environment). A typical

situation is when the particle to transform is drawn uniformly over the existing
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particles, that is p7((z;,m;)|x) = 1/n(x), and the transformation is carried out
independently on the environment, according to a transition matrix with entries
DPmm > 0, mym' € M|, representing the probability to be transformed from mark m
to mark m'. Here, for all m € M, we assume p,, ,, = 0 in order to ensure a genuine
transformation, and of course Y-, /et Py = 1. With this formalism, we thus have
pT(mlx, (z,m;)) = Pmm-

Example 16 (spatially dependent transformations). To make the previous
example spatially dependent, introduce p,,(z), a pdf in A representing the locations
in A where a particle with mark m is more or less likely to be transformed. Then

we may set
ni(x) P, (i)

n(x) yr0) p,, (4m))

p"((zi, mi)|x) =

where n;(x) denotes the number of particles with marks m; in x and zj(-m") for
j =1,...,n,(x), their positions. In this expression n;(x)/n(x) is a weight accounting
for the prevalence of mark m; in x and the sum in the denominator is a normalisation
so that the probabilities sum to 1. Note that if p,,(2) is the uniform pdf on A, then
we recover the uniform distribution p™((z;, m;)|x) = 1/n(x). Furthermore, once the
particle is chosen as above, we may apply a spatially dependent transformation as

follows. Let A = A; UA,y with A; N Ay = @ and let two different transition matrices
(1)

m,m’

with respective entries p and pg?m,, for m, m’ € M. Then we may set

p(l)

mi,m

- if Zi € Al,
p <m|X7 (Ziam’L')) -
gz’m if Zi € AQ.

Accordingly, the transformation does not follow the same distribution, whether the

chosen particle to be transformed is located in A; or As.

Example 17 (transformation due to colocalization). Assume that we are in the
same situation as in Example 9 where m-particles can be colocalized to m-particles.
We assume like in this example that a transformation occurs if np ,7#(X:) > 1,
where np 7 (X:) denotes the number of D-close pairs of particles with marks m and
m, whose motion regimes are different. Then, when a transformation happens, we
may choose the m-particle to be transformed uniformly over those m-particles that
are D-close to a m-particle with a different motion regime. Then the transformation

makes the motion regime of the selected m-particle similar as the motion regime of
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its closest m-particle.

1.4 Conclusion

In this chapter, we have presented the dynamics of the BDMM process, as well as
an algorithm for simulation. This process is fully described by 3 main ingredients : 1)
a stochastic equation that governs the motion of particles, 2) jump intensities that
inform about the probability of a new particle appearing or a particle disappearing
or changing regime, 3) transition kernels that control where new particles appear,
select a particle to disappear or change regime to a new state. We then presented a
number of examples to explain how these three ingredients can be set, depending on
the target dynamics. In the next chapter, we present a methodological approach for
calibrating the parameters involved in these three ingredients to faithfully represent

the dynamics of Langerin and Rab-11 proteins at the surface of a cell.
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CHAPTER 2

APPLICATION TO THE STUDY OF THE
DYNAMICS OF REAL DATA

This chapter constitutes the second part of the article [BLSK23]. Supplementary
materials, including the Python code for simulation, the raw data and some further
simulated sequences, are available in our online GitHub repository at https://
github.com/balsollier-1lisa/BDM-generator-for-bioimaging.

In this chapter, we demonstrate the potential of our model presented in the
previous chapter for processing real data. In Section 2.1.1, we start by the inspection
of a real dataset in order to judiciously calibrate the different parameters of the
BDMM model to be in agreement with this example. In Section 2.1.2, we generate
several simulated sequences and show that they exhibit comparable features as those

observed in the real sequence.

2.1 Application to the joint dynamics of Langerin
and Rab-11 proteins

2.1.1 Description of the dataset

The dataset we consider comes from the observation by a 3D multi-angle TIRF
(total internal reflection fluorescence) microscopy technique of the intracellular traffi-
cking of YFP Langerin and m-Cherry Rab-11 proteins in a RPE1 living cell [BGM™14],
specifically projected along the z-axis onto the 2D plane close to the plasma mem-
brane. This provides a 2D image sequence of 1199 frames, each lasting 140 ms and
showing the simultaneous locations of the two types of proteins. The two images
at the top of Figure 2.1 depict the first frame of the raw sequence for the Lange-
rin fluorescent channel and the Rab-11 fluorescent channel, respectively, recorded

simultaneously using a dual-view optical device. Note that the cell adheres on a
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fibronectin micropattern, which constrains intracellular constituents such as cytos-
keleton elements and gives a reproducible shape, explaining the “umbrella” shape of
the cell. These raw sequences are post-processed following [PKB*08, PBB*14], then
each bright spot is represented by a single point, and we apply the U-track algorithm
[JLMT08] to estimate particle trajectories. The bottom images of Figure 2.1 show
the resulting trajectories for the Langerin channel and the Rab-11 channel, respec-
tively. These trajectories have been further analysed by the method developed in
[BKV18] to classify them into three diffusion regimes : Brownian, directed and confi-
ned, which corresponds to the blue, red and green colors, respectively, in Figure 2.1.
To be more specific in the analysis of all trajectories, we fit three parametric models

to each of them, following [BKV18]|, depending on their regime :

1. For a Brownian regime (in blue) : a Brownian motion,
2. for a directed motion regime (in red) : a Brownian motion with constant drift,

3. for a confined motion regime (in green) : an Ornstein-Uhlenbeck process.

Each trajectory has its individual parameters, estimated by maximum likelihood
[LS13]. Furthermore, some trajectories may change from one regime to another,
which corresponds to a “transformation” in the BDMM model that will be specified
in the next section.

Figure 2.2 summarises different features of the obtained trajectories for the Lan-
gerin sequence (the same characteristics have been analysed for the Rab-11 sequence,
but are not detailed here). The histograms at the bottom display the duration of all
trajectories (in frames), according to their regime. We can observe that the (blue)
Brownian and (red) directed trajectories have quite a short lifetime in average, in
comparison with the confined trajectories (in green). The top-right boxplots re-
present the distribution of the number of particles per frame, according to their
regime : there is a majority of Brownian motions, followed by confined motions
and a minority of directed motions. Finally, the top-left circular histogram aims
at depicting the orientation of the drift vectors for the directed (red) trajectories.
Specifically, for this plot, we have recorded the deviation of the drift angle (in de-
grees) with respect to the direction towards the center of the cell. For instance this
deviation is 0° if the drift goes towards the center, and 180° if it goes in the opposite
direction. It appears from this plot that most deviation angles are around 0° or
180°, meaning that the red trajectories mainly move in a radial direction going to

(or starting from) the center of the cell.
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FIGURE 2.1 — A : first frame of the raw sequence showing in bright spots the
location of Langerin proteins; B : same as A for the Rab-11 proteins; C : Set of
all trajectories detected and tracked over the sequence of Langerin proteins colored
by their estimated motion regime (Brownian in blue, directed motion in red and
confined motion in green); D : same as C for the Rab-11 proteins
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FIGURE 2.2 — Descriptors of the Langerin trajectories of the real-data sequence.
Top-left : circular histogram of the deviation angle (from the direction towards the
center of the cell) of the drifts of the directed trajectories. Top-right : boxplots of
the number of trajectories per frame, according to their regime (blue : Brownian,
red : directed motion, green : confined motion). Bottom : histograms of the lifetime
(in frames) of each trajectory according to its regime (same color label)

The above descriptors will be helpful to calibrate the parameters of the BDM
model in the next section and they will also serve as benchmarks to evaluate the
quality of our simulations. However it is important to keep in mind that they come
with some approximations and errors induced by imperfect tracking algorithms. In
particular, no trajectory can last less than 10 frames in the data, which is a minimal
length of detection for our tracking method. It is also clear in the bottom plots of
Figure 2.1, that some directed trajectories appear wrongly in blue, which can be
explained by the multiple testing procedure of [BKV18] that aims at minimizing
the number of false positives (that are bad green or bad red trajectories) to the

detriment of possibly too many false negatives (that are wrong blue trajectories).
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TABLE 2.1 — Total number of births and deaths of trajectories observed in the
realdataset sequence, according to the type of proteins and the motion regime.

‘ Brownian Directed Confined | Total ‘
. Langerin 603 78 66 747
Births PR b AT | 393 24 sa 501 | 121
Langerin 602 7 89 768
Deaths —p-1 17 395 2% 93 51 | 1282

TABLE 2.2 — Total number of regime transformations observed in the realdataset
sequence of Langerin trajectories.

From \ To | Brownian Directed ~Confined

Brownian 0 0 9
Directed 0 0 1
Confined 5 0 0

Concerning the births and deaths of trajectories, we summarize in Table 2.1 their
total numbers observed in the real-dataset, according to the type of proteins and
motion regime. The number of regime transformations is in turn given in Table 2.2 for
the Langerin proteins. For the Rab-11 proteins, only one switching from a Brownian
motion to a confined motion was observed during the sequence.

To address in detail these jumps dynamics, we leverage the study carried out
for the same dataset in [LL.G21], where it has been concluded that for each type
of proteins and motion regimes, the birth intensity is constant, like in Example 6
of Chapter 1, while the death intensity is proportional to the number of existing
particles, like in Example 7. Given the small number of observed motion regime
transformations, its intensity can also be considered as constant. Concerning the
transition probability functions, the deaths occur uniformly over all existing par-
ticles, like in Example 13. As to the birth transition, there is no reason to choose
another density than the uniform distribution over the cell for the Rab-11 proteins
(Example 10). But due to colocalization (as observed for this dataset in [LPZK20]),

the birth density for the Langerin positive structures can be approximated by a
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mixture between a uniform distribution, for 93% of the Langerin births, and a co-
localized density around the existing Rab-11 vesicles, like in Example 11, for 7% of
the Langerin births. These proportions, along with the other parameters, have been
estimated by maximum likelihood, as presented in Chapter 4. Note however that
at this step, the goal is to provide a guideline to set the parameters of the BDM
model in order to generate realistic realisations, as carried out in the next section.
For this reason, any alternative estimation method or biological expertises to set the

parameters could be appropriate.

2.1.2 Simulation of synthetic sequences
2.1.2.1 Model parameters setting

Based on the data analysis of the previous section, we are now in position to
specify all characteristics of the BDMM process presented in Chapter 1, so as to
mimic the joint dynamics of Langerin/Rab-11 proteins within a cell. To make the
connection with the theoretical notation, the region of interest A represents the
cell in dimension d = 2. Each particle in A will be marked by a label from the
set M = {(L,1),(L,2),(L,3),(R,1),(R,2),(R,3)}, where L stands for the Langerin
proteins, R for the Rab-11 proteins, and the number 1,2 or 3 indicates the motion
regime of the particle : Brownian, directed or confined, respectively.

Concerning the motion of each trajectory, it follows the regime indicated by
its mark and is in agreement with the observed trajectories from the real-dataset

detailed in the previous chapter, see also Examples 1 and 3 :

— For a Brownian motion, we draw the diffusion coefficient according to the
empirical distribution of the diffusion coefficients estimated from the Brownian

motions of the real-dataset, for the same type of proteins (L or R);

— For a directed motion, we generate a Brownian motion with constant drift,
with the same strategy for the choice of the diffusion coefficient, and where the
drift vector is chosen as follows : it is by default oriented towards the center
of the cell, this orientation being subjected to a deviation drawn from the
empirical distribution depicted in the top-left circular histogram of Figure 2.2.
In addition, its norm is drawn from the empirical distribution of the drift
norms observed from the real-dataset. Here again, each set of parameters is

distinct for the Langerin and Rab-11 proteins;
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— For a confined motion, we generate an Ornstein-Uhlenbeck process with diffu-
sion coefficient 0.4 for all particles (which is the average from the real-dataset),
and parameter A = 5.96 for the Langerin proteins, and A = 7.41 for the Rab-11
proteins.

In these values, the unit is pixels, and one pixel is 160 x 160 nm? in our images.

Concerning the intensity functions, we set the birth intensity and the transfor-
mation intensity to constant values, as concluded from the real-data analysis. In
agreement with Table 2.1, the total birth intensity can be estimated by [(x) =
1248/167.86 = 7.43, whatever the configuration x of particles is, because 1248 is the
total number of observed births and 167.86 is the total time length of the sequence
(in seconds). Similarly we set 7(x) = 16/167.86 = 0.095 since 16 transformations
have been observed in the real sequence. For the death intensity, for each mark
m € M, we let it proportional to the number of particles, that is d,,n,,(x), where
Ny, (x) is the number of particles with mark m in the configuration x and ¢, has
been estimated from the real-dataset as follows : §,, = 0.17 if m = (L, 1), §,, = 0.14
if m = (L,2), 6 = 0.07 if m = (L,3), 6 = 0.21 if m = (R, 1), 6, = 0.25 if
m = (R,2), and §,, = 0.08 if m = (R, 3). The total death intensity for the configu-

ration x of particles is then 0(x) = 3,,cm O (X).

Finally we set the transition probability functions as follows. For the death tran-
sition, the probability to kill the particle x; = (z;, m;) in the configuration x is set

to
O,

7

0(x)’
which means that we first draw the mark m with probability 6,,n,,(x)/d(x) and then

pé((zz‘amiﬂx) =

the particle uniformly among all existing particles with mark m. For the transfor-
mation transition, we first select the type of proteins to transform with probability
15/16 for Langerin and 1/16 for Rab-11, in line with the transformations rates ob-
served in the real-sequence, second we choose a particle uniformly among all existing
particles of this type, and third, as in Example 15 of Chapter 1, we apply a regime
transformation with respect to the following transition matrix (from the regime in

rows to the regime in columns) : ) 5 5

10 1/4 3/4
212 0 1/2
3l 0o o
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This matrix is in agreement with Table 2.2 concerning the Langerin proteins, where
we have added some possible transitions from regime 1 to 2, and from regime 2 to
1, that appear to us likely to occur, even if they were not observed in the (quite
rare) transformations in the real-sequence. The same transition matrix has been set
for the Rab-11 proteins, since there is not enough observed transformations in the

real-sequence (only one) to design a finer choice.

It remains to set the birth transition probability. First, we select which type
of protein to create : following Table 2.1, it is a Langerin protein with probability
747/1248 and a Rab-11 protein with probability 501/1248. If the selected type is
Rab-11, then it is generated uniformly in the cell with regime 1 with probability
0.784, 2 with probability 0.048 and 3 with probability 0.168, which corresponds to
the relative proportion of births of each regime over all births for the real Rab-11
sequence. If the selected type is Langerin, then we flip a coin for colocalization with
probability p = 0.07. If there is no colocalization, then the new Langerin protein
is generated uniformly in the cell with regime 1 with probability 0.807, 2 with
probability 0.104 and 3 with probability 0.088 (the observed relative proportions of
births). If there is colocalization, then the new Langerin protein is generated around
an existing Rab-11 protein according to the density (1.1) (page 35) in Example 11
of Chapter 1, where o = 1.1. In this case, the regime of the new Langerin protein
and its drift vector for a directed motion are similar as the those of its colocalized
Rab-11 protein.

2.1.2.2 Analysis of resulting simulations

We have generated 100 sequences following the model of the previous section,
during the same time length as the real-sequence of Section 2.1.1, that is 167.86
seconds for 1199 frames. Some descriptors concerning the generated Langerin tra-
jectories coming from two simulated sequences are depicted in Figures 2.3 and 2.4,
that are to be compared with the similar outputs of the real-data in Figures 2.1 and
2.2. The results for other simulated sequences can be seen in our GitHub repository.
We have also summarized the mean number of births and deaths over the 100 si-
mulated sequences in Table 2.3, to be compared with Table 2.1. Both graphical and
quantitative results demonstrate that our model is able to create a joint dynamics

with comparable features as those observed in the real-data sequence.
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FIGURE 2.3 — Descriptors of the Langerin trajectories of a first simulated sequence.
Top-left : set of trajectories, coloured according to their motion regime (blue : Brow-
nian, red : directed, green : confined). Top-right : boxplots of the number of trajecto-
ries per frame, according to their regime (same color label). Bottom : histograms of
the lifetime (in frames) of each trajectory according to its regime (same color label)

2.2 Conclusion and perspectives

We have leveraged an original stochastic model, namely a multitype birth-death-
move process with transformations, in order to simulate biomolecules dynamics wi-
thin a cell. This stochastic process not only models the individual trajectory of par-
ticles with any Markovian dynamics, but it is also able to generate the appearance
(i.e., birth), disappearance (i.e., death) and regime switching (i.e., transformation)
of each trajectory over time. Importantly, interactions between particles can be in-
cluded, accounting for the possible colocalization phenomenon. The model is very
flexible and is specified thanks to three sets of parameters : 1) a system describing
the set of trajectories (typically a system of stochastic differential equations) ; 2) the
intensity functions, ruling the waiting time before a new appearance, a disappea-

rance or a switching; 3) the transition probability functions, driving where a new

47



Part I, Chapter 2 — Application to the study of the dynamics of real data

30 —

25

20

20.0 1 144

2004 17.5 1 121

15.0
150 12.51

10.01
1001 6
7.5
5.0
50

2.5 217

| o
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

F1GURE 2.4 — Descriptors of the Langerin trajectories of a second simulated se-
quence, as in Figure 2.3

particle appears when there is a birth, which particle disappears when there is a
death, and which particle switches its regime (and how) when there is a transfor-
mation. Numerous examples of these model specifications have been detailed. As
an illustration, we demonstrated the relevance of this approach by generating the
joint dynamics of Langerin/Rab-11 proteins within a cell, based on a preliminary

data-based analysis in order to finely calibrate the model.

Since the model is very flexible, an important step is the choice of model charac-
teristics and parameters. The calibration carried out for our illustration is specific
to the application at hand, and of course another calibration must be carried out for
another application. In our case, we used one observed sequence of Langerin/Rab-11
proteins. In order to improve the choice of parameters, a deeper empirical study ba-
sed from several image sequences might help calibrating robustly the model. Once
the parameters are fitted, the simulation of a sequence is quite fast : about one
minute on a regular laptop for the generation of 2000 frames containing each about

70 trajectories in interaction. In general terms, the bottleneck is the simulation of
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TABLE 2.3 — Mean total number of births and deaths of trajectories per sequence,
over 100 simulated sequences.

‘ Brownian Directed Confined ‘ Total ‘
. Langerin 581 85 76 742
Birth =Raba1 | 301 22 53 [ 406 | 2
Langerin o84 86 7 AT
Peath = p b1 397 23 S0 |00 20

all trajectories between two jumps : if each particle moves independently of the
others, this scales linearly with the number of particles and parallelization is easy
to set up. When complicated interactions are introduced between particles, then the
simulation of all trajectories scales badly with the number of particles. As a restric-
tion, due to the Markovian framework ensuring the theoretical well-posedness of the
model, anomalous trajectories [ASPT19, MGVGM*21, KWFA18] are not allowed
in theory, though the algorithmic construction in Section 1.2 of Chapterl does not
rule out their introduction. However a rigorous understanding of the model in this
setting remains challenging and constitutes an exciting perspective. In an effort to
generate even more realistic image sequences, we may consider to blur the system
of generated particles using the point spread function, and to add some noise and
background, as carried out for instance in [LCB*20]. In relation, additional features
could be computed from both the real-image sequence and the synthetic ones in

order to strengthen the quality assessment of the generator.
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ANNEXE A

SIMULATION ALGORITHM

We provide in this appendix a formal algorithm to simulate a birth-death-move
process with mutations (or transformations), following the construction of Sec-
tion 1.2 of Chapter 1. Its implementation is available in our GitHub repository at
https://github.com/balsollier-1isa/BDM-generator-for-bioimaging and in
the second section of this appendix. It is a refinement of the algorithm introduced
in [LLG21] for a birth-death-move process (without transformations). The idea is
to generate the inter-jump move on a small time length A, then to test whether
a jump has occurred during this period (this is with probability p in the following
Algorithm 1). If so, we generate the jump time and the jump. If not, we continue
the simulation of the inter-jump move on a further time length A, test whether a
jump has occurred, and so on. The algorithm is valid whatever A > 0 is, but an
efficient choice is to set a small value for A. A default recommandation is to set A as
the discretisation step used to simulate the trajectories in the Algo.Move algorithm

(which is an input of our algorithm, see below).

We let as in Chapter 1 a« = 4+ 0 + 7 and Ty = 0. We denote in Algorithm 2
X~ the configuration just before the jump time 7;. In order to run Algorithms 1
J

and 2, we need the following inputs :

— T > 0 : final time of simulation;

— Xy € E' : initial configuration of particles;

— A > 0 : small time length for piecewise simulation ;

— 3, 0, 7 : intensity functions of births, deaths and transformations;

— 9P, p®, p7 : transition probability for a birth, a death and a transformation ;

— Algo.Move(yg, A) : algorithm that returns, for yo € E and A > 0, n(yo)
(discretised) trajectories on [0, A] following the system of SDEs (Move) with

initial configuration yy.
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Part I, Appendix A — Simulation algorithm

Algorithm 1: Simulation on the time interval [0, 7]

sett=0and j=0;

while ¢ < T do

set k=1

while k£ # 0 do

set A; =min(A, T -1, — (k—1)A) ;

generate (Y)o<s<a, by Algo.Move(Xr,(x-1)a,4;) ;
set p = exp (— fOAj a(Yu)du) :

generate U ~ U(|0, 1]);

if U < p then
set Xy =Y, 1,_r-1)a for

sellj+(k—1)AT+ (E—1)A+Aj];
if A;=T—-T; — (k—1)A then
k=0;

t< 1T,

else

k<—k+1;

end

else
generate the waiting time 7 according to the distribution

P(r<s|(k—1DA<7t<(k—1A+A))
1—exp (= [7* D2 q(Y,)du
= ( ‘ () ) . Vs e [(k—=1)A, (k—1)A+A];
(1-p)
set Tj 1 =T;+7and Xy =Y, 7,_(x—1)a for
s€ [T+ (k—1ATjn[;
generate Xr, , by Algorithm 2 given XT_f+1 =Yr1, ,1,-(k-1)A ;

k=0;
T
J=J+1y
end
end
end
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Algorithm 2: Simulation of the jump at ¢t = T}, given XTL
J

generate U ~ U([0,1]) ;
it U < 5(X, )/a(X, ) then

Tin j+1
generate a new particle (z,m) according to p”((z, mMXT_H);
J

set Xr,,, = XTJ_jrl U (z,m);

else
if U<(B+ 5)(XT311)/a(XTj_ ) then

+1
sample z; € XTﬁr ) according to p‘s(xi]XT;

+1
set X, = XT].;1 \ (z,m);

)i

else
sample x; = (z;,m;) € XT:rl and m € M according to
J
P ((zi,mq), m|Xp- )
J+1

set Xp,,, = <XTf+1 \ (zi,m;)) U (25, m);

end

end
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CHAPTER 3

LIKELIHOOD AND LAN PROPERTY OF
A BDMM PROCESS.

This chapter constitutes the first part of the submitted article [BL24]. We start
by presenting in a formal way the definition of the BDMM process. For this rea-
son, some considerations may be redundant with Chapter 1, although the setting is
slightly different. The main results are stated in Section 3.2 : we derive the likelihood
expression of the model and we prove its LAN property under mild assumptions,
that we prove to be satisfied for the examples presented in Section 3.1.3, under mild

hypotheses. Appendices C and D contain the proofs and technical lemmas.

3.1 Definition of the BDMM process

3.1.1 State space

We denote by (X;):>o the BDMM process. At each time ¢ > 0, X; describes the
configuration of a set of marked particles. Each particle z € X; reads x = (z,m)
where 2 € A C RP*? encodes the spatial location of the particle in RP, p > 1, along
with its possible continuous mark in R?, ¢ > 0, and where m € M is a discrete mark
(or label), M being the finite set of possible labels. In the following, we set d = p+gq,
so that A C R%.

At each time t, X; represents the set of all alive particles, where the ordering
does not matter and the cardinality may change over time. For this reason, for any

n > 1, we introduce the natural projection
IL, : (z1,...,2n) € (AXM)" = {z1,...,2,} (3.1)
that identifies two elements (z1,...,z,) and (yi,...,y,) of (A x M)™ if there exists
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Part II, Chapter 3 — Likelihood and LAN property of a BDMM process.

a permutation 7 of {1,...,n} such that ; =y for any 1 <i < n.
We set for any n > 1, E,, = II,((A x M)"). The state space of X; for ¢t > 0 is
then

EZI_IEn7

n>0
where Ey = {Q} consists of the empty configuration.

The cardinality of a configuration x € E will be denoted by n(x), so that x €

Eyx), and we write

X = {xlu <. 7xn(x)} = {<217m1>7 BRI (Zn(x)amn(x))}v

where z; € A and m; € M. In the following we will sometimes assimilate (A x M)™
with A" x M" for convenience, so that we may also write x = {(z,m)} where z =
(2151 Znx)) and M = (M, ..., My (x) ). Similarly, we will write the configuration at

time ¢ of the BDMM process in either way

Xy = {xl,ta cee ,ﬂUn,t} = {(Zu, ml,t) ceey (Zn,t7 mn,t)} or X;= {(Zm mt)}7

where n = n(X;). Moreover, for x € E, and (z,m) € A x M, we write x U (z,m)
for {x1,...,2,,(2,m)} € E,yq, and for n > 1 and 1 < i < n, we write x\z; for
{Z1,. . i1, T, T} € By,

We equip F with the Borel g-algebra £ and we endow E with the distance d;
defined for x and y in E such that n(x) < n(y) by

n(x)
di(x,y) = n(ly) (Tré%i?y) 2. ([[7i =yl A1) + (n(y) — n(X))) :

with d;(x, ) = 1 and where S,, denotes the set of permutations of {1,...,n}. This
distance makes in particular the function x — n(x) continuous on F, and further
implies some nice topological properties for (E,d;), see [SX08] and [LLGM22] for
details.

3.1.2 Dynamics of a BDMM process

The dynamics of a BDMM process alternates continuous motions and jumps.

Inter-jumps motions concern the location and/or the continuous mark of all alive
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3.1. Definition of the BDMM process

particles, that move in A. Jumps are of three types : either a birth (when a new
particle appears), or a death (when an existing particle disappears), or a mutation
(when an existing particle changes its label). Accordingly, the dynamics is based on

the three following elements :

1. A continuous homogeneous Markov process (Y¢):>o on E that drives the mo-
tion of all particles of (X;);>o between two jumps. This process will not affect
the label of the particles, neither their cardinality. Given an initial condition
Yo = x, (Y¢)i>0 will be defined as the solution of a stochastic differential

equation, as described and exemplified in Section 3.1.3.3.

2. Three continuous non-negative functions 3, § and 7 on E, that refers respec-
tively to the birth, death and mutation intensities. These functions govern
the waiting times between the jumps of (X;);>o. Heuristically, the probability
that a birth occurs in the interval [¢,¢ + dt] given that the particles are in the
configuration X; a time ¢ is B(X;)dt, and similarly for 6 and 7. We will denote
a = 4 6 + 7 the total jump intensity of the process, that we assume to be
bounded.

3. Three transition kernels K3, K, and K, from E x &€ to [0,1], that specify
how a jump occurs when it happens. For example, given that a birth occurs
in a configuration x, Kz(x, A) is the probability that the new configuration
x U (z,m) belongs to A € &, where (z,m) denotes the new particle, and

similarly for K5 and K.

Details and examples about these three basic characteristics of the process are pro-
vided in the next section.

Let us specifically describe the algorithmic definition of the process. This ite-
rative construction follows [LLG21] and [LLGM22], and may serve as a simulation
procedure, see [LLG21] for details. Let (Yt(i))tzo,i > 0, be a sequence of processes
on E, identically distributed as (Y}):>o. Starting from the initial configuration Xq

at time Ty = 0, we iteratively build the process as follows.
i) Given Xy, generate the n(Xy) continuous trajectories of (Y,EO))QO.

ii) Given X, and (Ygo))tzo, generate the first inter-jump time 77 — 7}y according

to the cumulative distribution function

Fi(t) = 1—exp (- / ta(Yg)du) >0 (3.2)

0
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Part II, Chapter 3 — Likelihood and LAN property of a BDMM process.

The process until time 77 is given by the generated trajectories, i.e.
(Xt)T0§t<T1 - (Y?—TO)TOSt<T1-
iii) Given Ty and X7 = Y%, _q,, generate the first jump :

— it is a birth with probability g (XT;) / Q(XT;)7 in which case
Xy ~ KB(XT;> ok

— it is a death with probability § (XTf) / a(XTl—), in which case
X, ~ K5(Xq,);

— it is a mutation with probability 7(X;-)/a(X7-), in which case

Xg, ~ K- (X, ).

iv) Return to step i) with Ty <= 77 and X < X7, to generate the new trajectories

(Ygl))tzo starting from X, the next jumping time 75, and so on.

The sequence of jumping times of the BDMM process (X;)i>o is (7,)n>1. For
t > 0, we denote by N; the number of jumps on [0, ], i.e.

Nt = Z ]sz‘St'

i>1

Similarly, we denote by Nf , N} and N the number of births, deaths and mutations,
respectively, before t. By our assumption that the total jump intensity « is bounded,

we have that N, < oo for any t > 0, i.e. there is no explosion of the process.

The BDMM process, as defined by the above iterative construction, is a parti-
cular case of a jump-move process, as studied in [LLGM22]. We deduce that it is a
homogeneous Markov process with respect to its natural filtration (F);>o. We refer
to the latter reference for the expression of the infinitesimal generator of the process
and further probabilistic properties. In the following, we will denote by Py and E,

all probabilities and expectations given that X, = x.

62



3.1. Definition of the BDMM process

3.1.3 Elements of the model and examples

In this section, we describe more precisely each characteristics of the process, that
are the intensity functions, the transition kernels, and the move process (Y;);>o. We

also provide various examples.

3.1.3.1 Intensity functions

The birth, death and mutation intensity functions are such that, given X; = x, a
birth (resp. a death and a mutation) occurs in (¢, ¢+ h| with probability f(x)h+o(h)
(resp. 6(x)h + o(h) and 7(x)h + o(h)) as h — 0. These intensities can also be
seen in the following way : B(X;-) (resp. 6(X;-) and 7(X;-)) is the intensity of
the associated counting process N/ (resp. N and N7). These interpretations are
consequences of the specific form (3.2) of the waiting time before the next jump, see
[LLG21] for details.

To set some examples, let us denote by ~ any of 3, § or 7. The most simple
situation is when the intensity function is a constant rate, that is v(x) = « for any
x € FE, where v > 0. Then there is in average vA new events that occur in any
time interval of size A, whatever the configuration of X; is. Another typical setting
is when the intensity is proportional to the cardinality, that is v(x) = yn(x) for
x € E and v > 0. This reflects the situation where each particle has its own rate
~v > 0 and the particles do not interact, so that the total rate over all particles is
yn(x). These two examples are observed in the biological applications studied in
[LLG21] and [BLSK23]. More complicated examples of intensity functions are also
considered in [LLG21], where v(x) depends on the underlying Voronoi tessellation

induced by x.

3.1.3.2 Transition kernels

Denoting v for any of 3, § or 7, we assume that for any x the transition kernel
K, (x,.) admits a density k,(x,y), y € £, with respect to a measure v,(x,.), that
isforallx e Fandy € F,

K, (x,dy) = k,(x,y)vy(x, dy).
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Part II, Chapter 3 — Likelihood and LAN property of a BDMM process.

We now specify k, and v, in each case, whether the transition concerns a birth, a

death or a mutation.

For a birth transition, we assume that for any F' € &, vz(x, F)) = 0 except if
there exist A C A and Z C M such that

F=xUAXTI)={yeE F(z,m)c AxI, y=xU(z,m)}.

In this case we set v3(x,x U (A x 7)) = |A| x |Z| to be the Lebesgue measure on
A x M. This choice of vg ensures that the birth transition produces the addition of
exactly one particle to the configuration x, as expected for a birth. For the density

ks(x,y), we assume that

pmkg'(x,2) if I(z,m) € AXM, y=xU/(z,m),

(3.3)
0 otherwise,

ks(x,y) = {
where p,, € [0, 1] is the probability that the new particle has the label m € M, with
>SmemPm = 1, and kF'(x,.) is the density for the location of the new particle in A
given that its label is m.
A simple example of birth transition is the uniform law for the label and the
location, which corresponds to p,, = 1/|M]| for all m € M and k}'(x, z) = 1/|A], for
all z € A and m € M. More sophisticated examples are provided below.

Example 1 (Birth kernel as a mixture of normal laws). In this example, a
new particle is more likely to appear close to existing particles. The birth density is
a mixture of isotropic normal distributions, centred at each existing particle, with
deviation o > 0. Specifically, for any configuration x = {(z1,m1), ..., (Znx), Mnx))}

and any m € M

1 g |z — 2|
Kk = _
f (x,2) Z 2 exp ( 52 ,

n(x) i=1 U(zi’

Zz‘||2

where v(z;, z) = / exp (—HZ_>
A

552 dz. We may easily extend this example by re-
o

quiring that a particle with label m can only appear close to particles with labels m/’.

Example 2 (Birth kernel driven by a potential). In this example the birth
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3.1. Definition of the BDMM process

kernel is given through a function V' : £ — R by :

m 1 —(V(xU(z,m))—V(x
ke 2) = e (V(xU(zm)) =V ()

~(VEUEm)=Vx) g, Given a configuration x, a new particle is

where a™(x) = /Ae
more likely to appear in the vicinity of points z € A that make V(xU(z,m)) —V(x)
minimal. Following the statistical physics terminology, the function V' can then be
seen as a potential that the system tends to minimizing at each birth. A typical
instance, for x = {(21,m1),..., (Znx), M) }> 18 VI(X) = Xizj Prnym, (2 — 2;5) for

some pair potential functions ®@,, v, m, m’ € M, see [LLGM22] for some examples.

Concerning the mutation transition kernel, we set for any x = {z1,..., 2y},

where x; = (z;,m;), and any F € &,

n(x)
Ve, F) =30 D Lpamo)utzm)er
i=1 meM
so that a transition only concerns a change of label of an existing particle. For the

density k,, we assume that

S<xiax)qm($iax) if 31’1 € X, dm € M: y = (X\(z’iv mz)) U (zi7m)7

0 otherwise.

kr(x,y) = {

In this expression, s(x;,x) € [0,1] is the probability that the particle z; in x
changes his label and ¢,,,(z;,x) is the probability that, given that the particle x; € x
mutates, its label changes from m; to m. We thus have Z?:(’f)s(xi,x) = 1 and

>mem @m (i, x) = 1 with g, (z;,x) = 0. An example is provided below.

Example 3 (Mutation kernel given by a transition matrix). A natural
example is when the particle to modify is uniformly chosen among all particles, and
then the change of label is done according to a transition matrix with coefficients

(Pm.m’ )mmrem- This corresponds to the choices

8($i7X) = @ and Qm(Ii,X) = Pm;,m)

where p,, ., = 0 and for all m € M, 3,/ cpi Py = 1.
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Finally, for the death transition kernel, we set for any x = {z1,...,2,x)} and
any F' € £, vs(x, F) = Z?:(’{) Lx\z;er, so that this transition only concerns the death

of an existing particle. For the density,

0 otherwise,

ké(xa Y> = {

where w(x;,x) € [0, 1] is the probability that the particle z; in x dies, with
Zn(){) w(z;, x) = 1. A simple example is the uniform death where w(z;,x) = 1/n(x)

1=

for any 7.

3.1.3.3 The inter-jumps motion

Remember that between two jumps, the BDMM process (X;);>0 has a constant
cardinality n = n(X;) and constant labels in M. To specify the inter-jumps motion
of (X¢)t>0, it is then enough to define the dynamics of a process (Y,‘:")tzo on each

subspace F, where
Y/ = { (), (Zgma) )

Accordingly, the position and the continuous mark of each particle may move, that is
zi+ € A may move, but the label m; will remain constant. To define such dynamics,
we first need to come back to a standard system of n ordered (labelled) particles in
(A x M)", that is

Y= ((z10m1), - (g ).
The full definition of the move process (Y4):>o on E then follows the three steps :

1. Define the dynamics of Y,'fl on (A x M)" thanks to a system of stochastic
differential equations, as (M |”) specified below, where the motion acts only in
A™.

2. Provided this system yields a solution whose distribution satisfies the permu-

tation equivariance property (see below), deduce Y‘t" =11, (YL”) on FE,, where
I1,, is given by (3.1).

3. Then define (Y;)i>0 on E by Y, =35 Yylsn]l{Yern}'

This construction and the following facts are detailed in [LLGM22]. The equivariance

property means that for any permutation 7 of {1,...,n}, the law of

thn = ((z16,m1), -+, (201, my)) given Yy = ((Zw(l)v mﬂ(U)? B (Zﬂ(n)7 mﬂ(”))) is the
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3.1. Definition of the BDMM process

same as the distribution of ((2r1)¢, Mr(1)),** , (Zr(n).s Ma(n))) given

Y = ((z1,m1), -+, (2n, my)). This property says that if we rearrange the ordering
of the coordinates of the initial state, the ordering of the solution is rearranged in the
same way, so that it makes sense to deduce Yz‘f" from YL". Under this assumption,
the Markov process Y is well-defined on F and its transition kernel QY , defined for
any bounded and measurable function f on E by QY f(z) = E[f(Y;)|Yo = x|, reads

QY f(x) =Y QY " (f o IL)((w1,- -, )L, (),

n>0

where QY denotes the transition kernel of Y™ in (A x M)". Moreover, Y is conti-
nuous in (E,d;) whenever for any n, Y™ is continuous in (A x M)" for the usual
Euclidean distance.

As a consequence of this construction, the definition of (Y;);>¢ boils down to
the first step above, that is the specification of the system of SDE (M), provided
the latter is permutation equivariant. We assume in this paper that Y= (Zy, m),

starting at ¢ = 0 from (z, m) where z = (21, ..., 2,), is the solution of

]\4|n(z7 m) : { dZiyt = ?Ji,n(zt, m)dt + am(Zt, m)dBm, t Z O, 7 = 1, Lo, n,

Zi,0 = Zi, 121,,71
Here the drift functions v ,,...,v,, take their values in R? the diffusion coef-
ficients o1,,...,0,, are (d,d) invertible matrices and (Bi¢)i>o,-- ., (Bnt)i>0 are

independent standard Brownian motions on R?. We assume that the functions Vin
and o;,, are globally Lipschitzian, so that a strong solution exists. If A # R? we
further assume that edge conditions (reflective or periodic) are added to ensure that
the solution stays in (A x M)", see for instance [FG07].

The permutation equivariance property is ensured if for any ¢ = 1,...,n and any
m™E Sy,
Ui,n((zﬂ'(l)a mﬂ'(l))? ) (Zﬂ'(n)a mw(n))) = Uw(i),n((zla ml)a R (Zn7 mn));
Ui,n((zﬂ(l)y mﬂ’(].))) Ty (Zﬂ'(n)a mﬂ'(n))) = O-Tr(i),n((zla ml)a T (Z’m mn))

This is for instance the case if v; ,(Z, m) = v(z;, m;) and 0;,,(Z, m) = o(z;, m;) for
some functions v and o, a situation where there is no interaction between the par-

ticles, as considered in the microbiological applications in [BVK19] and [BLSK23].
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An example that includes interactions through a potential function is provided in

the following example.

Example 4 (Langevin diffusion). In this example the motion of each particle
depends on an interaction force with the other particles, driven by a pair potential
functions ®,, ,,r, m,m’ € M, as in Example 2. Specifically, in this model ¢;(Z, m) =
Om, and

Uzn Z m Zém“mj 2 = j)~
J#i

For existence, each pair potential ®,, ,,» must be smooth enough. We refer to [FG07]
and [LLGM22]| for details and examples.

For later purposes, let us specify the likelihood of Y,‘f" constructed as above. Let
us first rewrite (M1") so that it takes the form of a standard stochastic differential
equation. Denote by 7, the block diagonal matrix of size (nd, nd) formed by the o,
matrices, and by v,, the vector of size nd formed by the concatenation of the v,
vectors. Then, by denoting B; the vector formed by the concatenation of the vectors

B+, we have

dZt = T)n(Zt,m)dt + 5n(Zt,m)dBt, t Z O,

Zo — 2. (3.4)

M"(z,m) : {

It is well known, cf [L.S13, Kut04], that the Radon-Nikodym density of the solution
t

(Zy);>0 of MI™(z, m) with respect to the reference process U, = z+/ 7,(Us, m)dB;,
0

on the interval [0, ¢] reads

t
L(Z[Ovtb m) = eXp (/ z_}’n<Z57 m)Tagl(Zsy m)dZS
0

— ;/Ot z‘;n(ZS,m)Tanl(Zs,m)@n(Zs,m)d5>, (3.5)

where a,(z,m) = 7,(z,m).(z, m). This gives us the density on [0,¢[ of the pro-
cess Y|" = (Z¢, m) with respect to the reference process (U;, m);>( that belongs to
(A x M)". Finally, by our construction above, if (Z,, m) is such that Y" = II,((Z,, m)),
then the density of Y't" with respect to II,,((U;, m)) on [0, ] takes the same form
and does not depend on the ordering chosen to define Z;, z and m from Y,lfn, thanks

to the permutation equivariance property.
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3.2 LAN property

3.2.1 Likelihood of the BDMM process

As described in the previous section, the BDMM process (X;)¢>o depends on the
intensity functions 3, d, 7, assumed to be continuous on F, on kernel densities for
the births, the deaths and the mutations, denoted by ks(x,y), ks(x,y) and k. (x,y),
as detailed in Section 3.1.3.2, and on a continuous Markov diffusion model on E that
drives the inter-jump motion, see Section 3.1.3.3.

Remember that between two jumps 7; and T, ¢, X; = Yﬁ)Ti where Y@ has the
same law as Y. Write Y\” = {(Zgi),m(i))} where m® does not depend on ¢, as
required for the labels of the continuous Markov process that drives the inter-jumps
motion. As assumed in Section 3.1.3.3, Z( is the solution of MI"(z®) m®) given
by (3.4), where (z), m®)) are such that X7, = {(z), m®)} and n = n(Xz,). The
likelihood of the inter-jump motion between T; and 7}, given T}, T+, and Xrp, is
thus L(Z[(é?TM_Tj], m() given by (3.5). For simplicity we will simply write the latter
L(X{r,1,,,;) in the following, since X; = {<Z§2Ti> m)} for all t € [T, Tjy1].

Assume that all features of the BDMM process depend on a parameter 9 €

M)

© C R’ for a given ¢ > 0. To emphasize this dependence, we introduce the argu-
ment 1 into the notation of each of them. For example we will write 3(1J, x) instead
of B(x), ks(¥,x,y) instead of kz(x,y), L(¥, X1, 1,,,) instead of L(Xz, 1,,,[), and
so on. Note however that in (3.5), ¥ only appears in the drift coefficient v, i.e.
U, (Xy) = v,(9, X,), but not in the diffusion coefficient ,, which is part of the refe-
rence process. This is indeed a common fact that for continuous time observations,

the diffusion coefficient can be considered to be known [Kut04], see also Appendix B.

Let us denote the set of birth times up to time ¢ by
B, ={i e N*, T; <t and T; is a birth time},

and similarly D; and 7; for the set of death times and mutation times up to time ¢.

The following theorem provides the likelihood of the BDMM process. When
there is no move and no mutation, we recover the formula given in [MS94] for their
applications to the dynamics of dunes. It also has a consistent expression with the
likelihood of a system of particles with killing and jumps, as derived in [Loc02b].

The justifications, detailed in Appendix C, are however different and simpler, as
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Part II, Chapter 3 — Likelihood and LAN property of a BDMM process.

they only rely on successive backward applications of conditional expectations.

Theorem 1. Let (X;)i>0 be a BDMM parameterized by ¥ € ©, according to the
above conditions, and observed in continuous time on [0,t], for t > 0. Then, the

likelihood L:(1) is expressed as follows :

Lo(9) = LLO)LY () L] (0) L7 (),

with
= exp( Otﬁ ds> 1 tkﬁ (0, Xr,_, X1,) B9, X1, ),
_ exp< Ot(s ds) g (0, X X )8(9, Xy ),
:exp< /OtT ds)lle_[%kfﬁXT X)), Xr ),

Elnove(ﬁ) =T 197 X[TNt H L 19,X[Ti7Ti+l[).

Note that due to the Markov nature of the process, the likelihood is a simple
product. As a consequence, inference on a specific aspect of the process can be
done independently on the other characteristics, provided the parameter is different
in each characteristic. As an illustration, we will infer the birth kernel kg in our

application in Chapter 4, without needing to specify or estimate the other terms.

3.2.2 LAN

Recall that all the features of the BDMM process depend on a parameter ¢ € © C R.
In the following, for a multivariate function f, we denote by V,f the gradient (or
Jacobian matrix if f is multivariate) with respect to the i-th variable. We will also
denote by B(4, p) the ball centred at ¢ with radius p > 0.

We list below the assumptions we make to obtain the local asymptotic normality
of our model. They are of two kinds : the first one (H) ensures that the process is
non-explosive and geometric ergodic. Conditions implying this hypothesis concern
the intensity functions : it basically holds if the total intensity function « is bounded
and the death intensity function ¢ sufficiently compensates for the birth intensity

(. Precise conditions are given in Appendix E, following [LLGM22]. The other as-
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sumptions are regularity hypotheses on the way each feature of the BDMM process
is parametrised. Although quite technical at first sight, we show in Section 3.2.3

that they are satisfied in many situations, including the examples of Section 3.1.3.

(H) The process is non-explosive, i.e. Ny < oo for any ¢ > 0, and there exists a
measure u° on E, 79 > 0 and ¢y : £ — R? such that for any ¢ > 0, any

Xy € E and any measurable and bounded function g on F,

HEi’QO </Otg(Xs)d8) - /Eg(Y)ufo(dY)‘ < GOl

7“1925

Concerning the intensity function v (whether « is 5, § or 7), we assume that it is

differentiable with respect to 9 and the two following hypotheses.

Vi (9, %) ||
(9, %)

B(y) Forall¥ € ©, I p(?) > 0 such that x — fJ(x, p())y(¥,x) is bounded, where

A(y) Forall ¥ € ©, x — 1, 9.x)>0 is bounded.

Y _ v(9,x)>0
fﬁ<x,p>—uesBu(gp)(||vﬂ<u,x> Vi (9, %) )<(5X>> (3.6)

Similarly, we assume that the transition kernel k, is differentiable with respect to ¥

and the two following hypotheses.

19 2
A(ky,v) For all ¥ € ©, x — ~(I,x / IVik, 1(9 * })’)H Lk, (9x,y)>0V4(X, dy) is
Xy
bounded.
B(k,,v) For all ¥ € ©, 3p(¥) > 0 such that x — f{;v (x, p(9))y(¥,x) is bounded,
where

k ]lk (¥,x,y)>
K Vik,(u,x, Vik " 0xy)>0,, ,dy).
o) = [ 2 (193 (0x,3) = Vil (0,5, 9)I) L5200 0, d)

(3.7)

Finally, concerning the inter-jump motion given as a solution of (3.4), we assume

that its drift function v,, is differentiable with respect to ¥ and :

Anove Foralln > 1, V9 € O, x = ||7,(x) "'V 19,(9,x)|| is bounded.
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Part II, Chapter 3 — Likelihood and LAN property of a BDMM process.

Bmove For all n > 1, Vi € ©, Ip(9) > 0 such that x — ||7,(x) 7|2 fFove(x, p(d))
is bounded, where

3% p) = sup Vi (u,x) = Va0, (9, %) (3.8)

u€B(Y,p)

In order to state the LAN property, we introduce, for any ¢ € © and N € N*, the
following JF; y-martingales, along with their associated angle brackets. The fact that
they are truly martingales and the expression of their brackets are justified in the

proof of the following theorem deferred to Appendix D. We recall that a,, = 7,52 .

thlme )

N19 ~
MY ¢_/ ) (3.9)
N, L[N Vlkﬁy(z?,Xsf,Xs) §
Mkvﬁ(t)_\/ﬁ</0 kf’y(ﬁaXsfst) st
-] vlw,xs,y)w(Xs,dyww,Xs)dQ, (3.10)
V0 = 5 3 [ B T80, X)) KoMy, (3)

t , ,

where M, = N/ — / v(9,X,)ds and M) = (Zgi) —Z5 — 25,9, fo))du) Les
0 ‘ ‘

if we agree that X; = {(Z,@Ti,m(’))} when t € [T}, T;11[. Their associated angle

brackets are given by

N, tN Vl’Y V1’V)
(MXO)(H) = +- / (0,X,)ds, (3.12)
(! E SAE / VI ) X, v (e dy (0, X )ds, (313)
(M) () = ~ OtN(vlan(ﬁ, XS))Tagl(Xs)vlanw,Xs)ds. (3.14)

Finally denoting S = {L, 8,9, 7, kg, ks, k. }, we introduce

MNPy =3 MM () (3.15)

€S

the angle brackets of which reads

(M) (1) = S (M) (8). (3.16)

1€S
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Theorem 2. Under the same conditions as in Theorem 1, suppose that (H), A (v),
B(v), A(ky,v), B(ky,7), Amove and B are satisfied (whether v is (3, § or
7). Then for all 9 € R*, t > 0, h € R* and N € N*, we have the following

decomposition :

Lon(9+ %)

lo
& L ()

1
= WM (t) — 5hT<J\4Nﬂ9>(t)h + Remygn(t), (3.17)
where Rempyg.5,(t) — 0 in P -probability when N — +oo, for any xg € E, and
where M™? and (MN?) are given by (3.15) and (3.16). Moreover, for allt > 0 and
¥ € 0,

(M2 (1), (MY (1)) ——— (N (0,41(9)),1J(9)), (3.18)

N—+o00

where the joint convergence takes place in distribution and where the matriz J(19),

of size ({,0), has for expression :

JO) = lim LMYy (3.19)

N—+4oco t

_ / (V10 (0, %)) a; () V10, (0, %) (dx)

(Vi) (V
b [ IV G s (a
ve{Bo.r} i

" {z: }/ / 1k7>0V1 (Vik, )" (0, %, y)v,(x,dy)y (797X)/L£o(dx>~
~ye{5,9, ’Y

Under additional regularity assumptions on the model, as detailed for instance
n [Ibr13], the LAN property implies that the maximum likelihood estimator is
asymptotically efficient and asymptotically Gaussian with covariance J(¢)~!. The

following corollary summarise this consequence, the proof of which may be found in

[Ibr13].

Corollary 1. In addition to the setting of Theorem 2, assume that the reqularity
conditions N2-N4 of [Ibr13, Chapter 111] are satisfied. Then the mazimum likelihood
estimator Oy, defined by Ly(0x) = supy Ly (9), where Ly is given in Theorem 1,

is asymptotically efficient and satisfies

VN = 9) —— N(0,7(0) ),
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where the convergence is in distribution and J(9) is given by (3.19).

Note that in Theorem 2, the length of the observed trajectory is Nt, and the
asymptotic regime stands for N large and any ¢t > 0. We set in the above corollary
t = 1 for simplicity and considered a trajectory of size N.

In practice, the asymptotic covariance matrix J(¢)~! is estimated by J N("@ N
where 0y is the maximum likelihood estimator and Jy is the empirical version of J
given by (3.19), viz.

In(9) = (M™)(1),

where (M™?) is given by (3.16) and involves the terms (3.12), (3.13) and (3.14). All
these quantities are computable from a single trajectory over [0, N], as implemented
in Section 2.1.2.

3.2.3 Examples

We show in this section that the regularity conditions A(7v), B(v), A(k,,7),
B(ky,7), Amove anld Bpove are satisfied under mild assumptions for the examples

considered in Section 3.1.3.

For the intensity functions, whether v(x) = ~ is constant or v(x) = yn(x), for
v > 0, and the parameter of interest is ¢ = 7, we have fJj = 0 in (3.6), so that
B(v) is obviously satisfied. For A(7), it clearly holds in the first case, while it is
true in the second case if we assume that there is a maximal number of particles, i.e.
supy n(x) < n* for some n* > 0. Note that the latter restriction is purely theoretical,
but it is not a limitation in practice. It is also an assumption made in [LLG21] and
it amounts to the specific setting of condition (E.2) presented in appendix, that
implies geometric ergodicity of the process, i.e. (H).

Concerning the transition kernels, the parameters of interest are typically invol-
ved in the birth kernel and/or the mutation kernel. For the birth kernel, remember
that it reads as in (3.3), i.e. kg(x,y) = pmkj (X, 2) and let us examine Examples 1
and 2 for k3.

Example 1 (continued). In this example k3" is a mixture of Gaussian distributions
with deviation o > 0, so that the parameters of interest for the birth kernel are in
this case p,,, m € M, and o. It is not difficult to check that if A is a bounded set,

then all partial derivatives of kg(x,y) with respect to each parameter are uniformly
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bounded in x and y. On the other hand kg(x,y) itself is lower bounded in x and y
under the same setting. Consequently, A(k,, ) holds true whenever A is a bounded
set and the birth intensity 5(x) is bounded in x. The latter is in particular true if
[ satisfies the setting discussed in the previous paragraph. For B(k,,~), note that
a rough control consists in upper-bounding the squared norm of the difference in
(3.7) by twice the sum of each squared norm. Then the same bounds as previously

can be used to check B(k,,v) in the same setting.

Example 2 (continued). Assume that

o~ Sm(%,2)

kg'(x,2) = ()

where ¥, = (Vpm/)mrem, a™(x) = / e ImSm(%2) g5 and S, is the vector
A

Sm(x,2) = Y Bz — )

z;=(zi,m;)EX
mi=m/ m/eM
This corresponds to a potential of the form V(x) = 3, 2; Um;m; Pmim; (20 — 2;) in
Example 2. The parameters of interest here are all the 9, ,,,,, m,m’ € M. Assume
that for all m,m’ € M, ®,,,, is bounded by L. Then if we denote by n,,(x) the

number of particles in x having label m/, we have

[Sm(x,2)[? < > LPnl,(x) < LPn(x) Y ng(x) = Ln®(x).

m’eM m’eM

Assume in addition that there is a maximal number of particles n* and that A is
a bounded set, then using the previous upper-bound, we may prove by elementary
inequalities that both A(k,,~) and B(k,,~) are satisfied.
Concerning the mutation kernel, let us inspect Example 3.

Example 3 (continued). Remember that for this example we have

1

kT<197 X, Y) = @pml,m

if there exists z; € x and m € M such that y = (x\(z;,m;)) U (z;, m). The para-

meter of interest ¥ in this example correspond to the non-null entries p,, ,, of the
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transition matrix. Denote by p, the minimal value of these non-null entries. We have
194k (8, %, 9)II? = 1/n(x)?, s0 that

I

Vik (¥, x,y
/E || ]1{: (( ) kT(ﬁ,x,y)>0VT<X7 dY>

+(9,%,y)

Hvlk‘r(ﬁa X, y) H2
= /E' k‘r (’19’ X’ y)2 kT(197 X7 y)]].k‘,r(ﬁ’x7y)>ol/7- (){7 dy)
1

1
< 172 /Ekf(ﬁa)gy)y‘r(xady) = ]73
Consequently A(k,,v) (where v = 7) is satisfied in this setting whenever 7(x) is
bounded in x, which holds true in the setting discussed in the first paragraph of this
section. On the other hand, since V&, (¢, x,y) does not depend on 9, f47(x, p) = 0
in (3.7), so that B(k,, ) trivially holds.

Concerning the inter-jump motion and assumptions A yove and Bove, We consi-

der as an example the Langevin diffusion introduced in Example 4.

Example 4 (continued). Assume the same kind of parametrisation of the poten-
tial as in Example 2 above, that is v; ,(Z, m) = — 32, ; O, m; Prnym, (26— 2;) in (3.4),
where the parameters of interest are again all the ¥,, ,,,, m, m" € M. Remember that
0i(Z, m) = o,,, is known. Since the drift function is linear in the parameters, it is
easily seen that Amove is satisfied if ®,, ,,,» is bounded for any m,m’ € M and there
is a maximal number of particles n*. As to Bpmove, We clearly have f§i°V¢(x,p) =0
in (3.8), so that this condition holds trivially true.

3.3 Conclusion

In this chapter, we have shown, after giving its likelihood expression, that the
BDMM process possesses, under certain regularity assumptions on the various in-
gredients that characterize the process, the property of local asymptotic normality
(LAN). This property is useful to prove the asymptotic normality of the maximum
likelihood estimator and to derive an explicit formula for its covariance matrix. Fi-
nally, we have shown that these assumptions are satisfied on a large number of
examples, in particular those we will need in the next chapter, which concerns the

study of real data.
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CHAPTER 4

ANALYSIS OF THE COLOCATION
PHENOMENON ON SIMULATED AND
REAL DATA.

This chapter constitutes the second part of the submitted article [BL.24]. Supple-
mentary materials, including the Python code for simulation, the raw data and typi-
cal simulated sequences, are available in our online GitHub repository at https://
github.com/balsollier-lisa/Parametric-estimation-of-the-BDMM-process.

First, a simulation study is carried out, demonstrating the performances of the
maximum likelihood estimator of several model parameters, including the estima-
tion of confidence regions. The setting is close to that of the dataset analysed subse-
quently, in order to provide certain guarantees related the reliability of conclusions.
This dataset is a video sequence depicting Langerin proteins and Rab-11 proteins
in a living cell, acquired by fluorescence microscopy [BGM*14]. As detailed in Sec-
tion 4.2, particle dynamics are consistent with the realization of BDMM process.
Leveraging on this model and its estimation, we quantify the colocalization level

between Langerin and Rab-11 proteins.

4.1 Simulation study

In this section, we simulate several trajectories of the BDMM process, for cha-
racteristics explained below, and we evaluate the quality of estimation of two target
parameters involved in the birth kernel. The chosen characteristics are motivated
by the application that we will conduct in the next section, and are the same as
those chosen in Section 2.1.2.1 of Chapter 2. We recall them below without precisely
detailing each value.

In our context, the particles do not possess continuous marks, but can be of 6
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FIGURE 4.1 — Example of the density (4.1) for the birth of a new Langerin particle,
given Rab-11 particles already present in the same area (shown as red dots).

different types, which correspond on one hand to two distinct particle types (playing
the role of Rab-11 type proteins and Langerin type proteins in the subsequent ap-
plication), and on the other hand to three possible motion regimes : Brownian,
sub-diffusive (according to an Ornstein-Uhlenbeck process), or super-diffusive (ac-
cording to a Brownian motion with linear drift). Thus, the space M contains six
different labels, but mutations are exclusively possible between motion regimes and

not between particles type (see below).

We assume that the movement of each particle is independent of the others and
corresponds to one of the three aforementioned regimes. Birth rates are constant and
differ only according to the Langerin or Rab-11 type. Death rates (also distinct for
Langerin and Rab-11) are proportional to the number of particles present in the cell.
Mutations correspond to a transition between two different motion type; mutation
intensity is also assumed to be constant. Regarding transitions, we assume that the
death kernel is uniform : each particle has the same probability of disappearing
when a death event occurs. For mutations, we follow the setting of Example 3 of
Chapter 3, i.e., these occur for any particle uniformly, according to a fixed transition
matrix. Finally, we assume that births generate an equiprobable Langerin or Rab-11
particle, with a diffusion regime respecting predetermined proportions. The Rab-11
type particles are then generated uniformly in A. For the Langerin type particles, we

assume that given the pre-jump configuration x € F, they are generated according
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FIGURE 4.2 — Estimation results for ¥ = (p,expo) = (0.2,1.34) by MLE, based
on 500 simulations of the BDMM process specified in Section 4.1. In red : 95%
Gaussian confidence ellipsoid, based on the bivariate Gaussian distribution centred
at the mean of all estimations, and with covariance matrix the mean of all estimates
of the asymptotic covariance matrix J~1(d9).

to the density kf(x,.) defined for all z € A by

M (2R ()
kh(x,2) = —L i Py 4.1
) =B S e (B U6

where np(x) denotes the number of existing Rab-11 particles and 2/ their spatial
coordinates. This density is parametrized by p € [0,1] and ¢ > 0. It is a convex
combination between a mixture of normal distributions centered around the existing
Rab-11 particles, with variance o2, like in Example 1 of Chapter 3, and a uniform
distribution over A. The closer the parameter p is to 1, the more likely Langerin and
Rab-11 particles will tend to be colocalized, and the smaller the standard deviation
o is, the stronger the proximity between the two types of particles will be. An
illustration of this density is shown in Figure 4.1, for a given configuration of Rab-
11 particles represented by red dots.

In line with the application of the next section, we are not interested in the esti-

mation of all features of the process, but only of the parameter ¥ = (p,exp o) from
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FIGURE 4.3 — Left : a frame from the raw video sequence analysed in Section 4.2,
showing Langerin proteins. Right : superposition of all trajectories of Langerin pro-
teins obtained after post-processing (i.e. segmentation and tracking) of the whole
raw video. The colors indicate the estimated motion regime (Brownian in blue, di-
rected motion in red and confined motion in green).

the continuous time observation of a single trajectory of the process. We performed
500 simulations of trajectories for p = 0.2 and expo = 1.34, on a time interval
similar to the data studied in Section 4.2. Figure 4.2 plots the set of all 500 maxi-
mum likelihood estimates of ¢} obtained for the 500 simulations, obtained from the
likelihood established in Theorem 1 of Chapter 3. In red, the mean of the 95% confi-
dence ellipsoid is plotted. This is the Gaussian confidence ellipsoid obtained from
the bivariate Gaussian distribution centred at the mean of the estimates, and with
covariance the mean of the 500 covariance matrices J ](,1(19 ~), obtained as explained
at the end of Section 3.2.2 of Chapter 3. One can observe that most of the estimates
provide a consistent value of the parameter. Also, the mean estimated confidence

ellipsoid encodes the estimation uncertainty fairly well.

4.2 Data analysis

The dataset we consider (which are the same as in Chapter 2) coorespond to the
acquisition of videos with TIRF (Total Internal Reflection Fluorescence) microscopy,
depicting two types of proteins observed simultaneously near the membrane of a
living cell [BGM™14] : Langerin proteins and Rab-11 proteins. One frame of the video

of the Langerin proteins only is shown in Figure 4.3 (left). After post-processing
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FIGURE 4.4 — Likelihood of the BDMM model for the considered dataset, as a
function of the parameters p and expo. The estimated 95% confidence ellipsoid,
centered at the maximum likelihood, is overlaid in black.

following [PBBT14], the proteins of interest are detected and represented by a point
and tracked by the U-track algorithm [JLM™08] along the video sequence to provide
trajectories, see Figure 4.3 (right). These trajectories have been further analysed
by the method developed in [BKV18] to classify them into three diffusion regimes
(these are the colors visible on the Figure 4.3). The full dynamics is in line with a
BDMM process ; in addition to their displacement, some proteins disappear in the
course of time, others appear, and finally some change their diffusion regime, which

corresponds in our model to a mutation.

An open biological question is to determine if the Langerin proteins appear close
to existing Rab-11 proteins. This colocalization may indicate a strong interaction
between these two types of proteins. To address this issue, we estimated by maximum
likelihood the birth kernel of the Langerin proteins, assuming that it is of the form
(4.1), as in our simulation study. We obtained the estimate (p, éxp o) = (0.07,3.004).
The unit of ¢ is the pixel, the image being of size 250 x 283, each pixel representing
an area of 80 x 80 nm?. Figure 4.4 shows the likelihood value for our dataset, with
respect to p and log o, along with the empirical 95% confidence ellipsoid around
the maximum, obtained from the estimation of the matrix J~!(J) explained at
the end of Section 3.2.2 in Chapter 3. This estimate suggests that about 7% of
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Langerin proteins are colocalized with Rab-11 ones in this example. This proportion
is significantly positive in view of the confidence ellipsoid, and each colocalized
Langerin protein appears (with high probability) within 36 x 80 = 264 nm of a

Rab-11 protein, where ¢ = In(éxp o).

4.3 Conclusion

In this chapter, we aimed at estimating two parameters of the model : a parameter
corresponding to the probability that a new protein will be colocalized with an
already existing particle (in the sense that it is born very close to it), and a second
parameter characterizing the degree of proximity if the colocation is positive. We
first estimated these two parameters on 500 sets of simulations of the same BDMM
process, generated using the algorithm described in Part I. We have estimated the
95% confidence ellipse, which was significant and proved the power of the estimator.
We then estimated the same two parameters on the real data set already studied
in previous chapters. The estimation allowed us to calculate the probability of a
Langerin particle being colocalized with a Rab-11 particle at around 7%, with a
confidence ellipse that does not contain 0. This confirms colocalization between

these two particles, even if it is not very frequent.
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ANNEXE B

REMARK ABOUT THE DIFFUSION
COEFFICIENT IN CASE OF
CONTINUOUS TIME OBSERVATIONS

If the process (Z):>o satisfies a stochastic differential equation of the form

dZ; = v,((Zy, m))dt + 6,((Z;, m))dB;, t >0,

M"(z,m) : { Zo— 2

its bracket (Z,Z), satisfies :
t "t
/d(Z,Z)S:/ 52(s, (Zs, m))ds.
0 0

On the other hand, for 0 < t¥) < ... < t?) = t a partition of [0,¢] with mesh
converging to 0, then by approximation of the Riemann integral, we have :

p—1

<Z,Z>t= lim Z(Zt(p)

p—+00 el k41

_ Ztl(f) )2

which is completely known when the process (Z;)o<i<r is observed in continuous
time.

Therefore the quantity

P

t
/53(3,(zs,m))ds: lim > (Zw — Zym)?
0

p—+00 1 k+1 ty

t /
can be computed, so its derivative (/ 52 (s, (Zs, m))ds) = 52 (t, (Zs, m)) is entirely
known and ¥ can be deduced. In conclusion it makes no sense to try to estimate ¢

if the process (Z;)o<t<7 is observed in continuous time.
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ANNEXE C

PROOF OF THE LIKELIHOOD
EXPRESSION OF A BDMM PROCESS
(THEOREM 1 OF CHAPTER 3)

To simplify notation in the proof, we drop the dependence in 9 of all terms.
To get the likelihood, we view (X;);>o as a jump-move process, a more general
Markov process than the BDMM process. A jump-move process alternates motions
and jumps in F, see [LLGM22]|. It is defined through an intensity function «, a jump
kernel K (x,.) and a continuous Markov process Y on E that drives the motion of
the process. For a BDMM, we have a(x) = 5(x) 4+ d(x) + 7(x) and

K(x,.) = ngﬁ(x, )+ i(é?)f((;(x, )+ ;E’;i K, (x,.). (C.1)
By our assumptions
K (x,dy) = k(x,y)v(x, dy), (C.2)

where for any F' € £,

vg(x, F') if there exist A C A and Z C M such that FF =xU (A x 7)
v(x,F) =14 vs(x,F) ifx\z; € F for some i
v, (x, F) if there exist m € M and i such that (x\(z;, m;)) U (z;,m) € F.
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Part II, Appendix C — Proof of the likelihood expression of a BDMM process

In turn,
ka(x, y)fégg if there exists (z,m) such that y = x U (z,m)
o(x) . .
k(x,y) =14 ks(x, y)@ if y =x \ z; for some i
k. (x, y);g)) if there exists m € M and i such that y = (x\(2;, m;)) U (2, m).

Note that a jump-move process observed continuously on [0, ¢] has by definition
a cadlag trajectory on F and can equivalently be described by the vector X defined
by :

X == Z (X07 X]O,T1[7 TI; XT1 ) X‘}Tl,TQ[? ety Tn - Tnfly XTna X}Tn,t[)]l{]\/t:n}- (C3>
neN
We set for any i > 1, S; = T; — T;—1, V; = X, and we recall that (Xy)pn<i<r,, =
(Yt(i))ogtgsi 1+ Where Y@ is a continuous Markov process on E, identically distribu-
ted as Y. With these notations X is equivalent to X with :

v 0 1 n
X=Y(Vo,Ys . S0 VL Y (g0 Smeonl—z;;l s vz (C4)

neN

Note that with this formalism, Yéi) — V, for all 4, and X takes values in the space
Unzo Wn where

n

Wn = ®(E X C[Si} X R.,.) xX B x C[t_z?:o 8]

i=0
and where Cf,) denotes the space of continuous functions from [0, s] to E.

As detailed in Section 3.1.3.3, the continuous Markov process Y = I1,,((Z,, m))
defined on E, and observed on [0, ¢], given that Z, = z, admits the density L(Zy 4, m)
with respect to the reference process II,,((U;, m)) where U; = z + [ 5,,(U,, m)dBs,.
Let us denote by P the distribution of this reference process observed on 0, ¢]. For

In

any measurable and bounded function h defined on E,,, we thus have E(h(Y,,)) =

|n
fcm h(y)L(y[ﬂ)dP[;{O (y), where L(yp) is a short notation for L(zjyy, m) and where
y: = (z;, m) for any ¢ > 0. Similarly, for (Y)¢>o on E defined by Y, = 7,5 Ylnl{yern},
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we will write without ambiguity

B(i(Yog) = [, ML) (),

where the cardinality n defining P[?](O is implicitly given by n = n(Y)y).

Let h be a measurable and bounded function. For n € N, we use the conditional

law of S, 1 given (Xy)i<r,, T and Y™ see (3.2), to compute :
E[7(X) 1 {ny=n}]

) h<X)]1{Sn+1>t23;15]}]1{2?:1 Sj<t}]

h(X)1 [sns-50, sj}ﬂ (T, 8=t

=E h<)~()]1{27.1_15j§t} exp (_ /OtZ?_l S; Q(Y&"))du)

=E E

=E E

}‘<Xt>t<T”’T"’Y(">”

Since given Sy, ..., .S, and Y((Jn) =V, the Markov process Y™ observed on the time

. n . . . Vo
interval [0,t—327_, S;] admits the density L(y[t—Z?:1 s;)) With respect to P[FZ;L s
we have

E[R(X)1{n,=n}]
/ h(”OaY[(g)Sl]v"ana ”nay(rf n 5)]1 n
oyt | IR O IREY

t—zr.;l Sj
_ J (n) (n) Vi (n)
X exp ( /0 aly, )du> L <y[t2?_1 Sj]> dP[th?zl Sj](y )] .

=E

Now, if we condition on (X;)i<r, ,, T, and Y"1 we know that the post-jump

location V,, admits the density k(X -, v) = k(Y(STl), v) with respect to the measure
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Part II, Appendix C — Proof of the likelihood expression of a BDMM process

v(Xpo,.) = y(YgZL_l), .) on E. Hence
E[A(X)1 (x=n)]

(0) (n)
_El// 5 hVo, Yios,po- S Vs V. Zizlsﬂ)]l{ . Sjgt}

j=1
11J

t=> 0 Si N N . .
X exp (—/0 a(y! ))du> L <yft)2?_1 sj}) alP[th?:1 sj}<y( N

X k(Y5 v w(Y$ Y, dvn)] .

Conditioning on (X;);<z,_,, Tn_1 and Y™V we use again the law of S, given by
(3.2) to get

E[h(X)1{n,—n)]

_E / / / hV ’Y( g 9Ny Yn, () n—1 ]1 -1
R4 n 1 ( 0 (0,511 oV y[t_zi:1 Sj_sn]> {2?11 Sj+sn§t}

1 1 J*Sn]

tfzjzl Sj+sn (n)
_ Lv™__ Py (n)
X exp < /0 alyl )du> (y[tZ?:f Sjsn]> d S8 ] (y'"™)

x k(YD v ) r(YO Y dv,)a(Y D) exp (— /sn a(Y&"‘l))du> dsn] :
0

Sn Sn, s

We can continue successively this process, using the (conditional) density of each
move process Y on [0, 5], of each post-jump location V;, and of each inter-jump

time S;, and we obtain
E[h’(X)]l{Nt*n}]
(n)
—/ (V0. ¥fog s om Vo Vit sy e
x exp | — / TR ) x Ly g, AP (™)
0 v [t_zz':13} [t— Zz 154
< k(y" Y v )v(yT ) dvy)aly () exp <— / nOz(.V&”‘”MU) ds,,
0
l:[[ i APL (YR vr(y U, dvi)a(y ()

X exp <_/0 ' a(yg_l))du> dsl} L(y[SI])dPZf]( M p(dvy),
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where p denotes the distribution of the initial state on E. If we come back to the

ti,ti+1[) for
L(ygm) = L(zfé?tiﬂ_ti], m®) in view of x, = {(Z,@Ti, m@)} for all t € [t;, t;41], we
obtain

initial expression (C.3) of X from that of X, using the shortcut L(x;

E[h(i)l{]\/}:n}] = /W h(X07 X[O,h[) oo 7tn - tn—la th7 X[tn,t])]ltlgmgtnft

n
n

X exp <— /Ot a(xu)du> L(xp,.0) [] (L(x[tiihti[)k(xt;,xti)a(xt;)) n™ (dz),

=1

where (™ is the measure given for z = (xq, X041 - > bn = tne1, X4, X[t 1) DY

x ] (AP (Ow(x,,xi)dt;) AP, (x)p(dxo).

(4)

Here, just as we have used the natural notation L(x, () for L(y,

Since for any h, E(h(X)) = >,50E(R(X)1{n,—n}), we have proven that the
likelihood of X given by (C.3), with respect to the underlying measure n(.) =

ST ™ (AW, is given by

), we use

£(X) = exp (= [ oKudn) L0 ) T (£ )X X Ja(Xy).

If we replace a and k by their specific expression in (C.2), we obtain the result
in the case of a BDMM process. Given that there is a one to one correspondance
between the representation (C.3) and the trajectory (Xj)o<s<t, we can view the
above likelihood as the likelihood of (Xj)o<s<t, where 7 translates to a measure on

the space of cadlag function from [0, ] to E.
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ANNEXE D

PROOF OF THE LAN PROPERTY OF A
BDMM PROCESS (THEOREM 2 OF
CHAPTER 3)

Let us fix N > 1 and h € R We let 9y = 9 + h/\/ﬁ and we denote

L(0 + ﬁ)

AN/ () = 1o
(t) = log .00)

By Theorem 1 the log-likelihood ratio process is given by :

A’L9N/19<t> _ A'lzN/ﬁ(t) +AZN/19(t) +A§N/19(t) +A1T9N/19(t)
+ A+ AR () + AP (1), (D)

where

AN () — /Ot log (WNX)> N7 — /Ot(fy(ﬁN,Xs) — (0, X)ds,  (D.2)

YV, Xs-)
bk (O, X, X,)
AﬁN/ﬁ _ / 1 o ) £Xg7 ) N7 D.
k~ (t) 0 0g k»y (19, Xs— ’ Xs) d s ( 3)
AP (1) = log LN, Xz, 1)) N Ntz_l log L(On, Xz, 1,,01) (D.4)

L<197 X[TNt:t]) i=0 L(ﬁ, X[TivTile[) .

The proof of Theorem 2 follows a standard scheme as in [Lus92] and [Loc02a).
The main step consists in proving the LAN decomposition for each of the three
terms (D.2), (D.3) and (D.4) above, which is the statement of the three following
lemmas. Then (3.17) is deduced by combining these decompositions, as carried out

next.
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Part II, Appendix D — Proof of the LAN property of a BDMM process

Lemma 1. Under the same assumptions as in Theorem 2, we have for any t > 0,
h € R’ and 9 € O,

1
AINIO(EN) = T MNP (1) — §hT<M$“9>(t)h + Rem} 4.,(t), (D.5)

where Rem( 5 ,,(t) tends to 0 in P4 -probability when N — 400, and (M} (t))i0

is a martingale with respect to Fyn given by (3.9).

Lemma 2. Under the same assumptions as in Theorem 2, we have for any t > 0,
h € R’ and 9 € O,

1
AP (EN) = BTMY(t) — §hT<M,£’ﬁ>(t)h + Remly 5 5 (1), (D.6)

where Rem?§7h(t) tends to 0 in P -probability when N — +oo, and (M,?j’ﬁ(t))bo
is a martingale with respect to Fyn given by (3.10).

Lemma 3. Under the same assumptions as in Theorem 2, we have for any t > 0,

heR" and ¥ € O,
1
NP (EN) = BTMEY () = SHTGME ) (Db + Remfy (1), (D7)

where Rem¥, 4, (t) tends to 0 in PY -probability when N — +o0, and (MY (£))1s0
is a martingale with respect to Fyn given by (3.11).

The proofs of these three lemmas are postponed to the end of this section. Let
us deduce (3.17). From their statements and (D.1), we have

AP (ENY = REMVP(8) — SRS (h + Remgn(t),
€S

where S = {L, 3,8, 7, kg, ks, ks }, MNP (t) = Yies MiN’ﬂ and Remy g n(t) = Yies Remjvjﬂ7h(t).
By Lemmas 1, 2 and 3, we know that Remy g, (t) tends to 0 in P -probability. To

show the decomposition (3.17), it remains to prove that

(M) () = (")),

1€S
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which, given the definition of MYY(t), boils down to proving that

Vi,j €S, i#g, (M, M")(t) =0. (D.8)

First, for i = L, since M}’ (t) is a continuous martingale with finite variations,
we have that <M£V’19, M]N’ﬂ)(t) = 0 for any j # L, see [Klel2]. Second, for all i,j €
S\ {L}, i # j, we have

(M M) = 30 AMY (5)AM (s),
s<t
where AMNY(s) = MNY(s) — MM (s7). For v # +/, MN?(t) and Mé\,w(t) do not
have any jump in common, and similarly for M}"”(t) and M,ﬁj (1), since a birth, a
death or a mutation cannot occur at the same moment almost surely. Consequently
(M2 M) (t) = [MN M,g’ﬂ](t) = 0 for any 7 # +/. This implies (D.8) for i = v

o
and j € {7,k.}, v # 7. To complete the proof of (D.8), it remains to show that

(M, M,gw)(t) = 0. We have that

/tN vl’Y 19 X )(Vlk'y(ﬁvXS"XS))TdN’Y
- N >

MNﬁ MN19
| Py ke (9, Xy, X)

so that by Lemma 4, the associated angle bracket (corresponding to the compensator

of the square bracket, see [Klel2]) is given by

tN

1
ALY ) =+ [V .X) /E (Vik (0, X, )T 1 (X, dy)ds.

Remember that for any ¢ € © and any x € E, [5k,(0,%x,y)v(x,dy) = 1. This im-
plies [ Vik,(¥,x,y)v,(x,dy) = 0 if interchange of integration and differentation is
valid. In particular, it can be showed that the latter holds under Condition B(k., ).
Consequently, <M§V v M,g ’19>(t) = 0 and (D.8) is proven, which completes the proof
of (3.17).

The last statement of Theorem 2, that is the convergence (3.18), is a direct
consequence of Theorems 4.12 and 4.22 of [HL00], thanks to our hypothesis (H)

that implies that @ is a recurrent atom for (X;);o.
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Part II, Appendix D — Proof of the LAN property of a BDMM process

D.1 Proof of Lemma 1

Let us prove that Remy ,,(t) converges to 0 in on—probability, where
1
Rem 5., (t) = AINP(EN) = BT MY (2) + 5hT<M§Vﬂ9>(t)h,

and Mév’ﬂ(t) is given by (3.9). From (D.2), we get

e = [ o (5 - Sy ]

tN
+/ lﬁN’ )—1101]\4;,

t

where M, = N]—/ (¥, Xs)ds is a Fi-martingale. We have in particular [MY], = Ny
0

and (M"), = [{ (9, X,)ds, see for instance [Kle12]. We deduce that

[M’)]/Vﬁ N /tN V17)’)(/2V1’7 (197 ng)d[Mw}s

N (Vi7)(Viy)" 5
-y [ X .

Note that v(, X;—) > 0 for all y-jump time T3, so that the previous formula remains
true with the addition of 1,y x_)>o in the integrand. So we get

(MY (1) = Jb/OtN 17>0W(§’Xs)d‘9’

as claimed in (3.12), which well satisfies the property that [MN7](t) — (M"?)(t) is
a martingale. Using these representations, we may write
Rem}y\f,ﬂ,h(t)
1 1
= APIIN) = BTMP (1) + ST (M) (1) = [M)(0)) b+ ShT (M) ()b

=S+ AY + R,

where

tN Uy, Xg- hT ¥, X
StN:/ <7( Ny £xg )_1_ vlr}/( ) Lxg )>dM;/,
0

70, X,-) VN (9, X,-)
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D.1. Proof of Lemma 1

o hTVw) 1 N (hTVyy)? y
AY = oy [ e 0. X s - o [T . X any,

- o (20 0 e . o

To complete the proof, we show below that each of these three terms tends to 0 in
Pﬁo—probability.

First step : Convergence of S to 0 in probability.
By the Markov inequality, we have for any a > 0,

P, (1SN > a) < B, ((57)) = B2, ((5™):)

where the last equality comes from the fact that (S})? — (SV); is by definition a
centred martingale (see [Klel12]). We prove in the following that EY ((SN >t) tends
to 0. We have

tN - T Y\ 2
[SN]t _ / <7(79N7Xs ) 1 h vl’Y(ﬁaXs )) ng
0

v(9, Xs-) VN (9, X,-)

N (W0, X) W V9, X)) ,
7/0 < 7(197X5_> 1 \/N 7(197 XS_> 17(19’X57)>0dNS,
so that
tN T 2
N 7(0N7Xs> h Vw(ﬁ,Xs)
— SN TRS) 1 X ) D.
= [ (s 1 v ) b0 X 0D

Note that for any ¢,¢’ € © and any x,
/ ! / T/ qr
A0,%) = 1(03%) = [ (Viy(@ + 40 = 9),x)" (&' = D).

Thus we have for all x € E and ¢,9" € © such that v(¢,x) > 0 :

<vwc x) (V@) (9~ ﬁ))z

1(0,%) 10,%)
_ ( [ T+ U7 =920 - Vi x))" (¥ =) dt>2
0 7(19,}{)
< | =9I £ e, 10 = 91, (D.10)
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Part II, Appendix D — Proof of the LAN property of a BDMM process

where fJ(x,p) is given by (3.6). Applying this inequality in (D.9) with ¢/ = ¥y =
9+ h/\/ﬁ, we obtain

s, < 105 1 g (X %) 29, X,)ds. (.11)

Since fJ(x,.) is increasing, we have by condition B(y) that for any ¥ € © and N

77 (x T 0.3

for some d(¢) > 0. We can thus apply the ergodic assumption (H) to the right-hand
side of (D.11) to get

large enough,

sup < d(v), (D.12)

xeFk

po (dx).

o IBIPeGad@) o ] (o ]
g, ((57)) < PRl e [ |y (x L) 5100

In view of (D.12), and since for any x € E, fJ(x, ||h||/V'N) = 0 when N — 0, we

can conclude by the dominated convergence theorem.

Second step : Convergence of AN to 0 in probability.
Let € > 0. We have 2AY = A; — Ay — A3 where

tN thlfy)
N/ (ﬁva)]l{ "Y1 (9.X.) >e\/ﬁ}d8’
N hTVl’Y) Y
Ay = N/ Tw’xs’)ﬂ{ Ljﬂ(ﬁ,Xf) >ex/ﬁ}st’ (D-13)

N/tN h Vﬂ) (19 X ) { -

}dM”’

thl’y(ﬁX )

Note that EY (|A;]) = EY (A1) = EY (A) = EJ (JAz|). We prove below that for
any € > 0, E;’;O(|A1|) — 0 as N — oo and then we deal with the convergence in
probability of As.

By condition A (), we know that given ¢ € O, the integrand in A; is uniformly
bounded in X by some d(9) > 0. We can then apply (H) to get

(thl’Y)Q

dx
S )-

e B (0.)

EY (|A]) < Cﬂ():%w) +th 1

(ﬁ,x)]l{ >5\F} 112 (
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D.1. Proof of Lemma 1

This integrand is bounded thanks to condition A () and converges to 0 as N — oo
for any given x and 1. We thus conclude by the dominated convergence theorem
that EY (]4:]) — 0as N — 0.

Concerning As, since it is a centred martingale, we have for any a > 0,

PY (|As] > a) < ~E (|45]?) = ~EZ ({A3))

CZ2 X0 a2 X0

where

1 [tN (WTV17y)4
(As) = W/o ]17>0,y;(19,Xs)]1{
62 tN (thl,}/)2

S N 0 ]l'y>0

SE\/N} dS

T
A (9,Xs)

(9, Xy)ds.

We can again apply (H) to the latest integral, thanks to condition A(7y), and we
obtain
EY ((43)) < €C(x0,7, h)

where C'(xg,9,h) > 0. So for any a > 0 and any n > 0, we can choose € so that
P? (|As| > a) < n. For these choices, we can further choose N large enough so
that P (|Ai| > a) < n and PY (|As| > a) < 5, because for any € > 0, EY (|A;]) =
EY (JA2|) — 0 as N — oo. This entails the convergence of A} to 0 in P -probability.

Third step : Convergence of RY to 0 in probability.
Denoting by ¢ : © > —1 + log(1 4+ ) — x + 2?/2, we have RY = R; — Ry/2 with

N 7(?9N7X8_>
— — 2 7 _1|dNY
i /o w( 7(9,X,-) AN

Y ([rw X)) [ Y@ X
Ra= | ([7(19,&) | - |7 v(ﬁ,xs>])dN5‘ P

We start by proving that R, tends to 0 in probability. Write Ry = [(f? — ¢*)dN7
with obvious notations. We have by the Cauchy-Schwartz inequality and the fact

that (f +9)* = (f —g+29)* <2(f — 9)* +8¢7,
B3 < [(f = gPany [(f + g%y

< ([r=grany) (s [(r - 92any +8 [ #any).
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Part II, Appendix D — Proof of the LAN property of a BDMM process

To prove the convergence of Ry, it is then sufficient to show that [(f — ¢)*dN7 =
O]}Dio(l) and [ g?dN] = O]pzo(]_). We have

BY, [(f = 9)*aN;

tN T )
9 (I, Xs-) hT Vv (9, X )
N ~O.XD) N D1
EXO/O ( WX VR X)) (D.15)
tN T )
9 (W, Xs) hT Vi (9, X,)
ASELS nlei VAN I 1 9, X,)ds,
xO/O <7(19,X8) 1 N A (0.X) 49.%5)>07 (9, Xs)ds

which is exactly B2 ((S™)¢), see (D.9). We have already proven that this term tends
to 0,50 [(f —g)%dN] = opy, (1). Now, for any n > 0, by the Markov’s inequality, we
can choose M > 0 such that

1 1 (N BTV (9, X,) )2 ¢
9 2 ot < 9 7/ 1 y 4Xg < -
P’ (/g dN >M> < B, (N O X)) < 0@ h) <o

where C'(9, h) is a positive upper-bound deduced from condition A (). This proves
that [ g?dN) = Opzo(]_) and completes the proof that Ry tends to 0 in probability.

It remains to address the convergence of R;. For any ¢ > 0, we have Ry = Ry; + Ri»

with ( )
tN In. X
YUN, Ag
R :/ TIN R ) ) 1 mex N7, D.16
o= e ) e (0
tN
7(79N7XS_)
R :/ TN 2 ) ) o N7 D.17
2Tk T ( (0, X,-) {|5o5es 1]} D17
For Ry, note that for any a > 0,
5 5 tN .,
]P)xO(Rll > CZ) < Pxo /0 ]1{ ﬂ{,(yq(gé\j)’:zs_i))*l >€}dNS > b , (D18)
for any b < 1. This is because when b < 1,
" dN] <b
1ijyonx s S
/0 { i?é\,’xtj)*l >€}
“/(19NvXT4_)

— | for all y-jump time T; < tN ,]l{

=0
>e}

- ot
1@, X )
i
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D.1. Proof of Lemma 1

which implies that R;; = 0 < a. Moreover

]l{ >€}§]l{ >§}—|—]l{ >§}.

Using this and the fact that for any z, ]l{|z|>£} < 46*222]1{|Z|>£}, we get
2 2

RICINED) hT Vi1v(9,x)

~(9,x) VN (9,x)

rT Viv(9,%)

20NX)
VN (9,x)

v(9,%x)

L N (v (9, Xso) KT Viy(9, X-)\?
<4 2 ’Y N S 1_ ) S dN»y
‘ /o (’y(ths—) VN (0, X,) ’

L, N RT Vi (9, X,-))
e /0 (\/N 7(719,X5) ) ]l{

The first term is exactly 4¢72 [(f — ¢g)?dN7, as already studied in (D.15), and the
second term is 4e 2 A, (up to €/2 instead of ¢€), see (D.13). Both terms tend to 0 in
on—probability whatever the value of € > 0. This proves that the right-hand side

nT Vl"/(ﬂvxs— )
VN (X )

£

>3

}ng.

term in (D.18) tends to 0 for any b < 1, which yields the convergence of Ry; in
PY -probability to 0.

For Ry5 given by (D.17), we choose € < % and since |p(z)| < 2|z|? for |z| < %,

we have
‘N 3
(O, Xs-)
R</27—1]17,_ AN
20 T X0) {| 551}
N 2
Y(Wn, Xs-)
<2/ LI R 1) aNy.
= <v(19,Xs) :

This last term is 2¢(Ry + [ g?dN7) if we use as previously the notation Ry = [(f? —
g*)dN7 for Ry given by (D.14). We already know that U := 2(Ry + [ g?dN7) is a
OP;ZO(l) as N — oo. This means that for any n > 0, there exists M such that for
N sufficiently large IP’;’;O(U > M) < n. This implies that for any a > 0 and 1 > 0,
we can choose € small enough (e < a/M) so that PY (eU > a) < Py, (U > M) <.
So for any a > 0 and 1 > 0, we can choose € so that PY (Rys > a) < n for N large
enough. The same inequality holds true for R; since we have proven that R;; tends
to 0 in probability for any ¢ > 0. So Ry = Ry; + Ri2 tends to 0 in Pﬂo—probability,

which concludes the proof.
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D.2 Proof of Lemma 2

The proof follows the same scheme as the proof of Lemma 1. Consider
1
Remiyy,(t) = AL (EN) — AT (1) + 5hT<M,§jﬂ9>(zs)h,

where M,ﬁ\j’ﬁ(t) is given by (3.10). The fact that Mﬁ’ﬁ is a Fyy-martingale is a

consequence of Lemma 4. We deduce that
1 [N Vik k)T
iy = - [ VR G x X )ans,
Y N Jo k2

1 [N Viky(Vik,)"
1) = [ 100 VD ) Xy (X, dy )y (9. X, )
i NJo JE k.,
Starting from (D.3) and using the above representations we can decompose
Remlj\zﬁ7h(t) as in the proof of Lemma 1, that is Remﬁzﬁjh(t) = SN+ AY + RY,

where

Nk (O, X, Xs) AT Vik, (9, X, X,)
N — Y 5 LX57 1 YV A5, AN
5 /0 (l@(ﬁ,xs,xs) VN (9, X-, X,)

1 tN .

i /0 /E TV ke (0, X, y )i (X, dy)y(0, X, )ds,
tN h vl )

A7 QN/ / (0, X, ¥)v4 (X, dy )y (0, X, ) ds

1 tN (hTV1k7)2 9. X X VN7
_ﬁ 0 T(> 57 s) 5

N e (On, Xo X))\ ks (O, Xy, Xo)
RN :/ 1 Y ) ) M ) ) 1
0 (0 < ko (0, X, X,) ) (0, X, X,)
1 (KT )2

B SV _ v
+2N = (9, X, ,Xs)) dN].

We show that each of these three terms tends to 0 in Pﬁo—probabﬂity as in the proof

of Lemma 1.
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First step : We have

- :/m (kv(fﬁN,Xs_,Xs) M vlkv(ﬁ,xs_,xs))QW
o\ k(0, X, X,) VN k0, X,-, X,) ;

so that by Lemma 4 in Section D.4,

SN /tN/ < 19N7 sy ) 1 hT ;lkw(197:{SuY)>2
t _1_
79 }(s;}’) v IN k'y(ﬁa-}(ﬁ’y)

X ky (0, X, y)v (X, dy ) y(9, X )ds.

Using the same inequalities as in (D.10) we obtain that

vy, < BB (5 Rl
(Me< e [ A (X ) 10 Xds

where f:;” is given by (3.7). We can then deduce that EY ((S™);) tends to 0 by use of
Conditions B(k,,7), (H) and the dominated convergence theorem, as in the proof

of Lemma 1.

Second step : The proof is identical to the second step of the proof of Lemma 1. It

>e\/N

or not. The convergence of AY is then proved similarly, by use of Conditions A (k, ),

consists in splitting the integrals in AY according to whether ‘hT%k” (9, X4-, Xs)

(H) and the dominated convergence theorem.

Third step : The proof follows exactly the same lines as the proof of the third step
of Lemma 1 where 7(.,.) is replaced by k,(.,.,.) and Condition A(k,,7) is used
instead of Condition A (7).

D.3 Proof of Lemma 3

Remember that X, = {(fo_)Ti, m)} for all t € [T}, Tj41[, and that L(9, Xz, 1,4
is a shortcut for L(ZEOT+1 7 m) given by (3.5). Accordingly, we have

log L(9,X - T”l—ﬂXT-l PVAR
0g ( ) [Tini+1[) T ( ) ( S) s—T;
1 Tz+1

5 LX) 0 (X (0. X ) ds,
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Part II, Appendix D — Proof of the LAN property of a BDMM process

where v,(9, X;) stands for v, (9, ZgTi,m(")), with n = n(X,), and similarly for
a;1(X,). Then we have

n

L(ﬁ]\h X[Ti,Ti+1 [)

= G T -1 (4) _
log L. Xmm) /T (0 (I, Xs) — 0 (0, X)) 0, (X)) (A2, 1, — 0, (0, X )ds)
_ 1/TiTi+1(Un(q9N,X ) — (8, X)) 0 (X)) (0 (0, X)) — 0 (8, X )ds.

Consequently, we may rewrite (D.4) as

AP0 = 3 [ U (5) a0, X) = 000, X)) a5 (X, )aM Y,

i>0

- 5/0 (Tn (9, Xo) — (9, X)) 0 N(X) (0 (0, X,) — 50(9, X,))ds. (D.19)
where M) =0 if s < 0 and
MO =70 — 7 _ / (0, ZNVdu, s >0, (D.20)
0

We know that Z( is the solution of M"(z), m¥) given by (3.4), where (zY, m®)
are such that X7, = {(z®, m®)} and n = n(Xr,). This implies that (M) is a
martingale with respect to ]-"tz(i), the natural filtration associated to Z(®). Note that
(M) is independent from T} and that JF; is generated by :

N
(T Xy, 2oy o (T Xy 2o )imr v |-

This implies that for T; <t < T4, if s € [T}, ],

~

3 7 (3) i
E(M3 | F,) = B(MOy | T, FEL) = MY

while if s < Tj, E(Mt(i)ﬂ]‘—s) =

Using these properties, we can easily verified that Mé\w given by (3.11) is a
Fin-martingale. Similarly, since (M®), = / an(Z)du, we have
0

LERIOES o A RO AR SIErCSIRE ST SL AT STE

:N (V10n (9, X)) a1 (X)) V10,(9, X, )ds.
0
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From this representation, (3.11) and (D.19), we have

1 1
Rem g, (t) = ATYPEN) — BT MY (1) + §hT<M£V’ﬂ>(t)h = SN — §R£V7

where
N tN
St = Z B ]I[Ti§Ti+1[(S> (Un(ﬂf\h Xs) - ﬁn(ﬂy Xs)
1>0
h\" .
— Vl’l_}n(’l9, XS)N) a[;l(XS)dMs(l)TZ,
and

Let us prove that both S} and R} tend to 0 in PY -probability. For S{, using
the Markov inequality and the fact that EZ ((SN)?) = EZ ((S})), this boils down
to proving that EJ ((S}')) tends to 0. We have, since a,, = 7,0,

(s = [ " (@n(ﬁN, X.) — 0, (8, X,) — Vi (), Xs)\/hN>T (X,)

x <vn(ﬁN, X,) = 0a (9, Xs) — V10, (0, X, )T

v

tN
- / Gl

0
Using the same argument as for (D.10), we get

h2 N - move
sy < I [ ook ree (3 2 Y s

where f§*"¢ is given by (3.8). We then deduce that EZ ((S™)) tends to 0 thanks

to the dominated convergence theorem, using Conditions Byove and (H) as in the

Xs)_l <1_)n(19N7X8) - En(ﬁv Xs) - Vlﬂn(ﬁvx )T

first step of the proof of Lemma 1.
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Concerning RN, note that
N BN -1 (= - 2 1y 1y - 2
BY = [ 5% @0 X) = 000, X0)|" = 1 [3(X.) Va5, (0, X ) ds

that reads /(||f||2 —|lg|/*)ds with obvious notation, so that using the same argument
as in the third step of the proof of Lemma 1 (term Ry), it suffices to show that

|f — gl|’ds = o(1) and /Hg|]2ds = O(1) in PY -probability. But the former is
exactly (SN) studied above, that has been proven to converge to 0 in probability.
And the expectation of the latter is bounded by use of Condition A ,ove, proving
that it is O(1) in PJ -probability. This concludes the proof.

D.4 A useful martingale

The following result is useful in the proof of Theorem 2 in Section D. It is proven
in Lemma 54 of [Man23], the BDMM being a particular case of a jump-move process
(see the proof of Theorem 1 in Section C). It is also stated under a slightly different
setting in Proposition 3.3 (b) of [Loc02b].

Lemma 4. Let (Xy)i>0 be a BDMM process on E, let g be a measurable bounded
function defined on E x E and introduce for any t > 0

t t
M; :/0 g(Xs—,Xs)dN;*—/0 ’Y(Xs)/Eg(Xsuy)k’y(XS>Y>V’Y(XS7dY>d8'

If Ny < oo for any t >0, then (M} )i>o is a Fi-martingale.
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ANNEXE E

ERGODICITY OF THE BDMM PROCESS

The following proposition provides some conditions ensuring the hypothesis (H),
namely non-explosion and geometric ergodicity of the BDMM process. It is based
on the study conducted in [LLGM22] for birth-death-move processes (without mu-
tations). The arguments in presence of mutations are similar and sketched below.
The conditions include the technical assumption that the process is Feller. This pro-
perty is discussed in [LLGM22] and proved for several examples of transition kernels
that include all examples of this paper, provided the underlying spatial state A is
compact. The other conditions deal with the intensity functions of the jumps. First,
the total intensity function « is assumed to be bounded, to avoid explosion of the
process. Second, the death intensity function § must compensate in a proper way
the birth intensity function 3. Notably, the ergodic properties do not depend on
the inter-jump move process, neither on the mutation dynamics. We introduce the

following notation :

B = fél}gﬁ(x), Oy = Xieng’né(x) and «, = B, + ,. (E.1)
In fact the conditions of geometric ergodicity below are exactly the same as the
conditions of ergodicity for a simple birth-death process (7:):>0 on N with birth rate
(Bn) and death rate (d,), as established in [KM57]. This is because to address the
ergodic properties of a BDMM (X;);>, we construct a coupling between (X;):>o
and (7¢)>0, in such a way that 7, = 0 implies X; = (. Consequently @ becomes
a positive recurrent state for (X;);>o whenever 0 is a positive recurrent state for

(m¢)¢>0, which implies the geometric ergodicity of (X;)¢>o.
Let (X¢)t>0 be a Feller BDMM process with a bounded intensity function o
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Suppose that 9, > 0 for all n > 1 and one of the following condition holds :

(1) there exists ng > 1 such that 5, = 0 for any n > ny, (E.2)
n— 671
(i7) B, > 0 for all n > 1, Z B Pl < o0 and Z = 00, (E.3)
n=2 51 5 51 Bn
where (3, and §,, are defined by (E.1). Assume moreover that
Z Bn <o and 3N >0, st.Yn> N, 8, < 0pi1-

.5n

Then (H) is satisfied.
As mentioned above, following [Pre75] and [LLGM22], the proof of this result is

based on a coupling between (X;);>0 and (7;);>0, where the latter is a simple birth-
death process with birth and death rates given by (E.1). We detail below how we
construct the coupled process C, = (X4, m¢)- This is a straightforward generalisation
of the construction in [LLGM22|, where we account for the presence of mutations.
Specifically, Cis a jump move process on E x N with intensity function & and
transition kernel K defined as follows. The intensity function & : E x N — R, is
given by

. {a(x)—l—an if x € B, m #n,

a(x,n) = .

Bn+0(x)+7(x) ifxeE,.

Letting K be the kernel given by (C.1), the transition kernel K takes the form, for
any AC E :

1. IxeE,, m#n:

R(lxni 4 x (i) = 202 ke ),
R((eom: ) x {n+1}) = s
On,
R(Gem: x x = 1) = 72

2. If xe E, :

R(xnidx (ot 1) = = ot )
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k((x,n); {x} x{n+1}) = m.

Py i —

Ks(x, A) + 7(x) K, (x, A).

a(x,n)

K5(X> A)7

K((x,n): Ax {n}) = 5(x) = &

)
a(x,n)
The inter-jump move process of C'is in turn a simple independent coupling between
the move Y of X and a constant move on N (i.e. y; = yo for all £ > 0).

The fact that the above construction is a proper coupling, in the sense that
X and 7 do constitute the marginal distributions of C, can be proven exactly as in
[LLGM22] for the case without mutations. On the other hand, the key point is that if
at some point, C, = (X4, 1) is such that n(X;) < n;, then by the above construction,
n(Xs) < n, for all s > t, almost surely. By this property, n;, = 0 implies X; = O
and the geometric ergodic conditions for 7 stated in the proposition, coming from
[KM57], are sufficient for the geometric ergodicity of X. The rigorous proof of these
claims can be found in [LLGM22].
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PArTIE 111

Analyse du mouvement des
trajectoires et détection des

instants de changement de régime.
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CHAPITRE 5

MODELES DE MARKOV A ETATS
CACHES ET ALGORITHME EM POUR
CLASSER DES TRAJECTOIRES

Afin de compléetement caractériser les estimateurs paramétriques des différents
éléments du processus BDMM, il faut étre capable de déterminer les instants de
saut qui sont des changements de marque. En effet, les instants de saut associés a
des naissances ou des morts sont faciles a identifier lorsque 1'on observe des par-
ticules dans un domaine donné : il suffit de porter son attention sur les points de
temps ol le nombre de particules change. En revanche, les instants de changement
de marque sont plus difficiles a estimer. Nous allons nous placer dans le cas ou la
marque associée a une particule désigne son type de mouvement. Notre but est alors
de déterminer quel mouvement est suivi par chacune des particules et a quels mo-
ments certaines particules changent de type de mouvement. Dans ce chapitre, nous
nous placons dans une situation ou le mouvement observé sur une trajectoire donnée
dépend uniquement de la marque de la particule, indépendamment des autres trajec-
toires. De plus, nous considérons aussi que lorsqu’une particule change de marque,
ce changement se fait indépendamment des positions et des marques des autres par-
ticules. Nous allons, sous ces hypotheses, donner une méthode permettant d’estimer
le mouvement suivi par chaque particule ainsi que les instants de changement de

mouvement.

Dans la littérature, beaucoup de méthodes cherchent a classer les mouvements
de trajectoires supposées toutes indépendantes. Ce chapitre commence par un ra-
pide état de 'art sur le sujet, puis se poursuit par la présentation de notre mé-
thode de classification, basée sur des modeles de Markov a états cachés et un algo-
rithme EM pour I'estimation des parametres. Enfin, nous traitons le cas particulier
ou l’ensemble de modeles de mouvement possibles est M = {brownien, processus

d’Ornstein-Ulhenbeck, brownien dirigé}.
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5.1 Etat de ’art

Actuellement, beaucoup de méthodes utilisent le déplacement quadratique moyen
(MSD : Mean Square Displacement) |[GLGW13, QSE91] pour classer les mouve-
ments de diffusion. Le MSD d’une particule au temps ¢ est défini par MSD(t) =
T S 26, — 26|12 O0 24, .., 24, sont les positions successives de la particule
considérée aux temps 0 = tp < --- < t, = t. Le calcul du MSD d’une particule
permet de classer son mouvement en trois catégories : mouvement brownien lorsque
le MSD est proportionnel a ¢, mouvement sous-diffusif lorsque le MSD est propor-
tionnel a t* avec 0 < o < 1 et super-diffusif lorsque o > 1. Le but de ces méthodes
est d’estimer le coefficient o afin d’en déduire le type de mouvement sous-jacent
[BKV18]. La précision du résultat est fortement dépendante du nombre de points
acquis au cours de 'observation, ce qui engendre une mauvaise analyse des trajec-
toires courtes. Aussi, 'étude du MSD se faisant sur les trajectoires completes, la
plupart de ces méthodes ne permettent pas de détecter le passage d’un type de

mouvement a un autre au cours du déplacement d’une particule.

Afin de détecter les moments de changement de type de mouvement au sein d’une
méme trajectoire, des nouvelles méthodes ont été mises en place. Tout d’abord,
[BVK19] présente une extension de la procédure de test non-paramétrique décrite
dans [BKV18], pour détecter les instants ot une particule change de mode de diffu-
sion (diffusion brownienne, sous-diffusion, super-diffusion). Une statistique de test
est calculée sur des fenétres glissantes le long de la trajectoire. Malheureusement,
les résultats de cette méthode sont fortement dépendants du choix de la taille de la

fenétre glissante.

Par ailleurs, la plupart des méthodes existantes se basent sur des représenta-
tions des états par une chaine de Markov a états cachés pour détecter des change-
ments de mouvement sur une trajectoire. Ces méthodes n’envisagent que des mouve-
ments browniens et des mouvement browniens dirigés. Dans [CAV*10], les auteurs
se servent du MSD, ou plus précisément du CSD ( Cumulative Square Displacement)
pour trouver les parameétres optimaux de deux types de mouvement possibles (un
mouvement brownien et un mouvement diffusif) avant de retrouver le type de mouve-
ment sur chaque morceau de trajectoire grace aux modeles de Markov a états cachés.

Dans [PLUE13], les auteurs classent des trajectoires selon plusieurs mouvements
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browniens associés a des coefficients de diffusion différents. Il déterminent d’abord
avec une approche bayésienne variationnelle le nombre de mouvements browniens
adéquats pour décrire les données observées, puis les parametres optimaux, avant
d’utiliser les modeles de Markov a états cachés pour classer les trajectoires. Enfin,
[MBP*15] présente une approche plus élaborée, pour laquelle les trajectoires ob-
servées sont supposées provenir d'un mélange de K mouvements browniens et Ky
mouvements browniens dirigés. Les auteurs utilisent une méthode bayésienne pour
déterminer ces nombres K et Ky optimaux pour les trajectoires observées. Ensuite,
ils utilisent une méthode d’échantillonnage MCMC (Markov chain Monte Carlo)
pour déterminer la valeur du maximum de vraisemblance, qui leur permettra, grace
aux modeles de Markov a états cachés, d’estimer le type de mouvement pour chaque
point de la trajectoire.

D’autres méthodes basées sur 'apprentissage profond (Deep Learning) [ASP*19,
MGVGM*21] produisent des résultats bien meilleurs : l'idée est d’entrainer un ré-
seau neuronal avec des trajectoires simulées comportant des sauts de mouvement.
Une fois le réseau entrainé, on ’applique sur des données afin de découper chaque
trajectoire en segments qui présentent le méme type de mouvement. Ensuite, chaque
segment est analysé par différentes méthodes pour en déduire ses parametres carac-
téristiques. Le gros inconvénient de ces méthodes d’apprentissage automatique est
qu’elles fonctionnent comme une boite noire et on peut donc préférer des estimateurs
basés sur des statistiques explicites afin d’en tirer profit pour en déduire d’autres

informations sur la diffusion étudiée.

La méthode que nous avons développée dans ce manuscrit utilise les modeles
de Markov a états cachés pour estimer le type de mouvement pour chaque point de
chaque trajectoire, une fois les parametres qui caractérisent ces mouvements détermi-
nés. Nous utilisons un algorithme EM (Expectation-Maximization) pour déterminer
les parametres du modele. Notre approche permet de gérer un grand nombre de
trajectoires. L’annexe H présente une comparaison entre les résultats obtenus par
notre méthode et ceux obtenus par la méthode présentée dans [MBPT15], qui classe
les segments d’une trajectoire suivant deux types de mouvement (brownien dirigé ou
brownien). Cette derniére inclut la possibilité qu’'une méme trajectoire puisse suivre
plusieurs types de mouvements browniens et plusieurs types de mouvements dirigés,

avec des coefficients de diffusion et des drifts différents. L’intérét de cette méthode
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est de ne pas supposer connu le nombre de types de mouvement et de renvoyer
le nombre le plus probable en plus des caractéristiques des mouvements correspon-
dants. Cette méthode présente I'inconvénient majeur de ne plus fonctionner des qu’il
y a plus de deux trajectoires a analyser. De plus, pour I'analyse d'une seule trajec-
toire, le temps de calcul nécessaire pour analyser une trajectoire est relativement
long, ce qui rendrait difficile son adaptation pour étudier d’'un grand nombre de

trajectoires.

5.2 Résolution du probléeme

Dans ce chapitre, on suppose avoir relevé les positions du processus BDMM a
intervalles de temps discrets, notés to, ..., t,, chacun espacé de A = |ty41 — tx]. On
suppose que l'on sait suivre chaque trajectoire, c’est-a-dire que le jeu de données a pu
étre traité par un outil de tracking qui a permis de suivre chaque particule et ainsi de
connaitre les trajectoires du systeme. On connait donc le nombre s de trajectoires
présentes entre les deux temps d’étude ¢y et ¢,. Les trajectoires sont par la suite
ordonnées, de la premiere apparue, a la derniére, par exemple. Normalement il n’y a
qu’une seule trajectoire qui apparait a chaque instant ¢, si le pas de discrétisation est
petit, mais s’il y a deux apparitions au méme point de temps (ce qui est possible en
temps discret), on choisit de les ordonner selon leurs longueurs. Apres I'observation
complete du processus, on est in fine capable d’attribuer a chaque trajectoire un

numéro.

5.2.1 Notations

Dans toute la suite, la notation p(.) correspond a la densité de probabilité (dans
le cas conditionné ou non), que cette derniére soit au sens d’une probabilité de masse

(cas discret) ou de la densité d'une loi continue.

Pour chaque trajectoire i € [1, s] on peut alors définir :
— i € [0,n] tel que la trajectoire i est apparue au temps t¢;,

— iq € [0,n] tel que la trajectoire i a disparue au temps ¢;,1, ie. t;, est son

iq

dernier instant de vie.
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— n; =14 —ip + 1 désigne le nombre d’instants de vie de la trajectoire. Sa durée

de vie est donc A X n;.

On note ensuite :

Zi = (Zt .y 2t Z) S

IR iq)

les coordonnées de la trajectoire 4.

On suppose que les particules peuvent suivre M types de mouvements différents,
notés 1,..., M et qu’elles peuvent transiter d’'un type de mouvement a un autre au
cours de leur vie. L’ensemble des marques M vaut donc {1,..., M}. On notera pour
k € [ip,ia], me, . le type de mouvement que possede la particule i entre les temps

tr—1 et tg. (Ainsi, my, sera défini mais n’aura aucune influence.)

On notera aussi :

Mi = (mt . ,mtid,l-) e M"™

74b7Z’ t

les états cachés de la trajectoire i.

On suppose ici que les mouvements des trajectoires et leurs changements de
régimes sont indépendants, au sens de la définition 1 de I'annexe F. Intuitivement,

cette définition implique que :

— le mouvement observé sur une trajectoire donnée dépend uniquement de la

marque de la particule, indépendamment des autres trajectoires,

— lorsqu’une particule change de régime de mouvement, ce changement se fait

indépendamment des autres particules.

Ainsi, pour chaque trajectoire Z* on a le schéma suivant :

Etats cachés : @ @ @

Observations :

FIGURE 5.1 — Schéma des dépendances entre les observations et les états cachés
(i.e. les types de mouvement) pour une trajectoire i.
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Notons que des dépendances supplémentaires apparaissent dans le schéma de la

figure 5.1 par rapport au cas standard des chaines de Markov a états cachés.

Le systeme est entierement décrit par les trois quantités suivantes :

o La loi de probabilité des changements d’états de chaque trajectoire est notée
a = {age(2)}. Pour tout i € [1,s], pour tout k € [[iy + 1,i4] , pour tout
(z,u,v) EAXxMx Mon a :

Qyo(2) =P (mt” =2y = 2 My i = u) . (5.1)

Nous faisons remarquer que cette loi ne dépend pas du temps ¢, ni de la

trajectoire 1.

« Pour tout i € [1, s], pour tout k € [ip + 1,44 , pour tout (y,v) € A x M| la

densité de z, ; sachant z;, |, =y et my, ; = v est donnée par la fonction

z = b (zly,v). (5.2)

« La loi initiale des couples (2, i, M4, i) pour tout i € [1,s] est notée  :
VACA, Pz, €Amy, =k = / (2, k)dz.
A

Le but de cette étude est a la fois d’estimer les états cachés (mtjﬂ-)je{ib’mid} pour
tout @ € [1,s] (et donc en déduire les instants de changement d’état), mais aussi
de déterminer les caractéristiques des différents mouvements suivis (coefficient de
diffusion, drift, etc). Pour cela, nous allons introduire dans le modéle un parametre
¥ € R¥ que 'on va chercher & estimer au sens du maximum de vraisemblance, grace
a un algorithme EM. Ce parameétre intervient dans la matrice a (car on cherche a
déterminer la loi des changements de mouvement) mais aussi dans les densités b° (qui
caractérisent les mouvements suivis par les particules). En revanche, ce parametre
n’interviendra dans aucune autre caractéristique du processus BDMM. On rajoute
une variable a ces quantités pour exprimer leur dépendance en 9 : on écrit donc
b'(z|y, v; ¥) au lieu de b'(z|y, v) et a,,(z;9) au lieu de a,,(z). De la méme maniére,

on note p(.;¥) au lieu de p(.).

Dans la partie 5.2.2, nous utilisons 'algorithme EM pour déterminer le para-

metre qui maximise la vraisemblance. Dans la partie 5.2.3, nous détaillons comment
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5.2. Résolution du probleme

I’algorithme de Viterbi permet d’estimer les états cachés du probleme, une fois que

le parametre ¢ optimal a été déterminé.

5.2.2 Algorithme EM pour estimer les parametres qui maxi-

misent la vraisemblance de la séquence observée

Il s’agit a présent de proposer une méthode permettant d’estimer les parametres
du modele qui décrivent au mieux une séquence donnée d’observations. Formelle-

ment, le but est d’identifier le ¥ qui maximise la probabilité p(Z; ) avec :

Pour cela, on introduit la quantité :

Q(,0,2) :=Ey (In(p(Z,M; 9))|Z),

avec !

M = (M}, ..., M),
Proposition 1. Si Q(¥,9,Z) > Q(0,9,Z) alors p(Z,0) > p(Z; ).

Démonstration. On a :

Q(J.9,2) = By (n(p(Z, M 9))|Z)

= > pmlZ;9)n(p(Z,m;7)). (5.3)
m€®f:1M”i
De plus,
) > p(Z,m;0)
In (p(Z, 19)) I me®j:1 Mmi
p(Z; ) p(Z; )
1 p(Z, m; 7))
=1 I Z s ) ek A
“\p(z:0) me@%; . p(Z,m; )p(Z, m;ﬁ))




Partie 111, Chapitre 5 — Classification des trajectoires

En raison de la concavité de la fonction logarithme, et que

> p(Z,m;w) =1,

p(z’ 19) m€®ilM”i

on a .

p(Z;9) 1 1y (P2 D)
o (p(Z;ﬁ)) Zp(Z;ﬁ) 2. p(Zmid)l (p(Z,m;ﬁ)>

—~

m€®f:1 M
p(Z, m; V) (p(Z,m;5)>
= In
e %) "z 0)

- % p<m|z;z9>1n(§§§:$j§§)

me@);_ M™i

= Q(ﬁaﬁa Z) - Q(ﬁﬂ?a Z)
]

On peut donc se servir de la fonction ) pour approcher le maximum de vraisem-

blance, selon le principe adopté dans I'algorithme EM.

5.2.2.1 Algorithme EM

L’algorithme EM est un algorithme itératif qui alterne entre deux étapes : une
étape dite “E” (Expectation) qui consiste a calculer 'espérance conditionnelle de
la log-vraisemblance des données observées et des états cachés sachant les données
observées et les parametres inconnus estimés a 1’étape précédente; une étape dite
“M” (Maximization) qui consiste a mettre a jour les parametres en maximisant
'espérance conditionnelle. Ainsi, & partir de la valeur initiale 91, Ditération k est

définie comme suit :

— Etape E : calcul de I'espérance de la log-vraisemblance des données observées
et des états cachés sachant les données observées et les parametres inconnus

actuels 9
Q9,9 7).
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5.2. Résolution du probleme

— Etape M : mise & jour des paramétres en maximisant Q(@, Ykl Z) sur R

I = arg max Q(@, okl Z).
9

L’algorithme s’arréte lorsque, pour une itération [s], on a :
QW™ 91, Z) — Qv Z)) <,

pour un seuil fixé de tolérance 7.

L’algorithme EM est monotone croissant (c’est-a-dire qu’il augmente la log-
vraisemblance des données observées a chaque itération) et converge donc vers un
maximum local de la fonction objective. En outre, cet algorithme est déterministe,
ce qui signifie que le point de convergence ne dépend que du point de départ 9.
Par conséquent, cet algorithme doit étre exécuté avec différents points de départ
(généralement échantillonnés de maniere aléatoire) pour espérer atteindre le maxi-

mum global de vraisemblance.

Afin de mettre en place cet algorithme EM, il faut donc calculer 'argument du
maximum de Q(J, 9, Z). Pour cela, nous introduisons de nouvelles variables inter-

médiaires.

5.2.2.2 Algorithme Forward-Backward pour calculer ()

Dans toute la suite, on note pour tout ¢ € [1, s] et pour tout j, k € [iy, i4] avec

j S k; Z;j:tk = (th,ia s 7Ztk,i)-

Pour chaque trajectoire 4, nous introduisons quatre nouvelles variables : o, 37,
~%, € puis nous donnons une formule de récurrence pour le calcul de chacune d’entre
elles. Ces quatre variables nous seront nécessaires pour déterminer la valeur de la

fonction @), via I'expression donnée dans la proposition 6.

Pour tout ¢ € [[1, s] et pour tout k € [iy, 74], on introduit la variable “forward”,
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Partie 111, Chapitre 5 — Classification des trajectoires

qui est la loi jointe de Z;-b:tk et my, ;

Le coefficient a!(j;19) correspond a la probabilité que les (k — 4;) premicres obser-
vations de la trajectoire 7, Ziib:tw aient lieu et que le (k — ip)-iéme état caché soit le

type de mouvement j.
Proposition 2 (Algorithme “forward” de Baum). La suite des (a},(j;9))kefip.ia]
s’obtient récursivement de la fagon suivante :

a;, (7:0) = 7 (20, 0. 7),

M
el Vk € Hib + 17 id]]? O‘Z(j; 19) - <Z 0‘271(55 ﬁ)ae,j(ztkfl’i; 79)) bz(ztk7i|ztkf1,i7 j; 79)
/=1

Démonstration. Soit j € [1,M]. On a :

aib (]a Q9) = p(ziib:tibamtib,i =J; 19) = p(’ztib,ia mtib,i =7 79) = ﬂ'(ztib,i?j)'

Soit k > ib,
4 (5:9) = P(Zi, s My = 559)
M .
= Y D(Zi, o i = o = 69)
=1
M .
- Zp(ztk7i7 Z;ib:tk_la My i = JyMay_y i = 0;0)
=1
donc :

M
ai(550) = D p(2nis mui = G124, 4y M i = GOD(Ly, 10,10 = 60)
1

~
Il

I
NE

_ i _
P2ty il = J, Zi My = v)

~
Il
-

X p(mtlmi - j|Ziibltk_1’ mtk—lyi = 67 ?9>Oé;€—1(€7 19)

Il
M=

V' (24l 260100 35 0) i (20,03 D) gy (£;0).
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5.2. Résolution du probleme

Pour tout i € [1, s] et pour tout k € [is, i4], on introduit la variable “backward”

(rétroactive) pour chaque trajectoire Z° :

mtk,i = .jv Rtp,is 19)7

avec la convention : 3 (j;19) = 1 pour tout j € [1, M].

Le coefficient f3;(j; 1) correspond a la probabilité d’observer la séquence partielle

ultérieure Zik sachant que la trajectoire ¢ de parametre ¢ suit le type de mouve-

1:%d)

ment j a l'instant ¢; et connaissant le dernier point de la trajectoire antérieure 2, ;.

Proposition 3 (Algorithme “backward” de Baum). La suite des (8,(j;9))kefip.ia]

s’obtient récursivement de la facon suivante :
M .
Yk € [ip,iq — 1], 5/!@ ) Zﬂkﬂ (0;0)aj0(2e,.5:0)0" (244, il 2000, €5 0).

Démonstration. Soit k € [[iy, iq — 1], on a :

ﬁk(] v) = Z

—~

Miyi = ja Rty i 19)

tk+1 tzd

p(Ztk+1:tid7mtk+lyi - €|mtk7i = Js Bty is 79)

I
M:

~
Il
—

i

p(ztk+1:t¢d

I
NE

My i = 2 My i = T, 2ty ﬁ)p(mthrl:i = g’mtkﬂ' = J, Zty.i5 rﬁ)

~
I
—

I
B

p(ztk+22tid’ Ztk+17i|mtk+11i - 67 My i = Js Rtg,i ﬁ)ajvdztk,iv 19)

[y
I

I
M:

7 — — .
(Ztk+2 tiy |Ztk+1,i’ Mty 10 = f’ Mty i = J» 2ty 19)

~
Il
—

X p(ztk+17i|mtk+1yi = Ev My i = j’ Rty ﬁ)ajaﬁ(ztmi; 19)

I
B

i My 16 = % 19>p(ztk+1,i|mtk+1,i =/, g iy ﬁ)aj,f(ztk,i; 79)

%
p(ztk+2:tid

)
I

Ms

B (GO (24,4l 260 9 e (20,55 9).

~
Il
_
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Partie 111, Chapitre 5 — Classification des trajectoires

On introduit :

V(33 9) = p(my, ; = 5|Z9) (5.4)

et
&5, 69) = plmyy i = j, My, i = (|25 9). (5.5)

Le coefficient & (7, £;9) représente la probabilité selon le modele de paramétres 9 et
la séquence d’observations Z¢ de passer du type de mouvement j au moment ¢, au
type de mouvement £ au moment ¢, 1. Le coefficient 7} (7; ), quant & lui, correspond
a la probabilité selon le modele de parametres ¥ et la séquence d’observations Z!

d’étre dans le type de mouvement j a l'instant t.

Proposition 4 (Algorithme Forward-Backward). Pour k € [iy, i4], on a :
(73 9) B (7 9)

M ; . 7 . .

> B3 9)ag(; 9)

=1

V(3 9) =

Démonstration.

p(mtk,i - jv Zl) 19)
p(Z;9)

V(i3 9) = p(mu, ; = j|Z';9) =

Le dénominateur se calcule ainsi :

N
=

I
NE

<.
Il
-

I
M=

p(zik+1ltid |mtk7i = j’ Z;‘bltk; ﬁ)p(mtkﬂ = j’ Ziib:tk; 19)

.
Il
_

I
NE

p<zik+1:tid Mty i = j7 Rty ﬁ)ak (jv 19)

.
I
—

(2 D)ol (/1

=
>

).

oy

=
Q

e

I
M=
R

<.
Il
—
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5.2. Résolution du probleme

Le numérateur vaut :

i

,’i - j? Zti Ztk; ,l9>p<mtkvz = j7 Ziib:tk; 19)
:p( _j7Ztk Z,Q?)Oé%(],i?)
5( ) k(j§19)-

p(mtk,i :ju ZZ ) (

Proposition 5. Pour k € [iy,iq — 1], on a :
( )a] e(ﬁ)bl(ztk+17l7 Ztk,lv ) ﬁ)ﬂzkﬂ (E’ 19)

& (4, 6,9) = i
ZB VY| ak Y|
j=1

Démonstration.

p(mtk,i - j7 mtk+1,i — é? ZZ7 19)

éllc(]a ¢ 19) = p(mtk,i =7, M1 = £|Zi; 19) = p(zz‘; 19)

Le dénominateur a déja été calculé précédemment (preuve de la proposition 4). Le

numérateur vaut :

p(mtk,’i - j) mtk+1,i - 67 ZZ) 19) ( : mtk,i - j? mtk+1,i - E? Ziz’b:tk; 19)

X p(mtk+1,i = €|mtk,z = j7 Ziib:tk; 19)p(mtk77/ = j7 Ziibitk; 19)

donc :

mtk,i =7 mtk+1,i - E? Zt' 'tk+1’ /19)

p(mtk,i = j) mtk+1,i = ( :

X p(ztk+1,i|mtk,i - j) mtk+1, g Z?‘, tk’ 19)@] £<Ztk 9 19)04k(j7 19)
= E? Ztk+1,i; 19)

N L)

g p(ZZ
X D2ty i Miyiri = € 20,53 0) a0 (21,45 0) o (559)

= 5k+1(k; ﬁ)bi(ztk+1,i|ztk,ia k; 19)aj,£(ztk,i; 19)04k(j; 19)-

125



Partie 111, Chapitre 5 — Classification des trajectoires

On introduit trois conditions :
(C1) L’intensité de saut « est bornée.
(C2) Le parametre d’intérét ¥ n’intervient que dans 7, k, et L.

(C3) Les mouvements des trajectoires et leurs changements de régime sont indépen-

dants au sens de la définition 1 de annexe F' .

La proposition suivante permet d’exprimer la quantité Q(ﬁ,ﬁ, Z) comme une
somme trajectoire par trajectoire, en fonction des variables précédemment intro-

duites. Sa preuve constitue le coeur de 'annexe F.

Proposition 6. Si les conditions (C1), (C2) et (C3) sont vérifiées, alors la fonc-
tion () s’écrit :

QW,0,Z) = QW,0,Z)(1+ op (1)) +C(,Z,A).

A—0
avec !

s iq M

Q(@,ﬁ, Z) = Z Z Z Z f,i(u,v; V) In(ayo(2,_,.4;9))

i=1 k=i, +1 u=1v=1

S 1d M ~
+ Z Z Z Y (v;9) In (bi (Ztk,z'|2tk,1,i, v; 19))

i=1 k=ip+1v=1

ou les expressions de ~i et & sont respectivement données par les propositions
et d.

5.2.3 Algorithme de Viterbi pour estimer les états cachés

ayant produit la séquence observée

Dans cette section, le but est de déterminer la partie cachée du modele, c¢’est-a-
dire de déterminer les suites des états cachés (my, i)kefi, i, POUr tout 7 € [1,s] qui
sont respectivement les plus probables d’avoir engendré les suites des observations
Z' avec le parameétre ¥ optimal déterminé dans la section précédente. Pour cela,
on recourt a une adaptation de l'algorithme de Viterbi, déja bien connu pour les

modeles de Markov & états cachés standards.

126



5.2. Résolution du probleme

L’objectif est de calculer :

arg max p(Miib:tid = m|Z"; 7). (5.6)

meM™i
On fait remarquer que :

p(Mg, ., =m,Z%0)

b "td

argmax p(M! , =m|Z" ) = argmax .
mgeM”z‘ o by tia | ) mel\%ﬂid*ibJrl p(Z;99)

= argmax p(Méib:ti =m,Z";9).

meMéid—ip+1 d

Ainsi, il est équivalent dans (5.6) de chercher I'argument du maximum de la loi
conditionnelle ou de la loi jointe. Pour répondre a ce probleme, nous allons utiliser
un algorithme de programmation dynamique : 1'idée générale est de prendre une

décision optimale a chaque étape de la trajectoire pour chaque état possible.

On introduit alors pour tout k € [iy, i4] :

v)

_ _ [
1 mamtk,i =1 Zt

5;&‘(]7 19) ‘= max p(M;btk

meMF—ip iy

avec la convention o}, (j; V) = m(z, i, J)-

Le coefficient 4% (j; ) représente la probabilité que le (k —1iy)-ieme état caché soit
le type de mouvement j apres avoir observé les (k — ;) premiers points de la trajec-
toire 7 et étre passé par la suite des (k — 4,) premiers états cachés la plus probable

sachant le parameétre .

Proposition 7 (Algorithme de programmation dynamique). La suite (6;,(7;9))kefi,+1,i4]

s’obtient récursivement de la fagon suivante :

Vk € [iy + 1,44, 04(j;0) = (5;;1(5; 19)@2]-(19)) V' (20l 20,1535 0).

ax
1<6<M

127



Partie 111, Chapitre 5 — Classification des trajectoires

Démonstration. Soit k € [ip, iq]. On a :

5k (]’ 19) - max k—i p<Mtib:tk,1 - mlb:k_17 mtkﬂ - .]7 Ztib:tk’ 19)
m;, .1 €M

_ (i i

- max p<ztkallztibltk_1 ) Mtibttk_l

. =My k—1, My i = 7, 19)
m;, .1 €M

X p(mtkvi - j|Mtintk_1 - ]"n'zb:k:_17 Ztibltk_17 19)

X p(Ztib:tk_17 Mtibltk_g - m'Lb:k’_Q’ mtk—lvl = Tk—1; 19)

donc :

5/1(]'§Q9) = max. (2t il 21 Mg i = J30)P(My s = Jlmu,_ o = Mp—1, 24,53 V)
mib:k—leM ‘b

X p(ztib:tk_l ) Mtib5tk—2 - m’ib:k727 mtkfl,i = Mg—1; /19)

= max B (zlze i J30)am g (206 0)
m;, ;-1 EMTT'

X p(ztib:tk,1 ) Mtib:tk,2 - mib:k727 mtkflyi = Mp—1; /19)

= xg?é(M bi(ztk,i ’Ztkflﬂ'? J; ﬁ)amk—laj (Ztkfl»i; 19)
7 1

X max p<Ztib3tk—l’ Mtib5tk72

. =M —2, My i = Mi—1; 19)
mib:k72€Mk71b71

= 1nax bi(Ztk,i|Ztkf1,i7 j; 19)amk717j(ztk—177;; 19)51271<mk—1; 79)
mg_1€EM

—

. . /\ —_— . .
Nous pouvons obtenir 'estimateur M? = (m, .,mtid7i) qui est la suite la

le,L, te

plus probable des états cachés de la trajectoire ¢ définis comme :

M = arg max p(M' = m|Z";9)

meM™i

grace a ’algorithme suivant.

Proposition 8 (Algorithme de Viterbi). L’estimateur des états cachés

—
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5.2. Résolution du probleme

s’obtient récursivement de la fagon suivante :
—_— Z .
my, i = argmax d; (j;J),
jeM

et pour tout k =14 —1,...,1,

1My, = arg max 0 (7; ﬂ)ajmm’i(ztk,i; ).
JEM

Démonstration. On remarque que :
max M: . =m,., 20
mi, ., EM"z‘p( t’b 'tld 1p:1d) ’ )

: i
= max max p(M! . =my . 1, my i =my,, Z50
Mig€Mm,, ;1 eMid™ =2 ( by i bita— Ly T, ar & )

= max 0 (m; ;0
midEM ld( 1d ) )’

donc le (ig — i, — 2)-iéme état caché le plus probable est :

= argmax 4, (j;9).
jem

—_—
mtid i

Parmi toutes les suites d’états cachés qui se trouvent dans I’état z’ a un instant k,

celle de plus grande probabilité se trouve a I'instant £ — 1 dans I’état caché :

argmax 0, (z;9)az 2 (21, .43 9).
zeM

Ainsi, de proche en proche, on a :

mtid—l,i - arg max 5id—1(]7 ﬁ)aj,rn/t:i (Ztid—hi? 19)7
JEM d
puis
—— _ Z' .. .
mtidfz,i - a‘rg max 5id—2(j7 19)0“]‘,771?&:71' (Ztid727i7 7'9)7

jEM
et on continue ainsi jusqu'a k = 4. Pour k € [[iy, 4], on a :
—_— /L .. .

my, ; = argmax 0, (J; 19)aj’mt/kz’i(ztk,i, V).

JeEM
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Partie 111, Chapitre 5 — Classification des trajectoires

5.3 Etude théorique d’un exemple dans le cas de

trois mouvements

Dans cette section, nous présentons un exemple d’application de la théorie pré-
sentée dans la section précédente. Les caractéristiques sont judicieusement choisies
afin d’approcher la dynamique des données réelles que nous étudierons dans le cha-

pitre 6, et déja étudiées dans les chapitres 2 et 4.

Dans la sous-section 5.3.1, nous présentons I’exemple et ses caractéristiques, puis
nous en déduisons les expressions des fonctions a et b° correspondantes. La sec-
tion F.4 de I'annexe F montre que cet exemple satisfait les conditions nécessaires
pour appliquer la proposition 6, ce qui nous permettra d’obtenir une expression de
la fonction ). Dans la sous-section 5.3.2, nous nous servons de cette expression pour
en déduire une expression de 'argument du maximum de la fonction @), qui est

explicite dans cet exemple.

5.3.1 Présentation de ’exemple

Dans cet exemple, on considere un processus BDMM dont I'espace de vie des
individus A est inclu dans R?, et qui respecte les hypothéses suivantes (en gardant

les notations du chapitre 3) :

— La marque de chaque particule indentifie son régime de mouvement a chaque
instant. Ce régime peut étre de trois types différents (qui seront décrits ci-

dessous). On note I'ensemble M des marques ainsi :

M = {1,2,3}.

— Chaque particule possede un taux de mutation constant égal a 7 :

T(x) =7 X n(x).

— Le noyau de mutation est celui de 'exemple 3 du chapitre 3, c’est-a-dire que
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5.3. Etude théorique d’un exemple dans le cas de trois mouvements

pour (x,y) € E? on a :

1

k-(x,y) =3 n(x
0 sinon,

ou (pi,j)(i,j)€{1727;r,}2 est une matrice de transition de la forme suivante :

Le coefficient pj, (resp. p,, p,) apparait comme la probabilité de passer de ’état

1 a2 (resp. 2al,3al), sachant que la particule qui mute est dans ’état 1
(resp. 2, 3).
— Les particules changent de position chacune selon sa marque et indépendam-

ment des autres.
— L’intensité de mort § est quelconque mais bornée.

— L’intensité de naissance [ est quelconque, bornée et vérifie :
dn*eNVxe E, n(x)>n"= p(x)=0.

— Les noyaux de naissance et de mort sont quelconques.

— Le parametre d’intérét 9 n’intervient que dans l'intensité de mutation 7, dans
le noyau de mutation k, et dans les parametres des mouvements que suivent

les particules entre les sauts.

A présent, nous définissons les trois types de mouvement, notés 1, 2, 3 ainsi :

— Type 1 : mouvement brownien. Cela signifie que si my, ; = 1, la particule i

est, durant le pas de discrétisation [t;_1, tx], solution de I’équation :
dXt = O'Z"ldBt,

ou B; est un mouvement brownien standard et ou le coefficient de diffusion

0i1 > 0 est un parametre inconnu, inclu dans le vecteur d’inconnues .
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Partie 111, Chapitre 5 — Classification des trajectoires

— Type 2 : mouvement superdiffusif qui est ici un mouvement brownien avec
dérive. Cela signifie que si my, ; = 2, la particule ¢ est, durant le pas de discré-
tisation [tg_1, x|, solution de I’équation :

sin(n;)

dX, = p; (COS(”")) dt + 0;5dB,,

ou le coefficient de diffusion ;5 > 0, la norme du drift p; > 0 et la direc-
tion du drift n; € [0, 27| sont des parameétres inconnus, inclus dans le vecteur

d’inconnues 9.

— Type 3 : mouvement confiné qui est ici solution d’un processus d’Ornstein-
Ulhenbeck. Cela signifie que si my, ; = 3, la particule ¢ est, durant le pas de

discrétisation [tx_1, tx], solution de I’équation :
dXt = _)\Z(Xt — /Ll)dt + 0'2'73dBt,

ou le coefficient de diffusion o;35 > 0, la force de rappel A; > 0 et le point

(0
d’équilibre p; = i (0)
pi(1)

le vecteur d’inconnues 9.

) € A C R? sont des paramétres inconnus, inclus dans

Ainsi, pour une trajectoire 7, il y a 8 parametres réels inconnus (y; intégrant les

deux parametres 11;(0) et p;(1)) :
(ail,pi,ni,aiQ, )xz-,,ui,aig) e R x R} x [0,27[xRY x Ry x A x RY.

Ainsi, le vecteur d’inconnues ¢ est de dimension 4 + 8 X s et peut s’écrire sous la

forme :
(7—7 Db, Prs Pu,s Uil? P1, M, 0%727 )\17 Hl(o)a ,ul(l)a Ui3: ) 0'3717 Pss Mss 03,27 )‘87 :u5<0)7 :u3<1)’ U§,3>-
Nous donnons a présent l'expression de la matrice de transition a et des densités

conditionnelles b° (définies respectivement en (5.1) et (5.2)) dans le cadre précis de

cet exemple.
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5.3. Etude théorique d’un exemple dans le cas de trois mouvements

Proposition 9. Un équivalent, lorsque A — 0, de la matrice (ay,(V))uvem est :

1 2 3
1 e A p(l—e)  (I—p)(l—eT)
2| pr(1—e ™) e A (1—p)(1—eT™)
SA\p(I—e™) (1—p,)(1—eT) e ™A

Démonstration. On calcule un équivalent de a, () de la maniere suivante. Chaque
particule possede un taux de mutation constant égal a 7. Le temps d’attente entre
deux mutations d’'une particule suit alors une loi exponentielle £(7A) et le nombre
de mutations entre deux temps d’observation consécutifs suit par conséquent une loi
de Poisson P(TA).

Si u = v, on a par la formule des probabilités totales :

P(my, ;o =ulmy,_, i =u, 2z, i =2)
=P(my, ; = u|{pas de mutation entre t;_1 et tx}, my_, i = U, 2t, ;i = 2)
x P({pas de mutation entre tj_q et tp}my, ;i =u, 2, _,;=2)
+ P(my, ; = u[{une mutation entre t;_y et t;},my,_, i =u, 2_, i = 2)
x P({une mutation entre t;_q et tp}my, i =u, 2, _,; = 2)
+ P(my, ; = u, {+ de 2 mutations entre t;_y et tp}my, i =u, 2, ;= 2)
= ™A+ 0+ o (A)
A0
A

Nei

A—0

Si u # v, on a, en utilisant la formule des probabilités totales avec le méme

systeme complet d’événements que précédemment :

P(mtk,i = ,U|mtk_1,i = u, Ztk_l,i - Z) = 0 + A7—6_7—A1)u,’l) + Ag (A)

0
_ —TA
A0 (L= )Puo.

]

La proposition suivante nous donne ’expression des fonctions b° pour ce modéele.

On rappelle que V' est la densité de z, ; sachant z, ,; = y et my, ; = v, pour tout
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i € [1, s], pour tout k € iy + 1,44] et pour tout (y,v) € A x M.

Proposition 10. Dans le modéle présenté ci-dessus, pour tout i € [[1,s] la fonction

b’ vaut :
¢(Z, Y, O-zz,lA) si U= 17
b (zly, 6;9) =3 ¢ | 2,y + pi C?Smi) A, 02,A si {=2,
sin(7;) ’
1) (z,ye MA (1 — e B, 01231)()\2)) si £ =3,
ot v(N;) = 1 — e 28 et ¢(., i, 02) est la densité d’une loi normale N'(u, o*1,
2\, g

de dimension 2 de moyenne u € R? et de matrice de covariance o*I5, i.e. :

é(z, 1, 0%) = %exp <_||Z_“”2> ‘

2o 202

Démonstration. Soit i € [1,s]. On integre les deux EDS qui dirigent les 2 types de

mouvements (1 et 2) entre le temps t et le temps t41 avec A = tq — 1y,
— sil=1: th+1 — th = O-iul(Btk+1 - Btk)

cos(1;)

sin(n;)

Or, comme (By,,, — By,) ~ N(0,Al), on obtient que :

— Sig:Q:thH_th:Pi ( )A+Ji,2(3tk+1_Btk)'

— sil=1": th+1 —th NN(O,U?’IAIQ>

COS(1;
— sil=2: th+1 — th NN (,Oz (SIHEZS) A,O‘?gA]Q) s

ce qui nous permet de déduire 1'expression de b* dans les cas ou ¢ = 1 ou £ = 2.

Pour le mouvement de type 3, on se sert de la formule explicite de la solution du

processus d’Ornstein-Ulhenbeck :
dXt = _)\Z(Xt — /Ll)dt + 0'2'73dBt,

soit encore :

)

t
X = Xoe M+ (1 — e M) + / ;3¢ VdB,.
0
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5.3. Etude théorique d’un exemple dans le cas de trois mouvements

Ainsi, on obtient
“NA —\A —Ait B s
Xy = Xae ™8 4 (1= ) 4 ggeier [7 eeap,
tr
et donc
X X XA 1 —NAY —Aitkt1 b1 AiSdB
tee1 tke - /’L'L( —€ ) - O—i,Se . € s
k
On sait que ce terme de droite suit une loi normale centrée de variance :
2
27

tk+1 (o

. ) 3 )

0336 2Xitg41 / 62)"8ds = (1 —e 2)"A> = 02.231)()\1-).
’ tk 2)\1 ’

Ainsi, on obtient I'expression de b* annoncée dans la proposition. O

5.3.2 Un argument du maximum de la fonction () explicite

dans cet exemple

Dans cette section, nous réécrivons la fonction Q(zg, v, Z) dans le cas particulier

de 'exemple traité dans cette section, afin de trouver 'argument de son maximum.

On montre dans la section F.4 de 'annexe F, que les conditions (C1), (C2) et

(C3) sont satisfaites, et la proposition 6 nous donne ainsi la forme de la fonction Q.

Par cette proposition 6, et comme a ne dépend pas de z, on a :

s 14 M

QW,0,Z) =3 > 33 &ia(u,v;9) In(ay (V)

i=1 k=ip+1 u=1v=1
M

435 Soi ) (b (il 9)) + C0.2,8) + 0 (1)

i=1 k=ip+1 v=1 —0

Afin de mettre en place ’étape M de 'algorithme EM, on recherche I'argument

du maximum selon la variable 9 de Q(&, 9, 7).
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Il est établi que :

QW,Y,Z) = Q*(9,9,Z) + Q*(9,9,Z) + C(9,Z,A) + o (1),

A—0
ou :

QY(D,9,7) Z Z ZZ@ (1w, v;9) In(ay,, (D)),

i=1 k= zb+1u 1v=1

Q%( 19 0, Z) zs: Z Z% v; 1) ln( (ztk7i|ztk_1,i,v,1§)).

i=1 k=ip+1v=1

Afin de calculer arg max Q(@, ¥, Z), nous faisons remarquer que les différents pa-

rameétres inconnus de 9 ne sont pas localisés aux mémes endroits, ainsi la recherche
de l'argument du maximum de Q(.,9,Z) selon les variables (7, py, pr, Pv), qui n’in-
terviennent dans () que via a revient a la recherche de I'argument du maximum de
Q'(.,9,Z). De méme, la recherche de I'argument du maximum de Q(.,9,Z) selon
les variables (071, pi, i, 0795 Ais 14i(0), pi(1), 075), qui n'interviennent dans @ que via

b revient a rechercher argument du maximum de Q?(.,9,Z).

5.3.2.1 Recherche de ’argument du maximum selon les parameétres 7, py, p,, Py
Proposition 11. L’argument du maximum de Q(.,V,Z) selon les variables
(Tapbaprapv) € ]R-i- X [07 1] X [07 1] X [07 1]

est atteint pour :

Z > &1 (myn;0)
T:KID 1 zslkn12m3n :
Z Z fk 1 (m, m; )
=1 k:2m:1
2252—1(172719)
pp = - i=1 k=2 m— 7
i=1 k=2 i=1 k=2

136



5.3. Etude théorique d’un exemple dans le cas de trois mouvements

s n

Z Z 511—1(27 1; 19)
D, = _ i=1 k=2 — ’
i=1 k=2 1=1 k=2
Dy = _ i=1 k=2 T )
Z Z 5]2—1(37 1; 79) + Z Z 512—1(& 2; 79)
=1 k=2 i=1 k=2

Démonstration. La preuve de cette proposition est reportée dans la section G.1 de

l'annexe G. OJ

5.3.2.2 Si les parametres qui interviennent dans les mouvements sont

propres a chaque trajectoire

Dans cette sous-partie, on suppose que les paramétres o7, pi, 1:,079, Ai; 4i(0),

wi(1), 023 sont individualisés pour chaque trajectoire, c’est-a-dire que chaque tra-
jectoire Z' a 8 parametres qui lui sont propres et supposés inconnus.

On recherche I'argument du maximum selon les variables (o7 |, pi, 1, 075, A, f1:(0),
/1’1(1)7 Ji2,3) de :

Q((T7 Dby Prs Pus (0%717 P11, UiQa)‘lv ,Lbl(O), ;ul(1>a 0%73)7 SR
(Uila Ps;Ns; 022’ >‘87 MS(O)v Ms(l)v 0373))’ 197 Z)

Proposition 12. L’argument du mazimum de Q(.,9,Z) selon les variables
(071, Pis iy Org Niv iy 0rg) € R X RY % [0, 27 xR x Ry x A x RY,

est atteint pour :

ig
> L)z — 2zl

1 k=ip1

2A

—_

3 (1)

k=ip+1
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id

> (zna(1) = 2, i(1))7k(2: )
o k=ip+1
n; = arctan » | ,
> (20,i(0) = 2,_,,i(0))7,(2;9)
k=ip+1

d cos(n; ;
> < . () Y Ztkl,i>7k(2;19)
B lk:z’b+1 sin(1;)

pi = A o ' ,
> m(20)
k=ip+1
)\ |
- cos(n;
Z Ve 2:9) | 2i — 241 — Pi | . TN A
o2 L k=i sin(7;)
’i,2 - 2A ,L'd Z 9
Z %(2;19)
k=ip+1
ia ‘
Z 7]2(3; 19) (Ztk,i - Ztk—lviai)
=iyl
i ia ' y
(1—a;) > W(39)

k=ib+1

iq
> B0z — a0 — (1 — a;) |
2 k=ip+1

Oi3 = i y
20(M) 3. (359
k=’ib+1
1 a; sta; >0
A= ——1In(a; ou  a; = avec
A () {0 sia; <0

(Z 7]2(3719)) Z 711(3719) <Ztk1,iﬁztk7i>_< Z 711'9(3;7%2/%71,1'7 Z 7;(3;79>th7i>
a: =

k=ip+1 k=iy+1 k=ip+1 j=tp+1
t id ) id ) 2 id ) ?
S onG) | X G | | X G,
k=i,+1 k=i,+1 j=ip+1

Démonstration. La preuve de cette proposition est reportée dans la section G.2 de

I'annexe G. O]
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Remarque : Si a; = 0, alors \; = +00, et le maximum n’est pas atteint ; il s’agit

en fait d’une borne supérieure.

5.3.2.3 Si les parametres 0,1, 0,2, 0;3, p; et \; sont communs a toutes les

trajectoires

Dans cette sous-partie, on suppose que certains parametres des trois mouvements
sont communs & toutes les trajectoires. On va supposer que pour tout i € [1,s],
07 = 0h, pi = P, iy = 07, Xi = A, et 07y = 07, cest-a-dire que tous les morceaux
de trajectoires de type 1 ont le méme coefficient de diffusion o, ceux de type 2 ont
le méme coefficient de diffusion o, et le méme drift v et ceux de type 3 ont le méme

coefficient de diffusion o, et la méme force de rappel .

Ainsi, le parametre inconnu 9 n’est plus de dimension 4 4+ 8 X s comme précé-

demment mais de dimension 9 4 3p et on I’écrit sous la forme :

(Tvplnprvpino-g)pa 0-37)\70-577717:“17' N 7778’NS) € Rj— X Rj— X Rj— X R-i— X Rj— X ([0727T[XA)8'

Comme précédemment, on cherche arg max Q(@, ¥, Z), en cherchant séparément,
9
grace a la forme de @, 'argument du maximum selon les les variables (7, py, p.-, p») €

R%, puis celui selon les variables (07, p, 02, X\, 02,11, f1, - - -, Ns, fhs) € RE X R x RY X
Ry xR, x([0,27[xA)".

La recherche de I'argument du maximum selon les variables (7, py, p;, py) se fait
exactement de la méme maniere que ce qui a été fait dans la proposition 11. Cher-

chons maintenant celui selon les variables (07, p, 02, X, 02,01, fi1, - - - s s, fhs)-

Proposition 13. L’argument du mazximum de Q(.,9,Z) selon les variables
(02, 0,02 X, 0201, las - -y Msy fhs) € RT x RY x RY x Ry x RY x ([0, 27[xA)*

est atteint pour les mémes valeurs que dans la proposition 12 pour n; et u;. Pour les
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autres parametres, elle est atteinte en :

S

id
Z Z 7]1(1;19”‘2/%71'_Ztkfl,iH2

o2 — 1=l k=it1
b 2A s iq ‘ )
>3 L)
i=1 k=iy+1
s (cos(n) @-
Z Z < . o Ztkl,i> Yi(2;9)
_ Limtk=ipn sin(1;)
p - K S ’id ) 9
YD n(20)
353 )\ A
) COs\(1);
Z Z Y3 (239) |26 — Ztp_ii — P | A
o2 — 1= k=it sin(n;)
T 2A S id ] 9
> D w29
i=1 k=iy+1

s 14

YooY Bz — 200 — (1 —a)|]?

)

20N S0 ~i(3:9)

i=1 k=ip+1

1 a
A=——1In(a ol a= avec
A (a) {0 0

iq
Z ,y; (37 19)th,1'

S id ) id . i
Z Z 7}2(377% <Ztk717i7 Ztk,i> - < Z 7]@(3; ﬂ)ztkflvi’ : inrdl >

i=1 | k=ip+1 k=i, +1 Z ,.Yl (3 19)
N j=ip 1 !
a = - R
iq '
Ol ; > B0z, .
i j=1p+1
Z Z 'Vk(g;ﬁ) Hztk—lai — == ia
i=1 | k=ip+1 Z 7;(3’19)
J=ip+1

Démonstration. La preuve de cette proposition est reportée dans la section G.3 de
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l'annexe G. O

Remarque : Comme dans la proposition précédente, si a = 0, alors A = 400, et le

maximum n’est pas atteint ; il s’agit en fait d’'une borne supérieure.

Si on suppose de plus que les trois mouvements considérés ont les mémes coeffi-

cients de diffusion (0, = 0, = 0, = ), alors on obtient la proposition suivante.

Proposition 14. Si o, = 0, = 0, = 0, alors largument du maximum de Q(.,9,Z)

selon les variables
(02, Py N0y i1, - -+ sy fhs) € RY x RY x Ry x ([0,27[xA)*

est atteint pour les mémes valeurs que dans la proposition 13 pour p, A\, n; et ;.

Pour o, il est atteint en :

2 Ng

S 85 (19) + A12:9) A3 )

J=1k=jp+1

avec

Ny Z Z /Yk 1 19 |Ztkl Ztk—17i||2

=1 k=ip+1
. 2
1 & o : cos(m;
A Z Z 7]2(2’ 79) Rtpyi — Rtp_14 — U . S(n ) A
2 i=1 k= zb+1 sin(7;)
3 19 ||Ztk'5 Ztk—bia_//“i(l —CL)||2.
1=1 k=ip+1

Démonstration. La preuve de cette proposition est reportée dans la section G.4 de

I'annexe G. O]
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5.4 Conclusion

Ce chapitre avait pour but d’élaborer une méthode permettant d’estimer les
classes de mouvement pour plusieurs trajectoires dans un domaine donné, en tenant
compte de la possibilité de changer de mouvement lors du déplacement des parti-
cules. La méthode que nous avons choisie se base sur un modele de Markov a états
cachés et sur l'algorithme EM pour calculer I'estimateur au sens du maximum de
vraisemblance des caractéristiques des mouvements. Dans ce chapitre, nous avons
établi les formules explicites des solutions au sens du maximum de vraisemblance
dans le cas ou les trois mouvements envisagés sont respectivement le mouvement
brownien, le mouvement brownien dirigé et le processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Dans
le chapitre suivant, nous présentons la validation de notre méthode sur des données

simulées et des données réelles.
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CHAPITRE 6

APPLICATIONS SUR DES DONNEES
SIMULEES PUIS SUR DES DONNEES
REELLES

Dans ce chapitre, nous analysons un jeu de trajectoires simulées avec la théorie
présentée dans le chapitre précédent dans le but de déterminer les parametres incon-
nus qui régissent le mouvement de ces trajectoires. Dans un deuxieme temps, nous
nous servirons des résultats obtenus sur les données simulées pour valider notre
méthode sur un jeu de trajectoires issues de données réelles. Les données réelles

considérées seront les mémes qu’aux chapitres 2 et 4.

6.1 Résultats sur des données simulées

Nous recourons a l'algorithme EM en considérant certains parametres tantot
comme connus, tantot comme inconnus. Nous utilisons chaque fois le méme jeu de

trajectoires, présenté ci-dessous.

Le jeu est composé de s = 4000 trajectoires qui proviennent du résultat de la
simulation d’un processus BDMM tel que celui présenté dans la section 5.3.1 du

chapitre 5, et résumé ici :
— La marque de chaque particule identifie son régime de mouvement a chaque

instant, qui peut étre de trois types différents (décrits ci-dessous). L’ensemble

M des marques est :
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— Chaque particule possede un taux de mutation constant égal a 7 :
7(x) = 7 X n(x).

— Le noyau de mutation est celui de 'exemple 3 du chapitre 3. Pour (x,y) € E?,

on a
1

k. (X, y) = n(x)
0 sinon,

Pmims S 3% = (2;,m;) € x,Im € M, y = (x\(z;,m;)) U (2, m),

ou (pi,j)(i,j)6{1727;',}2 est une matrice de transition de la forme

— Les particules changent de position chacune selon sa marque et indépendam-
ment des autres.

— Le noyau de naissance est une loi uniforme sur le carré A := [0, 250] x [0, 250].
A chaque naissance, la couleur est choisie de maniére équiprobable entre les

trois couleurs 1, 2, 3, i.e. :

1

1
ks(x,y)=1{ 3 2507
0 sinon.

Ia(z) sid(z,m) e Ax M,y =xU(z,m)

— Le noyau de mort est uniforme sur I’ensemble des particules présentes.

— Les taux de naissance et de mort sont constants, égaux a 300 et 3 vérifie :

dn* e N,Vx € E, n(x) >n* = f(x) = 0.

Les trois types de mouvement 1, 2 ou 3 sont ceux détaillés dans la section 5.3 du

chapitre 5, a savoir pour chaque trajectoire i € 1, ] :
— Type 1 : mouvement brownien de coefficient de diffusion o, ;.
— Type 2 : mouvement brownien de coefficient de diffusion o; 5 avec drift égal
N cos(n;)
api| . :
sin(n;)
— Type 3 : mouvement qui suit un processus d’Ornstein-Ulhenbeck de coefficient

de diffusion o; 3, de force de rappel \; et de point d’équilibre ;.
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FIGURE 6.1 — A gauche : 4000 trajectoires comportant a elles toutes 1071 chan-
gements de types de mouvement. A droite : Deux trajectoires (zoomées) parmi les
4000 de gauche : la 138-iéme (en haut) de longueur 177 points qui suit le type de
mouvement | pendant 43 pas de temps puis qui change de type de mouvement pour
suivre le type 3, la 301-iéme (en bas) est une trajectoire de longueur 98 points qui
suit le type de mouvement 2 durant toute sa durée de vie.

Pour la simulation, les parametres sont les suivants : 0,1 = 1.22, p; = 1.44,
oi2 = 1.2, \; = 6, 0,3 = 0.8 pour tout i € [1,s]. Quant a l'angle n; du type de
mouvement 2, il est tiré selon une loi uniforme entre 0 et 27 pour chaque trajectoire
1:(0)
(1)

laquelle se trouve la particule ¢ au moment ou elle initie un déplacement dans le

t. Pour le point d’équilibre p; = ( ) lié au type 3, on prend la position dans

type 3. L’inter-temps A vaut 0.14. On fixe aussi les parametres avec les valeurs
suivantes : 7 = 0.04, p, = 0.25, p, = 0.5, p, = 1.
Avec tous ces parametres, la proposition 9 nous donne que la matrice { @y, (V) } (u,v)eme

vaut, en arrondissant a 1073 prés :

e A (1 — e ™) (1—pp)(1—e ™) 0.994 0.004 0.002
a=[p(1—eT) e A (1—p)1—e )| =10.006 0994 0
po(1—e ™) (1 —p,)(1 —e™) e A 0.003 0.003 0.994

La Figure 6.1 affiche les trajectoires issues du résultat d’une telle simulation avec
en bleu les morceaux de trajectoires qui suivent le type de mouvement 1, en rouge

ceux qui suivent le type 2, et en vert ceux qui suivent le type 3.
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0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

FIGURE 6.2 — Evolution du maximum de vraisemblance estimé par 1'algorithme
EM a chaque itération en fonction du nombre d’itérations. On suppose que seuls les
parametres 7, py, P, €t p, sont inconnus. L’algorithme est exécuté pour 4 quadruplets
de valeurs initiales différents, choisis selon une loi uniforme sur [0, 1]*.

6.1.1 Cas ou seuls les parametres de la matrice de transition

a sont inconnus

Dans cette section, on teste l'algorithme EM présenté en section 5.2.2.1 en consi-
dérant que les parametres o, 1, p;, 0i2, Ai, 0i 3, [t; €t 1; sont connus. Ils ne feront donc
pas partie de la variable inconnue 1. Les parametres inconnus sont les parametres

de la matrice a, c’est-a-dire 7, py, P, €t py.

Comme expliqué ci-dessus, pour pouvoir utiliser I’algorithme EM, il faut initia-
liser les valeurs des parametres recherchés. On sait ici que 0 < py, pr, o < 1 car sont
des probabilités et que 7 est un réel positif qui a plutot tendance a étre proche de 0
(sinon les changements de type de mouvement auraient lieu extrémement souvent).
On va donc fournir comme valeur initiale a ’algorithme EM pour ces 4 parametres, 4
réels tirés selon une loi uniforme sur [0, 1]. De plus, comme ’algorithme EM converge
vers un minimum local, nous allons I'exécuter plusieurs fois, avec plusieurs valeurs

initiales choisies aléatoirement dans [0, 1].

Le graphique de la figure 6.2 reporte pour 4 quadruplets de valeurs initiales dif-
férents le maximum renvoyé par ’algorithme EM a chaque itération, en fonction du
nombre d’itérations de I'algorithme. On arréte I'algorithme au bout de 30 itérations.
On remarque que dans les 4 cas, I'algorithme EM converge vers la méme valeur. Le

choix du quadruplet initial n’influence donc pas sur le résultat, ce qui est cohérent
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FIGURE 6.3 — Evolution du maximum de vraisemblance estimé par 1’algorithme EM
a chaque itération en fonction du nombre d’itérations pour 100 expériences similaires
a celle utilisée pour la figure 6.2.

avec la non existence de maximas locaux (cf preuve de la proposition 11 du cha-

pitre 5).

Dans un deuxieme temps, 'algorithme EM est exécuté sur 100 expériences réali-
sées dans les mémes conditions. Etant donné que les différents quadruplets initiaux
menent au méme résultat, j'ai choisi pour chaque expérience, un seul quadruplet
initial aléatoire dans [0,1]*. La figure 6.3 regroupe le tracé de ’'Evolution du maxi-
mum de vraisemblance estimé par l'algorithme EM a chaque itération en fonction
du nombre d’itérations pour les 100 expériences. Cette figure montre la convergence
de l'algorithme EM pour les 100 expériences et nous conforte quant a l'efficacité de

I’algorithme, attesté par la faible variance du résultat.

6.1.2 Cas ou les parametres de chaque trajectoire sont in-
connus et distincts

Dans cette section, on suppose connus les parametres 7, py, p, et p, de la matrice

de transition a qui régit les changements de type de mouvement. Estimer les para-

metres 0;1, pi, Oi2, i, 0i3, [t et 7; revient donc a s’intéresser a chaque trajectoire

de maniere indépendante. On va donc se concentrer sur une seule trajectoire ¢ par

la suite.

Pour la simulation, on conserve les valeurs précédentes pour les parametres :
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o1 =122, p;=144, 0,0 =12, \; =6, 0,3 =08 et 7 = 0.04, p, = 0.25, p, = 0.5,
pr = 1. Comme précédemment, pour la simulation, on choisit pour 'angle 7; un
nombre tiré uniformément entre 0 et 27 et pour le point d’équilibre p;, la position
dans laquelle se trouve la particule ¢ au moment ou elle initie un déplacement dans

le type de mouvement 3 pour ;.

Pour tester I'algorithme EM, on a besoin de fixer des valeurs initiales pour les

parametres inconnus. On choisit donc :
— pour g;1, 0,2 €t 0; 3 un nombre tiré selon une loi uniforme sur [0, 3],
— pour p; un nombre tiré selon une loi uniforme sur [0, 10],
— pour \; un nombre tiré selon une loi uniforme sur [0, 10],
— pour u; un point qui est sur la trajectoire i,

— pour 7; 'angle décrit par le vecteur qui relie le premier et le dernier point de

la trajectoire.

Nous testons 'algorithme EM sur les deux trajectoires particulieres présentées
a droite de la Figure 6.1 en prenant pour valeurs initiales de 'algorithme pour le
parametre p;, soit le premier point, soit le point médian, soit le dernier point de la
trajectoire, et pour les parametres (o, 1, pi, 0i2, Ai, 0i3), soit 61, soit 8, soit b3, soit

0, avec :

6, = (1.86,7.08,0.82,3.75, 1.77),
0, = (0.45,4.54,1.27, 2.56, 2.88),
05 = (1.89,8.40,1.33,4.07, 0.70),
0s = (1,2,1,2,1).

Au total, cela fait donc 3 x 4 = 12 valeurs initiales différentes. Le tableau 6.1 fait
correspondre le numéro de 'exécution avec les valeurs initiales choisies.

Avec ces 12 points de départ, il est difficile d’afficher, comme dans la section
précédente, les graphes de convergence en fonction des itérations de 'algorithme.
En effet, suivant la valeur initiale choisie, les parameétres ne convergent pas vers les
mémes valeurs, donc ce type de graphe devient tres rapidement illisible. On choi-
sira plutot d’estimer, pour chaque valeur initiale, les états cachés (i.e. les types de

mouvement 1, 2 ou 3) de chaque point de la trajectoire étudiée grace a l’algorithme
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Numéro Valeur initiale
de 1’éxé- Valeur initiale pour le pour les
cution de parametre parameétres
I’algo EM (Gi1, piy Tigs Niy 0i3)

1 Premier point de la trajectoire

2 Point médian de la trajectoire 04

3 Dernier point de la trajectoire

4 01

5 Premier point de la trajectoire 0,

6 05

7 01

8 Point médian de la trajectoire 0y

9 03

10 61

11 Dernier point de la trajectoire 0

12 05

TABLE 6.1 — Valeurs initiales des 12 exécutions de I'algorithme EM.

de Viterbi (proposition 8, en prenant pour valeur des parametres celle obtenue a la
derniére itération de I'algorithme EM) puis d’afficher la trajectoire, coloriée en fonc-
tion de ces états cachés estimés. Nous affichons aussi pour chaque point de départ
la valeur de la vraisemblance calculée en ce point. Les figures 6.4 et 6.5 regroupent

ces différents résultats pour les deux trajectoires de la figure 6.1.

Remarques sur les figures 6.4 et 6.5 : On observe, en comparant les résultats
obtenus avec les valeurs initiales 7, 8, 9, 10, 11 et 12 dans la figure 6.5, que les valeurs
initiales de o, 1, p;, 0i2, Ai, 0;3 ont peu de répercussion sur le résultat. En revanche
la valeur initiale donnée au point d’équilibre p; a quant a elle beaucoup d’influence
sur le résultat (exécutions 1, 2, 3).

Au contraire, d’apres la figure 6.4, la valeur initiale du point d’équilibre pu; n’a
pas beaucoup d’incidence sur les résultats (exécutions 1, 2, 3) alors que les valeurs
initiales de 01, pi, 0i2, Ai, 05,3 ont quant a elles beaucoup d’influence sur le résultat
(exécutions 4 a 12).

On choisit comme “meilleure” valeur initiale celle qui correspond a la plus haute

149



Partie III, Chapitre 6 — Applications sur des données simulées et réelles
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FIGURE 6.4 — Résultat de I'estimation des états cachés pour la trajectoire 301 de
Iexpérience de la figure 6.1, basée sur les parametres estimés grace a ’algorithme
EM avec 12 points de départ différents. La valeur au dessus de chaque graphique
est la valeur de la log-vraisemblance obtenue avec les parametres estimés.

Le point de départ de la trajectoire est noté D.
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FIGURE 6.5 — Résultat de I'estimation des états cachés pour la trajectoire 138 de
Iexpérience de la figure 6.1, basée sur les parametres estimés grace a ’algorithme
EM avec 12 points de départ différents. La valeur au dessus de chaque graphique
est la valeur de la log-vraisemblance obtenue avec les parametres estimés.

Le point de départ de la trajectoire est noté D.
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valeur de vraisemblance, c’est-a-dire ici la valeur initiale 3 pour la trajectoire 301 et
au point de départ 2 pour la trajectoire 138.

On ne va pas davantage s’attarder sur cette étude car si les parametres sont
différents pour chaque trajectoire, alors nous sommes confrontés a un probléme
d’identifiabilité des parametres. En effet, il n’est pas aisé de distinguer une trajectoire
qui suit le type 1 d’une trajectoire qui suit le type 2 avec un drift tres faible. De la
méme maniere, une trajectoire qui suit un mouvement de type 3 avec un coefficient
de diffusion élevé et une faible force de rappel vers le point d’équilibre est similaire
a une trajectoire qui suit le type de mouvement 1 avec un coefficient de diffusion
plus faible.

On constate donc que si les parametres sont différents pour chaque trajectoire
alors 'algorithme EM a déja beaucoup de mal a les estimer, méme en supposant
connus les autres parametres. Ainsi, si on espere pouvoir mettre en place un algo-
rithme EM efficace pour estimer tous les parameétres en méme temps, on ne peut
pas supposer les parametres o; 1, p;, 052, A, 0;3 différents pour chaque trajectoire.
Par conséquent, dans la section suivante, nous traitons le cas ou les parametres

Oi1, Pis Oi2, Aiy 043 sont supposés identiques & toutes les trajectoires Z', i € [1, s].

6.1.3 Cas ou les parametres o; 1, p;, 0i2, \i, 0,3 sont identiques

pour toutes les trajectoires

On suppose ici, comme dans la partie 5.3.2.3, que les coefficients de diffusions de
trois types de mouvement, la force de rappel du types 3 et la norme du vecteur drift
du type 2, c’est-a-dire les parametres o1, p;, 0i2, A, 0;3 sont identiques a toutes

les trajectoires. Pour tout i € [1, ], on a :

0;1 = Op,
Pi = P,
O;2 = Oy,
A= A,

0;3 = Oy-

En revanche, les parametres p; et 7;, qui représentent respectivement le point d“’équilibre
d’un mouvement de type 3 et 'angle du drift d’un mouvement de type 2, sont propres

a chaque trajectoire.
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FIGURE 6.6 — Evolution du maximum de vraisemblance estimé par l'algorithme
EM a chaque itération en fonction du nombre d’itérations. L’affichage de chaque
sous-figure se fait en deux graphiques pour plus de lisibilité : en haut : graphique
des parametres 7, py, pr, Py €t en bas : graphique des parametres oy, p, 0., A, 0,.
Ici, tous les parametres sont supposés inconnus. Sous-figure A (haut) : les valeurs
initiales des parametres sont les vraies valeurs de chaque parameéetre. Sous-figure B
(bas) : plusieurs valeurs initiales différentes, choisies aléatoirement, ont été testées.

On utilise a présent la proposition 13 pour mettre en place I'algorithme EM.
Par la suite, nous allons dans un premier temps considérer que tous les parametres
sont supposés inconnus, puis nous allons restreindre notre étude au cas ou tous les

parametres sont inconnus, sauf les points d’équilibre u; et les angles 7;.

6.1.3.1 Cas ou les points d’équilibres y; et les angles 7; sont inconnus

Dans cette section, on suppose inconnus tous les parametres de 1’étude, c’est-a-

dire 7, py, Pr, Pu, b, P5 Ory A, 0, Mais aussi y; et n; pour tout ¢ € [1, s]. Dans ce cas 14,
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FIGURE 6.7 — Evolution du maximum de vraisemblance estimé par 1’algorithme EM
a chaque itération en fonction du nombre d’itérations. Ici, les angles et les points
d’équilibres sont fixés a leur valeur théorique et ne sont donc pas estimés et la valeur
initiale des parametres estimés est leur valeur théorique. L’affichage est proposé sous
forme de deux graphiques pour plus de lisibilité : en haut : graphique des parametres
T, Db, Pr, Pv €t en bas : graphique des parametres oy, p, 0., A, 0, (avec échelle a
droite pour le parameétre \).

la sous-figure A de la figure 6.6 illustre le fait que méme lorsque I'on donne comme
valeurs initiales a ’algorithme EM, les valeurs théoriques des différents parametres,
celui-ci ne converge pas. Il n’y a donc aucun espoir de faire converger cet algorithme,
quelles que soient les valeurs initiales choisies aléatoirement.

Ce constat est confirmé si on exécute I'algorithme EM en estimant tous les pa-
rametres (y compris les angles et les points d’équilibres; comme précédemment)
pour plusieurs valeurs initiales aléatoires, comme le montre la sous-figure B de la
figure 6.6.

On observe dans la sous-section suivante, illustrée par la figure 6.7, que I'ago-
rithme converge dans le cas ou 'expérience est réalisée en supposant les angles 7;
et les points d’équilibres y; connus. Ainsi, au vu de ces deux résultats (figures 6.6
et 6.7), on peut en conclure que I'algorithme EM est trop sensible a la variation des

points d’équilibre et des angles de chaque trajectoire.

6.1.3.2 Cas ou les points d’équilibres y; et les angles 7; sont connus

Dans cette section, on suppose inconnus les parametres oy, p, 0., A, 0, et
T, Do, Dr, Po- EN revanche, contrairement a ce qui a été supposé dans le paragraphe

précédent, les parametres y; et 7; pour tout @ € [1, s] sont connus. On exécute ensuite
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FIGURE 6.8 — Evolution du maximum de vraisemblance estimé par 1’algorithme EM
a chaque itération en fonction du nombre d’itérations. Ici, les angles et les points
d’équilibres sont fixés égaux a leurs vraies valeurs et ne sont donc pas estimés et
la valeur initiale des parametres estimés est choisie uniformément dans [0, 1] pour
T, Dby Pry Po, uniformément dans [0, 3] pour oy, 0., 0,, uniformément dans [0, 5] pour
v et uniformément dans [0, 10] pour A. Quatre valeurs initiales ont été testées ici.
L’affichage est toujours proposé sous forme de deux graphiques.

I’algorithme EM dans les mémes conditions que dans la section 6.1.3.1, c’est-a-dire
en prenant comme valeurs initiales les valeurs théoriques pour tous les parametres
mais en supposant cette fois-ci les parametres p; et 7; pour tout ¢ € [1, s| connus et
égaux a leur valeur théorique. La figure 6.7 illustre la convergence de ’algorithme.
La figure 6.8 met en évidence que I'algorithme EM converge toujours avec plusieurs

valeurs initiales choisies aléatoirement.

6.1.3.3 Détermination des angles 7, et des points d’équilibre ;

Le fait d’étudier des données simulées permet de fixer les valeurs des angles et
des points d’équilibre. Néanmoins, notre objectif est d’évaluer notre méthode sur un
jeu de données réelles. On ne connait pas les valeurs théoriques de I’angle et du point
d’équilibre de chaque trajectoire. Il faut donc proposer une autre maniere d’estimer
ces deux quantités pour chaque trajectoire. Pour I’angle 7;, on choisit ’angle défini
par la direction (par rapport a I’axe horizontal) du vecteur formé par le dernier point
de la trajectoire et son premier point. Pour le point d’équilibre, il faut identifier un
point “au milieu” de la partie verte d’une trajectoire. Pour trouver un tel point pour

une trajectoire de longueur n, une idée est de chercher le cercle dit mazimum, qui
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ni

FIGURE 6.9 — Pour 4 trajectoires données, on représente le point d’équilibre (par
la croix violette) choisi par la méthode du cercle maximum, en violet on retrouve
aussi le cercle maximum associé. Cette figure représente aussi ’angle 7; défini par le
vecteur formé par le premier et le dernier point de la trajectoire.

est un cercle de rayon :

1Q, _ 1@,

et ky = m,

5 ou k, = Ve

avec 1Q), (resp. 1Q),) la distance inter-quantile de la liste formée des abscisses (resp.
des ordonnées) des n points de la trajectoire. Pour chaque point x de la trajectoire,
on compte le nombre n, de points de la trajectoire présents dans le cercle de centre
x et de rayon r et on appelle cercle maximum le cercle de centre x pour lequel ce
nombre n, est le plus grand. On choisit ensuite pour point d’équilibre le centre du

cercle maximum.

La figure 6.9 affiche, pour 4 trajectoires données (issues de la figure 6.1), en violet
le cercle maximum et avec une croix violette son centre (donc le point d’équilibre
choisi), ainsi que 1’angle 7; entre I’axe des abscisses et le vecteur formé par le premier

et le dernier point de la trajectoire.

En utilisant I'algorithme EM dans les mémes conditions que celles de la figure 6.8,
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FIGURE 6.10 — Evolution du maximum de vraisemblance estimé par 1’algorithme
EM a chaque itération en fonction du nombre d’itérations. Ici, les angles et les points
d’équilibres ne sont pas estimés par ’algorithme EM. Ils sont fixés par la méthode du
cercle maximum pour le point d’équilibre et a ’angle défini par le vecteur formé par
le premier et le dernier point de chaque trajectoire pour I’angle (cf section 6.1.3.3).
La valeur initiale des parametres estimés est choisie uniformément dans [0, 1] pour
T, Db, Pr, Dv, Uniformément dans [0, 3] pour oy, o, 0,, uniformément dans [0, 5]
pour v et uniformément dans [0, 10] pour A. Cing valeurs initiales ont été testées ici.
L’affichage est toujours proposé sous forme de deux graphiques.

¢’est-a-dire en considérant les points d’équilibre et les angles de chaque trajectoire
connus mais cette fois en leur donnant comme valeur respectivement le centre du
cercle maximum et ’angle défini par le vecteur formé du premier et du dernier point
de la trajectoire, on obtient le graphique de la figure 6.10, qui illustre la convergence

de l'algorithme converge toujours tres bien.

6.1.4 Bilan de I’étude par simulation

Nous faisons un rapide bilan de I’étude par simulation, en parcourant les diffé-

rents scénarios étudiés.

Bilan 1. Si tous les parametres du modele sont considérés comme des incon-

nues pour ’algorithme EM, alors ce dernier ne converge pas correcte-
ment, méme en prenant comme valeur initiale la valeur théorique de chaque

parametre, ou toutes autres valeurs choisies aléatoirement.

Il est donc nécessaire de retirer certains parametres du vecteur des inconnues de

I’algorithme EM, comme décrit ci-dessous.

157



Partie 111, Chapitre 6 — Applications sur des données simulées et réelles

Bilan 2. Si les seuls parameétres inconnus sont ceux de la matrice de transition
a, c’est-a-dire 7, py, p, et p, et que tous les autres sont fixés avec les valeurs
théoriques, alors ’algorithme converge, quelles que soient les valeurs initiales

choisies aléatoirement.

Bilan 3. Si les seuls parametres inconnus sont ceux d’une trajectoire i, c’est-
a-dire 0,1, pi, 0i2, N\i, 0i3,m; et p; alors 'algorithme ne converge pas tou-
jours. Notre méthode n’est donc pas adaptée pour étudier une trajectoire

individuelle. On I'utilisera pour I’étude d'un grand nombre de trajectoires.

Il y a un intérét a étudier un grand nombre de trajectoires seulement si ces
derniéres suivent trois mouvements distincts ayant les mémes caractéristiques. C’est
pourquoi, nous supposons par la suite que pour tout i € [1,s], 0;1 = b, pi = p,
0i2 = Oy, Ai = A, 0i3 = Oy-.

Sous cette hypothese, les résultats obtenus permettent de conclure :

Bilan 4. Si tous les parametres du modele sont considérés comme des incon-
nues pour ’algorithme EM sauf les angles 7; et les points d’équilibres
(i, alors I'algorithme converge si les angles et les points d’équilibres sont fixés

a leurs valeurs théoriques, quelles que soient les valeurs initiales.

Sur la base des bilans 1 et 4, on déduit que 'algorithme converge si les angles et
les points d’équilibres ne sont pas estimés par 'algorithme. Il faut donc les estimer

au préalable.

Bilan 5. Si tous les parameétres du modéle sont considérés comme des incon-
nues pour ’algorithme EM sauf les angles 7; et les points d’équilibres
i, qui sont respectivement fixés par la méthode du cercle maximum
pour le point d’équilibre et par ’angle défini par le vecteur formé par
le premier et le dernier point de chaque trajectoire pour ’angle (cf
section 6.1.3.3), alors l'algorithme converge, quelles que soient les valeurs

initiales choisies.

Le bilan 5 conduit a une méthode qu’il est possible de mettre en place pour
estimer tous les parametres des 3 types de mouvements (o3, p, 0, A, 0,) lorsque
nous ne connaissons pas les angles 7, et les points d’équilibre p;. C’est cette méthode

que nous utiliserons dans la suite pour analyser les données réelles.
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FIGURE 6.11 — Trajectoires des protéines Langerin (& gauche) et Rab-11 (& droite)
classées avec la méthode de [BVK19] avec toujours le méme code couleur : bleu pour
les morceaux de trajectoires browniens, rouge pour ceux superdiffusifs et vert pour
ceux sousdiffusifs.

6.2 Reésultats sur des données réelles

Dans cette section, nous évaluons la performance de l'algorithme EM sur des
données réelles et nous comparons les résultats avec ceux obtenus par d’autres mé-

thodes déja existantes.

Les données réelles étudiées dans ce paragraphes sont les données qui ont été
présentées aux chapitres 2 et 4 : il s’agit des protéines Langerin et Rab-11, qui
se déplacent a la surface d'une cellule. Ces données ont été étudiées par Vincent
Briane dans [BVK19]. Sa méthode calcule une statistique de test (basée sur 'excur-
sion maximale par rapport au premier point de temps) sur une fenétre glissante sur
chaque trajectoire pour détecter les changements de régime. La figure 6.11 affiche

les résultats obtenus par cette méthode sur le jeu de données réelles.

Nous testons l'algorithme EM sur ces données en se plagant dans les mémes
conditions que celles de la section 6.1.3.2, c’est-a-dire en supposant tous les para-
metres inconnus sauf les points d’équilibres et les angles de chaque trajectoire qui
sont estimés en amont grace a la méthode du cercle maximum et de I’angle formé par
le vecteur reliant le dernier et le premier point de la trajectoire (cf section 6.1.3.3).

On suppose aussi que les trois mouvements possibles (1, 2 et 3) possedent le méme

159



Partie III, Chapitre 6 — Applications sur des données simulées et réelles

FIGURE 6.12 — Trajectoires des protéines Langerin (& gauche) et Rab-11 (& droite)
classées avec notre méthode avec toujours le méme code couleur : bleu pour les
morceaux de trajectoires browniens, rouge pour ceux superdiffusifs et vert pour
ceux sousdiffusifs.

coefficient de diffusion o, c¢’est-a-dire que 0, = 0, = 0, = ¢ (on se rapporte donc a
la proposition 14 pour le calcul de 'argument du maximum de Q). La figure 6.13
illustre I’évolution de la convergence de I'algorithme au cours des itérations. La fi-
gure 6.12 affiche les trajectoires classées grace a ’algorithme de Viterbi, en se servant

des résultats de l'algorithme EM sur ces données (ceux de la figure 6.13).

Comparaison des résultats des figures 6.11 et 6.12 : Les résultats obtenus
avec la méthode de [BVK19] présentent beaucoup plus de trajectoires de type 1.
Ce phénomene est amplifié par le fait que cette méthode classe automatiquement
en type 1 les trajectoires trop courtes. De plus, les trajectoires de la figure 6.11
présentent trés peu de changements de régime : une quinzaine pour les protéines
Langerin (gauche) contre environ 2300 pour les mémes trajectoires de la figure 6.12.
Une telle différence peut étre expliquée par le fait que dans la méthode de [BVK19],
la présence ou non de changement de régime est directement liée a la taille de la
fenétre glissante choisie par 'utilisateur. De plus, la méthode de [BVK19] traitent
chaque trajectoire individuellement et ne tient pas compte d’effet de population. Vi-
suellement, la figure 6.12 s’appuyant sur notre méthode, présente beaucoup plus de
trajectoires confinées, classées en type 3 que la figure 6.11 et de trajectoires dirigées

classées en type 2.
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6.3. Conclusion

Pour les protéines Langerin :
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Pour les protéines Rab-11 :
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FIGURE 6.13 — Evolution du maximum de vraisemblance estimé par 'algorithme
EM a chaque itération en fonction du nombre d’itérations. Ici, les angles et les
points d’équilibres sont supposés connus et ne sont donc pas estimés. Ils sont fixés
par la méthode du cercle maximum pour le point d’équilibre et a ’angle défini par le
vecteur formé par le premier et le dernier point de chaque trajectoire pour 'angle (cf
section 6.1.3.3). La valeur initiale des parametres estimés est choisie aléatoirement
dans [0, 1] pour 7, py, pr, Py, aléatoirement dans [0, 3] pour o, aléatoirement dans
[0,5] pour v et aléatoirement dans [0, 10] pour A. Quatre valeurs initiales ont été
testées ici. L’affichage est toujours proposé sous forme de deux graphiques.

6.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les résultats de notre méthode de classifi-

cation (présentée au chapitre précédent) appliquée sur un jeu de données simulées.
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Les résultats sont tres satisfaisants dans le cas ou les parametres sont communs a
toutes les trajectoires (hypothese d’homogénéité en population). En revanche, 1esti-
mation menée sur une seule trajectoire est moins fiable. Il est recommandé, dans ce
cas, de privilégier d’autres méthodes basées sur des principes différents (comme celle
de [MBP"15], présentée en annexe H). Un bilan global des résultats est reporté dans
la section 6.1.4. Pour conclure ce chapitre, nous avons classé les trajectoires issues
du jeu de données réelles commun a tous les chapitres du manuscrit. Les résultats
sont assez satisfaisants d’un point de vue qualitatif, mais plus difficiles a évaluer

d’un point de vue quantitatif sans vérité-terrain.

162



Annexes de la partie 111

163






ANNEXE F

FORME DE LA FONCTION () DANS LE
CAS DE TRAJECTOIRES
INDEPENDANTES

Le but de cette annexe est de prouver le résultat de la proposition 6 du cha-

pitre 5, qui est aussi la proposition 4 de cette annexe.

Ainsi, nous allons démontrer que si les conditions (C1), (C2) et (C3), que nous
rappelons ici, sont satisfaites, alors la fonction @) se calcule comme si les mémes

trajectoires étaient considérées sous forme de “stacking”.
(C1) L’intensité de saut « est bornée.
(C2) Le parametre d’intérét J n’intervient que dans 7, k, et L.

(C3) Les mouvements des trajectoires et leurs changements de régime sont indépen-

dants au sens de la définition 1 de cette annexe.

F.1 Notations

Dans toute cette annexe, on prendra soin de noter en gras les éléments qui sont
des vecteurs et en lettres normales les éléments qui sont des valeurs réelles. Ainsi,

les coordonnées d’un vecteur z s’écrivent zq, ..., z,.

Dans Pexpression Q(¥,9,Z) = By (ln(p(Z, M; 15)|Z), Z désigne toutes les posi-
tions du processus observé entre t, et t,, que 'on a choisi de regrouper trajectoire

par trajectoire dans le chapitre 5 :
Z=(7',...,7°),
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Partie III, Annexe F — Forme de la fonction Q) dans le cas de trajectoires indépendantes

ou Z' = (24, iy---, 21, i) est I'ensemble des positions de la trajectoires i.
i) ) i

Dans cette annexe, nous allons désormais réécrire Z de la facon suivante :

Z = (Ztoa ce 7Ztn)7

ou les (;)o<i<n sont les temps discrets d’observation du processus et ou z;, représente
I’ensemble des positions des trajectoires présentes au temps ¢;. Tous les vecteurs z;,
sont de taille s et on trouve a la k-ieme coordonnée de z;,, notée z, i, la position de
la trajectoire numéro £ si celle-ci est présente au temps t; et le symbole @ si celle-ci

n’est pas présente au temps ¢;. Ainsi 2, , € Ay = AU {0}.
De la méme maniere, I’ensemble des marques M sera modifié en
Mg :=MuU{o} =[1, M]Ju{o}
et le vecteur M des états cachés sera aussi modifié selon le méme point de vue :
M = (my,,...,my,),
ou les vecteurs my, seront désormais a valeurs dans (M,)® et plus précisément dans :

a1
MZ = 0| 5 | ey € [LMIU{@}Y et a; =0 ssiz,; =0

Qs

Dans la suite, on notera pour tout z € (Ay)*, P(z) = {j € [1,s], z; # @}

I’ensemble des numéros des trajectoires présentes dans la configuration z.

On introduit trois nouveaux ensembles : pour A, B € {A, M}, on note :

ITMB —{(y,z) c A x B Vi€ [l,s], yi= @ & 2 = 0},

T8 ={(y,z) € A* x B*, i € [1,s]/{i € [1,s] /s = @ et 2z # @} = {ip}
et Vi € [1,s]\{io}, yi = © & 2z = 0},

I8 ={(y,z) € A* x B, ig € [1,8]/{i € [1,5] /] zi = @ et y; # @} = {io}
et Vi € [1,s]\{io}, i =@ & 2z = 0}.
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Si A = B, on notera I]AXA =: IJA pour j € {1,2,3}. On note la réunion des trois

ensembles :
™" =TruT} U et ™ ="un vy

Dans Z#, on retrouve les vecteurs (y,z) qui comportent les mémes trajectoires
présentes. Ainsi si aucune naissance, ni aucune mort n’a lieu entre deux configura-
tions y et z, alors (y,z) € Z». Dans Z2', on retrouve les vecteurs (y, z) pour lesquels
la configuration z comporte une trajectoire présente de plus que y. Ainsi, si une seule
naissance et aucune mort a lieu entre les configurations y et z, alors (y,z) € Z5.
Dans Z2', on retrouve les vecteurs (y,z) pour lesquels la configuration y comporte
une trajectoire présente de plus que z. Ainsi, si une seule mort et aucune naissance

a lieu entre les configurations y et z, alors (y,z) € Z2.

De plus, si (y,z) € I2, alors par définition, il existe un unique i € [1, s], que

I’on note 4 tel que y;, = @ et z;, # @, on note alors z¥) le vecteur de coordonnées :
Vi € [1,s]\ {io}, (z®); = z et (:);, = ©.

De la méme maniere, si (y,z) € Zs, alors par définition, il existe un unique
i € [1,s], que I'on note iy tel que z;, = @ et y;,, # @, on note alors y® le vecteur

de coordonnées :

Vi e HLS]]\ {iO}’ (y(Z)>i =y, et (y(Z))io = 0.

Ainsi, si (y,z) € I3, on a P(z™¥) = P(y). De méme, si (y,z) € Z3, on a
P(y™) =P().

F.2 Cadre

Comme le processus BDMM continu (Z¢, M;);>0, duquel sont extraites les tra-
jectoires discrétisées est un processus de Markov homogene [LLG21], les quatre hy-

potheses suivantes sont vérifiées :
(H1) Pour tout i € {1,...n}, my, est indépendante de toutes les autres variables
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conditionnellement a z;, | et m,, ,i.e.:

P (mti|mti_l, ey My, Zgy 7Zt0) =p (mti|mti_1,zti_1) )

(H2) Pour tout i € {1,...n}, pour tout m € (M,)*, pour tout z € (Ay)® et pour
tout m € Mg) :

P (mti =mm;, , =m,z, B = z) =P(my = mjmy, =m,z, =z).

(H3) Pour tout i € {1,...n}, la position z; est indépendante de toutes les autres

variables conditionnellement a my, et z;, , , i.e. :

Zy, 4, mti) .

p (Zti mtm ... 7mt07zti_17 e 7Zt0) =p (Zti

(H4) Pour tout ¢ € {1,...n}, pour tout z € (Ay)* et pour tout m € (My,)* :

Zy, o, = 27 my, = m) =P (Ztl‘zto = Z’ my, = m> :

(3

p (Zti

On introduit alors les trois quantités suivantes :

 La loi de probabilité des changements d’états, notée A = {A,v(z)}. Pour tout
i € [1,n], pour tout v € (M)*, pour tout z € (Ay)*® et pour tout u € M(g),
on a:

Au,v(z) =P (mti = Vlztz;l =2z,my, , = u) :

« La loi de probabilité des observations, notée B. Pour y € (Ay)® et u € (Mp)?,
la densité de z; sachant z,, , = y et m;, = v est donnée par la fonction

z — B(zly,v).

 La loi initiale du couple (z,, my,) notée 7 : (Ay x My)* — R,.

Ainsi on a le schéma suivant :
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Etats cachés : @_ @ @

Observations :

Comme dans le chapitre 5, on notera A, v(z;9) au lieu de Ay v(z) et B(z|y, v; )

au lieu de B(z|y,v) pour marquer la présence du parametre ¥ dans ces fonctions.

Donnons maintenant la définition d’indépendance des mouvements des trajec-
toires et de leurs changements de régimes, notion que I'on supposera étre satisfaite
dans le chapitre 5.

Cette définition permet d’exprimer de maniere mathématique et rigoureuse les

deux notions tres intuitives suivantes :

— [l'indépendance des mouvements des trajectoires, qui va traduire le fait que le
mouvement d’une particule dépend uniquement de la marque de la particule,

et est indépendant du mouvement des autres particules alentours,

— l’indépendance des changements de régime, qui va traduire le fait que lors-
qu'une mutation a lieu, alors ce changement de marque se fait indépendam-

ment des positions et des marques des autres particules alentours.

Définition 1. On dit d’un processus BDMM que :

1. ses changements de régime sont indépendants si : pour tout (u,v) € I, pour
tout z € (Ap)® tel que pour tout j € [1,s], 2 =@ siu; =@, on a :

Auv(z;0) ot C(z,u,v,A) E 0, (2530),
JEP(u)NP(v)
ot C(z,u,v,A) est une constante qui ne dépend pas de 9 et ol ay,(2;0) est
défini dans ’équation (5.1) (section 5.2.1 du chapitre 5) par

aw(z; 79) =P (mti,j = ’Ztiflyj =2, Mty y,j

),

pour tout j € [1,s] et pour tout i € [, + 1, ja] (0t jy et ju sont aussi définis
en section 5.2.1).

169



Partie III, Annexe F — Forme de la fonction Q) dans le cas de trajectoires indépendantes

2. les mouvements de ses trajectoires sont indépendants si : pour tout (y,z) € I*,

on a pour tout v € Mg) :

S

L (z|y,v;1§‘) = I V(v v,

j=1
JEP(2)NP(y)

ot y — bi(ylz,v;0) est défini dans équation (5.2) (section 5.2.1 du cha-
pitre 5) comme la vraisemblance de z, ; sachant que z,_,; = z € Ny et

my, j = v € Mg, pour tout k € [, + 1, ja]-

F.3 Calcul de la fonction ()

Dans cette section, nous allons calculer, pour le processus (Z;, M;); considéré,
la fonction : Q(9, 9, Z) = Ey (ln(p(Z, M; @)]Z) . Pour cela, nous allons d’abord dé-
tailler la forme de cette fonction () dans le cas ou le processus BDMM considéré
est observé a des temps discrets tg,...,%,. Dans un deuxieme temps, nous allons
simplifier cette expression générale pour traiter le cas ou le parametre d’intérét o
n’intervient que dans les parties “move” (fonction L) et mutation (fonctions 7 et k).
Pour finir, nous simplifierons encore la forme de ) dans le cas ou on ajoute ’hypo-
these d’indépendance des mouvements des trajectoires et de leurs changements de

régime.

F.3.1 Forme de () dans le cas d’'un BDMM observé en temps

discret

Calculons maintenant la fonction ) dans le cas ou le processus BDMM est ob-

servé a des temps discrets tg, ..., t,.

On rappelle que :

QD 0,2) =Ey (In(p(Z, M;0)|Z) = Ey (In(p(Zuyet, Miges,; 0))| Zagr, ) -
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F.3. Calcul de la fonction Q

Proposition 1. On a :

Q(ﬁv 197 Z) = Z Z Z P<mtk =V, , = ulz; 19) ln(AU,V(Ztkfl; 19))
uEM(ztk

_D vem®n)

+ Zn: > P(my, =v|Z;9)In (B (ztk\ztkfl,v; @)) +C(0,Z,A),

F=1yem®@n)

ot C(9,Z,N) ne dépend pas de V.
Démonstration. On a :

QUW.0.2)= Y p(Mys, =m|Z.9)In (p (Z.m;7)).
m€®?:0Mgti>

Par une succession d’utilisations de la formule des probabilités composées, pour

(zt;)
m= (my,...,m,) € Q" M, ona:

=p (Mtoztn_l = Mop—1, Ligit, s 19)

Xp (ztn‘Mto:tn = M.y, Zto:tn_l; 19) P (mtn = mn|Mt0:tn_1 = My.p—1, Ztoztn_1 ; 19)

:p(mto = IMNy, Zto:to; 19)
X H p (th |Mt0:tj = m02j7 Zto:tj71 ; 19) b (mtj = mj’Mtottj,1 = mO:j*l? Zto:tj71 ; 19) .
7=1

D’une part, p(my, = mo,ZtO:to;é) = p(z¢,, My, = my; ) = (2, my), et d’autre

part pour j € [1,n] :

p (th ‘Mtottj = m01j7 Zto:tjfl ; 0) p (mtj = mj’Mtottj,1 = m01j717 Zto:tjfl ; 19)

=D (th |th,1 ) mtj = my; 19) p (mtj = mj|mtj—1 =m;_q, th71 ) 19)

=B (zt]. |Z¢,_,, my; 19) Am, 1 m, (24, 19),
donc :
In (p (Mto;tn =m,Z; 15)) = In (7(2z4,, my))

+3 (ln(Amkfl,mk (24, ,;0)) +In (B (ztk|ztk71, my; 5))) :
k=1
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Alinsi,
QW,9,Z2) =C(0,Z,A) + > P(Myy, =m|Z;7) Z Ay (21,13 0))
m6® (Zt ) k=1
+ Y P(Miyg, =m|Z;9) Y In (B (2|2, ,,my;9)), (F.1)
me®"_ Mot k=1
ou :
C(W,Z,A) = > P(My, .+, = m|Z;9) In (7(2z,, my)) .
(z¢;)
m€®l OM

Pour le deuxiéme terme de la somme (F.1), on a :

Z ]P)(Mto:tn - m|Z;79 Z mk 1,My Ztk 1?79))

= oo Y Py, =mg,...,my, = m,|Z;0) In(Am,  m, (2, )
k=1 moEM( to) m,, eM(Ztn)

- Z Z Z ln(Amk—hmk (Ztk—l; 15))
k=1

X Z Z Z Z P(my, = my,...,my, = m,|Z;?)

moeM%to) mk,QEM(ztk*2) mk+1€M(Ztk+1> mnEM(zt")
- Z Z Z 1n<Amk—17mk (Ztkﬂ; ﬁ))P(mtk =My, My, | = mk—1|Z; 19)
(z¢ ) (z¢,)
mk 16M -1 mk€M®tk

par la formule des probabilités totales appliquée aux variables my, ..., my,_,,mg, ..., my

De la méme maniere, on obtient pour le dernier terme de la somme (F.1) :
Z P(My,.., = m|Z; ) Z In (B (ztk|ztk_1, my; {9))
(Zt ) k=1
me®)’
= Z Z P(m;, = m|Z;9)In (B (ztk]ztkil,mk;ig)) )
k=

1
mkEMgtk)

Ainsi,
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F.3. Calcul de la fonction Q

Q(J,9,2) =C(9,Z,A) + fj > P(my, = my|Z;9) In (B (2, |2, _,, i)

k=1 mkEM(gtk)
+ Z Z Z ln(Amk—lvmk (Ztk—l; ﬁ)ﬂp}(mtk = My, My, | = mk—1|Z; 19)
k=1 (24, 1) (z¢),)
mk_1€M® mk€M®
=C(0,Z,A\)+> > Plmy, =v|Z;¥)In (B (ztk\ztkil,v; @))
k=1 (z¢,;,)
VEM® k

+> > S Wn(Auy(zyy 3 9)P(my, =v,m,_, = u|Z;).

k=1 uEM(ztk—1> veM @ty

Dans la proposition suivante, remarquons que les termes pour lesquels (z, ,z;, ) ¢ Z*

sont négligeables.

Proposition 2. Si la condition (C1) est satisfaite, on a :

Q(,9,Z) = Q(0,9,Z)(1+ op (1)) + C(0,Z,A),

A—0

avec !

~ ~ n ~
QW,9,2)= Y > P(my,_, = wmy, = V|Zy,, 0) 0 (B (2,]2,_,,v;7))

k=1 A (7))
(ztk_l,ztk)eI V€M®
n
+ Z Z Z P(mtkﬂ =u,my = V|Zt0:tn’ 19) ln(AU,V<Ztk71; 79))
(ztkilk:tlk)eIA uEMgtkil) V€M<Zt7€)

Démonstration. Par la proposition 1, on a :

Q(,9,Z) = zn: Z Z P(m;, =v,m,,_, =u|Z;9) ln(Auyv(ztkfl;qg‘))

k=1
(zt),_, 7ty )ETA ueM*t-1) vem®i)

+ > > P(my, =v|Z;¥)In (B (Ztk’Ztk,l,VS 19)) +C(W,Z,A)+ R(A,Z,9),

ou :
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R(A’ Z; 19) - Z Z Z P(mtk = V, mtk_l = u|Z’ /19) ln(Au’V(Ztk_l , 1’9))
k=1 (Ztk—l) M(Ztk)
(ztk_l,ztk)ng\ ueM veE

n

+ Z Z P(m, = v|Z;9)In (B <Ztk|ztk_l,v; ﬁ)) .

k=1 (z¢,)
(1), 2, ) TN vEM*k

Montrons que R(A,Z, ) est négligeable devant Q(J, 9, Z).

ROZ)| Y\ _ o (1RAZ.0)
P(@(ﬁ,ﬁ,zn - ) (\@(ﬁ,ﬁ,m >0)

P(|R(A,Z,9)| > 0)
{(Ztkfﬂztk) ¢ IA})

IN
=

IN

VAN
=B
ol
C=TC:=

{plus de 2 sauts entre t; et tk+1}>

IA
=
T~

i

IA
M=

P ({plus de 2 sauts entre 5, et t541}).

i
I

Si on note Na le nombre de sauts qu’il y a eu sur l'intervalle [0, A] et a* tel que
pour tout x, a(x) < o*. Les autres notations sont les mémes que dans le chapitre 3.
On a :

n

> P({plus de 2 sauts entre t; et ti1})
k=1

Ty7, <A}]1{T2<A—T1}))

I
&=
~/~
&=
2
/N / /

Ex.,, (1qz<aylim—r <oy |71, Xey, YO ))

A-T = (YD
=2 E (Ex% (1{T1<A}/0 a(Y(M)e Jo o) d5>>
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et :
Ex,, (1{T1<A}) = Ex,, (E (1{T1<A}|Y( )))
Ex (/ S a(Y0)e SQ(YLO))dud)
ty, 0 s
S Extk (Aa*)
< Aa’,
donc :

> P ({plus de 2 sauts entre t; et ty1}) < nA*(a*)’.
k=1
Or l'intervalle [0,¢] est découpé en n intervalles de taille A donc A x n =t donc :

> P ({plus de 2 sauts entre t; et ty11}) < A*(a”)
k=1

t
27 H
A A=0 0.

F.3.2 Forme de () dans le cas ou ¢ n’intervient que dans le

move et la mutation

Dans cette section, nous allons simplifier I’expression de () donnée dans la pro-
position 2 dans le cas ou le parametre d’intérét ¢ n’intervient pas dans d’autres
onctions caractéristiques du processus que l'intensité de mutation 7, le noyau de
fonct térist d I'intensité d tat , 1 d

mutation k, et la vraisemblance du move L.

Proposition 3. Si les conditions (C1) et (C2) sont satisfaites, alors :

Q,9,Z) = Q(0,9,Z)(1+ op (1)) +C(W,Z,A),

A—0

ot C(V,Z,A) ne dépend pas de J et ou :
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Q(Qg’ 197 Z) ) ]P)( tpoy = Uy Mgy, = V|Zt0:tn7 19) h’l(AuN(Ztk_l; Qg))
(Ztk_lk;zlk)EIA uEMgtkil) veMgtk)
+ E E P(Illtk = V|Zt0:tn, 19) In (L (Ztk |Ztk_1 v qg))
k=1 (ztk)

(CTR ,ztk)ez{\ veM,,

+ Y Y P(my, = V|Zye,.9)In (L <z§jtkl)yztkl,v<Ztk_l>; g))

k=1 (zt,)
k
(ztk—l‘ztk>ezé\ veM,

+ > > P(my, = vV|Zyy,,9)In (L (ztklzzt_ﬁ),v; 5)) :

k=1 (zt),)

Démonstration. On va simplifier le premier terme de la fonction @ de la proposi-

tion 2, a savoir :

zn: Z P(my, , =u,my, =v|Z,,J)n (B (ztk]ztk_l,v; @)) )
k=1

(z¢y,)
(zt),_, 2ty ) €T VEM, k

Comme dans cette somme Ezt,ﬁl,zth) € T, on va chercher & calculer B(z|y,v;?)
pour (y,z) € Z et v € M@Z). Comme 7% = I} U T8 U Z2, par la formule des

probabilités totales, on a :

B(Z|Y7 \2 7:9) = ]P)(Ztk = Z|Ztk_1 =y my =V, '3)
:]P)(Ztk = Z|Ztk,1 =y m =YV, (Y7 Z) € I{\a g)P((ya Z) € I{\’Ztkfl =y my =V, ﬁ)
+ ]P)<Ztk = Z’Ztkfl =Yy m, =V, (yv Z) € Ié\; @)P((y, Z) € Ié/\lztk—l =Yy m, =V 61)
+ Pz, = z|zy, , =y, my, =V,(y,2z) € Ié\; ﬁ)P((y, z) € I{Q[ztk% =y, m;, =V; 15)
Comme v € Mg), on a pour j € {1,2,3} :

P((y,z) € If|ztk71 =y, m =V; V) = ]l(y’v)ezjf_\xl\m

donc ce terme ne dépend pas de 9.

De plus, dans le terme :

]P)(Ztk = Z|Ztk—1 =y, my =V, <Y7 Z) € Ié\a Qg)a
(resp. P(zy, = 2|z, =y, my, = v, (y,z) € T2:1),)
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F.3. Calcul de la fonction Q

la marque m,, = v fait partie du conditionnement donc le calcul de cette probabilité
ne fait intervenir qu'une partie du noyau de naissance (resp. du noyau de mort)
(dans lequel J n’intervient pas) et la vraisemblance L du mouvement pour toutes
les particules présentes a la fois dans la configuration y et dans la configuration z,
donc il existe une constante Cy(z,y,v) (resp. Cs(z,y,v)) qui ne dépend pas de 9

telle que :

]P(Ztk = Z’Ztkfl =y my =V, (Y7 Z) € -,Z’-éxv 19) = 612<Z7 Yy, V)L(Z(y)‘y7 V(y); {9)
(resp. P(zy, = zl|zy,_ , =y, my, = v, (y,z) € I}, 9) = Cs(z,y, V) L(z|y™®, v; 9).)

De méme, comme la nouvelle marque m;, est déja donnée dans le conditionnement,

ona:P(z, =2zlz, =y m, =v,(y,z) €ZI}J) = Lz|y,v;9).
Finalement, en notant C)(z,y,v), Ca(z,y,v), C3(z,y,Vv) des constantes qui ne
dépendent pas de 9, on a pour tout (y,z) € T :

Ci(z,y,v)L(zly, v;7) si (y,z) € ID,
B(zly, vi¥) = Co(z,y,v)L(zW]y, v¥);9) si (y.z) € TP,
Cs(z,y,v)L(zly™,v;9)  si(y,z) € TP

Ainsi :

M=

> P(my, = vV|Zyy,,Y)In (B (Ztklztkfl’ Vv é))

=1 (z¢,)
(21,2, )ETH VEM, k

Z p(my, = v|Zy4y4,,0)In (Cl (zt,,2¢, ,,V)L (ztk|ztk71,v; 19))

=1 (z¢;.)
ztk)GI{\ veEM,, k

=

I
M=

=

(e _q»
= (Zt,_1)
te—1 u).
+ Z Z p(my, = Vv|Zyyy,,0)In <Cg(ztk, zy,_,,V)L (ztk |ztk_1,v( ), Y
k=1 (z¢,)
(Ztkfl,Ztk)eIQ veM, k

+ Z Z p(my, = v|Zy,4,,0)1n (Cg(Ztk, zy,_,,V)L (ztk\zgt_’“l),v; 15)) .
k=1

()
<ztk—1 ,ztk)EIé\ VGIMI®
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En développant, on obtient :

> > plmy, =v|Zyyy,,0)In (B (Ztk’Ztk,l,V; 19)) = C:'(Z,ﬂ,A)
(ztkilk::k)ezf\ veMgtk)
+ Z Z p(my, = v|Zy,,, V) 1n (L (Ztk’Ztk,l,V; 19))
k=

+ Z Z p(mtk — V|Zt0:tn7 19) ln (L (Ziitk_1)|ztk_l7v(ztk1); é))

+ Z Z p(my, = v|Zy,,, V) 1n (L (ztk|z£:t’“1), V; @)) , (F.2)

ot C(Z,9,A) est une constante en 9 qui vaut :

C:'(Z, ’19, A) == Z Z p(mtk = V|Zt0:tn7 19) In (Cl (Ztk7 Ziy,_ V))

k=1 (z¢;)
A k
(ztk_l,ztk)ell V€M®

n

+ Z Z p(mtk = V|Zto:tn7 19) In (CQ(Ztka Ztk—17v))

k=1 (21,
k
(ztk71 Bty )el'é\ VEM®

n

+ > > plmy, =v|Zyyy,,0)In (03(Ztk7ztk,l,V)) .

K=1 (21,
k
(ztk_1 ,ztk)ezé\ VEM®

On a donc :

OW,9,Z) = C(9,Z,A) + Q(9,9, 7).

Par la proposition 2, on a donc :
QW,0,Z) = C(0,Z,A) + C(,Z,A) + Q(J,9,Z) + R(A, Z,9),

ou R(A,Z,9) est négligeable devant Q(@,ﬁ, Z).
Par le méme raisonnement que celui de la preuve de la proposition 2, on peut montrer
que R(A,Z,9) est négligeable devant Q(¥, 9, Z), donc :

Q,0,Z) = C(9,Z,A) + Q(I,9,Z) + R(A, Z,),
ot C(9,Z,A) = C(0,Z,A) + C¥,Z, A). 0
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F.3. Calcul de la fonction Q

F.3.3 Forme de () dans le cas ou les mouvements et les chan-

gements de régime sont indépendants

Dans cette section, nous allons simplifier I’expression de ) donnée dans la pro-
position 3 dans le cas ou les mouvements des trajectoires et leurs changements de

régime sont indépendants au sens de la définition 1 page 169.

Proposition 4. Si les conditions (C1), (C2) et (C3) sont satisfaites, alors la

fonction Q) s’écrit :

Q,0,2) = Q(,9,Z)(1 + op (1)) + C(0,Z,A),

A—0

avec .

QUW.9,Z)= > > X Pl = 0lZ, ) (V) (2120, 0:9)
T kzlk)EIA ]ep(ztk)ﬂ'P(Ztkfl) veM
tp—1°

+ > > DD Plmy g = u,myy = 0] Zgg,,, ) (a0 (21, 53 0)),
k=1

(s Z " JEP(zt, )P(zt,_,) uEMvEM
k—1"""k

o C(9,Z,A) est une constante en 1.

De plus, on a aussi :

avec !

S Jd

Q(ﬁ 19 Z Z Z Z Z]P) mtk 1, = UMy 5 = U|Zt0:tn719) ln(auw(ztk—hj;ﬁ))

j=1k=jp+1u=1v=1
s Jd M ) ~
+30 3 Y P, j = v]Zgys,,9) In (b7 (ztk,j]ztkil,j,v;ﬁ)) ,
=1 k=jp+1v=1
ot pour chaque trajectoire j on définit :
— Jp = min{i, j € P(zy,)} Uinstant de naissance de la trajectoire j

— ja=max{i, j € P(zy,)} Uinstant de mort de la trajectoire j.

Démonstration. On fixe k € [1,n]. Si (u,v) € M( tht) M( ) avec (24, ,,2,) € I"
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Partie III, Annexe F — Forme de la fonction Q) dans le cas de trajectoires indépendantes

alors (u,v) € ZM. Comme les changements de régime sont indépendants, par la
définition 1, on a pour tout (u,v) € Z", pour tout z € (Ay)* tel que (z,u) € Z)VM

S

Auvv(z;zg) o C(z,u,v,A) H Qi (z;0).
jEP(Ju:)f}WP(V)

(Ztk)

Donc pour tout k € [1,n] tel que (z, ,,z;,) € Z", comme (u,v) € Mgt’“’l) x Mg, ™,

on a :
AU»V(Ztk—l; ﬁ) = C(Ztkﬂ » W, V, A) ] Quj,v; (Ztkflyj; 1% (1 + Ag()(l))a
TR e
donc :
S
In(Ayv(ze,_;9)) =1In (C(Ztk,l, u, v, A)) + ; In (auwj(ztkfhj; 19)) + Ago(l).
JEP(2t), 4 )NP(2¢))
Ainsi

Z Z P<mtk—1 =u,nmy, = V‘Ztoitnv 19) 1H<AU,V(Ztk71; 19))

() (o)
ueM,, *-1 veM,, '

= Z Z ]P)(mtk—l =u,my = V|Zt05tn7 19)

(o y) (o)
ueM,, *1 veMy,

s

x [ In (C(ztk_l, u, v, A)) + > In (auj,vj(ztk_bj; 19))

j=1
JEP(zt),_)NP(2¢;)

-+ Z Z P(mtk71 =u,m;, = V|Zt0:tn7 19) X Ag()(l)

ueMgtk*I) VEMgtk)
Donc :
- ~
XX Y Py, = wmy = VZig,, 9) In(Aus(z,,50))
(Ztk_lk::k)eIA ueM(gtkfl) veMgtk)
n
B 0(07 Z7 A) + Z Z Z ]P)(mtk—l =u, mtk = V|Zt0:tn7 19) X 0 (1)
k=1 (C (z;,) A—0
<Ztk_1»ztk)€IA ueM, vEM,,
v#u
n s i
+ Z Z Z P(mtk—l =u,my, = V|Zt05tn7/l9) Z In (auJ'7vj(ztk—17j;19>) )
k=1 A (Zgg,_1) (zt),) ‘ =
(7t),_q -2t ) €T ueM veM, P, NPlay,)
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F.3. Calcul de la fonction Q

avec :
~ n
0(197 Z7 A) = Z Z Z ]:P)(mtk—l = u7mtk — Vlztoltnu 19)
=1 A (), 1) (zt,)
(zt),_-24;,) €T ueM, veM,,

X In (C(Ztkil, u, Vv, A)) :
Occupons nous d’abord du dernier terme de I’égalité précédente.
« Traitons d’abord le cas ot (z;, ,, 2, ) € Zi :

Sionnoteir,...,igp(,, ) lesindices des coordonnées non égales a @ dans le vec-

teur z;, , (qui sont les mémes que dans z;, car (z;, ,,z;,) € Z{), alors on peut rem-

placer les sommes Z Z par les sommes Z Z Z Z

uety *-1) vemo’ iy S &M iy, ) MV, M
s #P(Ztk)
et la somme Z par Z :
i=1 j=1

JEP(2¢),_)NP(2¢)

On peut aussi remplacer

J=1
ar
P #P(Ztk)
Pl () (muy_ys, = iy, i, = i) Ly, 0
i=1

car si on connait Zy, ., , et que (z¢,_,,2,) € If, alors on sait que my,_, ;. = my, ;; = @
pour tout j & P(z,_,) = P(24,)-
Ainsi :

s

Z Z IED(In?fk—1 = u,my, = V|Zt0:tn7 19) Z In (aujvvj (Ztk—hj; §)>

ueMgt’“*1> veMgt’“) jep(ztki:léﬂp(ztk)
#P(z1,)
= > > ... S0 P () (e, = wiy,muy s = i) Zigt,, 9
Uiy EM v €M ui#P(Ztk)GM Ui#P(ztk)eM j=1
#P(z,) _
x > In (auij oy (i 19)) .
j=1

181



Partie III, Annexe F — Forme de la fonction Q) dans le cas de trajectoires indépendantes

Faisons le calcul pour le facteur dans lequel j = 1, cela sera exactement pareil pour
les autres valeurs de j € [2, #P(z,)].

#P(Ztk)
Z Z Z Z P ﬂ (mtkflﬂ'j = Uy, Mty iy = U%')’Zto:tn?ﬁ
Uiy €M v €M ui#P(Ztk) eM vi#P(Ztk) eM j=1

X In (a’uil,vil (Ztk—l,il; 15))

= Z Z In (auilﬂ)z‘l (Ztk—lyil;é))

Uiy eM Vig eM
#P(Ztk)
X Z Z Z Z P ﬂ (mtkflﬂ'j = Uiy My = Uia')lztofn’ﬁ
Uiy EM v, €M ui#P(ztk)GM Ui#’P(ztk)GM j=1

= Z Z In (auilwil (ztk—lvil;/lg)) x P (mtk—lyil = Uiy, My iy = Uillztoitnv 79)

Uiy eM Viy eM
par la formule des probabilités totales appliquée aux variables aléatoires :

(mtk—17i2’mtk7i2’ s 7mtk717i#7’(ztk)7mthi#P(ztk)).

Ainsi :

s

Z Z P(mtk—l =u,my = Vlzto:tn’ 19) Z In (aujﬂ)j (Ztk—lyj; 15))
(z¢ ) (zt,;,) j=1
ueM, *71 veM, GEP(agy_ | )NP(2y,)

#P(Ztk) ~
Z Z P (mtk,l,z'j = Uy My, 55 = Viy Zsy:, 19) In (auij i (Ztk,l,z']-;ﬁ)) )

jil uij eM 'l)l'j eM

donc :

s

Z Z ]:P)(mtk—l = u,my = V|Zt0:tn’ ’l(}) Z In (au]',vj (Ztk—laj; ﬁ))

@p_y) ) =1
ueM,, "7 veMy " JEPay, )NPay)

= Z Z P (mtkflyj = U, My 5 = Ulzto:tnv 19) In (aum(ztkfl,j; 79)) .
JE€P (21, )NP(zt)) ueMveM

(F.3)

Si (24, ,,21,) € I3, on a P(z;,_,) C P(z,), et on procede exactement de la
méme maniere en considérant les indices 4, . . . 4P, ) des coordonnées non égales

a © dans z;,_, et i la coordonnée non égale a © dans z;, mais égale a @ dans z;,_,.
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F.3. Calcul de la fonction Q

Cela nous donne donc :

S

> > Py, , =umy =v|Zy,,,9) >, In (aujwj(ztkfhj;qg‘))

(z ) (zt,;,) j=1
ueMQt’“*1 veM®tk JEP(zry,  )NP(=t,)
#P(Ztk_l)
= Z Z Z Z Z P ﬂ (M = Wiy My, = v3g) N -
Uiy EM v EM ui#P(Ztk_l ) eM vi#,P(Ztk_1> eM Vi eM j=1
#P(Ztk_l)
N (mtkﬂ'o = Uio)’Ztoitnv v Z In (auij i (Ztk—lyij; 19)
Jj=1
Pour j=1,0on a:
#P(Ztk_l)

Z Z to Z Z Z P m (mtk_hij = uij7mtk,ij = 'Uij)|zt0:tn719

Uiy EM vy €M Ui#P(ztk,l)eM Ui#P(ztk,l)EM Vi €M 7j=1

X hl (aull ,'Uil <Ztk:717i1; ’19))

= Z Z In (auil,vil (ztkq,il;g))

Uiy EM v EM
#P(Ztk_l)
S50 SRS SENED SRR DR BN o (N (NSRRI | A
Uig eM Vig eM Ui#P(Ztkfl)eM Ui#P(ztkfl)eM ’UiOGM 7j=1

= Z Z In (a’uil»’uil (Ztk—lyil; ﬁ)) x P (mtk—lvil = Uy My iy = Uiy |Zt0:tn7 79)

Uiy eM Viq eM
par la formule des probabilités totales appliquée aux variables aléatoires :
(mt/ﬁhiz? Mty yigs - - - 7mtk71:i#73(ztk71) ) mtk>i#77(ztk71) ) mtk,io)'
En faisant la méme chose pour les autres valeurs de j € 2, #P(z, on retrouve
) k)1

(F.3).

Si (z,_,,24,) € I3, on a P(z;,) C P(zy,_,), et on réitére le méme procédé en
considérant les indices 71, .. .i#p(ztk) des coordonnées non égales a @ dans z,, et i

la coordonnée non égale a @ dans z;,_, mais égale a @ dans z,.

Exactement avec les mémes techniques, mais en utilisant la définition d’indépen-
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Partie III, Annexe F — Forme de la fonction Q) dans le cas de trajectoires indépendantes

dance des mouvements qui nous dit que :

S

L (zly,vi9) = [T V(zlyv9),
jePiarP(y)

on obtient que :

o si(zy, ,,z4) €I,
Z P(my, = Vv|Zyy4,,0)In (L (ztk|ztk71,v; 19))

(z¢},)
= Z Z P(mtk,j - U‘Ztoitn719> In (bj<ztk,j’2tk71,j7v;{9’)) )

VEM®
jGP(ztk)ﬁP(ztkil) veEM

e si(zy,_,,2;) €15,
S P(my, = v|Zyg,,9) In (L (zifklﬂztkl,thk_l); @))

(z¢},)
= Z Z P(mtk»j = U‘Ztoitn719> In (bj<ztk,j’2tk71,j7v;{9’)) )

VEM®
jG’P(Ztk)m'P(Ztkil) veM

® si (Ztk—w Ztk) S I?é?
Z ]P)(mtk = V’ZtO:tWJ 19) ln (L (Ztk |ZIE:?€1)7 V? g))

(z¢},)
= Z Z P(mtk,j = U‘Ztoitmﬁ) In (bj<ztk,j’2tk71,j7v;1§)) .

VEM®
jG’P(Ztk)m'P(Ztkil) veM

En regroupant ces trois résultats, on obtient :

Zn: Z P(my;, = v|Zyy4,,0)In (L (Ztk’Ztk,p v, 5‘))

k=1 (71,

Y Y P(my, = v|Ze,, 0)In (L (z:tk_l)|ztkl,v(zik1); 5))

k=1 (z¢,)
k
(Ztk'fl 2t )GIQ V€M®

n

+ Z Z P(my, = Vv|Zyy4,,0)In (L (ztk|z£:t’“l), v, 19))

k=1 (z¢,)
k
(24,12, )€I§\ veM,

= Z Z Z P (mtk,j = U|Zt02tn7 79) In (bj<ztk,j|ztk717]’7 v, 7§>) .
k=1

(= e yezh JEP (21, )P (zt),_,) vEM
k—1"""k
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Ainsi, I'expression de @ donnée par la proposition 3 devient :

00,9,Z) = C(9,Z,A) + O, 9, Z)

n
* Z Z Z Plmy, , = u,my, = v|Zyy,, V) X Aio(l)- (F.4)
k=1 A (ztk—l) <ztk>
(zty,_ 2t )ET u€M® VEM,,
v#u

Démontrons que le dernier terme de cette égalité (F.4), i.e. la quantité :

R(A, Z,ﬁ) = Z Z Z P(mtkq =u,my = V|Zt0:tnﬂ9) X f(A)7
k=1 A (zt),_1) (zt),)
(zt),_ -2ty )ET ueM GM

ou f(A) = Ago(l), est négligeable devant Q(9,9,Z) = Qu(9,9,Z) 4+ Qy(9,9,Z)

avec

Qu(V,9,2Z) =

> > NN P,y = uymuy = 0|Zig, s ) In(ay,0 (2, i 9))

k=1 MoveM
(2t),_q 2ty ) ETA JEP (2, )P (20, ) ueM e

et :

Qb(& 197 Z) = Z Z Z p (mtk,j = Ulzto:tnv 19) In (bj(ztk:j”ztk—l’j7 v; ﬁ)) :
(Ztkﬂ;tk)erf\ JEP (2 )P (21, _, ) vEM

Tout d’abord, montrons que R(A,Z,9) est négligeable devant Qa(ﬁ,ﬁ, Z). Comme

les coefficients ay (2, ;) € [0,1], Qu(9,9,Z) < 0 p.s., en notant :

n

R(A,Z,0) = Z > > Pimy_, =umy =v|Zyy,,9)|f(A)],

(z ) (z¢,;,)
oty k)ezA ueM,, k-1 el\/JI(Dt’C

R(A,Z,9)|
(\Qa 3.9.2), ~ 6)

Or comme les coefficients a,,(z,_, ;;U) sont de la forme e ™ ou (1 — e ™)p,.,

on a .

IN

P (R(Alz’ﬁ) > e)
_Qa(19> 19’ Z)

=P (R(A,Z,9) + €Qu(V,9,2Z) > 0) .

(proposition 9 du chapitre 5) alors on a Qq(0, 9, Z) ﬁ —00.
%
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Partie III, Annexe F — Forme de la fonction Q) dans le cas de trajectoires indépendantes

De plus, f(A) 7 0, donc :
R(A,Z,9)]
P T > €| — 0.
Qu(V,9,2)| A0

Montrons maintenant que R(A,Z,¥) est négligeable devant Q,(J,,Z). Comme
Qu(0, 19, Z) nest pas positif p.s., on procéde différemment :

" (\R(A,z,w)]

[@u(0,0,2)| ~ 6) <P (R(A,Z,0) — €|Qy(V,9,Z)] > 0).

Or:
P (R(A,Z,9) - €|Qu(V,9,2)| > 0)

—P (R(A, Z.9) — dQu(3,0.2)| > 0, () N N {In (¥ (1200003 9)) < 0}

k=1 jE’P(Ztk)ﬂ'P(Ztk_l)UEM )

+P (R(A, Z,9) — €|Qy(9,9,Z)| > 0, O U U {n (¥ (21,4121, 5> v59)) > 0}

k=1 jeP(zt, )P (zt,_,) vEM

<P (U U U {ln (bj(ztk,j|ztk71,j,v;1§)) < 0})

k=1 jEP(ztk )O’P(ztkil) veM

+P(R(A, Z,0) — eQy(9,9,Z) > 0).

Montrons que les coefficients b7 (2, ;|2 ,;,v; V) définis (cf proposition 10 du cha-

pitre 5) comme :

1 ||Ztkj_ztk 1]'”2 .
e — : — siov=1,
2107, A Xp( 207, A
o\ A
cos(n;
A ) Btyj — Pte—1,d T Pi (Sin(n»)) A
O (2t g2ty 1g i) =9 —— @ ' si v=2
kd | Pt—1,] 2%032A Xp 2022A i ,
1 Hzth - e_AiAztk—hj B :U’i(l - e_AiA)”Q . _
ﬁ exXp | — 5 2 N S1 v =
71—0_7,,3”( l) 0-173/0( 1)
N 1 2\ A A
ouv(\) = 7 (1 — e N ), convergent presque siirement vers +oo lorsque A — 0.
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Si v = 1, Pexpression de b'(z, j|zi,_, 4, 1;9) a été obtenue dans la preuve de la

proposition 10 du chapitre 5 en utilisant le fait que (z;;)i>0 est solution de I'EDS
dX, = 0;1dB,.
En intégrant cette EDS entre t,_; et t; (avec A = |ty — tx_1|), on a :
Rt — Rtp_14 — Ui,lBA-

Par la loi du logarithme itéré pour un mouvement brownien dans R2 on a avec
probabilité 1 :

lim su ”Ztkj Rty 1]”

A% 27, An(In(1/A))

donc pour A suffisamment petit, on a :

2 2

ztk J Ztk 1.

\/20 Aln(In(1/A))
> —2In(In(1/4A)),

_ Ztkv] _ Ztkflvj

207, A

x In(In(1/A))

donc pour A suffisamment petit, on a :

1 ||Ztkj 2y, 1]” 1
— i >
2107, A exP( 202, A = 2702, Aln(1/A)?

donc :

i . P
b (Ztkaj|ztk—17j7 l’ 19) A—>0> —+00.
On fait de méme si v = 2 avec 'EDS

dX, = p; (COS( )> dt + 0,2dB,,

sin(n;)

qui s’integre en :

sin(7;)

cos(n;
Ripi = Rty_14 = Pi ( . ( )) A+ 0,9Bn,
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donc pour A suffisamment petit, on a :

2 2
cos(1;) cos(n;)
Ztk:vj - Ztkflyj - pZ ( ) A Ztk,j - Ztkfl,j - pZ ( A

sin(n;) - sin(1;) ol
- 207,A B V202 AIn(In(1/A)) * In(ln(1/4))

> —2In(In(1/A)),

donc :

7 . . ). P
b (’Ztkv]‘ztk—hJ’ 2’ 19) A—%> oo

Siv=23,ona:

0;3

2\

“NA “NA “NA
Bty T Atp_14€ T _:ui(l_e ’ ): e T Beaxa_g.

Par la loi du logarithme itéré pour un mouvement brownien dans R2 on a avec
probabilité 1 :

S |Besa

=1
A=0. \/2(e228 — 1) In(In((e2MA — 1)-1))

Y

donc pour A suffisamment petit, on a :

oy — (L= e P In(In((€ — 1)) Beania |
202,0(\;) 2(e28 — 1) In(In((e2Nd —1)71))]

> —2In(In((e? — 1)71)),

_ Hztkmj —€

donc pour A suffisamment petit, on a :

i 9. _ 1 Hztw - e_AiAZtkflJ — :ui(l - e_AiA>H2
ol ) = e (- 20%,0(0) )
S 1
~ 2mo7gu(A;) In((e2MA — 1)71))2
- 1
To73In(20A)2 (1 + .9, (1n(2§1A)>> 2NA(1 + Ago(l))
— +00.

A—0
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F.3. Calcul de la fonction Q

Finalement, pour tout v € M,
; P
bz('ztkd |Ztk—17j7 v, 19) A—)OE +o0.

Donc :

P (0 U U {ln (bj(ztkyj]ztkfl,j,v;lg)) < 0}) 0

k=1j€P(zt, )P (2, _,) veEM

et :

Qo(0,9,Z) —— +oc.

De plus, f(A) —— 0, donc :
A—0
P(R(A, Z,0) — €Qy(,9,Z) > 0) 0,

donc :

R(A,Z,9)|

PlL—" s —o.
’Qb(ﬁ7,l97 Z)‘ A=0
Par (F.4), on a donc :
0W,0,Z) = C(9,Z,A) + O, 9,Z) + R(A, Z,),

ott R(A,Z,¥) est négligeable devant Q(ﬁ,ﬁ, Z).

Par la proposition 3, on a donc :
Q(D,9,2) = C(¥,Z,0) + C(9,Z,A) + QI,9,Z) + R(A, Z,9) + R(A, Z,9),

ott R(A,Z,9) est négligeable devant Q(V, 9, Z).
Par le méme raisonnement que celui de la preuve de la proposition 2, on peut
montrer que R(A,Z,1) est négligeable devant Q(ﬁ‘, V,Z), donc :

QW,0,Z) = CW,Z,A) + Q(9,9,Z) + R(A, Z, V),
avec C(9,Z,A) = C(9,Z,A)+C(9,Z,A), et R(A,Z,9) = R(A,Z,9)+ R(A, Z,9),
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Partie III, Annexe F — Forme de la fonction Q) dans le cas de trajectoires indépendantes

qui est négligeable devant Q(d, 9, Z), donc :

Q,9,Z) =CW,Z,A)+ Q(9,9,Z)(1 + AOEO(I)).

Prouvons maintenant que Q(ﬁ, ¥, Z) se réécrit de la fagon suivante :

S Jd ~

Q(ﬁ 19 Z Z Z Z Z]P) mtk 1, = UMy 5 = U|Zt0:tnﬂ9) ln(a/uﬂ}(ztk—lyj;ﬁ))

j=1k=jp+1u=1v=1
s Jd M

+ Z Z Zp(mtkd = U|Zt02tn779) In (bl (ztk»j‘ztk717j7v;1§)) .

=1 k=j,+1v=1

Soit j € [1,s] et k € [1,n], on a :
k€ liv+1,Jd < j € Plzy_,) N P(z,).
Ainsi, les deux ensembles ci-dessous sont égaux :
{(k,j) c[1,n] x[1,s], (z,_,,2¢,) €T et k € [, + l,jd]]}

et
{(k,5) € [1,n] x [1,5], (2, 2,) € T" et j € P(z,) NPlz,_,)}-

C’est pourquoi on peut remplacer dans I’expression donnée par la proposition 4 :

i > parz 2

k=1 =jp+1
JEP(z¢ )NP(z¢,) k=jp+
cTA k—1 k <Ztk oty €T

et on obtient :

S

Jd M M
19 19 Z Z Z Z Z P(mtk—hj = UMy = U‘Ztoitnv 79) ln(auﬂ)(ztk—ld; 19))
J=1 k=jp+1 u=1v=1
(zt),_ 2t )ETA

+ Z Z Z P<mtk7j = U|Zt0:tn7 19) In <b7 (Ztk,j|ztk71,j7 U3 79)) :
j=1 k=jp+1 o=l

(#t),_4 thk)GIA
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F.3. Calcul de la fonction Q

Maintenant, on remarque que :
s Jd

>3 S Blm,

= Uy My = U|Ztottn’ 19) 1n(au7v(ztk—17j; Qg))
j=1k=jp+1u=1v=1

M M
= Z Z Z P<mtk—l7ﬂ Uy My, 5 = Ulzto H2) 19) ]‘n(au,v(ztkfl’j; 79)) + Rl (Aa Z 19)7

avec
s Jd M M B
Ry (A,Z,9) Z Z Z Z]P’(mtkfhj =u,my, ; = 0Ly, V) In(ay(2,_,.5;0)).
j=1 k=j,+1 u=1v=1

(7¢),_q 72, )T

De méme, on remarque que :

s Jd M ‘ N
Z Z Z P(mtkd = U|Ztortn7 19) In (bj (ztkvj‘ztk717j7 v, 79))
=1 k=j,+1 v=1

Jd

= Z Z > P(my, ; = v|Zyy,,9) In <b7 (ztk7j|ztk71,j, v; 19)) + Ry(A,Z,9),

7=1 k=jp+1 v=1
(ztk71 vztk>€I

avec

s M

Ry A Z, 19 § : § : 2 :P My 5 = U|Zt0 tn s ) (bj (Ztk7j|ztk—17j7v;1§>) :
k=jp+1 v=1
(Ztk 102t )ET

Donec :

Q(0,9,Z) = Q(0,9,Z) + R (A, Z,09) + Ry(A, Z,0).

On peut montrer avec le méme raisonnement que celui de la preuve de la proposi-
tion 2, que Ry(A, Z,0), Ry(A, Z,9) et R(A, Z, ) sont négligeables devant Q (9, 9, Z)

donc :

Q,9,Z) = C(0,Z,A) + Q(0,9,Z)(1 + op (1)).

A—0
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Partie III, Annexe F — Forme de la fonction Q) dans le cas de trajectoires indépendantes

F.4 Indépendance des mouvements des trajectoires
et des changements de régime dans ’exemple

de la partie 5.3 du chapitre 5

Montrons que dans l'exemple de la section 5.3 du chapitre 5, les trois condi-
tions (C1), (C2) et (C3) sont vérifiées.

Dans cet exemple, les intensités de mort § et de naissance [ sont bornées. De

plus, il existe n* € N tel que :
T(x) =7 xn(x) <7 xn",
donc « est bornée donc (C1) est vérifiée.
Le parametre d’intérét

2 2 2 2 2 2
19 - (Ta Do, Pr; Do, 0-1717 P1, M1, 0-1727 >\17 Hi, 0-1737 CIEI ?0-3717 Psy Nsy 0-5727 )\sa Hs, 0-573)

intervient par définition seulement dans les fonctions 7, k, et L, donc (C2) est vé-

rifiée.

I nous reste donc a montrer (C3).

Ainsi, montrons que pour tout (u,v) € Z™, pour tout z € (Ay)* tel que pour tout

jel,s],zj=0siu; =0, ona:

S

Auv(z;9) ot C(z,u,v,A) H aujmj(zj; 5)
jEP(]u:)fl‘IP(v)

ot C(z,u,v,A) est une constante qui ne dépend pas de ¥ et ot @y, (2;9) est défini

dans 'équation (5.1) (section 5.2.1 du chapitre 5)

On commence par calculer — [[  au,,(2;0) :
j=1
FJEP(u)NP(v)

Par la proposition 9 du chapitre 5, a,, ., (2;;¥) ne dépend pas de z; et est équivalent

au coefficient (u;,v;) de la matrice
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F.4. Indépendance des mouvements et des changements de régime dans l’exemple

1 2 3
1 e~ A p(l— e_TA) (1—p)(1— e_TA)
2| pa(1 —e ™) e TA (1—po)(1 —e ™)
SA\ps(1—e™) (1—p3)(1—eT™2) e A

donc :

S S
H a0, (Zj; 19) A:O e—AT#{JGP(z),ui:m}(l _ 6—AT)#{J€P(Z),W¢W} H Puy 0,
i—1

Jj= Jj=1
JEP(z) U F#V;

donc :

I]: GUjﬂy(Zj;ﬁ)
j=1
JEP(2)
e STHEP@(1 — e I puy, si#{j € P(2), v # v} =q =1,
A0 uj-;ﬁvj
N i Vj € P(2),u; = v;.

Ainsi :

S
d . (AT T puyy si#{i€P2), uj# v} =a>1,

JEP() e AT#P(2) siVj € P(z),u; = vj.

Maintenant, calculons Ay (z;9) pour (u,v) € 7" :

Soit (u,v) € IM alors |#P(u) — #P(v)| < 1. On sépare donc les deux cas

suivants :

e Cas ou #P(u) = #P(v) :
Comme (u,v) € Z" alors P(u) = P(v) = P(z). On va alors calculer :

Auy(z;9) =P(my, =vim,, , =u,z;, , = z;@)

)

en séparant selon 2 cas :
<> Premier cas : si # {i € P(z), u; # v;} > 1,
<> Deuxiéme cas : si # {1 € P(z), u; # v;} = 0.
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Partie III, Annexe F — Forme de la fonction Q) dans le cas de trajectoires indépendantes

Traitons ces deux cas :

<> Premier cas : Si on note # {i € P(z), w; # v;} = q > 1, alors on sait qu'il
y a eu au moins ¢ mutations, donc au moins ¢ sauts entre t;_; et fz, et on a

donc :

Auv(z; 15) =P(my, =vim;,_, =u,z, , =z 19)

q sauts entre t;_; et Ty
=P(m =v, ) i
qui sont des mutations

m;, =,z , = Z; 19)

+ P(my, = v, {plus de g + 1 sauts entre ¢, et &} |jmy,_, =u,z,_, = z; 19)

Or:

P(m,, = v, {plus de ¢ + 1 sauts entre t;_; et t;} m,, , =u,z;, , =2:0)= o (A9).

Et :

P q sauts entre t_q et t; ;
m;, =YV m = U.z = 7
t " | qui sont des mutations th—1 Stk )

P g sauts entre fx_; et ¥y 5
= m =V m —uz _
. || qui sont des mutations | ’ th—1 s 2ty :

sauts entre t;_; et ¢ ~
xP({q k=1 k}‘mtklzu,ztklzz;ﬁ>.

qui sont des mutations

Par la forme du noyau de mutation donnée en section 5.3.1 du chapitre 5,

on a:
P q sauts entre t,_; et ¢y p
m; =V, . . my,  =u,z, =2
" qui sont des mutations | ’ b1 k-1 ’
1 S
~ Py 1 e
uj AV

Comme les ¢ sauts qui ont lieu entre t,_; et t; sont tous des mutations, le
nombre de particules présentes ne change pas (et est égal a #P(z)) entre tj_4
et ;. Ainsi, le nombre de mutations entre t;_; et t; suit une loi exponentielle

de parametre A7#P(z), on a :

ts entre ), et t - A#P(z))le AT#P(2)
P({qsausenre k1€ k}‘mtklzu,ztklzz;ﬁ>=(7 #P(z))le

qui sont des mutations q
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F.4. Indépendance des mouvements et des changements de régime dans l’exemple

donc finalement :

[y, [O#P)e a7

2 19) — q
Au,v(27 19) - (#P(Z))q +t U5 q‘ + A8>0<A )
uj;tvj
B s (TA>qe—AT#'P(z) .
N Jl:[l Pujv; q! + Ago(A )
ujFEV
ot Ci(z,u,v) H Pujv; (TA)Y.

j=1
#v

<> Deuxieme cas : Si Vi € P(z),u; = v;, alors :

Au,v(z;ﬁ) =P(my;, =vim;,_, =u,z,_, = z;1§)
=P(m;, = v|m,;,_, =u,z;_, = z,{pas de saut entre t,_; et t;}; 19)

x P({pas de saut entre ty_y et ty}|m; , =u, 2z , = z; 1§)

<

+ P(my, = v, {plus de 2 sauts entre t;_; et tx}m, , =u,z, , =z
On a :

P({pas de saut entre t;_; et t;}|jm,,_ =u,z, , = z;V)
= <exp ( / ® (YD u>,1§)ds>>
() <exp< (74 B+ ) (YD u), d)ds )
<exp ( y (1), u))ds) exp (— /0 (84 8)(YE, u))ds>>
Braw (o0 (-Arat(aa)ess (- 75+ 0¥ wyas )
= ey (o (< 16V w)as) )

= Cs(z,u, v, A)e’T#P(Z)A,

avec

Cula 1,3, 8) = B (e (= 5+ 9008w )

qui tend vers 1 quand A — 0 par convergence dominée (car a est bornée).
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Partie III, Annexe F — Forme de la fonction Q) dans le cas de trajectoires indépendantes

De plus, comme u =v, on a :

P(m;, = v|m;, , =u,z, , =z, {pas de saut entre t;_; et tk};lg) =1.

Ainsi :
Auny(2;9) =Cs(z,u, v, A)e #P@H2 L o (A)
A—0

~ Cy(z,u,v,A)e T#P@4

A—0
Ainsi

) Ci(z,u,v) H Pujv; Si #{i € P(z), v v} =q>1,
Auv(z;0) ~ ¢v
A—0 “j
Cs(z,u, v, A)e "#P@)4 si Vi€ P(z),u; = v;.

Comme C3(z,u,v,A) —— 1, on a donc bien dans ce cas :
—0

S

Auv(z; 19) ot Cy(z,u, v, A) H Qi 0, (z5;0).
jEP(Ju:)éP(V)

e Cas ou |[#P(u) —#P(v)|=1:
On note ig tel que {ig} = {i € [1,s], (u, # @ et v;; = @) ou (u;, = @ et v;, # @)}.

Auw(z;@) =Pmy, =vim,, , =u,z,_, = z;@)

&

- P mtk, Ulo‘ m mtkz == mtk 1 u7ztk,1 =z
7,#10
ﬂ (my, i =v)|my, | =,z :z;ﬁ)
=i
= Cs(z,u, v)Ae T(EWDA 5 AL (7:])

ot Cs(z,u,v)AAg5(z;0).

»

ou 1 et v sont les vecteurs u et v avec leur coordonnée iy égale a @, ie :

),
).

©
©

(6,9) = (u, vw) s% (Viy 7 © et uy,
(U™, v) i (uy, #© et vy, =
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F.4. Indépendance des mouvements et des changements de régime dans l’exemple

Par le cas précédent, il existe une constante Cg(z, 0, v, A) en  telle que :

Aﬁ{,(Z;/ﬂ) ~ C6<Z,1~l,\~/, A) H aajjj(zj;ﬁ).
jE’P(JﬁZ)FlYP(\"I)

Donc :

Au’V(Z; 1§) = C4(Z, u, V)AC6(Z, ﬁ, {7, A) H CL{L].’@j (Zj; 19)
jEP({l:)rle(v)

= 07(Z,U,V, A) H Qo v; (2]715)

Jj=1
JEP(u)NP(v)
On a donc bien montré que pour tout (u,v) € I pour tout z € (Ay)® tel que
pour tout j € [1,s], z; =@ siu; =@, on a:

S

Auv(z;9) o Cr(z,u,v,A) H auj7vj(zj;1§).
jEP(]u:)FIWP(v)
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ANNEXE G

PREUVES DU CALCUL DE
L’ARGUMENT DU MAXIMUM DE ()

Dans toute cette annexe, pour faciliter la rédaction, on notera, pour tout € [1, s] :
2 2 2
Ty = (01,17 PisThis 042, iy i Ui,:s)
I’ensemble des parametres qui se rapportent a la trajectoire . On a r; € R avec :

R:=R} xR" x xR xRy x A xR

Tr
272

G.1 Preuve de la proposition 11 du chapitre 5

Les parametres (7, py, pr, py) € T := R*x]0, 1[? interviennent dans @ seulement

par la matrice a, ainsi :

arg max Q((Ta Po;Pr; Pu, T15 - - - ,7"5), 197 Z)
(T7pb7p'r7pv)ET

= argmax Ql((T7pb7pT7pU7T1""7TS)7197Z)
(7,pb,Pr,pv)ET

s iq M M

= argmax > > >3 & i (u,v;9)In(ay,(9)).

(7,06,0rPv)ET =1 k= ip+1u=1v=1
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Partie 111, Annexe G — Preuves du calcul de l’argument du mazimum de Q

Or en distinguant les différents cas pour u,v € [1,3], on a :

M M
> D (auu (7, Py, pry po) )€y (u, v39) = In(e™ ™) 4 (1, 159)

+In(py(1— e ))& 1 (1,2:9) + In((1 — po) (1 — ™)1 (1,3;9)

+1In(p, (1 — e ™)E_1(2,1;9) + In(e ™)E_,(2,2;9)

+In((1—p) (1= e )& 1(2,3;9) + In(po(1 — e772))&1 1 (3, 1;9)
((1

DL
FIn((1 = p,)(1 — e ))E (3,2:0) + Ine2)EL, (3,3; ).

Donc on cherche 'argument du maximum de la fonction :

fo(mpe,propy) €T Hln(e_TA)(Cl,l + Cy9+ C53) + In(1 — €_TA)C
+ ln(pb)CLQ + 111(1 — pb)Cl,S + ln(p,,)CgJ
+In(1 = p,)Co3 + In(p,)C31 + In(1 — p,)Cs 9

ol on note pour (j,¢) € [1,3]*:

S iq )
Cje= Z Z 15 09) et C=Cra+Cig+ Coy +Co3+ Cs1+ Csa.

On calcule les dérivées de f par rapport aux variables 7, py, p, et p, :

0 Ae ™A
af (7,06, Prs Pu) = —A(Cr1 + Cop + C33) + 1_ oA
0 1
ryPv) — —Ciy— —C y

o (7, Pbs Pry ) G2 7=, Crs
0 1 1

TyDPbs PrsDv) = 702,1 - 02,37
apr( ) Pr 1 — Dr

( = Le L ¢

T,Pby PryPv) = —L31 — 3,2+
apv Do 1 — DPu

En annulant ces dérivées, on obtient un seul point critique, que I’'on note (7, oy, pr, Po)

B | (1 N C > _ (o1
T = —1In ) br = )
A Ci1+Coo+Csg Co1+ Cag

7= 1,2 7 = Cs1
b= A v = A
Cia+Cis Cs1+ Cso
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G.1. Preuve de la proposition 11 du chapitre 5

On vérifie maintenant que ce point critique est bien un maximum en calculant les

dérivées secondes et en les évaluant en le point critique (7, Dy, pr, Pv), on obtient :

an(? 5 T ) = _(01,2 + 01,3)3
op? e C12Ch5
&S 71 ) = — G2t Caa).
op2 e ey Cy1Ca3
ﬁ(? 5 T ) = _(03,1 + 03,2)3

opz TRy C31C32

0? )

87'8 (7_ pbaphpv) = Oa VZ S {b7 T,U},

et en se servant de :

s iq

> D> X &l b)

16=1i=1 k=ip+1

Moo

3 3
YD Cu=

j=1¢=1

.
Il

s iq

3
> > > D plmu_y i = gyme = (|25 0)

10=1i=1 k=ip+1

I
NE

.
Il

I
7
—~
.
U
|
~
=
~—

=1
on obtient que :
o C C. C C
7]0(?7 Db, Prs Do) = —A%(Chq + Cop + O3 3) 11+ Co2 + C33+
or2 C
<Z(Zd - Zb)) (Cl,Q + 0272 + 0373)
— A2 =1 B

= all.

C

La matrice hessienne de f en le point critique (7, Py, Dr, Py) €st donc :

a1 0 0 0
3
0 — (Ci2+Ch3) 0 0
Ci200 3 ,
HeSS( T,Pb,Pr pu)f = O 0 _ (02,1 _'_ 02,3) 0
C21C53
0 0 0 (Gsa+ Cs0)°
C3 1C3 2

) )
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Partie 111, Annexe G — Preuves du calcul de l’argument du mazimum de Q

Comme pour tout (j,€) € [1,3]?% Cj, > 0, cette matrice est définie négative et
le point critique (7, Py, Pr, D) €st donc un maximum local. Comme f est C> sur

I'ouvert T', cet unique point critique est donc un maximum global.

G.2 Preuve de la proposition 12 du chapitre 5

Les parametres compris dans r; interviennent dans () seulement par la fonction

b', ainsi :

argmax Q((T7 Do, Pry DvsT1y - - - 7TS>7 197 Z)
r;€R8

= argmax Q2((T7pbap’r’7pvu r,... ,T’S>, 197 Z)
TiGRS

= argmaxi i %fyi(v,z?) In (bj (ztk,j]ztkfl,j,v,ﬁ))

ri€R® =1 k=j,+1v=1
e M

= arg max Z Zy,i(v, ?) In (bi (ztk’i|ztk71’i,v, TZ>> )

r,€R8 k=iy+1 v=1

Etant donné la forme de la fonction b* (proposition 10 du chapitre 5), on a pour tout
k S [[Zb"— 1,id]] .
M

Z’y,i(’u, ?)In (bi (ztk,i]ztkfl,i, v, rl)) = ~:(1,9) In (bi (ztk,i]ztkfhi, 1, r@))

v=1
+75(2,9) In (bi (ztk’i\ztkwi, 2, 7’@)) +74(3,9) In <bi (ztk,i]ztkfl,i, 3, n))

= 7}2(1a 19) In (bi (Ztkyi‘ztk—lﬂ'? 17 (012,1))> + 7]@(27 19) In (bi (’Ztkvi’ztk—l»h 27 (pia i ‘712,2)))
+ (3, 0) I (B (212010003, (i, 1a(0), (1), 0%)) )

Ainsi, pour rechercher argmax Q((7, py, Pry DvsT1,- - -, 7s), ¥, Z), on peut recher-
TiGRS
cher séparément

argmax Q((Ta Do, PryPuvyT1y - - - 7Ts)a 197 Z)7

‘71'2,16[@1
puis
arg max Q<<T7pbap7’7pv7rlv'-‘7T5)7Q9’ Z)’

(pims02 ) ER* x|~ 5, B[ xRY
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G.2. Preuve de la proposition 12 du chapitre 5

puis
argmax Q((T7pb7prapvvrl7'"7T8)a197 Z)
(Nis(1(0),1i(1)),07 g ) ER 4 X AXRY
On commence par arg max Q((7, py, Pry Dus 1, - - -, T's), ¥, Z). Pour cela, on cherche

af}leRi
le maximum de la fonction :

oy i 7i(1,9) In (bi (ztk,i\ztkfhi, 1, (021))) :

k=ip+1

On a par la forme de b'(.|.,1,.) donnée dans la proposition 10 du chapitre 5 :
Z ’7126(17 19) In (bZ (Ztk7i|ztk—17i’ 17 (Ui,l)))

k=ip+1
1 [
1 19 _ k> k—1,
Z il (27r<7 Aexp( 207, A

k ’Lb+1
& i 2 d i ||ztk7i = Rtg_1yi |2
Z Yi(1,9) IH(QWUi’IA) — Z Yi(1,9) 557 A )
k=ip+1 k=ip+1 Ji1

La dérivée de cette fonction est :

iq )
‘71‘2,1 PR ( Z % (1,9) + 2A PY VR Z 72(1719)||Ztk,i—Ztk_l,z'||2)~

O_'L:]- k=ip+1 'L]- k=ip+1

Elle s’annule en :

14 )
Z 7}1(17 19)||Ztk7'5 - Ztk—17i||2

/2\ k=ip+1

S (L)

k=ip+1

—

et est positive sur ]0,07,] et négative sur [0?, +0o[ donc la fonction présente un

maximum global en ¢7;.

Ensuite, pour trouver arg max QUT, Dby Pry Pvy 15 - - -5 Ts), U, Z), on
(pimi02,)ER* x|~ 5, F[xRY
cherche le maximum de la fonct1on :
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id . .
W (o i 020) = 0 (20 (8 (214l 2, (i 07) ) -

k=ip+1

On a par la forme de b°(.|.,2,.) donnée dans la proposition 10 du chapitre 5 :

50 ) W (8 (anal 2, (000 0%)))

2
k=ip+1

COS(7);
Ztk,i - Ztkfl,i - pl ( . ( >) A

sin(1;)

14 ) 14 )

2
k=ip+1 k=ip+1 20_i72A

On calcule les dérivées par rapport aux variables p;, n; et 032

2
oh 1 cos(n;)
——(pisMiy 07y) = ——— Y1(2,9) — Vi (2,9) 20,0 — 240 i— pi | . A
602‘2,2 2 01‘2,2 k%—l ‘ k%l g " o sin(n;)

oh sin(n;
877 (Pza% 12 Z ’yk 2 19 <Ztk Rty ( ( ‘

12 k=ip+1

)
)
Oh sin(n;) >
i> 1is O, 2 19 — Zt_1s — ZA .
9p; ——(pi, mi 2 012 k%l % (< tr (cos(m)) P

On annule ces dérivées et on obtient le point critique (p;, 7, 075) avec :

id

Y (i) = 2z (1)7:(2,9)
. k=ip+1
7); = arctan . )
Z (Ztk,i(()) - Ztkfl,i(o))%(l 19)
k:ib+1
i cos(n; ~
Z . (71) ) Rty T Rtg_q,i '712;(27 19)
L= sin(7);)
p’L - E izi . 9
k=ip+1
@)\
; [ cos(n;
Yo @) 2 — | LA
o 1 k=iy+1 sin(7;)
2 = A

2A W
S 9i(2,0)

k=ip+1
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Afin de connaitre la nature du point critique (p;, 7;, /3\2) on calcule la matrice hes-
sienne de h au point (p;, 7;, 12) Pour cela, on calcule les dérivées secondes de h

qu’on évalue au point (p;, 7;, 0 ) On a:

O%h —
~ 2 _
0(07,)? (5 022) =

Z (2, 0),

(U ) k=ip+1

aﬂh = A//)\Q iq

W(pianiﬁa—z%) = = /\l Z 7]2(2a19)7

2
Oi2 k=ip+1

0*h 5 1

67)%(@,%032) = —%k%l’%@aﬁ)-
On a aussi :
e 17T - = x (P 1. 07) =0,
%(ﬁn?) - —Gi x ggmﬁ?) =0,
S (i1 7T0) = 5 X (o) =0

La matrice hessienne de h au point (ﬁi,ﬁi,@) est donc diagonale avec des coef-
ficients diagonaux strictement négatifs. Elle est donc définie négative et le point
critique (p;,7;,075) est donc un maximum local. Comme h est C*° sur l'ouvert

R* x }—5, 5[ X R* cet unique point critique est donc un maximum global.

Enfin, pour trouver

argmax Q((Tvpbupﬂpvurly--~;Ts>,19, Z),
(Xisi (0),1i(1),07 3 ) ER 4 X AXRY,

on cherche le maximum de la fonction :

(N, 11(0), i (1), o Z 7i(3,9) In (bi (Ztk,i|2tk_1,z',37 (/\ivﬂi(o)7ui<1)7o-i2,3))) .

k= Zb+1
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On a par la forme de b°(.|.,3,.) donnée dans la proposition 10 du chapitre 5 :

3" 4i3.9)n (" (2l 21035 iy 13(0), pa(1), 075)) )

k=ip+1
= 3 B om <21 exp (‘ B ot - L G_MAW))
b1 2107 30( i) 207 30(\;)
4 2 LA 20 = 26 _yi€” N2 = (1 — e8|
= _ k:%;rl Y(3,9) In (27T0'i73"0()\i)> — k:%:H Yi(3,9) 20331)()\1‘)
On fait le changement de variable :
a; = e NB

bi = 0330()\1‘)
12:(0) = 11;(0)
pi(1) = pi(1)

et on obtient une fonction des variables a;, b;, 1£;(0), 1;(1), que 'on notera f. On a :

F s b pa(0), (1) = — 3 (3.9 In (2mb,)
k=ip+1

& i 24,6 — 24, ,iai—ﬂi(l—ai)HQ
k=iy+1 i

On calcule les dérivées par rapport aux variables a;, b;, 11;(0), 1;(1) et on obtient :

of o (24,,i(0) — 24, _,,i(0)a; — pi(0)(1 — a;))(a; — 1)
a /Ay a’iybi7 7 0 y M 1 = - : 3719 : 7 ’
(’M-(O)( 14:(0), pi(1)) k:%;l%( ) b,

of oo (2t,4(1) — 20, i(Dag — (1) (1 — a;))(a; — 1)
- ai,bi,ui 0 5 Mg 1 = — ”72 3,19 : : 5
am(l)( (0), pi(1)) k%l k(3. 9) b,
o id ) Rtpyi = Rtp_1,ii — /~Li<1 - ai)? 2ty T
i(aiybivui(o)mui(l)) = - Z 711(3719)< , >>
aai fi b;

=ip+1
af 1 & 1 & 2
(i, by, pi(0),165(1) = == >0 MBI+ 55 Do BNzt — 20 — (1 —a)|)*.
Ob; bi k=ip+1 2b; k=iy+1
(G.1)
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On cherche les points critiques de cette fonction. On a :

Opi(0) ou
8f <~ i
=0 > B (20 (p) — 2y i(p)ai — pa(p)(1 = a;)) =0, Vp € {0,1}
8MZ(1) k=ip+1
(G.2)
a; = 1
ou
ia
— Z Ve (3,9) (20,:(P) — 24,y i(P) i)
k=i
ui(p)(1 = a;) = = . vpe{0,1}
> (3,9)
k=ip+1
(G.3)
Etudions maintenant ces deux cas possibles 'un apres Pautre.
Etude du cas a; = 1 : On notera (1,0;, 11;(0), 11;(1)) le point critique.
Si a; = 1, il reste a résoudre :
oo Rty T Ftg_1yi "Rty T Hi
)Y %1(3,19)<tk s ) o
k=ip+1 ) 47’
1 & 1 & 2
i Z Ye(3,7) + 22 Z YeB D20 — 24514l17 = 0.
? k’:ib-i-l 7 k:ib-i-l
D’ou :
i ,
> Bz — 2l
b= : (G.4)
2 3 7i(3,9)

k=ip+1
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1:(0)

est solution de ’équation :
(1)

Le vecteur fi; := (

ia
> (3,9) <zt“ = 2ty s "Rt T m> = 0.

k=ip+1
Afin de connaitre la nature du point critique (1, b;, 11;(0), u;(1)), étudions la matrice

hessienne de la fonction f en ce point. Pour cela, on calcule les dérivées secondes

grace aux dérivées premieres (G.1) de cette fonction f et on les évalue au point
critique (1, i, 1:(0), pi(1))

2

azf H Rt_1,i + i
(1 bwﬂ/l(O) ’L Z ’7 3 19 7 =.dan
da; k=ip+1 bi
Et :
T 2
W(me/ﬁi(o)aﬂ Z (3, 0) — Z BNzt — 24,417 =2 a.
i i k ip+1 ) k? ip+1

Ainsi en utilisant I'expression de b; donnée en (G.4), on a :

id

1 [ & 1 ;
(22 = —5 ( Z ’Yk(?)ﬂ?) - b: Z ’7k<3719)||ztk,l - ZtkhiHZ)

i k=ip+1 T fe=ip+1

=12( i (3, 0) =2 i %3(371%)

bi” \k=ip+1 k—ip+1

3 L3.9).

7 k‘=ib+1

On a aussi :

O f
O (0)?

De la méme maniere, on obtient que :

0 f _ -
8pi(1)2(1’ bi, 11:(0), p1i(1)) = 0.
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Puis
Pf - 1 &, _
Oa: 8() (17 b27 ,U,i(O),,LLi(l)) ) Z 7k(3719)<2tk,i = Bty 1,0 " Rt_q T Ni> =i a2
? 7 k:ib-i-l
Et :
82f — 1
m(la biaﬂi(0>’ﬂi<1)) b: % (3, ﬁ)(ztk Z(O) - Ztk—l,i(0>) =:a13.
7 [ v k=ip+1

De la méme maniére on obtient :

aag/j:(l)(l,bi, 1:(0), pi(1)) =

(3, 0) (2 (1) = 214(1)) = ana.

1
bz k=iy+1

Aussi, on a :

De la méme maniére on obtient :

P 0y

Enfin, on a :

_F
Opi(0)9p(1)

(1, b4, 1i(0), pi(1)) = 0.

La matrice hessienne de f en le point critique (1, b;, 11;(0), 11;(1)) est donc :

a1 Q12 Q13 Q14
| a2 a2 0 0
1,b7,m(0),m(1))f o 0 0 0

ag 0 0 0

Cette matrice admet une valeur propre nulle car son rang est inférieur a 3. Afin de
trouver le signe des trois valeurs propres restantes, A1, Ay, A3, on calcule le polynéme

caractéristique de Hess, 7 55— f, noté x(X).
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On a :
X(X)=X (X3 + (—a11 — ag) X* + (—a%Q —ai; —al, + a11a22> X + ag (a%3 + ai)) :
Par les relations coefficients-racines, on a donc :

A+ Ay + A = aq; +ax
AiAsAs = —ag (af; + aiy) .

Or par I'expression de b; donnée en (G.4),

2 .
1o

<0et A2 = ——5 Z ’}/2(3,19) < 0.
bi k:ib—f—l

_Ztszlvi + m

11 = — Z 7]2(3779)” b

A1 + A2 + A3 <0
A1A2A3 > 0.

Donc forcément deux valeurs propres sont négatives et une positive.

Ainsi, le point critique (1, by, 11;(0), (1)) est Pargument d’un point “col”, ce n’est

donc pas I'argument d'un extrémum.

e~ _——

Etude du cas a; # 1 : On notera C' = (a;, bi, 115(0), 11:(1)) le point critique.
On a:

> 73.9) (2 — 2 i — (1 — ai); =2,

k’:ib-i-l

[0 =1+ 3 269) (0l0) ~ a0~ 1 0)(1 ) (0

k=ip+1

£ 3 B9 (D) = 2D — ()1 — @) (1) = 0

k=ip+1
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Les deux derniers termes sont nuls par (G.2) donc :

{5

Par (G.3), on a :

(é) =0 { Z 7]2(37 19) <Ztk7i  Rtg_q,i%i — Mi(l - ai); Ztk,l,i> =0 (G5)

k=ib+1

iq )
Z 712(3, 19) <Ztk,i — Zty_q,i; Ztk_l,i>

k’=ib+1
iq

—i(0) (1 —a;) D 7(3,9)z,1,i(0)

k=ib+1

(1 =) Y B2 (1) = 0.

k=ib+1

iq )
Z '7114(3’ 19) <Ztk,i — R, Ztk—17i>

k=ip+1 )
i ‘
Z 7[2(37 ﬁ)(ztk,l(o) - Ztk—lyi(o)ai) iy
k=ip+1 ;
— b - Z 7k(3,19)ztk717¢(0)
> (3.0) e
' ke=ip+1
iq '
Z 711(37 ﬁ)(ztkﬂ'(o) - Ztkflyi(o)ai) ig
k=ip+1 i
_ b+ - Z 7k(3719)ztk—17i(1) = 0,
IRIERD
k=ip+1

ce qui nous donne la premiere coordonnée du point critique a; = A avec :

> w;;(w)) S0 i(3.9)]

7

k=ip+1

f: 7]2(3719)) ( f: 7]1(3719)”2%—1,1‘”2)

i | 2 i | 2
—( > 7;2(3,19)Ztk_1,i(0)) - ( > 72(3,19)Ztk_17i(1))
k=ip+1 k=ip+1
2

2 id .
— Z 7;-(3, 19)th,1,¢ (G.6)

=ip+1

Ztkfl )% ?

k=ip+1

211



Partie 111, Annexe G — Preuves du calcul de l’argument du mazimum de Q

et

:( Z %’;(3719) ( Z Y(3,0) (2,45 21, >>

k:ib+1 k= Zb+1

( Z f}/k 3 79 Ztkl ) ( i 712(377%2%1,1'(0))
( Z ’}/k 3 79 Ztkl ) ( sz 7]19(377%2%1,1(1))

k=ip+1 k=ip+1

k=ip+1 k=ip+1
< Z /Vk 3 19>Ztk 1,09 Z 7;(37?9)th,¢> : (G7)
k=ip+1 Jj=ip+1

—

Puis avec (G.3), on trouve p;(0) et m en fonction de @; :

ia

Z 72(37 19) (Ztk,i(()) - Ztk—l,'i(O)d\i)
N k=it
pi(0) = ==

(1—a) Z v1.(3,9)
k Zb+1

ia
- > Bz (1) = 2, (1))
Mi(l) = bt

(1—a) Z Y1 (3,9)
k= ip+1
i 0
Pour finir, on annule la derniere dérivée et on trouve b; en fonction de a; et f1; = (%) :
Hi
ia
of > WG = 2y — (1 = @)
{ % (C)=0 «={ b ="t - > 0.
z 2 3 (3.9)
k=ip+1
(G.8)

Montrons que le point critique (a;, b, 1:(0), 11;(1)) que nous venons de trouver

est un maximum local de la fonction f. Pour cela, on calcule les dérivées secondes
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de cette fonction f et on les évalue au point critique C.Ona:

12
f Z H ztk‘—l,’i_l—/“’Li
7i(3,9) = =:an,
8af k=ip+1 b;

et

Pf A 1 & i 1 & i ~ ~112

(0= X B0~ = 3 G — il — w6

@ i k=ip+1 i k=iy+1

En utilisant Pexpression de b; donnée en (G.8), on a :

2oy L
(%2 = ka?)f} bi ka?)ﬁ

7 i k‘ ip+1 k=ip+1

Zd .
> (3,9) = axn

bi k=ip+1

On a aussi :

2f A
C pr—
Op:(0)? (©) b; k=ip+1

De la méme maniere, on obtient que :

0f (1 —a;)?
C)=————— (3,9) =a
8,“2(1>2( ) bl k%:+1 k ) 33-
On a ensuite :
Pf 4 1 &
8@,,(%1 (C>> = 7 k_%:_‘_l 716(37 19) <Ztk7i - Ztk—lvial :ul(l ) TRt 14 + :ul>

On retrouve alors grace a l'expression (G.5), et au fait que

s’annule en le point
i
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et :
T (@) n Bl S5 30—z u(0) + 00
8@18%(0) z Mt 7]9 lp—15% Hi
1 —_—
7 Z Y (3,9)(24,,3(0) — 21, 1(0)a@; — pa(0) (1 — @;)) (a; — 1).
1 k= ip+1

Le premier terme de cette expression est nul par (G.2), donc on a :

P

@ Z (3, 9) (=21, _,.i(0) + 1:(0)) =: ass.
i k=ip+1

(€)=

De la méme maniére on obtient :

2 f

( —

m(é) a b k%ﬂ’c (3, D) (=2t_1,4(0) + pi(1)) =: aua.
Aussi, on a par (G.2) :
>’ 1
a0 ) = 7 k:%:ﬂvi(&ﬁ)(ztk,i(o) — 2 i (0)a; — i (0)(1 — a;))(a; — 1) =0,
et de méme : .
o) &) =0
Enfin - b
o 0o ) =

La matrice hessienne de f en le point critique (a@;, by, 11;(0), 1:(1)) est done :

an 0 a3z au
0 929 0 0
a;3 0 azz 0

14 0 0 ass

Afin de montrer que le point critique (@,@,m /Z(T)) est 'argument d’'un

maximum local pour f, on va montrer que Hess, ~ f est définie négative,

(a bz l‘z(o) ,u'z

c’est-a-dire que —Hess, ~ f est définie positive.

(@511 (0) 1a
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Pour cela, on utilise le critere de Sylvester, en montrant que ses mineurs principaux

sont strictement positifs. On doit donc montrer que :
(a) : —a; >0,
(b) :anaxn >0,
(¢) : -age(ariass — ajs) >0,
(d) : agass (an1ass — ais — aiy)>0.

Montrons que ces 4 conditions sont vérifiées. Tout d’abord, par la définition (5.4)

de ~i(j,9), ce dernier est toujours positif. Ainsi, on remarque que :

iq
> BNzt — 2,0l — (1 — @)l
~ k=gt

b; y > 0.
2 > (3,9)
k=ip+1
Ainsi, on montre que :
id . H_Ztkflyi + :l/’L\’L ’
(a) est verifié : —ai; = > %(3,9) ~ > 0.
k=ip+1 7
1o,
(b) est verifié : —ax = — Z Yi(3,9) > 0 donc ayyags > 0.
i k=ipt1

Pour (d) on a :
2 2

a11a33 — 033 —ayy = (—an)(—ass) — af?) —ayy

iq

= X %1(3,19)”

k=ib+1 7

2
—Zy_yi + i 1—a)? & i
Sk (( ks mw))

k‘=ib+1

_ <(@: 1) sz 7,1(3,19)(—2’@_1,1‘(0) +m)>

bi k‘:’ib-‘rl

_ ((@ — 1) i YE(3,9) (—2,_,.4(1) +/Z(T)))

b’i k‘=ib+1
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id

On fabrique des coefficients & valeurs dans [0, 1] en factorisant par > 74(3,9) :

k=ip+1
~ 2 ia 2
a11a33—a33—a§4:( ( Z %319)
b k=ip+1
'(3, 19 —\ 2
”Yk(3 V)

_—\ 2
2 il1) + D))
k=ip+1 Zk ip+1 ’7](:(3 19) ( *

. ( i ) _ (_Ztk_hi(o)ﬂf@)))Q

kit Sy Th(
_< iy <_Zw<1>+m))

k= ip+1 Zk =ip+1 /7 37 19)

Par I'inégalité de Jensen appliquée a fonction carrée et aux coefficients

( (3.9) )
Ekd:ib+1 V(3,7 ke[ip+1,i4]

dont la somme vaut 1, on obtient que :

iq i 2
7k<3’ 19) < 3
iq i —Zt —17i(0) + MZ(0)>
k:%Jrl Zk:ib+1 Y1(3,9) *

IR ER) —=\ )
2(2 et (—ztk_l,i<o>+ui<o>))

k=ip+1 Zk:ibﬂ Yk

et

i B.Y) <_Ztk1’i(1)+m>2

k=ip+1 Z;Cd:ib-‘rl 7]7;;(37 19)
. i 2
. ( - gHER)) (_Zt“7i(1)+,f(1\)>) .

k=ip+1 de:z’b—H 712(37 79)

2 2
Donc ajia33 — ajs —aj, > 0.

216



G.2. Preuve de la proposition 12 du chapitre 5

Cela implique que aj1a33 — a%s > 0, et comme —agy > 0, on a aussi montré (c).

Ainsi, —Hess, ~ ~ — f est définie positive, donc Hess

(a27b27“1(0))#1 (a“b“m #2(1 f eSt de

finie négative donc le point crlthue (@3, by, 11:(0), p,i(l)) est un maximum local de f.
L’argument du maximum que l'on recherche doit vérifier bAZ > 0 et q; > 0 afin de

pouvoir appliquer le changement de variable inverse pour retrouver les inconnues

initiales :

Si a; <0, regardons ce qu’il se passe sur “le bord a; = 0.

Si a; = 0 (ou plutét a; — 07 car 0 n’est pas atteint), 'expression de f devient :

id ) id ) z i — i 2
(0,5, 13(0), pi(1)) = = D0 i(3,9)In (27mb;) — > 7,1<3,19>”““2b““
k=ip+1 k=iy+1 !

Etudions les extrema de cette fonction des variables b;, 11:(0), et p;(1), que I'on

note ¢ :
& i & i [ 1:]|?
o ¢ (om0 p(1) 5 = S AR In(2mh) — > 9j(3,9) L
k=ip+1 k=ip+1 g
Calculons ses dérivées :
dp L 24,i(0) — 11 (0)
(i, 1 (0), s (1)) = >~ 7i(3,9)=*
O (0) k=ip+1 bi
dyp LA 21,i(1) — (1)
(i, 1(0), s (1)) = > 7i(3,9)="
Opi(1) j- zb+1 bi .
890 td ; )
8b (bwﬂz(o)aﬂz = 7 Z IYk: 3 19 252 Z ’Yk(gaﬁ)Hztk,z - ,qu
Z k= ip+1 1 k= ip+1

—_~

et on résout le systéme suivant d’inconnus by, 1;(0), et pi(1) pour chercher le point

critique de o.
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id
Z 712;(3719)215;@,1‘(0)
m _ k:ib—i—lzd
> (B9
——— (b, p1:(0), (1)) =0 idk:ibJrl
0 — o Z 7]2(3’19)2751@,1'(1)
(b, 15(0), (1)) = 0 = (1) = k=lb+lid (.9
> (3,9
= (b3, 113(0), ps(1)) = 0 , ke
> (30)lz —
[ k=it

2 > n(3.0)

k=ip+1

Montrons que ce point critique (b;, 1£;(0), 12;(1)) est I'argument d’un maximum local
de la fonction . Pour cela, on calcule les dérivées secondes de cette fonction ¢ et

—_—~

on les évalue au point (b;, 115(0), sz (1)) :

id id

Pp -~ —~— 1 . 1 . _
a2 i 1a(0), (1)) = — Yo B == > Bz —
i bi k=iy+1 bi k=iy+1

Ainsi en utilisant I'expression de b; donnée en (G.9),on a:

PP~ —— —— A 1 b
W(bi,ui(o)vm(l))zq o) = =2 X %mB,9)| b

b; k=iy+1 b; k=iy+1
A .
-T2 Z V(3,9) =1 an.
bi k=ip+1
On a aussi :
Pp ~ —— ——= 1 G
De la méme maniere, on obtient que :
82()0 e~ ——~—— 1 id )
s (0, p13(0), 115(1)) = == - M(3,9) = azs.
Opi(1)? bi rZipg1
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—_~—

Enfin, on a par 'expression de 1;(0)

—_—~—

La matrice hessienne de ¢ en le point critique (b;, 1;(0), 12;(1)) est donc :

ase 0 0
Hess@’m’m)gp =0 asm O
0 0 ass

Or comme ag; et azz sont strictement négatifs, les trois valeurs propres de Hess ~ G ?

sont négatives donc ¢ admet, un maximum local en (b;, 11;(0), ,uZ( )) Ainsi, (b,, 1i(0), i (1)) —

£(0,b;, 12;(0), £;(1)) admet une borne supérieure locale en (bz,uZ(O),,uZ(l)) car ce

point n’est pas atteint puisque a; = e N4 £ 0.

Ainsi, pour conclure notre étude précédente, si @; > 0 alors f a un maximum
local, atteint en (a;, l;,-, ,u/i@, uj(\l)) et si a; < 0 alors f admet une borne supérieure
locale sur le bord a; = 0. Ce sup vaut f(0,b;, /Ll<0) ,ul(l))

On remarque que l'expression des variables a;, b;, ,uz(()) ul(l) s’applique aussi avec
a; = 0 : en effet, si on remplace @; par 0 dans les variables (a;, b:», ;Ti@, ,u/l(l\)), on

—_~—

trouve (0, by, 115(0), 1:(1)).

r_nax bl’l’laX

Montrons maintenant que le point (a} , e (0), pi*(1)) est largument

du maximum global de la fonction f, ou :
n
— sin; >0
gex — dz
0 sin; <0

ou n; et d; sont définis en (G.7) et (G.6), et

iq )
> Bz — 2y 00™™)

max k=i, +1

Ky =
(1 — arox) Z fyk (3,1)
k= Zb+1

puis :
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14 ]
> BNz — 2@ = (1= 0™
k=ip+1
b;nax . b

2 > nm(3.0)

k=ip+1

Onnote K : | RY xR* — R

1 &
(a7 M) = 5 Z /yk(?” 19)”275167% — Rtg_1,3G — M(l - a)”2'
k=’ib+1

On doit donc prouver que :

Va >0, > 0,Yp € R, f(a,b, 0(0), (1)) < f(ai"™, b7, pi"™(0), (1))

Simplifions f(a®>, bR, 11P2X(0), u@*(1)) =

On remarque que :

K( max , ,uinax)

prex = =0 2l (G.10)
IRACR)
k=iy+1
d’ou :
id )
FQ@ 07, (0, ™ (1) = = D> 7k(3,9) In (20™)
k=ip+1
o 20,0 = 20,008 — pu(1 — @) |12
Z 7]’6(3719) L e 9 pmax
k=ip+1 7

iq 2 Z 72(3719)b§nax
ST A(3,9) In (2mb) — L=

k‘_ib+1 2b£nax
Z 71(3,9) In (27b) Z 7i(3,9).
k=ip+1 k=ip+1
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Il faut donc prouver que Va > 0,Vb > 0,Vu € R? :

f(a,b,u(o) (1)) < f (0™ 07, 1™(0), Mi“ax(l))

~ K
— - Z 74(3,9) In (27b) — (Z,u) <_ Z 2 (3,0) In (27b) Z i3

kZib+1 k= ip+1 k= ip+1
<:>K(a,u)2b< > %GB @rb) — > (3,9)In(27) + Y %1(3719))

k=ip+1 k=ip+1 k=ip+1

s Kla) > b ™) ~mB) +1) > 3.0,
k=ip+1

id
On étudie la fonction G : b+ b (In (BP*) —1In (b) + 1) > 7,(3,9). Sa dérivée est :
k’:’ib—‘rl

id

G'(b) = (In (5") =In (b)) >_ %(3,0).

k‘:ib—‘rl
Ainsi, on a la tableau de variation suivant :
b 0 by +00
G'(b) + 0 -

ia

donc Vb > 0, G(b) < G(b"**) = pmax Z Yi(3,19).
k=ip+1

Il reste donc a prouver que : '

iq
Va > 0,Yu € R? K(a,p) > GOM™) =0 Y ~i(3,9).

k=ip+1

Etudions la fonction k:| R2 — R
poo— K(a,p)
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id

1 )
B =5 > kG — 0 — p(l—a)|P

k= ib+1
Z k(3.9) (Hzt“ S Y [ Y (1—a)u>)
k ip
1
=3 5 3.9) i — 2 aa + (1~ a)? ||u|| LS s
k= ’Lb-i-l k 1p+1
(1—a) Z 7 (3,99) <ZtkZ ztk717ia,u>,
k= ip+1
donc :
1 G ; 2
k(ﬂ):§ > (3.9 Hztk,’i_ztk—l,’ia"
k=ip+1
2 21 & i & i
+ (1= a)’u(0)5 D B0~ (1= a)u(0) D 7B3.0) (2.4(0) — z,.(0)a)
k=ip+1 k=ip+1
1 id : id
(1= au()’y 3 RGO~ (L —a)u(l) 3 %G 0) (24(1) — 2 a(La).
k=ip+1 k=ip+1

e Traitons le cas a # 1 :
La fonction k est alors la somme d’un polynéme de degré 2 en 1(0) (avec un
coefficient strictement positif devant (0)?) et d’'un polynéme de degré 2 en
1(1) (avec un coefficient strictement positif devant p(1)?), donc k atteint son

minimum en :

S 9h3,9) (504(0) — 21 4(0)a) S0 23D (2004(1) — 2, i(1)a)

m k=ip+1 k=iy+1
pt = :
(1—a) ka319 (1—a) Zkaﬁ
k=ip+1 k=ip+1
et :
ia 2
| > 7;(3,9) (ztﬂ — ztjfl,ia)
k(# ) = 9 7]@(3’ 19) Rty — Atpi0 — iq
k=i i
o Z 7](3?19)
j=ipt1
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Comme Vi € R? K(a,p) > K(a,u™), il suffit de montrer que

iq )
Va >0, K(a, g™ > GOM) = 0™ 3 ~i(3,9),

k‘:’ib+1

v
avec b Y~ 47(3,9) = K(a™™, u™) par (G.10).

k’=ib+1

Ainsi, montrons que :

Va > 0.0 # 1, Ka,u") > K™ ),
avec :
max max 1 a 7 max max max\ || 2
K(a;™, ™) = 2 Z 7k(3719)||ztk7i_ztkflviai — Ky (1_%’ )H
k=ip+1
iq ‘
1 Z 7}(37 19) (th,i - th_l,z‘a?lax)
i max j=ip+1
= 5 ’Yk(3a 19) Btpi T Rt T s o
> 7i3.9)
J=ip+1
Si on note :
H : ]Ri — R

1 &
a — B Z Y5 (3,79)
k=ip+1

cela revient a montrer que :

— th

Z ,7;(3719) (th,i

j=ip+1

,l,ia>

Rtpi T Rtp_1,i0 —

S 4i(3,9)

j=ip+1

Va > 0,a # 1, H(a) > H(a]™).
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On a
, 2
1d )

i Z ’y; (37 19)'215]‘—1,2'
@ |~ 2 |lj=ir
H(a) = b} Z (3, 7) Hztk,l,z’ — o
> 446.9)

Jj=ip+1

iq ‘
iq iq . Z 7;(3, 19)th77:
el Z 7]2(3’ 19) <Ztk*17i’ Ztk'vi> + < Z 7]2:(37 79>Ztk717i7 g >

iq
kZib+1 k‘:ib+1

> (3,0

Jj=ip+1

2

iq
Z 'VJZ (37 79)th )0

1 oo 9 j—ip+1
Fo S ) gl -
e DORRHERD)
J=ip+1

H est donc un polynéme de degré 2 avec un coefficient strictement positif

(grace a l'inégalité de Jensen) devant a?. Ainsi, H atteint son minimum en :

ld . . i—i
Z 7]1(37 79) <Ztk—1:i’ Ztk:i> - Z fVIlc(?% 19>Ztk71,i’ e

14 )
< ig Z '7;'(3779)29-,@‘

iq
k=ip+1 k=ip+1 Z i
m J=ip+1 ’
a = : 2
d )
i ) Z 7;(3’ ﬁ)ztj—lzi
; j=ip+1
Z 7k<37 19) Hztkflai — = i
S DORRHERT)
J=ip+1

On remarque que a™ = a}*** dans le cas ou n; > 0 < a*** > 0. Ainsi :

— Sia™ >0, alors " = a™ > 0 donc

H(a) > H(a™) = H(a]"),Ya > 0,a # 1.

— Si @™ < 0 alors H(a) > H(0),Va > 0,a # 1, car H est croissante sur
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[a™, 4+00] avec a™ < 0, et dans ce cas "™ = 0 donc

H(a) > H(0) = H(a]"),Ya > 0,a # 1.

max

On a donc bien montré que H(a) > H(a) lorsque a™* > 0 et lorsque

a™* =0, on a donc prouvé (G.11), donc :

K(a,p) > K(a™>, g, Ya > 0,a # 1,V € R%

7

Traitons maintenant le cas a =1 :

Il nous reste a prouver que :

iq
Ve R%K(1,p) > GOP™) = b Y0 ,(3,9) = K(a"™, ™) = H(a"™).
k=iy41

On a:

iq

Z 13,0200 — 20yl

l\D\»—t

Montrons que :
B2 — zoyall* > H(a™).

On calcule H(1) :
e 2
A PRI
HL) =5 | 3 269 || —

k=i +1 S 4i(3,9)

G=ip+1

2

iq
Z %l (37 19)275].’1'

id ) id i i
+ - Z 7]2;(37 19) <Ztk_1,i’ Ztk,i> + < Z 72(3’ 79)2751@—17@" : b:dl

k’Zib-i-l

J=ip+1
2

v
i > %39z
. =iy +1
+ = Z Y1.(3,9) Hztk,iH2 i ia ’
k=ip+1 PORRHER"

J=1p+1
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donc :
, _ )
1d . iq ‘
1 id 9 Z 7]7;(37 ﬁ)ztk,hi - Z /7; (37 19>th,i
i k=iy+1 j=ip+1
H(1> :i Z 7}6(37 19) Hztk:i — Rt 1 b - I=%
SRER)
J=ip+1
donc :
1 2
H( 5 Z 'Yk; 3 19) Hztm Rty 14

Zb+1

De plus, H(a) < H(1) car si af*® > 0, alors a®* = a™ est I'argument du

minimum de H et si a]"* = 0 alors a™ < 0 et donc H est croissante sur R..

1 la 2
Donc H(a*) < H(1) 5 Z Yi(3, 1) Hztk, 2oyl s 1€
k= 74b+1

= K(1,p),Vu € R*.

1 : ?
M <] 3 s

Ainsi, on a montré que :
Ya > 0,Yu € R?, K(a,p) > K(a™, ).
Donc :

Va > 0,9 > 0,Yu € R?, f(a,b, u(0), o(1)) < f(a, b7, p™™(0), (1))

max bl’l’laX

Donc (a} , 12X(0), p@x(1)) est 'argument du maximum global de f (atteint

ou non).

Pour retrouver I'argument du maximum avec les inconnues initiales, on applique

le changement de variable inverse.
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G.3 Preuve de la proposition 13 du chapitre 5

On proceéde comme dans la preuve de la proposition 12 : les paramétres o2, p, 02, \, 0>
et (n;, 1i(0), (1)) pour tout ¢ € [1, s] interviennent dans @ par la fonction @2, donc

pour tout i € [1,s], on a :

arg max Q((T Do, Prs Pv, O-b y Py O-ra )\7 Uy? (7717 ,ul(O), :ul(1>>7
(057/%0?)\ﬂgﬁhaui(o)#i(l))

o5 (M 1p(0), 12(1))), 0, Z)

= arg max QZ((T pbapT7pvaabap7 Uw)\aam(Wlaﬂl(@:/ﬂ(”);
(0-57:070—72“7)‘70—12;7nivﬂi(0)7ui(1))

< (1, 1p(0), 1p(1))), 0, Z).

Etant donné la forme de la fonction ¥ (proposition 10), on a pour tout j € [1,s] et
pour tout k € 5, + 1, j4] :

Q (( TsPbs Prs Pu, Jb7p7 Uw >\7 0-1;7 (7717,“1(0): :U’1<]-))7 SRR (77;)7 Mp(0)7ﬂp(1)))7 197 Z)
M

= Z 7%(”7 19) In (b] (ztk7j7 Rtrp—1,4> U Ul?? Ps 037 A, 012;7 M5 :uj(o)7 /’Lj(1>))
1
= 7%(17 19) In (bj (Ztk,j7 Ztp_1,5> L, (O-l?))) + 7%(27 19) In (b] (Ztk7j7 Zth_1,5> 2, (,0, 0-72~7 nj)))

+ B0 I (b (21,5, 2,03, (N 07, 15(0), 15(1))) )

Comme les variables sont séparées, on commence par calculer I'argument du maxi-

mum par rapport & la variable o2. Pour cela, on cherche le maximum de la fonction :

s Jd ) .
Ul% = Z Z 7%(1779) In (bj (Ztk,jv Rtp—1,5> L, (02))) :
J=1k=jp+1
On a par la forme de b'(.|.,1,.) donnée dans la proposition 10 du chapitre 5 :

XS: i Vi(Lﬁ)ln (b] (Ztsztkq,jvlv(‘jg)))

7=1 k=j,+1

s jd . S
==Y > %19 n@2roA) =) Z I(1,9) 12605 — 20014117 ‘
202 A

J=1lk=jp+1 J=1lk=jp+1
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La dérivée de cette fonction s’annule en :

s iq
Z Z 7]2(1719>||Ztk,7;_Ztk—lyiHZ

05 _ iz’:l k=ip+1
2A s ld ,
>3 w1
i=1 k=ip+1

Ensuite, pour trouver Pargument du maximum de @ selon les variables (p,n;,02) €

R% x [0,27[xR%, on cherche pour tout ¢ € [1, s le maximum de la fonction :

s Jd ) .
(p7 771‘7‘77%) = Z Z 7%(2719) In (bj (Ztk’j7ztk—17j72’ (pv 77j70-3))) .
=1 k=gt

Comme précédemment, par la forme de b'(.|.,2,.) donnée dans la proposition 10 du

chapitre 5, on a :

s Jd

Z Z 7]39(2719) In (b] (Ztk,jvztk_17j>27 (p7 77]'70_3))) 9
=1 h=jy+1 (COS(%‘))
Rtgj — Atp_1g — P A

s Jd ) i Ja . Sin(ﬁj)
== > A (2m?A) =3 3 4l2.9) 207

j=1k=jp+1 J=1k=jp+1

On calcule puis on annule les dérivées par rapport aux variables p,n; et o2 et on
obtient :

iq

Z (Ztk,i(l) - ztkfhl'(l))fylic(z 19)

k=ip+1
7; = arctan » ,
> (2.4(0) = 2,,.:(0))7,(2,9)
k=ip+1
23/ feos(ny) -
Z Z < . ’ 3 2t,g T RFt_1,d ’Vl]c(lﬁ)
1=kt sin(n;)
p - K s jd ] )
> > 29
J=1k=jp+1
o ) A
; cos(n;
Z Z 7]1(2:79) Rtg,d — Ftk1,j TP . A
o L j=lk=j+1 sin(n;)
7T aA sl
> > m(2.0)
5=1 k=jy+1
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Pour trouver, pour tout i € [1, s, 'argument du maximum de @ selon les variables

(A, (13(0), 15(1)), 02) € Ry x A x R* | on cherche le maximum de la fonction :

£ OO u1),02 = 3 3 439 (V7 (21> 2103, O 13(0), 15(1), 02)) ) -

J=lk=5p+1
On a :
s Jd ) )
Z Z 713:(37 19) In (bj (Ztkd" Rtp_1,43 3, ()" /“Lj<0)v :uj(l)a 03)))
J=1k=jp+1

s Jd . s A 1
:_Z Z ’%(3,19)111(271-0-@ ) Z Z 319 ‘Zth Rt_1,j€ /’LJ( e

—AA)Hz

2
j=1 k=j,+1 j=1 k=j,+1 2050(A)

On fait le méme changement de variable :

a=e A
= o,0(N)
1(0) = 44 (0

et on trouve le point critique :

avec

s iq )
- Z Z Vk(3,7) <Ztk—1,i’ Ztkvi> N

iq
iy ' Z 7;'(3? ﬁ)ztjﬂ'
< Z 7}1(3719)2&1@_1,1'7 J:ZbJ‘rl > )

1d

1=1 | k=ip+1 k=ip+1 Z ’}/7,(3 19)
J=ip+1 ’
et
. 27
iq '
s iy ) Z 7;(37 ﬁ)ztj—hi
i j=1ip+1
le Z fyk(Svﬂ) Hztk—lvi — 1= ia
I > ;3.9
J=ip+1 |
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Puis, comme précédemment, avec (G.3), on trouve 1;(0) et u;(1) en fonction de a.
On a:

i Y1(3,9)(24,.4(0) — 2, _,.(0)a)

,Ui(o) _ k=iptl . ’
(1—a) > (39
k=ip+1

et :

ig ’

> B0 (z,(1) = 2, _,5(1)a)

k=ip+1
Hz’(l) =

1-a) 3 +(30)

k=ip+1

(0
Pour finir, on résout la derniére équation du systeéme en fonction de a et de p; = (MZE1)>
25

pour tout i € [1,s] :

£
s iq ' ,
S > Gz — 2 a0 — (1 - a)|
i=1 k=ip+1

s iq
2% > B9
i=1 k=i, +1
Remarque : On procede comme dans la preuve précédente pour montrer que
ce maximum est atteint si @ > 0 et que sinon, on obtient une borne supérieure, en le
méme point dans lequel on remplace a par 0. Puis, on utilise les mémes techniques
de calcul que précédemment pour montrer que ce maximum local est en fait un

maximum global.
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G.4 Preuve de la proposition 14 du chapitre 5

Dans le cas ou 0, = 0, = 0, = o, on trouve de la méme maniere que dans la
preuve précédente les arguments du maximum pour les variables 7, py, pr, Dv, A, P, 0, i,

puis on cherche ensuite a exprimer le maximum de la fonction :

fro*e 23:252 f: v (i,9) In (bj (ztkyj,ztkflyj,a (02))) .

i=1j=1k=j,+1

Z Z % (1,9) In(2mo®A Z Z Vk (1,9) 2t UQZZ Lill?

J=1k=5+1 J=1k=5+1
cos(n;)
‘ 24, i — 2t yq — A
s ja th,J tk—1,] p( .

LY S e (2reta) -y S A )

2

J=1k=5p+1 J=1k=5+1

Sl S 25 = 200567 — (1= )|
=3 Y AB )M (2m0%u(N) = D Ad(B3,0) ”202 R .

=1 k=j,+1 k=jp+1

La dérivée de cette fonction s’annule en :

Ny
O'2 5

S S5 (L 0) L2 ) + 415, 9)

J=1k=jp+1

ou :

No Z Z Vk 1 ﬁ ||ztkl Rt_1,i |2

i=1 k=ip+1
: )\ A
cos(n;
Z Z 7k 2 19 Rtrg — Rte—1g — P . ! A
] 1k= ]b+1 Sm(ﬁj)
eB N2 — 2000 — (1 — @)%,
=1 k=ip+1

Comme précédemment, on montre qu’il s’agit d’un maximum local puis global.
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ANNEXE H
COMPARAISON AVEC LA METHODE DE
[MBP15]

Dans son article [MBP*15], Monnier présente une méthode aussi basée sur les
chaines de Markov a états cachés, qui a pour but, pour une trajectoire donnée de
déterminer quel morceau suit un mouvement brownien et quel morceau suit un mou-
vement brownien dirigé et de déterminer, pour chacun des mouvements présents
le long de la trajectoire ses différents parametres (le coefficient de diffusion pour
un mouvement brownien, le coefficient de diffusion et le drift pour un mouvement

brownien dirigé) grace a une méthode bayésienne basée sur ’algorithme Metropolis

MCMC.

Le force de cette méthode est qu’elle prend en argument un nombre entier K.,
qui sera le nombre maximum de mouvements différents qu’on pourra retrouver sur la
trajectoire en question et étudie parmi toutes les combinaisons de K < K\, mouve-
ments possibles, laquelle est la plus probable pour décrire la trajectoire étudiée. Les
K mouvements étudiés sont choisis parmi plusieurs mouvements browniens (notés
D) et/ou plusieurs mouvements browniens dirigés (notés DV). Ainsi, par exemple,
pour Kp.x = 2, la méthode teste 5 combinaisons possibles : {D}, {DV}, {D,D}, {D,
DV}, {DV, DV}.

En revanche, cette méthode ne convient pas pour étudier un ensemble de tra-
jectoires dans lequel toutes les trajectoires suivent toutes les mémes types de mou-
vement avec les mémes parametres. En effet, lorsque 1'on suppose que plusieurs
trajectoires suivent des mouvements similaires (browniens avec méme coefficient de
diffusion, brownien dirigé avec le méme coefficient de diffusion et la méme norme
de drift), alors la méthode cherche a trouver un vecteur de drift commun. Or si les

drift des trajectoires, bien qu’ils aient la méme norme, ne vont pas dans la méme
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Simulation 1 : Simulation 2 :

.

i

FicurReE H.1 — Deux simulations de trajectoires suivant un mouvement brownien
de coefficient de diffusion o = 0.8 sur les parties bleues et un mouvement brownien
dirigé de méme coefficient de diffusion et de drift de norme ||v|| = 3.5 sur les parties
rouge.

direction (cas que l'on ne peut pas exclure pour 1'étude de données réelles), alors
la méthode ne pourra pas trouver de vecteur de drift commun et considérera donc

qu’il s’agit d’'un unique brownien non dirigé.

La figure H.1 présente deux simulations : de deux trajectoires pour la Simulation
1 (& gauche) et de trois trajectoires pour la Simulation 2 (a droite). Ces trajectoires
sont simulées avec le méme coefficient de diffusion pour les parties browniennes et
pour les parties browniennes dirigées et la méme norme de drift (mais pas le méme

angle) pour les parties browniennes dirigées.

La figure H.2 regroupe les résultats de 'analyse des deux trajectoires de la Simu-
lation 1 de la figure H.1. En haut, on retrouve les résultats de la méthode Monnier
pour K.« = 2. L’histogramme en bas a gauche de cette figure indique que parmi
toutes les combinaisons possibles d’au plus 2 mouvements, celle qui est la plus pro-
bable pour ces deux trajectoires est {D, DV} et les deux trajectoires sont ensuite
coloriées sachant que c’est cette combinaison qui est choisie (graphique du haut
avec en bleu les parties de trajectoires classées D et en rose les parties de trajectoire

classées DV). On voit que dans cet exemple la méthode Monnier fonctionne bien.
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Y (um)

0.5

Méthode Monnier :

HMM Results

Trajectory (ML state sequence)

-1.5 -1 -0.5 ) 0.5 1 1.5
X (um)
1 T T
Average lifetimes:
0.8 B
T 15.20000 (sec)
2
= 7,+ 10.80000 (sec)
Lo6f B
'§ ML (estimated) parameters:
a
Zo4f 1
3 D,:0.00108 (xm?/s)
2 V,:[0.00000;0.00000] (um/s)
0.2 B 5
Dz: 0.00083 (um*“/s)
V,,: [0.03551;0.11363] (um/s)
0 - .
° 04 o Q° 4?\\
Q

Ma méthode :

Evolution du maximum de algorithme EM

Trajectoires coloriées avec les résultats

finaux de 'algorithme EM

0.8 = 9
0.6
0.4
0.2
0.0 +— : : : : . : : :
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8_
1. o2
64 === vl
4 K
2_
e
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FIGURE H.2 — Résultats de la méthode Monnier (en haut) et de ma méthode (en

bas) sur les trajectoires de la Simulation 1.
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En bas de la figure H.2, on trouve les résultats de ma méthode pour ces deux
mémes trajectoires, adaptée pour le cas ou seuls deux types de mouvements sont
possibles, un mouvement brownien de coefficient de diffusion ¢ et un mouvement
dirigé de coefficient de diffusion o et de drift de norme ||v||. Dans ce cas la matrice

de transition a est de taille 2 x 2 et est donc de la forme
1 2

1 e—(SA 1— e—(SA

2\ 1—¢02 e 04
avec le taux 0 comme inconnue. Le graphique a gauche montre la convergence des
parametres 6,0 et ||v|| renvoyés par I'algorithme EM en fonction du nombre d’ité-
rations. Les pointillés désignent les valeurs théoriques de ces différents parametres,
utilisés pour simuler les trajectoires. On voit donc quelque soit les points de départ
choisis au hasard, I'algorithme EM converge bien. Ensuite, la figure de droite affiche

le résultat de I'algorithme de Viterbi, utilisé avec les parametres finaux renvoyés par

I’algorithme EM. On voit que les deux trajectoires sont correctement classifiées.

La figure H.3 regroupe les résultats de 'analyse des trois trajectoires de la Simu-
lation 2 de la figure H.1. En haut, on retrouve les résultats de la méthode Monnier
pour Ku.x = 2. On voit grace a ’histogramme en bas a gauche que la méthode
Monnier a choisi que la combinaison de mouvements la plus probable pour ces trois
trajectoires était {D}, donc un seul brownien. Or, comme on le voit sur la figure H.1,
deux parties de ces trois trajectoires sont issues d’'un mouvement brownien dirigé.
Ceci s’explique car la méthode de Monnier est faite pour trouver les coordonnées x
et y du vecteur drift du mouvement brownien dirigé (s’il considere qu’il y en a un).
Or ici, bien que les parties de trajectoires rouges aient la méme norme de drift, leur
vecteur drift ne va pas dans la méme direction. Donc 'algorithme ne peut pas leur
trouver de vecteur drift commun. C’est ce qui explique aussi pourquoi dans le jeu
de trajectoires de la Simulation 1, cela fonctionnait. En effet, un seul morceau de
trajectoire était rouge, il n’y avait donc qu'un seul vecteur drift “commun” a toutes
les trajectoires.

En bas de la figure H.3, on trouve les résultats de ma méthode pour ces trois
mémes trajectoires. L’algorithme EM converge toujours bien, pour tous les points
de départ choisis aléatoirement. Et l'algorithme de Viterbi classifie les trajectoires

de maniere parfaitement conforme a la simulation (figure H.1).
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Méthode Monnier :
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FIGURE H.3 — Résultats de la méthode Monnier (en haut) et de ma méthode (en
bas) sur les trajectoires de la Simulation 2.
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C.C@Q
DDV

0.2 um

Ficure H.4 — Trois trajectoires traitées individuellement par la méthode de
[MBP"15] coloriées avec code couleur : bleu pour les morceaux de trajectoires brow-
niens, et les autres couleurs pour les mouvement superdiffusifs.

Malheureusement, pour I’étude d’un grand nombre de trajectoires issues de don-
nées réelles, il est difficile de s’imaginer qu’il soit pertinent de supposer que toutes
les particules considérées se déplacent avec le méme vecteur de drift. Il faudrait donc
proposer une adaptation de cet algorithme si ’on souhaite que celui-ci reste efficace

pour étudier un pooling de trajectoires.

C’est ce méme probléme que 1’on rencontre si on fait tourner la méthode Monnier
sur les deux premieres trajectoires présentées en figure H.4 (qui sont les trajectoires
présentées dans l'article [MBP*15]). Si on étudie les deux premieres trajectoires
ensembles, on obtient alors les résultats présentés dans la figure H.5 : la combinaison
la plus probable est de voir deux mouvements browniens (un représenté en rose et
l'autre en bleu).

En revanche, si on fait tourner ma méthode sur ces deux mémes trajectoires, on

obtient les résultats affichés dans la figure H.6.

La figure H.7 affiche les résultats de ma méthode dans le cas ot on considere que
3 mouvements sont possibles : un mouvement brownien de coefficient de diffusion
o, un mouvement brownien dirigé de coefficient de diffusion o et de drift de norme
llv]| et un processus d’Ornstein-Uhlenbeck de coefficient de diffusion o et de force

de rappel A.
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Fi1GURE H.5 — Deux premieres trajectoires de la figure H.4 traitées ensemble par
la méthode de [MBPT15] coloriées avec code couleur : bleu pour les morceaux qui
suivent un premier mouvement brownien, et rose pour les morceaux qui suivent un
deuxiéme mouvement brownien.

0.8 ——
0.6
0.4
0.2
0 5 10 15 20 25 30 35 40
8]
64 — IIvll
N
5
=
0 5 10 15 20 25 30 35 40

F1GURE H.6 — Deux trajectoires traitées par ma méthode selon le modele “2 mouve-
ments : un brownien et un brownien dirigé”. A gauche : convergence de l'algorithme
EM et a droite : résultat de la classification des morceaux de trajectoires par 1'al-
gorithme de Viterbi, coloriées avec le code couleur : bleu pour les morceaux de
trajectoires browniens, rouge pour les mouvements browniens dirigé
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FiGure H.7 — Trois trajectoires traitées par ma méthode selon le modele “trois
mouvements avec méme o”. En bas : convergence de I'algorithme EM pour plusieurs
points de départ choisis au hasard et en haut : résultat de la classification des mor-
ceaux de trajectoires par I’algorithme de Viterbi, coloriées avec le code couleur : bleu
pour les morceaux de trajectoires browniens, rouge pour les mouvements browniens
dirigés et vert pour ceux qui suivent un processus d’Ornstein-Ulhenbeck.
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Dans ce chapitre conclusif, nous reviendrons sur les limites des différentes études
que nous avons menées au cours de cette these. Cela nous amenera ensuite a exhiber

plusieurs perspectives envisageables pour la suite.

1 Limites

1.1 Erreurs de pré-traitement

L’une des principales limitations de notre étude réside dans le fait que nous
ne prenons pas en compte les erreurs potentielles pouvant survenir lors du pré-
traitement des données réelles. En effet, notre analyse commence a partir de don-
nées déja pré-traitées, que nous considérons comme étant véridiques et exemptes
d’erreurs. Cependant, dans un contexte de traitement de données réelles, il est pos-
sible que des erreurs se glissent durant cette phase initiale, telles que des détections
incorrectes, des absences de détection, ou des erreurs de suivi des particules. Ces er-
reurs peuvent significativement affecter la qualité des données sur lesquelles repose
notre modele. Par exemple, une fausse détection pourrait entrainer une mauvaise
interprétation de la dynamique des particules, tandis qu’une erreur de suivi pourrait
brouiller les trajectoires observées.

Dans le cadre du modele BDMM, de telles erreurs ne sont pas prises en compte,
et il pourrait étre pertinent de considérer I'introduction d’un bruit artificiel dans le
systeme afin de modéliser et quantifier I'impact de ces imprécisions. Ce bruit pourrait
permettre de simuler les erreurs de pré-traitement et ainsi offrir une approche plus
robuste, capable de traiter des données légerement erronées sans altérer la validité

des conclusions.

1.2 Limites computationnelles

L’algorithme EM, tel que présenté dans le chapitre 5 et appliqué dans le cha-
pitre 6, constitue un autre point de limitation de notre étude en raison de sa lourdeur
computationnelle. Cet algorithme, bien qu’efficace pour estimer les parameétres man-
quants dans des modeles statistiques, est gourmand en calcul et nécessite un temps
conséquent avant d’atteindre la convergence. Pour donner un ordre d’idée, dans le
cadre de notre étude sur les données réelles, présentée dans le chapitre 6, le processus

de convergence prend plusieurs heures.
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Une autre limite concerne la facilité d'utilisation de I'algorithme de simulation du
processus BDMM. En effet, une amélioration de I'interface de cet algorithme pourrait
le rendre “clé en main” et facilement accessible a tout scientifique souhaitant étudier
un systeme de particules en mouvement, sans avoir besoin de compétences élaborées
en language Python. Cette généralisation pourrait permettre d’élargir la portée du
modele et de I'utiliser comme un outil de modélisation et d’analyse plus universel,

capable de s’adapter a différents contextes biologiques.

2 Perspectives

2.1 Etude d’autres problémes biologiques

Le modele BDMM que nous avons développé présente un cadre tres général et
flexible, ce qui le rend adaptable a un large éventail de phénomeéenes biologiques.
En particulier, avec 'apport de nouvelles données issues de divers domaines de
la biologie, il serait intéressant de ’appliquer a des problématiques différentes de
celles abordées dans cette étude. Par exemple, le modele BDMM pourrait permettre
d’étudier la dynamique d’autres molécules impliquées dans ’exocytose, ou encore
de modéliser le traffic intracellulaire d’autres particules telles que les bactéries ou
les virus.

Au dela des applications biologiques, il serait aussi intéressant de tirer profit
du modele BDMM dans d’autres domaines, comme en écologie pour ’étude de la

dynamique de plantes ou de populations animale.

2.2 Amélioration du suivi de particules

Le modele BDMM pourrait également étre utilisé pour améliorer les outils de
suivi des particules, notamment dans le domaine de la microscopie ou des expériences
de suivi de trajectoires a ’échelle moléculaire. Ces outils se basent souvent sur des
modeles de déplacement a priori pour interpréter les données et fournir des résultats
de suivi précis. Le BDMM pourrait jouer un role important en tant que modele
a priori, en offrant une représentation plus réaliste et plus flexible des trajectoires
suivies par les particules.

En intégrant ce modele dans les outils de suivi actuels, il serait possible de ré-

duire les erreurs d’estimation des trajectoires, en particulier dans les situations ou
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les particules changent fréquemment de régime de mouvement ou évoluent dans des
environnements complexes. Cela pourrait améliorer la précision des analyses et four-
nir des informations plus détaillées sur les dynamiques sous-jacentes des systemes

biologiques étudiés.

2.3 Propriétés théoriques du modele BDMM

Pour que les résultats théoriques obtenus avec le modele BDMM soient plus
en accord avec les observations faites sur des données réelles, certaines propriétés
théoriques du modele (propriété LAN et son corollaire démontrés au chapitre 3)
pourraient étre adaptées dans le cas d’observations en temps discret plutot que
continu.

Ensuite, en laissant le pas de discrétisation tendre vers zéro, on pourrait théo-
riquement retrouver les résultats obtenus dans un cadre de temps continu, offrant

ainsi une passerelle entre théorie et pratique.

2.4 Analyse des trajectoires

L’analyse des trajectoires, notamment la détection de changements de dyna-
mique au sein d’'une méme trajectoire de particule, constitue une autre direction de
recherche prometteuse. En complément de I’étude menée dans le chapitre 6, il existe

plusieurs axes a explorer pour approfondir cette étude.

2.4.1 Plusieurs coefficients de dérive par trajectoire

Une premiere amélioration serait d’envisager que chaque segment de trajectoire,
qui suit un mouvement de type 2 (brownien dirigé), puisse étre orienté dans une
direction différente. En effet, dans ’étude actuelle, nous faisons I’hypothese qu'un
seul coefficient de dérive s’applique a ’ensemble de la trajectoire, ce qui contraint
une particule qui effectue un mouvement dirigé dans la direction 7, puis change de
régime, a reprendre sa trajectoire dirigée dans la méme direction initiale 7 (si un
nouveau changement de régime s’opere). Une approche plus réaliste consisterait a
permettre plusieurs directions de dérive pour une méme trajectoire, ce qui refléterait
mieux la variabilité des trajectoires observées dans les systémes biologiques.

Une extension de ’étude présentée considérant un nombre N de directions de

dérive par trajectoire devrait pouvoir se réaliser en ajoutant de nouvelles inconnues
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au systeme. En revanche, la complexité de I'estimation du nombre de direction de
dérive a considérer pour chacune des trajectoires pourrait poser des difficultés et

constituer 'objet d’une nouvelle étude appronfondie.

2.4.2 Normes de dérive variables

Une autre piste consisterait a adapter le modele pour prendre en compte des
normes de dérive variables selon les trajectoires. En d’autres termes, chaque trajec-
toire pourrait avoir sa propre norme de dérive, ce qui ajouterait un degré de liberté
au modele. Toutefois, cela souleve des questions d’identifiabilité, car il pourrait de-
venir difficile de distinguer un mouvement brownien avec un grand coefficient de
diffusion d’un mouvement brownien dirigé avec un coefficient de diffusion élevé mais

une petite norme de dérive.

2.4.3 Etude d’autres types de mouvement

Une extension naturelle de I’étude actuelle serait d’inclure d’autres types de mou-
vements que les trois analysés ici. Nous avons déja exploré cette idée en remplagant le
mouvement de type 3 (mouvement confiné) par un deuxiéme mouvement brownien.
Les résultats obtenus étaient également satisfaisants, bien que nous ayons finalement
choisi d’opter pour un processus d’Ornstein-Uhlenbeck, qui semble biologiquement
mieux représenter le comportement confiné des particules.

On pourrait aussi étudier des cas ou les particules suivent des mouvements non
markoviens. Cela ne poserait pas de probléme au niveau de la simulation, mais

souleverait des questions théoriques complexes.

2.4.4 Prise en compte de plusieurs sauts dans l’intervalle de discrétisa-

tion

Actuellement, toute la Partie 111 de notre étude repose sur 'hypothese que les ob-
servations sont discretes et qu’un seul saut peut se produire entre deux observations.
Il serait possible de quantifier I’erreur induite par cette hypothése en s’appuyant sur
des majorations connues de I’erreur en fonction du pas de discrétisation. On pourrait
imaginer de refaire cette étude dans le cas ou plusieurs sauts peuvent avoir lieu entre
deux points d’observation, mais cela demanderait stirement beaucoup d’investisse-

ment.
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2.4.5 Validation expérimentale

Enfin, une validation expérimentale de notre méthode sur des données simulées
pourrait étre envisagée. Il serait intéressant de comparer le nombre de points de
trajectoire dont le mouvement est correctement estimé par notre méthode par rap-
port a d’autres méthodes d’analyse de dynamique de trajectoires. Cette comparaison
pourrait ensuite étre étendue aux données réelles, afin d’évaluer les performances de

notre approche dans un cadre expérimental concret.

3 Conclusion

Cette these s’inscrit dans un cadre d’interdisciplinarité, visant a apporter une
réponse mathématique a une problématique issue de la biologie. Pour atteindre cet
objectif, nous avons intégré et développé des outils issus de la statistique, pour
s’ajuster au mieux aux besoins de la biologie, en tenant compte des particularités
des systemes observés.

Le modele BDMM que nous avons introduit a permis de modéliser et analyser la
dynamique d’un systeme complexe de protéines. En particulier, il a permis de décrire
en détail les interactions spatio-temporelles entre les protéines. Ce modele a apporté
un cadre théorique permettant d’anticiper des variations dans le comportement des
protéines en fonction de différents parametres, renforcant ainsi notre compréhension
des dynamiques sous-jacentes.

Cette collaboration scientifique, mélant la rigueur des mathématiques et I’expéri-
mentation en biologie, s’est avérée fructueuse. Elle a permis non seulement d’enrichir
la recherche biologique par des outils plus précis et prédictifs, mais aussi d’établir
un dialogue interdisciplinaire ot chaque domaine a contribué a affiner les méthodes
de 'autre. Les outils développés au cours de cette these ouvrent des perspectives
intéressantes pour ’étude de systemes microbiologiques complexes, offrant ainsi de

nouvelles voies d’exploration pour les futures recherches dans ce domaine.
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Résumé : Cette thése se concentre sur un
processus statistique, dit "birth-death-move"
avec mutations (BDMM), qui permet de modé-
liser la dynamique d’un systéme de particules
qui se déplacent au fil du temps, tandis que
de nouvelles particules peuvent apparaitre et
que certaines particules existantes peuvent
disparaitre. Ce modele prend en compte les
effets spatiaux et les interactions entre les
particules, ce qui le rend adapté pour com-
prendre la dynamique et la coordination des
particules a l'intérieur des cellules. Il offre ainsi
un cadre robuste pour étudier une gamme va-
riée de phénomeénes biologiques. Aprés avoir

présenté le processus, des exemples d’appli-
cations en biologie et un outil pour le simu-
ler, nous nous intéressons a la propriété de
normalité asymptotique locale du modéle pa-
ramétrique. Pour finir, nous présenterons une
méthode de classification des trajectoires d’'un
processus BDMM en fonction de leur mou-
vement, dans le cas particulier ou ces der-
nieres sont indépendantes. Tout au long de
cette thése, les différentes études seront illus-
trées par leur application sur un jeu de don-
nées réelles présentant la dynamique des pro-
téines Langerin et Rab-11 au cours du phéno-
meéne d’exocytose.

Title: Simulation, parametric estimation and trajectories’ classification of a birth-death-move

process with mutations.

Keywords: Birth-death-move process, parametric estimation, LAN property, simulation and

image synthesis, intracellular dynamics and molecular motion, Hidden Markov Models, EM

algorithm.

Abstract: This thesis focuses on a statisti-
cal process, known as "birth-death-move" with
mutations (BDMM), which models the dynam-
ics of a system of particles that move over
time, while new particles may appear and
some existing particles may disappear. This
model takes into account spatial effects and
interactions between particles, making it suit-
able for understanding the dynamics and coor-
dination of particles within cells. It thus offers
a robust framework for studying a wide range
of biological phenomena. After presenting the

process, examples of applications in biology
and a tool for simulating it, we turn to the prop-
erty of local asymptotic normality of the para-
metric model. Finally, we present a method for
classifying the trajectories of a BDMM process
according to their tracking motion, in the par-
ticular case where the trajectories are inde-
pendent. Throughout this thesis, the various
studies will be illustrated by their application
to a real data set presenting the dynamics of
the Langerin and Rab-11 proteins during exo-
cytosis.
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