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INTRODUCTION

L'étude théorique des propriétés de transport des
€lectrolytes, et plus particuliérement de la conductivité,
nous confronte & deux types de difficultés : les premiéres
sont communes a tout l1'état liquide et ont trait a son
caractére désordonné ; les secondes, plus caractéristiques
des électrolytes, sont dues 4 l'interaction coulombienne entre

les ions et & la présence du solvant.

I1 existe, pour de nombreuses solutions électrolyti-
ques, des résultats expérimentaux |1[ concernant la variation
de la conductivité complexe (ou ce qui est équivalent de la
permittivité complexe) en fonction de la fréquence et de la
concentration. Mais il n'existe pas de théorie satisfaisante
décrivant tous les effets observés aux concentrations utili=
sées, toujours assez fortes pour des raisons d'ordre expéri-
mental. Cette insuffisance théorique est attribuable aux deux

types de difficultés évoquées plus haut.

Les récents développements de la mécanique statistique
du non équilibre ont amené plusieurs auteurs a s'intéresser
aux propriétés de transport des électrolytes et & tenter de
fonder la théorie sur des bases mathématiques solides.vLe
principal succés de ces approches a &té de justifier micros-—
copiquement 1'ancienne théorie semi-phénomenologique de Debye
Onsager et Falkenhagen (D.0.F.), valable & grande dilution.
Mais dés que la concentration augmente, les calculs deviennent
inextricables et 1'on ne peut gudre espérer actuellement aller

plus avant.

Nous nous proposons ici d'aborder le probléme sous
un angle quelque peu différent; en utilisant un formalisme
récent de la mécanique statistique, celui des projecteurs et
des fonctions mémoire et en 1'adaptant au cas spécifique des
solutions électrolytiques. Nous montrerons alors qu'un modéle
assez simple permet de retrouver i partir de ce formalisme
les résultats de la théorie D.O.F., en mettant en évidence

les différents problémes qui se posent. Une telle approche




permet d'espérer des développements plus importants a

forte concentration.

Dans ce mémoire, nous rappellerons d'abord 1la
théorie semi-phénoménologique D.O.F. et passerons en revue
les différentes approches microscopiques qui ont été

proposées depulis quelques années.

Dans le chapitre suivant, nous introduirons le
formalisme des fonctions de corrélation et des fonctions
mémoire et 1'adapterons au cas de la conductivité élec~-

trique d'une solution é&lectrolytique.

Dans le dernier chapitre, nous développerons alors
notre calcul et proposerons unschéma permettant de retrou-

ver 4 grande dilution les résultats de la théorie D.O.F.




IT - THEORIES EN PRESENCE.

II.1 - Théorie semi-phénoménologique de Debye-

Onsager—-Falkenhagen (D.O0.F.) ‘2{.

Nous ne présenterons ici que les idées fondamen-

tales de la théorie et le principe du calcul.

Comme dans tout le reste de ce travail, nous
considérons le cas d'une solution électrolytique a deux
composants, contenant dans un volume V, Na anions de valence
Za et de masse ma et NC cations de valence ZC et de masse m,.
Cette restriction au cas binaire simplifie les expressions

sans pour autant diminuer la généralité des calculs.

Dans la théorie de 1'équilibre de Debye-Huckel
3], 4], le solvant est approximé par un continuum de cons-
tante diélectrique € dans lequel les ions assimilés 3 des

charges ponctuelles, interagissent par l'intermédiaire d'un
g p g P

2
potentiel coulombien \%J&\: ;%g%g- oli e est la charge
de 1'électron et r la distance entre les ions i et j. Pour les
. N Lo 2~ -
solutions trés diluées telles que 2 c << 1 od B

est le facteur de Boltzmann et C la concentration en sel, les
propriétés 4 1'équilibre sont alors bien décrites par la

fonction de distribution radiale

BZiZje2 exp(- Kr\

D.H.
G.. (y) =1 -
) € r

o1 - . .
ou = est le rayon de 1'atmosphére ionique dont s'entoure
. P % K3 2 2
chaque ion, défini par K = fﬂ%?lé @qui +~’ﬂcé \
ol n et n_  sont les concentrations respectives en anions et

cations.

Sous 1l'action d'un champ électrique extérieur‘g(t)
chaque ion tend & se déplacer. Pour préserver l1'électroneutra-
lité locale, les ions de 1'atmosphére ionique essayent de
suivre 1'ion central dans son mouvement. La réponse du nuage
n'étant pas instantanée, il s'ensuit en régime stationnaire

une dissymétrie dans la répartition des ions positifs et




négatifs de l'atmosphére ionique, et une force supplémentaire

1

sur l'ion central, qui tend 4 s'opposer au champ appliqué

c'est l'effet de relaxation de champ.

I1 existe un autre effet dont il faut tenir
compte, di a la présence du solvant. Dans le voisinage immédiat
de chaque i1on, se trouve un excés d'ions se mouvant dans la
direction opposée sous 1l'influence du champ. Les ions entrai-
nent avec eux une certaine quantité de solvant, si bien que
1'ion central se meut dans un milieu lui-méme en mouvement
dans le sens opposé. Il en résulte une nouvelle force qui

tend a retarder 1'ion central : c'est l'effet d'électrophorése.

Les équations générales de ces effets ont été établies par
Debye-Huckel |4|, reprises par Onsager |5] et finalement par

Debye-Falkenhagen [6].

Considérons la fonction de distribution de paire
i . . e o .
hQQ'(K g F) qui représente la probabilité a 1'instant t de
. . - . . ‘—>‘
trouver un 1ion de type (1) en r. et un ion de type (j) en rj.

Le point de départ des calculs est alors l'équation de conti-

nuité |7]| qui exprime que la variation temporelle de ngij est

. - . 0 + . . _‘}
reliée au flux des 1ons (1) en r, et des i1ons (j) en rj.

. >
6n2ij(rirjt) i) -

+ di ( \7 j) + d1 ?
tvilng s vy tvingagVy

Jt
N i, . ' . >
ot V; (rirj,t) est la vitesse de 1'ion (i) en r. sachant
. . . >
qu'il y a un 1on (j) en rj.
Pour résoudre le probléme, 11 faut une équation

supplémentaire sur les vitesses qui s'obtient en notant que

dans le cas quasistationnaire, la force totale agissant sur

un ion est nulle : il y a équilibre entre la force électrique
> E . . > F ) . . 2> D
F. ', la force de friction Fi et la force de diffusion Fi .

E

FELFT
1 1

+ fiD = 0

Les expressions de ces forces sont les suivantes :

—

. > E _ . .
1) Fi est la force électrostatique totale agis-
sant sur l1'ion 1 due au champ externe et au champ interne

moyen créés par les ions et leurs atmosphéres ioniques




PP oezge [ E-T o o - T (ririol

1 1] -3 ]
ou les potentiels ¢ sont calculés comme & 1'équilibre par

1'intermédiaire de 1'édquation de Poisson.

.. > F . . .
ii) Fi est la force de friction hydrodynamique.
Pour cette force, on considére que le solvant a une viscosité

N et les iomns un rayon Ri' Le coefficient de friction de

1'ion (i) est alors donné par la loi de Stokes Ci = 6ﬂnRi.
On a

= F 3 > J - _ % S,

Fl = Cl Vl (rlrJt) Vl (rlrJt)

N

S . .
Vi est la vitesse du solvant en r., sachant qu'il y a un

ion (j) en r.. Elle se calcule classiquement en hydrodynamique:
-

T.r.) =T V.(r.)

. (r.r.) = . .

1 1] 3]

-

> > o
ou Vj est la vitesse de 1'ion (j) en rj et T le tenseur défini

par ==
> 1
TR - _3_30_[u ‘ u_&]
> J br. ﬁ-
- D > > : :
U est le tenseur unité et rijrij est un produit dyadique.

..., =D . . ~
iii) Fi est la force de diffusion donnée par

> >

log n2ij(rirjt)

0o -kt
1

<
’—J.

Cet ensemble de relations permet alors de résoudre
1'équation de continuité en développant les quantités autour

de leur valeur d'équilibre.

On trouve finalement pour la conductivité a

fréquence w

N, P (E AR Y

(,‘(w\,z(ro[ﬂ ~

3¢ -A+0’\)4+tw€" 6Tt M
2 )
2 “aza nCZC
ol a, = e | 7 * = | est la conductivité a dilution
. .. a “c
infinie,
2 Zacc -z Ca
q = < une quantité sans dimension,

T = 5 = le temps caractéristi-
Catte 1K anoo que de 1l'effet de

relaxation.




Le deuxiéme terme dans le membre de droite repré-
sente la contribution de 1l'effet de relaxation de champ, le
troisiéme, la contribution de- 1'électrophorése.

Cette expression de 0(w) n'est valable qu'a
l'ordre CB/Z. L'introduction d'un diamétre ionique a permis
d'étendre en concentration la validité de la loi limite |8],
|9], |10] sans pour cela résoudre de maniére satisfaisante
les différents problémes qui se posent. Nous n'envisagerons
pas ici ces développements car les approches microscopiques
n'ont permis jusqu'd maintenant de justifier les résultats

précédents qu'a l'ordre C3/2.

I1.2 Approches microscopiques.

Le point de départ de ces approtches est la
mécanique statistique et plus particuliérement 1'équation

de Liouville classique.

Celle-ci exprime d'une fagon générale 1'évolution
temporelle de la fonction de distribution d'un systéme composé

deup/particules %i{{fV],k) dans l'espace des phases de

dimension au moins égale a 6ﬂﬂ

O . /_/‘/KP‘N: 0

@l

oi L, est l'epérateur de Liouville défini par :

A

N —
3 P D LD
= LR T

J

>
ou Pi est le moment de la particule ;3
m, sa masse

> . .
Fi la force sur la particule ]

9 9 . . .
et e les opérateurs gradients respectivement pour

0% . op . _

i Py les coordonnées et les moments.

La forme & 1'équilibre de jy est
W
0 —/SH
_ €
_AH
/e & M{,’Vf




/
ol H :‘%%A/}) est 1'hamiltonié total du systéme et J}JVE

1'élément de volume dans 1'espace des phases.

Dans une solution électrolytique, les Jy,parti—
cules sont en fait regroupées en deux types d'entités, les
ions et les molécules de solvant. Pour les premiéres, on
néglige en général tout état interne et on les assimile
uniquement & une charge placée au centre. Pour les molécules,
la connaissance du centre de gravité est insuffisante pour
décrire les interactions et l'on doit en général introduire
la répartition électronique et nucléaire que 1'on représente

en premiére approximation par un moment dipolaire.

Le courant total est 11é au mouvement de toutes
les particules mais on ne s'intéresse ici qu'd la partie

due au seul mouvement ilonique, c'est—d-dire que l'on considére
. N, « N,
T - i
- — g’_. —
\J(V ) = <€ (V—-r \
L i

t i

D'autre part, nous nous trouvons en présence
d'un milieu a4 la fois polaire et conducteur et?%oute rigueur
le champ électrique ne peut &tre introduit sans précautions
dans 1'équation de Liouville. Ainsi, 1l est bien connu que
dans le cas de milieux strictement polaires, il convient de
distinguer le champ moyen régnant dans la matiére,du champ
extérieur. Pour les solutions électrolytiques, ce probleme,
sauf exception |ll], n'est pas pris en considération ou
bien est écarté par des arguments ayant trait & 1'homogénéité
du milieu [7[. Nous ne nous en préoccuperons pas dans le
cadre de ce travail et admettrons que le champ électrique E(t)
s'introduit simplement dans 1'hamiltonien par un terme
"extérieur'.
N+ N
< - —>

- /. Ze¢ EMR .y

[

H"

Une telle écriture implique en particulier que

1

l1'on néglige tous les effets croisés |[12].
2.a - Utilisation_d'une_équation_de_transport
généralisée |4] |13] [14]

Le point de départ de cette approche est le




formalisme général établit par Prigogine et son école.

Partant de 1'équation de Liouville écrite plus
haut et se limitant au cas d'un champ‘g statique, 1ls montrent
gu'en régime stationnaire et dans la limite thermodynamique
(V » ®, N » o % +Cfini), la fonction de distribution des
vitesses d'un ion a, ¢a(;u) obéit a4 1'équation

E . 3 [ 6° b
ZeE-;D—-% - TR = C (g - ¢ (2)

o

o]
N
ol ¢u' (pa) est la fonction de distribution a4 1'équilibre de

Maxwell-Boltzman et ¢j(;j) représente la fonction de distri-
bution des vitesses soit des ions soit des molécules de solwvant.
Cette équation est une équation de transport généralisée expri-
mant qu'en régime stationnaire i1l y a équilibre entre trois

effets

1) 1'accélération des ions due au champ électrique
P

représentée par le premier terme de gauche,

2) 1'effet des collisions entre les particules du

systéme représenté par le terme de droite (: GF"‘POE
X~y 3

3) 1'effet du champ €lectrique pendant un processus
de collision, représenté par le deuxiéme terme de gauche
Cet effet d'interférence qui est négligé dans l'équation de
Boltzman classique est ici & l'origine de l'effet de relaxation
de champ et de l'électrophorése. Comme 1'on suppose gue le
champ perturbateur E est faible, l'opérateur'tl est linéaire en

—
E et ne dépend que de la fonction de distribution & 1'équilibre

°
%, (p)-
Les hypothéses suivantes sont alors faites

1) L'électrolyte est supposé dilué, comme dans la

théorie de Debye-Huckel
eZCl/j
ek T

2) La masse des ions est supposée grande devant celle

des molécules de solvant

1/2
Y = /Eg\ / << 1
kma’




ol m est la masse d'ure molécule de solvant,

m, la masse d'un ion (anion ou cation).

D'autre part pour des temps t plus grands qu'un
certain temps caractéristique T.» on suppose que les molécules
de solvant qui interagissent avec un ion O ne sont pas corré-

lées aux molécules quli ont interagi avec & & l'instant zéro.

Ces deux hypothéses qul sont a8 la base des
travaux modernes sur le mouvement brownien |15| |16] |17] |18]
1191, permettent de retrouver & partir de 1'équation de

Liouville, 1'équation de Fokker-Plank.

Les hypoth&ses 1 et 2 permettent alors d'explici-
ter le terme décrivant les collisions en introduisant l'opéra-

teur de Fokker—-Plank Qu

et e -y s e 2 KT L T (g o)
CM@J‘ Lﬁ» = L (g -4) - %, S RT%?; AR
La grande dilution de 1'électrolyte a permis de

considérer que la distribution des vitesses des molécules

de solvant restalit celle de 1'équilibre

O

e o, () = 60 By

1 1 1

i étant une molécule de solvant et d'autre part

de négliger la dissipation mutuelle entre les ions.

On peut alors intégrer 1'équation de transport

. Ly “
(2) et 1'on trouve immédiatement pour le courant J

> > >
J =J + J
o) 1
[ 92 2 —_
ol j? = Z _._ZQ__E[H 3
° (iJ=a,c 4
o\
— ] 3 - —
QZ; N { FD\
J1: %':dc MZLLH P Ta («‘\(!“

La somme Z(i) indiquant qu'il faut sommer sur

les deux espéces anion et cation.

->

JO représente le courant a dilution infinie

(si les ions étaient indépendants) .




> . - ~ - - - .
Jl est 1ié a4 1'électrophorése et & la relaxation

de champ.
Les deux derniéres hypothéses permettent d'expli-
citer 1'opérateur'T'qui décrit la dynamique des ions intera-

gissant en présence du champ.

3) On suppose que tous les effets de polarisation
peuvent &tre décrits par l'introduction de la constante
diélectrique € du solvant. Les ions interagissent alors par
l'intermédiaire du potentiel :

Zizje2
V. .(r =
lJ( ) €r

La justification de cette hypothése est délicate
et nécessite l'utilisation de la méthode du potentiel de la

force moyenne IZOI. Elle est évidemment d'autant plus problé-

matique que la concentration de 1'électrolyte augmente.

4) La derniére hypothése a trait au mouvement
des ions, indépendamment de leur interaction coulombienne

.

dans le traitement de . Deux cas peuvent é€tre envisagés :
P

- le cas de faible friction exprimé par la

2 zZl
condition _5; <£< £ fx N . Les ions se déplacent alors
My
librement comme dans un gaz complétement ionisé : c'est

1l'approximation appelée "plasma-dynamic model™.

- le cas de grande friction exprimé par la con-

4 -t
5& > £ %‘n* . Les ions effectuent alors un
A

mouvement brownien al@atoire au lieu d'un mouvement libre.

dition

C'est 1'approximation appelée "Brownian-dynamic model".

En fait, compte tenu du traitement précédent du
terme de collision et de l'introduction de 1'opérateur de
Fokker—Plank, il est évident que seul le deuxiéme cas peut
assurer une description cohérente du mouvement des ions dans
cette théorie. D'ailleurs 4 faible concentration, c'est la

deuxiéme condition qui est vérifiée.

- I1 est alors possible de calculer le courant




jl’ du moins la partie liée a4 1'effet de relaxation de
champ. Resibois et Hasselle-Schuermans |7| |14] montrent
“alors que dans le cadre du modéle "Brownian dynamic'", on
retrouve exactement le résultat de la théorie semi-

phénomén ologique D.O.F.

- La justification microscopique de l1'électro-
phorése présente de grandes difficultés, car cet effet
nécessite une description hydrodynamique de l'interaction

ion-solvant.

En fait, dans le cadre de 1l'hypothése 2, on
parvient 4 justifier 1'équation hydrodynamique de Navier-
Stokes l7| et 4 retrouver que le champ de vitesse du fluide

>
en r, d4 & un ion @ en ¥u’ de vitesse moyenne <%a>, est
donné par :
=
wW(FE-2) = XF-RY<ve> « U2 =
FEA

+

+ . .
oﬁ-X est le tenseur défini par

eI Q = O RIA
;((Y—Q\ = o [ U« : —- z* ]
r-r| (Y—Q\

Dans la théorie classique , la longueur Qa est
égale a 3 Ra oll R, est le rayon de l'ion a. Dans la
A

théorie statistique par contre, Q, demeure indéterminée.

On peut néanmoins utiliser 1'équation précédente

pour calculer la force de friction supplémentaire s'exer-

. _ >
¢ant sur un ion B placé en r.

On retrouve alors l1l'effet d'électrophorése et le
résultat de la théorie classique si 1'on prend pour Qu

la valeur indiquée plus haut.

2.b - Utilisation_de_ la _théorie_de_ Kubo_pour_la

La théorie de Kubo ]23‘ permet d'exprimer rigou-

reusement la réponse linéaire d'un systéme physique a une




perturbation extérieure, en terme de fluctuations &
1'équilibre d'une certaine grandeur du systéme isolé. Dans
le cas qui nous intéresse, le systéme est perturbé& par un
. . g - iwt -
champ électrique E(t) = EO e de fréquence w et la
théorie permet de relier lea tenseur de conductivité o(w)
a la transformée de Fourier-Laplace de la fonction d'awocor-

rélation du courant 4 1'équilibre :

o(w) = BV ! / < J(t) J(o) > e YWt 4¢ (3)

(@)

ou B est le facteur de Boltzman et V le volume de 1'échan-

tillon.

Dans la suite, pour simplifier 1'écriture, les
grandeurs vectorielles et tensorielles seront représentées
sans fléches, le produit scalaire de deux vecteurs a et b
noté a.b et le produit dyadique ab. Une telle convention

a été utilisée dans (3).

Le point de départ de la théorie est donc fort
différent de celui utilisant une équation de transport
telle que (2). Néanmoins, on a pu montrer |24| la totale
équivalence de ces deux approches. (3) est d'ailleurs une
expression purement formelle faisant intervenir 1l'opérateur

d'évolution total du systéme de N particules.

On peut &crire aussi comme Friedman |21] :

o\ = pv T far & L'y 7 (E e ol £
ST

od l'on a introduit le courant élémentaire ji =

correspondant a4 la particule 1. i

o

fo est la fonction de distribution &8 1'équilibre

/

PV(LN'}, t « {N},O) un propagateur représentant la densité
/

de probabilité pour que le systéme se trouvant dans la

phase {f'} a2 1'instant O passe dans la phase {f'} a 1'instant

t.

Si 1'on effectue dés ce stade la moyenne sur le sol-

vant, la formule (4) devient alors :




NoetW, Ny et -
c) = pV Z: /are"'w/ (“"‘”\J f A

a sommation n'a plus lieu que sur les ions et o N
©

(5]

o
il

résultent de la moyenne sur le solvant.

=4

Friedman effectue alors un développement 'cluster"
du propagateur fN pour transformer 1'équation (5) en un
développement en puissance de la concentration en soluté
La conductivité s'exprime alors comme une somme pondérée
d'intégrales clusters représentées par des graphes auquels
on peut appliquer les procédures de réarrangement utili-
sées par Mayer |25| dans sa dérivation de la théorie de

1'équilibre de Debye-Huckel.

Le comportement des ions dans le solvant est
décrit par un modéle de brownony%n interaction. Plus
précisément, la force agissant sur un ion i compte tenu

du solvant s'écrit

ARACIE A LSRR AR g.f(s:mJ . F

ol ?/i est une somme sur tous les ions différents de i

1

I)F‘i, due 34 1l'interaction d'un seul ion avec le solvant
donne 4 1'ion son mouvement brownien. On peut 1'écrire
formellement :

1 G

= - 9
F i m. B 9p.

comme on peut le voir en comparant 1'équation de Liouville

et 1'équation de Fokker-Plank.

Le propagateur d'une telle particule a été

calculé par Chandrasekhar

c - _ ..
2) Fij est la moyenne & 1'&quilibre sur le
solvant de la force coulombienne entre les ions. On

introduit ainsi la constante diélectrique € du solvant.

ezziZ. r..
FC.. = ] 1}

] € |r.




r C . . _ . .
3) Fij est 1ié a4 la partie répulsive de l'interac-
tion ion-ion. A faible concentration, cette force est
négligeable. (ceci revient en fait 3 négliger la dissi-

pation mutuelle entre les ions).

S . .
4) Fij est la partie hydrodynamique de la force
entre les ions i et j, qui s'exprime par l'intermédiaire

du tenseur T(r) comme on 1l'a vu précédemment.

5) F" contient la partie non-markovienne des
interactions et les forces qui ne sont plus seulement par
paires. Les premi&res sont toujours négligées, ce qui
implique en particulier que les phases des molécules de
solvant évoluent plus rapidement que celles du soluté. Cette
hypothése est d'ailleurs nécessaire dans la dérivation
des équations du mouvement brownien & partir de la méca-

nique statistique (voir par exemple llSl).

Pour lesdeuxiémes Friedman |[22] considére le cas
de forceshydrodynamiquesnon par paires et montre qu'il
convient alors de remplacer le tenseur T par un tenseur
effectif dans lequel intervient un certain écrantage

caractéristique des effets collectifs.

Ces hypothéses, sous une forme quelque peu
différente, sont en fait assez similaires & celles faites
par Résibois et Hasselle-Schuermans : électrolyte dilué,
description du mouvement de 1'ion par l'intermédiaire du
mouvement brownien, introduction de la constante diélectri-
que du solvant, description hydrodynamique de l'interaction

ion-solvant.

Friedman constate alors que la loi limite pour la
conductivité dérive du comportement auxtemps longsdes
propagateurs et utilise ainsi le propagateur associé i 1'é-
quation de diffusion. Ce lien entre la description du
mouvement des ions par la diffusion et la grande dilution
de 1'€lectrolyte peut s'exprimer quantitativement : c'est
en fait la condition de grande friction exprimée plus
haut (II.2.a). Nous reviendrons plus longuement dans notre

dérivation sur cette condition.




Ce modéle de brownons permet alors de calculer les
différentes intégrales associées d'une part aux fonctions
d'autocorrélation <ji(t) ji(o)> et d'autre part aux fonctions

d'intercorrélation < ji(t) jj(o) > ol j # 1.

On retrouve alors, & fréquence nulle, le résultat
d'Onsager en ce qui concerne l'effet de relaxation. On retrouve
€galement le résultat classique pour 1'électrophorése. Mais
il a fallu pour cela considérer des forces hydrodynamiques

qui ne sont plus seulement par paires.




ITT - UTILISATION DU FORMALISME DES FONCTIONS MEMOIRE.

IITI.1 - Bref rappel historique.

Comme nous 1l'avons vu précédemment, la théorie de
la réponse linéaire de Kubo permet de ramener 1'étude de
la conductivité a4 celle de la fonction d'autocorrélation du
courant & 1'équilibre. Mais au lieu de calculer directement
la fonction de corrélation, on peut utiliser la fonction

mémoire associée.

La théorie du mouvement brownien nous apprend que
l'on peut relier simplement le coefficient de frottement 3
la fonction d'autocorrélation de la force aléatoire agissant
sur la particule brownienne. Plus précisément la fonction

d'autocorrélation de la vitesse de ta particule s'écrit :

d

m — < V(0).V(t) > = -z < V(0).V(t) >
dt
ot r = N dt < F¥(0). F+(t) >
3kT
(o]

Dans 1'idée de généraliser ce résultat, Zwanzig |27[,

considérant la fonction d'autocorrélation d'une variable

dynamique quelconque u, soit ¢(t) = < u(0) u(t) > < u(O)u(0)>_1

a montré qu'elle vérifiait exactement 1'équation d'évolution

suivante

¢ . - dT K(t - 1) ¢(1)

$(0) =1

ou le noyau K(t) appelé fonction mémoire associée a ¢(t)

peut &€tre calculé formellement.




Mori ]18[, par un formalisme quelque peu différent,
a généralisé ce résultat au cas d'un ensemble de variables

dynamiques.

Nous utiliserons ici une présentation plus systé-

matique analogue & celle choisie par Berne |28].

ITI.2 Formalisme général des fonctions mémoire.

L'espace des variables dynamiques peut &tre muni
P y q P
d'une structure d'espace de Hilbert si 1'on choisit comme

produit scalaire de deux variables u et v :

<ulv > = oF N} v N} £° a4 {(w)

N

< * . ~ P
ou u” est le conjugué hermitien de u.

Par analogie avec le formalisme de la mécanique
quantique, on représentera alors la variable u par le

ket Iu > . (notation de Dirac)

Considérons alors l'ensemble des variables dyna-
miques |u1>....!u2 > que l'on choisira orthonormées et

de valeur moyenne nulle, c'est-d-dire :

i 3 ij

od 6ij est le symbole de Kronecker.

Ces variables obéissent & 1'équation de Liouville

iqu? o L est l'opérateur de Liouville.
n

Définissons 1'opé&rateur TD - 2 [ u;><iu;(
i=4




qui projette toute variable dynamique sur le sous-espace

engendré par les lui>.P est appelé un projecteur.

De simples manipulations mathématiques permettent
alors d'écrire que la matrice des fonctions de corrélation

(@(t) ol Cij(t) = < ui(O) |uj(t)> obé&it a8 1'équation

t

_i.@(t) = £ Gty - / dt R(t) G(t - 1) (6)

ot
(o}

oti % est la matrice de résonance :

Q.. ) .
1] 1 J
et KR(t) la matrice des fonctions mémoire

Kio (£) = < iLug [(1 - pyet (ITEILE

ij (1-P) IlLuj >

En passant en transformée de Fourier-Laplace sur

le temps, 1'équation 6) devient
i w@w - € (t=0) =R E(w) - B (v) € (w
soit € (0) =€ (t=0) |iwI + K (w) - &| ! (7)

oli I est la matrice unité.

Considérons le cas particulier od il n'y a pas de
corrélation entre les u;> et les uj>, c'est-a~-dire ol

U . — ..
l'on a < uil 1L luj > =0 ¥i, ]

On a alors Q.. = 0
1]

et (1 - P) ]iLuj> = u.>

Les fonctions mémoire s'dcrivent alors :

K..(t) = < iLu, | e *CUITRILE pyp (8)
1] 1 ]

et l1'équation 7) devient

-\
@) = G (o) ii“jf i K@AK (9)




L'étude de la fonction mémoire Ki.(t) est assez
délicate, car 1'évolution temporelle n'est pas la véritable
iLt .
€volution régie par le propagateur e , en raison de la
présence du projecteur P. Il s'agit 132 en fait de la princi-
pale difficulté de ce formalisme et certains ont pu y voir

une sorte de "tare originelle" [29][30|. On a pu néanmoins

montrer que de tels projecteurs s'éliminaient dans certains

cas précils [31| ou dans des cas limites. Ainsi pour le mou=-
. . \ ] 2 P
vement brownien, la limite Yy = <EQ / 1 permet d'éliminer
a

le projecteur en remplagant le systéme physique par un

systéme dit de référence dans lequel la particule brownienne

reste fixe alors que les particules du bain évoluent !28!.

Il est en fait possible d'éliminer formellement
le projecteur P en généralisant au cas de plusieurs variables

dynamiques un résultat connu pour une variable |28].

2.b - Elimination du projecteur

I1 suffit de développer 1'exponentielle
elt(I—P)L sulvant la formule
% -

- Pt - . . ‘
FU-PIL kL (H_ / izl gl
e e 7 P 24 //Azz . pl ZP © (~( PI,\) e ....¢€ (—&PL)C

')z'f
(4 (o] rd

tt

O T~

Considérons alors 1l'action des termes successifs

de ce développement dans l'expression (8)de Kij<t)

(-irLye Pl litu, > = £ Ju >< u |(-iL)e  TpY|iLu,>
J K K k J

1T L

= 2 >< iL iLu, >
{ luk ilu, | e p | i uJ

en vertu de l'hermiticité de l'opérateur 1L, soit

. it L o
-iPL)e u, > = I u > K. (T
( ) e i k oy ey ()
ol K;j(t) = <&k laj(t) > est la fonction de corrédlation

des variables dynamiques dérivées

L&_;z\L . o S ,°
. Pl o ws K (2N 2 w > d z -2\ K =)
Con e G %,'(P‘ & &’ e %'a( AL TR




ol ¢k,k(t) = < Gk' | uk(t) >

On en déduit donc par iteration que

° z - z F-z K
K‘;j(ﬂzwy(ﬂ P«Hﬁi/d /0{75(3 ‘ﬁgfzw\ U

solt encore en passant en transformée de Fourier-Laplace sur

le temps

K - “6~ *Z;g;;,i‘Fé“ h ~~L&N%@3Ké;w)

[o]
En passant en notation matricielle &{ ﬂ@ /@qm
’

K ) - KM +Z; qfwa%)

soit finalement

K(w\: []L +QP(W\ 1 @?{P) (W) + ooeee ] K (w) (10)

ITT.3 - Utilisation des fonctions mémoire pour la

conductivité électrique |32].

D'aprés (3), le tenseur de conductivité s'écrit :

o(w) = /f e IOt ey 4t
’ o
o () = BV ! < J(o) J(t) >
Mn"”c_ “fa*‘w;
= Ve 2 Z v ZN >
tet j:l

Le milieu étant supposé isotrope, le tenseur est

diagonal et le produit tensoriel peut se réduire 4 un produit

scalaire
-Na N+'~f

yo - pv'e <) 7 Z:Zv> (1)

et




Dans notre cas d'une solution & deux composants,
Na anions et NC cations, et d'aprés les propriétés de symé-
trie des fonctions de corrélation [28]|, il y a en fait cing

fonctions de corrélation indépendante

< Va(o) . Va(t) > < Vc(o) . Vc(t) >
et < Va(o) . Vc(t) >

< Va(o) . Va,(t) > < V&(o) . Vc'(t) >

odi a se referre & un anion, ¢ & un cation et ol par exemple
< Vc(o).VC&t) > est la fonction de corréiation de deux

cations différents.

v
2
Si 1l'on pose u, = Q&lﬁq V; , les

1 3
variables u. sont alors orthonormées et 1'on obtient les

cing fonctions de corrélation en considérant les quatre

variables U s Uje, U, uc,} La matrice @:G\ telle que
Cij(t) = < u; . uj(t) > est alors une matrice 4 x 4 symé-
trique.

D'autre part, comme il n'y a pas de corrélations
position-vitesse 4 1l'instant initial : < ui|iL|uj > =0

et 1'on peut appliquer les expressions (8) et (9)

Kj () = £ omwy M2 < p,  LTOITRILE p o (12)

3 1] 1 ]

ou Fi est la force totale sur la particule i et ol P projette

dans le sous espace engendré par u U u et u . Alors
a

-1

@(w\: [fWI‘+ K@U\} (13) car @(}-;o\ - I

D'autre part, en développant (11) on peut écrire :

g {ncmc"’/zzi [m;]/zccc(t) + (NC—})mC"l/zccc.(t) -

-1/2, 2¢ =1/2 -1/2
z “[m, C (6 + (N, -Dm

Coar (8) = Nom —"7C_ ()]} (14)




L'inversion de (13) est fastidieuse mais sans

difficultés et 1l'on trouve finalement :

/ aa aa ac .ac
/
/ \
! X ' X X X \
) aa aa ac ac |
, .
CRT R | a5
A |
¢ X X X |
| ac ac cc cc |
|
/
\ X X X X /
ac ac ccC cc
- _ _— . a ) .
ol A (KCC+1m KCC,)(Kaa iw Kaa'){kKaa+1w+Kaa,)(ch+1w ch')
- 4 K2 ]
ac
~ . . , _ 2
Xaa = (KCC+1w ch,)[(Kaa+1w)(ch+1w+ch,) 2Kac }
. . 2
= - <+ -— -
Xaa' (KCC 1w ch,)[Kaa,(KCC,+KCC+1w) 2KaC ]
X = (K +iw-K ,)[K VK = (K +iw) K ]
ac cc cc aa'ac aa ac
. . . 2
= - ¢ + -
ch (Kaa+lw Kaa')[(ch+lw)(Kaa+gaa' 1w) ,%Kac }
X = - (K _+iw-K__ ) |K (K ,+K +iw) - 2K 2
cc' aa aa' cc' *Taa' Taa ac

Pour simplifier 1'écriture on a omis d'indiquer

la dépendance en w.

En fait, les expressions précédentes peuvent encore
se simplifier. En effet, en utilisant la procédire d'élimi-
nation du projecteur (10), les Kij s'expriment i partir

d'une part des fonctions de corrélation des forces

o - B _1/2




d'autre part des fonctions de corrélation force-vitesse

-1, =-1/2

) < F. (o) . Vj(t) > (17)

_ B
¢ij(t) = ; (mimj

D'une manié&re générale, les fonctions d'intercorré-
lation (i # j) sont N fois plus faibles que les fonctions
d'autocorrélation (i = j) (voir par exemple l'expression (14)

de la conductivité).

Ainsi dans la limite thermodynamique, si ces dernieres
tendent vers des valeurs finies, les premiéres tendent versa

zéro. Donc, dans cette limite, les fonctions ¢i et par

., K..
J 1]
suite Kij sont nulles, et compte tenu de notre choix particulier
de projecteur nous pouvons négliger dans (10) et (15) les

termes ol i # j devant les termes ol i = j.

D'aprés (10), nous avons

J

) ) .
’ i W ) s
K‘.J(w\ = l’(ci. (W) + % ‘Flk@”\ K%J(w\ + %; tf)‘,?? ‘f)&? 0. (w)

+
ol Zi; indique que la somme se fait sur les quatre ions a, a',

Il est alors aisé de voir, compte tenu de 1la

remarque précédente, que cette expression peut s'écrire

<t 'Pcn ¢

® 2 n o - * "op
K:j(w\ ] K"J (W\{d * Zl (F;: (W\] ¥ KJJ(W\ ‘f)iJ'(W\nZZ \F’i(w\ JI(\

si 1 # j

et
Koon = Koy [40 2 ) @)

ou finalement, en supposant qu'il y a convergence des séries

infinies




o o ¢ij(w)
rxij (0) = —————— | K; . (W) +K 7 (w) ——— | si i # ]
(18)
K..O(w)
ii .. .
Kii (w) = ——————— si 1 = j
l—q)ll(w)
Remarquons que ce dernier résultat est celui que
1'on aurait obtenu directement en considérant un opérateur P
projetant sur l'espace engendré seulement par |ui>.
Les mémes simplifications peuvent €tre effectuées
dans (15). Ils vient alors
X X X X
aa aa ac ac
1 > X X X
@; aa aa ac ac
(w) =
. 2 . 2
+
(K Hiw) T(K  +iw) X X X X
ac ac cc cc
X X X X
ac ac cc cc
oi X = (K + iw)2(K__ + iw)
aa cc w aa w
X = - (K + iw?’ K
aa' cc aa'
X = - (K + iw)(K__ + iw)K (19)
ac cc aa ac
X o= (K. + i0) 2K+ iw)
cc aa cc
X .= (K + i0)? K
cc' aa cc'
L'expression (14) peut alors également se simplifier et 1l'on
a finalement pour la conductivité
1 ch'
- - -1/2
g(w)=e? n . m, 1/ZZCZ m 1/2jif — - (N -Dm_ 1/ —
K +iw (K +iw)
K cc cc
ca 1
- - -1/2
" Nc a e mamy l/zzaz Ma Y u(Na-l)
(K +iw)ytRK_  +iw) K +iw
cc aa aa
-1/ Kaa' N o C1/2 ac 1 (20)
_'"'——T—'——Z' . .
a (Kaa+1w) a c (KCC+1w)(Kaa+1w)




Pour aller plus loin, 1l nous faut une expression
de la force Fi agissant sur un ion i. Et 13 réside le
principal avantage du formalisme que nous venons d'exposer.
En effet, nous avons ramené 1'étude de la conductivité a
celle des fonctions Kijo et ¢ij et le calcul de ces fonc-
tions est directement influencé par le schéma d'approximation
gque nous choisirons pour traiter le probléme & N corps et en
particulier par l'expression de la force Fi que nous allons
adopter |33|. Remarquons également qu'd ce stade s'introduit
le difficile probléme de 1'irréversibilité. En effet pour
obtenir une expression effective de la force Fi’ il faudra
comme nous le verrons par la suite, prendre certaines limites
mathématiques et 1l'on ne peut plus affirmer dans ce cas que

les fonctions de corrélation vérifient les lois de la

mécanique.

En particulier, on n'a plus nécessairement
L
“bjﬁ”\ = _inﬁﬂ_ , égalité qui nous aurait permis
¢ jw
de simplifier encore 1l'expression (18) de Kij(w) et d'obtenir

.
.

une expression symétrique en i et j

K..O(w)
K..(w) = tJ
HJ tl_¢ii(w)[]1—¢jj(w)!

Dans la suite, nous conserverons donc l'expression
(18) telle quelle et nous vérifierons que la symétrie subsiste

d l'intérieur du modéle proposé.

3.b - Expression_de_la_force : &guation de Langevin.

Dans les derniéres années, différents auteurs
|34]]35]]36] 37|, utilisant une technique de projecteur
développée pour 1l'étude du mouvement brownien 3 une particule,
ont considéré le cas de plusieurs particules browniennes

interagissantes au sein d'un fluide.

Ainsi Deutch et Oppenheim |36I ont pu dériver un
systéme d'équations de Langevin, 4 partir des mémes hypothéses

que dans le cas d*une particule brownienne, c'est—a-dire :
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1) Les particules browniennes sont trés lourdes

par rapport aux molécules de solvant i.e Yy << 1.

2) Le plus long temps de relaxation Ty, caracté-
risant le bain est nettement plus court que les temps de

relaxation des vitesses des particules browniennes.

Nous savons qu'en pratique de telles hypothéses

ne sont pas évidentes et qu'en particulier la condition

(ﬂﬁm %‘<<'i n'est pas toujours vérifiée dans les
solutionsNgiectrolytiques méme en faisant intervenir la
solvatation. Mais d'autre part, il n'est pas évident non
plus que cette condition soit nécessaire pour dériver les &qua-
tions du mouvement brownien |¥8{. Nous n'aborderons pas ce
probléme ici et admettrons donc que les équations de Deutch
et Oppenheim sont applicables au cas d'ions en solution. Une
autre approche moins déductive serait évidemment de choisir

a priori une expression de la force : c'est ce que fait

Friedman avec son modéle de Brownons.

D'aprés Deutch et Oppenheim, quant t >> Ty
l'expression de la force s'exergant sur une particule brow-

nienne 1 est

&*ML
F(k\ - eiu< Fy, 4 E:U\ - JZ vJ(L\ . 3‘/“ L") (24)

< >S indique que la moyenne est prise seulement sur le solwvant.

+ . -
Ei(t) est une certaine force possédant les
propriétés suivantes
+

E. (0) = F., - <Fi>

1 1 S

+
<E. (t)> ¢ = 0 (22)

1]

Lt + n
<hi (O)Ej (t)>S gij(r ) S8(t)

™ {N

ol Qi.(rn) est un tenseur de friction qui dépend de positions

n . .
r de toutes les particules browniennes.




Dans (21) Cij[rn(t)l = elLtCij(rn) dépend des

positions a8 l'instant t.

On voit que 1l'équation (21) est une généralisa-
tion au cas de N particules de 1'équation de Langevin i une

particule
Fo(t) = B, (£) = ¢, V. (t) (23)

ol Ci est la constante de friction associée da la seule
particule brownienne i et od Ei+(t) est une force qui
vérifie des propriétés tout a fait analogues 3 (22) et que
l'on peut par suite identifier a4 la force aléatoire intro-

duite classiquement.

L'expression (21) permet alors d'expliciter 1la

fonction de corrélation du paragraphe précédent Kijo(t).

On a
(LE
<FN-FH > = < Fooe 4Fj»> + <F‘(.-E(P\>
J Nat N .
~ <F.vi-8 (0] >
% { f QJ

Or d'aprés (22)

+ + +
< E. > <(E. + <F.>_.) .E. >
Fi EJ (t) (El F1 S) EJ (t)

+ + +
= < . N . > << > . >
E. EJ (t)> + F.>g EJ (t)

+
- 2 <Trace C..(rn)>. S(t)+<<F.><E. (t)>>,
B 1] i1o0ns 18 ] S 10ns

o < >, indique que la moyenne est prise sur les ions.

Le dernier terme de droite est nul d'aprés (22)

et il reste

<P (0) . Ej+(t)> - é < Trace gij(r“)> 5(t) (24)

oi 6(t) est la mesure de Dirac.




On a donc finalement d'aprés 16) et (24) 1'ex-

. . 0
pression suivante pour Kij (t)

) _ B -1/2 iLt 2 n
Kij (t) = ; (mimj) <F, .e <Fj>s>+ E <Trace Cij(r )> 8(¢t)
N +N
a__c
_ , n
% < F .oV (6). L s e (ey| > (25)
k

maintenant effectuer le calcul dans
Nous wverrons

Nous allons
solutions trés diluées.

le cas particulier des
le sens des différents termes de

alors plus précisément

K..%.
ij




IV - CAS DES SOLUTIONS ELECTROLYTIQUES DILUEES.

IV.1 - Introduction.

Les expressions précédentes permettent en principe de
déterminer 0(w) indépendamment de la concentration de
l1'électrolyte, l1'hypothése essentielle étant que les ions

puissent €tre considérés comme des particules browniennes.

Nous allons maintenant appliquer 3 titre d'exemple
ce formalisme au cas des solutions trés diluées pour retrou-

ver la théorie classique D.O.F.

Nous supposerons donc que les propriétés & l'équilibre
sont correctement décrites par la fonction de distribution
radiale de Debye-Huckel, la partie électrostatique de
l'interaction ion-solvant étant décrite par 1l'introduction

de la constante diélectrique € du solvant.

Cela signifie que dans les expressions (21) et suivan-

tes du chapitre III, on a
2
¢F s - 2 Zle vy (2¢)

Pour la partie hydrodynamique des interactions, nous
utiliserons les résultats de |37| concernant N particules
browniennes se mouvant dans un fluide incompressible de

viscosité n. On a alors, si la distance interionique Iri.]

J
est grande devant le rayon hydrodynamique des ions
Cii =5
coo(e™y = - o T, si i # j (27)
1] i 3

est le tenseur de Lorentz

T. [ U + ﬁifa'_:{

?ﬂﬂ{gl “&F




et

T {"i

S

‘ (28)
STE'S ]
. T .
«J. (‘d\
pour les tenseurs de diffusion correspondants.
Si 1'on suppose valide la loi de Stokes, le
tenseur [, est diagonal
4_/: 571’?’R‘u
ot Ri est le rayon de 1'ion 1.
L le tenseur unité.
et (27) devient
W o
(29)

{ .- 4§T(v;i\

Y

i
classiques.

ol . et Ci sont maintenant les coefficients de friction

Ces résultats nous permettent de transformer quel-

que peu les expressions des fonctions mémoire Kij(w).

Posons
R..(w) = = (m.m.)_l/z <F.(0).eFt <p,> » o704
1] 3 1] 1 j s
O
2 -1/2 [ . n ~iwt
B () = : (mm.) j/ <Irace Ty (r™M)>8(c)e dt
o} (30)
= — (m.m.)_l/Z <Trace Z..(r%)>
1 1]
3
_ -1/2 -iwt
Qp:(w) = = (m.m.) <Fi(o)-Vk(t).ckj(t)> e dt




Alors d'aprés (25)

K@) = Ko « E @\ - 2
g d J

D'aprés (29)

. g
Epy(w) = —
b (31)
55
Qljj(w) = ""’I;’:‘ ¢1J<w)
]
d'ol N+ N
° ) = R i[ <w\]~z&‘;;
Koy = Roy « X e L S
Na+ NV, (32)

K;J.o (w\ = (R;J. @) + & - ok “)FcJ- - K.

On peut alors réécrire les expressions (18) des fonctions

mémoire Nyt N
' IS
Ko
k‘ = .ﬁj&i_ﬂ = jiL + ‘ fy:

e 4 - ‘-}7;‘. m. A - ‘_{);(

_ Q . . .
P Bilgt L e s
(e ) - Lo

ol pour simplifier, on n'a pas écrit la dépendance en w.

S
m
J

On constate donc que certa . ns termes s'éliminent.
Ce résultat est trés significatif : il montre qu'en aucun
cas la fonction mémoire Kij ne peut €tre assimilée & 1la
fonction de corrélation des forces Kij' Cela est a rappro-
cher des remarques faites en III.2.a sur l'emploi du

projecteur P. (voir aussi ‘39[).




On a finalement

K = —_ + O G #1 —
[ m
‘ S 5 (33)
“y
r - R. - ? o 1
K = .__._l_,__ i E:— + f(\‘\ — 2 Q + L)[D _il{..,_.-,_.m%_l.!_.,__.)&*l
{J' = .. l_ J J ﬁ“. ‘(‘j Y - \{D
e fJ Jj
Friedman |21| a pu montrer que les contributions

a la loi limite provenaient du comportement aux temps longs
des propagateurs 1i.e pour des temps t>> mi/ci. Nous nous
placerons donc dés maintenant dans le cadre de cette limite,
et 11 n'y a plus alors dans la fonction de corrélation
force-vitesse de terme indépendant de la concentration (il
suffit pour s'en convaincre d'intégrer 1'équation de Langevin

a une particule).

Les termes R, E, Q dépendant de la concentration,

on a alors, 4 1'ordre le plus faible en concentration :

n' m

K‘ = é—— + Q —_ Z_ Ql%‘
by
(34)

K. = E. + (R - Z (R L+ LP_ ((22 - Q
Le premier terme dans le développement de Kij

ou de Kii est lié a4 un effet purement hydrodynamique par

1'intermédiaire du tenseur Cij et d'autre part, il n'intro-

duit pas de relaxation ; 1l est en fait a l'origine de la

conductivité limite o, et de l'effet d'électrophorése.

IV.2 - Traitement du terme associé a OO et a

l'électrophoreése.

Considérons donc le premier terme du développement

(34) de Kij(w)




E.. = 1 (m.m.) / <Trace 7..(r")> = - 1 (m.m.) 1/Z c. €.
ij i3 1j i7] i 7]
3 3
<Tracerr > d'aprés (29).
1 -
Or Thace , = __;1M~ lace [LA t _E]_S“-7 = ~m?~~w~
B | b e |
J ¢ (Y
d'od E., = - (m,m,) /% %1 &y ! (35)
1] i] < >
6T n Irijl
Calculons par exemple<-—~-—-1——->
lraa'i
] 1 1
> e dra dra, T I, (ra,rav)
B N (N -1 R
aa a  a aa
ol n, est la fonction de distribution de paires, d'ot
. 1 q _Kr
<.~ml N = ,}/Wnew_ a3 ,M.[ 4 - 4§£;;S_ @ 7
/ |
ro- Ev
!raa'! Nq(Na’(\ //
?
s re[o - prd x]
N‘a_,f & K 4

oiu S est un terme de surface qui diverge dans la limite

thermodynamique.

1 na 7 1
Soit < > = [ a K
lr ] Na -1 Z -z N -]
aa a c a
¢ 7 ]
ot l'on a utilisé K - Ev‘éli_; ZZWJ r <0, \
E \
On en déduit
1 N n, z, I
E gt =~ § - ——m—m——— — R (36)
m 61N N -1 Z - 7 N - 1




On trouverait de méme

2 .
E 1 be nC LC I i
ce' © T n. &mn | N7 S Y N ~1 (37)
c c c “a c
n K
Ee = (m mc) 1/2 ZLale l < S8 TS
a 61N i Ne a ¢

Si 1'on considére alors dans l'expression (20) de
la conductivité, la contribution des seuls termes E.; et Eij’

on trouve

- 8|
2 nCZC2 nCZC Z %ZCZ[ NC
= + S - S S+ K
OE(N) ¢ z 61N nc Z -7 61N nc N +N
c c "a L a c¢
W2 2,2 z, nz 2 N )
+ a a a a naS - —— K| - _a.a n S + - a K
61N 7 -7 61N a N +N
a a "¢ a ¢

od 1l'on s'est restreint & des fréquences w << C_/mi (donc a
AN

des temps t >> mi/ci).

On constate que les termes de surface Vv S s'élimi-
nent comme 1'on pouvait s'y attendre puisqu'ils correspon-
dent 4 un systéme ol 1l n'y aurait pas d'interactions

(nz(r) = 1).

On trouve finalement, en utilisant la relation

d'électroneutralité Z n + Z n = 0
a a c ¢
(nczcze2 aza2e2 K 2 2
(o] = + - + Z
E(w) Cc Ca 61N (Za na c nc) (38)

On retrouve bien d'une part la conductivité limite
SN d'autre part le terme d'électrophorése tel qu'il est
donné par la théorie D.O.F.

IV.3 - Traitement des termes liés 3 des effets non

purement hydrodynamiques : un modéle simple.

Dans la théorie classique de la conductivité, il

n'y a pas de couplage entre les termes 1liés a la relaxation



de champ et les termes liés a l1'électrophorése. A partir

de notre formalisme un tel résultat n'est pas évident.

En effet, compte tenu que dans (34) les termes Ji_ et
m.

Eij donnent 4 eux seuls le résultat classique concérnant

Uo et l'électrophorése, il faudrait pour cela que les

effets hydrodynamiques n'apparaissent pas dans les autres
termes. Or, ils apparaissent explicitement par exemple

dans les termes Q. Mais d'autre part, il n'est pas impossi-
ble qu'il y ait en fin de compte certaines éliminations :
ainsi il ne faut pas oublier que dans Ry, et Rij 1'évolu-
tion temporelle est donnée par un propagateur qui contient

lui-méme des termes hydrodynamiques.

Ce calcul complexe n'a pas été effectué dans le
cadre de ce travall et nous nous contenterons de supposer

qu'il y a effectivement compensation de tous ces effets.

Cela revient donc, d'une part a8 nédgliger dans
(34) les termes faisant intervenir Q, d'autre part i
utiliser dans 1'évolution temporelle de Rii et Rij un
propagateur ne faisant pas intervenir le tenseur Cij'

On peut alors donner l'expression de la conduc-

tivité o(w) en exprimant les Kij dans (20).

Remarquons tout d'abord qu'id faible concentration

et pour des fréquences w << Ci/mi, on a :

] 1

K 7To ~ T R o s C m/eiliomi/eg Ryj@l 69

ii i i

si bien que l'expression de la conductivité o(w) devient,

en ne gardant que les termes du premier ordre en concentra-

tion @
1, 7] e
Clw) s & nkya - \.’;L R, - (V- u € R )+ ;_mg (€ +R )

——— S i r
aa’ | ca ta

4 ‘(c\ a
(40)

e

o

On constate en particulier qu'il n'y a plus du
p b, P



tout de terme du type N. @lJ i puisque ¢ij dépendant de

la concentration ils sont d'ordre supérieur au terme Rjj'
Il ne nous reste donc plus qu'a étudier le

terme R..
1]

~-1/2 iLt €

R..(t) = ' (mimj) < F. . e F. > (41)

-
[S)

wim
-
[y

oi F, est la force totale s'exercant sur 1l'ion i,

€ .
F. = <F.> la valeur moyenne de la force sur j
] solvant
calculée sur le solvant, et L l'opérateur de Liouville

décrivant 1'@volution du systéme total (solvant + soluté).

Si 1'on introduit le propagateur
e A LT A
Pr() 0 —> r/c»\ - © /[ g(v-r-\ J(rp. -ﬁ\
N \ ty I t

ou I et I' représentent des points de 1l'espace des phases,
l'expression (41) s'écerit

-/ A A\ -

Aldv £76) FE() . (E’,D—~>Fk\tj<r;df’
AR TR
ou dI' et dI' sont les éléments de volume dans 1l'espace des

0 . . . ~ PR
phases et ,f @W la fonction de distribution & 1'équilibre.
N

Dans (42) 1'effet du solvant est plus complexe
que dans le cas d'une fonction de corrélation des vitesses
car ici 1'une des variables Fi(F) dépend explicitement de
la phase du solvant. De ce fait 1'introduction d'un propa-
gateur moyen sur le solvant doit se faire d'une fagon diffé-

rente de celle de Friedman |21].

E(F) ne dépendant pas de la phase du solvant

~

FS mais seulement de la phase des ions FV’ on peut néanmoins
A

tout d'abord intégrer (42) sur r

S
g A £, A A
RV = Bfmm)® olrj My P o T j ATV




D'autre part, comme nous nous intéressons au
comportement de Rij(t) pour des temps suffisamment longs,
c'est-a-dire entre autres beaucoup plus longs que les timps
de relaxation du bain, on peut supposer que 7%:610 -z E,F\
ne dépend pas de l'état précis du solvant 3 l1'instant t = O

et qu'en premiére approximation, on a
’

A - /f ) T (Mo T ),
Plro—=nhs Tlho— 1A= o
e

Dans 1'approche de Friedman ]21] , c'est—d-dire

dans le calcul de la fonction de corrélation des vitesses,

= . . .
lN s'introdult naturellement; par contre des approxima-
tions sont nécessaires concernant le caractére non markoffien

de certaines forces.

Compte tenu de (44), Rij(t) s'écrit

// ¢ — A € A
QR&J-U'\ - f%(mimi\/dv jN( \ ¢ (F"\i.PpN[Y:"O M‘)r;"%f(r"\ 0“—:( (45)

S N A AR

dN '

!

. . SF TR
et ‘f (Y‘N\ F (FH\ - f <{‘X F (r; U“;‘
o N ‘ SN ‘
€ € ~
Les forces Fi et Fj ne déependant pas des
vitesses des ions, on peut encore intégrer sur les vitesses

et 1'on a

12 — pos A ;‘/‘
“\ Mo ) FEYY
'R‘_J(’r\ - mm\/ (/NFOS E(‘r\ ?N (r"o r}rj J.( V" o




) [+

ou j ',P (‘1,‘\ (’Af’ﬂ
rf, Pos o~ )

/ ° -~ AN
g 40T A (47)

N

i

J//f: (FN\ 0‘{‘"’

Les termes de 1l'intégrant ne dépendent plus
g p

maintenant que des positions des

ions.
Enfin
6 ] A
— 4 Y
o Z F ;i Z € —Eﬁ}'-——
J by J R¥ £ I\? 2
&J.i

si bien que 1'on peut encore intégrer sur toutes les parti-

cules différentes de j et de k, et l'on obtient finalement

'/ S ° — pos
RV ffmm )™ 2 [ Py By P (o= i EE(y it a7
‘J dJ ?&#J/ N,i!os t J & &J J. K
(48)
ou T pos A A /‘_‘105 .
| (ko_ﬂ) CVA’F\/ =/ KE‘ (VMD ..w~’>v’t~\) Ay (49)

L'intégration portant sur toutes les particules
sauf j et k.

Le propagateur 'TL défini par (44) est identique

a celui introduit dans le travail de Deutch et Oppenheim | 36|

et noté <D(t)> A l1'aide des mémes hypothé&ses ayant mené

_ . . . h . <
aux equations de Langevin, ils montrent que [ obéit a

N
1'équation de Fokker-Plank

;O
.M

|
I
-0

R
/Dr . m,

g 0P I
Jd

Trouver a partir de (50) 1'équation d'évolution




de P pose le probléme classique du passage de 1'équation

N
de Fokker-Plank 3 celle de Smolukowski 137[. I1 faut pour
cela supposer que dans (50) tous les gradients :gf soient
ot

faibles. Cela est justifié a grande dilution, les ions &tant
suffisamment éloignés les uns des autres. D'ailleurs, les
configurations correspondant 4 des ions proches et plus
généralement tous les effets & courte distance n'intervien-
nent pas dans l'expression de la loi limite !40|. Cela permet
également d'utiliser les expressions §28) et (29) qui ne

sont valables qu'au premier ordre en ;%. ou Ri est le rayon
de 1'ion i. RS

I1 faut aussi utiliser une procédure du type
Chapman-Enskog : cela revient en fait 4 considérer qu'il n'y
a plus pour des temps Foss ﬁ}é‘ de corrélation force-
vitesse. Une telle procédure esé donc cohérente avec les

remarques que nous avons faites au début de ce paragraphe.

On obtient alors 1'équation d'évolution de

£ — Dof - ‘
JCa Zﬂi‘"b.,.(?ﬁ_jw\]?i’ (51)
s Lo on, J

ol Dij est le tenseur de diffusion défini par (28).

Dans le cas ol l'on peut négliger toute
interaction entre ions, soit directe , soit par l'intermé-

diaire du solvant,(51) se réduit a
POS — ‘PoS

R A Y N
s ‘ ot

qui admet comme solution

— . o - A _ 2
/?Pos,mlea(’ _ l\ @chl F\ ¥ eXP g ~ L‘Z YZL*E (52}

4

On pourrait envisager de développer en diagrammes
le propagateur qiTw solution de (51), comme cela est
suggéré dans [41[. Nous procéderons ici d'une maniére plus
phénoménologique et susceptible d'€tre généralisée i plus

forte concentration.




Remarquons tout d'abord que, conformément aux
hypothéses faites plus haut, nous devons négliger dans (51)

les termes 1liés a 1'électrophorése, donc correspondant a

s J . Il reste

%pos P ':F':E — ol .
el 2 me . [2 - ST (53)
ok : N

Pos
D'aprés (48), seul (a nous 1ntéresse et 11
faudrait encore intégrer (53) sur toutes les particules,

sauf jJ et k. Nous n'écrirons pas cette étape intermédiaire,

et compte tenu des conditions nécessaires

TP A A A A

/?2 (rj'rﬁ'!-\ 015, ow% = A

fim B G r )
‘" (r Ve \ A\ %

F—> Cu

(54)

nous prendrons comme expression "effective'" du propagateur

da 2 particules

— pos — (oS, id«a} — ;/.
P A AP

est un certain temps de relaxation caractéristique

/%ﬂ

ou Tjk

des effets collectifs.

Nous avons donc fait une hypothése du type temps

n (7R ) 69

unique de relaxation |42, |43| . Remarquons que la cohérence
de nos hypotheéses 1mp11que que T.. S>> m&@, . D'autre part;
vy 3
le terme @ - e /rhx ( r \ assure l'ergodicité du
1

systéme. Il ne donne aucune contribution dans 1'expression

(46) de R..(t), et 1'on peut se contenter d'utiliser
1._] p
e — soy ideal -
P P ; ped, e
2 (J,ea\ = /p?_ (.Y ©

Alors, en remarquant que l'on a

© ¢ ~ °
f’f Foo= 2
N',Pos ¢ (D‘/\ NIPQJ

on peut écrire

BN

it

”pﬂ

Ry o) S /O{r"?_[f:,r”].ﬂg\ FE)

Y 3 Rt | ) o, & "k

N
S
AT >
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solt en intégrant par parties

(RL.J_U% ”‘"‘LQZ/r 0 (? émﬂ F \aroir (59)

k.

K DS’DF
/P J

Or, d'aprés (52) et (55)

:D/_sz""(.,%’}_\: 0 s ipj et itk

o 59)
1 "‘(PPQS ) ,-D -“-paS .
M 2 O;% h\ - %;; lg (I%’L\ St (:J ov =k
d'old 2 cas ‘
1 # 3
~F £ A
HOREGLAR TS [oo ST 0N] - F oG4 42

RO G L BT

On constate que 7?” ~ // QQ“ si bien que
N Y
les fonctions d'intercorrélation sont nulles dans la limite

thermodynamique. Cela illustre les remarques générales ayant

mené i (18).

Effectuons le calcul, par exemple dans le premier”

cas. On peut écrire d'une maniére plus compacte
- pOS £
CH PRGN T o ) PR AR DTN
j Y : TR

L]
la moyenne étant prise avec dp
, P2 A

En passant en transformée de Fourier sur V¥V et
L

en utilisant les propriétés

J2Bele ™ ae o oot g

/f(r\ j(r\ dv = Z‘;—-’%—\S //j(ﬁ\ j(g\ Ak

(formule de Parseval)
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on obtient

-/ ) “QQD;L Lk -3, g
7QN(P\ Kt (m, n»\ f< dr dt ke e (kx 3 exp §*33113—§

= o)
I\ J
J @n\ ok
9 (QEJV\‘
§R*
'—
- X . A
7 . “Qﬁ.‘km
; 7.0 ¥ (nm Rk % -y
- _{L'LQ‘*Z; g e («; A". dh e (CFDL\ (%Pf [r !‘{@ e S
£ 3 (2n) / o F
A
I1 apparaft la transformée de Fourier sur G

et 11 vient

; e
J 3¢ (n)?

I1 apparalt donc la transformée de Fourier de

ST L & for)
R - (M;md\’wefz/ . s L N

la fonction de distribution radiale

Si j est de méme type que 1

R - 2
< e ("; TJ\ S - LN 3 (ﬁ\ . _E({\ b e‘% Zt
R LA A
sinon
1@& (Y: —V_\ 9
£ ¢ ! > = ‘._.Q(J \_j (Q\ F— _-?J'\.. ﬁ.‘iﬁ/ﬁig
sz\ CVJ t\((.s\ £ (Q? K:? \

Do) et ww étant respectivement la concentration et le
v

nombre d'ions de l'espéce (1).




En prenant la transformée de Laplace-Fourier

sur le temps, on trouve par exemple pour RaC

2
(P\q (w\ = - i@&_« MQZ&\ / O”H -_?z-A
« AN Vm m ? ,/’ ALY -
AL ¢ Eeat) [0+ L R 0]

Qe

ST N SN XA T g @

R N N TR

(DQ‘( bc ) Ta [«
Les autres fonctions de corrélation Rij se cal-

culent de fagon similaire et les expressions obtenues sont

de méme type que (60).

On constate alors, en considérant 1'expression (40)
de la conductivité, que pour les termes donnant l'effet de
relaxation, ceux faisant intervenir la diffusion d'ions de
méme type s'éliminent si bien qu'il n'intervient en fin de

compte qu'un seul temps de relaxation, T .
* Tac

Choisissons alors pour expression de ce temps

celui de la Théorie D.O.F., c'est—-ada-dire

v = T = miimw~ (64\
SRRt

78 - 7%

ou ﬁi = s
<§’Z:>({1+<;\
Ce temps qui est aussi le temps de Maxwell €
G,

représente la durée de vie de 1'atmosphére ionique, donc des

effets collectifs.

.. — M. )
La condition LU > ?é devient alors, dans
)
= m

= m , identique &

le cas symétrique Z3 = —ZC, C .

.
a cc a c
1'hypothése de large friction de Résibois [#l|

2
k4
L > > _S~W§i23
Mg €

On a par exemple pour Rac(w)



R e} -dn Al f_-___l /dlﬁl .

3w Tmem, | ) [8 s oz ]

L Aee etz z) L3 = 4
SPQJ:;;% 421 ( \ Z’*-Ef- ¢ K C4+<?UTLT;:}\

ot 1l'on a utilisé D. =

d'oli finalement

1
t A
N R Q'U\ .j__ Fée W 7(1 Zc, -gq. ~<c (62\
a Sac \Jmm 3¢ 7 T v +% J——_
a C a < {1+ ¢ /1 ""ﬁ WA T |

ol l'on a utilisé

L‘ ? ? ? 1]@

e A
et des résultats du méme type pour les autres R,..

Finalement, en utilisant les résultats de IV.2,

on trouve

Cwy: © - %« (2'n +??nc\

? 61Ty % W :
; Q:QW4 e'n 7 (__& 7% %o . 278
+7UuwQW4 ?i n 'Zf?;'ﬂfgc szQ-X*E

En se servant de la relation d'électroneutralité

—_a s <

(ZC‘-?C} {“fg’c\

et de la définition de q* = 7. 3.~ Z3a

on trouve finalement



G(M\ : v" (4 - Q?L{ "—Ciz\— {Zq."?c!\! . é?uc (74:12”& * ?c nc\

3¢ 4+7er'r+_4

Cette expression est bien identique & celle

donnée par la Théorie D.O.F. (1).
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CONCLUSIOQON

Le rdle essentiel joué par le mouvement brownien,
et donc par 1'équation de Langevin, dans 1'étude de la
conductivité ionique des solutions électrolytiques, nous a
amenés a utiliser le formalisme des fonctions mémoire qui,

3 travers la théorie de la réponse linéaire, permet de donner
une expression générale de la conductivité en fonction de

la fréquence. Compte tenu de 1'inexistence d'une solution
rigoureuse du probléme & N corps, 1'intérét d'une telle
approche par rapport aux précédentes est d'aborder les pro-
blémes théoriques sous un angle nouveau et d'introduire un

schéma d'hypothéses quelque peu différent.

La force qui s'exerce sur un ion est donnée par
1'équation de Langevin de N particules browniennes inter-
agissantes,tandis que 1'évolution temporelle du propagateur
intervenant dans les fonctions de corrélation est fournie
par 1'équation de Fokker-Plank correspondante. Ceci assure

la cohérence de notre description.

D'une fagon générale on constate qu'en raison
de 1'utilisation d'un opérateur de projection, la fonction
mémoire associée a la fonction de corrélation des vitesses
est différente de la fonction de corrélation des forces et

ne peut s'exprimer seulement 4 partir de cette dermiére.

A faible concentration, on peut obtenir une
expression de la fonction mémoire faisant apparaltre expli-

citement plusieurs contributions.

La premiére redonne exactement la conductivité
limite et 1'électrophorése de la théorie classique. Les
autres ne redonnent 1'effet de relaxation qu'au prix d'hypo-
théses supplémentaires, comme par exemple la séparation des
effets hydrodynamiques et des effets purement coulombiens.
Bien qu'il soit possible qu'une telle séparation existe
effectivement & faible concentration, il est peu probable

que cela soit le cas généralement.



Enfin, le traitement que nous proposons pour
l'effet de relaxation et 1l'introduction d'un temps unique
de relaxation pour caractériser les effets collectifs nous
semblent&@tre une voie possible vers une description phénomé-

nologique 34 forte concentration.

Compte tenu de tous ces points, nous nous pro-
posons pour l'avenir de pousser plus avant 1'étude de la

conductivité dans le cadre du formalisme eXxposé ici.



11,

12.

13.

16.

17.

18.

20.

J.P. BADIALTI,
Processes in
Molecular Pro

H.S. HARNED,
Solutions,Rei

P. DEBYE, E.
P. RESIBOIS,
L. ONSAGER, P
P. DEBYE, H.

P. RESIBOIS,
Physics, Vol.

R.M. FUOSS, L.

(1955).

R.M. FUOSS, L

R.M. FUOSS, L.

67, 621 (1963
J.F. SKINNER,

J.P. BADIALI,

J.P. BADIALI,
Chem. 75, 297

H.T. DAVIS, P.

P. RESIBOIS,
(1965).

J. LEBOWITZ,
P. RESIBOIS,
J. LEBOWITZ,
H. MORI, Prog
R. KUBO, Rept

H.L. FRIEDMAN
(1962).

BIBLI1OGRAPHIE

H. CACHET, J.C. LESTRADE, Dielectric Relaxation
Electrolyte Solutions, in Dielectric and Related
cesses, Vol. II, The Chemical Society (& paraitre).

B.B. OWEN, Physical Chemistry of Electrolyte
nhold, New York (1950).

HUCKEL, Phys. Z., 24, 305 (1923).

Electrolyte Theory, Harper and Row, New York (1968).
hysik Z., 27, 388 (1926).

FALKENHAGEN, Phys. Z., 29, 121, 401 (1928).

N. HASSELLE-SCHUERMANS, in Advances in Chemical
XI, Interscience, New York (1966).

ONSAGER, Proc. Natil. Acad. Sci. (US) 41, 274

. ONSAGER, J. Phys. Chem., 61, 668 (1957).
ONSAGER, J. Phys. Chem., 66, 1722 (1962) ;
); 68, 1 (1964) ; R.M. FUOSS, L. ONSAGER,

ibid 69, 2581 (1965).

J.C. LESTRADE, J. Chim. Phys., 67, 667 (1970).

BH. CACHET, J.C. LESTRADE, Ber. der Buns. Phys.
(1971).

RESIBOIS, J. Chem. Phys., 40, 3276 (1963).

N. HASSELLE-SCHUERMANS, J. Chem. Phys., 43, 1016

E. RUBIN, Phys. Rev.,131, 2381 (1963).

R. DAVIS, Physica, 30, 1077 (1964).

P. RESIBOIS, Phys. Rev., 139, 1101 (1965).
r.Theor. Phys., 33, 423 (1965).

s. Progr. Phys., 24, 255 (1966).

, lonic Solution Theory, Interscience, New York




21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29,

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43,

H.L. FRIEDMAN, Physica, 30, 509, 537 (1964).

H.L. FRIEDMAN, J. Chem. Phys., 42, 450, 459 (1965).
R. KUBO, J. Phys. Soc. Japan, 12, 570 (1957).

R. BALESCU, Physica, 27, 693 (1961).

J.E. MAYER, J. Chem. Phys., 18, 1426 (1950).

S. CHANDRASEKHAR, Rev. Mod. Phys., 15, 1 (1943).

R. ZWANZIG, in Lectures in Theoretical Physics, Wiley,
(1961).

B.J. BERNE, Phys. Chem., An Advanced Treatise, VIII B,
(1971).

New York

539

P. RESIBOIS, J. BROGAS, G. DECAN, J. Math. Phys., 10, 964

(1969) .
P. MAZUR, I. OPPENHEIM, Physica, 50, 241 (1970).

J.M. DEUTCH, R. SILBEY, Phys. Rev., 3, 2049 (1971).

J.P. BADIALI, M.L. ROSINBERG, C.R. Acad. Sci., 276, 825 (1973).

S. HARRIS,Mol. Phys., 23, 861 (1972).
R.M. MAZ0, J. Stat. Phys., 1, 559 (1969).

J.L. AGUIRRE, T.J. MURPHY, Phys. Fluids, 14, 2050 (1971

).

J.M. DEUTCH, I. OPPENHEIM, J. Chem. Phys., 54, 3547 (1971).

T.J. MURPHY, J.L. AGUIRRE, J. Chem. Phys., 57, 2098 (1972).

E.H. HAUGE, A. MARTIN-LOF, J. Stat. Phys., 7, 259 (1973).

G.F. MAZENKO, Phys. Rev., 7, 209 (1973).

T.J. MURPHY, J. Chem. Phys., 56, 3487 (1972).

H.L. FRIEDMAN, Zei. Phys. Chem., 228, 318 (1965).

K.S. SINGWI, A. SJOLANDER, Phys. Rev., 167, 152 (1968).

S.K. MITRA, NARSINGH DASS, N.C. VARSHNEYA, Phys. Rev.,
1214 (1973).

6,




Je tiens, tout d'abord, & exprimer ma grati-
tude 3 Monsieur le Professeur A. AUTHIER qui a bien voulu

m'accueillir dans le 3&me cycle de Sciences des Matériaux.

Ce travail a été réalisé dans le Groupe de
Recherche n°4 du C.N.R.S. "Physique des Liquides et Elec-
trochimie", associé 4 1'Université de Paris VI et dirigé

par Monsieur I. EPELBOIN que je remercie pour son accueil.

Je remercie particuliérement Monsieur
J.C. LESTRADE, Maitre de Recherche au C.N.R.S., qui m'a

recu dans son équipe et m'a conseillé efficacement.

J'exprime également ma plus vive reconnaissance
i Monsieur J.P. BADIALI, Chargé de Recherche au C.N.R.S.,

qui m'a constamment guidé dans ce travail.

Je remercie enfin tous les chercheurs et
techniciens du laboratoire pour la sympathie dont ils

m'ont entouré.




