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Chapitre 1

Introduction

Ma thèse, effectuée à Grenoble sous la direction d’E. Bonnetier et de V. Perrier a
porté sur les méthodes de champ de phase pour l’approximation d’évolution d’inter-
faces de type mouvement par courbure moyenne. Plus précisément, je me suis concen-
tré sur la modélisation numérique en analysant les développements asymptotiques
des solutions de différents modèles de champ de phase et en proposant des variantes
aux équations classiques pour améliorer leur ordre d’approximation. Dans un premier
travail avec M. Brassel, nous nous sommes intéressés aux pertes de volume obser-
vées dans les méthodes classiques de champ de phase pour l’approximation du flot
de courbure moyenne conservé. Nous avons montré dans [A21] comment les réduire
de manière conséquente en modifiant la forme du multiplicateur de Lagrange associé
de sorte à le localiser autour de l’interface diffuse. Le deuxième article [A23] avec A.
Chambolle et E. Bonnetier a porté sur l’approximation du mouvement par courbure
moyenne anisotrope. La difficulté du problème vient de la non linéarité de l’opéra-
teur laplacien de Finsler, et cela nous a conduit à proposer et étudier une pseudo-
linéarisation de cet opérateur par rapport à la base de Fourier. Nous avons montré
que cette approche permet de traiter très simplement toutes sortes d’anisotropies en
dimensions 2 et 3. Elle sera justifiée ultérieurement par son lien avec les méthodes bi-
domaines [13]. Un dernier article [A22] avec V. Perrier s’intéresse au traitement des
zones d’inclusions-exclusions, généralement abordées à l’aide de conditions de bord
de type Dirichlet. Nous avons proposé de traiter ces contraintes différemment en les
intégrant directement dans des potentiels pénalisés afin de gagner un ordre de préci-
sion.

Après ma thèse, j’ai effectué un post-doctorat à l’École polytechnique sous la direc-
tion d’Habib Ammari autour de l’imagerie photo-acoustique [70] et des algorithmes
de reconstruction des propriétés de tissus biologiques à partir de mesures de pression.
L’objectif initial était d’améliorer les algorithmes de l’état de l’art en intégrant les effets
d’atténuation présents lorsque des ondes acoustiques ou élastiques évoluent dans le
milieu biologique. En particulier, nous avons étudié avec A. Wahab, H. Ammari et J.
Garnier l’effet des différents modèles d’atténuation en connectant les données acous-
tiques atténuées aux données idéales par l’intermédiaire d’un opérateur d’atténuation.
Nous avons alors montré comment inverser cet opérateur efficacement et corriger les
données perturbées en utilisant le théorème de la phase stationnaire. Cette nouvelle
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méthode nous a permis d’étudier des versions modifiées des techniques de retourne-
ment temporel [66] en acoustique et en élastique afin d’améliorer les algorithmes de
reconstruction de l’état de l’art.

Depuis mon recrutement à l’INSA de Lyon en septembre 2011, j’ai continué à tra-
vailler sur les méthodes de champ de phase pour l’approximation de flot géométrique
d’interfaces mais aussi sur des problèmes inverses appliqués à l’imagerie médicale.
Ces travaux ont été effectués en grande partie dans le cadre de projets ANR (AD-
VENTURES, GEOMETRYA, BEEP, DIGITAL SNOW, MIMESIS). Plus précisément, j’ai
commencé à participer aux réunions de l’ANR Digital SNOW en 2011, et j’ai demarré
une collaboration sur des problèmes de partitions optimales avec E. Oudet, J.-O. La-
chaud et R. Denis. En 2012, deux nouveaux projets ont été acceptés : le projet ANR
ADVENTURE, porté par M. Bergounioux et dans lequel je me suis intéressé à de nou-
velles questions concernant l’imagerie photo-acoustique et le projet ANR GEOME-
TRYA, porté par H. Pajot et traitant de problèmes de théorie géométrique de la mesure
avec un aspect théorique et numérique. Enfin les projets BEEP (porté par J. Penuelas) et
MIMESIS (porté par F. Flin) sont des projets pluridisciplinaires actuels où notre contri-
bution concerne essentiellement la modélisation par des méthodes de champ de phase
du phénomène de mouillage et de l’évolution de grains de neiges sous l’influence d’un
gradient de température.

La plupart de mes travaux de recherche ont été réalisés en collaboration avec des
membres de ces différents projets d’ANR, mais aussi avec des collègues de l’ICJ, no-
tamment S. Masnou, L. Seppecher, Y. Renard et J. Poussin. J’ai aussi cherché durant
toutes ces années à développer de nouvelles collaborations locales et pluridiscipli-
naires comme par exemple avec des collègues de l’École centrale de Lyon (A. Danescu,
J. Penuelas, Institut de Nanotechnologie de Lyon), de l’INSA de Lyon (L. Petrusca, E.
Brusseau, V. Maxim, laboratoire CREATIS d’imagerie médicale), ou encore plus ré-
cemment avec F. Flin du Centre de la neige à Grenoble.

Plus précisément, j’ai continué à travailler sur des approximations de champ de
phase, notamment dans le cadre des projets ANR GEOMETRYA, CNRS Nanophase,
ANR Beep (J. Penuelas, INL) et ANR MIMESIS (F. Flin, CEN). Un axe conséquent
concerne des modèles multiphases, qui ont été utilisés pour obtenir des solutions
du problème de Kelvin (DIGITAL SNOW), la modélisation de la croissance de nano-
fils (projet CNRS Nanophase) ou encore la simulation numérique de phénomènes de
mouillage (BEEP, avec l’encadrement d’A. Sengers en post-doctorat). Je me suis aussi
intéressé aux différentes méthodes de champ de phase pour approcher les énergies de
Willmore, un sujet commun que nous avions avec S. Masnou, et dont les applications
concernent la régularisation d’objets pixelisés (en collaboration avec E. Oudet et J.-O.
Lachaud ) ou encore le post-traitement d’images d’IRM (thèse de F. Dayrens, encadré
par S. Masnou et M. Novaga). Enfin, j’ai également étudié différentes approches pour
calculer les solutions numériques des problèmes de Steiner et de Plateau [47], une
thématique née de différentes rencontres et discussions dans le cadre de l’ANR GEO-
METRYA et qui m’ont amené à travailler avec A. Lemenant, M. Bonnivard et B. Merlet.
Cette thématique de recherche se retrouve aussi dans la thèse de C.K. Huang encadrée
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par S. Masnou et O. Druet : J’ai participé à l’encadrement des travaux portant sur le
développement de modèles d’évolution d’interfaces avec contrainte topologique. En-
fin, le sujet de thèse de G. Terii que j’encadre avec S. Masnou porte sur l’utilisation de
réseaux de neurones inspirés des équations champ de phase, avec comme application
l’approximation des arbres de Steiner en dimension 3 et des surfaces minimales orien-
tables ou non orientables.

Dans le domaine de recherche des problèmes inverses appliqués à l’imagerie mé-
dicale, j’ai poursuivi le travail sur l’imagerie photo-acoustique dans le cadre du pro-
jet d’ANR ADVENTURE porté par M. Bergounioux. En particulier, nous avons es-
sayé de comprendre comment améliorer les reconstructions des cartes d’atténuation
en optimisant la position des capteurs (avec Y. Privat et M. Bergounioux) ou encore en
prenant en compte le profil des impulsions du laser (avec Y. Privat et C. Lucas). Par
ailleurs, J. Pousin m’a proposé de participer avec lui à l’encadrement de la thèse d’I.
Mekkaoui en imagerie par IRM de diffusion. L’objectif était de prendre en compte des
effets de mouvement dans les équations de Bloch-Torrey. A la suite du recrutement de
L. Seppecher à l’Ecole centrale de Lyon en 2013, nous avons commencé à nous intéres-
ser avec lui, P. Millien et H. Ammari à des algorithmes de reconstruction pour l’image-
rie par élastographie. Ces techniques d’imagerie consistent à retrouver des propriétés
élastiques d’un milieu biologique à partir de champs de déformations internes mesu-
rés à l’aide d’un échographe. L’idée est alors d’étudier une nouvelle approche directe
basée sur l’estimation numérique du noyau d’opérateur et qui s’avère suffisamment
stable et efficace en pratique pour traiter le cas des données réelles, données obtenues
à la suite d’une collaboration avec L. Petrusca et E. Brusseau du laboratoire CREATIS
de Lyon. Très récemment, nous avons aussi proposé et testé avec V. Maxim (CREATIS)
des algorithmes de type primal-dual de régularisation par variation totale et adaptés
au bruit de Poisson. Nous avons appliqué ces méthodes ) des problèmes d’imagerie
par rayon X.

Enfin et depuis environ trois ans maintenant, je travaille avec Y. Renard sur la sta-
bilité de méthodes numériques pour la résolution d’équations d’ondes élastiques avec
des termes de contact. L’idée de départ était d’étudier dans ce contexte les proprié-
tés des schémas de type splitting convexe-concave [37] ou encore des méthodes dites
SAV [1], deux approches récemment introduites dans la littérature des méthodes de
champ de phase et qui présentent de très bonnes propriétés de stabilité en pratique. A
la suite de ces premiers travaux, Y. Renard m’a proposé d’encadrer avec lui la thèse de
J. Chapelat (thèse CIFRE, Michelin) sur des problèmes d’optimisation de forme d’ob-
jets élastiques avec contrainte de contact où l’application concerne l’optimisation de
la structure des pneus pleins. Un des objectifs de la thèse est par exemple de regarder
l’apport des méthodes de Nitsche [27] dans la gestion des termes de contact par rap-
port à des méthodes plus classiques comme la pénalisation. Une deuxième question
de type modélisation numérique est de savoir quels critères de minimisation nous per-
mettent d’imposer efficacement une certaine homogénéité de la pression sur la zone
de contact.
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Chapitre 3

Approximation par champ de phase
d’évolutions géométriques d’interfaces

Les méthodes de champ de phase représentent un outil très efficace pour l’approxi-
mation numérique d’évolutions géométriques d’interfaces t 7→ ∂Ω(t). L’exemple le
plus classique est certainement le mouvement par courbure moyenne qui s’obtient
comme le flot de gradient L2 du périmètre

Per(Ω) =

ˆ
∂Ω

1dσ,

et dont la vitesse normale à l’interface ∂Ω s’identifie à la courbure moyenne

V n = H.

La figure (3.1) montre un exemple de mouvement par courbure moyenne d’une forme
initiale en forme de fleur.

-0.5 0 0.5

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

-0.5 0 0.5

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

-0.5 0 0.5

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

-0.5 0 0.5

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

FIGURE 3.1 – Exemple de mouvement par courbure moyenne en dimension 2 ; chaque
image représente l’interface ∂Ω(t) à différents instants t au cours du flot.

Dans ce cas précis, l’approche par champ de phase consiste alors à introduire une
approximation du périmètre au sens de la Γ-convergence à l’aide d’une énergie de
Cahn-Hilliard [56]

Pε(u) =

ˆ
Q

(
ε

2
|∇u|2 +

1

ε
W (u)

)
dx.

Ici, l’ensemble Q représente le domaine d’intégration, ε est un paramètre d’approxi-
mation et W est un potentiel double puits comme par exemple W (s) = 1

2
s2(1− s)2. Ce

résultat de Γ-convergence a en particulier été démontré par Modica et Mortola [56].

14
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Intuitivement, lorsque ε → 0, le potentiel W impose à la fonction u d’être une régula-
risation de la fonction caractéristique d’un ensemble Ω dont la taille d’interface diffuse
est de l’ordre de ε. L’énergie de Cahn-Hilliard mesure alors la longueur de transition
de phase entre les phases 0 et 1 et permet d’obtenir une approximation du périmètre
de l’ensemble Ω.

L’idée est alors d’approcher le mouvement par courbure moyenne en considérant
le flot de gradient L2 de l’énergie de Cahn-Hilliard conduisant ainsi à la célèbre équa-
tion d’Allen-Cahn [2]

∂tu = ∆u− 1

ε2
W ′(u).

Le lien entre l’équation d’Allen Cahn et le mouvement par courbure moyenne s’ob-
tient plus précisément à l’aide de développements asymptotiques des solutions uε de
l’équation d’Allen Cahn lorsque ε→ 0, voir par exemple [26, 32, 11]. En effet, celles-ci
sont attendues de la forme

uε = q

(
dist(x,Ωε)

ε

)
+O(ε2),

où q est un profil associé au potentiel W , Ωε est l’ensemble défini par

Ωε = {x;uε(x, t) ≤ 1/2},

et dist représente la distance signée à l’ensemble Ωε. On peut alors montrer que la
vitesse normale V ε

n de l’ensemble évoluant t 7→ Ωε(t) s’identifie à

V n
ε = H +O(ε2).

En fin de compte, l’équation d’Allen Cahn associée à la condition initiale bien prépa-
rée u(x, 0) = q

(
dist(x,Ω(0)

ε

)
, permet d’obtenir une approximation du mouvement par

courbure moyenne t 7→ ∂Ω(t) avec une erreur sur la position de l’interface de l’ordre
de ε2. Le modèle de champ de phase est ici d’ordre 2.

D’un point de vue pratique, l’efficacité des méthodes de champ de phase est aussi
liée à la complexité numérique nécessaire pour la résolution des équations associées.
Dans le cas du mouvement par courbure moyenne, l’équation d’Allen Cahn est une
équation de réaction diffusion dont les termes de diffusion sont linéaires et homogènes
en espace et peuvent donc se traiter efficacement avec des approches spectrales. Pour
les différents problèmes d’approximation de flots présentés dans ce manuscrit, nous
avons considéré des équations de champ de phase sur des ensembles cartésiens Q
couplées à des conditions périodiques permettant ainsi l’utilisation de la transformée
de Fourier pour traiter implicitement les opérateurs de dérivation linéaires et homo-
gènes. Une partie de mon travail de modélisation a consisté à introduire des modèles
de champ de phase qui permettent de bien approcher les flots considérés tout en étant
suffisamment simples pour en déduire des schémas de discrétisation efficaces.
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Dans le cas de l’équation d’Allen Cahn, il est par exemple possible d’utiliser le
schéma semi-implicite d’ordre 1 en temps suivant

un+1 − un

δt
= ∆un+1 − 1

ε2
W ′(un),

dont l’implémentation numérique est simplifiée avec un traitement explicite des termes
non linéaires. Ici l’approximation un+1 de la solution u à l’instant tn+1 = (n+1)δt vérifie
la formule de récurrence suivante

un+1 =

(
1

Id − δt∆

)−1(
un − 1

ε2
W ′(un)

)
,

où l’action de l’opérateur
(

1
Id−δt∆

)−1

, associé au symbole σ(ξ) = 1
1+4π2dt|ξ|2 , s’obtient

par simple application de la transformée de Fourier discrète. La stabilité numérique
d’un tel schéma nécessite cependant une condition CFL de la forme δt ≤ Cε2 où la
constante C dépend de la régularité du potentiel W utilisé. Il faut noter que cette
condition n’est pas complètement déraisonnable. En effet, le schéma numérique uti-
lisé est d’ordre 1 en temps alors que l’approximation du modèle d’Allen Cahn vers le
mouvement par courbure moyenne est quant à lui en O(ε2). Ces deux erreurs que sont
l’erreur d’approximation de champ de phase et l’erreur de discrétisation numérique
apparaissent donc au même ordre avec cette CFL. La figure (3.2) présente un script
Matlab implémentant le schéma numérique précédent en quelques lignes. La figure
(3.3) montre des approximations de solution de l’équation d’Allen Cahn à différents
instants t obtenues avec ce script.

FIGURE 3.2 – Script Matlab qui permet d’obtenir une approximation numérique de
l’équation d’Allen Cahn en utilisant le schéma numérique semi-implicite présenté
dans cette section.



3.1 3.1. Modèles multi-phases, ordre et mobilités 17

-0.5 0 0.5

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5 0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

-0.5 0 0.5

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5 0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

-0.5 0 0.5

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5 0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

-0.5 0 0.5

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5 0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

FIGURE 3.3 – Exemple d’approximation de mouvement par courbure moyenne en ré-
solvant l’équation d’Allen Cahn. Chaque image représente la solution u à différents
instants t. Le code utilisé est présenté à la figure (3.2).

Notons qu’il est possible de relaxer la contrainte de stabilité δt ≤ Cε2 en considé-
rant une variante de la forme

un+1 − un

δt
= (∆− α/ε2Id)u

n+1 − 1

ε2
(W ′(un)− αun).

Le paramètre de stabilisation α permet en effet de garantir, sous réserve d’être suffi-
samment grand, un critère de stabilité énergétique assurant la décroissance de l’éner-
gie de Cahn-Hilliard au cours des itérations et sans aucune restriction sur le pas de
temps δt. Ce gain en stabilité cache cependant une perte de précision du schéma nu-
mérique.

Nous avons avec ce qui précède illustré l’efficacité des méthodes de champ de
phase pour approcher le mouvement par courbure moyenne de bords de domaines
en présentant un modèle d’ordre 2 en ε et une approche numérique très simple et ef-
ficace pour la résolution de l’équation d’Allen Cahn. Ce n’est malheureusement pas
toujours aussi simple dans le cas de flots d’ordre supérieur, des modèles multiphases
ou encore avec l’ajout de contraintes supplémentaires. En effet, ces modèles de champ
de phase peuvent facilement perdre un ordre de précision ou encore conduire à des
systèmes d’équations difficile à intégrer numériquement, ce qui les rend en pratique
inutilisables. Une partie de mes contributions a donc consisté à proposer des variantes
pour retrouver l’efficacité de l’approche par champ de phase qu’on observe dans le cas
du mouvement par courbure moyenne simple.

Voici une synthèse de ces contributions que j’ai regroupées par thématique selon
les types de flots considérés.

3.1 Modèles multi-phases, ordre et mobilités

Cette première partie concerne des modèles multi-phases intervenant dans de nom-
breuses applications physiques où apparaissent des énergies d’interface de la forme

P (Ω) =
1

2

N∑
i,j=1

σi,jAire(Γi,j).

Ici Γi,j = Ωi ∩ Ωj représente l’interface entre les phases Ωi et Ωj et σi,j le coefficient de
tension de surface associé à Γi,j . Dans le cadre des méthodes de champ de phase, E.
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Oudet [61] avait par exemple proposé d’utiliser un modèle multi-phase homogène
(σi,j = 1) pour essayer de retrouver les partitions optimales de Weaire et Phelan
[69] liées à la conjecture de Kelvin. D’autres exemples d’applications que nous vi-
sons concernent la croissance de nanofils de type VLS ou encore des problèmes de
mouillage d’une phase liquide sur un support rugueux.

L’avantage d’utiliser un modèle homogène est de pouvoir exprimer cette énergie
d’interface comme la somme de périmètres de phase :

P (Ω) =
∑
i

Per(Ωi).

On en déduit alors une approximation de champ de phase très simple obtenue comme
la somme des énergies de Cahn-Hilliard [56] sur chacune des phases.

Pε(u) =
N∑
i=1

ˆ
Q

(
ε

2
|∇ui|2 +

1

ε
W (ui)

)
dx,

en imposant que u = (u1, u2, · · · , uN) vérifie la contrainte de partition
∑
ui = 1.

Le problème est que l’hypothèse d’homogénéité σi,j = 1 n’est pas vérifiée dans la
plupart des applications que nous visons et des approches alternatives doivent être
élaborées.

3.1.1 Un modèle multi-phase dans le cas non homogène

Dans un premier travail en collaboration avec S. Masnou et qui a fait l’objet de
la publication [A1], nous avons proposé une généralisation de cette approche dans le
cas non homogène. Il existe en effet dans la littérature un certain nombre de modèles
permettant de traiter le cas général de coefficients de tension de surface comme par
exemple les travaux de Garcke et al [41, 40] où les auteurs proposent des modèles de
la forme

Pε(u) =

ˆ
Q

εf(u,∇u) +
1

ε
W(u)dx,

considérant des termes de diffusion et des potentiels multi-phases du type

f(u,∇u) =
N∑

i,j=1

αi,j
2
|ui∇uj − uj∇ui|2 et W(u) =

N∑
i,j=1

1

2
αi,ju

2
iu

2
j +

∑
i<j<k

αi,j,ku
2
iu

2
ju

2
k

Ce type d’approche a malheureusement un certain nombre d’inconvénients. Tout d’abord,
la démarche n’est pas vraiment constructive dans le sens où il est difficile de détermi-
ner le choix de coefficients αi,j et αi,j,k pour être consistant avec un jeu de coefficients
de tension de surface σij donné. Il n’existe pas non plus à ma connaissance de preuve
de Γ-convergence pour ce type de modèle. Enfin, le traitement numérique de ces mo-
dèles introduit aussi des difficultés supplémentaires car les opérateurs de diffusion
associés sont non linéaires et mal conditionnés.
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Notre démarche a donc consisté à nous recentrer sur des coefficients de tension
de surface additifs, i.e ceux pour lesquels il existe des coefficients positifs σi tels que
σi,j = σi + σj . En nous inspirant des travaux d’Esedoglu et Otto [36], nous avons traité
le cas des coefficients σi,j dits `1-plongeable. L’intérêt est de pouvoir encore une fois
exprimer l’énergie d’interface

P (Ω) =
1

2

N∑
i,j=1

σi,j area(Γi,j).

comme une somme d’énergies de bords d’ensembles

P (Ω) =
∑

S⊂{1,2,··· ,N}

σSPer(∪i∈SΩi),

où les coefficients σS sont positifs et dépendent des coefficients σi,j . L’avantage est que
cette somme peut s’approcher avec le modèle de Cahn-Hilliard suivant

Pε(u) =

ˆ
Q

 ∑
S⊂{1,2,··· ,N}

σS

ε
2

∣∣∣∣∣∇(
∑
i∈S

ui)

∣∣∣∣∣
2

+
1

ε
W (
∑
i∈S

ui)

 dx
Nous en déduisons facilement une preuve de Γ-convergence de Pε vers le périmètre
multi-phase précédent en utilisant des arguments similaires au cas homogène. Par
la suite, une difficulté de ce travail était d’obtenir un modèle qui ne dépendait pas
explicitement de la décomposition précédente et des coefficients σS . Nous avons réussi
à identifier un modèle de champ de phase équivalent de la forme

Pε(u) =

ˆ
Q

−ε
4
σ∇u · ∇u +

1

ε
Wσ(u)dx,

où les termes de diffusion s’écrivent

σ∇u · ∇u =
N∑

i,j=1

σi,j∇ui · ∇uj,

et les potentiels multi-phases Wσ(u) se décomposent de la façon suivante :

Wσ(u) =
1

4

N∑
i,j=1

σi,ju
2
iu

2
j +

1

2

∑
i<j,k 6=i,k 6=j

σi,k,juiuju
2
k +

∑
i<j<k<l

σi,j,k,luiujukul,

avec
σi,j,k = (σi,k + σj,k − σi,j), σi,j,k,l = 6σ∗i,j,k,l −

∑
(i′,j′)⊂{i,j,k,l}, i′<j′

σi′,j′ ,

et le poids σ∗i,j,k,l choisi arbitrairement dans l’intervalle

Ii,j,k,l =

 min
i′∈⊂{i,j,k,l}


∑

{j′,k′,l′}⊂{i,j,k,l}\{i′}

σi′,j′ + σi′,k′ + σi′,l′

2

 , max
{i′,j′,k′,l′}∈⊂{i,j,k,l}

{
σi′,j′ + σk′,l′

2

} .
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D’un point de vue numérique, cette énergie ne pose pas vraiment de difficultés par
rapport à un modèle homogène, les opérateurs de diffusion étant aussi homogènes en
espace. Un certain nombre d’expériences numériques témoignent alors de la flexibi-
lité et de l’efficacité d’une telle approche. Nous avons ici utilisé des schémas de dis-
crétisation semi-implicites avec splitting où les traitements des termes implicites sont
effectués dans l’espace de Fourier [25]. Concernant les termes explicites, le splitting
est généralement choisi afin que ces derniers dérivent d’une énergie concave, assurant
ainsi la décroissance de l’énergie sans contrainte de stabilité sur le pas de temps. Une
technique de splitting convexe-concave a été introduite par Eyre [38] dans le cas de
l’énergie de Cahn-Hilliard avec

Pε(u) =

ˆ
Q

ε

2
|∇u|2 +

1

ε
W (u)dx

=
1

2

ˆ
Q

ε|∇u|2 +
α

ε
u2dx+

1

ε

ˆ
Q

(
W (u)− α

2
u2
)
dx

où le deuxième terme correspond à la partie explicite et s’avère concave lorsque α >
sups{W ′′(s)}. Plus précisément, la stabilité de la méthode s’obtient en remarquant que
le traitement semi-implicite de Pε est équivalent à un traitement implicite d’une éner-
gie P̃ε où les termes "explicites" ont simplement été linéarisés autour de la solution
courante un :

P̃ε =
1

2

ˆ
Q

ε|∇u|2 +
α

ε
u2dx+

1

ε

ˆ
Q

(
W (un)− α

2
u2
n

)
+ (W ′(un)− αun)udx.

L’hypothèse de concavité des termes explicites permet de contrôler l’énergie d’origine
Pε par P̃ε, et d’assurer ainsi la stabilité du schéma de discrétisation en temps au sens
où l’énergie décroît au cours des itérations.

Dans une dernière partie de l’article [A1], nous nous sommes intéressés à la modéli-
sation de l’évolution d’une gouttelette sur des supports solides. L’idée est d’ajouter des
contraintes de volume supplémentaires tout en figeant la phase solide du système. La
figure (3.4) présente une telle approximation pour laquelle l’influence des coefficients
de tension de surface sur la dynamique des interfaces est retrouvée. On remarquera
ici que les angles de contact entre les gouttelettes et le support solide sont bien traités
de manière implicite directement dans l’énergie de Cahn-Hilliard et non en utilisant
des conditions de Neumann comme c’est généralement le cas dans la littérature pour
ce type d’expériences numériques.

3.1.2 Cas d’un grand nombre de phases

Dans le cadre de l’ANR DIGITAL SNOW, j’ai eu l’occasion de travailler avec R.
Denis, E. Oudet et de J.-O. Lachaud sur la conjecture de Kelvin [69] concernant le pa-
vage de l’espace R3 par des cellules de volumes identiques et de surface minimale.
Nous souhaitions initialement infirmer cette conjecture en recherchant une partition
meilleure que celle proposée par Weaire et Phelan. En effet, cette structure a été trou-
vée en optimisant une partition du cube (en conditions périodiques) avec 8 phases
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FIGURE 3.4 – Exemples d’évolution de deux gouttelettes (phases 1 et 2) sur un support
solide (phase 4) ; chaque ligne représente l’évolution des différentes phases ui à diffé-
rents instants t obtenues avec la résolution du système d’équation d’Allen Cahn. Le
jeu de coefficients de tension de surface est homogène pour la première ligne (σi,j = 1)
et correspond à (σ1,2 = 1, σ1,3 = 1, σ2,3 = 0.9, σ1,4 = 1, σ2,4 = 0.7, σ3,4 = 1.3) pour la
seconde ligne.
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seulement. Mais l’utilisation d’un plus grand nombre de phases permet aussi d’at-
teindre des pavages périodiques plus complexes, nous laissant ainsi espérer trouver
une structure avec de meilleures propriétés dans R3. L’objectif visé était donc de dé-
velopper une approche numérique suffisamment efficace pour être capable de traiter
plus d’une centaine de phases en 3D. Ce travail est publié dans l’article [A2].

L’utilisation d’un grand nombre de phases nous a posé des difficultés de gestion de
mémoire et a nécessité d’introduire une représentation creuse de chacune des phases
ainsi que des opérateurs de troncatures. La conséquence directe a été l’apparition de
pertes de volume des phases, rendant ainsi inexploitables les modèles de champ de
phase classiques. Ce qui semblait n’être initialement qu’un problème de discrétisation
numérique s’est avéré être par la suite un problème de modélisation mathématique
avec un modèle de champ de phase pas assez précis dans ce contexte d’un grand
nombre de phases. Nous avons ainsi effectué une analyse asymptotique formelle de
ce modèle de système d’Allen-Cahn homogène en suivant la méthode des papiers
[26, 11, 40] afin d’identifier l’origine de cette perte de précision.

Plus précisément, nous nous sommes intéressés à la minimisation de l’énergie de
Cahn-Hilliard multiphase

Pε(u) =
N∑
i=1

ˆ
Q

(
ε

2
|∇ui|2 +

1

ε
W (ui)

)
dx,

couplée à des contraintes de volume supplémentaires sur chaque phase. L’idée est
alors de considérer le flot de gradient L2 de Pε et ainsi obtenir le système d’équations
suivant

∂tui(x, t) = ∆ui(x, t)−
1

ε2
W ′(ui) + λ(x, t) + µi(t)

√
2W (ui), (3.1)

où λ et µi représentent respectivement les multiplicateurs de Lagrange associés aux
contraintes

∑
ui = 1 et

´
Q
uidx = Vi.

Remarque 1. Le choix particulier de la forme µi(t)
√

2W (ui) au lieu de µi(t) pour la conser-
vation de la masse de ui vient du travail publié avec M. Brassel dans l’article [A21] où nous
montrons qu’il est possible de gagner un ordre de précision sur la conservation de volume en
utilisant cette forme non variationnelle du multiplicateur de Lagrange.

Les développements asymptotiques des solutions de champ de phase autour de
l’interface Γi,j montrent que la solution uε de (3.1) vérifie

uεi = q
(
dist(x,Ωεi )

ε

)
+O(ε),

uεj = 1− q
(
dist(x,Ωεi )

ε

)
+O(ε),

uεk = O(ε), for k ∈ {1, 2, . . . , N} \ {i, j},

Remarque 2. On rappelle que dans le cas de l’équation d’Allen-Cahn à une phase, le modèle
apparaît à l’ordre 2 avec des solutions uε de la forme

uε = q

(
dist(x,Ωε)

ε

)
+O(ε2).
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Ici, la fonction q est le profil de champ de phase associé au potentielW , Ωε = {x;u(x, t) ≤ 1/2}
et dist représente la distance signée à l’ensemble Ωε. Ce développement montre en particulier
que la masse de u est bien localisée dans l’ensemble Ωε. Dans le cas d’un ensemble régulier, il
est aussi possible de montrer en utilisant la symétrie du profil q que la masse de u est une bonne
approximation du volume de Ωε en O(ε) :

V ol(Ωε(t)) =

ˆ
Q

u(x, t)dx+O(ε2).

Pour revenir au cas multi-phase, ce résultat montre une approximation à l’ordre 1
seulement où chaque phase semble avoir une contribution en O(ε) sur chacune des
interfaces Γi,j . Lorsque le nombre N de phases utilisées est de l’ordre de O(1/ε), cette
contribution s’évalue en O(1) par rapport à ε et implique des pertes de volume non
négligeables en pratique. L’utilisation de ce modèle de champ de phase n’est donc plus
adapté pour traiter un grand nombre de phases.

Nous avons eu l’idée de corriger ce modèle en perturbant la forme du multiplica-
teur de Lagrange λ dans (3.1). On propose ainsi de le multiplier par un poids

√
2W (ui)

afin de concentrer sa contribution sur la phase ui au bord de l’interface ∂Ωi seulement.
Cette stratégie conduit au système d’Allen Cahn suivant

∂tui(x, t) = ∆ui(x, t)−
1

ε2
W ′(ui) + λ(x, t)

√
2W (ui) + µi(t)

√
2W (ui).

L’intérêt est que les développements asymptotiques montrent maintenant une ap-
proximation d’ordre 2 :

uεi = q
(
dist(x,Ωεi )

ε

)
+O(ε2),

uεj = 1− q
(
dist(x,Ωεi )

ε

)
+O(ε2),

uεk = O(ε2), for k ∈ {1, 2 · · · , N} \ {i, j}.

D’un point de vue numérique, ce nouveau système ne pose pas de difficultés sup-
plémentaires. L’avantage est qu’il permet de corriger efficacement les pertes de vo-
lume observées avec l’utilisation du modèle initial. La figure 3.5 présente ainsi deux
expériences numériques en dimensions 2 et 3 pour lesquelles on augmente le nombre
de phases au cours des itérations.

Finalement, et malgré des centaines de simulations numériques en dimension 3
réalisées en variant le nombre de phases et en utilisant des initialisations aléatoires,
nous n’avons jamais réussi à trouver une meilleure structure que celle proposée par
Weaire et Phelan et donc à contredire numériquement la conjecture de Kelvin.

3.1.3 Modèle de croissance de nanofil et introduction de la mobilité

En 2014, nous avons entamé avec S. Mansou une collaboration avec deux physi-
ciens de l’Institut des Nanotechnologie de Lyon sur la modélisation de la croissance
de nanofils. La motivation initiale d’A. Danescu et de J. Penuelas était de comprendre,
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FIGURE 3.5 – Exemples de simulations numériques obtenues à partir de notre modèle
de champ de phase et en utilisant un grand nombre de phases en dimension 2 et 3.
La première ligne présente une évolution en 2D à différents instants t où le nombre
de phases augmente au cours des itérations jusqu’à obtenir environ 1000 phases. La
deuxième ligne représente une simulation 3D avec un nombre maximal de 100 phases
de même volume.

grâce à des expériences numériques, l’influence des paramètres de simulations expé-
rimentales sur la présence de pathologies dans la structure des nanofils. La figure (3.6)
présente des exemples de nanofils obtenus par J. Penuelas. Le principe de la croissance
de type VLS consiste à déposer une goutte d’or sur un substrat puis à vaporiser des
atomes de silicium sur l’ensemble. La goutte d’or agit alors comme un catalyseur, les
atomes se fixent à l’interface or-silicium et le nanofil commence à croître.

FIGURE 3.6 – Exemple de nanofils de type VLS obtenus par J. Penuelas

A cette échelle, seules les énergies d’interfaces entre les phases solide (silicium),
liquide (or) et vapeur (vide) ont une réelle contribution dans la dynamique de crois-
sance. Le modèle est par ailleurs très sensible puisque la taille du pied du nanofil
dépend fortement de l’angle de contact donné par la loi de Herring [48] au niveau des
lignes triples. Il est assez délicat en pratique d’obtenir des simulations numériques
quantitatives avec des modèles classiques de la littérature, ces modèles étant géné-
ralement d’ordre 1 et pas suffisamment précis pour bien approcher ces angles. Une
deuxième difficulté est que l’interface solide-vapeur est fixe alors que l’interface so-



3.1 3.1. Modèles multi-phases, ordre et mobilités 25

lide -liquide évolue lors de la croissance. Ce point a nécessité d’introduire une notion
de mobilité en considérant des mouvements par courbure moyenne multiphase où la
vitesse normale de l’interface Γi,j vérifie

V n
i,j = mi,jσi,jHi,j.

Il suffit alors d’imposer un choix de mobilité nulle mi,j = 0 pour figer l’interface Γi,j .
Nous avons ici adopté un point de vue métrique et non énergétique comme c’est gé-
néralement le cas dans les modèles champ de phase. Ces recherches ont abouti à la
rédaction des deux papiers [A3,A4].

Dans un premier article [A3], nous introduisons un modèle de champ de phase
d’ordre 2 qui se restreint à des jeux de mobilités pseudo-additives. Ce modèle est va-
lidé par la suite quantitativement en reproduisant une croissance de nanofil dans le
cas isotrope et en comparant la forme du pied avec celle obtenue théoriquement. Dans
un deuxième travail, nous exploitons la décomposition d’un jeu de coefficients de mo-
bilité quelconque comme une somme de jeux de mobilités pseudo-additives pour ob-
tenir un modèle d’Allen Cahn d’ordre 2 permettant de traiter très facilement toutes
sortes de mobilités.

Dans les approches classiques, voir par exemple le papier de référence de Garcke
et al [41], l’idée consiste généralement à intégrer la mobilité mi,j directement dans
l’énergie de Cahn-Hilliard. Des termes de diffusion de la forme

f(u,∇u) =
∑
i<j

mi,jσi,j |ui∇uj − uj∇ui|2

sont ainsi couplés avec les potentiels multi-puits de type

W(u) =
N∑

i,j=1,i<j

σi,j
mi,j

u2
iu

2
j +

∑
i<j<k

σi,j,ku
2
iu

2
ju

2
k.

Mais l’inconvénient d’une telle approche est que la taille des interfaces diffuses va
alors dépendre du coefficient de mobilité mi,j , limitant ainsi ces modèles à traiter le
cas de grandes variations dans les coefficients de mobilité.

Comme notre application concernait la modélisation de la croissance de nanofils,
nous avons restreint notre cadre de travail à des jeux de coefficients de tension de sur-
face additifs, σi,j = σi+σj , hypothèse toujours vérifiée lorsque le système est composé
de trois phases seulement. Nous nous sommes alors intéressés au système d’Allen
Cahn suivant

∂tui(x, t) = mi

[
σi

(
∆ui(x, t)−

1

ε2
W ′(ui(x, t))

)
+ λ(x, t)

√
2W (ui)

]
.

L’analyse asymptotique de ce système montre un modèle d’ordre 2 et dont la mobilité
mi,j du flot limite vérifie

1

mi,j

=
1

mi

+
1

mj

.
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On appelle par la suite mobilités "pseudo-additives", l’ensemble des jeux de mobilités
mi,j vérifiant une telle décomposition. A titre d’exemple (avec la convention 1

O+ =
+∞), il est par exemple possible d’utiliser ce modèle pour traiter le jeu de mobilités

(mLV ,mV S,mLS) = (1, 0, 0)

où la phase solide est fixe. En revanche, le jeumLV = mLS = 1 etmV S = 0 où seule l’in-
terface vapeur-solide est fixe, comme dans le cas du nanofil, n’est pas pseudo-additif.
Afin de traiter ces jeux de mobilités non additives, nous avons proposé dans l’article
[A3] un deuxième modèle où le système d’Allen est multiplié par une matrice de mo-
bilité. Nous n’avons pas retenu ce point de vue par la suite car ce modèle apparaît
d’ordre 1 seulement et pose de nombreuses difficultés numériques. Finalement, pour
revenir à la modélisation de croissance de nanofils, nous avons proposé d’utiliser une
approche quasi-statique associée au jeu de mobilités suivant

(mS,L,mL,V ,mV,S) =

(
δ

1 + δ
,
1

2
,

δ

1 + δ

)
,

qui repose sur l’hypothèse valable physiquement que l’interface liquide-vapeur évo-
lue beaucoup plus vite que les interfaces solide-liquide et solide-vapeur, permettant
ainsi d’obtenir un premier modèle de champ de phase reproduisant la croissance de
nanofils de manière quantitative. La figure (3.7) montre une simulation numérique 3D
obtenue avec notre approche.

FIGURE 3.7 – Exemple de simulation numérique de la croissance d’un nanofil obtenue
avec notre modèle quasi-statique de champ de phase. Chaque image représente les
différentes phases au cours des itérations. On observe ainsi la croissance du nanofil
guidée par la position de la goutte d’or.

Pour revenir au cas général de mobilités, nous avons proposé dans un travail plus
récent [A4] un modèle basé sur la décomposition des mobilités en une somme de P
jeux de mobilités additives :

mij =
P∑
p=1

mp
ij, où

1

mp
ij

=
1

mp
i

+
1

mp
j

.

Remarque 3. On notera qu’une telle décomposition est toujours possible à partir du moment
où les mobilités mi,j sont positives. Un choix canonique correspond d’ailleurs à utiliser

mij =
∑

1≤k<l≤N

mkl
ij , avec mkl

ij = δk(i)δk(j).
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En effet, il est possible de vérifier que

1

mkl
ij

=
1

mkl
i

+
1

mkl
j

, où mkl
i = 2mkl(δk(i) + δl(i)).

A partir de cette décomposition, nous en déduisons le modèle suivant en utilisant
une sorte homogénéisation en temps :

∂tui = m∗i

[
σi

(
∆ui −

1

ε2
W ′(ui)

)
+ λi

√
2W (ui)

]
,

où
— le coefficient m∗i vérifie

m∗i =
P∑
p=1

mp
i .

— le multiplicateur de Lagrange λi s’explicite sous la forme

λi =
1

m∗i

P∑
p=1

mp
i λ

p, avec λp = −

(∑N
k=1m

p
kσk
(
∆uεk − 1

ε2
W ′(uεk)

)∑N
k=1m

p
k

√
2W (uk)

)
.

L’étude asymptotique de ce système montre toujours un modèle de champ de phase
d’ordre 2 et dont la loi limite correspond parfaitement à la mobilité initiale mi,j . Ce
résultat permet en fin de compte de traiter toutes formes de mobilités tout en gar-
dant de bonnes propriétés de modélisation champ de phase. D’un point de vue nu-
mérique, ce système ne pose pas de problèmes supplémentaires avec un traitement
semi-implicite toujours en suivant l’idée de splitting convexe-concave. La figure (3.8)
présente trois exemples de simulations numériques obtenues avec un système d’éner-
gie isotrope mais en utilisant trois jeux de mobilités différents, dont un qui n’est pas
pseudo-additif.

3.2 Diffusion de surface et équation de Cahn-Hilliard

Nous avons par la suite continué à travailler avec A. Danescu et J. Penuelas dans
le cadre du projet ANR BEEP porté par J. Penuelas. Notre contribution concerne ici
l’approximation numérique du mouillage d’une gouttelette sur un support rugueux.
L’objectif était de comprendre comment optimiser la position des nanofils pour facili-
ter leur mouillage. Ces travaux ont aussi été effectués dans le cadre de la thèse de G.
Terii et du travail de postdoctorat d’A. Sengers.

Les modèles classiques de diffusion de surface s’obtiennent généralement à l’aide
du flot de gradient H−1 de l’énergie de Cahn-Hilliard. On obtient ainsi l’équation de
Cahn-Hilliard

ut = −∆(∆u− 1

ε2
W ′(u)).

Ce modèle garantit une conservation locale de la masse contrairement à l’utilisation
d’une équation d’Allen Cahn conservée dont la conservation du volume est seulement
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FIGURE 3.8 – Exemples numériques 3D avec des coefficients de tension de surface
homogène. Chaque ligne correspond respectivement à un jeu de coefficients de mobi-
lités donné par (m12,m13,m23) = (1, 1, 1), (m12,m13,m23) = (1, 1, 0) et (m12,m13,m23) =
(0, 1, 0). Les images représentent les lignes de niveau 1/2 de u1 en rouge et de u2 en
vert.
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globale et semble moins coller à la physique du mouillage. Les méthodes numériques
permettant d’intégrer des angles de contact suivant la loi de Young s’effectuent généra-
lement en rajoutant des conditions de Neumann non linéaires, ou encore des énergies
de surface sur le bord du domaine de calcul [21, 68].

L’idée de départ de ce travail était d’essayer d’adapter l’approche développée pré-
cédemment sur les systèmes d’Allen Cahn avec une mobilité nulle sur la phase solide
afin de la fixer. On rappelle que l’avantage de cette approche est de traiter les angles
de contact de manière implicite directement dans l’énergie de Cahn-Hilliard sans avoir
besoin d’introduire des conditions de bord supplémentaires. Nous nous sommes donc
naturellement intéressés à la version suivante du système de Cahn-Hilliard

∂tui(x, t) = −mi∆

[
σi

(
∆ui(x, t)−

1

ε2
W ′(ui(x, t))

)
+ λ(x, t)

]
,

où le terme λ représente toujours le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte
de partition

∑
i ui = 1. Mais, contrairement au système d’Allen-Cahn, l’aspect non

local du flot limite de l’équation de Cahn-Hilliard rend l’étude asymptotique d’un tel
système assez délicate. Il n’existe pas d’ailleurs à ma connaissance de tel résultat même
dans le cas formel, sans mobilité et avec des coefficients de tension de surface σi,j ho-
mogènes.

3.2.1 Cas d’un modèle biphasique

On rappelle que, dans le cas de l’équation de Cahn-Hilliard à deux phases, le flot
limite est donné par le modèle de Hele-Shaw [20, 63, 54] où la vitesse normale de
l’interface vérifie

V n = ∂nv,

avec v solution de l’équation {
∆v = 0 dans Q \ ∂Ω,

v = H pour x ∈ ∂Ω,

où H désigne la courbure moyenne à l’interface ∂Ω. Ce flot limite est donc légèrement
différent d’un flot par diffusion de surface où la vitesse normale s’écrit

V n = ∆sH.

Une méthode qui permet de retrouver le bon flot limite est par exemple de consi-
dérer une variante avec mobilité dégénérée :

ut = div

(
M(u)∇

(
∆u− 1

ε2
W ′(u)

))
, (3.2)

où la fonction de mobilité M permet ainsi d’éviter des transferts de matières entre
deux gouttelettes. Ce modèle est toujours variationnel et s’obtient comme le flot H−1

de l’énergie de Cahn-Hilliard par rapport à la nouvelle métrique

µ 7→ 1

2

ˆ
M(u)|∇µ|2dx.
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L’analyse asymptotique de l’équation (3.2) dans le cas où M(s) = s2(1 − s)2 montre
que la solution u est de la forme

uε(t) = q

(
dist(x,Ωε(t))

ε

)
+O(ε)

avec le flot limite qui s’identifie à

Vn = cW cM∆ΓH.

Les deux constantes cM et cW dépendent de W et M et s’écrivent cW =
´

(q′(z))2dz et
cM =

´ M(z)
q(z)(1−q(z))dz.

Remarque 4. L’analyse menée dans l’article [46] a montré l’importance d’avoir une mobilité
doublement dégénérée en s = 0 et s = 1. En effet, l’utilisation d’une mobilité simplement
dégénérée comme c’est le cas avec M(s) = s(1− s) conduit à un flot limite de la forme

Vn = cW cM∆ΓH ± c2
W cMH∇nH,

où un terme parasite apparaît à l’ordre 0.

Par la suite, nous avons cherché à corriger l’ordre de ce modèle qui pose des diffi-
cultés lorsque l’on considère des évolutions de structures fines. Nous nous sommes
alors intéressés à une nouvelle variante que nous avons introduite, variante de la
forme

ut = N(u) div

(
M(u)∇N(u)

(
∆u− 1

ε2
W ′(u)

))
, (3.3)

et qui généralise le modèle de départ. Comme précédemment, ce modèle reste varia-
tionnel et s’obtient comme le flot H−1 de l’énergie de Cahn-Hilliard par rapport à la
nouvelle métrique

µ 7→ 1

2

ˆ
M(u)|N(u)∇µ|2dx.

En revanche, l’étude asymptotique présentée dans l’article [A10] montre que siN(u) =

1/
√
M(u) et M(u) = W (u), alors le modèle converge bien à l’ordre 2

uε = q

(
dist(x,Ωε(t))

ε

)
+O(ε2,

vers le flot de diffusion de surface suivant

Vn =
cW cM
c2
N

∆ΓH +O(ε),

où la constante cN s’écrit cN =
´ q′(z)

N(q(z))
dz.

D’un point de vue numérique, le traitement des termes de mobilitéM etN pose un
certain nombre de difficultés avec des approches splitting-Fourier car ils conduisent
à des termes de diffusion non homogènes en espace et singuliers. Nous avons donc
développé de nouveaux schémas numériques très efficaces où l’idée était de reprendre



3.2 3.2. Diffusion de surface et équation de Cahn-Hilliard 31

le splitting convexe-concave en l’appliquant aussi sur la métrique J . Plus précisément,
nos modèles de type Cahn-Hilliard peuvent se mettre sous la forme{

ut = −∇Ju(µ),

µ = ∇Pε(u),

où

Ju(µ) =

{
1
2

´
M(u)|∇µ|2dx dans le cas du modèle (3.2),

1
2

´
M(u)|N(u)∇µ|2dx, dans le cas du modèle (3.3).

L’idée est alors de traiter le terme ∇Ju(µ) de manière semi-implicite qui s’obtient à
l’aide d’une décomposition convexe-concave de Ju. Les termes traités explicitement
dérivent alors de la partie concave de cette décomposition afin de conserver un contrôle
sur la métrique Ju.

Dans le cas du modèle (3.2), on a ainsi la décomposition suivante

Ju(µ) =
1

2

ˆ
m|∇µ|2dx+

1

2

ˆ
(M(u)−m)|∇µ|2dx,

où la partie de droite, correspondant aux parties explicites, est concave pour m ≥
sups{M(s)}). Le cas du deuxième modèle, bien que plus complexe, est assez similaire
et s’implémente en considérant le splitting suivant

Ju(µ) =
1

2

ˆ
Q

m|∇µ|2 + βµ2dx+
1

2

ˆ
M(u)|N(u)∇µ|2 −m|∇µ|2 − βµ2dx,

où les paramètres m et β doivent être suffisamment grands pour assurer la concavité
du terme de droite.

Dans les deux cas, l’idée est aussi de faire apparaître des opérateurs homogènes en
espace dans la partie implicite afin de pouvoir les traiter efficacement dans l’espace
de Fourier. En ce qui concerne le schéma numérique, le second modèle conduit par
exemple à la résolution d’un système de la forme{

(un+1 − un)/δt = m∆µn+1 − βµn+1 +H(un, µn)

µn+1 =
(
−∆un+1 + α

ε2
un+1

)
+
(

1
ε2

(W ′(un)− αun)
)
,

où
H(un, µn) = N(un) div((M(un)∇(N(un)µn))−m∆µn + βµn.

La solution un correspond ici à l’approximation de u à l’instant tn = nδt. Nous obte-
nons ainsi des schémas numériques très simples, inconditionnellement stables en pra-
tique et dont les solutions s’obtiennent avec une transformée de Fourier rapide sans
avoir recours à la résolution de systèmes linéaires. Notons que bien que les termes de
mobilités soient dégénérés et singuliers, nous arrivons numériquement à obtenir très
facilement des expériences numériques en dimension 3 comme celles illustrées à la
figure (3.9).
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FIGURE 3.9 – Exemples de simulations numériques 3D de diffusion de surface obte-
nues avec le modèle de Cahn-Hilliard (3.3) à double mobilités M et N . La première
ligne correspond à l’évolution d’une plaque fine qui démouille et converge vers une
union de petites sphères. La deuxième ligne correspond à l’évolution par diffusion de
surface d’un tube fin et là encore, on observe un démouillage vers 5 sphères.

3.2.2 Cas de modèles multiphases

Le démouillage d’une phase liquide sur une surface solide entourées d’air peut être
simulée en utilisant un système multiphase de type MCH

∂tui(x, t) = −mi div

[
M(ui)∇

[
σi

(
∆ui(x, t)−

1

ε2
W ′(ui(x, t))

)
+ λ(x, t)

]]
.

ou NMNCH

∂tui(x, t) = −mi div

[
M(ui)∇N(ui)

[
σi

(
∆ui(x, t)−

1

ε2
W ′(ui(x, t))

)
+ λ(x, t)

]]
.

Il suffit alors d’appliquer ces modèles en considérant un modèle à trois phases (Li-
quide, Vapeur et Solide), tout en fixant la phase Solide par un choix des coefficients de
mobilités mSL = mSV = 0.
Nous avons étudié dans [A11] le flot limite de ces modèles et montré que la loi limite
de la vitesse normale de l’interface Γi,j vérifie dans les deux cas

V n
ij = mi,jσi,jHi,j.

avec σi,j = σi+σj ,m−1
i,j = m−1

i +m−1
j etHi,j correspond à la courbure moyenne à l’inter-

face Γi,j . Concernant les ordres d’approximation, on retrouve les mêmes résultats que
dans le cas biphasique avec un ordre 1 pour le MCH et 2 pour le modèle NMNCH.

D’un point de vue numérique, ces modèles ne posent pas vraiment de difficul-
tés supplémentaires par rapport aux systèmes biphasiques précédents. Le seul point à
souligner concerne le traitement du multiplicateur de Lagrange λ associé à la contrainte∑
ui = 1. Ici nous avons fait le choix d’un traitement implicite où l’estimation du mul-

tiplicateur λn+1 nécessite la résolution d’une équation homogène supplémentaire afin
de vérifier exactement la contrainte

∑
un+1
i = 1 à l’instant n + 1. Des expériences nu-

mériques réalisées avec cette approche sont présentées à la figure (3.10) et permettent
d’observer clairement l’influence de la rugosité de la phase solide sur la dynamique
de démouillage.
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FIGURE 3.10 – Exemples de simulations numériques 3D du démouillage d’un tube li-
quide sur une surface solide plus ou moins rugueuse en utilisant le modèle multiphase
NMNCH. Chaque ligne correspond à un choix particulier de rugosité et on affiche les
différentes phases à différents instants t au cours des itérations. On observe bien l’in-
fluence de la surface solide sur la forme finale.

3.3 Energie de Willmore et applications

C’est à la suite de ma soutenance de thèse que j’ai commencé à travailler avec E.
Oudet et J.O Lachaud sur l’utilisation de l’énergie de Willmore pour régulariser des
ensembles pixelisés. Rappelons que l’énergie de Willmore d’une surface est l’intégrale
du carré de sa courbure moyenne.

3.3.1 Approximation d’objets pixelisés

L’idée était alors de comparer trois méthodes différentes, dont une approche ba-
sée sur les méthodes de champ de phase. La méthode, illustrée dans la figure (3.11),
revenait

Ω1

Ω2

FIGURE 3.11 – Régularisation d’objet pixelisé en utilisant l’énergie de Willmore
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à minimiser l’énergie de Willmore

W(Ω) =

ˆ
∂Ω

H2dσ,

sous une contrainte d’inclusion-exclusion Ωint ⊂ Ω ⊂ Ωext, où les domaines Ωint et Ωext

sont déduits directement de l’ensemble pixelisé.

D’un point de vue modélisation numérique, je m’étais déjà intéressé dans mes tra-
vaux de thèse à ce type de contraintes d’inclusion-exclusion et j’avais montré (voir
article [A22]) que l’utilisation de potentiels pénalisés permettait de gagner un ordre
d’approximation par rapport à des contraintes de bord de type Dirichlet. Cette ap-
proche semblait alors assez intéressante pour notre application où la zone d’évolution
de l’interface est relativement fine. Nous avons donc naturellement repris cette idée en
l’appliquant à une énergie de Willmore. Ce travail a conduit à considérer une énergie
de la forme

Wε(u) =
1

2ε

ˆ
Q

(
ε∆u− 1

ε
W ′

Ωint,Ωext
(u)

)2

dx

où WΩint,Ωext est le même potentiel pénalisé que celui proposé dans l’article [A22] et
qui s’obtient simplement en relevant les puits du potentiel de base dans les différentes
zones afin de forcer l’une des deux phases.

Bien que cette méthode ait montré des premiers résultats assez convaincants comme
l’illustre la figure (3.12), elle peut être grandement améliorée en remplaçant l’utilisa-
tion de potentiels pénalisés par des contraintes linéaires de la forme uεint ≤ u ≤ uεext. En
effet, les deux fonctions de champ de phase uεint et uεext se déduisent très simplement
des ensembles Ωint et Ωext suivant la formule suivante :

uεint = q

(
dist(x,Ωint)

ε

)
et uεext = q

(
dist(x,Ωext)

ε

)
.

et permettent de vérifier facilement la contrainte initiale Ωint ⊂ Ω ⊂ Ωext. C’est cette
approche que nous développerons par la suite.

FIGURE 3.12 – Exemple d’objet pixelisé et sa régularisation obtenue en minimisant
l’énergie de Willmore sous contrainte d’inclusion-exclusion.
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D’un point de vue numérique, la minimisation deWε est assez délicate par rapport
à l’énergie de Cahn-Hilliard. Une explication est que le flot limite fait intervenir des
termes d’ordre 2 dans le développement asymptotique des solutions u de l’équation
et nécessitent donc d’être pris soigneusement en compte si on souhaite approcher cor-
rectement le flot de Willmore.

Dans l’article [A22], nous avions proposé une approche semi-implicite en trai-
tant de manière implicite uniquement le terme d’ordre supérieur, c’est à dire le bi-
Laplacien. Mais par la suite, une méthode purement implicite basée sur un point fixe
et étudiée dans l’article [A23] permet de capter plus précisément le flot de Willmore.
Enfin, une approche convexe-concave à la Eyre a été testée et permet aussi d’obtenir un
algorithme plus simple, plus efficace et inconditionnellement stable pour minimiser ce
type d’énergie. L’idée consiste à utiliser le splitting suivant

Wε(u) =
1

2ε

ˆ
Q

(
ε∆u− 1

ε
W ′(u)

)2

dx =
1

2

ˆ
Q

α(∆u)2 + β|∇u|2 + γu2dx

+
1

2

ˆ
Q

1

ε

(
ε∆u− 1

ε
W ′(u)

)2

− (α(∆u)2 + β|∇u|2 + γu2)dx.

Ainsi, sous des hypothèses de régularité sur u, il est possible de montrer que le dernier
terme associé au traitement explicite est bien concave à partir du moment où (α, β, γ)
sont suffisamment grands. Plus récemment, nous avons aussi remarqué que l’équation
de Willmore version champ de phase

des

{
ε2∂tu = ∆µ− 1

ε2
W ′′(u)µ

µ = W ′(u)− ε2∆u,

pouvait aussi s’obtenir comme le flot de l’énergie de Cahn-Hilliard par rapport à la
métrique

Ju(µ) =

ˆ
Q

1

2
|∇µ|2 +

1

2ε2
W ′′(u)µ2dx,

et ainsi réutiliser les approches développées précédemment pour les équations de
Cahn-Hilliard afin d’obtenir des schémas numériques très simples et efficaces.

3.3.2 Approximation de champ de phase du flot de Willmore

Lorsque que je suis arrivé à Lyon en 2011, l’énergie de Willmore représentait un
sujet de recherche en commun avec S. Masnou. L’idée initiale était de comprendre les
nuances entre les différents modèles de champ de phase qui approchent l’énergie Will-
more et plus particulièrement, d’identifier leur comportement après l’apparition de
premières singularités. Ce travail s’inscrivait aussi naturellement dans le projet ANR
GEOMETRYA, ce qui a grandement facilité notre collaboration.

On rappelle que la conjecture de De Giorgi [31] est reliée à la Γ-convergence deWε

et notamment à l’identification de sa limite dans le cas singulier. L’existence de solu-
tions singulières [29] de l’équation d’Allen Cahn montre que celle-ci ne peut pas être
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identifiée à la relaxée L1 deW . D’un autre coté, son identification nécessite aussi d’être
capable de classifier toutes les solutions de l’équation d’Allen Cahn.

Dans l’article [A5], nous nous sommes intéressés aux différents flots des principales
énergies de champ de phase qui approchent l’énergie de Willmore. Parmi ces énergies,
on retrouve notamment

— Le modèle classique [10, 67, 9, 57, 65, 58] en dimension d ≥ 2

Wε(u) =
1

2ε

ˆ
Q

(
ε∆u− W ′(u)

ε

)2

dx

— L’approximation de Bellettini [8], en dimension d ≥ 2

WBe
ε (u) =

1

2

ˆ
Q\{|∇u|=0}

(| div
∇u
|∇u|

|2)(
ε

2
|∇u|2 +

W (u)

ε
)dx

— L’approximation de Mugnai [12] en dimension d = 2

WMu
ε (u) =

1

2ε

ˆ
Ω

∣∣∣∣ε∇2u− W ′(u)

ε

∇u
|∇u|

⊗ ∇u
|∇u|

∣∣∣∣2 dx
— L’approximation de Esedoglu-Rätz-Röger [34] en dimension d ≥ 2

WEsRäRö
ε (u) =

1

2ε

ˆ
Q

(
ε∆u− W ′(u)

ε

)2

dx

+
1

2ε1+α

ˆ
Q

(ε∆u− W ′(u)

ε
− (ε|∇u|

√
2W (u))

1
2 div

∇u
|∇u|

)2dx.

Toutes ces énergies, à l’exception de l’énergie classique, Γ-convergent vers la relaxée
L1 de Willmore. D’un point de vue flot, il est aussi intéressant de comparer le cas
classique {

ε2∂tu = ∆µ− 1
ε2
W ′′(u)µ

µ = W ′(u)− ε2∆u,

du cas de l’approximation de Mugnai{
ε2∂tu = ∆µ− 1

ε2
W ′′(u)µ+W ′(u)B(u)

µ = 1
ε2
W ′(u)−∆u,

où la différence tient essentiellement dans la présence du terme W ′(u)B(u) où

B(u) = div

(
div

(
∇u
|∇u|

)
∇u
|∇u|

)
− div

(
∇
(
∇u
|∇u|

)
∇u
|∇u|

)
.

On remarque alors que ce terme agit uniquement lorsque deux interfaces deviennent
trop proches l’une de l’autre.

Remarque 5. Nous nous intéresserons ultérieurement, en décrivant les travaux de thèse de
C.K Huang, à l’utilisation d’une variante de ce terme pour retrouver le squelette de l’ensemble
Ω et forcer ainsi la conservation de la topologie au cours d’une évolution par courbure moyenne.
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Pour revenir au développement asymptotique de ces deux modèles, on retrouve
dans le premier cas une vitesse normale de l’interface égale à

V n = ∆ΓH −
1

2
H3 +H‖A‖2,

alors que dans le cas de l’approximation de Mugnai, cette même vitesse s’identifie à

V n = ∆ΓH +
∑
i

κ3
i −

1

2
‖A‖2H.

Ici, H , A, κi et ∆Γ représentent respectivement la courbure moyenne, la seconde forme
fondamentale, les courbures principales et le Laplacien surfacique sur l’interface. On
peut alors observer que ces deux flots, bien qu’ayant des expressions différentes, sont
bien identiques dans le cas de la dimension 2 mais aussi 3. Dans le cas régulier, ces
deux modèles se comportent donc de manière analogue. En revanche, la différence
est notable dans le cas singulier où le modèle classique autorise les croisements d’in-
terfaces, alors que le terme B(u) du modèle de Mugnai a tendance à repousser deux
interfaces qui se rapprochent à une distance inférieure à ε. La figure (3.13) présente
un exemple d’approximation numérique du flot obtenu avec le modèle classique où
l’initialisation est donnée par deux cercles disjoints qui se rejoignent par la suite pour
former un huit.
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FIGURE 3.13 – Exemple de flot de Willmore singulier approché par le modèle classique
de champ de phase. L’ensemble de départ correspond à l’union de deux disques dis-
joints, qui grossissent jusqu’à se toucher et former une singularité. L’évolution conti-
nue ensuite en formant un huit où l’on observe clairement un croisement d’interfaces
stable.

Ces simulations numériques ont été obtenues avec un schéma numérique implicite
dont la solution est approchée à l’aide d’un point fixe couplé à une approche spectrale.
Ce schéma nous a aussi permis de retrouver des surfaces critiques de l’énergie de Will-
more comme par exemple le tore de Clifford et d’autres surfaces de Lawson-Kusner
[55]. Ces expériences numériques, présentées à la figure (3.14), témoignent aussi im-
plicitement de la fiabilité de nos schémas numériques pour ce type de minimisation.
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FIGURE 3.14 – Exemple d’expériences numériques obtenues avec le modèle classique
et qui permettent de retrouver le tore de Clifford et d’autres surfaces de Lawson-
Kusner. Chaque image montre la solution stationnaire obtenue à partir de différentes
conditions initiales. Par exemple, dans le cas de la première image, nous avons pris
comme condition initiale un tore qui a ensuite évolué vers le tore de Clifford.

3.3.3 Reconstruction à partir d’un ensemble de coupes

Nous nous sommes ensuite intéressés dans le cadre de la thèse F. Dayrens, voir
aussi l’article [A6], à des problèmes de reconstruction 3D pour le post-traitement d’images
issues d’IRM. Plus précisément, les images issues d’IRM représentent une collection
de coupes planes d’un milieu donné comme sur la figure (3.15). L’idée était alors de
proposer une reconstruction 3D de l’ensemble avec comme objectif d’être capable de
réussir à connecter les structures fines entre les différentes coupes et retrouver ainsi
des topologies complexes. La figure (3.16) présente un exemple d’empilement de seg-
mentations 2D de la matière blanche obtenues à partir de chacune des images de (3.15).

FIGURE 3.15 – Exemple d’images provenant d’une IRM d’un cerveau d’un enfant d’un
an. Chaque image représente une coupe horizontale du cerveau.

Comment obtenir une reconstruction 3D raisonnable? Le point de départ était de
reprendre un peu l’idée de la régularisation d’objets pixelisés en minimisant un cri-
tère géométrique comme le périmètre ou l’énergie de Willmore sous une contrainte
d’inclusion-exclusion de type

Ω1 ⊂ Ω ⊂ Ωc
2.

La difficulté supplémentaire réside ici dans le fait que les ensembles Ω1 et Ω2 sont
maintenant de codimension 1 et forment ainsi des ensembles fins. Nous nous sommes
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FIGURE 3.16 – Segmentation 2D de la matière blanche à partir des images de (3.15).
Chaque figure représente une vue différente de l’ensemble constitué de la partie
blanche de chaque coupe. A noter qu’il est assez difficile d’observer à partir de ces
trois images la structure 3D de la partie blanche du cerveau.

d’abord concentrés sur un résultat de Γ-convergence uniquement dans le cas du péri-
mètre. Pour ce faire, nous avons introduit un périmètre pénalisé de la forme

PΩ1,Ω2(Ω) =

{
P (Ω) si Ω1 ⊂ Ω ⊂ Ωc

2,

+∞ sinon,

et montré que son enveloppe semi-continue inférieure pour la topologie L1 des fonc-
tions caractéristiques s’identifie à

PΩ1,Ω2(Ω) = P (Ω) + 2Hn−1(Ω0 ∩ Ω1) + 2Hn−1(Ω1 ∩ Ω2).

Dans sa version champ de phase, ce problème d’optimisation revient alors à mini-
miser l’énergie de Cahn-Hilliard pénalisée suivante

Pε,u1,ε,u2,ε(u) =

{´
ε|∇u|2 + 1

ε
W ′(u)dx si u1,ε ≤ u ≤ 1− u2,ε

+∞ sinon.
,

Ici, les fonctions champ de phase u1,ε et u2,ε sont toujours définies par

u1,ε = q

(
dist(x,Ω1)

ε

)
et u2,ε = q

(
dist(x,Ω2)

ε

)
Malheureusement, l’étude de la Γ-convergence de Pε,u1,ε,u2,ε montre que la limite

s’identifie à
P ∗Ω1,Ω2

(Ω) = P (Ω) +Hn−1(Ω0 ∩ Ω1) +Hn−1(Ω1 ∩ Ω2),

une limite légèrement différente de la relaxée PΩ1,Ω2 du problème de départ. La consé-
quence pratique de ce résultat est que les formes optimales qui minimisent le péri-
mètre pénalisé Pε,u1,ε,u2,ε ne satisfont pas en général la contrainte d’inclusion-exclusion
à la limite quand ε→ 0. Il est en effet moins coûteux de ne pas la respecter.

Pour retrouver l’objectif initial qui consiste à trouver les minimums de PΩ1,Ω2 , il a
donc été nécessaire de proposer une version épaissie du problème. L’idée est alors de
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minimiser l’énergie de Cahn-Hilliard Pε,ue1,ε,ue2,ε , avec pour contrainte uei,ε = q
(
dist(x,Ωi,εα )

ε

)
,

où l’ensemble Ωi,εα s’obtient en élargissant l’ensemble de départ Ωi d’une grandeur ca-
ractéristique de l’ordre de εα. Avec cette nouvelle version, nous avons réussi à montrer
un résultat de Γ-convergence de Pε,ue1,ε,ue2,ε vers PΩ1,Ω2 à une constante multiplicative
près lorsque α < 1.

D’un point de vue numérique, nous avons testé différentes reconstructions obte-
nues en minimisant les versions champ de phase du périmètre pénalisé mais aussi le
cas de l’énergie de Willmore pénalisée à l’aide d’un modèle classique. La figure (3.17)
présente un tel résultat. A noter que la reconstruction obtenue avec l’énergie de Will-
more semble ici la plus naturelle. C’est cette approche que nous utilisons pour traiter le
cas des images d’IRM, dont un exemple de reconstruction est donné à la figure (3.18).

FIGURE 3.17 – Exemples de reconstruction en utilisant un périmètre pénalisé (figure du
milieu) et l’énergie de Willmore. (figure de droite). La première figure représente les
contraintes d’inclusion. L’énergie de Willmore semble ici fournir une reconstruction
assez naturelle de l’ensemble de départ.

FIGURE 3.18 – Reconstruction de la matière blanche du cerveau obtenue en minimi-
sant l’énergie de Willmore sous contrainte d’inclusion-exclusion définie par les don-
nées illustrées à la figure (3.16). Chaque image représente une vue différente de cette
reconstruction. On arrive à bien identifier la structure topologique de l’ensemble.
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3.4 Problèmes de Steiner et Plateau

C’est une nouvelle fois dans le cadre du projet d’ANR GEOMETRYA que j’ai com-
mencé à entendre parler d’approximations par méthode de champ de phase des pro-
blèmes de Steiner [44] et de Plateau [30]. Rappelons que le problème de Steiner consiste
à trouver l’ensemble compact de longueur minimale qui connecte un ensemble de
points xi ∈ Rd donnés. Concernant le problème de Plateau, l’objectif est de détermi-
ner une surface minimale s’appuyant sur un bord donné Γ. La figure (3.19) présente
des exemples de solutions numériques de ces deux problèmes obtenues à l’aide de
méthode de champ de phase.

FIGURE 3.19 – Problème de Plateau et de Steiner : exemples d’approximations numé-
riques obtenues avec une approche de champ de phase. Sur chaque image, la surface
minimale est tracée en rouge et la donnée de bord en bleu. La première image cor-
respond à la solution de Steiner en 3D associée aux sommets du cube. La deuxième
image présente une solution du problème de Plateau lisse mais non orientée. La troi-
sième image présente une solution du problème de Plateau non régulière avec une
ligne triple.

Dans le cas du problème de Steiner en dimension 2, un premier modèle [53, 17]
a été introduit par A. Lemenant, F. Santambrogio et M. Bonnivard qui propose de
coupler une énergie de type Cahn-Hilliard avec un terme forçant la connexité de l’en-
semble. E. Oudet s’est de son côté intéressé [15] à une relaxation convexe du problème
permettant ainsi de retrouver des combinaisons linéaires de plusieurs solutions à la
fois, et d’éviter ainsi les minimums locaux, nombreux pour ces problèmes. Enfin, A.
Chambolle, B. Merlet et L. Ferrari ont étudié une version champ de phase dans le cadre
des courants [22, 23], une version capable de traiter à la fois des problèmes de Steiner
et de Plateau en dimension quelconque. Ce modèle a été testé en dimension 2 [22] et
permet de bien retrouver les solutions classiques du problème de Steiner dans le cas
d’un petit nombre de points. En revanche, l’approche numérique utilisée, basée sur
une discrétisation du problème par éléments finis, s’avère assez complexe en dimen-
sion 3. Un projet de collaboration en perspective avec S. Masnou et B. Merlet concerne
le développement d’une approche Fourier avec un traitement implicite des contraintes
"courant" exploitant encore une fois l’idée d’un splitting convexe-concave. Ce schéma
permet d’obtenir de jolies solutions numériques du problème Plateau en dimension
3 comme l’illustre la figure (3.20). L’idée est maintenant de chercher à étendre ce pre-
mier modèle pour traiter le cas de surfaces non orientable ou encore le cas de bords
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incomplets. Ce travail n’étant pas encore suffisamment abouti pour l’instant, je préfère
ne pas l’aborder davantage dans ce rapport de synthèse.

FIGURE 3.20 – Exemples d’approximations numériques du problème de Plateau obte-
nues avec le modèle d’A. Chambolle, de B. Merlet et de L. Ferrari. Sur chaque image,
nous traçons en rouge les données de bord et en vert la surface minimale estimée
numériquement. En particulier, il est possible de traiter un certain nombre de configu-
rations, notamment le cas de surfaces non orientables comme sur la troisième figure
avec le ruban de Möbius.

3.4.1 Problème de Steiner et contrainte de connexité

Pour revenir au modèle d’A. Lemenant, F. Santambrogio et M. Bonnivard, l’idée
est de coupler une énergie de type Ambrosio-Tortorelli [3]

Pε(u) =

ˆ
Q

ε|∇u|2 +
1

ε
(1− u)2dx,

avec un terme de distance géodésique pondéré

D(w; a, b) := inf
Γ:a b

ˆ
Γ

w dH1 ∈ [0,+∞],

pour obtenir un modèle final de la forme

Fε(u) = Pε(u) +
1

λε

N∑
i=1

D(u2 + δε;x0, xi).

Ici, les paramètres λε et δε sont supposés converger vers 0 lorsque ε→ 0. Intuitivement,
lorsque ε → 0, le terme géodésique converge vers la distance à un ensemble compact
K,

D(u2
ε + δε;x0, ·)→ dK(·),

qui connecte bien les points {xi} donnés et le terme d’Ambrosio-Tortorelli permet d’en
mesurer la longueur. Des approximations numériques des solutions du problème de
Steiner s’obtiennent ainsi en minimisant la fonctionnelle Fε et des tests avec trois et
quatre points [53, 17] illustrent le potentiel de ce modèle.
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J’ai par la suite commencé à travailler avec A. Lemenant et M. Bonnivard dans
l’idée de proposer des variantes à leur modèle afin d’obtenir des solutions numériques
plus fiables dans le cas d’un grand nombre de points en dimension 2 et 3.

Une première correction vient d’un manque de régularité des solutions uε du pro-
blème d’optimisation dont l’étude est proposée dans l’article [16]. La conséquence
pratique est une forte variabilité des solutions en fonction de la discrétisation nu-
mérique spatiale utilisée. Nous avons donc proposé d’utiliser une variante du terme
d’Ambrosio-Tortorelli [19] qui consiste à rajouter de la régularité en dimension 2 en
remplaçant le gradient par un Laplacien :

Pε(u) =

ˆ
Q

ε3|∆u|2 +
1

ε
(1− u)2dx.

L’avantage est que ce Laplacien permet aussi de rajouter suffisamment de compacité
pour traiter le cas de la dimension 3.

Une autre difficulté numérique vient du traitement du terme géodésique qui fait
intervenir le gradient d’une distance géodésique pondéré rapport à son propre poids
de pondération. Afin d’éviter l’apparition d’effets anisotropes dans les solutions nu-
mériques, nous avons proposé de relaxer ce terme en introduisant la fonctionnelle

Eε(u,γ) := Pε(u) +
1

λε

N∑
i=1

ˆ
Γ(γi)

(δε + u2) dH1,

où γi ∈ P(x0, xi) :=
{
γ ∈ Lip([0, 1]; Ω0) : γ(0) = x0 et γ(1) = xi

}
. L’intérêt que les gra-

dients de la fonctionnelleEε par rapport aux variables u et γ sont maintenant explicites
et plus simple à estimer numériquement. D’un autre coté, il ressort que

Fε(u) = inf
γi∈P(x0,xi)

Eε(u, γ).

Un autre point est que le flot de gradient L2 de Eε(u,γ) fait intervenir un terme sin-
gulier qui nécessite d’être régularisé pour faciliter son traitement. Nous avons ainsi
considéré la variante suivante

1

λε

ˆ
Q

ωε[γ](δε + u2) dx, où ωε[γ] =
N∑
i=1

(ρεα ∗ H1|Γ(γi)),

où le noyau de régularisation ρεα est d’une taille caractéristique εα.
Enfin, le cas d’un grand nombre de points a aussi nécessité de remplacer le poids

ωε[γ] par ωεmax[γ] dont l’expression est donnée avec

ωεmax[γ] = MaxNi=1

{
ρεα ∗ H1|Γ(γi)

}
,

Ici, l’idée revient à ne compter qu’une seule contribution lorsque plusieurs géodé-
siques passent au même endroit. Cette variante permet en particulier d’observer en
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pratique une meilleure homogénéité de la forme de la solution numérique autour de
l’ensemble de Steiner K.

L’étude de toutes ces variantes a été publiée dans l’article [A8], où nous montrons
notamment un résultat de Γ-convergence en dimensions d = 2 et d = 3 de l’énergie

Gε(u) =

ˆ
Q

ε5−d|∆u|2 +
(1− u)2

εd−1
dx+

1

λε

ˆ
K

(u2 + δε)dH1

vers la longueur de K à un coefficient multiplicatif près. Ici, il n’était pas évident que
l’utilisation du Laplacien ne rajoute pas un coût énergétique aux extrémités du seg-
ment. La preuve de Γ-convergence a ainsi nécessité d’expliciter en dimensions 2 et 3
les profils optimaux associés et de vérifier des estimations de décroissance exponen-
tielle de leurs dérivées.

D’un point de vue numérique, nous expliquons aussi dans ce travail comment dis-
crétiser efficacement le flot de gradient de Eε toujours en gardant en tête une approche
semi-implicite basée sur un splitting convexe-concave et des traitements spectraux des
termes implicites. La régularisation du terme géodésique a aussi un intérêt purement
numérique car il permet de contrôler et de stabiliser les termes explicites. L’apport des
différentes corrections a ainsi permis d’obtenir un modèle de champ de phase efficace
en dimensions 2 et 3 comme l’illustrent les expériences numériques présentées aux
figures (3.21) et (3.22).

FIGURE 3.21 – Expérience numérique pour le problème de Steiner avec cinquante
points en 2D : solutions obtenues au cours des itérations pour différentes valeurs de ε.
On observe ici la convergence lorsque ε→ 0 de la fonction de champ de phase vers la
solution de Steiner du problème.

FIGURE 3.22 – Expérience numérique pour le problème de Steiner avec huit points en
3D : solutions obtenues au cours des itérations pour différentes valeurs de ε.
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3.4.2 Equation d’Allen Cahn et contrainte de topologie

A la suite de ce travail, nous avons essayé avec S. Masnou et C.K. Huang dans le
cadre de la thèse de ce dernier d’imposer une contrainte de connexité sans utiliser de
termes géodésiques mais plutôt en forçant l’ensemble à conserver toujours la même
topologie au cours des itérations. L’idée était donc de s’inspirer du terme

B(u) = div

(
div

(
∇u
|∇u|

)
∇u
|∇u|

)
− div

(
∇
(
∇u
|∇u|

)
∇u
|∇u|

)
.

qui apparaît dans le flot de Willmore version Mugnai et dont le support est inclus dans
le squelette de Ω lorsque u est un profil de champ de phase u = q (dist(x,Ω)/ε). Plus
précisément, nous nous sommes intéressés à une équation d’Allen-Cahn de la forme

∂tu = ∆u− W ′(u)

ε2
(1 + fσ),

dont le flot limite est donné par la loi

Vn = H +
∇fσ · n

2(1 + fσ)
.

Il s’agit alors de déterminer un terme de forçage fσ, localisé uniquement sur le sque-
lette de Ω et suffisamment important pour empêcher tout changement de topologie
lors d’une évolution par courbure moyenne. Cette stratégie nous a conduits à analyser
les propriétés du terme de saut suivant

Snσ = (∇nσ nσ) · nσ,

où nσ est la régularisée de la normale n à un ensemble Ω, définie en appliquant un
noyau de convolution kσ de taille caractéristique σ à n. Plus précisément, nous avons
démontré que si n est un champ normal de classe SBV (Ω, SN−1) et si l’ensemble de
discontinuités de n noté Σ est de classe C1 et orienté par ν, alors

Snσ → 1

12
|[n]|2〈[n], ν〉 dsΣ dans D′(Ω) lorsque σ → 0.

où le terme dsΣ désigne la mesure de volume de Σ. Ce résultat suggère en particulier
que l’équation d’Allen-Cahn

∂tu = ∆u− W ′(u)

ε2
(1 + fσu ), (3.4)

perturbée avec un terme fσ de la forme

fσu = c (kσ ∗ |Snσuε |), où nσuε = kσ ∗ ∇u
ε

|∇uε|
,

devrait permettre de contraindre la topologie à partir du moment où le poids c est
suffisamment grand. C’est un résultat que nous avons essayé de montrer en considé-
rant l’évolution d’ensemble tubulaire pour approcher des mouvements par courbure
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FIGURE 3.23 – Exemple d’évolution de filament obtenu à l’aide de l’équation d’Allen
Cahn perturbée (3.4). Chaque image représente la solution u à différents instants t.
Les conditions périodiques permettent d’obtenir un ensemble stationnaire présentant
deux points triples.

moyenne de filaments de codimension 2. La figure (3.23) présente des exemples d’ex-
périences numériques obtenues via une résolution de l’équation d’Allen Cahn pertur-
bée (3.4).

Pour revenir au problème de Steiner, il suffit alors d’ajouter simplement une contrainte
d’inclusion de type

u ≥
∑
i

q

(
dist(x,B(xi, σ))

ε

)
,

afin d’assurer que l’ensemble Ω contienne bien les boules épaissies de taille σ centrées
en les points de Steiner xi. La figure présente un exemple de simulations numériques
obtenues avec cette approche.

L’avantage de cette méthode est qu’elle permet aussi d’approcher les solutions du
problème de Plateau en considérant toujours une contrainte d’inclusion, mais basée
cette fois-ci sur un bord épaissi Γσ, et en ajoutant aussi une contrainte de volume sup-
plémentaire pour être certain que l’ensemble Ω soit suffisamment dégonflé dans sa
position stationnaire. La figure montre un exemple de solution numérique obtenue
suivant cette approche.

Ce travail est présenté dans le manuscrit de thèse de Chih-Kang et sera très pro-
chainement soumis à publication, voir la prépublication [A9].
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FIGURE 3.24 – Solution du problème de Steiner dans le cas du cube : approximation
numérique obtenue en résolvant l’équation d’Allen Cahn perturbée et combinée à des
contraintes d’inclusion pour que l’ensemble contienne les points de Steiner affichés
en bleu. L’évolution montre ici un ensemble qui dégonfle au cours des itérations puis
évolue jusqu’à convergence vers la solution de Steiner associée aux sommets du cube.

FIGURE 3.25 – Solution du problème de Plateau : approximation numérique obtenue
en résolvant l’équation d’Allen Cahn perturbée et combinée à des contraintes d’inclu-
sion pour que la solution contienne les données de bord affichées en bleu. La solution
ici dégonfle au cours des itérations et converge vers une bonne approximation du pro-
blème de Plateau associé aux données de bord.
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3.5 Réseaux de neurones et méthode de champ de phase

Nous souhaitions proposer avec S. Masnou et R. Denis un sujet de thèse sur l’uti-
lisation des réseaux de neurones pour l’approximation de flots géométriques d’inter-
faces. Nous avions alors dans l’idée d’essayer d’apprendre différents flots comme le
mouvement par courbure moyenne classique, anisotrope ou encore le flot de Willmore
en fournissant au réseau des couples de fonctions de champ de phase q(d(x,Ω(t))/ε)
associées à des temps t et t + δt. Nous espérions ainsi améliorer les propriétés des
schémas classiques, reconnaître certains flots par exemple par l’identification de fonc-
tions d’anisotropies dans le cas de mouvements par courbure moyenne anisotrope ou
encore traiter le cas de flots géométriques d’interface qui ne sont pas adaptés aux mé-
thodes de champ de phase comme par exemple le cas du mouvement par courbure
moyenne en co-dimension 2 ou encore les mouvements par courbure moyenne d’in-
terfaces non orientable.

G. Terii a ainsi commencé sa thèse en septembre 2018 avec comme point de départ
l’analyse des structures de réseaux qui pourraient être efficaces dans le cadre de mo-
dèle de champ de phase. En effet, l’idée n’était pas d’utiliser des réseaux convention-
nels classiques mais plutôt de partir de différents schémas à notre disposition pour en
extraire une structure particulière de neurones adaptée à nos méthodes. Lorsque l’on
regarde le cas le plus simple de l’équation d’Allen Cahn

ut = ∆u− 1

ε2
W ′(u),

des schémas efficaces consistent par exemple à traiter la partie diffusion en implicite
et le potentiel en explicite. Cette approche conduit alors à des schémas de la forme

un+1 = (Id− δt∆)−1(un − δt
ε2
W ′(un)),

qui alterne un opérateur de réaction ρ(s) = s − δt
ε2
W ′(s) avec un opérateur de convo-

lution K = F−1
[

1
1+4π2|ξ|2δt

]
(x). Nous avons alors introduit deux types de neurones :

un neurone de diffusion D consistant simplement à appliquer un noyau de convolu-
tion K et un neurone de réaction R constitué d’un perceptron à deux couches cachées
avec respectivement huit et trois neurones gaussiens. La figure (3.26) présente ces deux
neurones aux structures bien différentes.

FIGURE 3.26 – Illustration du neurone de diffusion et du neurone de réaction
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A partir de ces de neurones de champ de phase, nous avons construit et testé plu-
sieurs réseaux dont celui présenté à la figure (3.27). L’idée était alors d’apprendre les
paramètres θ de ce réseau à partir d’un jeu de données en minimisant une erreur sur le
flot. La mise en oeuvre d’une telle démarche d’apprentissage a nécessité beaucoup de
travail et a été réalisée en grande partie par G. Terii et R. Denis en utilisant la librairie
Pytorch.

FIGURE 3.27 – Représentation du réseau de neurones (DR-R)(DR) constitué de cinq
neurones et qui présente de très bonnes propriétés

Les premiers résultats d’apprentissage que nous avons obtenus sont très positifs,
les expériences nous ont aussi montré que la structure du réseau, le choix du critère
de minimisation et la taille des noyaux de convolution ont énormément d’importance
sur le résultat final.

La figure (3.28) présente un exemple de reconstruction obtenue à partir de l’ap-
prentissage du flot du mouvement par courbure moyenne d’une surface non orien-
table en dimension 2. Les données d’apprentissage sont construites à partir de l’évo-
lution de cercles dont la description champ de phase utilise des fonctions de la forme
u = −4q′(d(x,Ω(t))ε). Ces données permettent en particulier de bien décrire les flots
réguliers mais ne donnent aucune indication sur le comportement que devrait avoir
l’interface au niveau des points singuliers comme les points triples. La figure présente
ainsi une simulation numérique obtenue en appliquant simplement le réseau appris.
La nouveauté ici est qu’on arrive à faire évoluer une interface non orientée alors qu’il
n’existe pas à ma connaissance de modèles de champs de phase permettant d’appro-
cher un tel flot.

Cette approche a aussi été testée en dimension 3 avec un apprentissage basé cette
fois-ci sur l’évolution de plusieurs sphères. En couplant par la suite ce schéma déri-
vant du réseau avec des contraintes d’inclusion, il est possible d’obtenir des solutions
du problème de Plateau. La figure (3.29) présente trois exemples de reconstruction ob-
tenues avec une telle approche. Bien que ces premiers résultats soient préliminaires,
l’approche montre clairement l’intérêt d’utiliser des réseaux de neurones. En effet, en
terme de coût algorithmique, les solutions du problème de Plateau obtenues à l’aide
de la résolution de l’équation d’Allen Cahn perturbée nécessitent environ deux heures
de calcul alors que celles obtenues avec l’approche par réseaux de neurones sont cal-
culées en trois minutes environ.
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FIGURE 3.28 – Exemple de flot obtenu à partir d’un réseau appris sur des jeux de
données de la forme u(x, t) = −4q′(d(x,Ω(t))ε). Chaque image représente la solution u
à différents instants t. En particulier, il semble que cette approche numérique permet
bien d’approcher un mouvement par courbure moyenne dans le cas d’une interface
non orientée pour laquelle il n’existe pas à ma connaissance de modèle de champs
phase adapté.

FIGURE 3.29 – Exemple de solutions du problème de Plateau obtenues en appliquant
notre schéma numérique basé sur le réseau de neurones appris et couplé avec des
contraintes d’inclusion pour contenir les données de bord tracées en rouge. L’approche
par réseau de neurones montre de très bonnes reconstructions des solutions du pro-
blème de Plateau même dans le cas de surfaces non orientables et singulières.



Chapitre 4

Problèmes inverses appliqués aux
méthodes d’imagerie médicale

J’ai commencé à m’intéresser à des problèmes inverses en imagerie médicale lors
de mon post-doctorat effectué sous la direction d’Habib Ammari de septembre 2009 à
août 2011. Le cadre initial de travail était l’imagerie photo-acoustique ou thermoacous-
tique [4, 70, 51]. Il s’agit essentiellement de problèmes de reconstruction des sources à
partir de données de pression mesurées à l’aide de capteurs acoustiques. Plus précisé-
ment, ces méthodes d’imagerie hybrides consistent à éclairer ou à chauffer un milieu
à l’aide d’un laser. Le milieu va absorber l’énergie transmis par le laser et se défor-
mer, émettant ainsi une onde initiale qui se propage ensuite dans le milieu jusqu’aux
capteurs. L’idée est alors d’essayer de reconstruire cette déformation initiale pour en
déduire des informations sur les propriétés physiques des tissus. En règle générale, le
temps caractéristique des pulses du laser est très faible devant le temps de propagation
de l’onde, ce qui nous amène à une approximation du pulse d’illumination par une
masse de Dirac en temps. Le problème inverse peut alors se simplifier et se ramener à
la reconstruction d’une condition initiale d’une équation d’ondes à partir des données
constituées des valeurs de la solution sur le bord d’un domaine Ω. Ce problème inverse
est linéaire et les algorithmes de reconstruction classiques de la littérature consistent
par exemple à inverser une transformée de Radon sphérique [60, 52, 39] ou à appliquer
des techniques de renversement temporel [66]. Ces méthodes de reconstruction fonc-
tionnent parfaitement dans le cas de milieux acoustiques sans atténuation. L’objectif
de mon travail de post-doctorat était donc de prendre en compte les effets d’atténua-
tion de la propagation des ondes dans des milieux acoustiques ou élastiques.

A la suite de mon arrivée à Lyon en septembre 2011, j’ai eu l’occasion de conti-
nuer à travailler sur des problèmes liés à l’imagerie photo-acoustique dans le cadre de
l’ANR ADVENTURES, portée par M. Bergounioux. Nous nous sommes ainsi focalisés
sur deux nouvelles questions : l’optimisation des placements des capteurs et la correc-
tion de l’approximation du pulse du laser par une masse de Dirac.

Toujours sur des problèmes inverses en imagerie médicale, j’ai aussi eu l’occasion
de travailler sur des techniques d’imagerie par IRM de diffusion avec la participation à
l’encadrement de la thèse d’I. Mekkaoui avec J. Pousin. L’objectif était de comprendre

51
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l’influence du mouvement du milieu sur les reconstructions et de proposer une cor-
rection en supposant ce mouvement connu. L’article [29], issu de ce travail, ne sera pas
détaillé dans ce manuscrit.

Enfin, et depuis maintenant quelques temps, je m’intéresse avec plusieurs col-
lègues à l’élastographie [43, 62, 33]. Il s’agit encore une fois d’une imagerie hybride
où la technique consiste à effectuer une échographie d’un milieu tout en le déformant.
En comparant ainsi les différentes données, il est possible de reconstruire les champs
de déformation internes et d’en déduire par la suite les cartes d’élasticité du milieu.
Dans un premier article [A18] que je ne détaillerai pas, nous nous sommes intéres-
sés aux problèmes de reconstruction du champ de déformation u à partir de deux
images échographiques du milieu légèrement déformé. Nous avons ensuite proposé
une reconstruction des coefficients de Lamé (λ, µ) en suivant une approche itérative
classique minimisant l’erreur d’écart aux données.

Dans un deuxième travail publié dans l’article |A19], nous avons développé une
approche beaucoup plus efficace qui, dans le cas quasi-statique, explique que l’on peut
reconstruire les coefficients de Lamé en étudiant simplement le noyau d’un opérateur
défini à partir des champs de déformations. Nous avons aussi testé cette méthode sur
des données réelles |A20]. Les données ont été fournies par L. Petrusca et E. Brusseau,
deux collègues de CREATIS. Notre approche s’est alors avérée suffisamment stable
pour reconstruire de manière quantitative à la fois l’emplacement mais aussi la rigidité
des inclusions présentes dans les fantômes que l’on observait.

4.1 Méthode de renversement temporel dans un milieu
atténué

On s’intéresse dans cette section à la reconstruction d’une sourceH dont le support
est inclus dans un ensemble Ω à partir de mesures de pression g(y, t) = u(y, t) sur le
bord d’un ensemble Ω et pour les temps t ∈ [0, T ]. Ici, on suppose que u est solution
d’une équation des ondes avec comme second membre la dérivée en temps de la masse
de Dirac multipliée par la source. Par exemple, dans un milieu idéal acoustique, u
vérifie l’équation{

∂ttu(x, t)−∆u(x, t) = ∂t (δt=0)H(x), ∀(x, t) ∈ Rd × [0, T ]

u(x, t) = 0, ∀t < 0.

ou de manière équivalente{
∂ttu(x, t)−∆u(x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ Rd × [0, T ],

u(x, 0) = H(x), ∂tu(x, 0) = 0, ∀x ∈ Rd.

La méthode de renversement temporel [66], basée sur la réversibilité des équations
des ondes, permet alors d’obtenir une bonne approximation de la sourceH . Il s’agit de
réémettre la pression mesurée sur le bord du domaine Ω tout en ayant préalablement
inversé le temps.
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FIGURE 4.1 – Principe de la méthode de renversement temporel

Cette méthode, illustrée sur la figure (4.1), peut s’expliciter sous la forme

I(x) =

ˆ T

0

vs(x, T )ds,

où vs est solution de l’équation{
∂ttvs(x, t)−∆vs(x, t) = ∂t (δt=s) (g(x, T − s)δ∂Ω) , dans Rd × [0, T ]
vs(x, t) = 0 = ∂tvs(x, t) pour t < s.

,

L’étude de I(x) s’effectue alors avec l’introduction des fonctions de Green Γω(x, y) de
l’équation d’Helmholtz,

∆Γω(x, y) + ω2Γω(x, y) = −δy,

ainsi que celle de l’équation des ondes :

Γ(x, y, t) = F−1[Γω(x, y)](t) =
1

2π

ˆ
R

Γω(x, y) exp(−iωt)dω.

Il ressort ainsi que

I(x) =

ˆ T

0

ˆ
∂Ω

∂

∂t
Γ(x, y, t)d(y, t)dσ(y)dt

=

ˆ
Rd
H(z)

[
1

2π

ˆ
R

ˆ
∂Ω

ω2Γω(x, y)Γω(z, y)dσ(y)dω

]
dz.

Enfin, à partir d’approximation des identités d’Helmholtz Kirchhoff, il est possible
de montrer que le terme entre crochets est une approximation de la masse de Dirac
δx lorsque Ω est un disque et que les variables x et y sont supposées suffisamment
éloignées du bord de Ω.

4.1.1 Cas d’un milieu acoustique et visqueux

Dans un premier travail présenté dans l’article [A12], nous nous sommes intéressés
à des techniques de renversement temporel dans le cas d’un modèle d’équation d’onde
acoustique thermovisqueux de la forme

∂ttua(x, t)−∆ua(x, t)− a∂t(∆ua(x, t)) = ∂t (δt=0)H(x).
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Il s’agit donc toujours de reconstruire une source H à partir de données ga(y, t) =
ua(y, t) obtenues sur l’ensemble ∂Ω× [0, T ].

La figure (4.2) présente un exemple de reconstruction à partir de données atténuées
en utilisant la technique de renversement temporel précédente sans prendre en compte
l’atténuation. On observe ainsi un effet de lissage dans la reconstruction de la source
H que l’on cherche à corriger.
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FIGURE 4.2 – Effet de l’atténuation sur la reconstruction par renversement temporel.
Successivement, la source H et ses reconstructions à partir de données idéales et atté-
nuées (a = 0.005).

Ce problème inverse devient dans ce cas mal posé car les hautes fréquences ne se
propagent plus dans le milieu et n’apparaissent plus dans les données de pression
mesurées sur le bord de Ω. L’idée est alors de proposer une simple amélioration de
la fonctionnelle I(x) en regardant ce qui se passe asymptotiquement lorsque le coef-
ficient d’atténuation a tend vers 0. L’idée naturelle est alors de considérer la fonction-
nelle

Ia(x) =

ˆ T

0

vs,a(x, T )ds,

où vs,a(x, t) serait une "solution" de

∂ttvs,a(x, t)−∆vs,a(x, t) + a∂t(∆vs,a(x, t) = ∂t (δt=s) (ga(y, T − s)δ∂Ω) .

Comme cette équation est mal posée et nécessite une régularisation, nous nous sommes
intéressés à une version qui tronque les hautes fréquences en ω et qui conduit à la fonc-
tionnelle

Iρ,a(x) =

ˆ T

0

ˆ
∂Ω

∂tΓ−a,ρ(x, y, t)ga(y, t)dσ(y)dt,

où Γa,ρ est la fonction de Green associée à l’équation adjointe des ondes atténuées et
tronquée aux fréquences ω < ρ :

Γ−a,ρ(x, y, t) =
1

2π

ˆ
|ω|<ρ

Γ−a,ω exp(−iωt)dω

et où Γa,ω est la fonction de Green de l’équation de Helmholtz atténuée.

ω2Γa,ω(x, y) + (1 + iaω) ∆Γa,ω(x, y) = −δy.
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En comparant ensuite les équations dans le domaine fréquentiel par rapport à t, il
ressort un opérateur d’atténuation de la forme

La,ρ[φ](t) =
1

2π

ˆ
|ω|≤ρ

κa(ω)

ω

{ˆ
R
φ(s) exp{iκa(ω)s}ds

}
exp{−iωt}dω,

tel que
ga = La,∞[g], et ∂tΓ−a,ρ = L−a,ρ[∂tΓ].

En particulier, κa dépend du modèle d’atténuation et vérifie κa(ω) = ω√
1−iaω dans le cas

du modèle thermo-visqueux. Ainsi, l’étude asymptotique basée sur le théorème de la
phase stationnaire montre que ces deux opérateurs vérifient{

La,∞[φ](t) = φ(t) + a
2

(tφ′)′ (t) + o(a),

L∗−a,ρ[φ](t) = Sρ[φ](t)− a
2
Sρ[(tφ

′)′] + o(a),

où Sρ est l’opérateur de troncature des hautes fréquences supérieures à ρ. Ce résultat
permet ainsi de conclure que l’utilisation de la fonctionnelle d’imagerie Iρ,a(x) permet
bien de corriger l’effet de l’atténuation à l’ordre 1 par rapport à la fonctionnelle I

Une autre idée développée dans le papier [A15] consiste à corriger les effets de
l’atténuation directement sur les données ga plutôt que d’utiliser la fonctionnelle Iρ,a.
En particulier, il est possible de montrer que dans le cas d’un modèle d’atténuation
thermo-visqueux, l’opérateur d’atténuation vérifie le développement asymptotique
suivant

La[φ](t) =
k∑

m=0

am

m! 2m
(tmφ′)

(2m−1)
(t) + o(ak).

Naturellement, nous pouvons ainsi en déduire un opérateur inverse L−1
a,k d’ordre k de

la forme

L−1
a,k[φ] =

k∑
m=0

amφk,m,

où les coefficients am sont déterminés de sorte à vérifier

L−1
a,k[L[φ]] = φ+ o(ak).

La figure (4.3) montre un exemple de reconstruction de la source H en appliquant i)
aucun opérateur de correction, ii) un opérateur d’ordre 1 et iii) un opérateur d’ordre
4. L’avantage est que cette approche s’adapte aussi parfaitement à d’autres modèles
d’atténuation comme par exemple ceux proposés dans l’article [50].

4.1.2 Cas d’un milieu élastique

Nous avons par la suite adapté ces premiers travaux dans le cadre de modèles
d’ondes élastiques. Tout d’abord, nous nous sommes focalisés dans la publication
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FIGURE 4.3 – Correction de l’effet de l’atténuation dans le cas de a = 0.005 avec res-
pectivement aucune correction, une correction d’ordre 1 et une correction d’ordre 4.

[A24] sur l’expression du tenseur de Green dans le cas d’un modèle élastique atté-
nué. L’idée était de se placer dans un cadre assez général, isotrope et en considérant
des modèles de viscosité de la forme

∂2
ttu = div(C∇su + CaAγ[∇su]),

où C et Ca sont respectivement les tenseurs d’élasticité et d’atténuations isotropes dé-
finies par C = 2µI + λI ⊗ I et Ca = 2µaI + λaI ⊗ I et où Aγ vérifie

Aγ[S] =


−(−1)γ/2 ∂

γ−1S
∂tγ−1 si γ est un entier pair

2
π
(γ − 1)!(−1)(γ+1)/2U(t)

tγ
∗ S si γ est un entier impair

2
π
Γ(γ) sin(γπ/2)U(t)

|t|γ ∗ S sinon

Dans cette expression, U(t) correspond à la fonction d’Heaviside et permet d’assurer
la causalité du modèle, et Γ est la fonction Gamma. Le cas γ = 2 permet alors de
retrouver un modèle thermo-visqueux de la forme

∂ttu = div(C∇su + Ca∂t[∇su]).

On notera cependant que les milieux biologiques correspondent généralement à un
paramètre γ proche de 1.

L’idée est alors d’essayer de retrouver un opérateur d’atténuation comme dans le
cas acoustique afin de connecter les données atténuées aux données idéales et d’en dé-
duire ainsi une correction asymptotique. Plus précisément et dans le cas de coefficients
homogènes, le tenseur d’élasticité peut s’exprimer à partir des fonctions de Green des
équations d’ondes acoustiques associées respectivement aux ondes de pression et aux
ondes de cisaillement.

En séparant ces deux ondes à l’aide d’une décomposition de Helmholtz, on ob-
serve alors que l’effet de l’atténuation consiste simplement à appliquer un opérateur
d’atténuation acoustique sur chacune des deux ondes, la difficulté étant que ces deux
opérateurs sont différents. Une correction même asymptotique des effets d’atténua-
tions nécessite alors d’être capable de séparer les contributions de chacune des ondes
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dans les données mesurées.

Ainsi et pour revenir au papier [A24], nous nous sommes placés dans un milieu in-
compressible afin de faire disparaître les ondes de pression. L’avantage étant que dans
ce cas, le problème revient simplement à inverser un opérateur de type La comme
nous l’avons déjà fait dans la section précédente. Nous avons aussi appliqué cette dé-
marche dans le cas de l’élasticité anisotrope, un travail qui sera publié dans l’article
[A25].

Cette approche visant à corriger les données atténuées ga n’ayant pas vraiment
aboutie dans le cadre général, nous sommes revenus sur les méthodes de retourne-
ment. Nous avons ainsi proposé de compenser au moins le premier ordre des effets de
l’atténuation à partir d’une variante de la fonctionnelle de renversement temporel. Ce
travail a été publié dans l’article [A14].

On rappelle que dans le cas idéal, u est solution de

∂2u

∂t2
(x, t)− Lλ,µu(x, t) =

dδt=0

dt
H(x), pour (x, t) ∈ Rd × R,

avec u(x, t) = 0 pour t < 0 et Lλ,µu = [µ∆u + (λ+ µ)∇ div(u)]. Le problème inverse
consiste alors à reconstruire la source H à partir des données g = u enregistrées aux
instant t ∈ [0, T ] sur le bord de Ω. En appliquant le principe de renversement temporel
comme dans le cas acoustique, on pense alors à introduire la fonctionnelle

I(x) =

ˆ T

0

vs(x, T )ds,

où vs correspond à la contribution des données mesurées à l’instant T −s et est définie
comme la solution de

∂2vs
∂t2
− Lλ,µvs =

dδt−s
dt

g(x, T − s)δ∂Ω(x).

Le problème est que l’analyse et les tests numériques montrent que cette fonction-
nelle ne permet pas de retrouver une bonne approximation de H mais une version
où les contributions des ondes de pression et de cisaillement sont mélangées. Il est en
revanche possible de corriger simplement cette fonctionnelle à partir de sa décompo-
sition de Helmholtz :

I(x) = Hp(I) +Hs(I).

Ici, les composantes Hs(I) et Hp(I) correspondent respectivement aux parties à di-
vergence nulle et à rotationnelle nulle de I(x). Plus précisément, l’idée est alors de
considérer une version modifiée de la forme

Ĩ(x) = cpHp(I) + csHs(I),

où les poids cp =
√
λ+ 2µ et cs =

√
µ s’identifient aux vitesses des ondes de pression

et de cisaillement. L’analyse de cette fonctionnelle est essentiellement basée sur les
propriétés du tenseur de Green élastique Gω, tenseur défini comme la solution de

(Lλ,µ + ω2)Gω = −δ0I,
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sur Rd et satisfaisant des conditions de Sommerfeld à l’infini. Il ressort en effet que

Ĩ(x) =

[
1

2π

ˆ
Rd

ˆ
R
ω2

[ˆ
∂Ω

G̃ω(x, y)Gω(y, z)dσ(y)

]
dωH(z) dz

]
.

où Gω = cpGp
ω+csGs

ω. Ici, les tenseurs Gp
ω et Gs

ω correspondent encore aux contributions
des ondes de pression et cisaillement et s’obtiennent à partir de la décomposition de
Helmholtz de Gω. L’analyse de Ĩ s’effectue alors en remarquant que

ˆ
∂Ω

[
∂Gω(x, y)

∂ν
Gω(y, z)−Gω(x, y)

∂Gω(y, z)

∂ν

]
dσ(y) = 2i=m{Gω(x, z)}.

et en utilisant une approximation des dérivées conormales de Gω. On montre en effet
que lorsque Ω est une boule et que x est supposé suffisamment loin du bord de Ω, alors

∂Gp
ω(x, y)

∂ν
' iωcpGp

ω(x, y), et
∂Gs

ω(x, y)

∂ν
' iωcsGs

ω(x, y)

Cette approximation justifie le fait d’obtenir une bonne reconstruction de la source H
à partir de cette nouvelle fonctionnelle.

La figure (4.4) présente des expériences numériques de reconstruction de source en
élasticité où les solutions des équations sont calculées dans le domaine de Fourier en
utilisant des conditions de bord périodiques sur un domaine suffisamment grand. De
même, la décomposition de Helmholtz est calculée numériquement dans l’espace de
Fourier avec des conditions de bord de type Dirichlet.
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FIGURE 4.4 – Exemple d’expériences numériques de reconstruction de source en élas-
ticité ; La première et deuxième ligne correspondent respectivement à la première et
deuxième composante de H. A gauche : source exacte ; Milieu avec I ; A droite avec Ĩ.

Toujours dans l’article [A14], nous avons ensuite adapté la méthode de renverse-
ment temporel dans le cas de milieux élastiques thermo-visqueux. On suppose ainsi
que ua est définie comme la solution de

∂ttua − Lλ,µua − ∂tLaλ,aµua = ∂t (δt=0) H,
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où le couple (aλ, aµ) correspond aux coefficients d’atténuation. En suivant la même dé-
marche que dans le cas acoustique, nous avons ainsi introduit une version régularisée
vs,a,ρ(x, t) de l’équation rétrograde

∂ttva,s(x, t)− Lλ,µva,s(x, t) + ∂tLaλ,aµva,s(x, t) = ∂t (δt=s) ga(x, T − s)δ∂Ω,

et montré que la fonctionnelle Ĩa,ρ définie par

Ĩa,ρ = csHs[Ia,ρ] + cpHp[Ia,ρ] où Ia,ρ(x) =

ˆ T

0

vs,a,ρ(x, T )ds,

permettait de bien compenser les effets d’ordre 1 de l’atténuation lorsque aλ et aµ
tendent vers zéro par rapport à l’utilisation de Ĩ.

4.1.3 Cas de la reconstruction du support d’une source de bruit

Par la suite, nous avons cherché à appliquer notre correction de l’atténuation dans
un contexte où la source H est une source de bruit décorrélée en espace. Ces travaux
ont fait l’objet de la publication [A13]. Plus précisément, l’idée était de considérer une
équation des ondes de la forme{

∂2
ttu(x, t)−∆u(x, t) = n(x, t), (x, t) ∈ Rd × R,
u(x, t) = ∂tu(x, t) = 0, t < 0,

où la source de bruit n est supposée être un processus gaussien stationnaire de moyenne
nulle et dont la fonction de covariance vérifie

〈n(x, t)n(y, s)〉 = F (t− s)K(x)δ(x− y). (4.1)

L’objectif est d’essayer de reconstruire le support de K (supposé inclus dans l’en-
semble de Ω) et le signal F à partir des données {g(x, t) = u(x, t), t ∈ [0, T ], x ∈ ∂Ω}.
Une solution proposée par J. Garnier et G. Papanicolaou [42] consiste alors à introduire
les corrélations entropiques croisées

C(τ, x, y) =
1

T

ˆ T

0

u(x, t)u(y, t+ τ)dt, x, y ∈ ∂Ω.

et à considérer la fonctionnelle d’imagerie suivante

I(z) =

ˆ
R

ˆ
∂Ω×∂Ω

Γω(x, z)Γω(y, z)Ĉ(ω, x, y)dσ(x)dσ(y)dω

Toujours en utilisant les propriétés des fonctions Green Γω, il est alors possible de
montrer que

I(z) '
ˆ

Ω

Q(z, x)K(x)dx,

où le noyau de lissage Q dépend de F et vérifie l’expression suivante

Q(z, x) =

ˆ
R

F̂ (ω)

ω2
Im
{

Γω(z, x)
}2
dω.
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Le lien avec les méthodes de retournement temporel précédentes s’effectue simple-
ment en remarquant que

I(x) =

ˆ T

0

v(x, t)2dt, avec v(x, t) =

ˆ T

0

vs(x, t)ds,

et où vs correspond toujours au retournement des données mesurées à l’instant T − s :{
∂2
ttvs(x, t)−∆vs(x, t) = ∂t (δt=s) (g(x, T − s)δ∂Ω) , dans Rd × [0, T ]
vs(x, t) = 0 = ∂tvs(x, t) pour t < s.

,

Une façon simple de compenser l’effet du noyau régularisant Q sur la reconstruc-
tion de la source K s’effectue alors en considérant des versions avec un poids W

IW (z) =

ˆ
R

W (ω)

F̂ (ω)

ˆ
∂Ω×∂Ω

Γω(x, z)Γω(y, z)Ĉ(ω, x, y)dσ(x)dσ(y)dω.

En pratique, il suffit notamment d’appliquer la formule de retournement précédente

aux données filtrées g̃(x, t) = F−1

[√
W (ω)√
F̂ (ω)
F [g(x, ·)](ω)(t)

]
, ce qui nécessite d’avoir une

bonne estimation de la fonction de corrélation temporelle F .

La figure (4.5) présente un exemple de reconstruction dans le cas où F est une
gaussienne F̂ (ω) = exp(−π ω2

ω2
max

).
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FIGURE 4.5 – Exemple de reconstruction de source de bruit K ; à gauche K, au milieu
I, à droite IW avec W (ω) = |ω|31|ω|<ωmax .

La nouveauté de ce travail était alors de considérer un milieu atténué avec des
solutions ua de l’équation{

∂2
ttua(x, t)−∆ua(x, t)− a∂t∆ua = n(x, t), (x, t) ∈ Rd × R.
ua(x, t) = ∂tua(x, t) = 0, t < 0,

Comme précédemment, il s’agit encore de reconstruire le support de K à partir des
données {ga(x, t) = ua(x, t), t ∈ [0, T ], x ∈ ∂Ω}. En suivant la stratégie des méthodes
de retournement temporel dans le cas de données atténuées, nous avons alors étudié
la fonctionnelle

Iρ(z) =

ˆ
|ω|≤ρ

ˆ
∂Ω×∂Ω

Γ−a,ω(x, z)Γ−a,ω(y, z)Ĉa(ω, x, y)dσ(x)dσ(y)dω
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où

Ca(τ, x, y) =
1

T

ˆ T

0

ua(x, t)ua(y, t+ τ)dt, x, y ∈ ∂Ω.

En particulier, nous avons montré l’approximation suivante

Iρ(z) '
ˆ

Ω

Qρ,a(z, x)K(x)dx,

où le noyau de lissage Q vérifie maintenant l’expression suivante

Qρ,a(z, x) =

ˆ
R

F̂ (ω)

4ω2(1 + a2ω2)1/2

∣∣Γ−a,ω(x, z)− Γa,ω(x, z)
∣∣2 dω,

Ce résultat montre que cette approche permet bien de compenser légèrement les ef-
fets de l’atténuation. La figure (4.6) présente aussi des exemples de reconstruction sur
des données atténuées avec une comparaison des reconstructions obtenues respecti-
vement avec la fonctionnelle IW et Iρ.
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FIGURE 4.6 – Exemple de reconstruction avec une correction des effets d’atténuation
avec a = 0.002. à gauche IW , au centre Iρ avec ρ = 7.5, à droite Iρ avec ρ = 15.

4.2 Deux problèmes liés à l’imagerie photo-acoustique
en pratique

Par la suite, et dans le cadre de l’ANR ADVENTURE, je me suis intéressé à deux
nouvelles questions concernant l’imagerie photo-acoustique.

4.2.1 Prise en compte du profil du pulse du laser

La première question que nous avons regardée avec C. Lucas et Y. Privat concerne
l’approximation du pulse du Dirac par la masse de Dirac. Cette question nous avait
été posée par deux collègues de l’Institut Fresnel à Marseille, A. Da Silva et A. Litman.
En effet, de leurs expériences physiques, il ressortait qu’il était nécessaire d’émettre
plusieurs pulses de laser afin d’augmenter la quantité d’énergie absorbée par le tissu
et ainsi améliorer le rapport signal sur bruit. Dans ce cas pratique, l’approximation du
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pulse du laser par la masse de Dirac n’est pas toujours possible et dans certains cas,
cela fausse même grandement la reconstruction de la source. D’un point de vue nu-
mérique, les méthodes de renversement temporel ne s’appliquent plus vraiment. L’ap-
proche naturelle consiste plutôt à reconstruire la source H à l’aide de la minimisation
d’une énergie modélisant l’erreur aux données et nécessitant aussi une discrétisation
temporelle suffisamment fine pour prendre en compte le bon profil temporel du pulse.
L’expérience numérique présentée à la figure (4.7) montre un exemple de reconstruc-
tion de source en utilisant la fonctionnelle de renversement temporel sans prendre en
compte le profil du pulse.
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FIGURE 4.7 – Exemple de reconstruction par une méthode de renversement temporel
de la source H . A gauche : la source initiale ; Au centre : le profil du pulse ; A droite La
source reconstruite.

Ainsi, on suppose maintenant que les données gε sont collectées à partir de la pres-
sion uε définie comme solution de l’équation des ondes suivante

∂ttuε(x, t)−∆uε(x, t) = ∂t (fε(t))H(x).

La fonction fε s’identifie ici à fε(t) = f(t/ε)/ε où f correspond au profil du pulse,
supposé connu et dont le support est supposé inclus dans l’intervalle [−Tf , Tf ]. Le cas
limite ε → 0 correspond en particulier au problème de base lorsque l’approximation
de la masse de Dirac est effectuée. L’idée de ce travail, publié dans l’article [A16],
était alors d’identifier la reconstruction Hε fournie par la méthode de retournement
temporel, puis d’en proposer une correction. En supposant en effet que le support de
la source H est strictement inclus dans l’ensemble Ω et en supposant ε suffisamment
petit, il est possible d’expliciter un problème de Cauchy équivalent{

∂ttũε(x, t)−∆ũε(x, t) = 0, dans Rd × R+

ũε(x, 0) = Hε(x), ∂tũε(x, 0) = Gε(x) dans Rd,

dans le sens où ũε(y, t) = uε(y, t) pour tout (y, t) ∈ ∂Ω × [0, T ]. En effet, il est possible
de montrer l’existence d’un tel problème de Cauchy équivalent assez simplement à
partir du moment où 2εTf < δ et où δ correspond à la distance entre le support deH et
le bord de l’ensemble Ω. Plus précisément, en comparant ces deux solutions, il ressort
que

Hε = H ∗K0,fε et Gε = H ∗K1,fε ,
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où les noyaux K0,fε et K1,fε s’identifient à

Hε = H ∗
(ˆ

R
fε(s)∂tΓ(x, s)ds

)
et Gε = H ∗

(ˆ
R
fε(s)∂ttΓ(., s)ds

)
.

En exploitant encore une fois les propriétés de la fonction de Green Γ de l’équation des
ondes, il est possible de montrer les formules plus explicites suivantes :

K0,fε(x) = F−1
x

[
f̂p(|ξ|ε)

]
(x) et K1,fε(x) = iF−1

x

[
1

|ξ|
f̂i(|ξ|ε)

]
,

où fp et fi correspondent respectivement aux parties paire et impaire de f .

La correction de la source obtenue par la méthode de renversement temporel peut
alors s’effectuer tout simplement à l’aide d’un algorithme de déconvolution. La figure
(4.8) présente une telle reconstruction à partir d’une régularisation TV.
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FIGURE 4.8 – Correction de la méthode de renversement temporel à l’aide d’un al-
gorithme de déconvolution. A gauche : la source initiale ; au centre : Hε ; à droite, la
source reconstruite par l’algorithme de déconvolution.

Finalement, le cas élastique a aussi été abordé dans l’article [A16] avec un résultat
assez similaire. En particulier, on montre tout d’abord que la source Hε reconstruite en
appliquant la technique de renversement temporel vérifie

Hε = Kp
0,fε
∗Hp +Ks

0,fε ∗Hs,

où les termes Hp et Hs dérivent de la décomposition de Helmholtz de H. Dans ce cas,
les noyaux Kα

0,fε
sont définis pour α ∈ {s, p} par

Kα
0,fε(x) = F−1

x

[
f̂p(|ξ|cαε)

]
.

On retrouve ici des noyaux de diffusion différents selon le type d’onde et dont les
tailles caractéristiques dépendent des vitesses associées cp =

√
λ+ 2µ et cs =

√
µ.
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4.2.2 Optimisation de la position des capteurs

Une deuxième question, abordée avec M. Bergounioux et Y. Privat, concerne l’op-
timisation de la position des capteurs. En effet, on ne dispose en pratique que d’un
nombre limité de capteurs à positionner sur le bord de l’ensemble Ω. La question de
savoir comment optimiser cette position afin d’augmenter la quantité d’informations
présente dans les données mesurées devient donc assez naturelle. En notant que la
position optimale dépend aussi à priori de la source que l’on est en train d’imager, la
méthodologie développée par la suite consiste à :

— Effectuer un premier jeu de mesures avec des capteurs non optimisés
— Exploiter ces données pour reconstruire une première approximation de la source

H
— Déterminer une répartition optimisée des capteurs
— En déduire une meilleure reconstruction de la source H .
Ce travail a été publié dans l’article [A17].

Nous nous plaçons tout d’abord dans un cadre continu et nous supposons que les
capteurs sont localisés sur un ensemble Γ ⊂ ∂Ω avec

Hn−1(∂Γ) = LHn−1(∂Ω),

où L ∈ [0, 1] représente la quantité de capteurs. Il s’agit donc de données g(y, t) =
u(y, t) incomplètes, restreintes à l’ensemble (x, t) ∈ Γ × [0, T ]. Le problème de recons-
truction de la source H à partir de g devient donc dans ce cas un problème inverse mal
posé. L’idée est alors d’obtenir une approximation H̃0 de la source H , en minimisant
J(H0) = A1(H0) + γ‖H0‖TV où

A1(1Γ, H0) =
1

2

ˆ T

0

ˆ
1Γ(x)(u[H0](t, x)− g(t, x))2 dx dt,

et u[H0] représente la solution de l’équation des ondes acoustiques associée à la source
H0.
L’intérêt du terme de régularisation TV est d’introduire suffisamment de compacité
pour rendre ce problème d’optimisation bien posé. D’un point de vue pratique, nous
utilisons un algorithme de minimisation alterné où l’optimisation de A1 s’effectue à
l’aide d’une technique de renversement temporel alors que le terme de variation to-
tale est traité à l’aide de l’algorithme dual de Chambolle [24]. La figure (4.9) présente
un exemple de reconstruction de source à l’aide d’une régularisation TV . Les capteurs
sont ici positionnés sur un cercle et sont représentés par des points blancs. Ces expé-
riences numériques montrent des reconstructions plus ou moins précises en fonction
de cette répartition bien que la quantité de capteurs soit identique dans les deux cas.

Par la suite, l’optimisation de la localisation des capteurs s’effectue à partir de la
reconstruction H̃0. L’idée est alors de maximiser par rapport à Σ une fonctionnelle
d’observabilité [71] de la forme

A2(1Σ, H̃0) =

´ T
0

´
1Σ(x)∂tu[H̃0](t, x)2 dx dt

‖H̃0‖2
H1(Ω)

.
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FIGURE 4.9 – Exemple de reconstruction de la source à l’aide d’une régularisation TV
pour différentes positions des capteurs.

Plus précisément, ce problème n’étant pas bien posé à cause d’un manque de contrôla-
bilité, il est nécessaire de considérer une variante avec des ensembles épaissis Σε d’une
profondeur caractéristique de ε,

Σε = {s+ µ ν(s), s ∈ Γ, µ ∈ [0, ε]} ,

où la variable ν représente la normale intérieure à ∂Ω. Ainsi, en introduisant les en-
sembles

VL =

{
a ∈ L∞(∂Ω), a ∈ {0, 1} et

ˆ
∂Ω

a(x)dHn−1(x) = LHn−1(∂Ω)

}
et

UL = {a ∈ L∞((∂Ω)ε), a(s+ µν(s)) = X(s), pour (s, µ) ∈ ∂Ω× [0, ε] et avec X ∈ VL} ,

on rend le problème de maximisation de A2 dans l’ensemble UL bien posé. La solution
optimale Γ∗ s’identifie de plus grâce à l’existence d’un réel λ tel que

1{ψ[H̃0](s)>λ} ≤ 1Γ∗(s) ≤ 1{ψH̃0]≥λ}(s), ∀s ∈ ∂Ω,

où

ψ[H̃0](s) =

ˆ T

0

ˆ ε

0

∂tu[H̃0](t, s+ µν(s))2 dµ dt

Il suffit en pratique d’estimer la fonction ψ[H̃0] à partir de la reconstruction approxi-
mative H̃0 et d’identifier la valeur de λ qui permet de satisfaire la contrainte sur la
quantité de capteursHn−1(∂Γ∗) = LHn−1(∂Ω).

Une expérience numérique est présentée à la figure (4.10). La première image re-
présente la source H̃0 obtenue à partir d’une première position de capteurs. La fonction
ψ[H̃0] ainsi que le nouvel ensemble Γ∗ sont présentés sur la deuxième image. Enfin, la
nouvelle reconstruction de la source H obtenue à partir du nouvel emplacement de
capteurs est affichée sur la troisième image. Cet exemple montre une reconstruction
de meilleure qualité avec l’utilisation des nouveaux capteurs. Cette nouvelle position
sera aussi d’autant plus adaptée que la reconstruction de départ sera précise. Pour s’en
convaincre, la figure (4.11) montre un exemple numérique où la position des capteurs
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est déterminée à partir de ψ[H] et non de ψ[H̃0]. La reconstruction est ici quasi-optimale
et témoigne bien de l’intérêt d’utiliser une fonctionnelle d’observabilité pour optimiser
la position de capteurs. Une question qui reste cependant en suspens serait de savoir
quelle serait la meilleure fonctionnelle d’observabilité pour notre problème.
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FIGURE 4.10 – Optimisation de l’emplacement des capteurs ; A gauche : la source ap-
prochées H̃0] ; au centre : la fonction ψ[H̃0] et l’ensemble optimal Γ∗ ; à droite : la recons-
truction de la source H à partir de la nouvelle position Γ∗.
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FIGURE 4.11 – Optimisation de l’emplacement des capteurs ; A gauche : la source ap-
prochées H̃0] ; au centre : la fonction ψH et l’ensemble optimal Γ∗ associé à la véritable
source H ; à droite : la reconstruction de la source H à partir de la nouvelle position Γ∗.

Enfin, une version discrète de ce résultat est aussi présenté dans l’article [A17].
Sans rentrer dans les détails, il s’agit de considérer un nombre fini NΘ de capteurs et
d’optimiser leurs positions

Θ = (θ1, θ2, · · · , θNΘ
).

L’idée est de définir un épaississement des capteurs sous la forme

ΓΘ = ∪NΘ
i=1[θi − `, θi + `], avec 2`N0 = LHn−1(∂Ω)

et d’optimiser une fonctionnelle d’observation discrète de la forme

J(Θ, H̃0) =

´ T
0

´
1ΓΘ,ε

(x)∂tu[H̃0](t, x)2 dx dt

‖H̃0‖2
H1(Ω)

.

Nous arrivons alors à obtenir une preuve d’existence ainsi qu’une caractérisation de la
solution. En revanche cette caractérisation ne permet pas d’obtenir aussi simplement
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que précédemment la position optimale θ∗ des capteurs et l’utilisation d’un algorithme
génétique devient nécessaire pour maximiser J . La figure (4.12) montre un exemple
d’optimisation numérique obtenue dans le cas discret avec NΘ = 38 capteurs.
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FIGURE 4.12 – Optimisation de l’emplacement des capteurs dans le cas discret ; A
gauche : la source approchées H̃0] ; au centre : la fonction ψH et l’ensemble optimal
Γ∗ associé à la véritable source H ; à droite : la reconstruction de la source H à partir
de la nouvelle position Γ∗.

4.3 Reconstruction de cartes d’élasticité en élastographie

Enfin, nous nous sommes récemment intéressés à la reconstruction des propriétés
élastiques d’un tissu biologique [43, 62, 33] à partir de la connaissance de champs
de déformation internes {u(`)} d’un milieu Ω. Les déformations sont supposées ici
suffisamment petites pour se placer dans un cadre linéaire. On admet aussi que les
champs de déformation {u(`)} vérifient sur l’ensemble Ω l’équation statique suivante

− div(C : ∇su(`)) = 0.

Plus précisément, C représente le tenseur d’élasticité du milieu qui s’identifie à C =
2µI + λI ⊗ I dans le cas d’un milieu isotrope. On rappelle aussi que le couple (λ, µ)
représente les coefficients de Lamé. L’idée est alors de reconstruire les différentes com-
posantes de C à partir d’une famille de données {u(`)}, de manière quantitative mais
à un coefficient multiplicatif près.

Il existe un certain nombre d’études de stabilité de ce problème inverse. En parti-
culier, les articles [5, 7, 6] montrent un résultat général de stabilité lipschitzienne qui
nécessite à priori n = d(d + 1)/2 + N/d jeux de données en dimension d dans le cas
où le tenseur d’élasticité est constitué de N composantes scalaires indépendantes. Ce
résultat montre ainsi qu’il faudrait à priori 4 champs de déformation pour reconstruire
de manière stable les coefficients de Lamé dans le cas d’un modèle d’élasticité isotrope
N = 2 en dimension 2.

L’approche classique consiste alors à minimiser une énergie d’écarts aux données
comme par exemple

J(λ, µ) =
∑
`

ˆ
Ω

(u(`) − u[λ, µ, `])2dx,
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où la fonction u[λ, µ, `] est définie comme la solution de l’équation d’élasticité sur Ω
associée aux conditions aux limites u[λ, µ, `](y) = u(`)(y) pour y ∈ ∂Ω. En pratique,
une telle optimisation pose quelques difficultés à cause de la dépendance non linéaire
de la solution u[λ, µ, `] par rapport aux coefficients (λ, µ). C’était le point de vue que
nous avions regardé dans un premier papier [A18] et pour lequel nous discutons de
la reconstruction des champs de déformation u à partir de couples d’images repré-
sentant respectivement l’image du milieu et l’image du milieu déformé. Sans rentrer
dans les détails, cette reconstruction s’effectue avec des algorithmes de flots optiques
mais le manque d’unicité nécessite une régularisation que nous avions choisie de type
variation totale.

Nous avons proposé par la suite, toujours avec H. Ammari, L. Seppecher et P. Mil-
lien, une méthode plus directe où l’idée est de rechercher les composantes du tenseur
d’élasticité C en analysant le noyau des opérateurs

Au` : C 7→ div(C : ∇su(`)).

L’analyse théorique de la faisabilité d’une telle méthode a été effectuée seulement
dans le cas d’un modèle d’élasticité de la forme C = µI. Nous avons ainsi étudié
quelques propriétés de l’opérateur

AIu : µ 7→ div(µ∇su).

Plus précisément, nous nous sommes focalisés sur le noyau de cet opérateur et nous
avons montré, sous des hypothèses de régularité de la forme ∇su ∈ L∞(Ω,Rd×d

sym) ∩
W 1,p(Ω,Rd×d) avec p > d et | det∇su| ≥ c > 0, que ce noyau est bien de dimension au
plus 1. Dans le cas où il est de dimension 1, nous avons aussi montré qu’il contenait
bien un élément positif µ0 de régularité W 1,p. De plus, la propriété d’image fermé de
cet opérateur démontrée dans le cas où son noyau est bien de dimension 1 assure ainsi
la stabilité L2 de la reconstruction d’un élément µ du noyau.

D’un point de vue numérique, nous avons testé notre méthode dans le cas de dif-
férents modèles d’élasticité et à chaque fois, les résultats ont été très positifs. L’idée est
d’utiliser une discrétisation par éléments finis à partir de la formulation faible de l’opé-
rateur Au. Dans le cas d’un modèle général d’élasticité où le tenseur d’élasticité est de
la forme C(x) =

∑N
k=1 θ

k(x)Ck, le problème revient alors à déterminer une solution θ
du système suivant AC

u1,u2,···unθ = 0 où

AC
u1,u2,···un =

A
C1

u1 . . . ACN

u1

...
...

AC1

un . . . ACN

un

 et θ =

 θ1

...
θN

 (4.2)

et où les opérateurs AC`

u sont définis par

〈AC`

u θ,v〉H−1,H1
0

=

ˆ
Ω

θ(x)(C` : ∇su(x)) : ∇sv(x)dx, ∀θ ∈ L2(Ω), ∀v ∈ H1
0 (Ω,Rd).

(4.3)
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Plus précisément, les premières expériences numériques proposées dans le papier
[A19] ont été réalisées sur maillages triangulaires en utilisant respectivement des es-
paces de discrétisation P 0 pour les cartes d’élasticité θ ∈ L2(Ω) et P 1 pour les champs
de déformations u ∈ H1(Ω,Rd). Bien qu’une telle discrétisation ne soit pas adaptée
en pratique car elle ne vérifie pas les inégalités inf-sup nécessaires à la stabilité du
problème inverse discret, elle était motivée par l’utilisation de Matlab et de sa librai-
rie d’éléments finis. Il nous paraissait en effet plus simple de stabiliser le problème
discret que de changer d’environnement de travail. Nous avons ainsi ajouté un terme
de régularisation de type TV afin d’éviter des problèmes de stabilité numérique dans
la reconstruction des coefficients θ. Des approximations des champs θ ont alors été
obtenues en minimisant une énergie convexe de la forme

J(θ) = ‖AC
u1,u2,··· ,unθ‖2 + ε‖θ‖TV ,

sous une contrainte linéaire de la forme θ ≥ 1. En pratique, une telle optimisation peut
alors s’effectuer facilement à l’aide du solveur CVX [45] sous Matlab qui est basé sur
une approche primale-duale du problème d’optimisation.

Toutes les expériences numériques présentées dans l’article [A19] ont été effec-
tuées à partir de données simulées. Un point étonnant est qu’elles montrent de très
bonnes reconstructions même lorsque le nombre de données ne vérifie pas les hypo-
thèses théoriques garantissant l’unicité de la reconstruction. La figure (4.13) présente
un exemple de telles reconstructions des coefficients de Lamé en utilisant respective-
ment n = 1, n = 2 et n = 4 jeux de données. On observe ainsi une bonne approximation
de (λ, µ) à partir d’un seul jeu de données.

FIGURE 4.13 – Exemple de reconstruction des coefficients de Lamé en utilisant respec-
tivement n = 1, n = 2 et n = 4 jeux de données. Sur chacune des lignes, les coefficients
µ et λ ainsi que leurs reconstructions en utilisant un nombre croissant de données.

A la suite de ces premiers résultats, nous avons cherché à appliquer notre méthode sur
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des données réelles. L. Petrusca et E. Brusseau, deux collègues de CREATIS (labora-
toire d’imagerie médicale à Lyon) nous ont alors fourni des jeux de données fantômes
et cliniques et, bien que la méthode semble capable de reconstruire de manière stable et
efficace des coefficients de Lamé sur données simulées, le passage aux données réelles
a posé de nombreuses difficultés supplémentaires toujours d’actualité.

Nous avons par exemple à notre disposition un jeu de données comme celles pré-
sentées à la figure (4.16). Il faut savoir que ces champs sont reconstruits directement
sur les données radio-fréquence de la sonde échographique [18], ce qui implique une
très bonne reconstruction du champ transverse ux mais aussi des données latérales uy
plus approximatives.

Les champs de déformations sont aussi mesurés sur une coupe 2D d’un ensemble
3D. Ce passage 3D-2D peut donc déstabiliser la reconstruction des coefficients d’élas-
ticité, notamment dans le cas où la déformation ne serait pas complètement dans le
plan d’observation. Un travail en cours consiste à analyser la validité d’hypothèses de
type contrainte plane afin d’en déduire un modèle d’élasticité équivalent sur le plan
2D.

Enfin, les tissus biologiques forment en général un milieu incompressible. D’un
point de vue pratique, l’utilisation d’un coefficient λ� µ se traduit par des problèmes
de conditionnement des opérateurs d’élasticité.

FIGURE 4.14 – Exemple d’un jeu de données réelles et sa version régularisée ; champ
transverse à gauche et champ latéral à droite

Il a donc été nécessaire de proposer quelques pistes d’amélioration de notre méthode
numérique pour traiter le cas de données réelles. Cela fait l’objet de l’article [A20].

Un premier travail a consisté à stabiliser la méthode de reconstruction en utili-
sant d’autres espaces d’éléments finis que les approches (P 0, P 1) sur maillage trian-
gulaire. L’idée est alors de s’assurer que les inégalités inf-sup [14] soient bien vérifiées
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d’un point de vue discret pour éviter d’introduire une régularisation supplémentaire
pouvant perturber la reconstruction de coefficients d’élasticité. Après avoir testé dif-
férentes méthodes de reconstruction basées sur une augmentation des degrés des po-
lynômes d’approximation, la solution qui nous a semblé la plus efficace consiste à
utiliser des polynômes de degrés (P 0, P 1) mais définis cette fois-ci sur des maillages
hexagonaux et non triangulaires comme illustrés à la figure (4.15). Les reconstructions
ont en effet montré de meilleures propriétés de stabilité. L’analyse de cette approche
est présenté dans la prépublication [32]. L’idée est alors de généraliser la notion de
constante inf-sup pour des opérateurs quelconques afin d’obtenir des estimations d’er-
reurs entre la solution approchée et la solution exacte.

FIGURE 4.15 – Exemple d’un maillage hexagonal et d’une fonction test P 1 associée
proposé.

Un autre point nécessaire a été de développer une méthode de régularisation des
champs transverses, inexploitables à l’état actuel. Nous avons proposé d’utiliser les
propriétés d’incompressibilité du milieu élastique en minimisant une énergie élastique
de la forme

J(v) =

ˆ
Ω

2µ∗‖∇sv‖2 + λ∗(div v)2 +
1

εx
(ux − vx)2 +

1

εy
(uy − vy)2dx.

Ici, les coefficients de régularisation (µ∗, λ∗) vérifient λ∗ >> µ∗ afin d’imposer l’in-
compressibilité dans le plan. De même, les coefficients d’attaches aux données (εx, εy)
vérifient εx << εy afin de modifier essentiellement le champ uy à partir du champ ux.
La figure (4.16) présente un exemple de régularisation d’un champ brut mesuré par L.
Petrusca et E. Brusseau.

Enfin, comme en pratique seuls les champs µ nous intéressent et pour éviter des
problèmes de conditionnement, nous avons appliqué notre méthode de reconstruction
en supposant un modèle d’élasticité isotrope avec un coefficient λ constant. Toutes ces
variantes nous ont alors permis d’identifier à la fois la position des inclusions mais
aussi de retrouver une estimation quantitative de leur rigidité comme l’illustre la fi-
gure (4.16).
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FIGURE 4.16 – Exemples d’une image échographiques et la reconstruction du champ µ
sur des données fantômes à gauche et des données cliniques à droite.



Chapitre 5

Autres travaux et perspectives

5.1 Élasticité et contact

Je souhaitais terminer ce rapport de synthèse en mentionnant des travaux actuels
en collaboration avec Y. Renard sur l’optimisation de forme d’objets élastiques avec
terme de contact. En effet, et bien que cette thématique de recherche soit nouvelle
dans un certain sens, elle permet aussi de faire un lien entre les deux sections pré-
cédentes. Le point de départ de notre collaboration était d’adapter les techniques de
stabilisation convexe-concave, méthodes classiques dans la littérature des méthodes
de champ de phase [38], un peu moins pour la résolution d’équations d’ondes élas-
tiques. Ces travaux ont été publiés dans l’article [A31]. Plus précisément, nous nous
sommes intéressés à la résolution numérique de l’équation

ρ∂2
ttu− div σ(u) = f , avec σ(u) = C : ∇su,

sur un ensemble Ω, où u vérifie des conditions de bord de type Neumann sur ΓN et
des conditions de contact sur la partie de bord ΓC . La figure (5.1) schématise le cadre
de travail pour plus de visibilité.

FIGURE 5.1 – Schéma d’un problème d’élasticité avec une zone de contact unilatéral.

En particulier, les conditions de contact unilatéral [64] considérées ici sont de la
forme σn(u) = −(σn(u) − γ(un − g))− où un = u · ny et σn(u)N = σ(u)n · ny. La
méthode de Nitsche proposée et étudiée dans ce cadre par Y. Renard [49, 28] consiste
alors à introduire la formulation faible suivanteˆ

Ω

ρ∂2
ttu · vdx+ a(u,v) + nc(u,v) = `(t)(v), ∀v ∈ H1(Ω)d,

73
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où
a(u,v) =

ˆ
Ω

σ(u) : ∇sudx, `(t)(v) =

ˆ
Ω

f(t) · vdx

et où le terme de contact nc s’identifie à

nc(u,v) =

ˆ
ΓC

1

γ
σn(u)σn(v)dS(x) +

ˆ
ΓC

1

γ
(σn(u)− γ(un − g))−(σn(v)− γ(vn))dS(x).

Une discrétisation par la méthode des éléments finis conduit ainsi à un système de la
forme

Mh∂2
ttu

h + Bh(uh) = Lh.

Ici Mh est la matrice de masse et Bh est composée de la matrice d’élasticité a ainsi
que du terme de contact dérivant de nc. Le second membre Lh correspond aussi à
la version discrétisée de `. La difficulté numérique de la résolution d’un tel système
provient essentiellement du traitement du terme de contact. Un traitement explicite
pose des difficultés de stabilité alors qu’un traitement implicite nécessite de résoudre
un système non linéaire, évoluant à chaque itération et très coûteux en pratique pour
des résolutions très fines du maillage. L’idée développée dans ce travail consiste alors
à découper le terme Bh en deux morceaux Bh = Kh − Ah et à appliquer un schéma
numérique semi-implicite de type β-Newmark [59]

Mh

(
uh,n+1 − 2uh,n + uh,n−1

δ2
t

)
+

Kh

4

(
uh,n+1 + 2uh,n + uh,n−1

)
−Ahuh,n = Lh,n,

avec respectivement un traitement implicite et explicite des termes Kh et Ah. Nous
avons alors montré qu’il était possible de stabiliser ces schémas numériques en choisis-
sant les termes explicites de telle sorte qu’ils dérivent d’un potentiel concave. L’intérêt
est alors de pouvoir utiliser des pas de temps δt supérieurs à ceux qu’implique un trai-
tement complètement explicite de ces termes. Voici un exemple de choix de splitting
que nous proposons vérifiant de telles propriétés :

(Ku,v) = a(u,v)−
ˆ

ΓC

1

γ
(σn(u)− γ(un − g))(σn(v)− γ(vn))dS(x)

+

ˆ
ΓC

1

γ
σn(u)σn(v)dS(x)

et

(Au,v) =

ˆ
ΓC

1

γ
(σn(u)− γ(un − g))+(σn(v)− γ(vn))dS(x).

Ce qui n’apparaissait pas dans le cadre de modèles de champ de phase est que cette
technique de stabilisation a des conséquences drastiques sur la précision des schémas
numériques. Les expériences ont en effet montré que l’utilisation de termes "concaves"
implique un déphasage de temps rendant ces schémas inefficaces pour des pas de
temps au dessus de la CFL classique, régime qui nous intéressait initialement. Nous
avons alors tenté de corriger ce biais en analysant précisément l’influence de ces termes
de correction dont la contribution apparaît essentiellement comme une perturbation
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de la matrice de masse M. Dans l’article [A31], nous proposons en particulier diffé-
rentes variantes permettant de réduire ce déphasage tout en garantissant une certaine
stabilité du schéma numérique.

A la suite de ce premier travail, Y. Renard m’a proposé d’encadrer avec lui une
thèse CIFRE financée par l’entreprise Michelin sur l’optimisation de forme d’un pneu-
matique. L’objectif est ici d’optimiser la forme d’un pneu plein en minimisant des cri-
tères de compliance couplés à des énergies garantissant une certaine uniformité de
pression lorsqu’on fait tourner la roue (voir illustration figure (5.1)).

FIGURE 5.2 – Exemple de structure porteuse : le pneu Michelin Tweel

Il s’agit donc de prendre un point de vue statique tout en analysant différentes
positions du pneu. L’idée est aussi d’utiliser une approche level set pour représenter le
domaine élastique optimisé à partir des gradients de forme des énergies considérées et
suivant une méthode de descente. J. Chapelat a ainsi commencé son travail de thèse en
novembre 2019 avec comme premier objectif une comparaison des approches de type
Nitsche avec des techniques de pénalisation pour traiter les termes de contact. L’intérêt
est ainsi d’illustrer l’avantage des méthodes de Nitsche, plus précises et plus stables en
pratique. D’autres aspects de la thèse concernent la modélisation numérique. Il s’agit
par exemplede mettre en place un critère efficace pour uniformiser ces pressions, ou
encore l’intégration de modèles d’élasticité non linéaires qui s’avèrent plus précis pour
modéliser la déformation d’un pneumatique sous contrainte de chargement. La figure
(5.1) présente un exemple numérique d’optimisation obtenu par J. Chapelat.

Ce projet de recherche fait aussi écho à un précédent travail publié dans l’article
[A27] et effectué à la fin de mon post-doctorat. Il concerne en effet l’étude de la stabilité
de la dérivée topologique d’une fonctionnelle d’élasticité. Il serait donc intéressant par
la suite de reprendre cette analyse de sensibilité topologique dans le cas des nouvelles
fonctionnelles correspondant aux critères d’optimisation du pneu. L’intérêt serait alors
d’être capable de faire évoluer efficacement la topologie de l’ensemble Ω au cours de
l’optimisation en rajoutant des trous au cours des itérations, dont la position serait elle
même optimisée.

5.2 Perspectives

Je viens de présenter dans ce rapport de synthèse un certain nombre de travaux
de modélisation mathématique et numérique appliqués d’une part aux méthodes de
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FIGURE 5.3 – Exemple d’optimisation obtenue par J. Chapelat ; à gauche, structure de
départ ; à droite, structure optimisée

champ de phase pour l’approximation d’évolutions géométriques d’interfaces, et d’autre
part à des problèmes inverses liés aux techniques d’imagerie médicale actuelles. Ce
travaux posent de nombreuses questions que je souhaiterais aborder par la suite.

5.2.1 Méthodes de champ de phase et flots géométriques

Concernant les méthodes de champ de phase, un certain nombre de projets sont ac-
tuellement en cours, dont certains en pause faute de temps, mais voici quelques pistes
que je souhaiterais poursuivre ces prochaines années.

Tout d’abord, nous avons montré que les modèles multiphases avec mobilité dé-
générée étaient très efficaces pour traiter des conditions de bord de manière implicite.
L’extension de ces travaux au cas anisotrope pose de nombreuses difficultés car il né-
cessite d’introduire des modèles de champ de phase dont la solution ne dépend pas
de l’anisotropie. Ajouter de l’anisotropie dans la mobilité serait aussi intéressant pour
la modélisation de la croissance de grains. Ici on pourrait s’inspirer des travaux de S.
Esedoglu [35] proposant une solution dans le cadre des algorithmes de type Bence-
Merriman-Osher. Enfin, l’approximation de flots géométriques sur des surfaces fixes
pourraient être aussi traitée à l’aide de modèle multiphase avec l’idée d’immobiliser
la surface fixe entre deux ensembles de mobilité nulle.

L’étude des modèles de Cahn-Hilliard de type NMN est uniquement formelle et
il serait intéressant de voir s’il est possible de démontrer rigoureusement des résul-
tats de convergence de ces modèles vers le flot de diffusion de surface. Les schémas
numériques basés sur un splitting convexe-concave de la métrique ont aussi montré
leur efficacité mais la preuve de leur stabilité n’est pas encore complètement établie.
Il serait donc intéressant d’effectuer une analyse plus précise de ce type de discrétisa-
tion qui s’applique en particulier à d’autres équations comme par exemple les flots de
Willmore ou encore les mouvements par courbure moyenne avec mobilité anisotrope.
Nous sommes aussi en train de regarder l’extension des résultats de développements



5.2 5.2. Perspectives 77

asymptotiques à des énergies de surfaces anisotropes.

A propos de l’énergie de Willmore, l’extension multi-phase des applications de
reconstructions de surfaces à partir d’un ensemble de coupes ou de régularisations
d’objets pixelisés semble aussi intéressante mais nécessite une relaxation au niveau
des points triples. Une autre piste concerne l’utilisation de l’énergie de Willmore pour
la régularisation de la forme des gouttelettes sur des supports fixes. Il s’agirait d’utili-
ser une approche multiphase en ajoutant une énergie de Willmore uniquement sur la
phase liquide. L’idée serait alors d’obtenir une modélisation plus précise de la forme
de la gouttelette tout en faisant le lien avec les énergies de lignes.

Sur le résultat de l’équation d’Allen Cahn avec contrainte topologique, nous at-
tendons ici des résultats plus précis de convergence de l’évolution de mouvement
par courbure moyenne 3D d’ensemble tubulaire vers les mouvements par courbure
moyenne de co-dimension 2. Des travaux sont aussi actuellement en cours sur l’ap-
proximation des solutions de Plateau à l’aide d’approches champ de phase dans le
cadre des courants. L’avantage ici est de garder un point de vue variationnel afin de
traiter plus facilement le cas de bords incomplets.

Enfin, les premiers résultats de G. Terri sur l’utilisation de réseaux de neurones
pour l’apprentissage de flots géométriques semblent très prometteurs. Il s’agit main-
tenant non seulement de mieux comprendre comment optimiser la structure des ré-
seaux, la base de données ou encore les fonctionnelles à minimiser afin de faciliter
l’apprentissage pour les réseaux d’un flot donné, mais aussi d’analyser le réseau lui
même pour en déduire des informations sur le flot appris.

5.2.2 Problèmes inverses appliqués à l’imagerie médicale

A propos de nos travaux sur les algorithmes de reconstruction en élastographie,
nous arrivons enfin après plusieurs années de recherche à proposer des reconstruc-
tions de cartes d’élasticité très compétitives par rapport à ce qui ce fait de mieux dans
la littérature. Ces premiers résultats sont donc très encourageants et soulèvent de nom-
breux points et pistes d’amélioration que nous souhaiterions aborder par la suite.

Concernant les données expérimentales, il s’agit par exemple de mieux comprendre
l’influence du passage données 3D-2D en justifiant plus précisément les hypothèses
de champs de contraintes plan que l’on peut faire pour se ramener à un problème 2D.
Ces données sont aussi très bruitées et il serait intéressant de mieux comprendre la
méthode utilisée pour obtenir les champs de déplacement à partir des mesures écho-
graphiques. L’idée serait alors de prendre un point de vue variationnel et de proposer
une méthode de reconstruction en une seule étape directement sur les données écho-
graphiques en intégrant des termes de régularisation élastique.

Sur la discrétisation des opérateurs d’élasticité par la méthode d’éléments finis, les
maillages hexagonaux présentent de très bonnes propriétés en pratique. Une étude
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de stabilité discrète sur la reconstruction des noyaux d’opérateurs est actuellement en
cours. Il serait aussi intéressant d’intégrer plus efficacement la régularité de ces opéra-
teurs sur les énergies d’erreur que l’on minimise en pratique. Nous utilisons en effet,
pour l’instant, une erreur L2 mais une erreur en norme H−1 semble plus naturelle et
devrait améliorer la reconstruction.

La méthodologie s’applique aussi à d’autres types de données et d’applications
comme par exemple le cas de champs de déformation dynamique ou encore l’image-
rie par OCT (optical coherence tomography). L’avantage ici est que P. Millien a des
contacts directs avec ses collègues expérimentateurs et qu’il peut facilement avoir ac-
cès à des données expérimentales.

Enfin, et depuis quelques années, je m’intéresse fortement à l’utilisation des ré-
seaux de neurones. L’idée est de trouver de nouvelles approches ou encore des sché-
mas numériques optimisés et plus efficaces que ceux que j’utilise actuellement. Je
pense ici en particulier à la thèse de G. Terri dont j’ai déjà détaillé quelques idées
précédemment, mais aussi à l’encadrement de plusieurs stagiaires sur des problèmes
inverses en imagerie médicale et en collaboration avec des membres de CREATIS
dont les équipes ont déjà développé de nombreuses expertises dans le domaine. Par
exemple, j’ai eu l’occasion d’encadrer avec V. Maxim un étudiant sur la segmenta-
tion automatique de fractures à partir de données issues d’IRM 3D. Un autre stage
encadré avec N. Ducros concerne des problèmes inverses appliqués à des caméras à
un seul pixel où l’idée est de regarder des méthodes variationnelles de reconstruction
couplées avec des termes de régularisation qui s’obtiennent avec l’apprentissage d’un
réseaux de neurones. Il me semble donc intéressant de poursuivre ces travaux par la
suite et d’essayer de comprendre l’utilité des outils du "deep learning" pour traiter les
différents problèmes inverses que j’étudie actuellement.
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