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Université de Lorraine – UFR Sciences et Technologies Recherches de Saint-Louis (ISL)

Dynamique de Vol et Commande Non
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et Simulation
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Contexte général de la thèse

"Ultima ratio regum", le dernier argument des rois. Cette devise gravée sur tous les canons de l’ar-
mée de Louis XIV témoigne déjà de l’importance de l’artillerie au sein des forces armées dès le XVIIIe

siècle. Importance encore plus marquée durant la période du premier empire : Napoléon Bonaparte étant
lui même artilleur de formation, incorporera l’artillerie au cœur de ses tactiques militaires. Elle s’avéra
être un élément décisif de plusieurs batailles, notamment le siège de Toulon (1793), la campagne d’Italie
(1796-1797) or encore la bataille d’Austerlitz (1805) .

Par la suite, les améliorations techniques apportées par la revolution industrielle, notamment sur la
poudre, font de l’artillerie un élément determinant du champ de bataille pendant la première guerre mon-
diale, causant entre 60 % et 75% des pertes militaires [emndlPGM]. Au début du conflit, la France présente
un retard technologique important et ne dispose pas encore d’artillerie lourde. En effet, sa pièce d’artillerie
principale est le canon de 75 mm datant de 1897, qui n’est pas adapté à la guerre de tranchée. Cependant,
en 1916, l’armée française se dote de son premier canon d’artillerie lourde, le 155 mm G.P.F (voir la
figure 0.1) qui sera utilisé jusqu’à la seconde guerre mondiale. Par plusieurs aspects, ce canon marque
un tournant dans le domaine de l’artillerie : il est très stable grâce à son système de fixation, il dispose
d’un angle d’élévation maximale supérieur à ce qui se faisait à l’époque et permet un grand champ de tir
horizontal grâce à son axe de rotation en lacet.
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Figure 0.1 – Canon de 155 mm GPF modèle 1916

Pendant la seconde guerre mondiale, il n’y a pas de véritable bond technologique pour l’artillerie fran-
çaise même si le canon 155mm GPF aura droit à une nouvelle version appelée 155 GPF-T. Les principales
améliorations se situent au niveau de sa structure et de ses pneumatiques, ce qui permet une meilleure
mobilité et une meilleure robustesse.

Durant la deuxième moitié du XX ème siècle, la précision de l’artillerie s’améliore. Tout d’abord grâce
à l’utilisation de la radio, puis grâce aux premiers systèmes de guidage laser dans les années 1970-1980. De
nos jours, l’équipement incontournable de l’artillerie lourde française est le CAESAR (CAmion Equipé
d’un Système d’ARtillerie). Mis en service, au début des années 2000, le canon CAESAR vise à rem-
placer les canons tractés 155 TRF1. Il apporte un véritable avantage sur le champ de bataille grâce à son
autonomie et sa grande mobilité. Le canon CAESAR s’est illustré dans de nombreux théâtres d’opérations
notamment en Afghanistan (2009), au Mali (2013), en Irak (2016), au Yémen (2019) et plus récemment
en Ukraine (2022).

Figure 0.2 – Canon CAESAR

Au delà des améliorations technologiques qui peuvent être apportées au canon et au système de tir pour
augmenter la precision de l’arme, il est pertinent de s’intéresser à la munition en elle même pour réduire
la dispersion balistique. En effet, les projectiles balistiques standard de 155 mm (voir la figure 0.3), très
utilisés dans l’artillerie moderne, souffrent d’une dispersion relativement élevée à l’impact en raison des
incertitudes sur les conditions de tir et des perturbations dues au vent. Il en résulte que les artilleurs doivent
tirer plusieurs munitions afin d’atteindre la cible. Les tirs multiples impliquent un coût plus élevé pour
l’opération, une augmentation potentielle des dommages collatéraux, ainsi qu’un risque plus important
pour le personnel militaire puisque la durée de la mission augmente.
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Figure 0.3 – Munition d’artillerie 155 mm LU-211

Il existe plusieurs solutions dans la littérature pour réduire la dispersion balistique des projectiles
d’artillerie. On peut les classer dans les catégories suivantes :

■ Propulseurs de jets ou impulseurs pyrotechniques :
Le principe de cette méthode est de modifier la trajectoire du projectile en déclenchant un jet de gaz
ou une petite détonation contrôlée. La figure 0.4 montre le principe de l’approche. Ce concept a déjà
fait l’objet d’étude à l’ISL pour des munitions gyrostabilisées de calibres 30 mm [CWB11]. Cette
méthode de commande permet une grande correction de la trajectoire en fournissant une force laté-
rale très importante lors de l’explosion impulsionnelle ou du jet de gaz, mais nécessite une estima-
tion très précise de l’angle de roulis du projectile, ce qui est rendu difficile par la vitesse de rotation
très élevée du projectile. De plus, ce type de méthode requiert une stratégie de commande spéci-
fique (tout ou rien) adaptée. Enfin, même si l’utilisation de plusieurs impulseurs est envisageable,
un guidage continu en boucle fermée jusqu’à la cible n’est pas réalisable, la précision attendue à
l’impact est donc relativement faible. On peut également commenter que l’implémentation de ce
type de solution est difficile car le dispositif de propulsion doit être inséré dans la munition.

Figure 0.4 – Correction par impulsion pyrotechnique de la trajectoire d’une munition de 30 mm

Au delà des travaux faits à l’ISL, plusieurs références de la littérature traitent de cette solution :
[BPC02, SGJ20, GC02]

■ Surfaces de commandes aérodynamiques (canards et ailerons) :

Comparées aux propulseurs de jets, les méthodes de correction via des surfaces de commandes
aérodynamiques ont l’avantage de permettre une stratégie de commande continue beaucoup plus
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répandue et maitrisée, qui se rapproche des méthodes utilisées pour les missiles et les avions. Les
figures 0.5, 0.6 et 0.10 montrent trois concepts utilisant des surfaces de commandes aérodynamiques
pour corriger la trajectoire d’une munition d’artillerie.

Figure 0.5 – M712 Copperhead

La munition M712 Copperhead [MA77] a été l’un des premiers projets de munition d’artillerie de
155 mm contrôlée par des surfaces aérodynamiques. Développée à partir de 1971, la munition est
stabilisée et contrôlée par des ailettes et est guidée par laser. L’un de ses principaux défaut est que
son système de guidage peut être fortement perturbé par les conditions météorologiques.

Figure 0.6 – M982 Excalibur

La munition M982 Excalibur [Wel00], conçue au début des années 2000 dans le cadre d’un par-
tenariat entre Raytheon et BAE Systems, dispose d’un système de guidage inertiel combiné avec
un GPS. Le projectile est équipé d’ailettes et de canards rétractables qui se déploient en sortie de
bouche du canon. Cette architecture permet d’augmenter drastiquement la precision de l’arme, pas-
sant d’une precision d’environ 200 mètres à 30 km de portée pour des minutions 155 mm conven-
tionnelles à une précision métrique. En 2013, une version améliorée verra le jour baptisée "Excalibur
S" capable d’atteindre des cibles mobiles. Son prix, très supérieur à une munition 155 mm standard,
destine l’Excalibur à des missions à hauts risques de dommages collatéraux nécessitant une grande
précisions (i.e. combats urbains).

Figure 0.7 – M1156 Precision Guidance Kit

Le M1156 Precision Guidance Kit [SL22] développé en 2013 par Alliant Techsystems se présente
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comme une alternative à l’Excalibur, moins précis (precision estimée à 50 mètres) mais beaucoup
moins cher. Le concept du PGK est une rupture par rapport aux deux autres solutions. En effet,
contrairement aux deux autres solutions présentées qui sont des projectiles dits "monolithiques" et
stabilisés par empennage, l’objectif du PGK est de transformer un obus de 155 mm standard en
munition guidée en s’interfaçant avec le nez du projectile . La figure 0.8 montre le M1171 LR-
PGK (Long Range Precision Guidance Kit) qui est une nouvelle version du PGK dont la principale
nouveauté est l’utilisation de canards à angles variables contrôlés permettant un meilleur contrôle
de la trajectoire du projectile.

Figure 0.8 – M1171 Long Range Precision Guidance Kit

Il existe d’autre modules de guidage pour projectiles de 155 mm gyrostabilisés dans la littérature
similaire au concept du PGK. On retrouve le ALKON Fuze Guidance Kit développé par Escribano
Mechanical & Engineering (EM&E), le Silver Bullet de Elbit Systems et le TOP GUN de Israel
Aerospace Industries. Ces trois concepts sont montrés par la figure 0.9.

Figure 0.9 – ALKON Fuze Guidance Kit (gauche), Top GUN (milieu) et Silver Bullet (droite)

■ Charges inertielles :
Il est intéressant de noter que certains travaux ont montré que le mouvement de masses ou de liquide
interne pouvait influencer la trajectoire du projectile [Mur78, FC06]. Les résultats dans [Rou23] à
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l’ISL, démontre qu’il est possible de contrôler la trajectoire d’un projectile grâce au moment produit
par un actionneur à effet gyroscopique. L’actionneur à l’intérieur du projectile permet une réduction
de la trainée aérodynamique par rapport aux projectiles équipés de canards.

Figure 0.10 – Prototype de projectile guidé équipé d’un actionneur gyroscopique interne [Rou23]

L’institut de recherches franco-allemand de Saint-Louis (ISL), quant à lui, développe des solutions
dans les trois catégories présentées (impulseurs pyrotechniques, surfaces de commandes aérodynamiques
et charges inertielles), celle étudiée dans la thèse est similaire au Precision Guidance Kit qui consiste à
équiper les projectiles non guidés déjà existants d’une fusée de correction de trajectoire découplée en roulis
qui intègre jusqu’à quatre surfaces de commandes aérodynamiques appelés canards, des capteurs (centrale
inertielle, gyromètre, magnétomètre et GNSS), ainsi qu’une loi de commande et de guidage embarquée.
La différence majeure entre le PGK et la fusée de correction développée à l’ISL est l’utilisation de canards
pilotés (angle de braquage des canards variables) contrairement au PGK qui possèdent des angles de
braquages de canards fixes. La precision attendue du projectile guidé de l’ISL est donc bien supérieure.

Le concept de cette solution est présenté plus en détails dans la section suivante.

Concept de projectile guidé à fusée de correction de trajectoire

Le projectile guidé étudié pendant la thèse est un projectile gyrostabilisé équipé d’une fusée de correc-
tion de trajectoire (FCT) découplée en roulis. Il est également nommé DFGP pour Decoupled Fuse Guided
Projectile. Les figures 0.11 et 0.12 montrent respectivement les différentes parties du projectile et ses di-
mensions principales. La particularité de la configuration en deux parties du projectile (corps+ FCT) appe-
lée "dual-spin" est la différence de vitesse de rotation entre la partie arrière et la FCT. En effet, le projectile
étant gyrostabilisé, la partie arrière tourne très rapidement sur elle même pour stabiliser le projectile durant
le vol. La vitesse angulaire de la FCT quant à elle est réduite à zero pendant le vol grâce à l’autopilote de
roulis pour permettre aux canards de pouvoir corriger la trajectoire du projectile. Ce type de configuration
dual-spin a fait l’objet de diverses publications dans la littérature, notamment concernant la dynamique de
vol et sa commande par les approches linéaires, en particulier [CP00, Wer09, TSW15, STW+17]. Cepen-
dant, ces travaux considéraient un moteur coaxial permettant le contrôle du roulis de la pointe. Ce moteur
est absent dans le cas du DFGP, et le roulis est piloté par les canards.
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Corps du projectile 

Fusée de correction 

de trajectoire 

Canards 

Figure 0.11 – Projectile guidé à fusée de correction de trajectoire
d =  0.155 m 

lf = 0.155 m 

l =  0.870 m 

Figure 0.12 – Dimensions du projectile dual-spin étudié

Boucle GNC et stratégie générale de commande

Pour être en mesure d’atteindre la cible et de corriger sa dispersion balistique de manière automatique,
le DFGP embarque un système de Guidage, Navigation et Commande (GNC) complet dont l’architecture
est présentée par la figure 0.13.

Guidage Commande Actionneurs Dynamique du
projectile

Capteurs
Fusion de données

et filtrage de
navigation

+ -Mission

Système GNC

Figure 0.13 – Architecture du système GNC appliqué au projectile

■ Guidage : Le système de guidage calcule la correction nécessaire à apporter pour que le projectile
suive la trajectoire définie pour la mission, cela se traduit par des accélérations désirées verticales et
latérales que le projectile doit avoir. Ces accélérations désirées servent de consignes au système de
commande.

■ Navigation : Le système de navigation fusionne les données des capteurs embarqués (centrale iner-
tielle, gyroscope, magnétomètres et GNSS) pour obtenir une bonne estimation des états du projectile
(position, vitesse et accélération linéaire et angulaire, angle d’Euler, etc...). Des filtres de navigation
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sont également embarqués pour réduire le bruit des capteurs.

■ Commande : Le système de commande a pour mission de faire converger les états du projectile
vers ceux désirés par le système de guidage. A partir des informations issues des algorithmes de la
navigation et des consignes du guidage, le système de commande calcule le signal de commande à
envoyer à chaque canard.

Le projectile guidé passe par différentes phases de vol le long de sa trajectoire, comme le montre la
figure 0.14. Lors du tir, le projectile subit une accélération qui peut être supérieure à 10 000 g. Les capteurs
sont saturés à ce stade, et les algorithmes de navigation mettent donc un certain temps à converger en
sortie de bouche. De plus, le récepteur GNSS met également un certain temps à accrocher les satellites (de
l’ordre de quelques dizaines de secondes typiquement). Ainsi, le guidage du projectile n’est pas possible
tant qu’une solution de navigation n’est pas disponible. C’est pourquoi le système GNC bascule entre
différents états sur la trajectoire du projectile, comme détaillé ci-dessous où ϕ2 et p2 sont respectivement
l’ angle de roulis et la vitesse de roulis de la FCT.

Figure 0.14 – Différentes phases de vol du projectile guidé

■ Phase de sortie de canon (t < t1) : Pendant la première phase de vol, le système GNC n’est pas actif
car les capteurs sont saturés et le système de navigation n’est pas opérationnel.

■ Phase de réduction de la vitesse de roulis de la FCT (t1 < t < t2) :
Pendant cette phase, les quatre canards sont mis en saturation afin de réduire la vitesse de roulis de
la FCT par effet aérodynamique. En effet, la partie arrière du projectile étant en rotation très rapide,
et du fait des frottements dans le système de découplage, la vitesse de roulis de la FCT augmente
rapidement.

■ Phase de stabilisation de l’angle de roulis de la FCT (t2 < t < t3) :
Une fois la vitesse en roulis de la FCT suffisamment réduite, l’autopilote de roulis est enclenché
afin de stabiliser l’angle de roulis de la FCT.

■ Phase de trajectoire guidée (t > t3) :
La dernière phase de vol est la phase guidée, à ce stade, une solution de navigation est disponible,
la position de la cible est connue, et le roulis de la FCT est stabilisé. Les autopilotes de tangage,
de lacet et de facteurs de charge sont enclenchés pour permettre la correction de la trajectoire du
projectile.
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Stratégies de commande appliquées aux projectiles guidés

La dynamique du projectile est non linéaire et dépend fortement du point de vol : typiquement le
nombre de Mach, l’altitude, les angles d’incidence, et la vitesse de roulis du corps. La conception d’un
correcteur remplissant le cahier des charges sur l’ensemble du domaine de vol n’est donc pas triviale. Au
delà des méthodes classiques en boucle ouverte qui relèvent de la balistique traditionnelle [Fre11, Cos97],
les principales stratégies de commande appliquées aux projectiles guidés sont le séquencement de gains
[LL00] et plus récemment la commande Linéaire à Paramètres Variants (LPV)[Mac19].

La commande par séquencement de gains consiste à concevoir une loi de commande non-linéaire
par interpolation d’un contrôleur linéaire synthétisé autour de différents points de fonctionnement. Plus
précisément la méthode du séquencement de gains consiste en trois étapes :

■ Linéarisation : Cette étape consiste à effectuer une linéarisation jacobienne de la dynamique non-
linéaire du projectile autour de différents points de fonctionnement (conditions de vol fixées).

■ Synthèse : Un contrôleur linéaire LTI est synthétisé pour chaque modèle linéaire obtenu dans l’étape
de linéarisation.

■ Interpolation : Le contrôleur non-linéaire global est obtenu par interpolation des controleurs li-
néaires synthétisés.

Plusieurs travaux à l’ISL, à l’ONERA [Tha21], au CRAN [Sèv16] et dans la littérature de manière géné-
rale [GB22] ont montré les avantages de la commande par séquencement de gains et sa pertinence pour
la commande des projectiles dual-spin. Cette méthode permet de concevoir une loi de commande non-
linéaire relativement simple tout en utilisant les outils puissants de la commande multivariable et robuste
pour synthétiser les contrôleurs locaux.

La commande LPV est une approche alternative au séquencement de gains qui produit également un
contrôleur non-linéaire mais, contrairement au séquencement de gains, la commande LPV permet de ga-
rantir des propriétés globales de stabilité et de performance sur l’ensemble du domaine de vol avec un
seul contrôleur LPV automatiquement séquencé. Cependant cette méthode, ,comme le sequencement de
gains, nécessite de linéariser la dynamique non-linéaire. La commande LPV pour des projectiles guidés à
longue portée a également fait l’objet de travaux récents à l’ISL [VSST24]. La section suivante présente
les principaux défauts du sequencement de gains justifiant les objectifs de la thèse, détaillés également
ci-dessous.

Objectifs de la thèse

La plupart des lois de commande, conçues pour les projectiles gyro-stabilisés, utilisent des techniques
de séquencement de gains basées sur la linéarisation locale de la dynamique du projectile autour d’un
nombre défini de points de vol. Cette approche donne des performances satisfaisantes tout en permettant
l’utilisation d’outils bien connus de la théorie de la commande linéaire. Cependant, le séquencement de
gains présente deux inconvénients principaux : premièrement, la conception peut prendre beaucoup de
temps car l’ingénieur automaticien a besoin de développer des modèles linéaires de la dynamique étu-
diée autour d’un nombre significatif de points de vol pour que la conception de l’autopilote soit réussie.
Deuxièmement, le contrôleur non linéaire obtenu par interpolation de contrôleurs linéaires ne peut garantir
les performances et la stabilité du système en boucle fermée qu’au voisinage des points de vol susmen-
tionnés.

Au delà des considérations sur le séquencement de gains, le modèle du projectile étudié est sujet

11



Introduction générale

à de nombreuses incertitudes paramétriques. En effet, l’aérodynamique des projectiles guidés à fusée
de correction de trajectoire est complexe et constitue encore actuellement un sujet de recherche actif
[KMM20, KHL12]. L’estimation précise des coefficients aérodynamiques du projectile nécessite des cam-
pagnes expérimentales en soufflerie, longues, compliquées et couteuses. De plus, mener une telle étude
n’est pas toujours possible. Une alternative est de se baser sur les estimations provenant de logiciels semi-
empiriques dédiés comme PRODAS [KCS+20], mais ces résultats sont entachés d’une incertitude élevée.
En effet, ces logiciels reposent sur une base de données empiriques qui utilise en général un modèle sim-
plifié du projectile et ne prend en général pas en compte l’action aérodynamique des canards. Or, il est
admis que les canards situés en amont du projectile ont une influence majeure sur l’aérodynamique de
celui-ci. Ces constats menés sur le séquencement de gains et sur les incertitudes paramétriques du modèle
du projectile ont servi à définir les objectifs de la thèse.

L’axe principal de recherche qui encadre les travaux de thèse est l’établissement d’une méthodologie
de conception rapide et générique d’autopilotes pour des projectiles guidés avec des garanties de perfor-
mance et de robustesse face aux incertitudes, et ce pour toute l’enveloppe de vol. Par "rapide" et "géné-
rique", l’objectif sous-jacent est de s’affranchir du séquencement de gains et de proposer une stratégie de
contrôle non-linéaire rapide à régler (un seul contrôleur pour l’ensemble du domaine de vol) et facilement
implementable qui prenne en compte directement les non-linéarités du système et qui, par conséquent,
évite la procédure de linéarisation et de synthèse pour chaque point de vol.

Plan du manuscrit

Le chapitre 1 décrit le modèle mathématique non-linéaire du projectile en détaillant les équations de
la dynamique de vol, les forces et moments aérodynamiques, ainsi que la modélisation des différents para-
mètres de vol, des actionneurs et des capteurs. Ce chapitre détaille également la conception du simulateur
de vol utilisé tout au long de la thèse pour la validation du comportement balistique du projectile et des
trajectoires guidées.

Le chapitre 2 traite de la synthèse d’autopilotes non-linéaires par inversion dynamique incrementale.
La méthodologie de réglage prenant en compte des contraintes d’implémentation numérique et utilisant
les outils de la commande robuste est présentée : une analyse des performances et de la robustesse des au-
topilotes de roulis, tangage et lacet du projectile est réalisée. Des simulations non-linéaires de trajectoires
guidées, utilisant le simulateur du chapitre 1, sont également présentées pour valider le comportement
nominal des lois de commandes synthétisées.

Le chapitre 3 se concentre sur la conception d’une augmentation adaptative pour réduire l’impact
des incertitudes paramétriques sur les performances des autopilotes de roulis, de tangage et de lacet et
facteurs de charge. Des simulations non-linéaires permettent d’évaluer le gain en performance obtenu par
l’utilisation de la commande adaptative en sur-couche des lois de commandes par inversion dynamique.

Pour terminer, le chapitre 4, s’intéresse à l’utilisation des LMI pour l’analyse et la synthèse du filtre
passe-bas de l’augmentation adaptative de l’autopilote de roulis, permettant un bon compromis entre mi-
nimisation de la norme L1 du système bouclé et robustesse face aux retards de mesures et de commande.
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Chapitre 1

Modélisation non-linéaire et conception
d’un simulateur de vol
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Chapitre 1. Modélisation non-linéaire et conception d’un simulateur de vol

1.1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif, d’une part, de détailler le modèle mathématique non-linéaire décrivant
le comportement en vol d’un projectile "dual-spin", et, d’autre part, de présenter le simulateur balistique
dans l’environnement Matlab/Simulink.

La modélisation mathématique d’un projectile à sept degrés de liberté se base principalement sur les
équations de la dynamique de vol présentes dans [Zip14] et dans les travaux de recherches de [Sèv16].
Cependant, certains aspects de la modélisation ont été améliorés par rapport aux travaux de [Sèv16]. Tout
d’abord, le calcul du moment d’inertie total du projectile par rapport à son véritable centre de masse per-
met un calcul plus fidèle des équations dynamiques de rotation. Ensuite, la méthode des cosinus directeur
(Direct Cosine Matrix) a été choisie pour le calcul de la cinématique de rotation. Cette approche a l’avan-
tage d’être moins complexe à implémenter que la méthode par quaternion et ne présente pas de singularité
de calcul contrairement à la méthode d’intégration d’Euler directe.

Le simulateur de vol se base sur la boîte à outils SMART (System Modeling Ammunition Research
Tools) conçue pendant cette thèse. Cette boîte à outils a été créée avec l’objectif d’apporter plus de géné-
ricité, de modularité et de simplicité au simulateur. Les caractéristiques de SMART sont présentées dans la
section 1.3.

La section 1.2 présente les équations du modèle non-linéaire du projectile, ensuite la section 1.3 pré-
sente la boîte à outils SMART et les caractéristiques principales du simulateur de vol et, enfin, dans la
section 1.4, le fonctionnement du simulateur est validé par l’analyse de simulations balistiques et de si-
mulations de tir en boucle ouverte.

1.2 Modèle mathématique non-linéaire du projectile guidé dual-spin

Le comportement d’un projectile guidé dual-spin est décrit par un modèle dynamique à sept degrés
de liberté. Plus précisément, en plus des trois translations et des trois rotations dans les trois directions
de l’espace, le modèle comporte un degré de rotation supplémentaire dû au découplage en roulis entre la
fusée de correction de trajectoire et la partie arrière du projectile. Dans cette section, les repères et les
systèmes de coordonnées utilisés pour la modélisation sont tout d’abord présentés, ensuite les équations
dynamiques et cinématiques sont détaillées. Une partie importante de cette section est dédiée au calcul des
forces et des moments extérieurs au projectile. Enfin, la modélisation des actionneurs est discutée ainsi
que des hypothèses simplificatrices sur la dynamique des capteurs. Les valeurs numeriques des differents
parametres du projectile dual-spin sont detailles dans le tableau B.1 en annexe B.1.

1.2.1 Repères et systèmes de coordonnées

Les repères et les systèmes de coordonnées servent de cadres mathématiques à la modélisation du
comportement du projectile pendant sa phase de vol. En effet, le mouvement du projectile, son orientation
et les forces et les moments qui lui sont appliqués sont toujours exprimés par rapport à un repère. Il est donc
primordial de définir certains repères fondamentaux à la modélisation de la dynamique du projectile. Ainsi,
cette sous-section présente les différents repères nécessaires à l’écriture des équations de la dynamique de
vol ainsi que leurs systèmes de coordonnées préférentiels associés. La figure 1.1 montre les rotations entre
les différents systèmes de coordonnées et la figure 1.2 illustre les différents repères utilisés où B1 et B2

sont respectivement les centres de masse de la partie arrière et de la FCT du projectile et B est le centre de
masse total.

14



1.2. Modèle mathématique non-linéaire du projectile guidé dual-spin

3E = 3X 

1E 

1X 

2X =2Y 

2E 

ψ 

θ 
ψ 

θ 

3Y 

1Y= 1B1 

3B1 ϕ1 

ϕ1 

2B1 

3B1 

2B1 

1B1 = 1B2 

3B2 ϕB2E 

ϕB2E 

2B2 

3B 
3B 

α 

1B 

2B = 2S 

1S 
2W 

1W 

vB
 A
 

β 

α 

3S = 3W 

β 

1R=1B1

2A = 2R 

1A 

vB
 A
 

3R  

2B 

α’ 

3A  
α’ 

ϕ’ 

ϕ’ 

Relation entre le SC Body et le SC Local Relation entre le SC Body et le SC FCT 

Relation entre le SC Body et le SC Wind 

cartésien 

Relation entre le SC  Body et le SC 

Wind aérobalistique 

Figure 1.1 – Rotations entre les différents systèmes de coordonnées

■ Repère terrestre et système de coordonnées local :
Le repère E lié à la Terre est supposé inertiel (galiléen) avec un changement d’orientation et de posi-
tion dans le temps jugé négligeable. L’origine du repère est fixée au site de lancement. Le projectile
étudié possède une portée balistique inférieure à 30 kilomètres et évolue dans l’atmosphère avec
une vitesse maximale inférieure à Mach 5 par conséquent la courbure terrestre est négligeable pour
la modélisation de la trajectoire. Un système de coordonnées local ]L peut donc être utilisé dans le
plan tangent à la surface terrestre sur le site de lancement. Les trois vecteurs principaux du repère
(e1, e2, e3) sont orientés respectivement vers le nord, vers l’est et vers le centre de la Terre et sont
associés aux axes (1E , 2E ,3E) qui constituent le système de coordonnées préférentiel ]L.

■ Repères du corps du projectile (tournant et non-tournant) et systèmes de coordonnées préférentiels
associés :
Les repères Body Varying Roll (BVR) B1 et Body Fixed Roll (BFR) 1 B′1 sont tous les deux fixés
au corps du projectile (partie arrière) et ils partagent le même premier vecteur de leurs bases suivant
l’axe de symétrie du projectile , c’est à dire b1,1 = b′1,1. Cependant, à la différence de B1, le repère B′1
ne suit pas le mouvement en roulis du corps du projectile et possède par définition un angle de roulis
nul (ϕBFR = 0). Les deuxièmes vecteurs de leurs bases (b1,2 et b′1,2) sont normaux à la surface du
projectile et sont confondus quand l’angle de roulis du projectile est nul. Leurs troisièmes vecteurs
(b1,3 et b′1,3) complètent leurs bases orthonormales respectives. L’utilisation du repère non-tournant
BFR a l’avantage de rendre l’expression de la dynamique en rotation indépendante du roulis de
corps. Dans le cas contraire, la forte vitesse de rotation du projectile augmente significativement
les durées de simulation (petit pas d’intégration) et peut dans certains cas mener à des erreurs nu-
mériques. Pour cette raison le repère BFR est privilégié par rapport au repère BVR et est utilisé
systématiquement dans la thèse. Les systèmes de coordonnées préférentiels ]B1 et ]B′1 composés des

1. Il existe un troisième repère appelé BNS (Body Non Spinning) pour les systèmes tournants, il possède la particularité
d’avoir une vitesse angulaire en roulis nulle et un angle de roulis non nul.
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axes (1B1 , 2B1 ,3B1) et (1B′1 , 2B′1 ,3B′1) sont respectivement associés au repère B1 et B′1.

■ Repère de la FCT et système de coordonnées préférentiel associé
Le repère B2 est lié à la fusée de correction de trajectoire avec une base formée des trois vecteurs
suivants : b2,1 suivant l’axe de symétrie de la FCT et donc du projectile entier, b2,2 suivant le plan de
symétrie horizontale des canards et b2,3 pour compléter la base orthonormale suivant la règle de la
main droite. Le système de coordonnées préférentiel ]B2 composé des axes (1B2 , 2B2 ,3B2) est associé
au repère B2.

■ Repère atmosphérique et système de coordonnées du vent
L’atmosphère est considérée comme une masse d’air monolithique dans laquelle évolue le projec-
tile et par conséquent un repère A peut lui être associé avec les trois vecteurs (a1, a2, a3) [Zip14,
p.85]. Le projectile se déplace dans cette masse d’air et subit un vent relatif générant les forces
et les moments aérodynamiques. Un système de coordonnées lié au vent ]W est associé au repère
atmosphérique A. Le premier axe de ]W (1W) est aligné avec le vecteur vitesse du centre de masse
du projectile par rapport à l’air vA

B. Les deux autres axes de ]W peuvent être définis de deux manières
selon l’utilisation des angles d’incidence cartésien (α, β) ou des angles aérobalistiques polaires (α′,
ϕ′). Pour éviter toute confusion le système de coordonnées lié au vent utilisant les angles aérobalis-
tiques est nommé ]A. Les angles cartésiens sont associés aux conventions de la dynamique de vol
"avion" alors que les angles aérobalistiques sont associés aux missiles et à la balistique tradition-
nelle. La section 1.2.7 propose une modélisation des efforts aérodynamiques que subit le projectile
selon ces deux conventions.
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Figure 1.2 – Repères utilisés [Sèv16]

1.2.2 Équations dynamiques de translation

L’équation dynamique de translation (1.1) décrit la dérivée du vecteur vitesse
[
vE

B

]B′1 :
[

dvE
B

dt

]B′1
par

rapport au repère inertiel terrestre E exprimé dans le système de coordonnées préférentiel lié au repère
non-tournant ]B′1 [Zip14] : [

fB
]B′1 = mB

dvE
B

dt

B′1
+ mB

[
ΩB′1E

]B′1
[
vE

B

]B′1 (1.1)
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L’équation (1.2) est obtenue en isolant
[

dvE
B

dt

]B′1
= [u̇ v̇ ẇ]⊤ :


u̇

v̇

ẇ

 =
(

1
mB

) 
X

Y

Z

 −


0 −r q

r 0 r tan θ

−q −r tan θ 0



u

v

w

 (1.2)

Dans l’équation (1.2), mB est la masse totale du projectile,
[
vE

B

]B′1 = [u v w]⊤ est le vecteur vitesse

du centre de masse du projectile B par rapport au repère inertiel terrestre E coordonné dans ]B′1 et
[
fB

]B′1 =

[X Y Z]⊤ est le vecteur des forces extérieures appliquées au centre de masse B du projectile. La nature
et l’effet de chaque force agissant sur le projectile sont détaillés dans la section 1.2.7. Le terme

[
ΩB′1E

]
représente la matrice antisymétrique du vecteur vitesse de rotation

[
ωB′1E

]
= [−r tan θ q r]⊤ du repère

non tournant B′1 où q et r sont respectivement les vitesse de tangage et de lacet du projectile et θ est l’angle
de tangage 2. Il est intéressant de noter que l’utilisation du repère BFR non tournant B′1 évite la présence
de la vitesse angulaire de roulis de la partie arrière du projectile p1 dans l’équation (1.2). La vitesse de
rotation p1 étant très élevée, son intégration est numériquement couteuse ce qui augmente le temps de
simulation d’une trajectoire.

1.2.3 Équations dynamiques de rotation

Les équations dynamiques de rotation (1.3) ci-dessous décrivent l’accélération angulaire du corps
du projectile et de la fusée de correction de trajectoire. La FCT et la partie arrière du projectile sont
physiquement couplées en tangage et en lacet, mais découplées en roulis. Pour éviter toute redondance,
l’équation (1.3a) traite des mouvements de tangage et de lacet communs aux deux parties, ainsi que du
roulis de la partie arrière du projectile tandis que l’équation (1.3b) traite uniquement du roulis de la FCT :

[mB]B′1 =
[
ĨB12
B

]B′1
[
dωB1E

dt

]B′1
+

[
ΩB′1E

]B′1
[
ĨB12
B

]B′1 [ωB1E]B′1 (1.3a)

L2 = Ix2

dpB2E
2

dt
(1.3b)

Les équations (1.3a) et (1.3b) sont développées et regroupées comme suit :

ṗ2

ṗ1

q̇

ṙ


=



I−1
x2

0 0 0

0 Ĩ−1
x1

0 0

0 0 Ĩt
−1 0

0 0 0 Ĩt
−1







0 0 0 0

0 0 r −q

0 −r 0 −r tan θ

0 q r tan θ 0





Ix2 0 0 0

0 Ĩx1 0 0

0 0 Ĩt 0

0 0 0 Ĩt





p2

p1

q

r


+



L2

L1

M

N




(1.4)

Dans l’équation (1.3),
[
ωB1E

]B′1 = [p1 q r]⊤ est le vecteur des vitesse angulaires de la partie arrière

du projectile et
[
mB1

]B′1 = [ L1 M N]⊤ est le vecteur des moments extérieurs appliqués à la partie
arrière du projectile. Concernant la FCT, p2 est sa vitesse angulaire en roulis et L2 est la composante en
roulis de la somme des moments extérieurs appliqués à la FCT.

L’équation (1.3a) prend en compte le moment d’inertie effectif de la partie arrière du projectile
[
ĨB1,2
B

]B′1

2. Le terme −r tan θ provient du calcul de la vitesse angulaire du repère par intégration directe de p′1 = −r tan θ [Zip14, p
136]
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Chapitre 1. Modélisation non-linéaire et conception d’un simulateur de vol

calculé à partir du centre de masse réel B de celui-ci. Le calcul de l’inertie effective de la partie arrière est
effectué grâce à la théorie des corps groupés [Zip14, pp.217] et détaillé par l’équation (1.5) :[

IB1,2
B

]B′1
=

[
IB1
B1

]B′1 + mB1

([
S B1B

]B′1 [
S B1B

]B′1
)
+

[
T
]B2B′1

[
IB2
B2

]B2
+ mB2

([
S B2B

]B′1 [
S B2B

]B′1
)

(1.5a)[
ĨB1,2
B

]B′1
=

[
IB1,2
B

]B′1
−

[
IB2
B2

]B′1

=
[
IB1,2
B

]B′1
−

[
T
]B2B′1

[
IB2
B2

]B2 (1.5b)

L’utilisation du moment d’inertie effectif du projectile permet une modélisation plus précise de la
dynamique de rotation de la partie arrière du projectile. On calcule tout d’abord l’inertie totale du projectile[
IB1,2
B

]B′1 par rapport à son centre de masse réel, auquel on vient soustraire le moment d’inertie de la FCT[
IB2
B2

]B′1 exprimé dans le système de coordonnées non tournant. Dans l’équation (1.5), [T ]B2B′1 est la matrice
de rotation permettant le changement de système de coordonnées à partir de ]B′1 vers ]B2 , [S B1B] et [S B2B]
sont respectivement les matrices antisymétriques des vecteurs de déplacement [sB1B]B′1 = [xB1B 0 0]⊤

et [sB2B]B′1 = [−xB2B 0 0]⊤.

1.2.4 Équations cinématiques

Les équations cinématiques permettent, tout d’abord, de calculer les différents angles d’Euler du pro-
jectile et ainsi déterminer son orientation en vol par rapport au repère inertiel terrestre. Ensuite, la vitesse
linéaire locale et la position du projectile sont déterminées grâce aux angles d’Euler.

A cause de sa configuration "dual-spin", la cinématique du projectile est décrite par 4 angles : θ son
angle de tangage, ψ son angle de lacet, ϕ1 l’angle de roulis du corps du projectile et ϕ2 l’angle de roulis
de la FCT. La détermination des angles d’Euler permet de construire des matrices des rotation [T ] B1L et
[T ] B2L faisant la correspondance entre le système de coordonnées local ]L et le système de coordonnées
]B1 , puis entre le système de coordonnées local ]L et le système de coordonnées ]B2 . Les équations (1.6),
(1.7) et (1.8) montrent la construction des matrices de rotation [T ] B1L et [T ] B2L ainsi que le cas particulier
de [T ] B′1L. La matrice [T ] B′1L est ensuite utilisée pour calculer la vitesse linéaire

[
vE

B

]L
= [ue ve we]⊤ et

la position
[
sE

B

]L
= [xe ye ze]⊤ du projectile dans le système de coordonnées local. La matrice [T ] B1L

est donnée par :

[T ]B1L = [T ]B1Y [T ]YX [T ]XL

=


1 0 0

0 cos ϕ1 sin ϕ1

0 − sin ϕ1 cos ϕ1



cos θ 0 − sin θ

0 1 0

sin θ 0 cos θ




cosψ sinψ 0

− sinψ cosψ 0

0 0 1


=


cosψ cos θ sinψ cos θ − sin θ

cosψ sin θ sin ϕ1 − sinψ cos ϕ1 sinψ sin θ sin ϕ1 + cosψ cos ϕ cos θ sin ϕ1

cosψ sin θ cos ϕ1 + sinψ sin ϕ1 sinψ sin θ cos ϕ1 − cosψ sin ϕ1 cos θ cos ϕ1

 (1.6)
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1.2. Modèle mathématique non-linéaire du projectile guidé dual-spin

La matrice [T ]B2L se construit de la même manière que [T ]B1Lavec une rotation en roulis d’angle ϕ2

au lieu de ϕ1 :

[T ]B2L =


cosψ cos θ sinψ cos θ − sin θ

cosψ sin θ sin ϕ2 − sinψ cos ϕ2 sinψ sin θ sin ϕ2 + cosψ cos ϕ cos θ sin ϕ2

cosψ sin θ cos ϕ2 + sinψ sin ϕ2 sinψ sin θ cos ϕ2 − cosψ sin ϕ2 cos θ cos ϕ2

 (1.7)

La caractéristique principale du repère non-tournant B′1 est d’avoir un angle de roulis nul (ϕBFR = 0),
par conséquent [T ]B′1L se construit avec uniquement deux rotations comme suit :

[T ]B′1L = [T ]B′1Y [T ]YX [T ]XL

=


1 0 0

0 1 0

0 0 1



cos θ 0 − sin θ

0 1 0

sin θ 0 cos θ




cosψ sinψ 0

− sinψ cosψ 0

0 0 1


=


cosψ cos θ sinψ cos θ − sin θ

− sinψ cosψ 0

cosψ sin θ sinψ sin θ cos θ

 (1.8)

1.2.4.1 Cinématique de rotation

Il existe trois méthodes principales utilisées dans la littérature pour la détermination de l’orientation
d’un repère : par intégration directe des vitesses angulaires du corps du projectile, par utilisation de la
matrice des cosinus directeurs (DCM matrix) et par quaternion. La figure 1.3 fait le comparatif des trois
méthodes. Le choix de l’utilisation de la méthode par matrice des cosinus directeur est justifié par l’ab-
sence de singularité de calcul et par une implémentation plus simple que les quaternions. La méthode de la
matrice des cosinus directeurs est basée sur la dynamique de la matrice [T ]B′1L régie par l’équation (1.9) :

d[T ]B′1L

dt
=

[
Ω

B′1E
]B′1

[T ]B′1L (1.9a)

[T ]B′1L =


cosψ cos θ sinψ cos θ − sin θ

− sinψ cosψ 0

cosψ sin θ sinψ sin θ cos θ

 (1.9b)

Les angles de tangage θ et de lacet ψ sont calculés directement à partir de [T ]B′1L selon les equations
cinématiques de sortie (1.10a) et (1.10b) :

θ = − arcsin
(
T B′1L{1, 3}

)
(1.10a)

ψ = − arctan
(
T B′1L{2, 1}

T B′1L{2, 2}

)
(1.10b)

Néanmoins, du fait de l’utilisation de ]B′1 , il n’est pas possible de calculer de la même manière les angles
de roulis ϕ1 et ϕ2, ceux-ci sont donc calculés par intégration directe comme suit :

ϕ̇2 = p2 − p′1
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Méthodes de calcul des angles d'Euler du corps du projectile

Intégration directe Matrice des cosinus directeurs Quaternions

Eq
ua

tio
ns

 d
iff

er
en

tie
lle

s
A

ng
le

s d
'E

ul
er Determination des angles d'Euler par

integration directe des equations
differentielles.

Av
an

ta
ge

s

Calcul direct des angles d'Euler.

Matrice de transformation directement
calculée.

Aucune singularité dans les équations
differentielles.

Equations différentielles linéaires.

In
co

nv
en

ie
nt

s Singularité de calcul à :

 

Les angles d'Euler ne sont pas
directement disponibles

Les angles d'Euler et la matrice de transformation ne
sont pas directement disponibles.

Implementation plus complexe.

Figure 1.3 – Méthodes de calcul des équations cinématiques [Zip14, pp. 143]

= p2 + r tan θ (1.11a)

ϕ̇1 = p1 − p′1
= p1 + r tan θ (1.11b)

1.2.4.2 Cinématique de translation

Les équations cinématiques de translation permettent de calculer la vitesse linéaire du centre de masse
du projectile

[
vE

B

]L
par rapport au repère inertielle terrestre exprimé dans le système de coordonnées local,

ainsi que le vecteur position du projectile [sBE]L = [xe ye ze]⊤ par intégration directe. La matrice
[T ] B′1L (calculée grâce à la cinématique de rotation) permet le passage entre le système de coordonnées
local vers le système de coordonnées Body B′1 :[

vE
B

]L
=

[
T
]

B′1L
[
vE

B

]B′1 (1.12)

qui s’écrit sous la forme matricielle suivante :
ẋe

ẏe

że

 =

cosψ cos θ − sinψ cosψ sin θ

sinψ cos θ cosψ sinψ sin θ

− sin θ 0 cos θ



u

v

w

 (1.13)
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1.2. Modèle mathématique non-linéaire du projectile guidé dual-spin

1.2.5 Calcul des paramètres de vol

La dynamique du projectile ainsi que les forces et les moments que celui-ci subit pendant sa trajec-
toire sont fortement influencés par les conditions de vol. En effet, les différents paramètres de vol comme
la vitesse du projectile par rapport au vent relatif V , le nombre de MachM, l’angle d’attaque α, l’angle
de dérapage β ou encore la pression dynamique q̄ régissent l’intensité des forces et des moments aéro-
dynamiques extérieurs, qui à leur tour changent les conditions de vol. L’équation (1.14) décrit la relation
permettant de calculer la vitesse du projectile par rapport à son vent relatif (repère atmosphérique A) :[

vA
B

]B′1 =
[
vE

B

]B′1
−

[
vE

A

]B′1

=
[
vE

B

]B′1
− [T ]B′1L

[
vE

A

]L
(1.14)

où
[
vA

B

]B′1 = [ua va wa]⊤ et
[
vE

A

]L
sont la vitesse du projectile par rapport à l’air et la vitesse de l’air

(vent) par rapport au repère terrestre. En l’absence de vent, on obtient la relation suivante
[
vA

B

]B′1 =
[
vE

B

]B′1 .

La vitesse V est calculée avec la norme euclidienne du vecteur
[
vA

B

]B′1 . L’équation (1.15) donne également
les relations entre V , le nombre de MachM et la pression dynamique q̄ où ρ(h) et a(h) sont respectivement
la masse volumique de l’air en kg/m3 et la vitesse du son (m/s) et dépendent de l’altitude h :

V =
√

u2
a + v

2
a + w

2
a (1.15a)

M =
V

a(h)
(1.15b)

q̄ =
1
2
ρ(h)V2 (1.15c)

La section 1.2.6 donne plus de détails sur le calcul des variables d’environnement a et ρ. La figure 1.4

et l’équation (1.16) montre les relations trigonométriques entre les composantes [ua va wa]⊤ de
[
vA

B

]B′1

et les angles aérodynamiques cartésiens α, β :

α = arctan
(
wa

ua

)
(1.16a)

β = arctan

 va√
u2

a + w
2
a

 (1.16b)

De la même manière, on obtient les relations trigonométriques (1.17) entre [ua va wa]⊤ et les
angles aérobalistiques α′ et ϕ′ :

α′ = arccos
(ua

V

)
(1.17a)

ϕ′ = arctan
(
va

wa

)
(1.17b)

1.2.6 Modélisation de l’environnement

Les équations de la modélisation de l’environnement calculent les paramètres atmosphériques néces-
saires aux équations des paramètres de vol. Ces paramètres dépendent de l’altitude du projectile h et de
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α’ 

α  

β 

1B 
1S 

1W 

3B 

2B 

V 

uA 

vA 

wA 

φ’ 

Figure 1.4 – Représentation des angles aérodynamiques et du vecteur vitesse V

plusieurs constantes pouvant être calculés selon les standards suivants [oEttSA76, fS75] :

a =
√
κRT (1.18a)

ρ =
P

RT
(1.18b)

où, R est la constante de spécifique de l’air (J/(K.kg)), T est la température de l’air (K), κ est l’index
adiabatique et P est la pression atmosphérique dépendante de l’altitude.

1.2.7 Expression des forces et moments extérieurs appliqués au projectile

Tout au long de son vol, le projectile est soumis à plusieurs forces et moments influençant sa tra-
jectoire. Cette sous-section détaille le calcul des différentes forces et moments aérodynamiques et leurs
passages depuis le système de coordonnées du vent vers le système de coordonnées ]B′1 . Les forces et les
moments peuvent s’écrire de deux façons différentes dans le système de coordonnées ]B′1 selon que l’on
utilise ]W ou ]A comme système de coordonnées d’origine. Ainsi l’expression finale des forces et moments
aérodynamiques fera intervenir les angles aérodynamiques cartésiens α et β dans un cas et les angles aéro-
balistiques polaires α′ et ϕ′ dans l’autre. Les deux approches étant sensées conduire aux mêmes résultats,
il a été décidé d’utiliser les deux systèmes de coordonnées et de comparer les résultats en simulation pour
vérifier la validité des expressions des forces et des moments aérodynamiques.

La matrice de rotation entre les systèmes de coordonnées ]B′
1 et ]W est donnée par l’équation (1.19a)

et la matrice de rotation entre ]B′
1 et ]A est donnée par l’équation (1.19b), les expressions des forces et

moments étant principalement tirés de [McC12].

[T ]WB′1 =


cosα cos β sin β sinα cos β

− cosα sin β cos β − sinα sin β

− sinα 0 cosα

 (1.19a)

[T ]AB′1 =


cosα′ sinα′ sin ϕ′ sinα′ cos ϕ′

0 cos ϕ′ sin ϕ′

− sinα′ cosα′ sin ϕ′ cosα′ cos ϕ′

 (1.19b)
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L’expression des forces et des moments fait intervenir plusieurs coefficients aérodynamiques, leur
modélisation est présenté en annexe B.

1.2.7.1 Forces et moments de portance et de traînée

La traînée aérodynamique génère une force et un moment de frottements dus au déplacement du
projectile dans l’atmosphère et à la résistance du vent relatif. La portance aérodynamique quant à elle
s’exerce perpendiculairement à la trajectoire du projectile et génère un effort latéral en fonction de l’angle
d’attaque total (voir équation (1.23)). Dans les equations (1.20) à (1.25), CD(α′,M) > 0 est le coefficient
aérodynamique de force de traînée, CLα(α′,M) > 0 est le coefficient de force de portance.

■ Force de trainée aérodynamique :
Le vecteur de la force de trainée aérodynamique FD

B est aligné avec vA
B mais en direction opposée

puisque les repères cartésien et aérobalistique partagent le même premier vecteur de leurs bases, on
a la relation suivante :

FD
B = −q̄S CDa1 (1.20a)

[FD
B ]W = [FD

B ]A = −q̄S CD


1

0

0

 (1.20b)

L’équation (1.21) détaille le passage des systèmes de coordonnées ]A et ]W vers ]B′1 en utilisant
respectivement les matrices de rotation [T ]AB′1 et [T ]WB′1

[FD
B ]B′1 = −q̄S CD[T ]AB′1[a1]A = −q̄S CD[T ]WB′1[a1]W

= −q̄S CD


cosα′

sinα′ sin ϕ′

sinα′ cos ϕ′

 = −q̄S CD


cosα cos β

sin β

sinα cos β

 (1.21)

■ Force de portance :
La force de portance FL

B se situe dans le plan de facteur de charges défini par les axes 1B′1 et 1W :

FL
B = q̄S CLα

[
a1 ∧ (b1,1 ∧ a1)

]
(1.22)

Contrairement à la force de traînée aérodynamique, l’expression de la force de portance est diffé-
rente dans le système de coordonnées ]A (équation (1.23)) et dans le système de coordonnées ]W

(équation (1.24)).

Ecriture de la force de portance dans le système de coordonnées ]A :

[FL
B]A = q̄S CLα[a1]A ∧

(
[T ]AB′1[b1,1]B′1 ∧ [a1]A

)

= q̄S CLα


1

0

0

 ∧



cosα′

0

− sinα′

 ∧

1

0

0



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= q̄S CLα


0

0

− sinα′

 (1.23)

Ecriture de la force de portance dans le système de coordonnées ]W :

[FL
B]W = q̄S CLα[a1]A ∧

(
[T ]WB′1[b1,1]B′1 ∧ [a1]W

)

= q̄S CLα


1

0

0

 ∧



cosα cos β

− cosα sin β

− sinα

 ∧

1

0

0




= q̄S CLα


1

0

0

 ∧


0

− sinα

cosα sin β


= q̄S CLα


0

− cosα sin β

− sinα

 (1.24)

Écriture de la force de portance dans le système de coordonnées ]B′1 :

[FL
B]B′1 = q̄S CLα[T ]AB′1


0

0

− sinα′

 = q̄S CLα[T ]WB′1


0

− cosα sin β

− sinα


= q̄S CLα


sin2 α′

− cosα′ sinα′ sin ϕ′

− cosα′ sinα′ sin ϕ′

 = q̄S CLα


sin2 α + cos2 α sin2 β

− cosα cos β sin β

− cosα cos2 β sinα

 (1.25)

■ Force de tangage/lacet :
Les forces de trainée aérodynamique et de portance sont additionnées pour former la force de tan-
gage/lacet grâce à la relation suivante :

CA(α′,M) = CD(α′,M) cosα′ −CLα(α′,M) sin2 α′

= cosα cos βCD(α′,M) −CLα(α′,M)
(
sin2 α + cos2 α sin2 β

)
(1.26a)

CNα(α′,M) = CD(α′,M) +CLα(α′,M) cosα′

= CD(α′,M) +CLα(α′,M) cosα cos β (1.26b)

où CA(α′,M) > 0, CNα(α′,M) > 0 sont respectivement les coefficients aérodynamiques de force
axiale et normale. Ainsi en combinant les équations (1.21), (1.25) et (1.26), on obtient l’équation
(1.27) qui donne l’expression finale de la force de tangage/lacet au projectile en fonction des angles
aérodynamiques cartésiens ou aérobalistiques :
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[FP
B]B′1 = q̄S


−CA

−CNa sin β

−CNa sinα cos β

 = q̄S


−CA

−CNa sinα′ sin ϕ′

−CNa sinα′ cos ϕ′

 (1.27)

■ Moment de tangage/lacet :

Le moment de tangage/lacet mP
B existe à cause de la distance entre le centre de pression de la force

de tangage/lacet et le centre de masse du projectile. Le moment de tangage/lacet est uniquement dû
à la force normale car la force axiale est alignée avec le centre de pression et le centre de masse
du projectile. Dans l’ équation suivante Cmα(α′,M) > 0 3est le coefficient de moment de tangage et
lacet :

mP
B = q̄S dCmα

(a1 ∧ b1) (1.28)

L’écriture du moment de tangage/lacet dans le système de coordonnées ]A permet de montrer que
celui-ci est perpendiculaire au plan de facteur de charges car sa seule composante est selon l’axe
2A :

[mP
B]A = q̄S dCmα

(
[a1]A ∧ [T ]AB′1[b1]B′1

)

= q̄S dCmα


0

sinα′

0

 (1.29)

Ecriture du moment de tangage/lacet dans le système de coordonnées ]W :

[mP
B]W = q̄S dCmα

(
[a1]W ∧ [T ]WB′1[b1]B′1

)

= q̄S dCmα


0

sinα

− cosα sin β

 (1.30)

Ecriture du moment de tangage/lacet dans le système de coordonnées ]B′1 :

[mP
B]B′1 = q̄S dCmα[T ]AB′1


0

sinα′

0

 = q̄S dCmα[T ]WB′1


0

sinα

− cosα sin β


= q̄S dCmα


0

sinα′ cos ϕ′

− sinα′ sin ϕ′

 = q̄S dCmα


0

sinα cos β

− sin β

 (1.31)

A cause de la configuration dual-spin du projectile, la forme matricielle du moment de tangage/lacet
total [mP

B]B1′2 possède un degré de liberté de plus pour prendre en compte l’action du moment sur la

3. Cmα (α′,M)>0 car le projectile est gyrostabilisé :
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dynamique de roulis de la FCT.

[mP
B]B2 =


0

0

0

 (1.32a)

[mP
B]B1′2 = q̄S dCmα



0

0

sinα cos β

− sin β


= q̄S dCmα



0

0

sinα′ cos ϕ′

− sinα′ sin ϕ′


(1.32b)

1.2.7.2 Force et moment de Magnus

A cause de la vitesse en roulis importante de la partie arrière du projectile, il y a une différence de
pression entre les deux faces latérales du projectile ce qui crée une force latérale et un moment dits de
Magnus. La force de Magnus a tendance à être faible par rapport aux autres forces aérodynamiques mais
le moment de Magnus peut être important et affecte la stabilité de la munition.

Le coefficient CY pα(α′,M) < 0 est le coefficient de la force de Magnus et Cnpα(α′,M) est le coefficient
du moment de Magnus. Le coefficient Cnpα peut être négatif ou positif en fonction du régime de vol (dans
notre cas : Cnpα<0 quandM < 1 et Cnpα >0 quandM > 1, voir Annexe B).

■ Force de Magnus :
L’expression de la force de Magnus est donnée par l’équation (1.33).

FM
B = q̄S

p1d
2V

CY pa(a1 ∧ b1) (1.33)

Ecriture de la force de Magnus dans le système de coordonnées ]A :
L’utilisation du système de coordonnée aérobalistique met en lumière l’action latérale de la force de
Magnus :

[FM
B ]A = q̄S

p1d
2V

CY pa
(
[a1]A ∧ [T ]AB′1[b1]B′1

)

= q̄S
p1d
2V

CY pa


0

sinα′

0

 (1.34)

Ecriture de la force de Magnus dans le système de coordonnées ]W :

[FM
B ]W = q̄S

p1d
2V

CY pa
(
[a1]W ∧ [T ]WB′1[b1]B′1

)

= = q̄S
p1d
2V

CY pa


0

sinα

− cosα sin β

 (1.35)

Ecriture de la force de Magnus dans le système de coordonnées ]B′1 :
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[FM
B ]B′1 = q̄S

p1d
2V

CY pa[T ]AB′1


0

sinα′

0

 = q̄S
p1d
2V

CY pa[T ]WB′1


0

cos β sinα

− sin β


= q̄S

p1d
2V

CY pa


0

sinα′ cos ϕ′

− sinα′ sin ϕ′

 = q̄S
p1d
2V

CY pa


0

sinα cos β

− sin β

 (1.36)

Il est intéressant de noter que du fait de la présence de la vitesse angulaire de roulis de la partie
arrière p1 dans l’équation (1.33), la force de Magnus est d’autant plus forte que le projectile tourne
rapidement sur lui même.

■ Moment de Magnus :
Même si la force de Magnus a tendance à être faible, le moment de Magnus est quant à lui important :

mM
B = q̄S d

p1d
2V

Cnpα (b1 ∧ (a1 ∧ b1)) (1.37)

Ecriture du moment de Magnus dans le système de coordonnées ]A :

[mM
B ]A = q̄S d

p1d
2V

Cnpα
(
[T ]AB′1[b1]B′1 ∧

(
[a1]A ∧ [T ]AB′1[b1]B′1

))

= q̄S d
p1d
2V

Cnpα




cosα′

0

− sinα′

 ∧


0

sinα′

0




= q̄S d
p1d
2V

Cnpα


sin2 α′

0

cosα′ sinα′

 (1.38)

Ecriture du moment de Magnus dans le système de coordonnées ]W :

[mM
B ]W = q̄S d

p1d
2V

Cnpα
(
[T ]WB′1[b1]B′1 ∧

(
[a1]W ∧ [T ]WB′1[b1]B′1

))

= q̄S d
p1d
2V

Cnpα




cosα cos β

− cosα sin β

− sinα

 ∧


0

sinα

− cosα sin β




= q̄S d
p1d
2V

Cnpα


cos2 α sin2 β + sin2 α

cos2 α cos β sin β

cosα cos β sinα

 (1.39)
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Ecriture du moment de Magnus dans le système de coordonnées ]B′1 :

[mM
B ]B′1 = q̄S d

p1d
2V

Cnpα[T ]AB′1


sin2 α′

0

cosα′ sinα′

 = q̄S d
p1d
2V

Cnpα[T ]WB′1


cos2 α sin2 β + sin2 α

cos2 α cos β sin β

cosα cos β sinα


= q̄S d

p1d
2V

Cnpα


0

− sinα′ cos ϕ′

− sinα′ sin ϕ′

 = q̄S d
p1d
2V

Cnpα


0

sin β

sinα cos β

 (1.40)

L’expression finale du moment de Magnus dans les systèmes de coordonnées ]A et ]W est donnée
par :

[mM
B ]B1′2 = q̄S d

P1d
2V

Cnpα



0

0

− sinα′ cos ϕ′

− sinα′ sin ϕ′


= q̄S d

p1d
2V

Cnpα



0

0

sin β

sinα cos β


(1.41)

1.2.7.3 Force et moment d’amortissement

La force et le moment d’amortissement sont dus à la résistance visqueuse de l’air.

■ Force d’amortissement :
La force d’amortissement FD

B fait intervenir deux coefficients aérodynamiques CNq(α′,M) > 0 et
CNα̇(α′,M) > 0 dont l’expression est :

FD
B = q̄S

d
2V

CNq ḃ1 + q̄S
d

2V
CNα̇

(
ḃ1 − ȧ1

)
(1.42)

Dans la pratique, les deux sont difficilement dissociables et la contribution de CNα̇ est faible. Par
conséquent, l’équation (1.42) est simplifiée comme suit :

[FD
B ]B′1 ≈ q̄S

d
2V

(CNq +CNα̇)[ḃ1]B′1

≈ q̄S
d

2V
CNq

([
ωB1E

]B′1
∧ [b1]B′1

)

≈ q̄S
d

2V
CNq



p

q

r

 ∧

1

0

0


 (1.43)

En négligeant le terme ȧ, la force d’amortissement s’écrit naturellement dans le système de coor-
données ]B′1 :

[FD
B ]B′1 = q̄S

d
2V

CNq


0

r

−q

 (1.44)

■ Moment d’amortissement :
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Le moment total d’amortissement mD
B est composé du moment d’amortissement en roulis mDs

B et du
moment d’amortissement en tangage et lacet mDp

B comme suit :

mD
B = mDp

B + mDs
B (1.45)

Le moment d’amortissement en roulis réduit la vitesse de roulis de la partie arrière du projectile car
Clp(α′,M) < 0 :

mDs
B = q̄S

p1d
2V

Clp .b1 (1.46)

Ecriture du moment d’amortissement en roulis dans le système de coordonnées ]B′1 :

[mDs
B ]B′1 = q̄S

p1d
2V


Clp

0

0

 (1.47)

Le moment d’amortissement en tangage et lacet possède une partie dépendante de la dérivée tem-
porelle de l’angle d’attaque α̇ et une autre dépendante de la vitesse de tangage q.

mDp
B = q̄S

d
2V

Cmq

(
b1 ∧ ḃ1

)
+ q̄S

d
2V

Cmα̇

(
b1 ∧ ḃ1 − b1 ∧ ȧ1

)
≈ q̄S

d
2V

(
Cmq +Cmα̇

) (
b1 ∧ ḃ1

)
≈ q̄S

d
2V

Cmq

(
b1 ∧ (ωB1A ∧ b1)

)
(1.48)

Ecriture du moment d’amortissement en tangage/lacet dans le système de coordonnées ]B′1 :

[mDp
B ]B′1 ≈ q̄S

d
2V

Cmq



1

0

0

 ∧


0

r

−q




≈ q̄S
d

2V
Cmq


0

q

r

 (1.49)

En combinant les équations (1.47) et (1.49), l’expression globale du moment d’amortissement est
obtenue :

[mD
B ]B1′2 = q̄S

d
2V



0

Clp p1

Cmqq

Cmqr


(1.50)

1.2.7.4 Force et moment générés par les canards

Pour estimer la force totale exercée par l’ensemble des canards ainsi que le moment total généré, la
force exercée par un seul canard est d’abord calculée, puis à partir de celle-ci, les forces des trois autres
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configuration en croix
vu de l'arrierecanard 1 vu de coté

   

canard 2 vu de dessus

Figure 1.5 – Configuration des canards et modélisation de leurs forces respectives

canards sont calculées en exploitant la configuration en croix de la FCT montrée par la figure 1.5. Enfin,
le moment exercé par chaque canard au c.m B du projectile est calculé à partir des distance xC = xc + xB2B

et yc séparant B du c.m de chaque canard. Plusieurs hypothèses simplificatrices sont utilisées :

• La composante axiale de la force de tangage/lacet est négligée, les canards ne génèrent que de la
portance pour le projectile (force normale).

• Les équations sont simplifiées en considérant uniquement des petits angles : cos x ≈ 1, sin x ≈ x.

■ Force générée par le canard 1 :
De manière analogue à l’équation (1.27), on obtient la force normale générée par le canard 1 [FC

c1
]B2

avec l’équation (1.51) :

[FC
c1

]B2 = q̄S CNδc


0

− sin β

− sin(α + δ1) cos β


≈ q̄S CNδc


0

−β

−δ1 − α

 (1.51)

■ Force générée par le canard 2 :
Une rotation de 90 degrés [R90] dans le sens positif est appliquée pour calculer la force du canard 2
[FC

c2
]B2 , Celle-ci étant dans le plan de lacet on remplace α = −β et δ1 par δ2 et on obtient :

[FC
c2

]B2 = [R90][FC
c1

]B2

=


1 0 0

0 0 −1

0 1 0




0

α

−δ2 + β


= q̄S CNδc


0

δ2 − β

α

 (1.52)
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■ Force générée par le canard 3 :
La force générée par le canard 3 [FC

c3
]B2 est symétrique à [FC

c1
]B2 par rapport au plan des canards 2

et 4. On utilise la matrice de symétrie [M] avec la correspondance δ3 = δ1 et on obtient :

[FC
c3

]B2 = [M][FC
c1

]B2

=


1 0 0

0 −1 0

0 0 1




0

−β

−δ3 − α


= q̄S CNδc


0

β

−δ3 − α

 (1.53)

■ Force générée par le canard 4 :
Enfin, la force du canard 4 est calculée avec à la fois une symétrie et une rotation de 90 degrés dans
le sens positif à partir de [FC

c1
]B2 , avec la correspondance α = −β et δ1 = δ4 :

[FC
c4

]B2 = [R90][M][FC
c1

]B2

=


1 0 0

0 0 −1

0 1 0



1 0 0

0 −1 0

0 0 1




0

α

−δ4 + β


= q̄S CNδc


0

δ4 − β

−α

 (1.54)

■ Force totale générée par les canards :
La force totale des canards [FC

B ]B2 est obtenue en additionnant les contributions de chaque canard :

[FC
B ]B2 =

4∑
i=1

[FC
ci

]B2

= q̄S CNδc


0

δ2 + δ4 − 2β

−δ1 − δ3 − 2α

 (1.55)

= q̄S 2CNδc


0

δ2+δ4
2 − β

−
δ1+δ3

2 − α


= q̄S CNδ


0

δ2+δ4
2 − β

−
δ1+δ3

2 − α

 (1.56)
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avec CNδ(α
′,M) = 2CNδc

.

■ Moment généré par le canard 1 :
Le moment individuel généré par chaque canard mci au centre de masse de la FCT B2 est calculé à
partir de leur force respective et de la distance qui sépare le centre de masse de chaque canard du
centre de masse de la FCT sciB2 . Pour le canard 1 on obtient :

mC1
B = sc1B ∧ FC

c1
(1.57a)

[mC1
B ]B2 = q̄S CNδc


xC

yc

0

 ∧


0

−β

−δ1 − α


= q̄S CNδc


−yc(δ1 + α)

xC(δ1 + α)

−xCβ

 (1.57b)

■ Moment généré par le canard 2 :

mC2
B = sc2B ∧ FC

c2
(1.58a)

[mC2
B ]B2 = q̄S CNδc


xC

0

yc

 ∧


0

−β + δ2

α


= q̄S CNδc


yc(−δ2 + β)

−xCα

xC(−β + δ2)

 (1.58b)

■ Moment généré par le canard 3 :

mC3
B = sc3B ∧ FC

c3
(1.59a)

[mC3
B ]B2 = q̄S CNδc


xC

−yc

0

 ∧


0

β

δ3 − α


= q̄S CNδc


−yc(−δ3 − α)

xC(δ3 + α)

xCβ

 (1.59b)

■ Moment généré par le canard 4 :
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mC4
B = sc4B ∧ FC

c4
(1.60a)

[mC4
B ]B2 = q̄S CNδc


xC

0

−yc

 ∧


0

δ4 − β

−α


= q̄S CNδc


yc(δ4 − β)

xCα

xC(δ4 − β)

 (1.60b)

■ Moment total des canards :
Le moment total générés par les quatre canards est donné par :

[mC
B]B2 =

4∑
i=1

[mCi
B ]B2

= q̄S d


4CNδc

(
yc
d

)
−δ1−δ2+δ3+δ4

4

2CNδc
xC
d

(
δ1+δ3

2 + α
)

2CNδc
xC
d

(
δ2+δ4

2 − β
)


= q̄S d


Clδ
−δ1−δ2+δ3+δ4

4

Cmδ

(
δ1+δ3

2 + α
)

Cmδ

(
δ2+δ4

2 − β
)
 (1.61)

avec Clδ(α
′,M) = 4CNδc

( yc
d ), et Cmδ(α

′,M) = 2CNδc
( xC

d ).

Pour terminer, les equations (1.62a) et (1.62b) regroupent les expressions des forces et moments
générées par les canards.

[FC
B ]B′1 = q̄S CNδc


0

δr − β

−δq − α

 (1.62a)

[mC
B]B1′2 = q̄S d



Clδδp

0

Cmδ(δq + α)

Cmδ(δr − β)


(1.62b)

1.2.7.5 Allocation des commandes

L’allocation des commandes permet de faire la correspondance entre les signaux de commande vir-
tuelle générés par l’autopilote et les signaux de commande réelle qui doivent être envoyés à chaque canard.
Plus précisément, l’autopilote embarqué envoie un vecteur de commande en roulis, en tangage, et en lacet
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dans le système de coordonnée [δv]B′1 donnée par :

[δv]B′1 =


δp

δq

δr


B′1

(1.63)

Le vecteur de commande réelle [δr]B2 nécessaire à la commande des servomoteurs s’écrit de la manière
suivante :

[δr]B2 =



δ1

δ2

δ3

δ4


(1.64)

A partir des équations (1.56) et (1.61), on obtient la relation suivante :
δp

δq

δr


B2

=


−δ1−δ2+δ3+δ4

4
δ1+δ3

2
δ2+δ4

2


B2

=


−1/4 −1/4 1/4 1/4

1/2 0 1/2 0

0 1/2 0 1/2





δ1

δ2

δ3

δ4



B2

= [T ]VR [δr]B2 (1.65a)

L’équation (1.66) décrit la relation complète entre [δv]B′1 et [δr]B2 où [T ]B2B′1 est la matrice de rotation
entre ]B2 et ]B′1

[δv]B′1 =
[
T
]B2B′1 [T ]VR [δr]B2 , (1.66a)

[T ]B2B′1 =


1 0 0

0 cos ϕ2 sin ϕ2

0 − sin ϕ2 cos ϕ2

 . (1.66b)

1.2.7.6 Moment de frottements

Le projectile étudié étant gyro-stabilisé, la partie arrière de celui ci tourne très rapidement sur elle
même. Cette forte rotation en roulis entraîne une rotation de la FCT par frottement entre les deux parties.
Les équations (1.67) et (1.68) modélisent le moment de frottement visqueux entre les deux parties du
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projectile :

[
mF

B

]B1′2
=



L f

−L f

0

0


(1.67)

avec
L f = q̄S dCAsgn (p1 − p2) (Ks + Kv|p1 − p2|) (1.68)

ou Ks et Kv sont les coefficients de frottement statique et visqueux.

1.2.7.7 Force de gravité

La force de gravité s’applique directement au centre de masse du projectile. Par conséquent, elle ne
génère aucun moment. La matrice [T B′1L] est utilisée pour exprimer le vecteur [g]L =

[
0 0 g

]⊤ dans le
système de coordonnées ]B′1 et on obtient :

[ f G
B ]B′1 = mB[T B′1L][g]L

= mBg


− sin θ

0

cos θ

 (1.69a)

1.2.7.8 Forces et moments totaux

L’expression de la force totale
[
f 12
B

]B′1 et du moment total
[
m12

B

]B1′2 que subit le projectile sont résumés
par les équations (1.70), (1.71) et (1.72) :[

f 12
B

]B′1 =
[
f P
B

]B′1 +
[
f M
B

]B′1 +
[
f D
B

]B′1 +
[
f C
B

]B′1 +
[
f G
B

]B′1 (1.70a)[
m12

B

]B1′2
=

[
mP

B

]B1′2
+

[
mM

B

]B1′2
+

[
mD

B

]B1′2
+

[
mC

B

]B1′2
+

[
mF

B

]B1′2 (1.70b)

Les équations (1.71a) et (1.71b) sont dépendantes des angles Cartésiens , et les equations (1.72a) et (1.72b)
sont dépendantes des angles aérobalistiques

X

Y

Z

 = q̄S




−CA

−CNα sin β

−CNα sinα cos β

 +
p1d
2V


0

CY pα sinα cos β

−CY pα sin β

 +
d

2V


0

CNqr

−CNqq

 +


0

CNδ(δr − β)

CNδ(−δq − α)


 + mBg


− sin θ

0

cos θ


(1.71a)

L2

L1

M

N


= q̄S d





0

0

Cmα sinα cos β

−Cmα sin β


+

p1d
2V



0

0

Cnpα
sin β

Cnpα
sinα cos β


+

d
2V



0

Clp p1

Cmqq

Cmqr


+



Clδδp

0

Cmδ(δq + α)

Cmδ(δr − β)




+



L f

−L f

0

0


(1.71b)
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
X

Y

Z

 = q̄S




−CA

−CNα sinα′sinϕ′

−CNα sinα′ cos ϕ′

 +
p1d
2V


0

CY pα sinα′ cos ϕ′

−CY pα sinα′ sin ϕ′

 +
d

2V


0

CNqr

−CNqq

 +


0

CNδ(δr − β)

CNδ(−δq − α)


 + mBg


− sin θ

0

cos θ


(1.72a)

L2

L1

M

N


= q̄S d





0

0

Cmα sinα′ cos ϕ′

−Cmα sinα′ sin ϕ′


+

P1d
2V



0

0

−Cnpα
sinα′ cos ϕ′

−Cnpα
sinα′ sin ϕ′


+

d
2V



0

Clp p1

Cmqq

Cmqr


+



Clδδp

0

Cmδ(δq + α)

Cmδ(δr − β)
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(1.72b)

avec L f la valeur du moment de frottement donné par :

L f = q̄S dCAsgn (p1 − p2) (Ks + Kv|p1 − p2|) (1.73)

1.2.8 Modélisation des actionneurs et des capteurs

L’une des principales limitations des performances des lois de commande et plus particulièrement
celle utilisée pendant la thèse, est liée à la bande passante des actionneurs. Par conséquent, pour prendre
en compte cette bande passante, chaque canard est modélisé par une fonction de transfert Gδ(s) du second
ordre :

Gδ(s) =
ω2
δ

s2 + 2ξδωδs + ω2
δ

(1.74)

La fusée de correction de trajectoire embarque les capteurs suivants :

• Un gyromètre trois axes pour mesurer les vitesses angulaires de la FCT : [ωB2E]B2 =
[
p2 q r

]⊤
• Un magnétomètre trois axes qui permet via un algorithme d’estimation d’estimer les angles d’Euler

de la FCT : [eB2L]B2 =
[
ϕ2 θ ψ

]⊤
• Un système GNSS pour mesurer la position du centre de masse B2 de la FCT par rapport au repère

inertiel.
[sB2E]L = [sBE]L + [T ]B′1L[sB2B]B′1 (1.75)

• Un accéléromètre trois axes qui mesure les facteurs de charges au centre de masse du projectile,

[
nE

B

]B′1
=

[
f 12
B

]B′1
−

[
f G
B

]B′1

mBg
(1.76a)

nx

ny

nz

 =
1

mBg



X

Y

Z

 − mBg


− sin θ

0

cos θ


 (1.76b)

Plusieurs hypothèses simplifient grandement la modélisation des capteurs. Il est fait ici l’hypothèse d’une
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navigation parfaite, c’est à dire que les états du projectile estimés à partir des capteurs embarqués ne sont
entachés ni de bruit ni d’erreurs.

D’autre part, la dynamique des capteurs n’est pas modélisée car leur bande passante est très rapide par
rapport à l’échelle de temps de la boucle de contrôle.
Enfin, la différence de mesure entre les facteurs de charge au centre de masse du projectile [nE

B] et celle
au centre de masse de la FCT [nE

B2
] n’est pas considérée dans ce manuscrit. Une modélisation de cette

différence est proposée dans [Sèv16].

1.3 Conception du simulateur de vol dans l’environnement Matlab-Simulink

Le simulateur de vol utilisé pendant la thèse a été construit à partir d’une boîte à outils Matlab-Simulink
conçue au début de cette thèse et dédiée à la modélisation de la dynamique de vol d’un projectile dual-
spin. Plusieurs simulateurs balistiques ont déjà été conçus à l’ISL et l’idée de la boite à outils SMART
(System Ammunition Research Tool) est née de plusieurs constats. Premièrement, du fait de la complexité
des équations dynamiques et du nombre important de paramètres intervenant dans la modélisation, il était
devenu difficile de maintenir un simulateur à jour au sein du laboratoire. Deuxièmement, la modélisation
est une étape chronophage, il est donc intéressant de disposer d’un simulateur plus générique et modulaire
afin d’accélérer le travail de modélisation lors de l’étude de projectiles similaires à celui étudié pendant
la thèse. Enfin, il est avantageux d’avoir des outils de modélisations respectant les conventions de la dy-
namique de vol moderne [Zip14] et non les conventions balistiques traditionnelles [McC12, Car07]. Cela
permet d’être plus en phase avec l’état de l’art et donc de simplifier le travail de modélisation.

1.3.1 Boîte à outils SMART

Afin de fournir une architecture modulaire au simulateur, SMART comprends tous les blocs nécessaires
à la modélisation de la dynamique de vol du projectile. La figure 1.6 montre l’arborescence de la boite
à outils. Plusieurs versions de certains blocs sont disponibles pour pouvoir s’adapter à différents projets
futurs, par exemple en utilisant le système de coordonnées ]B1 lié au repère tournant BVR du projectile.
Ou encore le bloc "control allocation" permet à l’utilisateur d’utiliser sa propore matrice [T ]VR.

Figure 1.6 – Arborescence de la boite à outils SMART
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Les figures 1.7 et 1.8 montrent respectivement les blocs "Équations de mouvements" et "Forces et mo-
ments" avec leurs interfaces d’initialisation. Ces interfaces permettent une implémentation plus générique
(aucun paramètre "en dur" dans le code).

Figure 1.7 – SMART-bloc Équations de mouvement

Figure 1.8 – SMART-bloc Forces et moments

Les figures 1.9 et 1.10 quant à elles montrent respectivement les schémas Simulink des bloc "Équations
de mouvement" et "Forces et moments".
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Figure 1.9 – SMART-implémentation du bloc Équations de mouvement

Figure 1.10 – SMART-implémentation du bloc Forces et moments

1.3.2 Architecture générale du simulateur

Les figures 1.11, 1.12, 1.13 montrent l’architecture du simulateur à différents niveaux. Plus précisé-
ment, le simulateur balistique est construit avec trois niveaux d’abstractions.

■ Niveau 1 : représentation générale

Figure 1.11 – Architecture générale du simulateur balistique
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■ Niveau 2 : représentation système

Figure 1.12 – Architecture système "Airframe"

■ Niveau 3 : représentation fonctionnelle (SMART)

Figure 1.13 – Architecture fonctionnelle

Le premier niveau (représentation générale) décrit par la figure 1.11 montre l’architecture du simula-
teur à son plus haut niveau d’abstraction. Grâce au bloc "Control Allocation", les signaux de commande
virtuelle venant des autopilotes de roulis, tangage et lacet, sont traduits en signaux de commande pour les
servo-moteurs des canards avant d’être envoyés aux actionneurs. Le bloc "Airframe" calcule tous les états
du projectile qui sont ensuite envoyés aux capteurs.

Le second niveau d’abstraction représente les sous-systèmes du simulateur. La figure 1.12 montre
les sous-systèmes du bloc "Airframe" nécessaires au calcul des états du projectile. On retrouve les blocs
"Environment" ,"Forces & Moments", "Equations of Motion" et "Control Mixing" qui produit le résultats
inverse du bloc "Control Allocation".

Le troisième niveau d’abstraction decrit dans la figure 1.13, est composé uniquement de blocs fonc-
tionnels SMART et sert d’interface entre les equations mathématiques et le reste du simulateur.

1.4 Simulations balistiques et validation du simulateur non-linéaire

Plusieurs simulations sont effectuées pour valider le comportement balistique du projectile et son
fonctionnement en boucle ouverte. Les figures 1.14 et 1.15 montrent les principaux états du projectile
pendant sa phase de vol avec deux angles de tangage initiaux différents : θ0 = 42 deg (trajectoire bleue)
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et θ0 = 62 deg (trajectoire rouge). Les deux simulations partagent les mêmes conditions initiales pour les
autres paramètres : vitesse initiale V0 = 939 m/s, vitesse angulaire initiale ωB1E

0 = [1885 − 1 − 1]
rad/s.

Figure 1.14 – Simulations balistiques pour deux conditions initiales différentes : θ0 = 42◦ (bleu) et θ0 =

62◦ (rouge)

Figure 1.15 – Simulations balistiques pour deux conditions initiales différentes : θ0 = 42◦ (bleu) et θ0 =

62◦ (rouge)
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On remarque qu’un angle de tangage initial plus élevé (élévation du canon) permet d’atteindre une
altitude maximale plus importante, mais réduit la portée du tir. On observe également des angles d’attaque
et de dérapage beaucoup plus importants pour la simulation à θ0 = 62 deg (rouge) à cause d’une trajectoire
plus en cloche. La trajectoire en cloche permet de mettre en évidence les mouvements de précession
et de nutation du projectile pendant la phase descendante (oscillation des angles aérodynamiques après
l’apogée). Lors de la simulation rouge, le projectile souffre d’une déviation latérale plus importante à
cause de l’angle de dérapage plus élevé, ce qui provoque un moment de Magnus plus élevé. La figure 1.15
met en évidence l’ influence du frottement entre la partie arrière et la FCT. Durant la phase montante,
avant l’apogée, la vitesse en roulis de la FCT augmente jusqu’à se stabiliser autour de 250 Hz. La vitesse
en roulis de la partie arrière diminue tout au long de la trajectoire.

Les figures 1.16 et 1.17 montrent la contribution de chaque force et de chaque moment en phase de vol
balistique (aucune contribution des canards). Le projectile subit une force axiale négative très importante
pendant son ascension à cause de la traînée aérodynamique qui ralentit le projectile. La force axiale devient
positive après l’apogée à cause de la force de gravité arrivant à compenser la traînée aérodynamique.
Ceci est dû à la vitesse du projectile minimale en début de phase descendante et à l’angle de tangage
négatif du projectile qui crée un effort axial de gravité positif. Les composantes latérale et verticale ont un
comportement très oscillatoire à cause des forts angles aérodynamiques générés par le passage à l’apogée.
Les efforts latéraux et verticaux que subit le projectile sont principalement dus aux forces de portance et
de gravité.
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Figure 1.16 – Composantes axiales, normales et verticales des forces extérieures au projectile
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Figure 1.17 – Composantes axiales, normales et verticales des moments extérieurs au projectile

Les figures 1.18 et 1.19 comparent l’évolution des forces et des moments selon l’utilisation des angles
aérodynamiques cartésiens ou aérobalistiques. La superposition des courbes confirment la validité des
équations (1.71) et (1.72).
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Figure 1.18 – Comparaison des forces entre les conventions cartésienne et aérobalistique
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Figure 1.19 – Comparaison des moments entre les conventions cartésienne et aérobalistique

1.5 Conclusion

Ce chapitre dédié à la modélisation non-linéaire du comportement du projectile et à la conception
d’un simulateur de vol présente dans un premier temps les repères et les systèmes de coordonnées ainsi
que les équations dynamiques et cinématiques du modèle 7-DDL. Ensuite, les forces, moments et les pa-
ramètres de vols intervenant dans leurs expressions sont détaillés en utilisant les angles aerobalistiques ou
cartésiens. Ce chapitre présente également le simulateur de vol dans l’environnement Matlab/Simulink
ainsi que la boîte à outils SMART à partir de laquelle le simulateur a été construit. Au-delà des amélio-
rations apportées à la modélisation de la dynamique du projectile, la principale contribution se porte sur
le simulateur. En effet, un simulateur plus modulaire, plus simple à maintenir à jour et plus générique
est proposé. Ce simulateur est systématiquement utilisé pour la validation finale des différents autopilotes
conçus pendant la thèse.
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Conception d’Autopilotes Non-Linéaires
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2.1 Introduction

Ce chapitre traite de la conception des autopilotes nécessaires au contrôle de la trajectoire et de l’atti-
tude du projectile et présente l’analyse des performances des systèmes bouclés de roulis, tangage, lacet et
facteurs de charge.

Tout d’abord, dans la section 2.1, l’intérêt et la pertinence, par rapport au contexte de la thèse, de l’uti-
lisation des lois de commande par inversion dynamique sont discutés. Ensuite, le choix de l’utilisation de
l’inversion dynamique non-linéaire (NDI), et plus particulièrement, de l’inversion dynamique non-linéaire
incrémentale (INDI), comme méthodologie de commande non-linéaire est justifié par rapport aux objectifs
et axes de recherches définis en introduction du manuscrit. Par la suite, les principaux éléments théoriques
nécessaires à la conception et à l’analyse des lois de commande par inversion dynamique sont résumés
dans la section 2.2. Un état de l’art sur la commande par inversion dynamique est également dressé afin
de fournir un aperçu global de l’utilisation de cette approche dans la littérature. La section 2.3 rappelle le
principe de la commande robuste et du façonnage de fonctions de sensibilité car cette méthode est utilisée
pour régler le contrôleur externe faisant partie de la loi de commande.

La section 2.4 présente les objectifs, le cahier des charges et la méthodologie de réglage des au-
topilotes INDI mise en place pendant la thèse. Dans les sections 2.5 et 2.6, les étapes de réglages des
autopilotes de roulis, de tangage, lacet et de facteurs de charge nécessaires à la correction de la trajectoire
du projectile sont présentées. Pour finir, dans la section 2.7, les performances nominales des autopilotes
de roulis, tangage, lacet et de facteurs de charges sont validées sur une trajectoire guidée complète avec
l’implémentation d’une loi de guidage.

2.1.1 Intérêt de la commande par inversion dynamique

La commande par inversion dynamique ou commande par rétroaction linéarisante est un type de com-
mande non-linéaire qui linéarise un système en l’inversant par la commande. Plus précisément, le but est
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de concevoir un signal de commande qui annule les non-linéarités de la dynamique du système considéré.
Le système linéarisé par la commande se comporte alors comme une chaîne d’intégrateurs d’ordre égal
à celui du système. La dynamique du système linéarisé peut alors être imposée par un contrôleur linéaire
réglé avec les outils de l’automatique linéaire classique (placement de pôle [TTTP20], LQG [Esc98],
commande robuste [RBG95, SC98], valeur singulière structurée [ABB94], etc.). La figure 2.1 montre
l’architecture générale d’un autopilote par inversion dynamique, la boucle interne linéarise le système et
le boucle externe impose la dynamique en boucle fermée.

Il est intéressant de noter que cette approche est fondamentalement différente de la linéarisation jaco-
bienne sur laquelle se base le séquencement de gains car, la linéarisation faite par l’inversion dynamique
est valable pour tous les points de fonctionnement du système.

La commande par inversion dynamique est particulièrement adaptée à l’objectif principal de la thèse,
qui est d’établir une méthodologie de conception d’autopilotes rapide et générique pour des projectiles
guidés avec des garanties de performance et de stabilité pour toute l’enveloppe de vol. Les raisons sui-
vantes justifient l’utilisation de cette approche :

■ Conception rapide :
L’inversion dynamique étant un type de commande non-linéaire, le processus chronophage de linéa-
risation locale autour d’un point de fonctionnement utilisé par le séquencement de gains n’est pas
requis. En effet, grâce à l’inversion du système, il n’est nécessaire de régler qu’un seul contrôleur
pour toute l’enveloppe de vol au lieu de plusieurs centaines avec le séquencement de gains, ce qui
permet un processus de conception d’autopilote simplifié et significativement accéléré.

■ Généricité de l’approche :
En inversant la dynamique non-linéaire, la boucle interne de l’inversion dynamique fait se compor-
ter le système comme une chaîne d’intégrateurs du point de vue du contrôleur externe. Ainsi, le
réglage du contrôleur est plus générique car il est indépendant de la dynamique non-linéaire réelle
du système.

■ Validité de la loi de commande sur l’ensemble du domaine de vol :
La loi de commande par séquencement de gains produit un contrôleur non-linéaire global sur l’en-
veloppe de vol par interpolation de contrôleurs linéaires locaux autour des différents points de fonc-
tionnements. Cependant, selon la méthode d’interpolation utilisée, il peut être difficile de garantir
les performances du contrôleur entre les points de fonctionnements utilisés pour le réglage. Comme
expliqué précédemment, la commande par inversion dynamique permet de s’affranchir de la notion
de points de fonctionnement car la boucle interne force le système à se comporter comme une chaîne
d’intégrateurs, quel que soit le point de vol.

Systeme non-lineaireControlleur lineaire Inversion dynamique
v

x

yu
+ -

Figure 2.1 – Architecture générale d’un système commandé avec un autopilote par inversion dynamique
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2.1.2 État de l’art sur la commande par inversion dynamique

La commande par inversion dynamique est un type de commande non-linéaire très utilisé dans le
domaine aéronautique. Son approche évitant le sequencement de gains permet son implémentation sur
des systèmes avec des dynamiques hautement non-linéaires et qui changent rapidement de conditions de
vol comme les avions hautement manœvrant [RBG95, ABB94, SEG92] et les missiles [KJ95, MIO+97].
La commande par inversion dynamique est également utilisée pour des véhicules de rentrée atmosphérique
qui doivent opérer sur une grande enveloppe de vol [dCCM03, MPC+07].

Les performances permises par la commande par inversion dynamique sont contrebalancées par son
manque important de robustesse dû à sa dépendance au modèle dynamique du système, or le modèle
mathématique du projectile étudié est jugé très incertain à cause du manque de données aérodynamiques
fiables et exhaustives. Plusieurs auteurs proposent des solutions pour augmenter la robustesse de la NDI.
Leur approche est d’utiliser diverses méthodes de robustification de la boucle externe de l’autopilote. Par
exemple, dans [RBG95, BGR92, AB93], la théorie de la commande robuste est associé à la NDI en réglant
le contrôleur externe avec la méthode de la µ-synthèse. Dans [MIO+97], le contrôleur externe est réglé par
façonnage de fonctions de sensibilité. Une autre approche de robustification de la NDI est l’utilisation de
réseaux de neurones comme dans [JK05], cependant l’apprentissage nécessaire du réseau complexifie le
processus de réglage de l’autopilote. Une autre approche utilisée dans la littérature qui ne repose pas sur
les méthodes de réglages du contrôleur externe est l’utilisation d’observateurs afin d’estimer la potentielle
erreur de modélisation due aux incertitudes paramétriques [Che03].

Une méthode différente de celles basées sur la "robustification" par la boucle externe, est l’INDI (In-
cremental Nonlinear Dynamic Unversion) qui utilise une reformulation de la boucle interne réduisant la
dépendance de la loi de commande au modèle dynamique. Les fondements théoriques de la INDI sont
développés dans la section 2.2.5. En se basant sur une hypothèse de séparation des échelles de temps entre
la dynamique des actionneurs et celle des états du système, la INDI permet une loi de commande sim-
plifiée qui utilise seulement les paramètres du système liés à l’autorité de commande. Cette hypothèse de
séparation des échelles de temps est généralement vérifiée pour les systèmes aéronautiques avec des ac-
tionneurs performants et est considérée valide pour la majorité des auteurs. Cependant, dans [WvKCL19],
les équations de la INDI sont redeveloppées sans cette hypothèse et montrent que les termes négligés
agissent comme une perturbation bornée sur la dynamique en boucle fermée. Ce terme est d’autant plus
faible que la fréquence d’échantillonnage est élevée. Appelée NDI simplifiée [Smi98] ou encore NDI
modifiée [BOJ01], la INDI a été appliquée à beaucoup de systèmes aéronautiques, principalement on
retrouve les systèmes type-avion [SCM10, SdCC18, GLK+18, KLCVK19] ou type UAV (Unmaned Ae-
rospace Vehicle)[SCdC16, SdCC18, DFMD14] Plusieurs auteurs ont montré sa meilleure robustesse aux
incertitudes paramétriques que la NDI [SCM10, PvK23].

La INDI est une méthode de commande par inversion dit "basée-capteurs" car elle utilise plus de
mesures que la NDI-classique (accélérations et signaux de commandes). Ainsi, la bande passante des
actionneurs et la fiabilité de l’estimation des accélérations ont un impact sur les performances de la loi de
commande. Dans [CVKC18], les auteurs montrent que mesurer directement les accélérations d’un système
permet d’éviter l’introduction de retard lié à l’estimation de l’accélération dans la boucle de contrôle.

Même si certains auteurs s’intéressent à des contraintes précises (retards de mesures [PvK23, KFVKC13],
saturation des actionneurs [RZBH19] ou encore temps d’échantillonnage [AVKC22]), il n’existe pas dans
la littérature de méthodologie générique de réglage du contrôleur externe incluant des contraintes de robus-
tesse aux erreurs d’inversion dynamique provoquées par les limitations d’implémentation. Par conséquent,
dans le cadre de cette thèse, une méthodologie de réglage des autopilotes INDI a été mise en place afin
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d’essayer d’évaluer l’effet des contraintes d’implémentation sur la linéarisation effectuée par la INDI et
de mieux les prendre en compte dans le réglage du contrôleur externe. La méthodologie de réglage est
présentée dans la section 2.4.2.

2.2 Théorie de la commande par inversion dynamique

Cette section rappelle la théorie de la commande par inversion dynamique en s’intéressant tout d’abord
au problème bien connu de la stabilisation d’un pendule simple afin d’introduire la méthode. Ensuite, les
concepts mathématiques nécessaires à la définition et à l’analyse de la classe des systèmes linéarisables par
inversion dynamique sont introduits en définissant les notions de difféomorphisme, de dérivée et crochet
de Lie et de degré relatif. Ensuite, la différence entre linéarisation entrée/états et linéarisation entrée/sortie
est discutée en traitant des notions de dynamique interne et de dynamique des zéros. La définition et
l’explication des concepts de l’inversion dynamique sont principalement tirées de [Kha02] pp. 505-525.

Enfin, le cas particulier de la commande par inversion dynamique incrémentale (INDI) est présenté
dans le cas du temps continu et dans le cas de son implémentation en temps discret. Les raisons qui ont
conduit à considérer la INDI comme plus adaptée aux objectifs de la thèse que la NDI classique sont
justifiées.

2.2.1 Motivations : exemple de la stabilisation à l’origine d’un pendule simple

La dynamique d’un pendule simple est modélisée par l’équation suivante

ẋ1 = x2 (2.1a)

ẋ2 = −a[sin(x1 + δ) − sin δ] − bx2 + cu (2.1b)

où x1 et x2 sont respectivement la position et la vitesse angulaire du pendule, a, b et δ des paramètres
physiques et u le signal de commande. En utilisant une loi de commande de la forme

u =
a
c

[sin(x1 + δ) − sin δ] +
v

c
(2.2)

les non-linéarités [sin(x1 + δ) − sin δ] de l’équation (2.1b) peuvent être annulées. Ainsi on obtient le sys-
tème linéaire suivant

ẋ1 = x2 (2.3a)

ẋ2 = −bx2 + v (2.3b)

qui peut maintenant être stabilisé par retour d’états en choisissant le signal de commande virtuel v comme
suit

v = −k1x1 − k2x2 (2.4)

où k1 et k2 sont des gains choisis pour rendre le système 2.3 stable en boucle fermée.
On se pose maintenant la question de savoir si cette méthode peut être généralisée à n’importe quel

système et si non, quelles seraient les conditions nécessaires pour pouvoir appliquer l’inversion dyna-
mique. Cet exemple montre que, pour pouvoir être linéarisé par inversion dynamique, un système doit
posséder certaines propriétés structurelles. De manière générale, un système de la forme :

ẋ = Ax + Bγ(x)[u − α(x)] (2.5)
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peut être ramené au système linéaire suivant

ẋ = Ax + Bv (2.6)

en choisissant
u = α(x) + γ−1(x)v (2.7)

Si le système non-linéaire étudié n’est pas de la forme de l’équation (2.5), sachant qu’il existe plu-
sieurs représentations équivalentes d’un même système, on peut se demander s’il existe un changement de
variable z = T (x) qui transforme le système non-linéaire (2.8)

ẋ = f (x) + g(x)u (2.8)

en
ż = Az + Bγ(x)[u − α(x)] (2.9)

Ainsi, pour définir la classe de systèmes linéarisables par inversion dynamique, il est nécessaire
d’étudier ce changement de variable, la forme qu’il doit avoir et ses conditions d’existence. La sous-
section 2.2.2 présente les concepts de difféomorphisme, de dérivée et crochet de Lie et de degré relatif
d’un système.

2.2.2 Préliminaires et définitions

2.2.2.1 Difféomorphisme

Definition 2.2.1 Soit E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies et soit U un sous-espace ouvert
de E et V un sous-espace ouvert de F.

L’application f : U 7→ V est un difféomorphisme si f est bijective, différentiable sur U et si sa
réciproque est différentiable sur V.

Ainsi dans le changement de variable z = T (x), T doit être un difféomorphisme car son inverse T−1 doit
être définie telle que T−1(T (x)) = x,∀x ∈ Rn. D’autre part, T et T−1 doivent être continues et dérivables
sur l’ensemble de définition de T . La classe des systèmes linéarisables par inversion dynamique peut donc
être définie de la façon suivante.

Definition 2.2.2 Le système non-linéaire suivant

ẋ = f (x) + g(x)u (2.10)

est linéarisable par inversion dynamique s’il existe un difféomorphisme T tel que le changement de va-
riable z = T (x) transforme le système (2.10) en :

ż = Az + Bγ(x)[u − α(x)] (2.11)

La notion de difféomorphisme permet donc de définir les caractéristiques du changement de variable
z = T (x). Les notions de dérivée de Lie et crochet de Lie sont maintenant introduites pour définir la
fonction T (x) en elle-même.
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2.2.2.2 Dérivée de Lie et crochet de Lie

Definition 2.2.3 Soit le système SISO suivant

ẋ = f (x) + g(x)u (2.12a)

y = h(x) (2.12b)

où f ,g et h sont des fonctions continues et différentiables sur D ⊂ Rn, la dérivée de la sortie y est donnée
par :

ẏ =
∂h
∂x

[
f (x) + g(x)u

]
= L f h(x) + Lgh(x)u (2.13)

où

L f h(x) =
∂h
∂x

f (x) (2.14a)

Lgh(x) =
∂h
∂x
g(x) (2.14b)

sont respectivement appelées les dérivées de Lie de h par rapport à f et g.

La dérivée de Lie est utile à la conception de loi de commande par inversion dynamique car elle permet
de simplifier la notation de dérivées successives comme suit

LgL f h(x) =
∂(L f h)
∂x

g(x) (2.15a)

L2
f h(x) = L f L f h(x) =

∂(L f h)
∂x

f (x) (2.15b)

L(
f k)h(x) = L f Lk−1

f h(x) =
∂(Lk−1

f h)

∂x
f (x) (2.15c)

L0
f h(x) = h(x) (2.15d)

Si Lgh(x) = 0, cela signifie qu’il n’y a pas de relation entre ẏ et la commande u, donc qu’il n’est pas
possible d’annuler les non-linéarités de ẏ par la commande u. C’est pourquoi le but est de calculer les
dérivées successives jusqu’à obtenir

LgLi−1
f h(x) = 0, i = 1, 2..., ρ − 1; LgL(ρ−1)

f h(x) , 0 (2.16)

et l’équation (2.13), peut se généraliser à

y(ρ) = L(ρ)
f h(x) + LgL(ρ−1)

f h(x)u

= β(x) + γ(x)u (2.17)

où ρ est appelé le degré relatif du système. Si le degré relatif ρ n’est pas égale à l’ordre du système cela
signifie qu’a partir d’un certain degré ρ < n, la commande u n’apparait plus dans l’expression de y(n−ρ).
Cela signifie que les dynamiques de y(n−ρ) jusqu’à y(n) ne sont pas linéarisable par inversion dynamique.

Definition 2.2.4 Soit f et g deux champs de vecteurs sur un espace D ⊂ Rn, le crochet de Lie [ f , g] est un
champ de vecteur défini par

[ f , g](x) =
∂g

∂x
f (x) −

∂ f
∂x
g(x) (2.18)

51



Chapitre 2. Conception d’Autopilotes Non-Linéaires

De manière analogue à la dérivée de Lie, la notation suivante est introduite pour simplifier l’utilisation
successive du crochet de Lie comme suit

ad0
f g(x) = g(x) (2.19a)

ad f g(x) = [ f , g](x) (2.19b)

ad2
f g(x) = ad f (ad f g(x))

= [ f , ad f g](x) (2.19c)

adk
f g(x) = [ f , adk−1

f g](x) (2.19d)

2.2.2.3 Degré relatif

Le degré relatif d’un système correspond au nombre de dérivées de Lie nécessaires pour faire ap-
paraître la commande dans l’expression de la dérivée de la sortie. L’étude du degré relatif permet de
déterminer si la dynamique de tous les états d’un système peut être linéarisée ou seulement la relation
entrée/sortie.

Definition 2.2.5 Le système non-linéaire (2.12) d’ordre n a un degré relatif ρ, 1 ≤ ρ ≤ n, dans le domaine
D0 ⊂ D si

LgLi−1
f h(x) = 0, i = 1, 2..., ρ − 1; LgLρ−1

f h(x) , 0,∀x ∈ D0 (2.20)

Dans le cas d’un système linéaire représenté par la fonction de transfert H(s) de la forme

H(s) =
bmsm + bm−1sm−1 + ... + b0

sn + an−1sn−1 + ... + a0
(2.21)

le degré relatif ρ = n − m est la différence entre le degré polynomial du numérateur et du dénominateur.

2.2.3 Linéarisation entrée/états et linéarisation entrée/sortie

2.2.3.1 Linéarisation entrée/états

On considère le système non-linéaire d’ordre n suivant

ẋ = f (x) + g(x)u (2.22a)

y = h(x) (2.22b)

Definition 2.2.6 Le système (2.22) est linéarisable en entrée/états s’il existe une fonction h(x) telle que le
système (2.22) possède un degré relatif ρ = n.

L’existence d’une telle fonction h(x) est déterminée par des conditions nécessaires et suffisantes sur les
fonctions f (x) et g(x) faisant intervenir le crochet de Lie [ f , g]. Plus précisément les conditions suivantes
garantissent l’existence de la fonction h(x) [Kha02, pp. 525]

Theorem 2.2.7 Le système (2.22) est linéarisable en entrée/états si et seulement s’il existe un ensemble
D0 ⊂ D tel que :

• La matrice ϱ(x) = [g(x), ad f g(x), ..., adn−1
f g(x)] est de rang plein pour tout x ∈ D0.
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• La distributionD = span{g, ad f , g, ..., adn−2
f g} est invariante dans D0.

La preuve de ce théorème est détaillée dans [Kha02] pp. 523-525. Ainsi, si le degré relatif ρ est égal à
n alors tous les états du système (2.22) sont linéarisables par inversion dynamique et un changement de
variable de la forme

z = T (x) (2.23)

peut être utilisé, où T (x) est un difféomorphisme contenant les dérivées de Lie de h par rapport à f comme
suit :

T (x) =



h(x)

L f h(x)
...

Ln−1
f h(x)


(2.24)

La forme normale suivante est ainsi obtenue :

ż = Acz + Bcγ(x)[u − α(x)] (2.25a)

y = Ccz (2.25b)

où Ac, Bc et Cc est la réalisation d’état de la forme canonique d’une chaîne de n intégrateurs comme
suit :

Ac =



0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
...

. . .
...

... 0 1

0 . . . . . . 0 0


n×n

, Bc =



0

0
...

0

1


n×1

Cc =

[
1 0 . . . 0 0

]
1×n

(2.26)

Une fois la forme normale obtenue, la loi de commande u qui linéarise le système est donnée par :

u = α(x) − γ−1(x)v (2.27)

avec

γ(x) = LgLn−1
f h(x) et α(x) =

Ln
f h(x)

LgLn−1
f h(x)

(2.28)

2.2.3.2 Linéarisation entrée/sortie

Contrairement à la linéarisation entrée/états, la linéarisation entrée/sortie est caractérisée par le fait
qu’il existe seulement une relation linéaire entre l’entrée et la sortie et qu’il peut rester des non-linéarités
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entre les états du système. Le changement de variable utilisé est de la forme :

z = T (x) =



ϕ1(x)
...

ϕn−ρ(x)

h(x)
...

Lρ−1
f h(x)


:=

 Φ(x)

Ψ(x)

 :=

 η
ξ

 (2.29)

où les fonctions ϕ1(x) à ϕn−ρ(x) sont choisies pour satisfaire les conditions pour que T (x) soit un difféo-
morphisme et pour que la relation suivante soit satisfaite.

∂ϕi

∂x
g(x) = 0, pour 1 ≤ i ≤ n − ρ. (2.30)

Le changement de variable z = T (x) permet d’obtenir le système suivant :

η̇ = f0(η, ξ) (2.31a)

ξ̇ = Ac ξ + Bc γ(x)[u − α(x)] (2.31b)

y = Cc ξ (2.31c)

avec

γ(x) = LgLρ−1
f h(x) et α(x) =

Lρf h(x)

LgLρ−1
f h(x)

(2.32)

et
f0(η, ξ) =

∂Φ

∂x
f (x)

∣∣∣∣
x=T−1(z)

(2.33)

On remarque que si le degré relatif ρ est inférieur à l’ordre n du système, alors la dynamique de
l’équation (2.22) n’est que partiellement linéarisable par la commande. Le système (2.31) possède une
dynamique linéarisable ξ̇ et une dynamique η̇ devenue inobservable qui est appelée dynamique interne
(équation (2.31a)) Il est donc nécessaire de s’assurer que cette dynamique inobservable soit stable ou bor-
née. Pour cela le concept de dynamique des zéros est utilisé.

La dynamique des zéros décrite par l’équation (2.34) permet d’assurer la stabilité de la dynamique
interne car l’origine d’un système en boucle fermée est asymptotiquement stable si l’origine de la dyna-
mique des zéros est stable. Si la dynamique interne est instable alors le système n’est pas stabilisable par
rétroaction.

η̇ = f0(η, 0) (2.34)
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2.2.4 Architecture générale d’un autopilote par inversion dynamique

v

x

yu
+
-

-
+

Figure 2.2 – Architecture générale d’un contrôleur NDI

Finalement, que le système non-linéaire étudié soit linéarisable entrée/sortie ou bien entrée/états, l’ar-
chitecture générale d’un contrôleur par inversion dynamique est donnée par la figure 2.2. Les fonctions
γ(x) et α(x) sont définies par l’équation (2.32) et K(s) est le contrôleur externe linéaire. En observant la
forme de γ(x) et de α(x), on peut remarquer qu’il est nécessaire d’avoir une connaissance parfaite de l’en-
semble du modèle dynamique étudié. Cette hypothèse, peu réaliste dans le cas de la classe de projectiles
étudiée pendant la thèse, suggère de s’intéresser à un type de loi de commande qui garde les avantages
de l’inversion dynamique tout en étant moins dépendant de la connaissance du modèle du procédé à com-
mandé. L’Incremental Nonlinear Dynamic Inversion, présentée brièvement dans la section 2.1.2 répond à
ces critères et est définie plus en détails dans la section suivante.

2.2.5 Inversion dynamique non-linéaire incrementale

La commande par inversion dynamique incrémentale est une loi de commande par inversion dyna-
mique qui utilise une partie réduite du modèle dynamique pour réaliser l’inversion, mais s’appuie davan-
tage sur des informations issues des capteurs et des actionneurs.

Les équations théoriques de la INDI sont présentées tout d’abord en temps continu puis en temps
discret (contrôleur discret et système physique continu échantillonné). Pour chacune de ces versions, seul
le cas idéal est détaillé. Plus précisément, les actionneurs et les capteurs sont considérés comme parfaits
et, pour le cas discret, les dynamiques du bloqueur d’ordre zéro ainsi que celles des échantillonneurs sont
également considérées comme parfaites. Ces hypothèses ne sont considérées que pour définir les équations
théoriques de la loi de commande. Lors du réglage des autopilotes de roulis, tangage, lacet et facteurs de
charge, l’influence de la vitesse des actionneurs et des contraintes du temps discret sur l’inversion dyna-
mique est modélisée et analysée.

2.2.5.1 INDI en temps continu

L’architecture d’un système non-linéaire bouclé avec un autopilote INDI continu est donnée par la
figure 2.3.
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v y
+
-

u
+
- ++

Figure 2.3 – Architecture générale d’un contrôleur INDI

On rappelle qu’un système nonlinéaire (2.12) peut être mis sous la forme

y(ρ) = β(x) + γ(x)u (2.35)

en utilisant les équations (2.13) et (2.17).
L’inversion dynamique non-linéaire incrémentale se base sur une approximation de la dynamique non

linéaire du système (2.35) par un développement de Taylor du premier ordre tel que le système (2.35) de
degré relatif ρ puisse être approximé par :

y(ρ) ≈ y
(ρ)
0 +

∂
[
β(x) + γ(x)u

]
∂x

∣∣∣∣
x=x0,u=u0

(x− x0)+
∂
[
β(x) + γ(x)u

]
∂u

∣∣∣∣
x=x0,u=u0

(u− u0)+O(||(x− x0), (u− u0)||2)
(2.36)

où y0, x0 et u0 sont, respectivement, les dernières mesures disponibles de la sortie, des états et de la
commande et les termes d’ordre superieur à un sont négligés (O(||(x − x0), (u − u0)||2= 0). Pour simplifier
la notation de l’équation (2.36), les quantités F∆x et G∆u sont définies de la manière suivante :

F∆x =
∂
[
β(x) + γ(x)u

]
∂x

∣∣∣∣
x=x0,u=u0

(x − x0) (2.37a)

G∆u =
∂
[
β(x) + γ(x)

]
u

∂u

∣∣∣∣
x=x0,u=u0

(u − u0) (2.37b)

L’équation (2.36) devient alors :

y(ρ) = y
(ρ)
0 + F∆x +G∆u (2.38)

Afin de réduire de manière importante la dépendance de la INDI vis-à-vis du modèle de la dynamique
du système à commander, l’hypothèse forte suivante est faite : la dynamique des états du système est
supposée être beaucoup plus lente que la dynamique des actionneurs 1. Ainsi, on suppose ∆x ≪ ∆u, ce
qui permet de négliger le terme F∆x dans l’équation (2.38) et ainsi d’obtenir l’équation suivante :

y(ρ) = y
(ρ)
0 +G∆u (2.39)

De la même manière que pour la NDI, on souhaite imposer la dynamique du système en boucle fermée
et obtenir :

y(ρ) = v (2.40)

1. La validité de cette hypothèse est conditionnée par la bande passante des actionneurs (∆u grand par rapport à ∆x) mais
aussi par l’autorité de commande du système (G grand par rapport F).
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où v est la dynamique désirée qui est définie par la sortie du contrôleur externe. En choisissant un signal
de commande incrémental de la forme

∆u = G−1(v − y(ρ)
0 ) (2.41)

on obtient bien y(ρ) = v en remplaçant ∆u dans l’équation (2.39) par son expression dans l’équation
(2.41). Enfin, on ajoute le signal de commande incrémentale à la dernière mesure disponible du signal de
commande pour obtenir l’expression complète de la loi de commande INDI donnée par :

u = ∆u + u0 = u0 +G−1(v − y(ρ)
0 ) (2.42)

L’équation (2.42) met en évidence la nécessité d’avoir des actionneurs rapides et des capteurs fiables.
Pour que l’hypothèse de séparation des échelles de temps entre la dynamique des états du système et celle
des actionneurs soit respectée, il faut avoir des actionneurs rapides. Ensuite, avoir des capteurs fiables est
nécessaire car la dérivée des états du système y(ρ)

0 est utilisée dans la loi de commande. L’équation (2.42)
montre également un des avantages de la INDI : la loi de commande n’utilise qu’une partie réduite du
modèle dynamique (présence de G mais absence de F).

2.2.5.2 INDI en temps discret

y
- - +

Différenciateur

+++

Échantillonneur

Bloqueur
d'ordre zéro

Figure 2.4 – Architecture générale de contrôleur INDI en temps discret

L’établissement des équations de la INDI en temps discret se fait suivant la même démarche que
pour les équations de la INDI en temps continu. On considère y(ρ−1)[k] la sortie échantillonnée de y(ρ−1)

mesurable. On peut alors calculer y(ρ)[k] par la méthode d’Euler explicite comme suit

y(ρ)[k] ≈
y(ρ−1)[k + 1] − y(ρ−1)[k]

T
(2.43)

où T est la période d’échantillonnage. La dérivée de y(ρ−1)[k] est définie par la dynamique du système
échantillonné

y(ρ−1)[k + 1] − y(ρ−1)[k]
T

≈ β(x[k]) + γ(x[k])u[k] (2.44)

Ainsi, l’équation (2.44) étant approximée de façon analogue à l’équation (2.38), on obtient donc :
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y(ρ)[k] ≈ y(ρ)[k − 1] + F(x[k] − x[k − 1]) +G(u[k] − u[k − 1]) (2.45)

En utilisant les mêmes hypothèses de séparation des échelles de temps que pour la INDI en temps
continu, la simplification suivante apparaît :

y(ρ)[k] ≈
y(ρ−1)[k] − y(ρ−1)[k − 1]

T
+G(u[k] − u[k − 1]) (2.46)

Par conséquent en voulant imposer la dynamique du système en boucle fermée (y(ρ)[k] ≈ v[k]), on
obtient l’équation suivante

y(ρ−1)[k] − y(ρ−1)[k − 1]
T

+G(u[k] − u[k − 1]) = v[k] (2.47)

Finalement, la forme discrète de la loi de commande INDI est obtenue par :

u[k] = u[k − 1] +G−1
(
v[k] −

y(ρ−1)[k] − y(ρ−1)[k − 1]
T

)
(2.48)

2.2.6 Discussion sur l’approche à privilégier entre NDI et INDI

La NDI et la INDI sont deux méthodes de commande reposant sur le principe de l’inversion dyna-
mique. Même si on observe une utilisation plus importante dans la littérature de la INDI, cela ne veut
pas nécessairement dire que la INDI est globalement plus performante ou robuste. De fait, ce qui les dif-
férencie, ce sont la linéarisation du système et la façon de l’obtenir. Dans le cas de la NDI, il y a une
linéarisation exacte utilisant l’entièreté du modèle dynamique pour réaliser l’inversion. Dans le cas de la
INDI, l’inversion est basée sur une approximation de la dynamique où une partie du modèle est négligée.
N’utilisant que la partie du modèle liée à l’autorité de contrôle, la INDI est plus robuste aux incertitudes
paramétriques. Cependant, la INDI nécessite, d’une part, des actionneurs rapides à cause de l’hypothèse
sur la séparation des échelles de temps entre la dynamique de la commande et celle des états, et d’autre
part, des capteurs performants pour l’estimation de la dérivée des états du système.

Ainsi, puisque l’exactitude de la linéarisation est perdue avec l’approche INDI, des actionneurs et des
capteurs performants sont nécessaires, mais on obtient une loi de commande plus simple et plus robuste
aux incertitudes paramétriques qu’avec la NDI. Comme expliqué précédemment, le modèle mathématique
du projectile guidé à fusée de correction de trajectoire est considéré comme très incertain, principalement
à cause des difficultés d’estimation des coefficients aérodynamiques. Cependant, la capacité des action-
neurs est également limitée.

Finalement, il a été décidé d’utiliser la INDI en considérant des actionneurs suffisamment rapides
(mais pas instantanés) pour respecter la séparation des échelles de temps, et des capteurs non-bruités mais
avec des mesures potentiellement retardées (voir chapitre 4). Cette hypothèse sur les capteurs est justifiée
par l’utilisation d’algorithme d’estimation et de navigation supposés suffisamment performants pour ne
pas avoir à prendre en compte les bruits de mesure et la dynamique des capteurs.

Une des contributions de la thèse est la mise en évidence de l’impact de la vitesse des actionneurs
et de la fréquence d’échantillonnage sur la capacité de la INDI à linéariser les dynamiques de roulis, de
tangage et de lacet du projectile guidé. L’effet des retards de mesures sur la stabilité de la boucle fermée
de la chaîne de roulis est étudié dans le chapitre 4.

La sous-section 2.3 traite de la seconde partie de la synthèse de la loi de commande, c’est-à-dire, le fa-
çonnage de la dynamique en boucle fermée par le controleur de la boucle externe de l’autopilote INDI. Le
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contrôleur externe faisant partie de la loi de commande est réglé par façonnage de fonctions de sensibilité,
par conséquent la section 2.3 rappelle le principe de cette méthode et ses éléments théoriques principaux
en suivant le cheminement de [BP02] pp.93-99.

2.3 Rappel sur la commande robuste et le façonnage de fonctions de sensi-
bilité

2.3.1 NormeH∞

Definition 2.3.1 La normeH∞ d’un système LTI représenté par une fonction de transfert stable G(s) est
définie comme la plus grande valeur singulière de sa réponse fréquentielle :

||G(s)||∞= max
ω

σ̄(G( jω)) (2.49)

La normeH∞ d’un système est induite par la norme L2 de ses signaux en entrée/sortie. Ainsi pour un
système LTI G(s) avec une entrée w et une sortie z on a également :

||G(s)||∞= sup
ω,0

||z(t)||2
||w(t)||2

(2.50)

Dans le cas d’un système SISO stable, la norme H∞ de G(s) correspond au plus grand gain du dia-
gramme de Bode de G(s). L’équation (2.49) est utilisée pour façonner les fonctions de sensibilité définies
dans la section 2.3.2 et l’équation (2.50) est utilisée pour évaluer la robustesse d’un système bouclé.

Definition 2.3.2 La normeH∞ étant une norme induite, elle vérifie l’inégalité triangulaire sur le produit
des normes. Ainsi avec A et B deux matrices, on a :

||AB||∞≤ ||A||∞||B||∞ (2.51)

Cette propriété est importante pour la synthèse de contrôleur robuste car elle assure la majoration des
fonctions de sensibilité par un gabarit fréquentiel choisi.

2.3.2 Définition des fonctions de sensibilité

K G
r u y

di do
+ +

-

+ + +

+
+

e

Figure 2.5 – Représentation générique d’un système en boucle fermée

La figure 2.5 montre la représentation générique d’un système en boucle fermée où di et do sont les
perturbations en entrée et en sortie et où bm est le bruit de mesure. A partir de cette représentation les
relations suivantes peuvent être écrites :
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y = Tor + S oGdi + S odo − Tobm (2.52a)

u = KS or − KS odo + S idi − KS obm (2.52b)

La fonction de transfert S o représente l’influence de la perturbation en sortie do sur la sortie y, de la
même manière S i représente l’influence de la perturbation en entrée di sur la commande u. Enfin, To est
la fonction de transfert entre le bruit de mesure et la sortie.

Les fonctions S o, S i, To sont respectivement appelés fonction de sensibilité en sortie, de sensibilité
en entrée et de sensibilité complémentaire en sortie. La complémentarité entre S o et To donne la relation
suivante

S o + To = I (2.53)

Ainsi, certains objectifs de réglage sur les performances nominales du système bouclé comme le rejet
de perturbation, le suivi de référence, ou la limitation de l’activité haute fréquence du contrôleur peuvent
être traduits en contraintes sur les valeurs singulières maximales des fonctions de sensibilité.

On peut notamment remarquer que :

■ Pour réduire l’influence des perturbations de sortie sur la sortie du système σ̄(S o) doit être faible.

■ Pour réduire l’influence des perturbations de sortie sur l’entrée du système, σ̄(KS o) doit être faible.

■ Pour réduire l’influence des perturbations d’entrée sur l’entrée du système, σ̄(S i) doit être faible.

■ Pour réduire l’influence des perturbations d’entrée sur la sortie du système, σ̄(S oG) doit être faible.

■ Pour réduire l’influence du bruit de mesure sur la sortie du système, σ̄(To) doit être faible.

■ Pour réduire l’influence du bruit de mesure sur l’entrée du système, σ̄(KS o) doit être faible.

■ Pour réduire l’amplitude du signal de commande, σ̄(KS o) doit être faible.

■ Pour avoir un suivi de référence satisfaisant, σ̄(S o) doit être faible.

■ Pour avoir un suivi de référence satisfaisant , σ̄(S o) doit tendre vers 1.

Il n’est cependant pas possible de satisfaire toutes les contraintes car certains objectifs sont contra-
dictoires. Par exemple, vouloir réduire σ̄(S o) et σ̄(To) en même temps est impossible car S o et To sont
complémentaires. Une des façons de régler le compromis est de réduire les fonctions de sensibilité sur
des plages de fréquences réduites. Par exemple, il est intéressant de réduire σ̄(S o) en basse fréquence pour
contrer les perturbations additives en sortie, alors qu’il est plus intéressant de réduire σ̄(KS o) en haute fré-
quence pour réduire l’activité haute fréquence du contrôleur. Ainsi, l’objectif de la synthèse de contrôleur
par façonnage de fonctions de sensibilité est de contraindre certaines fonctions de sensibilités choisies à
être majorées par un gabarit fréquentiel défini par les objectifs de synthèse.

2.3.3 Formulation du problèmeH∞ et gabarits fréquentiels

La synthèse de contrôleurH∞ par façonnage de fonctions de sensibilité est une technique qui permet
de poser la synthèse du contrôleur K(s) comme solution d’un problème d’optimisation où l’objectif est de
satisfaire des objectifs de réglages traduits en contraintes fréquentielles sur les fonctions de sensibilité.
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P

Figure 2.6 – Configuration standard du problème H∞ via LFT basse

Sur la figure 2.6, w est le vecteur des entrées exogènes comprenant la référence et les perturbations.
z est le vecteur des sorties à réguler dont on doit minimiser l’énergie pour satisfaire les contraintes de
réglage. ȳ est le vecteur des entrées du contrôleur dans notre cas, cela inclut l’erreur de bouclage, les
mesures et la référence. La matrice P(s) décrit le transfert entre les signaux d’entrée w et u et les signaux
de sortie z et y comme suit :

z
y

 = P(s)

wu
 (2.54a)

z
y

 =
P11 P12

P21 P22


wu

 (2.54b)

En utilisant une Transformation Linéaire Fractionnaire (LFT) basse, le transfert entre w et z en boucle
fermé est donné par :

z =
(
P11 + P12K (I − P22K)−1 P21

)
w (2.55a)

= Fl(P,K)w (2.55b)

Le problème d’optimisationH∞ se résume à déterminer le contrôleur K(s) stabilisant P qui minimisera
la normeH∞ du transfert Fl(P,K) comme suit :

inf
K
||Fl(P,K)( jω)||∞= inf

K
max
ω

σ̄ (Fl(P,K)( jω)) (2.56)

Dans la pratique, il est difficile de synthétiser le contrôleur optimal qui donnera la norme ||Fl(P,K)( jω)||∞
minimale, mais il est possible de s’en rapprocher :

γmin < ||Fl(P,K)( jω)||∞< γ (2.57)

La figure 2.7 montre l’architecture de P permettant d’inclure des contraintes sur les fonctions de sensibilité
S et sur le transfert KS pour satisfaire certains objectifs de réglage définis dans la sous-section 2.3.2 :

61



Chapitre 2. Conception d’Autopilotes Non-Linéaires
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Figure 2.7 – Construction de P pour l’optimisation H∞ des fonctions de sensibilité S/KS


z1

z2

ȳ

 =
P11 P12

P21 P22


wu

 (2.58)

avec

P11 =

W1

0

 , P12 =

W1G

W2

 , P21 = −I, P22 = −G (2.59a)

W1 et W2 sont respectivement un filtre passe-bas bicausal et un filtre passe-haut bicausal. Le transfert
Fl(P,K) s’écrit alors :

Fl(P,K) =

 W1S

W2KS

 (2.60)

En utilisant l’inégalité triangulaire sur la produit des normes (équation (2.51)), résoudre le problème
d’optimisation H∞ revient alors à obtenir un indice γ < 1 dans l’équation (2.57) en utilisant une des
méthodes de résolutions de la section suivante. Une valeur de γ < 1 signifie que les gabarits fréquentiels

1
W1

et 1
W2

sont respectés et que le correcteur remplit donc les objectifs fixés. Si l’indice obtenue est trop
grand, il est nécessaire de modifier les valeurs de W1 et W2 pour relaxer le problème. La section 2.3.4
présente la méthode de sélection des gabarits fréquentiels utilisée par le réglage des contrôleurs externes
des autopilotes de roulis, tangage, lacet et facteurs de charge.

2.3.4 Sélection des gabarits frequentiels

La sélection des gabarits fréquentiels ou filtres de pondérations est une étape importante de la synthèse.
Cette étape peut s’avérer être difficile car il est important de choisir des filtres qui traduisent un problème
d’optimisation équilibré entre les différentes contraintes imposées, cela est généralement un processus
itératif. Comme expliqué dans la section 2.3.2, certains objectifs sont contradictoires et par conséquent
il est nécessaire de faire des compromis en choisissant des gabarits fréquentiels dynamiques qui vont
contraindre les différentes fonctions de sensibilité sur des domaines frequentiels choisis. Pour chaque
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filtre, le gain haute fréquence ki,HF, basse fréquence ki,BF, la fréquence de coupure ωi à -3dB et l’ordre du
filtre n sont utilisés pour créer le filtre bicausal suivant :

W−1
i =

 (ki,HF)
1
n s + (ki,BF)

1
nωi

s + ωi

n

(2.61)

Il est plus facile d’exprimer le filtre sous sa forme inverse car S Wi < 1⇔ S < 1/Wi. La figure 2.8 montre
le diagramme de Bode du filtre décrit par l’équation (2.61).
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Figure 2.8 – Gabarit fréquentiel et ses paramètres

Dans la synthèse des contrôleurs externe de roulis, tangage, lacet et facteurs de charges trois gabarits
fréquentiels sont utilisés, en plus de W1 et W2 présentés dans la section 2.3.3, un troisième gabarit fréquen-
tiel W3 est utilisé pour contraindre l’erreur entre la sortie du système et celle d’un modèle de référence.
Les valeurs initiales des paramètres des gabarits fréquentiels sont choisis de la façon suivante :

■ Le filtre W1 sert à contraindre la fonction de sensibilité S qui représente le transfert entre la pertur-
bation et la sortie. Ainsi on souhaite un filtre W−1

1 avec un gain en basse fréquence k1,BF faible pour
réduire l’effet des perturbations constantes sur la sortie et ne pas avoir d’erreur statique (action in-
tégrale). Le gain k1,BF est typiquement choisie à 10−3 comme valeur de départ. Ensuite le fréquence
de coupure est placée autour de la bande passante désirée du système en boucle fermée définie à
partir du modèle de référence ω1 ≈ ωr. Pour le gain haute fréquence k1,HF, on souhaite également
une valeur faible pour réduire l’amplitude des perturbations haute fréquence une valeur de départ
choisie est 3.

■ Le filtre W2 sert à contraindre la fonction de sensibilité de commande KS qui représente le transfert
entre la consigne r et le signal de commande u. Les actionneurs du projectile ayant une bande
passante limitée il est intéressant de synthétiser un contrôleur dont l’action en haute fréquence est la
plus faible possible. Ainsi, on souhaite un filtre W−1

2 avec un gain en basse fréquence k2,BF constant
et suffisamment élevée pour ne pas restreindre l’action basse fréquence du contrôleur. Une valeur
de départ est 10 (amplitude maximale d’angle des canards). Ensuite, on souhaite ω2 une fréquence
de coupure située autour de la bande passante des actionneurs du système. Une valeur de départ
est ω2 = ωδ/3. Enfin, on souhaite un gain en haute fréquence le plus faible possible (≈ 10−3) pour
réduire l’action haute fréquence du contrôleur.

■ Le filtre W3 sert à contraindre l’erreur entre la sortie régulée du système et la sortie du modèle de
référence. La solution la plus simple est de définir W3 constant et le plus faible possible. Cependant,
il est plus intéressant, car moins contraignant pour la synthèse, de définir un filtre dynamique comme
pour W1 et W2. Ici, on souhaite un gain basse fréquence k3,BF de W−1

3 proche de 0 pour ne pas avoir
d’erreur statique. Une fréquence de coupure située également autour de la fréquence en boucle
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fermée désirée ω1 ≈ ωr et enfin un gain haute fréquence k3,HF également faible mais plus relaxé,
une valeur de départ choisie est 0.1.

Les valeurs initiales choisies pour les filtres ne sont pas toujours les plus adaptées et il est parfois nécessaire
de faire des ajustements pour réussir à synthétiser un contrôleur qui respecte les gabarits fréquentiels . Pour
relaxer le problème d’optimisation, on pourra augmenter ω2 pour laisser au contrôleur plus d’action en
haute fréquence, on pourra également augmenter légèrement k3,HF ou k1,HF. Les valeurs des filtres utilisés
pour le réglage des contrôleurs externes de roulis, tangage, lacet et facteurs de charge sont données dans
les sections 2.5.3, 2.6.1.3, 2.6.2.3.

2.3.5 Méthodes de résolution du problèmeH∞

Plusieurs auteurs ont contribué à l’étude de la résolution du problème H∞ et à la synthèse de contrô-
leur robuste. Tout d’abord, dans [DGKF88], une solution basée sur la résolution des équations de Riccati
est proposée, cependant cette méthode ne peut s’appliquer qu’à des systèmes dits réguliers. Plus tard, des
méthodes utilisant les LMI [GA94, IS94] ont permis d’étendre la résolution aux systèmes non réguliers.
Ces méthodes permettent la synthèse d’un contrôleur à ordre plein ce qui peut poser des difficultés d’im-
plémentation. Le développement de la fonction hinfstruct et ensuite de systune (Matlab Control
System Toolbox) basé sur les travaux de [AGB14, AN17] permettent d’imposer la structure du contrô-
leur et de régler les gains en fonctions de plusieurs objectifs (norme H∞ des fonctions de sensibilités,
minimisation de l’erreur de suivi de modèle, marge de gains et phase etc) en recourant à des techniques
d’optimisation non-lisses, cependant, l’optimalité du correcteur n’est plus garantie. Dans le cadre de la
thèse, la fonction systune a été choisie pour régler les gains des contrôleurs externes de roulis, tangage,
lacet et facteurs de charge car elle permet de synthétiser un contrôleur structuré satisfaisant plusieurs
objectifs de synthèse.

2.4 Méthodologie générale de réglage des autopilotes INDI

La section 2.4 présente le cahier des charges et la méthodologie générale de réglage des autopilotes
INDI de roulis, tangage, lacet et facteurs de charge. Élaborée pendant la thèse, cette méthodologie se veut
générique et simple à mettre en place.

- - +

Différenciateur

+++

ActionneurBloqueur
d'ordre zero

Figure 2.9 – Architecture considérée pour les autopilotes INDI

La figure 2.9 montre l’architecture considérée et les choix de modélisation faits pour l’implémentation
des autopilotes INDI dans le cadre de la thèse. Tout d’abord, la dynamique des actionneurs ainsi que
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celle du bloqueur d’ordre zéro sont considérées. Ensuite, l’estimation de la dérivée nécessaire à la loi
de commande s’effectue avec un différenciateur numérique utilisant la méthode d’Euler explicite (voir
Annexe C). Enfin, la dynamique des échantillonneurs est considérée comme négligeable.

2.4.1 Cahier des charges

Le cahier des charges pour la synthèse des autopilotes a été défini par rapport aux objectifs de la thèse
et aux travaux déjà existants dans la littérature[Sèv16]. Les contraintes de performance et de robustesse
sur les boucles fermées des chaînes de roulis, de tangage, de lacet et de facteurs de charge sont données
ci-dessous :

■ Contrainte sur le régime transitoire et permanent des boucles fermées :
Les contraintes temporelles sur le comportement en boucle fermée des chaînes de roulis et de fac-
teurs de charges sont définies par des spécifications sur leurs régimes transitoires et permanents.
Ainsi, l’autopilote de roulis doit permettre le suivi d’un échelon de référence avec un temps de ré-
ponse à 2% de 0.3 s, un dépassement inférieur à 2% et une erreur statique nulle.
L’autopilote de facteur de charges doit, quant à lui, permettre le suivi d’un échelon de référence avec
un temps de réponse à 2% de 1.5 s, un dépassement inférieur à 2% et une erreur statique nulle.

■ Performance uniforme sur l’enveloppe de vol :
La commande par inversion dynamique permettant d’utiliser un seul contrôleur pour toute l’enve-
loppe de vol, il faut s’assurer que cette hypothèse est vérifiée, en analysant la réponse en boucle
fermée des chaînes de roulis et de facteur de charges en différents points de fonctionnements.

■ Rejet de perturbation additive sur la commande et sur la sortie :
Durant sa trajectoire, le projectile peut être soumis à des perturbations dues à plusieurs facteurs. Par
exemple, à cause du vent, le comportement de certaines variables de sortie (i.e. θ, ψ, ϕ2, q, r) du
projectile peut être perturbé. Des problèmes mécaniques (défauts, erreur de position, etc...) peuvent
également perturber le signal de commande. Tous ces phénomènes sont modélisés par des pertur-
bations extérieures de type échelon. Les autopilotes de roulis, de tangage, de lacet et de facteurs de
charge doivent être en mesure de rejeter asymptotiquement ces perturbations.

■ Limitation de l’activité du contrôleur en haute fréquence :
La capacité des actionneurs du projectile guidé étant limitée, un signal de commande de fréquence
supérieure à la bande passante des actionneurs verra son amplitude réduite, ce qui impactera la
réponse en boucle fermée du système. Ainsi, l’activité des autopilotes de roulis, de tangage, de
lacet et de facteurs de charges doit être contrainte en fréquence par rapport à la bande passante des
actionneurs.

■ Prise en compte des contraintes d’implémentation :
Le réglage du contrôleur externe K(z) devra prendre en compte le bloqueur d’ordre zero et l’effet
de la fréquence d’échantillonnage et des actionneurs sur la linéarisation faite par la INDI.

2.4.2 Méthodologie de réglage

Après avoir défini les objectifs du cahier des charges, la méthode de réglage des autopilotes INDI
utilisée pour satisfaire le cahier des charges est présentée dans la figure 2.10, les étapes sont ensuite
détaillées.

65



Chapitre 2. Conception d’Autopilotes Non-Linéaires

Expression
analytique de la
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modèle inverse
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contrôleur externe

Validation de
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Figure 2.10 – Méthode de réglage pour les autopilotes INDI

■ Expression analytique de la commande INDI :
La première étape de réglage est de déterminer la commande INDI u[k] en partant de l’équa-
tion (2.48) et en l’appliquant à la dynamique étudiée. La matrice d’autorité de contrôle G est alors
déterminée grâce à l’équation (2.37b). L’expression de la matrice G comprend des paramètres de
vol variant au cours du temps, il est donc important de vérifier que G est toujours inversible quel
que soit le point de vol. Le degré relatif ρ du système est également calculé afin de déterminer
l’existence ou non de la dynamique interne.

■ Analyse du modèle inverse :
Une fois l’étude de l’expression analytique de la commande INDI u[k] effectuée, l’objectif est de
déterminer le modèle à utiliser pour régler le contrôleur externe. Dans un contexte idéal, (i.e. action-
neurs parfaits, capteurs parfaits et temps continu), la commande INDI permet au contrôleur externe
d’imposer la dynamique en boucle fermée du système et force celui-ci à se comporter comme une
chaîne d’intégrateurs purs. Cependant, la vitesse des actionneurs et la période d’échantillonnage,
peuvent avoir un impact non négligeable sur le transfert entre la sortie du contrôleur et la dynamique
du système. Ce transfert Ti(z) est appelée la dynamique inverse et satisfait la relation suivante :

y(ρ)(z) ≈ Ti(z)v(z) (2.62)

■ Réglage du contrôleur externe :
Le modèle inverse définit le modèle de synthèse utilisé pour le réglage du contrôleur externe. Le
réglage du contrôleur externe Kc(s) s’effectue en temps continu en utilisant la transformation bili-
néaire de Tustin inverse (détaillée dans l’annexe A.3) sur le modèle inverse. Ainsi, pour respecter
les contraintes de performance et robustesse demandées par le cahier des charges, un réglage de
contrôleur robusteH∞ par façonnage de boucle de sensibilité est effectué. L’architecture du contrô-
leur Kc(s) est donné par la figure 2.11.

+

+

-

+
-
-

Figure 2.11 – Architecture du contrôleur externe continu Kc(s)

Dans la figure 2.11, y1 désigne la variable régulée et y2 sa dérivée. Si cette dernière n’est pas
mesurable, y2 est fixée à 0. Le contrôleur Kc(s) synthétisé est discrétisé en utilisant à nouveau la
transformée bilinéaire de Tustin. La figure 2.12 montre l’architecture du contrôleur discret obtenu.
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+ +
-
+ +

--
+
-

Figure 2.12 – Architecture du contrôleur K(z) résultant de la discrétisation de Kc(s)

■ Validation de l’autopilote :
Le contrôleur discret K(z) est validé tout d’abord avec le modèle de la dynamique inverse, afin
de vérifier le respect des contraintes de synthèse. Ensuite, l’autopilote INDI complet composé des
boucles interne et externe est testé sur le modèle non-linéaire, mais avec les paramètres de vol
fixés (i.e G constant). Enfin, l’homogénéité des performances de l’autopilote est validée sur une
trajectoire de vol complète.

2.5 Conception de l’autopilote de roulis

Les simulations balistiques de la figure 1.15 mettent en évidence l’effet du couple de frottements L f

entre la partie arrière du projectile et la fusée de correction de trajectoire. En effet, la partie arrière du
projectile tourne rapidement sur elle-même et entraîne la fusée de correction de trajectoire. Pour fournir
un environnement stable pour le contrôle de la trajectoire du projectile, l’angle de roulis ϕ2 doit être
stabilisé à un angle constant par l’autopilote de roulis. Pour limiter la charge sur les actionneurs, la vitesse
de roulis p2 de la FCT est réduite en mettant les canards en saturation jusqu’à avoir p2 < p20 . Une fois
cette vitesse angulaire p20 atteinte, l’autopilote de roulis est enclenché.

La conception de l’autopilote de roulis suit les étapes détaillées par la méthodologie présentée en
section 2.4.2. Le système non-linéaire décrivant la dynamique de roulis est obtenu à partir des équations
(1.11a), (1.72b) et (1.68) : ϕ̇2 = p2 + r tan θ

ṗ2 = Ix2
−1(qS dClδδp + L f )

(2.63)

En considérant le moment de frottement L f et le terme r tan θ comme des perturbations extérieures, la
dynamique de roulis peut être décrite selon la représentation d’état suivante :ϕ̇2

ṗ2

 =
0 1

0 0


ϕ2

p2

 +
 0

Ix2
−1qS dClδ

 δp +

 r tan θ

Ix2
−1L f

 (2.64a)

y1

y2

 =
1 0

0 1


ϕ2

p2

 (2.64b)

Le système (2.64) est déjà linéarisé grâce aux hypothèses faites sur L f et sur le terme r tan θ, ce-
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pendant la conception d’un autopilote INDI est malgré tout pertinente car les paramètres q̄ et Clδ varient
sur l’enveloppe de vol. Par conséquent, l’autopilote INDI, en inversant la dynamique de roulis, annule
l’influence des paramètres et évite ainsi la nécessité d’un séquencement de gains.

2.5.1 Expression analytique de la commande INDI

A partir de l’équation (2.64), le degré relatif de la dynamique de roulis peut être calculé. La sortie
régulée est y1 = ϕ2. Sans perturbations extérieures, le système (2.64) est linéaire, on a donc :

ϕ2(s)
δp(s)

=
Ix2
−1qS dClδ

s2 (2.65)

En utilisant la définition 2.2.5, le degré relatif ρ du système (2.65) est égale au degré du dénominateur
n = 2 moins le degré du numérateur m = 0, tel que n − m = n. Ainsi, on a ρ = n, la dynamique de roulis
est donc linéarisable en entrée/états et n’a pas de dynamique interne. Pour faire le lien avec les equations
théorique de la INDI on définit

y1 = ϕ2, y
(ρ−1)
1 = y2 = p2, y

(ρ)
1 = ṗ2 (2.66)

L’expression analytique de la matrice d’autorité de commande Gr du système (2.64) est maintenant
identifiée :

Gr =
∂y

(ρ)
1

∂u

=
∂ṗ2

∂δp

= I −1
x2

qS dClδ (2.67)

Gr est inversible sur l’ensemble du domaine de vol car Ix2 , S , et d sont des constantes non nulles
du projectile et Clδ et q̄ sont des variables aérodynamiques qui ne peuvent être nulles que si la vitesse
du projectile est nulle. Finalement le signal de commande δp,c[k] envoyé aux actionneurs est donné par
l’équation

δp,c[k] = δp[k − 1] +
Ix2

qS dClδ

(
v[k] −

p2[k] − p2[k − 1]
T

)
(2.68)

en utilisant l’équation (2.48).

2.5.2 Analyse du modèle inverse

Le système en boucle fermée avec une commande NDI idéale se comporte comme un double inté-
grateur de gain unitaire du point de vue du contrôleur externe. Pour vérifier la validité de cette hypothèse
avec la loi de commande (2.48), on calcule la fonction de transfert Ti(z) entre la sortie du contrôleur v et
l’estimation numérique de ṗ2 noté p̃2.

La figure 2.13 montre l’architecture de la boucle interne de l’autopilote de roulis appliqué à la dyna-
mique de roulis.

68



2.5. Conception de l’autopilote de roulis

- +

Différenciateur

++

ActionneurBloqueur
d'ordre zero

Dynamique de roulis

Figure 2.13 – Architecture de la boucle interne de l’autopilote INDI pour la dynamique de roulis

La figure 2.13 comprend des fonctions de transfert en temps continu et des fonctions de transfert en
temps discret. La figure 2.14 montre la réorganisation de la figure 2.13 en réunissant les blocs continus
précédés d’un bloqueur d’ordre zero et suivi d’un échantillonneur par un transfert discret. Par ailleurs, la
sortie ϕ2 n’étant pas utilisée dans la boucle interne, elle disparait de la figure 2.14.

- +

Différenciateur

+
+

Figure 2.14 – Equivalent discret la boucle interne de la INDI pour la dynamique de roulis

Dans la figure 2.14 la fonction de transfert BOZG(z) désigne la représentation discrète de la fonction
de transfert Gδ(s) précédée d’un bloqueur d’ordre zero et suivi d’un échantillonneur parfait. De même,la
fonction de transfert BOZGδP(z) désigne la représentation discrète de la fonction de transfert Gδ(s)P(s)
avec P(s) = Gr

s précédée d’un bloqueur d’ordre zero et suivi d’un échantillonneur parfait. Dans un premier
temps, on calcule le transfert entre v(z) et p2(z)

p2(z) = BOZGδP(z)δp,c(z)

= BOZGδP(z)
[
z−1BOZGδ(z)

(
BOZGδP(Z)−1 p2(z)

)
+G−1

r (v(z) − D(z)p2(z))
]

(2.69a)

G−1
r BOZGδP(z)v(z) = p2(z) − z−1BOZGδ(z)p2 +G−1

r BOZGδP(z)D(z)p2(z)

= p2(z)
[
1 − z−1BOZGδ(z) +G−1

r BOZGδP(z)D(z)
]

(2.69b)

p2(z)
v(z)

=
G−1

r BOZGδP(z)
1 − z−1BOZGδ(z) +G−1

r D(z)BOZGδP(z)
(2.69c)

A partir, de la fonction de transfert (2.69c), on calcule le transfert entre p̃2(z) et v(z). On définit d’abord

p̃2(z) = GrBOZGδ(z)δp,c(z) (2.70)

D’après la figure 2.14 on a également :

p2(z) = BOZGδP(z)δp,c(z) (2.71)

69



Chapitre 2. Conception d’Autopilotes Non-Linéaires

Par conséquent, on peut écrire la relation suivante :

p2(z) =
p̃2(z)

GrBOZGδ(z)
BOZGδP(z) (2.72)

Pour ainsi obtenir :

p̃2(z)
v(z)

=
p2(z)
v(z)

BOZGδP(z)
GrBOZGδ(z)

=
BOZGδ(z)

1 − z−1BOZGδ(z) +G−1
r D(z)BOZGδP(z)

(2.73)

En revenant à la définition du modèle inverse Ti(z) décrit part l’équation (2.62), on a bien l’expression
analytique de la boucle interne de l’autopilote INDI :

Ti(z) =
BOZGδ(z)

1 − z−1BOZGδ(z) +G−1D(z)BOZGδP(z)
(2.74)

Avec D(z) = z−1
zT la fonction de transfert du différenciateur numérique utilisant l’équation d’Euler expli-

cite.
Les expressions analytiques des fonctions de transfert BOZGδ(z) et BOZGδP(z) sont calculées avec

une décomposition en éléments simples dont le détail est disponible en annexe C.1. Il est intéressant de
noter que la fonction de transfert n’est dépendante d’aucun paramètre de vol car le terme G−1

r se simplifie
avec Gr en facteur de BOZGδP(z) détaillé en annexe C.1.2. On remarque également que dans des condi-
tions idéales (i.e., Gδ(s) = 1 et T → 0), Ti(z) converge vers 1 ce qui caractérise une inversion parfaite de
la dynamique du système.

Cette étude du modèle inverse confirme donc la validité de l’autopilote de roulis sur l’ensemble du do-
maine de vol et la possibilité de n’avoir qu’un seul contrôleur externe à régler pour imposer la dynamique
de roulis en boucle fermée. En remplaçant la période d’échantillonnage T et les paramètres des action-
neurs (i.e. ωδ et ξδ) par leurs valeurs numériques données par la table B.1, on obtient l’implémentation
suivante :

Ti(z) =
0.4215z2 + 0.2291z

z3 − 0.3522z2 + 0.1641z − 0.1614
(2.75)
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Figure 2.15 – Validation de l’expression analytique du modèle inverse par comparaison avec un modèle
Simulink

La figure 2.15 compare la réponse à l’échelon de Ti(z) décrit par l’équation (2.75) avec l’implémen-
tation dans Simulink du modèle de la boucle interne de l’autopilote INDI décrit par la figure 2.13. La
superposition des réponses du modèle Simulink et de Ti(z) démontre la validité de l’équation (2.75). La
figure 2.15 montre également l’écart entre une suite d’intégrateurs purs et le système (2.65) commandé
par la boucle interne de l’autopilote INDI.
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En utilisant la transformation bilinéaire inverse de Tustin, on obtient l’équivalent continu Ti,c(s) de
Ti(z) qui sera inclu dans le modèle de réglage du contrôleur externe

Ti,c(s) =
4.13.104s + 8.376.107

s3 + 967s2 + 6.369.105s + 8.376.107 (2.76)

La figure 2.16 compare les réponses à un échelon des fonctions de transfert Ti(z) et Ti,c(s) et valide
l’équation (2.76).
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Figure 2.16 – Comparaison des réponse à l’échelon entre Ti(z) et Ti,c(s)

2.5.3 Réglage du contrôleur externe

La figure 2.17 montre le modèle utilisé pour la synthèse du contrôleur externe de l’autopilote de roulis.
La fonction de transfert Gr(s) décrit le modèle de référence à suivre comme suit :

Gr(s) =
ω2

r

s2 + 2ξrωr s + ω2
r

(2.77)

avecωr = 17.1 rad/s et ξr = 0.78, ce qui correspond à un temps de réponse à 2 % de 0.3 s et un dépassement
inférieur à 2%, conformément au cahier des charges.

+ +
+

+
-

-

Figure 2.17 – Modèle de synthèse pour le réglage du contrôleur externe de roulis

Pour faire le lien entre la figure 2.17 et la figure 2.7, on identifie W1 à WS et W2 à WKS , on a égale-
ment ȳ = [ϕ2,c ϕ2 p2]⊤ et w = ϕ2,c. Les filtres de gabarits fréquentiels utilisés pour définir le problème
d’optimisation H∞ (2.57) sont donnés par l’équation (2.78). Ils ont été construits de manière itérative
en utilisant la fonction Matlab Makeweight et en suivant les directives de [BP02, pp.102-103]. L’équa-
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tion (2.78) montre les valeurs des filtres choisis.

WKS (s) =
s + 150

0.3162s + 8.45e04
WS (s) =

s2 + 56s + 784
1.73s2 + 0.7382s + 0.0784

Wr(s) =
s + 30

0.12s + 0.3
(2.78)

Le problèmeH∞ pour la synthèse du contrôleur externe de roulis est donc défini ainsi :∥∥∥Wr(s)Tϕ2,c→ϵr(s,Kc)
∥∥∥
∞
≤ γ (2.79a)∥∥∥WS (s)Tdo→ϕ2(s,,Kc)

∥∥∥
∞
≤ γ (2.79b)∥∥∥WKS (s)Tϕ2,c→v(s,,Kc)

∥∥∥
∞
≤ γ (2.79c)

avec pour objectif d’avoir γ < 1. La résolution du problème H∞ défini par l’équation (2.79) est effectuée
avec le logiciel Matlab Systune et donne les résultats fréquentiels suivants pour γ = 0.99 :
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Figure 2.18 – Résultats fréquentiels de façonnage de fonctions de sensibilité pour la synthèse du contrôleur
de roulis

Tout d’abord, l’indice γ obtenu qui majore les normes H∞ des fonctions de sensibilité est très lé-
gèrement inférieur à 1 ce qui traduit un problème d’optimisation convenablement contraint où tous les
gabarits fréquentiels imposés ont été respectés. Plus précisément, les trois majorations obtenues sont
[γr γs γKS ]⊤ = [0.99 0.89 0.999]⊤. La figure 2.18 montre les résultats fréquentiels de la synthèse.
La fonction de sensibilité S est contrainte en basse fréquence avec une pente de 40dB par décade garan-
tissant un bon rejet de perturbation additive sur la sortie. Les composantes haute fréquence de la fonction
KS sont réduites a partir de 60 Hz correspondant à la bande passante des actionneurs. Enfin, l’erreur par
rapport au modèle de référence est très faible en basse fréquence mais plus relaxée en haute fréquence
pour permettre à l’algorithme d’optimisation de satisfaire plus facilement les autres gabarits fréquentiels.

La table 2.1 montre les gains obtenus après la résolution du problème d’optimisation (2.79), en utilisant
le logiciel Matlab-Systune,

gains K f f KI Kϕ Kp

valeurs 192 13039 1346 64

Table 2.1 – Gains obtenus pour la synthèse du contrôleur Kc(s)

où Kϕ = Ky1 et Kp = Ky2 par rapport à la figure 2.11. Les gains obtenus sont très élevé car Ti,c a un
gain unitaire et la réponse demandée est rapide.
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2.5.4 Validation de l’autopilote

Les performances nominales de l’autopilote de roulis sont validées en simulation sur plusieurs cas. La
figure 2.19 montre la réponse à un échelon ϕ2,c = 45 degrés du modèle de référence ϕ2,r, de la réponse
en boucle fermée ϕ2,i du système K(z)Ti(z) et de la réponse ϕ2 de la dynamique de roulis bouclée avec
l’autopilote INDI de roulis complet contenant les boucles internes et externes. La figure 2.19 montre
également le signal de commande δp,c envoyé aux actionneurs et la sortie du contrôleur externe v. Ensuite
les figures 2.20 et 2.21 montrent l’angle et la vitesse en roulis de la FCT soumis à une perturbation du
signal de commande et du signal de sortie. Dans le cas de la figure 2.20, le signal de commande δp,c subit
une perturbation additive modélisée par un échelon d’un degré. Dans le cas de la figure 2.21, l’angle de
roulis de la FCT subit également une perturbation additive d’un échelon de cinq degrés. Les paramètres
de vol sont constants (Gr = 7391 rad/sec2) et sont choisis sans a priori dans l’enveloppe de vol.
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Figure 2.19 – Validation du comportement nominal de l’autopilote de roulis
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Figure 2.20 – Validation du rejet de perturbation sur la commande de roulis
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Figure 2.21 – Validation du rejet de perturbation sur l’angle de roulis

Sur la figure 2.19, ϕ2,i désigne l’angle de roulis généré par le modèle de synthèse 2.17. La figure 2.19
montre les réponses ϕ2 et ϕ2,i confondues. Dans le cas de ϕ2 la sortie v du contrôleur externe est l’entrée
de la boucle interne de l’autopilote INDI, tandis que dans le cas de ϕ2,i la sortie du contrôleur est envoyée
directement au modèle inverse comme sur la figure 2.17. La superposition de ϕ2 et ϕ2,i valide la démarche
de réglage par utilisation du modèle inverse. Les deux courbes sont également proches de la réponse du
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modèle de référence conformément aux résultats de réglage montré par la figure 2.18. Une différence est
tout de même notable due à la forme du gabarit fréquentiel Wr qui contraint moins l’erreur de suivi de
modèle en haute fréquente. Les gains très élevés du contrôleur K(z) produisent une dynamique désirée v
très forte mais qui est remise à l’échelle par la boucle interne de la INDI. Les figure 2.20 et 2.21 montrent
quant à elle la capacité de l’autopilote de roulis à rejeter asymptotiquement les perturbations de commande
et de sortie.

Figure 2.22 – Validation de l’autopilote de roulis sur une trajectoire entière

La figure 2.22 montre le contrôle de l’angle de roulis sur une trajectoire de vol complète (i.e paramètres
de vol variant dans le temps). Avant t = 20s, l’angle de roulis oscille très fortement à cause du frottement
visqueux entre la pointe et l’obus. Une fois la vitesse en roulis de la FCT suffisamment réduite en mettant
les canards en saturation, l’autopilote de roulis s’enclenche pour stabiliser ϕ2. La consigne en créneaux
ϕ2,c permet de vérifier l’homogénéité de la réponse ϕ2 quand les paramètres de vol varient. On remarque
que, grâce à l’inversion dynamique, la réponse en roulis est homogène car le signal de commande s’adapte
automatiquement aux conditions de vol. Par exemple, autour de l’apogée, la vitesse du projectile est la plus
faible, donc la dynamique de roulis possède le moins d’autorité de commande et, par inversion, le signal
de commande sera le plus élevé (terme G−1 dans l’équation (2.48)).

2.6 Conception de l’autopilote de facteurs de charge

Pour pouvoir corriger la dispersion balistique du projectile, l’ordinateur de bord de la FCT doit calculer
les corrections à apporter à la trajectoire pour atteindre la cible. Pour cela, une loi de guidage et une loi de
commande sont implémentées. Le rôle de la loi de guidage est de définir la trajectoire à suivre à partir des
coordonnées de la cible et de générer les facteurs de charge latéraux désirés [nz,c ny,c]⊤ que le projectile
doit générer pour rester sur cette trajectoire. L’autopilote de facteurs de charge, quant à lui, s’assure que
les facteurs de charges réels du projectile convergent vers ceux désirés par la loi de guidage. L’architecture
de l’autopilote de facteurs de charge implémentée est montré par la figure 2.23 et est constitué de deux
autopilotes INDI en cascade.
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Figure 2.23 – Architecture de l’autopilote de facteurs de charge

L’architecture de l’autopilote de facteurs de charge se base sur la séparation des échelles de temps
entre la dynamique rapide des vitesses angulaires latérales [q r]⊤ et celle lentes des facteurs de charge
[nz ny]⊤. Ce type d’architecture a déjà été utilisé dans la littérature dans le cas d’application aux systèmes
aéronautiques de lois de commandes par inversion dynamique [MIO+97]. La dynamique des facteurs de
charge est incluse dans la dynamique lente et la dynamique des vitesses de tangage et lacet est incluse
dans la dynamique rapide. Pour respecter cette séparation des échelles de temps, le temps de réponse de
la boucle rapide est divisé par cinq par rapport à celui de la dynamique lente. Cette architecture permet
de réduire la complexité de l’inversion dynamique en dissociant le problème d’inversion en deux sous-
ensembles de degré moindre,au prix de l’ajout du réglage d’un contrôleur externe supplémentaire. Un
autre avantage de ce type d’architecture est d’éviter la présence de dynamique interne. En effet, les si-
gnaux de commandes apparaissent directement dans l’expression des facteurs de charge, donc, sans cette
architecture une loi de commande par inversion dynamique n’aurait pu lineariser en entrée/états, mais
seulement en entrée/sortie.

Les variables de chaque étage d’inversion sont détaillées ci-dessous.

■ Inversion de la dynamique rapide :
L’étage d’inversion de la dynamique rapide commande les vitesses angulaires de tangage et de lacet
du projectile [q r]⊤ et génère les signaux de commande virtuels de tangage et de lacet [δq,c δr,c]⊤.

■ Inversion de la dynamique lente :
L’étage d’inversion dynamique lente commande les facteurs de charge du projectile [nz ny]⊤

et génère les vitesses angulaires désirées de tangage et de lacet [qc[k] rc[k]]⊤ utilisées comme
consignes par l’étage d’inversion rapide.

La section 2.6.1 détaille le réglage de l’autopilote INDI dédié à la dynamique rapide et la section 2.6.2
détaille le réglage de l’autopilote INDI dédié à la dynamique lente. Les deux autopilotes sont réglés en
suivant la même méthodologie décrite en section 2.4.2.

2.6.1 Inversion de la dynamique rapide

Le projectile étudié est gyrostabilisé, par conséquent le corps du projectile tourne très rapidement sur
lui même (i.e p1 ≈ 300 Hz). Cette vitesse en roulis stabilise le projectile pendant le vol mais crée égale-
ment un couplage très important entre les dynamiques de tangage et de lacet. A partir de l’équation (1.4),
la dynamique de tangage et de lacet peut être extraite sous la forme donnée par l’équation (2.80b).

q̇ = −
Ix1

Ĩt
p1r − r2 tan θ +

M
Ĩt

(2.80a)

ṙ =
Ix1

Ĩt
p1q − qr tan θ +

N
Ĩt

(2.80b)
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Le couplage entre les axes est mis en évidence par le terme p1 dans l’équation (2.80b). En remplaçant
M et N par leurs expressions données par l’équation (1.72b), on peut déterminer que la dynamique des
vitesses de tangage/lacet est non-linéaire et affine en la commandeq̇ṙ

 =
−

(
Ix1 Ĩt

−1 p1 + r tan θ
)

r(
Ix1 Ĩt

−1 p1+r tan θ
)

q

+ q̄S d
Ĩt


Cmα sinα cos β

−Cmα sin β

+ p1d
2V

 Cnpα
sin β

−Cnpα
sinα cos β

+ d
2V

 Cmqq

−Cmqr

+
Cmδ(δq+α)

Cmδ(δr−β)




=

fTL(q,r)︷                                                                                                                                   ︸︸                                                                                                                                   ︷−
(
Ix1 Ĩt

−1 p1 + r tan θ
)

r(
Ix1 Ĩt

−1 p1+r tan θ
)

q

+ q̄S d
Ĩt


Cmα sinα cos β

−Cmα sin β

+ p1d
2V

 Cnpα
sin β

−Cnpα
sinα cos β

+ d
2V

 Cmqq

−Cmqr

 +
 Cmδα

−Cmδβ




+

GTL︷                  ︸︸                  ︷
q̄S d

Ĩt
Cmδ 0

0 q̄S d
Ĩt

Cmδ


δq

δr

q̇ṙ
 = fTL(q, r) +GTL

δq

δr

 (2.81)

La figure 2.24 montre l’architecture de l’autopilote INDI pour le contrôle des vitesses de tangage et
de lacet.
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Figure 2.24 – Architecture de l’autopilote INDI des vitesses de tangage et de lacet

2.6.1.1 Expression analytique de la commande INDI

Le degré relatif de la dynamique des vitesses angulaires de tangage et de lacet est calculé à partir de
l’équation (2.81) et de la définition 2.2.2.3. Les deux états du système q et r sont supposés mesurables
grâce au gyromètre trois axes embarqué dans la FCT, le système non-linéaire (2.81) peut donc être mis
sous la forme suivante :

ẋ = fTL(x) +GTLu (2.82a)

y = h(x) (2.82b)

avec x = [q r]⊤, u = [δq δr]⊤ et h(x) = x. On a donc :

L f h(x) =
∂h
∂x

fTL(x) = fTL(x) (2.83a)

Lgh(x) =
∂h
∂x

GTL = GTL (2.83b)

Pour faire apparaître le degré relatif, on peut écrire :

LgL(0)
f h(x) = Lgh(x) = GTL , 0 (2.84a)
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LgL(ρ−1)
f h(x) , 0 (2.84b)

On peut donc dire que ρ = 1. Le degré relatif du système (2.81) est égal à son ordre, donc le système
(2.81) est linéarisable en entrée/états et aucune dynamique interne n’est à considérer.

La forme affine en la commande de la dynamique des vitesses angulaires de tangage et de lacet per-
met d’identifier facilement la matrice GTL d’autorité de commande nécessaire à l’écriture de la loi de
commande INDI

GTL =


∂q̇
∂δq

∂q̇
∂δr

∂ṙ
∂δq

∂ṙ
∂δr

 =

(qS d

Ĩt

)
Cmδ 0

0
( qS d

Ĩt

)
Cmδ

 (2.85)

La loi de commande INDI pour les vitesses de tangage et de lacet s’écrit alors comme suitδq,c[k]

δr,c[k]

 =
δq[k − 1]

δr[k − 1]

 +


Ĩt
qS dCmδ

0

0 Ĩt
qS dCmδ


vq[k] − q[k]−q[k−1]

T

vr[k] − r[k]−r[k−1]
T

 (2.86)

Il est intéressant de remarquer que, d’une part, grâce à la symétrie des plans des canards, l’autorité
de commande en tangage est la même que l’autorité de commande en lacet. Ce qui donne une loi de
commande INDI également symétrique entre δq et δr. D’autre part, l’intérêt de la loi de commande INDI
est mis en lumière car seuls les paramétrés liés à l’autorité de commande du projectile sont utilisés, ce
qui permet une dépendance très réduite au modèle dynamique du projectile. Sur les quatre coefficients
aérodynamiques présents dans les équations dynamiques de tangage et de lacet (2.81), seul Cmδ est utilisé.

La matrice GTL est inversible sur l’ensemble du domaine de vol car, comme pour l’autopilote de roulis,
l’autorité de commande en tangage et en lacet est nulle seulement si la vitesse du projectile est nulle.

2.6.1.2 Analyse du modèle inverse

La figure 2.25 montre l’architecture de la boucle interne de l’autopilote INDI pour les vitesses de
tangage et lacet.
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tangage/lacet

Figure 2.25 – Architecture de la boucle interne de l’autopilote INDI pour les vitesses de tangage et lacet

De la même manière que pour l’autopilote de roulis, l’analyse du modèle inverse de la dynamique des
vitesses de tangage et de lacet permet d’évaluer l’inversion de l’équation (2.81). Cependant, à cause de la
fonction non-linéaire fTL(q, r), il n’est pas possible d’employer strictement la même approche que dans la
section 2.5.2. En effet, il n’est pas possible de définir la relation entre [vq[k] vr[k]]⊤ et [q̃[k−1] r̃[k−1]]⊤

par une fonction de transfert. Néanmoins, en injectant l’expression de la loi de commande (2.86) dans les
équations dynamiques de tangage et de lacet on obtient le développement suivant :q̇ṙ

 = fTL(q, r) +GTL

δq

δr

 (2.87a)
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q[k+1]−q[k]
T

r[k+1]−r[k]
T

 = fd(q[k], r[k]) +GTL

δq[k]

δr[k]

 (2.87b)

q̃(z)

r̃(z)

 = Fd(q(z), r(z)) +GTL

δq(z)

δr(z)


= Fd(q(z), r(z)) +GTL


BOZGδ(z)z−1δq(z)

BOZGδ(z)z−1δr(z)

 +G−1
TL

BOZGδ(z)(vq(z) − z−1q̃(z))

BOZGδ(z)(vr(z) − z−1r̃(z))




=

[q̃(z) r̃(z)]⊤︷                             ︸︸                             ︷
Fd(q(z), r(z)) +GTL

δq(z)

δr(z)

−GTL
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δr(z)
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+GTL
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TL
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

=

q̃(z)

r̃(z)

 −GTL

δq(z)

δr(z)

 + +GTL


BOZGδ(z)z−1δq(z)

BOZGδ(z)z−1δr(z)

 +G−1
TL

BOZGδ(z)(vq(z) − z−1q̃(z))

BOZGδ(z)(vr(z) − z−1r̃(z))




=

q̃(z)

r̃(z)

 +GTL


(
BOZGδ(z)z−1 − 1

)
δq(z)(

BOZGδ(z)z−1 − 1
)
δr(z)

 +
BOZGδ(z)(vq(z) − z−1q̃(z))

BOZGδ(z)(vr(z) − z−1r̃(z)

 (2.87c)

BOZGδ(z)z−1q̃(z)

BOZGδ(z)z−1r̃(z)

 = GTL


(
BOZGδ(z)z−1 − 1

)
δq(z)(

BOZGδ(z)z−1 − 1
)
δr(z)

 +
BOZGδ(z)vq(z)

BOZGδ(z)vr(z)

 (2.87d)

z−1q̃(z)

z−1r̃(z)

 = GTL

 BOZGδ(z)z−1−1
BOZGδ(z) δq(z)

BOZGδ(z)z−1−1
BOZGδ(z) δr(z)

 +
vq(z)

vr(z)


= GTL

 BOZGδ(z)z−1−1
BOZGδ(z) BOZGδ(z)δq,c(z)

BOZGδ(z)z−1−1
BOZGδ(z) BOZGδ(z)δr,c(z)

 +
vq(z)

vr(z)


= GTL

(BOZGδ(z)z−1 − 1)δq,c(z)

(BOZGδ(z)z−1 − 1)δr,c(z)

 +
vq(z)

vr(z)

 (2.87e)

Finalement la relation entre [vq[k] vr[k]]⊤ et [q̃[k − 1] r̃[k − 1]]⊤ est donnée par l’équation suivante

q[k]−q[k−1]
T

r[k]−r[k−1]
T

 =
erreur d’inversion︷                                     ︸︸                                     ︷

GTL

(BOZGδ[k − 1] − 1)δq,c[k]

(BOZGδ[k − 1] − 1)δr,c[k]

+
vq[k]

vr[k]

 (2.88)

L’équation (2.88) montre la dégradation de l’inversion produite par la INDI quand celle-ci est effectuée
en temps discret et avec des actionneurs non-parfaits. La figure 2.26 compare les réponses obtenues par
la simulation de l’équation (2.88) et le modèle Simulink de la figure 2.25. On remarque que la réponse en
tangage et lacet est très éloignée de la réponse idéale (i.e intégrateur pur), les chaînes de tangage et lacet
sont encore fortement couplées.
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Figure 2.26 – Simulation et comparaison de l’expression analytique du modèle inverse de tangage/lacet
avec un modèle Simulink 2.25 (temps discret et actionneurs )

La Figure 2.27 compare également les réponses obtenues par la simulation de l’équation (2.88) et
le modèle Simulink de la figure 2.25, mais dans le cas d’actionneurs parfaits et de fréquence d’échan-
tillonnage très élevée (i.e Gδ(s) = 1 et T → 0). Dans ce cas, la boucle interne de la INDI produit une
linéarisation parfaite. Dans tous les cas, l’équation (2.88) modélise correctement le comportement de la
boucle interne de l’autopilote de tangage et lacet.

Figure 2.27 – Simulation et comparaison de l’expression analytique du modèle inverse de tangage/lacet
avec un modèle Simulink 2.25 (temps continu sans actionneurs)

De part la présence du terme GTL dans l’équation (2.88), l’erreur d’inversion dynamique n’est pas
constante au travers de l’enveloppe de vol, il est donc difficile de prendre en compte cette erreur dans
la synthèse du contrôleur externe car les gains du contrôleur doivent être constants et celui-ci doit avoir
les même performances nominales pour tous les points de vols. Une approche multi-modèle pourrait être
envisagée pour corriger cet aspect mais sort du cadre défini pour la thèse.
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Certaines hypothèses ont été considérées pour simplifier le réglage du contrôleur externe KTL de la
figure 2.24 :

■ Découplage du tangage et lacet :
Le réglage du contrôleur externe KTL se faisant avec un modèle de synthèse unique et ne devant
dépendre d’aucun paramètre de vol, il a été jugé préférable de considérer le couplage restant entre
les chaînes de tangage et de lacet comme une perturbation extérieure et donc de ne pas le prendre
en compte pendant la synthèse.

■ Symétrie des chaines de tangage et de lacet :
Les contraintes du cahier des charges sur le comportement en boucle fermée des dynamiques de
tangage et de lacet sont les mêmes.

2.6.1.3 Réglage du contrôleur externe

Ces deux hypothèses permettent de réduire le modèle pour la synthèse du contrôleur externe KT L à un
système SISO. Le contrôleur synthétisé sera ensuite implémenté à la fois sur la chaîne de tangage et celle
de lacet. La figure 2.28 montre l’architecture complète du modèle de synthèse où la méthode du Modified
Continuous Design [SLJ16, p. 608] est utilisée afin de prendre en compte l’effet du bloqueur d’ordre zéro
dans le modèle de synthèse.

+ +
+

+
-

-

Figure 2.28 – Modèle de synthèse pour le réglage du contrôleur externe de tangage et lacet

Dans la figure 2.28 Gδ(s) la fonction de transfert des actionneurs, GBOZ(s) est la fonction de transfert
du bloqueur d’ordre zero approximée par un approximation de Padé du premier ordre :

GBOZ(s) =
1 − e−sT

sT
≈
−T s/6 + 1
T s/3 + 1

(2.89)

Pour faire le lien entre la figure 2.28 et la figure 2.7, on identifie W1 à WS ,TLet W2 à WKS ,TL, on a
également ȳ = [qc q]⊤ et w = qc. Le modèle de référence Gr,TL(s) reprend la même forme que le modèle
de référence de roulis avec ωr = 17.1 rad/s et ξr = 0.78. Les gabarits fréquentiels servant au façonnage
des fonctions de sensibilité sont décrits par l’équation suivante :

WKS ,TL(s) =
s + 40

0.01s + 400
WS ,TL(s) =

0.4s2 + 21s + 292
s2 + 0.34s + 0.03

Wr,TL(s) =
s + 12

0.1s + 0.12
(2.90)
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Le problèmeH∞ pour la synthèse du contrôleur externe de tangage est donc défini ainsi :∥∥∥Wr,TL(s)Tqc→ϵr(s,KTL,c)
∥∥∥
∞
≤ γ (2.91a)∥∥∥WS ,TL(s)Tdo→q(s,KTL,c)

∥∥∥
∞
≤ γ (2.91b)∥∥∥WKS ,TL(s)Tqc→vq(s,KTL,c)

∥∥∥
∞
≤ γ (2.91c)

De manière analogue à la synthèse du contrôleur externe de roulis, la résolution du problème H∞ défini
par l’équation (2.79) est effectué avec le logiciel Matlab Systune et donne les résultats fréquentiels
suivants pour γ = 0.99 :
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Figure 2.29 – Résultats fréquentiels de façonnage de fonctions de sensibilité pour la synthèse du contrôleur
externe de tangage et de lacet

L’indice γ obtenu, qui majore les normes H∞ des fonctions de sensibilité, traduit un problème d’opti-
misation légèrement sous-contraint notamment par rapport à la fonction de sensibilité. Plus précisément,
les trois majorations obtenues sont [γr,TL γs,TL γKS ,TL]⊤ = [0.999 0.81 0.999]⊤. Cependant, tous
les gabarits fréquentiels imposés ont été respectés. Comme pour la synthèse du contrôleur de roulis, la
fonction de sensibilité S est contrainte en basse fréquence garantissant un bon rejet de perturbation addi-
tive sur la sortie. Les composantes haute fréquence de la fonction KS sont également réduites et l’erreur
par rapport au suivi de modèle de référence est inférieur à 0.09.

La table 2.2 montre les gains obtenus après la résolution du problème d’optimisation (2.91), en utili-
sant le logiciel Matlab-Systune.

gains K f f KI Kqr

valeurs -0.01 261.5 30.4

Table 2.2 – Gains obtenus pour la synthèse du contrôleur KT L,c(s)

où Kqr = Ky1 et Ky2 = 0 par rapport à la figure 2.11. Le gain Ky2 n’est pas utilisé dans le contrôleur
Kc,TL car le projectile utilisé ne possède pas de capteurs pour mesurer les accélérations angulaires.

2.6.1.4 Validation de l’autopilote

La validation de l’autopilote de vitesses de tangage et de lacet suit les mêmes étapes de validation que
l’autopilote de roulis. Dans les simulations des figures 2.30 à 2.33, les conditions de vol sont constantes
tel que GTL = 25I2 rad/sec2.

Tout d’abord, la figure 2.30 montre la réponse en boucle fermée du contrôleur KTL(z) avec le modèle de
synthèse. La figure 2.30 valide le suivi de référence du contrôleur KTL(z) avec le modèle de synthèse, (i.e.
inversion parfaite). Cette simulation ne permet cependant pas de valider les capacités de découplage du
contrôleur car le modèle de synthèse considère que les dynamiques de tangage et de lacet sont parfaitement
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découplées.
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Figure 2.30 – Résultat temporel de suivi de modèle de référence du contrôleur KTL(z)

Ensuite, la figure 2.31 montre la réponse du système non-linéaire (2.80b) commandé par l’autopilote
INDI complet (boucles interne et externe).
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Figure 2.31 – Validation du comportement nominal de l’autopilote des vitesses de tangage et lacet avec le
modèle non-linéaire

La figure 2.31 montre l’impact des hypothèses utilisées pour la synthèse du contrôleur externe. En
effet, la réponse en tangage et en lacet présente des oscillations dues au couplage entre ces deux chaînes.
On remarque cependant que les perturbations du couplage sont rejetées asymptotiquement.

Les figures 2.32 et 2.33 montrent le rejet des perturbations sur les sorties et sur les signaux de com-
mandes.

Figure 2.32 – Validation du rejet de perturbations des vitesses de tangage et lacet avec le modèle non-
linéaire
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Figure 2.33 – Validation du rejet de perturbations sur la commande en vitesse de tangage et de lacet avec
le modèle non-linéaire

A cause du couplage entre les deux dynamiques, les perturbations sur la chaîne de tangage affectent
également la chaîne de lacet et inversement. Dans tous les cas les perturbations sont rejetées asymptoti-
quement. Enfin, la figure 2.34 évalue la capacité de l’autopilote de vitesses de tangage et de lacet à fournir
une réponse homogène sur une trajectoire de validation.

Figure 2.34 – Validation du comportement nominal de l’autopilote des vitesses de tangage et de lacet sur
une trajectoire de test

Comme pour le roulis, l’objectif est de vérifier que les comportements en boucle fermée des dyna-
miques de tangage et de lacet sont similaires quel que soit le point de vol. La figure 2.34 montre que le
temps de réponse et les oscillations dus au couplage entre les deux chaînes sont globalement similaires le
long de la trajectoire de validation avec des paramètres de vol variants.

2.6.2 Inversion de la dynamique lente

La sous-section 2.6.2 traite de la conception de l’autopilote INDI dédié au contrôle de la dynamique
des facteurs de charges latéraux du projectile [nz ny]⊤ définis par l’équation (1.76). La loi de com-
mande analytique INDI est déterminée en considérant une séparation des échelles de temps parfaite (i.e.
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[qc rc]⊤ = [q r]⊤ ) entre la dynamique lente des facteurs de charge et la dynamique rapide des vitesses
de tangage et lacet. De manière analogue à l’étude sur l’impact de la vitesse des actionneurs sur l’inversion
des dynamiques de roulis, tangage et lacet, les sous-sections 2.6.2.2 et 2.6.2.4 mettent en évidence l’effet
du temps de réponse des dynamiques en boucle fermée des vitesses de tangage et de lacet sur l’inversion
dynamique de facteurs de charges.

2.6.2.1 Expression analytique de la commande INDI

L’étude de l’expression analytique de la commande INDI pour l’autopilote de facteurs de charge né-
cessite de se confronter à une difficulté supplémentaire par rapport à celle des autopilotes de roulis, de
tangage et de lacet. En effet, pour les autopilotes INDI précédents, les dynamiques étaient déjà définies
grâce aux équations de la dynamique de vol, ce qui n’est pas le cas pour les facteurs de charges. Plus
précisément, les équations de la dynamique de vol du projectile se basent sur les équations de Newton et
donc définissent une relation entre les accélérations et les forces extérieures. Ainsi, pour pouvoir définir
une loi de commande INDI pour la dynamique des facteurs de charge (qui dépendent des accélérations
du projectile), il faut tout d’abord définir les équations qui régissent les variations des facteurs de charges
[ṅz ṅy]⊤ dont la dynamique est donnée parṅyṅz

 = 1
mg


 dY

dt
d(Z−mBg cos θ)

dt


 (2.92)

L’expression analytique des facteurs de charges [nz ny]⊤ inclut beaucoup de paramètres variant dans
le temps, ce qui complexifie le développement analytique de [ṅz ṅy]⊤. Ainsi, pour réduire la complexité
des équations, une hypothèse sur des petits angles aérodynamiques simplifiant les expressions trigonomé-
triques est considérée (i.e cos x = 1 − x et sin x = x). Également, la force d’amortissement est considérée
comme négligeable, sa contribution aux efforts étant minime. Ainsi, l’expression simplifiée des facteurs
de charge est donnée par :

nz ≈
q̄S
gmB

(
−CNδ(α + δq) −

p1d
2V

CYpα
β +CNαα(1 − β)

)
(2.93a)

ny ≈
q̄S
gmB

(
CNδ(δr − β) +

p1d
2V

CYpα
α(1 − β) −CNαβ

)
(2.93b)

Dans les équations (2.93a) et (2.93b), les paramètres variants dans le temps sont : q̄, α, β, δq, δr,V, p1,CNδ ,CYpα

et CNα . Ainsi, l’expression analytique de ṅz et ṅy est donné par

ṅz ≈ −
q̄S
gmB

(
CNδ(α̇ + δ̇q) + ĊNδ(α + δq) −CNα(β − 1)α̇ − ĊNα(β − 1)α

−CNααβ̇ +
dp1

2V
CYpα

β̇ +
dṗ1

2V
CYpα

β +
dp1

2V
ĊYpα

β − dp1CYpα

V̇
4V2

)
−

˙̄qS
gmB

(
CNδ(α + δq) −CNα(β − 1) +

dp1

2V
CYpα

β

) (2.94a)

ṅy ≈ −
q̄S
gmB

(
CNδ(β̇ − δ̇r) + ĊNδ(β − 1) +CNα β̇ + βĊNα +

dp1

2V
CYpα

αβ̇

+
dṗ1

2V
CYpα

(β − 1) +
dp1

2V
CYpα

(β − 1)α̇ +
dp1

2V
ĊYpα

(β − 1) − dp1CYpα
(β − 1)α

V̇
4V2

)
−

q̇S
gmB

(
CNδ(β − 1) +CNαβ +

dp1

2V
CYpα

α(β − 1)
) (2.94b)
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Pour faire apparaitre les vitesses de tangage et de lacet q et r dans les expressions de ṅz et ṅy, les
expressions analytiques de α̇ et de β̇ sont utilisées en considérant également des petits angles aérodyna-
miques :

α̇ ≈ q + r ((1 − α) tan θ − α)
β

1 − β
+

1
mBV

(
−α

1 − β
X +

1 − α
1 − β

Z
)

(2.95a)

β̇ ≈ −r (1 − α + α tan θ) +
1

mBV
(−β(1 − α)X + (1 − β)Y − αβZ) (2.95b)

En injectant les équations (2.95a) et (2.95b) dans les équations (2.94a) et (2.94b), un système affine en
q et r est obtenu : ṅz

ṅy

 = fFC +GFC

qr
 (2.96)

avec

GFC =
q̄S
gmB

−CNδ −CNα(1 − β) (αβ + tan θ(α − 1)β)
(
CNα −

CNδ
β−1

)
+ (tan θα − α + 1)(−CNαα +

p1d
2V CY pα)

p1d
2V CY pα(1 − β) (tan θα − α + 1)(CNα +CNδ +

p1d
2V CY pαα) − p1d

2V CY pαβ(α + tan θ(α − 1))


(2.97)

Contrairement aux lois de commande en roulis, en tangage et en lacet, la matrice d’autorité de com-
mande liée à la dynamique des facteurs de charge n’est pas diagonale ou scalaire, donc l’étude de son
inversibilité est moins triviale. La matrice GFC est inversible si et seulement si son determinant |GFC| n’est
jamais nul

|GFC| = G11G22 −G12G21

=
−q̄2S 2 (tan θα − α + 1)

g2m2

C2
Nα

(1 − β) +C2
Nδ
+C2

Y pα

d2 p2
1

4V2 (1 − β) +CNδCNα(2 − β) +CNδCY pα
dp1

2V
α


(2.98)

Il est possible de montrer que (tan θα − α + 1) , 0 =⇒ |GFC|, 0 car le facteur de droite n’admet
aucune racine en α et β et CY pα et les autres paramètres ne sont nuls que si la vitesse du projectile est nulle.
Ainsi, la condition inversibilité de GFC est donnée par :

α ,
−1

tan θ − 1
(2.99)

L’étude de l’enveloppe de vol et de la condition sur α donné par l’équation (2.99) permet de conclure
que les conditions pour que la matrice GLF ne soit plus inversible ne sont pas réalisables. En effet, le
projectile étudié étant gyrostabilisé, il est par conséquent peu manœuvrant. Il possède une plage d’angle
d’attaque très réduite (i.e α ∈ [−10; 10] degrés). Or, l’équation (2.99) ne donne des valeurs de α dans cette
plage de valeurs que pour des valeurs de θ ∈ [−90;−70] ∪ [80; 90] degrés. L’angle d’attaque du projectile
étant maximale à l’apogée quand θ ≈ 0 degré, il est raisonnable de considérer que, pour les conditions de
vol standard, la matrice GFC sera inversible.

Enfin, de manière analogue à l’étude du degré relatif de la dynamique des vitesses de tangage et lacet,
on peut écrire

LgL(0)
f h(x) = Lgh(x) = GLF , 0

LgL(ρ−1)
f h(x) , 0 (2.100a)
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avec x = [nz ny]⊤ et h(x) = x. Ce qui donne un degré relatif ρ = 1 = n. La dynamique des facteurs de
charge est donc linéarisable en entrées/états avec aucune dynamique interne. Finalement la loi de com-
mande INDI s’écrit

qc[k]

rc[k]

 =
qc[k − 1]

rc[k − 1]

 +G−1
FC

vz[k] − nz[k]−nz[k−1]
T

vy[k] − ny[k]−ny[k−1]
T

 (2.101)

où vz[k] et vy[k] sont les dynamiques de facteurs de charge désirées, imposées par le contrôleur externe.

2.6.2.2 Analyse du modèle inverse

L’étude du modèle inverse de la dynamique de facteurs de charge nécessite des étapes d’analyse sup-
plémentaires par rapport au roulis, au tangage et au lacet à cause des hypothèses faites sur la séparation des
échelles de temps entre la dynamique des facteurs de charge et la dynamique des vitesses de tangage et de
lacet. En effet, une séparation des échelles de temps parfaite implique un découplage entre la dynamique
rapide et la dynamique lente, ce qui n’est pas le cas pour la dynamique du projectile car les canards ont
un effet sur la dynamique de tangage et de lacet (moment de contrôle

[
mC

B

]B1′2 ) et sur la dynamique des

facteurs de charge (force de contrôle
[
f C
B

]B1′ ). Ainsi, plusieurs simulations sont effectuées pour vérifier
la validité de l’équation (2.101), et pour mettre en évidence l’impact de la dynamique rapide en boucle
fermée sur la linéarisation de la dynamique lente et, enfin, l’interaction entre les dynamiques rapide et
lente.

■ Séparation parfaite des échelles de temps :
La figure 2.35 montre l’architecture considérée pour l’analyse de la linéarisation de la dynamique
de facteurs de charge avec séparation parfaite des échelles de temps.

+
-

+
-

Dynamique non-linéaire des facteurs de charges
lateraux

+ +

Différenciateur

Bloqueur
d'ordre zero

Figure 2.35 – Architecture de l’autopilote de facteur de charge avec séparation parfaite des échelles de
temps

Dans ce cas, la boucle de commande des vitesses de tangage et lacet est considérée instantanée.
La figure 2.36 montre que dans ces conditions le transfert entre [vz vy]⊤ et [nz ny]⊤ est un
intégrateur pur. Ces conditions de simulations idéales permettent de valider l’expression analytique
de GFC. Les petites perturbations observées à t=2,5 s, t=5 s et t=7,5 s, sont des résidus de couplage
dus à la fréquence d’échantillonnage.
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Figure 2.36 – Simulation de l’inversion de la dynamique de facteurs de charge avec séparation parfaite
des échelles de temps

■ Séparation des échelles de temps avec modélisation de la dynamique rapide :
Pour mettre en évidence l’impact du temps de réponse de la dynamique rapide sur la dynamique
lente, le comportement en boucle fermée des vitesses de tangage et de lacet est modélisée par l’équa-
tion (2.102). qr

 =
Gr,TL(s) 0

0 Gr,TL(s)


qc

rc

 (2.102)

La figure 2.37 montre l’architecture obtenue.

+
-

+
-

Dynamique non-linéaire des facteurs de charges
lateraux

+ +

Différenciateur

Bloqueur
d'ordre zero

Figure 2.37 – Architecture de l’autopilote de facteur de charges avec séparation des échelles de temps et
modélisation de la dynamique rapide

La figure 2.38 montre que le temps de réponse de la boucle de commande de la dynamique lente
impacte la linéarisation de la dynamique rapide en créant du dépassement et un temps de réponse
plus long. Les perturbations de couplage sont également accentuées par rapport à la simulation de
la figure 2.36.
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Figure 2.38 – Simulation de l’inversion de la dynamique de facteurs de charge avec séparation des échelles
de temps et modelisation de la dynamique rapide

■ Dynamique réelle des facteurs de charge :
En ne faisant aucune hypothèse de séparation des échelles de temps et en considérant la boucle de
commande réelle de tangage et de lacet (figure 2.39), on remarque, sur la simulation en figure 2.40,
que les variations des facteurs de charges latéraux [ñz ñy]⊤ subissent du couplage entre eux. Ce
phénomène est dû à la fois au non-découplage total des chaines de vitesses de tangage et de lacet
mais également aux interactions entre la dynamique lente et rapide. En effet, les efforts des canards
ont une influence sur la dynamique des vitesses de tangage et de lacet, mais aussi sur la dynamique
des facteurs de charge.

+
-

Actionneurs

Dynamique non-linéaire des vitesses de tangage
et lacet

+
-

Dynamique non-linéaire des facteurs de charges
lateraux

Autopilote INDI de
tangage/lacet

+ +

Différenciateur

Figure 2.39 – Architecture de l’autopilote de facteur de charge sans séparations des échelles de temps

La dynamique de facteurs de charge étant affine en la commande, en procédant de manière analogue
à l’équation (2.88), il est possible de modéliser le modèle inverse de la dynamique de facteurs de
charge.

 nz[k]−nz[k−1]
T

ny[k]−ny[k−1]
T

 =
erreur d’inversion︷                                       ︸︸                                       ︷

GFC

(BOZGr,TL[k − 1] − 1)qc[k]

(BOZGr,TL[k − 1] − 1)rc[k]

+
vz[k]

vy[k]

 (2.103)

L’équation (2.103) montre que comme pour l’inversion des vitesses de tangage et de lacet, l’inver-
sion des facteurs de charges est dégradée par le temps d’échantillonnage et la dynamique rapide qui
agit comme un actionneur pour la dynamique lente. On peut voir sur la figure 2.40 que le couplage
entre les facteurs de charge est moins bien modélisé à t=2.5 s et t=5 s, cela est dû au fait que la fonc-
tion Gr,TL ne modélise pas le couplage entre les chaines de tangage et de lacet. Comme cette erreur
d’inversion dépend des conditions de vol, il est difficile de la prendre en compte dans le réglage du
contrôleur externe. La même approche que pour la dynamique rapide est donc employée en utilisant
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les mêmes hypothèse de découplage et de symétrie entre les chaines de facteur de charge verticaux
et latéraux.

Figure 2.40 – Simulation et comparaison de l’expression analytique du modèle inverse de facteurs de
charge avec un modèle Simulink

2.6.2.3 Réglage du contrôleur externe

Le réglage du contrôleur externe de facteur de charge s’effectue avec un modèle de synthèse ayant
la même architecture que celui de la synthèse du controleur pour le tangage et le lacet où la fonction de
transfert des actionneurs Gδ(s) est remplacée par le modèle de référence de la dynamique des vitesses de
tangage et de lacet en boucle fermée Gr,TL.

+

+
-

-
+
+

Figure 2.41 – Modèle de synthèse pour le réglage du contrôleur externe de facteur de charge

Dans la figure 2.41 la fonction de transfert Gr,TL(s) donnée par l’équation (2.77) représente la dyna-
mique en boucle fermée des vitesses de tangage et de lacet et Gr,FC(s) est le modèle de référence à suivre
donné par :

Gr,FC(s) =
ωr,FC

s2 + 2sξr,FCωr,FC + ω
2
r,FC

(2.104)

avec ωr,FC = 3.42 rad/s et ξr,FC = 0.78 ce qui correspond à un temps de stabilisation à 2% de 1.5 s et 2%
de dépassement maximum. Pour faire le lien entre la figure 2.41 et la figure 2.7, on identifie W1 à WS ,FC
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et W2 à WKS ,FC, on a également ȳ = [nz,c nz]⊤ et w = nz,c.
Les gabarits fréquentiels servant au façonnage des fonctions de sensibilité sont décrits par l’équation

suivante :

WKS ,FC(s) =
s + 6.7

0.63s + 19
WS ,FC(s) =

0.33s2 + 2.793s + 5.849
s2 + 0.4837s + 0.05849

Wr,FC(s) =
s + 2

0.11s + 0.2
(2.105)

Le problèmeH∞ pour la synthèse du contrôleur externe de facteurs de charge est donc défini ainsi :∥∥∥Wr,FC(s)Tnz,c→ϵr(s,KFC,c)
∥∥∥
∞
≤ γ (2.106a)∥∥∥WS ,FC(s)Tdo→nz(s,KFC,c)

∥∥∥
∞
≤ γ (2.106b)∥∥∥WKS ,FC(s)Tnz,c→vz(s,KFC,c)

∥∥∥
∞
≤ γ (2.106c)

avec pour objectif d’avoir γ < 1. La figure 2.42 montre les résultats fréquentiels obtenus et les gabarits
fréquentiels décrits par l’équation (2.105). L’indice γ = 0.99 obtenu confirme que toutes les contraintes
fréquentielles imposées ont été respectées. Plus particulièrement on a [γr,FC γs,FC γKS ,FC]⊤=
[0.99 0.94 0.999]⊤. Le gabarit fréquentiel WKS ,FC(s) est choisi pour limiter l’action haute fréquence
du contrôleur afin que celui-ci génère des vitesses de tangage et de lacet désirées [qc rc]⊤ pouvant être
suivies par l’étage d’inversion rapide.
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Figure 2.42 – Résultats fréquentiels du réglage du contrôleur de facteur de charge

La table 2.3 montre les gains obtenus après la résolution du problème d’optimisation (2.106), en
utilisant le logiciel Matlab-Systune :

gains K f f KI Knzy

valeurs 0.64 6.44 4.01

Table 2.3 – Gains obtenus pour la synthèse du contrôleur KFC,c(s)

où Knzy = Ky1 et Ky2 = 0 par rapport à la figure 2.11. De la même manière que pour le contrôleur de
tangage et de lacet, le gain Ky2 n’est pas utilisé dans le contrôleur Kc,FC car le projectile utilisé ne possède
pas de capteurs pour mesurer les variations de facteurs de charge.

2.6.2.4 Validation de l’autopilote

De manière analogue à l’analyse du modèle inverse de la dynamique de facteurs de charge dans la
section 2.6.2.2, les performances nominales en boucle fermée de l’autopilote de facteur de charge sont
validés en simulation avec plusieurs modèles dynamiques.
La figure 2.43 montre la réponse en boucle fermée des chaînes de facteurs de charge latéral et vertical
avec uniquement le contrôleur externe KFC(z) et le modèle utilisé pour la synthèse.
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Figure 2.43 – Validation du comportement nominal de l’autopilote de facteurs de charge avec le modèle
de synthèse

On note un bon suivi de modèle de référence et aucun couplage entre les chaînes car le modèle de
synthèse est découplé. La simulation en figure 2.44 se rapproche plus du cas réel, l’autopilote INDI de
facteur de charge complet est simulé avec le modèle non-linéaire respectant la séparation des échelles de
temps dont l’architecture est détaillée par la figure 2.37.
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Figure 2.44 – Validation du comportement nominal de l’autopilote de facteurs de charge avec le modèle
nonlineaire et la séparation des échelles de temps entre les dynamiques de tangage, de lacet et de facteurs
de charge

On remarque que le suivi de modèle de référence est tout aussi satisfaisant que pour le modèle de
synthèse et un découplage presque parfait.

La figure 2.45 montre la simulation de l’autopilote INDI complet avec la dynamique nonlinéaire de
facteurs de charge.
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Figure 2.45 – Validation du comportement nominale de l’autopilote de facteurs de charge avec le modèle
non-linéaire sans séparation des échelles de temps

On remarque que le suivi de référence est moins bon avec également un couplage plus important.
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Cette dégradation est due aux hypothèses fortes de linéarisation et de découplage faites lors de la
synthèse du contrôleur externe. Les figures 2.46 et 2.47 montrent des simulations non-linéaires avec
perturbations sur les facteurs de charge [nz nz]⊤ et sur les vitesses de tangage et de lacet [q r]⊤.
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Figure 2.46 – Validation du rejet de perturbations en sortie de l’autopilote de facteurs de charge
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Figure 2.47 – Validation du rejet de perturbations sur la commande de l’autopilote de facteurs de charge

Comme pour les simulations en boucle fermée des vitesses de tangage et lacet, les perturbations ad-
ditives se transmettent entre les deux chaînes. Même si les perturbations sont rejetées asymptotiquement,
elles affectent les vitesses de tangage et de lacet commandées [qc rc]⊤ (i.e pic à t = 5 secondes sur la
figure 2.46). Enfin, la figure 2.48 montre la simulation des dynamiques de facteurs de charge en boucle
fermée sur une trajectoire de test.

Figure 2.48 – Validation du comportement nominale de l’autopilote de facteur de charge sur une trajectoire
de test
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Le suivi de référence pour les vitesses de tangage et de lacet est très satisfaisant, mais on remarque
un couplage encore important sur les facteurs de charge. Ce défaut peut être relativisé car les consignes
en créneaux utilisées sur la simulation ne sont pas employées dans des scénarios réalistes pour projectiles
guidés gyrostabilisés. Ce genre de manœuvre agressive demande de la manœuvrabilité que ne possède pas
le projectile étudié. C’est pourquoi la section 2.7 traite de la validation de l’autopilote de facteurs de charge
dans le cadre d’un scénario de trajectoire guidée réaliste avec l’implémentation d’une loi de guidage.

2.7 Simulations non-linéaires et trajectoires guidées

L’étape finale de la validation de l’autopilote de facteurs de charge s’inscrit dans un scénario de tra-
jectoires guidées. Dans cette section, le principe de la loi de guidage implémenté est tout d’abord détaillé
puis une simulation de trajectoires guidées montre les performances nominales de l’autopilote avec la loi
de guidage implémentée.

2.7.1 Loi de guidage

La loi de guidage utilisée est une loi de guidage ZEM (Zero Effort Miss) [LSLT18]. Son principe est
d’utiliser la différence entre la prédiction du point d’impact sans action des canards et les coordonnées de
la cible. Les écarts de distance longitudinal ZEMx et latéral ZEMy à corriger sont donnés par [Zar12] :

ZEMx = x(tgo) − xt (2.107a)

ZEMy = y(tgo) − yt (2.107b)

où x(tgo) et y(tgo) sont les coordonnées estimées du point d’impact, calculées en utilisant des méthodes de
prédiction de point d’impact [FCC11] et où xt et où yt sont les coordonnées de la cible. L’accélération que
doit subir le projectile pour corriger sa trajectoire est alors donnée par

ago = kg
[
−ZEMx −ZEMy 0

]⊤
(2.108)

où kg est un gain dépendant du temps de vol restant tgo et du gain de navigation N comme suit

kg =
N
t2
go

(2.109)

L’équation (2.108) produit une accélération désirée avec une composante longitudinale non nulle, or
le projectile étudié ne possède aucun système de propulsion et les canards n’ont pas d’autorité de com-
mande dans cette direction. Par conséquent, l’accélération désirée est reformulée pour avoir uniquement
des composantes latérales et verticales comme suit

ago =


kg

[
0 −ZEMy −ZEMx

]⊤
si θ0 >

π
4 et γ > 0

kg
[
0 −ZEMy +ZEMx

]⊤
sinon

(2.110)

Les facteurs de charge désirés utilisés comme consigne par l’autopilote sont donnés parnz,c

ny,c

 = 1
g

ago,z

ago,y

 +
nz

ny

 (2.111)
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2.7.2 Simulations de trajectoires guidées

La simulation montrée par les figures 2.49 et 2.50 représente un scénario typique de correction de
trajectoire à longue portée. Les paramètres initiaux de simulation sont donnés par le tableau suivant :

paramètres valeurs

V0 939 m/s

θ0 42 deg

p10 257 Hz

Table 2.4 – Conditions initiales pour la simulation de trajectoire guidée

Figure 2.49 – Stabilisation de l’angle de roulis dans un scénario de trajectoire guidée

Figure 2.50 – Validation de l’autopilote de facteur de charge dans un scénario de trajectoire guidée

Après stabilisation de l’angle de roulis de la FCT ϕ2 à t = 20s (figure 2.49), l’autopilote de facteurs
de charge est enclenché pendant la phase de vol descendante à t = 40 s. Sur la figure 2.50, on observe
un suivi des facteurs de charges de référence satisfaisant permettant de réduire la dispersion balistique
par rapport au tir non guidé. L’effort demandé aux canards est également satisfaisant car on observe un
angle de braquage maximale inférieur à 15 degrés sans oscillations du signal de commande. Ces résultats
montrent la capacité de l’autopilote INDI implémenté à corriger la dispersion balistique du projectile et
valident la pertinence de la méthodologie mise en place pour régler les correcteurs.

94



2.8. Conclusion

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre, la méthodologie et les résultats de conception des autopilotes de roulis, de tangage,
de lacet et de facteurs de charge ont été présentés et discutés. Tout d’abord, l’intérêt des méthodes de
commande par inversion dynamique a été justifié par leurs rapidité, généricité de conception et validité
théorique sur l’ensemble du domaine de vol. Ensuite la théorie de la commande par inversion dynamique
a été présentée en traitant des cas de linéarisations entrée/états et entrée/sortie en utilisant les concepts
de dynamique interne, dynamique des zéros et de degré relatif. Les équations théoriques de la commande
par inversion dynamique incrementale (INDI) ont été détaillées en temps continu et en temps discret.
L’approche par commande INDI a été choisie pour la conception des autopilotes de roulis, de tangage, de
lacet et de facteurs de charge pour sa dépendance réduite au modèle mathématique du projectile qui dépend
de coefficients aérodynamiques entachés d’une incertitude importante. Enfin, un rappel sur le réglage d’un
contrôleur robuste par façonnage de fonctions de sensibilité a été fait car cette méthode a été utilisée pour
la synthèse du contrôleur externe afin de garantir un bon suivi de référence, un rejet de perturbations et
une limitation de l’activité du contrôleur en hautes fréquences.

Après avoir présenté le cahier des charges et la méthodologie générale de réglage pour les autopilotes
INDI de roulis, de tangage, de lacet et de facteurs de charge, le cheminement et les résultats de concep-
tion des autopilotes ont été traités. L’autopilote de facteurs de charge utilise deux autopilotes INDI mis
en cascade en se basant sur la séparation des échelles de temps entre la dynamique rapide des vitesses
de tangage et lacet et la dynamique lente des facteurs de charge. Cette architecture permet de réduire la
complexité mathématique de la loi de commande et évite d’avoir une dynamique interne mais ajoute un
contrôleur externe supplémentaire à régler.

Les expressions analytiques des commandes INDI ont été directement dérivées des équations dyna-
miques de roulis, de tangage, de lacet et facteurs de charge. Les degrés relatifs des systèmes ont été étudiés
afin de déterminer l’existence de dynamique interne. Les conditions d’inversion des matrices d’autorité de
commande utilisées dans les lois de commandes ont également été étudiées. Ensuite pour le roulis, l’ana-
lyse du modèle inverse a permis une description analytique très fidèle de la boucle interne INDI, ce qui a
permis de garantir que la dynamique de roulis inversée n’était plus dépendante d’aucun paramètres de vol.
Cette etude a également montré que l’inversion était impactée par les contraintes d’implémentation. Cette
étude a été adaptée aux systèmes non-linéaires affines en la commande des dynamiques de tangage, de
lacet et de facteurs de charges, et a révélé que contrairement au cas théorique, la linéarisation de la boucle
interne était encore impactée par certains paramètres de vol à cause des contraintes d’implémentations.

La synthèse du contrôleur externe a été effectuée en incluant le modèle inverse pour la dynamique de
roulis. Pour les dynamiques de tangage, lacet et de facteurs de charge, des hypothèses fortes de décou-
plage on été faites pour n’avoir à régler qu’un seul contrôleur pour toute l’enveloppe de vol. Les résultats
de synthèse sont satisfaisants, les différentes fonctions de sensibilité respectent les gabarits fréquentiels
imposés.

Les différentes simulations effectuées ont montré des performances satisfaisantes, mais aussi les li-
mites de la méthodologie de réglage. Pour l’autopilote de roulis les résultats de simulations sont conformes
aux attentes avec un bon suivi de référence, un rejet de perturbation et une uniformité sur l’enveloppe de
vol. L’autopilote de facteurs de charge, quant à lui, a souffert de dégradations dues au couplage très fort
des dynamiques de tangage/lacet mais également des interactions entre les dynamiques rapide et lente à
cause de l’action des canards. Une simulation guidée sur trajectoire complète avec l’implémentation d’une
loi de guidage ZEM permet de valider la conception de l’autopilote.
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3.1 Introduction

Le choix de la loi de commande INDI dans le chapitre 2 a été justifié par sa dépendance réduite au
modèle dynamique, permettant ainsi d’avoir une loi de commande plus robuste aux incertitudes paramé-
triques que la NDI (voir la discussion dans la section 2.2.6). Cet aspect est illustré dans l’équation (2.86),
car sur les quatre coefficients aérodynamiques présents dans les équations non-linéaires de tangage et de
lacet, seuls les coefficients aérodynamiques des moments des canards sont utilisés. De manière générale, la
INDI n’utilise que les paramètres liés à l’autorité de contrôle du projectile, mais, dans le cas du projectile
étudié, ces paramètres sont les plus incertains (i.e. Clδ ,Cmδ ,CNδ). En plus, la matrice GFC utilise les angles
aérodynamiques α et β qui sont difficiles à mesurer ou estimer. Il est donc nécessaire de s’intéresser à un
moyen de garantir les performances des autopilotes INDI implémentés en tenant compte des incertitudes
sur les paramètres utilisés dans les lois de commande.

Pour tenter de résoudre ce problème, le chapitre 3 traite de l’utilisation de la commande adaptative pour
compenser les effets des incertitudes paramétriques sur les performances des autopilotes INDI conçus dans
le chapitre 2. Plus précisément, ce chapitre présente, dans la section 3.2, le type d’incertitude considéré et
son impact sur les lois de commande INDI. Ensuite, dans la section 3.3, un état de l’art sur les différents
types de commande adaptative est effectué en s’intéressant plus particulièrement aux deux approches très
utilisées dans la littérature, qui sont le MRAC (Model Reference Adaptive Control) et la commande L1

adaptative. Après, la section 3.4 montre, dans un premier temps, l’architecture de l’augmentation adapta-
tive implémentée en détaillant les equations de prédicteur d’états, de la loi d’adaptation et du filtre passe-
bas. La section 3.4 présente également, dans un second temps, la méthodologie de réglage employée pour
les paramètres de l’augmentation adaptative. Par la suite, les sections 3.5, 3.6 et 3.7 détaillent l’applica-
tion de la méthode de réglage pour les autopilotes de roulis , de tangage, de lacet et de facteurs de charge.
Enfin, la section 3.8 compare les performances des autopilotes INDI avec et sans augmentation adaptative
en présence d’incertitudes paramétriques sur des scénarios de trajectoires guidées.

3.2 Modélisation des incertitudes

La loi de commande INDI n’utilise qu’une partie réduite du modèle dynamique du projectile. Dans
le cadre de la thèse, on ne s’intéresse qu’aux incertitudes qui affectent directement la loi de commande,
c’est-à-dire uniquement aux paramètres liés à l’autorité de commande G du projectile.
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3.2.1 Type d’incertitudes considérées

Dans l’équation (3.1), G est la matrice d’autorité de commande, qui est réécrite comme la somme
d’une partie nominale Gn et d’une partie incertaine ∆G.

G = Gn + ∆G (3.1)

avec
∆G = γiGn (3.2)

ce qui permet d’écrire
G = (1 + γi)Gn (3.3)

où γi est un scalaire déterminant le niveau d’incertitude de la matrice d’autorité de contrôle G.

3.2.2 Influence des incertitudes sur les performances des autopilotes INDI

Pour évaluer l’influence des incertitudes paramétriques sur les performances des autopilotes INDI,
l’équation (2.39) est reprise en introduisant des incertitudes paramétriques sur la matrice G

y(ρ) = y
(ρ)
0 +G∆u

= y
(ρ)
0 + (Gn + ∆G)∆u (3.4)

où ∆u est le signal de commande incrémentale qui est calculé à partir de Gn comme suit :

∆u = G−1
n (v − y(ρ)

0 ) (3.5)

En injectant l’équation (3.5) dans l’équation (3.4), on obtient le développement suivant

y(ρ) = y
(ρ)
0 + (Gn + ∆G)

(
G−1

n (v − y(ρ)
0 )

)
= y

(ρ)
0 + v − y

(ρ)
0 + ∆GG−1

n (v − y(ρ)
0 )

= v +

perturbations︷              ︸︸              ︷
∆GG−1

n (v − y(ρ)
0 ) (3.6)

L’équation (3.6) met en évidence la perturbation apportée par les incertitudes paramétriques sur la
linéarisation du système commandé par INDI. Le terme additionnel ∆GG−1

n (v − y(ρ)
0 ) disparaît dans le cas

nominal (i.e. ∆G = 0) et tend vers 0 en régime permanent quand y(ρ)
0 converge asymptotiquement vers v.

Cependant, ce terme perturbe le régime transitoire en créant des oscillations des variables commandées et,
dans le cas les plus critiques, peut rendre le système instable. Il est donc pertinent de se demander si un
signal de commande incrémental additionnel permettrait d’annuler le terme perturbant l’équation (3.6).

Le nouveau signal de commande incrémental est alors défini par

∆u = ∆u1 + ∆u2 (3.7)

où ∆u1 = G−1
n (v − y(ρ)

0 ) est le signal incrémental INDI nominal et ∆u2 le signal de commande additionnel
à déterminer qui permettrait de retrouver la relation suivante

y(ρ) = v (3.8)
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En repartant de l’équation (3.4) et en injectant l’equation (3.7), on obtient

y(ρ) = y
(ρ)
0 + (Gn + ∆G)(∆u1 + ∆u2) (3.9)

Sachant que l’on souhaite y(ρ) = v, on a donc :

v = y
(ρ)
0 + (Gn + ∆G)(∆u1 + ∆u2)

= y
(ρ)
0 + (Gn + ∆G)(G−1

n (v − y(ρ)
0 ) + ∆u2)

= y
(ρ)
0 + v − y

(ρ)
0 + ∆GG−1

n (v − y(ρ)
0 ) + (Gn + ∆G)∆u2 (3.10a)

0 = ∆G∆u1 + (Gn + ∆G)∆u2 (3.10b)

∆u2 = − (Gn + ∆G)−1 ∆G∆u1 (3.10c)

L’équation (3.10a) peut être reformulée pour faire apparaître la relation entre ∆u et ∆u2. D’après
l’équation (3.7), on a

∆u2 = − (Gn + ∆G)−1 ∆G(∆u − ∆u2)

(I − (Gn + ∆G)−1 ∆G)∆u2 = − (Gn + ∆G)−1 ∆G∆u

((Gn + ∆G)−1 ((Gn + ∆G) − ∆G)∆u2 = − (Gn + ∆G)−1 ∆G∆u

(Gn + ∆G)−1Gn∆u2 = − (Gn + ∆G)−1 ∆G∆u

∆u2 = −Gn
−1∆G∆u (3.11)

Quelle que soit l’expression de ∆u2 choisie, la présence du terme ∆G fait que les lois de commande
incrémentales (équations (3.10a) et (3.11)) ne sont pas implémentables car il faudrait connaître la valeur
des incertitudes à l’avance. La question est donc de savoir s’il existe un type de loi de commande qui
convergerait vers les équations (3.10a) et (3.11) et qui dépendrait uniquement de la connaissance du mo-
dèle dynamique nominal et des mesures disponibles. La section suivante traite de la commande adaptative
et de sa pertinence pour résoudre ce problème.

3.3 État de l’art des techniques de commande adaptative

Pour définir la commande adaptative, il faut d’abord s’intéresser à la notion d’adaptation. Il est légitime
de se poser plusieurs questions concernant le sens de cette notion appliquée au champ disciplinaire de
l’automatique. Par exemple, quel type de lois de commande peut être qualifié "d’adaptatif" ? Quel avantage
l’adaptation apporte-t-elle par rapport à une autre loi de commande? Ou encore, à quels phénomènes est
sensé "s’adapter" une loi de commande adaptative?

Dans le sens commun "s’adapter" se définit par la capacité à modifier son comportement conformé-
ment à un changement de circonstance. Cette première définition trop générale n’est pas la plus pertinente
pour définir les lois de commandes adaptatives. Dans [IF06], Ioannou et al. définissent la commande
adaptative comme " la combinaison d’une estimation en ligne des paramètres du système et d’une loi
de commande de façon à commander une classe de systèmes dont les paramètres sont incertains, incon-
nus ou variant de manière imprédictible". Cette définition plus pertinente précise le sens de l’adaptation
dans le contexte de la commande adaptative. On comprend qu’une loi de commande adaptative est sensée
s’adapter aux incertitudes d’un système dynamique (changement de point de fonctionnement, paramètres
incertains, dynamique négligée). On comprend également que pour qu’une loi de commande soit qualifiée
d’adaptative, il faut qu’elle possède un mécanisme interne d’estimation des incertitudes (estimateur para-
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métrique) et un mécanisme de modification de la loi de commande qui s’adapte en temps réel au système
physique (loi d’adaptation). On peut en déduire également que l’objectif de la commande adaptative est
donc une robustesse aux incertitudes des systèmes physiques en s’adaptant en temps réel aux variations
de la dynamique. Ce qui différencie les différentes lois de commande adaptative dans la littérature ce sont
les mécanismes d’estimation paramétrique et d’adaptation utilisés.

La sous-section 3.3.1 présente une revue de littérature sur la commande adaptative. Dans la sec-
tion 3.3.3 et 3.3.4 les principales architectures de lois de commande adaptative existantes dans la litté-
rature sont présentées. Enfin, dans la section 3.3.5 une discussion est apportée sur le type de commande
adaptative le plus pertinent pour la thèse.

3.3.1 Chronologie de la commande adaptative

La recherche sur la commande adaptative à tout d’abord été motivée dans les années 1950, par le
problème lié à la commande des avions agiles ou hyper-manœuvrants. En effet, ce genre d’engins opère
à des conditions de vol très différentes (vitesses et altitudes) et peuvent changer de conditions de vol
très rapidement. Le changement de points de fonctionnement modifie la dynamique du système et par
conséquent, un contrôleur LTI classique n’est pas une solution envisageable. Il y avait donc un besoin de
concevoir des contrôleurs pouvant fonctionner correctement même confrontés à des incertitudes paramé-
triques, ou à des grands changements de conditions de vol. L’une des premières solutions à ce problème
est proposée par Whitaker et al.[WYKoTIL58]. Cette première architecture de type MRAC est basée sur
un mécanisme d’identification paramétrique appelée loi du MIT qui utilise l’algorithme de la descente de
gradient [MAB+87]. L’identification n’est cependant garantie que si une condition d’excitation persistante
est respectée.

La décennie 1960 est marquée des avancées dans le domaine de la commande adaptative notamment,
grâce à l’élaboration de la théorie de la représentation d’état et de la stabilité au sens de Lyapunov. Dans
[Par66], la loi du MIT est reformulée en utilisant la deuxième méthode de Lyapunov.

Plus tard, dans les années 1980, une première controverse apparaît concernant la robustesse de la
commande adaptative. En effet, dans [RVAS82], il est montré que les architectures de contrôleur adaptatif
développées jusque là manquaient de robustesse face aux incertitudes additives ou aux dynamiques négli-
gées, ces phénomènes pouvaient provoquer une instabilité du contrôleur adaptatif en créant une dérive de
l’estimation paramétrique. Ce problème a été traité notamment par Ioannou et al. [IK82, IK84] en limitant
le gain de la boucle d’adaptation et son action intégrale. Ces travaux mèneront plus tard à une littérature
plus homogène autour du concept de "commande adaptative robuste" qui vise à garantir un signal d’erreur
borné entre la sortie du modèle de référence et la sortie du système incertain en présence de perturbations
extérieures bornées et de dynamiques négligées [IS12, ID91].

Le développement de la théorie de la commande adaptative a permis de l’appliquer à une classe tou-
jours plus grande de systèmes dynamiques, notamment les systèmes non-linéaires [KKK95] et les sys-
tèmes à phase non-minimale [HYC06].

Dans [CH08], Cao et Havokimyan soulèvent un certain nombre de manquements de la théorie de la
commande adaptative qui pourraient s’avérer critiques pour des applications à des systèmes physiques
réels. Tout d’abord, ils affirment que, même si la bornitude du signal de l’erreur de poursuite est géné-
ralement étudiée dans la majorité des publications sur la commande adaptative, il n’en est pas de même
pour les signaux de commande. Dans le cas linéaire, la bornitude du signal d’erreur de poursuite implique
généralement la bornitude du signal de commande, mais cela n’est pas garanti pour les systèmes non-
linéaires. Ensuite, Cao et Hovakimyan insistent sur la nécessité de garantir l’uniformité des performances
du contrôleur adaptatif quels que soient les paramètres à estimer ou la consigne. Enfin, ils suggèrent de
trouver une solution pour fournir une adaptation rapide sans pour autant avoir un grand gain de rétroaction
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qui réduirait la robustesse du système.
En effet, pour garantir un bon suivi, il faut avoir une séparation des échelles de temps entre la boucle

de commande et la boucle d’estimation paramétrique. Dans la commande adaptative cela est fait en choi-
sissant un gain d’adaptation élevé produisant cependant des oscillations hautes fréquences du signal de
commande, et par conséquent une plus grande sensibilité aux retards.

Hovakimyan et al. dans [CH08], se posent donc la question de la determination d’une nouvelle archi-
tecture de commande adaptative qui permettrait une adaptation rapide tout en préservant un certain niveau
de robustesse aux retards et aux perturbations extérieures. L’étude de cette question mena à l’établissement
d’une nouvelle théorie appelée commande L1 adaptative.

La théorie de la commande L1 adaptative se consacre donc au problème du découplage entre la vi-
tesse d’adaptation et la robustesse du système. Les avantages promis par la théorie de la commande L1

adaptative sont les suivants [HC10] :

■ Adaptation rapide garantie.

■ Découplage entre adaptation et robustesse.

■ Performances du système bouclé déterminables a priori sans conditions de type excitation persis-
tante ou sans séquencement de gain.

■ Une marge de retard du système garantie et déterminable a priori.

■ Le régime transitoire du système bouclé s’adapte aux conditions initiales, à la consigne et aux
incertitudes.

Le principal changement d’architecture de contrôleur adaptatif apporté par la commandeL1 adaptative est
l’introduction d’un filtre passe-bas à un emplacement particulier du correcteur. Ce changement d’architec-
ture est accompagné également d’un changement d’objectif. Là où l’objectif de la commande adaptative
MRAC est de réduire l’influence des incertitudes sur la sortie du système incertain pour toutes les fré-
quences, l’objectif de la commande L1 adaptative est de réduire l’influence des incertitudes sur la sortie
du système incertain uniquement dans la bande passante du correcteur. L’objectif de la commande L1

adaptative est plus modeste, mais également plus réaliste, pour des systèmes de commandes dont la bande
passante est limitée par des actionneurs lents. L’ architecture et le fonctionnement du MRAC et de la L1

sont présentés plus en details dans les sections 3.3.3 et 3.3.4.
La commandeL1 a été appliquée à de nombreux systèmes aéronautiques en simulation et en test en vol

[PHXH12]. Dans [GXCH10, Hov11], la commande L1 adaptative est testée sur le modèle réduit d’avion
NASA AirStar piloté à distance. Les résultats des tests en vol ont montré que la loi de commande était
robuste aux retards de transport des signaux de commande dus au pilotage à distance. Également, le pilote
a réussi à garder la stabilité de l’appareil dans des conditions de vol inhabituels sujettes à d’importantes
incertitudes aérodynamiques.

Toutefois, même si la théorie de la commande L1 adaptative semble apporter de véritables avancées,
elle ne fait pas l’unanimité au sein de la communauté scientifique. En effet, certains auteurs remettent en
cause la pertinence de l’architecture L1 adaptative et, plus particulièrement, l’utilité du filtre passe-bas
utilisé. Ainsi, dans [IAN+14, JIR13], la pertinence du filtre passe-bas est remise en question. En effet,
dans ces articles, les auteurs montrent que le filtre passe-bas sensé réduire les oscillations du signal de
commande adaptative n’est pas nécessaire. Les auteurs présentent les oscillations comme le résultat d’in-
stabilité numérique dues au fort gain d’adaptation. Par conséquent, les auteurs affirment qu’il suffit de
réduire le gain d’adaptation pour faire disparaître les oscillations. Dans [OP14], les auteurs soutiennent
que l’architecture L1 adaptative n’est pas nouvelle et que, dans le cas d’un système SISO LTI, le signal de
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commande adaptative converge vers celui d’un correcteur PI perturbé et donc que si un correcteur PI ne
stabilise pas le système, alors le signal de commande L1 adaptatif ne le fera pas non plus.

3.3.2 Commande adaptative et commande non-linéaire

L’association d’un autopilote nominal non-linéaire appelée "baseline" avec une commande adaptative
est une idée qui a été utilisée dans la littérature pour garantir la stabilité de systèmes incertains. Plus
particulièrement on retrouve, ces dernières années, des publications autour de l’association entre NDI
et commande L1 adaptative appliquée aux systèmes aéronautiques. Dans [PHXH12] un contrôleur L1

adaptatif est implémenté en parallèle du contrôleur externe d’un autopilote NDI. Les deux signaux sortants
du contrôleur externe NDI et adaptative sont additionnés avant d’être envoyés à la boucle interne de
l’autopilote NDI. Des simulations type Monte-Carlo comparent les résultats obtenus avec [PLH12]. Dans
ce dernier, la même architecture d’autopilote NDI-adaptatif est proposée mais cette fois-ci en utilisant
l’approche MRAC. Les conclusions de la comparaison sont que l’approche L1 garantie une meilleure
robustesse par rapport aux incertitudes paramétriques tout en réduisant la complexité de l’architecture et du
réglage. L’étude [EHT18] montre aussi le gain en robustesse apporté par une augmentation L1 adaptative.
Cependant, les dynamiques des systèmes aéronautiques étudiés ont été linéarisées , ce qui n’est pas le
cas pour le projectile étudié dans la thèse. Dans [GXH+11], les simulations Monte-Carlo utilisées pour
la validation de l’augmentation L1 adaptative ne considèrent qu’une perte d’autorité de commande du
système, cette hypothèse n’est pas pertinente dans le cadre de la thèse, car on ne fait pas d’hypothèse sur
le signe de γi dans l’équation (3.3).

De manière générale, les résultats de la littérature [QJ17, HET19, BAZ+19] confirment la pertinence
de l’association entre commande par inversion dynamique et commande adaptative avec une amélioration
de la robustesse aux incertitudes paramétriques. Cependant, la dynamique du projectile étudié avec son
autopilote INDI présente des spécificités assez peu étudiées dans la littérature. Par exemple, la structure en
cascade entre l’autopilote de tangage et de lacet et l’autopilote de facteurs de charge est-elle compatible
avec une augmentation adaptative? La forme incrementale de la loi de commande INDI est-elle adaptée à
la commande adaptative? Il est donc nécessaire dans un premier temps de déterminer l’approche la plus
pertinente à implémenter dans le cadre de la thèse, et à définir une méthode de réglage de l’augmentation
adaptative générique. Pour cela, les théories de la commandes adaptative MRAC directe, indirecte puisL1

adaptative sont présentées.

3.3.3 Commande adaptative par modèle de référence (MRAC)

Dans cette section, la théorie de la commande adaptative par modèle de référence est présentée. On
distingue deux approches, dites directe ou indirecte, selon que le modèle de référence est explicite ou
remplacé par un prédicteur d’état.

3.3.3.1 Formulation du problème

Le système (3.12) permet de formuler les objectifs de la commande adaptative par modèle de réfé-
rence :

ẋ(t) = Amx(t) + b (u(t) + σx(t)) (3.12)

Dans l’équation (3.12), x(t) ∈ Rn sont les états du système, σ représente les incertitudes du système (3.12),
u(t) est le signal de commande adaptatif et Am ∈ R

n×n est la matrice qui définit la dynamique désirée en
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boucle fermée :
Am ≜ A − bkm (3.13)

grâce à un signal de commande nominale un(t) = −kmx(t). Le vecteur b ∈ Rn est connu et σ ∈ Rn, est
inconnu. L’objectif est de définir un signal de commande adaptatif u(t) tel que x(t) converge vers la ré-
férence r(t). Il faut donc un signal de commande u(t) qui annule l’influence de σ sur le système (3.12).
Ce signal de commande u(t) est additionné au signal de commande un(t) qui définit la dynamique nomi-
nale du système. Deux architecture differentes existent pour construire le signal de commande adaptatif,
l’architecture MRAC directe présentée dans la section 3.3.3.2 et l’architecture MRAC indirecte présentée
dans la section 3.3.3.3.

3.3.3.2 Commande MRAC direct

La figure 3.1 montre l’architecture d’un contrôleur MRAC direct.

Modèle de référence

Système physique

Loi d'adaptation

Loi de commande +-

Figure 3.1 – Architecture MRAC direct

En supposant les incertitudes du système connues à l’avance, le signal de commande qui annule par-
faitement les incertitudes est donné par

uid = −σx(t) + kgr(t) (3.14)

avec
kg ≜ Amb−1 (3.15)

pour avoir une erreur statique nulle. En injectant le signal uid à la place de u dans le système (3.12), on
obtient le modèle de référence dont la dynamique ne dépend plus des incertitudes

ẋm(t) = Amxm(t) + bkgr(t) (3.16)

Cependant la loi de commande uid n’est pas implementable car il faudrait connaître la valeur des
incertitudes à l’avance, l’expression du signal de commande u est donnée par :

u(t) = −σ̂x(t) + kgr(t) (3.17)

où σ est remplacée par son estimation σ̂ générée par la loi d’adaptation (3.18)

˙̂σ(t) = −Γx(t)e(t), σ̂(0) = σ̂0 (3.18)

104



3.3. État de l’art des techniques de commande adaptative

Dans l’équation (3.18), Γ ∈ R est appelé le gain d’adaptation et e(t) = x(t) − xm(t) est l’erreur de suivi
de modèle de référence. La dynamique de l’erreur est décrite par l’équation suivante

ė(t) = −Ame(t) + bσ̃x(t), e(0) = 0 (3.19)

où σ̃ ≜ σ̂ − σ. Les propriétés de la loi d’adaptation (3.18) sont étudiées dans [Hov11]. Il est prouvé
grâce au lemme de Barbalat [Bar59] que l’erreur d’estimation paramétrique σ̃ est bornée, mais sa conver-
gence vers 0 n’est pas garantie.

3.3.3.3 Commande MRAC indirect

L’architecture MRAC indirecte se différencie du MRAC direct par l’absence de modèle de référence,
remplacé par un predicteur d’état. Ici, la loi d’adaptation a pour entrée l’erreur de prédiction x̃ ≜ x̂ − x et
non l’erreur par rapport au modèle de référence e(t) ≜ xm − x. L’expression de la loi de commande u reste
inchangée.

Prédicteur d’état

Système physique

Loi d'adaptation

Loi de commande +-

Figure 3.2 – Architecture MRAC indirect

La dynamique du predicteur d’état est donnée par :

˙̂x(t) = Am x̂(t) + b(u(t) + σ̂x(t)) (3.20)

Par conséquent, on obtient la dynamique de l’erreur de prédiction suivante :

˙̃x(t) = −am x̃(t) + bθ̃(t)x(t), x̃(0) = 0 (3.21)

Le paramètre incertain σ est estimé à partir de l’erreur de prédiction comme suit :

˙̂σ(t) = −Γx(t)x̃(t), σ̂(0) = σ̂0 (3.22)

En comparant les équations (3.19) et (3.21), on peut remarquer que la dynamique de l’erreur de suivi
du MRAC direct est équivalent à la dynamique de l’erreur de prédiction du MRAC indirect, cependant
l’équation (3.21) est indépendante du signal de commande u contrairement à l’équation (3.19). Ainsi dans
le cas du MRAC indirect, la loi de commande peut être redéfinie sans modifier la stabilité de l’erreur de
prédiction. Cette propriété est utilisée ensuite dans le cadre de la commande L1 adaptative.
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3.3.4 Commande L1 adaptative

Dans cette section, la théorie de la commande L1 adaptative est définie et ses principales caractéris-
tiques sont analysées.

3.3.4.1 Préliminaires

Definition 3.3.1 (opérateur de projection) [HC10, pp.294] Soit Ωc un espace convexe continu donné
par :

Ωc = {σ ∈ IRn| f (σ) < c}, 0 ≤ c ≤ 1 (3.23)

où f : IRn 7→ IR est une fonction convexe continue :

f (σ) =
(ϵσ + 1)σ⊤σ − σ2

max

ϵσσ
2
max

(3.24)

avec ϵσ > 0, le paramètre de tolérance de l’opérateur de projection qui est défini ainsi

Proj(σ, y) =


y si f (σ) < 0,

y si f (σ) ≥ 0 et ∇ f⊤y ≤ 0,

y −
∇ f (σ)(∇ f (σ))⊤

||∇ f (σ)||2 y f (σ) si f (σ) ≥ 0 et ∇ f⊤y > 0

(3.25)

Ainsi, l’opérateur de projection ne modifie la valeur de y que sous certaines conditions sur le vecteur σ et
son évolution dans l’espace convexe Ωc. Si σ sort de Ωc alors y est transformé afin de le restreindre à Ωc

.

3.3.4.2 Définition de la commande L1 adaptative

La figure 3.3 présente l’architecture de la loi de commande L1 adaptative. L’une des modifications
principales entre l’architecture MRAC indirect et l’architecture L1 adaptative est l’ajout d’un filtre passe-
bas C(s) dans la loi de commande comme suit :

u(s) = C(s)η̂(s) (3.26)

où η(s) est la transformée de Laplace de la loi de commande MRAC (équation (3.17)).

η̂(t) ≜ −σ̂(t)x(t) + kgr(t) (3.27)

La loi d’adaptation de la commande L1 adaptative est une version modifiée de celle du MRAC indi-
recte (equation (3.22)). L’équation (3.28) montre cette modification de cette loi d’adaptation en insérant
un opérateur de projection sur l’espace des paramètres :

˙̂σ = −ΓProj(σ̂,−x̃Pbx(t)) (3.28)

Dans l’équation (3.28), P est la matrice de Lyapunov qui est solution de l’équation suivante

A⊤mP + PAm = −Q (3.29)

où Q est arbitrairement choisie telle que Q = Q⊤ > 0.
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L’avantage de la loi d’adaptation par projection est qu’elle permet de garantir des bornes sur σ̂ et
d’éviter la divergence de l’estimation paramétrique. Cette propriété est ensuite utilisée dans l’analyse de
la commande L1 adaptative.

Prédicteur d’état

Système physique

Loi d'adaptation

+-+-

Figure 3.3 – Architecture commande L1 adaptative

3.3.4.3 Analyse et propriétés de la commande L1 adaptative

L’introduction du filtre passe-bas C(s) dans le contrôleur adaptatif limite son action en haute fré-
quence. Ainsi, même dans le cas d’estimation parfaite des incertitudes par la loi d’adaptation, la sortie du
système L1 adaptatif en boucle fermée ne convergera pas vers la sortie du système de référence MRAC
qui est définie par l’équation (3.12).

Plus précisément, la commande de référence uref pour le systèmeL1 adaptatif reprend l’équation (3.14)
en ajoutant le filtre C(s) comme suit :

uref(s) = C(s)(kgr(s) − σxref(s)) (3.30)

Pour permettre les développements de xref et uref, le transfert H(s) du système (3.12) sans incertitudes
est défini comme suit

H(s) ≜ (sI − Am)−1b (3.31)

En injectant l’équation (3.30) dans l’équation (3.12), on obtient l’état de référence xref comme suit :

xref(s) = (sI − Am)−1b(uref(s) + σxref)

= H(s)(C(s)(kgr(s) − σxref(s)) + σxref)

= H(s)C(s)kgr(s) + H(s)(1 −C(s))σxref(s) (3.32)

Grâce à l’inégalité des normes de l’equation (A.9), la norme||xref||L∞ peut être majorée par

||xref||L∞≤ ||H(s)C(s)kg||L1 ||r||L∞ + ||H(s)(1 −C(s))σ||L1 ||xref||L∞ (3.33)

Ensuite, si la condition suivante est respectée

||G(s)σ||L1< 1 (3.34a)

avec
G(s) ≜ H(s)(1 −C(s)) (3.34b)
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alors l’inégalité suivante est obtenue

||xref||L∞≤
||H(s)C(s)kg||L1 ||r||L∞

1 − ||G(s)σ||L1

(3.35)

Il est important de noter que si la condition (3.34a) n’est pas respectée alors l’équation (3.35) n’est
pas valide mathématiquement. Il est donc nécessaire, dans la théorie de la commande L1 adaptative de
Hovakimyan et al., de garantir la condition (3.34a). Cela est fait par la synthèse du filtre C(s) et par l’étude
de sa bande passante.

L’expression du signal u(s) (équation (3.26)) est reformulée pour faire apparaître l’erreur d’estimation
d’incertitude η̃(t) ≜ σ̃x(t)

u(s) = C(s)(kgr(s) − σ̂x(s))

= C(s)(kgr(s) − σx(s) − η̃(s)) (3.36)

Le signal de commande u(s) sert ensuite à calculer l’expression des états x(s)

x(s) = (sI − Am)−1b(u(s) + σx(s))

= H(s)(C(s)kgr(s)) + H(s)(1 −C(s))σx(s) −C(s)η̃(s)) (3.37)

L’équation (3.37) est soustraite à l’équation (3.32) et le développement suivant est obtenu

xref(s) − x(s) = H(s)C(s)kgr(s) + H(s(1 −C(s))σxref(s)

− (H(s)(C(s)kgr(s)) + H(s)(((1 −C(s))σx(s) −C(s)η̃(s))

= H(s)C(s)kgr(s) +G(s)xref(s) −
(
H(s)(C(s)kgr(s) + (1 −C(s)σx(s) −C(s)η̃

)
= G(s)σxref(s) −G(s)σx(s) + H(s)C(s)η̃(s)

= G(s)σ(xref(s) − x(s)) + H(s)C(s)η̃(s)

=
C(s)

1 −G(s)σ
H(s)η̃(s) (3.38)

La relation suivante lie l’erreur de prédiction x̃(s) avec l’erreur d’estimation paramétrique η̃(s) ≜
σ̃x(s) :

x̃(s) = H(s)η̃(s) (3.39)

Grâce au lemme 2.1.2 de [HC10, p20-21], l’erreur de prédiction peut être bornée par

||x̃||L∞≤
√

σmax

λ(P)Γ
(3.40)

En remplaçant H(s)η̃(s) dans l’équation (3.38) par x̃, on obtient

xref(s) − x(s) =
C(s)

1 −G(s)σ
x̃(s) (3.41)

Par conséquent, l’écart entre les états du système réel et les états du système de référence peut être
borné par

||xref − x||L∞≤
∥∥∥∥∥ C(s)

1 −G(s)σ

∥∥∥∥∥
L1

||x̃||L∞≤
∥∥∥∥∥ C(s)

1 −G(s)σ

∥∥∥∥∥
L1

√
σmax

λ(P)Γ
(3.42)
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De manière similaire à l’équation (3.38), on calcule la différence entre uref(s) et u(s)

uref(s) − u(s) = C(s)(−σ(xref − x(s)) + η̃(s)

= −C(s)σ(xref − x(s)) +C(s)H−1(s)x̃(s) (3.43)

et on obtient l’inégalité suivante :

||uref − u||L∞≤ ||C(s)σ||L1 ||xref − x||L∞+||C(s)H−1(s)||L1

√
σmax

λ(P)Γ
(3.44)

L’introduction du filtre passe-bas dans le contrôleur adaptatif permet d’obtenir un paramètre supplé-
mentaire pour le réglage de la loi de commande L1 adaptative. Une propriété importante détaillée dans
[HC10, p27] est l’équation suivante

lim
ωc→+∞

||(1 −C(s))H(s)||L1= 0 (3.45)

L’équation (3.45) montre qu’augmenter la bande passante du filtre C(s) réduit la norme L1 de G(s) =
(1 − C(s))H(s), ce qui permet de garantir la condition (3.34a). Cependant laisser une trop grande bande
passante réduit la marge de retard du système bouclé [CH10].

3.3.5 Discussion

Maintenant que les principaux éléments théoriques nécessaires à la détermination de la commande
MRAC et L1 adaptative ont été introduits, il est nécessaire de se questionner sur l’approche la plus perti-
nente à utiliser dans le contexte de la thèse. Du point de vue de l’architecture du contrôleur, les approches
MRAC etL1 adaptative sont similaires, la différence majeure étant la présence d’un filtre passe-bas en sor-
tie de contrôleur dans l’approche L1 adaptative. Cette modification sert principalement à garantir l’exis-
tence de l’inégalité (3.35) et montre également un changement d’objectifs entre les deux stratégies de
commande. Dans l’approche MRAC, l’objectif du contrôleur adaptatif est de réduire le plus possible l’in-
fluence des incertitudes sur les états du système réel en optimisant directement les paramètres de la loi de
commande pour réduire une erreur de poursuite. L’approche L1 adaptative propose de résoudre un pro-
blème moins ambitieux, mais plus réaliste. En effet, la loi de commande L1 adaptative est conçue pour
compenser les incertitudes essentiellement dans la bande passante du filtre C(s) et garantir des bornes
entre la sortie du système réel et la sortie d’un système de référence, différent de celui du MRAC (équa-
tion (3.32)). La commandeL1 adaptative inclut également dans sa méthodologie des garanties sur le signal
de commande, ce qui est intéressant dans le cadre de la thèse car la bande passante des actionneurs est
limitée. Cependant, de manière générale, la théorie de la commande L1 adaptative présentée dans la sec-
tion 3.3.4 est difficilement applicable aux systèmes non-linéaires commandés par des autopilotes INDI
pour plusieurs raisons. Premièrement, la théorie de la commande L1 adaptative fait l’hypothèse d’une
commande nominale par retour d’état, hypothèse qui n’est pas valide avec la commande INDI implé-
mentée dans la thèse. Cela a pour conséquence que la construction de la matrice Am telle que définie par
l’équation (3.13) est impossible, les signaux uref et xref ne pouvant pas être définis de la même manière
que les équations (3.32) et (3.30). Ensuite, le prédicteur d’état utilisé (Équation 3.20) est linéaire, ce qui
rend également impossible son utilisation pour l’autopilote de tangage, de lacet et de facteurs de charge.
Enfin, l’utilisation de la loi d’adaptation par projection (équation (3.28) implique de connaître les bornes
supérieures et inférieures du paramètre incertain à estimer, or l’équation (3.11) montre que le signal vers
lequel doit converger la loi d’adaptation dépend du signal de commande incrementale ∆u dont les bornes

109



Chapitre 3. Conception d’une augmentation adaptative pour autopilote INDI

sont fonctions des paramètres de vol et de la consigne. Malgré ces difficultés d’implémentation , l’ap-
proche L1 adaptative semble être le choix le plus judicieux à considérer pour notre système grâce à ses
garanties intéressantes pour le réglage apporté par le filtre C(s).

Le choix qui a donc été retenu dans cette thèse est celui d’implémenter une augmentation adaptative
de type commandeL1 adaptative avec un filtre passe-bas non pas pour garantir certaines bornes, mais pour
avoir un degré de liberté supplémentaire sur le réglage et notamment éviter une instabilité du système à
commander à cause d’un signal de commande trop riche en hautes fréquences. La section 3.4 détaille la
solution proposée et la section 3.4.5 présente la méthodologie mise en place pour régler l’augmentation
adaptative.

3.4 Augmentation adaptative pour les autopilotes INDI

La section 3.4.1 montre l’architecture de l’augmentation adaptative implémentée qui se base sur
[BAZ+19] à la différence qu’ici aucun modèle embarqué de la dynamique du projectile n’est utilisé.

3.4.1 Architecture de l’augmentation adaptative

La figure 3.4 montre l’architecture de l’augmentation adaptative utilisée pour les autopilotes de roulis,
de tangage, de lacet et de facteurs de charge. L’augmentation adaptative génère le signal de commande
incrémentale ∆uad qui vient se rajouter au signal de commande incrémentale de l’autopilote INDI ∆ubl. La
raison de l’utilisation d’un signal de commande adaptative incrémentale est que cela permet l’utilisation
d’un prédicteur d’état basé sur la reformulation incrémentale et linéarisée de la dynamique du projectile.
Cela permet d’avoir un predicteur d’état linéaire en évitant l’utilisation de la matrice Am utilisée dans
la commande L1 adaptative d’Hovakimyan et.al.. La section 3.4.2 présente les équations décrivant le
predicteur d’état basé sur la linéarisation incrementale. La loi d’adaptation utilisée est présentée dans la
sous-section 3.4.3 et la structure du filtre passe-bas est donnée dans la section 3.4.4.

Contrôleur
externe

Inversion
dynamique

Dynamique du
projectile

+ - Actionneurs

Prédicteur d’état Loi d'adaptation Filtrage passe-bas

+ + +
+

Autopilote INDI

Augmentation adaptative

Figure 3.4 – Architecture d’un autopilote INDI avec une augmentation adaptative

L’architecture de l’augmentation adaptative choisie à l’avantage d’être peu contraignante à implémen-
ter. En effet, aucune modification de l’autopilote INDI n’est nécessaire (aucun gain du contrôleur externe
à modifier) et il suffit de connecter ou de déconnecter le signal ∆uad pour activer ou non l’augmentation
adaptative.
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3.4.2 Prédicteur d’état basé sur la linéarisation INDI

Les équations du prédicteur d’état sont basées sur la représentation du système incertain linéarisé sous
forme incrementale (équation (3.4))

y(ρ) = y
(ρ)
0 + (Gn + ∆G)∆u

=
y(ρ−1)(t) − y(ρ−1)(t − T )

T
+Gn

(
∆u +G−1

n ∆G∆u
)

=
y(ρ−1)(t) − y(ρ−1)(t − T )

T
+Gn (∆u + σ) (3.46)

Pour pouvoir influer sur la vitesse de convergence du prédicteur et ainsi améliorer les performances de
l’augmentation adaptative, un gain Ke, proportionnel à l’erreur de prédiction, est ajouté à l’équation (3.46).
Par conséquent, la dynamique du prédicteur d’état est donnée par

ŷ(ρ) =
y(ρ−1)(t) − y(ρ−1)(t − T )

T
+Gn (∆u + σ̂) − Ke (ŷ − y) (3.47)

Afin de procéder plus simplement à sa discrétisation le prédicteur d’état décrit par l’équation (3.47)
est reformulé sous la forme d’une représentation d’état comme suit

˙̂x = Ap x̂ + Bpup (3.48a)

ŷ = Cp x̂ + Dpup (3.48b)

avec

Ap = −Ke (3.48c)

Bp =

[
Ke +

1
T Gn Gn − 1

T

]
(3.48d)

Cp = In (3.48e)

Dp = 0 (3.48f)

où up =

[
x ∆u σ̂ x(t − T )

]⊤
est le vecteur d’entrée du prédicteur. La représentation discrète du pre-

dicteur est donnée par

x̂[k + 1] = Ad x[k] + Bdup[k] (3.49a)

ŷ[k + 1] = Cd x[k] + Ddup[k] (3.49b)

où les matrices Ad,Bd,Cd et Dd sont calculées à partir de Ap,Bp,Cp et Dp en utilisant la transformation
bilinéaire de Tustin A.3 comme suit

Ad =

(
I −

ApT
2

)−1 (
I +

ApT
2

)
(3.50a)

Bd = T
(
I −

ApT
2

)−1

Bp (3.50b)

Cd = Cp(I −
ApT

2
)−1 (3.50c)

Dd = Dp +Cp

(
I −

ApT
2

)−1 BpT
2

(3.50d)
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La dynamique de l’erreur de prédiction est calculée à partir de l’équation dynamique du prédicteur
(équation. (3.47) et celle du système réel (Eq. (3.46)) comme suit

ėp = ˙̂y − ẏ

=
y(ρ−1)(t) − y(ρ−1)(t − T )

T
+Gn (∆u + σ̂) − Ke (ŷ − y) −

(
y(ρ−1)(t) − y(ρ−1)(t − T )

T
+Gn (∆u + σ)

)
= −Ke (ŷ − y) +Gn (σ̂ − σ)

= −Keep +Gnσ̃ (3.51)

3.4.3 Loi d’adaptation constante par morceaux

La loi d’adaptation constante par morceaux a été introduite dans [CH09]. Elle est constante entre
deux périodes d’échantillonnage. Par conséquent, la vitesse de convergence de ce type de loi d’adaptation
dépend de la fréquence d’échantillonnage. A partir de la dynamique de l’erreur de prédiction définie
par (3.51), l’équation (3.52) donne la valeur de l’erreur de prédiction au prochain temps d’échantillonnage.

ep(kT + t) = e−Ketep(iT ) +
∫ t

0
e−Ke(t−τ)Gnσ̂(kT )dτ (3.52)

L’objectif est de calculer l’expression de σ̂ qui ramènera l’erreur de prédiction à 0 au prochain temps
d’échantillonnage, ainsi on a

ep(kT + t) = 0

e−KeT ep(kT ) = −
∫ t

0
e−Ke(T−τ)Gnσ̂(kT )dτ

= −
[
Ke
−1e−Ke(T−τ)Gnσ̂(kT )

]T

0

= Ke
−1

(
I − e−KeT

)
Gnσ̂(kT ) (3.53)

En définissant Φ(kT ) et µ(kT ) avec les équations (3.54a) et (3.54b) comme suit

Φ(kT ) = Ke
−1

(
I − e−KeT

)
(3.54a)

µ(kT ) = e−KeT ep(kT ) (3.54b)

l’expression de la loi d’adaptation est donnée par

σ̂(kT ) = −G−1
n Φ(kT )−1µ(kT ) (3.55)

3.4.4 Filtrage du signal de commande adaptatif

La structure du filtre passe-bas avec un gain statique unitaire est fixée à l’avance pour simplifier le
réglage de l’augmentation adaptative et est donnée par

C(s) =
ω2

f

s2 + 2ω f ξ f s + ω2
f

(3.56)
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3.4. Augmentation adaptative pour les autopilotes INDI

où ω f est la bande passante de C(s) et ξ f est le coefficient d’amortissement.
Finalement, la loi de commande adaptative (3.57) est définie par l’estimation σ̂ filtrée par Cd(z), la

représentation discrète de Cc(s) comme suit

∆uad = −Cd(z)σ̂ (3.57)

Le filtre Cd(z) est discrétisé par la méthode bilinéaire de Tustin.

3.4.5 Méthodologie de réglage de l’augmentation adaptative

En faisant le bilan des paramètres dont dépend l’augmentation adaptative, on compte quatre variables :

• la période d’échantillonnage T ,

• le gain du predicteur d’état Ke ,

• la fréquence de coupure ω f , du filtre passe-bas C(s),

• le coefficient d’amortissement ξ f du filtre passe-bas C(s).

Parmi ces paramètres, la période d’échantillonnage est considérée comme une donnée d’entrée fixée pour
le système, et n’est donc pas prise en compte comme paramètre de réglage. Le coefficient d’amortissement
ξ f =

1√
2

n’a que peu d’influence sur les performances de l’augmentation adaptative si on choisi une valeur

entre 1√
2

et 1 . Par conséquent, seuls Ke et ω f sont considérés critiques pour le réglage de l’augmentation
adaptative.

Avec ces deux seuls paramètres à régler, la dimension du problème de réglage est faible. Cependant
à la manière du façonnage des fonctions de sensibilité, il est difficile de trouver les paramètres optimaux
qui vont permettre d’obtenir le meilleur gain de performance sur une large gamme d’incertitudes. Ainsi,
les principaux compromis sont les suivants :

■ Avoir un fort gain Ke permet un meilleur suivi de référence quand l’autorité de contrôle du système
est plus faible que le système nominal (γi < 0) dans l’équation (3.3).

■ Avoir un fort gain Ke crée des oscillations du signal de commande quand le niveau d’incertitude est
faible (γi ≈ 0)

■ Avoir une grande bande passante ω f permet d’avoir un signal de commande adaptatif ∆uad plus
proche de σ̂ et donc de mieux réduire l’influence des incertitudes paramétriques sur la sortie du
système.

■ Avoir une faible bande passante ω f permet de réduire les oscillations du signal de commande adap-
tatif dans les cas ou le niveau d’incertitude est faible (γi ≈ 0) mais réduit également la qualité de
l’adaptation dans les cas plus critiques (γi << 0 ou γi >> 0) .

Il faut donc trouver les paramètres Ke et ω f qui vont améliorer les performances du contrôleur sur
l’ensemble de la plage d’incertitudes considérée sans hypothèse préalable sur le niveau d’incertitude du
système (le signe de γi dans l’équation (3.3) est considéré inconnu). Puisqu’il n’existe pas d’algorithme
de réglage dans la littérature proprement dédié au problème étudié, il a donc été décidé de mettre en place
une méthodologie itérative détaillée par la figure 3.5.
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Détermination du niveau critique
d'incertitude pour la loi de commande

Réglage des gains Ke du prédicteur
d’état

Réglage de la fréquence de coupure ωf
du filtre C(s)

Validation par simulations de type
Monte-Carlo sur l'ensemble de la plage

incertitudes considérées

Dégradation excessive de
l'adaptation

Oscillations du signal
de commande pour

Ke>Kc et γ>γc

Performance améliorée sur l'ensemble de
la plage d'incertitudes sans oscillations du

signal de commande

Plage incertitude fixée
γ∈[γmin, γmax]

Figure 3.5 – Méthode de réglage de l’augmentation adaptative

Cette méthodologie basée sur une approche empirique par simulations se veut générique car il n’y a
pas d’hypothèses a priori sur les bornes des incertitudes, et est composée des étapes décrites ci-dessous :

■ Détermination du niveau critique d’incertitudes :
La première étape est la détermination de la plage d’incertitudes considérée pour le réglage de l’aug-
mentation adaptative. Pour cela, on choisit un indice qui va permettre de comparer les performances
entre le système avec et sans augmentation adaptative. Le critère choisi y̌ est le rapport de la norme
∥.∥L∞ de la sortie régulée y(t) du système en boucle fermée et de la norme ∥.∥L∞ de l’échelon r(t) en
consigne.

y̌ =
∥y∥L∞
∥r∥L∞

(3.58)

Un critère y̌ élevée traduit un grand dépassement de la réponse et donc un mauvais suivi de référence,
l’objectif du réglage de l’augmentation adaptative est d’avoir un indice y̌ proche de 1 pour toute la
plage d’incertitude considérée. Ce critère est calculé pour plusieurs valeurs de γ. Les bornes γmin et
γmax sont choisies quand ȳ > 1.5. Ainsi la plage d’incertitudes déterminée par γ ∈ [γmin γmax] sert
de cadre pour la suite du réglage. Par ailleurs en cas d’instabilité du système, y̌ n’est pas borné, par
conséquent pour garantir la lisibilité des figures faisant intervenir y̌, y̌ est affiché avec une saturation
à 1.5 .

■ Réglage du gain Ke du prédicteur :

La seconde étape de réglage consiste à trouver le gain Ke qui va réduire au maximum y̌ pour γ =
γmin. Pour cela, l’indice y̌ est calculé en fonction de Ke pour toute la plage d’incertitudes considérée
et une surface de réglage est générée (y̌ = f (γi,Ke)). A cette étape du réglage, le filtre Cd(z) = 1. Si
les performances sont satisfaisantes (y̌ faible pour toute la plage d’incertitudes) alors on passe à la
validation par simulation de type Monte-Carlo.
Cependant, sans filtrage, le signal de commande adaptative ∆uad est riche en hautes fréquences ce
qui peut rendre le système instable à partir d’un certain niveau d’incertitudes γi > γc. Dans ce cas,
on garde la valeur de Ke qui donne les meilleures performances pour γi = γmin, puis on passe au
réglage de la fréquence de coupure ω f .

■ Réglage de la fréquence de coupure ω f :

Une fois le gain Ke déterminé, la troisième étape de réglage consiste à trouver le paramètre ω f qui
réduira les composantes hautes fréquences de ∆uad tout en préservant le gain de performance de
l’augmentation adaptative. Pour cela, l’indice y̌ est calculé en fonction de ω f pour toute la plage
d’incertitudes considérée et une seconde surface est générée y̌ = f (γ, ω f ). Si les performances
de l’augmentation adaptative sont trop dégradées, alors on ajuste le gain Ke, sinon on passe à la
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validation par simulations de type Monte-Carlo.

■ Validation par simulations de type Monte-Carlo :

La dernière étape de réglage est la comparaison des performances de l’autopilote INDI avec et sans
augmentation adaptative sur toute la plage d’incertitudes considérée. Aucune composante aléatoire
n’est introduite dans la validation. Les simulations effectuées pour le système sans adaptation ont les
mêmes conditions initiales et les mêmes niveaux d’incertitudes que pour le système avec adaptation.

Cette méthodologie de réglage a été appliquée aux chaines de roulis, de tangage, de lacet et de facteurs
de charge.

3.5 Application à la chaîne de roulis

Le principal paramètre incertain utilisé dans la loi de commande INDI de roulis (equation (2.68)) est
le coefficient aérodynamique Clδ . A partir de ce constat, on modélise le lien entre l’autorité de commande
nominale en roulis Gr,nom et l’autorité de commande réelle en roulis Gr (qui est inconnue) par l’équation
suivante

Gr = I −1
x2

qS dClδ

= I −1
x2

qS dClδ,nom(1 + γϕ)

= Gr,nom(1 + γϕ) (3.59)

Ainsi, l’incertitude paramétrique du système de roulis est définie par un seul paramètre scalaire γϕ. En
faisant varier le taux d’incertitude γϕ, la figure 3.6 est obtenue.
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Figure 3.6 – Indice de performance ϕ̌2 en fonction du taux d’incertitude γϕ pour l’autopilote INDI de
roulis

L’indice de performance ϕ̌2 =
∥ϕ2∥L∞

∥ϕ2,c∥L∞
est l’indice y̌ appliqué à la dynamique de roulis. La figure 3.6

montre ϕ̌2 calculée en fonction de γϕ. On remarque que pour −0.8 > γϕ < 1.8, on a ϕ̌2 ≥ 1.5 c’est-à-dire
que pour cette plage de variation du taux d’incertitude, le sortie ϕ2 ne dépasse pas 50% pour une consigne
ϕ2,c de type échelon unitaire. La plage d’incertitudes utilisée pour le réglage de l’augmentation adaptative
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en roulis est donc définie par :
γϕ ∈ [−0.8; 1.8] (3.60)

3.5.1 Réglage du prédicteur d’état

Deux architectures de predicteurs d’états sont étudiées pour l’augmentation adaptative en roulis. L’équa-
tion (3.61) montre l’architecture à un degré de liberté (estimation uniquement faite sur p2) et L’équa-
tion (3.62) montre l’architecture à deux degrés de libertés (estimation faite sur p2 et ϕ2).

■ Prédicteur à 1 DDL :

˙̂p2 =
p2 − p2(t − T )

T
+ I−1

x2
qS dClδ

(
∆p + σ̂ϕ

)
− Ke,ϕ ( p̂2 − p2) (3.61)

■ Prédicteur 2 DDL : ˙̂p2

˙̂ϕ2

 =
 p2−p2(t−T )

T

p̂2

 +
I−1

x2
qS dClδ

0

 (∆p + σ̂ϕ
)
− Ke,ϕ

p̂2 − p2

ϕ̂2 − ϕ2

 (3.62)

Le réglage du prédicteur à 1 DDL est plus simple car, dans ce cas, Ke,ϕ est scalaire contrairement au
cas du prédicteur à 2DDL où Ke,ϕ ∈ IR2×2 est une matrice. Pour réduire le nombre de paramètres à régler
dans le cas du predicteur à 2DDL, la méthode du placement de pôles est utilisée. Dans l’équation (3.63) p
représente les pôles de la dynamique de roulis en boucle fermée et pe les pôles du predicteur 2 DLL.

p = −13.3 ± 10.7 j (3.63a)

pe = −13.3κ ± 10.7 j (3.63b)

Le nouveau paramètre à régler devient κ qui modifie la vitesse des pôles du prédicteur par rapport aux
pôles de la dynamique de roulis en boucle fermée.

Figure 3.7 – Surfaces de réglage du gain Ke,ϕ pour l’augmentation adaptative en roulis (1DDL)
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Figure 3.8 – Surfaces de réglage du gain Ke,ϕ pour l’augmentation adaptative en roulis (2DDL)

Les figures 3.7 et 3.8 montrent les surfaces de réglage des gains Ke,ϕ pour le predicteur à 1 DDL et κ
pour le prédicteur à 2 DDL. On remarque que les indices de performances ϕ̌2 obtenus dans les deux cas
sont similaires. On remarque également qu’à partir de Ke,ϕ > 1000 ou κ > 70, l’augmentation adaptative
n’a plus d’effet sur la sortie ϕ2. Cela s’explique par la convergence trop rapide de l’erreur de prédiction du
fait des gains du prédicteur très élevées. Plus précisément, la dynamique de l’erreur de prédiction devient
trop rapide par rapport à la période d’échantillonnage, ce qui fait que la loi d’adaptation calcule une valeur
de σ̂ trop faible par rapport à σ.

En respectant la méthodologie présentée dans la section 3.4.5, on choisit le gain Ke,ϕ ou κ qui donne
l’indice ϕ̌2 le plus faible pour γϕ = γϕ,min (i.e Ke,ϕ =150 ou κ = 9.58). L’équation (3.64) montre la matrice
de gains obtenue pour le prédicteur à 2DLL avec κ = 9.58.

Ke,ϕ =

127.8 −9.7

10.7 127.8

 (3.64)

La figure 3.9 montre plus en détail le gain de performance apporté par l’augmentation adaptative sans
filtrage.

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

1.3

1.35

1.4

1.45

1.5

Figure 3.9 – Comparaison de l’Indice de performance ϕ̌2 en fonction du taux d’incertitude γϕ entre l’au-
topilote INDI de roulis et l’autopilote INDI adaptatif (sans filtrage)
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Le gain en performance du prédicteur à 1 DDL et à 2 DDL sont très similaires et, à ce stade de
la méthodologie, il n’est pas possible de déterminer la meilleure architecture. Dans les deux cas, une
amélioration des performances est observée pour γϕ < −0.5, mais une forte dégradation est présente pour
γϕ > 0.5. Cette dégradation est due aux oscillations hautes fréquences non-filtrées du signal de commande
∆uad. Ce problème est étudié dans la section suivante.

3.5.2 Réglage du filtre-passe bas

Les figures 3.10 et 3.11 montrent les surfaces de réglage de la bande passante du filtre passe-bas Cϕ(s)

avec les gains du prédicteur déjà choisis.

Figure 3.10 – surface de réglage de la bande passante ω f du filtre Cϕ(s) pour l’augmentation adaptative
en roulis avec le prédicteur 1DDL

Figure 3.11 – surface de réglage de la bande passante ω f du filtre Cϕ(s) pour l’augmentation adaptative
en roulis avec le prédicteur 2DDL

On remarque que dans le cas du prédicteur à 1 DDL, il n’est pas possible de trouver une fréquence de
coupure ω f de filtre Cϕ(s) qui donne un indice ϕ̌2 plus faible que l’autopilote INDI seul sur l’ensemble
de la plage d’incertitude. Dans le cas du predicteur à 2 DDL, en choisissant ω f = 365 rad/s, ce qui
est légèrement en dessous de la bande passante des actionneurs, l’augmentation adaptative améliore les
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performances de l’autopilote pour toute la bande d’incertitude considérée. L’architecture du predicteur à 2
DDL est donc choisie. La figure 3.12 compare l’indice ϕ̌2 dans le cas sans augmentation adaptative, avec
augmentation adaptative sans filtrage et avec augmentation adaptative filtrée.
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Figure 3.12 – Comparaison de l’indice de performance ϕ̌2 en fonction du taux d’incertitude γϕ entre
l’autopilote INDI de roulis et l’autopilote INDI adaptatif (avec et sans filtrage)

On remarque que l’ajout du filtre a fait disparaître la dégradation de performance pour γϕ > 0.7, mais
à également légèrement augmenté ϕ̌2 pour γϕ < −0.5 comparée à la version non-filtrée. Cette observation
illustre le compromis entre performance et robustesse apporté par le filtre C(s).

La validation de l’augmentation adaptative est effectuée par des simulations de type Monte-Carlo dans
la section suivante.

3.5.3 Validation par simulations de type Monte-Carlo

Pour valider le réglage, 30 simulations sont effectuées, balayant uniformément l’ensemble de la plage
d’incertitude. Les figures 3.13 et 3.14 montrent le suivi de référence de l’angle de roulis ϕ2 sans et avec
augmentation adaptative sur toute la plage d’incertitude considérée.

Figure 3.13 – Simulations de type Monte-Carlo sans l’augmentation adaptative
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Figure 3.14 – Simulations de type Monte-Carlo avec l’augmentation adaptative

Même s’il reste une simulation avec quelques oscillations dans la figure 3.14 correspondant au cas
extrême γϕ = −0.8, l’amélioration notable du suivi de référence entre les figures 3.13 et 3.14 permet de
valider le réglage de l’augmentation adaptative pour le roulis.

Les figures 3.15, 3.16 et 3.17 permettent de commenter plus en détails le fonctionnement de l’aug-
mentation adaptative, en affichant les variables internes pour des niveaux d’incertitudes particuliers (i.e
γ = 0, γ << 0, γ >> 0.
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Figure 3.15 – Simulations de la dynamique de roulis pour γϕ = 0

La simulation étudiée dans la figure 3.15 correspond au cas nominal (i.e γϕ = 0). La courbe bleue (ϕ2)
correspond à l’architecture INDI avec augmentation (et filtre), la courbe noire pointillée à l’autopilote
INDI seul. La courbe verte ϕ2,r correspond quant à elle au signal généré par le modèle de référence. Le
signal de commande généré par l’augmentation adaptative devrait être nul car il n’y a pas d’incertitude à
estimer. Or on remarque que, même si le signal σ̂ finit par converger vers 0, il n’est pas nul. Cela est dû à
l’erreur de prédiction qui n’est pas totalement nulle à cause des gains Ke,ϕ et qui provoque une oscillation
résiduelle sur le signal de commande.
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Figure 3.16 – Simulations de la dynamique de roulis pour γϕ = −0.8
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Figure 3.17 – Simulations de la dynamique de roulis pour γϕ = 1.8

Les simulations des figures 3.16 et 3.17 montrent deux cas où l’augmentation adaptative pour le roulis
permet de stabiliser l’angle de roulis là où l’autopilote INDI seul échoue. Pour conclure l’analyse du
réglage de l’augmentation adaptative pour l’autopilote de roulis, Les simulations montrent que l’ajout de
l’augmentation adaptative dégrade légèrement le cas nominal sans incertitude, mais permet de stabiliser
le système et d’obtenir les performances requises en cas de fortes incertitudes.

3.6 Application à la chaîne de tangage/lacet

En utilisant la même démarche que pour le roulis, le principal paramètre incertain utilisé dans la loi
de commande INDI de tangage/lacet (équation (2.86)) est le coefficient aérodynamique lié au moment de
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tangage et de lacet généré par les canards. Par conséquent, on peut faire la modélisation suivante :

GTL =


(qS d

Ĩt

)
Cmδ 0

0
(qS d

Ĩt

)
Cmδ


=


(qS d

Ĩt

)
Cmδ,nom(1 + γqr) 0

0
(qS d

Ĩt

)
Cmδ,nom(1 + γqr)


= (1 + γqr)


(qS d

Ĩt

)
Cmδ,nom 0

0
(qS d

Ĩt

)
Cmδ,nom


= (1 + γqr)GTL,nom (3.65)

Les mêmes hypothèses de découplage et de symétrie faites dans la section 2.6.1.2 sont utilisées pour
simplifier le réglage de l’augmentation adaptative appliquée à la chaîne de tangage et de lacet. Plus préci-
sément, le réglage du gain Ke,qr du prédicteur et le réglage de la bande passante du filtre passe-bas Cqr(s)
sont effectués sur la chaîne de tangage et sont réutilisés sur la chaîne de lacet. Les simulations de type
Monte-Carlo dans la figure 3.24, permettent de confirmer la validité de cette approche.

Comme la figure 3.6, la figure 3.18 montre l’indice de performance q̌ =
∥q∥L∞
∥qc∥L∞

sur la chaine de tangage
en fonction du taux d’incertitude γqr.
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Figure 3.18 – Indice de performance q̌ en fonction du taux d’incertitude γqr pour l’autopilote INDI de
tangage/lacet

A partir de la figure 3.18 et en respectant la méthodologie de réglage, on définit les bornes de γqr

comme suit
γqr ∈ [−0.5; 1.2] (3.66)

3.6.1 Réglage du prédicteur d’état

L’équation (3.67) montre l’architecture du prédicteur d’état de tangage/lacet ˙̂q

˙̂r

 =
 q(t)−q(t−T )

T
r(t)−r(t−T )

T

 +


qS dCmδ
Ĩt

0

0
qS dCmδ

Ĩt



∆q

∆r

 +
σ̂q

σ̂r


 −

Ke,qr 0

0 Ke,qr


q̂ − q

r̂ − r

 (3.67)
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3.6. Application à la chaîne de tangage/lacet

A cause de la dynamique non-linéaire des vitesses de tangage et de lacet, il n’est pas possible d’em-
ployer une approche par placement de pôles comme pour le predicteur à 2DDL appliqué au roulis. A la
place, la surface de réglage (figure 3.19) est obtenue en faisant varier Ke,qr sur une plage fixée et γqr sur la
plage déterminée par l’équation (3.66).

Figure 3.19 – Surface de réglage du gain Ke,qr pour l’augmentation adaptative en tangage

La figure 3.19 montre que l’action du gain Ke,qr améliore grandement l’indice q̌ quand γqr < −0.5,
mais dégrade fortement les performances quand γqr > 0.3. On remarque également que, quand Ke,qr >

120, l’indice q̌ ré-augmente pour γqr < −0.5. Cela est dû au fait que le gain Ke,qr devient trop fort pour
permettre une bonne estimation des incertitudes par la loi d’adaptation (dynamique de l’erreur de prédic-
tion trop forte). La valeur de Ke,qr = 100 est choisie pour la suite du réglage. La comparaison de q̌ entre
l’autopilote INDI avec et sans augmentation adaptative est faite à la figure 3.20.
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Figure 3.20 – Comparaison de l’indice de performance q̌ en fonction du taux d’incertitude γqr entre
l’autopilote INDI de tangage/lacet et l’autopilote INDI adaptatif (sans filtrage)

La figure 3.20 montre que le filtrage du signal de commande adaptative est nécessaire pour réduire q̌
quand γqr > 0.3 mais que le gain en performance est très important pour γqr < 0 .
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Chapitre 3. Conception d’une augmentation adaptative pour autopilote INDI

3.6.2 Réglage du filtre passe-bas

La figure 3.21 montre la surface de réglage de la fréquence de coupure ω f ,qr du filtre passe-bas Cqr(s).

Figure 3.21 – Surface de réglage de la bande passante ω f ,qr du filtre Cqr(s) pour l’augmentation adaptative
en tangage/lacet

La surface de réglage montrée dans la figure 3.21 montre que, pour Ke,qr = 100, la plage des fréquences
de coupure du filtre Cqr(s) qui permet de réduire q̌ sur toute la plage d’incertitude est faible. Pour ω f ,qr >

500 rad/s, le filtre Cqr(s) ne coupe pas assez les oscillations du signal de commande adaptative, ce qui
dégrade les performances et, pour ω f ,qr < 200 rad/s, le filtre réduit trop les composantes hautes fréquence
de σ̂q, ce qui dégrade également les performance de l’augmentation adaptative. La figure 3.21 montre que
la fréquence de coupure ω f ,qr adéquate se situe autour de 350 rad/s, ce qui, comme pour l’augmentation
adaptative appliquée au roulis, est cohérent avec la bande passante des actionneurs.

La figure 3.22 compare l’indice q̌ entre les différentes versions de l’autopilote (sans augmentation
adaptative, avec augmentation adaptative non filtrée et avec augmentation adaptative filtrée) et permet de
valider le réglage.
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Figure 3.22 – Comparaison de l’indice de performance q̌ en fonction du taux d’incertitude γqr entre
l’autopilote INDI de tangage/lacet et l’autopilote INDI adaptatif (avec filtrage)
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3.6. Application à la chaîne de tangage/lacet

3.6.3 Validation par simulations de type Monte-Carlo

Les simulations de type Monte-Carlo (figures 3.23 et 3.24) effectuées sur toute la plage d’incerti-
tude complètent la figure 3.22 et confirment l’amélioration des performances apportée par l’augmentation
adaptative.

Figure 3.23 – Simulations type Monte-Carlo sans l’augmentation adaptative

Figure 3.24 – Simulations de type Monte-Carlo avec l’augmentation adaptative

Ces simulations permettent également de valider les hypothèses de découplage et de symétrie faites
pour simplifier le réglage. En effet, le même filtre passe-bas et le même gain du prédicteur que sur la
chaîne de tangage sont appliqués sur la chaine de lacet et améliorent de la même façon les performances.

Les figures 3.25, 3.26 et 3.27 comparent les performances entre les deux versions de l’autopilote INDI
(avec et sans augmentation adaptative) pour des niveaux d’incertitudes particuliers.
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Figure 3.25 – Simulations de la dynamique de tangage/lacet pour γqr = 0

La simulation dans la figure 3.25 montre le cas nominal (γqr = 0). Dans ce cas, le signal de commande
incremental généré par l’augmentation adaptative devrait être nul. Cependant, on remarque que σ̂ est non
nul à certains moments. Cela est dû au fait que le prédicteur d’état est basé sur les équations linéarisées de
la INDI qui ne prennent pas en compte le couplage entre les chaines de tangage et de lacet. Par conséquent,
cette différence augmente l’erreur de prédiction, cette dernière alimentant la loi d’adaptation. Ainsi, la
simulation présentée en figure 3.25 montre que l’augmentation adaptative permet de diminuer l’erreur
d’inversion dynamique décrit par l’équation (2.88) et par conséquent, de diminuer le couplage entre les
chaines de tangage et de lacet.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

0

0.5

1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

0

0.5

1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

0

5

10

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

-10

-5

0

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

-0.5

0

0.5

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

-0.5

0

0.5

Figure 3.26 – Simulations de la dynamique de tangage/lacet pour γqr = −0.5
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3.7. Application à la chaîne de facteurs de charge
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Figure 3.27 – Simulations de la dynamique de tangage/lacet pour γqr = 1.3

Les simulations dans les figures 3.26 et 3.27, montrent plus en détail les cas où les taux d’incertitudes
considérés est à la limite minimale puis maximale de la plage d’incertitude considérée. Dans ces deux cas,
on observe que la réponse du système bouclé en tangage/lacet est instable sans augmentation adaptative
et est très proche de la réponse idéale avec l’augmentation adaptative.

Pour conclure la validation du réglage de l’augmentation adaptative de tangage et de lacet, la compa-
raison entre les simulations des figures 3.23 et 3.24 met en lumière un gain en performance apportée par
l’augmentation adaptative bien plus marqué que pour la dynamique de roulis. Cela est dû à la dynamique
non-linéaire de tangage et de lacet qui est plus sensible aux incertitudes paramétriques. Au delà de l’amé-
lioration de la robustesse du système face au incertitudes paramétriques, la simulation 3.25 montre que
l’augmentation adaptative réduit le couplage entre les chaines de tangage et de lacet grâce à la prise en
compte du couplage dans l’erreur de prédiction.

3.7 Application à la chaîne de facteurs de charge

Le dernier réglage effectué est fait sur l’augmentation adaptative de l’autopilote pour les facteurs de
charge. Contrairement aux lois de commande INDI pour le roulis, pour le tangage et pour le lacet, la
loi de commande INDI pour les facteurs de charge fait intervenir plusieurs coefficients aérodynamiques
(voir équation (2.97)). Comme pour la chaine de tangage/lacet, afin de réduire la dimension du réglage,
plusieurs hypothèses simplificatrices sont employées :

■ Découplage :
Comme pour les dynamiques de tangage et de lacet, les dynamiques des facteurs de charge laté-
raux et verticaux sont considérées suffisamment découplées par l’autopilote INDI pour être traitées
séparément.

■ Symétrie :
Les spécifications du cahier des charges imposent la même dynamique en boucle fermée pour les
deux chaînes de facteurs de charge

■ Incertitudes uniquement sur CNδ :
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Chapitre 3. Conception d’une augmentation adaptative pour autopilote INDI

La matrice GFC utilisée dans la loi de commande INDI fait intervenir l’estimation de trois coeffi-
cients aérodynamiques (i.e CNδ , CYpα

et CNα). CNδ est le coefficient aérodynamique lié à la force
des canards et est le coefficient le plus incerntain parmis ceux intervenant dans GFC. Ainsi, pour
simplifier le réglage de l’augmentation adaptative, seul CNδ est considéré comme incertain et son
expression est donnée par :

CNδ = (1 + γyz)CNδ,nom (3.68)

Ces trois hypothèses permettent de simplifier le réglage et de pouvoir employer la même méthodologie de
réglage que pour l’augmentation adaptative en roulis, en tangage et en lacet. Le réglage est effectué sur la
chaîne de facteur de charge vertical nz et est réutilisé pour la chaîne de facteur de charge latéral ny.

En faisant varier le taux d’incertitude γyz du coefficient aérodynamique CNδ , on obtient les resultats
de la figure 3.28. Dans la simulation de la figure 3.28, ňz =

∥nz∥L∞

∥nz,c∥L∞
est l’indice y̌ appliqué au réglage

de l’augmentation adaptative pour les chaines de facteurs de charge. Du fait de l’architecture en cascade
de l’autopilote de facteurs de charge (figure 2.23), le signal de commande de l’autopilote de facteurs de
charge est utilisé comme consigne par l’autopilote de tangage et de lacet. On peut donc se demander si
l’augmentation adaptative en tangage et en lacet permet d’améliorer les performances de l’autopilote de
facteurs de charge.
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Figure 3.28 – Indice de performance ňz en fonction du taux d’incertitude γyz pour l’autopilote de facteurs
de charge

La figure 3.29 compare l’indice γyz avec et sans augmentation adaptative en tangage/lacet pour la
plage d’incertitude suivante :

γyz ∈ [−0.9; 0.9] (3.69)

La zone γyz ∈ [−1;−0.9] est volontairement exclue du réglage car cela reviendrait à annuler presque
totalement la force des canards sur le système, et engendrerait la perte de la contrôlabilité du système.
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Figure 3.29 – Indice de performance ňz en fonction du taux d’incertitude γyz pour l’autopilote de facteurs
de charge

On remarque que l’augmentation adaptative en tangage et en lacet apporte un gain en performance
quand γyz > 0.7.

3.7.1 Réglage du prédicteur d’état

L’architecture du prédicteur d’état de l’augmentation adaptative pour l’autopilote de facteurs de charge
est donnée par l’équation suivante : ˙̂nz

˙̂ny

 =
 nz(t)−n−z(t−T )

T
ny(t)−n−y(t−T )

T

 +GFC

∆z + σ̂nz

∆y + σ̂ny

 −
Ke,yz 0

0 Ke,yz


n̂z − nz

n̂y − ny

 (3.70)

où Ke,yz est le gain du prédicteur à régler dont la surface de réglage est montrée par la figure 3.30.

Figure 3.30 – Surface de réglage du gain Ke,yz pour l’augmentation adaptative en facteurs de charge
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En choisissant Ke,yz = 100, la figure 3.31 est obtenue.
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Figure 3.31 – Indice de performance ňz en fonction du taux d’incertitude γyz pour l’autopilote de facteurs
de charge

On remarque que, sans filtrage, l’augmentation adaptative diminue l’indice ňz pour les taux d’in-
certitude les plus critiques (i.e γyz < −0.5) mais dégrade les performances pour la majorité des cas (i.e
γyz > −0.5). Cela est dû au fait que le signal de commande de l’étage d’inversion lente est envoyé à l’étage
d’inversion rapide qui possède une bande passante très faible compte tenu du temps de stabilisation de la
dynamique de vitesse de tangage et de lacet en boucle fermée (0.3 s) . Le filtrage du signal de commande
adaptative est donc indispensable.

3.7.2 Réglage du filtre passe-bas

La surface de réglage de la bande passante ω f ,yz du filtre passe bas Cyz(s) montrée par la figure 3.32
suggère une valeur de ω f ,yz comprise entre 40 et 71 rad/s.

Figure 3.32 – Surface de réglage de la bande passante ω f ,yz du filtre Cyz(s) pour l’augmentation adaptative
en facteurs de charge
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3.7. Application à la chaîne de facteurs de charge

La figure 3.33 compare l’indice ňz entre plusieurs versions de l’autopilote de facteurs de charge.
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Figure 3.33 – Indice de performance ňz en fonction du taux d’incertitude γyz pour l’autopilote de facteurs
de charge

On remarque que l’augmentation adaptative de l’autopilote de facteurs de charge permet de réduire
ňz pour γyz < 0.5 et pour γyz < 1.3, alors que le système avec l’autopilote INDI seul devient instable à
partir de γyz > 0.7. Les simulations effectuées dans la section suivante présentent plus en détail le gain en
performance apporté par l’augmentation adaptative de l’autopilote de facteurs de charge.

3.7.3 Validation par simulations de type Monte-Carlo

Les figures 3.34 et 3.35 comparent les réponses en boucle fermée des dynamiques de facteurs de
charge avec et sans augmentation adaptative sur la plage d’incertitudes définie par l’équation (3.69).

Figure 3.34 – Simulations de type Monte-Carlo de la dynamique des facteurs de charge sans l’augmenta-
tion adaptative

131



Chapitre 3. Conception d’une augmentation adaptative pour autopilote INDI

Figure 3.35 – Simulations de type Monte-Carlo de la dynamique des facteurs de charge avec l’augmenta-
tion adaptative

Même si des petites oscillations dans les réponses sont toujours présentes pour les cas les plus cri-
tiques, on remarque que l’augmentation adaptative améliore les performances de l’autopilote des facteurs
de charge. Le système reste stable et le couplage entre les deux chaînes est réduit.

Les simulations dans les figures 3.36, 3.37 et 3.36 comparent plus en détail les deux versions de l’au-
topilote de facteurs de charge à des niveaux d’incertitudes fixes.

Figure 3.36 – Simulations de la dynamique des facteurs de charge pour γyz = 0

Comme dans la figure 3.25, la figure 3.36 montre que l’augmentation adaptative de facteurs de charge
améliore les performances de l’autopilote même dans le cas nominal. On remarque un couplage légère-
ment réduit entre les deux chaînes mais on remarque également que les vitesses de tangage et de lacet
commandées [qc rc]⊤ sont plus grandes avec l’augmentation adaptative.
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3.8. Comparaison et validation avec des trajectoires guidées

Figure 3.37 – Simulations des facteurs de charge pour γyz = −0.9

Figure 3.38 – Simulations des facteurs de charge pour γyz = 0.9

Les simulations dans les deux figures 3.37 et 3.38 montrent que l’augmentation adaptative améliore
globalement les performances. Cependant, l’amélioration apportée est bien inférieure à celle apportée à
l’augmentation adaptative sur l’autopilote de tangage et de lacet. Cela peut être expliqué par le fait que
les hypothèses utilisées (présentées en début de section 3.7) pour le réglage sont trop simplificatrices. En
effet, il serait pertinent de considérer une matrice Ke,yz pleine et des incertitudes sur les trois coefficients
aérodynamiques utilisés dans la loi de commande.

3.8 Comparaison et validation avec des trajectoires guidées

La dernière étape de la validation de l’augmentation adaptative dans son ensemble est la comparaison
des performances des deux autopilotes dans un scénario de trajectoire guidée. Les conditions initiales
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de simulations sont identiques à celles définies dans la section 2.7.2. 30 simulations sont effectuées en
considérant les incertitudes données par le tableau suivant :

paramètres niveau d’incertitude

Clδ [-80% 180%]

Cmδ [-90% 90%]

CNδ [-90% 180%]

Table 3.1 – Paramètres et incertitudes considérés pour la validation du réglage des augmentations adapta-
tive

Les simulations sont effectuées avec un paramètre incertain à la fois, c’est-à-dire que dans les dix
premières simulations, seulement des incertitudes sur Clδ sont considérées, ensuite dans les 10 suivantes,
seulement des incertitudes sur Cmδ et enfin dans les 10 dernières seulement sur CNδ . Les figures 3.39 et
3.40 montrent l’évolution de l’angle de roulis ϕ2 et des facteurs de charges latéral et vertical [nz ny]⊤,
ainsi que les signaux de commande en roulis, en tangage et en lacet [δp δq δr]⊤ dans les simulations
avec et sans augmentation adaptative.

Figure 3.39 – Simulations de trajectoires guidées sans augmentation adaptative (variables régulées)

Figure 3.40 – Simulations de trajectoires guidées avec augmentation adaptative (variables régulées)
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3.8. Comparaison et validation avec des trajectoires guidées

Les figures 3.41 et 3.42 montrent les trajectoires guidées et les écarts de distance entre les points
d’impacts de chaque tir d’une part et la cible d’autre part.

Figure 3.41 – Simulations de trajectoires guidées sans augmentation adaptative (trajectoires)

Figure 3.42 – Simulations de trajectoires guidées avec augmentation adaptative (trajectoires)

Sur la figure 3.41, les courbes en pointillés désignent les trajectoires où l’un des autopilotes de roulis,
de tangage, de lacet ou de facteurs de charge a divergé. En comparant respectivement les figures 3.39 et
3.41 avec les figures 3.40 et 3.42, on peut noter l’amélioration apportée par l’augmentation adaptative
mais également les limites de la méthodologie de réglage utilisée. En effet, la méthodologie de réglage
présentée dans la section 3.4.5 ne considère que des consignes de type échelon pour définir le critère y̌.
Cette hypothèse est valide pour la chaine de roulis car la loi de guidage utilisée impose un angle de roulis
de la FCT constant (i e. ϕ2,c = 0 degré). Les facteurs de charges désirés par la loi de guidage, quant à
eux évoluent lentement dans le temps (figure 3.40), ce qui les rend plus faciles à suivre par l’autopilote
de facteurs de charge qu’une référence de type échelon. Ainsi, même si l’augmentation adaptative permet
de garder la stabilité du système dans les cas d’incertitudes les plus difficiles, l’autopilote INDI seul reste
suffisamment robuste dans la majorité des cas considérés et présente des meilleures performances que
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dans les simulations de validation des sections 3.5.3, 3.6.3 et 3.7.3.

3.9 Conclusion

Dans ce chapitre, le problème de la dégradation des performances des autopilotes INDI soumis aux
incertitudes paramétriques est traité.

Dans un premier temps, la légitimité de ce problème est justifiée par l’utilisation de l’estimation de
certains coefficients aérodynamiques jugés très incertains dans les lois de commande conçues dans le
chapitre 2. La modélisation des incertitudes et leur influence sur les performance des autopilotes INDI ont
ensuite été détaillées.

Dans un second temps, un état de l’art concernant la commande adaptative a été dressé et la théorie
des deux architectures principales de commande adaptative (MRAC et commande L1 adaptative) ont
été résumées. L’architecture de la commande L1 adaptative a été jugée plus intéressante à implémenter
notamment grâce à l’utilisation d’un filtre passe-bas qui permet d’avoir un degré de liberté supplémentaire
pour le réglage de l’augmentation adaptative. Cependant la théorie de la commande L1 adaptative étant
basée sur les systèmes linéaires il a été nécessaire d’adopter une architecture qui associe commande INDI
et architecture type L1 adaptative.

Une fois l’architecture d’augmentation adaptative utilisée définie en détail, la méthodologie de ré-
glage des paramètres de l’augmentation adaptative a été présentée. Les résultats de simulations obtenus
pour l’autopilote de roulis, de tangage, de lacet et de facteurs de charge montrent l’efficacité de la métho-
dologie de réglage, mais également ses limites. Plus précisément, les simulations type Monte-Carlo ont
mis en lumière le gain en performance très important qu’apporte l’augmentation adaptative, en réduisant
les oscillations en sortie et en gardant le système stable dans les cas les plus critiques. Les résultats de
ce chapitre ont également montré l’intérêt du filtre passe-bas, permettant de réduire les oscillations du
signal de commande et ainsi de ne pas dégrader les performances du système dans le cas d’incertitudes
faibles. Des hypothèses fortes de découplage et de symétrie ont été utilisées pour le réglage des chaînes de
tangage, de lacet et de facteurs de charge afin de réduire la complexité du réglage. De plus, la méthode ne
considère que des entrées de type échelon, or la loi de guidage utilisée envoie des consignes évoluant dans
le temps. Enfin, la méthodologie de réglage ne prend pas en compte la marge de retard. Le chapitre 4 traite
de ce dernier aspect, c’est à dire la synthèse d’un filtre passe-bas permettant d’obtenir un bon compromis
entre la minimisation de la norme L1 d’un système bouclé et la garantie d’une certaine marge de retard,
retard typiquement introduit par les capteurs et les temps de calcul.
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4.1 Introduction et motivations

La méthodologie de réglage des augmentations adaptatives mise en place dans la section 3.4.5 présente
des limitations évidentes. Premièrement, le critère d’optimisation choisi ne considère que des entrées de
type échelon, or les simulations de trajectoires guidées montrent que les facteurs de charge désirés par la
loi de guidage ne sont pas de type échelon. Deuxièmement, la méthodologie de réglage n’inclut pas de
critère sur une marge de retard à garantir.

Par conséquent pour améliorer le réglage de l’augmentation adaptative, il faudrait une méthodologie
qui ne fasse pas d’hypothèse sur la forme du signal de consigne et qui inclut des critères sur la marge de
retard du système bouclé.
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Ce chapitre traite donc de l’étude de méthodes pour la synthèse du filtre passe-bas de l’augmentation
adaptative appliquée à la dynamique de roulis. En effet, le filtre passe-bas adaptatif permet de régler le
compromis entre performance et robustesse. Plus précisément, un filtre avec une grande bande passante
permet une meilleure adaptation (voir équation (3.45)) mais réduit la marge de retard du système [CH10].
L’objectif est donc d’obtenir un filtre qui permette la meilleur adaptation possible (i.e. norme L1 mini-
male) tout en imposant une marge de retard à respecter. Ce type de synthèse par optimisation LMI a déjà
été traité dans la littérature [LHCW08], mais le problème qui est ici étudié diffère grandement de part les
objectifs d’optimisation et l’architecture du contrôleur (emplacements des retards différents et modélisa-
tion du système bouclé plus complexe). L’étude est effectuée en temps continu, le filtre obtenu est ensuite
discrétisé via la transformée bilinéaire de Tustin. La section 4.2 rappelle la structure de la chaîne de roulis
bouclée et montre la nature et la localisation des différents retards considérés. Ensuite, la section 4.3 traite
des solutions dans la littérature pour l’optimisation d’une norme L1 et pour la stabilité des systèmes à
retards et montre les difficultés d’applications des méthodes de la littérature au problème étudié. Dans la
section 4.4, la réalisation d’état du système bouclé comprenant la dynamique de roulis, l’autopilote INDI
et l’augmentation adaptative est détaillée. Enfin, la section 4.5 présente et discute les résultats obtenus.

4.2 Système bouclé et retards considérés

Pour simplifier la notation dans ce chapitre, les variables d’états et de commande spécifiques à la
dynamique de roulis (i.e. ϕ2, p2, δp) sont remplacées par des équivalents génériques, (i.e x1, x2, u). La
réalisation d’état en boucle ouverte de la dynamique de roulis dans le cas incertain est donnée par

ẋ = Ax + (B + ∆B)u (4.1)

avec

A =

0 1

0 0

 , B =
0

G

 ,∆B =

 0

∆G

 , x =
x1

x2

 =
ϕ2

p2

 , u = δp (4.2)

Les figures 4.1 et 4.2 montrent les architectures de la dynamique de roulis bouclée avec l’autopilote
INDI. Sur la figure 4.1, il n’y a pas d’augmentation adaptative, contrairement à la figure 4.2. Dans les deux
figures, deux retards sont présents dans le système, modélisés par les transferts e−sτ1 et e−sτ2 .

+ - ++

Figure 4.1 – Architecture de la dynamique de roulis avec l’autopilote INDI et les retards
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+ - +++
+

Figure 4.2 – Architecture de la dynamique de roulis avec l’INDI, les retards et l’augmentation adaptative

Plus précisément, trois retards sont considérés dans le système bouclé :

■ Retard de calcul τ1 : Retard en sortie d’autopilote modélisant le retard que prend le calculateur em-
barqué pour calculer le signal de commande à envoyer aux actionneurs.

■ Retard de transmission des capteurs τ2 : Retard modélisant à la fois le retard lié à la dynamique des
capteurs et le retard lié aux différents filtrages de navigation (estimation et filtrage). Les états x1 et
x2 sont considérés retardés de la même façon.

■ Retard lié à l’estimation de ẋ2 : Pour estimer ẋ2, la formule d’Euler explicite est utilisée, ce qui
introduit un retard d’une période d’échantillonnage T . L’estimation numérique de ẋ2 est notée x̃2.

La section 4.3 définit l’ensemble des LMI à résoudre pour la synthèse d’un filtre passe-bas optimisant
une normeL1 en garantissant une marge de retard et discute de l’application des méthodes de la littérature
au problème considéré dans ce chapitre.

4.3 Définition des LMI à résoudre pour la synthèse du filtre

4.3.1 LMI pour la caractérisation de la norme L1 d’un système

On considère le système G(s) = C(sI − A)−1B avec

ẋ = Ax + Bu (4.3a)

y = Cx + Du (4.3b)

Différentes caractérisations de la norme L1 par une approche LMI sont proposées dans les références
suivantes [ANP96, NPT07]. Dans notre cas le terme direct D est nul mais les références [SGC97, PPR00]
traitent du cas général. Dans le théorème 2.2 dans [ANP96], on a ∥G∥L1 < λ si et seulement s’il existe une
matrice P = PT > 0 et un réel α > 0 tels que

AP + PAT + αP +
BBT

α
⩽ 0, (4.4a)

λ2P−1 > CTC. (4.4b)
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En appliquant le lemme de Schur (A.4.1), les inégalités (4.4a) et (4.4b) sont équivalentes àAP + PAT + αP B

BT −αI

 ⩽ 0, (4.5a)

λ2P−1 > CTC. (4.5b)

les LMI à résoudre sont AP + PAT + αP B

BT −αI

 ⩽ 0, (4.6a)

 P PCT

CP λ2I

 > 0. (4.6b)

Il faut que 0 < α < −2 max(ℜ(λ(A))) pour que les LMI (4.6) admettent une solution, où λ(A) est un
élément de l’ensemble des valeurs propres de la matrice A. La matrice inconnue est alors la matrice P.
Ainsi, les LMIs (4.6) permettent de déterminer une majoration λ de ∥G∥L1 . Cependant l’équation (4.6)
n’est pas adéquate pour la synthèse d’un filtre C(s) = C f (sIn f − A f )−1B f car l’équation (4.6) n’est pas
linéaire en A f et C f (la structure de B f = [0 1]⊤ est imposée). L’annexe C.2 detaille le cheminement qui
conduit aux LMIs suivant : 

A01 P1 + P1AT
01
+ αP1 P1AT

02
+W11Z B̃1

A02 P1 + ZT WT
11

Y + YT + αP3 0

B̃T
1 0 −α

 ⩽ 0, (4.7a)


P1 0 P1C̃

0 P3 0

C̃P1 0 λ2

 > 0 (4.7b)

où les nouvelles variables de décisions sont P1,P3, Y et Z. Pour que le filtre C(s) = C f (sIn f − A f )−1B f ait
un gain statique unitaire (propriété nécessaire pour ne pas amplifier le signal σ̂) , on impose la structure
de Y et de Z comme suit (preuve en annexe C.3)

Y =

 Y1 0(n f−1)×1

Y2 ρ

 et Z =
[
Z −ρ

]
(4.8)

Finalement le filtre C(s) est synthétisé grâce aux solutions obtenues pour les variables de décisions Y , Z
et P3 :

C f = ZP−1
3 (4.9a)

A f = YP−1
3 (4.9b)
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4.3.2 LMI pour la stabilité robuste et marge de retard

Il existe plusieurs LMI dans la littérature pouvant garantir la stabilité d’un système subissant plusieurs
retards et pouvant être décrit par l’équation suivante :

Ẋ = Ad0X +
r∑

i=0

AdiX(t − τi) (4.10)

Dans notre cas,

Ẋ = Ad0X+Ad1X(t−τ1)+Ad2X(t−τ2)+Ad3X(t−τ1−τ2)+Ad4X(t−τ1−τ2−T )+Bd0r+Bd1r(t−τ1) (4.11)

avec X = [x1 x2 xδ xv x̂1 x̂2]⊤ où xδ est l’état des actionneurs et xv l’état du contrôleur externe lié
à son action intégrale. Les matrices Ad0, Ad1,Ad2,Ad3, Ad4, Bd0 et Bd1 sont calculées à partir de la figure 4.2
et sont données en annexes C.1.

Parmi les solutions étudiées dans la littérature, aucune ne s’est révélée être compatible avec le pro-
blème traité dans ce chapitre (c’est pourquoi le calcul des matrices de l’équation (4.11) n’est pas détaillé) :
calculer un filtre C(s) garantissant une majoration de la norme L1 et une marge de retards.

■ Les LMIs proposées dans [NDD96], [GKC03, pp.233], [XL03] et [KNR99] comportent des bili-
néarités si elles sont utilisées pour la synthèse du filtre C(s).

■ Les LMIs proposées dans [WHS10] et [HWS06], [KR99] et [CSC98] sont non-affines.

■ Dans [Xu01], le nombre de LMI à résoudre dépend du nombre de retards r considérés, pour r = 4,
cela revient à résoudre 32 LMI.

■ Dans [dPP01] [SLJ00] et [PPd00], on suppose que le système est stable en l’absence de retard
(ℜ(λ(Ad0)(< 0), or cette hypothèse n’est pas vérifiée dans notre cas à cause de l’utilisation de la
dérivée numérique x̃2 qui introduit un retard d’une période d’échantillonnage T . Sans ce retard,
x̃2 = 0, ce qui produit une loi de commande qui rend instable le système bouclé en roulis.

■ Dans [DLSW09], on suppose que Ad1 = Ad2... = Adr, ce qui n’est pas vérifié dans notre cas.

4.3.3 Problèmes structurels pour la résolution des LMI

La méthode initiale qui était de résoudre conjointement les LMI de la section 4.3.1 et celles des articles
cités dans la section 4.3.2 n’est pas envisageable car, il n’existe pas de LMI dans la littérature dédiée à la
stabilité des systèmes à retards qui soient adaptée au problème étudié. La solution envisagée pour résoudre
ce problème structurel a été de modéliser les retards τ1, τ2 et T par des approximations de Padé et de les
inclure directement dans la réalisation d’état du système bouclé. Ainsi, il n’est plus nécessaire de résoudre
les LMI liée à la stabilité des systèmes à retards. Il suffit de résoudre les LMI liée à l’optimisation L1

en associant les approximations de Padé liée à τ1 et τ2 aux marges de retard souhaitées. La section 4.4
détaille la réalisation d’état de la dynamique de roulis en boucle fermée avec la modélisation des retard
par approximation de Padé.
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4.4 Réalisation d’état de la dynamique de roulis en boucle fermée

L’optimisation par LMI nécessite d’avoir le système entier sous la forme d’une réalisation d’état.
Cependant, les fonctions de transferts e−sτ ne sont pas rationnelles. La sous-section 4.4.1 montre les ap-
proximations de Padé utilisées pour approximer e−sτ avec une fonction de transfert rationnelle.

4.4.1 Approximation de Padé

L’approximation de Padé d’un retard pur est donnée par

e−τs ≈ Pr(s) =

r∑
k=0

(r − k)!
k!(r − k)!

(−τs)k

r∑
k=0

(r − k)!
k!(r − k)!

(τs)k

(4.12)

où r est le degré de la fonction de transfert Pr(s) et k! est la factorielle du nombre entier naturel k.

Pour r = 1, 2, 3 et 4 on obtient

e−τs ≈ P1(s) =
−τs + 2
τs + 2

(4.13a)

e−τs ≈ P2(s) =
τ2s2 − 6τs + 12
τ2s2 + 6τs + 12

(4.13b)

e−τs ≈ P3(s) =
−τ3s3 + 12τ2s2 − 60τs + 120
τ3s3 + 12τ2s2 + 60τs + 120

(4.13c)

e−τs ≈ P4(s) =
τ4s4 − 20τ3s3 + 180τ2s2 − 840τs + 1680
τ4s4 + 20τ3s3 + 180τ2s2 + 840τs + 1680

(4.13d)

Pour avoir une “bonne” approximation du retard τ, il faut que r ⩾ 2.

Pour les retards τ1 et τ2 et T , on introduit les approximations de Padé P1(s) et P2(s) et PT (s) données
par

e−τ1 s ≈ P1(s) =

 Ap1 Bp1

Cp1 Dp1

 , (4.14a)

e−τ2 s ≈ P2(s) =

 Ap2 Bp2

Cp2 Dp2

 , (4.14b)

e−T s ≈ PT (s) =

 ApT BpT

CpT DpT

 (4.14c)

On appelle xpT ∈ IRnpT , xp1 ∈ IRnp1 , xp21
∈ IRnp2 et xp22

∈ IRnp2 , les vecteurs d’état des trois approxi-
mations de Padé pour les retards sur la période T , la commande et sur les états x1 et x2. Il y a deux états
xp21

et xp22
car le retard τ2 affecte x1 et x2.

Les approximations de Padé ayant été définies, il est maintenant possible d’écrire la réalisation d’état
de la dynamique de roulis bouclée avec l’autopilote INDI et l’augmentation adaptative. La sous-section 4.4.2
s’intéresse à la partie INDI avec la dynamique de roulis et la section 4.4.3 calcule la partie adaptative. La
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réalisation d’état totale est ensuite utilisée pour la synthèse du filtre par LMI.

4.4.2 Dynamique de roulis avec INDI

A partir des équations (4.1) et (4.2), on peut écrire

ẋ1 = x2 (4.15)

ẋ2 = (G + ∆G)u (4.16)

On cherche à obtenir l’expression de la commande u à partir des états du système. La première étape
est d’écrire la relation entre u et ∆u, d’après la figure suivante :

+
+

Figure 4.3 – Actionneurs avec retard

La réalisation d’état des actionneurs est donnée par :

Gδ(s) =

 Aδ Bδ

Cδ 0

 (4.17)

Donc la configuration de la figure 4.3 peut être modélisée par :ẋδ = Aδxδ + Bδ (u(t − τ1) + ∆u(t − τ1))

u = Cδxδ
(4.18)

avec xδ ∈ IRnδ .

Ce système retardé s’approxime ainsi avec les approximations de Padé

u =

 Aδ Bδ

Cδ 0


 Ap1 Bp1

Cp1 Dp1

 (u + ∆u)

=


Aδ BδCp1 BδDp1

0 Ap1 Bp1

Cδ 0 0

 (u + ∆u) (4.19)

On obtient donc

ẋ1 = x2 (4.20a)

ẋ2 = (G + ∆G)u

= (G + ∆G)Cδxδ (4.20b)

ẋδ = Aδxδ + BδCp1 xp1 + BδDp1(u + ∆u) (4.20c)
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ẋp1 = Ap1 xp1 + Bp1(u + ∆u) (4.20d)

u = Cδxδ (4.20e)

On fait dispaître u dans (4.20)

ẋ1 = x2 (4.21a)

ẋ2 = (G + ∆G)Cδxδ (4.21b)

ẋδ = Aδxδ + BδCp1 xp1 + BδDp1Cδxδ + BδDp1∆u (4.21c)

ẋp1 = Ap1 xp1 + Bp1Cδxδ + Bp1∆u (4.21d)

et on obtient le système à commander avec la commande incrementale ∆u

ẋ1 = x2 (4.22a)

ẋ2 = (G + ∆G)Cδxδ (4.22b)

ẋδ = (Aδ + BδDp1Cδ)xδ + BδCp1 xp1 + BδDp1∆u (4.22c)

ẋp1 = Bp1Cδxδ + Ap1 xp1 + Bp1∆u (4.22d)

Dans la figure 4.2, on a
∆u = ∆ubl + ∆uad . (4.23)

L’objectif est maintenant de faire disparaître ∆u des calculs. On commence par calculer le signal de
commande incrementale INDI ∆ubl rappelé par l’équation (4.24).

∆ubl = G−1(v − x̃2(t − τ2)) (4.24)

avec la dérivée numérique suivante

x̃2(t − τ2) =
x2(t − τ2) − x2(t − τ2 − T )

T
(4.25)

et v la sortie du contrôleur externe Kc(s) dont l’architecture est rappelée par la figure 4.4.

+

+

-

+
-
-

Figure 4.4 – Architecture du contrôleur de roulis

D’après la figure 4.4, il est possible d’écrire la sortie du contrôleur externe sous la forme suivante

v = K f f r +
KI

s
(r − x1(t − τ2)) − Kϕx1(t − τ2) − Kpx2(t − τ2) (4.26)
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Le contrôleur possède trois entrées (x1, x2 et r) et un état xv lié à l’intégrateur. Sa réalisation d’état est
donnée par :

v(s) =

 Av Bv

Cv Dv




r

x1

x2


=

 0 1 −1 0

KI K f f −Kϕ −Kp




r

x1

x2

 (4.27)

On a donc ẋv = r − x1(t − τ2)

v = KI xv + K f f r − Kϕx1(t − τ2) − Kpx2(t − τ2)
(4.28)

En introduisant des signaux intermédiaires et les approximations de Padé des retards, on obtient avec
(4.24), (4.25) et (4.28)

∆ubl = G−1v −
G−1

T
a (4.29a)

a = b − b(t − T ) (4.29b)

b = x2(t − τ2) (4.29c)

v = Kr(s)r + Kϕ(s)x1(t − τ2) + K p(s)b (4.29d)

On remplace les retards dans (4.29) par les approximations de Padé

∆ubl = G−1v −
G−1

T
a (4.30a)

a = b − PT (s)b (4.30b)

b = P2(s)x2 (4.30c)

v = Kr(s)r + Kϕ(s)P2(s)x1 + K p(s)b (4.30d)

La réalisation d’état de (4.31) est donnée par

∆ubl = G−1v −
G−1

T
a (4.31a)

ẋpT = ApT xpT + BpT b (4.31b)

a = b −CpT xpT − DpT b

= −CpT xpT + (1 − DpT )b (4.31c)

ẋp22
= Ap2 xp22

+ Bp2 x2 (4.31d)

b = Cp2 xP22
+ Dp2 x2 (4.31e)

v = Kr(s)r + Kϕ(s)P2(s)x1 + K p(s)b (4.31f)
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La loi de commande du contrôleur externe dans (4.31f) est donnée par

v =

 0 1 −1 0

KI K f f −Kϕ −Kp




Ap2 0 Bp2 0

0 1 0 0

Cp2 0 Dp2 0

0 0 0 1




r

x1

b



=


0 −Cp2 1 −Dp2 0

0 Ap2 0 Bp2 0

KI −KϕCp2 K f f −KϕDp2 −Kp




r

x1

b


= K(s)


r

x1

b

 (4.32)

et on obtient donc la réalisation d’état suivante

ẋv = −Cp2 xp21
+ r − Dp2 x1 (4.33a)

ẋp21
= Ap2 xp21

+ Bp2 x1 (4.33b)

v = KI xv − KϕCp2 xp21
+ K f f r − KϕDp2 x1 − Kpb (4.33c)

En remplaçant (4.31f) par (4.33) dans (4.31), on obtient

∆ubl = G−1v −
G−1

T
a (4.34a)

ẋpT = ApT xpT + BpT b (4.34b)

a = −CpT xpT + (1 − DpT )b (4.34c)

ẋp22
= Ap2 xP22

+ Bp2 x2 (4.34d)

b = Cp2 xP22
+ Dp2 x2 (4.34e)

ẋv = −Cp2 xp21
+ r − Dp2 x1 (4.34f)

ẋp21
= Ap2 xp21

+ Bp2 x1 (4.34g)

v = KI xv − KϕCp2 xp21
+ K f f r − KϕDp2 x1 − Kpb (4.34h)

On fait disparaître b dans (4.34)

∆ubl = G−1v −
G−1

T
a (4.35a)

ẋpT = ApT xpT + BpT b

= ApT xpT + BpT (Cp2 xP22
+ Dp2 x2)

= BpT Cp2 xP22
+ ApT xpT + BpT Dp2 x2 (4.35b)

a = −CpT xpT + (1 − DpT )b

= −CpT xpT + (1 − DpT )(Cp2 xp22
+ Dp2 x2)

= (1 − DpT )Cp2 xp22
−CpT xpT + (1 − DpT )Dp2 x2 (4.35c)
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ẋp22
= Ap2 xP22

+ Bp2 x2 (4.35d)

ẋv = −Cp2 xp21
− Dp2 x1 + r (4.35e)

ẋp21
= Ap2 xp21

+ Bp2 x1 (4.35f)

v = KI xv − KϕCp2 xp21
+ K f f r − KϕDp2 x1 − Kpb

= KI xv − KϕCp2 xp21
+ K f f r − KϕDp2 x1 − Kp(Cp2 xp22

+ Dp2 x2)

= KI xv − KϕCp2 xp21
− KpCp2 xP22

− KϕDp2 x1 − KpDp2 x2 + K f f r (4.35g)

On fait disparaître a dans (4.35)

ẋv = −Cp2 xp21
− Dp2 x1 + r (4.36a)

ẋp21
= Ap2 xp21

+ Bp2 x1 (4.36b)

ẋp22
= Ap2 xP22

+ Bp2 x2 (4.36c)

ẋpT = BpT Cp2 xp22
+ ApT xpT + BpT Dp2 x2 (4.36d)

v = KI xv − KϕCp2 xp21
− KpCp2 xp22

− KϕDp2 x1 − KpDp2 x2 + K f f r (4.36e)

∆ubl = G−1v −
G−1

T
a

= G−1v −
G−1

T

(
(1 − DpT )Cp2 xp22

−CpT xpT + (1 − DpT )Dp2 x2
)

= G−1v −
G−1(1 − DpT )Cp2

T
xp22
+

G−1CpT

T
xpT −

G−1(1 − DpT )Dp2

T
x2 (4.36f)

On obtient la réalisation d’état de la loi de commande ∆ubl en faisant disparaître v dans (4.36)

ẋv = −Cp2 xp21
− Dp2 x1 + r (4.37a)

ẋp21
= Ap2 xp21

+ Bp2 x1 (4.37b)

ẋp22
= Ap2 xp22

+ Bp2 x2 (4.37c)

ẋpT = BpT Cp2 xp22
+ ApT xpT + BpT Dp2 x2 (4.37d)

∆ubl = G−1v −
G−1(1 − DpT )Cp2

T
xp22
+

G−1CpT

T
xpT −

G−1(1 − DpT )Dp2

T
x2

= G−1
(
KI xv − KϕCp2 xp21

− KpCp2 xp22
− KϕDp2 x1 − KpDp2 x2 + K f f r

)
−

G−1(1 − DpT )Cp2

T
xp22
+

G−1CpT

T
xpT −

G−1(1 − DpT )Dp2

T
x2

= G−1KI xv −G−1KϕCp2 xp21
−G−1

(
Kp +

1 − DpT

T

)
Cp2 xp22

+
G−1CpT

T
xpT

−G−1KϕDp2 x1 −G−1
(
Kp +

1 − DpT

T

)
Dp2 x2 +G−1K f f r (4.37e)

On insère la commande ∆u donnée par (4.23) et (4.37) dans le système (4.22) et on obtient

ẋ1 = x2 (4.38a)

ẋ2 = (G + ∆G)Cδxδ (4.38b)

ẋδ = (Aδ + BδDp1Cδ)xδ + BδCp1 xp1 + BδDp1∆uad + BδDp1∆ubl (4.38c)

ẋv = −Dp2 x1 −Cp2 xp21
+ r (4.38d)
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ẋp1 = Bp1Cδxδ + Ap1 xp1 + Bp1∆uad + Bp1∆ubl (4.38e)

ẋp21
= Bp2 x1 + Ap2 xp21

(4.38f)

ẋp22
= Bp2 x2 + Ap2 xp22

(4.38g)

ẋpT = BpT Dp2 x2 + BpT Cp2 xp22
+ ApT xpT (4.38h)

∆ubl = G−1KI xv −G−1KϕCp2 xp21
−G−1

(
Kp +

1 − DpT

T

)
Cp2 xp22

+
G−1CpT

T
xpT

−G−1KϕDp2 x1 −G−1
(
Kp +

1 − DpT

T

)
Dp2 x2 +G−1K f f r (4.38i)

Il reste maintenant à calculer la réalisation d’état du signal de commande adaptatif ∆uad

4.4.3 Augmentation adaptative

Le signal de commande adaptatif est donné par

∆uad = −C(s)σ̂ (4.39)

où C(s) est le filtre passe bas dont la réalisation d’état est

C(s) =

 A f B f

C f 0

 (4.40)

ce qui donne

ẋ f = A f x f + B f σ̂ (4.41a)

∆uad = −C f x f (4.41b)

L’estimation des incertitudes σ̂ est calculée par la loi d’adaptation à partir de l’erreur de prédiction
ε ≜ [(x̂1 − x1(t − τ2)) (x̂2 − x2(t − τ2))]⊤ comme suit

σ̂ =
[
0 G−1

]
Φ(T )−1e−KeTε (4.42)

Φ(T ) = K−1
e

(
I2 − e−KeT

)
(4.43)

On a donc la relation suivante entre σ̂ et ε

σ̂ =

Dσ︷                          ︸︸                          ︷
−

[
0 G−1

]
Φ(T )−1e−KeT ε

= Dσε

=

[
Dσ1 Dσ2

] x̂1 − x1(t − τ2)

x̂2 − x2(t − τ2)

 (4.44)

= Dσ1 (x̂1 − x1(t − τ2)) + Dσ2 (x̂2 − x2(t − τ2))

L’erreur de prédiction ε est quant à elle calculée à partir des mesures et du prédicteur d’état basé sur
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la linéarisation de la INDI comme suit ˙̂x1

˙̂x2

 =
 x̂2

x̃2(t − τ2)

 +
0

G

 (∆u + σ̂) − Ke

x̂1 − x1(t − τ2)

x̂2 − x2(t − τ2)

 (4.45)

avec

Ke =

Ke1 Ke2

Ke3 Ke4

 (4.46)

D’après (4.45) on a

˙̂x2 = KI xv + K f f r − Kϕx1(t − τ2) − Kpx2(t − τ2) −GC f x f + (GDσ1 − Ke3)(x̂1 − x1(t − τ2))

+ (GDσ2 − Ke4)(x̂2 − x2(t − τ2))

= KI xv + K f f r − KϕCp2 xp21
− KpCp2 xp22

− KϕDp2 x1 − KpDp2 x2 −GC f x f

+ (GDσ1 − Ke3)(x̂1 −Cp2 xp21
− Dp2 x1) + (GDσ2 − Ke4)(x̂2 −Cp2 xp22

− Dp2 x2) (4.47a)

ẋ f = A f x f + B f (Dσ1(x̂1 − x1(t − τ2))Dσ2(x̂2 − x2(t − τ2)))

= A f x f + B f Dσ1(x̂1 −Cp2 xp21
− Dp2 x1) + B f Dσ2(x̂2 −Cp2 xp22

− Dp2 x2) (4.47b)

D’après (4.41a) et (4.44), on obtient

ẋ f = A f x f + B f (Dσ1(x̂1 − x1(t − τ2))Dσ2(x̂2 − x2(t − τ2)))

= A f x f + B f Dσ1(x̂1 −Cp2 xp21
− Dp2 x1) + B f Dσ2(x̂2 −Cp2 xp22

− Dp2 x2) (4.48)

Finalement le système entier s’écrit :

ẋ1 = x2 (4.49a)

ẋ2 = (G + ∆G)Cδxδ (4.49b)

ẋδ = (Aδ + BδDp1Cδ)xδ + BδCp1 xp1 + BδDp1∆uad + BδDp1∆ubl

= (Aδ + BδDp1Cδ)xδ + BδCp1 xp1 + BδDp1∆u

= (Aδ + BδDp1Cδ)xδ + BδCp1 xp1 + BδDp1G
−1KI xv − BδDp1G

−1KϕCp2 xp21

− BδDp1G
−1

(
Kp +

1 − DpT

T

)
Cp2 xp22

+
BδDp1G

−1CpT

T
xpT − BδDp1G

−1KϕDp2 x1

− BδDp1G
−1

(
Kp +

1 − DpT

T

)
Dp2 x2 + BδDp1G

−1K f f r − BδDp1C f x f (4.49c)

ẋv = −Dp2 x1 −Cp2 xp21
+ r (4.49d)

ẋp1 = Bp1Cδxδ + Ap1 xp1 + Bp1∆uad + Bp1∆ubl

= Bp1Cδxδ + Ap1 xp1 + Bp1∆u

= Bp1Cδxδ + Ap1 xp1 + Bp1G
−1KI xv − Bp1G

−1KϕCp2 xp21

− Bp1G
−1

(
Kp +

1 − DpT

T

)
Cp2 xp22

+
Bp1G

−1CpT

T
xpT − Bp1G

−1KϕDp2 x1

− Bp1G
−1

(
Kp +

1 − DpT

T

)
Dp2 x2 + Bp1G

−1K f f r − Bp1C f x f (4.49e)

(4.49f)

ẋp21
= Bp2 x1 + Ap2 xp21

(4.49g)
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ẋp22
= Bp2 x2 + Ap2 xp22

(4.49h)

ẋpT = BpT Dp2 x2 + BpT Cp2 xp22
+ ApT xpT (4.49i)

ẋ f = A f x f + B f Dσ1(x̂1 −Cp2 xp21
− Dp2 x1) + B f Dσ2(x̂2 −Cp2 xp22

− Dp2 x2) (4.49j)

˙̂x1 = x̂2(1 − Ke2) − Ke1(x̂1) − Ke1(Cp2 xp21
− Dp2 x1) − Ke2(Cp2 xp22

− Dp2 x2)) (4.49k)

˙̂x2 = KI xv + K f f r − KϕCp2 xp21
− KpCp2 xp22

− KϕDp2 x1 − KpDp2 x2 −GC f x f

+ (GDσ − Ke)(x̂2 −Cp2 xp22
− Dp2 x2) (4.49l)

A partir de l’ensemble d’équations donné par (4.49), on peut écrire le système entier sous la forme

˙̃x = Ãx̃ + B̃r (4.50a)

ỹ = C̃ x̃ (4.50b)

avec
x̃T =

[
x1 x2 xT

δ xv xT
p1

xT
p21

xT
p22

xT
pT

x̂1 x̂2 x f
T
]

(4.51)

Ã =



0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 (G+∆G)Cδ 0 0 0 0 0 0 0 0

−BδDp1 G−1KϕDp2 Ã3,2 Aδ + BδDp1 Cδ BδDp1 G−1KI BδCp1 Ã3,6 Ã3,7 BδDp1

CpT
GT

0 0 −BδDp1 C f

−Dp2 0 0 0 0 −Cp2 0 0 0 0 0

−Bp1 G−1KϕDp2 Ã5,2 Bp1 Cδ Bp1 G−1KI Ap1 Ã5,6 Ã5,7 Bp1

CpT
GT

0 0 −Bp1 C f

Bp2 0 0 0 0 Ap2 0 0 0 0 0

0 Bp2 0 0 0 0 Ap2 0 0 0 0

0 BpT Dp2 0 0 0 0 BpT Cp2 ApT 0 0 0

Ke1 Dp2 Ke2 Dp2 0 0 0 −Ke1 Cp2 −Ke2 Cp2 0 −Ke1 1 − Ke2 0

Ã10,1 Ã10,2 0 KI 0 Ã10,6 Ã10,7 0 Ã10,9 Ã10,10 −GC f

−B f Dσ1 Dp2 −B f Dσ2 Dp2 0 0 0 −B f Dσ1 Cp2 −B f Dσ2 Cp2 0 B f Dσ1 B f Dσ2 A f


,

(4.52a)

B̃ =



0

0

BδDp1G
−1K f f

1

Bp1G
−1K f f

0

0

0

0

K f f

0



(4.52b)

C̃ =
[
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

]
(4.52c)
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et

Ã3,2 = −BδDp1G
−1

(
Kp +

1 − DpT

T

)
Dp2 , Ã5,2 = −Bp1G

−1
(
Kp +

1 − DpT

T

)
Dp2 , (4.53a)

Ã3,6 = −BδDp1G
−1KϕCp2 , Ã5,6 = −Bp1G

−1KϕCp2 , (4.53b)

Ã3,7 = −BδDp1G
−1

(
Kp +

1 − DpT

T

)
Cp2 , Ã5,7 = −Bp1G

−1
(
Kp +

1 − DpT

T

)
Cp2 (4.53c)

Ã10,7 = (−K p + Ke4 −GDσ2)Cp2 , Ã10,2 = (Ke4 − Kp −GDσ2)Dp2 (4.53d)

Ã10,1 = (Ke3 − Kϕ −GDσ1)Dp2 Ã10,6 = (Ke3 − Kϕ −GDσ1)Cp2 (4.53e)

Ã10,9 = GDσ1 − Ke3 Ã10,10 = GDσ2 − Ke4 (4.53f)

4.5 Résultats de synthèse

La section 4.5 présente les résultats obtenus et les problèmes rencontrés lors de la synthèse du filtre
C(s) par LMI.

4.5.1 Problèmes numériques

Les contraintes sur les variables de décisions Y et Z, associées à l’utilisation de trois approximations
de Padé d’ordre supérieur à deux, introduisent des problèmes numériques dans la résolution des LMI. Le
solveur utilisé synthétise des filtres dont la bande passante est très petite dans des conditions ou le filtre
C(s) devrait avoir une très grande bande passante.

Ces problèmes numériques ajoutés aux problèmes structurels déjà rencontrés par rapport aux LMI
liées à la marge de retard nous ont contraint à changer d’approche et à abandonner l’idée de la synthèse
directe d’un filtre et à s’intéresser plutôt à l’utilisation des LMI comme d’un outil d’analyse des propriétés
d’un filtre déjà existant. Plus précisément, en définissant un filtre C(s) ayant déjà un gain statique unitaire,
il n’est pas nécessaire de résoudre les LMI liés à l’optimisation de la norme L1 sous la forme (4.7), il est
suffisant de résoudre les LMI (4.6) plus faciles à résoudre de part la forme moins contrainte de la matrice
P. Ainsi, le résultat des LMI ne sert plus à produire un filtre mais à valider un filtre proposé en calculant
la norme L1 du système bouclé soumis aux retards τ1, τ2 et T .

Plusieurs algorithmes d’analyse de filtre passe-bas ont été conçus basés sur la résolution des LMI (4.6).
La section 4.5.2 les détaille et discute des résultats obtenus.

4.5.2 Algorithme d’analyse du filtre par LMI

Les algorithmes d’analyse de filtre présentés sont implémentés dans l’environnement Matlab avec
l’outil Yalmip pour la descriptions des LMI et le solveur Mosek pour leur résolution. L’algorithme 1
permet, à partir d’un filtre passe-bas donné de calculer une majoration de sa norme L1 : λ et de trouver sa
valeur la plus faible parmi toutes celles calculées pour différentes valeurs de α.
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Chapitre 4. Méthode de synthèse d’un filtre passe-bas via des LMI pour l’augmentation adaptative en roulis

Algorithm 1 Algorithme d’analyse de la norme L1 avec un filtre passe-bas C(s) pour la dynamique de
roulis en boucle fermée soumise à un retard de calcul τ1 et un retard de mesure τ2.

1: Entrées : ω f ,ξ f , γϕ,τ1,τ2,r,iα,ϵ
2: Sorties : ||C̃(sI − Ã)B̃||L1≤ λmin
3: Calculer A f , B f , C f , D f comme suit :

4: A f =

 −ω f ξ f −ω f

√
1 − ξ2

f

−ω f

√
1 − ξ2

f ω f ξ f

 B f =

01
 C f =

[
−ω f√
1−ξ2

f

0
]
, D f = 0

5: Calculer les réalisations d’état des approximations de Padé de e−sτ1 , e−sτ2 , e−sτT en utilisant l’équa-
tion (4.14) et l’ordre d’approximation r :

6:

 Ap1 Bp1

Cp1 Dp1

 = P1(s) ≈ e−τ1 s

 Ap2 Bp2

Cp2 Dp2

 = P2(s) ≈ e−τ2 s

 ApT BpT

CpT DpT

 = PT (s) ≈ e−T s

7: Calculer Ã ∈ IRñ×ñ, B̃ ∈ IRñ×1, C̃ ∈ IR1×ñ en utilisant l’équation (4.52)
8: if max(ℜ(λ(Ã)) ≥ 0) then
9: La matrice Ã n’est pas Hurwitz.

10: return
11: end if
12: Calculer la forme équilibrée de Ã,B̃,C̃ en utilisant l’algorithme de Moore [Moo81].
13: Déclarer la variable de décision P des LMI (4.6) comme suit :
14: P ∈ IRñ×ñ > 0
15: Déclarer la variable d’optimisation λ ∈ IR
16: for α = 0 : iα : −2max(ℜ(σ(Ã))) do
17: Décrire les LMI à résoudre avec Yalmip

18: LMI1 =

ÃP + PÃ⊤ + αP B̃

B̃⊤ −α

 ⩽ ϵIñ
19: LMI2 =

 P PC̃⊤

C̃P λ2

 ≥ ϵIñ
20: Résoudre LMI1 et LMI2 en utilisant le solveur Mosek où P et λ sont inconnues.
21: Récupérer les résultats Pv et λv donnés par le solveur.
22: Vérifier la validité des solutions en testant les valeurs propres de LMI1,v et LMI2,v avec les solu-

tions obtenues λv et Pv comme suit

23: LMI1,v =

ÃPv + PvÃ⊤ + αPv B̃

B̃⊤ −α


24: LMI2,v =

 Pv PvC̃⊤

C̃Pv λ2
v


25: if (max(ℜ(λ(LMI1,v)) > 0) ∨ (max(ℜ(λ(LMI2,v)) < 0) then
26: Solution non valide
27: else if λv < λmin then
28: λmin = λv
29: end if
30: end for

Les figures 4.5 et 4.6 montrent les résultats obtenus par l’algorithme 1 en fonction de α. Dans la
figure 4.6, les points rouges signifient que le solveur n’a pas trouvé de solution.
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Figure 4.5 – Majoration de ||C̃(sI − Ã)B̃||L1 par λ en fonction de α avec τ1 = 0.5 ms, τ2 = 1 ms, ω f = 200
rad/s, ξ f =

1√
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et γϕ = 0
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Figure 4.6 – Majoration de ||C̃(sI − Ã)B̃||L1 par λ en fonction de α avec τ1 = 1 ms, τ2 = 0.1 ms, ω f = 350
rad/s, ξ f =

1√
2

et γϕ = 0

Les résultats des figures 4.5 et 4.6 donnent la même valeur minimale de λmin = 1.24, mais on remarque
qu’il y a plus de valeur de α qui donnent des résultats non valide dans la figure 4.6. Il est donc important
de balayer finement toute la plage des valeurs de α possible pour trouver la valeur de λ minimale.

Maintenant qu’un algorithme pour calculer λ a été validé, deux autres algorithmes d’analyse du filtre
ont été définis en utilisant l’algorithme 1. L’algorithme 2 calcule une majoration de la norme L1 du sys-
tème C̃(sI − Ã)B̃ pour des plages de retard τ1 et τ2 définies.
Algorithm 2 Algorithme d’analyse de la norme L1 avec un filtre passe -bas C(s) dans un système soumis
à une plage de retard de calcul 0 < τ1 < τ1,max et une plage de retard de mesure 0 < τ2 < τ2,max.

1: Entrées : ω f ,ξ f , γϕ,r, γϕ,τ1,max,τ2,max, iτ
2: Sorties : λ(τ1, τ2)
3: for τ1 = 0 : iτ : τ1,max do
4: for τ2 = 0 : iτ : τ2,max do
5: Calculer λ(τ1, τ2) grâce à l’algorithme 1
6: λ(τ1, τ2) = λmin
7: end for
8: end for

Les figures 4.7 et 4.8 montrent les résultats obtenus par l’algorithme 2 pour deux fréquences de
coupure ω f différentes de filtre C(s) .
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Figure 4.7 – Majoration de ||C̃(sI − Ã)B̃||L1 par λ en fonction de τ1 et τ2 avec ω f = 200 rad/s, ξ f =
1√
2

et
γϕ = 0

Figure 4.8 – Majoration de ||C̃(sI − Ã)B̃||L1 par λ en fonction de τ1 et τ2 avec γϕ = 0

Les figures 4.7 et 4.8 mettent en évidence une tolérance plus importante au retard de commande qu’au
retard de mesure, ce qui s’explique par le fait que les deux mesures retardées sont utilisées plusieurs fois
dans l’autopilote et dans les différentes parties (prédicteur d’état, contrôleur externe et dérivée numérique).
La figure 4.8 montre également que la marge de retard du système est inversement proportionnelle à la
bande passante du filtre ce qui est cohérent avec la théorie de la commande L1 adaptative.

L’algorithme 3 calcule la majoration de la norme L1 du système C̃(sI − Ã)B̃ pour une plage d’incerti-
tude γϕ et une plage de fréquence de coupure du filtre C(s) choisies.

Les figures 4.9 et 4.10 montrent les résultats obtenus en utilisant l’algorithme 3 avec des retards τ1 et
τ2 différents.

154



4.5. Résultats de synthèse

Algorithm 3 Algorithme d’analyse de la norme L1 avec un filtre passe-bas C(s) dans un système soumis
à une plage de retard de calcul 0 < τ1 < τ1,max et une plage de retard de mesure 0 < τ2 < τ2,max.

1: Entrées :ξ f ,τ1,τ2, iω f , iγ, ω f ,max, γϕ,min, γϕ,max
2: Sorties : λ(ω f , γϕ)
3: for ω f = 0 : iω f : τ1,max do
4: for γϕ = γϕ,min : iγ : γϕ,max do
5: Calculer λ(ω f , γϕ) grâce à l’algorithme 1
6: S λ(ω f , γϕ) = λmin
7: end for
8: end for

Figure 4.9 – Majoration de ||C̃(sI − Ã)B̃||L1 par λ en fonction de ω f et γϕ avec τ1 = τ2 = 0.1ms

Figure 4.10 – Majoration de ||C̃(sI − Ã)B̃||L1 par λ en fonction de ω f et γϕ avec τ1 = 0.5 ms et τ2 = 1ms

Les surfaces des figures 4.9 et 4.10 sont similaires à celles de la figure 3.10 à la différence qu’ici les
retards sont pris en compte et l’indice de performance ϕ̌2 a été remplacé par λ ce qui généralise plus le
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réglage.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, le problème de la synthèse d’un filtre passe-bas minimisant la norme L1 du système
bouclé en roulis tout en garantissant une marge de retard a été étudié. Tout d’abord, le problème à résoudre
a été présenté et la nature et l’emplacement de chaque retard dans le système ont été justifiés. La première
solution envisagée a été de résoudre conjointement des LMI de la littérature dédiée à l’optimisation de la
norme L1 d’un système et des LMI pour garantir la stabilité d’un système retardé.

Les LMI utilisées pour l’optimisation de la norme L1 ont été présentées avec le détail de la structure
des variables de décisions pour permettre la synthèse d’un filtre avec un gain statique unitaire, ce qui est
important pour l’augmentation adaptative. La difficulté d’application des méthodes de la littérature pour
la stabilité du système retardé a été justifiée par des problèmes structurels. Pour résoudre ces problèmes,
les retards de mesures et de commande ont été directement inclus dans la réalisation d’état du système
bouclé en modélisant les retards par des approximations de Padé.

En plus des problèmes structurels, des problèmes numériques ont complexifié la résolution des LMIs
dédiée à l’optimisation de la norme L1. En effet, la structure imposée aux variables de décisions pour
garantir un gain statique unitaire au filtre synthétisé s’est avérée être une contrainte importante pour le
solveur. La solution proposée a été de définir les caractéristiques du filtre à l’avance, ce qui a permis de
relaxer l’optimisation en transformant le problème de synthèse en problème d’analyse .

Ainsi, l’objectif initial de ce chapitre qui était la synthèse par LMI d’un filtre passe-bas minimisant la
norme L1 de la dynamique de roulis en boucle fermée tout en garantissant une marge de retard n’a pas été
atteint. Cependant l’étude de ce problème a permis de mettre en lumière certaines difficultés théoriques
qui ne sont pas étudiées dans la littérature (garantir la stabilité d’un système retardé qui n’est pas stable
sans retard) et également, elle a permis également de définir la réalisation d’état de la dynamique de roulis
et des algorithmes d’analyse utilisant les LMI de la littérature pour l’optimisation de la norme L1. Ces
algorithmes d’analyse se situent dans une approche de synthèse de filtre à mi-chemin entre une méthode
purement empirique comme celle développée dans le chapitre 3 et une méthode de synthèse "analytique"
comme voulue initialement.
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Bilan des travaux réalisés

L’objectif principal de la thèse, qui est de proposer une méthodologie de conception rapide et géné-
rique d’autopilotes valides sur l’ensemble du domaine de vol, a été défini par rapport aux constats faits
sur la méthode du séquencement de gains et ses potentielles limites. Dans la première partie du chapitre 1,
un modèle non-linéaire à sept degrés de liberté est présenté avec le développement détaillé des équations
dynamiques et cinématiques, des paramètres de vol, et de l’ensemble des forces et des moments aérody-
namiques. Dans la seconde partie du chapitre 1, la boîte à outils SMART et le simulateur de vol développés
pendant la thèse ont été présentés et ont servi d’outils de validation pour le réglage des autopilotes déve-
loppés dans le chapitre 2. L’étude de la dynamique de vol du projectile dual-spin a permis de mettre en
lumière la complexité de cette classe de systèmes, liée en particulier aux nombreux paramètres de vol, à
la détermination complexe de l’ensemble des forces et moments, aux non linéarités présentes, et au fort
couplage entre les différents axes. Ce chapitre a également été l’occasion de justifier les hypothèses sim-
plificatrices faites sur les capteurs.

Dans le chapitre 2, la question de la stratégie de commande à utiliser pour atteindre les objectifs de
la thèse a été traitée. La commande par inversion dynamique, plus particulièrement la commande INDI, a
été choisie pour sa simplicité, son réglage rapide, sa validité théorique sur l’ensemble du domaine de vol
et sa dépendance réduite au modèle mathématique du projectile qui est jugé incertain à cause de la partie
aérodynamique mal connue. Une méthodologie générique de réglage des autopilotes associant INDI et
commande robuste a été conçue et appliquée aux chaînes de roulis, de tangage, de lacet et de facteurs de
charge du projectile.

L’étude du transfert entre la sortie du contrôleur externe et la sortie du système à commander a per-
mis de mettre en évidence l’impact des contraintes d’implémentation (i.e. période d’échantillonnage et
vitesse des actionneurs) sur la linéarisation effectuée par la boucle interne de l’autopilote INDI. Cette
erreur d’inversion a été prise en compte pour le réglage du contrôleur externe de roulis. Pour le réglage
des contrôleurs externes de tangage, de lacet et des facteurs de charge des hypothèses de découplage et
de symétrie des dynamiques ont été utilisées pour réduire la complexité du réglage. La validité de ces hy-
pothèses repose sur les propriétés de linéarisation et de découplage de l’inversion dynamique qui ont été
jugée valides en simulation. Le réglage de la loi de commande a été validé en simulation dans un scénario
de trajectoire guidée réaliste. Les performances obtenues sont limitées par les hypothèses de découplage
des dynamiques latérales et de séparations des échelles de temps faites pendant le réglage.

Dans le chapitre 3, le constat est fait que même si la INDI est plus robuste aux incertitudes para-
métriques que la NDI classique, ce type de loi de commande utilise tout de même les paramètres liés à
l’autorité de commande du projectile pour réaliser l’inversion. Or, parmi ceux-ci certains sont difficiles à
estimer de manière précise et donc entachés d’une incertitude importante (en particulier les coefficients
aérodynamiques liés à l’efficacité des canards). De plus, la loi de commande INDI de la dynamique de
facteurs de charge utilise les valeur des angles d’attaque et de dérapage qui sont également difficilement
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estimables. La solution étudiée pour améliorer la robustesse des autopilotes INDI aux incertitudes para-
métriques à été l’implémentation d’une augmentation adaptative. Après avoir détaillé la théorie de deux
approches parmi les plus utilisées dans la littérature (la commande MRAC et la commande L1 adapta-
tive), une discussion a mis en lumière l’intérêt du filtre passe-bas de la commande L1 adaptative pour le
réglage des autopilotes du projectile dual-spin, mais aussi les difficultés d’application de la théorie de la
commande L1 adaptative aux systèmes étudiés dans la thèse. La méthodologie conçue pour le réglage des
augmentations adaptatives basées sur une approche empirique par simulations a été détaillée et appliquée
aux dynamique de roulis, de tangage, de lacet et de facteurs de charge. Des simulations de type Monte
Carlo ont montré la pertinence de cette méthode.

Tout d’abord, L’architecture d’augmentation adaptative utilisée est simple, ne requiert pas de modifier
l’autopilote INDI nominal et possède peu de paramètres de réglage. Ensuite, les résultats obtenus montrent
des performances des autopilotes avec augmentation adaptative toujours accrues par rapport à leur version
nominale. Même dans les cas les plus critiques, la stabilité du système bouclé est préservé et les réponses
temporelles des sorties régulées sont toujours plus proches de la réponse de référence. Globalement, le
gain en performance apporte par l’augmentation adaptative justifie son implémentation et le temps né-
cessaire à son réglage. Cependant, les résultats obtenus dans le chapitre 3 montrent aussi les limites de
la méthodologie de réglage mise en place. En effet, d’une part, en ne considérant que des consignes de
type échelon pour le réglage, on remarque un gain en performance moindre sur des scénario de trajectoire
guidée. D’autre part, il s’est avéré que certaines hypothèses simplificatrices ont un impact fort sur les
performance de l’augmentation adaptative de facteurs de charge, ainsi il serait pertinent de considérer une
matrice de gains du prédicteur pleine pour améliorer les performances de l’augmentation adaptative de
cette chaîne. Enfin, la méthode de réglage ne prend pas en compte l’effet du filtre passe-bas sur la marge
de retard, cet aspect a été étudié dans le chapitre 4.

Dans le chapitre 4, le problème de la synthèse d’un filtre passe-bas offrant le meilleur compromis entre
performance et robustesse (la métrique choisie étant respectivement la norme L1 du système boucle et la
marge de retard) a été étudié. De part, l’emplacement des retards dans le système et les spécificités de la
loi de commande (estimation de l’accélération angulaire par la méthode d’Euler), les méthodes de la litté-
rature pour la stabilité du système retardé n’ont pas pu être appliqués. Des problèmes numériques lors de
la resolution des LMI se sont ajoutés aux problèmes structurels à cause de l’utilisation des approximations
de Pade pour modéliser les retards. Ces contraintes structurelles et numériques ont conduit à opérer un
changement d’approche, de la synthèse vers l’analyse, afin de relaxer le problème. L’étude du chapitre 4
a permis de concevoir des algorithmes d’analyse d’un filtre passe-bas pour l’augmentation adaptative en
roulis qui viennent compléter la méthode de réglage mise en place dans le chapitre 3. L’étude du chapitre 4
a également permis de mettre en lumière le manque de solutions théoriques dans la littérature concernant
la stabilité lorsque les systèmes sont instables sans retard.

Pour conclure, les résultats apportés par ces travaux de recherches montrent qu’il est possible d’avoir
une alternative solide à la méthodologie du séquencement de gains et que l’inversion dynamique est une
méthode pertinente. Cette thèse montre aussi comment associer, dans une certaine mesure, commande
non-linéaire, commande robuste et commande adaptative pour essayer d’obtenir des autopilotes perfor-
mants, robustes et faciles à régler. Les limites de l’approche ont été exposées en détails, et des pistes
d’améliorations sont discutées dans la section suivante.

Perspectives

Cette section fait l’inventaire non-exhaustif de pistes de réflexion abordées pendant la thèse, d’idées
d’amélioration des méthodologies mises en place, et de questions ouvertes pour de futures travaux de
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recherches. Il serait donc pertinent de s’intéresser à :

■ L’intégration d’une modélisation plus avancée des capteurs (bruit de mesure, biais et dynamique
réaliste) et des algorithmes de navigations embarqués afin de produire un environnement de simu-
lation plus réaliste à ce niveau et d’intégrer ces contraintes dans la synthèse des autopilotes INDI.

■ L’utilisation d’un modèle d’actionneur plus réaliste.(bande passante plus faible, saturation et zone
morte) . L’intérêt serait de confronter la théorie de la INDI aux limites apportées par des actionneurs
très peu performants et potentiellement saturés utilisables en pratique sur un kit de guidage pour
projectile.

■ L’évaluation de la robustesse des lois de commande développées face au vent (turbulence type Von-
Karman).

■ Au réglage du contrôleur de tangage et de lacet reposant sur un modèle de synthèse multivariable
pour mieux prendre en compte le couplage entre les chaines de tangage et de lacet.

■ L’utilisation d’une matrice de gains pleine pour le réglage de l’augmentation adaptative de facteurs
de charge.

■ Enfin, même si cela sort du cadre de la thèse car c’est une problématique liée à la navigation, il
serait intéressant de se pencher sur le problème d’estimation des états du projectile en son centre de
gravité à partir d’une centrale inertielle située dans la pointe de la FCT. Dans le cadre de la thèse,
il a été considéré que les algorithmes de navigation fournissent une solution directement au centre
de gravité. Avoir une mesure des accélérations décalée par rapport au centre de gravité du projectile
peut complexifier l’inversibilité du système et donc avoir un impact sur les performances de la loi
de commande.
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A.1 Normes

A.1.1 Définition

Definition A.1.1 Pour tout x ∈ C, une application F(x) : E 7→ R+ est une norme de E si elle vérifie les
propriétés suivantes :

■ Positivité : F(x) > 0⇔ x , 0

■ Séparation : F(x) = 0⇔ x = 0

■ inégalité triangulaire : F(x1 + x2) ≤ F(x1) + F(x2)

■ absolue homogénéité : F(λx) = |λ|F(x), ∀λ ∈ C

A.1.2 Normes des vecteurs

Definition A.1.2 Soit x ∈ Cn, les normes ||x||1, ||x||2 et ||x||∞ sont définies comme suit :

■ La norme 1 de x est donnée par la somme des modules des éléments de x :

||x||1= |x1|+|x2|... + |xn| (A.1)

■ La norme 2 ou norme euclidienne de x est donnée par :

||x||2=
√

x⊤x (A.2)

■ La norme∞ de x est donnée par le plus grand module des éléments de x

||x||∞= max
i=1...n
|xi| (A.3)

A.1.3 Normes de signaux

Definition A.1.3 La norme L∞ d’un signal x(t) ∈ IRn est définie par la borne supérieur de sa norme 2 au
cours du temps :

||x||L∞ = sup
t

√
x⊤(t)x(t)

= sup
t
||x(t)||2 (A.4)

Definition A.1.4 La norme L2 ou norme énergie d’un signal x(t) ∈ IRn est donnée par :

||x||L2=

√∫ ∞

−∞

x(t)⊤x(t)dt (A.5)
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A.1.4 Norme des systèmes

Definition A.1.5 Soit G une fonction de transfert d’un système avec une réponse impulsionnelle g(t), la
norme L1 de G peut être définie par :

||G||L1=

∫ ∞

0
||g(τ)||L2dτ (A.6)

En définissant g(t) comme la réponse impulsionelle du système et "*", l’opérateur de convolution on
obtient :

y(t) = g(t) ∗ u(t)

=

∫ t

0
g(t − τ)u(τ)dτ (A.7)

Ainsi en utilisant la définition A.1.3, on peut majorer ||y(t)||2 grâce au développement suivant :

||y(t)||L2 = ||

∫ t

0
g(τ)u(t − τ)dτ||2

≤

∫ t

0
||g(τ)||L2 ||u(t − τ)||∞dτ

≤

∫ ∞

0
||g(τ)||2dτ||u||L∞

(A.8)

ce qui permet l’inégalité suivante permettant de majorer ||y||L∞ comme suit :

||y||L∞≤ ||G||L1 ||u||L∞ (A.9)

Le gain L1 d’un système stable G avec une entrée u(t) et une sortie y(t) peut être défini par le rapport
entre la valeur maximale de sa sortie et la valeur maximale de son entrée. Ainsi, on a :

||G||L1= sup
u,0

||y(t)||L∞
||u(t)||L∞

(A.10)

A.2 Méthodes d’Euler

La méthode d’Euler est une méthode numérique permettant d’approximer linéairement la solution
d’une équation différentielle du premier ordre. On considère l’équation différentielle suivante

ẏ = f (t, y(t)) (A.11a)

y(t0) = y0 (A.11b)

La solution de l’équation (A.11) est donnée par

y(t0 + h) = y(t0) +
∫ t0+h

t0
f (t, y(t))dt (A.12)
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Le terme intégral peut être approximé par une somme de Riemann d’un seul rectangle de deux ma-
nières différentes comme suit : ∫ t0+h

t0
f (t, y(t))dt ≈ h f (t0, y(t0)) (A.13a)

≈ h f (t0 + h, y(t0 + h)) (A.13b)

Ainsi, en combinant l’équation (A.12) et (A.13a), on obtient l’approximation de y(t0 + h) par la mé-
thode d’Euler explicite

y(t0 + h) ≈ y(t0) + h f (t0, y(t0)) (A.14)

et en combinant l’équation (A.12) et (A.13b), on obtient l’approximation de y(t0 + h) par la méthode
d’Euler implicite

y(t0 + h) ≈ y(t0) + h f (t0 + h), y(t0 + h)) (A.15)

L’équation (A.14) peut être reformulée pour approximer la dérivée ẏ(t0) autour du point (t0, y(t0)) par

ẏ(t0) = f (t0, y(t0)) ≈
y(t0 + h) − y(t0)

h
(A.16)

Dans le cadre de la thèse, la méthode d’Euler explicite est utilisée car, à la différence de la méthode d’
Euler implicite, elle ne fait pas intervenir de terme en t0 + h qui ne seraient pas mesurable (état futur).

A.3 Transformée bilinéaire de Tustin

La relation entre la variable de Laplace s et la variable discrète z est donnée par :

z = esT

=
esT/2

e−sT/2 (A.17)

En utilisant une approximation de Padé du premier ordre, l’équation (A.17) peut être approximée par
l’équation bilinéaire suivante appelée transformée bilinéaire de Tustin

z ≈
1 + sT/2
1 − sT/2

(A.18)

La relation inverse entre s et z est donnée par :

s =
1
T

ln(z) (A.19)

Pour approximer l’équation (A.19) on utilise la méthode des trapèzes :

F(z) =
T
2

1 + z−1

1 − z−1 f (z) (A.20)

ou F(z) est une primitive de la fonction f (z). Ensuite une des propriété de la transformée de Laplace
permet la relation suivante :

F(s) =
1
s

f (s) (A.21)
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ainsi on obtient,

1
s
≈

T
2

1 + z−1

1 − z−1 (A.22a)

et finalement la transformée bilinéaire de Tustin inverse est donnée par :

s ≈
2
T

1 − z−1

1 + z−1 (A.23)

A.4 Inégalités matricielles affines (LMI)

Les LMI (Linear Matrix Inequalities), ou inégalités matricielles affines, sont des contraintes de la
forme

F(x) = F0 +

m∑
n=1

xnFn > 0 (A.24)

utilisées pour décrire des problèmes d’optimisation convexe où x1, ..., xn sont les inconnues aussi appelées
variables de décision.

Definition A.4.1 Un ensemble D est convexe si pour tout x1, x2 ∈ D et λ ∈ [0; 1], la propriété suivante
est vérifiée :

λx1 + (1 − λ)x2 ∈ D (A.25)

Géométriquement, l’équation (A.25) se traduit par l’inclusion dans D de tous les points formant le
segment entre x1 et x2.

Definition A.4.2 Soit D un ensemble convexe. La fonction f : D 7→ R est convexe si pour tout x1, x2 ∈ D
et λ ∈ [0; 1], la propriété suivante est vérifiée :

f (λx1 + (1 − λx2) ≤ λ f (x1) + (1 − λ) f (x2) (A.26)

Ainsi un problème d’optimisation convexe, est un problème ou l’on cherche à minimiser une fonction
convexe sur un ensemble convexe. L’une des propriétés intéressantes des problèmes d’optimisation convexe
est qu’ils n’admettent qu’un seul minimum ou maximum, celui-ci étant global. Les sections A.4.1 et A.4.2
traitent de résultats importants qui permettent de mettre sous forme LMI des problèmes d’automatiques
(synthèse de correcteur, preuve de stabilité d’un système etc) ou de simplifier un problème d’optimisation.

A.4.1 Lemme de Schur

Le lemme de Schur permet de transformer des contraintes matricielles non-linéaires en LMI.

Lemma A.4.3 ([BEFB94]) (Lemme de Schur). Soit trois matrices A = A⊤ ∈ Rn×n, B ∈ Rm×n et C = C⊤ ∈
Rm×m, les relations suivantes sont valides

A B⊤

B C

 > 0⇔ C > 0 et A − B⊤C−1B > 0 (A.27a)
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⇔ A > 0 et C − BA−1B⊤ > 0 (A.27b)

A.4.2 Lemme d’élimination

Le lemme d’élimination permet d’éliminer des bilinéarités entre certaines variables de décisions.

Lemma A.4.4 ([BEFB94], [IS94], [GA94]) (Lemme d’élimination). Soit les matrices B ∈ IRn×m, C ∈
IRn×p, X ∈ IRm×p, Q = Q⊤ ∈ IRn×n et la LMI suivante

Q + BXC⊤ +CX⊤B⊤ < 0 (A.28)

Soit B⊥ ∈ IR(n−m)×n et C⊥ ∈ IR(n−p)×n respectivement des orthogonaux de B et C telle que

B⊥B = 0 et rang([B B⊥
⊤

]) = n (A.29a)

C⊥C = 0 et rang([C C⊥
⊤

]) = n (A.29b)

alors la LMI (A.28) admet une solution si et seulement si

B⊥QB⊥
⊤

< 0 (A.30)

C⊥QC⊥
⊤

< 0 (A.31)
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B.1 Valeurs numériques des paramètres du projectile dual-spin

Symboles Paramètres du projectile Valeurs

d Calibre 0.155 m

S Surface de référence 0.019 m2

mB1 Masse de la partie arrière 43.5 kg

mB2 Masse de la FCT 1.5 kg

mB Masse totale du projectile guidé 45 kg

xB1B Distance entre le c.m B1 de la partie arrière et le c.m total du
projectile B

0.041 m

xB2B Distance entre le c.m de la FCT B2 et le c.m total du
projectile B

0.49 m

xc Distance suivant l’axe de rotation du projectile entre le c.m
de la FCT B2 et le c.m d’un des canards

0.018 m

yc Distance suivant l’axe de revolution entre le c.m de la FCT
B2 et le c.m d’un des canards

0.0365 m

Ix1 Moment d’inertie de roulis du corps du projectile 0.149 kg/m2

Ix2 Moment d’inertie de roulis de la FCT du projectile 0.00095 kg/m2

It1 Moment d’inertie transversal de tangage et de lacet du corps
du projectile

1.4843 kg/m2

It2 Moment d’inertie transversal de tangage et de lacet de la FCT
du projectile

0.149 kg/m2

Ks Coefficient statique de frottement entre la partie arrière du
projectile et la FCT

3.10−7

Kv Coefficient visqueux de frottement entre la partie arrière du
projectile et la FCT

3.10−7 s/rad

ωδ Pulsation naturelle de la dynamique des actionneurs 2π60 rad/s

ζδ Coefficient d’amortissement de la dynamique des actionneurs 0.707

Table B.1 – Paramètres du projectile guidé étudié

B.2 Coefficients aérodynamiques

Cette annexe présente les calculs des différents coefficients aérodynamiques nécessaires à la détermi-
nation des forces et moments aérodynamiques du projectile. Les figures de B.1 à ?? donnent les coeffi-
cients aérodynamiques élémentaires en fonction du nombre de M. Les marques oranges sur les figures
sont les données obtenues par simulation CFD et les courbes sont ensuite obtenues par interpolation li-
néaire. Dans cette annexe on pose :

δ = sinα′ (B.1)
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B.2. Coefficients aérodynamiques

B.2.1 Force et moment de tangage

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

3.2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

Figure B.1 – Coefficients aérodynamiques élémentaires pour la force de tangage

CA(M, α) = CA0 +CAα2δ
2 (B.2)

CNα(M, α) = CNα1 +CNα3δ
2 (B.3)
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Figure B.2 – Coefficients aérodynamiques élémentaires pour le moment de tangage

Cmα(M, α) = Cmα1 +Cmα3δ
2 (B.4)

B.2.2 Force et moment de Magnus
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Figure B.3 – Coefficients aérodynamiques élémentaires pour la force et le moment de Magnus
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B.2.3 Force et moment d’amortissement
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Figure B.4 – Coefficients aérodynamiques élémentaires pour la force et le moment d’amortissement

CNq(M, α) = CNq1
+CNq3

δ2 (B.5)
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C.1 Transformées enZ et décompositions en éléments simples pour le mo-
déle inverse de la dynamique de roulis

Les fonctions de transfert discrète BOZGδ(z) et BOZGδP(z) servant à calculer l’expression du modèle
inverse de la dynamique de roulis, sont calculées analytiquement dans les sections suivantes.

C.1.1 Calcul de BOZGδ(z)

La fonction de transfert de la dynamique des actionneurs est donnée par :

Gδ(s) =
ω2
δ

s2 + 2ξδωδs + ω2
δ

=
ω2
δ

(s − p1)(s − p2)
(C.1)

Avec p1 et p2, les deux pôles complexes conjugués de Gδ(s), dont les expressions sont :

p1 = −ξδωδ + jωδ
√

1 − ξ2
δ (C.2a)

p2 = −ξδωδ − jωδ
√

1 − ξ2
δ (C.2b)

La représentation discrète de Gδ(s) avec le bloquer d’ordre zero est :

BOZGδ(z) =
z − 1

z
Z

{
Gδ(s)

s

}
=

z − 1
z
Z

 ω2
δ

s(s − p1)(s − p2)

 (C.3)

Avec Z, l’opérateur de transformation en z.En utilisant une décomposition en éléments simples , on peut
reformuler Gδ(s) par une somme de terme dont la transformée en z est usuelle :

ω2
δ

s(s − p1)(s − p2)
=

a
s
+

b
s − p1

+
c

s − p2
(C.4)

avec

a =
ω2
δ

p1 p2
= 1, (C.5a)

b =
ω2
δ

p1(p1 − p2)
=

1 − ξ2
δ + j

√
ξ2
δ − 1

2(ξδ − 1)
(C.5b)

c =
ω2
δ

p2(p2 − p1)
=

1 − ξ2
δ + j

√
1 − ξ2

δ

2(ξδ − 1)
(C.5c)

Finalement, on obtient :

BOZGδ(z) =
z − 1

z
Z

{
a
s
+

b
s − p1

+
c

s − p2

}
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=
z − 1

z

(
az

z − 1
+

bz
z − ep1T +

cz
z − ep2T

)
=

z − 1
z

(
az(z − ep1T )(z − ep2T ) + bz(z − 1)(z − ep2T ) + cz(z − 1)(z − ep1T )

(z − 1)(z − ep1T )(z − ep2T )

)
=

(z − ep1T )(z − ep2T ) + b(z − 1)(z − ep2T ) + c(z − 1)(z − ep1T )
(z − ep1T )(z − ep2T )

(C.6)

C.1.2 Calcul de BOZGδP(z)

Le calcul de BOZGδP(z) suit la même démarche que le calcul de BOZGδ(z).

BOZGδP(z) =
z − 1

z
Z

{
Gδ(s)P(s)

s

}
=

z − 1
z
Z

 ω2
δ

s(s − p1)(s − p2)
G
s


=

z − 1
z
Z

 Gω2
δ

s2(s − p1)(s − p2)


=

z − 1
z
Z

{
a

(s − p1)
+

b
(s − p2)

+
c
s
+

d
s2

}
(C.7)

avec

a =
ω2
δG

p2
1(p1 − p2)

(C.8a)

b =
ω2
δG

p2
2(p2 − p1)

(C.8b)

c = −a − b (C.8c)

d =
ω2
δG

p1 p2
= G (C.8d)

Finalement,

BOZGδP(z) =
z − 1

z

(
az

z − ep1T +
bz

z − ep2T +
cz

z − 1
+

dzT
(z − 1)2

)
(C.9)

= (z − 1)
(

a
z − ep1T +

b
z − ep2T +

c
z − 1

+
dT

(z − 1)2

)
= (z − 1)

a(z − ep2T )(z − 1)3 + b(z − ep1T )(z − 1)3

(z − ep1T )(z − ep2T )(z − 1)3

+ (z − 1)
c(z − 1)2(z − ep1T )(z − ep2T ) + dT (z − 1)(z − ep1T )(z − ep2T )

(z − ep1T )(z − ep2T )(z − 1)3

BOZGδP(z) =
a(z − ep2T )(z − 1)3 + b(z − ep1T )(z − 1)3

(z − ep1T )(z − ep2T )(z − 1)2

+
c(z − 1)2(z − ep1T )(z − ep2T ) + dT (z − 1)(z − ep1T )(z − ep2T )

(z − ep1T )(z − ep2T )(z − 1)2 (C.10)
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C.1 Matrices de la réalisation d’états avec retards sans approximation de
Padé

La représentation d’état de la dynamique de roulis bouclée avec l’autopilote INDI, l’augmentation
adaptative et avec retards peut être décrit sous la forme suivante :

Ẋ = AX+Ad1X(t−τ1)+Ad2X(t−τ2)+Ad3X(t−τ1−τ2)+Ad4X(t−τ1−τ2−T )+Br+Bd1r(t−τ1) (D.1)

avec X = [x1 x2 xδ xv x̂1 x̂2 x f ]⊤ et

A =



0 1 0 0 0 0 0

0 0 (G + ∆G)Cδ 0 0 0 0

0 0 Aδ 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −Ke1 1 − Ke2 0

0 0 0 KI (GDσ1 − Ke3) (GDσ2 − Ke4) −GC f

0 0 0 0 B f Dσ1 B f Dσ2 A f



(D.2a)

Ad1 =



0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 BδCδ BδG−1KI 0 0 −BδC f

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0



(D.2b)

Ad2 =



0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0 0

Ke1 Ke2 0 0 0 0 0

Ke3 −GDσ1 − Kϕ Ke4 −GDσ2 − Kp 0 0 0 0 0

−B f Dσ1 −B f Dσ2 0 0 0 0 0



(D.2c)

Ad3 =



0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

−BδG−1Kϕ −BδG−1(Kp +
1
T ) 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0


(D.2d)
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Ad4 =



0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 BδG−1

T 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0


(D.2e)

B =



0

0

0

1

0

K f f

0



(D.2f)

Bd1 =



0

0

G−1BδK f f

0

0

0

0



(D.2g)

C.2 Détermination des LMI pour la synthèse d’un filtre

On peut réécrire Ã de de la façon suivante

Ã = A0 +W1C f W +W2A f W (D.3)
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avec

A0 =



0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 (G+∆G)Cδ 0 0 0 0 0 0 0 0

−BδDp1G
−1KϕDp2 Ã3,2 Aδ + BδDp1Cδ BδDp1G

−1KI BδCp1 Ã3,6 Ã3,7 BδDp1

CpT

GT
0 0 0

−Dp2 0 0 0 0 −Cp2 0 0 0 0 0

−Bp1G
−1KϕDp2 Ã5,2 Bp1Cδ Bp1G

−1KI Ap1 Ã5,6 Ã5,7 Bp1

CpT

GT
0 0 0

Bp2 0 0 0 0 Ap2 0 0 0 0 0

0 Bp2 0 0 0 0 Ap2 0 0 0 0

0 BpT Dp2 0 0 0 0 BpT Cp2 ApT 0 0 0

Ke1 Dp2 Ke2 Dp2 0 0 0 −Ke1Cp2 −Ke2Cp2 0 −Ke1 1 − Ke2 0

Ã10,1 Ã10,2 0 KI 0 Ã10,6 Ã10,7 0 Ã10,9 Ã10,10 0

−B f Dσ1 Dp2 −B f Dσ2 Dp2 0 0 0 −B f Dσ1Cp2 −B f Dσ2Cp2 0 B f Dσ1 B f Dσ2 0


(D.4a)

W =
[
0 . . . 0 In f

]
(D.4b)

W1 =

[
0 0 −BδT DT

p1
0 −BT

p1
0 0 0 0 −G 0

]T
(D.4c)

W2 =

[
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 In f

]T
(D.4d)

On pose

P =

 P1 P2

PT
2 P3

 (D.5)

avec P1 ∈ IRnx̃−n f×nx̃−n f ,P2 ∈ IRnx̃−n f×n f ,P3 ∈ IRn f×n f , P ∈ IRnx̃×nx̃ . On a

W1C f WP = W1C f

[
0 . . . 0 In f

] P1 P2

PT
2 P3


= W1C f

[
PT

2 P3

]
= W1

[
C f PT

2 C f P3

]
(D.6a)

W2A f WP = W1A f

[
0 . . . 0 In f

] P1 P2

PT
2 P3


= W2A f

[
PT

2 P3

]
= W2

[
A f PT

2 A f P3

]
(D.6b)

Pour linéariser on pose P2 = 0 et on obtient

W1C f WP = W1

[
0 Z

]
(D.7a)

W2A f WP = W2

[
0 Y

]
(D.7b)
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avec

Z = C f P3 (D.8a)

Y = A f P3 (D.8b)

En posant

A0 =

A01 0

A02 0n f×n f

 (D.9a)

B̃ =

 B̃1

0n f×1

 (D.9b)

W1 =

 W11

0n f×1

 (D.9c)

W2 =

 0

In f

 (D.9d)

W =
[
0 In f

]
(D.9e)

et en choisissant d’optimiser la norme L1 sur x1 et x2, les LMI (4.5a) et (4.5b) deviennent (avec P2 = 0
dans (D.5)) ÃP + PÃT + αP B̃

B̃T −αI1


=

(A0 +W1C f W +W2A f W)P + P(A0 +W1C f W +W2A f W)T + αP B̃

B̃T −αI1


=


Υ1 ΥT

2

Υ2 Υ3


B̃1

0

[
B̃T

1 0
]
−αI1


=


A01 P1 + P1AT

01
+ αP1 P1AT

02
+W11Z B̃1

A02 P1 + ZT WT
11

Y + YT + αP6 0

B̃T
1 0 −α

 ⩽ 0, (D.10a)

 P PCT

CP λ

 =


P1 0 P1C̃

0 P3 0

C̃P1 0 λ2

 > 0 (D.10b)

avec

Υ =

Υ1 ΥT
2

Υ2 Υ3


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=

A01 0

A02 0


P1 0

0 P3

 +
P1 0

0 P3


AT

01
AT

02

0 0

 +
W11

0

 [0 Z
]

+

 0

ZT

 [WT
11

0
]
+

 0

In f

 [0 Y
]
+

 0

YT

 [0 In f

]
+ α

P1 0

0 P3


=

A01 P1 + P1AT
01
+ αP1 P1AT

02
+W11Z

A02 P1 + ZT WT
11

Y + YT + αP3

 (D.11a)

où C = I2, Pa = PT
a > 0 et Pa ∈ IR2×2 et avec les deux conditions nécessaires 0 < α < −2 max(Re(λ(A01))),

λ2 > Pa.

Puisque P = PT > 0 implique que P6 = PT
6 > 0, on peut supprimer P6 de la LMI (D.10b) qui devient

Pa Pb Pa

PT
b Pc 0

Pa 0 λ

 > 0. (D.12)

C.3 Paramétrage pour que le filtre ait un gain statique égal à 1

La matrice d’état du filtre est A f ∈ IRn f×n f

Dans la LMI à résoudre on doit avoir

Y + YT + αP3 > 0,

avec P2 = PT
2 > 0, P2 ∈ IRn f×n f et Y ∈ IRn f×n f . On a aussi ZT ∈ IRn f et B f ∈ IRn f . Afin d’avoir un gain

statique du filtre égal à 1 et vérifier Y + YT + αP3 > 0, on choisit Y et Z comme suit

Y =

 Y1 0(n f−1)×1

Y2 ρ

 et Z =
[
Z −ρ

]
,

avec

P3 =

P3a P3b

PT
3b

P3c

 et B f =

0(n f−1)×1

1

 ,
et avec ρ ∈ IR, Y1 ∈ IR(n f−1)×(n f−1), Y

T
2 ∈ IRn f−1, Z

T
∈ IRn f−1, P3a ∈ IR(n f−1)×(n f−1), P3b ∈ IRn f−1 et P3c ∈ IR.

On peut obtenir Y + YT + αP3 > 0 car

Y + YT + αP3 =

 Y1 + Y
T
1 + αP3a Y

T
2 + αP3b

Y2 + αPT
3b

2ρ + P3c

 .
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On a

Y−1 =


Y
−1
1 0(n f−1)×1

−Y2Y
−1
1

ρ

1
ρ


car

YY−1 =

Y1 0(n f−1)×1

Y2 ρ




Y
−1
1 0(n f−1)×1

−Y2Y
−1
1

ρ

1
ρ

 =
 In f−1 0(n f−1)×1

01×(n f−1) 1

 .
On a un gain statique du filtre égal à 1 car

−ZY−1B f = −

[
Z −ρ

] 
Y
−1
1 0(n f−1)×1

−Y2Y
−1
1

ρ

1
ρ


0(n f−1)×1

1

 = [
−Z ρ

] 0(n f−1)×1
1
ρ

 = 1.
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Résumé
Les munitions gyrostabilisées standard de 155 mm, très utilisées dans l’artillerie, souffrent d’une dis-

persion relativement élevée à l’impact en raison des incertitudes sur les conditions de tir et des perturba-
tions dues au vent. Pour réduire cette dispersion balistique, un concept de projectile à fusée de correction
de trajectoire est étudié. C’est une solution innovante et peu coûteuse qui consiste à équiper les projectiles
non guidés déjà existants d’un module de guidage découplé en roulis qui intègre jusqu’à quatre surfaces de
commandes aérodynamiques appelés canards, des capteurs (centrale inertielle, magnétomètres et GNSS),
ainsi que d’une loi de commande et guidage embarquée.

La principale stratégie de commande utilisée dans la littérature pour les projectiles gyrostabilisés est
le séquencement de gains. Cette méthode se base sur la linéarisation locale de la dynamique du projectile
autour d’un nombre défini de points de vol et produit un correcteur non-linaire séquencé. Cette approche
est chronophage du fait du nombre important de correcteurs locaux à régler et ne garantit pas de perfor-
mance et de stabilité globale sur l’ensemble du domaine de vol.

Ainsi, l’axe principal de recherche qui encadre les travaux liés à la thèse est l’établissement d’une
méthodologie de conception rapide et générique d’autopilotes pour projectiles guidés avec des garanties
de performance et de robustesse face aux incertitudes paramétriques pour toute l’enveloppe de vol. Pour
cela, la modélisation non-linéaire du projectile a tout d’abord été étudiée pour concevoir un simulateur
balistique dans l’environnement Matlab/Simulink. Ensuite, la commande non-linéaire par inversion dyna-
mique incrementale (INDI) a été utilisée pour concevoir les autopilotes de roulis, tangage, lacet et facteurs
de charge nécessaires à la correction de la trajectoire du projectile. Une méthodologie de réglage a été
mise en place utilisant les outils d’analyse de la commande numérique et la synthèse de correcteur par
façonnage de fonctions de sensibilité pour respecter les contraintes de performance nominale du cahier
des charges. Enfin, pour faire face aux incertitudes paramétriques du modèle du projectile et garantir les
performances globales du système de commande, les autopilotes INDI ont été augmentés d’une surcouche
adaptative. Des simulations non-linéaires de trajectoires guidées permettent de valider le comportement
nominal de la loi de commande INDI et le gain en robustesse apportés par l’augmentation adaptative.

Mots-clés: Dynamique de vol ; Projectiles guidés ; Commande non-linéaire ; Commande adaptative ; Com-
mande par inversion dynamique incrementale



Abstract
155 mm spin-stabilized ammunitions commonly used in artillery suffer from a high ballistic disper-

sion toward the target due to uncertain launch conditions and wind disturbances. To reduce this lack of
precision, a concept of a dual-spin guided projectile geared with a course-correction fuse is investigated.
This is an innovative and low-cost solution that consists of equipping existing shells with a roll-decoupled
guidance fuse embedding up to four aerodynamic control surfaces called canards. The fuse embeds also
all necessary sensors (IMU, magnetometers, and GNSS), a control law and a guidance law.

The main control strategy used in the literature for dual-spin guided projectiles is called gain-scheduling.
This methodology is based on the local linearization of the projectile dynamics around a fixed number of
flight points in order to synthesize a nonlinear scheduled controller. Gain-scheduling is time-consuming
due to the large number of local controllers to be tuned, and does not guarantee global performance and
stability over the entire flight envelope.

Therefore, the main objective of this thesis is to establish a generic and rapid design methodology
for guided projectile autopilots with guaranteed performance and robustness to parameter uncertainties
through the whole flight envelope.

To achieve this objective, first, the nonlinear modelling of the projectile was conducted and a ballistic
simulator was designed in the Matlab/Simulink environment. Then, the Incremental Nonlinear Dynamic
Inversion (INDI) control method was used to design the roll, pitch, yaw and load factor autopilots re-
quired to correct the projectile’s trajectory. A tuning methodology was designed using digital control
analysis tools and mixed-sensitivity synthesis to meet the design requirements. Finally, to deal with the
parametric uncertainties of the projectile model and to guarantee the overall performance of the control
system, the INDI autopilots were augmented with an adaptive layer. Simulations of guided trajectories
were used to validate the nominal behavior of the INDI control law and the increased robustness provided
by the adaptive augmentation.

Keywords: Flight dynamics ; Guided projectiles ; Nonlinear control ; Adaptive control ; Incremental Non-
linear dynamic inversion
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