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Résumé : Les travaux de recherche consisteront
principalement en une étude théorique dans le do-
maine de la combinatoire des chemins sur réseau.
Nous voulons obtenir de nouveaux résultats concer-
nant la distribution du nombre de motifs et leur po-
pularité sur les chemins sur réseau. Les techniques
utilisées seront par exemple la description récur-
sive, les fonctions génératrices (bivariées), caracté-
risation structurale et l’analyse asymptotique. On
établira également des correspondances bijectives
avec d’autres classes d’objets dont les propriétés
sont plus connues, ce qui permettra d’établir des

ressemblances et des transports de motifs sur diffé-
rentes classes d’objets. En particulier, on cherchera
à introduire de nouveaux chemins sur réseau, puis
on tentera de les relier à des suites énumératives
ou à d’autres familles d’objets combinatoires déjà
référencées dans la littérature, autant que faire se
peut. Pouvoir mettre ces nouveaux chemins en rela-
tion avec d’autres objets est une manière d’attester
leur pertinence dans le paysage combinatoire, et
permet dans le même temps d’élargir le champ des
sujets de recherche dans le domaine.

Title: Enumerative and bijective combinatorics of different families of Dyck paths with air pockets
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Abstract: The research will mainly consist of a
theoretical study in combinatorics on lattice paths.
We expect to obtain new results on the distri-
bution of pattern frequency and popularity over
lattice paths. We will consider techniques such as
recursive description, (bivariate) generating func-
tions, structural characterization, and asymptotic
analysis. Also, we will determine one-to-one corre-
spondences with other more classical combinatorial
classes, which will enable us to find similarities and

transport patterns over various combinatorial ob-
jects. In particular, we will seek to introduce new
lattice paths, and then we will try to relate them
to enumerative sequences or other combinatorial
object families that are already listed in the litera-
ture, insofar as possible. Succeeding in connecting
these new paths with other objects is a way of
showing their relevance within the landscape of
combinatorics, and enables the expansion of the
scope of research topics in that domain.
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Préface

Les travaux menés lors de cette thèse s’inscrivent dans le domaine de la combinatoire,
en introduisant une nouvelle famille de chemins sur réseau. Ensuite, une étude est menée
sur l’énumération de cette famille et sur la distribution et la popularité de divers motifs,
ce qui donne lieu à des bijections avec divers objets combinatoires déjà connus. Enfin, on
étudie sous un prisme similaire des variantes de cette famille, ce qui donne également lieu
à des résultats originaux.

Cette thèse n’aurait sans doute pas pu voir le jour sans les travaux préexistants sur
l’étude combinatoire des chemins sur réseau, menée par exemple par [5, 29, 56, 61, 67, 73].
À leur tour, les travaux effectués durant cette thèse ont pu être cités et ont donné naissance
à certains articles [7, 9, 10, 64, 65], ou ont inspiré certaines discussions [45].
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Conventions

On donne ci-après quelques abréviations visant à alléger le document, ainsi que des
notations mathématiques gagnant à être clarifiées.

Abréviations

c.-à-d. c’est-à-dire
cDota. chemin de Dyck oblique avec

trous d’air, singulier et pluriel
identiques

cDta. chemin de Dyck avec trous d’air,
singulier et pluriel identiques

cf. confer
etc. et cetera
gcDta. grand chemin de Dyck avec trous

d’air, singulier et pluriel iden-
tiques

resp. respectivement

Symboles

Ensembles
G ensemble des gcDta.
M ensemble des chemins de Motz-

kin sans pic
N ensemble des entiers naturels

(0 P N)
N˚ ensemble des entiers stricte-

ment positifs (0 R N˚)
O ensemble des cDota.
P ensemble des cDta. premiers
S ensemble des cDta. sinistro-

verses
T ensemble des cDta.
V ensemble des cDota. sans val-

lée
Xn ensemble des éléments de X de

taille n
X 1 ensemble des préfixes de X

X 1
n ensemble des préfixes de X de

taille n
Z ensemble des entiers relatifs
Z ensemble des cDota. sans val-

lée en zigzag
rns intervalle d’entiers t1, . . . , nu

∅ ensemble vide
Opérateurs
α5 baissé du chemin α

α7 monté du chemin α

α ¨ β concaténation des mots α et β
(symbole parfois omis)

MT transposée de la matrice M
X \ Y union disjointe des ensembles

X et Y
Statistiques
|α| taille de l’objet combinatoire α

11



Conventions

formepαq forme du chemin α dans une
décomposition donnée

mpXnq nombre total d’occurrences du
motif m parmi tous les élé-
ments de l’ensemble Xn

n̂ statistique constante égale à n
rP s crochet d’Iverson de la propo-

sition P

tα temps de stationnement du
chemin α

|X| cardinal de l’ensemble X
Autres
f |X restriction de l’application f à

l’ensemble X
fpxq|x“α évaluation de l’expression fpxq

au point x “ α

ε mot vide
p1, 2q composition 3 “ 1 ` 2

fin de preuve
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Glossaire

Sont ici recensés quelques mots dont le sens premier a été repris pour définir un concept
mathématique dans le document.

B
Bémol. (Solfège) Symbole graphique (5) appartenant à la famille des altérations. Placé à

la clef ou devant une note sur une partition de musique, il indique que la hauteur
naturelle de la note associée à ce bémol doit être abaissée d’un demi-ton chromatique.

D
Dextroverse. Qui est écrit de la gauche vers la droite.
Dièse. (Solfège) Symbole graphique (7) appartenant à la famille des altérations. Placé à

la clef ou devant une note sur une partition de musique, il indique que la hauteur
naturelle de la note associée à ce dièse doit être élevée d’un demi-ton chromatique.

S
Sinistroverse. Qui est écrit de la droite vers la gauche.

T
Traitillé. Représenté par une série de traits courts formant une ligne.
Trou d’air. (Aéronautique) Perte de portance due à une perturbation atmosphérique.
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Chapitre 1

Un bref mot sur la combinatoire

Dans ce chapitre, on présente des concepts et des principes combinatoires indispensables
à la compréhension du document, en ce que les études menées plus loin se reposent toujours
sur une ou plusieurs notions introduites ici.

Pour autant, il est important de garder à l’esprit que le domaine de la combinatoire
reste très vaste, et l’étude d’objets combinatoires peut s’aborder sous des angles divers
et variés ; on gardera ici une approche énumérative et bijective, mais d’autres personnes
s’intéressent par exemple aux propriétés analytiques des fonctions qui interviennent en
combinatoire, et c’est pourquoi l’analyse complexe peut alors jouer un grand rôle dans
leurs travaux.

En ce qui concerne la combinatoire de manière générale, on pourra se référer aux
ouvrages [48, 71, 72].

1.1 Objets combinatoires

En pratique, les objets combinatoires sont des objets mathématiques qui forment des
ensembles finis, que l’on arrive à (ou du moins, tente de) dénombrer.

Plus formellement, si un ensemble d’objets combinatoires de même nature est noté X,
et que ses éléments possèdent chacun un paramètre de « taille » (la plupart du temps un
nombre entier positif), alors on note Xn l’ensemble de ces objets combinatoires qui ont
pour « taille » n, pour tout n P N.

Exemple 1. Si n P N˚, alors une permutation de taille (ou d’ordre) n est une bijection
de rns “ t1, 2, . . . , nu vers lui-même. On note parfois Sn l’ensemble des permutations de
taille n, et S “

Ť

nPN˚ Sn l’ensemble des permutations de taille quelconque. La taille (ou
ordre) de la permutation σ est notée |σ|. Les permutations sont des objets combinatoires.

Exemple 2. Un mot binaire est une suite (généralement) finie de 0 et de 1. La taille d’un
mot binaire est le nombre de caractères qui le composent (par exemple, le mot binaire 0110
est de taille 4). On note parfois B l’ensemble des mots binaires, et Bn l’ensemble des mots
binaires de taille n, pour tout n P N. Les mots binaires sont des objets combinatoires.
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1. Un bref mot sur la combinatoire

1.2 Représentations d’un objet
La section précédente laisse penser qu’en toute généralité, les objets combinatoires

peuvent prendre la forme de nombreux types d’objets mathématiques. En effet, sans s’at-
tarder sur des définitions, les combinatoricien·nes étudient communément les permutations,
les mots sur un alphabet, les chemins sur réseau, les (hyper)graphes, les (hyper)cartes, les
dissections de polygones, les marches aléatoires, la percolation sur réseau, les fonctions de
parking, les compositions d’entiers, les partitions, etc.

Devant tant de diversité parmi les objets combinatoires, il convient de trouver un petit
nombre de manières de les représenter, de sorte que les méthodes employées dans l’étude
des chemins sur réseau puissent également s’appliquer aux dissections de polygones, par
exemple.

1.2.1 Représentation en mot
Souvent, les objets combinatoires qu’on étudie sont peu commodes à écrire. En effet,

leur notation de base n’est pas toujours une expression mathématique que l’on peut écrire
en ligne, au milieu d’une phrase. C’est pour cela qu’on a souvent recours à un encodage
par des caractères, appelés lettres, et l’objet combinatoire est alors noté par une suite de
lettres. C’est la représentation en mot des objets combinatoires.

Exemple 3. Plutôt que de représenter un chemin sur réseau comme un ensemble d’arêtes
sur un réseau donné, on peut attribuer un symbole à chacun des pas possibles, puis écrire
le chemin comme la suite des symboles correspondant aux pas utilisés pour le représenter.
Par exemple, le chemin ci-après comporte six types de pas (trois directions différentes, et
deux sens différents pour chacune des directions).

Figure 1.1 – Un exemple de chemin sur réseau.

On peut noter les six différents types de pas par les symboles A, B, C, a, b, c, et ainsi
encoder le chemin par la suite de caractères aaBABCCCbcb.

Cette représentation en mot peut s’écrire de façon plus concise encore, en notant les
répétitions successives d’une même lettre par des exposants. Plus précisément, la répétition
XX . . .X
loooomoooon

k fois

s’écrit Xk. Ainsi, le chemin s’écrit également a2BABC3bcb.
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Dans certains cas, on peut aussi définir des exposants négatifs. C’est le cas ici, dans la
mesure où les pas A et a sont de même direction mais de sens opposés. On note alors A´1

pour a, et A´k pour ak. Ainsi, le chemin s’écrit également A´2BABC3B´1C´1B´1.

Dans la suite du document, on identifiera, par métonymie, les objets combinatoires
à leurs diverses représentations. Par exemple, on dira que le chemin sur réseau ci-avant
est A´2BABC3B´1C´1B´1 (quand bien même il s’agirait de sa représentation en mot).
Ce léger abus de langage nous épargnera des tournures de phrases trop lourdes.

1.2.2 Représentation en diagramme
À l’inverse, il existe des objets combinatoires qu’on préférera représenter sous la forme

d’un « dessin », plutôt qu’un mot. On parle alors de représentation en diagramme.

Exemple 4. Soit σ P Sn une permutation d’ordre n P N˚. La représentation en diagramme
(ou simplement « le diagramme » ) de σ est la figure constituée d’une grille carrée de nˆn
cellules, où on marque chaque cellule dont les coordonnées sont de la forme pi, σpiqq, avec
i P rns. La figure 1.2 donne la représentation en diagramme d’une permutation d’ordre 8.

Figure 1.2 – Le diagramme de la permutation 46832715 P S8.

On note que les permutations ont à la fois une représentation en mot (la suite de
lettres σp1qσp2q . . . σp|σ|q) et une représentation en diagramme (cf. la figure 1.2). C’est
également le cas de nombre d’autres objets combinatoires. Selon ce qui est étudié, on
préférera généralement une représentation plutôt que l’autre. Par exemple, si on s’intéresse
à des occurrences de facteurs (cf. la section 1.4) dans un chemin sur réseau, alors la
représentation en mot sera bien adaptée ; si toutefois on s’intéresse à des propriétés
graphiques dans un chemin sur réseau (par exemple : « Le chemin dépasse-t-il l’altitude 5 ? »,
« Le diagramme du chemin présente-t-il des symétries ? », etc.), alors la représentation en
diagramme sera plus pertinente.

1.3 Exemples classiques de chemins sur réseau
Dans cette section, on définit un type d’objet combinatoire qui sera central dans le

document, à savoir : les chemins sur réseau. En toute généralité, un chemin sur réseau est
une suite de « pas » sur un réseau donné Λ. Le plus souvent, le réseau sous-jacent Λ est
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un réseau de Rn, avec n P N˚, et les pas sont des éléments du réseau (c.-à-d. simplement
des vecteurs de Rn, qui ont la propriété supplémentaire d’appartenir au sous-groupe Λ).

On donne les références suivantes pour la combinatoire des chemins sur réseau : [1, 2,
3, 4, 25, 44, 46, 53].

Exemple 5. Soit Λ le réseau Z2 de R2. Alors la figure 1.3 illustre un exemple de chemin sur
Λ, dont le point de départ est l’origine p0, 0q. Les pas utilisés sont (dans l’ordre d’apparition)
p1, 0q, p0, 1q, p´1, 0q, p´2,´4q, p1, 1q, et p6,´2q. En les notant respectivement a, b, c, d,
e, et f , le chemin a pour représentation en mot abc3def , ou encore aba´3def (puisqu’on
a a ` c “ c ` a “ p0, 0q).

Figure 1.3 – Un chemin sur le réseau Z2.

Afin que les chemins sur réseau présentent un intérêt combinatoire, on étudie le plus
souvent une famille de chemins sur réseau donnée, c.-à-d. l’ensemble de tous les chemins
sur un réseau fixé, utilisant un ensemble de pas fixé. Généralement, on impose également
des contraintes aux chemins, afin qu’ils présentent une certaine structure.

Émergent alors plusieurs grandes familles de chemins sur réseau : les chemins pouvant
s’auto-intersecter, les chemins auto-évitants (c.-à-d. qui ne s’auto-intersectent pas), et les
chemins dirigés (c.-à-d. que les pas des chemins ont tous par exemple une composante
positive selon un certain axe). Dans [1] est donnée la terminologie anglophone suivante
pour les chemins dirigés (selon le sens positif de l’axe des abscisses) sur Z2 :

— les « walks » peuvent passer par et finir à n’importe quelle altitude de Z ;
— les « bridges » peuvent passer par n’importe quelle altitude de Z, mais doivent finir

à altitude 0 ;
— les « meanders » peuvent passer par et finir à n’importe quelle altitude de N ;
— enfin, les « excursions » peuvent passer par n’importe quelle altitude de N, mais

doivent finir à altitude 0.
Dans notre cadre d’étude, les chemins sur réseau présentés seront tous auto-évitants, et
dirigés pour la plupart (hormis les chemins du chapitre 5, qui contiennent des pas qui
peuvent « revenir en arrière »)
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On va à présent donner deux exemples classiques de familles de chemins sur réseau.

1.3.1 Chemins de Dyck
En premier lieu, on définit les chemins de Dyck, étudiés par exemple dans [70, 71, 72]. Un

chemin de Dyck est un chemin sur le réseau Z2, dont l’ensemble de pas est tp1, 1q, p1,´1qu,
avec les contraintes suivantes :

— tout chemin de Dyck commence à l’origine p0, 0q ;
— tout chemin de Dyck finit sur l’axe des abscisses ;
— tout chemin de Dyck est contenu dans la quadrant Nord-Est N2.
On note communément le pas p1, 1q par la lettre U (comme « up », en anglais) et le

pas p1,´1q par la lettre D (comme « down », en anglais), bien que d’autres encodages
existent. La figure 1.4 illustre un exemple de chemin de Dyck, ainsi que son codage.

Figure 1.4 – Le chemin de Dyck U3D2UDU3D4U2DU2D3.

Les chemins de Dyck font partie des objets combinatoires qui sont classiquement
comptés par les nombres de Catalan. Plus précisément, pour tout n P N, le nombre de
chemins de Dyck avec 2n pas est

1
n ` 1

ˆ

2n
n

˙

.

Cet entier est le nème nombre de Catalan (les nombres de Catalan sont catalogués dans
l’entrée A000108 de [69], et comptent par exemple les façons d’insérer correctement n
paires de parenthèses dans un mot de n ` 1 lettres). On verra par la suite par quelles
méthodes on peut obtenir ce genre de résultat.

1.3.2 Chemins de Motzkin
Une autre famille classique de chemins sur réseau est celle des chemins de Motzkin,

étudiés par exemple dans [6, 21, 33, 59, 71, 72]. Un chemin de Motzkin est un chemin
sur le réseau Z2, dont l’ensemble de pas est tp1, 1q, p1,´1q, p1, 0qu, avec les contraintes
suivantes :

— tout chemin de Motzkin commence à l’origine p0, 0q ;
— tout chemin de Motzkin finit sur l’axe des abscisses ;
— tout chemin de Motzkin est contenu dans la quadrant Nord-Est N2.
En somme, un chemin de Motzkin est un chemin de Dyck qui comporte éventuellement

un troisième type de pas, horizontal. On garde communément les mêmes notations des
chemins de Dyck U et D pour les pas p1, 1q et p1,´1q, et on note le plus souvent H ou
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Figure 1.5 – Le chemin de Motzkin F 2UFU2DFD2UF 3UDFD.

F (pour « horizontal » ou « flat », en anglais) le pas p1, 0q, bien que d’autres encodages
existent. La figure 1.5 illustre un exemple de chemin de Motzkin, ainsi que son codage.

Pour tout n P N, le nombre de chemins de Motzkin avec n pas est

1
n ` 1

n
ÿ

k“0

ˆ

n ` 1
k

˙ˆ

n ` 1 ´ k

k ` 1

˙

.

Cet entier est le nème nombre de Motzkin, la suite de ces entiers étant cataloguée dans
l’entrée A001006 de [69] (elle compte par exemple les chemins de Dyck qui évitent le facteur
UUU , cf. la sous-section 1.4.1 pour une définition). Encore une fois, on aura l’occasion de
voir dans la suite du document comment ce genre de résultat peut être obtenu.

1.4 Motifs combinatoires
L’idée générale de la notion de motif est celle d’un « petit » objet combinatoire, qui

peut être inclus – le sens de ce mot étant à préciser selon le type d’objet combinatoire dont
il est question – (ou non) dans un autre objet combinatoire. Dans cette section, on donne
la définition de différents types de motifs (facteur, classique, traitillé), puis on introduit la
notion de statistique combinatoire.

1.4.1 Facteur, préfixe et suffixe
On donne ici une première notion de motif, à savoir : les facteurs. L’ouvrage [54] étudie

les contenances de facteurs dans les mots en combinatoire.
Soit α un objet combinatoire pouvant être représenté par un mot α1α2 . . . αn (auquel

on l’identifie dans la suite). Pour tout k ě 1 et tout mot m “ m1m2 . . .mk, on dit que α
contient le facteur m s’il existe 0 ď i ď n´ k tels que les mots m et αi`1αi`2 . . . αi`k sont
égaux. Ensuite, un préfixe de α est un facteur de la forme α1α2 . . . αk, avec 1 ď k ď n,
tandis qu’un suffixe de α est un facteur de la forme αkαk`1 . . . αn, avec 1 ď k ď n.

Graphiquement, la contenance de facteur se voit en général plutôt facilement, étant
donné que deux lettres consécutives dans la représentation en mot de α correspondent
souvent à deux « parties adjacentes » de la représentation de base de α. Par exemple, la
figure 1.6 illustre le fait que le chemin de Dyck UUDUDD contienne le facteur DUD,
puisque le dessin de UUDUDD contient le dessin de DUD.

Si un objet combinatoire ne contient pas un facteur donné, on dit qu’il l’évite. Par
exemple, le chemin de Dyck UUDUDD évite les facteurs UUU et DUDUDUDUDU .

On s’autorisera par la suite l’abus de langage suivant : au lieu de dire « a est un suffixe
d’un élément b de l’ensemble B. », on dira simplement « a est un suffixe de (l’ensemble)
B. ». Si on donne ici la définition des différents types de facteurs, c’est aussi parce qu’ils
interviennent souvent dans la décomposition d’objets combinatoires (cf. la section 2.2).
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Figure 1.6 – Le chemin de Dyck UUDUDD contient le facteur DUD.

Ainsi, il ne sera pas rare de lire une phrase comme « L’objet x P X s’écrit comme la
concaténation y ¨ z, où y est un élément de Y , et z est un suffixe de l’ensemble Z. », par
exemple. En particulier, en plus d’étudier quelques familles de chemins sur réseau à travers
le document, on s’intéressera également à l’ensemble de leurs préfixes, dont l’énumération
peut s’avérer riche.

Enfin, on s’intéressera uniquement (sauf mention contraire) à des facteurs, puisque cette
notion de motif est adaptée à l’étude des chemins sur réseau. Ainsi, les motifs présentés
ci-après interviennent principalement dans d’autres pans de la combinatoire (notamment
au sein de l’étude des permutations), et sont définis à titre culturel.

1.4.2 Motif encodé par des entiers naturels
Les deux types de motifs présentés ci-après sont encodés par des entiers naturels, et

sont fondamentalement différents des facteurs, en ce qu’une occurrence de ces motifs ne
signifie pas toujours que le motif est présent lettre pour lettre au sein du mot. Ici, ce sont
les relations d’ordre entre les différents entiers du motif qui sont importantes, comme
les définitions vont le préciser. Ces types de motifs sont étudiés par exemple dans les
ouvrages [22, 47].

Motif classique

Soit n ě 1, et soit w “ w1w2 . . . wn un mot dont les lettres sont des entiers naturels.
Pour tout k ě 1 et tout mot m “ m1m2 . . .mk de longueur k sur l’alphabet des entiers
strictement positifs N˚, vérifiant :

@i P N˚, ri P m ùñ @j P ris, j P ms ,

on dit que w contient le motif classique (ou motif non consécutif ) m1m2 . . .mk s’il existe
1 ď i1 ă i2 ă . . . ă ik ď n tels que wiα ă wiβ si et seulement si mα ă mβ, pour tous
α, β P rks. Autrement dit, w contient le motif classique m s’il existe des indices 1 ď i1 ă

i2 ă . . . ă ik ď n tels que les lettres wi1 , wi2 , . . . , wik présentent les mêmes relations d’ordre
que les nombres m1,m2, . . . ,mk. Par exemple, le mot 010231 contient le motif classique
213 car les indices 2, 3 et 5 (par exemple) donnent pour lettres 103, qui sont rangées de la
même manière que 213.

Graphiquement, on observe la contenance de motif classique de la manière suivante : le
mot w contient le motif classique m si et seulement si on peut « extraire » la représentation
en diagramme du mot m depuis la représentation en diagramme du mot w, comme l’illustre
la figure 1.7.
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Figure 1.7 – Le mot 010130 contient le motif classique 213.

De même que dans la sous-section précédente, si un mot ne contient pas un motif
classique donné, on dit qu’il l’évite. Par exemple, le mot 010130 évite les motifs classiques
321 et 123456789.

Motif traitillé

Enfin, on introduit les motifs traitillés, qui sont des sortes de motifs classiques avec
des contraintes supplémentaires d’adjacence. Plus formellement, étant donnés un mot w “

w1w2 . . . wn dont les lettres sont des entiers naturels et un mot m “ m1 ˝1 m2 ˝2 . . . ˝k´1 mk,
où m1m2 . . .mk P Sk, et où les ˝i sont soit le symbole « , », soit le symbole « - », on dit
que w contient le motif traitillé m s’il existe 1 ď i1 ă i2 ă . . . ă ik ď n tels que les deux
conditions suivantes sont remplies :

• pour tous α, β P rks, on a wiα ă wiβ si et seulement si on a mα ă mβ (c.-à-d. que w
contient le motif classique m1m2 . . .mk) ;

• pour tout γ P rk ´ 1s tel que ˝γ est le symbole « , », on a iγ ` 1 “ iγ`1 (c.-à-d. que
les indices iγ et iγ`1 sont consécutifs dès lors que mγ et mγ`1 sont séparées par
une virgule).

Graphiquement, on observe la contenance de motif traitillé de la manière suivante : le
mot w contient le motif traitillé m “ m1 ˝1m2 ˝2 . . .˝k´1mk si et seulement si w contient le
motif classique m1m2 . . .mk (c.-à-d. que la représentation en diagramme de ce dernier peut
être « extraite » de la représentation en diagramme de w) et les contraintes d’adjacence
imposées par les virgules de m sont respectées par les indices de w (les tirets n’imposant
aucune contrainte sur les indices de w). La figure 1.8 illustre un exemple de contenance de
motif traitillé.

Figure 1.8 – Le mot 010231 contient le motif traitillé 1,2-3,4.

Encore une fois, si un mot ne contient pas un motif traitillé donné, on dit qu’il l’évite.
Par exemple, le mot 010231 évite les motifs traitillés 1,3,2 et 1-2,3-4.
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Pour aller plus loin sur les motifs traitillés

On peut encore généraliser les motifs traitillés en imposant par exemple des contraintes
sur l’adjacence verticale des points constitutifs du motif. Ces motifs sont par exemple
étudiés dans [24], dans le cadre des permutations.

1.5 Statistiques combinatoires
De manière générale, une statistique combinatoire (resp. statistique jointe) est une

fonction dont l’ensemble de départ est un ensemble d’objets combinatoires, dont l’ensemble
d’arrivée est N (resp. Nk, avec k ě 2), et dont l’image réciproque de toute partie finie
de N (resp. Nk) est finie. Par exemple, la fonction qui associe à un chemin de Dyck sa
semi-longueur est une statistique. De même, la fonction qui associe à un mot (défini sur
un certain alphabet) le nombre de lettres distinctes qu’il contient est une statistique.
Systématiquement, étant donné un motif m, on peut définir la statistique m qui associe à
un objet combinatoire son nombre d’occurrences du motif m. Enfin, pour tout n P N, on
peut définir une statistique constante n̂, définie par n̂pαq “ n pour tout objet α.

Les statistiques combinatoires ont par exemple été étudiées par [29, 30, 32, 34, 36, 50,
63].

1.6 Rôle des bijections en combinatoire
En combinatoire, lorsque deux familles d’objets de différente nature sont énumérées par

la même suite d’entiers, il est naturel d’essayer de trouver une bijection analytique (qui
respecte la taille) entre les deux familles. Plus précisément, étant données deux familles
d’objets combinatoires A et B, et en notant An (resp. Bn) l’ensemble des éléments de A
(resp. B) de taille n, pour tout n ě 0, de sorte qu’on ait A “

Ť

ně0 An et B “
Ť

ně0 Bn,
dès lors qu’on a |An| “ |Bn| pour tout n ě 0, on cherche une application f : A ÝÑ B qui
soit bijective, et telle que pour tout n ě 0, la restriction f |An soit à son tour une bijection
entre An et Bn. Cela permet de créer un pont entre les objets de A et ceux de B, ce qui
peut permettre la compréhension de la famille A à travers la famille B (ou l’inverse).

La figure 1.9 illustre une bijection élémentaire entre les chemins de Dyck et les mots
de Dyck, qui transforme les pas vers le haut U en la lettre 0, et les pas vers le bas D en la
lettre 1.

�−→ 00001101100111010011

Figure 1.9 – Une bijection naturelle entre les chemins de Dyck et les mots de Dyck.

Dans [47], Kitaev considère que certaines bijections sont « meilleures » que d’autres.
Plus précisément, il s’agit des bijections qui transportent des statistiques équidistribuées.
On définira cette notion dans la sous-section 3.6.3, lorsque l’on donnera une bijection entre
deux familles différentes de chemins sur réseau.
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Chapitre 2

Outils et techniques

Dans ce chapitre, on présente des outils mathématiques (séries génératrices, graphes
d’état), ainsi que des techniques de raisonnement et de calcul (décomposition récursive,
méthode du noyau), qui sont omniprésentes en combinatoire énumérative et bijective. En
particulier, on s’en servira fréquemment dans le document. Les ouvrages [37, 76] sont des
exemples de références en ce qui concerne les techniques de la combinatoire.

2.1 Séries génératrices
Dans cette section, on introduit un objet mathématique d’une grande utilité en com-

binatoire, à savoir : les séries génératrices. En première définition, une série génératrice
(univariée) est une série formelle de la forme

ÿ

nPN
anx

n.

Généralement, la suite de coefficients panqnPN correspond à l’énumération d’objets combina-
toires, et on a typiquement an “ |An| pour tout n P N, où An est l’ensemble des éléments
d’une certaine famille combinatoire qui sont de « taille » n. La variable x, quand à elle, ne
correspond pas à une « grandeur physique » du problème étudié, mais sert simplement
d’indéterminée ou de variable formelle.

Les séries génératrices peuvent être d’abord vues comme un moyen d’encoder l’énumé-
ration d’objets combinatoires. En effet, si la série

ř

ně0 anx
n possède une forme close, on

peut résumer toute l’information contenue dans la suite de coefficients panqně0 dans cette
formule.

Par exemple, les mots binaires sont classiquement comptés par les puissances de 2
(plus précisément, pour tout n ě 0, il y a 2n mots binaires à n lettres). Ainsi, la série
génératrice associée aux mots binaires est

ÿ

ně0
2nxn

“
1

1 ´ 2x.

Inversement, on peut se servir de la forme close lorsque la formule générale de an est
plus compliquée. Par exemple, l’entrée A051291 de [69] ne donne pas de formule explicite
pour le nème terme de la suite correspondante, mais il est indiqué que la série génératrice
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associée a pour forme close

1 ` 2x2 ´ x3 ´ p1 ´ xq
?

1 ´ 2x ´ x2 ´ 2x3 ` x4

2x
?

1 ´ 2x ´ x2 ´ 2x3 ` x4 ,

ce qui suffit à encapsuler toute l’information relative à l’énumération des objets combina-
toires associés (dans ce cas, le nème terme de la suite correspond en anglais au « Whitney
number of level n of the lattice of the ideals of the fence of order 2n ` 1 »).

Dans la suite de la section, on va présenter différents types de séries génératrices, et on
verra également que certaines opérations analytiques sur les séries génératrices se laissent
traduire en termes combinatoires, créant ainsi un pont entre l’analyse et la combinatoire.

2.1.1 Séries univariées
En premier lieu, on introduit les séries génératrices univariées, qui ne comportent

qu’une seule indéterminée (comme dans les exemples cités au début de la section). C’est
le type de série génératrice que l’on rencontre le plus souvent, notamment lorsque l’on
ne s’intéresse qu’à un seul paramètre dans l’énumération d’un famille combinatoire. Plus
précisément, étant donné un ensemble d’objets combinatoires A, tout élément de A possède
généralement un paramètre de « taille », dont la valeur est un entier naturel, et on note le
plus souvent An le sous-ensemble de A composé des éléments de A de taille n. Maintenant,
si la question que l’on se pose est « Pour tout n, combien d’éléments de A ont pour
taille n ? », alors il suffit de calculer |An| pour tout n. De façon équivalente, on cherche la
suite p|An|qn, ou encore, la série génératrice univariée

ř

n anx
n, avec an “ |An|, qui s’écrit

également de la manière suivante :
ÿ

n

anx
n

“
ÿ

αPA

x|α|.

L’étude d’une série génératrice univariée est généralement la première chose que l’on fait
lors de l’énumération d’une famille combinatoire, pour plusieurs raisons :

— comme on l’a déjà évoqué, trouver la forme close de la série génératrice univariée
permet de résumer de façon concise l’information relative à l’énumération des objets
combinatoires auxquels on s’intéresse ;

— il est parfois difficile d’établir l’existence d’une bijection entre deux familles combi-
natoires, mais il est généralement plus aisé de vérifier si les deux séries génératrices
univariées associées sont égales ou non ;

— certaines opérations analytiques élémentaires sur la série génératrice univariée per-
mettent d’obtenir des résultats combinatoires immédiats (cf. la sous-section 2.1.4) ;

— il existe des méthodes simples qui permettent de calculer la forme close de la série
génératrice univariée à travers une équation fonctionnelle, sans jamais avoir à calculer
la suite de coefficients associée (cf. la section 2.2) ;

— enfin, il est possible de tirer des informations asymptotiques sur les coefficients du
développement de Taylor de la série génératrice univariée, notamment grâce à une
analyse des singularités (on pourra se référer à l’ouvrage [37]).
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De plus, on n’a parfois pas besoin et/ou envie d’étudier d’autres paramètres que celui de
la « taille » des objets combinatoires en question (taille qui est en général la statistique
naturelle desdits objets), auquel cas le calcul de la série génératrice univariée constitue la
base véritable du problème, de laquelle tous les résultats découleront par la suite.

Ainsi, dans la suite du document, sauf mention contraire, la variable formelle de la
série génératrice univariée d’une famille de chemins sur réseau correspondra toujours à
la longueur des chemins en question. Aussi, si A est un ensemble de chemins sur réseau,
et qu’on a A “

Ť

ně0 An, où An est l’ensemble des chemins de A de longueur n, alors,
par abus de langage, on parlera de « la série génératrice de A » pour désigner la série
génératrice univariée de p|An|qně0, puisqu’il n’y aura presque jamais d’ambiguïté.

2.1.2 Séries multivariées
Lorsque l’on cherche à énumérer une suite pan1,n2,...,nkqn1,n2,...,nkPN caractérisée par

plusieurs indices n1, n2, . . . , nk (avec k ě 2), on peut s’intéresser à la série génératrice mul-
tivariée associée, définie par

ÿ

n1,n2,...,nkPN
an1,n2,...,nkx

n1
1 x

n2
2 . . . xnk

k .

Le plus souvent, les indices ni, 1 ď i ď k, correspondent chacun à une statistique si,
auquel cas pour tous n1, n2 . . . , nk P N, le coefficient an1,n2,...,nk est le nombre d’objets
combinatoires α tels que s1pαq “ n1, s2pαq “ n2, etc., et skpαq “ nk.

À titre illustratif, considérons l’ensemble des permutations S. Toute permutation
σ possède un ordre (c’est le cardinal de son ensemble de définition) et un nombre de
descentes (défini comme le nombre d’occurrences du motif traitillé 2,1) ; par exemple,
la permutation 461523 a pour ordre 6 et comporte 2 descentes. En notant alors an,k le
nombre de permutations d’ordre n et comportant k descentes (pour tout n ě 1 et tout
k ě 0), la série génératrice multivariée (en l’occurrence bivariée) associée

ř

n,k an,kx
nyk a

pour premiers termes :

x ` p1 ` yqx2
` p1 ` 4y ` y2

qx3
` p1 ` 11y ` 11y2

` y3
qx4

` . . . ,

et le triangle de coefficients obtenu correspond à l’entrée A008292 de [69] (elle liste par
exemple les coefficients des polynômes eulériens, cf. [35, 40]).

Dans le cas bivarié, où la première variable x est associée à la taille d’un objet
combinatoire, et où la seconde variable y est associée au nombre d’occurrences d’un motif
donné m dans l’objet combinatoire, la forme close de la série génératrice F px, yq donne
accès à la distribution de m, ainsi qu’à la popularité de m. Respectivement, ces termes
désignent la donnée, pour tout n et tout k, du nombre d’objets de taille n et contenant
k occurrences de m, ainsi que la donnée, pour tout n, du nombre d’occurrences totales
de m dans l’ensemble des objets de taille n. Ainsi, la distribution de m est la donnée des
coefficients rxnyksF px, yq pour tous n et k, tandis que la popularité de m est la donnée
des sommes de coefficients suivantes, pour tout n :

ÿ

k

krxnyk
sF px, yq.
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Dans le premier cas, il suffit d’avoir F px, yq pour connaître la distribution du motif m.
Dans le second cas, on calcule la quantité By pF px, yqq|y“1 pour connaître la popularité du
motif m. En effet, on a :

By pF px, yqq “ By

˜

ÿ

n,k

an,kx
nyk

¸

“
ÿ

n

xn
ÿ

k

an,kBy

`

yk
˘

“
ÿ

n

xn
ÿ

k

kan,ky
k´1,

d’où :

By pF px, yqq
ˇ

ˇ

y“1 “
ÿ

n

˜

ÿ

k

kan,k

¸

xn.

Ainsi, on a bien :

rxn
sBy pF px, yqq

ˇ

ˇ

y“1 “
ÿ

k

kan,k “
ÿ

k

krxnyk
sF px, yq,

ce qui signifie que By pF px, yqq|y“1 correspond bien à la popularité du motif m. Lorsque
l’on précisera l’ensemble Xn dans lequel on étudie la popularité de m, on notera mpXnq

le nombre total d’occurrences du motif m parmi tous les éléments de l’ensemble Xn.
Nous verrons plus loin (cf. la sous-section 2.1.4) comment d’autres opérations analytiques
permettent d’obtenir des quantités intéressantes à partir d’une série génératrice.

De la même manière que l’égalité entre deux séries génératrices univariées permet
d’affirmer l’existence d’une bijection entre les deux familles combinatoires correspondantes,
l’égalité entre deux séries génératrices multivariées donne un résultat plus fort. En effet, si
deux familles combinatoires possèdent la même série génératrice multivariée

ÿ

n1,n2,...,nkPN
an1,n2,...,nkx

n1
1 x

n2
2 . . . xnk

k ,

où les variables x1, x2, . . . , xk correspondent aux statistiques s1, s2, . . . , sk pour le première
famille, et aux statistiques s1

1, s1
2, . . . , s1

k pour la seconde, alors cela signifie qu’il existe
une bijection entre ces deux familles, et que la propriété suivante est vérifiée : pour tous
n1, n2, . . . , nk P N, le nombre d’objets α dans la première famille tels que

ps1pαq, s2pαq, . . . , skpαqq “ pn1, n2, . . . , nkq

est égal au nombre d’objets β dans la seconde famille tels que

ps1
1pβq, s1

2pβq, . . . , s1
kpβqq “ pn1, n2, . . . , nkq .

Autrement dit, il est possible de trouver une bijection f qui respecte les k-uplets de
statistiques ps1, s2, . . . , skq (pour la première famille) et ps1

1, s1
2, . . . , s1

kq (pour la seconde
famille) associés aux variables formelles x1, x2, . . . , xk. Dans cette situation, on dit que
les statistiques jointes ps1, s2, . . . , skq et ps1

1, s1
2, . . . , s1

kq sont équidistribuées, et même que
la bijection f transporte la statistique jointe ps1, s2, . . . , skq vers ps1

1, s1
2, . . . , s1

kq. On aura
l’occasion de donner des transports de statistiques concrets dans la sous-section 3.6.3.
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2.1.3 Séries ordinaires et séries exponentielles
Dans cette sous-section, on mentionne brièvement deux types de séries génératrices

univariées. On se donne pour cela une suite d’entiers naturels panqně0.
La série formelle

ř

n anx
n, précédemment appelée « série génératrice de panqně0 », est

en réalité la série génératrice ordinaire de panqně0. Cependant, on peut construire d’autres
séries formelles à partir de la même suite.

Par exemple, on appelle série génératrice exponentielle de panqně0 la série formelle
ÿ

n

an

n!x
n.

En pratique, on a recours à une série génératrice exponentielle dès lors que les objets
étudiés présentent une notion de réétiquetage ; si par exemple la suite panqně0 correspond
à des objets dont les n « nœuds » peuvent être étiquetés de 1 à n, alors en permutant les
étiquettes d’un objet fixé, on se retrouve avec n! versions du même objet. Ainsi la série
génératrice ordinaire

ř

n anx
n comptera les différents étiquetages d’un même objet comme

plusieurs objets distincts dans l’énumération, tandis que la série génératrice exponentielle
ř

n
an
n! x

n fait fi des étiquetages dans l’énumération, en renormalisant chaque coefficient an

par le nombre de façons n! qu’il y a d’étiqueter n « nœuds ». C’est pourquoi les séries
génératrices exponentielles interviennent parfois dans les problèmes d’énumération liés aux
graphes ou aux permutations, par exemple (les ouvrages [37, 76] font notamment usage de
séries génératrices exponentielles).

Il existe plusieurs autres types de séries génératrices que l’on peut construire à partir
de la suite panqně0, mais elles sont moins usuelles, et c’est pourquoi on se permet de ne
pas donner leurs définitions, les séries génératrices ordinaires et exponentielles étant les
deux principaux types de séries génératrices que l’on rencontre en combinatoire.

On avertit le·a lecteur·ice que toutes les séries génératrices dans la suite du document
seront des séries génératrices ordinaires, et que, par abus de langage, on les appellera
simplement « séries génératrices ».

2.1.4 Opérations sur les séries génératrices
On peut effectuer plusieurs opérations sur une série génératrice donnée, afin d’obtenir

une nouvelle série génératrice, dont les coefficients vérifient certaines propriétés voulues.
Dans la sous-section, on fixe deux séries génératrices quelconques F pxq “

ř

ně0 anx
n et

Gpxq “
ř

ně0 bnx
n, correspondant respectivement aux familles d’objets combinatoires

disjointes F et G. On pourra se référer à [37] en ce qui concerne les opérations sur les
séries génératrices.

Par exemple, si l’on souhaite connaître la série génératrice de l’ensemble F \ G, alors
on étudiera la série génératrice F pxq ` Gpxq, dont le coefficient en xn est :

rxn
s pF pxq ` Gpxqq “ rxn

s

˜

ÿ

iě0
aix

i
`
ÿ

jě0
bjx

j

¸

“ an ` bn.

Ensuite, si l’on souhaite connaître la série génératrice de l’ensemble F ˆG, alors on étudiera
la série génératrice F pxq ˆ Gpxq, dont le coefficient en xn est :

rxn
s pF pxq ˆ Gpxqq “ rxn

s

˜˜

ÿ

iě0
aix

i

¸

ˆ

˜

ÿ

jě0
bjx

j

¸¸

“

n
ÿ

k“0
akbn´k.
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Si l’on souhaite connaître la série génératrice dont les coefficients correspondent aux
sommes partielles

řn
k“0 ak, alors on étudiera la série génératrice

F pxq

1 ´ x
.

En effet, pour tout n ě 0, on a :

rxn
s
F pxq

1 ´ x
“ rxn

s
ÿ

mě0
amx

m
ÿ

kě0
xk

“
ÿ

tpm,kq;m`k“nu

am.

Or, l’ensemble d’indices sur lequel porte la dernière somme est tpm,n ´ mq; 0 ď m ď nu,
et donc le coeffieicent en xn de F pxq

1´x
est bien

řn
m“0 am.

Ensuite, pour tout décalage d P N˚, la série génératrice dont le nème coefficient est an´d

(resp. an`d) est

xdF pxq (resp. x´d

˜

F pxq ´

d´1
ÿ

k“0
akx

k

¸

).

En effet, pour tout n ě d, on a :
rxn

sxdF pxq “ rxn
s
ÿ

kě0
akx

k`d
“ rxn

s
ÿ

ℓěd

aℓ´dx
ℓ

“ an´d,

et pour tout n ě 0, on a :

rxn
sx´d

˜

F pxq ´

d´1
ÿ

k“0
akx

k

¸

“ rxn
sx´dF pxq ´

d´1
ÿ

k“0
rxn

sx´dakx
k

“ rxn
s
ÿ

ℓě0
aℓx

ℓ´d
´

d´1
ÿ

k“0
ak ¨ rn “ k ´ ds,

où r¨s désigne le crochet d’Iverson (c.à-d. rP s vaut 0 si la proposition P est fausse, et 1 si
elle est vraie). Or, pour tout 0 ď k ď d´ 1, k ´ d est strictement négatif, tandis que n est
positif, d’où rn “ k ´ ds “ 0, et finalement, on a bien :

rxn
sx´d

˜

F pxq ´

d´1
ÿ

k“0
akx

k

¸

“ rxn
s
ÿ

ℓě0
aℓx

ℓ´d
“ rxn

s
ÿ

iď´d

ai`dx
i

“ an`d.

Enfin, le dernier exemple concerne les séries génératrices bivariées qui encodent les
occurrences d’un motif donné m au sein d’une famille d’objets combinatoire quelconque.
Ainsi, on note

Hpx, yq “
ÿ

n,kě0
cn,kx

nyk,

où cn,k est le nombre d’objets combinatoires de « taille » n comportant k occurrences du
motif m. On a déjà vu dans la sous-section 2.1.2 que la série By pHpx, yqq|y“1 donnait la
popularité de m. On ajoute simplement ici que la série génératrice correspondant aux
objets qui évitent m est

Hpx, 0q.

En effet, pour tout n ě 0, le coefficient en xn de Hpx, 0q est :

rxn
sHpx, 0q “ rxn

s
ÿ

mě0

ÿ

kě0
cm,kx

m0k
“ rxn

s
ÿ

mě0
cm,0x

m00
“ cn,0,

qui est bien égal au nombre d’objets de taille n comportant 0 occurrence du motif m.

32



2.2. Décompositions récursives

2.2 Décompositions récursives
Énumérer une famille d’objets combinatoire paraît difficile au premier abord, puisqu’il

faut établir le calcul d’une infinité de cardinaux. Fort heureusement, les objets étudiés
présentent presque toujours une certaine structure, dont on peut tirer des équations
fonctionnelles sur la série génératrice de la famille, ou bien une récurrence linéaire sur les
termes de la suite énumérative.

Afin d’illustrer cette idée centrale en combinatoire, on va traiter un exemple classique.

Exemple 6. On appelle mot de Dyck tout mot binaire (ici sur l’alphabet t0, 1u) comportant
autant de 0 que de 1, et tel que, au fur et à mesure qu’on lit le mot de gauche à droite, le
nombre de 0 est toujours supérieur ou égal au nombre de 1 (cf. [29]). Par exemple, 001011
est un mot de Dyck, mais 011010 n’en est pas un. On note dans la suite D l’ensemble
des mots de Dyck, et, pour tout n ě 0, D2n l’ensemble des mots de Dyck de longueur 2n
(c.-à-d. de semi-longueur n).

Alors on remarque que tout mot de Dyck m P D est :
— soit le mot vide ε ;
— soit de la forme 0 ¨ α ¨ 1 ¨ β, où α et β sont des mots de Dyck (éventuellement vides).

On vient ainsi d’établir la décomposition récursive des mots de Dyck. À présent, en notant
D la série génératrice des mots de Dyck, définie par Dpxq “

ř

ně0 |Dn| ¨ xn, on en déduit
l’équation fonctionnelle suivante :

Dpxq “ 1 ` x2
¨ Dpxq

2.

En effet, le terme 1 “ 1 ¨ x0 correspond au comptage du mot vide ε, unique objet de D de
longueur 0, tandis que le terme x2 ¨Dpxq2 correspond au second point de la décomposition
récursive : au sein des mots de Dyck de la forme 0α1β, le comptage de α correspond à un
facteur multiplicatif Dpxq (étant donné que α est un élément de D, en toute généralité),
celui de β engendre un autre facteur multiplicatif Dpxq (pour les mêmes raisons), et les
nouvelles lettres 0 et 1, au nombre de deux, contribuent à augmenter la longueur du mot
m de deux, d’où le facteur multiplicatif x2.

Ainsi, après résolution, on trouve

Dpxq “
1 ˘

?
1 ´ 4x2

2x2 .

Or, seule l’expression avec un signe ´ donne lieu à un développement de Taylor, l’autre
(avec un signe `) comportant un terme 1{x2 dans son développement de Laurent, ainsi
que des coefficients négatifs pour les puissances positives.

Finalement, à travers la décomposition récursive des mots de Dyck, on a établi que
leur série génératrice est donnée par

Dpxq “
1 ´

?
1 ´ 4x2

2x2 “ 1 ` x2
` 2x4

` 5x6
` 14x8

` 42x10
` Opx12

q.

Les coefficients du développement de Taylor correspondent à l’entrée A000108 de [69], tout
comme les chemins de Dyck de la sous-section 1.3.1.

33

https://oeis.org/A000108


2. Outils et techniques

2.3 Méthode du noyau
En travaillant sur des séries génératrices, on tombe souvent sur des équations fonc-

tionnelles à résoudre (qui découlent par exemple d’une décomposition récursive d’une
famille d’objets combinatoires). Parfois, l’équation fonctionnelle trouvée comporte des
termes initiaux qui compliquent la résolution. Plus généralement, résoudre des équations
fonctionnelles en combinatoire peut s’avérer très difficile dans certains cas, et la méthode
dite « du noyau » permet d’englober une certaine famille d’équations fonctionnelles (cf.
par exemple [3, 62]).

On va à présent détailler un cas simple de cette méthode. Supposons qu’on ait une
équation fonctionnelle de la forme suivante :

Kpu, xqF pu, xq “ apu, xqF pω, xq ` bpu, xq, (2.1)

où K est un polynôme à deux variables et à coefficients entiers (appelé « noyau »), F est
la série génératrice cherchée, a et b sont des fonctions, et ω est un réel (le plus souvent 0
ou 1). On factorise alors le noyau selon ses racines en u :

Kpu, xq “ λ
d
ź

k“1
pu ´ rkpxqq

αk ,

puis, on identifie toutes les racines ri qui possèdent un développement de Taylor en x “ 0.
Lorsque nous emploierons la méthode du noyau dans les chapitres 3 et 4, il existera une
unique telle racine ri. Puisque F pu, xq possède un développement de Taylor en p0, 0q, il
en est de même pour F pripxq, xq. Cela signifie que l’on peut évaluer l’équation (2.1) en
u “ ripxq, et ainsi obtenir :

0 ˆ F pripxq, xq
looooooomooooooon

“0

“ apripxq, xqF pω, xq ` bpripxq, xq.

Finalement, pour peu que apripxq, xq soit non nul (ce qui est toujours le cas en pratique),
on en déduit finalement :

F pω, xq “ ´
bpripxq, xq

apripxq, xq
.

Remarque 1. Parfois, on rajoutera artificiellement un terme non nul dans bpu, xq afin
de s’assurer que bpripxq, xq ne soit pas nul dans la formule précédente. Le cas échéant, on
précisera quelque chose comme « cette modification permet l’application de la méthode
du noyau dans les calculs qui vont suivre ».

Remarque 2. Dans la section 5.2, on fera usage d’une généralisation de la méthode du
noyau, où les équations fonctionnelles font intervenir deux conditions initiales F pω1, xq et
F pω2, xq. Dans ce cas, le noyau K possède deux racines développables, qui nous permettent
de déterminer les valeurs de F pω1, xq et F pω2, xq. On se référera à [3, 62] pour des
explications plus générales de la méthode du noyau.

2.4 Graphe d’état
Dans cette section, on introduit une façon de représenter les mots qu’il est possible

d’écrire dans une famille combinatoire donnée. Plus précisément, étant donné une famille de
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mots combinatoires, son graphe d’état est un automate dont les transitions correspondent
à l’écriture d’une lettre de l’alphabet, et tel que tout mot de la famille s’écrit comme une
suite finie de transitions depuis l’état initial, qui termine à un état final.

Exemple 7. Prenons une fois de plus l’exemple des mots de Dyck (cf. l’exemple 6). La
figure 2.1 donne le graphe d’état des mots de Dyck.

d0 d1 d2 d3 d4
...

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

Figure 2.1 – Graphe d’état des mots de Dyck.

Ainsi, tout mot de Dyck s’écrit comme une suite de 0 et de 1 qui peut être obtenue
en suivant les flèches du graphe d’état, en partant de l’état initial d0, et en terminant à
l’unique état final d0.

Dans la suite du document, on prendra soin de donner une signification précise à chaque
état du graphe d’état, de sorte qu’il ne sera pas nécessaire de préciser l’état initial et le·s
état·s final·aux. De plus, au lieu d’écrire les lettres correspondantes à côté de chaque flèche,
on privilégiera différents types de flèches pour distinguer graphiquement les différentes
lettres.

2.4.1 Rôle des graphes d’état dans l’énumération
Dans notre cadre, les graphes d’état serviront à caractériser la structure des chemins

que l’on étudiera (puisque les chemins sur réseau possèdent une représentation en mot).
Par ricochet, ils nous permettront de déduire des équations fonctionnelles concernant les
séries génératrices qui interviendront dans l’étude des chemins en question.

Exemple 8. Toujours en prenant le cas des mots de Dyck, on va montrer comment le
graphe d’état (cf. la figure 2.1) permet de trouver la série génératrice D déjà calculée dans
l’exemple 6. Pour cela, on introduit, pour tout k ě 0, la série génératrice Dk des mots
binaires reconnus par le même graphe d’état, mais où l’état final est cette fois dk. Ainsi
définie, Dk est en fait la série génératrice des préfixes de mots de Dyck comportant k 0 de
plus que de 1 (D0 est alors identique à D).

À présent, en « lisant » les transitions du graphe d’état, on trouve les relations suivantes :
"

D0pxq “ 1 ` xD1pxq,
@k ě 1, Dkpxq “ x pDk´1pxq ` Dk`1pxqq .

On introduit alors la série formelle F définie par F px, uq “
ř

kě0 Dkpxquk, dans le but de
trouver une forme close de F px, 0q “ D0pxq (cette quantité étant censée être égale à Dpxq).
En remplaçant les Dkpxq des sommandes de F px, uq par les membres de droite dans le
système ci-avant, on obtient :

F px, uq “ 1 ` xD1pxq `
ÿ

kě1
x pDk´1pxq ` Dk`1pxqquk,
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ce qui, après quelques réarrangements et simplifications, donne l’équation suivante :

F px, uq “ 1 ` xuF px, uq `
x

u
F px, uq ´

x

u
F px, 0q,

que l’on peut finalement réécrire comme suit :
`

xu2
´ u ` x

˘

¨ F px, uq “ xF px, 0q ´ u. (2.2)

Appliquons alors la méthode du noyau. Le noyau xu2 ´ u ` x possède deux racines en u,
qui ont pour expressions :

r`pxq “
1 `

?
1 ´ 4x2

2x et r´pxq “
1 ´

?
1 ´ 4x2

2x .

Ici, seule r´ possède un développement de Taylor en x “ 0, d’où :

F px, 0q “

´u

x

¯
ˇ

ˇ

ˇ

u“r´pxq

“
r´pxq

x
,

c.-à-d. :
D0pxq “ F px, 0q “

1 ´
?

1 ´ 4x2

2x2 ,

ce qui coïncide bien avec l’expression de Dpxq trouvée précédemment dans l’exemple 6, et
on peut la réinjecter dans l’équation (2.2) pour obtenir :

F px, uq “
xF px, 0q ´ u

xpu ´ r`pxqqpu ´ r´pxqq
“

x1´
?

1´4x2

2x2 ´ u

xpu ´ r`pxqqpu ´ r´pxqq
.

Or, puisque u´ r´pxq est un facteur du noyau, l’équation (2.2) montre que c’est également
un facteur du second membre xF px, 0q ´ u, ce qui correspond au numérateur de l’équation
ci-avant. Ainsi, on peut simplifier l’expression de F px, uq par ce facteur u´ r´pxq à la fois
au numérateur et au dénominateur, ce qui donne finalement :

F px, uq “
1

xpr`pxq ´ uq
.

Pour conclure, les graphes d’état permettent d’établir des systèmes d’équations linéaires
portant sur des séries génératrices auxiliaires, dont la résolution aboutit à une forme close
de la série génératrice initialement cherchée.
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Contribution :
Combinatoire de chemins
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Chapitre 3

Chemins de Dyck avec trous d’air

Dans ce chapitre, on introduit une nouvelle famille de chemins sur réseau, à savoir : les
chemins de Dyck avec trous d’air. Il s’agit d’une généralisation de la notion de catastrophe
(pour les chemins de Dyck), qui permet d’enrichir l’interprétation en termes de files
d’attente qu’on se fait des chemins sur réseau (la théorie des chemins sur réseau avec
catastrophes et son lien avec la théorie des files d’attente sont par exemple étudiés par
Banderier et Wallner dans [4]). En l’occurrence, les chemins sur réseau considérés dans ce
chapitre peuvent représenter des évolutions de files d’attente dans lesquelles on observe
des remises à zéro partielles, et qui ne peuvent être consécutives.

On peut également faire un lien entre les chemins de Dyck avec trous d’air et les per-
mutations triables par une pile, en s’inspirant des liens déjà établis entre ces permutations
et les chemins de Dyck classiques (cf. [48, 51], par exemple ; les algorithmes de tri à pile
qui y sont décrits ne sont pas tout à fait les mêmes que la version simplifiée que l’on donne
ci-après). On peut – dans notre contexte – définir les permutations triables par une pile
comme les permutations qui évitent le motif classique 231. On peut alors transformer une
telle permutation d’ordre n P N˚ en la permutation « triée » 12 . . . n “ idrns à l’aide d’une
pile, dont le fonctionnement est le suivant :

piq on commence le tri avec la pile vide, la permutation d’entrée à sa droite, et la
permutation de sortie (pour le moment vide) à sa gauche, puis on empile le nombre
la plus à gauche de la permutation d’entrée ;

piiq si le sommet de la pile est le nombre 1 (ou le nombre k ` 1, dans le cas où la
permutation de sortie est 12 . . . k “ idrks avec 1 ď k ă n), alors on dépile le sommet
de la pile et on l’ajoute tout à droite de la permutation de sortie ; sinon, on empile
le nombre le plus à gauche de la permutation d’entrée ;

piiiq on répète l’étape précédente jusqu’à avoir terminé (c.-à-d. jusqu’à obtenir la permu-
tation triée en sortie, avoir vidé la pile, ainsi que la permutation d’entrée).

Parallèlement, on construit un chemin de Dyck avec trous d’air de la manière suivante :
chaque fois qu’on empile un nombre sur la pile, on écrit un pas vers le haut U , et chaque
fois qu’on dépile k nombres d’affilée (k ě 1), on écrit un pas vers le bas Dk (la définition
de ces pas est donnée dans la section 3.1 ci-après). La figure 3.1 illustre un exemple de
construction de chemin de Dyck avec trous d’air à partir du tri d’une permutation.

Enfin, on peut également voir les chemins de Dyck avec trous d’air comme des vols
d’avions qui rencontrent des turbulences isolées dans le temps, occasionnant une perte
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3.1. Définitions et notations

de portance de l’appareil, ce qui a pour conséquence de le faire chuter brutalement en
altitude – ce type de turbulence est d’ailleurs appelé « trou d’air » en aéronautique.

Les travaux exposés dans ce chapitre correspondent à l’article [12], qui a fait l’objet
d’une publication.

3.1 Définitions et notations

3.1.1 Chemins avec trous d’air et chemins premiers
Formellement, un chemin de Dyck avec trous d’air (abrévié dans la suite du document

en « cDta. ») est un chemin non vide sur le quadrant Nord-Est de Z2, commençant à
l’origine, finissant sur l’axe des abscisses, et composé de pas vers le haut U “ p1, 1q et
vers le bas Dk “ p1,´kq, k ě 1, de telle sorte que deux pas vers le bas ne sont jamais
consécutifs. Ce sont ces grands pas vers le bas isolés que l’on appelle trous d’air . La
figure 3.2 donne un exemple de représentation graphique de cDta.

Figure 3.2 – Le cDta. UUDUD2UUUD2UD2UUD2.

Par la suite, on abréviera « D1 » en « D ». On appellera longueur d’un cDta. son
nombre de pas, et on notera |α| la longueur du cDta. α. Enfin, on notera Tn l’ensemble
des cDta. de longueur n. Par définition, on a T0 “ T1 “ ∅, et on pose T “

Ť

ně2 Tn.
On dira qu’un cDta. est premier lorsqu’il finit par Dk avec k ě 2 et qu’il revient sur

l’axe des abscisses une seule fois (à la toute fin). L’ensemble des cDta. premiers de longueur
n sera noté Pn. Le chemin UD n’étant par définition pas premier, on pose P “

Ť

ně3 Pn.

3.1.2 Chemins baissés et montés
Si un cDta. α P Pn est premier, alors il est nécessairement de la forme UβDk, où

2 ď k ă n, et β est un préfixe (finissant par U) d’un élément de T . On peut alors
définir le baissé de α – noté α5 – comme le chemin βDk´1 P Tn´1. Par exemple, le cDta.
UUDUUD3 est premier, et son baissé est le chemin UDUUD2. On note que, pour tout
n ě 3, l’application α ÞÑ α5 est une bijection entre Pn et Tn´1.

On note alors la bijection inverse α ÞÑ α7 : si α “ xDk P Tn est un cDta. de longueur n,
on définit le monté de α – noté α7 – comme le chemin UxDk`1. On vérifie alors que α7 est
bien un élément de Pn`1.

3.2 Décompositions récursives
Il nous sera fort utile de comprendre la structure des cDta. dès lors qu’on souhaitera

conduire une étude combinatoire classique de ces objets (énumération, mise en bijection
avec d’autres objets, recherche de motifs, etc.). Pour ce faire, on remarque d’abord la chose
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3. Chemins de Dyck avec trous d’air

suivante : lorsque l’on coupe un cDta. (non premier) à un endroit où il revient sur l’axe
des abscisses (qui n’est pas le dernier retour, correspondant au dernier pas du chemin), on
obtient un nouvel élément de T de part et d’autre de la coupure.

Par exemple, le cDta. UUD2UDUUUD2UD2 peut être vu comme la concaténation des
deux cDta. UUD2 et UDUUUD2UD2, mais aussi comme la concaténation de UUD2UD
et UUUD2UD2, qui sont également tous les deux des cDta.

Cela donne lieu (entre autres) à deux décompositions naturelles : celle du premier
retour, et celle de l’avant-dernier retour. La plupart du temps, on n’aura pas de raison
profonde de préférer une de ces décompositions, autre que la simple commodité des calculs
obtenus avec.

3.2.1 Décomposition du premier retour
Tout d’abord, donc, on introduit la décomposition du premier retour des cDta., dont

les détails sont donnés ci-après.
Tout élément α de T se classe parmi une (et une seule) des quatre formes suivantes :

piq α “ UD ;
piiq α “ UDβ, avec β P T ;

piiiq α P P (équivalent à α “ β7, avec β P T ) ;
pivq α “ βγ, où β P P et γ P T (équivalent à α “ δ7γ, avec δ, γ P T ).

Ces quatre formes sont illustrées dans la figure 3.3. Elles traduisent la structure suivante
chez un cDta. : le premier retour à l’axe des abscisses est soit un pas D1, soit un pas
Dk (k ě 2) ; dans chaque cas, soit le cDta. s’arrête là, soit il est suivi d’un autre cDta.

On pourra être amené·e à affiner cette décomposition afin de rendre certains calculs
plus commodes. Chaque fois que cela sera fait, on ne manquera pas de le préciser, ainsi
que de redonner la nouvelle décomposition de façon explicite.

β α β γ

piq piiq piiiq pivq

Figure 3.3 – Décomposition du premier retour des cDta.

En substance, on vient de d’établir le fait que T s’écrit comme l’union disjointe
suivante :

T “ tUDu \ pUD ¨ T q \ T 7
\
`

T 7
¨ T

˘

, (3.1)

où pUD ¨ T q “ tUD ¨ α;α P T u, T 7 “ tα7;α P T u et
`

T 7 ¨ T
˘

“ tα7 ¨ β; pα, βq P T 2u.

3.2.2 Décomposition de l’avant-dernier retour
Ensuite, on introduit la décomposition de l’avant-dernier retour des cDta., dont les

détails sont donnés ci-après.
Tout élément α de T se classe parmi une (et une seule) des quatre formes suivantes :

piq α “ UD ;
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3.2. Décompositions récursives

piiq α “ βUD, avec β P T ;
piiiq α P P (équivalent à α “ β7, avec β P T ) ;
pivq α “ βγ, où β P T et γ P P (équivalent à α “ βδ7, avec β, δ P T ).

Ces quatre formes sont illustrées dans la figure 3.4. Elles traduisent la structure suivante
chez un cDta. : le dernier pas est soit D1, soit Dk (k ě 2) ; dans chaque cas, soit le cDta.
est premier, soit il existe un cDta. qui fait office de préfixe strict.

On pourra être amené·e à affiner cette décomposition afin de rendre certains calculs
plus commodes. Chaque fois que cela sera fait, on ne manquera pas de le préciser, ainsi
que de redonner la nouvelle décomposition de façon explicite.

β α β γ

piq piiq piiiq pivq

Figure 3.4 – Décomposition de l’avant-dernier retour des cDta.

Cette autre décomposition se traduit par une autre partition de T , à savoir :

T “ tUDu \ pT ¨ UDq \ T 7
\
`

T ¨ T 7
˘

,

où pT ¨ UDq “ tα ¨ UD;α P T u et
`

T ¨ T 7
˘

“ tα ¨ β7; pα, βq P T 2u.

3.2.3 Processus de décomposition récursive
Étant donné un cDta. α et une décomposition récursive, on définit le processus suivant :

on identifie la forme de α dans la décomposition (notée formepαq) et on applique à α une
transformation qui dépend de formepαq et qui a pour but de « réduire » α ; on répète
alors ce procédé sur chacun des éléments produits par l’étape précédente jusqu’à ce que le
processus stationne.

En ce qui concerne la décomposition du premier retour, voici ce qu’on entend par là :
• si formepαq “ piq (c.-à-d. si α “ UD), alors on change α en lui-même, et on

note α “: Φpiqpαq ;
• si formepαq “ piiq (c.-à-d. si α “ UDβ, avec β P T ), alors on change α en β, et on

note β “: Φpiiqpαq ;
• si formepαq “ piiiq (c.-à-d. si α “ β7, avec β P T ), alors on change α en β, et on

note β “: Φpiiiqpαq ;
• enfin, si formepαq “ pivq (c.-à-d. si α “ β7γ, avec β, γ P T ), alors on change α en le

couple pβ, γq, et on note pβ, γq “: Φpivqpαq.
Par exemple, si α “ UDUUUD3UUDUUD3, alors ce processus donne :

α “ UDUUUD3UUDUUD3 ÞÝÑ UUUD3UUDUUD3

ÞÝÑ pUUD2, UUDUUD3q

ÞÝÑ pUD,UDUUD2q

ÞÝÑ pUD,UUD2q

ÞÝÑ pUD,UDq,
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3. Chemins de Dyck avec trous d’air

après quoi il stationne sur le 2-uplet pUD,UDq. Dans la suite, on appellera ce processus
le processus du premier retour . La figure 3.5 illustre ce processus.

Figure 3.5 – Processus du premier retour appliqué au cDta. UDUUUD3UUDUUD3.

Le fait que la décomposition du premier retour s’appuie sur la partition (3.1) garantit
le caractère bien posé du processus. Puisque les applications Φpiiq, Φpiiiq et Φpivq ont toutes
les trois pour résultat de faire strictement décroître la longueur du cDta. qui est passé
en argument, et puisque UD est le seul cDta. de longueur 2, le processus du premier
retour finit toujours par stationner sur un k-uplet (k ě 1) dont tous les éléments sont le
chemin UD.

En remontant ce processus, on peut d’ailleurs construire n’importe quel cDta. à partir
du seul chemin de base UD.

3.3 Énumération
On note T la série génératrice des cDta., c.-à-d. :

T pxq “
ÿ

αPT
x|α|

“
ÿ

ně2
|Tn| ¨ xn.

Afin de trouver une formule explicite pour T pxq, on utilise la décomposition de l’avant-
dernier retour pour obtenir une équation fonctionnelle vérifiée par T , ce qui permettra de
conclure.

44



3.4. Préfixes

Fixons momentanément un cDta. α, et déterminons la contribution de chaque cas de
la décomposition de l’avant-dernier retour dans la quantité T pxq :

piq Si α “ UD, alors la contribution de α dans T pxq est x2 (puisque |α| “ 2) ;
piiq Si α “ βUD, avec β P T , alors la contribution de α dans T pxq est x2 ¨ B, où B est la

contribution de β dans T pxq (puisque |α| “ 2 ` |β|) ;
piiiq Si α “ β7, avec β P T , alors la contribution de α dans T pxq est x ¨ B, où B est la

contribution de β dans T pxq (puisque |α| “ 1 ` |β|) ;
pivq Enfin, si α “ βγ7, avec β, γ P T , alors la contribution de α dans T pxq est x ¨ B ¨Γ, où

B (resp. Γ) est la contribution de β (resp. γ) dans T pxq (puisque |α| “ 1 ` |β| ` |γ|).
Une fois qu’on a établi cela, on en déduit que T vérifie l’équation fonctionnelle suivante :

T pxq “ x2
` x2

¨ T pxq ` x ¨ T pxq ` x ¨ T pxq
2.

Après résolution, on trouve finalement :

T pxq “
1 ´ x ´ x2 ´

?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1

2x , (3.2)

et le développement de Taylor est

x2
` x3

` 2x4
` 4x5

` 8x6
` 17x7

` Opx8
q.

Par définition de T , cela signifie que |T2| “ 1, |T3| “ 1, |T4| “ 2, |T5| “ 4 et ainsi de
suite. Les coefficients du développement de Taylor de T pxq coïncident – à un terme initial
près – avec les nombres de Catalan généralisés (entrée A004148 de [69]). Cette information
nous permettra par la suite d’établir une bijection entre les cDta. et d’autres objets
combinatoires. Plus précisément, on donnera une bijection entre les cDta. et les chemins
de Motzkin sans pic dans la section 3.6.

Un équivalent asymptotique de rxnsT pxq (obtenu grâce aux méthodes de [37, 60]) est :
a

14
?

5 ´ 30
2n

?
πnp3 ´

?
5q

ˆ

?
5 ` 3
2

˙n

.

3.4 Préfixes
On appelle cDta. partiels les préfixes de cDta. ; on note T 1

n l’ensemble des cDta. partiels
de longueur n, et on pose T 1 “

Ť

ně2 T 1
n.

Afin d’énumérer les cDta. partiels, on va établir un système d’équations linéaires vérifié
par un ensemble de séries génératrices.

Pour tout k ě 0, on note fk (resp. gk) la série génératrice de la suite puk,nqně2 (resp.
pdk,nqně2), où, pour tout n ě 2, uk,n (resp. dk,n) est le nombre de cDta. partiels de Tn

finissant à altitude k par un pas U (resp. Dℓ, ℓ ě 1). La figure 3.6 donne le graphe d’état
de ces chemins.

Ainsi, les fonctions f0, g0, f1, g1, . . . vérifient le système d’équations suivant (on écrira
« fk » – resp. « gk » – pour « fkpxq » – resp. « gkpxq » – afin d’alléger) :

$

&

%

f0 “ 1
@ k ě 1, fk “ x pfk´1 ` gk´1q

@ k ě 0, gk “ x
ř8

i“k`1 fi

.
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3. Chemins de Dyck avec trous d’air

...

...

f0 f1 f2 f3 f5

g1 g2 g3 g4 g5g0

f4

Figure 3.6 – Graphe d’état des cDta. partiels. Les flèches noires (en trait plein)
correspondent aux pas vers le haut, et les flèches rouges (en pointillés) aux pas vers le bas.

Précisons qu’on a ici délibérément écrit « f0 “ 1 » (au lieu de « f0 “ 0 », comme on s’y
attendait plutôt). Cela s’explique par le fait que cette modification permet l’application
de la méthode du noyau dans les calculs qui vont suivre. Une fois les expressions des fk et
des gk trouvées, on prendra soin de retrancher 1 aux développements de Taylor qui font
intervenir la quantité f0pxq.

La seconde ligne dans le système traduit le fait que tout cDta. partiel finissant à
altitude k ě 1 par un pas vers le haut U peut se construire à partir d’un cDta. partiel
finissant à altitude k ´ 1, soit par un pas vers le haut U (ce qui correspond à la série
génératrice fk´1), soit par un pas vers le bas Dℓ (ce qui correspond à la série génératrice
gk´1). Ce faisant, la longueur dudit cDta. partiel finissant à altitude k ´ 1 est augmentée
de 1, d’où le facteur multiplicatif x “ x1 devant fk´1 ` gk´1.

Enfin, la troisième ligne du système traduit le fait que tout cDta. partiel finissant à
altitude k ě 0 par un pas vers le bas Dℓ peut se construire à partir d’un cDta. partiel
finissant à altitude i ě k ` 1 par un pas vers le haut U (puisque deux pas vers le bas ne
sauraient être consécutifs), ce qui correspond aux séries génératrices pfiqiěk`1. Ce faisant,
la longueur dudit cDta. partiel finissant à altitude i est augmentée de 1, d’où le facteur
multiplicatif x “ x1 devant

ř8

i“k`1 fi.
À présent, on pose F puq “

ř

kě0 fku
k et Gpuq “

ř

kě0 gku
k. En réinjectant les équations

vérifiées par les fk et les gk, on trouve :

F puq “ 1 ` xu pF puq ` Gpuqq , et Gpuq “
x

1 ´ u
pF p1q ´ F puqq .

En exprimant tout en fonction de F , on a :

F puq “ 1 ` xuF puq `
x2u

1 ´ u
pF p1q ´ F puqq ,

ou encore :
F puq “

1 ´ u ` x2uF p1q

xu2 ` px2 ´ x ´ 1qu ` 1 .

On note r` et r´ les deux racines en u du dénominateur, de sorte que F puq “
1´u`x2uF p1q

xpu´r`qpu´r´q
.

Explicitement, on a :

r˘ “
1 ` x ´ x2 ˘

?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1

2x . (3.3)
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Puisque la racine r´ possède un développement de Taylor en x “ 0, la méthode du noyau
assure qu’on a :

0 “ 1 ´ r´ ` x2r´F p1q,

d’où :
F p1q “

r´ ´ 1
x2r´

.

En réinjectant dans l’expression de F puq, on obtient :

F puq “
1 ´ u ` u

´

1 ´ 1
r´

¯

xpu ´ r`qpu ´ r´q
.

En utilisant les relations coefficients-racines (ou « relations de Viète ») associées à r` et
r´, on montre que le numérateur de cette fraction s’écrit pu ´ r´qpx2F p1q ´ 1q, d’où :

F puq “
x2F p1q ´ 1
xpu ´ r`q

,

ce qui, après quelques calculs, se réécrit :

F puq “ ´
1
r`

¨
1 ´ r`

1 ´ xr´

¨
1

1 ´ u{r`

.

Maintenant, on peut extraire le coefficient ruksF puq pour tout k ě 1, en s’appuyant sur le
développement 1{p1 ´ αq “ 1 ` α ` α2 ` . . . :

@ k ě 1, ruk
sF puq “ ´

1
rk`1

`

¨
1 ´ r`

1 ´ xr´

,

et en utilisant à nouveau la relation coefficients-racines r`r´ “ 1{x, on trouve la simplifi-
cation suivante :

@ k ě 1, ruk
sF puq “ xkrk

´.

Parallèlement, puisqu’on a F puq “ 1 ` xu pF puq ` Gpuqq, on en déduit :

Gpuq “
F puq

xu
´

1
xu

´ F puq,

ce qui implique :

@ k ě 1, ruk
sGpuq “ ruk

s
F puq

xu
´ ruk

s
1
xu

´ ruk
sF puq

“
1
x

ruk`1
sF puq ´ 0 ´ xkrk

´ “ xkrk
´ pr´ ´ 1q .

Finalement, en notant Tk la série génératrice des cDta. partiels finissant à altitude k, on a :

@ k ě 1, Tkpxq “ xkrk`1
´ “

`

1 ` x ´ x2 ´
?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1

˘k`1

2k`1x
. (3.4)

De plus, on a T0 “ F p0q ´ 1 ` Gp0q “ T pxq, et l’expression de T pxq est donnée par
l’équation (3.2). Le tableau 3.1 donne quelques exemples de développements de Taylor de
cDta. partiels finissant à une altitude donnée.

Les coefficients de la première ligne correspondent à l’entrée A004148 de [69], ceux
de la deuxième à l’entrée A075125 (elle compte par exemple les chemins de Dyck qui
évitent les facteurs UDU et DUD), tandis que les autres suites d’entiers du tableau ne
correspondent à aucune entrée de l’encyclopédie.
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3. Chemins de Dyck avec trous d’air

k fkpxq ´ rk “ 0s ` gkpxq

0 x2 ` x3 ` 2x4 ` 4x5 ` 8x6 ` 17x7 ` 37x8 ` 82x9 ` Opx10q

1 x ` 2x3 ` 2x4 ` 5x5 ` 10x6 ` 21x7 ` 46x8 ` 102x9 ` Opx10q

2 x2 ` 3x4 ` 3x5 ` 9x6 ` 18x7 ` 40x8 ` 90x9 ` Opx10q

3 x3 ` 4x5 ` 4x6 ` 14x7 ` 28x8 ` 66x9 ` Opx10q

4 x4 ` 5x6 ` 5x7 ` 20x8 ` 40x9 ` Opx10q

Tableau 3.1 – Développement de Taylor de fk ´ rk “ 0s ` gk, pour k P t0, 1, 2, 3, 4u.

3.5 Modèle sinistroverse
Dans cette section, on introduit une nouvelle famille de chemins sur réseau. En substance,

elle correspond aux cDta. lus de la droite vers la gauche. Plus formellement, un chemin
de Dyck avec trous d’air sinistroverse est un chemin non vide sur le quadrant Nord-Est
de Z2, commençant à l’origine, finissant sur l’axe des abscisses, et composé de pas vers
le haut Uk “ p1, kq, k ě 1, et vers le bas D “ p1,´1q, de telle sorte que deux pas vers le
haut ne sont jamais consécutifs. Par commodité, on notera « U » pour « U1 ».

Ainsi, graphiquement, tout pas Dk d’un cDta. classique (on pourra aussi dire « dex-
troverse » pour faire la distinction) apparaît comme le pas Uk d’un cDta. sinistroverse
quand on imagine que la lecture du chemin se fait de la droite vers la gauche. La figure 3.7
illustre cette idée.

Figure 3.7 – Le cDta. dextroverse α “ UUDUD2UUUD2UD2UUD2 (gauche) et le
cDta. sinistroverse σpαq (droite).

Pour tout n ě 2, on note Sn l’ensemble des cDta. sinistroverses de longueur n, et on
pose S “

Ť

ně2 Sn. En outre, on note S 1
n l’ensemble des préfixes de S de longueur n, et

on pose S 1 “
Ť

ně1 S 1
n. La figure 3.7 donne alors lieu à une involution de Tn Y Sn, qui

induit elle-même une bijection entre Tn et Sn pour tout n ě 2. Plus précisément, on définit
l’application σ par :

σ : Tn Y Sn ÝÑ Tn Y Sn

α1 ¨ . . . ¨ αn ÞÝÑ ϱpαn ¨ . . . ¨ α1q
,

où l’application ϱ est à son tour définie par :

ϱ :

T Y S ÝÑ T 1 Y S 1

Uk ÞÝÑ Dk

Dk ÞÝÑ Uk

α1 ¨ . . . ¨ αn ÞÝÑ ϱpα1q ¨ . . . ¨ ϱpαnq

,

pour tout k ě 1 et tout n ě 2. Alors σ est une involution de Tn Y Sn pour tout n ě 2. En
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effet, pour tout α1 ¨ . . . ¨ αn P Tn Y Sn, on a :

σpσpα1 ¨ . . . ¨ αnqq “ σpϱpαnq ¨ . . . ¨ ϱpα1qq

“ ϱpϱpα1q ¨ . . . ¨ ϱpαnqq

“ ϱpϱpα1qq ¨ . . . ¨ ϱpϱpαnqq

“ α1 ¨ . . . ¨ αn.

Ainsi, pour tout α P Tn Y Sn, l’antécédent σ´1pαq de α est σpαq. Montrons alors que σ|Tn
est une bijection entre Tn et Sn. Tout d’abord, on se convainc que l’image de tout
cDta. dextroverse par σ est un cDta. sinistroverse de même longueur. En effet, si α P Tn,
alors chaque lettre U présente dans α sera changée en la lettre D, et chaque lettre Dk

sera changée en la lettre Uk, ce qui montre que l’alphabet du chemin σpαq est le bon. De
plus, deux lettres Di et Dj ne pouvant être consécutives dans α, leurs images Ui et Uj ne
sauraient l’être dans σpαq, l’application σ conservant le caractère consécutif des lettres qui
sont consécutives dans le chemin de départ, ce qui montre que les contraintes des cDta.
sinistroverses sur les pas vers le haut sont bien respectées.

Enfin, si β est un élément de Sn, alors le chemin α “ σpβq est un élément de Tn (par
le même raisonnement que ci-avant, on se convainc qu’on a σ pSnq Ă Tn), et c’est le seul à
vérifier σpαq “ σpσpβqq “ β, étant donné que σ est bijective (de Tn Y Sn vers lui-même).

La bijectivité de σ entre Tn et Sn pour tout n ě 2 montre que les cDta. sinistroverses
partagent la même énumération que les cDta. dextroverses. Notamment, la série génératrice
de p|Sn|qně2 est égale T , et son expression est par conséquent donnée par l’équation (3.2).

Toutefois, l’énumération des cDta. sinistroverses partiels n’est pas la même que celle
des cDta. dextroverses partiels : par exemple, il n’y a pas de cDta. dextroverse partiel de
longueur 1 finissant à altitude 2, mais il y a un cDta. sinistroverse partiel de longueur 1
finissant à altitude 2 (ce chemin étant U2). Afin d’énumérer les cDta. sinistroverses partiels,
on va faire un travail analogue à celui qui a été fait sur les cDta. dextroverses partiels dans
la section précédente. Toutefois, si l’on reprend les notations fk et gk, en les adaptant aux
cDta. sinistroverses partiels, alors la méthode du noyau n’aboutira pas.

Ainsi, pour tout k ě 0, on introduit les notations ak et bk, que l’on va voir dans un
premier temps comme des états, plutôt que des séries génératrices. Plus précisément, entre
deux pas consécutifs (et également avant le premier pas et après le dernier pas), tout
cDta. sinistroverse partiel est dans un état de la forme ak ou bk, ces derniers étant définis
comme suit :

— l’état ak est un état intermédiaire (c.-à-d. qu’il existe un pas du chemin situé après
cet état), à altitude k, et le prochain pas du chemin est un pas vers le haut Uℓ ;

— l’état bk est à altitude k ; s’il est intermédiaire, alors le prochain pas du chemin est
D (il n’y a bien sûr pas de condition sur le prochain pas lorsque l’état bk est atteint
après le dernier pas du chemin).

Par exemple, le cDta. sinistroverse partiel U3DDUDU2D passe par les états successifs
suivants :

ra0, b3, b2, a1, b2, a1, b3, b2s.

La figure 3.8 illustre les successions d’états possibles, sous la forme d’un graphe d’état.
Maintenant, puisque les états finaux sont exactement les bk, on peut interpréter les

ak et les bk du graphe d’état comme des séries génératrices, et on va chercher à trouver
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...

...

a0 a1 a2 a3 a4 a5

b0 b1 b2 b3 b4 b5

Figure 3.8 – Graphe d’état des cDta. sinistroverses partiels. Les flèches noires (en trait
plein) correspondent aux pas vers le haut, et les flèches rouges (en pointillés) aux pas vers

le bas. Les seuls états finaux sont ceux de la rangée du bas.

l’expression de bkpxq, qui s’identifie alors à la série génératrice des cDta. sinistroverses
partiels finissant à altitude k. Le système d’équations vérifié par les ak et les bk est alors le
suivant :

$

’

&

’

%

a0 “ 1 ` xb1
@k ě 1, ak “ xbk`1

@k ě 0, bk “ x
´

bk`1 `
řk´1

i“0 ai

¯

.

Une fois de plus, on a écrit « a0 “ 1 ` xb1 », alors qu’on s’attendait plutôt à « a0 “ xb1 ».
Cette modification permet l’application de la méthode du noyau dans les calculs qui
suivent. En posant Apuq “

ř

kě0 aku
k et Bpuq “

ř

kě0 bku
k, le système ci-avant donne :

Apuq “ 1 `
x

u
pBpuq ´ Bp0qq , et Bpuq “

x

u
pBpuq ´ Bp0qq `

xu

1 ´ u
Apuq.

En exprimant tout en fonction de B, on a :

Bpuq “
x

u
pBpuq ´ Bp0qq `

xu

1 ´ u
`

x2

1 ´ u
pBpuq ´ Bp0qq ,

ou encore :
Bpuq “

x pp1 ´ u ` xuqBp0q ´ u2q

u2 ` px2 ´ x ´ 1qu ` x
.

Les deux racines (en u) du dénominateur sont xr` et xr´, où les expressions de r` et r´

sont données par la formule (3.3). Puisque la racine xr´ possède un développement de
Taylor en x “ 0, la méthode du noyau assure qu’on a :

0 “ ´x3r2
´ ` xp1 ´ xr´ ` x2r´qBp0q,

d’où :
Bp0q “

pxr´q
2

1 ´ xr´ ` x2r´

,

ce qui, en faisant usage des relations coefficients-racines associées à xr` et xr´, se réécrit :

Bp0q “ r´ ´ 1.

On aurait d’ailleurs pu aboutir à ce résultat en utilisant le fait que Sn et Tn sont équipotents
pour tout n ě 2 (comme évoqué au début de la section), d’où Bp0q “ T pxq “ r´ ´ 1.
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En réinjectant dans l’expression de Bpuq, et après quelques simplifications, on obtient :

Bpuq “
r´ ´ 1

xr´p1 ´ ur´q
´ x.

Maintenant, on peut extraire le coefficient ruksBpuq pour tout k ě 0, en s’appuyant sur le
développement 1{p1 ´ αq “ 1 ` α ` α2 ` . . . :

@ k ě 0, ruk
sBpuq “ ruk

sp´xq `
r´ ´ 1
xr´

ruk
s

1
1 ´ ur´

“ ´xrk “ 0s `
r´ ´ 1
xr´

rk
´.

Finalement, en notant Sk la série génératrice des cDta. sinistroverses partiels finissant à
altitude k, on a :

@ k ě 0, Skpxq “ ´xrk “ 0s `
r´ ´ 1
x

rk´1
´ . (3.5)

Lorsque k “ 0, on a bien ru0sBpuq “ ´x`
r´´1
xr´

“ r´ ´ 1, dont le développement de Taylor
coïncide avec celui de la série génératrice des cDta. dextroverses (comme on l’a mentionné
lors du calcul de Bp0q), et lorsque k ě 1, le développement de Taylor de ruksBpuq est
différent de celui des cDta. dextroverses partiels finissant à altitude k. Tout cela confirme ce
que l’on avait annoncé plus tôt dans la section. Le tableau 3.2 donne quelques exemples de
développements de Taylor de cDta. sinistroverses partiels finissant à une altitude donnée.

k bkpxq

0 x2 ` x3 ` 2x4 ` 4x5 ` 8x6 ` 17x7 ` 37x8 ` 82x9 ` Opx10q

1 x ` x2 ` 2x3 ` 4x4 ` 8x5 ` 17x6 ` 37x7 ` 82x8 ` 185x9 ` Opx10q

2 x ` x2 ` 3x3 ` 6x4 ` 13x5 ` 29x6 ` 65x7 ` 148x8 ` 341x9 ` Opx10q

3 x ` x2 ` 4x3 ` 8x4 ` 19x5 ` 44x6 ` 102x7 ` 239x8 ` 563x9 ` Opx10q

4 x ` x2 ` 5x3 ` 10x4 ` 26x5 ` 62x6 ` 149x7 ` 359x8 ` 865x9 ` Opx10q

Tableau 3.2 – Développement de Taylor de bk, pour k P t0, 1, 2, 3, 4u.

Les coefficients des deux premières lignes correspondent à l’entrée A004148 de [69], ceux
de la troisième à l’entrée A093128 (elle compte par exemple les dissections de polygones qui
n’utilisent que des diagonales strictement disjointes), tandis que les autres suites d’entiers
du tableau ne correspondent à aucune entrée de l’encyclopédie.

3.6 Lien avec d’autres chemins sur réseau
La section 3.3 montre que les cDta. partagent, à un terme initial près, la même

énumération que les chemins de Motzkin sans pic (cf. l’entrée A004148 de [69]). On va
brièvement définir ce qu’ils sont, puis expliciter analytiquement une bijection entre ces
deux familles de chemins. Enfin, on se servira de ladite bijection pour mettre en exergue
quelques équidistributions de statistiques entre ces deux types d’objets.

3.6.1 Chemins de Motzkin sans pic
On rappelle d’abord la définition des chemins de Motzkin, déjà évoqués dans la sous-

section 1.3.2. Un chemin de Motzkin est un chemin non vide sur le quadrant Nord-Est
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de Z2, commençant à l’origine, finissant sur l’axe des abscisses, et composé de pas vers
le haut U “ p1, 1q, vers le bas D “ p1,´1q, et vers l’avant F “ p1, 0q. On appelle pic le
facteur UD, et on dit alors qu’un chemin de Motzkin est sans pic lorsqu’il ne contient
aucune occurrence de ce motif.

Par exemple, le chemin de Motzkin FFUDUFD n’est pas sans pic, mais le chemin
FFUFDUFD l’est. On appelle longueur d’un chemin de Motzkin sans pic son nombre de
pas. Pour tout n ě 1, on note Mn l’ensemble des chemins de Motzkin sans pic de longueur
n, et on pose M “

Ť

ně1 Mn.
De la même façon qu’on a établi la décomposition de l’avant-dernier retour pour les

cDta., on présente la décomposition suivante pour les chemins de Motzkin sans pic ; si α est
un élément de M, alors il se classe parmi une (et une seule) des quatre formes suivantes :

piq α “ F ;
piiq α “ UβD, où β P M ;

piiiq α “ βF , où β P M ;
pivq α “ βUγD, où β, γ P M.

Cette décomposition facilitera la mise en place d’une bijection entre T et M, comme
on le verra dans la sous-section suivante.

3.6.2 Une bijection
Construisons une application de T vers M en mettant en parallèle la décomposition de

l’avant-dernier retour de T d’un côté, et la décomposition de M vue dans la sous-section
précédente de l’autre ; on définit l’application ψ de la manière suivante :

ψ : α P T ÞÝÑ ψpαq “

$

’

’

&

’

’

%

F si α “ UD ;
UψpβqD si α “ βUD, avec β P T ;
ψpα5qF si α P P ;
ψpγ5qUψpβqD si α “ βγ, avec β P T et γ P P .

La figure 3.9 illustre la façon dont l’application ψ est structurée, tandis que la figure 3.10
montre l’action de cette application sur un exemple de cDta. Vérifions d’abord que cette
dernière est bien à valeurs dans M.

Par définition de ψ, on observe qu’aucune image ψpαq (avec α P T ) ne commence par
un pas vers le bas D ni ne finit par un pas vers le haut U . Ainsi, par exemple, si α “ βUD
(avec β P T ), alors le chemin-image ψpαq “ UψpβqD contient un pic si et seulement si
le chemin ψpβq contient un pic. Or, puisque le cas de base dans la définition de ψ est
ψpUDq “ F , et que F ne contient pas de pic, on se convainc que ψpβq ne contient pas
de pic, et ce peu importe la forme de β. De la même façon, si α “ βγ (avec β P T et
γ P P), alors le même type de raisonnement permet de conclure que le chemin-image
ψpαq “ ψpγ5qUψpβqD ne contient pas de pic.

En définitive, on a bien l’inclusion ψpT q Ă M.

Théorème 9. L’application ψ : T ÝÑ M définie ci-avant est bijective. De plus, pour
tout n ě 2, la restriction ψ|Tn est une bijection entre Tn et Mn´1.
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β

ψpβq

α

ψpα5q

β γ

ψpγ5q
ψpβq

Figure 3.9 – Application ψ de T vers M.

Démonstration. On va montrer d’abord le second point. Soit donc n ě 2. Pour commencer,
la définition de ψ montre que la restriction ψ|Tn est à valeurs dans Mn´1 (c.-à-d. que
l’image de n’importe quel cDta. de longueur n est un chemin de Motzkin sans pic de
longueur n ´ 1).

Ensuite, étant donné que |Mn´1| est égal au pn ´ 1qème nombre de Catalan généralisé
(cf. l’entrée A004148 de [69]), au même titre que |Tn| (cf. la fin de la section 3.3), et puisque
ces cardinaux sont finis, il suffit de montrer que ψ|Tn est injective pour montrer qu’elle est
bijective. On va raisonner par récurrence sur n.

Soient alors α et β deux éléments de T2 vérifiant ψpαq “ ψpβq, et montrons qu’on a
α “ β. Étant donné que T2 est réduit au singleton tUDu, on a directement α “ β.

Soit maintenant n ě 2, et supposons que pour tout 2 ď k ď n, ψ|Tk est injective. Soient
ensuite α et β deux éléments de Tn`1 vérifiant ψpαq “ ψpβq, et montrons qu’on a α “ β.
Étant donné que ψ envoie la partition

T “ tUDu \ pT ¨ UDq \ T 7
\
`

T ¨ T 7
˘

sur la partition

M “ ψptUDuq \ ψ pT ¨ UDq \ ψ
`

T 7
˘

\ ψ
`

T ¨ T 7
˘

(cf. la décomposition de M donnée dans la sous-section précédente), les cDta. α et β ont
nécessairement la même forme dans la décomposition de l’avant-dernier retour. Si, par
exemple, α est de la forme α1 ¨α7

2, et si β est de la forme β1 ¨ β7
2, alors, d’après la définition

de ψ, on a :
"

ψpαq “ ψpα2qUψpα1qD ;
ψpβq “ ψpβ2qUψpβ1qD.

Puisque ψpα1q et ψpβ1q sont des éléments de M, les chemins Uψpα1qD et Uψpβ1qD ne
sauraient revenir à l’axe des abscisses à part à leur toute fin. Or, puisqu’on a ψpαq “ ψpβq,
les chemins Uψpα1qD et Uψpβ1qD sont à leur tour égaux, ainsi que ψpα1q et ψpβ1q. Cela
implique ensuite l’égalité des chemins ψpα2q et ψpβ2q.

Les chemins ψpα1q et ψpβ1q étant égaux et de longueur inférieure ou égale à

|ψpαq| “ |ψpβq| “ pn ` 1q ´ 1 “ n,

et l’application ψ|T|ψpαq|`1
étant injective par hypothèse de récurrence, on en déduit que α1

et β1 sont égaux. On montre ensuite que les chemins α2 et β2 sont à leur tour égaux, le
même raisonnement pouvant alors être invoqué.
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En somme, puisqu’on a α1 “ β1 et α2 “ β2, on a α “ α1 ¨ α7
2 “ β1 ¨ β7

2 “ β. Si α et β
sont d’une autre forme dans la décomposition de l’avant-dernier retour, un raisonnement
analogue permet de montrer l’égalité α “ β, ce qui achève la récurrence. In fine, on a bien
montré que ψ|Tn est injective – et donc bijective – de Tn vers Mn´1, pour tout n ě 2.

Finalement, T étant égal à l’union disjointe
Ů

ně2 Tn, et M étant égal à l’union disjointe
Ů

ně2 Mn´1, la bijectivité de ψ|Tn de Tn vers Mn´1 pour tout n ě 2 entraîne celle de ψ
de T vers M. En effet, pour tout β P M, le chemin

α “

´

ψ
ˇ

ˇ

T|β|`1

¯´1
pβq P T|β|`1 Ă T

est le seul à vérifier ψpαq “ β.

ÞÝÑ

Figure 3.10 – Un cDta. et son image par ψ.

3.6.3 Transport de statistiques
Dans cette sous-section, on s’intéresse au transport de certaines statistiques par les

bijections
`

ψ|Tn

˘

ně2. Pour commencer, on dira que deux statistiques a et b, respectivement
définies sur les ensembles A et B, sont équidistribuées s’il existe une bijection f entre A
et B vérifiant apxq “ bpfpxqq pour tout x P A. Cela signifie qu’en plus d’avoir autant
d’éléments de A et de B pour lesquels les statistiques a et b sont égales à n pour tout n P N,
la bijection f « respecte » cette structure. Lorsque c’est le cas, on notera abusivement
fpaq “ b, et on dira que f transporte la statistique a vers la statistique b.

Il est à noter qu’une définition équivalente est de dire que les deux statistiques a et b
sont équidistribuées si et seulement si on a |a´1 ptnuq | “ |b´1 ptnuq | pour tout n P N (on
suppose ici que ces cardinaux sont finis). En effet, si cette dernière propriété est vérifiée,
alors pour tout n P N, il existe une bijection fn entre a´1 ptnuq et b´1 ptnuq. On peut alors
construire la bijection f : A ÝÑ B définie par :

@ x P A, fpxq “ fapxqpxq.

Ainsi, l’existence d’une bijection qui relie deux statistiques équidistribuées est en réalité
garantie. Cependant, il n’est pas garanti qu’on dispose toujours d’une formule explicite
agréable pour ladite bijection. C’est pour cette raison qu’on donne ici des transports de
statistiques par les bijections

`

ψ|Tn

˘

ně2, pour lesquelles on dispose de la définition récursive
explicite de ψ, qui s’écrit de façon concise.

Théorème 10. Pour tous n ě 2 et k ě 1, on a les transports de statistiques suivants :
• ψ|TnpUq “ F ` U “ F ` D ;
• ψ|TnpDq “ ψ|TnpUDq “ 1F ` UFD ` 1UMD ` U2MD2 ;
• ψ|TnpDUq “ UFD ` U2MD2 ;
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• ψ|TnpUUq “ F ´ 1̂ ;
• ψ|Tnp∆kq “ 1Fk ` UFkD ` 1Fk´1UMD ` UFk´1UMD2 ;
• ψ|TnpPicq “ U ` 1̂ ;
• ψ|TnpRetq “ n̂ ´ DerF ;
• ψ|TnpADerq “ Ret,

où :
• on rappelle que, comme évoqué dans la section 1.5, la statistique U correspond au

nombre d’occurrences du motif U – et plus généralement, pour tout motif m, la
statistique m correspond au nombre d’occurrences du motif m – ;

• 1βpαq “ rα “ βs, où r¨s désigne le crochet d’Iverson ;
• 1UMDpαq “ rDβ P M, α “ UβDs ;
• U2MD2pαq est le nombre de motifs de la forme U2βD2 (β P M) dans α ;
• ∆k est le motif UkDk ;
• 1Fk´1UMDpαq “

“

Dβ P M, α “ F k´1UβD
‰

;
• UFk´1UMD2pαq est le nombre de motifs de la forme UF k´1UβD2 (β P M) dans α ;
• Pic est le motif

ř

ℓě1 UDℓ ;
• Retpαq est le nombre de retours à l’axe des abscisses dans α ;
• DerFpαq est la position du dernier pas vers l’avant F de α ;
• ADerpαq est l’amplitude du dernier pas de α (c.-à-d. ADerpxDℓq “ ℓ).

Démonstration. Par souci de concision, on détaille uniquement la preuve pour ψ|TnpUq et
ψ|Tnp∆kq, les autres points pouvant être démontrés par des raisonnements analogues. On
raisonne par récurrence sur n.

Tout d’abord, les ensembles T2 “ tUDu et M1 “ tF u “ tψ|T2
pUDqu sont tous deux

réduits à un élément, et on vérifie aisément qu’on a

pF ` Uq pF q “ pF ` Dq pF q “ 1 “ UpUDq

et
`

1Fk ` UFkD ` 1Fk´1UMD ` UFk´1UMD2˘
pF q “ rk “ 1s “ ∆kpUDq.

Soit maintenant n ě 2, et supposons que pour tout 2 ď ℓ ď n et pour tout α P Tℓ, on a

Upαq “ pF ` Uq pψ
ˇ

ˇ

Tℓ
pαqq “ pF ` Dq pψ

ˇ

ˇ

Tℓ
pαqq

et
∆kpαq “

`

1Fk ` UFkD ` 1Fk´1UMD ` UFk´1UMD2˘
pψ
ˇ

ˇ

Tℓ
pαqq.

Soit α P Tn`1. Comme n ` 1 ě 3, α peut uniquement prendre l’une des trois formes
suivantes dans la décomposition de l’avant-dernier retour :

piiq α “ βUD, avec β P Tn´1 ;
piiiq α “ β7, avec β P Tn ;
pivq α “ β ¨ γ7, avec β P Tℓ et γ P Tn´ℓ (2 ď ℓ ď n ´ 2).
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Dans le cas piiq, on a UpβUDq “ 1 ` Upβq. Or, puisque |β| “ n ´ 1, on a, par hypothèse
de récurrence :

Upβq “ pF ` Uq pψ
ˇ

ˇ

Tn´1
pβqq “ pF ` Dq pψ

ˇ

ˇ

Tn´1
pβqq,

d’où :

UpβUDq “ 1 ` pF ` Uq pψ
ˇ

ˇ

Tn´1
pβqq “ pF ` Uq pUψ

ˇ

ˇ

Tn´1
pβqDq “ pF ` Uq pψ

ˇ

ˇ

Tn`1
pβUDqq

“ 1 ` pF ` Dq pψ
ˇ

ˇ

Tn´1
pβqq “ pF ` Dq pUψ

ˇ

ˇ

Tn´1
pβqDq “ pF ` Dq pψ

ˇ

ˇ

Tn`1
pβUDqq .

Dans le cas piiiq, on a Upβ7q “ 1 ` Upβq. Or, puisque |β| “ n, on a, par hypothèse de
récurrence :

Upβq “ pF ` Uq pψ
ˇ

ˇ

Tn
pβqq “ pF ` Dq pψ

ˇ

ˇ

Tn
pβqq,

d’où :

Upβ7
q “ 1 ` pF ` Uq pψ

ˇ

ˇ

Tn
pβqq “ pF ` Uq pψ

ˇ

ˇ

Tn
pβqF q “ pF ` Uq pψ

ˇ

ˇ

Tn`1
pβ7

qq

“ 1 ` pF ` Dq pψ
ˇ

ˇ

Tn
pβqq “ pF ` Dq pψ

ˇ

ˇ

Tn
pβqF q “ pF ` Dq pψ

ˇ

ˇ

Tn`1
pβ7

qq .

Le cas pivq se traite de façon similaire, et on a donc bien montré qu’on a

Upαq “ pF ` Uq pψ
ˇ

ˇ

Tn`1
pαqq “ pF ` Dq pψ

ˇ

ˇ

Tn`1
pαqq

pour tout α P Tn`1.
Pour traiter le second point, on écarte d’abord le cas où k “ 1, puisqu’un cDta. contient

autant d’occurrences du motif ∆1 “ UD que du motif D (tout pas vers le bas est en
effet nécessairement précédé d’un pas vers le haut, deux pas vers le bas ne pouvant être
consécutifs), et on peut alors raisonner de la même manière que dans la première partie
de cette démonstration pour montrer qu’on a bien

UDpαq “
`

1F ` UFD ` 1UMD ` U2MD2˘
pψ
ˇ

ˇ

Tn`1
pαqq

pour tout α P Tn`1. On suppose dans la suite qu’on a k ě 2, et on affine alors la
décomposition de l’avant-dernier retour comme suit :

(a) α “ βUD, avec β P Tn´1 ;
(b) α “ β ¨ ∆7

k´1, avec β P Tn´k Y tεu ;
(c) α “ β ¨ ∆7

k, avec β P Tn´k´1 Y tεu ;
(d) α “ β ¨ pγ ¨ ∆kq

7, avec β P T Y tεu et γ P T ;
(e) α “ β ¨ γ7, avec β P T Y tεu et γ est un cDta. qui n’est ni ∆k´1, ni de la forme δ ¨ ∆k

(δ P T Y tεu).
Le cas pbq se traite par exemple de la façon suivante : si β “ ε, alors on a k “ n, α “ ∆n,
ψ|Tn`1

pαq “ F n, et
`

1Fk ` UFkD ` 1Fk´1UMD ` UFk´1UMD2˘
pF n

q “ 1,
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ce qui est la même quantité que ∆kp∆nq. Dans le cas où β ‰ ε, on a
`

1Fk ` UFkD ` 1Fk´1UMD ` UFk´1UMD2˘
pψ
ˇ

ˇ

Tn`1
pβ∆7

k´1qq

“
`

1Fk ` UFkD ` 1Fk´1UMD ` UFk´1UMD2˘
pF k´1Uψ

ˇ

ˇ

T|β|
pβqDq

“ 0 `

´

1Fkpψ
ˇ

ˇ

T|β|
pβqq ` UFkDpψ

ˇ

ˇ

T|β|
pβqq

¯

` 1

`

´

1Fk´1UMDpψ
ˇ

ˇ

T|β|
pβqq ` UFk´1UMD2

pψ
ˇ

ˇ

T|β|
pβqq

¯

.

Puisque 2 ď |β| ď n ´ 2, on a, par hypothèse de récurrence :

∆kpβq “
`

1Fk ` UFkD ` 1Fk´1UMD ` UFk´1UMD2˘
pψ
ˇ

ˇ

T|β|
pβqq,

d’où :
`

1Fk ` UFkD ` 1Fk´1UMD ` UFk´1UMD2˘
pψ
ˇ

ˇ

Tn`1
pβ∆7

k´1qq “ 1`∆kpβq “ ∆kpβ¨∆7

k´1q.

Les quatre autres cas peuvent être traités avec un raisonnement et des calculs similaires.
On a donc bien montré qu’on a

∆kpαq “
`

1Fk ` UFkD ` 1Fk´1UMD ` UFk´1UMD2˘
pψ
ˇ

ˇ

Tn`1
pαqq

pour tout α P Tn`1 et pour tout k ě 1, ce qui achève la récurrence.

Remarque 3. On peut constater ces transports de statistiques dans l’exemple donné par
la figure 3.10. En effet, le cDta. (à gauche) contient par exemple 10 occurrences du motif
U , tandis que son image par ψ (à droite) contient 10 occurrences combinées des motifs F
et U , ce qui est cohérent avec la formule annoncée dans le théorème 10 :

ψ
ˇ

ˇ

Tn
pUq “ F ` U.

De même, l’autre formule
ψ
ˇ

ˇ

Tn
pRetq “ n̂ ´ DerF

s’applique bel et bien à l’exemple, puisqu’elle donne 3 “ 15 ´ 12.

3.7 Distribution et popularité de divers motifs
Dans cette section, on s’intéresse aux motifs que contiennent les cDta. Plus précisément,

étant donné un motif m, on étudiera la série génératrice bivariée

Mpx, yq “
ÿ

n,k

mn,kx
nyk,

où mn,k “ |
`

m|Tn

˘´1
ptkuq | est le nombre de cDta. de longueur n contenant k occurrences

du motif m. On en déduira ensuite la popularité du motif m en calculant la quantité
By pMpx, yqq|y“1 (on rappelle que la popularité du motif m correspond à la donnée, pour
tout n, du nombre d’occurrences totales de m dans Tn, comme évoqué dans la sous-
section 2.1.2). Dans la première sous-section, on introduira même une série génératrice
trivariée pour faire ce travail.
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Remarque 4. On peut étudier la famille de motifs pUDiqiě1 (appelés « pics ») de façon
plus directe. En effet, tout cDta. de longueur n contenant k pics possède nécessairement k
pas vers le bas, et n´ k pas vers le haut (tous les pas vers le bas étant forcément précédés
d’un pas vers le haut, ils se situent exactement à chaque occurrence d’un pic).

Ensuite, tout cDta. de ce type peut être transformé en un chemin de Dyck classique,
en « déroulant » chaque trou d’air Di en une suite de pas vers le bas consécutifs Di. Étant
donné qu’un chemin de Dyck possède autant de pas vers le haut que de pas vers le bas, le
chemin ainsi obtenu est de longueur 2pn ´ kq (c.-à-d. de semi-longueur n ´ k).

Ainsi donc, on vient de décrire une bijection entre les cDta. de longueur n contenant k
pics et les chemins de Dyck de semi-longueur n´k contenant k pics (la bijection réciproque
consistant à « condenser » toute suite de pas vers le bas consécutifs de la forme Di en un
trou d’air Di). Ces derniers sont comptés par les nombres de Narayana (cf. [29]). Plus
précisément, on en déduit que le nombre de cDta. de longueur n contenant k pics est

Npn ´ k, kq “
1

n ´ k

ˆ

n ´ k

k

˙ˆ

n ´ k

k ´ 1

˙

.

3.7.1 Pas vers le haut U et vers le bas D1

Dans cette sous-section, on souhaite trouver la distribution du motif U , et celle du
motif D1. Or, il se trouve qu’une version affinée de la décomposition du premier retour
permet d’isoler ces deux motifs de façon plutôt commode. C’est pour cette raison qu’on se
permet ici d’introduire la série génératrice trivariée A, définie par

Apx, y, zq “
ÿ

ně2,kě0,ℓě0
an,k,ℓx

nynzℓ,

où, pour tous n ě 2 et k, ℓ ě 0, le coefficient an,k,ℓ est le nombre de cDta. de longueur
n contenant k occurrences du motif U et ℓ occurrences du motif D1. On donne ci-après
l’expression de la quantité Apx, y, zq.

Proposition 11. On a

Apx, y, zq “
1 ´ xy ´ x2yz ´ 2x3y2 ` 2x3y2z ´ R

2xy p1 ` x2y ´ x2yzq
,

avec
R “

a

x4y2z2 ` 2x3y2z ´ 4x3y2 ` x2y2 ´ 2x2yz ´ 2xy ` 1.

Démonstration. Soit α P T . On va déterminer la contribution de α dans Apx, y, zq selon la
forme qu’il prend. Pour ce faire, on affine la décomposition du premier retour comme suit :

(a) α “ UDβ, avec β P T Y tεu ;
(b) α “ U2D2β, avec β P T Y tεu ;
(c) α “ pβUDq7γ, avec β P T et γ P T Y tεu ;
(d) α “ β7γ, avec β un cDta. qui n’est pas de la forme δUD (δ P T Y tεu) et γ P T Y tεu.

Dans le cas paq, α contient deux pas de plus que β, contient un U de plus que β, et contient
un D de plus que β. Sa contribution est donc x2yz si β “ ε, et x2yz B sinon, où B est
alors la contribution du cDta. β.
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Dans le cas pbq, α contient trois pas de plus que β, contient deux U de plus que β, et
contient autant de D que β (on rappelle que D “ D1). Sa contribution est donc x3y2 si
β “ ε, et x3y2 B sinon, où B est alors la contribution du cDta. β.

Dans le cas pcq, α contient trois pas supplémentaires et deux U supplémentaires par
rapport à β et γ, et ne contient aucun D supplémentaire (le « nouveau » pas D disparaissant
lors du passage au monté pβUDq7). Sa contribution est donc x3y2 B si γ “ ε, et x3y2 B Γ
sinon, où B (resp. Γ) est la contribution de β (resp. γ).

Enfin, dans le cas pdq, α contient un pas supplémentaire et un U supplémentaire
par rapport à β et γ, et ne contient aucun D supplémentaire. Sa contribution est donc
xyB si γ “ ε, et xyB Γ sinon, où B (resp. Γ) est la contribution de β (resp. γ). Ici,
Γ n’est pas simplement Apx, y, zq ou 1 ` Apx, y, zq, étant donné que γ est un élément
de T z tδUD; δ P T Y tεuu. En fait, puisque la contribution d’un cDta. de la forme δUD
(avec δ P T Y tεu) est x2yz p1 ` Apx, y, zqq, on a :

Γ “ Apx, y, zq ´ x2yz p1 ` Apx, y, zqq .

En somme, la série génératrice A vérifie l’équation suivante (on écrira ici « A » pour
« Apx, y, zq » afin d’alléger) :

A “
`

x2yz ` x3y2
` x3y2A ` xy

`

A ´ x2yzp1 ` Aq
˘˘

p1 ` Aq,

qui est polynomiale de degré 2. L’expression de Apx, y, zq s’obtient alors après résolution.

Corollaire 12. Pour tout k ě 1, le nombre de cDta. (de longueur arbitraire) contenant k
occurrences du motif U est le kème nombre de Catalan, c.-à-d.

1
k ` 1

ˆ

2k
k

˙

.

Ces nombres constituent l’entrée A000108 de [69].

Démonstration. En notant uk (k ě 0) le nombre de cDta. contenant k occurrences du
motif U , on a uk “

ř

ně2
ř

ℓě0 an,k,ℓ, d’où :

ÿ

kě0
uky

k
“

ÿ

kě0

˜

ÿ

ně2

ÿ

ℓě0
an,k,ℓ

¸

yk
“ Ap1, y, 1q.

On vérifie alors que l’expression de Ap1, y, 1q correspond (à un terme initial près) à la série
génératrice des nombres de Catalan (cf. l’entrée A000108 de [69]), ce qui signifie que les
coefficients uk sont bien les nombres de Catalan (pour k ě 1 uniquement, puisque u0 “ 0).

Corollaire 13. Pour tout k ě 1, le nombre de cDta. (de longueur arbitraire) contenant k
occurrences du motif U , et aucune occurrence du motif D, est le kème nombre de Riordan,
c.-à-d.

k
ÿ

i“0
p´1q

k´i

ˆ

k

i

˙

ci,

où ci “ 1
i`1

`2i
i

˘

est le ième nombre de Catalan. Ces nombres constituent l’entrée A005043
de [69] (elle compte par exemple les chemins de Motzkin qui n’ont aucun pas vers l’avant
F à altitude 0).
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3. Chemins de Dyck avec trous d’air

Démonstration. En notant vk (k ě 0) le nombre de cDta. contenant k occurrences du
motif U , et aucune occurrence du motif D, on a :

vk “
ÿ

ně2
an,k,0 “

ÿ

ně2

ÿ

ℓě0
an,k,ℓ ¨ rℓ “ 0s ,

d’où :

ÿ

kě0
vky

k
“

ÿ

kě0

˜

ÿ

ně2

ÿ

ℓě0
an,k,ℓ ¨ rℓ “ 0s

¸

yk
“

ÿ

ně2

ÿ

kě0

ÿ

ℓě0
an,k,ℓy

k0ℓ
“ Ap1, y, 0q.

On vérifie alors que l’expression de Ap1, y, 0q coïncide (à un terme initial près) avec la série
génératrice des nombres de Riordan (cf. l’entrée A005043 de [69]), ce qui signifie que les
coefficients vk sont bien les nombres de Riordan (pour k ě 1 uniquement, puisque v0 “ 0).

Corollaire 14. La popularité du motif U dans T est donnée par la série génératrice
d’expression :

1 ´ x ´ x2 ´
?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1

2x
?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1

.

Les coefficients de cette popularité correspondent à un décalage de l’entrée A110320 de [69]
(elle compte par exemple le nombre de blocs parmi toutes les structures secondaires d’ARN
à n nœuds).

Un équivalent asymptotique du nème coefficient est :
?

5 ´ 1
2
?
πn

a

14
?

5 ´ 30

ˆ

3 `
?

5
2

˙n

,

et un équivalent asymptotique du nombre moyen de pas vers le haut U dans un cDta.
typique est : ?

5 ` 5
10 n « 0.723606799 ¨ n.

Démonstration. Puisque la série génératrice bivariée donnant la distribution du motif
U dans T a pour expression Apx, y, 1q, on calcule la popularité correspondante avec la
formule By pApx, y, 1qq|y“1, ce qui donne bien l’expression annoncée. De plus, cette dernière
coïncide – à un facteur 1

x
près – avec la série génératrice de l’entrée A110320 de [69].

3.7.2 Catastrophes
On rappelle qu’une catastrophe (telles qu’elles sont définies dans [4]) est un pas vers

le bas Di, avec i ě 2, qui finit à altitude 0 ; on introduit la série génératrice bivariée C,
définie par

Cpx, yq “
ÿ

ně2,kě0
cn,kx

nyk,

où, pour tous n ě 2 et k ě 0, le coefficient cn,k est le nombre de cDta. de longueur n
contenant k catastrophes. On donne ci-après l’expression de la quantité Cpx, yq.
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Proposition 15. On a

Cpx, yq “
2

2 ´ 2x2 ´ y
`

1 ´ x ´ x2 ´
?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1

˘ ´ 1.

Son développement de Taylor est

x2
` x3y ` x4

py ` 1q ` 4x5y ` x6
py2

` 6y ` 1q ` x7yp2y ` 15q ` Opx8
q,

et le triangle de coefficients correspondant n’apparaît pas dans [69].

Démonstration. Soit α P T . On détermine la contribution de α dans Cpx, yq selon la forme
qu’il prend dans la décomposition de l’avant-dernier retour :

piq si α “ UD, alors sa contribution est x2 ;
piiq si α “ β ¨ UD avec β P T , alors sa contribution est x2 B, où B est la contribution de

β ;
piiiq si α “ β7 avec β P T , alors sa contribution est xyCpx, 1q (en effet, toutes les

éventuelles catastrophes contenues dans β disparaissent lors du passage au monté, et
le dernier pas de β7 constitue alors la seule catastrophe du chemin) ;

pivq enfin, si α “ β ¨ γ7 avec β, γ P T , alors sa contribution est xyBCpx, 1q, où B est la
contribution de β.

En fait, la quantité Cpx, 1q est égale à T pxq (dont l’expression est donnée dans l’équa-
tion (3.2)). En somme, la série génératrice C vérifie l’équation suivante (on écrira ici « C »
pour « Cpx, yq », et « T » pour « T pxq », afin d’alléger) :

C “
`

x2
` xyT

˘

p1 ` Cq,

et on trouve la formule annoncée après résolution.

Corollaire 16. La popularité des catastrophes dans T est donnée par la série génératrice
d’expression :

2 1 ´ x ´ x2 ´
?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1

`

1 ` x ´ x2 `
?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1

˘2 .

Un équivalent asymptotique du nème coefficient est :
a

14
?

5 ´ 30p4 ´
?

5q

4n
?
πn

ˆ

3 `
?

5
2

˙n`1

,

et un équivalent asymptotique du nombre moyen de catastrophes dans un cDta. typique
est :

4 ´
?

5.

Démonstration. Puisque la série génératrice bivariée donnant la distribution des catas-
trophes dans T a pour expression Cpx, yq, on calcule la popularité correspondante avec la
formule By pCpx, yqq|y“1, ce qui donne bien l’expression annoncée.
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3.7.3 Pyramides
Pour tout k ě 1, une k-pyramide est une occurrence du motif UkDk, aussi notée ∆k.

Proposition 17. Pour tout k ě 1, la série génératrice bivariée Pk donnant la distribution
du motif ∆k est donnée par l’expression suivante :

Pkpx, yq “
xk`1py ´ 1q ´ 2xk`2py ´ 1q ` x2 ` x ´ 1 `

?
Q

2pxk`2py ´ 1q ´ xq
,

avec

Q “ xk`1
py ´ 1qpxk`1

py ´ 1q ` 4x ` 2px2
´ x ´ 1qq ` x4

´ 2x3
´ x2

´ 2x ` 1.

Démonstration. Soient k ě 1 et α P T . On va déterminer la contribution de α dans
Pkpx, yq selon la forme qu’il prend. Pour ce faire, on affine la décomposition du premier
retour comme suit :

(a) α “ ∆mβ, avec m P rk ´ 1s ;
(b) α “ ∆kβ ;
(c) α “ ∆k`1β ;
(d) α “ pγ∆kq

7 β ;
(e) α “ δ7β,

où β P T Y tεu, où γ P T , et où δ P T n’est ni de la forme ∆ℓ (ℓ P rks), ni de la forme ζ∆k

(ζ P T ). Ces cinq cas sont disjoints et recouvrent l’ensemble des cDta. T . La contribution
de chaque forme de α dans Pkpx, yq permet d’établir l’équation fonctionnelle suivante (on
écrira ici « Pk » pour « Pkpx, yq » afin d’alléger) :

Pk “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

k
ÿ

i“2
xi

loomoon

(a)

` xk`1y

loomoon

(b)

` xk`2

loomoon

(c)

`xk`2Pk

loomoon

(d)

`x

˜

Pk ´

k
ÿ

i“2
xi

´ xk`1y p1 ` Pkq

¸

loooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooon

(e)

˛

‹

‹

‹

‹

‚

p1 ` Pkq ,

qui est polynomiale de degré 2. L’expression de Pkpx, yq s’obtient alors après résolution.

Corollaire 18. Pour tout k ě 1, la série génératrice univariée Yk donnant la popularité
du motif ∆k est donnée par l’expression suivante :

Ykpxq “
xk`1p1 ` 2x2 ´ x3 ` p1 ´ xq

?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1q

2
?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1

,

dont le nème coefficient de Taylor correspond au pn´k´2qème coefficient de l’entrée A051291
de [69]. En particulier, on a ∆1pTnq “ ∆kpTn`k´1q pour tout k ě 1 et tout n ě 2, ce qui
signifie qu’il y a autant de 1-pyramides dans Tn qu’il y a de k-pyramides dans Tn`k´1.

Un équivalent asymptotique du nème coefficient est :
?

5 ´ 1
2
?
πn

a

14
?

5 ´ 30

ˆ

3 `
?

5
2

˙n´k´1

,

et un équivalent asymptotique du nombre moyen de k-pyramides dans un cDta. typique
est :

5 ´
?

5
10

ˆ

3 ´
?

5
2

˙k

¨ n.
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Démonstration. Pour tout k ě 1, on a :

Ykpxq “ By pPkpx, yqq
ˇ

ˇ

y“1.

Le calcul donne alors l’expression annoncée.

Remarque 5. La popularité des 1-pyramides est identique à la popularité des pas vers
le bas D1, étant donné que chaque pas vers le bas D1 est nécessairement précédé par un
pas vers le haut U . De plus, pour tout k ě 1, la popularité des 1-pyramides et celle des
k-pyramides ne diffèrent que d’un facteur xk´1, puisque chaque k-pyramide UkDk dans un
cDta. de longueur n (n ě 2) peut être obtenue à partir d’une 1-pyramide UD dans un
chemin de longueur n´ pk´ 1q, à la gauche de laquelle on rajoute k´ 1 pas vers le haut U ,
et dont on modifie l’amplitude du pas vers le bas D1 pour obtenir un pas vers le bas Dk.

En notant ∆ěk (resp. ∆ďk) le motif
ř

měk ∆m (resp.
řk

m“1 ∆m) pour tout k ě 1, on a
le résultat suivant.

Corollaire 19. Pour tout k ě 1, les séries génératrices univariées donnant la popularité
des motifs ∆ěk et ∆ďk sont respectivement données par les expressions suivantes :

xk´1

1 ´ x
Y1pxq et 1 ´ xk

1 ´ x
Y1pxq,

où Y1 est la popularité de ∆1. Cela signifie qu’on a

∆ďkpTn´k`1q “ ∆ěkpTnq ´ ∆ěkpTn´kq

pour tous k ě 1 et n ě 2.

Démonstration. Soit k ě 1. Alors la popularité du motif ∆ěk “
ř8

i“k ∆i est donnée par :

8
ÿ

i“k

Yipxq “

8
ÿ

i“k

xi´1Y1pxq “
xk´1

1 ´ x
Y1pxq.

La popularité du motif ∆ďk “
řk

i“1 ∆i, quant à elle, est donnée par :

k
ÿ

i“1
Yipxq “

k
ÿ

i“1
xi´1Y1pxq “

1 ´ xk

1 ´ x
Y1pxq.

Enfin, on présente un lien entre le motif ∆ěk et les promenades de Fibonacci de module 2
(ou d’angle central 180˝, cf. [55, 75]). Une promenade de Fibonacci d’angle central 180˝ est
une courbe fermée du plan, composée de deux types d’arcs de 180˝ d’angle (notés L “

et R “ ), commençant à l’origine du plan par un arc L, finissant à l’origine du plan
(puisque la courbe est fermée), et où les seules éventuelles occurrences du facteur LL sont
au début de la courbe (la promenade commence alors toujours par Lk, avec k ě 1, puis
les arcs L subséquents sont systématiquement isolés). Les arcs sont dessinés bout à bout,
c.-à-d. que la suite d’arcs LLR correspond à .
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L L  L L  R R  L R   R L     R L      R L     R R      L R     L R
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Figure 3.11 – Une promenade de F20, encodée par la suite d’arcs
LLLLRRLRRLRLRLRRLRLR, et le chemin sur réseau associé.

On note alors F2n l’ensemble des promenades de Fibonacci d’angle central 180˝ de
longueur 2n – c.-à-d. avec 2n arcs – pour tout n ě 0. La figure 3.11 illustre un exemple de
promenade de longueur 20, ainsi qu’un chemin sur réseau à laquelle elle est associée. Nous
détaillerons le lien entre ces deux objets immédiatement après.

À présent, on définit une application τ , qui envoie les mots de longueur 2 sur l’alphabet
tL,Ru sur les lettres de l’alphabet tU,D, F, rF u, de la manière suivante :

τpaq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

U si a “ RL;
D si a “ LR;
F si a “ RR;
rF si a “ LL.

Ensuite, on définit une application µ sur l’ensemble
Ť

ně0 F2n des promenades, de la
manière suivante :

@n ě 0, @p P F2n, µpp1p2p3p4 . . . p2n´1p2nq “ τpp1p2qτpp3p4q . . . τpp2n´1p2nq.

Les grands chemins de Motzkin sont des chemins de Motzkin que l’on autorise à passer
sous l’axe des abscisses. En particulier, on note U (resp. F , resp. D) les pas vers le
haut (resp. vers l’avant, resp. vers le bas) qui composent ces chemins. Par exemple,
DUUDDFDUUUD est un grand chemin de Motzkin de longueur 11.

On adopte alors quelques notations, uniquement valables dans cette sous-section : pour
tout n ě 0, Gn est l’ensemble des grands chemins de Motzkin de longueur n qui évitent
le facteur UD, Nn est l’ensemble des éléments de Gn qui commencent par D, et Sn est
l’union de Nn et de l’ensemble des grands chemins de Motzkin qui évitent le facteur UD,
auxquels on ajoute une suite non vide de pas spéciaux rF en guise de préfixe (la longueur
totale de ces chemins étant toujours égale à n). Par exemple, le chemin rF rFFDUUUFDD
est un élément de S10.

Proposition 20. Pour tout n ě 0, l’application µ|F2n
est une bijection entre F2n et Sn.

Démonstration. Soit n ě 0, et soit a P F2n. Alors a évite le facteur RLLR, par définition,
ce qui implique que µpaq évite le facteur UD.

Ensuite, la première lettre de µpaq est soit rF , soit D, selon que a commence par
plusieurs arcs L ou par un seul arc L (alors suivi d’un arc R). Dans le cas où a commence
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par k arcs L consécutifs, avec k ě 2, µpaq commence par exactement tk{2u pas spéciaux
rF , et ce sont les seules occurrences de la lettre rF dans µpaq, puisque a ne contient pas le
facteur LL, à part éventuellement au début de la promenade.

Comme la courbe a est fermée, il y a autant d’occurrences de LR et de RL dans
l’ensemble des facteurs takak`1; k “ 1, 3, . . . , 2n´1u. Cela signifie que µpaq contient autant
d’occurrences de U et de D, c.-à-d. que le chemin µpaq finit sur l’axe des abscisses.

Ainsi, le chemin µpaq est bien un élément de Sn, et on constate le caractère bijectif de
l’application µ de façon immédiate à travers l’application τ .

Remarque 6. L’application µ ressemble beaucoup à la bijection de [66] entre les « 2-
watermelons with arbitrary deviation » et les « weighted Motzkin paths », ce qui suggère
que des liens peuvent exister entre les 2-watermelons de Roitner et les promenades de
Fibonacci de Luschny et Wienand.

Proposition 21. La série génératrice univariée dont le nème coefficient de Taylor correspond
au nombre de promenades de Fibonacci de module 2 de longueur 2n est donnée par
l’expression suivante :

Y1pxq

x2p1 ´ xq
´ 1.

Ainsi, pour tout k ě 1 et tout n ě 2, le nème coefficient de Taylor de cette série génératrice
correspond au pn ` k ` 1qème coefficient de la popularité du motif ∆ěk, c.-à-d. qu’il y a
autant de promenades de Fibonacci de module 2 de longueur 2n qu’il y a de m-pyramides
(m ě k) parmi tous les cDta. de longueur n ` k ` 1.

Les coefficients correspondants constituent l’entrée A201631 de [69].

Démonstration. D’après la proposition 20, il suffit de déterminer l’expression de la série
génératrice de

Ť

ně0 Sn, puisque F2n et Sn sont en bijection pour tout n ě 0. On note alors
momentanément G “

Ť

ně0 Gn, N “
Ť

ně0 Nn, et S “
Ť

ně0 Sn. On rappelle également que
M désigne l’ensemble des chemins de Motzkin sans pic non vides (cf. la sous-section 3.6.1).

Ensuite, on note momentanément V l’ensemble des chemins de Motzkin qui évitent
le facteur DU , et V l’ensemble des chemins obtenus en appliquant la transformation
U ÐÑ D aux chemins de V. Par exemple, puisque UDFUD est un élément de V, on a
DUFDU P V .

Enfin, on note momentanément W l’ensemble des suites non vides de pas spéciaux rF
(c.-à-d. qu’on a W “ t rF , rF rF , rF rF rF , . . .u).

Les ensembles M, V , V , G, N , S et W ont pour séries génératrices respectives M , V ,
V , G, N , S et W . On a de façon immédiate :

W pxq “
x

1 ´ x
et V pxq “ V pxq.

Ensuite, le théorème 9 et l’équation (3.2) donnent :

Mpxq “
T pxq

x
.
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Puis, on constate que les chemins de Mn et les chemins de V de longueur n ´ 1 sont en
bijection, à travers l’application ν, définie récursivement par :

$

’

’

&

’

’

%

νpF q “ ε;
νpFαq “ Fνpαq;

νpUαDq “ UνpαqD;
νpUαDβq “ UνpαqDFνpβq,

où α, β P M. Ainsi, on a :

V pxq “ V pxq “
Mpxq

x
“
T pxq

x2 .

Enfin, on décompose les ensembles G, N , et S de la manière illustrée ci-après :

G “ ε
ğ

G
ğ

M

G
ğ

N ,

N “

V

ğ

V

M

G ğ

V

G ,

S “
W

G
ğ

N ,

ce qui donne lieu au système d’équations suivant :
$

’

&

’

%

Gpxq “ 1 ` xGpxq ` x2MpxqGpxq ` Npxq;
Npxq “ x2V pxq ` x4V pxqMpxqGpxq ` x3V pxqGpxq;
Spxq “ W pxqGpxq ` Npxq.

Après résolution, on trouve l’expression de Spxq, qui correspond bien à la formule annoncée.

3.7.4 Pics
L’étude du motif de cette sous-section et de celle qui la suit emploie des techniques

étant en tout point analogues à ce qui a déjà été fait ci-avant. C’est pourquoi, par souci
de concision, on ne donnera ici que les énoncés.

On donne d’abord les résultats énumératifs des pics, c.-à-d. du motif
ř

mě1 UDm.

Proposition 22. La série génératrice bivariée donnant la distribution du motif
ř

mě1 UDm

est donnée par l’expression suivante :

1 ´ x ´ x2y ´
a

p1 ´ x ´ x2yq2 ´ 4x3y

2x ,

ce qui correspond à un décalage de l’entrée A089732 de [69] (elle compte par exemple les
chemins de Motzkin sans pic de longueur n qui ont k pas vers le haut U).
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Corollaire 23. La série génératrice univariée donnant la popularité du motif
ř

mě1 UDm

est donnée par l’expression suivante :

xp1 ` x ´ x2 ´
?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1q

2
?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1

,

ce qui correspond à un décalage de l’entrée A203611 de [69] (elle compte par exemple les
grands chemins de Motzkin qui évitent le facteur UU).

Un équivalent asymptotique du nème coefficient est :
?

5 ´ 2
?
πn

a

14
?

5 ´ 30

ˆ

3 `
?

5
2

˙n

,

et un équivalent asymptotique du nombre moyen de pics dans un cDta. typique est :

5 ´
?

5
10 n „ 0.276393191 ¨ n.

3.7.5 Retours à l’axe des abscisses
Ici, on entend par « retour à l’axe des abscisses » tout pas vers le bas Dm (m ě 1) qui

finit à altitude 0.

Proposition 24. La série génératrice bivariée donnant la distribution des retours à l’axe
des abscisses est donnée par l’expression suivante :

2
2 ´ yp1 ´ x ` x2 ´

?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1q

´ 1,

ce qui correspond à l’entrée A098086 de [69] (elle compte par exemple les chemins de
Motzkin sans pic de longueur n dont le kème pas est le premier pas vers l’avant F ).

Corollaire 25. La série génératrice univariée donnant la popularité des retours à l’axe
des abscisses est donnée par l’expression suivante :

2 1 ´ x ` x2 ´
?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1

p1 ` x ´ x2 `
?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1q2 ,

ce qui correspond à l’entrée A093128 de [69].
Un équivalent asymptotique du nème coefficient est :

a

14
?

5 ´ 30
?

5
4n

?
πn

ˆ

3 `
?

5
2

˙n`1

,

et un équivalent asymptotique du nombre moyen de retours à l’axe des abscisses dans un
cDta. typique est : ?

5.

3.8 Sous-ensembles de T
On termine ce chapitre en donnant des exemples de sous-ensembles de T , obtenus en

rajoutant des contraintes aux cDta., en s’inspirant de ce qui a été fait sur les chemins de
Dyck classiques (par exemple dans [5]).
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3. Chemins de Dyck avec trous d’air

3.8.1 Chemins croissants
Le premier exemple qu’on donne est celui des cDta. croissants. Afin d’introduire ces

chemins, on commence par définir une vallée comme l’occurrence d’un motif de la forme
DkU , avec k ě 1, et on définit l’altitude d’une vallée comme l’ordonnée du chemin entre les
pas Dk et U correspondants. Par exemple, l’unique vallée du cDta. UUDUUD2 se trouve
à altitude 1.

Ensuite, on dit qu’un cDta. est croissant lorsque la suite des altitudes de ses vallées
est croissante (au sens large). La figure 3.12 illustre la contrainte imposée sur les vallées
des cDta. croissants. Pour tout n ě 2, on note Tn l’ensemble des cDta. croissants de
longueur n, et on pose T “

Ť

ně2 Tn .

Figure 3.12 – Un cDta. non croissant (gauche) et un cDta. croissant (droite).

On donne à présent quelques résultats énumératifs sur les cDta. croissants.

Théorème 26. On a |T2 | “ 1, et |Tn | “ 2n´3 pour tout n ě 3.

Démonstration. On observe d’abord que l’ensemble T se partitionne de la manière
suivante :

T “ tUDu \
␣

α7;α P T
(

\
␣

∆k ¨ α; k ě 1, α P T
(

.

Soit maintenant α P T . On note T la série génératrice de p|Tn |qně2, et on détermine la
contribution de α dans T pxq selon la forme qu’il prend dans la partition donnée ci-avant :

piq si α “ UD, alors sa contribution est x2 ;
piiq si α “ β7 avec β P T , alors sa contribution est x ¨ B, où B est la contribution de β ;

piiiq enfin, si α “ ∆k ¨ β avec k ě 1 et β P T , alors sa contribution est xk`1 ¨ B, où B est
la contribution de β.

On en déduit que T vérifie l’équation fonctionnelle suivante :

T pxq “ x2
` x ¨ T pxq `

ÿ

kě1
xk`1

¨ T pxq.

Après résolution, on trouve

T pxq “
x2p1 ´ xq

1 ´ 2x “ x2
`

x3

1 ´ 2x,

qui vérifie bien rx2sT pxq “ 1, et rxnsT pxq “ 2n´3 pour tout n ě 3.

Proposition 27. Pour tous n ě 2 et k ě 1, le nombre de cDta. croissants de longueur n
contenant k pics est

ˆ

n ´ 2
2pk ´ 1q

˙

.
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Démonstration. Posons P px, yq “
ř

ně2,kě1 pn,kx
nyk, où, pour tous n ě 2 et k ě 1,

pn,k est le nombre de cDta. croissants de longueur n contenant k pics. Soit α P T . Alors la
partition de T donnée dans la démonstration du théorème précédent permet de déterminer
la contribution de α dans P px, yq :

piq si α “ UD, alors sa contribution est x2y ;
piiq si α “ β7 avec β P T , alors sa contribution est x ¨ B, où B est la contribution de β ;

piiiq enfin, si α “ ∆k ¨ β avec k ě 1 et β P T , alors sa contribution est xk`1y ¨ B, où B
est la contribution de β.

On en déduit que P vérifie l’équation suivante :

P px, yq “ x2y ` x ¨ P px, yq `
ÿ

kě1
xk`1y ¨ P px, yq.

Après résolution, on trouve :

P px, yq “
p1 ´ xqx2y

p1 ´ xq2 ´ x2y
.

En notant fpz, tq l’expression de la série génératrice de l’entrée A034839 de [69] (elle
compte par exemple les compositions de n qui ont k parties strictement supérieures à 1),
on a P pz, tq “ z2t ¨ fpz, tq. Puisque le coefficient d’indices pn, kq dans cette entrée est

`

n
2k

˘

pour tous n ě 0 et k ě 0, on en déduit que pn,k vaut
`

n´2
2pk´1q

˘

pour tous n ě 2 et k ě 1.

Corollaire 28. La popularité des pics dans T2 et dans T3 est 1, et pour tout n ě 4, la
popularité des pics dans Tn est

pn ` 2q ¨ 2n´5.

Démonstration. On calcule la popularité en question avec la formule By pP px, yqq|y“1, ce
qui donne l’expression

x2p1 ´ xq3

p1 ´ 2xq2 .

Cette dernière correspond – à un facteur x2 près – à l’expression de la série génératrice de
l’entrée A045891 de [69] (elle compte par exemple le nombre total de facteurs maximaux
de la forme 1k parmi les compositions de n ` 1), dont les deux premiers termes valent
tous deux 1, et le nème terme vaut pn ` 4q ¨ 2n´3 pour tout n ě 2. En prenant en compte
le facteur multiplicatif x2 qui décale la suite de deux termes, cela donne bien le résultat
annoncé.

Corollaire 29. Pour tout n ě 4, le nombre moyen de pics dans un cDta. croissant de
longueur n est

pn ` 2q ¨ 2n´5

2n´3 “
n ` 2

4 .

3.8.2 Chemins bornés
Une autre sous-famille des cDta., peut-être plus naturelle, est celle des cDta. ne

dépassant pas une altitude fixée. Plus précisément, pour tous t ą 0 et n ě 2, on définit T r0,ts
n

69

https://oeis.org/A034839
https://oeis.org/A045891
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comme l’ensemble des cDta. de longueur n inclus dans le rectangle r0, ns ˆ r0, ts, et on
pose T r0,ts “

Ť

ně2 T r0,ts
n .

Dans toute la sous-section, t sera un entier strictement positif. Afin d’énumérer les
chemins bornés décrits ci-avant, on va établir un système d’équations linéaires vérifié par
un ensemble de sous-séries génératrices de T r0,ts.

Résultats énumératifs

Pour tout 0 ď k ď t, on note f t
k (resp. gt

k) la série génératrice de la suite put,k,nqně2
(resp. pdt,k,nqně2), où, pour tout n ě 2, ut,k,n (resp. dt,k,n) est le nombre de chemins partiels
(c.-à-d. le nombre de préfixes) de T r0,ts

n finissant à altitude k par un pas U (resp. Dℓ, ℓ ě 1).
La figure 3.13 donne le graphe d’état de ces chemins.

...

...

f t

0
f t

1
f t

2
f t

3
f t

4
f t

t−1 f t

t

gt
0

gt
1

gt
2

gt
3

gt
4

gt
t−1 gt

t

Figure 3.13 – Graphe d’état des cDta. ne dépassant pas l’altitude t partiels. Les flèches
noires (en trait plein) correspondent aux pas vers le haut, et les flèches rouges (en

pointillés) aux pas vers le bas.

Ainsi, les fonctions f t
0, . . . , f

t
t , g

t
0, . . . , g

t
t vérifient le système d’équations suivant (on

écrira « f t
k » – resp. « gt

k » – pour « f t
kpxq » – resp. « gt

kpxq » – afin d’alléger) :
$

’

’

&

’

’

%

f t
0 “ 1

@ 1 ď k ď t, f t
k “ x

`

f t
k´1 ` gt

k´1
˘

@ 0 ď k ď t ´ 1, gt
k “ x

řt
i“k`1 f

t
i

gt
t “ 0

,

ce qui se réécrit sous forme matricielle :

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

´1 0
x ´1 x 0

. . . . . . . . . . . .
x ´1 x 0

0 x . . . x ´1
0 . . . ... . . .

. . . x
. . .

0 ´1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

¨

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

f t
0
...
...
f t

t

gt
0
...
...
gt

t

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

“

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

´1
0
...
...
...
...
...
0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

. (3.6)

Précisons ici qu’on a délibérément écrit « f t
0 “ 1 » (au lieu de « f t

0 “ 0 », comme on s’y
attendait plutôt). Cela s’explique par le fait que cette modification facilite légèrement les
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calculs qui vont suivre. Une fois les expressions des f t
k et des gt

k trouvées, on prendra soin
de retrancher 1 à toutes les expressions qui sont censées contenir f t

0.
Pour une altitude maximale fixée t ě 0, la matrice carrée de l’équation précédente,

d’ordre 2pt` 1q, sera notée Mt. Étant donné que Mt s’écrit comme la matrice par blocs
„

At Bt

Ct Dt

ȷ

(où chaque bloc est de taille pt ` 1q ˆ pt ` 1q), et puisque Dt est inversible et

que Ct et Dt commutent, on en déduit classiquement (cf. [74]) :

detpMtq “ detpAtDt ´ BtCtq.

En posant à présent mt “ detpMtq pour tout t ě 0, on trouve la relation de récurrence
suivante :

mt`2 `
`

x2
´ x ´ 1

˘

mt`1 ` xmt “ 0, (3.7)
avec pour conditions initiales :

m0 “ det
„

´1 0
0 ´1

ȷ

“ 1, et m1 “ det

»

—

—

–

´1 0 0 0
x ´1 x 0
0 x ´1 0
0 0 0 ´1

fi

ffi

ffi

fl

“ 1 ´ x2.

Après résolution, on trouve :

mt “
2txt`1

R

ˆ

R ´ x2 ` x ´ 1
pR ´ x2 ` x ` 1qt`1 ` p´1q

t`1 R ` x2 ´ x ` 1
pR ` x2 ´ x ´ 1qt`1

˙

, (3.8)

avec R “
?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1. On peut désormais se servir de cette formule pour

résoudre l’équation (3.6), en utilisant la règle de Cramer. Pour tout 0 ď k ď t, on a ainsi :

f t
k “

detpMtrksq

mt

, et gt
k “

detpMtrt ` 1 ` ksq

mt

, (3.9)

où Mtrks est la matrice obtenue en remplaçant la pk ` 1qème colonne de Mt par le second
membre

“

´1 0 . . . 0
‰T .

À présent, en posant nt,k “ detpMtrksq pour tous t ě 0 et 0 ď k ď 2t ` 1, on trouve
les relations de récurrence suivantes :

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

nt,0 “ mt

nt,k “ xnt´1,k´1 p1 ď k ď tq
nt,t`1 “ x2nt´1,0 ` xnt´1,t

nt,t`k “ xnt´1,t`k´2 p2 ď k ď tq
nt,2t`1 “ 0

.

Le tableau 3.3 donne les premières valeurs de ces déterminants.
Après résolution des relations de récurrence ci-avant, on peut finalement énumérer les

chemins de T r0,ts.

Proposition 30. Pour tout t ě 1, la série génératrice de
`

|T r0,ts
n |

˘

ně2 est donnée par la
formule suivante :

gt
0 “

nt,t`1

mt

, (3.10)
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kzt 0 1 2 3
0 1 ´x2 ` 1 x4 ´ x3 ´ 2x2 ` 1 ´x6 ` 2x5 ` 2x4 ´ 2x3 ´ 3x2 ` 1
1 0 x ´x3 ` x x5 ´ x4 ´ 2x3 ` x
2 x2 x2 ´x4 ` x2

3 0 ´x4 ` x3 ` x2 x3

4 x3 x6 ´ 2x5 ´ x4 ` x3 ` x2

5 0 ´x5 ` x4 ` x3

6 x4

7 0

Tableau 3.3 – Valeurs de nt,k pour 0 ď t ď 3 et 0 ď k ď 7.

avec

nt,t`1 “
2t`2xt`3p´1qt

Rpx2 ´ x ´ 1q2 ´ R3

ˆ

1
px2 ´ x ´ 1 ` Rqt

´
1

px2 ´ x ´ 1 ´ Rqt

˙

,

mt “
2txt`1

R

ˆ

R ´ x2 ` x ´ 1
pR ´ x2 ` x ` 1qt`1 ` p´1q

t`1 R ` x2 ´ x ` 1
pR ` x2 ´ x ´ 1qt`1

˙

,

et R “
?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1.

Exemple 31. Pour t P r4s, on a les expressions suivantes :

g1
0 “

x2

1 ´ x2 , g
2
0 “

x2 p1 ` x ´ x2q

x4 ´ x3 ´ 2x2 ` 1 , g
3
0 “

x2 px4 ´ 2x3 ´ x2 ` x ` 1q

px3 ´ 2x2 ´ x ` 1q p1 ` x ´ x3q
, et

g4
0 “

´x8 ` 3x7 ´ 3x5 ´ 2x4 ` x3 ` x2

x8 ´ 3x7 ´ x6 ` 5x5 ` 4x4 ´ 3x3 ´ 4x2 ` 1 ,

et les premiers termes des développements de Taylor correspondants sont (respectivement) :
• x2 ` x4 ` x6 ` x8 ` x10 ` Opx11q ;
• x2 ` x3 ` x4 ` 3x5 ` 2x6 ` 6x7 ` 6x8 ` 11x9 ` 16x10 ` Opx11q ;
• x2 ` x3 ` 2x4 ` 3x5 ` 7x6 ` 9x7 ` 22x8 ` 32x9 ` 66x10 ` Opx11q ;
• x2 ` x3 ` 2x4 ` 4x5 ` 7x6 ` 16x7 ` 27x8 ` 63x9 ` 112x10 ` Opx11q.

Les coefficients du premier développement de Taylor (bien que triviaux) correspondent à
l’entrée A000035 de [69] (elle ne compte que des choses triviales et/ou peu pertinentes),
ceux du deuxième développement à l’entrée A062200 (le paragraphe ci-après donne une
bijection avec une famille d’objets combinatoires comptée par cette entrée), tandis que les
autres suites d’entiers de cette liste ne correspondent à aucune entrée de l’encyclopédie.

Bijection avec un ensemble de compositions

Pour tout n ě 0, on note (uniquement dans ce paragraphe) Cn l’ensemble des composi-
tions de n dont les parties ont des parités alternantes. Par exemple, on a :

C3 “ tp3q, p1, 2q, p2, 1qu.
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D’après l’entrée A062200 de [69], la série génératrice de cette famille de compositions est
la même – à un facteur x2 près – que celle des chemins de T r0,2s. On va alors donner une
bijection entre T r0,2s et C “

Ť

ně0 Cn.
Ainsi, on définit l’application ϑ sur l’ensemble T r0,2s de la manière suivante. On pose

tout d’abord ϑpUDq “ ε. Soit maintenant n ě 3, et soit α “ α1α2 . . . αn P T r0,2s
n . On

réécrit alors α̃ “ α2 . . . αn´1 comme B1B2 . . . Br, où les blocs Bi sont des facteurs de α̃,
définis par les règles suivantes :

— si α̃ évite les motifs UU et UD2, alors r “ 1 et B1 “ α̃ ;
— sinon, on place les coupures entre les Bi et Bi`1 au milieu de chaque occurrence de

UU ou de UD2.
Par exemple, si α “ UUD2UUDUD2UDUDUUD2, alors on a α̃ “ UD2UUDUD2UDUDUU ,
r “ 5, B1 “ U , B2 “ D2U , B3 “ UDU , B4 “ D2UDUDU , et B5 “ U . Finalement, on
pose :

ϑpαq “ p|B1|, |B2|, . . . , |Br|q .

La figure 3.14 illustre un exemple de calcul de ϑpαq.

1 2 3 6 1

ϑ
p1, 2, 3, 6, 1q

Figure 3.14 – L’image par ϑ de UUD2UUDUD2UDUDUUD2 est p1, 2, 3, 6, 1q.

Fait. L’application ϑ est bien à valeurs dans C.

Démonstration. Il suffit de montrer que pour tout α P T r0,2s, les parties de la composition
ϑpαq ont des parités alternantes.

Soit donc α P T r0,2s, tel que |α| ě 3 (on vérifie immédiatement que ϑpUDq “ ε est bien
un élément de C). On écrit B1B2 . . . Br la décomposition en blocs de α2 . . . α|α|´1, décrite
ci-avant. En toute généralité, puisque les chemins de T r0,2s sont constitués de pas U , D, ou
D2, chaque bloc Bi peut a priori commencer et finir par n’importe laquelle de ces lettres.
Toutefois, les règles par lesquelles sont définis les blocs B1, . . . , Br montrent que chaque
Bi ne peut pas commencer par D, par exemple. En effet, si c’était le cas, la lettre qui
précéderait le bloc Bi serait U (deux pas vers le bas ne pouvant être consécutifs) ; or, le
motif UD ainsi présent ne devrait pas être scindé dans deux blocs distincts (ce sont les
motifs UU et UD2 qui se retrouvent ainsi séparés).

En raisonnant de cette manière, on en déduit que chaque bloc Bi commence par U
et finit par U , ou bien qu’il commence par D2 et finit par U . Dans le premier cas, Bi est
alors de la forme UpDUqk, avec k ě 0 (les motifs UU et UD2 ne pouvant pas apparaître
à l’intérieur du bloc), et Bi´1 est alors de la forme D2pUDqℓU , avec ℓ ě 0 (Bi´1 se finit
par U pour faire apparaître UU entre les deux blocs, ce qui implique qu’il commence par
D2, sans quoi le chemin sortirait du domaine N ˆ r0, 2s). Cela montre que |Bi´1| est pair,
tandis que |Bi| est impair. Dans le second cas, les rôles de Bi et Bi´1 sont inversés, et on
conclut également que |Bi´1| et |Bi| ont des parités opposées.

In fine, ϑpαq est bien un élément de C, ce qui montre l’inclusion ϑ
`

T r0,2s
˘

Ă C.
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Théorème 32. L’application ϑ : T r0,2s ÝÑ C est bijective. De plus, pour tout n ě 2, la
restriction ϑ|T r0,2s

n
est une bijection entre T r0,2s

n et Cn´2.

Démonstration. On va d’abord montrer le second point. Soient alors n ě 2 et β P Cn´2,
et montrons qu’il existe α P T r0,2s

n vérifiant ϑpαq “ β. Le cas n “ 2 étant immédiat (UD
est le seul élément de T r0,2s

2 , ε est le seul élément de C0, et on a bien ϑpUDq “ ε), on
suppose dans la suite qu’on a n ě 3. Alors β n’est pas la composition vide, et on note
β “ pβ1, . . . , βrq, avec r ě 1.

Si r “ 1 (c.-à-d. β1 “ n ´ 2), alors en posant α “ UpDUqβ1{2D P T r0,2s
n dans le cas où

β1 est pair, et α “ UpUDqpβ1´1q{2UD2 P T r0,2s
n sinon, on vérifie qu’on a bien ϑpαq “ β.

Supposons alors qu’on a r ě 2. On va alors considérer les quatre cas suivants :
piq β1 et βr sont tous les deux pairs ;

piiq β1 est pair, tandis que βr est impair ;
piiiq β1 et βr sont tous les deux impairs ;
pivq β1 est impair, tandis que βr est pair.

On définit alors, selon le cas correspondant, le chemin α P T r0,2s
n comme suit.

Cas (i) :

α “ U pDUqβ1{2 pUDqpβ2´1q{2U D2UpDUqpβ3´2q{2 . . . D2UpDUqpβr´2q{2 D ;

Cas (ii) :

α “ U pDUqβ1{2 pUDqpβ2´1q{2U D2UpDUqpβ3´2q{2 . . . pUDqpβr´1q{2U D2 ;

Cas (iii) :

α “ U pUDqpβ1´1q{2U D2UpDUqpβ2´2q{2 pUDqpβ3´1q{2U . . . pUDqpβr´1q{2U D2 ;

Cas (iv) :

α “ U pUDqpβ1´1q{2U D2UpDUqpβ2´2q{2 pUDqpβ3´1q{2U . . . D2UpDUqpβr´2q{2 D.

On vérifie alors qu’on a bien ϑpαq “ β dans chaque situation.
On a finalement montré que l’application ϑ induit une surjection de T r0,2s

n vers Cn´2,
pour tout n ě 2. Or, d’après l’entrée A062200 de [69], la série génératrice de p|Cn|qně0
est – à un facteur x2 près – égale à celle des chemins de T r0,2s (cf. l’exemple 34). Cela
signifie que les cardinaux |T r0,2s

n | et |Cn´2| sont finis et égaux pour tout n ě 2. On en
déduit alors finalement que la surjection ϑ|T r0,2s

n
: T r0,2s

n ÝÑ Cn´2 est une bijection, pour
tout n ě 2.

Enfin, la bijectivité de l’application ϑ : T r0,2s ÝÑ C s’obtient par le fait qu’on a
T r0,2s “

Ů

ně2 T r0,2s
n et C “

Ů

ně2 Cn´2.
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Chapitre 4

Grands chemins de Dyck avec trous
d’air

Ce chapitre porte sur une première généralisation des chemins de Dyck avec trous d’air,
à savoir : les grands chemins de Dyck avec trous d’air. Leur étude est conduite de façon
similaire à ce qui est fait dans le chapitre 3.

Les travaux exposés dans ce chapitre correspondent à l’article [13], qui a fait l’objet
d’une publication.

4.1 Définitions et notations
Un grand chemin de Dyck avec trous d’air (abrévié dans la suite du document

en « gcDta. ») est un chemin non vide sur la moitié Est de Z2, commençant à l’ori-
gine, finissant sur l’axe des abscisses, et composé de pas vers le haut U “ p1, 1q et vers le
bas Dk “ p1,´kq, k ě 1, de telle sorte que deux pas vers le bas ne sont jamais consécutifs.
En somme, un gcDta. est un cDta. qui peut éventuellement passer sous l’axe des abscisses.
La figure 4.1 donne un exemple de représentation graphique de gcDta.

Figure 4.1 – Le gcDta. UUDUD3UUD3UUUUD3U .

On appellera longueur d’un gcDta. son nombre de pas, et on notera |α| la longueur
du gcDta. α. Enfin, on notera Gn l’ensemble des gcDta. de longueur n. Par définition, on
a G0 “ G1 “ ∅, et on pose G “

Ť

ně2 Gn.
On dira qu’un gcDta. est premier positif si c’est un cDta. premier, c.-à-d. qu’il commence

par U , finit par Dk avec k ě 2, et revient sur l’axe des abscisses une seule fois (à la toute
fin). On rappelle alors que l’ensemble des cDta. premiers (et donc des gcDta. premiers
positifs) de longueur n est noté Pn, et qu’on a posé P “

Ť

ně3 Pn.
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Parallèlement, on dira qu’un gcDta. α1α2 . . . αn est premier négatif si le chemin
αnαn´1 . . . α1 est premier positif. Graphiquement, un gcDta. premier négatif commence
par Dk avec k ě 2, finit par U , et revient sur l’axe des abscisses une seule fois (à la toute
fin). L’ensemble des gcDta. premiers négatifs de longueur n sera noté Pn. Le chemin DU
n’étant par définition pas premier négatif, on pose P“

Ť

ně3 Pn.
On termine cette section en définissant d’autres sous-ensembles de G :

• G` est l’ensemble des gcDta. commençant par U ;

◦ G`` est l’ensemble des chemins de G` finissant par U ;
◦ G`´ est l’ensemble des chemins de G` finissant par Dk (k ě 1) ;

• G´ est l’ensemble des gcDta. commençant par Dk (k ě 1) ;

◦ G´` est l’ensemble des chemins de G´ finissant par U ;
◦ G´´ est l’ensemble des chemins de G´ finissant par Dk (k ě 1).

Bien entendu, on a G` “ G`` \ G`´, G´ “ G´` \ G´´, et G “ G` \ G´. Enfin, pour
tout n ě 2, on notera G`

n (resp. G``
n , G`´

n , G´
n , G´`

n , G´´
n ) l’ensemble des chemins de G`

(resp. G``, G`´, G´, G´`, G´´) de longueur n.

4.2 Énumération
Afin d’énumérer les gcDta., on commence par énumérer les chemins de G` et ceux de G´,

avant de sommer les résultats obtenus. On note G` (resp. G``, G`´, G´, G´`, G´´) la sé-
rie génératrice de p|G`

n |qně2 (resp. p|G``
n |qně2, p|G`´

n |qně2, p|G´
n |qně2, p|G´`

n |qně2, p|G´´
n |qně2).

Tout d’abord, tout chemin α P G`` prend l’une des deux formes suivantes :

piq α “ β ¨ γ, où β P G`` et γ PP YtDUu ;
piiq α “ β ‘D γ, où β P G`´, γ PP YtDUu, et pxDiq ‘D pDjyq est défini comme

valant xDi`jy pour tous i, j ą 0.

Ensuite, tout chemin α P G`´ s’écrit de façon unique comme la concaténation β ¨ γ
de β P G`Ytεu et de γ P PYtUDu (le dernier pas de β correspondant alors à l’avant-dernier
retour à l’axe des abscisses de α).

Enfin, on rappelle qu’on a G` “ G`` \ G`´. En outre, les séries génératrices de
p|Pn|qně3 et de

`

| Pn |
˘

ně3 sont égales, puisque l’application

α1α2 . . . αn ÞÝÑ αnαn´1 . . . α1

est une bijection entre Pn et Pn pour tout n ě 3. De même, puisque les ensembles P et T 7

sont égaux, l’expression des séries génératrices précédentes est x ¨ T pxq, où l’expression
de T pxq est donnée dans l’équation (3.2).

Ces considérations nous permettent de déduire le système d’équations suivant :
$

&

%

G``pxq “ G``pxq px2 ` x ¨ T pxqq ` 1
x
G`´pxq px2 ` x ¨ T pxqq

G`´ “ p1 ` G`pxqq px2 ` x ¨ T pxqq

G`pxq “ G``pxq ` G`´pxq

.
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Après résolution, on trouve les expressions suivantes :

G``pxq “
p1 ´ x ´ x2q

?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1 ´ x4 ` 2x3 ` x2 ` 2x ´ 1

2x4 ´ 4x3 ´ 2x2 ´ 4x ` 2 ,

G`´pxq “
x2

?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1

,

G`pxq “
p1 ´ x ` x2q

?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1 ´ x4 ` 2x3 ` x2 ` 2x ´ 1

2x4 ´ 4x3 ´ 2x2 ´ 4x ` 2 .

Ensuite, tout chemin α P G´ s’écrit de façon unique comme la concaténation β ¨ γ
de β PP YtDUu et de γ P G Y tεu (le dernier pas de β correspondant alors au premier
retour à l’axe des abscisses de α). Enfin, on rappelle qu’on a G “ G` \ G´.

On en déduit les équations suivantes :
"

G´pxq “ px2 ` x ¨ T pxqq p1 ` Gpxqq

Gpxq “ G`pxq ` G´pxq
.

Après résolution, on obtient

G´
pxq “

2x2R

p1 ` x ` x2qp1 ´ 3x ` x2qp1 ` x ´ x2 ` Rq
,

où R “
?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1, et

Gpxq “
xpp1 ` 2x ` 2x2 ´ x3qR ` x5 ´ 3x4 ` x3 ´ x2 ` 3x ´ 1q

p1 ` x ` x2qp1 ´ 3x ` x2qp1 ` x ´ x2 ` Rq
, (4.1)

toujours avec R “
?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1. Le développement de Taylor de Gpxq est

2x2
` 3x3

` 7x4
` 17x5

` 40x6
` 97x7

` Opx8
q,

et ses coefficients coïncident – à un terme initial près – avec l’entrée A051291 de [69].
Enfin, par souci d’exhaustivité, on finit par calculer les expressions de G´`pxq et de

G´´pxq. Tout chemin α P G´` s’écrit comme la concaténation β ¨ γ de β PP YtDUu et de
γ P G`` Y G´` Y tεu, d’où :

G´`
pxq “ px2

` x ¨ T pxqq ¨ p1 ` G``
pxq ` G´`

pxqq,

soit, après résolution :

G´`
pxq “

x2pp1 ` x ´ x2qR ` x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1q

p1 ` x ` x2qp1 ´ 3x ` x2qp1 ` x ´ x2 ` Rq
,

avec R “
?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1. Ensuite, puisqu’on a G´ “ G´` \ G´´, on en déduit

G´´pxq “ G´pxq ´ G´`pxq, soit :

G´´
pxq “

x2pp1 ´ x ` x2qR ´ x4 ` 2x3 ` x2 ` 2x ´ 1q

p1 ` x ` x2qp1 ´ 3x ` x2qp1 ` x ´ x2 ` Rq
.
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4.3 Préfixes
On note G 1

n l’ensemble des gcDta. partiels de longueur n, et on pose G 1 “
Ť

ně2 G 1
n.

Afin d’énumérer les gcDta. partiels finissant à une altitude fixée, on réintroduit les
notations fk et gk (pour tout k P Z) du chapitre précédent. Ici, donc, pour tout k P Z, fk

(resp. gk) est la série génératrice des gcDta. partiels finissant à altitude k par un pas U
(resp. Dℓ, ℓ ě 1).

La section précédente donne notamment les expressions de f0 et g0 :

f0pxq “ G``
pxq ` G´`

pxq, et g0pxq “ G`´
pxq ` G´´

pxq.

Comme dans le chapitre précédent, pour tout k P Z, on écrira « fk » (resp. « gk ») pour
« fkpxq » (resp. « gkpxq ») afin d’alléger.

Maintenant, fixons une altitude positive k ą 0. Tout gcDta. partiel finissant à altitude
k est alors de la forme α ¨ β, où α P G`` Y G´` Y tεu, et où β est un cDta. partiel finissant
à altitude k. Ainsi, la série génératrice fk ` gk des gcDta. partiels finissant à altitude k ą 0
est donnée par :

fk ` gk “ p1 ` f0q ¨ Tk,

où Tk est la série génératrice des cDta. partiels finissant à altitude k, dont l’expression est
donnée par l’équation (3.4). Après simplification on trouve l’expression suivante :

@ k ą 0, fk ` gk “
R p1 ´ x ´ x2 ` Rq p1 ` x ´ x2 ´ Rq

2x p1 ` x ` x2q p1 ´ 3x ` x2q p1 ` x ´ x2 ` Rq

ˆ

1 ` x ´ x2 ´ R

2

˙k

,

avec R “
?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1. À présent, intéressons-nous aux gcDta. partiels finis-

sant à altitude négative ´k ă 0. Tout chemin de ce type est soit de la forme ϱpβq, soit
α ‘D ϱpβq, où α P G`´ Y G´´, où β est un cDta. sinistroverse partiel finissant à altitude
k ą 0, et où ϱ est définie par :

ϱpUℓq “ Dℓ, ϱpDq “ U, et ϱpα1 ¨ . . . ¨ αnq “ ϱpα1q ¨ . . . ¨ ϱpαnq,

pour tous ℓ, n ě 1 et tout cDta. sinistroverse partiel α1 ¨ . . . ¨ αn. Ainsi, on en déduit que
la série génératrice des gcDta. partiels finissant à altitude ´k ă 0 est donnée par :

f´k ` g´k “ Sk `
g0 ¨ Sk

x
“ Sk

´

1 `
g0

x

¯

,

où Sk est la série génératrice des cDta. sinistroverses partiels finissant à altitude k ą 0, dont
l’expression est donnée par l’équation (3.5). Après simplification, on trouve l’expression
suivante :

@ k ą 0, f´k ` g´k “
pp1 ` x ´ x2qR ` R2 ` 2xq p1 ´ x ´ x2 ´ Rq

xR p1 ` x ´ x2 ` Rq p1 ` x ´ x2 ´ Rq

ˆ

1 ` x ´ x2 ´ R

2x

˙k

,

avec R “
?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1.

Pour terminer, on donne dans le tableau 4.1 quelques exemples de développements de
Taylor de gcDta. partiels finissant à une altitude donnée.

Les coefficients de la première ligne correspondent à l’entrée A110320 de [69], ceux de
la deuxième à l’entrée A110236 (elle compte par exemple la popularité du motif F chez
les chemins de Motzkin sans pic), ceux de la troisième à l’entrée A051291, tandis que les
autres suites d’entiers du tableau ne correspondent à aucune entrée de l’encyclopédie.
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k fkpxq ` gkpxq

´2 x ` 2x2 ` 5x3 ` 13x4 ` 32x5 ` 80x6 ` 201x7 ` 505x8 ` 1273x9 ` Opx10q

´1 x ` 2x2 ` 4x3 ` 10x4 ` 24x5 ` 58x6 ` 143x7 ` 354x8 ` 881x9 ` Opx10q

0 2x2 ` 3x3 ` 7x4 ` 17x5 ` 40x6 ` 97x7 ` 238x8 ` 587x9 ` Opx10q

1 x ` 3x3 ` 4x4 ` 11x5 ` 26x6 ` 62x7 ` 152x8 ` 374x9 ` Opx10q

2 x2 ` 4x4 ` 5x5 ` 16x6 ` 37x7 ` 91x8 ` 226x9 ` Opx10q

Tableau 4.1 – Développement de Taylor de fk ` gk, pour k P t´2,´1, 0, 1, 2u.

4.4 Sous-ensembles de G
Dans cette section, on s’intéresse à des sous-familles de gcDta., en imposant diverses

contraintes sur l’altitude des chemins. Dans la première sous-section, on étudie les gcDta.
minorés par une altitude négative, puis on étudie les gcDta. bornés dans la seconde
sous-section.

4.4.1 Chemins minorés par une altitude négative
Dans cette sous-section, on fixe m ă 0, et on considère l’ensemble des gcDta. dont

l’altitude reste supérieure ou égale à m à tout moment (si m “ 0, ce sont exactement les
cDta.). On appellera par la suite ces chemins des gcDta. minorés par m, et on va à présent
énumérer les gcDta. minorés par m partiels. On notera Grm,`8r

n l’ensemble des gcDta.
minorés par m de longueur n, et on pose Grm,`8r “

Ť

ně2 Grm,`8r
n . On notera G 1rm,`8r

n

l’ensemble des préfixes de Grm,`8r de longueur n, et on pose G 1rm,`8r “
Ť

ně1 G 1rm,`8r
n .

Encore une fois, on réintroduit les notations fk et gk (pour tout k ě m) déjà utilisée
précédemment. Ici, donc, pour tout k ě m, fk (resp. gk) est la série génératrice des gcDta.
minorés par m partiels finissant à altitude k après un pas U (resp. Dℓ, ℓ ě 1), et l’on
écrira « fk » (resp. « gk ») pour « fkpxq » (resp. « gkpxq ») afin d’alléger. Ces dernières
vérifient le système d’équations suivant :

$

&

%

fm “ 0
@ k ě m ` 1, fk “ rk “ 0s ` x pfk´1 ` gk´1q

@ k ě m, gk “ x
ř8

i“1 fk`i

.

Une fois de plus, on a préféré écrire « f0 “ 1`xpf´1`g´1q » plutôt que « f0 “ xpf´1`g´1q »,
afin que la méthode du noyau puisse s’appliquer dans les calculs qui suivent. On prendra
soin de retrancher 1 aux développements de Taylor qui font intervenir la quantité f0pxq.
La figure 4.2 donne le graphe d’état correspondant au système précédent.

Maintenant, en posant F puq “
ř

kěm fku
k et Gpuq “

ř

kěm gku
k, et en réinjectant le

système précédent dans ces formules, on obtient :
"

F puq “ 1 ` xu pF puq ` Gpuqq

Gpuq “ x
1´u

pumF p1q ´ F puqq
. (4.2)

En exprimant tout en fonction de F , on a :

F puq “ 1 `
x2um`1

1 ´ u
F p1q ` xu

ˆ

1 ´
x

1 ´ u

˙

F puq,
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...

...

...

...

fm

gm

f
−1

g
−1

f0

g0

f1

g1

f2

g2

Figure 4.2 – Graphe d’état des gcDta. minorés par m partiels. Les flèches noires (en
trait plein) correspondent aux pas vers le haut, et les flèches rouges (en pointillés) aux pas

vers le bas.

ou encore :
F puq “

1 ´ u ` x2um`1F p1q

xu2 ` px2 ´ x ´ 1qu ` 1 .

Les racines (en u) du dénominateur avaient déjà été calculées précédemment (cf. l’équa-
tion (3.3)). Après application de la méthode du noyau, on trouve l’expression de F p1q, ce
qui permet de résoudre le système (4.2), et ainsi d’obtenir la série génératrice des chemins
partiels de Grm,`8r.

Proposition 33. Pour tout m ă 0, la série génératrice de
`

|G 1rm,`8r
n |

˘

ně1 est donnée par
la formule suivante :

F p1q ´ 1 ` Gp1q “
r´m

´ ´ r´1´m
´ ´ x2 ´ x3

x3 ,

où l’expression de r´ est donnée par l’équation (3.3).

Exemple 34. Pour m “ ´1,´2, les premiers termes des développements de Taylor
correspondants sont (respectivement) :

• 2x ` 4x2 ` 8x3 ` 17x4 ` 37x5 ` 82x6 ` 185x7 ` 423x8 ` 978x9 ` 2283x10 ` Opx11q ;
• 3x` 6x2 ` 13x3 ` 29x4 ` 65x5 ` 148x6 ` 341x7 ` 793x8 ` 1860x9 ` 4395x10 `Opx11q.

Les coefficients de ces développements correspondent respectivement aux entrées A004148
et A093128 de [69].

4.4.2 Chemins bornés
Dans cette sous-section, on fixe t ą 0, et on s’intéresse aux gcDta. dont l’altitude reste

comprise entre ´t et t. On appellera par la suite ces chemins des gcDta. dans le tube de
rayon t. On notera Gr´t,ts

n l’ensemble des gcDta. dans le tube de rayon t de longueur n,
et on pose Gr´t,ts “

Ť

ně2 Gr´t,ts
n . On notera G 1r´t,ts

n l’ensemble des préfixes de Gr´t,ts de
longueur n, et on pose G 1r´t,ts “

Ť

ně1 G 1r´t,ts
n .

Afin d’énumérer les chemins de Gr´t,ts, on va établir un système d’équations linéaires
vérifié par un ensemble de sous-séries génératrices de Gr´t,ts, d’une manière analogue à ce
qui est fait dans la sous-section 3.8.2.
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Résultats énumératifs

Pour tout ´t ď k ď t, on note f t
k (resp. gt

k) la série génératrice de la suite put,k,nqně2
(resp. pdt,k,nqně2), où, pour tout n ě 2, ut,k,n (resp. pdt,k,n) est le nombre de chemins de
G 1r´t,ts

n finissant à altitude k par un pas U (resp. Dℓ, ℓ ě 1). La figure 4.3 donne le graphe
d’état de ces chemins.

...

...

...

...

f t

−t
f t

−t+1 f t

0 f t

1
f t

t−1 f t

t

gt
−t

gt
−t+1 gt0 gt1 gt

t−1 gt
t

Figure 4.3 – Graphe d’état des gcDta. dans le tube de rayon t partiels. Les flèches
noires (en trait plein) correspondent aux pas vers le haut, et les flèches rouges (en

pointillés) aux pas vers le bas.

Ainsi, les fonctions f t
´t, . . . , f

t
t , g

t
´t, . . . , g

t
t vérifient le système d’équations suivant (on

écrira « fk » – resp. « gk » – pour « fkpxq » – resp. « gkpxq » – afin d’alléger) :
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

f t
´t “ 0

@ ´ t ` 1 ď k ď t, k ‰ 0, f t
k “ x

`

f t
k´1 ` gt

k´1
˘

f t
0 “ 1 ` x

`

f t
´1 ` gt

´1
˘

@ ´ t ď k ď t ´ 1, gt
k “ x

řt
i“k`1 f

t
k

gt
t “ 0

,

ce qui se réécrit sous forme matricielle :

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

´1 0
x ´1 x 0

. . . . . . . . . . . .
x ´1 x 0

0 x . . . x ´1
0 . . . ... . . .

. . . x
. . .

0 ´1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

¨

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

f t
´t
...
f t

´1
f t

0
f t

1
...
f t

t

gt
´t
...
...
gt

t

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

“

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

0
...
0

´1
0
...
0
0
...
...
0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

. (4.3)

Précisons ici qu’on a délibérément écrit « f t
0 “ 1`x

`

f t
´1 ` gt

´1
˘

» (au lieu de « f t
0 “ x

`

f t
´1 ` gt

´1
˘

»,
comme on s’y attendait). Cela s’explique par le fait que cette modification facilité légè-
rement les calculs qui vont suivre. Une fois les expressions de f t

0 et de gt
0 trouvées, on

prendra soin de retrancher 1 à l’expression de f t
0 ` gt

0 pour obtenir la bonne énumération
de Gr´t,ts.
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Pour une valeur de t ě 0 fixée, la matrice carrée de l’équation précédente, d’ordre
2p2t` 1q, sera notée M̃t. On remarque qu’elle est égale à la matrice M2t qui intervient dans
l’équation (3.6). Ainsi, le déterminant m̃t “ detpM̃tq vaut detpM2tq “ m2t. En utilisant la
formule (3.8), on en déduit :

m̃t “
4tx2t`1

R

ˆ

R ´ x2 ` x ´ 1
pR ´ x2 ` x ` 1q

2t`1 ´
R ` x2 ´ x ` 1

pR ` x2 ´ x ´ 1q
2t`1

˙

,

avec R “
?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1. On peut désormais utiliser la règle de Cramer pour

résoudre l’équation (4.3). Pour tout 0 ď k ď 2t, on a ainsi :

f t
k “

detpM̃trksq

m̃t

, et gt
k “

detpM̃tr2t ` 1 ` ksq

m̃t

, (4.4)

où M̃trks est la matrice obtenue en remplaçant la pk ` 1qème colonne de Mt par le second
membre

“

0 . . . 0 ´1 0 . . . 0
‰T , le « ´1 » étant à la pt ` 1qème position.

À présent, en posant ñt,k “ det
`

M̃trks
˘

pour tous t ě 0 et 0 ď k ď 4t ` 1, on trouve
les deux relations suivantes :

ñt,0 “ mt´1 ¨ mt, et ñt,2t`1 “ mt´1 ¨ nt,t`1,

où on rappelle qu’on a posé nt,k “ detpMtrksq. En utilisant les formules du paragraphe 3.8.2,
on en déduit le résultat suivant.

Proposition 35. Pour tout t ě 1, la série génératrice de
`

|Gr´t,ts
n |

˘

ně2 est donnée par la
formule suivante :

f t
0 ´ 1 ` gt

0 “
mt´1

m2t

¨ pmt ` nt,t`1q ´ 1, (4.5)

avec
mt “

2txt`1

R

ˆ

R ´ x2 ` x ´ 1
pR ´ x2 ` x ` 1qt`1 ` p´1q

t`1 R ` x2 ´ x ` 1
pR ` x2 ´ x ´ 1qt`1

˙

,

nt,t`1 “
2t`2xt`3p´1qt

Rpx2 ´ x ´ 1q2 ´ R3

ˆ

1
px2 ´ x ´ 1 ` Rqt

´
1

px2 ´ x ´ 1 ´ Rqt

˙

,

et R “
?
x4 ´ 2x3 ´ x2 ´ 2x ` 1.

Exemple 36. Pour t P r3s, on a les expressions suivantes :

f 1
0 ´ 1 ` g1

0 “
x2p2`x´x2q

x4´x3´2x2`1
, f 2

0 ´ 1 ` g2
0 “

x2px2´x´1qp2`3x`x2´x3q

x7´2x6´3x5`2x4`6x3`3x2´x´1
,

f 3
0 ´ 1 ` g3

0 “
x2p1´xqp1`2x`x2´x3qp2`x´4x2´4x3`x4`3x5´x6q

x12´5x11`4x10`10x9´4x8´19x7´4x6`17x5`11x4´5x3´6x2`1
,

et les premiers termes des développements de Taylor correspondants sont (respectivement) :
• 2x2 ` x3 ` 3x4 ` 4x5 ` 5x6 ` 10x7 ` 11x8 ` 21x9 ` 27x10 ` Opx11q ;
• 2x2 ` 3x3 ` 5x4 ` 13x5 ` 22x6 ` 48x7 ` 93x8 ` 190x9 ` 375x10 ` Opx11q ;
• 2x2 ` 3x3 ` 7x4 ` 15x5 ` 36x6 ` 75x7 ` 176x8 ` 386x9 ` 869x10 ` Opx11q.

Les coefficients du premier développement correspondent à l’entrée A122514 de [69] (le
paragraphe ci-après donne une bijection avec une famille d’objets combinatoires comptée
par cette entrée), tandis que les autres suites d’entiers de cette liste ne correspondent à
aucune entrée de l’encyclopédie.
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Bijection avec un ensemble de compositions

Pour tout n ě 0, on note (uniquement dans ce paragraphe) Cn l’ensemble des composi-
tions de n dont les parties ont des parités alternantes, la première partie est impaire, et la
dernière partie est paire (ces compositions ont nécessairement au moins deux parties). Par
exemple, on a :

C9 “ tp1, 8q, p7, 2q, p3, 6q, p5, 4q, p1, 2, 1, 2, 1, 2qu.

D’après l’entrée A122514 de [69], la série génératrice de cette famille de compositions est
la même – à un décalage et quelques termes initiaux près – que celle des chemins de Gr´1,1s.
On va alors donner une bijection entre Gr´1,1s et Cě5 “

Ť

ně5 Cn.
Ainsi, on définit l’application ξ sur l’ensemble Gr´1,1s de la manière suivante. Soit n ě 2,

et soit α P Gr´1,1s
n . On écrit alors α “ B1 . . . Br, où chaque bloc Bi est un facteur de α,

défini par les règles suivantes :
— si α évite les motifs UU et UD2, alors r “ 1 et B1 “ α ;
— sinon, on place les coupures entre les Bi et Bi`1 au milieu de chaque occurrence de

UU ou de UD2.
Par exemple, si α “ UD2UUDUD2UDUDUUD, alors on a r “ 5, B1 “ U , B2 “ D2U ,
B3 “ UDU , B4 “ D2UDUDU , et B5 “ UD. Si r “ 1, alors cela signifie que n est pair, et
qu’on a soit α “ pDUqn{2, soit α “ pUDqn{2. Dans le premier cas, on pose

ξ
´

pDUq
n{2

¯

“ p1, n ` 2q,

et dans le second cas, on pose

ξ
´

pUDq
n{2

¯

“ pn ` 1, 2q.

Sinon, on a r ě 2, et on considère alors la composition p|Br|, |Br´1|, . . . , |B1|q, puis on
définit l’opération ς suivante :

ςpxr, . . . , x1q “

$

’

’

&

’

’

%

pxr ` 1, xr´1, . . . , x2, x1 ` 2q si xr´1 et x1 sont pairs
pxr ` 1, xr´1, . . . , x2, x1, 2q si xr´1 est pair et x1 est impair
p1, xr, xr´1, . . . , x2, x1 ` 2q si xr´1 est impair et x1 est pair
p1, xr, xr´1, . . . , x2, x1, 2q si xr´1 et x1 sont impairs

.

On pose alors :
ξpαq “ ς p|Br|, . . . , |B1|q .

La figure 4.4 illustre un exemple de calcul de ξpαq.

Fait. L’application ξ est bien à valeurs dans Cě5.

Démonstration. Soit α P Gr´1,1s. On note α “ B1 . . . Br, où les blocs Bi sont définis ci-
avant. Si r “ 1, alors cela signifie qu’on a soit ξpαq “ p1, |α| ` 2q, soit ξpαq “ p|α| ` 1, 2q.
Puisque |α| doit être pair dans cette situation, ξpαq est effectivement une composition
dont les parties ont des parités alternantes, la première partie étant impaire, et la dernière
partie étant paire. De plus, puisqu’on a |α| ě 2, et que la somme des parties de ξpαq vaut
|α| ` 3 ě 5 dans les deux cas, on a ξpαq P Cě5.
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1 2 3 6 2

p2, 6, 3, 2, 1q
ς

p3, 6, 3, 2, 1, 2q

ξ

Figure 4.4 – L’image par ξ de UD2UUDUD2UDUDUUD est p3, 6, 3, 2, 1, 2q.

Supposons à présent qu’on a r ě 2. On remarque alors la chose suivante : si l’on
translate la représentation graphique de α1 . . . α|α|´1 d’une unité vers le haut, on obtient
un chemin de la forme β2 . . . βn´1, où β P T r0,2s

n . De plus, la décomposition en blocs
B1, . . . , Br présentée dans la définition de ξ est la même que celle qui intervient dans la
définition de ϑ (cf. le paragraphe 3.8.2). On peut donc invoquer les mêmes arguments
que dans ledit paragraphe afin de conclure que les tailles des blocs |B1|, . . . , |Br´1| du
chemin α ont des parités alternantes. Pour ce qui est de la longueur |Br|, on se convainc
que c’est forcément un nombre pair : en effet, si le motif qui marque la coupure entre Br´1
et Br est UU , alors Br est de la forme pUDqk (k ě 1q, et si le motif en question est UD2,
alors Br est de la forme D2pUDqℓU (ℓ ě 0). Dans les deux cas, |Br| est bien pair. Il faut
maintenant montrer que les parties de ξpαq “ ς p|Br|, . . . , |B1|q ont également des parités
alternantes, que la première est impaire, et que la dernière est paire.

Tout d’abord, si |Br´1| est pair, alors ξpαq sera de la forme p|Br| ` 1, |Br´1|, . . .q.
Puisque |Br| est pair, la première partie |Br| ` 1 de ξpαq sera impaire, puis |Br´1| est pair,
ce qui montre que le début de ξpαq respecte les bonnes contraintes. A contrario, si |Br´1|

est impair, alors ξpαq sera de la forme p1, |Br|, |Br´1|, . . .q. Puisque |Br| est pair, les deux
premières parties 1 et |Br| de ξpαq seront impaire et paire (dans cet ordre), puis |Br´1| est
impair, ce qui montre que le début de ξpαq respecte les bonnes contraintes.

Ensuite, on peut utiliser le même genre de raisonnement pour montrer que, quelle que
soit la parité de |B1|, la définition de ς fait que la fin de ξpαq respectera toujours les bonnes
contraintes. Enfin, puisque les longueurs |Br´1|, . . . , |B1| ont des parités alternantes, le
milieu de ξpαq respectera lui aussi toujours les bonne contraintes.

Finalement, puisqu’on a |α| ě 2, et puisque l’opération ς rajoute toujours 3 à la somme
ř

1ďiďr |Bi|, ξpαq est une composition de |α| `3 ě 5. In fine, ξpαq est donc bien un élément
de Cě5, ce qui montre l’inclusion ξ

`

Gr´1,1s
˘

Ă Cě5.

Théorème 37. L’application ξ : Gr´1,1s ÝÑ Cně5 est bijective. De plus, pour tout n ě 2,
la restriction ξ|Gr´1,1s

n
est une bijection entre Gr´1,1s

n et Cn`3.

Démonstration. On va d’abord montrer le second point. Soient alors n ě 2 et β “ pβ1, . . . , βrq P Cn`3,
et montrons qu’il existe α P Gr´1,1s

n vérifiant ξpαq “ β. Puisque β1 est impair et que βr

est pair, on a nécessairement β1 ‰ βr, et donc r ě 2. De plus, puisque les βi ont des
parités alternantes, on en conclut que r est un nombre pair (sans quoi les parties β1 et βr

devraient avoir la même parité, ce qui n’est pas le cas, par définition de Cě5).
On va alors considérer les quatre cas suivants :
• β1 “ 1, et βr “ 2 ;
• β1 “ 1, et βr est un nombre pair strictement supérieur à 2 ;
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• β1 est un nombre impair strictement supérieur à 1, et βr “ 2 ;
• β1 est un nombre impair strictement supérieur à 1, et βr est un nombre pair

strictement supérieur à 2.
On définit alors, selon le cas correspondant, le chemin α P Gr´1,1s

n comme suit.
Cas (i) :

α “ pUDqpβr´1´1q{2U D2UpDUqpβr´2´2q{2 . . . pUDqpβ3´1q{2U D2UpDUqpβ2´2q{2 ;

Cas (ii) :

α “ pDUqpβr´2q{2 pUDqpβr´1´1q{2U . . . pUDqpβ3´1q{2U D2UpDUqpβ2´2q{2 ;

Cas (iii) :

α “ pUDqpβr´1´1q{2U D2UpDUqpβr´2´2q{2 . . . D2UpDUqpβ2´2q{2 pUDqpβ1´1q{2 ;

Cas (iv) :

α “ pDUqpβr´2q{2 pUDqpβr´1´1q{2U . . . D2UpDUqpβ2´2q{2 pUDqpβ1´1q{2 .

On note que ces chemins sont toujours bien définis. En effet, étant donné que β1 est
toujours impair, que β2 est toujours pair, etc., que βr´1 est toujours impair, et que βr est
toujours pair, les puissances qui interviennent dans les constructions de α ci-avant sont
bien des entiers. On vérifie alors qu’on a bien ξpαq “ β dans chaque situation.

On a finalement montré que l’application ξ induit une surjection de Gr´1,1s
n vers Cn`3,

pour tout n ě 2. Or, d’après l’entrée A122514 de [69], la série génératrice de p|Cn`2|qně3
est la même – à un facteur x près – que celle des chemins de Gr´1,1s (cf. l’exemple 36).
Cela signifie que les cardinaux |Gr´1,1s

n | et |Cn`3| sont finis et égaux pour tout n ě 2. On en
déduit alors finalement que la surjection ξ|Gr´1,1s

n
: Gr´1,1s

n ÝÑ Cn`3 est une bijection, pour
tout n ě 2.

Enfin, la bijectivité de l’application ξ : Gr´1,1s ÝÑ Cě5 s’obtient par le fait qu’on a
Gr´1,1s “

Ů

ně2 Gr´1,1s
n et Cě5 “

Ů

ně2 Cn`3.
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Chapitre 5

Chemins de Dyck obliques avec trous
d’air

Ce chapitre porte sur une autre généralisation des chemins de Dyck avec trous d’air, à
savoir : les chemins de Dyck obliques avec trous d’air (en s’inspirant de ce qui a été fait
sur les chemins de Dyck classiques, par exemple dans [18, 31]). Leur étude est conduite de
façon similaire à ce qui est fait dans les chapitres 3 et 4.

Les travaux exposés dans ce chapitre correspondent à l’article [15], qui a fait l’objet
d’une publication.

5.1 Définition

Un chemin de Dyck oblique avec trous d’air (abrévié dans la suite du document en
« cDota. ») est un chemin non vide sur le quadrant Nord-Est de Z2, commençant à l’origine,
finissant sur l’axe des abscisses, et composé de pas vers le haut U “ p1, 1q, vers le bas
Dk “ p1,´kq, k ě 1, et vers la gauche L “ p´1,´1q, de telle sorte que deux pas vers le
bas ou deux pas de sens opposés (U et L) ne sont jamais consécutifs. En somme, un cDota.
est un cDta. qui dispose d’un nouveau type de pas L, et qui évite les facteurs UL et LU .
La figure 5.1 donne un exemple de représentation graphique de cDota.

Figure 5.1 – Le cDota. UUDUD2UUUDLDUUUUD2LL.

On appellera longueur d’un cDota. son nombre de pas, et on notera |α| la longueur du
cDota. α. Enfin, on notera On l’ensemble des cDota. de longueur n. Par définition, on a
O0 “ O1 “ ∅, et on pose O “

Ť

ně2 On.
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5.2 Énumération
Comme dans les chapitres précédents, on va énumérer les cDota. en passant par

l’énumération des cDota. partiels. On note O1
n l’ensemble des cDota. partiels de longueur

n, et on pose O1 “
Ť

ně2 O1
n.

Afin d’énumérer les cDota. partiels finissant à une altitude fixée, on réintroduit les
notations fk et gk (pour tout k P Z) des chapitres précédents, et on introduit une notation
hk pour les pas vers la gauche L “ p´1,´1q. Ici, donc, pour tout k P Z, fk (resp. gk, hk)
est la série génératrice des cDota. partiels finissant à altitude k par un pas U (resp. Dℓ, L).
La figure 5.2 donne le graphe d’état des chemins de O1.

...

...

f0 f1 f2 f3 f5

g1 g2 g3 g4 g5g0

f4

...h0 h1 h2 h3 h4 h5

Figure 5.2 – Graphe d’état des cDota. partiels. Les flèches noires (en trait plein)
correspondent aux pas vers le haut, les flèches rouges (en pointillés) aux pas vers le bas, et

les flèches vertes (en pointillés mixtes) aux pas vers la gauche.

Ainsi, les fonctions f0, g0, h0, f1, g1, h1, . . . vérifient le système d’équations suivant (on
écrira « fk » – resp. « gk », « hk » – pour « fkpxq » – resp. « gkpxq », « hkpxq » – afin
d’alléger) :

$

’

’

&

’

’

%

f0 “ 1
@k ě 1, fk “ x pfk´1 ` gk´1q

@k ě 0, gk “ x
ř8

i“1 pfk`i ` hk`iq

@k ě 0, hk “ x pgk`1 ` hk`1q

.

Une fois de plus, on a préféré écrire « f0 “ 1 » plutôt que « f0 “ 0 », afin que la méthode
du noyau puisse s’appliquer dans les calculs qui suivent. On prendra soin de retrancher 1
aux développements de Taylor qui font intervenir la quantité f0pxq.

À présent, on pose F puq “
ř

kě0 fku
k, Gpuq “

ř

kě0 gku
k, et Hpuq “

ř

kě0 hku
k. En

réinjectant les équations vérifiées par les fk/gk/hk, on trouve :
$

&

%

F puq “ 1 ` xu pF puq ` Gpuqq

Gpuq “ x
1´u

pF p1q ´ F puq ` Hp1q ´ Hpuqq

Hpuq “ x
u

pHpuq ´ Hp0q ` Gpuq ´ Gp0qq

.
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Après résolution, on obtient :

F puq “
u x2

pu ´ xq pF p1q ` Hp1qq ` u x3
pGp0q ` Hp0qq ´ u2

` px ` 1q u ` x2
´ x

u3x ´ 2u x3 ´ u2x ` x2u ´ u2 ` xu ` x2 ` u ´ x
,

Gpuq “ ´
x
`

pxu ´ 1q pu ´ xq pF p1q ` Hp1qq `
`

x2u ´ x
˘

pGp0q ` Hp0qq ` u ´ x
˘

u3x ´ 2u x3 ´ u2x ` x2u ´ u2 ` xu ` x2 ` u ´ x
,

Hpuq “ ´

``

x2u `
`

u2
´ u

˘

x ´ u ` 1
˘

pGp0q ` Hp0qq ` x pxu ´ 1q pF p1q ` Hp1qq ` x
˘

x

u3x ´ 2u x3 ´ u2x ` x2u ´ u2 ` xu ` x2 ` u ´ x
.

On note que les trois fractions obtenues ont le même dénominateur, qui se réécrit comme
xpu ´ s1qpu ´ s2qpu ´ s3q, où s1, s2, et s3 sont les racines (en u) de u3x ´ 2ux3 ´ u2x `

x2u ´ u2 ` xu ` x2 ` u ´ x. Deux de ces trois racines possèdent un développement de
Taylor en x “ 0 (sans perte de généralité, on peut supposer qu’il s’agit de s2 et de s3).
Alors, d’après la méthode du noyau, u ´ s2 et u ´ s3 sont les « mauvais » facteurs, qui
doivent être simplifiés à la fois dans le numérateur et dans le dénominateur. Ce faisant,
il reste au numérateur le coefficient en u2, et le dénominateur devient xpu ´ s1q. On en
déduit alors :

$

’

&

’

%

F puq “
1´x2pF p1q`Hp1qq

xps1´uq

Gpuq “
xpF p1q`Hp1qq

s1´u

Hpuq “
xpGp0q`Hp0qq

s1´u

,

où la racine s1 vaut

A

6x `
4x4 ´ 2x3 ´ 4

3x
2 ´ 2

3x ` 2
3

xA
`
x ` 1

3x ,

avec
A “

`

72x5
´ 72x4

` 44x3
` 12B x ´ 48x2

´ 12x ` 8
˘

1
3 ,

et

B “
?

´96x10 ` 144x9 ` 60x8 ´ 108x7 ´ 24x6 ´ 48x5 ` 81x4 ´ 18x2 ` 12x ´ 3.

En remplaçant u par 0 ou 1 dans le système d’équations précédent, on trouve :
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

Gp0q “ 1´xs1
xs1

Hp0q “ xs1´1
px´s1qs1

F p1q “
px´1qp´s2

1x`2s1x2`x2`s1´xq

xps1´1qpx´s1q

Hp1q “
p´2s1´1qx4`ps2

1`2s1`2qx3`p´2s2
1´1qx2`ps3

1´s2
1`2s1´1qx´s2

1`s1
x2ps1´1qpx´s1q

.

Enfin, en réinjectant ces expressions dans l’avant-dernier système d’équations, on obtient
le résultat suivant.

Proposition 38. On a :

F puq “
s1

s1 ´ u
, Gpuq “

1 ´ s1x

xps1 ´ uq
, et Hpuq “

1 ´ s1x

ps1 ´ uqps1 ´ xq
,
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d’où :
F puq ` Gpuq ` Hpuq “

s1p1 ´ x2q

xps1 ´ xqps1 ´ uq
,

avec
s1 “

A

6x `
4x4 ´ 2x3 ´ 4

3x
2 ´ 2

3x ` 2
3

xA
`
x ` 1

3x ,

puis
A “

`

72x5
´ 72x4

` 44x3
` 12B x ´ 48x2

´ 12x ` 8
˘

1
3 ,

et

B “
?

´96x10 ` 144x9 ` 60x8 ´ 108x7 ´ 24x6 ´ 48x5 ` 81x4 ´ 18x2 ` 12x ´ 3.

Les premiers termes du développement de Taylor de F puq ´ 1 ` Gpuq ` Hpuq sont :

ux ` pu2
` 1qx2

` pu3
` 2u ` 1qx3

` pu4
` 3u2

` 2u ` 3qx4

` pu5
` 4u3

` 3u2
` 6u ` 5qx5

` pu6
` 5u4

` 4u3
` 10u2

` 11u ` 13qx6

` pu7
` 6u5

` 5u4
` 15u3

` 19u2
` 28u ` 26qx7

` Opx8
q.

Le triangle de coefficients correspondant n’apparaît pas dans [69].

Maintenant, on utilise l’identité

1
s1 ´ u

“
1
s1

ÿ

kě0
s´k

1 ¨ uk

afin d’extraire le coefficient ruks pF puq ` Gpuq ` Hpuqq, ce qui donne le résultat suivant.

Corollaire 39. Pour tout k ě 0, on a :

ruk
s pF puq ` Gpuq ` Hpuqq “

1 ´ x2

xps1 ´ xq
s´k

1 .

Enfin, en remplaçant u par 0 puis par 1, on obtient les résultats suivants.

Proposition 40. La série génératrice de p|On|qně2 est donnée par la formule suivante :

F p0q ´ 1 ` Gp0q ` Hp0q “
xs1 ´ 1
xpx ´ s1q

,

où l’expression de s1 est donnée dans la proposition 38. Les premiers termes du développe-
ment de Taylor correspondant sont :

x2
` x3

` 3x4
` 5x5

` 13x6
` 26x7

` 64x8
` 143x9

` Opx10
q.

Les coefficients de ce développement n’apparaissent pas dans [69].
Un équivalent asymptotique approché du nème coefficient est :

0.5292 ¨ 2.7309n
¨ n´3{2.
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Proposition 41. La série génératrice de p|O1
n|qně2 est donnée par la formule suivante :

F p1q ´ 1 ` Gp1q ` Hp1q “
s1 ` xs1p1 ´ s1q ´ x2

xps1 ´ xqps1 ´ 1q
,

où l’expression de s1 est donnée dans la proposition 38. Les premiers termes du développe-
ment de Taylor correspondant sont :

x ` 2x2
` 4x3

` 9x4
` 19x5

` 44x6
` 100x7

` 236x8
` 558x9

` Opx10
q.

Les coefficients de ce développement n’apparaissent pas dans [69].
Un équivalent asymptotique approché du nème coefficient est :

2.4909 ¨ 2.7309n
¨ n´3{2.

5.2.1 Chemins sans vallée
Tout d’abord, on définit les cDota. sans vallée comme la famille des cDota. qui évitent

l’ensemble de facteurs tDkU ; k ě 1u. On notera par la suite Vn l’ensemble des cDota. sans
vallée de longueur n, et on pose V “

Ť

ně2 Vn. De plus, on note V 1
n l’ensemble des préfixes

de V de longueur n, et on pose V 1 “
Ť

ně1 V 1
n.

Afin d’énumérer les cDota. sans vallée, on emploie ici la même méthode que pour les
cDota., détaillée au début de cette section. Afin de demeurer concis, on va simplement
donner le graphe d’état des chemins de V 1, ainsi que le système d’équations correspon-
dant (en adaptant les notations fk/gk/hk à l’ensemble V 1), avant d’énoncer des résultats
énumératifs. Ainsi, la figure 5.3 donne le graphe d’état des chemins de V 1.

...

...

f0 f1 f2 f3 f5

g1 g2 g3 g4 g5g0

f4

...h0 h1 h2 h3 h4 h5

Figure 5.3 – Graphe d’état des cDota. sans vallée partiels. Les flèches noires (en trait
plein) correspondent aux pas vers le haut, les flèches rouges (en pointillés) aux pas vers le

bas, et les flèches vertes (en pointillés mixtes) aux pas vers la gauche.
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5. Chemins de Dyck obliques avec trous d’air

Le système d’équations correspondant est :
$

’

’

&

’

’

%

f0 “ 1
@k ě 1, fk “ xfk´1
@k ě 0, gk “ x

ř8

i“1 pfk`i ` hk`iq

@k ě 0, hk “ x pgk`1 ` hk`1q

.

À présent, en posant F puq “
ř

kě0 fku
k, Gpuq “

ř

kě0 gku
k, et Hpuq “

ř

kě0 hku
k, on

trouve les résultats suivants.

Proposition 42. On a :

F puq “
1

1 ´ xu
, Gpuq “

x2 ´ x4

p1 ´ xuqp1 ´ x ´ x2 ` x3 ´ x4q
,

Hpuq “
x4

p1 ´ xuqp1 ´ x ´ x2 ` x3 ´ x4q
,

d’où :
F puq ` Gpuq ` Hpuq “

1 ´ x ` x3 ´ x4

p1 ´ xuqp1 ´ x ´ x2 ` x3 ´ x4q
.

Les premiers termes du développement de Taylor de F puq ´ 1 ` Gpuq ` Hpuq sont :

ux `
`

u2
` 1

˘

x2
`
`

u3
` u ` 1

˘

x3
`
`

u4
` u2

` u ` 2
˘

x4

`
`

u5
` u3

` u2
` 2u ` 2

˘

x5
`
`

u6
` u4

` u3
` 2u2

` 2u ` 4
˘

x6

`
`

u7
` u5

` u4
` 2u3

` 2u2
` 4u ` 5

˘

x7
` O

`

x8˘ .

Le triangle de coefficients correspondant n’apparaît pas dans [69].

Maintenant, on utilise l’identité

1
1 ´ xu

“
ÿ

kě0
xk

¨ uk

afin d’extraire le coefficient ruks pF puq ` Gpuq ` Hpuqq, ce qui donne le résultat suivant.

Corollaire 43. Pour tout k ě 0, on a :

ruk
s pF puq ` Gpuq ` Hpuqq “

1 ´ x ` x3 ´ x4

1 ´ x ´ x2 ` x3 ´ x4x
k.

Enfin, en remplaçant u par 0 puis par 1, on obtient les résultats suivants.

Proposition 44. La série génératrice de p|Vn|qně2 est donnée par la formule suivante :

F p0q ´ 1 ` Gp0q ` Hp0q “
x2

1 ´ x ´ x2 ` x3 ´ x4 .

Les premiers termes du développement de Taylor correspondant sont :

x2
` x3

` 2x4
` 2x5

` 4x6
` 5x7

` 9x8
` 12x9

` Opx10
q,
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et les coefficients cn coïncident avec l’entrée A124280 de [69] (l’encyclopédie ne donne pas
d’autre interprétation combinatoire pour cette entrée), et ont pour formule :

an “

t
n´2

2 u
ÿ

k“0

n´2k´2
ÿ

j“0

ˆ

j

n ´ 2k ´ j ´ 2

˙ˆ

k

n ´ 2k ´ j ´ 2

˙

.

Un équivalent asymptotique du nème coefficient est :
´a4 ` a3 ´ a ` 1

4a4 ´ 3a3 ` 2a2 ` a
¨
`

a3
´ a2

` a ` 1
˘n

« 0.3051 ¨ 1.5129n,

où a « 0.6609925319 est la racine de plus petit module de z4 ´ z3 ` z2 ` z ´ 1.

Proposition 45. La série génératrice de p|V 1
n|qně2 est donnée par la formule suivante :

F p1q ´ 1 ` Gp1q ` Hp1q “
x ` x2 ` x4

1 ´ x ´ x2 ` x3 ´ x4 .

Les premiers termes du développement de Taylor correspondant sont :
x ` 2x2

` 3x3
` 5x4

` 7x5
` 11x6

` 16x7
` 25x8

` 37x9
` Opx10

q,

et les coefficients coïncident avec l’entrée A130137 de [69] (la sous-section 5.3.1 donne une
bijection avec une famille d’objets combinatoires comptée par cette entrée).

Un équivalent asymptotique du nème coefficient est :
a3 ` 1

4a4 ´ 3a3 ` 2a2 ` a
¨
`

a3
´ a2

` a ` 1
˘n

« 0.9000 ¨ 1.5129n,

où a « 0.6609925319 est la racine de plus petit module de z4 ´ z3 ` z2 ` z ´ 1.

5.2.2 Chemins sans vallée en zigzag
Dans cette sous-section, on s’intéresse aux cDota. sans vallée en zigzag, c.-à-d. qui

évitent le facteur LL. Ce sont donc les cDota. qui évitent l’ensemble de facteurs
tLLu Y tDkU ; k ě 1u .

On notera par la suite Zn l’ensemble des cDota. sans vallée en zigzag de longueur n, et on
pose Z “

Ť

ně2 Zn. De plus, on note Z 1
n l’ensemble des préfixes de Z de longueur n, et on

pose Z 1 “
Ť

ně1 Z 1
n.

Afin d’énumérer les cDota. sans vallée en zigzag, on emploie ici la même méthode
que pour les cDota., détaillée au début de cette section. Afin de demeurer concis, on va
simplement donner le graphe d’état des chemins de Z 1, ainsi que le système d’équations
correspondant (en adaptant les notations fk/gk/hk à l’ensemble Z 1), avant d’énoncer des
résultats énumératifs. Ainsi, la figure 5.4 donne le graphe d’état des chemins de Z 1.

Le système d’équations correspondant est :
$

’

’

&

’

’

%

f0 “ 1
@k ě 1, fk “ xfk´1
@k ě 0, gk “ x

ř8

i“1 pfk`i ` hk`iq

@k ě 0, hk “ xgk`1

.

À présent, en posant F puq “
ř

kě0 fku
k, Gpuq “

ř

kě0 gku
k, et Hpuq “

ř

kě0 hku
k, on

trouve les résultats suivants.
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...

...

f0 f1 f2 f3 f5

g1 g2 g3 g4 g5g0

f4

...h0 h1 h2 h3 h4 h5

Figure 5.4 – Graphe d’état des cDota. sans vallée en zigzag partiels. Les flèches noires
(en trait plein) correspondent aux pas vers le haut, les flèches rouges (en pointillés) aux

pas vers le bas, et les flèches vertes (en pointillés mixtes) aux pas vers la gauche.

Proposition 46. On a :

F puq “
1

1 ´ xu
, Gpuq “

x2

p1 ´ xuqp1 ´ x ´ x4q
,

Hpuq “
x4

p1 ´ xuqp1 ´ x ´ x4q
,

d’où :
F puq ` Gpuq ` Hpuq “

1 ´ x ` x2

p1 ´ xuqp1 ´ x ´ x4q
.

Les premiers termes du développement de Taylor de F puq ´ 1 ` Gpuq ` Hpuq sont :

ux `
`

u2
` 1

˘

x2
`
`

u3
` u ` 1

˘

x3
`
`

u4
` u2

` u ` 2
˘

x4

`
`

u5
` u3

` u2
` 2u ` 2

˘

x5
`
`

u6
` u4

` u3
` 2u2

` 2u ` 3
˘

x6

`
`

u7
` u5

` u4
` 2u3

` 2u2
` 3u ` 4

˘

x7
` O

`

x8˘ .

Le triangle de coefficients obtenu correspond à l’entrée A289944 de [69] (elle énumère par
exemple la liste des longueurs des côtés des triangles équilatéraux qui pavent un polygone
convexe à n côtés particulier, et qui respectent certaines contraintes précises).

Maintenant, on utilise l’identité
1

1 ´ xu
“

ÿ

kě0
xk

¨ uk

afin d’extraire le coefficient ruks pF puq ` Gpuq ` Hpuqq, ce qui donne le résultat suivant.

Corollaire 47. Pour tout k ě 0, on a :

ruk
s pF puq ` Gpuq ` Hpuqq “

1 ´ x ` x2

1 ´ x ´ x4x
k.
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Enfin, en remplaçant u par 0 puis par 1, on obtient les résultats suivants.

Proposition 48. La série génératrice de p|Zn|qně2 est donnée par la formule suivante :

F p0q ´ 1 ` Gp0q ` Hp0q “
x2 ` x4

1 ´ x ´ x4 .

Les premiers termes du développement de Taylor correspondant sont :

x2
` x3

` 2x4
` 2x5

` 3x6
` 4x7

` 6x8
` 8x9

` Opx10
q,

et les coefficients cn coïncident avec l’entrée A103632 de [69] (la sous-section 5.3.2 donne
une bijection avec une famille d’objets combinatoires comptée par cette entrée), et ont
pour formule :

cn “

tn2 u
ÿ

k“0

ˆ

t2n´3k´1
2 u

n ´ 2k

˙

.

Un équivalent asymptotique du nème coefficient est :

a2 ´ a ` 1
4a4 ` a

¨
`

pa ` 1q
`

a2
´ a ` 1

˘˘n
« 0.4382 ¨ 1.3803n,

où a « 0.7244919590 est la racine de plus petit module de z4 ` z ´ 1.

Proposition 49. La série génératrice de p|Z 1
n|qně2 est donnée par la formule suivante :

F p1q ´ 1 ` Gp1q ` Hp1q “
x ` x4 ´ x5q

p1 ´ xqp1 ´ x ´ x4q
.

Les premiers termes du développement de Taylor correspondant sont :

x ` 2x2
` 3x3

` 5x4
` 7x5

` 10x6
` 14x7

` 20x8
` 28x9

` Opx10
q.

Les coefficients de ce développement n’apparaissent pas dans [69].
Un équivalent asymptotique du nème coefficient est :

a2 ´ a ` 1
a p4a3 ` 1q p1 ´ aq

¨
`

pa ` 1q
`

a2
´ a ` 1

˘˘n
« 1.5905 ¨ 1.3803n,

où a « 0.7244919590 est la racine de plus petit module de z4 ` z ´ 1.

5.3 Bijections avec d’autres objets combinatoires
Dans cette section, on exhibe deux bijections. La première porte sur les cDota. sans

vallée partiels et une famille de mots binaires, tandis que la seconde porte sur les cDota.
sans vallée en zigzag et une famille de compositions.
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5.3.1 Une famille de mots binaires
On considère dans cette sous-section la famille des mots binaires (sur l’alphabet t0, 1u)

qui évitent les deux facteurs 00 et 0110. On notera par la suite Bp00,0110q
n l’ensemble de tels

mots binaires de longueur n, et on pose Bp00,0110q “
Ť

ně0 Bp00,0110q
n .

À présent, on définit récursivement l’application χ suivante, sur l’ensemble V 1 des
cDota. sans vallée partiels :

χ :

V 1 ÝÑ Bp00,0110q

U ÞÝÑ ε
UkDk ÞÝÑ 1k´10
Uα ÞÝÑ χpαq1

UβL ÞÝÑ χpβq10
UkγDk ÞÝÑ χpγq1k0

,

pour tout k ě 1, tout α P V 1, tout β P V, tout γ P V finissant par L, et où ‚ est un
opérateur agissant sur les mots binaires dont la dernière lettre est 0, défini par :

m1m2 . . .mn´10 “ m1m2 . . .mn´11.

Par exemple, on a :

χpU4DLD2q “ χpU2DLq110 “ χpUDq10110 “ 010110 “ 011110.

Fait. L’application χ est bien à valeurs dans Bp00,0110q.

Démonstration. Tout d’abord, il est clair que l’image de tout élément de V 1 par χ est un
mot binaire sur l’alphabet t0, 1u. Maintenant, fixons α P V 1, et vérifions que χpαq évite à
la fois 00 et 0110.

Si, par exemple, α est de la forme UβL, avec β P V, alors χpαq “ χpβq10 évite 00 et
0110 si et seulement si χpβq les évite également et ne finit pas par 01. Or, on se convainc
que l’image de tout cDota. β P V par χ finit par 0 (puisque tout chemin Uγ avec γ P V 1,
dont l’image finit par 1, est forcément élément de V 1zV). Ainsi, χpβq ne saurait finir par
01 et ainsi créer une nouvelle occurrence du motif interdit 0110. Le caractère récursif de χ
permet ensuite de se convaincre que χpβq lui-même ne contient ni 00, ni 0110, le cas de
base χpUkDkq étant égal à 1k´10, qui ne contient pas les motifs 00 et 0110.

Si α est d’une autre forme, des raisonnements analogues permettent d’affirmer alors
que χpαq est bien un élément de Bp00,0110q.

Théorème 50. L’application χ : V 1 ÝÑ Bp00,0110q est bijective. De plus, pour tout n ě 1,
la restriction χ|V 1

n
est une bijection entre V 1

n est Bp00,0110q

n´1 .

Démonstration. On va d’abord montrer le second point. Si n P r2s, on vérifie de façon
immédiate que χ|V 1

n
est injective. Soit alors n ě 3, supposons que χ|V 1

k
est injective pour

tout k P rn ´ 1s, et montrons que l’application χ|V 1
n

est injective. Soient donc α, β P V 1
n

tels que χpαq “ χpβq, et montrons qu’on a alors α “ β.
Si χpαq est de la forme 1k0, alors α et β sont tous les deux égaux à Uk`1Dk`1. Dans le

cas contraire, si par exemple α était de la forme UAL, avec A P V , alors on aurait :

1k0 “ χpαq “ χpUALq “ χpAq10,
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dont on déduirait χpAq “ 1k´1, puis A “ Uk, ce qui contredirait le fait que A est un
élément de V. Avec un raisonnement similaire, on exclut la possibilité que α soit de la
forme U ℓADℓ, avec ℓ ě 1 et A P V. Bien entendu, α ne saurait être de la forme UA,
avec A P V 1, sans quoi χpαq ne finirait pas par 0, d’après la définition de χ. On a donc
bien α “ Uk`1Dk`1, et les mots binaires χpαq et χpβq étant égaux, les mêmes arguments
donnent également β “ Uk`1Dk`1, d’où α “ β.

Si maintenant χpαq n’est pas de la forme 1k0, alors on a trois cas à examiner, selon les
lettres finales de χpαq :

piq χpαq finit par 1 ;
piiq χpαq finit par 010 ;

piiiq χpαq finit par 110.

En effet, puisque χ est à valeurs dans Bp00,0110q (cf. le fait ci-avant), χpαq ne peut finir par
00, donc les trois cas précédents recouvrent bien toutes les possibilités. Supposons par
exemple qu’on est dans le cas piiiq, c.-à-d. que χpαq est de la forme UkADk et que χpβq

est de la forme U ℓBDℓ, avec k, ℓ ě 1, et A,B P V finissent par L (on rappelle que l’image
par χ de tout élément de V finit par 0, et celle de tout élément de V 1zV finit par 1, donc α
ne peut en fait pas être de la forme UCL, avec C P V). Montrons alors qu’on a k “ ℓ et
A “ B.

D’après la définition de χ, on a χpαq “ χpAq1k0, et χpβq “ χpBq1ℓ0. Supposons qu’on
a k ‰ ℓ, et, sans perte de généralité, supposons qu’on a k ą ℓ. Alors l’égalité χpαq “ χpβq

implique χpAq1k´ℓ “ χpBq. Puisque χpAq évite le motif interdit 00 et finit par 0 (A étant
un élément de V), il finit par 10, d’où on déduit que χpBq finit par 111 (k ´ ℓ étant
supérieur ou égal à 1). Maintenant, on note que B ne peut pas être de la forme UXL,
avec X P V, car sinon χpBq finirait par 010, et donc χpBq ne finirait pas par 111 ; cela
contredit le fait que B est un élément de V finissant par L. Ainsi, on a en fait k “ ℓ, et
donc l’égalité

χpAq1k0 “ χpαq “ χpβq “ χpBq1ℓ0

entraîne χpAq “ χpBq. De plus, puisque A et B sont des éléments de V , leur image par χ
finit par 0, on déduit qu’on a χpAq “ χpBq. Enfin, comme |A| “ |B| P rn´ 1s, l’hypothèse
de récurrence assure qu’on a alors A “ B ; immédiatement, on a alors α “ β.

Les cas piq et piiq se traitent d’une manière analogue, et on montre ainsi que χ|V 1
n

est injective. De plus, puisqu’on a χpV 1q Ă Bp00,0110q et |χpαq| “ |α| ´ 1 pour tout
α P V 1, on en déduit que l’image de χ|V 1

n
est (incluse dans) Bp00,0110q

n´1 . Ensuite, d’après
l’entrée A130137 de [69], la série génératrice de

`
ˇ

ˇBp00,0110q
n

ˇ

ˇ

˘

ně0 est – à un facteur x près –
égale à celle des chemins de V 1 (cf. la proposition 45). Cela signifie que les cardinaux
|V 1

n| et
ˇ

ˇ

ˇ
Bp00,0110q

n´1

ˇ

ˇ

ˇ
sont finis et égaux pour tout n ě 1. On en déduit alors finalement que

l’injection χ|V 1
n

: V 1
n ÝÑ Bp00,0110q

n´1 est une bijection, pour tout n ě 1.
Enfin, la bijectivité de l’application χ : V 1 ÝÑ Bp00,0110q s’obtient par le fait qu’on a

V 1 “
Ů

ně1 V 1
n et Bp00,0110q “

Ů

ně1 Bp00,0110q

n´1 .

À titre illustratif, le tableau 5.1 donne les valeurs de χpαq, lorsque α est un chemin de
petite taille.

97

https://oeis.org/A130137


5. Chemins de Dyck obliques avec trous d’air

n α P V 1
n χpαq P Bp00,0110q

n´1
1 U ε

2 UD 0
UU 1

3
UUD 01
UUD2 10
UUU 11

4

UUDL 010
UUUD 011
UUUD2 101
UUUD3 110
UUUU 111

Tableau 5.1 – Premières valeurs de χ.

5.3.2 Une famille de compositions
On considère dans cette sous-section la famille de compositions suivantes : pour tout

n ě 0, on note (uniquement dans cette sous-section) Cn l’ensemble des compositions de
n palindromiques (c.-à-d. que tout élément c “ pc1, . . . , ckq de Cn vérifie ci “ ck`1´i pour
tout i P rks), dont les parties sont dans l’ensemble

t2u Y t2ℓ ` 1; ℓ P Nu “ t2, 1, 3, 5, 7, 9, . . .u.

On note alors ε la composition vide (seul élément de C0), et on pose C “
Ť

ně0 Cn.
À présent, on définit récursivement l’application ω suivante, sur l’ensemble Z des

cDota. sans vallée en zigzag :

ω :

Z ÝÑ C
UD ÞÝÑ ε

U2D2 ÞÝÑ p1q

U2DL ÞÝÑ p2q

U3D2L ÞÝÑ p3q

Ua`2Dks ÞÝÑ p1, ωpUaDk´2sq, 1q

Ua`2DLt ÞÝÑ p2, ωpUatq, 2q

U b`2D2LDℓs ÞÝÑ `2ωpU bDℓ`1sq`2

,

pour tout a ě 1, tout b ě 2, tout k ě 3, tout ℓ ě 1, tout suffixe (éventuellement vide) de
cDota. sans vallée en zigzag s, tout suffixe non vide de cDota. sans vallée en zigzag t, et
où `2‚`2 est un opérateur agissant sur les compositions, défini par :

`2px1, x2, . . . , xn´1, xnq`2 “ ppx1 ` 2q, x2, . . . , xn´1, pxn ` 2qq , et par `2pxq`2 “ px ` 4q.

Par exemple, on a :

ωpU7D2LD2LDq “ `2ωpU5D3LDq`2 “ `2p1, ωpU3DLDq, 1q`2

“ `2p1, 2, ωpUDq, 2, 1q`2 “ p3, 2, 2, 3q.

La figure 5.5 illustre les cas non triviaux dans la définition de ω.
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Ua

Dk

s Ua t
U b Dℓ

s

p1, ωpUaDk´2sq, 1q p2, ωpUatq, 2q `2ωpU bDℓ`1sq`2

Figure 5.5 – Les trois cas non triviaux dans la définition de l’application ω.

Fait. L’application ω est bien à valeurs dans C.

Démonstration. Tout d’abord, il est clair que l’image que tout élément de Z par ω est
un palindrome. Maintenant, fixons α P Z, et vérifions que les parties de ωpαq sont dans
l’ensemble t2, 1, 3, 5, 7, 9, . . .u.

Si α est de la forme Ua`2Dks ou Ua`2DLt (avec a ě 1, k ě 3, s un suffixe éventuellement
vide de Z, et t un suffixe non vide de Z), alors l’image χpαq ne crée pas de nouvelle partie
qui ne soit pas dans l’ensemble t2, 1, 3, 5, 7, 9u (en effet, on rajoute alors aux extrêmes soit
un 1, soit un 2).

Si maintenant α est de la forme U b`2D2LDℓs (avec b ě 2, ℓ ě 1, et s un suffixe
éventuellement vide de Z), alors on a χpαq “ `2ωpU bDℓ`1sq`2. Or, le chemin U bDℓ`1s ne
saurait être de la forme Ua`2D1Lt (avec a ě 1 et t un suffixe non vide de Z), puisqu’on
a ℓ ` 1 ą 1. Ainsi, les parties extrêmes (c.-à-d. la première et la dernière) de l’image
ωpU bDℓ`1sq ne sauraient être égales à 2 ; elles sont donc soit égales à 1, soit égales à x` 2,
où x correspond aux parties extrêmes de ωpU b´2Dℓ`2sq (qui à son tour ne peut être de la
forme Ua`2D1Lt, puisqu’on a ℓ ` 2 ą 1, et ainsi de suite). Dans tous les cas, les parties
extrêmes de ωpαq sont un nombre impair, et sont donc dans l’ensemble t2, 1, 3, 5, 7, 9, . . .u.

Le caractère récursif de ω permet alors de se convaincre que χpαq est bien un élément
de C, les quatre cas de base ne possédant pas de partie qui ne soit pas dans l’ensemble
t2, 1, 3, 5, 7, 9, . . .u.

Théorème 51. L’application ω : Z ÝÑ C est bijective. De plus, pour tout n ě 2, la
restriction ω|Zn est une bijection entre Zn et Cn´2.

Démonstration. On va d’abord montrer le second point. Si n P t2, 3u, on vérifie de façon
immédiate que ω|Zn est injective. Soit alors n ě 4, supposons que ω|Zk est injective pour
tout k P rn ´ 1s, et montrons que l’application ω|Zn est injective. Soient donc α, β P Zn

tels que ωpαq “ ωpβq, et montrons qu’on a alors α “ β.
Tout d’abord, si ωpαq “ p2q (resp. ωpαq “ p3q), alors on se convainc qu’on a

α “ U2DL “ β (resp. α “ U3D2L “ β). Ensuite, dans le cas général où ωpαq a au
moins deux parties, d’après la définition de ω, ωpαq peut être de trois formes différentes
(la première partie de ωpαq est soit 1, soit 2, soit un nombre impair supérieur ou égal à 3).

Supposons par exemple que ωpαq est de la forme p1, x, 1q (x étant éventuellement
vide). Alors, d’après la définition de ω, α est de la forme Ua1`2Dk1s1 et β est de la forme
Ua2`2Dk2s2, où a1, a2 ě 1, puis k1, k2 ě 3, et s1, s2 sont des suffixes (éventuellement vides)
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de Z. Toujours d’après la définition de ω, on en déduit :

p1, ω pUa1Dk1´2s1q , 1q “ ωpαq “ ωpβq “ p1, ω pUa2Dk2´2s2q , 1q ,

d’où :
ω pUa1Dk1´2s1q “ ω pUa2Dk2´2s2q .

Puisque Ua1Dk1´2s1 et Ua2Dk2´2s2 sont tous les deux des éléments de Zn´2, et puisque
l’hypothèse de récurrence assure que l’application ω|Zn´2

est injective, on en déduit l’égalité

Ua1Dk1´2s1 “ Ua2Dk2´2s2,

ce qui entraîne a1 “ a2, puis k1 “ k2, ainsi que s1 “ s2, et enfin α “ β.
Les cas où la première partie de ωpαq est différente de 1 se traitent d’une manière

analogue, et on montre ainsi que ω|Zn est injective. De plus, puisqu’on a ωpZq Ă C, et
puisque la somme des parties de ωpαq vaut n´ 2 dès lors qu’on a α P Zn, on en déduit que
l’image de ω|Zn est (incluse dans) Cn´2. Ensuite d’après l’entrée A103632 de [69], la série
génératrice de p|Cn´2|qně2 est – à un terme initial près – égale à celle des chemins de Z
(cf. la proposition 48). Cela signifie que les cardinaux |Zn| et |Cn´2| sont finis et égaux
pour tout n ě 2. On en déduit alors finalement que l’injection ω|Zn : Zn ÝÑ Cn´2 est une
bijection, pour tout n ě 2.

Enfin, la bijectivité de l’application ω : Z ÝÑ C s’obtient par le fait qu’on a
Z “

Ů

ně2 Zn et C “
Ů

ně2 Cn´2.

À titre illustratif, le tableau 5.2 donne les valeurs de ωpαq, lorsque α est un chemin de
petite taille.

n α P Zn ωpαq P Cn´2
2 UD ε
3 UUD2 p1q

4 UUUD3 p1, 1q

UUDL p2q

5 UUUUD4 p1, 1, 1q

UUUD2L p3q

6
UUUUUD5 p1, 1, 1, 1q

UUUUD3L p1, 2, 1q

UUUDLD p2, 2q

7

UUUUUUD6 p1, 1, 1, 1, 1q

UUUUUD4L p1, 3, 1q

UUUUDLD2 p2, 1, 2q

UUUUD2LD p5q

Tableau 5.2 – Premières valeurs de ω.
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Conclusion

Dans ce document, on a introduit des nouvelles familles de chemins sur réseau, avant
de mener une étude énumérative desdits chemins et des motifs qu’ils contiennent. Ce
faisant, on également pu établir des liens entre ces nouveaux chemins et d’autres objets
combinatoires, déjà étudiés dans la littérature, à l’aide de séries génératrices et/ou de
bijections explicites.

L’introduction de trous d’air dans les chemins de Dyck est inspirée par la théorie
des chemins avec catastrophes, et fait par exemple écho à [4]. L’étude des motifs dans
les objets, de leur distribution et de leur popularité, s’inscrit par exemple dans la lignée
de [11, 22, 39, 47, 54, 73]. Enfin, les méthodes employées pour mener à bien ces travaux
sont empruntées à [30, 37, 60, 62, 76].

Ensuite, l’encyclopédie [69] a pu fournir de nombreuses séries génératrices, ainsi que
les objets combinatoires correspondants, qui se sont avérés nécessaires à l’établissement de
bijections avec les chemins introduits dans ce document. En guise de résumé, la figure C.1
ci-après recense de façon schématique les bijections notables qui font intervenir divers
types de chemins avec trous d’air.

D’autres auteur·trices ont pu se pencher sur l’étude de familles de chemins sur réseau
avec trous d’air, comme par exemple [7, 9, 10, 64, 65]. À leur tour, iels ont obtenu des
résultats énumératifs sur de nouvelles familles d’objets combinatoires, inspirées de celles
que l’on a introduit au cours de cette thèse.

Enfin, on termine en évoquant quelques axes de recherche qui mériteraient d’être
explorés. Les chemins de Dyck avec trous d’air étant nouveaux dans le paysage combinatoire,
leur étude ne fait que commencer. Ainsi, afin de compléter l’analyse de ces chemins, on
pourrait notamment s’intéresser aux questions suivantes :

— Peut-on trouver un algorithme efficace qui, étant donné un entier naturel n ě 2,
génère un cDta. de longueur n de façon aléatoire et uniforme parmi tous les chemins
de Tn ?

— Peut-on trouver un algorithme efficace qui, étant donné un entier naturel n ě 2,
génère tous les cDta. de longueur n ?

— Peut-on trouver un algorithme efficace qui, étant donnée une liste de facteurs,
renvoie la série génératrice des cDta. qui évitent exactement ces facteurs ? Nous
avons commencé à travailler dans cette direction pendant la thèse, mais une solution
satisfaisante et élégante nous échappe actuellement.

— Peut-on étoffer la liste des bijections du document en établissant d’autres bijections
entre les chemins de Dyck avec trous d’air et des objets combinatoires ? À titre
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d’exemple, la dernière section de [13] assure qu’un sous-ensemble particulier de Tn

est en bijection avec l’ensemble des chemins de Motzkin de longueur n qui évitent les
trois facteurs UF , FU , et FF , sans pour autant donner un exemple explicite d’une
telle bijection.

— Peut-on munir l’ensemble des chemins de Dyck avec trous d’air d’une structure de
treillis ? Si oui, peut-on le faire en adaptant les ordres classiques de Stanley, Tamari,
ou Kreweras (cf. [20, 38, 43, 48], par exemple) aux cDta. ?
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13 = 1 + 2 + 3 + 6 + 1

17 = 3 + 6 + 3 + 2 + 1 + 2

011110
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ϑ

ξ

χ

ω

Figure C.1 – Principales bijections du document.
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