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Quelques modèles de convection

pour l’ingénierie et l’environnement

Mathieu Creyssels
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Introduction

Mes travaux de recherche consistent à développer des expériences de laboratoire et des
simulations numériques afin de comprendre et décrire les phénomènes et processus physiques
qui ont lieu dans certaines applications d’ingénierie ou environnementales. Nous avons fourni
des réponses quantifiées aux questions qui se posent dans les domaines suivants :

— Echangeurs thermiques pour des applications micro-fluidiques (Chapitre 1).

— Ventilation et sécurité des tunnels en cas d’incendie (Chapitre 2).

— Rejets de fluide de masse volumique plus faible ou plus grande que l’air environnant -
effets dits non-Boussinesq (Chapitre 3).

— Convection naturelle dite de Rayleigh-Bénard (Chapitre 4).

En plus du développement d’expériences en laboratoire et de simulations, j’ai développé
des modèles théoriques dits simples afin d’expliquer les observations expérimentales et numé-
riques obtenues et ceux de la littérature.

Pour chacun des 4 thèmes de recherche, les enjeux pour l’ingénierie ou l’environnement
et la mécanique des fluides sont dans un premier temps présentés. Puis, les montages expéri-
mentaux, les simulations numériques et les modèles théoriques sont décrits. Viennent ensuite
les principaux résultats ainsi que des comparaisons entre les expériences, les simulations et
les prédictions théoriques. Enfin, des perspectives sont données à ces travaux.

Ce mémoire est un résumé condensé de mes travaux de recherche et vous trouverez bien
entendu beaucoup plus de détails et de précisions sur les dispositifs expérimentaux, les simu-
lations et les résultats, en consultant les articles publiés. Ils sont listés et regroupés par thème
en annexe A.1. Vous pouvez directement les consulter en cliquant sur les liens. Ils sont aussi
accessibles également sur HaL.

J’ai également choisi de ne pas présenter mes activités de recherche sur les matériaux
granulaires (travaux de thèse à l’ENS Lyon et de post-doc à Rennes) car j’ai arrêté (pour
l’instant) cette thématique malgré ma dernière publication en 2017 (Creyssels et al., Eur.
Phys. J. E, 40, 56, 2017).

L’annexe B présente une synthèse de mes travaux d’encadrement et de mes responsabilités
collectives. Enfin, un résumé de mes activités d’enseignement est fourni en annexe C.
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Chapitre 1

Echangeur thermique chaotique

Léonard de Vinci, ”Tourbillons”

Sommaire

1.1 Les enjeux pour l’ingénierie et la mécanique des fluides . . . . . . . . . . . 3

1.2 Le MLLM (Multi-Level Laminating Mixer) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3 Les maquettes expérimentales et numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3.1 Choix d’étudier un échangeur à température de paroi constante . . . 7

1.3.2 Le dispositif expérimental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3.3 Les simulations numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.4 Les principaux résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.5 Perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.6 Références . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.1 Les enjeux pour l’ingénierie et la mécanique des fluides

Il s’agit du seul chapitre où la turbulence n’est pas présente. Mais les tourbillons sont là,
générés par des processus dits chaotiques, et ils permettent de compenser cette absence de
turbulence. D’un point de vue de l’ingénierie, il s’agit de proposer des solutions innovantes
permettant d’augmenter quantitativement le mélange et les transferts thermiques pour des
applications et des systèmes particuliers pour lesquels la turbulence ne peut pas être observée.
Alors que pour les prochains chapitres, on s’assurera que les nombres de Reynolds soient
suffisants afin que la turbulence se développe pleinement, ici, tout au contraire, les nombres de
Reynolds sont faibles car les applications concernent des systèmes fluidiques de petites tailles
et de petits débits, et éventuellement utilisant des fluides de grande viscosité. On s’intéresse
donc à la milli-fluidique, voire à la micro-fluidique qui sont des disciplines en pleine essor ces
20 dernières années. Une des explications à ce développement est liée au nouveau concept
de micro-réacteur-échangeur multi-fonctionnel [1; 2] (voir également les figures 1.2). Il s’agit

3



CHAPITRE 1. ECHANGEUR THERMIQUE CHAOTIQUE INNOVATION

9 - 2008 © Editions T.I. IN 94 - 5

3. Caractéristiques
des écoulements

3.1 Écoulements monophasiques
Les petites dimensions des canaux dans les micro-

réacteurs ou réacteurs microstructurés impliquent
que le régime d’écoulement est presque toujours
laminaire. Ceci se traduit par un profil parabolique
des vitesses, et, dans le cas des géométries simples,
des lignes de courant parallèles, engendrant donc des
difficultés liées au temps de séjour et au mélange.

À cause des gradients radiaux de vitesses dans un
profil parabolique, les molécules dans un écoulement
ont des temps de séjours très variés dans un microca-
nal simple. En conséquence, l’écoulement est caracté-
risé par une forte dispersion axiale et une large distri-
bution de temps de séjour, propriétés indésirables
pour la réaction chimique. Il est donc important de
contrôler l’écoulement en jouant sur la géométrie du
canal afin de promouvoir un mouvement transversal
et de diminuer la dispersion axiale.

Pour le mélange de fluides miscibles en régime
laminaire, c’est la diffusion moléculaire qui contrôle
l’opération – un mécanisme qui est très lent –, et
non le mécanisme plus rapide de convection, prépon-
dérant dans les écoulements turbulents (voir
aussi [23]). Le transport diffusionnel obéit à une loi
de Fick à partir de laquelle le temps de mélange s’ex-
prime en fonction d’une distance caractéristique, dl, et
du coefficient de diffusion, Dm :

tmd =
dI

2

Dm

(1)

De cette relation, il est évident que le temps de
mélange est fortement dépendant de la distance
caractéristique du système, généralement assimilée
à la largeur des filaments de fluides. Pour des

Transfert de chaleur

Transfert de chaleur

exemple des réacteurs-échangeurs
métalliques commercialisés par Heatric.

Mélange & réaction

a

b

plaques de réaction et de transfert de 
chaleur dans les réacteurs microstruc-
turés en verre commercialisés par 
Corning.

Figure 3 – Réacteurs-échangeurs couplant
les opérations de mélange, de transfert de chaleur
et de réaction (Crédits Corning et Heatric)

unité composée de plusieurs microréacteurs
en verre permettant une production annuelle
jusqu’à 40 tonnes (Corning - Zeton).

unité constituée de 22 microréacteurs CYTOS®
ayant une capacité maximale de production de
20 tonnes/an.

a

b

Figure 4 – Unités de production polyvalentes
(Crédit Corning – Zeton)

Sur les écoulements
monophasiques, lami-
naires et turbulents

Thermohydraulique des
réacteurs à à eau sous
pression [BN 3050] de
C. Herer et D. Gallori
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(a)

(b)

(c)

Figure 1.1 – (a) Exemple de réacteurs-échangeurs métalliques commercialisés par Heatric.
(b) Plaques de réaction et de transfert de chaleur dans les réacteurs microstructurés en verre commer-
cialisés par Corning. (c) Unité constituée de 22 microréacteurs Cytos ayant une capacité maximale
de production de 20 tonnes/an. Extraits de [1].

de prendre le contre-pied des réacteurs classiques de la chimie dite lourde. Ces réacteurs
sont très volumineux et permettent de produire de grandes quantités d’espèces chimiques. Le
mélange des réactifs est réalisé par brassage mécanique. Malgré ce brassage, il est évident que
la concentration en réactif n’est pas uniforme dans tout le réacteur, la température n’est pas
non plus uniforme, et donc la réaction chimique ne se déroule pas au même moment et avec
la même cinétique à chaque endroit du réacteur classique. On obtient alors un ensemble de
produits de la réaction qu’il faut ensuite trier et purifier. Une production chimique différente
est aujourd’hui envisagée. Il s’agit de diminuer drastiquement la taille des réacteurs afin
d’utiliser une masse beaucoup plus faible de réactifs (voir exemple Fig. 1.2a). En revanche, la
réaction chimique est mieux controlée car les concentrations en réactifs et produits peuvent
être ajustées continûment et la température est également régulée avec plus grande précision
(Fig. 1.2b). Afin de produire suffisamment, on peut imaginer une analogie avec la construction
automobile pour laquelle les voitures sont assemblées progressivement le long d’une châıne
de montage qui fonctionne en continue. Contrairement aux réacteurs classiques que l’on doit
vider et nettoyer après chaque cycle, les réacteurs-échangeurs multi-fonctionnels sont conçus
pour que la réaction chimique se déroule durant l’écoulement du fluide le long d’une conduite,
et donc la production se déroule sans arrêt. Comme pour la construction automobile, des
opérations unitaires se suivent le long de la châıne et permettent de réaliser une succession
de réactions chimiques ainsi que d’analyses afin d’obtenir en fin de parcours un produit fini
correspondant parfaitement aux exigences demandées (Fig. 1.2c). Une autre application de ces
micro-réacteur-échangeurs multi-fonctionnels concerne les analyses biologiques. Ils permettent
une succession d’analyses sur un même échantillon de très petit volume.

Du point de vue de la mécanique des fluides, ce nouveau contexte applicatif est l’occasion
d’un retour à la recherche sur les écoulements dits laminaires. En effet, pour les micro-
réacteur-échangeurs multi-fonctionnels, les processus fondamentaux comme le mélange ou les
transferts thermiques ne peuvent pas être amplifiés par la turbulence. Les systèmes classiques
de mélange comme les contacteurs en T (Fig. 1.2a) ou Y (Fig. 1.2b), ou encore utilisant
la convergence hydrodynamique (Fig. 1.2c,d) sont d’autant moins efficaces que les tailles et
débits caractéristiques sont faibles. En vue d’une intensification des procédés, des mécanismes
physiques bien différents de ceux utilisés pour les réacteurs de taille classique sont à rechercher.
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immiscibles, ou gaz-liquide. Les mécanismes de mise en
contact de fluides employés reposent essentiellement
sur l’énergie de l’écoulement et la structure géométrique
de l’appareil, plus rarement sur une source d’énergie
externe pour faciliter le processus de mélange.

De vastes possibilités existent et dépendent des
technologies de fabrication retenues. À titre d’exem-
ple, les modes de mise en contact de fluides les plus
courants sont (figure 1) :

— contact de deux courants en T ou en Y (figu-
res 1(a)-1(b)). Si les dimensions du microcanal sont
suffisamment petites, le processus de mélange par dif-
fusion peut être rapide car la distance caractéristique
du système est très faible. Cependant, pour mélanger
rapidement dans des microcanaux plus grands, le débit
traversant doit être suffisamment élevé afin d’induire
des effets instationnaires dans l’écoulement ;

— multilamination par l’introduction de multiples
courants de deux composants, souvent de manière
interdigitale (figure 1(c)). Le temps de mélange est
donc dépendant de la largeur de chaque filament de
fluide, déterminée par la dimension des microcanaux.
Dans le cas où la largeur de chaque canal est relative-
ment importante (> 100 mm), le mélange par diffusion
moléculaire étant peu efficace, le temps de mélange
peut être diminué en couplant la multilamination
avec le mécanisme de convergence hydrodynamique ;

— convergence hydrodynamique par la diminu-
tion de la distance diffusionnelle, normale à la

direction de l’écoulement (figure 1(d)). En rétrécis-
sant la largeur du microcanal de manière abrupte ou
progressive, le mécanisme de convergence hydrody-
namique permet de diminuer le temps de mélange
en forçant les filaments de fluide par un orifice plus
étroit, ce qui réduit la distance caractéristique pour la
diffusion ;

— division et recombinaison des courants
(figure 1(e)). Les fluides subissent des phases d’étire-
ment, de découpage et de recombinaison, afin d’aug-
menter la surface de contact entre les lamelles de
fluide et de diminuer leurs épaisseurs. Souvent, les
écoulements générés avec ce mécanisme ont des
caractéristiques chaotiques qui permettent un
mélange rapide et efficace ;

— mécanismes de mélange chaotique lorsqu’une
perturbation périodique est appliquée à l’écoulement.
L’écoulement chaotique est favorable au mélange
puisqu’il permet de séparer à une vitesse exponen-
tielle deux quantités infinitésimales de fluides initiale-
ment très proches et d’augmenter ainsi l’interface
entre les espèces. Il peut être généré par une géomé-
trie tri-dimensionnelle et périodique (figure 1(f)), ou
lors d’une perturbation périodique dans le temps
créée par une source externe (exemple l’injection
périodique d’un courant normal à l’écoulement princi-
pal ou l’application de potentiels électriques non-uni-
formes sur les parois du microcanal dans le cas d’un
écoulement électro-osmotique).
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Figure 1 – Mécanismes de mise en contact de fluides dans les microréacteurs
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Figure 1.2 – Les différents mécanismes de mélange des réactifs [1].

Il s’agit généralement de faire subir aux fluides des phases d’étirement, de découpage et de
recombinaison (Fig.1.2e,f), afin d’augmenter la surface de contact entre les fluides, car, in fine,
à très petite échelle, le mélange et le transfert thermique sont assurés par les phénomènes
de diffusion et de conduction. La performance de ces mélangeurs est largement augmentée
lorsque l’écoulement généré possède des caractéristiques dits chaotiques [3; 4; 5; 6]. Ce chaos
peut être vu en considérant la trajectoire de particules de fluide et il est produit par des
perturbations périodiques en temps et/ou en espace [3; 7; 8; 9; 10]. Ici, on ne s’intéressera
qu’aux mélangeurs chaotiques dits statiques, qui ne comportent pas de pièces mécaniques
mobiles, ce qui présente un grand avantage d’un point de vue applicatif. Le chaos est engendré
par une géométrie du mélangeur obligatoirement tri-dimensionnelle [11; 12; 13]. En 2007,
juste avant mon arrivée au LMFA, Philippe Carrière a montré théoriquement la très grande
efficacité de ce type de mélangeur [14], et nous avons travaillé à partir de mon arrivée en 2009
au LMFA à démontrer expérimentalement et numériquement que ce mélangeur est aussi un
bon échangeur thermique, permettant de proposer un design de micro-réacteurs-échangeurs
efficaces pour le mélange de réactifs et le contrôle de la réaction chimique.

1.2 Le MLLM (Multi-Level Laminating Mixer)

Le design de mélangeur-échangeur que nous avons proposé est indiqué sur la figure 1.3.
Il permet d’approcher au plus près la transformation du boulanger garantissant un mélange
optimal. Le MLLM (Multi-Level Laminating Mixer, [14]) est l’analogue pour un fluide du
geste du boulanger qui étire sa pâte à pain jusqu’à ce qu’elle soit d’épaisseur moitié, puis la
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Figure 1.3 – Schémas du MLLM et principes de fonctionnement. (a) Fonctionnement en tant que
mélangeur. Deux fluides (par exemple deux réactifs : un jaune et un bleu) sont introduits en entrée.
L’image (1) montre le champ de concentration en entrée du MLLM. La deuxième image (2) représente
ce même champ obtenu après le premier élément. Deux couches de réactif jaune se sont interposées
entre deux couches de réactif bleu. L’image (3) présente le champ de concentration obtenu après le
passage dans deux éléments. 4 couches de réactif bleu se sont interposées entre 4 couches de réactif
jaune. Après 3 éléments, nous observons 16 couches et puis 32 couches après 4 éléments. (b) Fonc-
tionnement en tant qu’échangeur thermique. Un fluide chaud entre dans le MLLM dont les parois
sont froides (ici, le système qui maintient la température des parois constante n’est pas représenté).
L’image (1) montre le champ de température en entrée du MLLM, le fluide placé au centre du tube est
chaud (en jaune) tandis que celui près des parois est froid (en bleu). L’image (2) représente le champ
de température obtenu après le premier élément. Par rapport à l’état du fluide en entrée, nous voyons
que du fluide froid a été amené vers le centre du tube et du fluide chaud vers les parois. L’image (3)
présente le champ de température obtenu après le passage dans deux éléments. Et ainsi de suite ...

coupe en deux et superpose les deux moitiés pour lui redonner sa dimension initiale (et ainsi
de suite). Il est formé par la succession d’un certain nombre d’éléments de base constitués de
tubes et de coudes. Le fonctionnement de chaque élément est le suivant : le fluide est d’abord
séparé en deux flux puis recombiné en sortie de façon à obtenir un grand mélange entre les
deux fluides à mélanger (voir Fig. 1.3a), ou bien, en configuration échangeur de chaleur, on
obtient un mélange entre le fluide chaud qui était au centre du tube et le fluide froid placé
près des parois en entrée (Fig. 1.3b). Chaque élément permet de diviser par deux la distance
caractéristique sur laquelle la diffusion moléculaire ou la conduction thermique doit agir afin
d’homogénéiser totalement la composition du fluide dans une section droite du tube. Il s’agit
donc d’un processus très efficace puisqu’au bout de n éléments, cette distance caractéristique
est divisé par 2n. Cet échangeur peut également fonctionner pour le chauffage d’un fluide
froid avec la même efficacité thermique.

Le fonctionnement du MLLM décrit précédemment est bien entendu un fonctionnement
idéal ou théorique et qui ne correspond pas forcément à celui d’un MLLM réel car un grand
nombre de phénomènes physiques non discutés jusqu’à présent peuvent intervenir, aussi bien
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dans le sens d’une amélioration ou d’une réduction du transfert thermique. Par exemple, des
tourbillons de Dean ([15]) peuvent apparâıtre au niveau des coudes et sont eux-mêmes gé-
nérateurs d’advection chaotique ([10]) et pourraient augmenter l’efficacité thermique ([16]).
Pour des différences de température élevées, le phénomène de convection naturelle apparâıt,
sans doute favorable également au transfert thermique. L’écoulement de fluide et le cou-
plage vitesse/température sont complexes et donc la mesure expérimentale ou numérique de
l’efficacité de l’échangeur a représenté des enjeux techniques et scientifiques majeurs.

1.3 Les maquettes expérimentales et numériques

Un résumé du dispositif expérimental et des simulations numériques est présenté ici, ainsi
que des explications sur les choix techniques que nous avons pris lors du développement de
cette acticité.

1.3.1 Choix d’étudier un échangeur à température de paroi constante

Le principe d’un échangeur thermique est de transférer de l’énergie d’un fluide intérieur
vers un fluide extérieur (ou l’inverse) et dans la plupart des cas, sans transfert de masse. De
façon générale, la résistance thermique locale de l’échangeur s’écrit comme la somme de 3
résistances thermiques :

1
h

= 1
hint

+ e

λ
+ 1
hext

. (1.1)

hint et hext sont respectivement les coefficients de convection au sein des fluides intérieur et
extérieur, λ et e sont respectivement la conductivité et l’épaisseur du matériau (généralement
du métal) de la paroi de l’échangeur. Les coefficients de convection hi dépendent chacun
des écoulements intérieur et extérieur et donc de la géométrie de l’échangeur. Déterminer
ces coefficients et optimiser leurs valeurs sont les enjeux techniques et scientifiques majeurs
des échangeurs de chaleur mais ce sont des travaux difficiles à réaliser. C’est pour cette
raison qu’il y a très peu d’études de la littérature qui comparent directement l’efficacité de
plusieurs échangeurs. Autrement dit, les études de la littérature ne fournissent pas directement
une efficacité absolue mais des variations de l’efficacité pour un type d’échangeur thermique
donné lorsqu’un paramètre géométrique varie. Au contraire, pour le MLLM, nous souhaitions
montrer l’intérêt de générer un écoulement chaotique pour le fluide intérieur et donc l’idée
était de pouvoir comparer son efficacité à un échangeur de référence. Il n’est pas non plus
facile de trouver dans la littérature un échangeur de référence, à part bien entendu l’échangeur
le plus simple que l’on peut imaginer, le tube droit de Graetz [17] pour lequel une solution
théorique est calculable. C’est pour cette raison que nous avons décidé de développer un
dispositif expérimental et des simulations numériques permettant cette comparaison avec le
tube droit. Dans ce but, l’échangeur a été construit en cuivre (λCu ≈ 400W m−1 K−1) et il
a été posé dans un canal dans le lequel de l’eau circulait à très grand débit, donc avec un
nombre de Reynolds Reext > 50000. Nous avons donc montré que pour notre étude h = hint
avec une précision supérieure à 1% (Annexe A de [18]).

Deux choix sont possibles pour la condition aux limites aux parois : soit on fixe le flux
thermique, soit la température de paroi est maintenue à température uniforme et constante.
Pour les expériences, les 2 choix possèdent des avantages et des inconvénients majeurs et ils
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ont été discutés bien en amont de la construction du dispositif expérimental. Dans la littéra-
ture des échangeurs, ils sont très souvent étudiés expérimentalement en tentant d’imposant
un flux thermique uniforme et constant sur toute la paroi extérieure de l’échangeur. Ce choix
a l’avantage de s’affranchir de toute mesure de flux thermique φ(x) qui traverse une sec-
tion transversale de l’échangeur. En effet, cette mesure de flux est très complexe à réaliser
expérimentalement car, en toute rigueur, elle nécessite la mesure des profils de vitesse et
de température dans une section afin de calculer φ(x) =

∫
ρcpT (r, θ, x)vx(r, θ, x)rdrdθ. φ(x)

peut s’exprimer également comme une température moyenne sur une section, en considérant
une moyenne de la température locale pondérée par la vitesse :

T̂ (x) = φ(x)
cpdm

= 1
dm

∫
ρT (r, θ, x)vx(r, θ, x)rdrdθ. (1.2)

En choisissant un flux de paroi constant, la mesure de la température de paroi suffit pour
obtenir le nombre de Nusselt car φ(x) est proportionnel au flux de paroi et à la longueur
développée de l’échangeur. En revanche, à température de paroi imposée, φ(x) doit être
mesuré ou estimé pour différentes sections transverses de l’échangeur. Cependant, nous avons
choisi de fixer la température de paroi pour les deux raisons suivantes :

(i) Imposer un flux constant est difficile dans les expériences (surtout lorsque la géométrie
est complexe comportant des coudes et des tés) alors qu’imposer une température de paroi
est plus réaliste en déposant l’échangeur dans un canal dans lequel de l’eau circule à très
grande vitesse ;

A flux constant, le nombre de Nusselt est obtenu à partir de la température de paroi
(Tp). Les variations de Tp sont induites par les variations du nombre de Nusselt et donc la
température varie de façon importante à la paroi (par exemple entre les coudes et les parties
droites). La mesure des pertes thermiques représente alors un enjeu majeur et obtenir in fine
un nombre de Nusselt moyen avec une faible incertitude est peu réaliste.

La mesure de T̂ (x) est alors essentielle en fixant la température de paroi. C’est pour cette
raison que nous avons développé des simulations numériques en parallèle des expériences,
avec les mêmes conditions aux limites et les mêmes propriétés du fluide. Elles ont permis de
montrer que T̂ (x) est très proche de la température du fluide au centre du tube, du moins
juste après les tés (Fig. 6 de [18]).

1.3.2 Le dispositif expérimental

Christian Nicot, Philippe Carrière et moi-même avons construit une maquette expérimen-
tale du MLLM, à une échelle plus grande que celle pour laquelle il est conçu pour des raisons
de faisabilité technique et d’instrumentation. Le but de notre étude était dans un premier
temps de valider le MLLM en tant qu’échangeur thermique et de quantifier son efficacité et
nous avons repoussé à plus long terme les études de fabrication à plus petite échelle ainsi que
de recherche de design plus compact (voir perspectives). Le MLLM a été fabriqué en assem-
blant par soudure des tubes, des coudes et des tés en cuivre de diamètre intérieur dh = 10mm
(voir figure 1.4a). Le fluide testé a été dans un premier temps de l’eau à différentes tempé-
ratures et récemment des études avec des mélanges d’eau et de glycérol ont débuté. Le débit
est mesuré par simple pesée ce qui permet d’obtenir en régime stationnaire une mesure très
précise du débit nécessaire pour la fiabilité des résultats. En effet, le débit intervient à la fois
dans la définition du nombre de Reynolds (ou de Péclet) mais aussi dans la définition du
nombre de Nusselt (voir [18]).
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Figure 1.4 – Le MLLM expérimental. A gauche : les premiers éléments et ses thermocouples. A
droite : le MLLM posé dans le grand canal dans lequel circule de l’eau froide à grande vitesse.

Figure 1.5 – Vues du maillage utlisé pour le code Saturne à gauche et pour le code OpenFOAM à
droite.

Le MLLM est placé dans un canal dans lequel de l’eau (T0 ≈ 20◦C) circule à grande vitesse
afin de maintenir la température des parois en cuivre à température constante et égale à celle
de l’eau froide du canal. Des thermocouples sont insérés dans le tube en cuivre et placés au
milieu de celui-ci, au cœur de l’écoulement intérieur de fluide chaud. Ils permettent d’obtenir
l’efficacité de chaque élément du MLLM en utilisant la formule suivante :

Nui = Pe dh
4L ln

(
Ti − T0
Ti+1 − T0

)
, (1.3)

avec Ti et Ti+1 les températures d’entrée et de sortie de l’élément i.

1.3.3 Les simulations numériques

Les simulations numériques directes ont été développées dans un premier temps avec le
code aux volumes finis Saturne [19; 20], puis dans un second temps avec OpenFOAM [21].
Les équations de Navier-Stokes et l’équation de la thermique sont résoluées dans le contexte
des hypothèses d’incompressibilité, stationnarité et sans effet de flottabilité (gravité négligée).
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Figure 1.6 – Nombre de Nusselt (défini par l’équation 1.3) en fonction du nombre de Péclet pour le
1er élément du MLLM (ronds), le 2nd élément (carrés) et 3ième élément (losanges). Les symboles pleins
correspondent aux résultats expérimentaux alors que les symboles vides représentent les simulations
numériques. La solution de l’échangeur thermique de référence, le tube droit de Graetz, est également
représentée (symboles vides et lignes discontinues).

Les maillages pour chaque code sont représentés sur la figure 1.5 et nous avons montré que
pour chaque cas, la convergence de maillage sur la mesure du nombre de Nusselt est atteinte
à partir de 2 à 3 millions de mailles par élément. Une validation a également été réalisée
sur le problème du tube de Graetz. Les calculs ont été effectués grâce aux moyens de calcul
parallèle du LMFA. A titre d’exemple, les simulations convergées sont restituées en 25 heures
pour un maillage de 9 millions pour 3 éléments.

1.4 Les principaux résultats

Le nombre de Nusselt défini par l’équation 1.3 est tracé sur la figure 1.6 en fonction
du nombre de Péclet pour les trois premiers éléments du MLLM, et avec de l’eau comme
fluide intérieur utilisé. Nous observons aussi bien pour le premier élément du MLLM que
pour le second élément un bon accord entre le Nusselt expérimental et celui obtenu par la
simulation numérique. De plus, l’efficacité du MLLM reste constant : le Nusselt du second
élément est égal (pour le numérique) ou même supérieur (pour la mesure expérimentale) à
celui du premier élément. Nous avons pu également mesurer les Nusselts expérimentaux pour
les troisième, quatrième et cinquième éléments du MLLM et nous avons aussi observé des
valeurs très proches de celles du premier élément. Il s’agit d’un comportement thermique du
MLLM bien différent de celui observé pour un tube droit (Graetz [17]) pour lequel l’efficacité
thermique décrôıt très rapidement avec la distance à l’entrée. La figure 1.6 présente égale-
ment la solution de Graetz pour un tube de longueur L égale à la longueur développée du
premier élément (ronds et ligne discontinue), le Nusselt pour la deuxième partie d’un tube
de longueur 2L (carrés et ligne discontinue) et le Nusselt pour la troisième partie d’un tube
de longueur 3L (losanges et ligne discontinue). Ainsi, grâce aux phénomènes de séparation
puis de recombinaison de l’écoulement au niveau des jonctions en T, l’advection chaotique
permet d’amener du fluide chaud présent au cœur de l’écoulement vers les parois froides pour
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transférer son énergie et être refroidi. Le fonctionnement thermique de chaque élément n’est
pas perturbé par l’élément précédent de sorte que tous les éléments sont efficaces pour faire
chuter la température moyenne du fluide. Une augmentation de la longueur de l’échangeur
permet d’augmenter le transfert thermique à efficacité constante, le transfert thermique par
unité de longueur ne diminuant pas avec la distance à l’entrée. En revanche, cet effet recher-
ché dans le MLLM de séparation et de recombinaison de l’écoulement de fluide ne permet
pas d’expliquer, pour le premier élément du MLLM, une efficacité du transfert thermique
bien plus élevé que pour un tube de Graetz de même longueur développé. Lorsque le nombre
de Reynolds de l’écoulement interne au mélangeur devient significatif, un second mécanisme,
lui-même générateur d’advection chaotique, doit être pris en compte, notamment pour le pre-
mier élément. En effet, chaque branche de l’élément est constituée de quatre coudes alternés,
auxquels il convient d’ajouter les deux jonctions en T entrant et sortant. Or l’apparition na-
turelle d’un écoulement secondaire sous la forme de tourbillons de Dean [15; 22] dans le plan
perpendiculaire à l’écoulement principal, associée à des permutations successives de ce plan
dans différentes directions spatiales conduit à des trajectoires chaotiques, au moins dans une
certaine partie du domaine fluide [10; 23].

1.5 Perspectives

Des études expérimentales et numériques avec des mélanges d’eau et de glycérol ont déjà
débuté en collaboration avec deux collègues du LMFA : Xavier Escriva (Mâıtre de confé-
rences, Univ. Claude Bernard) et Massimo Marro (Ing. Etudes, CNRS). Il s’agit d’étendre
les résultats que nous avons obtenus pour l’eau à des fluides plus visqueux permettant :

(i) d’explorer les effets du nombre de Prandtl (Pr = ν/κ). Pour l’eau, le Prandtl variant
peu, les variations en Péclet (Pe = RePr) correspondent aussi à des variations en Reynolds.
Si le Prandtl varie, on peut explorer et différencier les phénomènes qui dépendent plutôt
du Péclet et ceux qui sont influencés par le Reynolds comme les tourbillons de Dean. Nous
avons commencé à effectuer de simulations numériques à nombre de Péclet constant mais
pour différents nombres de Reynolds afin de regarder l’intensification des tourbillons de Dean
lorsque Re augmente mais Pe est fixe. Il s’agit aussi de mieux comprendre et quantifier
l’augmentation du Nusselt en fonction de l’intensité de ces tourbillons.

(ii) La deuxième idée est de se rapprocher un peu plus des conditions pour lesquelles le
MLLM est prévu d’être utilisé dans les applications micro-fluidiques. Après avoir quantifié
son efficacité et le gain obtenu grâce aux phénomènes d’advection chaotique, il faudra songer
à produire un design plus compact, quitte à dégrader un peu ses performances. Ces designs
pourront être étudiés numériquement, mais aussi expérimentalement grâce au développement
actuel d’imprimante 3D permettant de construire des géométries complexes nécessaires à la
génération d’écoulements présentant des phénomènes d’advection chaotique. Il faudra égale-
ment s’intéresser au refroidissement extérieur, car dans un échangeur, c’est la somme des 3
résistances thermiques qui donne la performance de l’échangeur (Eq. 1.1).
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Chapitre 2

Ventilation des tunnels

D’une chose légère peut nâıtre
un grand désastre.

Léonard de Vinci
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2.1 Les enjeux pour l’ingénierie et la mécanique des fluides

La problématique des incendies dans les tunnels routiers constitue aujourd’hui une des
pré-occupations majeures des pouvoirs publics en terme de risques et de conséquence sur
les vies humaines, sur les infrastructures et sur l’activité économique associée au transit à
travers les tunnels. La région Auvergne-Rhône-Alpes est particulièrement sensible à cette
problématique car elle englobe à la fois des zones métropolitaines majeures et des territoires
de montagne et dans les deux cas, les infrastructures souterraines de transport revêtent un
caractère stratégique. Les tunnels routiers les plus connus sont ceux du Mont Blanc, du Fré-
jus et ceux de l’agglomération lyonnaise, mais cette problématique concerne aussi les tunnels
ferroviaires et du réseau métropolitain lyonnais. Dans les prochaines années et décennies, de
nouvelles infrastructures souterraines se réalisera comme le Lyon-Turin ferroviaire (dont le
seul tunnel transfrontalier représentera 88 km de tubes, auxquels s’ajouteront ultérieurement
les tunnels de liaison sous Belledonne et la Chartreuse), les nœud et contournement ferro-
viaires lyonnais ou encore la nouvelle ligne de métro E passant sous Fourvière afin de desservir
l’ouest lyonnais. A l’échelle nationale, la région Parisienne dispose de très nombreux tunnels
existants et en projet, notamment dans le cadre du projet du Grand Paris.

Suite aux graves accidents survenus à la fin des années 90 (tunnels du Mont-Blanc (39
décès) et du Tauern (12 décès) en 1999, tunnels de Gleinalm (5 décès) et du St. Gotthard
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Figure 2.1 – Accidents des tunnels du Saint Gothard (à gauche, police cantonale tessinoise) et du
Mont-Blanc (à droite, AP Photo/SIPA).

Figure 2.2 – Stratégie de ventilation longitudiale. La vitesse de ventilation dite critique correspond
à la vitesse minimale pour laquelle toutes les fumées de l’incendie sont évacuées en aval.
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Figure 2.3 – Résultats de la littérature concernant les variations de la vitesse critique en fonction du
flux thermique à la source en variables sans dimension (voir Jiang et al., Fire Saf. J., 2018.

(11 décès) en 2001, tunnel Viamala (9 décès) en 2006, voir figure 2.1 et vidéo de l’analyse
de l’incendie du Mont-Blanc), ce risque est pris en compte très en amont dans la conception
des projets et les tunnels existants sont largement rénovés afin d’améliorer la sécurité en cas
d’incendie. Dans les tunnels, comme pour tout espace confiné, le principal risque provient
des fumées qui : (i) transportent des gaz toxiques et surtout (ii) gênent considérablement
l’évacuation des usagers et l’intervention des secours par leur opacité. Les constructeurs et les
responsables des tunnels doivent fournir des systèmes pouvant garantir que les fumées n’en-
vahiront pas le tunnel en cas d’incendie et que les usagers et les secours auront la possibilité
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Figure 2.4 – Stratégie de ventilation transversale. La vitesse de ventilation critique correspond à la
vitesse minimale pour laquelle toutes les fumées de l’incendie sont évacuées en aval.

soit de quitter ou d’arriver sur le lieu de l’accident.

Deux stratégies de ventilation sont alors possibles. La première stratégie est la plus simple
à mettre en place. Elle est appelée la ventilation longitudinale et consiste à pousser vers l’aval
toutes les fumées provenant de l’incendie afin d’éviter l’apparition d’une nappe de retour en
amont de l’incendie (voir figure 2.2). Ainsi, les usagers peuvent évacuer la zone sinistrée en
amont dans un air sain et les secours atteindre l’incendie. Les véhicules en aval n’étant pas
bloqués peuvent également évacuer rapidement. Il existe une vitesse critique (ou un débit)
de ventilation en dessous de laquelle la nappe de retour se forme et empêche l’évacuation
des usagers. Cette vitesse critique est très importante pour les constructeurs de tunnels et
les pouvoirs publics car elle conditionne le dimensionnement des ventilateurs, leur nombre et
leur puissance ainsi que l’installation électrique nécessaire. Mais la vitesse critique est fonction
des paramètres physiques tels que la température, la puissance et les dimensions de l’incendie
et du tunnel. Elle a été étudiée de manière assez empirique ces 30 dernières années et la
grande majorité des résultats a été obtenue dans des maquettes de tunnel à échelles réduites
(voir [1] et notre article Jiang et al., Fire Saf. J., 2018). L’incendie a été modélisé soit par
des feux de bac [2; 3], soit par des brûleurs au gaz [1; 4; 5; 6] ou encore par des rejets de
fluides plus légers que l’air ambiant [7; 8]. Non seulement les résulats expérimentaux sont
assez dispersés (voir figure 2.3), mais, de plus, il n’y avait pas de consensus sur les définitions
des vitesse (V ∗c ) et puissance (Q∗) caractéristiques permettant d’adimensionner la vitesse
critique et la puissance thermique du feu. Aucune modélisation théorique n’avait réussi à
décrire l’évolution de la vitesse critique en fonction des paramètres physiques caractérisant
la source de l’incendie et de la géométrie du tunnel. Enfin, un consensus s’était dégagé dans
la littérature afin d’accepter qu’au delà d’une certaine puissance (Q∗ > 0.1, voir figure 2.3),
la vitesse critique n’augmente plus avec la puissance du feu et atteint une certaine vitesse
critique dite ‘super-critique’. Aucune explication satisfaisante n’avait été donnée à l’apparition
de cette vitesse super-critique.

Une deuxième stratégie de ventilation dite ‘transversale’ consiste à confiner les fumées
dans un volume relativement restreint proche du foyer de l’incendie (voir figure 2.4). Cette
stratégie est plus complexe et délicate à mettre en œuvre mais elle est plus efficace. Les études
la concernant sont aussi beaucoup moins nombreuses que pour la ventilation longitudiale (voir
Chaabat et al., Build. Environ., 2020). Deux enjeux techniques majeurs sont à signaler. Le
premier est lié au coût d’installation des trappes dans la voûte du tunnel. Les constructeurs
et exploitants sont à la recherche d’études permettant de donner des recommandations sur le
nombre, la taille et la disposition de ces trappes ainsi que sur les débits de ventilation néces-
saires pour le confinement des fumées en fonction, comme pour la ventilation longitudiale, des
paramètres physiques de la source de l’incendie et de la géométrie du tunnel. Un deuxième
enjeu majeur correspond au fait que pour la ventilation transversale, des débits de ventilation
trop grands peuvent être contre-productifs pour la sécurité. En effet, les fumées chaudes ont
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naturellement tendance à monter et à stagner au niveau de la voûte du tunnel, ce qui permet
aux usagers et pompiers d’être moins ‘enfumés’. Mais, pour des vitesses de ventilation trop
grandes, on assiste à un phénomène de ‘dé-stratification’ de cette couche de fumées chaudes
et les fumées envahissent l’ensemble du tunnel y compris près du sol.

En résumé, la problématique majeure pour la sécurité des tunnels est de connâıtre les
valeurs des vitesses de ventilation minimales nécessaires au blocage des fumées. Il s’agit de
la vitesse critique dans le cas de la ventilation longitudinale et de la vitesse de confinement
pour la ventilation transversale, sachant que dans ce dernier cas, une deuxième vitesse carac-
téristique est à déterminer, c’est la vitesse de dé-stratification qui a lieu lorsque la vitesse de
ventilation est bien plus grande que la vitesse de confinement. Ces vitesses caractéristiques
dépendent bien entendu des paramètres physiques du foyer de l’incendie et de la géométrie du
tunnel. D’un point de vue de la mécanique des fluides, les écoulements que nous avons inves-
tigués correspondent aux écoulements turbulents, très répandus mais complexes à modéliser,
de jets ou panaches ascendants soumis à un écoulement transverse [9; 10; 11; 12; 13; 14] (voir
figure 2.6). Il s’agit de comprendre les effets du confinement lié aux parois du tunnel sur ces
écoulements.

2.2 Les maquettes expérimentales et numériques

Modélisation du foyer de l’incendie

Afin de se concentrer sur les écoulements engendrés par l’interaction entre la source chaude
et l’écoulement longitudinal de ventilation (et aussi car le LMFA n’a ni les compétences, ni le
savoir faire expérimental dans le domaine de la combustion), nous avons suivi l’idée originale
de l’équipe d’Olivier Vauquelin (IUSTI, Marseille) de modéliser l’incendie par un jet de fluide
moins dense que l’air [7; 8]. Ce modèle de foyer d’incendie permet de s’affranchir de toute
modélisation de la combustion [15] et nous avons montré qu’il y a un bon accord entre ce
modèle de feu et un feu réel pour des feux dont les flammes ne dépassent pas la moitié de
la hauteur du tunnel (voir Jiang et al., Fire Saf. J., 2018). Deux systèmes de production
de rejets ont été développés (voir les figures 2.5 a et b). Le premier utilise un réchauffeur
électrique de puissance 15 kW maximum. Il s’agit d’un tube dans lequel peut circuler un
écoulement d’air avec une grande surface d’échange entre les résistances électriques et l’air.
Un ventilateur permet d’aspirer l’air ambiant et de pousser l’air dans ce tube puis dans le
tunnel (Fig. 2.5a). Des grilles et du nid d’abeille ont été placés à la sortie du réchauffaur
afin de rectifier l’écoulement en sortie. En plus des jets et panaches chauds, une deuxième
source a été construite afin de produire des rejets de mélange d’air et d’hélium. Réaliser des
expériences avec des jets chauds et des jets isothermes a permis :

- d’étudier les effets des pertes thermiques et de rayonnement sur la vitesse critique de
ventilation,

- d’explorer une plus grande gamme de paramètres physiques de la source du rejet, tels
que le rapport ρs/ρ0) des masses volumiques du rejet et de l’air ambiant (effets dits non-
Boussinesq) et le nombre de Richardson de la source qui caractérise le rapport entre le flux
de flottabilité et le flux de quantité de mouvement.

Pour les panaches, le nombre de Richardson est défini de la manière suivante :

Γs = 5
8α

(ρ0 − ρs)gbs
ρ0w2

s

, (2.1)
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Figure 2.5 – Schémas des maquettes expérimetales. Modèles thermique en (a) et isotherme (hélium)
en (b).

avec bs et ws le rayon et la vitesse caractéristiques de la source du rejet. L’ajout du coefficient
5

8α permet d’obtenir la valeur Γ = 1 comme limite entre les panaches forcés qui sont dominés
par les effets d’inertie (Γ < 1) et les panaches dits paresseux pour lesquels la flottabilité
domine (Γ > 1). Lorsque Γ = 1, le panache n’évolue plus. Pour un panache forcé, Γ(z)
augmente avec la distance à la source (z) et Γ(z) → 1 lorsque z → ∞, tandis que pour un
panache paresseux, Γ(z) tend rapidement vers 1 lorsque z augmente.

α est le coefficient d’entrainement de l’air ambiant par le panache. Il est défini dans le
chapitre 3 (Eq. 3.1) et il est l’objet des études présentées dans le chapitre 3. Dans ce cha-
pitre 2 consacré aux panaches en milieu confiné et soumis à un écoulement transverse, l’étude
théorique que nous avons réalisé (Jiang et al., J. Fluid Mech., 2019) a montré que les pe-
tites variations de α en fonction des propriétés du panache flottabilité et masse volumique)
influencent très peu les valeurs de vitesse critique obtenue. C’est pour cette raison que α est
pris constant dans ce chapitre (α = 0.12). En d’autres termes, les incertitudes qui découlent
des expériences et des simulations en tunnel sont assez faibles afin de pouvoir obtenir les va-
riations de la vitesse critique en fonction des paramètres du panache. En revanche, étudier les
variations de α grâce à ces expériences demanderaient des incertitudes beaucoup plus faibles
et pour l’instant inaccessibles. D’ailleurs, dans le chapitre 3, nous présenterons uniquement
des simulations numériques dans des conditions très particulières afin de pouvoir observer les
variations de α avec le rapport des masses volumiques (ρs/ρ0).

19



CHAPITRE 2. VENTILATION DES TUNNELS

La maquette expérimentale du tunnel

Une conduite de 9 m de long et de section rectangulaire 18 × 36 cm2 a été construit
au LMFA afin de reproduire à l’échelle 1-25 le tunnel du Mont-Blanc. Cette maquette peut
également être incliné afin d’étudier les effets induits par une pente (le tunnel de Fourvière
présente par exemple une pente prononcée). Elle a été en premier lieu utilisée pour les études
de ventilation dite longitudinale (thèses de Julien Le CLanche et Lei Jiang). Un ventilateur
ainsi que des caissons d’homogénéisation ont été installés afin de créer un écoulement controlé
le long de l’axe de la conduite. Pour la thèse de Fateh Chaabat, deux trappes ont été ajoutés
au plafond de la conduite, longitudinalement placées à gauche et à droite de la source, afin de
reproduire la ventilation transverse. La maquette a été instrumentée afin de pouvoir imposer
et mesurer les différents débits de ventilation et extraction de fluides. Ainsi les conditions
aux limites sont connues dans les expériences. Enfin, les mesures ont toujours été réalisées en
régime stationnaire. En utilisant la source d’hélium, le régime stationnaire est très vite atteint
(quelques s). En revanche, à cause des pertes thermiques, le régime permanent nécessite des
temps d’expérience assez longs, pouvant aller au-delà de la dizaine de minutes.

Pour les rejets chauds, les températures à l’intérieur de la maquette ont été mesurées par
des thermocouples, permettant ainsi de déterminer la position de la nappe de retour. Cette
nappe se forme au niveau du plafond du tunnel lorsque la vitesse de ventilation est plus faible
que la vitesse critique. Elle disparâıt lorsque V > Vc. Pour la ventilation transverse, deux
nappes de retour se forment lorsque la vitesse d’extraction au niveau des trappes est inférieure
à la vitesse appelée de confinement. Au-delà de la vitesse de confinement, les nappes de retour
disparaissent. Cependant, si la vitesse de ventilation est trop grande, une dé-stratification de
l’écoulement apparâıt et le fluide léger située au plafond se mélange fortement avec le fluide
plus lourd situé à l’origine au sol.

Pour la source d’hélium, les mesures ont été majoritairement visuelles grâce à une nappe
laser et un ensemencement de fines gouttelettes d’huile. Les figures 2.6a-d montrent des images
obtenues par photographie de l’écoulement dans la condition de vitesse critique (ventilation
longitudinale) pour des rejets forcés et paresseux.

Enfin, nous avons également étudié les effets de l’encombrement du tunnel en présence de
voitures et camions en ajoutant des blocs de différentes tailles au sol. Des barrières placées
dans le sens transversal et au plafond ont également été ajoutées afin de proposer des solutions
afin d’obtenir des vitesses critiques et de confinement plus faibles. En effet, l’installation de
ventilateurs puissants peut soit être très couteux, soit difficile selon l’espace disponible, et des
méthodes permettant de réduire ces vitesses sont recherchées.

Les simulations numériques

En parallèle de ces travaux expérimentaux, des simulations numériques LES ont été déve-
loppées. Le logiciel Fire Dynamics Simulator (FDS) permet de modéliser l’incendie en tunnel
et les ventilations, en adoptant plusieurs modèles de source de feu : combustion mais aussi
rejets de fluides légers. Nous avons par exemple comparer les résultats expérimentaux aux
résultats numériques et nous avons par exemple montré que modéliser le feu par des panaches
de fluide léger est raisonnable tant que la hauteur des flammes ne dépasse pas la moitié de la
hauteur du tunnel.
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Figure 2.6 – Visualisations du rejet soumis à une ventilation longitudinale lorsque V = Vc. En (a),
le panache est forcée Γs < 1 tandis que en (b) il est paresseux Γs > 1. En (c) et (d), les panaches sont
produits par une source 2D (rejet le long d’une ligne transverse à l’axe du tunnel).

2.3 Le modèle théorique pour la vitesse critique

En parallèle aux mesures expérimentales et numériques de la vitesse critique en fonction
des paramètres de la source du panache, nous avons développé un modèle théorique décrivant
l’évolution du panache qui est soumis à l’écoulement transverse et au confinement du tunnel
(voir la figure 2.7). En suivant les approches classiques de Morton (1956) [16], les équations
de conservation des flux de masse, de quantité de mouvement et de flottabilité s’écrivent de
la manière suivante :

d
dy (ρwb2) = 2ρ0αwb, (2.2)

d
dy (ρw2b2) = (ρ0 − ρ)gb2, (2.3)

d
dy
[
(ρ0 − ρ)wb2

]
= 0. (2.4)

L’une des principales hypothèses du modèle est que le panache n’est pas très incliné lorsque
la vitesse de ventilation est égale à la vitesse critique, ce qui permet de négliger l’angle
d’inclinaison θ (voir Fig. 2.7). Cette hypothèse est assez bien vérfiée pour les panaches forcés,
mais beaucoup moins pour les panaches paresseux.

La condition critique est déterminée par un équilibre entre la pression exercée par la
ventilation (ρ0V

2
c ) et la pression ou le flux de quantité de mouvement provenant du panache

après impact contre le plafond (ρHu
2
H). Sachant que uH ∝ wH , l’équation qui détermine la

vitesse critique est la suivante :

Vc
wi

= C

(
ρH
ρ0

)1/2 wH
wi

, (2.5)
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Figure 2.7 – Modèle théorique de panache soumis à un écoulement transverse dans un milieu confiné.
La zone grisée correspond à la zone d’impact du panache contre le plafond du tunnel.
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Figure 2.8 – La vitesse critique adimensionnée par la vitesse à la source du panache en fonction
du nombre de Richardson à la source. Le rapport des masses volumiques à la source est consina-
tégnablestant et égal à ρi/ρ0 = 0.7. Les symboles représentent les résultats expérimentaux obtenus
pour différents rapports bi/H (H est la hauteur du tunnel) et les lignes correspondent aux prédictins
théoriques.

C est le seul paramètre ajustable du modèle.
En résolvant les équations (2.2)-(2.5), la vitesse critique est prédite. Des solutions quasi-

analytiques peuvent même être obtenues en suivant les résolutions données par [17; 18; 19]
(voir Jiang et al., J. Fluid Mech., 2019).
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Figure 2.9 – La vitesse critique adimensionnée par la vitesse à la source du panache en fonction du
rapport des masses volumiques ρi/ρ0 pour differents Γi. Symboles : résultats expérimentaux. Lgnes :
modèle théorique.

2.4 Les principaux résultats

La figure 2.8 montre le bon accord entre les résultats expérimentaux et les prédictions
théoriques que nous avons obtenus. L’évolution de Vc/wi en fonction du nombre de Richard-
son à la source est très bien prédite en utilisant pour le paramètre ajustable C, deux valeurs
différentes selon que le panache est forcé (Γi < 1), CF = 0.70 ou paresseux (Γi > 1) CL = 0.44.
Il n’est pas du tout étonnant que le modèle théorique nécessite des valeurs différentes de C
pour les panaches forcés et paresseux car, comme observé sur les figures 2.6a-d, l’évolution du
panache dans le tunnel est différente selon le caractère du panache. Néanmoins, le fait d’ob-
tenir 2 valeurs proches de 1 est un résultat très intéressant et valide le traitement théorique
du problème. L’évolution de la vitesse critique en fonction du rapport des masses volumiques
entre la source du panache et l’air ambiant (ρi/ρ0) est également bien décrite par le modèle
théorique. (voir Fig. 2.9).

2.5 Perspectives

Concernant la ventilation longitudinale, nous avons fourni des mesures précises de la
vitesse critique en fonction des paramètres physiques de la source ainsi qu’un modèle théorique
relativement simple permettant d’expliquer ses variations. D’autres phénomènes restent sans
mesure précise et mal compris. Lorsque la vitesse de ventilation est plus faible que la vitesse
critique, une nappe dite de retour se forme au plafond du tunnel et envahit d’autant plus le
tunnel que la vitesse est faible. Pour la sécurité des usagers et des secours, cette nappe de
retour n’est pas si gênante si 2 conditions sont remplies :

- L’extension longitudinale de la nappe doit être raisonnable, sinon par diffusion, les
fumées envahissent la section entière du tunnel.

- La nappe doit rester stratifiée pour que les fumées légères restent au plafond.

Des études expérimentales et numériques sont nécessaires afin d’évaluer les propriétés
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de cette nappe (longueur, épaisseur, profils de température) en fonction des paramètres de
la source et de la vitesse de ventilation. Des modèles théoriques sont peut-être envisageables
même si le point d’arrêt de la nappe est à mon avis difficile à prédire et représente un processus
physique compliqué à modéliser.
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Chapitre 3

Jets dits non-Boussinesq

Détourne-toi des préceptes de
ceux qui spéculent sur le monde
mais dont les raisons ne sont pas
confirmées par l’expérience.
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3.1 Les enjeux pour l’ingénierie/environnement et la mécanique des
fluides

Les jets sont des outils académiques qui permettent de modéliser le comportement plus
complexe de rejets de gaz par exemple toxiques en espace confiné ou directement dans l’at-
mosphère (voir Fig. 3.1). En fonction des quantités de matière en jeu, les effets de ces rejets
peuvent affecter des communautés locales ou bien des pays ou continents dans leur globalité,
l’éruption du volcan Eyjafjallajoekull en Islande et les problèmes rencontrés à la centrale
nucléaire de Fukushima au Japon sont deux exemples de rejets dans l’atmosphère qui ont
marqué les esprits. Les organismes de contrôle des industries et les autorités publiques sont
demandeuses d’informations sur l’étalement de la contamination induite par ces rejets, de
façon à définir des seuils de risque sanitaire.

La littérature sur les jets est assez vaste mais généralement les études expérimentales
et numériques concernent uniquement les jets de fluide de densité proche de la densité du
fluide environnant, de façon à simplifier les équations de la dynamique dans le cadre de
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Figure 3.1 – Exemples de jets/panaches se développant dans l’atmosphère. A gauche : panache
produit par l’éruption du volcan Eyjafjöll (Islande) en avril 2010 (https://www.maxisciences.com/).
A droite : panache issu de l’incendie de produits pour piscine à la barrière de péage de la Gravelle le
1er juin 2020 (photo : A. Berthelot).

l’approximation bien connue de Boussinesq. Le champ de vitesse est alors à divergence nulle
et, dans les bilans de quantité de mouvement et d’énergie interne, les variations de densité du
fluide sont considérées comme non nulles uniquement pour le terme de flottabilité. La plupart
des descriptions théoriques ont pour origine les équations intégrales proposées par Morton et
al. [1] dans lesquelles le taux de mélange entre le jet et l’environnement est modélisé par un
coefficient d’entrâınement constant :

ue = αwm, (3.1)

la vitesse d’entrâınement de l’air ambiant par le jet (ue) étant définie à partir de l’augmen-
tation du flux de masse du jet (G) au fur et à mesure de son développement :

dG
dz = 2ρ0rmue = 2αρ0rmwm, (3.2)

wm et rm sont respectivement la vitesse verticale et le rayon du jet moyennés sur sa section
transverse, ρ0 est la masse volumique de l’air ambiant (voir la figure 3.2 pour une description
du jet et des grandeurs physiques).

Ce modèle représente encore un outil très puissant pour l’analyse quantitative de phé-
nomènes associés à la dynamique de panaches, tels que la sur-hauteur d’un panache issu
d’une cheminée industrielle dans un écoulement atmosphérique transverse, la dynamique de
panaches en collision [2; 3; 4] l’évolution de la stratification dans un espace confiné [5] l’évo-
lution de l’interface de densité créée par une ou plusieurs source de chaleur placées dans un
espace confiné et ventilé naturellement [6]. La principale limite à ce modèle provient de la
variabilité du coefficient d’entrâınement obtenue expérimentalement (entre 0.6 et 1.3).

Le manque de données expérimentales concernant les jets non-Boussinesq provient de
la difficulté à obtenir des mesures de vitesse et de densité fiables à partir des techniques
classiques à cause de la présence de forts gradients de densité ou de température. Les premières
expériences ont été menées par Ricou et Spalding [7] (R&S) puis il faut attendre la fin des
années 90 pour que le sujet revienne à la mode. Les travaux théoriques des 20 dernières
années [8; 9; 10] s’appuient sur les résultats expérimentaux de R&S et adoptent un modèle
d’entrâınement modifié dans lequel le coefficient d’entrâınement est proportionnel à la racine

28

https://www.maxisciences.com/


CHAPITRE 3. JETS DITS NON-BOUSSINESQ

2rs

wm

ws

2 rm

2rs

wm

ws

2 rm

z z

r r

(a) (b)

Figure 3.2 – Résultats des simulations numériques LES (Salizzoni et al., soumis à J. Fluid. Mech.)
et présentation des différentes grandeurs physiques caractérisant le jet. Les rayon (rm = (QG/M)1/2),
vitesse (wm = M/G) et masse volumique (ρm = G/Q) caractéristiques du jet à une distance z de
la source sont définis à partir des grandeurs globales flux de volume (Q), masse (G) et quantité de
mouvement (M). rs, ws et ρs sont respectivement le rayon, la vitesse et la masse volumique du jet à
la source. A gauche : ρs/ρ0 = 0.2 et la couleur blanche correspond à ρ/ρ0 = 1, et la couleur noire à
ρ/ρ0 = 0.2. A droite : ρs/ρ0 = 5 et la couleur blanche correspond à ρ0/ρ = 1 et la couleur noire à
ρ0/ρ = 0.2.

carré du rapport des densités du fluide flottant et environnant :

α = αj

(
ρ

ρ0

)1/2
. (3.3)

Le taux d’entrâınement prédit par ce modèle est donc réduit dès que le la densité du fluide
injecté diminue, ce qui est bien résumé par Morton ([11]) : ’the rate of entrainment in very
hot plumes is substantially less than that into cool plumes’. Il est intéressant de remarquer
que cette conclusion impliquerait que la dynamique des panaches chauds serait antithétique
de celle des jets chauds. En effet, malgré une certain dispersion des résultats, la plupart des
auteurs conviennent que pour les jets le taux de mélange entre les deux fluides augmente si
on diminue la densité du fluide injecté : ’the lighter the gas, the better it mixes’ ([12; 13; 14;
15; 16]). L’origine physique de cette dépendance du coefficient d’entrâınement avec le rapport
de densité n’est pas claire et repose de plus essentiellement sur l’interprétation des résultats
expérimentaux de R&S et peut même sembler contraire aux études montrant que le mélange
entre les deux fluides est amplifiée pour les jets légers [13; 17].

3.2 Les expériences de Ricou & Spalding

En 1961, R&S [7] ont conçu un montage expérimental très astucieux afin de pouvoir
mesurer le coefficient d’entrâınement α de l’air ambiant par des jets et panaches d’air, de CO2
et d’hélium. Les difficultés expérimentales proviennent du caractère ouvert de ces écoulements.
Selon la définition de α (3.2), le flux de masse (G = ρmr

2
mwm) doit être mesuré pour différentes

distances à la source du jet. Mais pour un écoulement ouvert, cette mesure implique une
mesure précise des profils de vitesse et de densité dans une section transverse jusqu’à une
distance∞ par rapport à l’axe central du jet. Les simulations numériques présentent la même
difficulté (voir section 3.3) et un travail important doit être réalisé afin que les conditions aux
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Figure 3.3 – Résultats des expériences de R&S ([7]). (a) Flux de masse en fonction de la distance
à la source, en variables sans dimension, pour un jet d’air (ronds bleus, ρs/ρ0 = 1), un jet de CO2
(carrés noirs, ρs/ρ0 = 1.5) et un jet d’hélium (triangles rouges, ρs/ρ0 = 0.07) dans l’air ambiant. Les

droites sont des régressions linéaires (3.6). (b) Flux de masse en fonction de la variable z
rs

√
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.

limites n’influencent pas le calcul de α. Dans les expériences de R&S, le jet s’établit dans un
espace confiné, certes grand par rapport à son rayon initial. L’astuce expérimentale est de
choisir des parois latérales poreuses et de pouvoir imposer un deuxième écoulement de l’autre
côté de ces parois qui confinent le jet. En ajustant et en mesurant le débit de ce deuxième
écoulement d’air, R&S ont imposé un gradient axial de pression nul, ce qui garantit que le
jet expérimental est bien dans les mêmes conditions qu’un jet se développant dans un mileu
infini.

Pour démontrer que α ∝ (ρm/ρ0)1/2 (3.3), R&S montre d’abord ce que cette dépendance
de α avec la masse volumique implique pour un jet (c’est à dire dans le cas où la gravité peut
être négligée). En utilisant (3.3), l’équation de conservation de la masse (3.2) devient :

dG
dz = 2αjρ1/2

0 ρ1/2
m rmwm, (3.4)

En absence de gravité, le flux de quantité de mouvement est constant : M(z) = ρmr
2
mw

2
m =

ρsr
2
sw

2
s = Ms, et (3.4) devient :

dG
dz = 2αjρ1/2

0 M1/2
s , (3.5)

ce qui montre que dans le cas où α ∝ (ρm/ρ0)1/2, le flux de masse est proportionnel à la
distance à la source. L’intégration de (3.5) entre la source (G = Gs à z = 0) et une distance
z donne :

G

Gs
= 1 + 2αj

(
ρ0
ρs

)1/2 z

rs
, (3.6)

R&S et de nombreux auteurs de la littérature s’appuient sur cette équation simple et sur les
résultats expérimentaux montrés sur la figure 3.3 afin d’affirmer que le coefficient d’entrain-
ment varie bien comme la racine carré du rapport de densité (3.3).
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Les limites des expériences de R&S

La figure 3.3 montre que R&S ont mesuré les flux de masse à des distances très grandes
de la source des jets. Pour z/rs � 1, la masse volumique caractéristique du jet doit être très
proche de celle de l’air ambiant : ρm(z)/ρ0 ≈ 1 (voir figure 3.4a). Dans ces conditions expéri-
mentales, les effets non-Boussinesq devraient donc être assez faibles et difficile à mesurer. En
adoptant une loi de puissance plus générale pour le coefficient d’entrâınement :

α = αj

(
ρ

ρ0

)β
, (3.7)

il est possible de calculer le flux de masse G(z) et ρm(z) pour différents exposants β. Nous
avons testé 3 β engendrant des comportements bien différents pour α : βR&S = 1/2 (α
augmente avec le rapport de densité), β = 0 (aucun effet de ρm/ρ0) et β = −1/2 (α diminue
avec le rapport de densité). L’avantage de l’exposant proposé par R&S est qu’il ne nécessite
aucune équation supplémentaire afin d’obtenir le flux de masse en fonction de z et G est
même proportionnel à z. Pour β 6= 1/2, la solution des équations n’est plus analytique. En
utilisant (3.7), l’équation de conservation de la masse (3.2) devient :

rs
Gs

dG
dz = 2αj

(
ρ0
ρs

)1/2 (ρm
ρ0

)β−1/2
. (3.8)

L’équation de conservation du flux de flottabilité s’écrit de la manière suivante :

(ρ0 − ρm)r2
mwm = (ρ0 − ρs)r2

sws. (3.9)

Comme G
Gs

= ρmr2
mwm

ρsr2
sws

, (3.9) devient :

ρm
ρ0

= 1
1 + Gs

G (ρ0
ρs
− 1)

. (3.10)

En utilisant (3.8) et (3.10), l’équation différentielle pour G(z) est obtenue :

rs
Gs

dG
dz = 2αj

(
ρ0
ρs

)1/2 [
1 + Gs

G

(
ρ0
ρs
− 1

)]1/2−β
. (3.11)

(3.11) devient bien (3.6) lorsque β = βR&S = 1/2. Les solutions de (3.11) pour 3 valeurs de
β (1/2, 0 et -1/2) sont représentées sur les figures 3.4a et 3.4b. Tout d’abord, ces solutions
montrent que des grandes différences de masse volumique entre le jet et l’air ambiant ne
sont observées que près de la source (Fig. 3.4a). Mais nous remarquons aussi que la masse
volumique du jet dépend finalement assez peu du coefficient β. De même, en s’intéressant au
flux de masse adimensionné par le flux de masse à la source (Fig. 3.4b), les différences entre
les 3 solutions obtenues pour 3 β différents sont très faibles lorsque l’on s’éloigne de la source.
Bref, compte tenu des incertitudes expérimentales, il est en fin de compte difficile d’affirmer
que la solution obtenue pour β = 1/2 est la plus proche des résultats expérimentaux. Ainsi, il
est nécessaire de réaliser de nouvelles expériences ou simulations numériques mais en mesurant
le coefficient d’entrâınement à une distance beaucoup plus faible de la source (typiquement
z < 50rs), et avec des jets de masse volumique très différente du fluide environnant. La
deuxième conclusion de ce calcul est la suivante : les effets dits non-Boussinesq ne sont
réellement visibles que dans une région très proche de la source, ce qui limite, il faut bien le
dire, l’impact de cette étude.
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Figure 3.4 – (a) Prédictions de l’évolution en fonction de z du rapport des masses volumiques, pour un
jet de CO2 et un jet d’hélium dans l’air. Ligne continue noire : (3.10) et en utilisant (3.6) (R&S scaling,
β = 1/2). Ligne discontinue rouge : (3.10) et en intégrant (3.11) avec β = 0. Ligne en pointillées bleus :
(3.10) et en intégrant (3.11) avec β = −1/2. (b) Comparaison des résulats de R&S et les prédictions
des équations (3.6) et (3.11). Même symboles que les figures 3.3a et 3.3b. Ligne continue noire : (3.11).
Ligne discontinue rouge : intégration de (3.11) avec β = 0. Ligne en pointillées bleus : intégration de
(3.11) avec β = −1/2.

3.3 Les simulations LES et le calcul du coefficient d’entrâınement

Samuel Vaux (IRSN, Cadarache) a développé des simulations numériques LES en utili-
sant le code ISIS 1 de l’IRSN ([18]). Le domaine d’étude correspond à un cube de côté 40
rs. Dans une section transverse et au cœur du jet (−4rs ≤ r ≤ 4rs), le pas de discrétisation
est pris à rs/14, puis le maillage est d’autant moins fin que l’on s’éloigne du centre du jet.
Le long de l’axe longitudinal du jet, le pas de discrétisation est pris à rs/8. L’ensemble du
domaine contient environ 15 millions de mailles. Nous nous sommes assurés que les condi-
tions aux limites (limites latérales et la source du jet) n’influencent pas les résultats. Ces
simulations LES ont été validées dans le cas où ρs/ρ0 = 1 (jet iso-densité) en les comparant
aux résultats numériques DNS obtenus par John Craske et Maarten van Reeuwijk (Imperial
College, Londres) ([19]). Huit jets ont été ensuite simulés, le rapport des masses volumiques
entre la source et le fluide environnant variant entre 0.2 et 10. Les variations en fonction de
la distance à la source de la masse volumique, du rayon, de la vitesse moyenne verticale et
du flux de masse sont représentées sur la figure 3.5a-d. Comme discuté précédemment, la
masse volumique des jets très légers ou très lourds reste différente de celle de l’environnement
uniquement dans une région proche de la source.

Le coefficient d’entrâınement peut être obtenu directement à partir de sa définition (équa-
tion de conservation de la masse 3.2) mais nécessite de dériver le flux de masse par rapport à
z. En suivant l’analyse développé par John Craske et Maarten van Reeuwijk ([19]) et à l’éten-
dant au cas des jets non-Boussinesq, le coefficient α peut être relié directement à l’intensité
des fluctuations turbulentes au sein du jet. Cette analyse permet aussi d’obtenir α à partir
de grandeurs moyennées sur une section transverse du jet à une distance z de la source. A
partir des équations locales de conservation de la masse et de Navier-Stokes (on utilise ici des

1. https://gforge.irsn.fr/gf/project/isis/
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Figure 3.5 – Rapport des masses volumiques (a), rayon (b), vitesse moyenne verticale (c) et flux de
masse (d) en fonction de la distance à la source. 8 jets ont été simulés, du plus léger au plus lourd :
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moyennes de Favre représentées par un tilde pour les vitesses moyennes et fluctuantes) :

1
r
r(ρu) + (ρw) = 0, (3.12)

1
r
r(ρuw + ρu′′w′′) + (ρw2 + ρw′′2) = −p, (3.13)

et en intégrant ces équations dans une section transverse, nous obtenons la relation suivante
pour le coefficient α :

α = −ρm
ρ0

δg
2γg︸ ︷︷ ︸

αprod

+ ρm
ρ0
rm

d

dz

[
ln
(
γ

1/2
g

βg

)]
︸ ︷︷ ︸

αshape

, (3.14)

avec βg = βm + βf + βp, γg = γm + γf + γp, δg = δm + δf + δp et :

βm ≡
M

ρmw2
mr

2
m

≡ 1, βf ≡
2

ρmw2
mr

2
m

∫ ∞
0

ρw′′2rdr, βp ≡
2

ρmw2
mr

2
m

∫ ∞
0

prdr,

γm ≡
2

ρmw3
mr

2
m

∫ ∞
0

ρw3rdr, γf ≡
4

ρmw3
mr

2
m

∫ ∞
0

ρww′′2rdr, γp ≡
4

ρmw3
mr

2
m

∫ ∞
0

wprdr,

δm ≡
4

ρmw3
mrm

∫ ∞
0

ρw′′u′′wrdr, δf ≡
4

ρmw3
mrm

∫ ∞
0

ρw′′2wrdr, δp ≡
4

ρmw3
mrm

∫ ∞
0

pwrdr.

(3.15)
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La démonstration est donnée dans l’annexe A de notre article Salizzoni et al. soumis à J.
Fluid. Mech. (une copie est jointe dans l’annexe D).

L’équation (3.14) montre que α est composé de deux termes. αprod est directement le
rapport entre l’intensité des fluctuations turbulentes et le flux d’énergie moyen. αshape est
relié aux variations des profils moyens de la vitesse. Pour des jets dits Boussinesq (différence
de densité avec l’air ambiant faible), le deuxième terme (αshape) devient nul lorsqu’on s’éloigne
de la source (condition dite asymptotique) et le premier terme (αprod) est constant et égal
à environ 0.065. Le but de ces travaux est de déterminer l’évolution de ce dernier terme en
fonction du rapport de densité entre le jet et l’air ambiant. Il est à noter que les termes βm,
γm et δm sont les termes prépondérants dans βg, γg et δg et une approximation de (3.14) est :

α = −ρm
ρ0

δm
2γm

+ ρm
ρ0
rm

d

dz

(
ln γ1/2

m

)
. (3.16)

3.4 Le modéle théorique

Le processus d’entrâınement par le jet du fluide ambiant peut être décrit par les coefficients
βi, γi et δi, avec i = m, f et p. Ces coefficients dépendent du profil de la vitesse verticale
moyenne w(r, z), des profils des fluctuations (w′′2(r, z) et u′′2(r, z)), du profil de la pression
moyenne p(r, z) et du profil de la masse volumique ρ(r, z). Pour des profils auto-similaires, une
modélisation théorique permet d’obtenir directement l’évolution du coefficient α en fonction
de la masse volumique. Ce travail est en cours d’élaboration et une copie de mon premier jet
est donné dans l’annexe E. Dans la suite, seul un résumé des considérations théoriques est
présenté.

Modélisation des profils

Tout d’abord, la vitesse moyenne w(r, z) peut être décrite par une fonction f de la manière
suivante :

w(r, z)
wc(z)

= f(η), avec η = r

σ(z) et f(0) = 1. (3.17)

Les 2 fonctions wc et σ dépendent uniquement de la distance à la source (z) et représentent
rspectivement la vitesse moyenne du jet sur son axe central et le rayon du jet. Le lien entre
ces deux fonctions (wc, σ) et les propriétés globales du jet (wm et rm) dépendent de la forme
particulière de f . Comme exemples de fonction f , on prendra dans la suite une loi Gaussienne
ou une loi du type Goertler.

Ensuite, la masse volumique moyenne est reliée à la concentration c(r, z) en fluide du jet
selon la relation :

1
ρ

= c

ρs
+ 1− c

ρ0
. (3.18)

Et le profil de la concentration peut s’écrire de la manière suivante :

c(r, z)
cc(z)

= fc(ηc), avec ηc = r

σc(z)
(3.19)

with 0 ≤ cc(z) ≤ 1 and limz→∞ cc = 0. De plus le profil de la concentration doit être
très similaire à celui de la vitesse moyenne, et pas très éloigné d’un profil gaussien ou Type
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Goertler. Afin d’obtenir un modèle le plus simple possible, non seulement la fonction fc sera
prise égale à la fonction f dans la suite, mais le rayon σc sera aussi supposé égal au rayon du
profil de vitesse (σ). La plupart des travaux de la littérature a observé que σc est légèrement
plus grand que σ mais cette différence est assez faible et elle n’engendre pas de grandes
variations dans les prédictions théoriques du modèle. A partir des équations (3.18) et (3.19),
le profil de ρ s’écrit :

ρ

ρ0
= 1

1 + c1(z)f(η) , (3.20)

avec c1(z) = (ρ0
ρs
−1) cc(z). Pour des jets dits légers (ρs/ρ0 < 1), c1(z) > 0, alors que pour des

jets dits lourds, on a : −1 < c1(z) < 0). Mais pour tous les jets, on remarque : limz→∞ c1 = 0.

Liens entre les 3 paramètres c1, wc, σ et α

La modélisation précédente des profils met en jeu 3 fonctions de z : c1, wc et σ. A partir des
flux de volume, de masse et de quantité de mouvement, les grandeurs globales caractérisant
le jet peuvent être reliées à ces 3 fonctions :

ρm
ρ0

= g1
q
,

wm
wc

= m1
g1
,

rm
σ

=
(
q g1
m1

)1/2
. (3.21)

avec :

q = 2
∫ ∞

0
fηdη, g1(z) = 2

∫ ∞
0

f

1 + c1(z)f ηdη, m1(z) = 2
∫ ∞

0

f2

1 + c1(z)f ηdη. (3.22)

Des expressions générales de ces fonctions peuvent être obtenues à partir de la série de Tay-
lor : (1 + c1f)−1 =

∑∞
k=0(−c1f)k, et des moments du profil de la vitesse moyenne ou de la

concentration : Mk = 2
∫∞

0 fkηdη (k ≥ 1). Les équations (3.22) deviennent :

q =M1, g1 =
∞∑
k=0

(−c1)kMk+1, m1 =
∞∑
k=0

(−c1)kMk+2. (3.23)

A partir des équations (3.23), on peut démontrer que la variable c1(z) ne dépend que du
rapport de densité ρm/ρ0 :

m1c1
q

= 1− ρm
ρ0
. (3.24)

Les 3 équations de conservation des flux de masse, de quantité de mouvement et de la
flotttabilité permettent de relier les 3 paramètres c1, wc et σ au coefficient d’entrâınement α :

rm
dc1
dz = 2α q − g1

g∗1
, (3.25)

rm
d(lnwc)

dz = 2α m1
g∗1
, (3.26)

rm
d(ln σ)

dz = α
g∗1 −m1
g∗1

, (3.27)

avec : g∗1 = dg1
dc1 = −

∑∞
k=1 k(−c1)k−1Mk+1
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Calcul des coefficients γm et δm

A partir de sa définition (3.15) et en utilisant (3.21), γm s’écrit de la manière suivante :

γm(z) = g1 γ1
m2

1
, (3.28)

avec γ1 une fonction de z qui dépend du profil radial de la vitesse moyenne :

γ1(z) = 2
∫ ∞

0

f3

1 + c1(z)f ηdη =
∞∑
k=0

(−c1)kMk+3. (3.29)

En utilisant (3.22), (3.29) devient : γ1c1 =M2 −m1, et finalement :

γm = ρm/ρ0
1− ρm/ρ0

M2 −m1
m1

. (3.30)

Les équations (3.30) et (3.24) montrent que γm ne dépend que du rapport des masses volu-
miques, en supposant constant le profil radial de la vitesse moyenne (les moments Mk sont
alors constants).

Le coefficient δm est plus difficile à obtenir car il dépend de la dérivée de f mais aussi du
tenseur de Reynolds w′′u′′. Le calcul théorique est donné en annexe (E) et aboutit à :

δm = 2αg1
(g∗1 −m1)γ1 +m1(3γ1 − c1γ2)

m2
1 g
∗
1

. (3.31)

Cas particuliers de profils gaussien ou Goertler pour f

Les moments Mk de f = exp(−η2) sont égaux à 1/k et nous obtenons :

γm = ρm/ρ0
1− ρm/ρ0

1/2−m1
m1

et δm = − 2α
m1

1− γ1/m1
1−m1/g1

, (3.32)

avec :

ρm
ρ0

= ln(1 + c1)
c1

, m1c1 = 1− ρm
ρ0

et γ1c1 = 1
2 −m1. (3.33)

Lorsque ρm/ρ0 est proche de 1, γm et δm se comportent comme des lois de puissance de
ρm/ρ0 :

γm = 4
3

(
ρm
ρ0

)−1/6
et δm = −8

3α
(
ρm
ρ0

)−4/3
. (3.34)

Pour f de type Goertler (f = (1 +Aη2)−2 avec A un paramètre libre), les moments de f
s’écrivent alors : Mk = (2k − 1)−1A−1. Les équations (3.30) and (3.31) s’écrivent alors :

γm = ρm/ρ0
Am1

1/3−Am1
1− ρm/ρ0

et δm = − 2α
Am1

1− γ1/m1
1−m1/g1

, (3.35)
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Figure 3.6 – Profil vertical du coefficient d’entrâınement α calculé à partir de sa définition (3.2) (lignes
pleines noires) et calculé à partir de la relation théorique (3.14) (symboles pleins), profils verticaux de
αprod (symboles ouverts) et αshape (lignes discontinues), pour le jet le plus léger (a), jet iso-densité
(b) et jets lourds (c et d). Mêmes symboles que sur les figures 3.5a-d.

avec :

ρm
ρ0

=


arctan(√c1)
√
c1

for c1 > 0 or
ρm
ρ0

< 1,

(
√
−c1)√
−c1

for c1 < 0 or
ρm
ρ0

> 1,
(3.36)

Am1c1 = 1− ρm
ρ0

et Aγ1c1 = 1/3−Am1 (3.37)

Pour ρm/ρ0 ≈, γm et δm se comportent comme des lois de puissance de ρm/ρ0 :

γm = 9
5

(
ρm
ρ0

)−16/35
et δm = −18

5 α
(
ρm
ρ0

)−9/5
(3.38)
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Figure 3.7 – α (symboles pleins) et αprod (symboles vides) en fonction du rapport des masses vo-
lumiques entre le jet et le fluide ambiant. La ligne continue rouge correspond à la loi de puissance
proposée par R&S (exposant 1/2) tandis que la ligne horizontale noire correspond à un coefficient
d’entrâınement constant : α = 0.065. Les lignes en poitillés noirs correspondent à des lois de puissance
d’exposant -1/6 (f gaussien) et -12/35 (f Goertler) que nous proposons pour δm/(2γm) ≈ αprod.

3.5 Les principaux résultats

L’évolution du coefficient d’entrâınement avec la distance à la source est tracée sur les
figures 3.6a-d pour les 4 jets dont le rapport des masses volumiques à la source est égal à
0.2, 1, 5 et 10. Calculer α à partir de sa définition (3.2) (lignes pleines noires) ou à partir
de la relation théorique (3.14) (symboles pleins) donnent des résultats quasiment identiques.
Pour les jets dits lourds et dans une région très proche de la source (z ≥ 3), des différences
notables sont cependant observées et caractérisent les limites des simulations numériques
pour le calcul des coefficients quand le profil de vitesse varie sur des distances très courtes.
Le but de ce travail n’est pas de s’intéresser aux phénomènes particuliers qui se produisent
près des conditions aux limites car ces phénomènes sont dépendants de la façon à laquelle la
turbulence est générée. En revanche, à partir de 10rs, nous avons obtenus des résultats que
nous pouvons qualifier d’universel et entre 10rs et 35rs, le rapport des masses volumiques
reste bien différent de 1 pour les jets les plus légers et les plus lourds, ce qui nous a permis
de mesurer les effets dits non-Boussinesq (voir plus loin et les figures 3.7a et 3.7b. Pour le
jet le plus léger (Fig. 3.6a), le terme de forme (αshape) décroit très vite avec z. En revanche,
plus le jet est lourd (quand ρm/ρ0 augmente), plus la décroissance de αshape se réalise sur des
distances longues (voir figures 3.6c et 3.6d).

Les évolutions de α et αprod en fonction du rapport des masses volumiques ρm/ρ0 sont
représentées sur les figures 3.7 (a) et (b). Contrairement aux prédictions de R&S, α est
quasiment indépendant du rapport des masses volumiques et αprod diminue même lorsque
ρm/ρ0 augmente.

Le modèle présenté dans le paragraphe 3.4 (et avec plus de détails en annexe E) permet
d’obtenir des prédictions théoriques pour les coefficients γm et δm en fonction du rapport des
masses volumiques. En considérant des profils de vitesse et de concentration moyennes de
forme gaussienne, les figures 3.8 (a) et 3.8 (b) montrent qu’un très bon accord est observé
entre les résultats numériques et théoriques aussi bien pour γm que pour δm. Pour δm et en
accord avec les résultats numériques, α est pris constant et égal à 0.065. En revanche, en
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Figure 3.8 – γm (a), −δm (b), αprod (c) et valeur absolue de αshape (d) en fonction du rapport des
masses volumiques entre le jet et le fluide ambiant. La ligne continue noire correspond aux prédictions
théoriques en considérant des profils de vitesse et concentration moyennes de forme gaussienne. Pour la
ligne discontinue rouge, des profils de type Goertler sont adoptés pour f . Pour ρm/ρ0 ≤ 1, αshape ≤ 0
tandis que pour ρm/ρ0 ≥ 1, αshape ≥ 0.

considérant un profil de type Goertler, des écarts significatifs sont observés entre les résultats
numériques et théoriques.

En négligeant tous les coefficients βi, γi et δi avec i = f ou i = p, une bonne aproximation
de αprod est −ρm

ρ0
δm

2γm . De nouveau, un bon accord est observé entre αprod obtenu à l’aide

des simulations numériques et la prédiction théorique de −ρm
ρ0

δm
2γm (voir figure 3.8 c). Enfin,

une bonne aproximation de αshape est : ρmρ0
rm

d
dz

(
ln γ1/2

m

)
. En dérivant l’équation (3.30), nous

obtenons :

αshape ≈
ρm
ρ0
rm

d

dz

(
ln γ1/2

m

)
= α

[
1 + ρm

ρ0

M2
M2 −m1

(
1 + m1

g∗1

)]
(3.39)

En considérant un profil gaussien ou un profil de type Goertler pour f , (3.39) s’exprime de
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la manière suivante :

αshape
α

≈


1 + ρm

ρ0

2 + (m1 − g1)−1

1− 2m1
(f gaussien),

1 + ρm
ρ0

3 + 2(Am1 −Ag1)−1

1− 3Am1
(f Goertler).

(3.40)

Pour ρm/ρ0 proche de 1 (jets Boussinesq), αshape ≈ α
6 (ρm/ρ0 − 1) (f gaussien) ou αshape ≈

16α
35 (ρm/ρ0 − 1) (f Goertler).

3.6 Perspectives

Les simulations numériques ont montré que le coefficient d’entrâınement est indépendant
du rapport des masses volumiques ρm/ρ0 pour les jets dits non-Boussinesq, du moins dans
la gamme 0.6 ≤ ρm/ρ0 ≤ 3. Ce résultat est contraire à l’idée répandue dans la littérature
depuis les travaux de R&S (664 citations dans Web of Science) que α ∝ (ρ/ρ0)1/2. Le modèle
théorique que nous avons développé prédit avec une très bonne précision les variations avec
le rapport des masses volumiques du coefficient γm, et aussi les variations de δm, en accord
avec un coefficient d’entrâınement α constant. Le terme de forme αshape est également prédit
et nous avons montré que αshape ∝ ρm/ρ0 − 1 lorsque ρm/ρ0 → 1.

A l’avenir, ces résultats seront sans doute étendus au cas des panaches montants ou des-
cendants, c’est à dire en présence de gravité. Dans cette situation, le coefficient d’entrâınement
ne dépend pas que du rapport des masses volumiques mais aussi du nombre de Richardson
(Γ = 5

8α
(ρ0−ρm)grm

ρ0w2
m

, voir chapitre 2 sur la ventilation des tunnels en présence de panaches

modélisant un feu d’incendie).
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Chapitre 4

Rayleigh-Bénard et ses variantes

Plus on connâıt, plus on
aime.

Léonard de Vinci
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4.1 Les enjeux pour l’ingénierie/environnement et la mécanique des
fluides

La configuration dite de Rayleigh-Bénard (RB) produit des mouvements de fluides convec-
tifs de référence analogue aux écoulements dans des conduites ou de jets non confinés qui sont
les écoulements de référence pour la mécanique des fluides. On peut se poser la question de
savoir si l’étude de telles configurations académiques sont pertinentes afin d’apréhender les
écoulements naturels ou observés en ingénierie. Jusqu’à présent, mes études de la convection
de Rayleigh-Bénard a toujours eu pour objectif d’ajouter un ingrédient physique supplémen-
taire à la configuration de RB. Lorsque j’étais Agrégé Préparateur à l’ENS Lyon, je me suis
intéressé à l’effet de parois rugueuses sur le transfert thermique convectif (voir figure 4.1a).
Connâıtre les effets de rugosité de parois sur l’efficacité du transfert thermique convectif,
même dans une configuration académique, a une importance pour les écoulements naturels
qui bien entendu se développent sur des surfaces rugueuses. D’ailleurs, les études sur ce su-
jet étaient assez rares avant les années 2000 alors que les travaux sur les effets de rugosité
sur le développement de la couche limite turbulente sont assez nombreux même avant les
années 2000. J’ai également étudié durant mes 2 années d’AP à l’ENS lyon une configura-
tion toute particulière de RB qui permet de se soustraire des parois ( !) (voir figure 4.1b).
Cette configuration permet d’analyser en laboratoire la convection naturelle qui se produit
dans des canaux ou des galeries de très grandes longueurs, ou encore il s’agit d’une première
approche de la convection dans l’atmosphère pour laquelle des conditions aux limites types
plaques horizontales fixes et à température constante semblent irréalistes. J’ai repris depuis
un an mon activité sur RB et, en plus de modifier les conditions aux limites, j’ai ajouté un
deuxième ingrédient supplémentaire. Le chauffage et éventuellement le refroidissement (même
si expérimentalement il est toujours plus diffile de refroidir que de chauffer) ne se réalisent
pas uniquement par les conditions aux limites dans les 2 nouvelles configurations étudiées
présentées sur les figures 4.1c et 4.1d. De manière similaire aux observations réalisées dans
l’atmosphère terrestre ou d’autres planètes, le fluide peut être chauffé en volume grâce aux
rayonnements du soleil [1; 2; 3]. Au sein même de la Terre, une part d’énergie est apportée par
les radiations nucléaires qui peuvent être modéliées par un terme de source dans l’équation
de l’énergie. En ingénierie, le refroidissement par convection naturelle du corium fondu en cas
d’accident grave sur le cœur d’une centrale nucléaire est un très bon exemple d’application
directe de la configuration présentée sur la figure 4.1d.

Se rapprocher un peu plus près des configurations réelles n’est pas la seule motivation au
choix d’étudier une expérience de RB modifiée. Il fait consensus pour affirmer que les travaux
expérimentaux ou numériques de ces cellules de RB modifiées permettent de progresser dans
la compréhension des processus physiques qui règlent le transfert thermique dans une cellule
standard de RB. Les rugosités ont été utilisés par l’équipe de Grenoble [4; 5] afin d’étudier
le fameux régime ultime de la convection de RB. Chauffer en volume et uniquement les
couches limites (figure 4.1c) est l’idée de l’équipe de Saclay afin de forcer la transition vers
ce régime ultime [2; 3]. La convection de type canal (figure 4.1b), sans les effets des couches
limites proches des parois, permet d’apréhender le transfert thermique dans le cœur de la
cellule de RB. Enfin, la configuration de la figure 4.1d est un outil afin d’apréhender un
processus physique non présent dans une cellule de RB. Les deux plaques horizontales sont
maintenues à températures constantes et égales et l’ensemble du fluide est chauffé avec une
puissance volumique uniforme. Ainsi, la partie supérieure de la cellule est très similaire à la
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partie supérieure d’une cellule de RB standard, tandis que la partie inférieure est stratifiée,
sans processus turbulent. Cette configuration permet donc de tester l’interaction entre un
écoulement turbulent et une stratification, et elle est très similaire à ce qui est observé en
dessous des lacs gelés (voir section 4.5).

l

l
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δbot

qv(z) Φ(z) T (z)

Φ(z)T (z)

Φ(z)T (z)

T b

T b−∆T
2
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Q/l 0 Q T b
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T b+ ∆T
2 T bT b−∆T

2 0

(a)

(c)

(b)

(d)

Figure 4.1 – Les 4 configurations de convection turbulente étudiées ici. (a) Convection dite de
Rayleigh-Bénard : les plaques horizontales inférieure et supérieure sont maintenues à température
constante. L’effet d’une rugosité de paroi est étudié ici. (b) Convection dans un long canal vertical
(région en rose). L’ajout d’une structure en forme d’un château de cartes permet l’étude de l’écoule-
ment turbulent dans le cœur de RB, sans effet des couches limites. (c) Convection par chauffage des
couches limites. Contrairement à la configuration de RB, l’énergie n’est pas injectée par l’intermé-
diaire de la plaque inférieure. Les 2 plaques horizontales sont même isolées et le flux thermique est
nul : Φ(z = 0) = Φ(z = h) = 0. L’énergie est injectée en volume q(z), par exemple par l’intermédiaire
de rayonnements électromagnétiques ou à cause de réactions chimiques ou nucléaires. (d) Dans cette
dernière configuration, l’énergie est injectée en volume avec une puissance volumique constante dans
toute la cellule. Cette énergie est évacuée au niveau des 2 plaques horizontales car elles sont main-
tenues à température constante. Pour chaque configuration, les épaisseurs moyennes δtop et δbot des
deux couches thermiques sont indiquées.
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4.2 Effet de rugosités de paroi sur la convection de RB

4.2.1 La polémique du régime ultime

Pour des nombres de Rayleigh (Ra = gβ∆Th3

νκ ) inférieurs à 1011-1012, un consensus s’est

dégagé à partir des années 2000. Les nombres de Nusselt (Nu = Φh
λ∆T ) mesurés dans les

différentes expériences et simulations numériques publiés jusqu’à présent se regroupent au-
tour d’une loi de puissance Nu = CRBRa

θRB , avec 0.28 ≤ θRB ≤ 0.33 et CRB ≈ 0.06 pour
θRB = 1/3 (voir les figures 4.2a et 4.2b). L’exposant 1/3 joue un rôle particulier car c’est
l’exposant prédit par la théorie de Malkus [6] et Priestley [7]. Cette théorie de RB à hauts
nombres de Ra est fort simple. Elle suppose que le transfert thermique est controlé essen-
tiellement par les 2 couches limites placées contre les deux plaques horizontales inférieure et
supérieure. L’écoulement dans le cœur de la cellule de RB est suffisamment turbulent pour
ne pas être le paramètre limitant. La température en dehors des couches limites présente des
fluctuations temporelles et spatiales importantes, en revanche sa valeur moyenne en temps
est très homogène au sein du cœur de RB 1. Ainsi, le flux thermique doit être indépendant
de la hauteur h de la cellule. A partir des définitions de Ra et Nu, une loi de puissance avec
un exposant 1/3 est obtenue. En adoptant une démonstration plus mathématique, il suffit
d’affirmer que le nombre de Rayleigh caractérisant chaque couche limite thermique (ra∗) est
constant. De plus, dans chaque couche limite thermique, la conduction est le seul processus
qui transfère l’énergie. Alors, Φ = ∆T

2δT , avec ∆T la différence de température entre les 2
plaques et δT est l’épaisseur de chaque couche limite thermique. A partir de cette dernière
équation, nous obtenons la relation suivante :

δT
h

= 1
2Nu. (4.1)

Cette équation est très solide et elle est utilisée dans toutes les théories développées ici, aussi
bien pour RB que pour les cellules de RB modifiées (voir sections 4.4 et 4.5). En utilisant
(4.30) et ra∗ = Ra(δT /h)3, nous obtenons :

Nu =
(

Ra

24ra∗

)1/3
. (4.2)

Le succès de cette théorie vient de sa simplicité et de la prédiction de l’exposant 1/3, même
si un exposant un peu plus faible est toujours observé dans les résultats expérimentaux
et numériques (voir la figure 4.2b), montrant qu’il reste une petite interaction entre les 2
couches limites, elle-même, provenant sans doute de l’écoulement à grande échelle qui ’balaie’
les couches limites (voir la figure 4.1a).

En oubliant sans doute un peu le très bon accord entre toutes les expériences et simulations
pour Ra ≤ 1012 (ce qui n’est pas commun pour un système physique), la polémique provient
du fait que ce n’est plus le cas lorsque le Rayleigh dépasse 1012 (voir Fig. 4.3a). Même si
ce résultat est en fin de compte pas très surprenant pour un système physique complexe qui
présente des phénomènes d’hystérésis et de relaxations lentes (voir Tisserand et al., Phys.
Fluids, 2011 ou Salort et al., Phys. Fluids, 2014), il a des implications importantes pour les

1. Ce qui permet justement de réaliser des mesures expérimentales du nombre de Nusselt avec grande
précision, car il suffit de placer un écran thermique à la même température que celle du cœur de RB pour
éliminer les pertes thermiques.
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Figure 4.2 – Nusselt en fonction de Rayleigh pour Ra ≤ 1011.
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Figure 4.3 – Nusselt en fonction de Rayleigh pour 107 ≤ Ra ≤ 1016.

systèmes naturels. En effet, en extrapolant à des Rayleigh beaucoup plus grands les lois de
puissance obtenues, les Nusselt et donc les flux thermiques calculés pour les systèmes naturels
varient énormément selon l’exposant choisi entre 1/3 et 1/2 (voir Fig. 4.3b).

L’exposant 1/2 provient de la théorie de Kraichnan (1962) [8]. Trente-cinq ans avant
l’observation expérimentale de l’équipe de Grenoble (1997) [9], Kraichnan a émis l’hypothèse
qu’au delà d’un certain Ra, les couches limites laminaires pouvaient se dé-stabiliser et devenir
turbulentes. Un résumé de la théorie est donné dans Creyssels, J. Fluid Mech., 2020 ainsi
qu’une démonstration de la formule théorique obtenue par Kraichnan :

Nu ∼
(

PrRa

[Pe∗ ln(Re)]3
)1/2

. (4.3)

4.2.2 La stratégie pour observer le régime ultime et le dispositif expérimental

En 1997, en utilisant de l’hélium à basse température, l’équipe de Grenoble a observé
une transition pour le nombre de Nusselt semblable à celle prédite par Kraichnan [9] et ils
l’ont appelé régime ultime. Ce régime est interprété comme une transition vers la turbulence
des couches limites semblable à celle observée pour les couches limites de vitesse qui se
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Figure 4.4 – Photographies du dispositif expérimental.

développent contre une paroi 2. En suivant la théorie de Kraichnan (4.3), cette transition
n’est pas brutale. Elle devrait avoir lieu sur plusieurs décades de Ra ce qui rend très difficile
l’observation de l’exposant 1/2 (Nu ∝ Ra1/2). En 2001, l’équipe de Grenoble a utilisé l’astuce
d’ajouter des rugosités de paroi afin de faire transiter la couche limite sur une plage de Ra
plus faible [5]. Ils ont alors observé une loi de puissance avec un exposant 1/2 dans la gamme
1012 ≤ Ra ≤ 4 · 1013.

Sachant qu’il est possible d’atteindre Ra = 1013 en utilisant de l’eau entre 20 et 60°C
dans une cellule de RB de hauteur 1m, notre objectif quand j’étais AP à l’ENS Lyon était de
tester ces résultats à température usuelle. Des photographies du dispositif expérimental sont
montrées sur la figure 4.4 (voir également Tisserand et al., Phys. Fluids, 2011).

2. Cependant, dans le régime classique, des observations expérimentales ont montré que les couches limites
de RB sont assez différentes des couches limites laminaires de vitesse. Par exemple, de grandes variations
temporelles de l’épaisseur de la couche sont observées et des filaments de fluides chaud ou froid naissent dans
les couches thermiques ce qui provoquent de grandes variations temporelles de la température. De plus, la
transition vers le régime ultime a lieu pour des nombres de Reynolds plus faibles que pour les couches limites
de vitesse. Malgré le grand succès de la théorie de Grossmann et Lohse [10] qui décrit la couche thermique de
RB par une loi du type Prandtl-Blasius, l’analogie entre les couches limites de RB et celles de Blasius est à
prendre avec des pincettes.
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Figure 4.5 – Résultats expérimentaux pour la cellule aux parois rugueuses de hauteur 1m.

4.2.3 Résultats expérimentaux

Les résultats sont présentés sur la figure 4.5, en variable compensée (NuRa−1/3 en fonction
de Ra). Nous avons bien observé une transition du transfert thermique pour un Rayleigh de
transition de Ra∗ = 1011. Cette valeur n’est pas le fruit du hazard. Nous avions choisi la
hauteur des rugosités δr de telle façon que l’épaisseur de la couche limite thermique soit égale
à δr pour Ra∗ = 1011. Pour des Rayleigh supérieurs à Ra∗, le nombre de Nusselt augmente
plus vite que Ra1/3 et nous pouvons penser que Ra varie comme Ra1/2 pour Ra ≥ 4 · 1011

(ou NuRa−1/3 ∼ Ra1/6). Nous remarquons également que l’augmentation du Nusselt dépasse
largement l’augmentation de la surface effective de contact entre le fluide et la paroi rugueuse
(40%). Ce résultat a des conséquences pratiques très intéressantes sur l’intérêt de placer des
rugosités sur les parois afin d’augmenter le transfert thermique. Enfin, pour Ra ≤ Ra∗, nous
notons en revanche un Nusselt plus faible pour une cellule avec parois rugueuses que pour
une cellule avec parois lisses.

Les résultats sont ainsi assez convaincants et auraient pu être publiés tels quels (et on
aurait été cité beaucoup de fois vu le nombre d’articles sur le régime ultime). Il semble bien
que la loi d’exposant 1/2 soit observée mais seulement sur une décade en Ra car nous n’avions
pas la possibilité de pousser à plus haut Ra. Cependant, il existe toujours la possibilité que
ces observations ne correspondent pas au régime ultime observé par l’équipe de Grenoble. En
effet, nous n’excluions pas l’hypothèse d’une longue transition entre un régime 1/3 et un autre
régime 1/3, certes plus efficace au niveau transfert thermique, mais avec un exposant toujours
en accord avec la loi de Malkus (voir la figure 4.5 de droite). Afin de tester ces résultats, nous
aurions pu augmenter encore la hauteur de la cellule mais cela nous paraissait déraisonnable.
Nous avons donc décidé de réaliser l’expérience avec une cellule 5 fois moins haute (h = 20cm),
donc pour des Ra 125 plus faibles. Le dispositif expérimental était identique avec la même
plaque rugeuse et les mêmes thermocouples. Seul le cylindre latéral a été changé afin de
diminuer sa hauteur d’un facteur 5. Le rayleigh de transition dans la petite cellule est donc
125 fois plus faible que pour la grande cellule (voir Fig. 4.6). Les résultats montrent que la
même transition est observée pour les 2 cellules avec la même loi de puissance et un exposant
1/2. Pourtant, le Reynolds de transition est beaucoup plus faible pour la petite cellule et il
est déraisonnable de penser que le régime ultime soit atteint dans cette cellule 3.

3. A l’époque, hormis l’équipe de Grenoble, aucune autre équipe avait observé l’apparition du régime

49



CHAPITRE 4. RAYLEIGH-BÉNARD ET SES VARIANTES
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4.2.4 Interprétation théorique

Nous avons développé un modèle théorique bien différent du régime ultime afin d’expliquer
ces observations expérimentales. Ce modèle s’appuie sur le fait que dans une cellule de RB,
un écoulement grande échelle balaie les couches limites thermiques. Il est représenté par la
flèche en rouge sur le schéma de la figure 4.7 de gauche. Cet écoulement est produit par la
convection et met en relation les couches limites inférieure et supérieure. Il n’est pas forcément
stationnaire et peut osciller et changer d’orientation dans une cellule cylindrique. Cependant,
pour ce modèle, on supposera que son orientation est fixée. C’est souvent le cas lorque la
cellule n’est pas parfaitement symétrique, une orientation est privilégiée. Pour une paroi
présentant des rugosités, une partie du fluide placée contre la paroi est ’protégée’ de cet
écoulement global (zone en bleue sur le schéma). Elle représente 1/4 de la surface totale de
la plaque. Pour Ra ≤ Ra∗, cette partie de fluide ne participe pas ou peu à la convection ce
qui explique que le nombre de Nusselt est plus faible pour une cellule aux parois rugueuses

ultime. Ce n’est d’ailleurs plus le cas aujourd’hui...
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que pour une cellule aux parois lisses. En revanche, au delà de Ra∗, cette partie de fluide
peut être dé-stabiliser de façon analogue à une mini-cellule de RB pour un rayleigh critique
proche de 2000. On doit avoir :

NuminiRB = f(RaminiRB), (4.4)

avec RaminiRB = Ra
(

2δr
h

)3
et la fonction f est donnée par une mesure de Nu dans une

cellule aux parois lisses mais pour des Ra allant de 1000 à 106. Pour la paroi rugueuse, le fux
thermique total est la somme des contributions de la zone protégée et de la zone balayée par
l’écoulement grande échelle. Nous obtenons ainsi :

Nur = 1
4Nuprot + 3

4Nunon prot, (4.5)

avec Nur le nombre de Nusselt de la cellule aux parois rugueuses, Nuprot et Nunon prot
représentent respectivement les nombres de Nusselt des zones protégées et non protégées par
la circulation grande échelle. A partir de (4.5), le Nusselt de la mini-cellule de RB est obtenu :

NuminiRB = 2δr
h
Nuprot, (4.6)

= 2δr
h

(4Nur − 3Nunon prot), (4.7)

= 2δr
h

(4Nur − 3Nul), (4.8)

avec Nul le Nusselt d’une cellule de RB aux parois lisses.
Le Nusselt de la mini-cellule de RB est tracé en fonction de Ra sur la figure 4.7 de droite.

Un bon accord est observé entre les mesures expérimentales obtenues dans une cellule de RB
aux parois rugueuses et à très haut Ra et les mesures plus classiques dans une cellule aux
parois lisses mais à de Ra beaucoup plus faibles.

4.3 Convection dans un long canal vertical

Cette expérience permet ”d’oublier” les couches limites et d’étudier l’écoulement dans le
cœur de RB (voir figure 4.1b). Les observations réalisées par ombroscopie sont assez impres-
sionnantes. Le transfert thermique se réalise grâce aux déplacements de petits filaments de
fluides chaud ou froid allant de haut en bas ou de bas en haut. L’organisation de ces filaments
semblent quelconque mais dans la plupart du temps, l’ensemble des filaments qui montent
se situent sur un côté du canal, et ceux qui descendent de l’autre côté (voir Figs. 4.9). Il
existe des transitions au cours du temps entre ces régimes de convection. Dans les périodes de
transition, il est difficile de savoir si la majorité des filaments montent ou descendent plutôt
d’un côté ou d’un autre. Nous avons étudié ces transitions et les temps passés entre deux
transitions. Nous avons remarqué que ces temps sont très variables et ne présentent pas de
temps caractéristique.

4.3.1 Dispositifs expérimentaux

Le 1er prototype a été installé dans une cellule de RB classique (voir Fig. 4.8 de gauche),
de hauteur et largeur égales à 40 cm, et de profondeur 10 cm. Le canal est formé par l’ajout de
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Chapitre 5

Panaches et retournements

Fig. 5.1 – Photo de la cellule de convection utilisée dans tout ce chapitre.

81

4

Figure 2. Picture of the cell. The ‘I’ structure (the bridge) measuring the vertical
temperature gradient is visible in the middle of the channel.

sections are dedicated to the characterization of the produced turbulence, both with one-point
(section 6) and two-point (section 7) statistics. We then conclude in section 8.

2. Experimental setup

Our cell, sketched in figure 1 and shown in figure 2, is filled with water. The chambers are
conical and axisymmetric: the upper one is cold and the other is hot. As one can see in
figures 1 and 2, these two chambers are linked through a square channel, 20 cm in length
and 5 × 5 cm2 in cross-sectional area. The walls of the channel, 10 mm thick, are made of
polymethylmethacrylate (PMMA). A regulated water bath controls the temperature of the upper
plate. The hot chamber is closed with a bottom plate that is heated by the Joule effect, thanks
to a heating wire. With a power supply, the power provided to the water varies between 3 and
80 W, which allows the Rayleigh number to be in the range between 4 × 105 and 4 × 106.

For vertical temperature gradient measurements in the channel, we use a bridge with four
thermistors, from the same batch. The typical values of resistance are 2 k� at 20 ◦C and 1 k�
at 40 ◦C. These sensors are welded at the corners of a rectangle, the width of which is 2.5 cm
and the height of which is 5 cm. To prevent this geometry from being too intrusive, we use an
‘I’ structure, shown in the middle of figure 2. In addition, in this Wheatstone bridge, the two
upper (respectively lower) resistors are in the opposite situation (no common point). Since the
calibrations of sensors are very close, the output of the bridge is poorly sensitive to the average
temperature. But this output is very sensitive to a temperature difference between the top and
bottom of the bridge. An Agilent 33220A function generator provides the bridge with a voltage
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Figure 4.8 – Dispositifs expérimentaux.

Figure 4.9 – Images par ombroscopie à deux temps différents de l’écoulement dans le canal.

deux structures en plexiglas en forme de château de cartes. Cette structure permet d’arrêter
la convection en dehors du canal central. Le canal a une section horizontale carré de côté 10
cm et sa longueur est de 20 cm. Un autre dispositif expérimental a été développé par la suite
(voir Fig. 4.8 de droite), avec un rapport d’aspect plus grand : section carré de 5 cm de côté
et longueur de 20 cm.

Les températures ont été mesurées, soit avec des sondes de Platines pour accéder aux
températures absolues, soit avec des thermistances de 200 µm afin de mesurer les fluctuations
et les gradients de température. Le temps de réponse typique de ces thermistances est de 0.1 s
dans l’eau. Les champs de vitesses moyennes et fluctuations ont été mesurés par vélocimétrie
par images de particules (voir Figs. 4.11).
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Figure 4.10 – Nombres de Nusselt et Reynolds en fonction du nombre de Grashof (RaPr). Les
symboles pleins correspondent aux mesures effectuées dans la grande cellule (canal de rapport d’aspect
2) alors les symboles vides correspondent aux mesures effectuées dans la petite cellule dont la canal a
pour rapport d’aspect 4.

4.3.2 Nusselt versus Rayleigh dans un canal

Dans un long canal vertical, la hauteur du canal n’a plus réellement de sens et les dé-
finitions des nombres de Nusselt et de Rayleigh nécessitent une longueur caractéristique.
L’adoption de la largeur n’est pas non plus entièrement satisfaisante car le transfert ther-
mique est avant tout vertical. Le paramètre moteur de la convection dans un long canal est
le gradient de la température moyenne : dT/dz. Nous avons développé un système de mesure
particulier qui permet de mesurer ce gradient (voir images des dispositifs expérimentaux 4.8).
Nous avons donc proposé de définir une longueur caractéristique en utilisant dT/dz et les
fluctuations moyennes de la température :

Lc = σT

dT/dz
(4.9)

La longueur caractéristique est donc intrinsèque à la convection, elle n’est pas directement
controlée par l’expérimentateur. En revanche, nous l’avons mesurée pour chaque expérience
réalisée. Les nombres de Rayleigh et de Nusselt sont définis par les expressions suivantes :

Ra = gβ(dT/dz)L4

νκ
(4.10)

Nu = Φ
λ(dT/dz)

(4.11)

(4.12)

Les nombres de Nusselt et de Reynolds sont tracés en fonction de RaPr sur la figure 4.10 et
ces résultats expérimentaux sont en corrd avec des lois de puissance :

Nu = 1.6RaPr (4.13)

RePr = 1.07RaPr (4.14)
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4.3.3 Description de l’écoulement et mesure de viscosité et diffusivité turbulentes

En plus des grandeurs globales, nous avons étudié les profils des vitesses moyennes verti-
cales et horizontales, ainsi que leurs fluctuations. Les distributions des vitesses horizontales
et verticales sont montrées sur les figures 4.12.

CHAPITRE 6.4. Influence de la puissance injectée

P 17.3 W 45.2 W 65.9 W 77.9 W
Ut (mm.s−1) 5.93 8.17 9.27 9.80

6.4.3 Vitesses moyennes

Si on reprend la série d’expériences réalisée avec une puissance de 45.2 W, on peut appliquer
la transformation de redressement T sur l’ensemble du fichier ([JCT10a]). Une fois l’écoulement
redressé, on obtient les champs de vitesses axiaux 〈w〉t et transversaux 〈u〉t suivants :
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Fig. 6.15 – Champs de vitesses redressées moyens

Sur la figure 6.15, on peut constater que le champ de vitesses correspond bien à un écoulement
où le flux est montant à gauche et descendant à droite. L’écoulement est bien dans la configuration
φg. L’ordre de grandeur de la vitesse axiale est le centimètre par seconde. Enfin, la vitesse axiale
peut être considérée comme invariante selon la coordonnée z. Dans toute la zone d’intérêt, on
pourra écrire 〈w〉t sous la forme :

〈w〉t(x, z) = 〈w〉t(x) (6.17)

De la même manière, sur la figure 6.15, le champ de vitesses 〈u〉t est quasi nul sur toute la zone
d’intérêt. Les deux seules zones où la vitesse transverse est non nulle se situent au voisinage des
extrémités du canal. Comme on peut le voir sur cette figure, les effets d’entrée et de sortie du canal
seront localisés sur quelques centimètres. Dans tout le reste du canal, la vitesse selon l’axe x pourra
être considérée comme invariante selon z et elle pourra même être supposée nulle car l’amplitude
de 〈u〉t est plus de trente fois plus petite que 〈w〉t. Ainsi on pourra écrire que

〈u〉t(x, z) ' 0 (6.18)

Ce résultat est intéressant car dans [Gib07], le champ de vitesses transverses obtenu dans le ca-
nal décrit dans la partie 5.1.2 ne possédait pas de zone dans laquelle elle pouvait être considérée
comme nulle. En effet, le canal n’étant pas assez long, il avait supposé que la non nullité de la
vitesse transverse était uniquement due aux effets de bouts de son canal. Nous venons de valider
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pourra écrire 〈w〉t sous la forme :

〈w〉t(x, z) = 〈w〉t(x) (6.17)

De la même manière, sur la figure 6.15, le champ de vitesses 〈u〉t est quasi nul sur toute la zone
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Fig. 6.18 – Champs moyens des fluctuations transverses et axiales de vitesses.

Si on analyse ces champs de vitesses, on peut affirmer qu’ils sont relativement homogènes et que
les fluctuations axiales sont plus homogènes que les transverses. D’après 6.18, les champs moyens
des fluctuations peuvent être considérés comme invariant dans la direction (Oz). Les fluctuations
ne dépendant pas de la coordonnée z, il est possible de faire comme pour les champs de vitesses
moyens, une moyenne spatiale sur toute la hauteur du canal. Sur la figure 6.19, on a représenté
à titre d’exemple à la fois la moyenne temporelle et la moyenne spatiale sur z du profil des fluc-
tuations de vitesses transverse et axiale de l’écoulement redressé. On rappelle que ces fluctuations
correspondent à une puissance de 45.2 W.
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Fig. 6.19 – Profils moyens des fluctuations de vitesses axiale et transverse.

A partir de 6.19, on peut affirmer que le profil des fluctuations axiales est plat. Ces fluctuations
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A partir de 6.19, on peut affirmer que le profil des fluctuations axiales est plat. Ces fluctuations
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Figure 4.11 – Mesures par vélocimétrie par images de particules.

13

−5 0 5
10

−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

v’z /<v’2z >1/2

<
v’

2 z
>

1/
2 pd

f(
v’ z

)

Figure 10. Pdfs of the vertical velocity fluctuations, for the different applied
powers P . Once normalized to their rms value, all pdfs merge together.

bar, the difference between 0.3 and 0.4 cannot be considered significant. On the other hand, we
confirm that Pr turb is significantly smaller than 1 with this flow geometry.

Note that, within the same approximations, 2o can be written as

2o '
πτxz,o

gα(x+ − x−)
= βd τ̃

πd

(x+ − x−)
. (32)

Again, the constant value of τ̃ when P is varied guarantees a constant value for 2o/βd.
The transverse mean temperature gradient is proportional to the vertical one.

6. One-point statistics

In this section, we examine the one-point statistics of the vertical and horizontal velocity
fluctuations, respectively v′

z and v′

x . The comparison between them, and with the temperature
fluctuations, reveals some apparent contradictions that we shall discuss.

Figure 10 shows the probability density function (pdf) of v′

z, normalized to its rms, for the
four considered input powers. Clearly the shape of these pdfs does not depend on P and is very
close to Gaussian. This is indeed the case in most of the turbulent flows. The surprise comes
when comparing to the temperature pdf. The one shown in figure 11 corresponds to P = 65.9 W.
Obviously, we cannot distinguish here between ψ = 1 and ψ = −1, which slightly deforms the
pdf. On the other hand, the width of this distribution is much larger than the value of2o (0.25 ◦C
here), and the shape of the pdf is close to Gaussian.

This is rather surprising. Looking at the equations, at large scales, the temperature seems
to balance with the velocity squared, but a relation like

T ′
= av′

z

√
v′2

z (33)

would not be consistent with both T ′ and v′

z being Gaussian.
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values. Note the exponential shape for small amplitudes.

This gives

v′

x '
v′2

z `

ν turb
, (37)

which explains why v′

x behaves as v
′2
z while its variance scales as the v′

z one.
To conclude this section, we note that assuming the fluctuations follow the macroscopic

rules, as is generally admitted in statistical physics, well explains the respective shapes of
temperature, v′

z and v′

x pdfs.

7. Two-point statistics

This section is devoted to the study of two-point correlations through the statistics of velocity
differences,

δiv j = v j(xi + a)− v j(xi), (38)

where i = x, z indicates the orientation of the vector joining the two points (e.g. xz = z) and
j = x, z indicates the velocity component whose difference is taken.

For instance, figure 13 shows the pdfs of the vertical velocity component differences on
various vertical distances.

Several remarks can be made. Firstly, these pdfs have a clear dissymmetry (skewness), the
negative wing being fatter than the positive one. As we are considering longitudinal differences,
this feature is similar to what occurs in isotropic turbulence. Secondly, the shape of the pdfs
changes with distance. Again, this corresponds to intermittency in isotropic turbulent flows.
Finally, the obvious change in width can be characterized by the second-order structure function,
〈(δzvz)

2
〉(a). This is shown, for each applied power, in figure 14.

Let us begin with the skewness. If we have time-reversal symmetry for the problem at
hand, the skewness would be zero. The dissipated power per unit mass, ε, which breaks the

New Journal of Physics 12 (2010) 075024 (http://www.njp.org/)

Figure 4.12 – Distribution des fluctuations des vitesses (normalisée par l’écart-type) selon l’axe du
canal (à gauche) et selon l’axe transverse (à droite).
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4.4 Convection par chauffage des couches limites

4.4.1 L’idée originale de Bouillaut et al.

L’idée originale vient de V. Bouillaut, S. Lepot, S. Aumâıtre et B. Gallet [2; 3]. Il s’agit
de reproduire en laboratoire des processus observés dans l’atmosphère où le chauffage du
fluide est réalisé par rayonnement. Au lieu d’injecter l’énergie par l’intermédiaire d’une plaque
horizontale chauffée, [2; 3] ont développé une expérience de RB modifiée dans laquelle l’énergie
est fournie directement au sein du fluide en utilisant une lampe de forte puissance. Cette
technique astucieuse permet de ne chauffer que la couche limite inférieure, ce qui pourrait
faciliter sa destabilisation et la transition vers le régime ultime. Les conditions aux limites
sont donc bien différentes de celles de RB : la plaque inférieure est isolée thermiquement ce
qui entrâıne un flux nul en z = 0 (voir Fig. 4.13). Le chauffage par absorption de lumière est
modélisé par un terme de source variant selon une loi exponentielle :

qv(z) = Q

l
exp

(
−z
l

)
, (4.15)

avec Q le flux total rayonné par la source de lumière (en W/m2) et z la coordonnée verticale
avec z = 0 au niveau de la plaque inférieure. La longueur caractéristique l peut être ajusté
en modifiant la quantité de colorant présente dans l’eau. [2; 3]. La principale difficulté à
l’interprétation de cette expérience originale vient du fait que le processus ne peut pas être
stationnaire puisque de l’énergie est injectée. Il faudrait un système de refroidissement en
volume équivalent au chauffage, ce qui parait difficile à trouver. Cependant, [2; 3] ont montré
qu’en considérant la différence de température (non stationnaire) entre la plaque et le fluide
loin du chauffage (z � l), il y a équivalence entre leur expérience et une expérience de RB
pour l→ 0. La modélisation théorique que j’ai proposé fait intervenir un refroidissement avec
un terme source qv(z) négatif :

qv(z) = −Q
l

exp
(
−h− z

l

)
, (4.16)

avec qv(h) = Q/l et qv(z) → 0 lorsque z � h. En considérant (4.15) et (4.16), le profil
de qv est tracé sur les figures 4.13 pour l < δT (à gauche) et l > δT (à droite). δT est
l’épaisseur des couches thermiques inférieure et supérieure qui dépend du Rayleigh mais aussi
de l. Contrairement à une expérience de RB, le flux thermique qui traverse le fluide (Φ(z))
n’est pas constant, il s’annule au niveau de plaques. Cependant, dans le cœur de RB pour
l� z � h− l, le flux est constant et égal à Q comme pour une cellule de RB. Le nombre de
Nusselt est alors défini en utilisant Q :

Nu = Qh

λ∆T , (4.17)

4.4.2 Modèles théoriques

J’ai étendu les différents modèles théoriques de RB au cas présenté précédemment. Le
modèle simple de Malkus et Priestley (1954) [6; 7] n’a pas été très compliqué à adapter
au cas du chauffage par rayonnement. J’ai alors remarqué un très bon accord entre mes
prédictions théoriques et les expériences de Bouillaut et al. J’en ai tiré deux conclusions :
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2 M. Creyssels
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Figure 1. Modified RB experiment in the case of l/δT < 1 (left) and in the case of l/δT > 1
(right). The heat is injected in volume near the lower plate (red zone) while the fluid is cooled
in volume near the upper plate (blue area), both with a characteristic length l. The two thermal
boundary layers with a width of δT are also displayed (hatched areas). The profiles of the

volumetric (positive and negative) power source (qv), the mean heat flux (Φ) and the mean

temperature (T ) are also shown for each case.

heating plate and the fluid above it. In their experiment, the lower plate is transparent
and the working fluid is a homogeneous mixture of water and dye. A powerful spotlight
placed under the lower plate shines through the fluid, and the light, after passing through
the transparent plate, is absorbed by dye and therefore by the fluid located near the plate.
According to the Beer-Lambert law, this kind of heating corresponds to a volume heat
source that decays exponentially from the lower plate to a characteristic height l, leading
to a local heating of the following form:

qv(z) =
Q

l
exp

(

−z

l

)

, (1.1)

where Q is the total heat flux radiated by the spotlight into the fluid (in W/m2) and z
is the vertical coordinate with z = 0 on the lower plate. The characteristic height l can
be changed since it is inversely proportional to the dye concentration. Hereafter, (1.1) is
assumed to be valid even if the model proposed in this article can easily be generalized
to other forms of local heating rates.
Lepot et al. (2018); Bouillaut et al. (2019) and Doering (2019) claimed that the study

of this type of modified RB experiments should allow progress in understanding turbulent
convection in both natural flows and a conventional RB cell. Indeed, in many geophysical
and astrophysical flows, convection is driven by internal heating due to, for example, the
radioactive decay in the Earth’s mantle or the thermonuclear reactions in stars. It is
therefore easy to understand that a modified RB experiment is a first approach to model
turbulent flows in natural systems even if Ra numbers are very different. In addition this
work also aims to provide interesting information on turbulent convection. Indeed, heat
transport in a conventional RB cell is essentially controlled by the thermal boundary
layers near the plates and their stability explains the difference between the two theories
of convection (the classical and the ultimate). To investigate these boundary layers, the
location of the heat sources can be easily changed by adjusting the absorption height
l (Lepot et al. 2018; Bouillaut et al. 2019). This is a similar approach to that used by
other authors, which consists of replacing the lower and upper plates with rough plates
(Shen et al. 1996; Roche et al. 2001; Qiu et al. 2005; Stringano et al. 2006; Tisserand

Figure 4.13 – Expérience de RB modifiée avec l/δT < 1 (à gauche) et l/δT > 1 (à droite). Le fluide
est chauffé en volume (région en rouge) et refroidi en volume également (région bleue). Les 2 couches
limites dépaisseur δT sont représentées par les zones hachurées. Les profils de la source d’énergie
positive et négative qv, du flux thermique moyen Φ et de la température moyenne sont également
indiqués.

- Tout d’abord, les résultats de Bouillaut et al. sont en parfait accord avec un modèle de
convection dans un régime classique. Il est d’ailleurs raisonnable de croire que la convection
produite par éclairage reste dans le régime classique. Il est en effet peu probable que cette
technique permette de fournir assez d’énergie afin de faire transiter la couche limite vers le
régime ultime. J’ai passé 2 ans à chercher le régime ultime avec des systèmes de chauffage
beaucoup plus puissants sans succès.

- Le bon accord entre la théorie est les expériences m’ont convaincu que la méthode que
j’avais développé pour étendre les théories de RB au cas de chauffage en volume était très
solide. Et donc, j’ai étendu les autres théories plus compliquées, comme celles de Kraichann [8]
ou encore de Grossmann et Lohse [10; 11]. Il a été ainsi plus facile de publier ces modifications
de théorie en utilisant des théories plus récentes.

Je ne présente ici que la méthode pour étendre la théorie de Malkus (Eq. 4.2). Pour les
autres théories, vous pouvez vous référer à : Creyssels, J. Fluid Mech., 2020.

L’hypothèse de base est que la convection générée est très similaire à celle observée pour
RB. En particulier, l’épaisseur des couches limites est donnée par l’équation 4.1 :

δT
h

= 1
2Nu0(Ra, Pr) , (4.18)

avec Nu0 le Nusselt d’une expérience de RB. En régime stationnaire, l’équation de conserva-
tion de l’énergie moyennée sur une section horizontale s’écrit :

d(w′T ′)
dz − λd2T

dz2 = qv(z). (4.19)

Dans chaque couche limite, la convection est négligée et l’intégration de (4.19) donne :

Th − T (z) = Qh

λ

{
z

h
− l

h
[1− exp(−z/l)]

}
. (4.20)
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Figure 4.14 – Rapport des nombres de Nusselt en function de l̃ × Nu0. Ymboles colorés : résultats
expérimentaux de [3] avec l̃ = 0.0015 (?), l̃ = 0.003 (+), l̃ = 0.006 (♦), l̃ = 0.0012 (∗), l̃ = 0.0024 (�),
l̃ = 0.048 (B), l̃ = 0.05 (◦), l̃ = 0.096 (∇). Ligne noire discontinue : modèle de Malkus [6] adapté au
cas du chauffage par rayonnement, Eq. (4.22), pas de paramètre ajustable. Ligne pleine bleue : modèle
adapté de Grossmann et Lohse [10] pour le régime IVu, pas de paramètre ajustable. Symboles gris :
modèle adapté de Grossmann et Lohse [11] en considérant 1 mélange des 8 régimes et sous-régimes
(Iu, Il, ..., IVu, IVl). Lignes rouges supérieures : regime proposé par Kraichnan [8], appelé régime
ultime par [9], et adpaté ici au cas du chauffage par rayonnement en supposant que le Reynolds est
égal à Re0 = 1000 (ligne en pointillés) ou Re0 = 1010 (ligne discontinue). Pour plus d’explications,
voir Creyssels, accepté à J. Fluid Mech., 2020.

Pour z = δT et en utilisant la définition du nombre de Nusselt (4.17), (4.31) devient :

1
2Nu = δT

h
− l

h
[1− exp(−δT /l)]. (4.21)

En utilisant (4.18), (4.21) devient :

Nu

Nu0
= 1

1− 2 l̃ Nu0
[
1− exp

(
− 1

2 l̃ Nu0

)] . (4.22)

Dans (4.18) et (4.22), Nu0 est le nombre de Nusselt pour une expérience classique de RB
mais Nu0 représente aussi la limite de Nu lorsque l̃ = l/h → 0. Même si Nu dépend des
2 paramètres l̃ and Ra, (4.22) montre que le rapport des Nusselt est une fonction du seul
paramètre l̃×Nu0. C’est le principal résultat de cette analyse théorique et il est bien vérifié
par les résultats expérimentaux de Bouillaut et al. (voir paragraphe suivant).

4.4.3 Comparaison entre les modèles théoriques et les résultats expérimentaux

Le rapport des Nusselt Nu/Nu0 mesuré par [3] est tracé sur la figure 4.14 accompagné
des prédictions théoriques obtenues en adaptant les théories de Malkus (4.22), de Kraich-
nan pour le régime ultime et de Grossmann et Lohse. Un bon accord est observé entre les
résulats expérimentaux et les modèles de Malkus et Grossmann et Lohse, montrant que ces
expériences sont bien dans le régime classique pour lequel Nu0 varie presque comme Ra1/3.
En revanche, les prédictions pour le régime ultime sont clairement décalés par rapport aux
résultats expérimentaux.
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Figure 1. Temperature and heat flux profiles observed in the case of a RB experiment (left),
and in the case of an IH convection experiment (right). The upper and lower thermal boundary
layers of thickness δtop and δbot are also displayed.

single cell, there are both positive and negative vertical mean temperature gradients (see
Fig. 1). This leads to both turbulent convection and a stably stratified lower boundary
layer. Therefore, the experiments on RB and IH convection have some similarities but
also some differences, as shown in Fig. 1. For both cases, the mean temperature is almost
constant in the middle of the cell and we call it the temperature of the bulk flow (T b).
At high Ra numbers and assuming negligible non-Boussinesq effects, T b is equal to the
average of the top and bottom plate temperatures for a RB experiment, while T b is the
maximum of the mean temperature in an IH convection cell. Besides, the two thermal
boundary layers located near the top and bottom plates have the same thickness for a
RB experiment. On the contrary, heating in volume leads to an asymmetry between the
two thermal boundary layers. The upper boundary layer is similar to that observed in
a RB experiment, whereas in the lower boundary layer, the mean temperature gradient
tends to stop convective flows produced in the upper region of the cell. Consequently,
in an IH convection cell, the thickness of the lower boundary layer is greater than that
of the upper boundary layer (δbot > δtop). In addition, the difference in thickness must
increase as the Rayleigh number increases. Likewise, at a fixed Ra number, the mean
vertical heat flux is constant for a RB experiment and is given by the Nusselt number
as ΦRB = NuRB

λ∆T
h . In contrast, in an IH convection cell, the heat produced inside the

fluid is evacuated through both lower and upper boundaries, leading to a mean vertical
heat flux that changes sign from the bottom plate to the top plate. As the mechanisms
that drive the two thermal boundary layers are different, the heat fluxes at the lower and
upper plates are not equal in absolute value. A coefficient α can be defined to quantify
this down-up asymmetry. Indeed, the fraction of heat produced inside the fluid flowing
outwards from the bottom plate can be written as

qbot = (
1

2
− α)q, (1.3)

leading to a heat flux at the bottom plate equal to −qboth~ez. In steady state, energy
conservation yields to a heat flux that leaves through the top plate as qtoph~ez, with

qtop = (
1

2
+ α)q. (1.4)

Figure 4.15 – Profils de temperature et de flux thermique observés pour une expérience de RB (à
gauche), et pour une expérience de convection générée par chauffage uniforme en volume (à droite).
Les couches limites inférieure et supérieure d’épaisseurs respectives δbot et δtop sont aussi représentées.
Pour l’expérience de chauffage en volume, δbot > δtop.

4.5 Convection et stratification

4.5.1 Description de l’écoulement et lois d’échelle obtenues dans la littérature

Le succès des considérations théoriques précédentes m’a poussé à aller beaucoup plus loin
dans l’application de ma méthode d’extension des modèles théoriques de RB aux systèmes de
convection plus complexes. Ici, on s’éloigne un peu plus de l’expérience standard de RB car les
températures des plaques inférieure et supérieure sont maintenues à température constante et
égale (voir Fig. 4.15). La convection est générée en imposant une source d’énergie constante
et uniforme (q) dans tout le volume du fluide. Dans ce cas, la symétrie observée pour une
cellule de RB disparâıt car la partie du fluide située dans la zone supérieure de la cellule est
instable générant de la convection, alors que la partie du fluide située dans la zone inférieure
est stratifiée. C’est un bon exemple d’expériences en laboratoire (ou de systèmes d’ingénierie)
pour lesquels la convection et la stratification se supersposent et interragissent. Le fluide
convectif tend à dé-stratifier le fluide inférieur et le fluide stratifié tend à ralentir le fluide
supérieur, notamment l’écoulement dit de grande échelle. Etant donné qu’il n’y a pas de
différence de température entre les plaques et que le paramètre de contrôle est la puissance
volumique q, le nombre de Rayleigh est défini de la manière suivante dans cette situation :

R = gβqh5

λνκ
, (4.23)

La dissymétrie entre les deux couches limites induit également une dissymétrie entre la valeur
absolue des flux thermiques (qbot pour la plaque inférieure, qtop pour la plaque supérieure)
qui s’évacuent au niveau des 2 plaques horizontales. Le profil du flux thermique en fonction
de z est tracé sur la figure 4.15. On définit alors un coefficient α tel que :

qbot = (1
2 − α)q (4.24)

qtop = (1
2 + α)q. (4.25)
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La conservation de l’énergie est donc vérifiée : qbot + qtop = q. A chaque plaque horizontale
est associé un nombre de Nusselt :

Nubot = qboth
2

λ∆T , (4.26)

Nutop = qtoph
2

λ∆T , (4.27)

avec ∆T = 2(Tb − T0). Tb est la température moyenne dans le centre de la cellule, appelé
également température maximale (voir le profil de la température moyenne sur la figure
4.15). Dans la littérature, Tb − T0 est prise comme différence de température caractéristique,
il y a donc un facteur 2 entre les définitions des Nusselt choisies ici et celles utilisées dans
la littérature. Les définitions adoptées ici permetent d’obtenir que Nubot → NuRB lorsque
R→∞.

Les nombres de Nusselt Nutop et Nubot ont été mesurés à l’aide d’expériences en labora-
toire et de simulations numériques (voir [1] et la tableau 1 de mon article

Les modèles théoriques qui suivent sont basés sur une similitude forte entre les parties
hautes de la cellule de convection générée par chauffage interne et celle de RB. Même si R
est le paramètre de contrôle de la convection, un nombre de Rayleigh équivalent à une cellule
de RB peut être défini :

Ra = gβ∆Th3

νκ
, (4.28)

avec toujours ∆T = 2(Tb−T0). Cependant, Ra doit être mesuré comme les nombres de Nus-
selt. Les modèles qui suivent fournissent des prédictions théoriques pour Ra, Nubot, Nutop et
α en fonction de R et du nombre de Prandtl. En fait, seulement 2 variables sont indépendantes
car les 2 Rayleigh sont liés par la relation suivante :

Ra = R

Nubot +Nutop
. (4.29)

Il faut donc 2 modèles : l’un pour décrire la convection qui a lieu majoritairement dans la
partie haute de la cellule, et un deuxième pour évaluer le flux thermique dans l’écoulement
stratifié situé dans la partie basse de la cellule.

4.5.2 Modèle pour le Nusselt de la plaque supérieure

Ce modèle est une copie de celui obtenu dans la section 4.4. L’épaisseur de la couche
limite supérieure est controlée par la différence de température −T0 = ∆T/2, la hauteur de
la cellule et le nombre de Prandtl. Ainsi :

δtop
h

= 1
2NuRB(Ra, Pr) . (4.30)

Dans la couche limite thermique et en régime stationnaire, l’équation de l’énergie exprime
que l’apport d’énergie volumique q est évacué par conduction. Son intégration donne :

T (z)− T0 = qtoph
2

λ

z

h

[
1− z

(1 + 2α)h

]
. (4.31)
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Pour obtenir (4.31), nous avons utilisé : λdT
dz = qtoph et T = T0 for z = 0. En affirmant que

T (δtop) = et en utilisant (4.27) et (4.30), (4.31) devient :

NuRB
Nutop

= 1− 1
2(1 + 2α)NuRB

. (4.32)

L’équation (4.32) fournit une prédiction théorique de Nutop en fonction des 2 paramètres :
NuRB et α. Elle montre que Nutop est proche de NuRB. En revanche, les variations de α
avec Ra nécessite un deuxième modèle.

4.5.3 Modèle pour le Nusselt de la plaque inférieure

Dans la couche limite inférieure, l’intégration de l’équation de l’énergie fournit une équa-
tion similaire à (4.31)] :

T (z)− T0 = qboth
2

λ

z

h

[
1− z

(1− 2α)h

]
. (4.33)

Nous obtenons ainsi :
1

2Nubot
= δbot

h

(
1− 1

1− 2α
δbot
h

)
. (4.34)

Contrairement à la couche limite supérieure, la couche limite inférieure ne ressemble pas à celle
de RB car le gradient de température est possitif (stratification). Néanmoins, l’épaisseur de
la couche limite inférieure reste controlée, certes indirectement, par Ra. En effet, le Rayleigh
contrôle l’intensité de l’écoulement dit de grande échelle qui balaie la couche limite. Le modèle
suppose ici que la couche limite ressemble à celle de la convection forcée, type Blasius. δbot se
modélise donc de la manière suivante :

δbot
h

= A

Pr1/3Re1/2 . (4.35)

avec Re(Ra, Pr). Une bonne approximation est de supposer que Re = ReRB, c’est à dire le
Reynolds mesuré dans le cas d’une convection de type RB. En utilisant (4.35), (4.34) devient

Nubot = Pr1/3Re
1/2
RB

2A
[
1− A

1−2αPr
−1/3Re

−1/2
RB

] . (4.36)

Les 3 fonctions Nutop, Nubot et α ne sont pas indépendantes les unes des autres :

Nutop
Nubot

= 1 + 2α
1− 2α. (4.37)

En utilisant (4.32), (4.36) et (4.37), les variations de α avec Ra et Pr sont prédits :

2α =
1− A

Pr1/3Re
1/2
RB

− Pr1/3Re
1/2
RB

2ANuRB

(
1− 1

2NuRB

)
1 + Pr1/3Re

1/2
RB

2ANuRB

. (4.38)
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Figure 3. (a) Circles: δbot/h versus Ra from Goluskin & van der Poel (2016) using (4.9).
Solid line: model given by (4.8). Squares: α versus Ra from Goluskin & van der Poel (2016).
Dashed and dotted lines: model given by (4.10) and its limit (4.11) when Ra → ∞. Also shown:
δbot/h (upper dots) and α (lower dots) calculated from Kulacki & Goldstein (1972). (b) Nutop

(squares) and Nubot (circles) versus R from Goluskin & van der Poel (2016). Dots: Kulacki
& Goldstein (1972). Dashed line: (2.4). Solid line: (3.4). R is given by (2.2). The dotted lines

represent the limits of (2.4) and (3.4) when R → ∞: Nutop ∼ NuRB and Nubot ∼ R1/6.

Using (4.2), (3.6) becomes

2α =
1−A(RaNuRB)

−1/6 − 1
2ARa1/6Nu

−5/6
RB

(

1− 1
2NuRB

)

1 + 1
2ARa1/6Nu

−5/6
RB

. (4.10)

Figure 3 (a) shows again a good agreement between the model (4.10) and the experimen-
tal and numerical results. It can be noted that the model needs two adjustable parameters
i.e. A and the prefactor of the power-law for NuRB. However, A is of order 1 (A = 2.63
is chosen to fit the data), in agreement with the theory of Blasius (see discussion on this
in section 3). Secondly, the prefactor 0.112 for NuRB = 0.112×Ra0.3 is very close to the
value obtained in RB experiments (see Fig. 2). Finally, when Ra → ∞, α tends to 1/2
and (4.10) becomes

α ≈
1

2
−

1

2A
Ra1/6Nu

−5/6
RB ≈

1

2
− 1.18 · Ra−1/9. (4.11)

In figure 3 (b), the top and bottom Nusselt numbers are plotted against the Rayleigh
number defined for IH convection (R). Again, the model predicts with a good precision
the variations of Nutop and Nubot with R. Unexpectedly, figure 3 (b) shows that Nutop

can be approximated by NuRB ∼ RθRB/(1+θRB) (Eq. 4.5) for both small and large
Rayleigh numbers. On the contrary, the model predicts that Nubot behaves as R

1/6 only
for very high Rayleigh numbers. Thus, it explains why the exponents given by previous
authors increase from 0.10 to 0.17 when the R numbers investigated increase, to reach
approximately 1/6 when R > 1010 (Table 1).

4.3. Evolution of Nutop and Nubot with Pr

Figures 4 (a) and (b) compare model predictions and the results of Goluskin & van der
Poel (2016) for Pr numbers ranging from 0.1 to 10, with R = 2 · 107. First, using (4.7),
NuRB obtained from IH convection simulations is close to NuRB calculated from RB
convection (Fig. 4a). Multiplying Grossmann & Lohse (2001) prediction by a constant
value of 0.8 represents a very good fit of NuRB from the data of Goluskin & van der Poel

Figure 4.16 – Comparaison entre les 2 modèles théoriques présentés et les résulats numériques de
[12] (ronds) et les résultats expérimentaux de [13] (points).

4.5.4 Comparaisons modèles/résultats de la littérature

Pour 105 ≤ Ra ≤ 1012, l’ensemble des résultats de la littérature converge vers :

NuRB ∼ PrγRBRaθRB , (4.39)

avec γRB ≈ 0 et 0.29 ≤ θRB ≤ 0.33. De plus, en écrivant que le nombre de Richardson dans
le cœ]ur de l’écoulement de RB est de l’ordre de 1, l’équatuion suivante est obtenue :

ReRB ≈
(NuRBRa)1/3

Pr2/3 . (4.40)

En utilisant (4.39) et (4.40), les limites de (4.29), (4.32) et (4.36) deviennent

Ra ≈ R

NuRB
∼ Pr

γRB
1+θRBR

1
1+θRB , (4.41)

Nutop ≈ NuRB ∼ Pr
γRB

1+θRB R
θRB

1+θRB , (4.42)

Nubot ≈
R1/6

2A ∼ R1/6. (4.43)

Ainsi : Nubot ∼ R1/6 et Nutop ∼ RθIH avec 0.22 ≤ θIH ≤ 0.25, en bon accord avec les résultats
expérimentaux et numériques. La figure 4.16 présente une comparaison plus fine entre les
modèles théoriques et les résulats numériques de [12] (ronds) et les résultats expérimentaux
de [13] (points).

4.6 Perspectives

Les résultats de ce chapitre concernent des systèmes de convection présentant des petites
différences par rapport au modèle standard de RB. Comme souligné dans le paragraphe
enjeux pour l’ingénierie et l’environnement, ces systèmes présentent l’avantage de posséder
un peu plus d’ingrédients physiques correspondant aux systèmes naturels ou d’ingénierie.
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Les modèles théoriques développés ici s’appuient sur les connaissances de la structure de
l’écoulement de RB et ils correspondent à des extensions des modèles théoriques de RB. On
peut envisager une poursuite de ces travaux dans le cas de systèmes plus complexes mêlant
convection turbulente, stratification, ondes internes... Une autre motivation personnelle est
d’apporter une petite contribution à la compréhension du système RB en tant que tel.

4.7 Références

[1] D. Goluskin. Internally Heated Convection and Rayleigh-Bénard Convection. Springer,
2015.
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