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Chapitre 1

Introduction

Les phénomènes physiques peuvent être extrêmement variés, allant de la propagation
des ondes dans un milieu, aux écoulements de fluides, à la diffusion de la chaleur, aux
vibrations des structures, aux phénomènes électromagnétiques, etc. La modélisation
mathématique consiste à représenter ces phénomènes sous forme de relations, en utilisant
des équations et des concepts appropriés. L’objectif est de comprendre le comportement
du système étudié, de prédire son évolution dans le temps et dans l’espace, et éventuelle-
ment de prendre des décisions éclairées en fonction des résultats obtenus.

La modélisation mathématique aboutit souvent à l’obtention d’équations aux dérivées
partielles (EDP) qui sont un outil fondamental en mathématiques appliquées pour la
modélisation des phénomènes physiques. Elles permettent de décrire et d’analyser des
systèmes dynamiques complexes en prenant en compte les variations spatio-temporelles
des grandeurs physiques. Ces équations aux dérivées partielles expriment les relations
entre les dérivées partielles des variables impliquées, telles que la position, le temps, la
température, la pression, la vitesse, etc. Elles capturent ainsi les comportements chan-
geants des phénomènes physiques et permettent de formuler des modèles mathématiques
précis pour les étudier.

La résolution des équations aux dérivées partielles peut se faire de différentes manières.
Dans certains cas, il est possible d’obtenir des solutions analytiques exactes, qui fournissent
une compréhension profonde du système étudié. Cependant, la plupart du temps, ces
équations sont si complexes qu’il est nécessaire d’utiliser des méthodes numériques pour les
résoudre de manière approximative. Ces méthodes impliquent la discrétisation de l’espace
et du temps, et la transformation des équations en un système d’équations aux différences
ou aux intégrales. Ces systèmes sont ensuite résolus numériquement à l’aide d’algorithmes
appropriés, permettant d’obtenir des solutions numériques qui approchent la réponse du
système réel.

1.1 Méthodes numériques pour la résolution d’EDP

Les méthodes numériques de résolution des équations aux dérivées partielles (EDP)
sont des approches mathématiques utilisées pour obtenir des approximations des solutions
de ces équations sur des domaines discrétisés.
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2 Introduction

1.1.1 Quelques schémas numériques

L’une des méthodes numériques les plus couramment utilisées pour résoudre les
EDP est la méthode FD pour Finite Difference [Forsythe et al., 1961, Smith, 1985,
Stummel, 2006]. Cette méthode consiste à discrétiser l’espace et le temps, en remplaçant
le domaine continu par une grille de points discrets. Les dérivées spatiales et temporelles
sont ensuite approximées à l’aide d’opérateurs de différences finies. Les équations aux
dérivées partielles sont transformées en un système d’équations algébriques, qui peut être
résolu numériquement à l’aide de techniques d’algèbre linéaire.

Une autre méthode numérique couramment utilisée est la méthode FEM pour Fi-
nite Element Method [Zienkiewicz and Taylor, 2005, Norrie and De Vries, 2014]. Cette
méthode repose sur la discrétisation du domaine continu en éléments finis, tels que des
triangles ou des quadrilatères pour les problèmes en deux dimensions, ou des tétraèdres
ou des hexaèdres pour les problèmes en trois dimensions. Les fonctions de base sont dé-
finies sur ces éléments finis, et la solution de l’EDP est approximée par une combinaison
linéaire de ces fonctions de base. Le problème continu est alors transformé en un système
d’équations linéaires.

Les méthodes FV pour Finite Volume [LeVeque, 2002, Barth and Ohlberger, 2003]
constituent une autre approche couramment utilisée pour résoudre les EDP. Elles
consistent à discrétiser le domaine en volumes, tels que des cellules polyhédrales, et à
approximer les flux à travers les interfaces des volumes. Les schémas FV se base sur une
écriture sous forme conservative des équations permettant de faire apparaître le flux, par
la suite discrétisé en utilisant des schémas de flux numériques, tels que le schéma de
Lax-Friedrichs ou le schéma de Roe.

La méthode DG pour Discontinuous Galerkin [Arnold et al., 2000, Rivière, 2008] com-
bine des aspects de la méthode des éléments finis et des méthodes de volumes finis. Elle
consiste à diviser le domaine en éléments finis et à approximer la solution par des fonc-
tions discrètes définies localement sur chaque élément. Contrairement à la méthode des
éléments finis, la méthode DG permet des discontinuités de la solution entre les éléments.
Les flux entre les éléments sont pris en compte par des termes de saut, qui sont intégrés
dans le système d’équations. Cette méthode permet d’obtenir une montée en ordre dans
les schémas FV sur le même principe que pour les FE d’ordre élevé.

Les méthodes SD pour Spectral Difference sont des méthodes numériques basées
sur l’approximation des dérivées partielles à l’aide de fonctions de base spectrale
[Liu et al., 2006, Van den Abeele et al., 2008]. Elles utilisent des polynômes ou des séries
de fonctions orthogonales pour représenter la solution de manière très précise et comme
pour les FD décrivent une approximation forte des EDP. Les différences spectrales offrent
une convergence rapide et une haute précision pour les solutions régulières. Cependant,
elles peuvent être plus complexes à mettre en œuvre et nécessitent souvent des grilles
régulières pour optimiser les performances.

La méthode BEM pour Boundary Element Method, également connue sous le
nom de méthode des éléments de frontière, est une méthode numérique qui se
concentre sur la discrétisation de la frontière du domaine plutôt que sur l’intérieur
[Nédélec, 2001, Wu, 2002, Kirkup, 2019]. Elle permet de réduire la dimension du
problème en transformant l’EDP en une équation intégrale définie sur la frontière
ensuite approchée par une représentation FE. Cette méthode se révèle particulièrement
avantageuse pour les situations où la géométrie du problème est bidimensionnelle, car
elle permet d’éviter la complexité liée à la discrétisation de l’intérieur du domaine. De
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plus, elle est particulièrement efficace lorsque la solution est régulière le long de la frontière.

Toutes ces méthodes numériques partagent un point commun fondamental : la discré-
tisation du domaine de calcul. En effet, pour pouvoir effectuer des calculs numériques sur
ordinateur, il est nécessaire de représenter le domaine continu par un maillage discret.
La discrétisation du domaine consiste à subdiviser l’espace en un ensemble fini de points,
d’éléments ou de volumes de contrôle. Cette subdivision permet de représenter le problème
continu sous une forme discrète, ce qui facilite la résolution numérique. En décomposant le
domaine en éléments discrets, on réduit la complexité du problème et on le transforme en
un ensemble de calculs dénombrables (finis). Le maillage utilisé peut prendre différentes
formes en fonction de la nature du problème et des exigences spécifiques.

1.1.2 Influence du maillage

Le choix du maillage et sa qualité ont un impact significatif sur la précision, la stabi-
lité, l’efficacité et l’exactitude des résultats numériques obtenus. Dans cette partie, nous
explorons l’influence du maillage sur les schémas numériques utilisés pour résoudre des
problèmes physiques en sciences et en ingénierie.

1.1.2.1 Précision de la solution

La question de la précision des résultats dans le contexte de la modélisation numérique
est étroitement liée à la qualité du maillage utilisé. Un maillage finement discretisé offre
une représentation plus fidèle de la géométrie sous-jacente et des variations spatiales des
phénomènes analysés. Cette approche permet de capturer de manière plus précise les
gradients élevés présents dans les solutions, ce qui se traduit par des résultats numériques
d’une plus grande exactitude. Par exemple, dans la simulation de fluides, un maillage fin
peut mieux représenter les tourbillons et les interactions complexes entre les particules
fluides. De même, dans la modélisation de structures, un maillage fin peut aider à capturer
les déformations locales avec une plus grande précision.

À l’opposé, l’utilisation d’un maillage grossier peut introduire des erreurs substantielles
dans les solutions numériques. En effet, les variations spatiales et les détails géométriques
sont sous-représentés dans un maillage grossier, ce qui peut conduire à des estimations
biaisées ou incorrectes des phénomènes étudiés. Les gradients élevés ne sont pas correc-
tement résolus, ce qui peut aboutir à des approximations inexactes et des prédictions
éloignées des véritables comportements.

1.1.2.2 Temps de calcul

Un des défis incontournables de la modélisation numérique réside dans la gestion des
temps de calcul, qui est étroitement liée au nombre d’inconnues à calculer, proportionnel
au nombre de cellules. En effet, la finesse du maillage peut avoir un impact significatif
sur la durée nécessaire pour effectuer les simulations, en particulier pour les problèmes en
trois dimensions.

Pour résoudre le dilemme entre précision et temps de calcul, une variété d’approches
peuvent être envisagées. L’une de ces approches repose sur l’adaptation de maillage, consis-
tant à accroître la résolution dans les régions d’intérêt tout en conservant un maillage
moins détaillé dans les zones moins critiques. En complément, les techniques de parallé-
lisation se montrent efficaces pour répartir la charge de calcul sur plusieurs processeurs,



4 Introduction

entraînant une accélération du temps de résolution global. En outre, la réduction du
nombre de degrés de liberté contribue à diminuer les coûts mémoire.

1.1.2.3 Adaptation du maillage

L’adaptation du maillage représente une avancée significative dans le domaine de la
modélisation numérique, offrant une approche dynamique pour résoudre efficacement et
précisément des problèmes complexes. Les maillages adaptatifs apportent une réponse
ingénieuse aux défis posés par des phénomènes variés et hétérogènes en ajustant auto-
matiquement la taille et la distribution des éléments du maillage en fonction des carac-
téristiques locales du système étudié. L’idée sous-jacente à l’adaptation du maillage est
d’assigner davantage de ressources numériques là où elles sont le plus nécessaires pour cap-
turer les détails importants du phénomène. Plutôt que d’utiliser un maillage uniforme,
les maillages adaptatifs identifient les zones où des variations significatives se produisent,
telles que des gradients élevés de variables physiques ou des interfaces entre différentes
phases. En conséquence, les éléments du maillage sont raffinés dans ces régions d’inté-
rêt, permettant une représentation plus fine et plus précise du phénomène, tandis que les
régions moins critiques sont traitées avec des éléments plus gros, réduisant ainsi le coût
global du calcul.

L’impact positif de cette approche est multiple. Tout d’abord, elle permet de réaliser
des simulations plus efficaces en concentrant les ressources de calcul là où elles sont les
plus nécessaires. Cela se traduit par des temps de calcul réduits, car les régions moins dy-
namiques ne nécessitent pas autant de détails pour obtenir une solution précise. Deuxiè-
mement, l’adaptation du maillage améliore la qualité des résultats. Les détails locaux,
tels que les chocs ou les frontières complexes, sont mieux capturés, renforçant la validité
physique des simulations.

1.1.2.4 Stabilité du schéma numérique

La stabilité des schémas numériques joue un rôle crucial dans la précision des résultats
obtenus lors de simulations numériques. Il convient de noter que cette notion peut être
étroitement liée à la taille des éléments du maillage utilisé. Certains schémas numériques,
connus sous le nom de schémas conditionnellement stables, présentent une particularité :
leur stabilité dépend de la taille du pas de temps et des dimensions des éléments de
maillage. Si la taille du pas de temps est choisie de manière inappropriée ou si le maillage
est trop fin, cela peut conduire à des instabilités numériques, générant des résultats non
convergents ou incorrects.

D’un point de vue pratique, cela signifie que même si l’utilisation d’un maillage fin
puisse potentiellement permettre une capture précise des détails géométriques et des varia-
tions spatiales, il est essentiel de prendre soigneusement en compte la stabilité du schéma
numérique. La forme des éléments et l’inhomogénéité du maillage ont un impact direct
sur le nombre de CFL, et le choix d’un pas de temps approprié par rapport à la taille du
maillage peut devenir une tâche complexe, impliquant des compromis entre la précision
des résultats et la stabilité numérique.

1.1.2.5 Conservation des propriétés physiques

Généralement la modélisation numérique reposent sur la préservation des lois fonda-
mentales de la physique, telles que la conservation de la masse, de l’énergie et de la quantité
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de mouvement. Ces propriétés jouent un rôle crucial dans la précision et la validité des
simulations numériques. Cependant, le choix d’un maillage inadéquat peut entraîner des
conséquences néfastes. Des erreurs numériques peuvent surgir, altérant la conservation de
ces propriétés physiques cruciales.

Considérons par exemple un fluide en mouvement dans une simulation. Si le maillage
n’est pas adapté, il pourrait ne pas représenter correctement les gradients de vitesse, ce
qui résulterait en une violation de la conservation de la quantité de mouvement. Cela
signifierait que la simulation ne tiendrait pas compte de la manière dont le fluide interagit
avec les forces extérieures et ne reproduirait pas fidèlement les comportements réels. De
même si les cellules du maillage sont mal positionnées ou de tailles inégales, cela pourrait
conduire à une mauvaise estimation des densités et donc à une non-conservation de la
masse.

1.1.2.6 Parallélisation

La manière dont le maillage est structuré et organisé peut jouer un rôle crucial dans
la parallélisation des calculs numériques, en particulier pour les méthodes qui reposent
sur des maillages structurés. La parallélisation est une stratégie clé pour accélérer les
simulations numériques en divisant les calculs en plusieurs tâches indépendantes pouvant
être exécutées simultanément sur différents processeurs ou cœurs de calcul.

Lorsque le maillage est conçu de manière à ce que les éléments voisins partagent des
caractéristiques similaires, il devient plus simple d’assigner des groupes d’éléments à diffé-
rents processeurs. Cette organisation permet aux processeurs de travailler sur des parties
du maillage qui sont cohérentes en termes de calculs et de communications nécessaires,
minimisant ainsi les temps d’attente et les transferts de données inutiles. En revanche, si
les éléments du maillage sont de tailles très différentes ou si les interactions entre éléments
sont incohérentes, la répartition des tâches entre les processeurs peut devenir déséquili-
brée. Certains processeurs pourraient être surchargés de calculs complexes tandis que
d’autres restent inactifs, ce qui réduit l’efficacité globale de la parallélisation.

Un autre aspect important est la manière dont les données sont échangées entre les
processeurs lors de la parallélisation. Un maillage bien structuré peut minimiser les besoins
en communications entre les processeurs, car les éléments voisins sont susceptibles de
nécessiter moins d’échanges de données. Cela réduit les goulots d’étranglement et améliore
la vitesse d’exécution globale.

1.1.2.7 Intégration dans des géométries complexes

Un exemple concret de l’importance de l’intégration des problèmes numériques dans
des géométries complexes se trouve dans la simulation de flux de fluides à travers des
réseaux de canaux sinueux. Considérons un système de canalisations dans une installa-
tion industrielle ou un réseau de vaisseaux sanguins dans le corps humain, où les canaux
peuvent avoir des formes tortueuses, des embranchements multiples et des variations géo-
métriques importantes.

Pour résoudre numériquement le comportement des fluides dans ces canaux, il est
essentiel de créer un maillage adapté qui représente fidèlement la géométrie complexe.
Un maillage de qualité médiocre pourrait entraîner des inexactitudes significatives dans
la prédiction des propriétés du flux, telles que la pression, la vitesse et les gradients de
concentration.
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La création d’un maillage approprié pour ce type de géométrie complexe peut
nécessiter des techniques spécialisées, telles que la génération de maillage à l’aide de
méthodes basées sur les équations d’advection-diffusion pour les canaux, ou l’utilisation
de techniques de maillage adaptatif pour concentrer la résolution là où les variations du
flux sont les plus importantes. De plus, la méthode des éléments finis de frontière pourrait
être employée pour simplifier le maillage en ne le construisant qu’à la frontière des canaux.

Un maillage bien choisi et bien conçu est essentiel pour obtenir des résultats nu-
mériques fiables et représentatifs des phénomènes réels. En considérant les aspects de
précision, de stabilité, d’efficacité et d’exactitude, ainsi que les défis liés aux géométries
complexes, les scientifiques et les ingénieurs peuvent améliorer la qualité et la pertinence
de leurs simulations numériques grâce à une approche réfléchie du maillage. Dans la suite,
nous explorerons les avantages spécifiques des maillages quadrilatéraux qui en font un
choix privilégié dans de nombreux cas.

1.1.3 Intérêts des maillages quadrilatéraux

La plupart des schémas numériques utilisés pour la simulation sont basés sur une
discrétisation (le maillage) du domaine de calcul englobant la scène que l’on souhaite
modéliser. Les différents schémas connus se basent alors sur un type de maillage donné
présentant un intérêt propre : différences finies sur maillages cartésiens pour la simplicité
et l’efficacité, éléments finis sur maillages conformes (triangles ou tétraèdres) pour la
bonne représentation des objets, méthodes isoparamétriques sur maillages courbes pour
le rendu près d’effets proches de parois complexes, volumes finis ou Galerkin discontinu
sur maillages non-structurés et conformes pour introduire des raffinements locaux etc.

Les outils de générations de maillage pour les codes de simulation numérique se sont
alors grandement développés. Pour autant, au sein d’une même famille de schémas, il
est possible d’obtenir des résultats extrêmement différents, aussi bien en qualité qu’en
efficacité, selon les fonctions de base choisies et donc selon les éléments utilisés. Ainsi, sur
un certain nombre de schémas hautes précision (Galerkin discontinu, éléments finis d’ordre
élevés, différences finies spectrales etc.) on observe que les fonctions de bases définies sur
quadrilatères en 2D, ou hexaèdres en 3D, présentent d’excellentes propriétés développées
ci-après.

1.1.3.1 Régularité/ Structuration

Les maillages de type quadrilatéral se caractérisent par une régularité intrinsèque qui
les rapproche de structures de grilles ordonnées. Cette particularité leur confère divers
avantages majeurs dans le contexte des simulations numériques fondées sur la méthode
des éléments finis. Une mise en lumière excellente de plusieurs de ces avantages peut être
trouvée dans la thèse de Maxence Reberol [Reberol, 2018].

L’un des atouts majeurs dans ce cadre réside dans la capacité de prévoir à l’avance la
largeur de bande des matrices clairsemées employées dans les calculs. Cette propriété revêt
une importance cruciale pour les systèmes linéaires intégrés aux méthodes numériques,
car elle permet d’optimiser l’utilisation des ressources de calcul et de réduire les coûts de
stockage. En contraste, les maillages triangulaires, en raison de leur nature fondamenta-
lement non structurée, ne permettent pas une anticipation aussi aisée de la bande utile
de la matrice. Cette complexité dans la prévision de la bande conduit à une gestion plus
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délicate et à des besoins de stockage fréquemment plus élevés. De plus, il est possible
de maintenir une largeur de bande constante ce qui permet d’exploiter pleinement les
performances des algorithmes de produits matrices-vecteurs, tirant parti des capacités de
calcul parallèle des processeurs.

Une autre qualité bénéfique des maillages quadrilatéraux structurés est liée à la gestion
des informations de connectivité entre les éléments du maillage. Par le biais d’une numéro-
tation appropriée, il devient envisageable d’éviter le stockage explicite de ces connexions,
car elles peuvent être déduites de manière implicite. Cette approche entraîne des écono-
mies significatives en matière de stockage et d’accès mémoire, ce qui revêt une importance
capitale pour les simulations numériques de grande envergure utilisant des maillages com-
plexes.

1.1.3.2 Pk vs Qk

Étant donné un maillage Th d’un ouvert connexe polyédrique Ω ⊂ RN , la méthode des
éléments finis Pk [Allaire, 2005], associée à ce maillage, est définie par l’espace discret :

Vh = {v ∈ C(Ω) tel que v|K ∈ Pk pour tout K ∈ Th}

où Pk est l’ensemble des polynômes à coefficients réels de RN dans R de degré inférieur
ou égal à k, c’est à dire que pour tout p ∈ Pk,

p(x) =
∑

i1,...,iN≥0

i1+···+iN≤k

αi1,...,iNx
i1
1 . . . x

iN
N avec x = (x1, . . . , xN),

tandis que la méthode des éléments finis Qk est définie par l’espace discret :

Vh = {v ∈ C(Ω) tel que v|K ∈ Qk pour tout K ∈ Th}

où Qk est l’ensemble des polynômes à coefficients réels de RN dans R de degré inférieur
ou égal à k par rapport à chaque variable, c’est à dire que pour tout q ∈ Qk,

q(x) =
∑

0≤i1≤k,...,0≤iN≤k

αi1,...,iNx
i1
1 . . . x

iN
N avec x = (x1, . . . , xN).

Les éléments Pk présentent un nombre de degrés de liberté en adéquation avec la forme
des triangles, tandis que pour les éléments Qk, ce nombre s’ajuste à la géométrie des
quadrilatères, comme visualisé dans les figures de la table 1.1. À l’ordre k, ces derniers
comportent des termes supplémentaires capables de représenter des solutions plus com-
plexes et de mieux rendre compte des comportements non linéaires. Cela se traduit par
une meilleure approximation des fonctions lisses, comme le démontre la comparaison entre
P1 et Q1 sur la figure 1.1 [Reberol, 2018].

Ainsi, les éléments Qk sur quadrangle se révèlent être un choix optimal pour aborder
des problèmes exigeant une précision extrême, tels que les simulations de déformations,
la modélisation géométrique avancée et l’interpolation de formes complexes. Dans des do-
maines fortement élastiques et plastiques, les triangles linéaires sont notoirement reconnus
pour leurs performances médiocres, car le maillage ne se déforme pas autant qu’il devrait.
En revanche, les quadrilatères, comme mentionné dans [Shepherd and Johnson, 2008],
permettent de réduire à la fois l’erreur d’approximation et le nombre d’éléments par rap-
port aux triangles. Il est également intéressant de noter que les maillages quadrilatéraux
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grande anisotropie tout en préservant des angles droits.
Cependant, les maillages triangulaires peuvent être modifiés localement, ce qui leur

permet de s’adapter plus facilement aux particularités des solutions. Pour la mécanique,
les quadrilatères/hexaèdres semblent plus intéressants, car ceux d’ordre 2 peuvent être
modifiés afin d’atteindre des performances équivalentes aux tétraèdres quadratiques tout
en conservant un coût de calcul bien inférieur. Pour la propagation d’ondes électroma-
gnétiques, l’optimisation des calculs numériques semble plus simple et efficace pour les
éléments quadrilatéraux/hexaédriques qui ont naturellement une structure tensorielle.

1.1.3.4 Intégration numérique

Les méthodes de quadrature sont fréquemment utilisées dans le contexte de la simula-
tion numérique pour calculer des quantités telles que l’aire d’un quadrilatère déformé, le
moment d’inertie, ou d’autres intégrales associées à des propriétés physiques. Ces quanti-
tés nécessitent souvent l’intégration de fonctions sur les éléments (triangles, quadrilatères)
déformés. Les méthodes de quadrature adaptées à la géométrie et à la structure tensorielle
du quadrilatère permettent d’approximer ces intégrales de manière efficace et précise.

Lorsqu’on travaille avec des maillages triangulaires, les formules d’intégration numé-
rique doivent prendre en compte les coordonnées barycentriques. Ces coordonnées sont
utilisées pour représenter un point à l’intérieur d’un triangle en fonction de ses sommets.
Cela peut rendre les formules d’intégration plus complexes à définir et à calculer. Les
transformations entre les coordonnées réelles et barycentriques ainsi que les calculs asso-
ciés peuvent ajouter une couche de complexité. En revanche, les maillages quadrangulaires
ont des avantages en termes de simplicité. Puisque les éléments sont des quadrilatères,
les coordonnées barycentriques ne sont pas nécessaires pour effectuer des calculs d’in-
tégration. Les formules d’intégration sur des quadrilatères sont plus intuitives, car vous
pouvez généralement utiliser des coordonnées cartésiennes standard pour décrire les points
à l’intérieur de chaque élément. Cela simplifie grandement les calculs et les rend plus com-
préhensibles.

Les quadrilatères peuvent être plus facilement paramétrés en utilisant des coordonnées
locales qui varient de 0 à 1 dans les deux directions principales. Cette paramétrisation
facilite la définition des fonctions d’intégration et réduit la complexité des transformations
géométriques et les calculs de jacobienne.

Toutefois, si la génération de maillages simplextiques (triangles) est très développée
depuis plus d’un demi-siècle, celle de quadrilatères ou d’hexaèdres est plus problématique.
Dans le cas du maillage triangulaires, des algorithmes sont disponibles même pour des
géométries très complexe. Cependant, les algorithmes de génération de maillage quadri-
latéral automatisé sont disponibles pour une classe de géométries très limitée. Malgré les
avancées dans la génération de maillages automatisés, la création de maillages de haute
qualité reste un défi dans de nombreux cas, en particulier pour les géométries complexes.
De ce fait, la génération de maillages demeure un domaine de recherche actif et important
[Shepherd and Johnson, 2008].

1.2 Maillage

Un maillage est une discrétisation d’un espace ou d’un domaine en cellules élémentaires
(triangle ou rectangles en 2D, tétraèdres ou hexaèdres en 3D). De manière plus générale,
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un assemblage d’éléments, est considéré comme un maillage si [George and Frey, 2013] :

— l’union des éléments est une approximation de l’objet ou du domaine,

— l’intérieur de chaque élément n’est pas vide,

— l’intersection de l’intérieur de deux éléments est vide.

Dans le contexte de la résolution des équations aux dérivées partielles en deux dimen-
sions (2D), il existe différents types de maillages utilisés pour la discrétisation du domaine.
Passons en revue quelques-uns de ces types de maillages couramment utilisés.

1.2.1 Maillages à bases de triangles

Il y a diverses approches pour créer des maillages en utilisant des triangles. On peut
les regrouper en trois grandes catégories : les méthodes de type Delaunay, les méthodes
basées sur des fronts et les méthodes de découpe spatiale, comme évoqué dans la référence
[Botella, 2016].

1.2.1.1 Méthode de Delaunay

Les méthodes de type Delauney se basent sur le critère de Delauney. Ce critère parfois
appelé "propriété de la boule vide", stipule pour tout triangle, aucun sommet ne doit être
contenu dans la boule ouverte correspondant au cercle circonscrit au triangle.

Bien que le critère de Delaunay soit connu depuis de nombreuses années, ce n’est
que grâce aux travaux de Charles Lawson et Dave Watson que le critère a été largement
popularisé et utilisé dans les méthodes de maillage [Owen, 1998]. La règle de Delaunay, en
soi, ne constitue pas un algorithme pour générer des maillages. Elle représente plutôt un
critère qui guide la manière de connecter un ensemble de points préexistants dans l’espace.
Pour mettre en place un maillage, il est nécessaire de définir les emplacements des nœuds
à l’intérieur de la géométrie. Une approche courante consiste d’abord à mailler la frontière
de la géométrie, créant ainsi un ensemble initial de nœuds. Ensuite, les nœuds le long de
cette frontière sont connectés pour former des triangles qui respectent la règle de Delaunay.
À mesure que de nouveaux nœuds sont insérés itérativement dans le maillage existant, les
triangles ou tétraèdres à une échelle locale sont ajustés pour maintenir en permanence la
conformité à la règle de Delaunay. Ce qui distingue une méthode de génération de maillage
de type Delaunay d’une autre, ce sont les algorithmes spécifiques utilisés pour déterminer
les positions des nœuds à l’intérieur de la géométrie [Owen, 1998].

Maillage de Delauney-Voronoï Dans ce processus, on détermine la disposition géo-
métriquement optimale d’un ensemble de sommets. Pour y parvenir, on réalise un échan-
tillonnage du modèle en plaçant les points de manière aléatoire ou en suivant une heuris-
tique spécifique. Ensuite, la position géométrique de ces points est affinée en minimisant
une fonction objectif qui reflète une distribution idéale prédéfinie [Botella, 2016]. Ensuite,
les diagrammes de Voronoï de ces points sont générés :

Définition 1.1 ([Hecht, 2007], voir figure 1.2). Soit un ensemble de points S = {xi ∈
R2, i ∈ J1, NpK}. Les diagrammes de Voronoï sont les polygones convexes V i, pour i ∈
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Delaunay pour un ensemble de points donné dans le plan. L’algorithme commence par
créer un triangle géant qui englobe tous les points de l’ensemble. Ensuite, il ajoute chaque
point un par un dans le maillage en respectant la règle de Delaunay, c’est-à-dire que le
cercle circonscrit de chaque triangle du maillage doit être vide, ne contenant aucun autre
point de l’ensemble. Pour ajouter un point dans le maillage, l’algorithme identifie tous
les triangles du maillage qui sont affectés par l’ajout du nouveau point. Il supprime ces
triangles du maillage et forme de nouveaux triangles avec le point ajouté comme sommet.
Le processus se répète jusqu’à ce que tous les points soient ajoutés et que le maillage
respecte la propriété de Delaunay.

Les méthodes de type Delaunay ne fournissent pas de garantie pour préserver la discré-
tisation des frontières du modèle. Deux stratégies sont mises en œuvre pour assurer que la
discrétisation des limites soit préservée dans la triangulation de Delaunay [Botella, 2016] :

— L’ajout de sommets le long des frontières jusqu’à ce qu’elles correspondent
géométriquement. Cependant, cela peut altérer la discrétisation initiale
[Cohen-Steiner et al., 2002].

— Effectuer des modifications locales sur le maillage pour obtenir la discrétisation
initiale des frontières. Une description détaillée de ce processus est donnée dans
les ouvrages de George et Borouchaki [George and Borouchaki, 1997] ainsi que de
Hecht [Hecht, 2007].
Considérons que l’arête (α, β) ne fait pas partie du maillage de Delaunay. Nous ana-
lysons les diagonales (a, c) des quadrilatères (a, b, c, d) convexes constitués de deux
triangles (a, b, c) et (b, c, d) où la diagonale (a, c) coupe (α, β). Si l’arête (b, d) ne
coupe pas (α, β), nous procédons à l’échange de diagonales. Dans le cas contraire,
l’échange de diagonales est effectué de manière aléatoire. Du fait qu’il existe une
solution au problème, le recours aux échanges de diagonales de manière aléatoire
permet de converger, car, statistiquement, tous les maillages possibles sont parcou-
rus et ils sont en nombre fini.

1.2.1.2 Méthode frontale

La méthode d’avancée de front [George and Seveno, 1994, Löhner, 1996, Löhner, 2014]
se distingue par son approche qui débute avec une frontière préalablement définie consti-
tuée d’un ensemble d’arêtes qui reste inchangée tout au long du processus de génération
du maillage. Cette frontière triangulée est considérée comme le front à partir duquel de
nouveaux éléments sont progressivement ajoutés.

À chaque itération, il est décidé où positionner le prochain sommet du front.
Cette décision est généralement prise en recherchant la position la plus appropriée
sur la frontière, dans le but de réduire les déformations des triangles et d’assurer une
qualité élevée du maillage. Cependant, dans certaines situations particulières, on peut
préférer d’autres critères en fonction des besoins spécifiques de l’application. Par exemple :

— Critère de Delaunay : le sommet est sélectionné de manière à respecter le critère
de Delaunay, ce qui implique que le cercle circonscrit au nouveau triangle formé
ne doit pas englober d’autres points de la géométrie.

— Critère de qualité de l’élément : pour garantir que tous les triangles du maillage ont
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appropriée, et le maillage résultant peut contenir des triangles de mauvaise qualité.
Il existe différentes variantes de la méthode d’avancée de front qui peuvent être adap-

tées en fonction des caractéristiques de la géométrie à mailler et des exigences du problème.
Des améliorations peuvent être apportées pour contrôler la qualité des triangles, optimiser
la distribution des points, gérer les singularités ou les contours concaves, etc. En général, la
méthode d’avancée de front est un outil polyvalent et largement utilisé pour la génération
de maillages triangulaires dans de nombreuses applications scientifiques et d’ingénierie.

1.2.1.3 Méthode de décomposition spatiale (Quadtree)

Introduite par [Yerry and Shephard, 1983], cette procédure peut être vue comme une
division du domaine en une collection de rectangles, suivie d’une division de ces rectangles
en triangles [Baker, 2005].

Ces méthodes se basent sur une structure d’arbre qui est une représentation hiérar-
chique des différentes subdivisions de l’espace. Schématiquement, l’approche de maillage
basée sur les quadtrees se compose des étapes suivantes :

1. Initialisation : on commence par définir le domaine global à mailler puis on crée
un quadrilatère initial qui le représente.

2. Subdivision du quadtree : le quadrilatère initial est divisé en quatre sous-quadrants
de taille égale en traçant deux lignes verticales et deux lignes horizontales pour
former une grille.

3. Évaluation des critères : pour chaque sous-quadrant nouvellement créé, on évalue
des critères de qualité de maillage tels que la taille des angles, la longueur des arêtes
et d’autres mesures géométriques pour déterminer s’il est nécessaire de subdiviser
davantage ou si le sous-quadrant est adéquat pour la triangulation.

4. Triangulation des sous-quadrants : les sous-quadrants jugés appropriés pour la
triangulation sont convertis en triangles en reliant leurs coins.

5. Raffinement : si nécessaire, on effectue des opérations de raffinement, telles que
l’ajout de points au milieu des arêtes ou l’ajustement des sommets pour mieux
s’adapter aux caractéristiques de la surface.

6. Itérations : répétez les étapes 3 à 5 pour les sous-quadrants nouvellement créés,
en continuant à subdiviser et à trianguler jusqu’à ce que les critères de qualité de
maillage soient satisfaits dans toutes les zones du maillage.

7. Terminaison : on arrête le processus de subdivision et de triangulation lorsque
les critères de qualité de maillage sont globalement atteints ou lorsque d’autres
conditions de terminaison spécifiques sont satisfaites.

8. Fin : le processus se termine avec un maillage triangulaire satisfaisant les critères
de qualité établis pour la région donnée.

Afin de ne pas avoir de trop grandes variations de taille d’éléments dans le maillage, la
différence de niveaux de subdivision entre deux cellules adjacentes est limitée. Une fois la
décomposition terminée, les sommets du maillage sont les coins des cellules de subdivisions
et éventuellement les intersections entre les limites du modèle et les cellules. Les éléments
du maillage sont alors construits en découpant les cellules [Botella, 2016].

La méthode Quadtree permet de concentrer les ressources de maillage dans les zones les
plus complexes ou les plus intéressantes, tout en conservant des éléments de maillage plus
simples dans les régions homogènes. Cela conduit à une utilisation efficace des ressources
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1.2.2 Maillages à bases de quadrilatères

Les maillages à bases de quadrilatères sont caractérisé par la nature des sommets qui
les composent. Un sommet dans un tel maillage est dit régulier si sa valence topologique
est égale à 4 ; sinon il est dit irrégulier. La valence topologique d’un sommet est le nombre
de faces adjacentes à ce sommet. Avec cette propriété, les maillages quadrilatéraux
peuvent être décrit en terme de régularité de la manière suivante [Bommes et al., 2013]
(voir figure 1.6) :

— Maillage non-structuré : une grande partie des sommets du maillages sont des
sommets irréguliers,

— Maillage à valence semi-régulière : la plupart des sommets du maillage sont des
sommets réguliers,

— Maillage semi-régulière : il s’agit d’un maillage formé de plusieurs partitions.
Chaque partition est un réseau de quadrilatères de sommets réguliers, et l’ensemble
est assemblé de manière conforme, c’est-à-dire que les interfaces entre les partitions
s’ajustent de manière cohérente,

— Maillage régulier : il ne contient aucun sommet irrégulier. Un maillage régulier est
topologiquement équivalent à une grille régulière.

Figure 1.6 – Catégories de maillage quadrilatéral. A : régulier ; B : semi-régulier ;
C : valence semi-régulier ; D1-D2 : non-structuré (D2 plus irrégulier que D1). Source :
[Bommes et al., 2013].

Dans le contexte des simulations numériques, les caractéristiques recherchées pour
les maillages quadrilatéraux revêtent une importance significative. Les attributs visés se
déclinent généralement comme suit :

— Minimalité des irrégularités : il est préférable d’avoir le moins possible de points
irréguliers dans les maillages puisque dans leur voisinnage, les mailles s’éloignent
de la forme typique carré. La minimisation de ces irrégularités contribue donc à
maintenir la cohérence et la régularité du maillage, améliorant ainsi la stabilité et
la précision des simulations.

— Alignement le long de la frontière : il est souhaitable que les éléments du maillage
soient alignés le long des bords du domaine permettant ainsi de donné une



18 Introduction

description fidèle du bord du domaine.

— Éléments de haute qualité : il est recommandé d’utiliser des éléments dont les
contours se rapprochent au maximum de la configuration d’un carré ou d’un
rectangle. En utilisant un maillage composé d’éléments qui présentent des formes
régulières, on peut minimiser les risques de dégénérescence lors des transformations
géométriques causées par des éléments déformés ou excessivement étirés.

— Respect des contraintes de taille : il est essentiel que les éléments du maillage
satisfaissent aux exigences de taille définies. Cette condition garantit que le
maillage capture de manière appropriée les variations locales de la solution, en
allouant davantage de détails là où c’est nécessaire, tout en maintenant une
efficacité numérique globale.

— Insensible à l’orientation. La rotation ou la translation d’une géométrie donnée ne
devrait pas changer la topologie du maillage résultant. Un maillage généré dans
une géométrie transformée devrait être équivalent au maillage original transformé.

Générer des maillages qui incorporent simultanément chacune de ces propriétés consti-
tue un défi ardu. Très souvent, la poursuite de l’une de ces caractéristiques entre en conflit
avec la quête d’optimisation d’une autre. Plusieurs approches ont été développées pour
la génération de maillages quadriatères. Ces approches varient en fonction des besoins
spécifiques des applications, de la complexité de la géométrie à mailler et des contraintes
de qualité du maillage requis.

1.2.2.1 Décomposition de maillages triangulaires en quadrangles

Les méthodes de conversion de maillages triangulaires en maillages quadrangulaires,
également appelées méthodes de maillage tri-to-quad, visent à transformer des maillages
constitués de triangles en maillages contenant principalement des quadrilatères (quads).
Il existe plusieurs approches pour effectuer cette conversion, chacune ayant ses avantages
et ses limitations. Voici quelques-unes des méthodes couramment utilisées :

Sous-division de Catmull-Clark : Une approche naïve pour convertir n’importe quel
maillage polygonal en un maillage quadrangulaire consiste à appliquer la subdivision topo-
logique de Catmull-Clark [Catmull and Clark, 1998] en divisant tous les triangles en trois
quadrangles (voir figure 1.7). Le maillage quadrangulaire ainsi obtenu conserve toutes
les arêtes d’origine, mais présente également plusieurs inconvénients majeurs : il aug-
mente le nombre d’éléments et introduit de nombreux sommets irréguliers. Cette option
est praticable uniquement si le maillage de départ est déjà principalement constitué de
quadrangles et qu’une augmentation de la complexité est acceptable. Dans la plupart des
cas, des approches plus élaborées s’avèrent nécessaires [Bommes et al., 2013].

Combinaison de triangles : il s’agit de convertir un maillage triangulaire en maillage
quadrangulaire via des opérations sur la connectivité. Le mécanisme principal consiste
à fusionner deux triangles originaux en un quadrilatère ; en substance, la conversion de
maillage triangulaire en maillage quadrangulaire repose sur la mise en paire des triangles
adjacents d’origine [Bommes et al., 2013] (voir figure 1.8). La méthode de combinaison de
triangles peut être améliorée si l’on fait attention à l’ordre dans lequel les triangles sont
combinés [Owen, 1998]. L’algorithme définit dans [Lo, 1989] propose plusieurs procédures
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rendu. Voici quelques méthodes de paramétrisation courantes pour générer des maillages
quadrilatéraux :

Paramétrisation plane : Il s’agit de la forme la plus simple de paramétrisation où
la surface est projetée sur un domaine plan, tel qu’un carré ou un rectangle. Cela im-
plique d’attribuer des coordonnées de texture 2D aux sommets du maillage. Cette mé-
thode convient aux surfaces qui peuvent être approximativement aplaties sans distorsion
significative.

Paramétrisation harmonique : La paramétrisation harmonique vise à réduire la
déformation entre une surface et le domaine paramétrique. Pour y parvenir, on résout
une équation de Laplace sur la surface en imposant des conditions aux limites spécifiques
basées sur le domaine paramétrique cible. Cette méthode est particulièrement efficace
pour les surfaces de genre zéro (surfaces sans anses ni trous) et peut produire des
paramétrisations de haute qualité. Elle a pour effet de préserver les détails de forme
locaux, ce qui en fait un outil prisé dans les domaines de l’architecture et de l’ingénierie.
Le processus implique les étapes suivantes :

1. Sélection de points d’ancrage sur la surface, correspondant à des sommets dans le
domaine paramétrique.

2. Attribution de valeurs paramétriques fixes à ces points d’ancrage.

3. Résolution de l’équation de Laplace pour le reste de la surface, de manière à obtenir
une cartographie fluide qui minimise la déformation.

1.2.2.3 Superposition de grille régulière

Ces méthodes débutent par la création d’un maillage dont la génération dans une
étendue convenable autour de l’objet peut varier en complexité. L’algorithme introduit par
Schneiders [Schneiders, 1996] (voir figure 1.9) déploie une grille structurée pour recouvrir
une zone considérable autour de l’objet. La taille de chaque cellule dans cette grille peut
être déterminée de manière arbitraire. Il ne reste plus qu’à ajuster la grille à la frontière de
l’objet. Pour se faire, les éléments extérieurs à l’objet ou trop proches de sa frontière sont
éliminés du maillage initial, laissant les cellules restantes pour former la structure de base
du maillage. Ensuite, la zone entre la frontière de l’objet et le maillage initial est comblée
en utilisant la technique d’isomorphisme. Cette technique implique que chaque nœud sur
la frontière du maillage initial est associé à un nœud correspondant sur la frontière de
l’objet, ce qui permet de remplir la région avec des éléments quadrilatéraux.

Dans [Taghavi, 1994, Ives, 1995] les auteurs adoptent une autre méthode appelé mé-
thode de projection (voir figure 1.10). La grille initiale reste en place et les noeuds du
maillage sont déplacés vers les arêtes de l’objet, de sorte que la frontière de l’objet soit
entièrement recouverte par les arêtes du maillage. Le maillage est ensuite optimisé par un
lissage laplacien.
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irrégulier. Cette forme peut représenter la limite d’un objet en 2D ou la surface
d’un objet en 3D.

— Diagramme de Voronoi : la première étape consiste à calculer le diagramme de
Voronoi de la forme d’entrée. Le diagramme de Voronoi divise l’espace autour de
chaque point (ou sommet) de la forme en régions. Chaque région contient tous les
points qui sont plus proches d’un sommet particulier que de tout autre sommet
de la forme. Ces régions sont appelées cellules de Voronoi.

— Squelettisation (voir Figure 1.11) : l’axe médian est essentiellement le dual du
diagramme de Voronoi. Pour obtenir l’axe médian, on trouve les centres des cercles
circonscrits pour chaque cellule de Voronoi. L’axe médian représente le "squelette"
central de la forme d’entrée, qui capture ses principales caractéristiques et sa
connectivité.

— Suppression des arêtes : dans l’axe médian, il y a souvent de nombreuses
branches et arêtes qui ne sont pas pertinentes pour le maillage quadrilatéral
souhaité. Ces branches superflues doivent parfois être supprimées ou élaguées pour
simplifier le squelette tout en préservant les caractéristiques essentielles de la forme.

— Génération du maillage quadrilatéral : une fois que vous avez l’axe médian a été
simplifié, on génère des éléments quadrilatéraux en connectant des paires de points
proches sur le squelette. Ces connexions doivent former un réseau d’éléments
quadrilatéraux qui approximent la forme d’entrée.

— Affinement : en fonction de la qualité et de la régularité du maillage quadrilatéral
initial, on peut effectuer des étapes d’affinement. Cela peut impliquer le lissage
du maillage, la redistribution des sommets ou l’optimisation de la disposition des
quadrilatères pour répondre à des critères spécifiques tels que l’uniformité ou la
préservation de la forme.

La méthode de l’axe médian est puissante pour la génération de maillages quadrila-
téraux, en particulier pour les formes avec des limites irrégulières ou des caractéristiques
complexes. Elle offre une manière de représenter la topologie de la forme de manière
simplifiée et structurée. Cependant, l’efficacité de la méthode dépend de la qualité de la
squelettisation initiale et des étapes ultérieures prises pour affiner et optimiser le maillage
quadrilatéral. Divers algorithmes et techniques existent pour chaque étape du processus,
et le choix des méthodes peut varier en fonction des exigences spécifiques de l’application.

1.2.2.5 Approches basées sur l’avancée de fronts

Ces méthodologies s’apparentent à celles abordées pour la formation de maillages
triangulaires. Une première méthode débute avec un maillage triangulaire puis définit
des ensembles de fronts le long des arêtes de triangles de la frontière du domaine.
Les triangles sont systématiquement combinés à ces fronts, progressant vers l’intérieur
de la zone. Le front agit comme une division entre les quadrilatères déjà formés et
les triangles qui doivent encore être combinés. Cette technique garantit un maillage
entièrement quadrilatéral, à condition que le nombre initial d’arêtes de la frontière
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Lien entre les champ de croix et les maillages quadrilatéraux : une astuce parti-
culièrement ingénieuse consiste à exploiter les lignes de champ d’un vecteur pour définir les
quadrilatères d’un maillage quadrilatéral sur un domaine donné. Toutefois, pour que cela
fonctionne, il est impératif de garantir que ces lignes de champ ne se croisent que sous un
angle de π

2
. C’est pourquoi l’utilisation d’un champ spécifique constitué de croix en chaque

point du domaine est cruciale. L’avantage des champs de croix est de pouvoir représenter
les caractéristiques des quadrilatères en deux dimensions. Dans [Beaufort et al., 2017], les
auteurs montrent que les sommets non réguliers d’un maillage quadrilatéral (les sommets
qui ne sont pas adjacents à exactement quatre voisins) correspondent précisément aux
points critiques d’un champ de croix. Ces points critiques du champ de croix peuvent
également être liés à la caractéristique d’Euler de la surface maillée via la formule de
Poincaré suivante : ∑

i

index(xi) = χ,

où χ = V − E + F désigne la caractéristique d’Euler, avec V le nombre de sommets, E
le nombre d’arêtes et F le nombre de faces.

Les méthodes de génération de maillage basées sur les champs de croix se décomposent
en deux étapes principales à savoir la génération du champ de croix puis la construction
du maillage quadrilatéral correspondant.

Géneration du champ de croix : l’idée est de calculer un champ de croix le plus lisse
possible afin de minimiser les variations brusques de l’orientation des quadrangles.

Lorsqu’on aborde le cas d’une surface, l’approximation la plus optimale est obtenue
en alignant les éléments selon les directions principales de courbure. Ainsi, il est préfé-
rable de générer des champs de croix qui suivent ces directions. Cette approche a été
mise en œuvre dans des travaux tels que [Alliez et al., 2003, Marinov and Kobbelt, 2004,
Kälberer et al., 2007]. Ce choix méthodologique présente l’avantage de créer des champs
de croix attrayants qui s’harmonisent avec les propriétés inhérentes de la surface grâce à
une méthode simple, ce qui a pour résultat que les singularités se forment naturellement
aux points ombilicaux. Cependant, il convient de noter qu’il existe des zones étendues
où la courbure normale se rapproche des valeurs de courbure principales, engendrant une
définition moins précise du champ de croix [Fogg et al., 2015].

Un autre critère necessaire pour les simulations est le respect de la frontiere du domaine
lors de la discritisation. Pour se faire, il est necessaire de prendre en compte des contraintes
d’alignements par rapport aux frontieres des elements quadrangulaires. Généralement un
ensemble d’arêtes d’un maillage triangulaire ou d’une géométrie de CAO est utilisé comme
condition aux limites afin de générer un champ de croix aligné avec ces arêtes. c’est ce
qui est mis en oeuvre dans [Kowalski et al., 2013, Palacios and Zhang, 2007] où un champ
vectoriel de représentation est résolu via une équation de la chaleur avec des conditions
aux limites de Dirichlet donné par la normale aux bords. Cette méthode ne peut cepen-
dant pas traiter facilement les surfaces courbes et elle n’est pas adaptée pour s’ajuster aux
tailles et directions d’élements cibles [Fogg et al., 2015]. [Bommes et al., 2009] proposent
une formulation d‘optimisation linéaire à variables mixtes, résolue à l’aide d’un solveur
adaptatif. Des contraintes directionnelles éparses permettent de déterminer automati-
quement le nombre approprié, le type et la position des singularités. Dans [Bunin, 2008],
Bunin résoud directement un probleme de Poisson inverse avec une distribution de sources
ponctuelles représentant les irrégularité du maillage. La méthode est attrayante d’un point
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de vue théorique et montre des résultats impressionnants. Cependant, elle semble conte-
nir des étapes nécessitant un réglage minutieux et des sensibilités élevées aux erreurs
numériques sont rapportées pour les problèmes avec un grand nombre de singularités
[Fogg et al., 2015].

Génération d’un maillage correspondant au champ de croix calculé : Une
stratégie initiale pour générer des maillages quadrilatéraux à partir de champs de re-
pères croisés consiste en la paramétrisation. Cette méthode implique la création d’une
transformation du domaine à mailler vers un espace paramétrique, où l’application d’une
grille régulière au domaine transformé devient possible. Inverser cette transformation
permet alors de dériver un maillage quadrilatéral du domaine, aligné sur ses contours.
L’avantage majeur de cette approche réside dans sa capacité à gérer des discontinuités
dans la transformation, ce qui en fait une méthode adaptée pour traiter des singula-
rités [Reberol, 2018]. Il existe des algorithmes robustes basés sur des paramétrisations
globales [Ray et al., 2006, Kälberer et al., 2007, Myles et al., 2014, Campen et al., 2015].
L’élément clé de ces algorithmes est la décomposition du domaine en des cartes de forme
quadrilatère en découpant le domaine le long d’un graphe en suivant par exemple les lignes
de champ du champ de croix. Ainsi dans [Ray et al., 2006], les auteurs paramétrisent des
surfaces de genre arbitraire avec des fonctions de potentiel périodiques guidées par deux
champs vectoriels d’entrée orthogonaux. Cela conduit à une paramétrisation continue à
l’exception des points singuliers sur la surface. Ces régions singulières sont détectées et
reparamétrées par la suite. L’algorithme QuadCover [Kälberer et al., 2007] calcule auto-
matiquement une paramétrisation globale dont les lignes paramétriques sont guidées par
le champ de croix. La méthode génère des maillages quadrilatéraux de bonne qualité avec
des éléments de petites tailles mais gère difficilement des tailles de maillages grossières.

Outre la paramétrisation, une autre méthode consiste à générer une partition du do-
maine en utilisant le champ de croix. Dans [Kowalski et al., 2013], les auteurs construisent
ce partitionnement en traçant des lignes de séparation à travers le champ croisé. Les
champs croisés sont utilisés pour capturer les caractéristiques d’orientation des quadri-
latères, permettant ainsi la génération d’une partition bien définie du domaine en sous-
domaines. Il est ensuite nécessaire de résoudre un problème d’assignation d’intervalles pour
le maillage quadrilatère consistant à attribuer à chaque courbe le nombre d’arêtes (inter-
valles) en lesquelles elle doit être subdivisée, de manière à ce que chaque surface puisse
être maillée [Höhring et al., 1997, Mitchell, 2000, Mitchell, 2014]. Par exemple, mailler
une surface rectangulaire avec des quadrilatères nécessite que les courbes sur les côtés
opposés contiennent exactement le même nombre d’arêtes.

1.4 Objectif de la thèse

L’objectif de cette thèse est d’amener de nouvelles solutions pour gagner en perfor-
mance lors de résolutions numériques d’équations aux dérivées partielles (en particulier
pour l’électromagnétisme, la mécanique des fluides, l’élasticité, etc.).

Dans un premier temps, nous nous intéressons à la possibilité de construire un
maillage quadrilatéral à partir d’un champ de croix fournit par un utilisateur. En effet,
les champs de croix générer en propageant la normale extérieur à l’intérieur du domaine
[Kowalski et al., 2013] produisent une distribution de singularités pouvant conduire à un
partitionnement invalide ou non souhaité. Un problème notable survient dans les domaines
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maillage quadrilatéral. Nous abordons les notions d’angles, de points singuliers, d’indice,
et de ligne de champ d’un champ de croix. L’intégration d’une ligne de champ à partir
d’un point singulier est soigneusement étudiée, tout comme le comportement local du
champ de croix au voisinage d’un point singulier. Ensuite, nous mettons en place un
processus de partitionnement ainsi que les hypothèses permettant à ce partitionnement
de conduire à une décomposition d’un domaine à quatre côtés. Sur cette base, nous
présentons un processus dit d’alignement, permettant de définir un champ de croix
puis de l’adapter à un domaine en vue de générer à partir de ce dernier un maillage
quadrilatéral. Ce processus est initialement présenté pour des domaines simplement
connexes puis généralisé à des domaines non-simplement connexes.

Dans le Chapitre 3, nous abordons la discrétisation de la méthode présentée
dans le 2. Pour ce faire, nous définissons une représentation discrète du champ de croix
sur un maillage triangulaire. Cette représentation nous permet de retrouver une version
discrète des notions présentées dans le cadre continu. Ainsi, nous pouvons mettre en
œuvre une version discrète du processus de partitionnement permettant d’aboutir à une
décomposition du maillage triangulaire. Nous montrons alors qu’une telle décomposition
convergera lorsqu’on raffine le maillage vers une décomposition en régions de quatre
côtés, qui se trouve être la décomposition du domaine continu.

Dans le Chapitre 4, nous étendons les approches développées au cas des surfaces
courbes dans l’espace. La difficulté principale dans ce cadre réside dans l’absence de
référence globale pour le domaine considéré. Nous reprenons le résultat permettant de
garantir le bon fonctionnement du partitionnement, puis nous retrouvons le processus
d’alignement dans le cas des domaines non simplement connexes. Une approche alterna-
tive est présentée, consistant à créer un repère global à partir de l’équation de la chaleur
vectorielle. Enfin, nous abordons, comme dans le chapitre 3, l’analyse de convergence du
maillage généré.

1.6 Communications issues de la thèse

Les travaux de recherche effectués ont mené aux communications suivantes :

Article en préparation

— K. Dotse, Vincent Mouysset, Sebastien Pernet : Four-sided partitioning of a planar
surface from a cross field.

Proceeding

— Kokou Dotse, Vincent Mouysset, Sébastien Pernet : Quadrilateral mesh of non-
simply connected domain and non-planar surfaces from a given cross-field, The
SIAM International Meshing Roundtable Workshop 2023.

Communications orales dans des conférences internationales

— Quadrilateral mesh create from a given cross field, 10th International Conference
on Curves and Surfaces, Arcachon, France, 20-24 Juin 2022.
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— Quadrilateral mesh of non-simply connected domain and non-planar surfaces from
a given cross-field, The SIAM International Meshing Roundtable Workshop 2023
(SIAM IMR 2023), Amsterdam, Netherlands, 06-09 Mars 2023.

Communications orales dans des conférences nationales

— Génération de maillages quadrilatéraux à partir de champs de croix donnés,
Journées Ondes du Sud-Ouest 2023 (JOSO 2023), Toulouse, France, 14-16 Mars
2023.

— Méthode de maillage en quadrilatères par résolution d’EDP, Laboratoire de Mathé-
matiques Appliquées à l’Aéronautique et au Spatial (LMA2S), Toulouse, France,
Mars 2021.

Communications dans des séminaires doctorants

— Journée des doctorants de l’ONERA, Châtillon, France, 20 Janvier 2023

— Journée des doctorants de l’ONERA, Toulouse, France, 01 Février 2022

Logiciel

— Hexaedral Quadrilateral Mesh (HQMesh)

HQMesh est une bibliothèque C++ conçue pour générer des maillages quadrila-
téraux à partir d’un partitionnement du domaine en régions à quatre côtés. La
construction du partitionnement repose sur un champ de croix, qui peut être gé-
néré automatiquement ou guidé par les indications de l’utilisateur.





Chapitre 2

Génération de maillages quadrilatéraux

à partir de champs de croix prescrits
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Dans le chapitre précédent, nous avons annoncé notre intention d’améliorer la topologie
des maillages quadrilatéraux générés par la méthode de partitionnement basée sur les
champs de croix, afin de remédier aux différentes limitations mentionnées. Il est important
de noter que les champs de croix présentent les mêmes types de singularités que l’on
observe dans les maillages quadrilatéraux générés. Par conséquent, la génération d’un
maillage quadrilatéral très régulier ou présentant d’autres propriétés est étroitement liée
à la génération d’un champ de croix possédant les propriétés souhaitées. À partir de cette
observation, nous choisissons d’initier la méthode de partitionnement avec un champ de
croix prédéfini, puis, au besoin, de le modifier pour qu’il puisse être utilisé dans le processus
de partitionnement du domaine de calcul. Plusieurs questions se posent alors : quel champ
choisir ? quelle devrait être sa régularité ? combien de singularités doit-il contenir ? et de
quel type doivent-elles être ? Toutes ces questions soulignent l’importance de bien définir
le concept de champ de croix et d’étudier de manière plus approfondie ses propriétés.
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Définition 2.2. Si u(p) = 0 pour p ∈ Ω alors on dit que p est un point singulier de u.

Dans toute la suite, nous désignerons par Su := u−1({0}) l’ensemble des points singu-
liers de u.

Définition 2.3. u est de classe C1 en un point p s’il existe une application πu dans un
voisinnage Vp de p tel que πu ∈ C1(Vp) et πu(q) ∈ u(q) pour tout q ∈ Vp.

Comme toutes les composantes de u sont obtenues par rotations d’angles mπ/2, où
m ∈ Z, la propriété énoncée précédemment peut être reformulée en tant qu’exigence de
continuité C1 pour toutes les composantes dans le voisinage de p.

Définition 2.4. u est un champ de croix presque-C1 si Card(Su) < ∞ et si u est de
classe C1 en tout point p ∈ Ω\Su (où Card(Su) est le cardinal de Su).

Le résultat suivant établit la régularité des champs de croix construits à partir de
fonctions de représentation [Kowalski et al., 2013, Viertel and Osting, 2019] puis définit
l’opération et la régularité de la rotation d’un champ de croix par rapport à un champ
d’angle (voir figure 2.2 et figure 2.3).

Proposition 2.5.

1. Soit f : Ω → R2 un champ de vecteur de classe C1 sauf en un nombre fini de point
où f s’annule. La fonction u définie pour tout p ∈ Ω par :

u(p) =
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2
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(2.3)

est un champ de croix presque-C1 sur Ω.

2. Soit u un champ de croix sur Ω et θ : Ω → R une fonction définie sur Ω. Alors
l’application v : p 7→ v(p) = R(θ(p))u(p) := {R(θ(p))u, u ∈ u(p)} est un champ
de croix sur Ω. De plus Su = Sv et si θ est de classe C1 en p ∈ Ω (resp. sur Ω)
alors v est de classe C1 en p (resp. presque-C1 sur Ω) si et seulement si u l’est.

Preuve.

1. Pour tout p ∈ Ω, si u(p) ̸= 0 alors pour tout (u1, u2) ∈ u(p) × u(p), il existe
m1,m2 ∈ Z tel que u1 = R(m1π

2
) f(p)
∥f(p)∥

et u2 = R(m2π
2
) f(p)
∥f(p)∥

. On a donc u1 =

R( (m1−m2)π
2

)u2 ce qui implique que u(p) ∈ C\{0}. Autrement, u(p) = 0. Il vient
donc que u est un champ de croix.
Soit F l’ensemble des points où f s’annule. L’application πu := f/∥f∥−1 définie
sur Ω\F est de classe C1 puisque f l’est. De plus, pour tout p ∈ Ω\F , πu(p) ∈ u(p)
donc u est de classe C1 sur Ω\F . Par définition on a donc Su = F de cardinal fini,
donc u est un champ de croix presque-C1 sur Ω.

2. Soit p ∈ Ω. Si u(p) = 0 alors v(p) = 0, sinon u(p) ∈ C\{0} ce qui implique
que v(p) ∈ C\{0}. En effet, soit (v1, v2) ∈ v(p) × v(p). Par définition, il existe
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de vecteurs à travers leurs singularités. Dans cette partie, à l’instar du concept d’indices
pour les champs de vecteurs, nous introduisons un indice spécifique pour les champs de
croix. Cet indice sera plus tard relié à la notion de séparatrices.

Pour commencer, nous définissons la notion d’angle pour une croix. À chaque croix,
nous associons une représentation angulaire. Cette approche consiste à attribuer à la croix
une valeur représentant son orientation par rapport à une référence donnée.

Définition 2.7. Soit une croix c ∈ C\{0}. L’angle associé à c est donné par l’unique
élément de l’ensemble :

{θc} := {arg c, c ∈ c} ∩
]
−
π

4
,
π

4

]
,

où arg c ≡ atan2(cy, cx) (mod 2π) est l’argument complexe de c = (cx, xy) pour tout c ∈ c.

Lemme 2.8. L’angle donné par la définition 2.7 est bien défini.

Preuve. Existence : L’ensemble {arg c, c ∈ c} ∩
]
−π

4
, π
4

]
est non vide. En effet, c étant

une croix, par définition on a {arg c, c ∈ c} ∩
]
−π

4
, π
4

]
̸= ∅ sauf si c = 0 ce qui est exclut.

Unicité : Supposons que c ait deux angles θc et θ
′

c
. Par définition il existe m,m′ ∈ Z et

c, c
′

∈ c tel que :

θc − θ
′

c
= atan2(cy, cx) + 2mπ − atan2(c

′

y, c
′

x)− 2m′π.

De plus par définition il existe l ∈ Z tel que :

atan2(c
′

y, c
′

x) = atan2(cy, cx) + l
π

2
.

On a donc :
θc − θ

′

c
= 2mπ − 2m′π − l

π

2
= k

π

2
,

où k = 4m−4m′− l. Sachant que θc, θ
′

c
∈
]
−π

4
, π
4

]
, on a θc− θ

′

c
∈
]
−π

2
, π
2

[
ce qui implique

que :
−
π

2
< k

π

2
<
π

2
.

Il vient donc que k = 0 puisque k ∈ Z. Autrement dit, θc = θ
′

c
. ■

En considérant un champ de croix u, la définition précédente nous autorise donc à
attribuer à u un champ scalaire formé par les angles des croix de u. Ce champ est défini
de la manière suivante :

Définition 2.9. Soit u un champ de croix presque-C1 sur Ω. Le champ d’angle associé à
u est l’application définie par :

θu : p ∈ Ω\Su 7−→ θu(p) := θu(p),

où θu(p) est l’angle de la croix u(p) donné par la définition 2.7.

Nous énonçons à présent le résultat suivant, qui constitue un outil précieux pour
analyser la régularité d’un champ de croix donné à partir de la régularité du champ
d’angle qui lui est associé.
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Construction d’un recouvrement de la courbe γ : Soit p ∈ γ([0, 1]). D’après la
proposition 2.10, il existe Vp ⊂ Ω\Su et une fonction θ

Vp

u ∈ C1 vérifiant θVp

u (q) ≡ θu(q)

(mod π
2
) pour tout q ∈ Vp. Notons maintenant ‹Vp la composante connexe de l’ensemble

Vp∩γ([0, 1]) et contenant p. Il est clair que la famille (‹Vp)p∈γ([0,1]) recouvre γ([0, 1]) puisque

∪p∈γ([0,1])
‹Vp contient γ([0, 1]). γ étant continu et [0, 1] étant compact, on peut extraire de

ce recouvrement, un sous-recouvrement fini de γ([0, 1]). Autrement dit, il existe I ⊂ N

une partie finie de N et une sous-famille (Vi)i∈I de (‹Vp)p∈γ([0,1]) recouvrant γ([0, 1]).

Construction de θγu par morceau : Soit {p0} = γ−1(0) et V0 ∈ (Vi)i∈I tel que p0 ∈ V0.
On définit θγu(t) := θV0

u ◦ γ(t) pour tout t ∈ γ−1(V0 ∩ γ([0, 1])). Il est clair que θγu ∈
C1(γ−1(V0 ∩ γ(]0, 1[)) et θγu(t) ≡ θu(γ(t)) (mod π

2
) pour tout t ∈ γ−1(V0 ∩ γ([0, 1])). À

partir de là, nous itérons la construction de θγu de la manière suivante : pour n > 0, on
choisit le point pn tel que pn ∈ ∂Vn−1 ∩ γ([0, 1]) et pn /∈ {p0, . . . , pn−1}. On choisit ensuite
Vn tel que Vn ∈ (Vi)i∈I , Vn ̸= Vk, k < n et pn ∈ Vn. D’après la proposition 2.10, il
existe θVn

u ∈ C1(Vn) et pour tout q ∈ Vn, θ
Vn

u (q) ≡ θu(q) (mod π
2
). Soit m ∈ Z tel que

θVn

u ◦ γ(t)+mπ
2
= θγu(t) pour tout t ∈ γ−1(Vn−1∩ γ([0, 1]))∩ γ

−1(Vn∩ γ([0, 1])). On définit
alors θγu(t) := θVn

u ◦ γ(t) +mπ
2

pour tout t ∈ γ−1(Vn ∩ γ([0, 1)]). Il est clair que θγu ainsi
définit est de classe C1 sur ∪n

k=0γ
−1(Vk ∩ γ(]0, 1[)) et θγu(t) ≡ θu ◦ γ(t) (mod π

2
) pour tout

t ∈ ∪n
k=0γ

−1(Vk ∩ γ([0, 1])). On poursuit itérativement cette construction jusqu’à ce que
∪n

k=0γ
−1(Vk ∩ γ([0, 1])) = γ([0, 1]). Le nombre d’itération à faire est fini puisque (Vi)i∈I

est un recouvrement fini de γ([0, 1]).

Supposons maintenant que αγ
u et βγ

u soient deux fonctions de classe C1 qui satisfont cette
propriété, alors, il existe des fonctions g : [0, 1] −→ Z et h : [0, 1] −→ Z telles que
αγ
u(t) = θu(γ(t)) + g(t)π

2
et βγ

u(t) = θu(γ(t)) + h(t)π
2
. Par conséquent, pour tout t ∈ [0, 1]

on a :
αγ
u(t) = βγ

u(t) + g(t)
π

2
− h(t)

π

2
.

αγ
u et βγ

u étant continue sur [0, 1], il vient que la fonction g − h est continue sur [0, 1].
Autrement dit, g − h est constant car continue et à valeur dans Z. Soit m ∈ Z tel que
m = (g − h)(t), pour tout t ∈ [0, 1], On a :

∀t ∈ [0, 1], αγ
u(t) = βγ

u(t) +m
π

2
.

■

Le relèvement continu du champ de croix le long d’une courbe paramétrée permet
de quantifier le nombre de fois que le champ tourne sur lui-même le long de la courbe.
Cependant, la construction du Corollaire 2.11 ne fonctionne pas si Su∩γ([0, 1]) ̸= ∅. Dans
ce cas, nous construisons le relèvement par morceaux le long de γ de la manière suivante :

Soit I := γ−1(Su ∩ γ([0, 1])) ∪ {0, 1}. On a Card(I) < ∞ puisque Card(Su) < ∞.
Il existe donc (ti)i∈J1,nIK ⊂ [0, 1] tel que I = (ti)i∈J1,nIK avec 0 = t1 < · · · < tnI

=
1 et nI = Card(I). Par construction, il est clair que pour tout i ∈ J1, nI − 1K, on a
Su∩γ(]ti, ti+1[) = ∅. Ainsi, à partir du Corollaire 2.11, nous pouvons construire pour tout
i ∈ J1, nI −1K une fonction θγiu sur [0, 1] et de classe C1 sur ]0, 1[ telle que θγiu (t) ≡ θu(γi(t))
(mod π

2
) avec γi, l’arc défini sur [0, 1] par :

∀t ∈ [0, 1], γi(t) = γ(ti + t(ti+1 − ti)).
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Finalement, le relèvement θγu le long de γ est donné par :

∀i ∈ J1, nIK, ∀t ∈]ti, ti+1[, θ
γ
u(t) = θγiu

Å
t− ti
ti+1 − ti

ã
.

Grâce à cette notion, nous sommes désormais en mesure de définir l’indice d’un point
dans un champ de croix.

Définition 2.12. On appelle chemin fermé tout lacet Γ qui est C0 ∩ C1
m. On appellera

paramétrisation simple de Γ, toute paramétrisation γ : I ⊂ R −→ Γ telle que l’ensemble
{s ∈ I, ∃t ∈ I, s ̸= t, γ(s) = γ(t)} est d’intérieur vide dans R.

Dans tout ce qui suit, les paramétrisations des lacets seront supposées être des para-
métrisations simple et on aura par définition l’intégrale sur Γ d’une fonction notée f par
rapport au lacet γ de Γ ∫

γ

f :=

∫

I

f(γ(s))γ′(s)ds,

indépendante de γ. On notera V Γ une partie de Ω délimitée par Γ. Soit −→n (q) la normale
extérieur en q à V Γ. On dit que γ paramétrise Γ dans le sens positif si pour tout t ∈ I,
(γ′(t) ∧ −→n (γ(t))).(0, 0, 1)t > 0 Dans la suite, nous adoptons la notation suivante :

∫

Γ

dθu :=

∫

γ

dθu :=

∫ b

a

dθγu.

Lemme 2.13. Soit u un champ de croix presque-C1 et Γ un chemin fermé dont γ est une
paramétrisation sur [a, b]. La fonction F (Γ) suivante

Fu(Γ) :=
1

2π

∫ b

a

dθγu,

vérifie 4Fu(Γ) ∈ Z. En outre, si (V Γi)i∈J1,nΓK forme une partition de V Γ telle que u(p) ̸=
0, ∀p ∈ Γi, ∀i ∈ J1, nΓK, alors on a :

Fu(Γ) =

nΓ∑

i=1

Fu(Γi). (2.5)

Preuve. Soit w(p)− z = e4iθ
γ
u(p) si u(p) ̸= 0 et w(p)− z = 0 sinon, avec z ∈ C alors on a

(comme dans [Rudin, 1998]) :
∫

γ

dw

w − z
=

∫

γ

d ln(w − z) =

∫

γ

4idθγu.

Il vient donc que :

2πFu(Γ) =
1

4
Im

Ç∫
γ

dw

w − z

å
.

Montrer que 4Fu(Γ) ∈ Z revient alors à montrer que :

exp

Ç∫ b

a

w′(γ(t))γ′(t)

w(γ(t))− z
dt

å
= 1,
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si w ◦ γ(t) ̸= z hormis un sous-ensemble discret de valeurs t ∈ [a, b] (ce qui est le cas pour
z = 0 avec u n’ayant que des zéros isolés).
Posons

φ(t) := exp

Å∫ t

a

w′(γ(t))γ′(t)

w(γ(t))− z
dt

ã
, t ∈ [a, b],

φ est de classe C1 par morceau et vérifie :

φ′

φ
=

γ′.w′ ◦ γ

w′ ◦ γ − z
,

Il vient alors que la fonction φ/(w ◦γ−z) est continue, dérivable presque partout (w ∈ C1

et γ ∈ C0 ∩ C1
m) de dérivée nulle donc elle est constante (presque partout, donc partout

car continue) et comme φ(a) = 1, on a :

φ(t) =
w(γ(t))− z

w(γ(a))− z
,

En utilisant maintenant le fait que γ(a) = γ(b), il vient que φ(b) = 1 et donc finalement

∃k ∈ Z,

∫ b

a

w′(γ(t))γ′t)

w(γ(t))− z
dt = 2ikπ.

Ainsi 4Fu(Γ) ∈ Z.

Pour la propriété d’additivité de Fu on commence par décomposer les frontières de
chaque V Γi de la manière suivante : Γi,0 = Γi ∩ Γ et Γi,j = Γi ∩ Γj pour j ̸= i. Par
convention on pose Γi,i = ∅, ∀i ∈ J1, nΓK. On a alors Γi = ∪j∈J1,nΓKΓi,j et Γi,j = Γj,i et on
peut écrire :

nΓ∑

i=1

Fu(Γi) =
1

2π

nΓ∑

i=1

nΓ∑

j=0

∫

Γi,j

dθγu =
1

2π

nΓ∑

i=1

∫

Γ∩Γi

dθu +
1

2π

nΓ∑

i=1

nΓ∑

j=1

∫

Γi,j

dθu.

Autrement dit,

nΓ∑

i=1

Fu(Γi) = Fu(Γ) +
1

2π

nΓ∑

i=1

∫

Γi,i

dθu +
1

2π

∑

1≤i<j≤nΓ

∫

Γi,j∪Γj,i

dθu.

Dans l’équation précédente, le second terme s’annule car Γi,i = ∅ et le dernier terme vaut
lui aussi zéro car Γi,j ∪Γj,i représente un lacet et par hypothèse u est C1 sur Γi ∩Γj. D’où
le résultat. ■

Lemme 2.14. Sous les hypothèses du lemme 2.13, si u est C1 sur un ensemble convexe
V ⊂ Ω alors pour tout arc Γ telle que V Γ ⊂ V on a Fu(Γ) = 0.

Preuve. Il suffit de remarquer que si u est de classe C1 sur V Γ alors w′ est bornée par une
constante M > 0 sur V Γ et donc on a :

∣∣∣∣∣

∫ b

a

w′(γ(t))γ′t)

u(γ(t))− z
dt

∣∣∣∣∣ ≤M

∫ b

a

|γ′(t)|dt < 2π,

pour Γ décrivant un arc de longueur inférieure à 2π/M , tel que V Γ ⊂ V et donc Fu(Γ) = 0.
On généralise ensuite ce résultat à un arc Γ de taille quelconque en pavant V Γ avec des
boules de rayon plus petit que 1/4π puis on conclut en utilisant le lemme 2.13. ■
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Lemme 2.15. Pour tout voisinnage V Γ de p tel que u ∈ C1(V Γ\{p}), on a pour tous
chemins fermés Γ1 et Γ2 on a :

p ∈ V Γi ⊂ V Γ, ∀i = 1, 2 =⇒ Fu(Γ1) = Fu(Γ2).

Preuve. Soient Γ1 et Γ2 deux lacets vérifiant les hypothèses du lemme. En notant V3 =
V Γ1∩V Γ2 et Γ3 = ∂V Γ3 qui est C0∩C1

m et (V i
j )j∈J1,kiK les composantes connexes de V Γi\V 3,

pour i = 1, 2. En notant Γj
i = ∂V i

j , qui est donc C0∩C1
m. En appliquant (2.5), on obtient :

∀i = 1, 2, Fu(Γi) =
∑

j=1,...,ki

Fu(Γ
j
i ) = Fu(Γ3),

par le lemme 2.14 car u est C1 sur chaque V i
j ⊂ V Γ\{p}. D’où le résultat. ■

En combinant les lemmes 2.13 et 2.14, on obtient alors :

Définition 2.16. Pour un champ u n’ayant que des irrégularités isolées, on appelle indice
du point p dans le champ u la valeur :

idu(p) := Fu(Γ),

où Γ est un chemin fermé paramétré dans le sens positif tel que p ∈ V Γ et u ∈ C1(V Γ\{p}).

Proposition 2.17. La définition 2.16 est bien posée.

Preuve. Il s’agit d’une conséquence directe du lemme 2.15. ■

On peut alors retrouver les propriétés principales de l’indice, résumées dans le théorème
suivant :

Théorème 2.18. L’indice du point p dans le champ u vérifie les propriétés suivantes :

1. idγu(p) = k/4, k ∈ Z,

2. si u est C1 en p alors idu(p) = 0,

3. pour tout chemin fermé Γ tel que p ∈ V Γ et que u ∈ C1(V Γ\{p}), idγu(p) = Fu(Γ).

Preuve. Ces résultats sont respectivement des conséquences directes des lemmes 2.13, 2.14
et 2.15. ■

Par extension, en utilisant le lemme 2.13 on a :

Corollaire 2.19. Soit V Γ une partie de Ω délimitée par Γ. On a :

Fu(Γ) =
∑

p∈V Γ∩Su

idu(p). (2.6)

Preuve. Il suffit de recouvrir V Γ en utilisant des boules qui isolent tous les points p ∈
V Γ ∩ Su. On applique ensuite le théorème 2.18 à chaque boule puis l’équation (2.6) est
obtenue en utilisant le lemme 2.13. ■
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où pour tout p ∈ Ωϵ\Ω, f désigne le vecteur gradient à l’isoline en p. Par construction, uϵ

est aligné sur le bord de Ωϵ et Suϵ ∩ ∂Ωϵ = ∅ Autrement dit, on a :
∑

p∈Suϵ

iduϵ(p) = χ(Ωϵ).

Or χ(Ωϵ) = χ(Ω) donc on a par le corollaire 2.19 :
∑

p∈Suϵ\∂Ω

iduϵ(p) +
∑

p∈Suϵ∩∂Ω

iduϵ(p) = χ(Ω).

Sachant que pour tout p ∈ ∂Ω on a iduϵ(p) = id∂u(p) alors
∑

p∈Su\∂Ω

idu(p) +
∑

p∈Su∩∂Ω

id∂u(p) = χ(Ω). (2.9)

Nous posons alors l’équation (2.9) comme la généralisation de la formule de Poincaré-Hopf
aux champs de croix aligné sur le bord du domaine et possédant des points singuliers de
bord.

2.1.4 Ligne de champ et séparatrices

Le dernier point de cette section concerne un outil indispensable dans la technique
de maillage qui est la construction de lignes de champ. En réalité, ces lignes seront les
frontières des sous-régions générées par l’algorithme. Comme pour les champs vectoriels,
une ligne de champ d’un champ de croix u est définie comme une courbe continûment
différentiable dans Ω. Plus précisément, nous avons la définition suivante :

Définition 2.21. Soit u un champ croisé presque-C1. Étant donné un point p0 ∈ Ω\Su

et une direction −→u0 ∈ u(p0), une ligne de champ émanant de p0 selon −→u0 ∈ R2, notée par
SLu(p0,

−→u0), est la courbe S telle que :

1. il existe πS
u : Ω −→ R2 une application telle que πS

u (p0) =
−→u0 et pour tout p ∈ ImS

il existe un voisinnage Vp de p tel que :

πS
u ∈ C1(Vp) et ∀q ∈ Vp, π

S
u (q) ∈ u(q), (2.10)

2. S est une solution maximale dans Ω de l’équation différentielle

dS(t)

dt
= πS

u (S(t)), t ∈ R et S(0) = p0. (2.11)

Lemme 2.22. La courbe SLu(p0,
−→u0) proposée dans la définition 2.21 est bien définie.

Preuve. Pour établir ce lemme, nous construisons d’abord l’application π restreinte au
voisinage de p et procédons ensuite à la construction de la ligne de champ restreinte au
voisinage de p. La ligne de champ complète est ensuite formée en étendant itérativement
cette construction à chaque voisinage successif (voir figure 2.8).

Définition d’un champ de vecteur de classe C1 dans un voisinnage de p0.

D’après la proposition 2.10, il existe une application θ
Vp0

u de classe C1 dans un voisin-
nage Vp0 de p0 telle que pour tout q ∈ Vp0 , θ

Vp0

u (q) ≡ θu(q) (mod π
2
). Il vient alors qu’il

existe m ∈ Z tel que l’application τp0 := R(θ
Vp0

u +mπ
2
)(1, 0) est un champ de vecteur de

classe C1 sur Vp0 vérifiant τp0(p0) =
−→u0.
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- Si u(p1) = 0, alors S(t) est la ligne de champ construite existe et est unique,

- Sinon, nous pouvons étendre l’ensemble S en répétant la construction précédem-
ment décrite dans un voisinage de p1. Cela implique de définir un champ vectoriel
continu à proximité de p1 et de construire la ligne de champ en fonction de ce
champ étendu. En appliquant itérativement ce processus dans chaque voisinage,
nous pouvons étendre et affiner progressivement la ligne de courant, en garantissant
sa régularité dans tout le domaine.

■

Remarque 2.23. Notons que si u est aligné avec la frontière, alors pour tout p ∈
∂Ω\Su tel que la normale extérieure unitaire n(p) au point p, est définie, nous avons
SLu

(
p,R

(
±π

2

)
n(p)

)
⊂ ∂Ω.

Définition 2.24 (Séparatrice). Une séparatrice dans un champ de croix est une ligne de
champ qui commence ou se termine en un point singulier.

Cette définition d’une séparatrice induit un problème bien connu dans les équations
différentielles ordinaires : comment tracer une ligne de champ à partir d’un point singulier
donné ? Cette question peut être difficile étant donné que u(p) = 0 pour tout p ∈ Su.
Cependant, nous proposons le résultat suivant qui sera utilisé par la suite pour résoudre
ce problème.

Proposition 2.25. Soit u un champ de croix presque-C1 et p ∈ Ω\∂Ω. Soit Vp ⊂ Ω un
voisinnage de p tel que le bord ∂Vp de Vp est de classe C1 et ∂Vp ∩ Su = ∅. On suppose de
plus que Vp est étoilé par rapport à p. Alors il existe un champ de croix v tel que :

1. v est presque-C1 sur Ω,

2. Sv ∩ Vp = {p} et idv(p) =
∑

q∈Su∩Vp
idu(q),

3. pour tout q ∈ ∂Vp tel que −→vq := −→pq.∥−→pq∥−1 ∈ u(q), le point p appartient à la ligne
de champ SLv(q,

−→vq ).

Preuve. Soit v défini pour tout q ∈ Ω par :

v(q) =





0 si q = p

u(q) si q /∈ Vp,

u ◦ π(q) sinon,

(2.13)

où π est défini pour tout q ∈ Vp\{p} par l’intersection de la demi-droite [pq) avec la courbe
∂Vp (voir la figure 2.9) : 




π(q) = p+

−−−−−→
∥pπ(q)∥
−−→
∥pq∥

−→pq,

π(q) ∈ ∂Vp.

Notons que π est bien défini. En effet, puisque Vp est étoilé et que ∂Vp est de classe C1,
alors pour tout q ∈ Vp\{p}, il existe un unique point π(q) ∈ ∂Vp. Nous montrons que v
est presque continue dans Ω en démontrant cette propriété successivement dans Vp, dans
Ω\Vp, et sur ∂Vp.
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alors que :

X = L(h).
−→
e⊥q = ∥L(h)∥ cosα, avec cosα =

−→
t .
−→
e⊥q .

Autrement dit, la composante de L(h) suivant eq notée Y est donnée par :

Y = ±
»
∥L(h)∥2 −X2 =

±1

cosα

»
X2(1 + cos2 α),

avec cosα ̸= 0. Si cosα = 0 alors on a
−→
t .
−→
e⊥q = 0 ce qui exclut puisque Vp est étoilé par

rapport à p. Finalement, on a L(h) = X
−→
e⊥q + Y−→eq avec X et Y linéaire en h et continue

en q. Par conséquent, π est bien de classe C1.

2. Pour tout q ∈ Vp\{p}, v(q) ̸= 0 et v(p) = 0. Par conséquent, Sv ∩ Vp = {p}.
Soit γ une paramétrisation de ∂Vp sur [0, 1]. Sachant que l’indice de p dans le champ de
croix v ne dépend pas du chemin, on peut écrire que :

idv(p) =
1

2π

∫

∂Vp

dθv.

Or par construction, on a v = u sur ∂Vp donc on a :

idv(p) =
1

2π

∫

∂Vp

dθu =
∑

q∈Su∩Vp

idu(q).

3. Soit q ∈ ∂Vp tel que −→vq := −→pq.∥−→pq∥−1 ∈ u(q). Alors pour tout p′ ∈ ]pq) ∩ Vp
on a −→vq ∈ v(p′). Par conséquent, pour tout p′ ∈]pq] on a p′ ∈ SLv(q,

−→vq ). Ainsi en passant
à la limite avec p′ −→ p on a p ∈ SLv(q,

−→vq ). ■

En extension de la proposition 2.25, nous introduisons la proposition suivante, qui
décrit une procédure pour tracer une ligne de courant à partir d’un point singulier spécifié
sur la frontière.

Proposition 2.26. Soit u un champ de croix presque-C1 et p ∈ ∂Ω. Considérons un
voisinage Vp ⊂ Ω de p tel que p ∈ ∂Vp et ∂Vp soit de classe C1. On suppose de plus que
(∂Vp\{p})∩Su = ∅ et que Vp est étoilé par rapport à p. Alors, il existe un champ de croix
v tel que :

1. v est presque-C1 sur Ω,

2. pour tout q ∈ ∂Vp tel que −→vq := −→pq.∥−→pq∥−1 ∈ u(q), le point p appartient à la ligne
de champ SLv(q,

−→vq ).

De plus, si ∂Vp est tangent à ∂Ω en p, alors on a :

3. Sv ∩ Vp = {p} et id∂v(p) =
∑

q∈Su∩Vp
idu(q).

Preuve. Soit v défini pour tout q ∈ Ω par l’équation (2.13) :

1. La proposition 2.25 montre que v est presque-C1 sur Ω.

2. Voir la preuve de la proposition 2.25.
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3. Supposons maintenant que ∂Vp est tangent à ∂Vp en p. Pour tout q ∈ Vp\{p},
v(q) ̸= 0 et v(p) = 0. Par conséquent, Sv ∩ Vp = {p}. Soit γ une paramétrisation de ∂Vp
sur [0, 1] avec γ(0) = p = γ(1). Puisque ∂Vp est tangent à ∂Ω en p, les vecteurs γ′(0) et
γ′(1) sont tangents à ∂Ω. On a donc par le corollaire 2.19 :

id∂v(p) =
1

2π

ñ
π − p̂+ lim

s→0

∫ 1−s

s

dθγv

ô
.

Or par construction, on a v = u sur ∂Vp donc on a :

id∂v(p) =
1

2π

ñ
π − p̂+ lim

s→0

∫ 1−s

s

dθγu

ô
=

∑

q∈Su∩Vp

idu(q).

■

D’après les propositions 2.25 et 2.26, pour tracer une séparatrice à partir d’un point
singulier dans un champ de croix, il est nécessaire de disposer d’un vecteur dont le point
d’application coïncide avec le point singulier en question et qui est aligné avec le champ
de croix dans un voisinage de ce point singulier. Voisinnage dans lequel le champ a préa-
lablement été modifié grâces aux propositions 2.25 et 2.26. La question qui se pose alors
est de savoir si de tels vecteurs existent, et combien de ces vecteurs sont disponibles pour
chaque point singulier. Autrement dit, on cherche à déterminer combien de séparatrices
peuvent être associées à un point singulier donné, ainsi que leurs orientations initiales.
Nous exposons ci-après plusieurs résultats permettant de répondre à cette problématique.

Dans ce qui suit, nous adopterons les notations suivantes. Étant donné p ∈ Ω nous
désignons par Vp ⊂ Ω un voisinnage de p tel que le bord ∂Vp de Vp est de classe C1 et
∂Vp ∩ Su = ∅. Soit γ une paramétrisation sur [0, 1] dans le sens positif de ∂Vp. Nous
désignons par W γ

p la fonction définie par :

W γ
p : t ∈ [0, 1] 7−→ θγu(t)− arg

−−−→
pγ(t), (2.14)

qui indique la différence angulaire relative entre le champ de croix et le champ radial au

point p (où arg
−−−→
pγ(t) désigne l’argument complexe de

−−−→
pγ(t)).

Remarque 2.27. La définition de W γ
p dépend du choix de θγu donné par le Corollaire

2.11, qui n’est pas unique mais est défini à une constante près de mπ/2 avec m ∈ Z. Cela
signifie que différents choix de θγu peuvent conduire à différentes valeurs de W γ

p , mais ils
diffèrent seulement d’un multiple de π/2 ce qui n’aura pas d’impact sur ce qui suit.

Le lemme suivant donne un partitionnement du voisinnage d’un point dans un champ
de croix en fonction de l’indice du point dans le champ.

Lemme 2.28. Soit p ∈ Ω\∂Ω tel que idu(p) = k/4 avec k ∈ Z et k ≤ 1. Pour tout
t0 ∈ [0, 1], il existe une suite de points (ti)i∈J1,NsK ⊂ [0, 1] avec Ns = 4 − k tels que
0 ≤ t1 < · · · < tNs

≤ 1 et il existe i ∈ [0, 1] tel que t0 = ti, et pour tout i ∈ J1, NsK,
∫ ti+1

ti

dW γ
p = −

π

2
, où tNs+1 := t1.
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Preuve. Par le théorème 2.18, on a :

∫ 1

0

dθγu = k
π

2
avec idu(p) = k/4.

Or on a
∫ 1

0

d arg
−−−→
pγ(t) = 2π donc :

∫ 1

0

dW γ
p = (k − 4)

π

2
= −Ns

π

2
avec Ns = 4− k.

γ étant un lacet, on introduit une nouvelle paramétrisation γ ◦ h : [t0, t0 + 1[−→ ∂Vp
définie par :

h(t) =

®
t for t ∈ [t0, 1],

t+ 1 for t ∈ [0, t0[.

Par régularité de ∂Vp, h ∈ C1([t0, t0 + 1[). Il vient alors que :

∫ 1

0

dW γ
p (t) =

∫ t0+1

t0

d(W γ
p ◦ h).

Posons t′1 := t0 et définissons la fonction f par :

f : τ 7→

∫ τ

t′
1

d(W γ
p ◦ h).

Comme f est continue sur [0, 1], l’application du théorème des valeurs intermédiaires,
conduit à l’existence de (t′i)i∈J2,NsK ⊂ [0, 1] tels que t′1 < t′2 < · · · < t′Ns

avec pour tout
i ∈ J1, NsK : ∫ t′i+1

t′i

d(W γ
p ◦ h) = −

π

2
,

où t′Ns+1 := t′1. Enfin, nous pouvons définir ti = h−1(t′i) pour tout i ∈ J1, NsK, ce qui donne
une suite de Ns = 4 − k points 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tNs

≤ 1 tels que ∃i ∈ J1, NsK avec ti = t0.
De plus nous avons ∀i ∈ J1, NsK :

∫ ti+1

ti

dW γ
p = −

π

2
, où tNs+1 := t1.

■

En se basant sur ce résultat, nous sommes en mesure d’énoncer la proposition suivante,
laquelle permet de déterminer le nombre de séparatrices à attribuer à un point singulier
ainsi que leurs orientations initiales.

Proposition 2.29. Soit p ∈ Ω\∂Ω tel que idu(p) = k/4 avec k ∈ Z et k ≤ 1. Il existe
une suite de points (ti)i∈J1,NsK tel que Ns = 4 − k et 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tNs

≤ 1 avec
−−−→
pγ(ti).∥

−−−→
pγ(ti)∥

−1 ∈ u(γ(ti)). De plus pour tout i ∈ J1, NsK,
∫ ti+1

ti

dW γ
p = −

π

2
, où tNs+1 := t1.
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Selon la Remarque 2.27, il est en effet correct que W γ
p ne soit pas unique et puisse

être défini à une constante près de mπ/2, m ∈ Z. Cependant, dans le contexte du lemme
2.28, nous pouvons observer que les valeurs de ti, ∀i ∈ J1, NsK données ne dépendent pas
du choix spécifique de W γ

p .

Preuve. S’il existe t0 ∈ [0, 1] tel que −→u0 =
−−−→
pγ(t0).∥

−−−→
pγ(t0)∥

−1 ∈ u(γ(t0)), alors selon le
lemme 2.28, il existe une suite de points (ti)i∈J1,NsK tel que Ns = 4 − k et 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤
tNs

≤ 1. De plus, il existe i ∈ [0, 1] tel que ti = t0, et pour tout i ∈ J1, NsK,
∫ ti+1

ti

dW γ
p = −

π

2
, où tNs+1 := t1.

Remarquons alors que pour tout i ∈ J1, NsK, nous aurons bien :

−→ui =
−−−→
pγ(ti).∥

−−−→
pγ(ti)∥

−1 ∈ u(γ(ti)).

Cela peut être démontré de manière itérative comme suit : puisque
∫ ti
ti−1

dW γ
p = −π

2
alors

θγu(ti) = arg
−−−→
pγ(ti) + θγu(ti−1)− arg

−−−−−→
pγ(ti−1)−

π
2
. Étant donné que

−−−−−→
pγ(ti−1).∥

−−−−−→
pγ(ti−1)∥

−1 ∈

u(γ(ti−1)), on a θγu(ti−1) ≡ arg
−−−−−→
pγ(ti−1) (mod π

2
). Par conséquent, on peut en déduire que

θγu(ti) ≡ arg
−−−→
pγ(ti) (mod π

2
), ce qui prouve que

−−−→
pγ(ti).∥

−−−→
pγ(ti)∥

−1 ∈ u(γ(ti)).
Pour compléter la preuve, on doit montrer qu’il existe t0 ∈ [0, 1] tel que

−−−→
pγ(t0).∥

−−−→
pγ(t0)∥

−1 ∈ u(γ(t0)). Soit s0 ∈ [0, 1] tel que 0 < W γ
p (s0) <

π
2
. D’après le lemme

2.28, il existe s1 > s0 tel que
∫ s1
s0
dW γ

p = −π
2
, ce qui signifie que W γ

p (s1) = W γ
p (s0)−

π
2
< 0.

Par le théorème des valeurs intermédiaires, il existe donc t0 ∈ [s0, s1] tel que W γ
p (t0) = 0,

ce qui implique que arg
−−−→
pγ(t0) ∈ u(γ(t0)). Par conséquent,

−−−→
pγ(t0).∥

−−−→
pγ(t0)∥

−1 ∈ u(γ(t0)),
ce qui complète la preuve. ■

Ce résultat peut être étendu à un point de bord de la manière suivante :

Proposition 2.30. Soit p ∈ ∂Ω tel que idu(p) = k/4 avec k ∈ Z et k ≤ 1. Au point p, il
y a Ns = 3− k séparatrices qui convergent, incluant les frontières de Ω, divisant ainsi le
voisinage de p en 2− k secteurs. De plus, à l’intérieur de chaque secteur, on a :

∫ 1

0

W γ
p (t)dt = −

π

2
.

Preuve. Étant donné que idu(p) = k/4, en utilisant l’équation (2.7), on a :

lim
s→0

∫ 1−s

s

dW γ
p =

kπ

2
+ p̂− π − p̂

= (k − 2)
π

2
= −(Ns − 1)

π

2
,

et donc Ns = 3− k.

— Si k = 1, alors lim
s→0

∫ 1−s

s

dW γ
p = −

π

2
. En conséquence, on observe l’existence d’un

seul secteur.
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secteur. L’indice de p est alors donné par :

id∂u(p) =
1

2π

ï
π − p̂+ lim

s→0

∫ s−ti+1

s−ti

dθγu

ò

=
1

2π

ï
π − p̂+

Å
p̂+ lim

s→0

∫ s−ti+1

s−ti

dW γ
p

ãò

=
1

2π

[
π −

π

2

]

id∂u(p) =
1

4
.

■

De manière analogue à ce qui est fait dans [Viertel and Osting, 2019], la proposition
2.31 implique que l’apparence de chaque coin d’un secteur est celle d’un angle droit par
rapport au champ de croix.

2.2 Méthode de partitionnement à partir d’un champ

de croix

Nous abordons maintenant le cœur de ce chapitre en présentant la méthode de par-
titionnement de domaine basée sur les champs de croix. Dans un premier temps, nous
exposons l’algorithme de partitionnement ainsi que les différentes conditions requises sur
le champ de croix, garantissant ainsi que le partitionnement obtenu résulte en un maillage
quadrilatéral du domaine de départ. Par la suite, nous analysons en détail les différents
algorithmes présentés et fournissons des résultats permettant de garantir leur bon fonc-
tionnement.

2.2.1 Principe de la méthode

Considérons un domaine Ω borné et fermé dans R2 possédant une frontière ∂Ω régu-
lière par morceaux. L’algorithme suivant permet de partitionner ce domaine en régions
distincts.

Algorithme 1: Algorithme de partitionnement
Entrées: Ω un domaine borné et fermé ; Un champ de croix presque-C1 défini sur

Ω est tel que l’indice des points dans ce champ est égal à k/4, où k ∈ Z

et k ≤ 1.
Sortie: Partition de Ω en ensembles de régions.

1. Identification des points singuliers du champ de croix,

2. Détermination du nombre de séparatrices pour chaque point singulier,

3. Intégration des lignes de champ pour construire les séparatrices,

4. Identification des régions.
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1. Identification des points singuliers : l’algorithme commence par identifier les
points singuliers dans le champ de croix fourni. Ces points singuliers jouent un
rôle critique dans la détermination de la structure du maillage. Ils correspondent
à des points p ∈ Ω, tels que u(p) = 0 (voir la première image de la figure 2.12a).

2. Détermination du nombre de séparatrices pour chaque point singulier :
le nombre de lignes de champ provenant de chaque point singulier est directement
lié à l’indice du point dans le champ de croix Plus précisément, si p ∈ Ω\∂Ω, alors
Ns(p) = 4 − 4idu(p), tandis que si p ∈ ∂Ω, alors Ns(p) = 4 − 4id∂u(p) où Ns(p)
représente le nombre de séparatrices associé au point p (voir les propositions 2.29
et 2.30).

3. Construction des séparatrices : les séparatrices de chaque point singulier
sont initialisées selon la proposition 2.25 puis les lignes de champs sont intégrées
à travers le domaine en utilisant l’équation (2.11) (voir la deuxième image de
la figure 2.12b). Les directions initiales de ces séparatrices sont déterminées en
cherchant des directions alignées avec le champ de croix dans le voisinnage du
points singuliers (voir les propositions 2.29 et 2.30).

4. Identification des régions : si aucune des séparatrices ne converge vers un cycle
limite alors l’algorithme à converger et les séparatrices construites partitionnent
avec le bord du domaine en un ensemble fini de régions.

On considère que l’algorithme 1 a convergé si les constructions de séparatrices ne
convergent pas vers des cycles limites. Examinons à présent les conditions sur le champ
de croix qui permettent, à partir de l’algorithme présenté ci-dessus, d’obtenir un maillage
quadrilatéral d’un domaine donné.

Construction à partir d’un champ de croix aligné sur le bord de Ω

Lorsque le champ de croix est aligné par rapport à ∂Ω, on peut montrer (voir le
Théorème 2.34) que le partionnement issue de l’Algorithme 1 est constitué de régions
ayant 4 côtés. Chacune de ces régions peut alors être maillée en quadrilatères en utilisant
une méthode de paramétrisation comme l’interpolation transfinie. Par exemple, sur la
figure 2.12, nous considérons un champ de croix aligné avec le bord du domaine (voir figure
2.12a). Ce champ comporte deux points singuliers intérieurs d’indice 1/4 chacun, ainsi
que deux points singuliers de bord d’indice 1/4 chacun. L’application de l’algorithme de
partitionnement permet d’obtenir le partitionnement présenté sur la figure 2.12b. Chaque
région est ensuite maillé sur la figure 2.12c.

Construction à partir d’un champ de croix non-aligné sur le bord de Ω

Comme indiqué dans l’introduction, notre objectif est de permettre l’utilisation de
différents types de champs de croix. Par exemple, un champ de croix peut être construit
en prenant le quart de l’angle des vecteurs du champ de gradient d’un mode propre
particulier du Laplacien (voir la figure 2.13). La même construction peut être appliquée
aux lignes de niveau.
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(a) Un mode propre du Laplacien sur le demi disque.

(b) Champ de croix construit à partir du mode propre.

Figure 2.13 – Génération d’un champ de croix à partir d’un mode propre du Laplacien.

de choisir d’autres types de champs de croix de manière à ce que le maillage quadrilatéral
résultant hérite de certaines propriétés du champ de croix initialement choisi, notamment
la position et la nature des points singuliers.

Cependant, lorsqu’un champ de croix, tel que décrit ci-dessus, est utilisé pour diviser
le domaine (via l’Algorithme 1), on constate que certaines régions s’éloignent de la forme
quadrilatérale habituelle, comme illustré dans la figure 2.14. Cette déviation est due au
fait que le champ de croix n’est pas aligné correctement avec les frontières du domaine.
Par conséquent, certaines partitions ne possèdent pas quatre côtés.

Pour remédier à cette difficulté, nous introduisons une opération sur le champ de croix
appelée opération d’alignement. L’objectif est d’ajuster le champ de croix pour qu’il soit
aligné avec la frontière du domaine. Pour ce faire, nous cherchons un champ scalaire avec
une certaine régularité tel que la rotation du champ de croix initial par rapport à ce
champ scalaire donne un nouveau champ de croix aligné avec les frontières du domaine
tout en préservant certaines propriétés du champ de croix initial. Dans la suite, nous
détaillerons cette opération tout en désignant par champ d’alignement le champ scalaire
décrit ci-dessus. Pour simplifier la présentation, nous mettons en place l’opération d’ali-
gnement dans un premier temps sur un domaine simplement connexe avant de l’étendre
aux domaines non-simplement connexes.
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Pour commencer, nous associons à chaque point p ∈ ∂Ω, un paramètre Ip vérifiant :

Ip =
k

4
avec k ∈ Z et k ≤ 1 (2.16)

Ce paramètre représente l’indice désiré pour les points de bord dans le champ de croix v
(une fois l’opération d’alignement réalisée). Un critère a priori pour le choix automatique
de ce paramètre sera exposé ultérieurement dans la sous-section 2.3.3. Nous définissons
ensuite l’ensemble B qui regroupe les points pour lesquels le paramètre Ip ̸= 0. Ces
points seront singuliers dans le champ de croix v (une fois l’opération d’alignement réali-
sée). Pour finir, il est impératif que le champ de croix u ainsi que l’ensemble B satisfassent :

• 0 < Card(Su) + Card(B) <∞,

• Pour tout point p ∈ Su, idu(p) = k/4, avec k ∈ Z et k ≤ 1,

• Soit γ une paramétrisation de ∂Ω dans le sens positif. Il existe θγu vérifiant :

θγu(1)− θγu(0) = 2πχ(Ω)− 2π
∑

p∈B

Ip. (2.17)

L’opération d’alignement est alors formulé de la manière suivante :

Opération d’alignement : étant donné u, nous définissons le champ de croix v
pour tout p ∈ Ω par :

v(p) =





R(ϕ(p))u(p) si p ∈ Ω\(B ∪ Sn ∪ Su),

n(p) si p ∈ (Su ∩ ∂Ω)\(B ∪ Sn),

0 si p ∈ B ∪ Sn.

(2.18)

où ϕ : Ω −→ R est définie comme la solution de l’équation de Laplace suivante :




∆ϕ = 0 dans Ω,

ϕ(γ(t)) = θγn(t) + I(t)− θγu(t) sur γ−1(∂Ω\(B ∪ Sn ∪ Su)),
(2.19)

où la fonction I est donnée pour tout t ∈ γ−1(∂Ω\(B ∪ Sn ∪ Su)) par :

I(t) =
∑

s∈γ−1(B∪Sn)

ï(
π −‘γ(s)− 2πIγ(s)

)
−

Å
lim
r→s+

θγn(r)− lim
r→s−

θγn(r)

ãò
1[0,t](s),

avec ‘γ(s) la mesure de l’ouverture angulaire de la frontière en γ(s).

Remarque 2.32.

1. On montre (voir le Théorème 2.36) que le champ de croix v est aligné par rapport
à ∂Ω. On se ramène ainsi au cas du champ de croix aligné sur le bord de Ω et
l’application l’algorithme 1 permet d’obtenir un partitionnement de Ω en régions
de quatre côtés lorsque les séparatrices ne convergent pas en cycles limites.
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En appliquant cet algorithme au champ de croix représenté sur la figure 2.14, nous
obtenons le partitionnement illustré sur la figure 2.16. Un autre exemple est présenté sur la
figure 2.17. Dans ce cas, le champ de croix initial possède deux points singuliers d’indice
−1/4. L’ensemble B correspond aux coins du domaine, auxquels nous avons associé le
paramètre Ip = 1/4 pour tout p ∈ B.

Domaines non-simplement connexes : Nous supposons maintenant que Ω est un
domaine non-simplement connexe. Autrement dit sa frontière ∂Ω peut potentiellement
être constitué de plusieurs composantes connexes. On a donc ∂Ω = ∪iΓi, où Γi, i ∈
J0, nb − 1K désigne les composantes connexes de ∂Ω et nb le nombre de composantes
connexes de ∂Ω. Pour tout i ∈ J0, nb − 1K, on note γi la paramétrisation de Γi sur [0, 1]
dans le sens positif. Soit u un champ de croix presque-C1 défini sur Ω et non-nécessairement
aligné sur le bord de Ω tel que pour tout point p ∈ Su\∂Ω, idu(p) = k/4, avec k ∈ Z et
k ≤ 1. On suppose de plus que 0 ≤ Card(Su)+Card(B) <∞. En appliquant le processus
présenté dans la partie précédente, la condition (2.17) devient :

nb−1∑

i=0

(θγiu (1)− θγiu (0)) = 2πχ(Ω)− 2π
∑

p∈B

Ip. (2.20)

Cependant, cette condition ne permet pas de garantir que, pour tout i ∈ J0, nb − 1K,
ϕ(γi(1))−ϕ(γi(0)) = 0, ce qui est essentiel pour s’assurer que pour tout p ∈ ∂Ω, idv(p) =
Ip. C’est notamment ce qu’on observe sur l’exemple de la figure 2.18. Sur cet exemple,
le champ de croix initial vérifie la condition (2.20). Elle contient deux points singuliers
internes, chacun ayant un indice de −1/4. L’ensemble B se compose, d’une part, des
quatre coins du bord carré où chaque coin a un paramètre Ip fixé à 1/4, et d’autre part,
des deux coins du demi-disque où chaque coin a un paramètre Ip fixé à −1/4. Le champ
d’alignement est calculé avec l’équation (2.15), puis le champ de croix v est construit. On
observe clairement que v est bien aligné avec le bord du domaine et conserve les singularités
internes du champ de croix initial. Cependant, on remarque l’apparition de singularités
de bord dans le champ de croix v. En appliquant l’algorithme de partitionnement 1 sur
v, le partitionnement obtenu présente des régions à quatre côtés (figure 2.18b) mais,
la présence de points singuliers de bord non contrôlés (en termes de positionnement et
d’indice) conduit à un maillage quadrilatéral comportant des quadrangles dégénérés (figure
2.18c).

Pour surmonter cette limitation, nous modifions la conditions à imposer sur le champ
de croix initial u de la manière suivante :




θγ0u (1)− θγ0u (0) = 2π − 2π
∑

p∈B∩Γ0

Ip sur Γ0

θγiu (1)− θγiu (0) = −2π − 2π
∑

p∈B∩Γi

Ip sur Γi, ∀i ∈ J1, nb − 1K.
(2.21)

où Γ0 désigne le bord extérieur de Ω. En supposant que le champ de croix u vérifie cette
condition, la condition de bord de l’équation (2.19) devient :

ϕ(γi(t)) = θγin (t) + I(t)− θγiu (t) sur γ−1
i (Γi\(B ∪ Su)), ∀i ∈ J0, nb − 1K.

Remarque 2.33. On montre (voir le Théorème 2.38) que le champ de croix v (résultant
de l’opération d’alignement) est aligné par rapport à ∂Ω. De plus pour tout p ∈ Ω\∂Ω,
idv(p) = idu(p) et pour tout p ∈ ∂Ω, idv(p) = Ip.
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satisfaisant ainsi :




θγ0uc
(1)− θγ0uc

(0) = 2π − 2π
∑

p∈B∩Γ0

Ip sur Γ0

θγiuc
(1)− θγiuc

(0) = −2π − 2π
∑

p∈B∩Γi

Ip sur Γi, ∀i ∈ J1, nb − 1K.
(2.22)

De ce fait, le champ de croix corrigé uc répond à la condition (2.21). En appliquant le
processus d’alignement à uc ainsi que l’algorithme de partitionnement au champ résultant,
nous parvenons à générer un maillage quadrilatéral du domaine initial. La construction
du champ d’angle ω peut être effectuée selon diverses méthodes. Selon la méthode choisie,
elle peut influencer les points singuliers de u et de l’ensemble B dans le maillage final. Nous
reviendrons sur sa construction dans les parties suivantes (voir la section 2.3). L’algorithme
3 résume la méthode de génération de maillage sur un domaine non-simplement connexe.

Algorithme 3: Algorithme de partitionnement pour un domaine non-
simplement connexe basé sur un champ de croix non aligné
Entrée: Ω un domaine borné et fermé, champ de croix u défini sur Ω, ensemble

B, paramètre Ip pour tout p ∈ ∂Ω.
Sortie : Partition de Ω en ensembles de régions.

1.) Correction du champ de croix si nécessaire,

1.) Calcul du champ d’alignement,

2.) Calcul du champ de croix v,

3.) Application de l’algorithme 1 au champ de croix v.

2.2.2 Etude de la méthode

Dans la section précédente, nous avons exposé des algorithmes qui, sous certaines
conditions, permettent de subdiviser un domaine en régions à quatres côtés. Dans cette
partie, nous allons présenter plusieurs résultats visant à garantir l’efficacité de ces mé-
thodes. Commençons par le cas où le champ de croix est aligné avec le bord du domaine.
Nous avons le résultat suivant :

Théorème 2.34. Soit Ω un domaine borné et fermé dans R2 avec une frontière régulière
par morceau et soit u un champ de croix presque-C1 aligné avec ∂Ω tel que 0 < Card(Su) <
∞ et pour tout p ∈ Ω, idu(p) = k/4 où k ∈ Z et k ≤ 1. Si l’algorithme de partitionnement
1 appliqué à u converge alors le partitionnement résultant est une décomposition de Ω en
régions à quatre côtés.

Preuve. Selon les propositions 2.25 et 2.26, chaque point singulier de u donne lieu à un
nombre fini de séparatrices. Étant donné que par hypothèse ces séparatrices ne convergent
pas vers des cycles limites, elles doivent soit se terminer en un point singulier, soit inter-
secter la frontière de Ω. En conséquence, les séparatrices de u divisent Ω en régions qui
ne contiennent aucun point singulier et qui sont délimitées par des séparatrices.

Soit R l’une de ces régions. Selon le Théorème de Poincaré-Hopf, on a χ(R) =∑nc

i=1 idu(ci), où (ci)i∈J1,ncK désigne les coins de R (c’est à dire les points d’intersections
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de γ tel que :
θγu(1)− θγu(0) = 2πχ(Ω)− 2π

∑

p∈B

Ip. (2.24)

où γ est une paramétrisation sur [0, 1] de ∂Ω orientée positivement et vérifiant γ(0) =
γ(1) /∈ B ∪ Sn ∪ Su. Soit ϕ, la fonction définie par l’équation (2.19). Nous avons alors le
lemme suivant :

Lemme 2.35. ϕ(γ(1))− ϕ(γ(0)) = 0.

Preuve.

ϕ(γ(1))− ϕ(γ(0)) = θγn(1) + I(1)− θu(γ(1))− (θγn(0) + I(0)− θγu(0))

= (θγn(1)− θγn(0)) + (I(1)− I(0))− (θγu(1)− θγu(0)).

En posant γ−1(B ∪ Sn) = {t1, . . . , tnt
} avec nt ∈ N∗ et t1 < · · · < tnt

, on a :

θγn(1)− θγn(0) = θγn(t
−
1 )− θγn(0) +

nt∑

i=2

(
θγn(t

−
i )− θγn(t

+
i−1)
)
+ θγn(0)

+θγn(1)− θγn(t
−
nt
) +

nt∑

i=1

(
θγn(t

+
i )− θγn(t

−
i )
)
− θγn(0)

=

∫ 1

0

dθγn +
nt∑

i=1

(
θγn(t

+
i )− θγn(t

−
i )
)

θγn(1)− θγn(0) =

∫ 1

0

dθγn +
∑

s∈γ−1(B∪Sn)

(
θγn(s

+)− θγn(s
−)
)
.

Remarquons aussi que puisque I(0) = 0, on a :

I(1)− I(0) =
∑

s∈γ−1(B∪Sn)

[(
π −‘γ(s)− 2πIγ(s)

)
−
(
θγn(s

+)− θγn(s
−)
)]
.

Il vient alors que :

ϕ(γ(1))− ϕ(γ(0)) =

∫ 1

0

dθγn +
∑

s∈γ−1(B∪Sn)

(
π −‘γ(s)− 2πIγ(s)

)
− (θγu(1)− θγu(0)).

Autrement dit,

ϕ(γ(1))− ϕ(γ(0)) =
nt∑

i=1

∫ ti+1

ti

dθγn +
∑

s∈γ−1(B)

(
π −‘γ(s)

)

−

Ñ
∑

s∈γ−1(B∪Sn)

2πIγ(s) + (θγu(1)− θγu(0))

é
,

où on a posé tnt+1 := t1. D’après le théorème des tangentes tournantes [Hopf, 1935,
Rotskoff, 2010], on sait que :

nt∑

i=1

(θγn(ti+1)− θγn(ti)) +
∑

s∈γ−1(B∪Sn)

(
π −‘γ(s)

)
= 2π.



Méthode de partitionnement à partir d’un champ de croix 69

On obtient alors en utilisant la condition (2.24)

ϕ(γ(1))− ϕ(γ(0)) = 2π − 2πχ(Ω).

Autrement dit,
ϕ(γ(1))− ϕ(γ(0)) = 0.

■

L’opération d’alignement consiste à calculer le champ de croix v défini pour tout p ∈ Ω
par :

v(p) =





R(ϕ(p))u(p) si p ∈ Ω\(B ∪ Sn ∪ Su),

n(p) si p ∈ (Su ∩ ∂Ω)\(B ∪ Sn),

0 si p ∈ B ∪ Sn.

(2.25)

Nous avons alors le théorème suivant :

Théorème 2.36. Le champ de croix v est presque-C1 sur Ω et aligné avec ∂Ω. De plus,
pour tout p ∈ Ω, on a :

idv(p) =





idu(p) si p ∈ Ω\∂Ω,

Ip sinon .
(2.26)

Preuve. Du fait que la fonction ϕ définie par l’équation (2.19) est de classe C1 sur Ω\(B∪
Sn ∪ (Su ∩ ∂Ω))), le champ v est presque-C1 sur Ω. Cela découle immédiatement de la
proposition 2.5, étant donné que u est presque-C1 sur Ω.

De plus, v est aligné avec ∂Ω. En effet, v(p) = 0 pour tout p ∈ B ∪ Sn et v(p) = n(p)
pour tout p ∈ (Su ∩ ∂Ω)\(B ∪ Sn). Par ailleurs, pour tout p ∈ ∂Ω\(B ∪ Sn ∪ Su) on a :

θv(γ(tp)) = ϕ(γ(tp)) + θγu(tp) + k
π

2
= θγn(tp) + I(tp)− θγu(tp) + θγu(tp) + k

π

2
,

où tp ∈ [0, 1] tel que γ(tp) = p et k ∈ Z. Or pour tout s ∈ γ−1(B ∪ Sn) ∩ [0, tp] on a :

lim
r→s+

θγn(r)− lim
r→s−

θγn(r) ≡ (π −‘γ(s)) (mod
π

2
).

Il vient alors que :

θv(γ(tp)) = θγn(tp) +
∑

s∈γ−1(B∪Sn)

[(
π −‘γ(s)−ms

π

2

)
−
(
π −‘γ(s) + ks

π

2

)]
1[0,tp](s) + k

π

2
,

où ks ∈ Z et où on a posé Iγ(s) = ms/4 avec ms ∈ Z et ms ≤ 1. Autrement dit, on a :

θv(γ(tp)) = θγn(tp) +
∑

s∈γ−1(B∪Sn)

[
−ms

π

2
+ ks

π

2

]
1[0,tp](s) + k

π

2
,

et donc :
θv(γ(tp)) ≡ θγn(tp) (mod

π

2
).

Ce qui implique que v(p) = n(p). On conclut alors que v est aligné avec ∂Ω.

Nous calculons maintenant pour tout p ∈ Ω, l’indice de p dans le champ v. Ainsi,
on a :
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• Si p ∈ Ω\∂Ω, idv(p) = idu(p) selon la proposition 2.20, car la fonction ϕ définie
par l’équation (2.19) est de classe C1 sur Ω\∂Ω.

• Si p ∈ ∂Ω\{γ(0)} (sachant que γ(0) = γ(1)), on a :

id∂v(p) =
1

2π

ñ
π − p̂+ lim

s→0

∫ 1−s

s

dθCv

ô
=

1

2π

(
π − p̂+ (θCv (1)− θCv (0))

)
,

où C est un lacet paramétré sur [0, 1] tel que C(0) = p = C(1) et les vecteurs C ′(0)
et C ′(1) sont tangents à ∂Ω. De plus, C n’englobe aucun autre point singulier de u.
Soit tp ∈]0, 1[ tel que γ(tp) = p. On a :

id∂v(p) =
1

2π

[
π − p̂+

(
θγv (t

−
p )− θγv (t

+
p )
)]
,

où on a noté limt→t+p
θγv (t) = θγv (t

+
p ) et limt→t−p

θγv (t) = θγv (t
−
p ). Autrement dit, on

a :

id∂v(p) =
1

2π

[
π − p̂+

(
ϕ(γ(t−p )) + θγu(t

−
p )− ϕ(γ(t+p ))− θγu(t

+
p )
)]

=
1

2π

[
π − p̂+

(
θγn(t

−
p )− θγn(t

+
p )
)
+
(
I(t−p )− I(t+p )

)]
.

Remarquons que :

I(t+p )− I(t−p ) =
∑

s∈γ−1(B∪Sn)∩[0,tp]

[(
π −‘γ(s)− 2πIγ(s)

)
−
(
θγn(s

+)− θγn(s
−)
)]

−
∑

s∈γ−1(B∪Sn)∩[0,tp[

[(
π −‘γ(s)− 2πIγ(s)

)
−
(
θγn(s

+)− θγn(s
−)
)]

= (π − p̂− 2πIp)−
(
θγn(t

+
p )− θγn(t

−
p )
)
.

Il vient alors que :

id∂v(p) =
1

2π

[
π − p̂−

(
θγn(t

+
p )− θγn(t

−
p )
)
− (π − p̂− 2πIp) +

(
θγn(t

+
p )− θγn(t

−
p )
)]

=
1

2π
[π − p̂− (π − p̂− 2πIp)] .

Par conséquent, id∂v(p) = Ip.

• Supposons maintenant que p = γ(0) = γ(1). Puisque v est aligné par rapport à
∂Ω, en appliquant le théorème de Poincaré-Hopf à v, on obtient :

∑

q∈Ω

idv(q) +
∑

q∈∂Ω\∂Ω

id∂v(q) = χ(Ω).

Sachant que
∑

q∈Ω\∂Ω idv(q) = θγv (1)− θγv (0) (puisqu’il sagit du nombre de fois que
v tourne sur lui même le long de γ), il vient que :

ϕ(γ(1))− ϕ(γ(0)) + (θγu(1)− θγu(0)) +
∑

q∈∂Ω

idγv(q) = χ(Ω).
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D’après le lemme 2.35, ϕ(γ(1))− ϕ(γ(0)) = 0. On a donc :

θγu(1)− θγu(0) +
∑

q∈∂Ω

id∂v(q) = χ(Ω).

Or d’après ce qui précède, pour tout q ∈ ∂Ω\{p}, on a idγv(q) = Iq. Par conséquent :

θγu(1)− θγu(0) +
∑

q∈∂Ω\{p}

Iq + id∂v(p) + Ip − Ip = χ(Ω).

Autrement dit,

id∂v(p)− Ip = χ(Ω)−

[
(θγu(1)− θγu(0)) +

∑

q∈∂Ω

Iq

]
.

Finalement, en utilisant la condition (2.24), on obtient :

id∂v(p) = Ip.

■

Nous donnons maintenant la généralisation du théorème précédent aux domaines non-
simplement connexe. On suppose que Ω est borné et fermé et que ∂Ω = ∪iΓi, où Γi, i ∈
J0, nb − 1K désigne les composantes connexes de ∂Ω et nb le nombre de composantes
connexes de ∂Ω. Dans ce cas, nous modifions la condition (2.24) comme suit :





θγ0u (1)− θγ0u (0) = 2π − 2π
∑

p∈(B∪Sn)∩Γ0

Ip sur Γ0,

θγiu (1)− θγiu (0) = −2π − 2π
∑

p∈(B∪Sn)∩Γi

Ip sur Γi, ∀i ∈ J1, nb − 1K.
(2.27)

où pour tout i ∈ J0, nb−1K, γi est une paramétrisation sur [0, 1] de Γi orientée positivement
et vérifiant γi(0) = γi(1) /∈ B ∪ Sn ∪ Su. L’équation (2.19) devient alors :




∆ϕ = 0 dans Ω,

ϕ(γi(t)) = θγin (t) + I(t)− θγiu (t) sur γ−1
i (Γi\(B ∪ Sn ∪ Su)), ∀i ∈ J0, nb − 1K.

(2.28)
où la fonction I est donnée pour tout i ∈ J0, nb−1K, et pour tout t ∈ γi

−1(Γi\(B∪Sn∪Su))
par :

I(t) =
∑

s∈γi−1((B∪Sn)∩Γi)

ï(
π − ‘γi(s)− 2πIγi(s)

)
−

Å
lim
r→s+

θγin (r)− lim
r→s−

θγin (r)

ãò
1[0,t](s),

avec ‘γi(s) la mesure de l’ouverture angulaire de la frontière en γi(s). Nous avons alors le
lemme suivant :

Lemme 2.37. Pour tout i ∈ J0, nb − 1K, ϕ(γi(1))− ϕ(γi(0)) = 0.
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Preuve. De façon analogue a ce qui est fait dans la preuve du lemme 2.35, on a pour tout
i ∈ J0, nb − 1K :

ϕ(γi(1))− ϕ(γi(0)) =
nt∑

i=1

∫ ti+1

ti

dθγin +
∑

s∈γi−1((B∪Sn)∩Γi)

(
π − ‘γi(s)

)

−

Ñ
∑

s∈γi−1((B∪Sn)∩Γi)

2πIγi(s) + (θγiu (1)− θγiu (0))

é
,

où on a posé tnt+1 := t1. D’après le théorème des tangentes tournantes [Hopf, 1935,
Rotskoff, 2010], on sait que :





nt∑

i=1

(θγ0n (ti+1)− θγ0n ((ti)) +
∑

s∈γ0−1((B∪Sn)∩Γ0)

(
π −’γ0(s)

)
= 2π.

nt∑

i=1

(θγin (tj+1)− θγin (tj)) +
∑

s∈γi−1((B∪Sn)∩Γi)

(
π − ‘γi(s)

)
= −2π si i ∈ J1, nb − 1K.

On obtient alors en utilisant la condition (2.27)




ϕ(γ0(1))− ϕ(γ0(0)) = 2π −
∑

s∈γ0−1((B∪Sn)∩Γ0)

(
π −’γ0(s)

)

+
∑

s∈γ0−1((B∪Sn)∩Γ0)

(
π −’γ0(s)

)
− 2π,

ϕ(γi(1))− ϕ(γi(0)) = −2π −
∑

s∈γi−1((B∪Sn)∩Γi)

(
π − ‘γi(s)

)

+
∑

s∈γi−1((B∪Sn)∩Γi)

(
π − ‘γi(s)

)
+ 2π, si i ∈ J1, nb − 1K.

Autrement dit,
∀i ∈ J0, nb − 1K, on a ϕ(γi(1))− ϕ(γi(0)) = 0.

■

De manière similaire à la procédure précédente, le champ de croix v obtenu à partir
de l’opération d’alignement est défini pour tout p ∈ Ω par :

v(p) =





R(ϕ(p))u(p) si p ∈ Ω\(B ∪ Sn ∪ Su),

n(p) si p ∈ (Su ∩ ∂Ω)\(B ∪ Sn),

0 si p ∈ B ∪ Sn.

(2.29)

On a alors le théorème suivant :
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Théorème 2.38. Le champ de croix v est presque-C1 sur Ω et aligné avec ∂Ω. De plus,
pour tout p ∈ Ω, on a :

idv(p) =





idu(p) si p ∈ Ω\∂Ω,

Ip sinon .
(2.30)

Preuve. Du fait que la fonction ϕ définie par l’équation (2.28) est de classe C1 sur Ω\(B∪
Sn ∪ (Su ∩ ∂Ω)), le champ v est presque-C1 sur Ω. Cela découle immédiatement de la
proposition 2.5, étant donné que u est presque-C1 sur Ω.

De plus, v est aligné avec ∂Ω. En effet, v(p) = 0 pour tout p ∈ B ∪ Sn et v(p) = n(p)
pour tout p ∈ (Su ∩ ∂Ω)\(B ∪ Sn). Par ailleurs, pour tout p ∈ ∂Ω\(B ∪ Sn ∪ Su), ∃i ∈
J0, nb − 1K tel que p ∈ Γi\(B ∪ Sn ∪ Su) et on a :

θv(γi(tp)) = ϕ(γi(tp)) + θγiu (tp) + k
π

2
= θγin (tp) + I(tp)− θγiu (tp) + θγiu (tp) + k

π

2
,

où tp ∈ [0, 1] tel que γi(tp) = p et k ∈ Z. Or pour tout s ∈ γi
−1((B∪Sn)∩Γi)∩ [0, tp] on a

lim
r→s+

θγin (r)− lim
r→s−

θγin (r) ≡ (π −‘γ(s)) (mod
π

2
).

Il vient alors que :

θv(γi(tp)) = θγin (tp)+
∑

s∈γi−1((B∪Sn)∩Γi)

[(
π − ‘γi(s)−ms

π

2

)
−
(
π − ‘γi(s) + ks

π

2

)]
1[0,tp](s)+k

π

2
,

où ks ∈ Z et où on a posé Iγi(s) = ms/4 avec ms ∈ Z et ms ≤ 1. Autrement dit, on a :

θv(γi(tp)) = θγin (tp) +
∑

s∈γi−1(B∪Sn)

[
−ms

π

2
+ ks

π

2

]
1[0,tp](s) + k

π

2
,

et donc :
θv(γi(tp)) ≡ θγin (tp) (mod

π

2
).

Ce qui implique que v(p) = n(p). On conclut alors que v est aligné avec ∂Ω.

Nous calculons maintenant pour tout p ∈ Ω, l’indice de p dans le champ v. Ainsi,
on a :

• Si p ∈ Ω\∂Ω, idv(p) = idu(p) selon la proposition 2.20, car la fonction ϕ définie
par l’équation (2.28) est de classe C1 sur Ω\∂Ω.

• Si p ∈ Γi\{γi(0)} (sachant que γi(0) = γi(1)) avec i ∈ J0, nb − 1K, on a :

id∂v(p) =
1

2π

ñ
π − p̂+ lim

s→0

∫ 1−s

s

dθCv

ô
=

1

2π

(
π − p̂+ (θCv (1)− θCv (0))

)
,

où C est un lacet paramétré sur [0, 1] tel que C(0) = p = C(1) et les vecteurs C ′(0)
et C ′(1) sont tangents à ∂Ω. De plus, C n’englobe aucun autre point singulier de u.
Soit tp ∈]0, 1[ tel que γi(tp) = p. On a :

id∂v(p) =
1

2π

[
π − p̂+

(
θγiv (t

−
p )− θγiv (t

+
p )
)]
,
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où on a noté limt→t+p
θγiv (t) = θγiv (t

+
p ) et limt→t−p

θγiv (t) = θγiv (t
−
p ). Autrement dit, on

a :

id∂v(p) =
1

2π

[
π − p̂+

(
ϕ(γi(t

−
p )) + θγiu (t

−
p )− ϕ(γi(t

+
p ))− θγiu (t

+
p )
)]

=
1

2π

[
π − p̂+

(
θγin (t

−
p )− θγin (t

+
p )
)
+
(
I(t−p )− I(t+p )

)]

Remarquons que :

I(t+p )− I(t−p ) =
∑

s∈γi−1((B∪Sn)∩Γi)∩[0,tp]

[(
π − ‘γi(s)− 2πIγi(s)

)
−
(
θγin (s

+)− θγin (s
−)
)]

−
∑

s∈γi−1((B∪Sn)∩Γi)∩[0,tp[

[(
π − ‘γi(s)− 2πIγi(s)

)
−
(
θγin (s

+)− θγin (s
−)
)]

I(t+p )− I(t−p ) = (π − p̂− 2πIp)−
(
θγin (t

+
p )− θγin (t

−
p )
)
.

Il vient alors que :

id∂v(p) =
1

2π

[
π − p̂−

(
θγin (t

+
p )− θγin (t

−
p )
)
− (π − p̂− 2πIp) +

(
θγin (t

+
p )− θγin (t

−
p )
)]

=
1

2π
[π − p̂− (π − p̂− 2πIp)] .

Par conséquent, id∂v(p) = Ip.

• Supposons maintenant que p ∈ Γi tel que p = γi(0) = γi(1) avec i ∈ J0, nb −
1K. De ce qui précède, il ressort que v est aligné par rapport à ∂Ω donc aligné
sur Γi. Par conséquent, d’après le théorème des tangentes tournantes [Hopf, 1935,
Rotskoff, 2010], on a :





∫ 1

0

dθγ0v +
∑

s∈γ0−1((B∪Sn)∩Γ0)

(
π −’γ0(s)

)
= 2π si i = 0,

∫ 1

0

dθγiv +
∑

s∈γi−1((B∪Sn)∩Γi)

(
π − ‘γi(s)

)
= −2π si i ∈ J1, nb − 1K.
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Ce qui est équivalent à




2π =

∫ 1

0

dθγ0v +
∑

s∈γ0−1((B∪Sn)∩Γ0)

(
θγ0v (s+)− θγ0v (s−)

)

+
∑

s∈γ0−1((B∪Sn)∩Γ0)

(
π −’γ0(s)

)
−

∑

s∈γ0−1((B∪Sn)∩Γ0)

(
θγ0v (s+)− θγ0v (s−)

)
,

si i = 0,

−2π =

∫ 1

0

dθγiv +
∑

s∈γi−1((B∪Sn)∩Γi)

(
θγiv (s

+)− θγiv (s
−)
)

+
∑

s∈γi−1((B∪Sn)∩Γi)

(
π − ‘γi(s)

)
−

∑

s∈γi−1((B∪Sn)∩Γi)

(
θγiv (s

+)− θγiv (s
−)
)
,

si i ∈ J1, nb − 1K.

Autrement dit,





θγ0v (1)− θγ0v (0) +
∑

s∈γ0−1((B∪Sn)∩Γ0)

id∂v(γ0(s)) = 2π si i = 0,

θγiv (1)− θγiv (0) +
∑

s∈γi−1((B∪Sn)∩Γi)

id∂v(γi(s)) = −2π si i ∈ J1, nb − 1K.

On a donc :




ϕ(γ0(1))− ϕ(γ0(0)) + (θγ0u (1)− θγ0u (0)) +
∑

s∈γ0−1((B∪Sn)∩Γ0)

id∂v(γ0(s)) = 2π

si i = 0,

ϕ(γi(1))− ϕ(γi(0)) + (θγiu (1)− θγiu (0)) +
∑

s∈γi−1((B∪Sn)∩Γi)

id∂v(γi(s)) = −2π

si i ∈ J1, nb − 1K.

D’après le lemme 2.37, ϕ(γi(1))−ϕ(γi(0)) = 0 pour tout i ∈ J0, nb−1K. On a donc :





θγ0u (1)− θγ0u (0) +
∑

q∈(B∪Sn)∩Γ0

id∂u(q) = 2π si i = 0,

θγiu (1)− θγiu (0) +
∑

q∈(B∪Sn)∩Γi

id∂v(q) = −2π si i ∈ J1, nb − 1K.
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Or d’après ce qui précède, pour tout q ∈ ∂Ω\{p}, on a idγv(q) = Iq. Par conséquent :





θγ0u (1)− θγ0u (0) +
∑

q∈Γ0\{p}

Iq + id∂v(p) + Ip − Ip = 2π si i = 0,

θγiu (1)− θγiu (0) +
∑

q∈Γi\{p}

Iq + id∂v(p) + Ip − Ip = −2π si i ∈ J1, nb − 1K.

Autrement dit,




id∂v(p)− Ip = 2π −

[
(θγ0u (1)− θγ0u (0)) +

∑

q∈Γ0

Iq

]
si i = 0,

id∂v(p)− Ip = −2π −

[
(θγiu (1)− θγiu (0)) +

∑

q∈Γi

Iq

]
si i ∈ J1, nb − 1K.

Finalement, en utilisant la condition (2.27), on obtient :

id∂v(p) = Ip.

■

En cas de non-conformité du champ de croix u à la condition (2.27), nous introduisons
un processus de correction visant à obtenir un champ de croix satisfaisant cette condition.
Considérons u comme un champ de croix presque-C1 défini sur Ω, sans nécessité d’aligne-
ment sur ∂Ω, tel que 0 < Card(Su) < ∞ et pour tout point p ∈ Su\∂Ω, idu(p) = k/4,
avec k ∈ Z et k ≤ 1. On suppose de plus qu’il existe θγu un relèvement continu de u tel
que :

nb−1∑

i=0

(θγiu (1)− θγiu (0)) = 2πχ(Ω)− 2π
∑

p∈B∪Sn

Ip. (2.31)

où pour tout i ∈ J0, nb−1K, γi est une paramétrisation sur [0, 1] de Γi orientée positivement
et vérifiant γi(0) = γi(1) /∈ B ∪ Sn ∪ Su. Soit w un champ de croix presque-C1 définit sur
Ω et vérifiant :




θγ0w (1)− θγ0w (0) = θγ0u (0)− θγ0u (1) + 2π

Ñ
1−

∑

p∈(B∪Sn)∩Γ0

Ip

é
sur Γ0

θγiw (1)− θγiw (0) = θγiu (0)− θγiu (1)− 2π

Ñ
1 +

∑

p∈(B∪Sn)∩Γi

Ip

é
sur Γi,

∀i ∈ J1, nb − 1K.
(2.32)

Dans la section 2.3, nous aborderons les diverses approches pour la construction d’un
tel champ de croix

Proposition 2.39. Le champ de croix uc défini par uc := R(θw)u est presque-C1 sur Ω
et vérifie la condition (2.27).
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Preuve. w étant presque-C1 sur Ω, il s’ensuit que uc est presque-C1 sur Ω d’après la
proposition 2.5. De plus, on a :




θγ0uc
(1)− θγ0uc

(0) = θγ0w (1) + θγ0u (1)− θγ0w (0)− θγ0u (0), sur Γ0

θγiuc
(1)− θγiuc

(0) = θγiw (1) + θγiu (1)− θγiw (0)− θγiu (0), sur Γi, ∀i ∈ J1, nb − 1K.

En utilisant l’hypothèse (2.32), on obtient :




θγ0uc
(1)− θγ0uc

(0) = − (θγ0u (1)− θγ0u (0)) + 2π

Ñ
1−

∑

p∈(B∪Sn)∩Γ0

Ip

é

+(θγ0u (1)− θγ0u (0)) sur Γ0

θγiuc
(1)− θγiuc

(0) = − (θγiu (1)− θγiu (0))− 2π

Ñ
1 +

∑

p∈(B∪Sn)∩Γi

Ip

é

+(θγiu (1)− θγiu (0)) sur Γi, ∀i ∈ J1, nb − 1K.
Autrement dit,





θγ0uc
(1)− θγ0uc

(0) = 2π − 2π
∑

p∈(B∪Sn)∩Γ0

Ip sur Γ0

θγiuc
(1)− θγiuc

(0) = −2π − 2π
∑

p∈(B∪Sn)∩Γi

Ip sur Γi, ∀i ∈ J1, nb − 1K.

D’où le résultat. ■

Après cela, l’opération d’alignement peut être exécutée sur le champ uc, aboutissant
au champ de croix v défini pour tout p ∈ Ω par :

v(p) =





R(ϕ(p))uc(p) si p ∈ Ω\(B ∪ Sn ∪ (Suc
∩ ∂Ω)),

n(p) si p ∈ (Suc
∩ ∂Ω)\(B ∩ Sn),

0 si p ∈ B ∪ Sn.

(2.33)

où ϕ est donné par :




∆ϕ = 0 dans Ω,

ϕ(γi(t)) = θγin (t) + I(t)− θγiuc
(t) sur γ−1

i (Γi\(B ∪ Sn ∪ Suc
)), ∀i ∈ J0, nb − 1K.

(2.34)
On a alors le théorème suivant :

Théorème 2.40. Le champ de croix v est presque-C1 sur Ω et aligné avec ∂Ω. Si de plus
Sw = ∅, alors on a Sv\∂Ω = Su\∂Ω et pour tout p ∈ Ω, on a :

idv(p) =





idu(p) si p ∈ Ω\∂Ω,

Ip sinon .
(2.35)
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Preuve. Du fait que uc est presque-C1 sur Ω, il en découle que v est également presque-C1

sur Ω, conformément à la proposition 2.5. De plus, comme uc satisfait la condition (2.27),
l’application du théorème 2.38 permet d’affirmer que v est aligné par rapport à ∂Ω.

Supposons maintenant que Sw = ∅. Dans ce cas, θw est une fonction de classe C1

sur Ω et d’après la proposition 2.5, on a Suc
= Su. Le même argument permet d’avoir

Sv\∂Ω = Suc
\∂Ω (puisque ϕ est de classe C1 dans Ω\∂Ω) et donc de conclure que Sv = Su.

Finalement, sachant que le champ de croix uc satisfait la condition (2.27) l’application
du théorème 2.38 à ce dernier permet de garantir que pour tout p ∈ Ω, on a :

idv(p) =





iduc
(p) si p ∈ Ω\∂Ω,

Ip sinon .
(2.36)

Par conséquent l’application de la proposition 2.20 permet d’avoir (puisque θw est de
classe C1),

idv(p) =





idu(p) si p ∈ Ω\∂Ω,

Ip sinon .
(2.37)

■

2.3 Discussions

Dans cette section, nous procédons à un examen approfondi de certains détails et
implications de la méthode présentée précédemment. Nous analysons en détail les aspects
spécifiques de cette approche et explorons leurs implications dans le contexte de notre
travail.

2.3.1 Sur la signification pratique de l’hypothèse 0 < Card(Su) <
∞

L’hypothèse 0 < Card(Su) < ∞, telle que présentée dans le théorème 2.34, revêt
une importance significative pour la mise en œuvre pratique d’un code basé sur notre
travail. Elle qu’il faut que le champ de croix doit avoir au moins un poins singulier dans
le domaine de calcul. Autrement dit, la présence d’un point singulier est essentielle pour
le processus de partitionnement du domaine, même si le champ de croix satisfait toutes
les autres hypothèses énoncées dans le théorème 2.34.

Pour illustrer ce point (voir figure 2.21), considérons l’exemple d’un domaine en forme
d’anneau avec un champ de croix radial. Un tel champ de croix ne comporte aucun
point singulier. Par conséquent l’application de l’algorithme de partitionnement ne pro-
duit qu’une région correspondant au domaine de départ (voir figure 2.21). L’introduction
d’un point singulier de bord sur le champ de croix permet de résoudre ce problème. En
introduisant, par exemple, une singularité d’indice 0 sur l’une des frontières du domaine
(voir figure 2.21), une séparatrice est créée, permettant ainsi un maillage complet du
domaine.
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champ de croix w via la formule suivante :

w(p) =





ß
R

(mπ
2

)
R

Å
θh(p)

4

ã
(1, 0)t, m ∈ Z

™
si h(p) ̸= 0,

0 sinon.

(2.41)

Une dernière possibilité consiste à résoudre directement l’équation vectorielle suivante.





∆h = 0 dans Ω,

h(p) =





R (4(θn(p)− θu(p))) (1, 0)
t si n(p) ̸= 0 et u(p) ̸= 0

0 sinon
sur ∂Ω.

(2.42)

Le champ de croix w est ensuite construit comme dans le cas précédent grace à la formule
2.41.

Remarque 2.41. Les deux dernières alternatives présentées peuvent potentiellement in-
troduire de nouveaux points singuliers internes dans le champ de croix final.

2.3.5 Sur les multi-matériaux

Formellement, un multi-matériau correspond à l’ensemble de plusieurs sous-domaines
(matériaux) connexe, délimités par leurs frontières respectives. La gestion de telles géo-
métries implique un traitement localisé de chaque sous-domaine. Cependant, il est cru-
cial de prendre en considération les jonctions singulières entre ces divers sous-domaines.
Par exemple, dans la figure 2.25, la géométrie est constituée d’une combinaison de deux
demi-disques et d’une plaque carrée avec un trou circulaire. Le maillage de chacun des
sous-domaines peut être réalisé aisément grâce aux techniques présentées précédemment.
Toutefois, il est impératif de prendre en compte les points de jonction entre les trois
sous-domaines. Sans cela, certaines régions formées ne présenteront pas quatre côtés dans
l’assemblage final.
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Dans ce chapitre, nous adoptons une approche discrète en adaptant sur des maillages
triangulaires les différents algorithmes exposés dans le chapitre 2. Pour ce faire, nous
commençons par mettre en place le cadre discret dans lequel nous travaillons en présentant
une représentation discrète des champs de croix sur des maillages triangulaires. Par la
suite, nous revenons sur les notions de points singuliers, d’indices, et de lignes de champs
par rapport à cette représentation, puis nous étudions le lien entre le champ continu et le
champ discret.

Nous présentons ensuite l’adaptation de l’algorithme de partitionnement par rapport
au cadre discret évoqué précédemment, puis quelques méthodes de paramétrisation des
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partitions issues de l’algorithme de partitionnement. Par la suite, nous abordons l’opéra-
tion d’alignement mise en place dans le cadre discret, et nous montrons dans quel sens
le partitionnement obtenu sur le maillage triangulaire est bien un partitionnement ayant
des partitions de quatre côtés, permettant ainsi d’aboutir à un maillage quadrilatéral.

3.1 Représentation discrète

Soit Ω, un domaine compact et connexe de R2 avec une frontière ∂Ω qui est lisse par
morceaux et soit u un champ de croix presque-C1 sur Ω.

3.1.1 Maillage triangulaire

Considérons maintenant un maillage triangulaire Ωh de Ω. Par là, nous entendons que
Ωh est une surface polygonale compacte de R2 représentant une triangulation conforme
(au sens des éléments finis) de Ω. Autrement dit, Ωh est formé par l’union de Nt triangles
fermés non vide (Ωh = ∪Nt

k=1Tk) tel que tout intersection entre deux triangles est soit vide,
soit un sommet, soit une arête. De plus, tous les sommets de Ωh appartiennent à Ω. Nous
noterons Th l’ensemble des triangles formant Ωh, l’indice h faisant référence à la finesse
du maillage, que l’on définit par le diamètre maximal des triangles constituant Ωh,

h := max
T∈Th

diam(T ).

Le diamètre d’un triangle est la distance maximale entre deux points du triangle. La
condition h → 0 signifie que tous les triangles Tk ont un diamètre qui tend vers 0. Ainsi
on a Ω = Ωh lorsque h tend vers 0. Nous notons Ah et Sh les ensembles respectivement
des sommets et des arêtes de Ωh. Pour tout p ∈ Ωh, nous désignons par Tp la partie du
plan formé par l’ensemble des triangles de Ωh contenant p :

Tp = ∪ T∈Th
p∈T

T.

3.1.2 Champ de croix

Etant donné les valeurs nodales u(s) de u donné sur les sommets s de Ωh, nous cher-
chons à construire une représentation du champ de croix u sur le maillage triangulaire
Ωh. Pour ce faire, nous allons nous orienter en nous basant sur les différentes opérations
que nous devrons effectuer sur cette représentation en prenant comme modèle les opéra-
tions réalisées sur u dans le chapitre 2. Observons que nous devrons calculer la variation
de l’angle des croix le long d’un arc paramétré, notamment pour déterminer l’indice de
points ou pour quantifier la variation du champ de croix dans une partie du domaine. En
limitant ces arcs aux bords des triangles, il devient évident qu’il est possible de simplifier
le problème en connaissant la variation des croix le long des arêtes du triangle. En d’autres
termes, il nous faut une notion de variation d’angle entre deux croix quelconques. Nous
avons alors la définition suivante :

Définition 3.1. Soient deux croix c1, c2 non nulles. L’angle signé entre c1 et c2 noté
δθ(c1, c2) est l’unique élément de l’ensemble :

{δθ(c1, c2)} :=
{
θc2 − θc1 + k

π

2
, k ∈ Z

}
∩
]
−
π

4
,
π

4

[
.
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Cette fonction mesure la variation angulaire entre c1 et c2 de c1 vers c2. Autrement
dit, on a :

θc2 = θc1 + δθ(c1, c2).

Une conséquence directe de cette définition est l’antisymétrie de l’angle, ce qui se traduit
par :

δθ(c1, c2) = −δθ(c2, c1).

Nous dirons que δθ(c1, c2) n’est pas défini lorsque |θc2 − θc1 | = π/4.

Définition 3.2. Soit triangle T de sommets s1, s2 et s3. T est dit singulier s’il vérifie
l’une des propriétés suivantes :

1. il existe i ∈ J1, 3K tel que u(si) = 0,

2. il existe i, j ∈ J1, 3K, tel que δθ(u(si), u(sj)) n’est pas défini,

3. pour tout i ∈ J1, 3K, u(si) ̸= 0 et
∑3

i=1 δθ(u(si), u(si+1)) ̸= 0 où on a posé
u(s4) := u(s3).

L’ensemble constitué des triangles singuliers peut être subdivisé en plusieurs parties,
dont les parties du plan correspondantes seront appelées zones singulières. Pour assembler
ces partitions, on regroupe les triangles singuliers entre eux avec la contrainte que deux
triangles singuliers adjacents font partie de la même zone singulière. Sur la figure 3.1,
nous présentons un exemple illustrant la construction de zones singulières. On se donne
une configuration où la couleur rouge indique les emplacements où l’une des propriétés de
la définition 3.2 est vérifiée. Nous affichons ensuite les zones singulières correspondantes
en bleu. Cette configuration particulière conduit à la création de cinq zones singulières
que nous présentons sur la même figure. Dans la suite, nous utiliserons la notation Z =
∪NZ

i=1Zi pour représenter la partie du plan occupé par l’ensemble des zones singulières.
Ici, Zi désigne une zone singulière spécifique, et Nz représente le nombre total de zones
singulières. Ce nombre est nécessaire fini puisque le champ de croix u possède un nombre
fini de points singuliers. Nous associons ensuite à chaque zone singulière Z ∈ Z un point
arbitrairement choisi dans Z, noté SZ tel que Z soit étoilé par rapport à SZ (par exemple,
lorsque Z est réduit à un unique triangle, on peut choisir SZ comme le barycentre du
triangle en question).

Avec ces outils, nous sommes à présent en mesure de présenter notre proposition de
représentation uh sur Ωh d’un champ de croix u défini sur Ω. Pour tout p ∈ Ωh, nous
définissons uh de la manière suivante :

• si p ∈ (Sh\Z) ∩ ∂Z, alors uh(p) est égale à la valeur nodale de u en p.

• si p ∈ Ωh\Z alors il existe T ∈ Th tel que p ∈ T et T n’est pas un triangle singulier.
On pose alors : 




θ1 = θuh
(s1)

θ2 = θ1 + δθ(uh(s1), uh(s2))

θ3 = θ2 + δθ(uh(s2), uh(s3))
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verrons dans le lemme 3.4. Pour palier ce désagrément, nous imposons dans toute la
suite les conditions suivantes :

— si on a Z ⊂ Z tel que Z ∩ ∂Ωh = ∅, on doit avoir pour tout p ∈ ∂Z ∩ Sh, u(p) ̸= 0
et pour tout arête [s1s2] ⊂ ∂Z, δθ(u(s1), u(s2)) est défini.

— si on a Z ⊂ Z tel que Z ∩ ∂Ωh ̸= ∅, on impose SZ ∈ ∂Ωh et on doit avoir pour
tout p ∈ (∂Z ∩ Sh)\{SZ}, u(p) ̸= 0 et pour tout arête [s1s2] ⊂ ∂Z, δθ(u(s1), u(s2))
est défini.

Dans la pratique, il sera donc impératif de modifier un maillage qui ne satisfait pas ces
contraintes. Étant donné que les points singuliers du champ de croix u sont isolés, on peut
toujours satisfaire ces contraintes en affinant ou en modifiant localement (par exemple, par
des opérations de retournement d’arêtes) un maillage qui ne satisfait pas ces contraintes.

3.1.3 Points singuliers, indice et ligne de champs

Points singuliers

L’ensemble Suh
, défini comme l’ensemble des points singuliers de uh, est constitué des

points p ∈ Ωh tels que uh(p) = 0. Par construction, les points singuliers de uh sont isolés.
C’est ce que montre le lemme suivant :

Lemme 3.4. Les points singuliers de uh sont isolés.

Preuve. Soit q un point singulier de uh. Par construction, il existe une zone singulière
Zq ⊂ Z tel que q = SZ . Le point q est isolé puisqu’on a Zq ∩ Suh

= {q}. En effet, pour
tout p ∈ Zq\{q} on a uh(p) = uh(p̃) où p̃ est le point d’intersection entre la demi-droite
[qp) et le bord ∂Zq de Zq. Il existe donc une arête [s1s2] ∈ Ah (de sommets s1 et s2)
vérifiant [s1s2] ⊂ ∂Tq, contenant le point p̃ et tel que δθ(uh(s1), uh(s2)) est défini. Ainsi,
pour tout r ∈ [s1s2], on a uh(r) ̸= 0. Il vient alors que uh(p̃) ̸= 0 et par conséquent
p /∈ Suh

. Autrement dit, Zq ∩ Suh
= {q}. ■

Dans la suite, étant donné p ∈ Suh
un point singulier de uh nous désignerons par Zp

la zone singulière contenant p.

Indice

Examinons à présent l’indice des points singuliers de uh. Soit p un point singulier de
uh avec p ∈ Ωh\∂Ωh. D’après le chapitre 2 l’indice de p est donné par :

iduh
(p) =

1

2π

∫ 1

0

dθγuh
=

1

2π

∑

γT∈{γ∩T, T∈Th}

∫ 1

0

dθγTuh
.

où γ est un chemin fermé paramétré sur [0, 1] englobant p et ne contenant aucun autre
point singulier de uh. En pratique, nous calculerons l’indice d’un point p en utilisant une
paramétrisation γ du bord ∂Zp de Zp. De ce fait, l’indice du point p s’écrit :

iduh
(p) =

1

2π

ns∑

i=1

(
θγuh

(si+1)− θγuh
(si)
)
=

1

2π

ns∑

i=1

δθ(uh(si), uh(si+1)), (3.2)
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où (si)i∈J1,nsK = Sh ∩ ∂Zp désigne l’ensemble des sommets des triangles formant Zp, privés
du point p, et numérotés dans le sens positif avec sns+1 := s1. Si p ∈ ∂Ωh alors l’indice de
p est donné par :

iduh
(p) =

1

2π

[
π − p̂+

ns∑

i=1

(
θγuh

(si+1)− θγuh
(si)
)
]
=

1

2π

[
π − p̂+

ns∑

i=1

δθ(uh(si), uh(si+1))

]
,

(3.3)
où γ dans ce cas est la paramétrisation de ∂Zp avec γ(0) = γ(1) = p et (si)i∈J1,nsK

l’ensemble des sommets de Ωh appartenant à ∂Zp\{p} et numéroté dans le sens positif.

Proposition 3.5. Pour tout p ∈ Ωh\∂Ωh, on a :

iduh
(p) ∈

z
−
na

4
,
na

4

r
,

où na est le nombre d’arête de Ωh inclut dans ∂Zp.

Preuve. Soit p ∈ Ωh. On sait que :

iduh
(p) =

1

2π

ns∑

i=1

δθ(uh(si), uh(si+1)).

Or pour tout i ∈ J1, nsK, on a δθ(uh(si), uh(si+1)) ∈]−
π
4
, π
4
[. Autrement dit,

1

2π

ns∑

i=1

δθ(uh(si), uh(si+1)) ∈
]
−
ns

8
,
ns

8

[
.

En outre, on sait que 4iduh
∈ Z et ns = na. Par conséquent,

iduh
(p) ∈

z
−
na

4
,
na

4

r
.

■

Un corollaire direct de la proposition précédente est que si un point singulier est localisé
à l’intérieur d’un triangle alors les seuls indices possibles pour ce point sont −1/4, 0 et 1/4.
Il vient donc que pour modéliser un point singulier d’ordre élevé, il est préférable qu’il soit
localisé en un sommet du maillage. Puisque la position d’un point singulier est arbitraire
dans une zone singulière, on peut donc en profiter pour placer les points singuliers sur des
sommets ou encore effectuer un remaillage local permettant de capturer le point singulier
sur un sommet comme dans [Jezdimirovic et al., 2021].

Ligne de champs

Nous abordons à présent la représentation des lignes de champs de uh dans Ωh. Etant
donné un point p0 ∈ Ωh et un vecteur −→u0 ∈ R2, la ligne de champ SLuh

(p0,
−→u0) d’origine

p0 est la courbe S telle que :

1. il existe πS
uh

: Ωh −→ R2 une application telle que πS
uh
(p0) = −→u0 et pour tout

p ∈ ImS il existe un voisinnage Vp de p tel que :

πS
uh

∈ C1(Vp) et ∀q ∈ Vp, π
S
uh
(q) ∈ uh(q), (3.4)

2. S est une solution maximale dans Ω de l’équation différentielle

dS(t)

dt
= πS

uh
(S(t)), t ∈ R et S(0) = p0. (3.5)
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3.2 Partitionnement de ∂Ωh

L’adaptation de l’algorithme de partitionnement 1 au maillage Ωh est donné par l’al-
gorithme 4. On considère que l’algorithme a convergé si les séparatrices ne convergent pas
vers un cycle limite. Dans la suite, nous examinons maintenant en détail certaines étapes
de cet algorithme.

Algorithme 4: Partitionnement Ωh

Entrées: Ωh un maillage triangulaire, champ de croix uh
Sortie: Partition de Ωh en ensembles de régions

1. Identification des points singuliers du champ de croix

2. Détermination du nombre de séparatrices pour chaque point singulier

3. Intégration des séparatrices

4. Identification des régions

3.2.1 Recherche de points singuliers

Par construction, les points singuliers du champ de croix uh se situent soit aux sommets
du maillage Ωh, soit sur une arête, soit à l’intérieur d’un triangle. Ces points singuliers
coïncident exactement avec les points SZ où Z ⊂ Z, tels que par construction. Une fois
localisés, on peut facilement calculer leur indice grâce aux formules 3.2 ou 3.3 en fonction
de leur emplacement.

Remarque 3.6. L’emplacement d’un point singulier p dans Zp n’est pas fixé de manière
absolue. La proposition 2.25 indique qu’il est possible de faire correspondre ce point sin-
gulier à tout point à l’intérieur de Zp, moyennant une modification du champ dans Zp

comme spécifié dans plus haut.
En suivant cette logique, il est envisageable de substituer un groupe de singularités par

un unique point singulier. Pour ce faire, il suffit de redéfinir l’ensemble Zp de manière à ce
qu’il englobe tous les points singuliers que l’on souhaite regrouper avec p. Cette approche
est bénéfique car elle permet de traiter les points singuliers situés trop près les uns des
autres, évitant ainsi des séparatrices très rapprochées qui favoriseraient un partitionne-
ment non homogène.

3.2.2 Construction des séparatrices

Une fois les points singuliers de uh identifiés, nous procédons à la création des sépa-
ratrices sur Ωh. Cette étape comprend le calcul du nombre de séparatrices à assigner à
chaque point singulier, la détermination des directions initiales pour chaque séparatrice,
ainsi que l’intégration de ces séparatrices.

Nombre de séparatrices : Si p est un point singulier de uh, alors le nombre de sépa-
ratrices Ns(p) associées à p est donné par :

Ns(p) =

{
4− 4iduh

(p) si p ∈ Ωh\∂Ωh

3− 4iduh
(p) si p ∈ ∂Ωh

(3.7)
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• le premier point q1 est tout point de ∂Zp0 tel que −−→p0q1.∥
−−→p0q1∥

−1 ∈ uh(q1)

• soit t1 ∈ [0, 1] tel que γ(t1) = q1. Pour tout i ∈ J2, Ns(p0)K, on a :

qi = γ(ti) avec
∫ ti

ti−1

dW γ
p0

= −
π

2
,

où γ est une paramétrisation de ∂Zp0 sur [0, 1] dans le sens positif et la fonction
W γ

p0
est donné pour tout t ∈ [0, 1] par :

W γ
p0
(t) = θγuh

(t)− arg
−−−→
p0γ(t).

(a) Répartition uniforme des différences angulaires entre les direc-
tions de sortie.

(b) Calcul des directions de sortie à l’aide de notre méthode.

Figure 3.6 – Illustration des directions de sortie des séparatrices d’un point singulier
d’indice 1/4, utilisant deux méthodes distinctes.

Le principe demeure inchangé lorsque p0 est un point singulier de bord (p0 ∈ Suh
∩∂Ωh)

(voir la figure 3.5). Dans ce cas, le premier point q1 est unique et correspond à γ(0) où γ est
une paramétrisation sur [0, 1] de ∂Zp0\∂Ωh dans le sens positif. Une fois les orientations
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initiales déterminées, l’intégration d’une séparatrice correspond exactement au processus
d’intégration d’une ligne de champ tel que décrit dans la section 3.1.3.

Remarque 3.7. Dans la littérature, les directions initiales sont souvent calculées de ma-
nière uniforme autour du point singulier. Par exemple, pour un point singulier d’indice
1/4, les directions initiales des trois séparatrices sont espacées d’une différence angulaire
de 2π/3 les unes des autres. Nous observons ainsi que la méthode d’initialisation que nous
proposons ci-dessus est plus précise et fournit de meilleurs résultats (voir la figure 3.6).

Intégration d’une séparatrice : Une fois la séparatrice initialiser, elle est intégré sur
le mailllage en utilisant l’équation (3.5). De façon général, nous construisons une approxi-
mation SLh

uh
(p0,

−→u0) de SLuh
(p0,

−→u0) sur Ωh sous la forme d’une séquence de segments,
élaborée en utilisant la méthode de Heun [Ascher and Petzold, 1998] telle qu’exposée dans
[Kowalski et al., 2013]. Le premier segment est représenté par [p0p1] où p1 est le point d’in-
tersection entre ∂Tp0 et la demi-droite d’origine p0 et de vecteur directeur −→u0. Ensuite,
pour tout i ≥ 1, on construit le segment [pipi+1] en cherchant le point pi+1 comme le point
d’intersection entre ∂Tpi et la demi-droite d’origine pi et dirigée par le vecteur :

−→ui = V(uh(pi),
−−−→pi−1pi) +V(uh(p

′
i+1),

−−−→pi−1pi), (3.8)

où p′i+1 est le point d’intersection entre ∂Tpi et la demi-droite d’origine pi et dirigé par le
vecteur V(uh(pi),

−−−→pi−1pi) et pour tout (c, d) ∈ C\{0} × R2, V(c, d) désigne le vecteur c

qui s’aligne le mieux avec la direction d. Autrement dit, il s’agit de l’unique élément de
l’ensemble :

{V(c, d)} = argmin
ck∈c, k∈J1,4K

|ck.d∥d∥
−1 − 1|. (3.9)

Une illustration de ce processus est donné sur la figure 3.7.
Une approche alternative, plus efficace et rapide pour construire les segments [pipi+1]

pour i ≥ 1, consiste à exploiter la proposition 2.29. Considérons LT = SLuh
∩T , la portion

de la ligne de champ SLuh
se trouvant dans un triangle T et que l’on souhaite représenter

par un segment [pipi+1]. Ici, pi et pi+1 représentent les points d’intersection entre L et le
bord de T (c’est-à-dire, {pi, pi+1} = L ∩ ∂T ) et le but est de trouver le point pi+1. Or en
modifiant le champ uh dans le triangle d’après la proposition 2.29 on sait que l’on a p ∈ T
tel que :

W γ
uh
(pi+1)−W γ

uh
(pi) = −π, (3.10)

où γ est une paramétrisation sur [0, 1] de ∂T dans le sens positif et pour tout t ∈ [0, 1]

on a W γ
uh
(t) = θγuh

(t) − arg
−−−→
pγ(t). Il suffit donc de trouver une approximation du point p

puis d’exploiter l’équation 3.10 pour trouver une approximation de pi+1. Dans notre cas,
nous choisissons comme approximation du point p, le point p

′

i vérifiant :

p
′

i ∈ T et
−→
pip

′

i = ϵ−−−→pi−1pi, avec ϵ ∈]0, 1[ très petit.

On trouve ensuite pi+1 en utilisant l’équation 3.10 avec W γ
uh
(t) = θγuh

(t)− arg
−−−→
p
′

iγ(t) (voir
la figure 3.8). C’est cette dernière approche que nous avons adopté dans notre implémen-
tation.
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sens positif, et posons :

• P1j, j ∈ J1,mK les m noeuds de la discrétisation de la séparatrice C1,

• Pim, i ∈ J1, nK les n noeuds de la discrétisation de la séparatrice C2,

• Pnj, j ∈ J1,mK les m noeuds de la discrétisation de la séparatrice C3,

• Pi1, i ∈ J1, nK les n noeuds de la discrétisation de la séparatrice C4.

On se donne une quadrangulation uniforme du carré unité dont les nœuds sont notés
pij pour tout i ∈ J1, nK et j ∈ J1,mK. Ces points sont ensuite reportés sur la partition via
la transformation T : pij 7→ Pij telle que :

P x
ij = (1−pxij)P

x
1j+p

x
ijP

x
mj+(1−pyij)P

x
i0+p

y
ijP

x
in−

[
(1− pxij), p

x
ij

]


P x
00 P x

mn

P x
m0 P x

0n





(1− pyij)

pyij


 ,

P y
ij = (1−pxij)P

y
1j+p

x
ijP

y
mj+(1−pyij)P

y
i0+p

y
ijP

y
in−

[
(1− pxij), p

x
ij

]


P y
00 P y

mn

P y
m0 P y

0n





(1− pyij)

pyij


 .

Cette opération réalise une transformation d’un maillage régulier dans l’espace
paramétrique en un réseau de deux familles de lignes de maillage dans l’espace physique,
avec les propriétés suivantes :

• La première et la dernière ligne de maillage de chaque famille épousent les
frontières du domaine.

• Les lignes intermédiaires du maillage sont adaptées aux frontières et varient de
manière monotone d’une frontière à l’autre.

• Le maillage n’est pas nécessairement orthogonal.

Nous illustrons le processus d’interpolation transfinie sur la figure 3.19.

3.3.3 Maillage par tracé direct de lignes de champ dans le champ

de croix

Dans ce cas, l’idée consiste à utiliser directement le champ de croix restreint uh au
bloc que l’on manipule pour construire le maillage du bloc. Il est important de noter que
ce champ restreint est bien aligné avec les bords du bloc, étant donné que ces bords sont
précisément les séparatrices construites précédemment en intégrant le champ de croix.

Le maillage proprement dit suit alors le même principe. On trace des lignes de champ
en intégrant le champ de croix dans la région délimitée par le bloc, en utilisant comme
point de départ les points de discrétisation des séparatrices de bord. Les lignes de champ
servent de guides pour définir la disposition des points du maillage. Les intersections de
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considérées comme des nœuds du maillage, et les éléments du maillage sont construits en
reliant ces nœuds. Cependant, un tel maillage peut être insatisfaisant car on observe que
les cellules ne sont pas homogènes. De plus, les noeuds du bords ne correspondent pas
forcément au discrétrisation des séparatrices ce qui entraîne un déphase des noeuds entre
deux blocs voisins et donc une non-conformité du maillage. Pour remédier à cela, nous
introduisons une grille régulière notée (wij) i∈J1,nK

j∈J1,mK

de taille n × m à partir duquel nous

construisons le maillage sur le bloc. Pour ce faire :

Soit Ck
1 , k ∈ J1, nK, les n noeuds du côté C1.

Soit Ck
2 , k ∈ J1,mK, les m noeuds du côté C2.

Soit Ck
3 , k ∈ J1, nK, les n noeuds du côté C3.

Soit Ck
4 , k ∈ J1,mK, les m noeuds du côté C4.

Les nœuds wij = (wx
ij, w

y
ij) de la grille (wij) i∈J1,nK

j∈J1,mK

sont alors donnés par :

wij =





(U(Cj
1), V (Cj

1)), pour j = 1 et i ∈ J1,mK

(U(C i
2), V (C i

2)), pour i = 1 et j ∈ J1, nK

(U(Cj
3), V (Cj

3)), pour j = 1 et i ∈ J1,mK

(U(C i
4), V (C i

4)), pour i = 1 et j ∈ J1, nK

(3.11)

et pour tout i ∈ J2, n− 1K et j ∈ J2,m− 1K, on a :




wx
ij = wx

1j +
j − 1

m− 1

(
wx

nj − wx
1j

)
,

wy
ij = wy

i1 +
i− 1

n− 1
(wx

im − wy
i1) .

(3.12)

Le maillage (voir 3.21d) est alors obtenu en cherchant dans Γ et en reliant les points
Pij = (P x

ij, P
y
ij), i ∈ J2, n− 1K, j ∈ J2,m− 1K vérifiant :





U(Pij) = wx
ij,

V (Pij) = wy
ij.

(3.13)

Avec une discrétisation linéaire par morceaux des champs scalaires U et V sur un maillage
triangulaire du bloc, les points Pij, pour i ∈ J2, n − 1K et j ∈ J2,m − 1K, peuvent être
recherchés simultanément à l’intérieur de chaque triangle. Ainsi, Pij, pour i ∈ J2, n − 1K
et j ∈ J2,m− 1K, appartient à un triangle T ayant pour sommets A1, A2 et A3 s’il existe
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(λk)k∈J1,3K ⊂ [0, 1] vérifiant le système suivant :





3∑

k=1

λkUh(Ak) = wx
ij,

3∑

k=1

λkVh(Ak) = wy
ij,

3∑

k=1

λk = 1,

(3.14)

où Uh et Vh représentent les discrétisations de U et V . Le point Pij est alors déterminé
par Pij =

∑3
k=1 λkAk. Les points P1j, Pi1, Pnj, Pim, avec i ∈ J1, nK et j ∈ J1,mK, sont

définis par les nœuds de discrétisation des points de bord.
C’est cette dernière méthode que nous choisissons d’adopter dans notre implémen-

tation en raison de sa simplicité, particulièrement dans le contexte d’une extension aux
surfaces courbes dans l’espace (voir le chapitre 4). Le maillage du partitionnement présenté
sur la figure 3.18 est représenté sur la figure 3.22 à partir de cette méthode.

3.4 Opération d’alignement

Abordons à présent la discrétisation de l’opération d’alignement exposée dans le cha-
pitre 2, en supposant que Ω soit un domaine simplement connexe. Pour rappel, cette
opération vise à créer un champ de croix v = R(ϕ)u aligné sur ∂Ω (c’est-à-dire aligné sur
le champ de croix n associé à la normale sortante de ∂Ω). Ceci est réalisé à partir d’un
champ de croix u presque-C1 défini sur Ω, mais non nécessairement aligné par rapport au
bord de Ω. La fonction ϕ est définie par l’équation (2.19).

Considérons uh comme une représentation discrète de u sur Ωh. Dans le contexte
discret, cette opération équivaut à aligner uh sur un champ de croix défini sur ∂Ωh et
représentant le champ de croix associé à la normale extérieure de ∂Ω. Commençons par
construire cette représentation que nous notons nh. Pour tout sommet a ∈ Sh∩∂Ωh, avec
b et c comme ses sommets voisins également situés sur ∂Ωh, nous avons :

nh(a) =
{
R

(mπ
2

)
g(a), m ∈ Z

}
, (3.15)

où g(a) est donné par :

g(a) =
1

∥
−→
ab +−→ac∥

Ä−→
ab +−→ac

ä
. (3.16)

Ensuite, on élimine les arêtes de bord où la variation angulaire δθ du champ nh n’est
pas définie, soit en effectuant un raffinement local ou global du maillage, soit en insérant
dans le maillage un nouveau point situé au milieu de l’arête en question. Ce point sera
considéré comme un point singulier dans le champ nh, et par conséquent, pour un tel
point a ∈ Sh ∩ ∂Ωh, nous fixons nh(a) = 0. Ainsi, on se retrouve avec deux types d’arêtes
incluses dans ∂Ωh : les arêtes avec un sommet singulier dans nh et les arêtes où la
variation angulaire δθ de nh est bien définie. La construction de nh se poursuit alors de
la manière suivante : pour tout point p ∈ ab avec ab une arête incluse dans ∂Ωh, on a :
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des conditions aux limites pour la résolution d’une équation donnée. L’ensemble B doit
aussi inclure les points singuliers du champ nh. Ces points étant déjà singulier dans nh,
ils resteront singuliers dans vh après l’opération d’alignement. Pour finir, il est impératif
que le champ de croix uh ainsi que l’ensemble B satisfassent :

• 0 < Card(Suh
) + Card(B) <∞,

• pour tout point p ∈ Suh
, iduh

(p) = k/4, avec k ∈ Z et k ≤ 1,

• soit γ une paramétrisation de ∂Ωh dans le sens positif. Il existe θγuh
vérifiant :

θγuh
(1)− θγuh

(0) = χ(Ωh)−
∑

p∈B

Ip. (3.18)

Ces critères sont automatiquement vérifiés si les points singuliers de u sont isolés et que
le maillage Ωh est adapté à la représentation discrète que nous avons présentée dans la
sous-section 3.1. Le champ de croix vh est alors défini pour tout p ∈ Ωh par :

vh(p) =





R(ϕh(p))uh(p) si p ∈ Ωh\(B ∪ Suh
),

nh(p) si p ∈ (Suh
∩ ∂Ωh)\B,

0 si p ∈ B.

(3.19)

où ϕh est définie par l’équation de Laplace suivant :




∆ϕh = 0 dans Ω,

ϕh(γ(t)) = θγnh
(t) + I(t)− θuh

(γ(t)) sur γ−1(∂Ωh\(B ∪ Suh
)),

(3.20)

où la fonction I est donnée par :

I(t) =
∑

s∈γ−1(B)

ï(
π −‘γ(s)− 2πIγ(s)

)
−

Å
lim
r→s+

θγnh
(r)− lim

r→s−
θγnh

(r)

ãò
1[0,t](s),

avec ‘γ(s) la mesure de l’ouverture angulaire de la frontière en γ(s).
En pratique, la résolution de l’équation (3.20) est effectuée par la méthode des élé-

ments finis P1, en utilisant la formule du Laplacien cotangente pour la discrétisation de
l’opérateur Laplacien [Solomon et al., 2014, Nealen et al., 2006, Belkin et al., 2008] (voir
Annexe B pour plus de détails). Cette approche est privilégiée en raison de sa simplicité,
facilitant de plus l’extension de l’opération d’alignement dans le cas des surfaces courbes
dans l’espace (voir le chapitre 4).

Remarque 3.8.

1. Le champ de croix vh conserve certaines propriétés du champ de croix uh. Ainsi,
on a Svh ∩ (Ωh\∂Ωh) = Suh

∩ (Ωh\∂Ωh), puisque ϕh est C0 sur Ωh\∂Ωh. Les indices
des points constituant ces ensembles sont également préservés. Autrement dit, pour
tout point p ∈ Ωh\∂Ωh, on a iduh

(p) = idvh(p).

2. Pour tout p ∈ ∂Ωh, si p ∈ Sh, alors idvh(p) = Ip ; sinon, idvh(p) = 0.
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d’un maillage quadrangulaire à partir du partitionnement ainsi construit. Cette section a
pour objectif de démontrer que le maillage obtenu à partir du champ de croix résultant
de l’opération d’alignement constitue effectivement un maillage du domaine initial Ω.
Pour cela, il suffit de démontrer que le partitionnement construit sur Ωh, que nous no-
tons Ph, converge vers un partitionnement de Ω comprenant des partitions quadrilatérales.

Soit v le champ de croix définit par :

v(p) =





R(ϕ(p))u(p) si p ∈ Ω\(B ∪ Sn ∪ Su),

n(p) si p ∈ (Su ∩ ∂Ω)\(B ∪ Sn),

0 si p ∈ B ∪ Sn.

(3.21)

où ϕ : Ω −→ R est définie comme la solution de l’équation de Laplace suivante :




∆ϕ = 0 dans Ω,

ϕ(γ(t)) = θγn(t) + I(t)− θu(γ(t)) sur γ−1(∂Ω\(B ∪ Sn ∪ Su)),
(3.22)

où la fonction I est donnée pour tout t ∈ γ−1(∂Ω\(B ∪ Sn ∪ Su)) par :

I(t) =
∑

s∈γ−1(B∪Sn)

ï(
π −‘γ(s)− 2πIγ(s)

)
−

Å
lim
r→s+

θγn(r)− lim
r→s−

θγn(r)

ãò
1[0,t](s),

avec ‘γ(s) représentant la mesure de l’ouverture angulaire de la frontière en γ(s). Selon
le théorème 2.34 du chapitre 2, l’algorithme 1 permet, en l’absence de convergence de
séparatrices vers un cycle limite, de partir de v pour créer un partitionnement P de
Ω tel que toutes les partitions soient formées par quatre séparatrices disjointes. Afin
d’atteindre l’objectif énoncé, il est donc nécessaire de démontrer que les séparatrices du
partitionnement Ph convergent vers les séparatrices du partitionnement P lorsque h tend
vers 0.

Avant de montrer que ces deux familles de séparatrices convergent l’une vers l’autre,
examinons d’abord ce qui se passe lorsque nous cherchons à voir si l’approximation
d’une ligne de champ construite dans vh converge vers une ligne de v ayant la même
origine et la même direction de départ. Pour ce faire, notons I l’opérateur d’intégration
d’une ligne de champ et Ih son approximation (par exemple la méthode de Heun). Ainsi
I(p, w, v) désigne la ligne de champ dans le champ v démarrant en p dans la direction
w et Ih(p, w, v) est l’approximation de cette ligne de champ. En supposant que Ih a été
discrétisé sur t1 < · · · < tn, il vient, par la construction des lignes de champ (présentée
dans la sous-section 3.2.2), que ti+1− ti < h pour tout i ∈ J1, nK avec h le pas du maillage.
Ih étant une approximation consistante de I, on a :

||I(p, w, v)− Ih(p, w, v)|| −−→
h→0

0,

avec
||I(p, w, v)− Ih(p, w, v)|| = max

1≤i≤n
|I(p, w, v)(ti)− Ih(p, w, v)(ti)|2.
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On peut maintenant comparer une ligne de champ du champ v d’origine p et de vecteur
initial w (notée I(p, w, v)) et l’approximation d’une ligne de champ du champ vh d’origine
p et de vecteur initial w (notée Ih(p, w, vh)). On a :

||I(p, w, v)− Ih(p, w, vh)|| ≤ ||I(p, w, v)− I(p, w, vh)||+ ||I(p, w, vh)− Ih(p, w, vh)||

≤ ||I(p, w, vh)− Ih(p, w, vh)||+

||I(p, w, [LΩ
Ωh
vh])− I(p, w, vh)||+

||I(p, w, v)− I(p, w, [LΩ
Ωh
vh])||

Le premier terme à droite de l’inégalité tend vers 0 lorsque h tend vers 0 puisque Ih est
une approximation consistante de I. Le second converge aussi vers 0 puisque Ωh tend vers
Ω. Pour le troisième terme, notons que, par construction, [LΩ

Ωh
nh] converge vers n lorsque

h tend vers 0, puisque Ωh tend vers Ω. Il en est de même pour le champ de croix initial
uh (voir la sous-section 3.1.4). Ainsi, le problème (3.20) constitue une approximation du
problème (3.21). Par conséquent, on a [LΩ

Ωh
θvh ] = [LΩ

Ωh
(ϕh+θuh

)] qui tend vers θv = ϕ+θu.
En d’autres termes, le champ de croix [LΩ

Ωh
vh] converge vers le champ de croix v sur Ωh.

Il vient alors que :
||I(p, w, v)− I(p, w, [LΩ

Ωh
vh])|| −−→

h→0
0,

Finalement on a :
||I(p, w, v)− Ih(p, w, vh)|| −−→

h→0
0.

On en déduit alors que les séparatrices approchées de vh internes à Ωh convergent
vers les séparatrices de v internes à Ω, étant donné que. En effet, étant donné que
[LΩ

Ωh
vh] converge vers v, l’ensemble des points singuliers de vh converge vers l’ensemble

des points singuliers de v et, de plus, les directions de sortie des séparatrices de vh
calculées avec la fonction W γ

vh
convergent vers les directions de sortie des séparatrices de v.

Pour la convergence des séparatrices de bord, deux analyses sont possibles. Pre-
mièrement, comme Ωh tend vers Ω lorsque h tend vers 0, il en va de même pour ∂Ωh, qui
converge vers ∂Ω. Ainsi, en considérant ∂Ωh comme une approximation de la séparatrice
de bord de vh, on obtient la convergence recherchée.

Une analyse plus approfondie consiste à ne pas considérer ∂Ωh comme la sépara-
trice de bord de vh. Remarquons que le champ de croix nh n’est pas aligné avec ∂Ωh.
Nous définissons alors le domaine Ω̃h dont le bord ∂Ω̃h est aligné avec le champ de croix
nh. Ainsi, les séparatrices de bord de vh sont maintenant données (sans approximation)

par le bord ∂Ω̃h de Ω̃h. Notons que [L
›Ωh

Ωh
vh] converge vers vh, puisque [LΩ

Ωh
vh] converge

vers vh. Il en découle que les séparatrices de [L
›Ωh

Ωh
vh] convergent vers les séparatrices de

v, y compris les séparatrices de bord qui correspondent au bord ∂Ω̃h de Ω̃h. L’intérêt
d’une telle analyse réside dans le fait qu’elle permet, en pratique, de reconstruire une
approximation d’ordre élevé du bord de Ωh (voir la section 5.2).



Génération de champ de croix 121

3.6 Génération de champ de croix

Nous terminons ce chapitre en exposant quelques méthodes de génération de champ
de croix que l’on rencontre dans la littérature. Dans notre travail, nous avons notemment
utilisé ces méthodes pour créer les champ de croix initiaux qui sont le point d’entrée de
notre opération d’alignement.

3.6.1 L’Equation de Laplace

L’idée principale de cette méthode, telle que décrite dans [Kowalski et al., 2013],
consiste à propager dans le domaine de calcul un champ de vecteur unitaire prescrit
sur la frontière. On formule alors cette construction dans la résolution de l’équation de
Laplace avec des conditions de Dirichlet sur la frontière données par les croix associées
aux normales sortantes. Étant donné que l’ensemble des champs de croix ne forme pas un
espace vectoriel, on utilise à la place un champ de représentation donné par :

R : c ∈ C 7→ R(c) =





R(4θc)(1, 0)
t si c ̸= 0,

0 sinon.

L’opération inverse est donné par :

R−1 : u = (u1, u2) ∈ R2 7→ R−1(u) =





ß
R

Å
mπ

2
+
atan2(u2, u1)

4

ã
(1, 0)t, m ∈ Z

™
si u ̸= (0, 0),

0 sinon.

L’équation de propagation est alors donné par :




∆ur = 0 dans Ω,

ur(p) = R(n) sur ∂Ω,
(3.23)

où Ω est le domaine de calcul et pour tout p ∈ Ω, on a posé ur = R(u). L’équation (3.23)
est une équation vectoriel qui peut être vu comme deux équation scalaire :





∆u1r = 0 dans Ω,

u1r(p) = R(n).(1, 0)t sur ∂Ω.





∆u2r = 0 dans Ω,

u2r(p) = R(n).(0, 1)t sur ∂Ω.

En pratique, ces équations sont approchées en utilisant la méthode des éléments finis de
Galerkin appliquée à un maillage triangulaire Ωh de Ω avec des éléments P1-Lagrange. On
assemble ensuite ur puis on reconstitu u pour tout p ∈ Ω par :

u(p) = R−1(ur(p)).

On obtient un champ de croix aligné sur le bord du domaine de calcul et dont les point
singulier de bord correspondent à une rotation minimale du champ de croix dans le voi-
sinnage du point.

Dans la littérature, [Beaufort et al., 2017, Viertel and Osting, 2019], cette équation
est souvent contrainte en imposant l’unitarité de la norme des croix du champ de croix.
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Cependant, le problème n’a alors pas de solution. Par pénalisation, on se retrouve alors
avec l’équation de Ginzburg-Landau. Dans [Bethuel et al., 1994], les auteurs montrent
qu’il existe des solutions généralisées pour cette équation.

Dans notre travail, nous n’imposons pas cette contrainte car nous nous intéressons
simplement à l’orientation des croix, quitte à renormaliser ces croix après la résolution de
l’équation de Laplace.

3.6.2 Une expression analytique

Nous donnons ici une expression analytique pour la construction de champ de croix
sur Ω.

— Soit un ensemble de points (ai)i∈I ⊂ Ω, I ⊂ N,

— Soit associé à chaque ai pour tout i ∈ I, une valeur ki telle que 4ki ∈ Z,

— Soit g : Ω −→ S1 ∪ {(0, 0)} défini pour tout p ∈ Ω par :

g(p) =





R

(∑

i∈I

ki arg
−→aip

)
(1, 0)t si p ̸= ai, i ∈ I,

(0, 0) sinon.

(3.24)

alors l’application u définie pour tout p ∈ Ω par :

u(p) =





{
R

(mπ
2

)
g(p), m ∈ Z

}
si g(p) ̸= (0, 0),

0 sinon,

(3.25)

est un champ de croix dont les points singuliers sont localisés aux points (ai)i∈I tel que
chaque point ai, i ∈ I est d’indice ki.

Il est important de souligner que cette construction offre une grande souplesse dans
l’établissement du champ, contrairement à l’approche précédente. Elle permet un contrôle
précis sur la position des points singuliers dans le domaine ainsi que sur leurs indices. Ce-
pendant, le champ de croix ainsi obtenu n’est pas déterminé par le domaine sur lequel il
est construit. Par conséquent, contrairement à l’approche précédente, le champ de croix
peut ne pas être aligné. Ainsi, il est nécessaire d’appliquer l’approche d’alignement pré-
sentée précédemment pour orienter le champ par rapport au domaine que l’on souhaite
mailler.

3.7 Homogeneisation

Comme évoqué dans l’introduction 1.4, les champs de croix générés en propa-
geant la normale de l’extérieur vers l’intérieur du domaine (voir sous-section 1.4 et
[Kowalski et al., 2013]) peuvent donner lieu à une distribution de singularités susceptible
de conduire à un partitionnement invalide ou non souhaité. À titre d’exemple, le champ de
croix illustré dans la figure 3.24a présente des points singuliers très rapprochés, entraînant
une partition non homogène. Cela se traduit par des mailles de tailles très inégales
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Dans ce chapitre, nous exposons une généralisation des notions abordés au deux cha-
pitres précédents au cas des surfaces courbes dans l’espace. Plus précisement, on considère
Ω comme une surface compacte orienté plongé dans R3. Pour tout point p ∈ Ω nous notons
N(p) la normale à la surface (autrement dit le vecteur normale à l’espace tangent TpΩ).

4.1 Champ de croix, points singuliers, indices et sépa-

ratrices

Dans cette section, nous revenons sur les définitions et concepts introduits dans le
chapitre 2. Un champ de croix u défini sur Ω attribue à chaque point p de Ω une croix
(voir la définition 2.1) dans l’espace tangent TpΩ. L’ensemble Su, désignant les points
singuliers de u, est composé des points p ∈ Ω tels que u(p) = 0. On dit que le champ de
croix est presque-C1 s’il satisfait à la définition 2.4. La rotation d’une croix d’un angle
donné s’effectue autour de la normale à l’espace tangent au point considéré, et elle est
formulée à l’aide de la formule de Rodrigues [Trucco and Verri, 1998] appliquée à chaque
branche de la croix. Ainsi, la rotation de la croix, notée c, d’un angle α par rapport à un
axe dirigé par le vecteur unitaire N , est donnée par :

RN,α(c) =





{cos(α)c+ (1− cos(α)(N.c)N + sin(α)N ∧ c, c ∈ c} si c ̸= 0,

0 sinon,
(4.1)

À la différence du cas planaire où une référence globale était disponible pour le calcul des
angles des croix, dans ce contexte, nous choisissons une référence arbitraire pour chaque
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espace tangent de la surface, permettant ainsi de déterminer l’angle de la croix par rapport
à cette référence. Autrement dit, l’angle associé à la croix c est donné par :

{θc} :=
¶
(‘X, c), c ∈ c

©
∩
]
−
π

4
,
π

4

]

où X représente la référence, et (‘X, c) désigne l’angle orienté entre X et c.
L’indice d’un point p dans un champ de croix presque-C1 u est alors défini par :

idu(p) =
1

2π

∫ 1

0

dθγu, (4.2)

où γ est un chemin fermé inclus dans Ω, paramétré sur [0, 1] dans le sens positif, encerclant
uniquement le point p sans inclure d’autres points singuliers de u, et tel que la partie de
Ω délimitée par γ est homéomorphe à R2. Si p ∈ ∂Ω alors on a :

id∂u(p) =
1

2π

ñ
π − p̂+ lim

s→0

∫ 1−s

s

dθγu

ô
, (4.3)

avec γ tangent à ∂Ω en p et γ(0) = p = γ(1). θγu est le relèvement continu de θu le long
de γ (voir le corollaire 2.11). Les définitions des lignes de champ pour les champs de croix
sur les surfaces courbes ai)nsi que les propriétés des séparatrices restent applicables dans
ce nouveau cadre. Cependant, il convient de noter que pour intégrer les lignes de champ
à partir de points singuliers (séparatrices), le voisinage étoilé permettant de modifier
localement le champ de croix pour faciliter le démarrage de la séparatrice doit être de taille
suffisamment réduite. Plus précisément, ce voisinage doit être homéomorphe au plan pour
mettre en œuvre l’opération de modification du champ introduite dans la proposition 2.25.
À partir de là, les résultats établissant le lien entre le nombre de séparatrices associées à
un point singulier et l’indice du point sont aisément retrouvés. Ainsi le nombre Nbs(p) de
séparatrices associées au point p est donné par :

Nbs(p) =

{
4− 4idu(p) si p ∈ Ω\∂Ω

3− 4idu(p) si p ∈ ∂Ω
(4.4)

Nous illustrons sur la figure 4.1 les séparatrices d’un point d’indice 1/4 et d’un point
d’indice −1/4.

Examinons maintenant ce que deviennent ces concepts dans un cadre discret. Soit Ωh

un maillage triangulaire de Ω vérifiant les contraintes définis dans la sous-section 3.1.1.
Nous reconstruisons la normale surfacique en chaque sommet de Ωh en prenant une somme
vectorielle des normales des triangles adjacents au sommet en question pondérées par l’aire
des triangles. Soit s un sommet de Ωh. La normale reconstruite en s est donné par :

N(s) =
1∑

T∈Ts

|T |

(∑

T∈Ts

|T |NT

)
, (4.5)

où NT désigne la normale au plan contenant le triangle T et Ts représente l’ensemble des
triangles adjacents à s.

Nous abordons à présent la représentation uh sur Ωh d’un champ de croix presque-C1

u défini sur Ω. On suppose que des valeurs nodales de u sont attribuées aux sommets du
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de retournement d’arêtes) sur un maillage qui ne les satisfait pas. La représentation uh
de u est alors donnée par morceau sur chaque triangle T par :

• pour tout T ∈ Th, uh(s), où s est un sommet de T est égale à 0 si u(s) = 0 sinon
uh(s) correspond à la projection de u(s) dans le plan tangent du triangle T .

• si T ⊂ Ωh\Z alors pour tout p ∈ T , on pose :




θ1 = θuh
(s1)

θ2 = θ1 + δθ(uh(s1), uh(s2))

θ3 = θ2 + δθ(uh(s2), uh(s3))

où s1, s2 et s3 sont les sommets du triangle T . La croix uh(p) est alors donnée par :




uh(p) =
¶
RNT ,θp+mπ

2
(XT ), m ∈ Z

©
,

θp =
∑

i∈J1,3K

λiθi,

avec (λi)i∈J1,3K les coordonnées barycentriques de p dans le triangle T , NT la
normale au plan contenant le triangle T et XT le vecteur de référence arbitraire-
ment choisi dans cet espace tangent. Autrement dit, ils vérifient p =

∑3
i=1 λisi et∑3

i=1 λi = 1.

• si T ⊂ Z et que pour tout sommet s de T on a u(s) ̸= 0 on commence par interpoler
l’angle du champ de le champ de croix le long des arêtes de T . On a alors pour
tout p ∈ T :
— si p = SZ , alors uh(p) = 0.

— sinon la croix uh(p) est donnée par :




uh(p) = uh(p̃),

{p̃} = [SZp) ∩ ∂Z.
(4.7)

• Sinon, si T ⊂ Z, alors par construction, il existe un unique sommet s de T tel que
uh(s) = 0. On interpole alors l’angle du champ de croix sur l’arête de T opposée
à s. Ensuite, pour tout point p appartenant à T , on utilise l’équation (4.7) pour
calculer uh(p).

4.2 Partitionnement de ∂Ωh et maillage

Nous abordons maintenant la question du partitionnement du maillage Ωh représentant
le domaine Ωh. De façon similare à ce que nous avons présenté dans le cas planaire, nous
nous basons sur l’algorithme 4.

Les points singuliers coïncidant exactement avec les points SZ où Z ⊂ Z leur recherche
consiste donc à retrouver ces points. Il faut ensuite déterminer le nombre de séparatrices
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• 0 < Card(Su) + Card(B) <∞,

• Pour tout point p ∈ Su, idu(p) = k/4, avec k ∈ Z et k ≤ 1,

• Etant donné Ip définit pour tout p par :

Ip =
k

4
avec k ∈ Z et k ≤ 1 (4.8)

on a : ∑

p∈(Ω\∂Ω)∩Su

idu(p) = χ(Ω)−
∑

p∈B

Ip. (4.9)

où B désigne l’ensemble des points tel que Ip ̸= 0.

L’opération d’alignement consiste alors à calculer le champ de croix v pour tout p ∈ Ω
défini par :

v(p) =





R(ϕ(p))u(p) si p ∈ Ω\(B ∪ Sn ∪ Su),

n(p) si p ∈ (Su ∩ ∂Ω)\(B ∪ Sn),

0 si p ∈ B ∪ Sn.

(4.10)

où ϕ : Ω −→ R est définie comme la solution de l’équation de Laplace suivante :




∆ϕ = 0 dans Ω,

ϕ(γ(t)) = ψ(t)−
∑

s∈γ−1(B∪Sn)

2πIγ(s) sur γ−1(∂Ω\(B ∪ Sn ∪ Su)).
(4.11)

Dans ce contexte, γ représente une paramétrisation de la frontière ∂Ω sur l’intervalle [0, 1]
dans le sens positif par rapport à l’orientation de Ω, et ψ est le relèvement continu de
l’angle (n̂, u) entre le champ de croix n et le champ de croix u le long de γ.

La formulation de la condition de bord de l’équation 4.11 est motivée par l’absence de
référence globale dans ce cas particulier (surface courbe dans l’espace). Une alternative
consiste à construire un champ de croix sur Ω sans aucun point singulier et à le considérer
comme une référence globale sur la surface. Nous avons adopter la méthode de la chaleur
pour la diffusion, telle que présentée dans [Sharp et al., 2019]. Cette méthode propage un
vecteur donné en fonction de l’équation de la chaleur, permettant ainsi la construction
d’un cadre de référence global pour la surface. Cela facilite le calcul précis des angles du
champ croisé et son alignement avec la frontière de la surface non-plane.

Plus précisément, nous construisons un champ de vecteurs w sur la surface en utilisant
l’équation (4.12), avec des conditions aux limites de Neumann homogènes. Nous amor-
çons la résolution en initialisant l’équation avec un champ de vecteurs égal à un vecteur
arbitraire dans l’espace tangent d’un point arbitraire et mis à zéro partout ailleurs sur la
surface. En résolvant cette équation sur une très courte période de temps, nous obtenons
un champ de vecteurs dépourvu de singularités. L’étape suivante consiste à générer un
repère en chaque point en effectuant une rotation du champ de vecteurs obtenu.





∂w

∂t
= ∇2w dans Ω,

∇w.n = 0 sur ∂Ω.

(4.12)
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où n désigne la normale sortante au bord de Ω. La Figure 4.9 présente un exemple de la
solution de l’équation, tandis que la Figure 4.10 illustre le repère global résultant obtenu.
Nous exposons ensuite le processus d’alignement à partir d’un champ de croix non aligné
avec le bord du domaine (voir Figure 4.11). Ce champ de croix est ensuite aligné grâce au
processus d’alignement, où les angles sont calculés à partir du champ de référence global.
On obtient alors un découpage en régions à quatre côtés, comme présenté sur la Figure
4.12. D’autres illustrations sont présentées sur la Figure 4.13.

Figure 4.9 – Champ de vecteur obtenu par la méthode de diffusion de chaleur
[Sharp et al., 2019].

Figure 4.10 – Référence globale.
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Figure 4.11 – Champ de croix non aligné.

Figure 4.12 – Alignement du champ de croix.

4.4 Analyse de convergence

Dans cette section, de manière similaire à l’étude exposée dans la section précédente,
nous nous posons la question de savoir si le maillage quadrilatéral obtenu par la méthode
précédemment décrite est bien un maillage du domaine de départ Ω. Pour répondre à cette
question, il suffit de montrer que le partitionnement construit sur Ωh, que nous notons
Ph, converge vers un partitionnement de Ω comprenant des partitions quadrilatérales.

Notons cependant que le lift à considérer ici est un lift surfacique et dépend de toute
la surface. Plus précisément, si η est une fonction définie sur Ω et ηh sa représentation
élément fini définie sur Ωh, alors le lift de ηh de Ωh vers Ω est donné par :

ηh(p) = [LΩ
Ωh
ηh](p− d(p)N(p)) pour tout p ∈ Ωh, (4.13)

où N(p) est la normale sortante en p. Nous supposons que Ω est représenté globalement
par une fonction de distance orientée d définie sur un sous-ensemble ouvert U de R2 tel
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Figure 4.13 – Autres illustrations de maillage quadrilatéral de surfaces courbes dans
l’espace.

que
Ω = {x ∈ U, d(x) = 0},

avec d appartenant à Ck,α(U), ∇d ̸= 0 (k ∈ N∪ {0}, 0 ≤ α ≤ 1). Il résulte des travaux de
[Dziuk, 1988] que [LΩ

Ωh
ηh] converge vers η, et que l’erreur de représentation de la géométrie

est d’ordre 2, là où l’erreur d’approximation du schéma numérique est d’ordre 1.
La suite de l’analyse est analogue à ce qui a été fait dans la sous-section 3.5. Plus pré-

cisément, en adoptant les mêmes notations, on retrouve la même inégalité entre la ligne de
champ du champ v d’origine p et de vecteur initial w (notée I(p, w, v)) et l’approximation
d’une ligne de champ du champ vh de même origine avec le même vecteur initial (notée
Ih(p, w, vh)) :

||I(p, w, v)− Ih(p, w, vh)|| ≤ ||I(p, w, vh)− Ih(p, w, vh)||+

||I(p, w, [LΩ
Ωh
vh])− I(p, w, vh)||+

||I(p, w, v)− I(p, w, [LΩ
Ωh
vh])||.

On a :
||I(p, w, v)− Ih(p, w, vh)|| −−→

h→0
0,

puisque chaque terme converge vers 0. Ainsi, on déduit que les séparatrices internes
construites sur Ωh convergent vers les séparatrices internes construites sur Ω et, puisque
Ωh converge vers Ω, on a la convergence des séparatrices de bord.

4.5 Génération de champs de croix

Nous présentons ici les différents méthodes utilisées dans ce chapitre pour la génération
de champs de croix initiaux qui sont le point d’entrée de notre opération d’alignement.
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et K est donné par :

K =

Å
k 0
0 k

ã
,

avec k la matrice de rigidité élémentaire dans le cas scalaire que l’on calcule avec la formule
cotangente du Laplacien présentée dans l’annexe B.

4.5.2 Connexions triviales

Dans [Crane et al., 2010], les auteurs présentent un algorithme simple pour construire
des connexions sur des surfaces discrètes qui sont aussi lisses que possible partout, sauf sur
un ensemble de singularités isolées avec un indice donné. Ces connexions sont résolues en
résolvant un seul système linéaire construit à partir d’opérateurs standards. Nous exposons
ici cet algorithme pour un domaine simplement connexe où les singularités sont spécifiées
par rapport aux triangles.

Soit Ωh un maillage triangulaire. Nous souhaitons construire un champ de croix uh
sur Ωh. Pour ce faire, nous cherchons à résoudre un ensemble d’angles d’ajustement qui
indique comment faire pivoter un vecteur chaque fois qu’il se déplace le long d’une arête.
Soit α ce champ d’angle d’ajustement et notons αij l’angle d’ajustement associé à l’arête
sisj de sommets si et sj. Remarquons que α est donc un vecteur de réels dont la taille est
égale au nombre d’arêtes. Nous attribuons une orientation arbitraire à chaque arête, puis
orientons chaque triangle dans le sens positif de la normale au triangle. Nous construisons
ensuite une matrice A représentant les interactions entre les triangles et les arêtes du
maillage. Il s’agit donc d’une matrice rectangulaire ayant comme nombre de lignes le
nombre de triangles et comme nombre de colonnes le nombre d’arêtes, définie par :

Aij =





1 si l’arête i est contenue dans le triangle j avec la même orientation,

−1 si l’arête i est contenue dans le triangle j avec l’orientation contraire,

0 sinon.

pour contrôler le placement des singularités, nous spécifions pour chaque triangle l’indice
ki désiré, puis nous assemblons le vecteur b donné pour chaque triangle Ti par :

bi = 2kiπ −Ki,

où Ki désigne le défaut d’angle (holonomie) autour du triangle Ti dû à la rotation de la
normale surfacique autour du triangle. Enfin, pour calculer les angles d’ajustement, nous
résolvons le problème convexe :

min
α

∥α∥2 tel que Aα = b.

Dans le cas où la matrice A a un rang plein, la méthode des multiplicateurs de Lagrange
donne une solution unique. Cette solution est donnée par la formule α = −AT (AAT )−1b.
Dans ce cas, la solution est unique car la contrainte linéaire est suffisamment restrictive
pour éliminer toute ambiguïté dans la solution. Une fois que nous avons le vecteur α, la
construction d’un champ de croix est simple. Nous attribuons une croix arbitraire en un
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point que nous propageons sur le reste des sommets du maillage. Sur une arête sisj, pour
trouver la croix au sommet sj étant donné la croix en un sommet si, nous avons :

uh(sj) =





{R(βj +mπ/2)Xsj , m ∈ J0, 3K}

βj = βi − θij + θji − αij,

où βk est l’angle par rapport à la référence Xsk défini au sommet sk, et αij est l’angle
d’ajustement de l’arête sisj. Enfin, θij et θji sont respectivement les angles entre l’arête
sisj et les références fixées aux sommets si et sj. Les champs de croix illustrés sur les
figures 4.1 et 4.11 ont été généré avec cette approche.





Chapitre 5

Conclusion et perspectives

L’objectif principal de cette thèse était d’étudier et de développer une méthode de
génération de maillages structurés par bloc à partir de champs de croix prescrits. Le
chapitre 2 du manuscrit se consacre à formaliser cet objectif dans un cadre théorique,
tandis que les chapitres 3 et 4 mettent en œuvre cette approche sur des domaines planaires
et des surfaces courbes dans l’espace. En conclusion de ce travail, nous résumons les
résultats obtenus et esquissons certaines perspectives envisageables.

5.1 Conclusion

Nous avons entamé ce mémoire en formalisant la notion de champ de croix. L’objectif
était d’acquérir une compréhension approfondie de cet objet afin de pouvoir en prescrire
différents, qu’ils proviennent de divers champs des mathématiques ou de la physique, pour
construire des maillages structurés par bloc.

Une première notion cruciale est l’angle formé par une croix par rapport à une référence
donnée. La définition claire de cette notion nous a permis de construire un relèvement
continu de cette dernière le long d’une courbe paramétrée, relèvement qui est à la base
de la notion d’indice permettant d’obtenir une caractérisation qualitative des champs de
croix que nous manipulons. L’étape suivante a consistée en l’exploration la notion de
ligne de champ pour les champs de croix, en se penchant particulièrement sur celles qui
débutent ou finissent leur trajet en des points singuliers du champ de croix. Nous avons
mis en place un processus permettant de modifier localement le champ de croix afin de
pouvoir trouver des directions de départ pour intégrer une ligne de champ depuis un point
singulier. Par la suite, nous avons travaillé sur le nombre de lignes de champ à associer à
un point singulier, mettant en évidence le comportement local du champ de croix au voi-
sinage d’un point singulier. Ce comportement particulier, conférant un indice bien défini
au point singulier vis-à-vis des secteurs créés par les lignes de champ dans son voisinage,
est à la base de la preuve expliquant pourquoi le partitionnement du domaine avec les
lignes de champ issues des points singuliers conduit bien à un découpage en régions de
quatre côtés. Ensuite, nous avons instauré un processus d’alignement des champs de croix
sur le bord du domaine au sein duquel ils sont définis. Ainsi, sous certaines conditions,
nous ajustons ces champs de croix prescrits afin de les rendre compatibles avec le proces-
sus de partitionnement en régions à quatre côtés. Cette approche a d’abord été présentée
pour les domaines simplement connexes, puis généralisée aux domaines non-simplement
connexes. Ces développements nous ont permis de gérer les domaines constitués de plu-
sieurs matériaux ainsi que les points singuliers du bord, d’indices arbitraires, permettant
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ainsi en pratique de délimiter des portions de la frontière du domaine pour la prise en
compte des conditions aux limites mixtes dans le cadre des simulations numériques.

Dans le chapitre 3, nous traitons de la discrétisation de la méthode présentée dans le
chapitre 2. Ce travail commence par la mise en place d’une représentation sur une trian-
gulation d’un champ de croix donné sur un domaine continu, permettant ainsi de prendre
en compte les singularités de degré élevé. De plus, la notion de zone singulière introduite
permet de traduire dans le cadre discret les conséquences des résultats obtenus dans le
chapitre 2 sur l’initialisation de lignes de champ à partir de points singuliers. Par la suite,
nous avons instauré la version discrète du processus de partitionnement, qui implique
plusieurs étapes telles que le calcul de l’indice des points singuliers, l’approximation des
lignes de champ émanant de ces points singuliers, l’extraction des régions délimitées par
ces lignes de champ, et enfin, le maillage individuel de chacune de ces régions avec des
mailles quadrilatérales. Une question cruciale à laquelle nous avons cherché à répondre
était de savoir comment garantir que le partitionnement effectué dans le cadre discret est
bien composé de quatre côtés. Nous avons résolu cette question en réalisant une analyse de
convergence, identifiant un partitionnement dont les partitions sont constituées de quatre
côtés sur le domaine continu, vers lequel converge le partitionnement construit sur la tri-
angulation du domaine continu. Ainsi, nous démontrons qu’à la limite, le partitionnement
construit sur la triangulation présente effectivement des partitions à quatre côtés. Il en
découle que le maillage quadrilatéral construit à partir de ce partitionnement est bien un
maillage du domaine d’origine (dans le sens où, en raffinant les mailles quadrilatérales, le
maillage converge vers le domaine d’origine) puisque le partitionnement effectué dans le
cadre discret converge vers un partitionnement de ce domaine.

Enfin, dans le chapitre 4, nous appliquons les approches développées précédemment au
contexte des surfaces courbes dans l’espace. La difficulté principale dans ce cadre réside
dans l’absence de référence globale pour le domaine considéré. L’angle du champ de croix
est alors calculé à partir d’une référence arbitraire choisie en chaque espace tangent de la
surface. Nous retrouvons ensuite les différents concepts définis dans les chapitres précé-
dents, ainsi que la méthode de partitionnement des domaines considérés. Il est à noter que
dans le cadre des surfaces courbes, une condition supplémentaire est requise pour garantir
que les partitions obtenues sont bien à quatre côtés. Cela est dû à la possibilité de la pré-
sence d’anse dans les domaines étudiés. Nous établissons ensuite le processus d’alignement
pour les domaines simplement connexes, puis nous procédons, comme précédemment, à
l’analyse de convergence permettant de montrer que le maillage quadrilatéral construit
sur la triangulation du domaine est effectivement un maillage quadrilatéral du domaine
de calcul.

5.2 Perspectives

Dans cette section, nous mettons en lumière des axes de recherche potentiels qui
pourraient élargir et approfondir notre compréhension du domaine, ouvrant ainsi la voie
à de nouvelles découvertes et à des développements passionnants. Pour amorcer cette
exploration, nous revisitons d’abord le défi inhérent à l’homogénéisation du maillage.
Ensuite, nous nous penchons sur plusieurs problématiques, notamment l’adaptation du
maillage, la gestion des cycles limites, le traitement des domaines périodiques, et les
potentialités présentées par les maillages d’ordre supérieur.
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Figure 5.3 – Détection de zones d’équilibres.

explorées dans cette thèse ont pour objectif de converger vers cette application. En effet,
l’idée de choisir un champ de croix et de le modifier pour qu’il serve à mailler un domaine
découle du souhait de conserver le plus de caractéristiques possible dans le champ initial,
garantissant ainsi que le maillage généré soit adapté au contexte d’où a été récupéré ce
champ. Ce champ initial peut être déduit d’une estimation à posteriori.

Dans ce sens, une piste consiste à proposer un champ de croix aligné le plus possible
sur une référence (Cr, d’angle θ) et respectant des contraintes issues d’un autre champ
de croix (Ca, d’angle ϕ), typiquement garder le plus de caractéristiques possibles d’une
estimation a posteriori et assurer l’alignement avec le bord du domaine. On cherche donc
à résoudre le système : 




θ̃ := θ + αϕ ∈ C1(Ω),

minα=1
∂Ω

∣∣∣θ − θ̃
∣∣∣ ,

(5.1)

ce qui revient à résoudre au sens champ de croix (possibilité de +kπ/2 sur les angles) le
problème :

α∗ = arg min
α∈C1(Ω,[0,1]),α=1 sur ∂Ω

(∥αϕ∥∞ + λ∥∇(αϕ)∥∞) .

En éléments finis P1, on a :

∥αϕ∥L∞(T ) = max
S sommets de T

Å
min

k∈[−4,3]
|α(S)ϕ(S) + kπ/2|

ã
,

∥∇(αϕ)∥L∞(T ) = min
k∈[0,3]3

∥∥∥∥∥
3∑

i=1

α(Si)ϕ(Si) + kiπ/2

hT,i

∥∥∥∥∥ ,

(5.2)

où hT,i est la longueur de la hauteur du triangle T issue du sommet Si et hT,i la hauteur
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normalisée. Ainsi,

∥αϕ∥C1(Ω) = maxS sommets de T (Ω)

(
mink∈[0,3] |α(S)ϕ(S) + kπ/2|

)

+λmaxT∈T (Ω)

(
mink∈[0,3]3

∥∥∥
∑3

i=1
α(Si)ϕ(Si)+kiπ/2

hT,i

∥∥∥
)
.

Cette approche cependant ne marche pas avec les angles représenté en P1. L’alternative
consiste à trouver α ∈ C1(Ω) tel que :





θ̃ := θ + α ∈ C1(Ω),

min
∣∣∣θ − θ̃

∣∣∣ ,

α = ϕ− θ sur ∂Ω.

(5.3)

En pratique, on va chercher αh ∈ P1(Ω) qui approche α. Le contrôle C1 de la solution
n’est pas possible à rendre si on peut toujours supposer que αh est une approximation
nodale d’une fonction α plus régulière. En particulier, cette considération peut s’appliquer
sur les nœuds d’un triangle donné en faisant par exemple passer αh de 1 à 0 brutalement
sur un/deux nœud/s du triangle, ce qui revient à dire que ∥∇α∥ ≤ h−1 où h est la
hauteur du triangle dans le sens de variation considéré. Il s’en suivrait alors de trop
rapides variations de la fonction θ̃ reconstruite (et ses lignes de champs varieraient très
vite ce qui engendrerait des éléments très déformés et/ou très petits). Pour pallier ce
problème, on impose une variation maximale à ne pas dépasser notée ν > 0.

De plus, dans le cadre du maillage quadrilatéral, si θ représente l’angle du champ
de croix aligné avec le bord, alors, pour un domaine n’étant pas à 4 côtés, on sait que
θ présentera des singularités dans le domaine et donc ne sera pas C1(Ω). Le système
(5.3) n’a donc pas de solution. Toutefois, si θ est aligné avec le bord alors il va exister un
voisinage V de ∂Ω privé de ∂Ω dans lequel θ sera C1. On peut alors essayer de résoudre
(5.3) pour un α à support dans V et C1, θ̃ sera alors l’angle du champ de croix obtenu par
R(α)Cr, qui sera un champ de croix presque-C1 et de singularités coïncidentes avec celles
de Cr. Nous présentons dans l’annexe C une approche pour discrétiser cette équation.

Une autre vision pour l’adaptation de maillage serait d’utiliser la méthode d’opti-
misation CVT (Centroid Voronoi Tesselation) [Chen, 2004] en tenant compte d’une
densité d’erreur à postéririori permettant d’influer le deplacement des noeuds. Une telle
approche cependant en opposition avec ce qui a été présenté plus haut adapte directement
le maillage quadrilatéral générer au lieu d’adapté le champ de croix dont il est issu. On
conserve la nature en structure par bloc du maillage ainsi que les connectivités.

Comment gérer les cycles limites ?

Un défi crucial associé à la méthode de génération de maillage quadrilatéral à par-
tir de champs de croix réside dans la gestion des cycles limites. En effet, le contrôle sur
la trajectoire des séparatrices n’est pas a priori déterminé, ce qui conduit souvent à un
échec du partitionnement en présence de cycles limites, surtout dans le cas des surfaces
courbes dans l’espace. Nous proposons ici une approche de solution pour ce problème.
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Figure 5.7 – Superposition du maillage du LS89.

du maillage quadrilatéral (voir la figure 5.8). Ainsi, si la finesse demandée pour le
maillage quadrilatéral est supérieure à celle du maillage triangulaire servant de base à la
construction, il sera impossible de récupérer de manière précise les informations avec les
nœuds de bord du maillage quadrilatéral. Par conséquent, la définition explicite de Ωh̃

permet de se libérer des triangles de bord et de ne plus être contraint par cette dépendance.

En utilisant une interpolation d’Hermitte, on peut ainsi construire une reconstitu-
tion de régularité C1, ∂Ω̃h de ∂Ωh. Plus concrètement, soit a et b deux sommets de Ωh.
L’arête ab est remplacé par le polynôme P défini pour tout p ∈ ab par :

P (p) = qa(p)Pa(p) + qb(p)Pb(p),

où la fonction qx, x ∈ {a, b} est donné pour tout p ∈ ab par :

qx(p) =
∏

y∈{a,b},y ̸=x

Å
p− y

x− y

ã2

,

et la fonction Px, x ∈ {a, b} est donné pour tout p ∈ ab par :

Px(p) = x+ (p− x) (N (x)− q′x(x)x) ,
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La caractéristique d’Euler d’une surface orientable Σ peut être calculée à partir de son
genre g et du nombre b de composante connexe de son bord [Vallet, 2008] :

χ(Σ) = 2− 2g − b.

Pour les variétés riemanniennes, la caractéristique d’Euler peut également être trouvée en
intégrant la courbure à partir du théorème de Gauss-Bonnet. Ainsi si Σ est une variété
Riemanienne compact alors on a [Lee, 2018] :

∫

Σ

KdA+

∫

∂Σ

kg ds = 2πχ(Σ)

Ici, ∂Σ désigne le bord de Σ, K la courbure gaussienne de Σ et kg la courbure géodésique
de ∂Σ. dA est l’élément d’aire de la surface, et ds est l’élément de ligne le long du bord
de Σ.

Nous illustrons l’invariance de la caractéristique d’Euler sur la figure A.1 avec deux
triangulation différente d’un même domaine. Dans ce cas la caractéristique d’Euler vaut
1 avec g = 0 et b = 1.



Annexe B

Opérateur Laplacien discret

L’opérateur Laplace-Beltrami ∆ joue un rôle central dans les algorithmes géométriques
appliqués aux domaines courbes. La formule des cotangentes, exposée dans [Tianye, ,
Crane, 2019], offre une approche pratique pour approximer cet opérateur sur des surfaces
triangulées bidimensionnelles. Considérons la résolution de l’équation de Poisson

∆u = f,

sur une surface courbée Ω. Ici, f : Ω → R représente une fonction source, u : Ω → R

est une fonction inconnue, et ∆ désigne l’opérateur Laplace-Beltrami associé à Ω, égale-
ment appelé le laplacien. Une approche courante pour approximer la solution fait appel
au concept de solution faible. Les solutions faibles pour l’équation de Poisson sont des
fonctions ϕ qui satisfont à l’ensemble d’équations suivant :

∫

Ω

ϕ∆u dA =

∫

Ω

ϕf dA, ∀ fonctions tests ϕ.

Il est important de souligner que, selon la méthode de Galerkin, le choix des fonctions de
base pour u, f , et la fonction test ϕ est essentiel. Ainsi, nous avons besoin d’un ensemble
de fonctions de base sur Ω. Pour une surface triangulée, les fonctions chapeau linéaires
par morceaux hi se révèlent être le choix le plus naturel. Elles sont définies de manière à
valoir un au sommet associé et zéro à tous les autres sommets. Par conséquent, si nous
connaissons la valeur de u(x) sur chaque sommet vi, u(vi) = ui, nous pouvons l’approximer
de la manière suivante :

u(x) =
∑

i

uihi(x).

De même, pour la fonction source f , nous avons :

f(x) =
∑

i

fihi(x).

Avec la discrétisation de u et f , en utilisant hi comme fonctions tests, nous pouvons main-
tenant exprimer le problème de Poisson d’origine comme un ensemble de |V | équations :

∫

Ω

hi∆u dA =

∫

Ω

hif dA, ∀i ∈ {1, 2, ..., |V |},
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où |V | représente le nombre de sommets dans la triangulation. Ainsi on a :




∫

Ω

hi∆u dA = −

∫

Ω

∇hi · ∇u dA = −

∫

Ω

∇hi · ∇

(∑

j

ujhj

)
dA = −

∑

j

uj

∫

Ω

∇hi · ∇hj dA,

∫

Ω

hif dA =

∫

Ω

hi ·

(∑

j

bjhj

)
dA =

∑

j

fj

∫

Ω

hi · hj dA.

(B.1)

Soit L la matrice L = {Lij}
|V |×|V |, Lij =

∫

Ω

∇hi · ∇hj dA et M la matrice M =

{Mij}
|V |×|V |, Mij =

∫

Ω

hi · hj dA. On a alors le problème linéaire :

Lu =M f ,

avec

u =




u1
u2
...

u|V |


 et f =




f1
f2
...
f|V |


 .

Pour calculer la matrice L, nous examinons les éléments Lij =

∫

Ω

∇hi · ∇hj dA, dont

l’évaluation équivaut au calcul de l’intégrale sur chaque triangle, suivi de la sommation
des résultats obtenus sur l’ensemble des triangles de Ω. Étant donné que hi est une fonction
linéaire par morceau sur chaque triangle, le calcul sur un triangle donné revient à multiplier
le scalaire ∇hi · ∇hj sur ce triangle par la surface du triangle. Nous allons maintenant
examiner le gradient d’une fonction linéaire sur un triangle.

Soit g une fonction linéaire définie sur un triangle T de sommets v1, v2, v3 et d’aire A
avec g(v1) = 1, g(v2) = g(v3) = 0. g étant linéaire, on a g(x) = g(x0) +∇g|x0

· (x − x0)
pour tout x appartenant au triangle. Sachant que ∇g · (v1 − v3) = 1 et ∇g · (v2 − v3) = 0,
il vient que ∇g est perpendiculaire à l’arête v2v3 et on a d’une part :

||∇g||∥−−→v1v3∥ cos
(π
2
− θ
)
= ||∇g||∥−−→v1v3∥ sin θ = 1,

où θ désigne l’angle orienté entre les vecteurs −−→v1v3 et −−→v2v3. Autrement dit,

||∇g|| =
1

h
, (B.2)

et d’autre part :

∇g =
−−→v2v3

⊥

2A
, (B.3)

où A =
1

2
∥−−→v2v3∥h désigne l’aire du triangle et h est la hauteur passant par v1 et per-

pendiculaire au côté v2v3 avec −−→v2v3
⊥ la rotation dans le sens anti-horaire de −−→v2v3 d’angle

π/4.
On peut maintenant évaluer

∫

T

∇hi · ∇hjdA,
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B.2, on obtient :

Lij =

∫

Ω

⟨∇hi,∇hj⟩dA =





1

2

∑

k∼i

(cotαj + cot βj), si i = j,

−
1

2
(cotαj + cot βj), si j ∼ i,

0, sinon.

où i ∼ j signifie que les sommets vi et vj sont adjencents. On se ramène ainsi à une
construction simple basée juste sur les informations géométriques (les angles) du maillage.





Annexe C

Une approche pour la discrétisation du

problème d’adaptation

Pour une question d’efficacité nous allons remplacer la résolution du problème d’opti-
misation globale (5.3) en une série d’optimisations locales. L’idée est de procéder triangle
par triangle en notant que la contrainte de bord permet de définir explicitement la va-
leur de α. La formulation éléments finis de (5.3) avec cette contrainte revient à trouver
αh ∈ P1(Ω) tel que : 




θ̃h := θh + αh ∈ P 1(Ω),

min
∣∣∣θh − θ̃h

∣∣∣ ,

αh = ϕh − θh, ∂Ω,

Suppαh ⊂ V,

∥∇αh∥ ≤ ν.

(C.1)

En pratique, la résolution de (C.1) peut être effectuée via la construction locale de θ̃h sur
chaque triangle T ∈ Th suivante :

1. Affectation des valeurs θ̃h(S) = ϕh(S) pour tous les nœuds S ∈ ∂Ω,

2. Tant qu’il reste des triangles à traiter :

(a) Suppression des triangles ayant déjà θ̃h calculé sur les 3 nœuds de la liste des
triangles à traiter,

(b) Recherche des triangles T pour lesquels θ̃h est définie pour 2 nœuds sur 3,

(c) Si les valeurs de θ̃h pour 2 nœuds sur 3 de T sont nulles alors T est retiré de la
liste à évaluer,
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(d) Sur Th on note S1 et S2 les nœuds pour lesquels θ̃h a été évaluée, S3 le troisième

sommet,
−→
h3 la hauteur normalisée issue de S3, Xh = xhS2 + (1− xh)S1 le pied

de la hauteur et h3 = |Xh − S3|,

(e) À partir d’une valeur θ̃h(S1)
[
π
2

]
, on calcule

θ̃h(S2, S1) := arg min
y∈θ̃h(S2)+kπ/2,k∈Z

∣∣∣y − θ̃h(S1)
∣∣∣ ,

et on note β = xhθ̃(S2, S1) + (1− xh)θ̃(S1),

(f) Calcul des variations maximales possibles pour θ ∈ [θ−, θ+] :

θ± = β ± |h3|ν
−→
h3.

(g) La solution est alors simplement obtenue par

θ̃h(S3) = min(θ+,max(θ−, θh(S3))),

et le triangle est marqué comme traité.

La fonction αh = θ̃h − θh vérifie alors les propriétés attendues dans (C.1). Concernant le
choix de ν, on prend typiquement

ν =
π

4d
avec d = nh,

où h est une grandeur caractéristique du maillage (typiquement la hauteur minimale) et
n > 0. Cela porte le support de αh typiquement à d de ∂Ω. Le π/4 représente la valeur
maximale de variation attendue sur les angles, vu qu’ils sont définis par modulo π/2.



Annexe D

Algorithme de coloriage

Nous exposons ici un algorithme qui permet l’identification des parties connexes d’un
maillage en attribuant une marque (couleur) aux triangles appartenant à une même partie
connexe.

Algorithme 7: Algorithme de coloriage
Entrées: Maillage
Sortie: Marquage des triangle par composante connexe

1. Marquer tous les triangle à 0

2. Soit M=1

tant que tous les triangles ne sont pas marqués faire

3. Soit V une liste vide

4. Stocker dans V un triangle non marqué

5. Marqué le triangle Stocké avec M

tant que V n’est pas vide faire

6. Soit C = V

7. Vider V

pour chaque triangle T dans C faire

pour chaque arête a de T faire

si a n’est pas une arête de bord et que le triangle voisin à T par
rapport à a n’est pas marqué alors

8. Stocker dans V un triangle voisin

9. Marqué le triangle Stocké avec M

fin

fin

fin

fin

10. M=M+1
fin
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Résumé — L’objectif de cette thèse est d’apporter de nouvelles solutions pour amé-
liorer les performances lors de la résolution numérique d’équations aux dérivées partielles
en étudiant une méthode de génération de maillages quadrilatéraux basée sur des champs
de croix.

Notre approche repose sur l’alignement d’un champ de croix donné par rapport au bord
du domaine de calcul, suivi du partitionnement de ce dernier en régions à quatre côtés que
l’on maillera ensuite en quadrilatères. Cela nous permet de générer un maillage structuré
par bloc tout en préservant la position des singularités du champ de croix initial. Pour ce
faire, nous mettons en place une étude théorique des champs de croix nous permettant
d’identifier les conditions sous lesquelles un champ de croix donné permet effectivement
de partitionner et de mailler le domaine sur lequel il est défini.

Cette méthode est d’abord présentée pour les domaines simplement connexes, puis
généralisée aux domaines non-simplement connexes. Elle nous permet de gérer les
domaines constitués de plusieurs matériaux ainsi que les points singuliers de bord qui,
en pratique, permettent de délimiter des portions de la frontière du domaine pour
prendre en compte des conditions aux limites mixtes dans le cadre des simulations nu-
mériques. Enfin, nous mettons en place la discrétisation de la méthode sur des maillages
triangulaires, puis nous proposons une généralisation à des surfaces courbes dans l’espace.

Mots clés : Champ de croix, maillage quadrilatéral, maillage en blocs structurés,
energie de Ginzburg Landau.

Abstract — The objective of this thesis is to provide new solutions to improve perfor-
mance in the numerical solution of partial differential equations by studying a method for
generating quadrilateral meshes based on cross-field techniques.

Our approach relies on aligning a given cross field with the boundary of the compu-
tational domain, followed by partitioning the domain into four-sided regions which are
then meshed into quadrilaterals. This allows us to generate a structured block mesh while
preserving the positions of the singularities of the initial cross field. To achieve this, we
conduct a theoretical study of cross fields to identify the conditions under which a given
cross field effectively partitions and meshes the domain on which it is defined.

This method is initially presented for simply connected domains and then extended
to non-simply connected domains. It allows us to handle domains consisting of multiple
materials as well as boundary singular points, which in practice delineate portions of the
domain boundary to account for mixed boundary conditions in numerical simulations.
Finally, we discretize the method on triangular meshes and propose a generalization to
curved surfaces in space.

Keywords : Cross field, quadrilateral mesh, structured block mesh, Ginzburg Landau
enery.
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