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INTRODUCTION

I.1 Presentation of locally conformally symplectic geo-

metry

Locally conformally symplectic ([cs) geometry was named as such by I. Vaisman in
1976 in his paper [Vai76]. It is a generalization of symplectic geometry that was first
considered by H.-C. Lee as early as 1943 ([Lee43]). In lcs geometry, the general form of
Hamilton’s equations are preserved (see [Vai85]), allowing the study of dynamics. More
precisely, transition maps preserve the canonical symplectic form on R"” up to some po-
sitive constant factor. Some examples of such manifolds can be found in [Ban07]. What
transpires from such a definition is that local behaviors are identical to those of symplectic
geometry. As such, any locally defined structure in symplectic geometry has a lcs counter-
part (there are, for example, Lagrangians, Hamiltonian flows, etc.). Moreover, some more
globally defined structures, such as exact symplectic manifolds or exact Lagrangians, also
have [cs counterparts. In the rest of the document, we will be especially interested in exact
[cs manifolds and exact Lagrangians. Note that any 2-form on a manifold of dimension 2
is closed, and as such, the behavior of 2-dimensional [cs manifolds and symplectic surfaces

is largely the same : as such, we will ask our manifolds to be of dimension at least 4.

The study of lcs manifolds can (mostly) be broadly devided in two categories. First,
the existence of lcs structures with various properties, and second, the adaptation of
properties (and proofs) of symplectic geometry to this new setting.

For example, Y. Eliashberg and E. Murphy found that any closed almost symplectic
manifold with non-zero first Betti number can be endowed with an lcs structure (see
[EM20] for more details, or [BM21] for a generalization). This illustrates, amongst other
things, that [cs geometry is somewhat less rigid than symplectic geometry. A version of
this theorem was proven for open manifold by Fernandes and Frejlich in [FF12]. Examples
of les structures satisfying a plethora of other properties can be found in [BM14], [ABP17]

and [BM18]. In particular, the second paper gives examples of manifolds admitting a lcs
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Introduction (English)

structure but no symplectic structure.

Despite those difference, as stated above, some theorems and constructions of symplec-
tic geometry can transposed to this setting. For example, Banyaga shows a [cs version of
Moser’s trick in [Ban02], Otiman and Stanciu show that Weinstein’s tubular neighborhood
theorem holds in les geometry in [OS17], and Haller and Ribicky show that Banyaga’s
symplectic fragmentation lemma holds (under some conditions) in [HR99]. The problem
of symplectic reduction has also been tackled ([HR99], [MTP10] and [Nod04]), as well as
the question of (lcs) Hamiltonian dynamics and the difference of behavior when compa-
red to (symplectic) Hamiltonian dynamics (see [AA22]). More recently, the question of
product of [cs manifolds was studied in [CS24].

As illustrated here, most of the papers studying lcs geometry use techniques coming
from dynamics, and few use the tools specifically developed for the study of rigidity in
symplectic geometry. A few notable counterexamples are, first, the paper of B. Chan-
traine and E. Murphy ([CM16]) in which they use Morse(-Novikov) theory to derive a
result reminiscent of the Laudenbach-Sikorav theorem in symplectic geometry, and the
paper of Y.-G. Oh and Y. Savelyev ([0S23]), in which they show that Floer theory can
be carried out in the [cs-isation (les version of the symplectisation) of closed contact ma-
nifolds. However, Chantraine and Murphy raised a point about the adaptation of Floer
theory to lcs geometry in a more general setting : naive adaptations of Floer theory
will run afoul of Gromov’s compactness for families of pseudo-holomorphic curves, and
it is unclear how to fix the problem in a general setting. This deprives us of one of the

most powerful tools of symplectic geometry, making it more difficult to study lcs topology.

The aim of this thesis is to provide tools for the study of rigidity phenomena, using the
adaptation of Abouzaid-Kragh’s theorem ([AK18], see theorem 1.3.8 for the theorem) as
a guideline. "Adaptation" here is to take in the loosest of senses : it should be interpreted

as "looks like the theorem if one squints hard enough".

As such, the first chapter will give the basic definitions that will be needed going
forward, then the second chapter will focus on showing some differences between sym-
plectic and [cs topology when it comes to Lagrangians, and this chapter will showcase
new methods for studying exact Lagrangians (of lcs type) using generating functions and
Morse-Novikov homology. Finally, the fourth chapter will introduce a new tool for the

study of those exact Lagrangians; this tool will take the shape of a category of derived
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Introduction (English)

sheaves.

1.2 Presentation of the manuscript

The goal of this thesis was to discover tools allowing for the study of exact Lagrangians
(of [cs type) in cotangent bundles of closed manifolds. Given a manifold M, exact Lagran-
gians of [¢s type in the cotangent bundle involve the choice of some closed 8 € Q' (M),
that can be understood as some gluing data. As such exact Lagrangians (of lcs type) for
some 3 will be called -exact Lagrangians.

More specifically, those tools should help the adaptation of classical theorem and proofs
of symplectic geometry to lcs geometry. As stated above, Abouzaid-Kragh’s theorem will
be used as a guideline. It states that the projection induces a (simple) homotopy equiva-
lence between 0-exact Lagrangians (aka. the "classical" exact Lagrangians from symplectic
geometry) in the cotangent bundles of closed manifolds and the 0-section of those cotan-

gent bundles.

Notation. Whenever 5 does not matter or is implicit, f-exact Lagrangians will be

referred to as exact Lagrangians.

I.2.1 Chapter 1

Results in this chapter will not stem from the author’s work, contrary to the subsequent
chapters (unless otherwise specified).

This chapter will begin with important definitions in lcs geometry, followed by a re-
minder on various results in symplectic geometry. This reminder should be kept in mind
as a point of comparison with the adaptation of those results to lcs geometry, which will
be the topic after said reminder. After a short explanation of the problems encountered
when trying to adapt Floer geometry, the chapter will conclude with some of the links of

[cs geometry with other areas of geometry.

1.2.2 Chapter 2

This chapter will focus on the projection of exact Lagrangians.

11



Introduction (English)

A couple of new examples. The aim of this section is to showcase the difficulties of
an adaptation of Abouzaid-Kragh’s theorem.

We will begin chapter 2 by constructing explicit examples of exact Lagrangians, using a
modification of the process of [cs-ification. This will lead to two related constructions, the
first of which takes a Legendrian A in J!M with the canonical contact form, and yields an
exact "les' lagrangian diffeomorphic to A x St in T*(M x S'). As will be readily apparent,
the projection does not necessarily induce an isomorphism between the homology of those
Lagrangians and that of the 0-section. In particular, we will see that there is (at least)
one exact Lagrangian (of lcs type) L € T*M whose projection on M has degree 0, giving
a negative answer to an [cs version of one of Viterbo’s conjectures (see [Vit95]). Those
examples illustrate the fact that, even though -exact Lagrangians share local properties
with 0-exact Lagrangians, their global behavior can nonetheless be vastly different.

We will then give two generalizations of those examples. Using those generalizations,

we will prove the following proposition :

Proposition 1.2.1

There are some exact Lagrangians (in the lcs sense) in cotangent bundles of closed

manifolds whose Morse-Novikov homology is not that of the basis.

This illustrates that there is no naive adaptation of the Abouzaid-Kragh theorem to lcs

geometry.

Topology of the Lee class. As we will see in chapter 1, the topology of the Lee class
is often more important than the choice of a specific representative. Moreover, if we wish
to adapt Abouzaid-Kragh’s theorem, it is primordial to understand the behavior of the
various pullbacks of the Lee class.

Theorem 1.2.2

Let M be a closed manifold, 3 € Q'(M) be closed and X be the canonical Liouville form
on T*M. We will denote by [ the various pullbacks of 3. Let L be a closed manifold
and i: L — T*M be an embedding such that i*\ = dgf for some f € C*°(L). Then,

(8] #0 € H'(M,R) = *[8] #0 € H'(L,R).

Keep in mind that in this statement, dg f does indeed mean d;-3 f ; this writing convention

will be used all throughout this manuscript. This theorem implies, among other things,
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Introduction (English)

that exact Lagrangians cannot be spheres (except, of course, if the base manifold is a

sphere itself). Various corollaries of this result will also be given.

On the projection of exact Lagrangians. As seen in the first section of this chapter,
the projection will not necessarily induce an homotopy equivalence between an exact
Lagrangian and the base manifold. However, the later can still happen in specific cases
(e.g. graphs of functions). Therefore, we will endeavor to answer to the second immediate

question : when is the projection a homotopy equivalence ?

Using differential methods, we will see that there is a capacity-like quantity that, if
lower than some constant, insures that the projection induces a simple homotopy equiva-

lence between the exact Lagrangian and the base manifold

Theorem 1.2.3

Let M be a closed manifold, 3 € Q' (M) be closed and X\ be the canonical Liouville form
on T*M. We will denote by (3 the various pullbacks of 3. Let L be a closed manifold
of dimension dim(M) and i : L — T*M be an embedding such that *\ = dgf for
some strictly positive f € C(L). If, for any pair of points (q,p), (q,tp) € i(L) for

some t > 0, we have

In(f(q,tp)) — In(f(q,p))
In(t)

then, under a couple of genericity hypotheses on i, the projection induces a simple

<1,

homotopy equivalence between L and M.

As we will see at the end of the chapter, this implies that those pairs of points (call
them Liouville chords, as they both are in the same orbit of the Liouville vector field)
share some of the behaviors of Reeb chords in contact geometry. More explicitly, in the
first of the constructions of this chapter, we will see that the Liouville chords of A x S will
correspond to the Reeb chords of A in J'M endowed with some "twisted" contact form.
As we will note, those twisted contact forms grow closer to the canonical one when A is
pushed via the Reeb flow. This offers a new venue of research not only for those twisted
contact forms, but also for the Reeb chords of the canonical contact form. Indeed, "lcs"
Hamilontian isotopies are not, in general, merely the lift of Legendrian isotopies, and,

conversely, Legendrian isotopies do not necessarily lift to "lcs" Hamiltonian isotopies.
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1.2.3 Chapter 3

In the previous chapter, we have seen that even if some exact Lagrangians respect the
conclusions of Abouzaid-Kragh’s theorem, it is far from being the case for all of them.
It is therefore apparent that a new version of this theorem is needed for lcs geometry.
Given all the problems of an adaptation of Floer theory, and given the successful use
of generating functions in [CM16], we will instead turn ourselves towards sheaf theory.
This strategy has been successfully employed in symplectic geometry to re-prove classical
results without using Floer geometry (see, for example, S. Guillermou’s work, [Guil9]).

The first step toward a sheaf theory for the study of (lcs) Lagrangians, and the subject
of this chapter, is a good Morse theory (here, more specifically, Morse-Novikov), which
we will use for inspiration. Indeed, several fundamental theorems of sheaf theory reflect
classical theorems of Morse theory. After a short introduction to Morse-Novikov homology,

the main matter of this chapter will begin.

Towards a Morse theory for Ics geometry. We will begin the main matter of this
chapter by giving a lower bound for the number of S-critical points of a " 3-Morse" function.
Definition 1.2.4

Let M be a manifold, 3 € Q'(M) be closed and consider f € C*(M). Assume that dg f
intersects the O-section transversely. Then f is said to be 3-Morse and Crit?(f) =
{r € X : dsf, = 0} is a discreet set. The [-critical points of index i will be
the elements of Crit} (f) := {x € Crit’(f) : index(e™9% f) = i}, where the various

functions g, are a local primitives of 3 defined on some neighbourhood of x € Crit?(f).

Remarque 1.2.1

Let F be the lift of f to the integral covering space of § and g be a primitive of [
On the covering space. Then fis 3-Morse if and only if e 9F is Morse. Moreover, the
index of a [-critical point x of f is equal to the index a critical point of e 9F' in the

fiber over z.

Note that being $-Morse is a generic condition.
Theorem 1.2.5

Let M be a closed manifold, 8 € Q'(M) be closed, and f : M — R be 3-Morse. Then,

#Crit] (f) > rk(HN;(M, 5)).

14
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By HN,(M, j3), we denote the Morse-Novikov homology of M with respect to .

To show this theorem, we will compare the Morse-Novikov homology of the pair (M, /3)

to the homology of a "good" compact exhaustion (W) of M 3, which is the integral cover

of 5.

Generalization to generating functions. As a corollary of the proof of the previous
theorem, we get the following theorem, which is a somewhat more precise version of the
theorem 1.3 of [CM16].

Theorem 1.2.6

Let M be a closed manifold, 8 € Q'(M x R¥) be the pullback of a closed 1-form on
M, and F : M x R¥ — R be a 3-Morse function that is equal to a quadratic function

Q : R¥ — R outside of some compact set of M x R¥. Let E_ be the vector subspace
on which F negative definite at infinity. Then

#Crit] (F) > rk(HNi_gim(s_y(M, 5)).

By HN,.(M, j3), we denote the Morse-Novikov homology of M with respect to [3.

This theorem should be compared to the classical Morse theorem for generating functions,
which, when combined with the Laudenbach-Sikorav theorem (see [L.S85] and [Sik87b]),
offers a partial answer to the Arnold-Givental conjecture in cotangent bundles.

Note that this implies Chantraine and Murphy’s result, which state that :

#Crith(F) = Yo rk(HN(M, 8)),

Therefore, we obtain the following theorem as a corollary :
Theorem 1.2.7 (Chantraine-Murphy, [CM16])

Let M be a closed manifold, 3 € Q' (M) be closed, and L be a (3-exact Lagrangian
of (T*M, X, B). If L has a generating function (or is the image of the 0-section by a

hamiltonian isotopy) and intersects M transversely, then :

#L MM > 3" rk(HNi(M, B)).
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Non-existence of generating functions. We will then explain the limitations of
this last theorem. As will be shown in chapter 2, some exact Lagrangians will not be
Hamiltonian isotopic to the O-section. However, it gets a bit worse :

Proposition 1.2.8

There are some cotangent bundles of closed manifolds in which there are some exact

Lagrangians which do not admit a generating function.

The proof of this proposition uses one of the generalizations of the construction shown
in chapter 2. In this generalization, an exact Lagrangian will be shown to have a generating
function if and only if the Legendrian from which it is build has itself a generating function.

Do take note that the existence of a generating function remains an open question for

0-exact Lagrangians.

1.3 A short conclusion

In this section, we will very succinctly review some consequences of the previous theo-
rems. A more detailed account of those consequences can be found at the end of the
relevant chapters.

First, the theorem 1.2.3 indicates that the Liouville chords are the [cs versions of the
Reeb chords. However, those considerations go further. Indeed, as we will see in chapter
2, this theorem allows for the study of a larger set of deformations (larger than that of
Legendrian isotopies) of Legendrian submanifolds in (J'M, a), where a belongs to a fa-

mily of contact forms, and may not be the canonical one.

Then, the ideas used for the proof of theorem 1.2.6 can be translated to a more general

setting. Indeed, two of the main ingredients of the proof are the following :

1. First is the obvious but nonetheless important observation that the complex C'
giving the singular homology of the cover M 3 is invariant under the action of the
deck transformations. That is to say that for any subset S of Mg and any deck
transformation «, a.(Cy(S)) = Ci(a(S)). In the course of the proof, we will be
using the CW chain complex for a good C'W decomposition of MB, but this will
mainly be for ease of use, as the proof with singular homology carries through with

exactly the same arguments.

2. There is a good compact exhaustion (Wy,)y of M 3 such that W, will have a "negative
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boundary" O_W,, and such that

Tk(Hi(Wk, 8_Wk))
(2k + 1)

> Tk(HN,(M, 5).

Here, r is the dimension of the group of deck transformations, viewed as a free

Z-module.

A translation of those ideas to, e.g. sheaf theory, indicates that the good sheaves to study
are the sheaves on Mﬁ invariant under the action of deck transformations. The second
point shows that we shouldn’t be looking at the Betti numbers of those sheaves, but
at their "asymptotic Betti numbers" (call it the Novikov numbers) : it’s the asymptotic
behavior that matters.

These ideas could enable us to create a Lagrangian and/or Hamiltonian Floer theory
for lcs geometry (at least for cotangent bundles) and/or to adapt some of the classical
theorems of symplectic geometry (e.g. the Abouzaid-Kragh theorem). Indeed, Viterbo
explains the links between sheaf theory and fukaya categories in [Vit19], and Guillermou
shows how to get a (somewhat weaker) version of the Abouzaid-Kragh theorem, relying

only on sheaf theory.

1.4 Note

An English version of this manuscript can be made available by the author upon

request.
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INTRODUCTION

I.1 Présentation de la géométrie localement confor-

mément symplectique

La géométrie localement conformément symplectique (lcs), nommée par I. Vaisman en
1976 (voir [Vai76]), est une généralisation de la géométrie symplectique. Considérée par
H.-C. Lee des 1943 ([Lee43]), il s’agit d'une généralisation dans laquelle la forme générale
des équations Hamilton est préservée (voir [Vai85]). Plus précisément, les opérations de
changement de carte d’une variété lcs préservent la forme symplectique canonique de R”
a un facteur strictement positif constant pres (voir [Ban07] pour des exemples). Ainsi,
toutes les structures de la géométrie symplectiques dont la définition est basée sur des
critéres locaux (lagrangiennes, flots hamiltoniens, etc.) se transpose dans ce formalisme.
Par ailleurs, certaines structures globales possédent aussi un équivalent en géométrie lcs.
Ainsi, nous avons, par exemple, des variétés elcs (comprendre, lcs "exacte') et des lagran-
giennes exactes, auxquelles nous nous intéresserons par la suite. Notons que, sur toute
variété de dimension 2, toute 2-forme est fermée, et donc les propriétés des 2-variétés lcs
et celles des variétés symplectiques sont largement identiques. Nous nous intéresserons

donc aux variétés de dimension au moins 4.

L’étude des variétés [cs se décline majoritairement en deux catégories : 'existence
de structures [cs vérifiant diverses propriétés, et I'adaptation de théoremes et preuves
classiques de la géométrie symplectique a ce nouveau cadre.

Ainsi, il a été établi par Y. Eliashberg et E. Murphy ([EM20], ou [BM21] pour une
généralisation), que toute variété fermée presque symplectique de premier nombre de
Betti non-nul admet une structure [cs. Ceci illustre, entre autres, que la géométrie lcs est
quelque peu moins rigide que la géométrie symplectique. Une version de ce théoreme pour
des variétés ouvertes a été prouvé par Fernandes et Frejlich dans [FF12]. Des exemples de
structures [cs satisfaisant certaines propriétés peuvent étre trouvées dans [BM14], [ABP17]

et [BM18]. En particulier, le deuxiéme papier donne des exemples de variétés fermées avec
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structure [cs mais sans structure symplectique.

Malgré ces différences, comme souligné plus haut, certains théoremes de la géométrie
symplectique peuvent étre adaptés. Par exemple, Banyaga ([Ban02]) montre que 1'astuce
de Moser possede une version [cs, Otiman et Stanciu ([OS17]) montrent que le théo-
reme des voisinages de Weinstein reste vrai dans le cas [cs, ou encore Haller et Rybicki
([HR99]), qui montrent que le lemme de fragmentation symplectique peut étre adapté
(sous certaines conditions) & la géométrie lcs. Le probleme de la réduction symplectique a
aussi été étudié ([HR99], [MTP10] et [Nod04]). La dynamique des flots hamiltoniens ([cs)
et leurs différences avec les flots hamiltoniens (symplectiques) a aussi été étudiée (voir

[AA22]). Plus récemment, la question du produit de variétés [cs a été étudiée dans [CS24].

Comme illustré ici, la majorité des papiers utilisent des techniques issues de la dyna-
mique, et peu aux phénomenes de rigidités. Quelques exemples notoires dans I’étude des
phénomenes de rigidités sont les travaux de Chantraine et Murphy ([CM16]), donnant une
version lcs du résultat de Laudenbach-Sikorav, et les travaux de Oh et Savelyev ([0S23]),
qui donne une homologie instanton-Floer pour la [cs-isation (version lcs de la symplec-
tisation) des variétés de contact. Toutefois, comme souligné par Chantraine et Murphy,
il existe des obstacles a la généralisation des homologies de type Floer a la géométrie
[cs (essentiellement dii & des probleémes liés a la compacité de Gromov pour les courbes
pseudo-holomorphes). Ceci nous prive d’'un des outils les plus puissant pour 1’étude de la

géométrie symplectique, rendant difficile I’étude de la topologie lcs.

Le but de cette these est de fournir des outils adaptés a I’étude des phénomenes de
rigidité, avec pour fil conducteur 'adaptation du théoreme d’Abouzaid-Kragh ([AK18]).
Ici, "adaptation” est laissé intentionnellement vague et doit étre compris comme "ressemble

de loin au théoreme'.

Ainsi, nous commencerons par donner les définitions essentielles de la géométrie lcs
dans le chapitre 1, puis nous verrons quelques difficultés liées a I’étude des phénomeénes de
rigidité dans le chapitre 2 et le chapitre 3 sera consacré a I’étude de phénomenes de rigidités
via I’homologie de Morse-Novikov. Enfin, dans le dernier chapitre, nous introduirons un
nouvel outil adapté a I’étude des phénomenes de rigidité ; cet outil prendra la forme d’une

bonne catégorie de faisceaux dérivés.
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1.2 Présentation du manuscrit

Le but de cette these était de découvrir des outils permettant d’étudier les lagran-
giennes exactes (sous-entendu : "de type lcs") dans les fibrés cotangents de variétés fer-
mées. Etant donné une variété M, la définition de ces lagrangiennes fera intervenir un
choix d’une forme fermée 3 € Q'(M) qui est & interpréter comme étant une donnée de
recollement. On parlera donc de lagrangiennes [3-exacte.

Plus précisément, ces outils devraient permettre d’adapter les théoremes et preuves
classiques de la géométrie symplectique a la géométrie Ics. Un fil conducteur durant ces
années de these était d’essayer d’adapter le théoréeme d’Abouzaid-Kragh. Ce théoreme
affirme que pour toute lagrangienne fermée L qui est "0"-exacte (c’est-a-dire une lagran-
gienne exacte pour la géométrie symplectique standard) dans le cotangent T*M d’une
variété fermée M muni de la forme de Liouville canonique la projection « : T*M — M
sur la variété de base induit une équivalence d’homotopie simple entre L et M. Les ten-

tatives d’adaptation de ce théoreme se déclinerons essentiellement en trois groupes :

1. le premier consiste a trouver les conditions pour lesquelles cet énoncé reste vrai lors-
qu’on remplace "0-exacte" par "f-exacte'. Souvent, par souci de simplicité, nous

remplacerons aussi "équivalence d’homotopie simple" par "équivalence d’homoto-

"

pie".
2. le deuxieme consiste a trouver les conditions pour lesquelles cet énoncé reste vrai
lorsqu’on remplace "O-exacte" par "[-exacte' et "simplement homotopiquement
équivalent" par homotopiquement équivalent" et équivalence d’homotopie par "pour

7 la projection sur M, 7, est un quasi-isomorphisme".

3. le troisieme consiste a trouver les conditions pour lesquelles cet énoncé reste vrai
lorsqu’on remplace "O-exacte' par "[-exacte' et "simplement homotopiquement
équivalent" par homotopiquement équivalent' et équivalence d’homotopie par "pour
7 la projection sur M, myz, : HN.(L, 8) = HN,(M, ) est un isomorphisme".

Notation. Lorsque la forme § n’a pas d’importance ou est implicite, nous écrirons

lagrangiennes exactes au lieu de [-exacte.

I.2.1 Chapitre 1 : la géométrie [cs

Les résultats de ce chapitre ne sont pas di a ’auteur, tandis que les résultats dans le

reste seront diis a I'auteur de ce manuscrit sauf lorsque explicitement précisé.
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Apres une breve description de quelques motivations venant de la physique, ce cha-
pitre commencera avec les définitions importantes de la géométrie lcs, suivi d’un rappel
sur différents résultats importants en géométrie symplectique, en particulier autour des
questions portant sur les lagrangiennes 0-exactes dans les cotangents de variétés fermées.
Le reste de ce chapitre sera ensuite essentiellement consacré a la présentation de résultats
classiques en géométrie lcs. Ces résultats seront a comparer avec les résultats classiques
de la géométrie symplectique. En effet, le lecteur averti remarquera que les résultats basés
sur des propriétés locales sont largement similaires. Le chapitre conclura avec quelques

enjeux de la géométrie [cs.

I[.2.2 Chapitre 2 : Sur la projection des lagrangiennes

Ce chapitre porte sur I’étude de la projection des lagrangiennes exactes.

Quelques nouveaux exemples. Le but de cette section est de montrer les difficultés
liées & une adaptation du théormeéme d’Abouzaid-Kragh.

Nous commencerons le chapitre 2 en construisant des exemples de lagrangiennes
exactes [cs, en utilisant une modification du procédé de les-ification (voir définition 1.5.4).
Il sera apparent que la projection n’induira pas un isomorphisme entre I’homologie de ces
lagrangiennes et 1’homologie de la section nulle. En particulier, nous verrons qu’il existe
(au moins) une lagrangienne exacte ("de type les") L C T*M telle que la projection de
L sur M est de degré 0, répondant ainsi négativement a une version [c¢s d'une conjecture
de Viterbo, qui peut étre trouvée dans [Vit95]. Ceci illustrera que méme si le comporte-
ment local des lagrangiennes [-exactes des variétés eles (T*M, A, B) (ot A est la forme de
Liouville standard et 3 est le tiré en arriere d'une 1-forme fermée sur M) est largement le
méme indépendamment de la classe de 3, le comportement global est néanmoins différent.

Nous donnerons ensuite deux généralisations de cette construction : partant d’une
legendrienne A dans J'M muni de la forme de contact canonique, nous construirons des
lagrangiennes exactes "lcs" dans T*(M x S'). Pour la premiére de ces deux constructions,
la lagrangienne exacte obtenue est difféomorphe a A x xS!. Utilisant ces généralisations,

nous montrerons la proposition suivante :

Proposition 1.2.1

Certaines lagrangiennes exactes ont une homologie de Morse-Novikov diftérente de

I’homologie de Morse-Novikov de la variété de base.
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Ceci illustre qu’il n’y a pas d’adaptation naive du théoreme d’Abouzaid-Kragh.

La topologie de la classe de Lee. Comme nous verrons par la suite, la classe de Lee
(8] € Hn(T*M) est plus importante que son représentant pour une structure [¢s. Si nous
souhaitons avoir une version lcs du théoreme d’Abouzaid-Kragh, la premiere question a
laquelle il faut répondre porte donc sur I’annulation potentielle du tiré en arriere de cette
classe.

Théoreme 1.2.2

Soit M une variété connexe fermée, 3 € Q' (M) fermée et A la forme de Liouville
canonique sur T M. Nous dénoterons par (3 les différents tirés en arriére de 3. Prenons
L une variété connexe fermée et 1 : L — T M un plongement tel que i*\ = dgf pour
un f € C*(L). Alors

(] #0 e H'(M,R) = *[8] #0 € H'(L,R).

Notons ici que dgf dénote dgf ; cette convention sera utilisée dans le reste du manuscrit.
Ce théoreme implique, par exemple, que les lagrangiennes exactes ne peuvent pas étre de
spheres (sauf, bien siir, si la variété de base est une sphere). Différents autres corollaires

de ce résultat seront aussi donnés.

Sur la projection de certaines lagrangiennes exactes. Comme nous verrons avec
les exemples précédents, la projection n’induit pas nécessairement une équivalence d’ho-
motopie entre une lagrangienne exacte et la variété de base. Toutefois ceci peut se pro-
duire dans certains cas (e.g. les graphes la dérivée de Lichnerowicz de fonctions). Ainsi,
la deuxieme question que a laquelle nous nous intéresserons porte sur les conditions sous
lesquelles le théoreme d’Abouzaid-Kragh reste vrai en géométrie lcs.

A ces fins, en utilisant des méthodes plus différentielles, nous allons voir une quantité
de type capacité qui nous indique que (si une inégalité est vérifiée) la projection induit
une équivalence d’homotopie simple entre une lagrangienne exacte et la variété de base.
Théoreme 1.2.3

Soit M une variété connexe fermée, 5 € Q' (M) fermée et \ la forme de Liouville
canonique sur T*M . Nous dénoterons par [3 les différents tirés en arriére de (3. Prenons
L une variété connexe fermée de dimension dim(M) et i : L — T*M un plongement

tel que i*\ = dgf pour une application strictement positive f € C*°(L). Supposons
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que pour toutes paires de points (q,p) et (q,tp), tous deux dans i(L) avec t > 0,

In(f(q,tp)) — In(f(q,p))
In(t)

< 1.

Alors, sous quelques hypothéses de généricité sur i, la projection induit une équi-

valence d’homotopie simple entre L et M.

Les paires de points pour lesquelles I'inégalité ci-dessus n’est pas vérifiée (appelons-les
cordes de Liouville essentielles, puisque ces points sont dans la méme orbites du champ
de Liouville) semblent étre une complexité supplémentaire qui apparait lors du passage
de la géométrie de contact a la géométrie Ics, ce qui n’est pas sans rappeler les cordes de
Reeb, qui apparaissent comme complexité supplémentaire lorsqu’on passe de la géométrie
symplectique a la géométrie de contact.

En effet, comme nous verrons a la fin du chapitre, les cordes de Liouville ont des
comportements similaires a ceux des champs de Reeb. Plus précisément, nous verrons que,
pour la premiere des deux constructions que nous donnerons dans le début du chapitre,
ces paires de points dans A x S "correspondent” & des cordes de Reeb de A dans J'M pour
une variété M, muni d’une forme de contact qui n’est pas la forme de contact standard.
Comme nous remarquerons, pousser A via le flot de Reeb rapprochera ces formes de
contact de la forme de contact canonique. Ceci offre une nouvelle direction non seulement
pour I’étude de ces formes de contact, mais aussi pour ’étude des cordes de Reeb pour
le forme de contact standard. En effet, les isotopies hamiltonienne "lcs" ne seront pas,
en général, simplement le relevé d’isotopies legendriennes, et inversement, les isotopies
legendriennes ne se relévent pas toutes en isotopies hamiltoniennes "lcs".

Précisons ici que, malgré la nomenclature, les cordes de Liouville ne sont pas néces-

sairement isolées les unes des autres.

1.2.3 Chapitre 3 : Autour des fonctions génératrices

Le chapitre précédent rend clair que, méme si certaines lagrangiennes exactes res-
pectent la conclusion de théoreme d’Abouzaid-Kragh, ce n’est pas le cas pour toutes ces
lagrangiennes. Il est donc apparent qu’une nouvelle version de ce théoreme est nécessaire
pour le géométrie [cs. Face aux problemes liés a la théorie de Floer, nous nous tournerons
vers la théorie des faisceaux. Cette approche a été employée avec succes en géométrie

symplectique pour re-démonter des résultats sans théorie de Floer (voir par exemple les
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travaux de Guillermou, comme [Guil9)]).

La premiere étape vers une théorie des faisceaux adaptés a I’étude des lagrangiennes
[cs, objet de ce chapitre, est une bonne théorie de Morse (ici, plus précisément, Morse-
Novikov), dont on pourra ensuite s’inspirer. En effet, plusieurs théorémes importants

pour une bonne théorie des faisceaux refletent des théoremes classiques sur les fonctions
de Morse.

Vers une théorie de Morse pour la géométrie Ics. Nous commencerons ce chapitre
en fournissant une borne inférieure au nombre de points [-critiques d’une fonction "f-
Morse'".

Définition 1.2.4

Soit M une variété connexe fermée, B € Q' (M) fermée et f € C*°(X). Supposons

que la section dg [ intersecte la section nulle M transversalement. Alors f est appelée
dite étre 3-Morse et Crit’(f) := {x € X : dgf, = 0} est un ensemble discret.
Les points f-critiques d’indice i seront les éléments de Crit? (f) := {x € Crit®(f)
index(e=9 f) =i}, ou chaque g, une primitive locale 3 définie sur un voisinage d’un
point z € Crit?(f).

Remarque 1.2.5

Posons F' le relevé de f au revétement intégral de et prenons g une primitive de
[ sur le revétement, alors f est 5-Morse si et seulement si e 9F est Morse. De plus,
I'indice d’un point (-critique x de f est égal a 'indice d’'un point critique de e 9F

dans la fibre au-dessus de x.

Notons qu’étre S-Morse est une condition générique.
Théoreme 1.2.6

Soit M une variété connexe fermée, 3 € Q* (M) fermée, et f : M — R qui est 3-Morse.
Alors

#Crit] (f) > rk(HN;(M, 5)).

Par HN,.(M, /), nous dénotons I’homologie de Morse-Novikov de M par rapport a 3.

Pour prouver ce théoréme, nous comparerons 'homologie de Morse-Novikov du couple
(M, 3) & I'homologie d'une "bonne" exhaustion compacte (W) de Mg, qui est le revéte-

ment intégral de (.
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Généralisation aux fonctions quadratiques a l’infini. Grace a une légere modi-
fication de la preuve du théoreme précédent, et apres une étude de l'isomorphisme de
Thom, nous obtenons le théoréme suivant, qui est une version quelque peu plus précise
du théoréme 1.3 du papier [CM16] de B. Chantraine et E. Murphy.

Théoreme 1.2.7

Soit M une variété connexe fermée, 3 € Q*(M x R¥) le tiré en arriére d’une 1-forme
fermée sur M, et F': M x R¥ — R qui est 3-Morse et quadratique hors d’un compact.

Soit E_ le sous-espace vectoriel sur lequel F est définie négative a 'infini. Alors

#Crit] (F) > rk(HN,_gimz_y (M, B)).

Ce théoreme est a comparer au théoreme de Morse classique pour les fonctions géné-
ratrices qui, combiné avec le théoreme de Laudenbach-Sikorav (voir [LS85] et [Sik87h]),
donne une réponse partielle a la conjecture d’Arnold-Givental pour les fibrés cotangents.

Notons que comme souligné précédemment, ce théoréme implique I'inégalité
#Crit” (F) > 3 rk(HNi(M, §)),

dii a Chantraine et Murphy.
Ainsi, comme conséquence du théoréeme précédent, nous obtenons :

Théoreme 1.2.8 (Chantraine- Murphy, [CM16])

Soit M une variété fermée, 3 € Q(M) fermée et L une lagrangienne -exacte de

(T*M, X\, 3). Si L admet une fonction génératrice de type les (ou est Iimage de la

section nulle par une isotopie hamiltonienne) et intersecte transversalement M, alors :

#Lh M > Zrk(HNi(M, B)).

Par HN, (M, [3), nous dénotons I’homologie de Morse-Novikov de M par rapport a 3.

Non-existence de fonctions génératrices. Nous expliquerons ensuite les limites du
théoreme de Chantraine-Murphy en montrant la proposition suivante :

Proposition 1.2.9

1l existe des cotangents de variétés connexes fermées tels que certaines sous-variétés
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lagrangiennes exactes ("de type les") connexes fermées n’admettent pas de fonctions
génératrices (de type lcs).

La preuve de cette proposition passe par une des généralisations de la construction
donnée au début du chapitre 2. Pour cette généralisation, une lagrangienne exacte possede
une fonction génératrice (de type [cs) si et seulement si la legendrienne utilisée pour la

construction possede elle aussi une fonction génératrice.

Notons que la question de 'existence d’une fonction génératrice reste ouverte dans le

cas particulier des lagrangiennes 0-exactes.

I.3 Quelques conséquences

Dans cette section, nous allons nous intéresser a quelques conséquences des théoremes
et des propriétés énoncées dans la section précédente. Un compte-rendu plus détaillé sera

donné dans les différents chapitres.

Tout d’abord, le théoreme 1.2.3 indique que les cordes de Liouville sont la version [cs
des cordes de Reeb. Toutefois, ces considérations vont plus loin. En effet, comme nous
verrons dans le chapitre 2, ce théoréeme permet 1’étude d’une classe de déformations (plus
large que celle des isotopies legendriennes) de Legendriennes dans (J'M, «), ou o appar-

tient a une famille de formes de contact qui ne sont pas la forme de contact canonique.

Ensuite, les stratégies développées pour la preuve de théoreme 1.2.6 peuvent étre tra-
duites dans des cadres plus généraux. En effet, deux des ingrédients principaux de la

preuve sont les suivant :

1. Commengons par 'observation évidente mais néanmoins importante que le com-
plexe de chaines donnant I'homologie singuliere du revétement Mﬂ invariant sous
I’action des automorphismes de revétement. C’est-a-dire que pour tout S C Mg
et tout automorphisme de revétement «, . (Ci(S)) = Ci(a(S)). Au cours de la
preuve, nous utiliserons ’homologie C'W par souci de clarté, mais les méme argu-

ments sont utilisables avec I’homologie singuliere.

2. Du fait que la famille (W},); est une bonne exhaustion compacte, chaque W, admet
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un "bord négatif' 0_W) de sorte que

(2k + 1)

ici, r est la dimensions du groupe des automorphismes de revétement de Mgz vu

comme un Z-module libre

Une traduction de ces idées a, par exemple, la théorie des faisceaux nous indique que les
bons faisceaux a étudier sont les faisceaux F' de Mﬁ invariant sous 'action des automor-
phismes du revétement. Le deuxieme point indique qu’il ne faut pas regarder le nombre de
Betti du faisceau, mais plutét son "'nombre de Betti asymptotique" (appelons-le nombre
de Novikov).

A terme, ces idées pourraient permettre I’élaboration d’une théorie de Floer lagran-
gienne et/ou hamiltonienne les (du moins pour les fibrés cotangents) et/ou 'adaptation de
théoremes classiques de la géométrie symplectique (par exemple, le théoréme d’Abouzaid-
Kragh). En effet, Viterbo montre les liens entre théorie des faisceaux et catégories de
Fukaya dans [Vit19], et d'un autre c6té Guillermou illustre comment montrer une version
(quelque peu plus plus faible) du théoreme d’Abouzaid-Kragh en s’appuyant seulement

sur la théorie des faisceaux.
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CHAPITRE 1

LA GEOMETRIE LOCALEMENT
CONFORMEMENT SYMPLECTIQUE

1.1 Contexte

1.1.1 La géométrie symplectique

Introduite pour la premiere fois par H.-C. Lee dans [Lee43], I'étude des variétés sym-
plectiques (nom dti a H. Weyl en 1939, voir [Wey66]) au sens classique a été historiquement
motivée par la physique et, notamment, par certaines symétries dans les équations de la
formulation hamiltonienne de la mécanique classique. Pour une particule de masse 1 dans
R3 évoluant dans un potentiel V (g1, g2, ¢3), nous avons une fonction de R dans R, nommée

I'hamiltonien :

1
H= 5(1?? +p3+p3) + Vg, g2, q3)-

L’énergie associée a une position et une vitesse est donnée par H, et les trajectoires le
long desquelles I’énergie est constante et I’énergie potentielle, V', décroit le plus rapidement

possible, sont :

dp  OH
dt — dq
dq OH
dt— dp’

Ces équation peuvent s’écrire :

dq dps 0 I3
ik e =dH.
( dt dt ) (_]3 0

La géométrie symplectique s’intéresse aux variétés sur lesquelles de tels systémes peuvent

étre définis. Plus précisément, la géométrie symplectique s’intéresse aux variétés dont
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les (différentielles des) opérations de changement de carte sont des transformations dites
symplectiques, c’est-a-dire qu’elles préservent les symétries du systeme. Concretement,
cette condition peut étre résumée en demandant que les différentielles des opérations de
changement de carte sont des éléments du groupe symplectique.

Dans cette théorie géométrique, les sous-variétés lagrangiennes sont les sous-variétés
L de dimension maximale telles que localement, tout systéeme de coordonnées locales
(1,42, q3) sur L s’étend en un systéme de coordonnées locales ¢ = (q1, ¢2, g3, P1, P2, P3)
sur la variété ambiante telle que pour tout difféomorphisme 1 de l'atlas, D(¢ o ¢~1)
soit symplectique. Ces sous-variétés apparaissent a de nombreux endroits. Par exemple,
ces sous-variétés apparaissent lorsque nous essayons de répondre a la question suivante :
étant donné une particule a la position ¢ sur une variété M, se déplacant sous 'action
d’un hamiltonien H, existe-t-il une vitesse p telle que notre particule passe par la position
q fixée? Ceci revient a demander si la lagrangienne T M intersecte la lagrangienne T, M
sous 'action de du flot du champ de vecteur (%—f, —%—5).

De facon générale, la physique classique est décrite par un feuilletage de I’espace-temps
de sorte que 'espace tangent de chaque tranche de type espace soit représenté par une
variété symplectique, avec I’évolution temporelle donnée par un hamiltonien sur cette
variété. Pour une introduction plus détaillée aux relations avec la physique classique, voir
[Arn74].

Cette approche de la mécanique continue d’avoir du succes de nos jours avec, par
exemple, des adaptations a la physique quantique. Plusieurs procédés de "quantisation'
existent, ayant pour but d’adapter les outils de la physique classique a la physique quan-
tique. Une premiere approche est de conserver le feuilletage de 1'espace-temps, mais de

prendre la transformée de Wigner-Weyl des hamiltoniens (voir [Gos06], par exemple).

1.1.2 La géométrie localement conformément symplectique

Comme indiqué en introduction, les variétés localement conformément symplectiques
sont une généralisation des variétés symplectiques qui ont aussi été considérées par H.-
C. Lee dans [Lee43], mais ’étude des variétés localement conformément symplectiques a
néanmoins été plus lente. Dans cette généralisation, les changements de cartes locales sont
des transformations conformément (c’est-a-dire & un facteur positif preés) symplectiques.
Cette généralisation nous permet de doter une classe plus large de variétés d’une structure
ayant des propriétés locales similaires a celles des structures symplectiques. Par exemple,

S? x St, bien que n’ayant pas de structure symplectique, posséde une structure localement
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conformément symplectique.

Dans ce nouveau cadre, il est aussi possible de définir des sous-variétés "localement

conformément" lagrangiennes.

Cette généralisation, apparaissant comme un cadre plus général pour la formulation de
la dynamique hamiltonienne sur les variétés, a des applications en physique (voir [Vai85]).
Outre ceci, la géométrie localement conformément symplectique offre, par exemple, un
cadre a l'utilisation de champ de vecteurs conformément hamiltoniens (voir [WL98] ou

encore [Marl0] pour deux exemples d’application différentes).

1.1.3 Un exemple d’application du formalisme Ics

Par exemple, la géométrie localement conformément symplectique intervient dans
[WL9Sg] de la fagon suivante :

Dans R", soit U un potentiel et F le champ de forces associé. Supposons que
I’évolution d’une particule de position ¢ et de vitesse p dans le systeme est décrite

par les équations :

dq

o 1.1
a =P (1.1)
dp < E(q),p >

Lo E(q) - 22 T, 1.2
dt (Q) <p,p> p ( )

Ce systeme d’équations décrit un systeme dit isokinétique au sens ou :

d<p,p> dp
— " =2< — p>=0.
dt ar?

Les hypersurfaces de vitesse constante (< p,p >= c¢) peuvent ensuite étre décrites en
utilisant des variétés localement conformément symplectiques. Comme nous allons voir, les
équations des trajectoires le long d'une hypersurface de vitesse constante peuvent étre vues
comme la restriction d’un systeme d’équations "localement conformément symplectique" a
I'hypersurface. Fixons-nous une hypersurface d’intérét, disons M, = {< p,p >= ¢}, dans

laquelle nous allons étudier les trajectoires. Dans ce qui suit, nous noterons la dérivée

temporelle par un point (par exemple, ¢; := Czi).
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Les équations 1.1 et 1.2 impliquent que, sur M, :

U 1 2 O U
pi=-0;U+ kafkpj =5(<pp>—)9;U ~ ZipkajUJr qugk j
1 ;U ' O U
:7(<p7p>_c) J _kakaa]U‘i‘Mp]
2 c c c
2
Notons que la deuxieme inégalité utilise le fait que < p,p > —c = 0 et que Z’Z Pk — 1

Ceci est équivalent a I’égalité suivante :

1 O.U ; 9 U
§(< p,p > —c)— =p; + M@U — ij
C Is c
! iU o,U
- §(< pp= _C)jdqj - L(o) dp; N dg; — cb(q> > dg; A dgy, _pjb(q> > dpy, A dp;.
: - .
p 0 0

Ainsi, en posant H = %(< p,p > —c), le long de I'hypersurface de M., nous obtenons
I'égalité :

—(dH—Hd—U):L
o

aUu
q) (Z dpi N\ dg; — e A Zpidqz) -
p (2 1
Ainsi, multiplier termes par e~ nous donne que I’équation des trajectoires dans M, est

définie par la restriction a M, de I’équation suivantes : :

—de v H = L<q) (dzegpid%) )

P

Lorsqu’on renormalise les vitesses par ce facteur, nous retrouvons les équations de la

géométrie symplectique. Remarquons que cette égalité se traduit par

—(dH—HB):L<q

P

>MA—6AM

ou A = Y, pidg; et B = d%. Cette formulation spécifique des équations de la mécanique
hamiltonienne sera reconsidérer plus tard, a la lumiere des définitions 1.2.13 et 1.2.20 (les
définitions 1.2.1 et 1.2.3 seront utiles a la compréhension des définitions susmentionnées,

et la courte discussion apres la définition 1.2.20 sera, elle aussi, d’intérét).
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1.2 Définitions

1.2.1 La différentielle de Lichnerowicz

Commencons d’abord par définir un outil pratique pour donner les définitions néces-
saires a la géométrie localement conformément symplectique : la différentielle de Lichne-
rowicz.

Définition 1.2.1

Soient M une variété et 5 € Q'(M) une 1-forme fermée. La différentielle de Lichne-

rowicz par rapport a [3 est un opérateur :

ds: (M) — (M)

a—da— [N«

Ceci est bien une différentielle, au sens ou (dg)? = 0. Ainsi, (Q*(M),ds) est un com-
plexe de chaines, appelé le complexe de Lichnerowicz, dont la cohomologie est appelée la
cohomologie de Lichnerowicz et est notée Hj(M).

Cette différentielle a été étudiée pour la premiere fois par A. Lichnerowicz dans [Lic77]
dans le contexte des variétés de Poisson. Par la suite, cette différentielle a notamment été
utilisée par 1. Vaisman pour étudier les variétés localement conformément symplectique
([Vai80], [Vai82] et [Vai85]). D’autres utilisations de cette différentielle incluent les dé-
formations de Witten, que E. Witten a introduites dans son papier [Wit82], ou encore
I’étude des variétés localement conformément Kéhler, comme L. Ornea et M. Verbitsky
I'ont faite dans [OV09]. Finalement, citons [Otil6] pour une application de la cohomologie

de Lichnerowicz a 1’étude des variétés localement conformément symplectiques.

1.2.2 Premieéres définitions

Nous allons ici donner les définitions fondamentales a la géométrie localement confor-
mément symplectique. Par souci de lisibilité, 'Localement Conformément Symplectique"
sera abrégé par "lcs".

Les deux définitions suivantes sont équivalentes :

Définition 1.2.2

Soit M une variété de dimension 2n, pour un certain n € N, et soit (U;, ¢;) un atlas de
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M tel que (qﬁioqﬁj’l)*szn = ¢; jwg2n pour tout i, j, pour un certain ¢; ; € R dépendant
seulement de i et j.

Soit (g; : U; = R); une famille de fonctions lisses telles que e%~9 = ¢; ;. Posons
B € QYM) (fermée) telle que B = dg; sur chaque U;, et w € Q*(M) telle que w =
edi pfwgen sur chaque ouvert U;. Alors, la 2-forme w est appelée forme lcs. La 1-forme

B est appelée forme de Lee. Le couple (w, () est appelé une "paire les". Le triplet

(M,w, B) est appelée variété lcs.

Définition 1.2.3

Soit M une variété de dimension 2n, pour un certain n € N, et soit S € Q'(M)

fermée. Supposons qu'il existe w € Q?*(M) une 2-forme non-dégénérée (ou, de fagon
équivalente, telle que w™" soit une forme volume) telle que dgw = 0. Alors w est appelée
forme lcs. La 1-forme [ est appelée forme de Lee. Le couple (w, ) est appelé une "paire

les". Le triplet (M,w, B) est appelée variété Ics.

Ces deux définitions sont équivalentes. En effet, la premiere est trivialement un cas particu-
lier de la deuxieéme. Inversement, dans la deuxiéme définition, 3 est localement la différen-
tielle d'une fonction, disons g. Ceci implique que localement, dggw = 0 = e 9Idg,w = de w.
Gardant a l'esprit que e 9w est non-dégénérée (car w est non-dégénérée) et que de 9w = 0,
nous en concluons que e 9w est (localement) une forme symplectique. Ainsi, par le théo-
reme de Darboux (qui sera rappelé dans la section 1.3), il est possible de trouver un atlas
pour lequel le tiré en arriere de wg2» est, localement, e 9w. De plus, deux primitives locales
g et ¢ de 8 different par une constante, i.e. €979 = c.

Remarque 1.2.4

Dans ce qui suit, toutes les variétés lcs seront supposées connexes sauf mention du

contraire.

Notons que dans la premiere définition, le choix d’une paire [cs repose sur le choix
arbitraire d’'un élément de C'({U;};) (cohomologie de Cech) de différentielle nulle. 11
existe toutefois une fagon de lever le caractére arbitraire de ce choix en considérant les
paires [cs modulo une certaine relation d’équivalence.

Définition 1.2.5

Soient M une variété. Une structure lcs sur M est un choix d’une famille de paires lcs
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équivalentes, pour la relation d’équivalence :

(w1, B1) ~ (w2, B2) <= Fg € C(M)/(w1,B1) = (fwa, B2 + dg).

Il est aussi possible de définir une structure [cs sans faire appel a un représentant d’une
de ces classes d’équivalence :
Définition 1.2.6

Soit E un fibré trivial en demi-droites réelles, c.-a-d. de fibre R, au-dessus de M.
Une structure lcs est un couple (w, V) consistant en une 2-forme w € Q*(M, E) non-
dégénérée a valeur dans E et en une connexion de Koszul plate V sur FE, tels que

dVw = 0, pour dV la dérivée extérieure définie par V.

Notons que w peut étre représenté par © ® o pour un @ € Q?(M) et ¢ une section de E.
Avec cette écriture, nous avons que d¥w = (d) ® 0 + (Vo A @).

Soient (w', 5) et (9w, f+dg) deux structures lcs. Définissons, pour tout f € C®°(M,R,),
V?,)fa = [B()®c+df(-)®c (ot o est la section de E qui a été au préalablement choisie),
qui est bien une connexion de Koszul plate sur . Remarquons que VA% fo = V#(f+g)o.
Ainsi, (W' ® 0, VP) = ((e79) @ (e90), VF).

Inversement, pour une structure les (w, V), nous pouvons lui associer une paire [cs
(W', ). En effet, fixons o une section non-nulle de E. Alors Vo = ®o pour une certaine 1-
forme (3, qui est fermée car V est plate. Similairement, w = w'®0c pour une certaine 2-forme
W', qui est non-dégénérée car w est non-dégénérée. Alors, par définition de différentielle
associée & une connection de Koszul, d"w = dV (W' ® 0) = (dw') ® 0 — (Vo) A’ =
(dW)®@o — (BAW)®0 = (dsw') ® o =0 implique que dgw’ = 0 car o est non-nulle.
Remarque 1.2.7

Le lecteur averti remarquera que la différence entre variété lcs et structure lcs est

similaire a la différence entre variété avec forme de contact et avec structure de contact

(champ non-intégrable d’hyperplans).

Définition 1.2.8

Toute variété lcs du type (M,w,0) sera appelée variété symplectique, et sera simple-

ment notée (M,w).

Remarque 1.2.9

Soit (M,w,0) une variété lcs, alors les opérations de changement de cartes conservent
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la forme symplectique canonique sur R*" (et pas seulement a un facteur strictement
positif preés).

Soulignons ici qu’il existe une autre fagon de visualiser les variétés [cs.

Remarque 1.2.10

Soit (M,w, ) une variété lcs et ]\7[5 le revétement intégral de 3. Posons T : ]\;[5 — M
la projection canonique et prenons g une primitive de [ sur Mg. Alors (]\7[5, e IT*wW)

est une variété symplectique.

Mutatis mutandis, toutes les définitions et propriétés qui vont suivre seront valides
pour les structures les (c.-a-d. a équivalence pres) sauf mention du contraire.

Les morphismes qui préservent les structures [cs sont appelés des symplectomor-
phismes conformes :
Définition 1.2.11
Soient (My,wi, f1) et (Ma,wa, f2) deux variétés les et soit ¢ : My — My un dif-
téomorphisme. Si (¢*wsq, ¢*B2) ~ (w1, p1), alors ¢ est appelé symplectomorphisme

conforme. Le groupe des symplectomorphismes conformes de M, dans M, sera noté

Sympies (M1, w1, B1)-
Si (¢*wa, ¢*B2) = (w1, B1), alors ¢ est appelé symplectomorphisme.

Etant donné une sous-variété L de (M,w, B), nous pouvons regarder son orthogonal
par rapport a w, c’est-a-dire le sous-fibré vectoriel maximal T+ L (au sens de I'inclusion)
de T'M au-dessus de L tel que, pour tout vecteur X € T'L et tout vecteur Y € T* L, nous
avons w(X,Y) = 0. Ceci nous permet de dégager trois familles de sous-variétés d’intérét
(vis-a-vis de cet "orthogonal') : les sous-variétés isotropes (T'L C T+*L), les sous-variétés
co-isotropes (T'L D T+“L) et les sous-variétés les (L N THL = 0g, la section nulle
au-dessus de L). Le nom de ces derniéres vient du fait que les tirés en arrieres w et 3
conferent a ces sous-variétés une structure lcs.

Observons que, puisque w est non-dégénérée, la dimension des fibres de T+ L est égale
a dim(M)—dim(L). Ainsi les sous-variétés isotropes de dimension maximal (de dimension
dim(M)/2) sont des sous-variétés co-isotropes de dimension minimal (et vice-versa). Ces
sous-variétés sont appelées sous-variétés lagrangiennes.

Définition 1.2.12

Soient (M,w,3) une variété lcs de dimension 2n, L une variété de dimension n et

i : L — M un plongement (resp. immersion). Si i*w = 0, alors i(L) est appelée
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sous-variété (resp. immersion) lagrangienne (ou, simplement, lagrangienne).

Notons que puisque les symplectomorphismes conformes préservent la structure [cs, ils
préservent donc "l'orthogonalité’. Ainsi, I'image d’une sous-variété lagrangienne (resp.
isotrope, co-isotrope, symplectique) par un symplectomorphisme conforme est aussi une

sous-variété lagrangienne (resp. isotrope, co-isotrope, symplectique).

Dans certaines variétés lcs, la forme lcs est non-seulement dg-fermée (dgw = 0), mais
aussi dg-exacte (il existe A € QY(M) telle que dgA = w). Clest le cas, par exemple,
de la plupart des variétés symplectiques venant de la physique (par exemple les fibrés
(co)tangents). Cette 1-forme offre une structure additionnelle rendant ’étude de ces va-
riétés quelque peu plus facile et permet d’obtenir des résultats qui ne seraient pas, en
général, vrais dans une variété lcs quelconque
Définition 1.2.13

Soient M une variété de dimension 2n et 3 € QY(M) une 1-forme fermée. S’il existe

A € QN M) telle que dg) est non-dégénérée, alors (M, dg), ) est une variété les et
(M, X\, B) est appelée variété eles (pour Localement Conformément Symplectique dg-
Exacte). Par ailleurs, \ sera appelée forme elcs et (A, 3) sera appelée paire elcs.

Notons que toute variété eles du type (M, \,0) (souvent juste écrite (M, \)) est

appelée variété symplectique exacte.

Notons que puisque d%) = 0, dg\ est bien une forme lcs lorsque dg) est non-dégénérée.
Le premier exemple de variété elcs, et objet de cette these, sont les fibrés cotangents. Pour
une variété M, posons 7 : T*M — M la projection canonique. Alors tout point p € T*M
est une application linéaire de T5(,) M dans R. Ainsi, la section A de T*T™M définie par
Ap = po (Dr),, out (D7), est la différentielle de m en p, pour p € T/ M avec g € M. C’est
une 1-forme sur T7*M appelée forme de Liouville. Soit 5 une 1-forme fermée sur M, et
appelons [ sa tirée en arriere sur T*M, alors (T*M, X\, B) est une variété elcs.

Remarque 1.2.14

Afin d’alléger I'écriture, les différents tirés en arriére de 3 seront aussi notés [ lorsque

le contexte est clair. Sinon, le tiré en arriére sera précisé.

Définition 1.2.15

Une structure elcs sur une variété M est une classe d’équivalence de paires elcs donnée
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par :

(A1, B1) ~ (Mg, B2) <= 3g,h € C*(M)/(A1, 1) = (e?( A2 + dp,h), Ba + dg).

Remarquons toutefois que le cette structure additionnelle n’est pas préservée par les
symplectomorphismes conformes (ni par les symplectomorphismes). Nous devons donc
nous restreindre a la sous-classe des symplectomorphismes conformes qui préservent cette
structure.

Définition 1.2.16

Un difféomorphisme conformément de Liouville est un symplectomorphisme conforme
¢ (My, A1, B1) = (Ma, Ao, B2) tel que ¢* Xy = e9(Ay + dp, h) et ¢*Py = 1 — dg, pour
une certaine paire de fonctions lisses g et h de M, dans R. Dans le cas particulier oti

g =0, ¢ sera appelé diftéomorphisme de Liouville.

Observons que le tiré en arriere de dgA sur une sous-variété lagrangienne L est égal
a 0, ce qui signifie que le tiré en arriere de A est dg-fermé. Ainsi, certaines lagrangiennes
particulieres vérifient la propriété supplémentaire que les tirés en arriere de A sont dg-
exacts. Plus précisément, nous nous intéresserons aux sous-variétés lagrangiennes dites
exactes.
Définition 1.2.17
Soit (M, \,5) une variété de eles. Soit i : L — M telle que i(L) est une sous-
variété (resp. immersion) lagrangienne de (M, dg), 3). S'il existe f € C*(L) telle

que i*A = dgf, alors i(L) est appelée sous-variété (resp. immergée) lagrangienne
[B-exacte. Lorsque le choix d’une forme de Lee n’influence pas la véracité d’une asser-
tion a A fixé, nous dirons simplement que i(L) est une sous-variété (resp. immergée)

lagrangienne exacte.

Remarque 1.2.18

Dans ce qui suit, toutes les sous-variétés lagrangiennes seront supposées connexes sauf

mention du contraire.

Le premier exemple de lagrangienne exacte lcs sont des graphes de dérivées de Lich-
nerowicz de fonctions dans les cotangents. Plus précisément, la sous-variété I's(f) est la-
grangienne, ou I'z(f) est 'image de la section x +— (z, dg f,) pour un certain f € C*°(M).
Définition 1.2.19

[ o . . . p
Soit k € N et F: M x RF — R une fonction lisse. Prenons 3 une 1-forme fermée sur
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M et appelons 3 le tiré en arriére de 3 sur M x R¥. Définissons
Vi =Ta(F) 0 ((T"M) x R* x {0}F) € T*(M x R").

Ici, R* x {0}* est identifié a la section nulle de T*R¥. Pour un F générique, le projeté

de Vg sur T*M définit une immersion lagrangienne. Si F' est quadratique définie a

linfini, F' est appelée fonction génératrice de cette lagrangienne.

Dans ce manuscrit, nous allons nous intéresser aux phénomenes de rigidité qui appa-
raissent sur des variétés elcs. Ainsi, nous avons besoin de bien comprendre leurs défor-
mations. Ces déformations sont les symplectomorphismes conformes qui sont homotopes
a l'identité via une homotopie qui est un symplectomorphisme conforme en tout temps.
Parmi ces déformations, une classe de difféomorphismes se distingue comme étant parti-
culierement facile a engendrer. Ces difféomorphismes, qui nous viennent de la physique,

s’'inspirent de la formulation Hamiltonienne de la dynamique.

Définition 1.2.20

Soit (M,w, 5) une variété les, alors :

— Pour toute fonction h : M x [0,1] — R, le champ de vecteurs X}, dépendant du

temps, qui est déterminé par I'égalité
l’XfLw:p = _dﬁh(m,t)

est appelé champ de vecteurs hamiltonien associé a I’hamiltonien h;.

— Le champ de vecteurs X} engendre un flot ¢, = (¢},); vérifiant

d :
aﬁl = X] et ¢g = id
Lorsque ¢! est un difféomorphisme défini sur M en tout temps, ¢ est ap-

pelé flot hamiltonien associé a h, et les ¢}, sont appelés des difféomorphismes

hamiltoniens.

Observons que nous avons les égalités suivantes :

(1679 0y = (G Exg), = (G4 (s + exga)
= ((6h)"(dhe A B +0x;f A w))

|z

|z
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(@) (dhe A B+ BOX)w + B A dshe))
(1) (dhe A B+ B(X})w + B A dhy = hufB A B))
((eh) (B(Xh)w))

|z

3

Par ailleurs, pour la forme de Lee, nous avons :

L(68),,., = (@) LxiB), = ((hrdBxi))

Ainsi, il existe un hamiltonien f; vérifiant les deux égalités suivantes en tout temps tq :

C(60),, = ) o) = (D40)" o X (6"
L ((68),, = (6 di

Ceci implique que les difféomorphismes hamiltoniens sont bien des symplectomorphismes
conformes. En effet, posant w; = (¢} )*w, puis en résolvant 1'équation dyw; = (¢h)* f; X wy,

nous obtenons

(6))'w = exp (/Oto(cbth)*ftdt) w
05— =d( [ (@, ).

Dans le cas des variétés elcs, nous avons aussi que :

(1) (X)) + expdN))

|z

|

“(d(MX1)) — dshy + BXE)A = M(X})B))

64" (dg(A(XE) — he) + BIXA)N))

|z
|z’

Ainsi, il existe un hamiltonien g; tel que, en tout temps ty, nous avons :

C(G0N),,, = (650 (ud + dog).

[to

Gardant & lesprit que (¢/°)*8 — 8 = d([{°(¢})* fidt), on en conclut donc qu'il existe des
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fonctions Fy, = [1°(¢h)" fidt et Gy, = [° e i (¢h)*gidt telles que le tiré en arriere de A
par le flot hamiltonien soit égal & eio (X + dgGy,) = €™\ + ds_qp, "0 Gy,. En effet, il
suffit de poser A\; = ( ZO)*)\, puis en résolvant 1’équation via la méthode de variation de la

constante :

O = (0 Fy) X M+ d((¢5,)"9¢) — ((01,)79¢) (03,)° B
= (0F%) x X+ d((0,)"g¢) — ((03)"90) (B + dF)

Pour )\, = eftA,, ceci donne :

@)xt = (8tFt) X )\t -+ €FtatAt

= O\ = e M d((¢,)79:) — €T (1) 9008 + (6,)" gr)de ™"
- dlgath = &gdth

Notamment, 'image d’une lagrangienne -exacte par un flot hamiltonien est, au temps

to, une lagrangienne (S + dF;,)-exacte.

1.3 Rappels sur la géométrie symplectique

Dans cette section, nous nous concentrerons avant tout sur des rappels concernant
la géométrie symplectique. Le contenu de cette section sera a comparer aux propriétés
données par la suite pour la géométrie localement conformément symplectique. Notons
que pour cette section, toute mention de lagrangienne exacte désigne plus précisément

des lagrangiennes 0-exactes.

1.3.1 Propriétés fondamentales

Tout d’abord, remarquons que le groupe (de Lie) symplectique

(0 LY., [0 I
onte - acimio (2 H)as (0 1)

admet le groupe unitaire U(n) comme sous-groupe compact maximal, et donc 1’ensemble
des classes a gauche Sp,(R)/U(n) est un espace euclidien (voir [Ant11] par exemple pour

un énoncé quelque peu plus général). Soit (M,w) une variété symplectique avec pour
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atlas (Uj, ¢;);. Puisque les différentielles des opérations de changement de carte sont dans
Spn(R), ces différentielles peuvent étre utilisées pour construire un Sp, (R)-fibré principal

au-dessus de la variété, dans lequel les opérations de changement de carte sont :
9ij = (¢io¢; ', Doio ¢ ') : (U NU;) x Spu(R) = ¢3(U; N U;) x Spu(R).

Notons que cette structure est "intégrable" au sens ou 'opération de changement de carte
sur les fibres est juste la différentielle de 'opération de changement de carte sur la base.
Maintenant, prenons H; la rétraction de Sp,(R)/U, sur l'identité, et utilisons-la pour

définir les opérations de changement de carte suivantes :
gi; = (gio¢; ' Hi(Dg; 0 7)) : (U NU;) x Spu(R) = ¢3(U; N U;) X Spa(R).

Notons H;(Dg; o qu_l) est bien défini car Sp,(R) est difféomorphe au produit cartésien
(Spn(R)/U(n)) x U(n). Ceci nous permet de définir un U(n) fibré principal sur M. Notons
toutefois que cette structure n’est pas "intégrable". Ces considérations nous amenent a la
proposition suivante :

Proposition 1.3.1

Soit (M,w) une variété symplectique. Alors M admet une structure presque hermi-

tienne (J, g) compatible avec w.

Rappelons rapidement la définition des termes utilisés dans la proposition.
Définition 1.3.2

Une structure presque hermitienne (J, g) est la donnée de :

— J, un difféomorphisme de T'M commutant avec la projection canonique sur
M et tel que J*> = —id. Un tel difféomorphisme est appelé structure presque
complexe.

— ¢ est une métrique riemannienne telle que g(-, J-) est une forme symplectique

Par compatible, nous signifions que w(-,J:) = g.

Remarquons aussi que les variétés symplectiques sont localement toutes les mémes et
par conséquent ne possedent pas d’invariants locaux. En effet, nous avons le théoreme
suivant :

Théoreme 1.3.3 (Darbouz, [Dar82])

Soit A une 1-forme et soit p le plus grand entier tel que (d\)"P n’est pas identiquement
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nul, supposant que A A (d\)"P = 0 partout, alors il existe un systéme de coordonnées
locales (q;, p;); tel que A =Y pydg;.

Puisque w est fermé, w est localement la différentielle d'une 1-forme A. Puisque w’" est
une forme volume, le théoréeme de Darboux indique qu’il existe toujours un systeme de
coordonnées locales (g;, p;); dans lequel w = Y dp; A dg;.

Il en va de méme pour les sous-variétés lagrangiennes. En effet, le résultat suivant
généralise le théoreme précédent :
Théoreme 1.3.4 (de Weinstein, [Wei71])

Soient wy et wy deux formes symplectiques sur une variété M. Soit i : N — M une sous-

variété lagrangienne (pour wy et we) compacte de M. Alors il existe deux voisinages
Vo et Vi de i(N) dans M et un difféomorphisme f : Vo — V; vérifiant fiy = idy et

f*w1 = Wo-

Pour une lagrangienne L de (M, w), le théoréme des voisinages tubulaires nous permet de
comparer la forme symplectique canonique de T L au tiré en arriere de w sur un voisinage

de L dans T*L.

Pour prouver ce théoréeme, ainsi que le théoreme précédent, nous pouvons faire appel
a un outil fondamental de la géométrie symplectique :

Théoreme 1.3.5 (astuce de Moser, [Mos65] et [MS95], lem. 3.2.1)

Soit (wt)ie(o,1) une famille de formes symplectiques sur une variété M compacte vérifiant

%wt = doy pour une famille (o)1) de 1-formes sur M. Alors il existe une famille

(Y¢)icpo,1) de difféomorphismes de M tels que 1w, = wy.

L’astuce consiste a trouver un champ de vecteurs X; tel que Lx,w = —0w. Dans le cas
ou M n’est pas compact, I'astuce fonctionne également a condition de s’assurer que le flot
associé a ce champ de vecteurs est bien défini en tout temps ¢ € [0, 1], comme indiqué
dans [MS95] (p.108).

1.3.2 Les fibrés cotangents et leurs lagrangiennes exactes

Remarquons que lorsqu’une lagrangienne est le graphe de la différentielle d'une fonc-
tion f, alors cette fonction permet de définir un hamiltonien f o, pour 7 : T*M — M la
projection canonique, dont le flot hamiltonien associé envoie le graphe de df sur la section

nulle au temps 1.
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Inversement, nous avons la proposition suivante, démontrée pour la premiere fois par
F. Laudenbach et J.-C. Sikorav dans [LS85] pour une variété M compacte. Nous citons ici
une version un peu plus générale, obtenue comme corollaire d'un théoreme de Chekanov
sur la persistance des fonctions génératrices (au sens legendrien).

Théoreme 1.3.6 ([Che96])

Soit L une lagrangienne de T*M (M pas nécessairement compacte) qui est isotope a

la zéro-section M via une isotopie hamiltonienne a support compact, alors L posséde

une fonction génératrice (quadratique a I'infini) F : M x R¥ — R pour un certain k.

Par théorie de Morse classique, ceci implique le résultat suivant :

Théoreme 1.3.7 ([LS85])

Soit ¢; une isotopie hamiltonienne de T* M, ou M est une variété compacte. Supposons

que ¢1(M) intersecte M transversalement (I'intersection transverse sera noté ¢1(M)
M). Alors

#ou(M) 0 M > 3 b;(M).

Plus précisément, le résultat montré par F. Laudenbach et J.-C. Sikorav est un peu
plus fort : lorsque l'intersection est transverse, le nombre de points d’intersections est au
moins le nombre minimal de points critiques d’une fonction de Morse stable (i.e. d’une
fonction génératrice quelque peu plus générale que ce qui a été donné en définition, et qui
est une fonction de Morse) sur M.

Ceci nous amene donc a la série de conjectures suivante :

Conjecture 1.1

Soit M une variété compacte :
(Arnold) toute lagrangienne exacte de T*M est I'image de M par un difféomor-
phisme hamiltonien ;
rnold, bis) toute lagrangienne exacte admet une fonction génératrice ;
Arnold, bis) toute lagrangi te admet fonction génératri

Arnold-Givental, forte) toute lagrangienne exacte de T*M transverse a M pos-
grang p

séde au moins _; b;(H,(M)) points d’intersections avec M.

Ici, chaque conjecture est une version plus faible de la conjecture précédente. La premiere
conjecture implique la deuxieme par le théoreme de Chekanov cité auparavant, et la
seconde implique la troisieme grace au papier de F. Laudenbach et J.-C. Sikorav dans

[LS85] et a I'isomorphisme de Thom. Notons que la troisieme conjecture est démontrée.
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En effet, une premiere version apparait dans le papier de K. Fukaya, P. Seidel et I.
Smith ([FSS07]). Dans cette version, certaines restrictions sont imposées sur M et sur
les lagrangiennes considérées. Toutefois, M. Abouzaid et T. Kragh montrent dans [AK18|
que ces restrictions peuvent étre levées.

Comme indiqué, la version donnée de la conjecture d’Arnold-Givental est une version

forte. De fagon plus générale, la conjecture d’Arnold-Givental est la conjecture suivante :

Conjecture 1.2 (Arnold-Givental)

Soit L C (M,w) une lagrangienne et ¢, une isotopie hamiltonienne générique. Alors

nous avons #¢1(L) h L > >, b;(L).

Observons que la conjecture d’Arnold possede une autre conséquence évidente : si L
est 'image de M par un difféfomorphisme hamiltonien, alors la projection canonique de L
sur M est une équivalence d’homotopie. En fait, un résultat plus fort résulte des travaux
de M. Abouzaid et T. Kragh, dans la direction des travaux de Fukaya, Seidel et Smith
dans [FSS07].

Théoreme 1.3.8 ([AK18])

Soit L une sous-variété lagrangienne 0-exacte fermée de T*M, pour M une variété

fermée. Alors la restriction a L de la projection canonique 7 : T*M — M est une

équivalence d’homotopie simple.

Les travaux de Abouzaid, Fukaya, Kragh, Seidel et Smith s’appuient fortement sur les
catégories de Fukaya (notamment, les catégories de Fukaya enroulées) pour prouver ce
résultat. Toutefois, mentionnons ici qu'une preuve alternative, due a S. Guillermou (voir
[Guil9]), obtient que la restriction de 7 & L est une équivalence d’homotopie. Cette preuve
alternative s’appuie uniquement sur la théorie des faisceaux et notamment des faisceaux

dérivés, comme présentée par M. Kashiwara et P. Shapira dans leur livre [KS90].

1.4 Rappels sur la géométrie localement conformé-

ment symplectique

Cette section est organisée comme un miroir s de la section précédente. Nous ferons
un détour par 'homologie de Morse-Novikov afin d’expliquer le résultat de B. Chantraine
et E. Murphy.
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1.4.1 Propriétés fondamentales

Grace aux mémes observations qu’au début de 1.3.1, nous avons la propriété suivante :

Proposition 1.4.1

Soit (M, w, ) une variété lcs. Alors M admet une structure presque hermitienne (J, g)

compatible avec w.

Du fait que, localement, une variété lcs (M, w, B) est symplectique (a un facteur conforme
) ) Y Y
pres), ces variétés ont de nombreuses propriétés en commun avec les variétés symplec-

tiques.

Proposition 1.4.2

Soit (M,w, B) une variété lcs. Alors il existe toujours un systéme de coordonnées locales

(gi, pi)i dans lequel w = €9y dp; A\ dg; pour une certaine fonction g définie localement.

Nous avons aussi une généralisation directe du théoreme de Weinstein.
Théoreme 1.4.3 (de Weinstein lcs, [0S17])

Soient (wo, fy) et (w1, 51) deux paires les sur une variété M. Soit i : N — M une

sous-variété compacte de M vérifiant woiny = wijin) et i*By = "By Alors il existe
deux voisinages Vy et Vi de i(N) dans M et un difféomorphisme f : Vi — V; vérifiant

fin =idy et (f*wi, [*B1) ~ (wo, Bo)-

Notons que wyj;(n) n’est pas le tiré en arriere de wp a i(N) mais sa restriction a T M.
En particulier, wpj;(v) voie le fibré cotangent a .
En effet, 'astuce de Moser est adaptable a la géométrie lcs.

Proposition 1.4.4 (astuce de Moser lcs, [Ban02] et [BK09))

Soit (wt, B)tefo,] une famille de paires lcs sur une variété M compacte vérifiant wy—wy =

dgoy pour une famille (0y)cjo1] de 1-formes sur M. Alors il existe une isotopie (V¢ )iejo1)

de M telle que V7w, ¥73) ~ (w0, 5).

1.4.2 Avancées et paralleles avec la géométrie symplectique

Compte tenu de la multitude de points communs avec la géométrie symplectique, il est
nécessaire de souligner que, méme si les propriétés locales sont similaires, les propriétés

globales des deux géométries sont néanmoins différentes.
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Par exemple, nous pouvons observer qu’il existe des variétés possédant des structures
[cs, mais pas de structure symplectique. En effet, S* x S! est la "lcs-isation" de S?, mais
ne posséde pas de structure symplectique. Pour voir ceci, notons que H?*(S* x S!) = 0,
et donc sil existait une forme symplectique w sur S* x S!, alors il existerait une 1-forme
fermée \ telle que d\ = w. Posant X le champ de vecteur tel que w(X,:) = A, alors la
dérivée de Lie de w le long de X serait Lxw = w, ce qui impliquerait que (¢ )*w = e'w.
Soit € S? x S!, prenons y dans 'adhérence de I'orbite de x sous I'action de X, alors w

devrait vérifier w, = e'w, pour un t, arbitrairement grand (absurde).

Ainsi, les théoremes de rigidité, plus globaux que les théoremes de la sous-section pré-
cédente, peuvent étre difficiles a obtenir. Dans le reste de cette section, nous allons donc
nous intéresser aux différentes adaptations des stratégies de preuve pour les conjectures
d’Arnold [cs. Comme nous verrons dans le chapitre 2 (resp. chapitre 3), la conjecture
d’Arnold (resp. Arnold, bis) est fausse en géométrie lcs. Il est néanmoins intéressant de
comprendre quelles stratégies de preuve fonctionnent lorsque nous rajoutons des hypo-
theéses), et pourquoi les stratégies de preuves classiques de la géométrie symplectique ne

sont pas ici applicables.

Sur la conjecture d’Arnold-Givental

Pour toute lagrangienne exacte qui est hamiltoniennement isotope a la section nulle
et qui lui est transverse, le théoreme suivant, dii a B. Chantraine et E. Murphy, offre une
version [cs du théoreme de Laudenbach-Sikorav. De fagon plus générale, la conclusion du
théoreme reste applicable pour toute lagrangienne donnée par une fonction génératrice
générique.

Pour une présentation de I’homologie de Morse-Novikov, le lecteur pourra se référer au
chapitre 3. Pour une exposition détaillée de cette homologie, se référer au livre de Farber,
[Far04].

Théoreme 1.4.5 ([CM16])

Soit M une variété compacte et ¢, une isotopie hamiltonienne de (T*M,\,3). Si

&1 (M) est transverse a M, alors

461(M) 1 M 2 Y rank(HN, (M, §) @ F),

J

ou F est un corps quelconque vu comme un Z-module (ou F = Zy si M n’est pas
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orientable), et HN, est I’homologie de Morse-Novikov.

Démonstration (idée de preuve):

La premiere piece de la preuve de ce théoreme est le théoreme de Chekanov, faisant
appel a la notion de fonction génératrice pour une legendrienne (voir la prochaine section
pour la définition de legendrienne, voir chapitre 3 section 3.4 pour la définition d’une

fonction génératrice pour une legendrienne).

Théoreme 1.4.6 ([Che96]/, voir aussi [Cha95] et [The96])

Soit (Lt)te[o,l] une famille lisse de sous-variétés legendriennes de J'M obtenue via une

isotopie préservant la structure de contact. Si Ly est donnée par une fonction génératrice,

alors Ly est donnée par une fonction génératrice.

En effet, une isotopie hamiltonienne d’une lagrangienne exacte de T*M donne une
famille lisse de legendriennes dans J'M via le relevé standard (relevé donné dans la
sous-section 1.5.1). De plus, si le relevé standard d’une lagrangienne exacte L est donnée

par une fonction génératrice, alors L possede une fonction génératrice.

La deuxieme, et principale, piéce de cette preuve est ’étude de 'homologie de Morse-
Novikov. Soit F : M x R*¥ — R une fonction lisse, alors la lagrangienne associée a cette
fonction génératrice intersecte la zéro-section lorsque (dgF')(,¢) = 0 pour (z,§) € M xR,
Lorsque dgF' intersecte transversalement la zéro-section, dgF' est localement la diffé-
rentielle d’une fonction de Morse : on peut donc attribuer un indice aux points d’in-
tersection. Posons Critf(F) = {z : dgF, = 0,index(dgF),) = i}. Si F est stricte-
ment positive, alors dgF' = —F(f — dIn(F')) et puisque [f — dIn(F')] = [f], nous pou-
vons ensuite conclure par les inégalités de Morse-Novikov. L’idée est donc de découper
M x R* en deux morceaux : un voisinage Xo de F~71({0}) et X4 = M x R¥ — Xj.
Soit G une fonction lisse de M x R¥ — R telle que Gix, = |[F|x.|- Une étude de
cas montre ensuite que Y, rank(HN;(M x R¥,8)) < 3, rank(H;(X+,0X4,Ls)), ot
Lg) est le systéeme local défini par I'anneau de Novikov associé a (. Rappelons que
rank(H;(X+,0X+,Lg)) < #C’ritf(G|Xi). Du moment que C’rit’f(F) N Xo = @, alors
#Crit] (Gx, ) < #Crit] (F). |

Cette preuve indique que la théorie de Morse-Novikov fournit bien des résultats en
géométrie [cs. En particulier, cette preuve indique que nous avons une version de la théorie
de Morse pour I’homologie de Morse-Novikov (la théorie de Morse-Novikov concerne les
1-formes fermées, et non les dérivées de Lichnerowicz de fonctions). Ceci indique aussi que

la théorie des faisceaux peut fonctionner, puisque les théoremes classiques de la théorie des
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faisceaux dérivés refletent les théoremes que 1’on trouve en théorie de Morse. Toutefois, le
fait que certaines lagrangiennes exactes n’ont pas la méme homologie de Morse-Novikov
que la base (chapitre 2) et que certaines lagrangiennes exactes n’ont pas de fonctions
génératrices (chapitre 3) indique qu'il est possible que certaines lagrangiennes [-exactes
ne puissent pas étre étudiées via la théorie des faisceaux. Notons que S. Guillermou a
montré que les lagrangiennes 0-exactes peuvent toutes étre étudiées, c.-a-d. elles sont
"quantisables”.

Notons toutefois que pour une bonne théorie des faisceaux, nous avons besoin d’une
bonne théorie de Morse(-Novikov). Et remarquons que la preuve précédente ne donne
qu’une borne pour le nombre total de points critiques, et non une borne pour le nombre
de points critiques de chaque indice. Ainsi, la preuve de ce théoréme ne fourni pas de
stratégie de preuve directement adaptable a la théorie des faisceaux. Nous remédierons a

ceci dans le chapitre 3.

Sur ’homologie de Floer

Comme indiqué dans I'introduction, le fil conducteur de ce manuscrit est ’adaptation
du théoreme d’Abouzaid-Kragh a la géométrie lcs. Reposant fortement sur les travaux de
Fukaya, Seidel et Smith ([FSS07]), la preuve de ce théoreme fait usage des catégories de
Fukaya (enroulées). Cette machinerie utilise I’'homologie de Floer, qui compte les disques
pseudo-holomorphes (aussi connus sous le nom de bandes de Whitney) entre les points
d’intersection de (certaines) lagrangiennes transverses.

La preuve que la différentielle de 'homologie de Floer est bien définie repose sur le
théoréme de compacité de Gromov ([Gro85], voir aussi [MS95] et [MS04]). Pour z et y
deux points d’intersection de deux lagrangiennes 0-exactes transverses, ceci permet a la
fois de prouver (sous certaines hypotheses de généricité) que 'espace des bandes de Whit-
ney pseudo-holomorphes de z & y (d’indice de Maslov 1, et a "choix de coordonnées" pres)
est une variété compacte (pas nécessairement toujours vrai en pratique, mais certaines
techniques classiques y remédient) et que 9> = 0. Dans le cas ott L et L' sont deux la-
grangiennes 0-exactes de T* M, le théoreme de Stokes implique que I’énergie d’une bande

de Whitney de M(x,y) ne dépend que de la paire (z,y).

Passons au monde [cs, et prenons (T*M, A, ) une variété eles et (J, g) une structure
presque hermitienne compatible avec dgA. Remarquons qu’il n’y a pas de théoreme de

Stokes pour dg et donc les bandes de Whitney ne possedent pas de borne sur leur énergie.
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Une autre solution serait de ne considérer que les structures presque hermitiennes
compatibles avec d\. Prenons donc ¢ : L — T*M une lagrangienne exacte telle que
i*A = dgf et considérons ses intersections (transverses) avec la zéro-section M. Alors le
théoreme de Stokes implique que 1’énergie d’'une bande de Whitney A est donnée par

fy) — f(x) = [5anz fB- Cette derniere intégrale n’est pas bornée.

Ainsi, nous n’avons pas d’adaptation naive de la théorie de Floer. L’auteur de cette
these tient ici a pointer que cette difficulté vis-a-vis de 1’énergie persiste avec des ap-
proches moins naives. Notons que dans le cas spécifique ou la variété est Q x S} et 3 = df
(voir prochaine section pour détails sur le procédé de [cs-isation), quelques avancées ont

été faites récemment par Y.-G. Oh et Y. Savelyev dans leur papier [O0S23].

Toutefois, une bonne théorie des faisceaux pour la géométrie lcs pourrait inspirer une
théorie de Floer adaptée a I’étude des lagrangiennes exactes (dans des variétés lcs), en
indiquant quelles conditions nous devons rajouter a la dérivée. En effet, la théorie des
faisceaux et la théorie de Floer sont étroitement liés. Citons par exemple [Nad09] et

[Vit19], illustrant la correspondance entre théorie de Floer et théorie des faisceaux.

1.5 Quelques enjeux

Maintenant que nous avons vu les difficultés liés a I’étude de phénomenes globaux sur
les variétés [cs, il convient de répondre a la question : pourquoi les étudier ?

Outre les applications a la physique, dont celles que nous avons mentionnées dans
les sous-section 1.1.2 et 1.1.3, la géométrie [cs pourrait éclairer d’autres domaines de la

géométrie.

1.5.1 Liens avec la géométrie de contact

La géométrie de contact est souvent décrite comme le pendant de la géométrie symplec-
tique en dimension impaire. Nous essayerons ici d’argumenter que, sous certains aspects,
la géométrie lcs mérite plus cette distinction.

Définition 1.5.1

Soit M une variété de dimension 2n + 1 et o une 1-forme sur M telle que a A (do)™™

est une forme volume. Alors « est appelée forme de contact et le champ d’hyper-
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plans ker(«) est appelé structure de contact. Une variété de contact est la donnée
(M, ker(«)), toutefois, par abus, nous dirons que (M, «) est une variété de contact et
préciserons "structure de contact" lorsque le choix d’une forme de contact o donnant
la structure n’a pas d’importance.

Soit i : L — M une sous-variété de dimension n et « une forme de contact sur M.

Sii*a =0, alors L est appelée sous-variété legendrienne de (M, ).

Un premier exemple de variété de contact est (R3, dz — zdy). Un exemple de variété
de contact compacte est S® avec pour forme de contact i*\ pour i : S* — R* Iinclusion
et A la forme de Liouville canonique.

Remarque 1.5.2

Soient ay et ag deux formes de contact sur une variété M. Supposons que ker(ay) =

ker(ag). Alors, il existe g € C*°(M) telle que e90q = %ay.

La définition suivante nous donne le lien avec la géométrie symplectique :
Définition 1.5.3

Soit (M, «v) une variété de contact, alors (M x R,, e *«) est une variété symplectique

exacte appelé la symplectisation de (M, ). En effet, (de ?a)""*! = e7*(da — dz A
a)"tt = —(n 4+ 1)e *da™ A a A dz, qui est non-dégénérée car da’" A « est non-
dégénérée.

Soit (M, \) une variété symplectique exacte, alors (M x R, dz — \) est une variété
de contact appelée contactisation de (M, \). La projection p : R — R/Z nous donne la
variété (M x S}, df — \) est appelée contactisation circulaire de (M, \). Soit i : L — M

une sous-variété lagrangienne exacte telle que i*\ = df, alors son relevé canonique est

r:L— M xS
L (i), p(= 1))

Notons que deux formes de contact différentes définissant la méme structure de contact
peuvent se relever a des variétés symplectiques exactes différentes, c’est-a-dire a des va-
riétés (M x R, e %aq) et (M xR,, e *as) avec e *ay et e *ay dans deux classes de coho-
mologie différentes. Ainsi, le procédé de symplectisation n’est pas adapté au relevement
des structures de contact.

Une premiere tentative d’adaptation du procédé de symplectisation aux structures de

contact (avec orientation) serait de considérer les structures symplectiques a transforma-
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tion conformément symplectique pres.

Une deuxiéme observation est que la projection R — R/Z ne permet pas de définir
une "symplectisation circulaire" du fait d’une différence d'un facteur e=!. Ceci contraste
avec la contactisation circulaire.

Remarquons donc que de *a = e *dg.c, ce qui nous amene a la définition suivante :
Définition 1.5.4

Soit (M, &) une variété de contact et Sy := R/Z, alors (M x S}, o, df) est une variété

eles appelée les-isation de (M, «).
Soit (M, \, 3) une variété elcs, alors la variété (M x R,, (dz — z3) — \) est appelée
contactisation de (M, \, ). Soit i : L — M une sous-variété lagrangienne exacte telle

que i\ = dgf, alors son relevé legendrien canonique est :

r: L — MxR,
L (D), f)

Notons ici que dans un fibré cotangent, le relevé legendrien canonique releve une lagran-
gienne exacte a une legendrienne dans J'M équipée d’une forme de contact "tordue'
(c.-a-d. qui n’est pas la forme de contact canonique). Toutefois, dans le cas des cotan-
gents, nous pouvons définir un autre relevé naturel : le relevé legendrien standard (qui

n’est pas le relevé canonique.)

Définition 1.5.5

Soit (T*M, \, 3) une variété eles et i : L — T*M une sous-variété lagrangienne exacte

telle que i*\ = dg f. Alors son relevé legendrien standard est :

P L= T"M xR, =J'M
L (i(1) = f(DB, (1)

et r"(dz—\) =0.

Le relevé standard et le relevé canonique sont similaires. En effet, le morphisme évident
(q,p,2) = (q,p+ 2B, z) permet de passer de la variété de contact (J'M,dz — z3 — \) &
(JIM,dz — \).

Comme nous le verrons dans le troisieme chapitre, le procédé de [cs-isation circulaire
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peut étre modifié de sorte qu’une legendrienne dans un espace de jet possede une fonction

génératrice si et seulement si sa [cs-isation possede une fonction génératrice.

En résumé, la géométrie de contact, avec la procédé de contactisation circulaire, est
la version (2n + 1)-dimensionnelle de la géométrie symplectique en dimension 2n. Et la
géométrie lcs est la version (2n+2)-dimensionnelle de la géométrie de contact en dimension
2n + 1.

Ainsi, I’étude des variétés lcs pourrait offrir de nouvelles perspectives pour ’étude des
variétés de contact. Notons que les variétés [cs peuvent apparaitre d’autres facons dans
les variétés de contact : par exemple, les structures [cs apparaissent comme structures sur
certains cobordismes presque symplectiques entres variétés de contact ou encore, comme

fibration de variétés de contact (voir théoremes B et C dans [BM21] pour plus de détails).

1.5.2 Liens avec la géométrie kiahlérienne

Une variété kahlerienne (aussi dite de Kéhler) est une variété symplectique (M, w)
muni d’une structure presque hermitienne (.J, g) compatible et telle que J est intégrable.
C’est-a-dire que J est induite par une structure complexe sur M. Ces variétés apparaissent

tant en physique qu’en géométrie algébrique.

La géométrie localement conformément kéhlerienne (IcR) est une généralisation de
la géométrie kahlerienne dans laquelle la variété (M,w) n’est plus symplectique, mais
[cs (voir le livre de Dragomir et Ornea, [DO98], pour plus de détails sur le sujet). Les
structures [cf offrent donc une structure supplémentaire sur certaines variétés complexes
n’ayant pas de structure kéhlerienne (par exemple, les variétés de Hopf, difféomorphes a

St x §?"*1 voir [Boob4] pour plus de détails pour le cas n = 1).

La géométrie [cK est un domaine de recherche actif et cette structure supplémentaire
est étudiée tant par les physiciens (e.g. [Shalb]) que par les mathématiciens (notons que
l'article donnant son nom a la géométrie lcs, [Vai76], ne mentionne pas la géométrie lcs
dans son titre, mais la géométrie [cR; d’autres exemples sont [PV10], [GMO13], ou encore
[AD23)).

Ainsi, toute avancée en géométrie lcs est directement applicable a la géométrie [cR,

qui a son tour, pourrait inspirer de nouvelle stratégies de preuve en géométrie [cs.
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1.6 Conclusion

Notons que I’absence d'une théorie de Floer pour la géométrie lcs empéche 'adapta-
tion des arguments d’Abouzaid et Kragh. Ainsi, malgré les similitudes entre géométrie
symplectique et géométrie Ics, il n’y a pas de raison a priori pour que la conclusion de
leur théoreéme reste vraie dans cette généralisation de la géométrie symplectique. Nous
allons en effet voir dans le prochain chapitre que ce n’est pas le cas. Nous verrons aussi
certaines conditions sous lesquelles la conclusion du-dit théoreme reste vraie. Le dernier
chapitre sera consacré a des idées qui pourrons peut-étre (& terme) permettre de montrer

une version [cs du théoréme.
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CHAPITRE 2

SUR LA PROJECTION DES
LAGRANGIENNES EXACTES

Soit M une variété fermée de dimension n, soit § une 1-forme fermée sur M et soit A
la forme de Liouville canonique de 7M. Comme vu précédemment, (7*M, \, 5) est une

variété elcs.

Dans 'esprit du papier d’Abouzaid-Kragh, nous souhaitons comprendre I'application

H.(L) — H.(M) induite par la projection T*M — M sur une lagrangienne exacte L.

Ainsi, dans la premiere section, nous verrons que cette application n’est pas un isomor-
phisme pour certaines lagrangiennes exactes. En particulier, ceci implique que la conjec-

ture d’Arnold est fausse en géométrie lcs ou, du moins, doit étre adaptée.

Dans la deuxieme section, nous verrons que si 5 est homologiquement non-nulle, ses ti-
rés en arrieres aux lagrangiennes exactes sont aussi non-nuls en cohomologie. Ceci implique

que l'application H,(L) — H.(M) n’est jamais I'application nulle (sauf si H,(M) = 0).

Toutefois, comme expliqué dans I'introduction, non-seulement il existe des problemes
pour adapter I’homologie de Floer aux variétés lcs, mais les exemples donnés montrent
que le théoréme 1.3.8 ne peut pas directement s’adapter (mutatis mutandis) aux lagran-
giennes exactes. Nous souhaitons donc comprendre, avec des méthodes ne reposant pas
sur ’homologie de Floer, quelles sont les conditions que nous devons imposer a nos lagran-
giennes exactes pour que L — M soit une équivalence simple d’homotopie, ou du moins
induit un quasi-isomorphisme en homologie. La troisiéme section sera donc consacrée a
I’étude d’'une quantité de type capacité [ ayant la propriété que la projection canonique
L — M est une équivalence simple d’homotopie (et donc un quasi-isomorphisme) lorsque

[ est suffisamment petite.
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2.1 Quelques nouveaux exemples en géométrie [cs

Nous avons vu dans le chapitre précédent que certaines variétés possedent une structure
[cs mais ne possedent pas de structure symplectique.

Toutefois, méme lorsque une variété possede une structure symplectique et une forme
lcs qui lui est localement égale a un facteur conforme pres, ces deux structures peuvent
présenter des comportements globaux différents. Gardant a 'esprit le théoreme 1.3.8,
donnons quelques exemples pour étayer cette observation.

Comme nous allons l'illustrer au travers des prochains exemples, il existe un procédé
similaire a la [cs-isation de variétés de contact qui nous permet de construire plusieurs
exemples de lagrangiennes exactes dans des fibrés cotangents de variétés fermées.

Exemple 1 :
i:T? = T'T? ~ T? x R?
(6,6) > (26,6, 5 cos(9), —sin(0))

Ce plongement "enroule" deux fois le tore dans son cotangent. Nous pouvons vérifier que
i\ = 3 cos(0)d260 — sin(0)dp = dsin(6) — sin(6)de = dgg sin(0).

F1GURE 2.1 — Tllustration de I'exemple 1

Notons que nous pouvons remplacer le facteur 2 par un facteur entier k > 0 quelconque.
Ce premier exemple montre donc que la projection d'une lagrangienne exact sur la section

nulle peut étre de degré non-nul arbitraire.
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Exemple 2 :
j:T? - T*T? ~ T? x R?
(0, ¢) — (cos(8), ¢, 3sin(f) cos(h), sin(0)?)

Il s’agit ici du produit du nceud trivial legendrien dans J!'S' par S'. Nous avons j*\ =
3sin(0) cos(0)d cos() + sin(0)3d¢p = d(— sin(#)?) + sin(6)3d¢.

F1GURE 2.2 — [llustration de 'exemple 2

Ce deuxieéme exemple est a contraster avec I'exemple précédent, et illustre que la
projection peut étre de degré zéro.

Il est immédiatement apparent que la projection H,(L) — H.(M) peut trés bien n’étre
ni injective, ni surjective : la conclusion du théoreme d’Abouzaid-Kragh n’est pas vraie
dans cette généralisation. Ces deux exemples peuvent étre généralisés par la construction
suivante :

Construction 2.1

Soit Ay la forme de Liouville canonique sur T*M et un plongement legendrien i :
A — (J'M ~T*M x R,,dz — \y;). Notons f € C*(A) la fonction f = i*z. Posant,

pour | € A, iy (1) la projection de i(l) sur T* M, nous pouvons définir :

jiAXS' = T*(M xS =T"M x T*S!
(1,0) = (in (1), 0, = ).

Ceci est un plongement lagrangien df-exact dans (T* (M xS*), Ayrxst, df), avec j*Aprxst =
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df — fdf =daf.

Remarque 2.1.1
Remarquons que la lcs-isation de (J'M,dz — \yr) est (T*(M x S*), dz — Ay, df) alors
que A\yrxst = 2df + A\yy = Ay + dz — dggz. Ainsi Papplication :

g:T*(M xS'") = J'M x S
(Q7p79’ Z) = (Qv _pvev Z)

est un difféomorphisme de Liouville entre la lcs-isation de J'M et T*(M x S') puisque
g (dz — Ay) = Arxst + dagz.

Il existe d’autre directions de généralisation de la construction donnée dans les exemples.
La premiére généralisation est de prendre une autre variété que S*.

Construction 2.2

Soit () une variété fermée sur laquelle il existe une 1-forme [ fermée sans zéro. Posons
Ay la forme de Liouville canonique sur T*M et prenons un plongement legendrien
it N — (J'M,dz — \y). Ainsi, il existe une fonction f € C®(A) telle que i*\y; =

df = i*dz. Soit iy (1) la projection de i(l) sur T*M, nous pouvons définir :

JAXQ—->T(MxQ)=T"MxT*Q
(lvq) = (ZM(l)aQ7 _f(l)BQ)

Ceci est un plongement lagrangien (-exact dans (T*(M x Q), A, ) pour A la forme de
Liouville canonique sur T*(M x Q). En effet, j*\ =df — f3 = dsf.

Une autre généralisation, par exemple, passe par les lagrangiennes 0-exactes de J'M x
R.

Construction 2.3

Soit A une legendrienne de (J'M,a = dz — \y). Soit L une lagrangienne 0-exacte
dans la symplectisation (J'M x R, e ta) tel que le tiré en arriére de e tav sur L soit

égal a df pour un certain f € C°°(L). Fixons les conditions suivantes

1. pour ty assez grand, il existe e > 0, tel que :

LNJ'M x (] — o0, €] U [ty — €, +o0[) = A x (] — 00, €] U [ty — €, +-00).

o8



2.1. Quelques nouveauxr exemples en géométrie lcs

2. e'df = dg(e'f) posséde une primitive (pour la dérivée dg) F' telle que Flrqyinrx o} =
Flrnsmxite}-

Notons que L est une lagrangienne dt-exacte dans la lcs-isation canonique (J'M x
R, o, dt).

Si la premiére condition est vérifiée, comme le tiré en arriére de o sur A est égal
a0 sur LN J'M x (] —oo;€] U [ty — €,+00[), nous pouvons couper les extrémités
t < 0ett >ty et nous pouvons recoller L N J'M x {0} a LN J'M x {to}, puis
appliquer I'application g de la remarque 2.1.1 pour donner une lagrangienne L dans
(T*(M x SY), \,df), avec S' = R/(tyZ). Si, de plus, la deuxiéme condition est vérifiée,

alors L est une lagrangienne df-exacte. Ceci est méme un si et seulement si.

Quelques assertions dans cette construction méritent toutefois des preuves.

Démonstration: Premiérement, il faut montrer que L est bien une lagrangienne, ou au-
trement dit, que la forme [cs se restreint bien & 0 sur L. Si le tiré en arriére de e ta sur
L est df, alors le tiré en arriere de « est etdf = dg(e'f). Posant A le projeté de L dans
(J'M x S, a, df), le tiré en arridre de dgga sur A est donc localement égal & d%elf = 0.
Puisque ¢ est un difféomorphisme de Liouville, L = g(]\) est aussi une lagrangienne.

Deuxi¢mement, il faut montrer que L est dg-exacte dans les conditions énoncées.

Notons que si dg (et f) possede une telle primitive F, alors il existe une constante c telle
que

(e'(f + N Mx{o} = (e'(f + EN|LAT M x {to}-

Puisque le tiré en arriere de « sur A est 0, la fonction f est constante lorsque restreinte

aux temps t = 0 et t = tp. Ainsi, la condition peut étre résumée a (pour L connexe) :
€ A, Fe e R/ fo(l) + ¢ = e (fi, (1) + ¢).

En particulier, nous pouvons faire passer e’ f au quotient. Ainsi Aet L = g([\) sont des

lagrangiennes exactes. |

Les conditions pour que L soit exacte peuvent paraitre restrictive ; toutefois, notons
que nous avons la propriété suivante :

Proposition 2.1.2

Soit L. comme dans la construction 2.3 et vérifiant la premiére condition. Alors il existe
une isotopie hamiltonienne ¢ de J*M x R telle que ¢, (L) respecte les deux conditions

énoncées dans la construction 2.3 et telle que ¢ respecte les fibres de J'M x R ~
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T*(M x R) au sens ou, pour tout t et tout v € M x R, ¢(T5(M x R)) =T (M x R).

Démonstration: Soit b’ : R — R une fonction lisse qui vaut 0 hors de Jtg — 3¢, ¢y — [ et
d’intégrale e~ fo (1) — fi, (1) pour n’importe quel I € L. Ceci peut étre fait, par exemple,
en prenant une approximation de I'unité (aussi connue sous le nom de suite régularisante,
il s’agit d’une suite de fonctions tests positives (¢;); d’'intégrale 1 et convergeant vers un
dirac au sens ot Vo > 0, f|z‘> s i(x)dx i_}—+>oo 0) & support arbitrairement petit, puis en la
multipliant par la constante souhaitée. Appelons h une primitive de b’ telle que h(0) =0
et, par abus, appelons h le tiré en arriere de h sur M x R via la projection sur le deuxieme
facteur. Posons ¢ le flot du champ hamiltonien associé & —h a sur (J'M x R,e~'a).

Remarquons que le champ de vecteurs hamiltonien X_j, associé a —h vérifie
e_thfhdoz + e_thih (a A dt) = dh,

avec dh qui est colinéaire a dt. Ceci implique que e 'ux_, da+e ta(X_p)dt—e 'dt(X _p)
est colinéaire & dt et donc e '1x_, da—e 'dt(X_p)a = 0. Puisque da est une 2-forme non-
dégénérée sur ker(a), cvet tx_, da sont non-colinéaires et donc tx_, do = 0 et dt(X_p ) =
0. Ainsi, X _; ne posséde pas de coordonnées dans la direction d;. Le flot ¢5 descend donc

en une famille de flots (¢); sur J* M. Posons :

L' ={(¢1(q,p, 2),t) : (¢,p, 2,t) € L, (q,p) € Ty M,t € R}.

Alors L’ est isotope & L via l'isotopie hamiltonienne ¢¢. Par ailleurs, le tiré en arriere
de e par ¢s pour s = 1 est égal & e ta + dh (voir les calculs faits dans le chapitre
précédent a la suite de la définition 1.2.20). Ainsi, le tiré en arriere de e ‘o sur L’ est
df +dh = d(f + h), et par définition de h, fo + ho = e®(fy, + h¢,). Ainsi, L' descend en
une lagrangienne exacte L dans (T*(M x R), Aysxr, df).

Lorsque L est une lagrangienne exacte, utilisant ¢ le difféomorphisme de Liouville que

l'on a donné dans la remarque 2.1.1, g(L) est un lagrangienne df-exacte dans (7™ (M X
Sl)a )‘MXSl’dG)‘ u

Notons que cette construction généralise la premiére construction 2.1 (celle de A x St).
En effet, dans la construction précédente, la legendrienne A se releve en une lagrangienne
dt-exacte A x R de (T*(M x R), o, dt), ou le tiré en arriere de « est 0, qui est égal a dg, f
pour une fonction f = 0 (la fonction nulle) ne dépendant pas du temps ¢. Il suffit ensuite

de vérifier que la fonction nulle vérifie bien les conditions de la construction 2.3.
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Proposition 2.1.3

11 existe des lagrangiennes exactes dans certains espaces cotangents dont I’homologie
de Morse-Novikov (voir prochain chapitre pour définition) n’est pas I’homologie de

Morse-Novikov de la base.

Démonstration: En effet, prenons, par exemple, un cobordisme lagrangien 0-exact non-
orientable de genre au moins 2 d’une stabilisation du nceud trivial (voir [CST16] pour
les détails).

Alors, refermer le cobordisme lagrangien sur lui-méme fait augmenter son genre de
1 et donc la caractéristique d’Euler du coborisme refermé sur lui-méme est non-nulle.
Puisque la somme alternée des rangs des groupes d’homologie de Morse-Novikov est
égal a la caractéristique d’Euler (voir proposition 1.40 dans [Far04]), nous obtenons que
I’homologie de Morse-Novikov de cette lagrangienne exacte est non-nulle. En particulier,
notons que le tiré en arriere de df doit donc s’annuler au moins une fois (voir proposition
3.1.5, originellement thm 2.4 dans [Far04]).

D’un autre c6té, 'homologie de Morse-Novikov de M x S! pour la 1-forme df est
0 puisque df ne s’annule jamais (voir proposition 3.1.5, originellement thm 2.4 dans
[Far04]). |

Remarque 2.1.4

Cette preuve est généralisable a des dimensions plus grandes (sauf peut-étre 2), en
prenant le produit le nceud trivial (et le cobordisme) par S™™' pour dim(M) = n

impair et par S* x S"~3 pour n # 2 pair

Ceci indique qu'une adaptation de I’énoncé du théoreme d’Abouzaid-Kragh ne consis-

tera pas simplement a remplacer ’homologie singuliére par I’homologie de Morse-Novikov.

2.2 La topologie de la classe de Lee

Notons que méme si une adaptation naive du théoréeme d’Abouzaid-Kragh est impos-
sible, ceci ne veut pas dire que la topologie de la section nulle n’'impose pas des restrictions
sur la topologie des lagrangiennes exactes.

Théoreme 2.2.1

Soient M une variété fermée, 6 € Q' (M) une 1-forme fermée, \ la forme de Liouville

canonique de T*M et (3 le tiré en arriére de § dans le fibré cotangent.
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Soient L une variété fermée et i : L — T*M un plongement lagrangien [3-exact.
Alors [0] #0 € HY(M,R) = *[3] # 0 € H'(L,R).

Soulignons que, bien entendu, ce théoreme implique directement qu’il n’y a pas d’homo-

topie ambiante contractant i(L) en un point. Si [6] = 0, alors ceci est une conséquence

directe du théoreme 1.3.8. Si [] # 0, alors Hi(L) # 0 et donc L ne peut pas, a fortiori,

étre contracté en un point.

Démonstration: Par contradiction. Supposons que Hy : "i*[3] = 0 et [0] # 0" est vraie.
Puisque 7 est un plongement lagrangien [-exact, il existe f € C°°(L) tel que i*A = dgf.

Premiérement, supposons que [§] € H'(M,Z).

Soient Mjy le revétement intégral de & et Pz Ms — M la projection associée.
Puisque i*[3] = 0, il existe j : L — T™*Ms un plongement tel que i = Dpyy, 04, 00 Dpyy,
T*Ms — T*M qui peut étre définie en via la projection canonique DpM; :TMs —TM
et une métrique Riemannienne quelconque sur M, que 'on tire en arriere sur M.

Soit b : My — R une primitive de p}k\;]65 sur M;. Par compacité de L, il existe deux
valeurs régulieres z,y € R de b, deux hypersurfaces S; = b='(z) et So = b~!(y) et un
morphisme de revétement h vérifiant h(S1) = Sz et < infjer (boi(l)) < sup;ep (boi(l)) <
Y.

Collons les deux bords de b~ ([, y]) afin d’obtenir M’ un revétement fini de M. Ceci
permet de définir 7*M’, un revétement fini de 7M. I est & nouveau possible de définir
j': L — T*M' un plongement dont la composition avec la projection Dp,, : T*M' —
T*M donne 1.

Par hypothese, i*8 = dg pour une certaine fonction lisse g. Etant donné deux points
(¢,p1),(q,p2) € Tq*M' Nj'(L), et étant donné un chemin v dans L entre ces deux points,
nous avons g(¢,p1) — g(q,p2) = [ (Dpyp 0 ') B = poM/Oj’OWB = 0. En effet, j' o ne
traverse pas I’hypersurface de T* M’ correspondant aux bords de b~ ([z, y]). Ce lacet est
donc relevable en un lacet dans 7% Mj et V'intégrale de db le long d’un lacet est toujours
nulle.

Ainsi, il existe une fonction G € C*°(M) telle que Gomoi = g ou 7 est la projection

canonique de T'¢ x M sur M. Nous pouvons maintenant définir le difféomorphisme

s:T*M' — T*M'
(q:p) = (g, eGP D),
Notons que (soj’)*\ = j*(e~G°Par \) = e~ CPur o j'dy, f = d(e™9 ) puisque Gop, o) =

G oi = g avec dg = i*f3. Ceci implique que s o j'(L) une lagrangienne 0-exacte de T*M'

dont la projection sur M’ n’est pas une équivalence d’homotopie (par Hy). Absurde par
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le théoreme 1.3.8.

Abordons maintenant le cas plus général ou [§] € H'(M,R). Dans ce cas, il est

possible d’écrire (preuve donnée apres cette démonstration) :

Assertion : (voir [Far04]) [3] = Xi_,bi[B:] avec [8;] € H(T*M,Z) linéairement

indépendants, et b; € R linéairement indépendants sur Z.

Or, ¢*[8] = 0 si et seulement si pour tout 4, i*[;] = 0. Ainsi, en répétant la construc-
tion précédente pour chaque (;, nous concluons que, & un difféomorphisme préservant
les fibres pres, L est une lagrangienne 0-exacte d’un revétement fini de 7% M, ce qui est

absurde par le théoreme cité ci-dessus.

Ceci prouve le théoreme. |

Démonstration de lassertion: Soit r = rankz(coim(< [B],- >, (m,z))) 00 < 5+ > |1, (M,2)
est la restriction & H'(M,R) ® H1(M,Z) de < -,- >: H*(M,R) ® H;(M,R) ~ R, le cro-

chet de dualité homologie-cohomologie.

Ainsi, dans Hi(M,Z), il existe une famille libre ([ay],...,[a,]) d’éléments dont la
projection sur la coimage est une base pour le sous-module libre maximal de la coimage.
Soulignons que ([a1],...,[ay]) forme aussi une famille libre de Hy(M,Q). En effet, si
nous avons une famille d’éléments \; € Q telle que Y, \j[oi;] = 0, alors nous pouvons
multiplier tous les A; par le produit des dénominateurs des \;, ce qui nous donne une
famille a; € Z telle que Y, a;[o;] = 0. Pour tout ¢ = 1,...,r, définissons [5;] le dual
de [o;] pour l'identification H'(M,Z) = Hom(H1(M,Z),Z) donnée par le théoréme des
coefficients universels. Cette méme identification nous permet de définir < -,- > comme
un produit scalaire dans H'(M, Q) et, ainsi, quitte & utiliser le procédé de Gram-Schmidt,
nous pouvons supposer que la base (3;); est une base orthogonal dans H' (M, Q). Quitte

a renormaliser la base (/3;);, nous pouvons supposer qu'il s’agit d’une base orthogonale
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de vecteurs de H'(M,Z). En effet, nous pouvons poser

B =B

g <BuB>,

hr=Pa= g g =P

b s S<BBi> 0 <Bs3.By>
Ps=Ps= g m =P s

Puisque chaque 3] est dans H'(M,Q), et que H'(M, Q) posséde une base dans H'(M, Z)
(dont la partie sans torsion peut étre vu comme un réseau dans H* (M, Q)), chaque /3! est
une combinaison linéaire d’éléments de H'(M,Z) avec des coefficients dans Q. 11 suffit
ensuite de multiplier les coefficients de chaque 3! par leur PPCM. Posons (o); le dual

de cette base orthogonale
Finalement, définissons b; = % et donc [B] = >, bi[Bi].
Montrons maintenant que ces quantités sont linéairement indépendantes.
Supposons qu’il existe des a; € Z pour ¢ allant de 1 a r tels que ), a;b; = 0. Alors,
pour [a] = 3 a;(ILjx; < [Bj], [)] >)[j], nous avons

2 bi <A la] > Z(b > an (Wi < 1B1),[eg] >) < [81, o] >>
=Zmﬂmﬁqm¢mﬁ<wmw>
= (11 < (8 )Zbaz—O

ou la deuxiéme égalité est obtenue en se rappelant que les [5;] sont orthogonaux et que les

o sont les duaux des ;. Ceci implique que [a] € ker < [f],- > et donc <[], [a] >=0

pour tout ¢. Par la définition de «, ceci est seulement possible si a; = 0 pour tout

puisque (a); est une famille libre. Les b; sont donc linéairement indépendants sur Z.
Finalement, la famille ([3;]); est libre car orthogonale dans H'(M,Q) et donc dans

HY(M,R). |

Ce théoreme implique directement le corollaire suivant :
Corollaire 2.2.2

Soit L une lagrangienne exacte dans T*M et m: T*M — M la projection canonique.
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Alors I'application w, : Hi(L,R) — H;(M,R) induite par la projection n’est jamais

Iapplication nulle si le premier nombre de Betti de M n’est pas nul.

Et donc :

Corollaire 2.2.3

Une lagrangienne exacte fermée dans le cotangent d’une variété fermée n’est jamais

contractile.

Par ailleurs, nous avons aussi le corollaire suivant

Corollaire 2.2.4

Soient M et L des variétés fermées de méme dimension, 3 € Q' (M) fermée non-exacte
et i: L — T*M un plongement lagrangien tel que i*\ = dgf. Si dgf = dgg pour une
certaine fonction g € C*°(L), alors f = g.

Démonstration: Puisque le tiré en arriere de 5 sur L est non-exact, on a Hg(L) = {0},
ou Hpg désigne la cohomologie de Lichnerowicz associé a /5. Montrons que Hg (L) = {0},
prenons h € C*°(L) telle que dj<gh = dh — hi*3 = 0, alors, hors de h = 0, nous avons
dIn(|h|) = i*B. Si h est non-nulle sur un ouvert V = {h # 0}, alors soit V = &, soit
0V = @ (absurde car i*§ n’est pas exacte par le théoreme 2.2.1), soit dIn(|h|) = 3 tend
vers 'infini proche de 0V # @ (absurde car  est bien définie sur L). Donc V = @. |

Un autre exemple de conséquence passe par la proposition suivante, due a S. Allais et

M.-C. Arnaud :

Proposition 2.2.5 (corollaire 4, [AA24])

Soit L une sous-variété connexe d’une variété les (X,w, ). Si le tiré en arriére de [3
sur L n’est pas exact, et si une fonction H € C*°(X) telle que TL C ker(dzH), alors
L c {H = 0}.

Avec le théoreme 2.2.1, ceci a pour conséquence immédiate :

Corollaire 2.2.6

Soit L une sous-variété lagrangienne [3-exacte (connexe) fermée de T*M (( le tiré en
arriére d’'une 1-forme fermée non-exacte sur M ). Soit une fonction H € C*(T*M)
telle que TL C ker(dgH), alors L C {H = 0}.
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2.3 Un théoréme d’extension

Soit M une variété fermée, o une 1-forme fermée sur M et 3 son tiré en arriere a T* M,
qui est doté de la forme de Liouville canonique \. Soit L une lagrangienne exacte fermée
telle que le tiré en arriere de A a L vérifie i* A = dg f pour une certaine fonction f € C*°(L).
Remarquons que si ’équation avait été i*\ = df — 3, alors une simple translation de la
lagrangienne par  nous aurait permit de récupérer une lagrangienne O-exacte. Ainsi, si
f >0, pour peu que f admette une extension F' > 0 a T*M telle que %)\ soit une forme
de Liouville (i.e. d%)\ est une forme symplectique ), alors L peut étre vue (& translation
pres) comme une lagrangienne 0-exacte de (T*M, %)\) En prenant 'interpolation linéaire
entre %/\ et A\, I'astuce de Moser indique ensuite que L est, a difféfomorphisme pres, une

lagrangienne 0-exacte de (T*M, \) (voir lemme 2.5.2 pour plus de détails & ce sujet).

Nous consideérerons donc les fonctions g : T*M — Ry telles que :

1
1. —\ est une 1-forme de Liouville, (2.1)
g

1
2. i (g)\) = dh —n pour h € C®(L) et n € Q'(L) fermée. (2.2)

Analyse, premiere partie Un calcul rapide donne ’égalité :

o) e (@) e

Nous pouvons ici remarquer que considérer ;)\ et non G\ (c’est-a-dire qu’on autorise
pas la fonction & s’annuler), pour une certaine fonction G € C*°(T*M), n’entraine pas de
perte de généralité. En effet si G(z) = 0, alors d(GA), = (dG A X+ Gd)), = (dG AN, .

Nous allons donc supposer, sans perte de généralité, que g > 0.

La premiere égalité de cette analyse (2.3) implique que d(é)\) est non-dégénérée si et
seulement si, en coordonnées locales (q,p) € Ty M :

n! 1
i x \dpj Adg; # —n!Y_ pid,, <g> /\ dp; A dg;
J @ J
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Cette condition peut donc se résumer a 'inégalité :

1.9 % (23) = dhn(g)(23)

ou Z, est le champ de Liouville associé a . c’est-a-dire que Z, est I'unique champ de
vecteurs tel que vz, d\ = A. Puisque d1In(g)(Z)|4,0) = 0, nous obtenons finalement 1'in-
égalité :

dIn(g)(Z)) < 1.

Analyse, seconde partie Etant donné une fonction h : L — R vérifiant % — %i*ﬁ =
dH — i*8 pour un certain H € C*°(L), nous souhaitons comprendre sous quelles condi-
tions nous pouvons étendre cette fonction a une fonction g : T*M — R remplissant les
conditions 2.1 et 2.2. De la conclusion de la premiere analyse, nous voyons que le théoreme
des accroissements finis est un obstacle. Ceci n’est pas une obstruction seulement si (en

coordonnées locales) :

In(hlg, tp)) — In(hla,p)) _ 4
In(t) ’
ou (q,p), (¢, tp) € Ty M Ni(L), avec t € Ry — {1}. Pour t = 0, cette équation est toujours
vérifiée.
Nous dirons que le TAF (pour théoreme des accroissements finis) obstrue 1’extension
si cette inégalité n’est pas vérifiée pour au moins une paire de tels points. Par la suite,

nous montrerons que ceci est la seule obstruction a 1’extension.

A partir de maintenant, nous supposerons que nos lagrangiennes exactes sont en po-
sition générique, au sens décrit ci-dessous.
Hypotheses 2.1

Soient M, L deux variétés connexes fermées, 3 € QY(M) fermé et i : L — T*M

un plongement lagrangien (-exact. Nous supposerons que L satisfait les propriétés
suivantes :
1) i(L) est transverse a la zéro-section M. Appelons {q,...,q} les points d’in-
tersection entre i(L) et M.
2) Les projections de Di(TL) et VI*M dans PT(T*M) n’ont que des intersections
transverses, ou VI*M est le fibré vertical de T*M. Appelons I la projection
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de l'intersection dans T* M.
3) I et M ne s’intersectent pas.

Expliquons un peu I'hypothése 2. Nous souhaitons que les "points de rebroussement' de

L (c’est-a-dire les points ou L est tangent a la verticale) soient en position générique,
puisque dans ce cas, ils sont contenu dans un ensemble de codimension au moins 1.
Justifions rapidement ce dernier point et pourquoi nous faisons appel au projectivisé. Soit
x un point de L tel que L possede au moins une "direction" tangente au fibré vertical,
c’est-a~dire Di(T,L)NV,T*M # {0}. Dans ce cas, cette l'intersection est en général égale
a un sous-espace vectoriel de dimension k. Nous souhaitons nous intéresser a ces espaces
vectoriels. Ainsi, la premiere chose que nous faisons est de "projectiviser" tout ceci puisque
pour récupérer les "directions" dans lesquelles L est tangent aux fibres de T*M (vu comme
fibré au-dessus de M) : nous nous intéressons donc a la projection de Di(T'L) et VIT™*M
dans PT(T*M), le R P-fibré au-dessus de M obtenu en projectivisant les fibres de T'(T*M).
Ici le projeté de Di(TL) dans PT(T*M) est de dimension n+(n—1) = 2n—1 et le projeté
de VT*M dans PT(T*M) est de dimension 2n +n — 1 = 3n — 1 tandis que 'espace total
est de dimension 4n — 1. Par transversalité de Thom pour les 1-jets (que nous expliciterons
ensuite), I'intersection des deux est génériquement de 2n —14+3n—1—(4n—1) =n—1.

Nous allons maintenant expliquer en plus en détails la transversalité de Thom pour les

1-jets dans Pespace J'(L,T*M). Ceci nous aménera a montrer la proposition suivante :

Proposition 2.3.1

L’hypotheése 2 est vérifiée pour une sous-variété générique de dimension n de T*M.

Lespace J' (L, T*M) est, localement, I'espace L x T*M x M(n,2n) ot M(n,2n) est
'espace des matrices de R™ & R?". Remarquons que R?" est décomposable en R} & RY
ou R} correspond au fibré horizontal et Rf correspond au fibré vertical. Considérons W
la sous-variété de J'(L,T*M) qui localement peut s’écrire L x T*M x M;(n,2n) ou
Mi(n,2n) est l'espace des matrices de M(n,2n) dont la projection de I'image sur R}
n’est pas surjective (c’est I'espace des matrices de la forme (A B) ou A, B € M(n,n)
ou rank(A) < n). Or I'espace des matrices de M(n,n) de rang r est une sous-variété de
dimension rn+(n—r)r. Ainsi, W est une collection de sous-variétés deux a deux disjointes
(W,)y=1...n de dimensions respectives n + 2n +rn+ (n —r)r +n? = 3n+ 2n* — (n —r)?,
et de dimension maximale 2n* + 3n — 1. D’un autre coté, la dimension de J*(L,T*M) est
n+2n + 2n? = 2n? + 3n, tandis que l'image d'un ¢ € C*°(L, T*M) dans J*(L,T*M) est

de dimension n, ainsi la dimension de I'intersection de j'i et W est génériquement une
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(collection de) sous-variété(s) de dimension(s) au plus n — 1. Notons que puisque Di est
de rang maximal (i.e. dim(L)) et L est un espace compact, toute petite perturbation de i
est aussi de rang maximal. Par ailleurs, si ji (avec Di qui est de rang maximal) intersecte
W en j'i; pour un certain [ € L, alors il existe X € T;L tel que Di(X) € VyT*M car,
pour réitérer, Di; est de rang maximal. Ainsi, I'intersection des deux projections dans
PT(T*M) est génériquement une variété de dimension n — 1, appelée I.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme suivant :

Théoreme 2.3.2

Soit M une variété fermée, A la forme de Liouville canonique de T*M et L une sous-

/////

voisinage de L.
Alors, pour toute fonction h € C*°(V') telle que hy;, n’est pas obstruée par le TAF
et qui vérifie
dIn(h)(Z)) < 1,

il existe une fonction g € C(T*M) égale a h sur un voisinage de L et égale a 1 hors
d’un compact, qui vérifie :
din(g)(Z) < 1

La preuve du théoreme 2.3.2 occupera les prochaines pages et sera suivie de quelques
corollaires. La preuve s’articulera essentiellement en deux parties. Dans un premier temps,
un lemme nous permettra de restreindre le probleme de l'extension a une famille de
voisinage d’un bon "polyedre" de dimension n + 1 dans T*M (suivant les idées du h-
principe). Ensuite, nous étendrons la fonction h (comme décrite dans le théoreme) a un

voisinage du-dit "polyedre".

2.4 Preuve du théoreme 2.3.2

2.4.1 Restriction a des voisinages d’un "polyedre"

Nous allons tout d’abord adopter une technique classique (voir, par exemple, [EM02])
consistant a nous restreindre a un voisinage d’un polyedre de codimension au moins 1.
Commencons donc par rappeler la définition d’'une ame d’une variété comme utilisée

lorsqu’on cherche a appliquer le h-principe.
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Définition 2.4.1

Soit une variété ouverte V., K C V est appelée 'ame de la variété si K est un polyédre

de codimension non-nulle et, pour tout voisinage U de K, il existe une isotopie ¢; :
V =V telle que ¢y = idjx et (V) C U.

Remarque 2.4.2

Ici, nous n’avons pas besoin du fait que I'ame est un polyédre et ainsi nous continuerons

d’utiliser cette terminologie méme dans le cas ou K n’est pas un polyedre.

Choisissons une métrique riemannienne < -,- > sur 7% M et définissons B} M, le sous-
fibré en boules de rayon r de T*M. Supposons r assez grand pour que i(L) C BiM.
Définition 2.4.3
Soit K I'ensemble :

K :={(q,tp) e T"M : (¢,p) €i(L),0<t<1}UM

Pour tout q € M, nous appellerons K 0Ty M une étoile (au-dessus de q).
Pour tout (q,p) € i(L), {(¢g,tp) : 0 <t < 1} sera une branche de I'étoile au-dessus

de q.

Lemme 2.4.4
Avec les mémes conventions que précédemment, I'’ensemble K est une ame pour la

variété By M.

Démonstration: Soit U un voisinage de K. Prenons un recouvrement de B} M par des
ouverts (£2;);es suffisamment petits pour que Ug;. o,nr01$% C U. Prenons (i;);er une

partition lisse de I'unité subordonnée a (2;);cr et définissons :

d:(q,p) € T*M Z ¥i(g,p) €R
{i:(¢,p)€Q , UNK=0}

Cette fonction est lisse, vaut 0 proche de K et 1 hors d’un voisinage arbitrairement petit
de K.

Nous pouvons maintenant définir le champ de vecteurs :

Zx:(q,p) € T*M — —d(q,p) % (Z)\)(qp) € TT*M

Le flot qjtz} de ce champ de vecteurs définit I'isotopie demandée. En effet, prenons V

un voisinage fermé arbitrairement petit de la section nulle, de sorte que son enveloppe
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convexe (dans T; M, pour chaque ginM ) avec K soit dans U. Appelons ’enveloppe C.
Nous pouvons supposer que Uy;. o,nx—p 2 C T*M\C.

Remarquons que chaque ligne de flot de —Z) intersecte C' exactement une fois. Ainsi,
¢tZ~)\ transporte chaque point de B M dans un voisinage arbitrairement petit de K en
temps fini. Notons que le flot ne peut que se rapprocher de C lorsque t grandit. Par
compacité de BX M, ces temps sont globalement majorés. Ainsi, quitte a multiplier Z
par un facteur strictement positif, nous pouvons supposer que le majorant global des

temps est 1. |

Toutefois, cette isotopie ne permet pas, en général, de tirer en arriere une solution
en une autre solution. Par ceci nous entendons que si nous trouvons une fonction h qui
vérifie les conditions du théoréme 2.3.2 sur un voisinage U de K, alors son tiré en arriere
par l'isotopie précédente ne donnera pas nécessairement une solution sur B} M.

Proposition 2.4.5

Avec les mémes conventions que précédemment :
— 1l existe une base décroissante de voisinages, U; D U, 1, de K tels que pour tout
q € M et pour tout (q,p) € TyM — {(¢,0)}, {(q,tp) : t € R} et I(U; NT; M)
sont transverses et s’intersectent exactement soit deux fois, soit zéro fois.
— Pour chaque U;, il existe un difféomorphisme ¢; de B;M dans U, de classe
C' tel que ¢y = id et tel que si dln(g9)(Z)) < 1 pour g : U; — R, alors
¢;dIn(g)(Zx) < 1.

La preuve de la proposition 2.4.5 est séparée en deux parties, une pour chaque point. La
seconde partie sera elle-méme divisée en une analyse et une synthése. Durant I'analyse,
nous supposerons que les ¢; sont arbitrairement proche de certaines fonctions, puis nous
dégagerons des conditions sur ces fonctions pour que les ¢; répondent a la conclusion de la
proposition. Durant la syntheése, nous construirons des fonction répondant aux conditions
trouvées durant I’analyse.
Démonstration: Premiére partie : Soit v’ > 0 le plus petit rayon d’injectivité pour I’ap-
plication exponentielle au-dessus d’un point de K. Pour chaque point (¢q,p) € K et tout

1 > 0, on considere 'ouvert

. D
Ve = {x eT*M : dist(z,(q, < ,r’}
(a) @ (@) <y

ou D est la longueur de la branche sur laquelle est (g, p) et dist est la distance induite

par la métrique. Nous définissons donc U; = U(g e KV(Z;] )" Ces ouverts répondent aux
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FIGURE 2.3 — Exemples de voisinages

conditions demandées.

Seconde partie, analyse :

Soit X un élément de S*M ou S*M est le fibré en sphere de T*M défini par la
métrique. En s’inspirant de la preuve du lemme précédent, supposons que ¢(tX) =

ax(t) x tX pour une certaine fonction positive « : S*M x Ry — R

Prenons (q,p) € T*M tels que p # 0. On définit v = (q, ”%”), t' = |lp|l et w= ”—%\ﬂ
Remarquons que (gq,p) = t'v et (Z))p) = t'w(gy)- Soit g une fonction définie sur U;
telle que dln(g)(Zy) < 1. Pour clarifier les calculs, posons s = In(g) et S = dln(g).
Notons pour le reste de cette analyse-synthese, nous nous intéresserons principalement a
I’évaluation de S contre Zy. Pour t = t' et w* le dual de w pour la métrique riemannienne

choisie, nous avons le calcul suivant :
07 Sto(w @ dw) = Sy, (1) (w(t)w @ w*) + S, (1) (tar, (t)w @ w*)
Or, par hypothese sur o = (s,.5), nous avons
1> S, 0) () ® W) (Zpje)]

ott (v (Hw@w*)(Zyy) € T(Z,av(t)tv)T*M' En effet, le transport parallele de Zy, a ¢;(tv)

donne I'égalité suivante o, (t) 2yt = 2oy (t)to-

Pour alléger les calculs, supposons que a est Cl-proche de la fonction ( mle)_h(t) ou
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ro = dist(0,0U; 1 N Vectt (v)) pour k assez grand et e suffisamment petit, de sorte que
(ro + €)v € U;. La fonction h : [rg,r] — [0, 1] est définie de sorte que h ait une dérivée
positive. Dans ce qui suit, nous étudierons h afin de déterminer les propriétés que cette

fonction doit remplir.

D’aprés les hypotheses sur a, S(ta,(t)w ®@ w*) est C-proche de :

S (—tln ( - ) B (), (H)w @ w*) .

ro + €

Ceci nous donne :

07 S10(Z0) = Spy 1) [(aw(t)w @ w* + tag, ()w @ w*)w(Zy)] =

{1 — (1) In ( ﬂ X 110y [(Qut)w ® w*)u(Z)] < [1 (1) In (m: 6)}

o+ €

Ainsi, h doit vérifier 'inégalité 1 > 1 — th/(¢) In ( L ) > 0, ce qui implique que

ro+e€
1

0<h(t) < ———.
tln (Toie)

Synthese :

Le choix de h suivant rempli les conditions demandées :

iy =25 L(é?);“ ()
ro+e

En effet, pour t' =t € [rg, r], nous avons In(1+¢€/r¢) < (r—rg)/r pour € suffisamment

t—m

petit. Avec ce choix, ¢;(tv) = ro(%)mv et

t—n

t=rg
() = 4. <T0 + e) (ro + e) o

r—7T0 To To

Pour 0 <t < rg — €, posons ¢;(tv) = tv.

Pour ry —e < t < rg, nous pouvons prendre une interpolation de ¢; telle que ¢;((ro —

) = (ro — €)v et 0spi((ro — €)v) = (ro — €)v, avec ¢;(rov) = rov et Fppi(rov) =
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Tf—om In (”;—;“) v. Nous pouvons aussi faire ce choix ¢; de sorte que sa dérivée directionnelle

dans la direction 0; soit au plus 1 + ¢’ avec ¢ arbitrairement proche de 0.

Par exemple, nous pouvons prendre ¢;(tv) = a,(t)v ou :

_ 2
ay(t) :H<t r0+6> <T0+(t7“0) 0 <r0+6>>
€ r—To ro

(- (=)

oy

ou H est la primitive de ¢t €]0, 1[— be™ ﬁ, prolongée en 0 et 1 par continuation et

choisie de sorte que H(0) = 0, avec a € R et b choisi de sorte que H(1) = 1.

La dérivée (en fonction de t) de application ay, est :

_ 2 _
H(t r0+6> rH 1n<r0+6>+<1—H<t ro—i—e))
€ r—7To To €
t—ro+e\t—1g 7“(2) ro + €
+(8tH) In -1
€ € r—T0 To

La premiere ligne de cette équation répond aux conditions demandées pour la dérivée de

bi.-
La deuxieme ligne de cette somme est égale a
ae ac —_ 2
be_t77'0+6+q 7“70 t ]_ — TO 1n <r0 + 6> .
€ r—7To To
Le maximum de cette fonction est atteint pour ¢ = ro — € + ﬁil La fonction est donc

majorée par

S — 1 — ae? r ro + €
be a?+1 2 x| ——— X 1-— 0 hl( 0+ ) s
1+ 2ae? r—10 o
qui tend vers 0 pour € — 0. Ainsi, pour € assez petit, I'interpolation vérifie les conditions

souhaitées.

Finalement, rg,e : S*M — ]Rar sont des fonctions continues. Nous pouvons les rem-

placer par des approximations lisses sans changer la démonstration.

Ceci donne une définition satisfaisante de ¢; de classe C.
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2.4. Preuve du théoreme 2.5.2

2.4.2 Fin de la preuve du théoréeme 2.3.2

Dans la section précédente, nous avons vu comment nous pouvons restreindre le pro-
bleme a un voisinage de K. Montrons donc qu’il existe une fonction ¢ définie sur un

voisinage de K et qui satisfait dln(g)(Z,) < 1.

Assertion 1 : Toute fonction h définie comme dans le théoréme 2.3.2, et respectant les
conditions du théoreme 2.3.2, peut étre étendue a un voisinage de la zéro-section de telle

sorte que l’extension ne soit pas obstruée par le TAF.

En effet, il suffit de prendre I'extension de h par la fonction constante égale a max(h)
sur M, loin des points d’intersection avec L. Nous pouvons étendre cela en une fonction
constante sur un voisinage de M dans T* M, loin des points d’intersection avec M.

Autour des points d’intersection, il suffit de prendre une interpolation C! entre maz(h)
et h. Appelons cette extension H. Quitte a prendre une légere perturbation loin de L, H

peut étre supposée C°.

Assertion 2 : l'extension de h de I'assertion précédente peut étre étendue a une fonc-

tion G définie dans un voisinage de K de sorte que din(G)(Z,) < 1.

Fixons-nous une métrique quelconque sur 7*M. Soit ¢ € M. Considérons T;M NU
ou U est un voisinage de L U M qui est I'union d’un voisinage tubulaire lisse de L et d'un
voisinage tubulaire lisse de M. Alors les trajectoires Z, de QU a 0U forment collection de
segments. Pour un tel segment, appelons [ (resp. ') la distance maximale (resp. minimale)
de ce segment a la section nulle. Finalement, notons que 'union de U et de ces trajectoires
forme un voisinage de K.

Pour chaque ¢ € M, restreignons-nous a des voisinages ouverts V, arbitrairement petits
tels que 7™V, possede une systeme local de coordonnées définissant une isométrie de 7%V,

a un ouvert de R?". Pour chaque segment susmentionné, considérons les interpolations :

G:tell,l] — exp (11:11((;//;; In(H(q,l'p)) + ;2({;%:; In(H (g, lp)) ,

avec ||pl]| = 1, et (¢,U'p)) et (q,lp) dans le domaine de définition de H. En recollant les
interpolations a H le long de U, nous obtenons une fonction C! par morceaux qui sera

aussi nommée G.
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Partie , Chapitre 2 — Sur la projection des lagrangiennes

Prenons y,, une approximation de I'unité positive de R?" dont le support est compact
et est arbitrairement petit, alors y,, * G est lisse et, autour de chaque point (¢, p') € T*V,
il existe un voisinage arbitrairement petit Vois tel que :

~ SupVois<d (ZA)>
Z\||0wln(x, x G) < =
IZ3)uin( = G) < e C0

<1

lorsque le support est assez petit (rappelons que w = HgiH ). En effet,

‘S/lig(dé’(Z,\)) < max (322 <1n(H(q,lpir)l(;/1;l)(H(Q, l’p))) y ‘S/%g<é)’§/%g<dH(Z’\>)> .

Remarquons que Y, * é‘ rum 7 hjrua. Nous devons donc ensuite faire une nouvelle in-
terpolation au voisinage de M U L. 1l suffit pour cela de prendre l'interpolation entre les
développement de Taylor de H et de x,, * G. Puisque ces deux fonctions sont C''-proches,
I'interpolation est aussi C*-proche.

Rappelons que nous sommes dans le cotangent d'un voisinage V;, C M d’un point
q € M. Puisque M est supposée fermée, prenons un sous-recouvrement fini de (V,),enm
et une partition de 1'unité lisse subordonnée a ce recouvrement. Cette partition peut
s’étendre le long du recouvrement 7%V, de facon constante le long des fibres (pour des
coordonnées locales (g, p), avec ¢ € M, 'extension de la partition est une partition de
I'unité subordonnée a T*V; telle que la valeur de chaque fonction de cette partition ne
dépende que de ¢). En utilisant cette partition de I'unité et les différents y,, * G qui ont
étés définis localement, nous pouvons donc définir globalement une fonction G répondant

au théoreme dans un voisinage de K.

Assertion 3 : la fonction GG peut étre étendue sur tout 7% M.

Il suffit en effet de combiner I'assertion 2 et la proposition 2.4.5. Ceci définit ’extension
G’ sur un fibré en boules arbitrairement large B:M. Il suffit ensuite de prendre un R
arbitrairement grand par rapport a r et de prendre une interpolation lisse entre notre
fonction sur BXM et la fonction constante égale & inf(G) sur T*M\B}, M. Par exemple,

nous pouvons prendre l'interpolation

G"(g,p) = d(q.p)G'(q,p) + (1 — d(g, p))inf(G)
ou d est une fonction dépendant uniquement de la distance a la section nulle, décroissante,
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2.5. Sur la projection de Lagrangiennes

valant 1 sur BXM et 0 hors de B}, M. Similairement, nous pouvons prendre R’ >> R et
R" >> R/, puis définir une fonction qui est égale a G” sur B, M, a 1 sur T*M\B},, M et

vérifie les conditions du théoreme 2.3.2.

2.5 Sur la projection de Lagrangiennes

2.5.1 Quelques corollaires

Le théoreme précédent possede quelques corollaires qui sont d’intérét particulier pour
I’étude des lagrangiennes exactes. Le premier corollaire, et le plus général, est le suivant :
Corollaire 2.5.1

Soient M et L deux variétés fermées de méme dimension, A\ la forme de Liouville

canonique de T*M, 3 € QY (M) fermée et i : L — T*M un plongement lagrangien
B-exact, vérifiant les conditions du théoréme 2.3.2, et tel que i*\ = dgf pour une
fonction f € C*°(L). Soit V' un voisinage de i(L).

Supposons qu'il existe une fonction h € C®(V,R{), vérifiant les conditions du

théoreme 2.3.2, telle que :
af —f

i*h  i*h

pour H une fonction lisse sur L et n € Q'(L) une forme fermée.
Alors, il existe une isotopie ¢ : T*M x [0,1] — T*M tel que ¢ = id, ¢1(i(L)) est
une lagrangienne de (T* M, ), 0) et pour tout g € M et tout t € [0, 1], ¢,(T; M) = T; M.

" =dH —n

Démonstration: Remarquons que si goA est une forme de Liouville (dgoA est symplec-
tique), alors Ay = (tgo + 1 — )\ est une forme de Liouville pour tout ¢ € [0, 1]. En effet,
comme indiqué plus haut, A\; est une forme de Liouville si et seulement si —dIn(tgo+1 —

t)(Zy) < 1, c’est-a-dire i‘;g(jr(lzjz > —1.O0r 0, i‘;gl(lz_*z = (tjgi(lzjt))2v dont le signe ne dépend
pas de t. Ainsi, si dgo(Z)) > 0, alors en prenant t = 0, nous avons tdgo(2)) > 0, et si

Z) . tgo+1—t
tdgo(Zx dgo(Zx .. .
faot it = — g - Ceci implique que

dgo(Zy) <0, alors en prenant ¢ = 1, nous avons

( tdgo(Z»)

— > min(d1 Z > -1
tgo+1—t>x_mm( n(g0)(Zx),0) =

car goA est une forme de Liouville (et donc vérifie dIn(go)(Zy) > —1).

Ceci nous permet de montrer le lemme suivant :

Lemme 2.5.2
Soit w la forme symplectique canonique sur T*M. Si w' = d% est une forme symplectique,
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pour une fonction strictement positive g qui est égale a 1 hors d’un compact, alors il existe
un une isotopie ¢ : T*M x [0,1] — T*M tel que ¢y = id et ¢1 est un difféomorphisme de
Liouville de (T*M,w') a (T*M,w), et tel que pour tout q € M, la restriction de ¢, sur T, M

est un difféomorphisme dans Ty M.

Démonstration: Soit g; un fonction de T*M dans R dépendant du temps. Suppo-
sons que pour tout t, dg;:\ est symplectique, alors nous pouvons utiliser ’astuce
de Moser pour dg;\ =: wy.

Trouvons donc un champ de vecteurs (dépendant du temps) X tel que dyw; +
Lx,w: = 0. Tout champ de vecteurs satisfaisant cette égalité doit donc vérifier les

égalités suivantes :
0 = Oy + Etht = 8tdgt)\ + d(wt(Xt, )) = d(@tgt)\ + wt(Xt, ))

Ainsi, il suffit que X; vérifie wy(Xy, ) = OigeA. Cette équation a toujours une
solution puisque wy est une famille lisse de formes symplectiques.

Remarquons que g:A est bien la primitive d’'une forme symplectique dés que
dIn(1/g:)(Z)) < 1, c’est-a-dire que dIn(g;)(Zy) > —1. Soit Y; une solution de
w(Yz,-) = A. Remarquons que ceci est équivalent a gw(Y:, ) = A — ty,dgr A M.
Supposant que Y; est colinéaire a Zy (i.e. Y; = ayZ) pour une certaine fonction

(i), nous avons :

argid = X — oudg(Zy) A
1

— = ———-~
PTG+ dgi(Zy)

Puisque g;\ est toujours la primitive d’une forme symplectique, nous avons tou-

jours que dgi(Zy) > —g, et ainsi oy est bien définie en tout temps.
.. . 0,
Ceci implique que Xy = a0y g1 2 = W%Z)\.
Si g; est la fonction constante égale & 1 hors d’un compact, alors le flot de X,

est défini en tout temps. |

Nous pouvons donc prendre gg = ; et g¢ = tgo+(1—t), puis appliquer le lemme précédent
a la preuve du corollaire : le lemme nous indique qu’il existe une isotopie ¢ respectant les
fibres de T* M telle que ¢t A\ = 2. En particulier, d((¢104)*)\) = d(dH+dH —n) = 0, ot H
et n sont tels que définis dans le corollaire, et H est une fonction lisse sur L. Ainsi, nous

pouvons composer l'isotopie ¢; avec Iisotopie (q,p) — (g, p — tn) pour trouver 'isotopie
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2.5. Sur la projection de Lagrangiennes

de la conclusion du corollaire. [ |

En particulier, le corollaire 2.5.1 et le théoreme 1.3.8 ont pour conséquence :
Corollaire 2.5.3
Sous les mémes conditions que le corollaire 2.5.1, supposons que n = i*f) pour 1 €

QYT*M) une forme fermée.

Alors la projection canonique w : T*M — M induit une équivalence d’homotopie

simple entre i(L) et M.

Démonstration: Observons aussi que pour tout € QY(M), il y a une isotopie de T* M
préservant les fibres donnée par ((q,p),t) — (q,p + tn). Pour t = 1, le difféomorphisme
correspondant sera appelé translation par 7.

Ainsi, nous avons une isotopie entre L et une sous variété lagrangienne 0-exacte qui
respecte les fibres de T*M. Or « induit une équivalence d’homotopie simple entre cette
lagrangienne 0O-exacte et M d’aprés le théoreme 1.3.8 ([AK18]). Ceci implique que

induit une équivalence d’homotopie simple entre L et M. |

Ceci implique que :
Corollaire 2.5.4

Sous les mémes conditions que le corollaire 2.5.1, si f est strictement positive et n’est

pas obstruée par le TAF, alors w induit une équivalence d’homotopie simple entre i(L)
et M.

Avant de prouver ce corollaire, observons le fait suivant :

Remarque 2.5.5

Notons que si L C T*M est une lagrangienne -exacte fermée telle que la forme de
Liouville se restreint a dgf sur L, alors L} := {(¢,p +t5) € T*M : (q,p) € L} est
une lagrangienne [-exacte telle sur laquelle la forme de Liouville se restreint a dg(f —
t). Ceci nous permet d’utiliser le corollaire précédent pour étudier les Lagrangiennes

exactes méme lorsque f n’est pas strictement positif.

Passons maintenant a la preuve du corollaire 2.5.4. Il nous suffit de montrer que si f
est strictement positive, alors il existe une extension de f a un voisinage de i(L) telle que
qui vérifie les conditions des corollaires 2.5.1 et 2.5.3.

Lemme 2.5.6

| Dans les mémes conditions que le corollaire 2.5.4, supposons que f est strictement
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positive, alors il existe une extension h de f a un voisinage de i(L) satisfaisant les
conditions du théoreme 2.3.2.

Démonstration: Par le théoreme du voisinage tubulaire, un voisinage V; de L dans T'L
est difffomorphe & un voisinage de (L) dans T*M. Appelons ¢ ce difféomorphisme.
Nous pouvons donc tirer Z, en arriére pour définir un champ de vecteurs D¢~ 1(Z))
sur V. Puisque dgf(Di~Y(Z))) = df (Di~Y(Z))) — fi*B(Di~Y(Z))) = df (Di"1(Z))) =
i*AN(Di~Y(Z))) = 0, toute extension k' de f & Vj satisfera dIn(h')(Di"1(Z))) < 1 dans
un voisinage suffisamment proche de L, et proche des points ou Z) € Di(TL).

Montrons donc que b’ peut étre globalement définie de sorte que dIn(h')(D¢~1(Zy)) <
1. Posons X = D¢~1(Z)), et appelons respectivement Xy et X ses composantes verti-
cales et horizontales. Prenons une métrique quelconque sur 7% M, alors pour tout champ

de vecteurs V appartenant au fibré vertical, nous pouvons poser :

Xy
W etao) = —dfq(XH|<q,o>)<m’ V)igo T /(@

avec e 'application exponentielle induite par la métrique. Notons que cette fonction est
bien définie lorsque Xy = 0 car alors df (Xpy) = 0. Remarquons, finalement, que cette
fonction vérifie din(h')(X)(g,0) < 1. Notons toutefois que cette fonction n’est pas néces-
sairement différentiable en (g, p) lorsque p # 0 et Z) € Di(T,L), méme si la différentielle
dans les directions verticales existe bien et est continue. Ainsi, nous pouvons simplement
interpoler entre la série de Taylor de h et la fonction constante (¢,p) € T,L — f(¢) dans
un voisinage de 7L, de sorte que la dérivée soit C'-proche de K’ le long de L. Notons
que pour ceci nous devons utiliser I’hypothése 2 et plus particulierement le fait que ’en-
semble de ces points problématiques sont contenus dans une sous-variété (stratifiée) de
codimension au moins 1. Appelons aussi cette interpolation h’.

Ainsi, quitte & restreindre le voisinage Vi, dIn(h')(Z)) ~ 0 < 1. Il suffit donc ensuite
de poser h = h' o ¢ 1. [ |

Remarque 2.5.7

Notons que dans la preuve, nous montrons en particulier que si (Z)), € T,i(L), alors
dIn(f)(Zy\). = 0.

Le corollaire 2.5.4 est ensuite prouvé directement par le lemme précédent et le corol-
laire 2.5.3.

Le corollaire 2.5.3 implique aussi :
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Corollaire 2.5.8

(reprenant les notations du corollaire 2.5.1) Soit L une lagrangienne exacte remplissant

les mémes conditions que dans le corollaire 2.5.3. Si la projection n’induit pas une
équivalence d’homotopie entre L et M, alors pour toute isotopie hamiltonienne ¢;, le
tiré en arriere de X\ sur ¢(L) n’admet pas de fonction h satisfaisant les conditions des
corollaires 2.5.1 et 2.5.3.

Pour un dernier rappel a la réalité, faisons la remarque suivante :

Remarque 2.5.9

Pour une lagrangienne 0-exacte, nous sommes libres de sélectionner une primitive de la
forme de Liouville a une constante prées. Cette liberté nous permet toujours de trouver
une primitive qui n’est pas TAF-obstruée. Toutefois, dans le cas des lagrangiennes

[-exacte (5 non-exacte), nous n’avons pas cette liberté par le corollaire 2.2.4.

2.5.2 Cordes de Liouville et cordes de Reeb

Dans cette sous-section, nous nous concentrerons sur les legendriennes de (J'M, dz—\)
sur lesquelles dz se restreint a une fonction strictement positive.
Définition 2.5.10

Soit M une variété. Un chemin v d’une lagrangienne a elle-méme dans T*M tel que

0y = Zy est appelé corde de Liouville.

Appliquons maintenant les théoremes et corollaires de la sous-section précédente a la
premiere section de ce chapitre. En commencons avec la remarque suivante :

Remarque 2.5.11

Dans la construction 2.1 donnée dans la premiere section de ce chapitre, nous pouvons
pousser les legendriennes a l'infini via le flot de Reeb (champs de vecteurs R tel que
a(R) = 1 et R € ker(da), pour « la forme de contact sur J'M ). Ainsi, les cordes
de Liouvilles dans T*(M x S}) le long desquelles nous devons vérifier le TAF se rap-
prochent des relevés des cordes de Reeb (le relevé du flot de Reeb donnée par le flot
de 0p). En effet, les cordes de Liouville sont données par le flot de p0, + s0s =~ s0;
lorsque s >> p, pour p € TXM et s € T,S".

Remarque 2.5.12

Etant donné une legendrienne de (J'M,dz — \), pousser la legendrienne par le flot
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de Reeb puis prendre le relevé a T*(M x S') revient a relever la legendrienne, puis a

pousser le relevé par le flot de 0.

Ainsi, en corollaire, nous ré-obtenons le résultat classique suivant :
Corollaire 2.5.13
Soit L une legendrienne de J'M et L x S' son relevé standard dans T*(M x S'). Si

L n’a pas de cordes de Reeb, alors la projection canonique de L x S' sur M est une

équivalence d’homotopie entre L x S' et M x S*. En particulier la projection de J'M

sur M induit une équivalence d’homotopie entre L et M.

Toutefois, les résultats précédents ne permettent pas d’améliorer ce corollaire. En effet :

Remarque 2.5.14

Soit o = dz — \y; la forme de contact canonique sur J'M. Supposons que le tiré en
arriere de dz sur L soit égal a df. Alors f ne respecte jamais le TAF le long des cordes
de Reeb.

Notons que les deux corollaires (et la remarque) précédents ont une conséquence in-
téressante : si la projection n’induit pas une équivalence d’homotopie simple entre la
legendrienne et la section nulle, alors son relevé Lagrangien doit toujours avoir une corde
de Liouville le long de laquelle I'inégalité donnée dans le corollaire 2.5.4 n’est pas respectée
(qualifions ces cordes de Liouville d’essentielles). Ainsi, pour toute isotopie hamiltonienne
(et pour tout relevé d’isotopie legendrienne), au moins certaines cordes de Liouville essen-
tielles doivent survivre. Par ailleurs, puisque les cordes de Reeb sont presque des cordes
de Liouville, des traces de certaines des cordes de Reeb doivent survivre aux isotopies
hamiltoniennes. Il semble donc que les cordes de Liouville (essentielles) soient une version
[cs des cordes de Reeb de la géométrie de contact.

Notons toutefois que nous avons aussi le fait suivant :

Proposition 2.5.15

Soit A une Lagrangienne et A x S! son relevé comme donné en construction 2.1. Alors

toutes les cordes de Liouville de A x S' sont essentielles.

Démonstration: Pour que le relevé de deux points [ et I’ de A soient sur la méme corde de
Liouville, il faut que pour un certain t, tf(I")0g + tiprs (') = f(1)9p +inr(1). Toutefois ceci

implique que I'inégalité donnée dans le corollaire 2.5.4 n’est pas respectée car le quotient
In(f(0)-n(f V) Laut 1. ]

In(t)

82



2.5. Sur la projection de Lagrangiennes

Ainsi, il n’est pas nécessaire de pousser la legendrienne par le flot de Reeb pour obtenir

des cordes de Liouville essentielles.

Une autre facon de considérer ces cordes de Liouville provient de la remarque suivante :

Remarque 2.5.16

Soit A x St le relevé d’une legendrienne, comme donné par la construction 2.1. Alors
A x S' posséde une corde de Liouville de (z,0,s) € (T*M x TiR) a (2/,0,5) €
(T*M x T:R) si et seulement si (z,—s) € J'M et (2/,—s') € J'M sont sur la méme
orbite du flot de pd, + s dans J'M. Notons aussi que (x, —s) et (z', —s') sont dans
A.

Ceci nous conduit au lemme :

Lemme 2.5.17

Soit A une legendrienne de (J'*M, «/) o1 a est la forme de contact canonique. Supposons
que A soit entiérement contenue dans T*M X [e; +o00[ pour un réel e > 0 quelconque, et
appelons s la coordonnée en R. Alors pour toute forme de contact o’ se restreignant a <
sur T*M x [€; +00], A est une legendrienne de (J' M, o') et A posséde une corde de Reeb
(pour la forme de contact o) de (x,s) a (2, s') si et seulement si le relevé lagrangien
lcs A x S donné en construction 2.1 posséde une corde de Liouville (essentielle) de

(r,0,—s) a (2,0, —5"). Et ce pour n’importe quel 6.

Démonstration: A la lumieére de la remarque précédent, il suffit de vérifier que R :=
POy + 50, est un champ de Reeb pour €. Nous avons immédiatement que ¢(R) = 1. Par

: d d dsAdg _ dpAdg . 7.
ailleurs, d% = d%? — dP21 = P25 — P20 impliquant que (rd$ = 0. [ |

Ainsi, ceci nous permet d’étudier les legendriennes d’une famille de formes de contact sur
J'M. En effet, étant donné une forme de contact o’ respectant les conditions du lemme
précédent, et une legendrienne A de (J'M, '), nous pouvons étudier la persistance des
cordes de Reeb de A en trouvant d’abord une isotopie legendrienne ¢, telle que ¢;(A)
respecte les conditions du lemme précédent, puis en étudiant la persistance des cordes de
Liouville du relevé de ¢,(A). Soulignons par ailleurs que les isotopies hamiltoniennes (lcs)
ne sont pas en général le relevé d’isotopies legendriennes, et vice-versa. Ceci ouvre donc
la voie a I’étude de la persistance des cordes de Reeb/Liouville sous I’action une classe

plus grandes de déformations.
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2.6 Discussion et perspectives

Notons que les lagrangiennes 0-exactes fermées ne sont jamais obstruées par le TAF
au sens suivant : si f est une primitive de la tirée en arriere de A sur une lagrangienne
0-exacte L, alors pour tout ¢ € R, f + ¢ est aussi une primitive; observons que pour c
assez grand, f + ¢ vérifie f +c¢ > 0 et

In(f(q,tp) +¢) —In(f(g,p) + ¢)

In(t) <1

pour tout (¢,p) et (¢,tp) dans la lagrangienne, avec t € RY.
Définition 2.6.1

Soient M et L deux variétés connexes fermées, 3 € Q' (M) fermée et i : L — T*M un

plongement lagrangien [-exact tel que i*\ = dgf pour un certain f € C*°(M). Posons

In(f(q,tp)) — In(f(q,p))
c(f) = sup ( In(t) )

ot le sup est pris sur les paire (q,p), (q,tp) € i(L) pour unt > 0 tel que t # 1. Alors
nous avons la quantité :

oL) = inf,(c(f)

La quantité c¢(L) (resp. ¢(f)) sera appelée I'obstruction TAF et nous dirons que L
(resp. f) est obstruée par le TAF si ¢(L) > 1 (resp. ¢(f) > 1).

Remarque 2.6.2

Rappelons que si  n’est pas exacte dans M, alors il existe une unique fonction f €
C>®(M) tel que dgf =i*\.

Toutefois, le comportement de 'obstruction TAF via isotopies hamiltoniennes n’est
pas idéal. Prenons par exemple i : L. — T*M un plongement lagrangien [-exact (pour
B € QY (M) fermée mais pas exacte) tel que i*\ = dgf, pour un f qui n’est pas obstrué par
le TAF. Soit F' une extension de f a T*M telle que d% soit symplectique, alors. Gardant
a l'esprit les calculs donnés apres la définition 1.2.20, nous allons chercher a comprendre
les obstructions a 1’application du corollaire 2.5.4 apres une isotopie hamiltonienne.

1. Soit ¢; un difféomorphisme hamiltonien de (7% M, %,0), alors (¢, Oi)*% =dh—1i*f3

s B
pour un certain h. Ainsi, a translation pres ¢; o i(L) bien une lagrangienne exacte
de (T*M, %,0)
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2. Similairement, prenant ¢ un diffomorphisme hamiltonien de (7*M, \,0), alors
(pg 0 )*N = d(f + h) + fi*p. Ainsi, il devient nécessaire de s’assurer que
fol(po i)|_¢§oi(L) n’est pas obstruée par le TAF. En effet, F o ¢;' pourrait ne

pas respecter dIn(F o ¢5')(Zy) = f;) (D3 (Zy)) < 1.

3. Finalement, le cas qui nous concerne le plus, prenons ¢3 une isotopie hamiltonienne
de (T*M, X, 3). Similairement a ce que 'on voit avec les points 1. et 2., nous
pouvons considérer I’action de ¢3 sur % Posons ¢, I'isotopie hamiltonienne associée

a I'’hamiltonien h; telle que ®; = ¢3, alors

d, A ip A
= (((I)t)*(dk(;(ﬁ) + LXEC? - LXECU;/;)\))M
¢ t
= ((cI)Q*(d)\(;(h) — dg_qm(r )Z—f /\(Xh) <X’2);’

(X))\ NX!)dF
F F F 7))

Posons H; = [;(®,)*(8 — dIn(F))(X;)ds et H = H;. Posant ®;2 = e”a, par

variation de la constante, nous obtenons

o = e_Ht((I)t)*(dﬁ—dln(F)O‘(Xfl) — hy)
= (e (@) A — h)) — (@) (ACKE) — ) (®0)°(5 — din(F)) — )

Or, nous avons que :

t

at, = [ d((@,)°(6 — dn(F)(x}))ds = [

[(@2)7d((8 ~ dWn(F))(X]))ds
td

_/ )L (8 — dIn(F)) ) ds :/0 T(@.)"(8 — dIn(F))ds

®,)"(6 — dIn(F)) = (8 — dIn(F))
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Ainsi, en posant G = [ e s (®,)*(A(X}) — hy)ds, on en déduit donc que

A A\
¢3f = eH(f + dg—am(r)G)

Cette nouvelle égalité implique que :

Z¢32 = e"((dIn(f) = B+ dG — GB + GdIn(f)))

= M ((d(G +1) = (G+1)(8— dIn(f))
= eHdB—dln(F)<G + 1)

En particulier, il faut vérifier que (e (G+1)Fop3)o (g3 oi)@oi(m n’est pas obstrué
par le TAF. Il existe toutefois certains cas dans lesquels ceci est plus facile a établir.

En effet, remarquons que :

(67" V(e (G + VF 0.67)(2) = (65)'dH (Z3) + (63") S ) 4 ELA)
Ainsi, (05")"dH(73) = ~d(F)(Z3) — (63')" (5 — dn(F)(2)) e

1

(63 dG(Z0) = [ =03 e (@00) (A(XD) = o) (63")"dH,(Za)ds

1
[0 e @) AN — h)(Z))ds
Ainsi, si h; est le tiré en arriere d’une fonction définie sur M, alors

(¢3') dIn(e™ (G +1)F 0 65')(Zy) = (¢5")"dIn(F)(Z))

: ettty " h) — *dIn(F) —dlIn s
o e @) )~ B)(@e) () — dIn(F))(Z0)a

En supposant, par exemple, que Lx:dIn(F)(Zy) = 0, alors (p3 1) dIn(e (G+1)Fo
$31)(Z,) < 1. Cette derniére condition

4. En appliquant le calcul du point précédent pour F' = 1, il existe deux fonctions H
et G telles que (¢304)*\ = eflds(f + G). Pour une application directe du corollaire
2.5.4, nous devons vérifier que (e”(f + G)) o (5 0 i) ;) West pas obstruée par

le TAF. Similairement au point précédent, il existe certains cas dans lesquels la
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non-obstruction TAF est plus simple a établir. Remarquons que

F A
(63" V(e (G + F) 0 63)(2) = (93" dH () + (57 T L TN
Comme précédemment, nous avons 1'égalité suivante : (¢35 )*dH (Zy) = —¢3 B(Z)).

Par ailleurs,

(63")°dC(Z) = [ e (@, 1) NXE) — )y ) B(Za)ids

b [T @A) ~ h)(Za)ds

En supposant que h; est le tiré en arriere d'un fonction sur M, alors les deux

quantités calculés ci-dessus, ainsi que Hy, sont égales a 0. Ceci implique donc que

(671Y°G = /0 (@) huds

De plus, si hg est suffisamment proche d’une fonction constante, alors I'inégalité
(¢31)"dF(Z))
Fogy ' +Gogy !
utiliser la proposition 2.4.5 pour obtenir I’extension souhaité. Notons que 'hamil-

< 1 est vérifiée sur un compact arbitrairement grand, et nous pouvons
tonien h; et 'hamiltonien h; + ¢ pour un ¢ € R* ne donnent pas la méme isotopie
hamiltonienne dans (T*M, A, 3) lorsque 5 # 0.
Toutefois, il n’est pas clair quelles conditions doivent étre imposée a une lagrangienne
exacte pour garantir I’existence d’une fonction h comme décrite dans le corollaire 2.5.1.
Finalement, il n’est pas clair que 'existence d’une fonction h sur L vérifiant les condi-

tions du corollaire 2.5.1 implique I'existence d’'une fonction A’ sur ¢;(L) vérifiant les condi-

tions du corollaire 2.5.1, pour une isotopie hamiltonienne générique ¢;,.
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CHAPITRE 3

AUTOUR DES FONCTIONS
GENERATRICES

Comme indiqué en introduction, une bonne théorie de Morse est primordiale pour une
théorie des faisceaux dérivés a la Kashiwara-Shapira. En particulier, ce qui nous intéresse
ici sont des idées permettant de montrer une version du théoreme de Morse microlocal
adapté a la géométrie [cs. Ce chapitre est donc consacré a I’étude des points critiques de

fonctions. Commencons par quelques rappels sur I’homologie de Morse-Novikov.

3.1 L’homologie de Morse-Novikov

Cette homologie, introduite par S. Novikov dans les années 80 (cf. [Nov81] et [Nov82])
est une théorie homologique qui est "presque' (dans un certain sens) le dual de la coho-
mologie de Lichnerowicz (cohomologie du complexe de de Rham muni de la différentielle
de Lichnerowicz). Notons ici que dans la littérature, la cohomologie de Lichnerowicz est
souvent appelée cohomologie de Morse-Novikov, mais n’est pas toujours égale a la cohomo-
logie du complexe de Morse-Novikov. Toutefois, I’homologie de Lichnerowicz est "presque’
le dual de I’homologie de Morse-Novikov.

La description de cette homologie sera basée sur I'ouvrage de M. Farber, [Far04].

Définition 3.1.1

Soit I un sous-groupe de (R, +). L’anneau de Novikov est I'anneau :

Nov(T') = {Z ayt” : avec ay € Z, et tel que Ic € R vérifiant Vy > c,a, = 0} :

yer

Soient Y ,er aal® et 3 gep bt deux éléments de Nov(D), alors la somme est donnée

par :
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Partie , Chapitre 3 — Autour des fonctions génératrices

T ant® + > bst? = > (aq + ba)t*

ael Ber a€el

et le produit est donné par :

T ant® x Y bst? = > (aq x bg)t*t’

acl per a,BeT

Cet anneau nous permet de définir une homologie a coefficients locaux :
Définition 3.1.2

Soit M une variété et 3 € Q'(M) une 1-forme fermée. Soit

[y :={< [8],h(y) >= /ﬁ Ly e m(M)}

ot [f3] est la classe de cohomologie de 3 et h est le morphisme de Hurewicz. Le mor-

phisme de Z-modules :

¢ : Z[m(M)] =Nov(L's)
vt NG
définit un systeme local Lg.

Le complexe de chaines de Morse-Novikov est le complexe C.(M, Lg). L’homologie
de ce complexe est I'homologie de Morse-Novikov H,(M, Lg), noté HN,(M, [3).

Remarque 3.1.3

Notons que cette définition est quelque peu différente de celle donnée par Farber dans
[Far04] page 17, ou 'anneau considéré est Nov(R). Toutefois, en vertu du lemme 1.12
de [Far04], il suffit de tensoriser HN,(M, ) par Nov(R) pour retrouver la définition
usuelle. Notons que ce produit tensoriel n’affecte pas la torsion. En effet, les différents
anneaux de Novikov sont des anneaux principaux, et donc les différents groupes de
torsion peuvent étre notés Nov(l's)/(p) pour un certain P € Nov(I's) : ceci s’annule
apres le produit tensoriel si et seulement s’il existe Q € Nov(I') divisible par P, et
qui est inversible dans Nov(R). Cependant, le lemme 1.9 de [FarO4] montre que le

critére d’inversibilité est le méme dans Nov(R) que dans Nov(I's) : Q) est inversible

dans Nov(R) implique que () est inversible dans Nov(I'g) implique que Nov(U's)/(p) = 0.

Remarquons que la définition de I'g ne dépend pas du représentant de la classe de [5].
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3.1. L’homologie de Morse-Novikov

En effet, comme conséquence immédiate des définitions données par Farber en page 17 de
[Far04], nous avons :

Proposition 3.1.4 ([Far04])

Soit B et B' deux 1-formes fermées de M telles que [5] = ['], alors

HN.(M, 3) = HN.(M, ).
En particulier, si g € C*(M), alors

HN,(M,dg) = H,(M,7).

Enfin, citons deux propriétés utiles de I’homologie de Morse-Novikov :
Proposition 3.1.5 ([Far04], cor 1.39, thm 2.4)

Soit 8 une 1-forme fermée de M, alors :

rank(HN;(M, 5)) < rank(H;(M,Z)).

De plus, supposons que 3, vue comme section de T*M, intersecte transversale-
ment la zéro-section. Comme 3 est localement la différentielle d’une fonction f, nous
pouvons définir I'indice d’une intersection de 3 avec la zéro-section comme l'indice du
point critique de f correspondant. Alors, posant Crit;(/3) I’ensemble des intersections

d’indice i, nous avons I'inégalité
#Criti(8) = 3 rank(HN;(M, B)) + ¢:(M, B) + ¢i-1(M, §),

ot ¢;(M, B) est le nombre minimal de générateurs du groupe de torsion de rank(H N;(M, j3)).

Précisons maintenant ce que nous entendons par "presque" le dual. Le lien entre cette
homologie et la cohomologie de Morse-Novikov est donné par théoreme suivant de A. V.
Pazhitnov :

Théoreme 3.1.6 ([Paz87])
Supposons que les périodes de 3 sont commensurables ( 3t € R*/[t3] € H'(M,Z)).

Alors, pour tout t € R suffisamment grand et pour tout i,

dim(Hy3(M)) = rankyour,) (HN' (M, 5)).
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Notons que nous utilisons la cohomlogie de Morse-Novikov.

Lorsque cette égalité n’est pas vérifiée, la différence entre le membre de gauche et le
membre de droite est majorée par la somme des nombres des sous-groupes de torsion
des Q[H]|-modules Hk(]\ZB, Q) et Hk-_l(M[@, Q), avec H le groupe des automorphismes

de revétement. Ici, MB est le revétement intégral de 5.

Comme il est montré dans [MP21], si les périodes de /3 ne sont pas commensurables, il
existe des cas ou ce théoreme n’est pas vérifiée.

Le théoreme 3.1.6 est une conséquence d’une observation plus générale qui peut aussi
étre trouvée dans [Paz87] :
Théoreme 3.1.7 ([Paz87])

Notons que pour ce théoréme, nous n’avons pas besoin de supposer que M est fer-

mée. La cohomologie de Lichnerowicz associée a —[3 est isomorphe a la cohomologie
a coefficients locaux dont le systeme local est donné par le morphisme de R-espaces

vectoriels :

¢ : Rlm(M)] =R

%

Toutefois, malgré 1'apparente similarité des définitions, I'homologie (ou la cohomologie)
de Morse-Novikov reste plus adaptée a la détection de points critiques. Illustrons cette
assertion par une remarque suivie d'un exemple.

Remarque 3.1.8

Soit M une variété, pas nécessairement fermée et prenons un 3 € QY(M) fermé tel
que B8] € Hjp(M) N HY(M,Z). Prenons My le revétement intégral de 3 (c.-a-d. la
plus petit revétement sur lequel le tiré en arriére de (5 est exact). Alors, I’homologie
de Morse-Novikov est I'homologie de C.(Mg) ®gzj;-1) Z[t] tandis que la cohomologie
de Lichnerowicz est isomorphe a la cohomologie de Homz[t7t_1](0*(]\;[5, R),R).

Soit S = {t" + Y pez her art” : 7 € R et Vk, ay, € Z} NZ[t,t'] 'ensemble des poly-
nomes de Laurent de facteur directeur 1. Par propriétés générales de R = ST Z[t, t7!]
(voir chapitre 1 section 3 et proposition 1.29 de [Far04]), ’homologie de Morse-Novikov
calcule S~ H,(Mjy,Z) ~ H,(Mg,Z) ® R (au sens oii le rang et le nombre de torsion
sont les mémes).

Puisque e est transcendant, Z[< €9 : g € '3 >] est en effet isomorphe a Z[t,t™'] et
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3.1. L’homologie de Morse-Novikov

son corps des fraction Q) est un sous-corps de R, et R est un Q-module injectif. Ainsi,
la cohomologie de Lichnerowicz calcule Homgy; v (H. (Mg, Z), Z[t, t1]).

Par propriétés générales de la localisation de modules finiment présentés,
S Homygy ;—(H (Mg, Z), Z[t, t ")) ~ Homg-17,-1)(S™ H. (Mg, Z), R).

Ainsi, la partie sans torsion de S~'H,(Mg,Z) a le méme rang (comme R-module)
que Homgy—v(H.(Mg,Z),Z[t,tY]) (comme Z[t,t~]-module). Ceci implique que la
diftérence principale entre les cohomologies de Morse-Novikov et de Lichnerowicz vient
de

Bxtf(S™'H, (M, Z), R) ~ S~ Ext™™ V(H,_,(M,, 7), Z]t, t 1)),

qui nous donne le sous-module de torsion de S H,_,(Mg,Z).

Nous pouvons illustrer la remarque précédente avec un exemple concret montrant que

I’homologie de Morse-Novikov rend mieux compte des points critiques.

Exemple 3.1

Soit Yo une surface de genre 2, et prenons une base pour son premier groupe de
cohomologie. Prenons [df] un élément de la base et df une 1-forme le représentant.
Appelons 3 le tiré en arriére de df & M = RP3 x X,. Alors le premier groupe de
cohomologie de My is isomorphe & Z[t,t~'] @ (%/2z)[t,t '], et donc le premier groupe
de la cohomologie de Lichnerowicz est de rang 1 (sans torsion, bien entendu), tandis
que le premier groupe de I’homologie de Morse-Novikov est de rang 1, mais a un

nombre de torsion venant de S~1(Z/2z[t,t71]), qui est généré par un élément.

La définition de 'homologie de Morse-Novikov n’est pas sans rappeler I’homologie de
Novikov-Sikorav, introduite par J.-Cl. Sikorav dans [Sik87a|, qui a été le premier a généra-
liser les idées de Novikov au cadre non-abélien. Les deux homologies sont décrites comme
I’homologie de complexes de chaines R ®@zx, ()] C.(M) pour M le revétement universel de
M, un anneau R et un morphisme p : Z[m (M)] — R tel que, pour toute matrice carrée
A dont les entrées v, ; € Z[m (M)] vérifient < [§],v;; >< 0, p(Id+ A) est inversible. L’an-
neau utilisé par Sikorav est Z/’i;g = Uper{>Znivi : v € m(M),n; € Z,< [5],v: >< c}.
Ces deux anneaux, bien que similaires, ont quelques points de différences. Par exemple,
I’anneau de Sikorav n’est pas abélien. Tous les deux sont des cas particulier du complexe
de chaines universel de Farber décrit pour la premiere fois dans [Far99] (voir [Far04] pour

plus de détails).
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Depuis sa premiere formulation, ’lhomologie de Morse-Novikov a été étudiée a de mul-
tiples fins, allant de I’étude des points fixes de symplectomorphismes (cf. [VO95]), & la
théorie des noeuds (cf. [WPRO02]). Une utilisation notable pour I’étude de la géométrie lcs
provient du papier de B. Chantraine et E. Murphy ([CM16]), dans lequel ils prouvent que
pour toute sous-variété lagrangienne exacte L qui est donnée par une fonction généra-
trice générique, le nombre de points d’intersection est au moins Y_; rank(H N;(M, 3)). Ce
résultat repose majoritairement sur la preuve que pour toute fonction lisse f : M —
R, lorsque {x € M : dgfi, = 0} est fini, le cardinal de cet ensemble est au moins
Soirank(HN;(M, 3)). Ce résultat est & comparer avec ceux obtenus par F. Laudenbach
et J.-Cl. Sikorav dans [LS85] (voir le théoreme 1.3.7). En se rappelant la proposition
3.1.5, nous remarquerons qu’avant les travaux de Chantraine et Murphy les meilleurs
résultats trouvés dans la littérature étaient que #Crit(f) > >, rank(HN;(M,B)) et
#{x € M :dgcst), =0} > >, rank(HN;(M, B)).

Notons aussi que 1'homologie de Morse-Novikov a inspiré des invariants plus fins. Par
exemple, ’homologie de Floer-Novikov qui a été définie par M. Damian (voir, par exemple
son HDR [Dam10]).

3.2 Vers une théorie de Morse pour la géométrie Ics

Définition 3.2.1
Soit M une variété, 3 une 1-forme fermée sur M de primitive g dans son revétement
intégral et soit f € C°°(M). Nous dirons que la fonction f est f-Morse si dgf est
transverse a la section nulle de T* M.

Pour une fonction f qui est $-morse, définissons Crit’(f) = {x € M : dsf = 0}
et, pour 7 : Mﬂ — M la projection,

Crit} (f) = {z € Crit?(f) : Yy € 774 (x), index, (e f om) = i}.

Remarque 3.2.2

f est B-Morse si et seulement si e™9 f est Morse.

Alors, nous avons le raffinement suivant de I'inégalité obtenue par B. Chantraine et
E. Murphy pour la borne inférieure du nombre de points S-critiques d'une fonction géné-

ratrice. Le point de départ de ce raffinement est le théoreme suivant :
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Théoreme 3.2.3

Soit M une variété (connexe) fermée, 3 une 1-forme fermée sur M et f : M — R une

fonction B-Morse, alors

#Crit? (f) > rank(HN;(M, B)).

En effet, comme nous verrons dans la section 3.3 (voir théoreme 3.3.1 pour un énoncé
précis), ce théoréme peut étre adapté aux fonctions génératrices et par conséquent, nous

obtenons l'inégalité suivante (prouvée dans [CM16]) :
#>° Crit? (F) > > rank(HN;(M, B)).

Ici, F' est une fonction génératrice. Rappelons la définition suivante :
Définition 3.2.4

Une fonction génératrice sur M est une fonction lisse F : M x RF — R telle qu’il
existe une fonction quadratique définie Q : R¥ — R et un compact K C M x RF de

sorte que Fiypm g = (Q © ) jmxrig OU p est la projection sur RE,

L’ingrédient principal pour la preuve du théoréme 3.2.3 est une proposition (que 'on
peut trouver dans le livre de Farber), qui nous permet de simplifier quelque peu ’anneau

définissant notre systéme local.
Proposition 3.2.5 ([Far04], prop 1.30)

Soit 8 une 1-forme fermée sur une variété quelconque M et Mﬂ le revétement intégral
de (3. Posons
Lg = R[H(M)/ker(< [5],- >)]

et (Qp 'anneau des fractions de Lg.

Alors, pour tout i, nous avons

rank(HN;(M, 8)) = rank(Qs ®r, Hi(Ms, R)).

Ultimement, nous souhaitons "quantifier' les lagrangiennes exactes par des faisceaux
afin de les étudier. Cette stratégie a été adoptée avec succes dans le monde symplectique
par divers auteurs, comme Kashiwara et Shapira ([KS90]) ou encore Guillermou ([Guil9],

par exemple). La stratégie de preuve exposée dans ce qui suit suggerera une catégorie de
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faisceaux adaptés a I’étude des lagrangiennes.

Avec les quantités définies dans le théoréme 3.2.3, appelons M 3 le revétement intégral
de B et f le tiré en arriere de f a J\ng par la projection canonique. La définition 3.2.1
implique que S-critiques de f correspondent aux points critiques de e™9 f & automorphisme
de revétement pres. Toutefois, la non-compacité de Mg et le fait chaque point S-critique
de f correspond a une infinité de points critiques de e 9f rend I’étude des points [-
critiques difficile par I'intermédiaire de e™9 f. Ainsi, nous souhaitons nous restreindre a une
"bonne" exhaustion compact (Wy), de M 3 de sorte a pouvoir étudier les points critiques
de (e79f)w,.

La preuve de ce théoréme (théoréme 3.2.3) se fera donc en trois étapes. Premieérement,
nous allons étudier comment Lg agit sur le revétement, donnant ultimement une borne
inférieure sur le comportement asymptotique de ’homologie d'une suite croissante de
compacts. Apres un petit rappel sur la théorie de Morse pour cobordismes a bords, nous
allons voir comment étendre une fonction sur cette suite croissante compacts pour pouvoir
I’étudier via 1’homologie de Morse. Cette construction rajoutera un certain nombre de
points critiques, qui sera asymptotiquement négligeable. Finalement, nous recollerons les

morceaux pour obtenir le théoreme.

3.2.1 Quelques inégalités de rang

Reprenons le début de la construction du complexe de chaines universel de Farber,
comme décrit dans [Far04].

Remarque 3.2.6

(voir I'assertion dans la preuve du théoréme 2.2.1) Soit  une 1-forme fermée sur M,

alors il existe un r € N et une famille d’applications lisses (pour i allant de 0 ar) :
77[)1‘ M — St

telle que [3] = ¥, an}[dl] ou df est le générateur canonique de H'(S'), les 4} [df] sont

linéairement indépendants et les a; sont linéairement indépendants sur Z.

De plus, nous avons le fait suivant :

Remarque 3.2.7

Pour un 3 générique et des éléments cy,...,c, € St génériques, et pour tout i, les
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;' ({c;}) sont des sous-variétés qui s’intersectent transversalement.

Nous pouvons donc donner les définitions suivantes :
Définition 3.2.8

Soit V.= M —; ¥; *({¢;}), posons VB une préimage de V' dans Mg qui soit entiérement

contenue dans un domaine fondamental connexe (a bord et coins).

FIGURE 3.1 — Exemple de V' pour une surface de genre 2.

Remarque 3.2.9

Remarquons que ‘773, l'adhérence de ‘75 dans M 3, est un domaine fondamental (a bord
et coins), modulo les bords. Par ailleurs, si g est une primitive de 3 dans Mﬁ, alors 175
posséde un bord négatif (Vg rentrant pour une métrique riemannienne quelconque)
8,‘75 et un bord positif (Vg sortant) 8+‘75 qui s’intersectent en un coin. Finalement,
observons que la projection de 8‘73 dans M est contenue dans |J; ¥; * ({c;}), plus parti-
culierement, notons que, pour un ¢ donné, exactement deux facettes de‘z se projettent

sur ;' ({c;}). Ici, par facette nous désignons les composantes connexes de 81775—08‘75.

Remarque 3.2.10

La construction des objets précédents suit celle donnée Farber dans [Far04], chapitre
3.

Dotons ]\2/,3 d’une structure CW telle que H, le groupe des automorphismes de Mg,
agisse sur la structure (c.-a-d. que pour tout automorphisme du revétement «, et toute
cellule ¢, a(c) est aussi une cellule) et que \75 soit un sous-complexe. Puisque C€V (M, R)
est un Lg-module libre, nous avons les égalités suivantes, en partie données par le théoreme

des coefficients universels (se référer au théoreme 3.6.1 dans [Wei%4)) :

rank(Qgp @1, Hi(Mg,R) = rank(Hy(Qs @1, CS" (Mg, R)))
= rank(H;(Ls ®r CW (V3,0_V3),)).
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La dérivée & n’est pas la dérivée usuelle. En effet, elle se comporte comme la dérivée
usuelle pour les cellules dans l'intérieur de ‘75, mais identifie les faces ¢ dans 8_175 aux
faces a1 @p a(c) € Qs @r CEV (‘773, 8_1773), avec «(c) dans &JZ via 'action de H. Ainsi,
la dérivée o peut étre écrite 0+ ou 0 est la dérive usuelle et 0’ vaut zéro sur les faces qui
ne sont pas dans 8_‘73, et vaut a~! ® a(c) sinon, avec a(c) C 8+‘~75. Par ailleurs, le degré
des polynomes dans Ls induit une filtration sur Lg @g CEW (175, 8_‘77;). Cette filtration
induit a son tour une suite spectrale dont la page Fs est Lz @ H; (‘773, (9,‘75) et la page Fj
est H;(Lg ®@p CEWV (‘73, 8_175), 9). En particulier,

rank(H;(Vs, 0-Vs)) = rank(Ly @ Hi(Vs,0_Vs)) > rank(Hy(Lg @x CEV (Vy,0_V3),9)).

Nous allons maintenant généraliser ce résultat. Commencons par quelques définitions.
Définition 3.2.11 (Notations)
Soit (v, . .., ) une base de H ~ Hy(M)/ker(< [5],- >) telle que < §,a; >> 0 pour
tout i :

— Posons Hy, = {>i_o iy = Vi, \; € {—k,... k}}.

— Posons W, = Uaeﬂka(lz).

— Posons O_Hy = {{X_oNia; € Hi : Fi/Ni = k}} et O, Hy, = {3 hiui €

Hy : Ji/N; = —k}}. Notons que ces deux ensembles ne sont pas nécessairement

disjoints.

Remarque 3.2.12

Remarquons que Wy, posséde une bord négatif (dg est rentrant) O_Wj et un bord
positif (dg sortant) 04 W), qui s’intersectent en un coin.
Ainsi 0_W,, C Uaeafykoz(a_f//g) et 0. Wy, C Uagaﬂ.[ka(a_;_‘?g).

I1 est toutefois pratique de se restreindre au automorphismes "négatifs".
Définition 3.2.13 (Notations)
Soit (ayg, ..., ;) la base de la définition précédente.
— Posons H™ ={Xl_o N, € H : \i <0} et H =Hi NH ™.
— Posons W, = Uaeﬂga(@).
— Posons 0_H,, = {>i_oNicv € Hy, = Fi/\; = —k}.
— Ly =R[H ] et L :=R[H ]/ <H —Hp=0>

Remarque 3.2.14

| De fagon équivalente, LY := R[H~]/I ot I est I'idéal dans R[H ™| engendré par les
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FIGURE 3.2 — Exemple de W, , W et W, .

éléments de O_H,_ ;.

Remarque 3.2.15

Similairement a W, nous pouvons définir O_W,~ et 0, W, . AinsiO_W,~ C U, 0_H: a(0_V3).
Ainsi, nous pouvons observer que CSW (W,~,0_W,") est un Li-module libre égal a
L% Qr CW (V3,0_V3) muni de la dérivée §.

Nous pouvons maintenant énoncer la généralisation suivante :
Proposition 3.2.16

(k + V)" rank(HN;(M, B3)) < rank(H;(W, ,0_W,")), avec r + 1 = rankz(H).

Le reste de la sous-section sera essentiellement consacrée a la démonstration de cette
proposition.

Démonstration: Montrons d’abord le lemme suivant :
Lemme 3.2.17

Soit ([¢i])i=1,..p une famille libre du Lf-module H;(LY @ 1% CEW (W, 0_W;)),
alors dimR(Lg) x p < dimr(H;(W, ,0-W,))

Démonstration: Soit v : Lg ®rk CEW (W, 0_W,") — CEW(W,,0_W, ) l'iso-
morphisme canonique. Remarquons que ¥ commute avec la différentielle, et donc
1) est un isomorphisme de complexes de chaines et induit donc un isomorphisme en

homologie. En particulier, puisque v est un morphisme de R-modules, pour toute
famille libre ([c;]); d’éléments [c;] € Hi(Lf ® % CEV (W, 0-W;), (¥([ei)))i
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est une famille libre. Prenons P; une famille d’éléments non-nuls de Lg, alors
Y([P; X ¢;]) = [Pib(c;)] donnée par 'action de P; sur ¢(c;), et [Pic;] est aussi une
famille libre. Ainsi, (¢([P; X ¢])); est une famille libre. |

En particulier, ceci implique I’inégalité suivante :

dimR(LZ)mnkLg(Hi(Lg D CEV W, 0-W)) < dimg(H;(W, ,0-W,;7))  (3.1)

Or le théoreme des coefficients universels implique qu’il y a une injection
Lk @y Hi(l; @x CW (Vs,0_V5),8) — Hi(Lk @r CSW (V5,0_V5),4),
ce qui signifie que nous avons les inégalités de rangs suivantes :
rank, - (Hi(Ls @z CEV (V5,0_V3),8)) < rank (L ®p- Hi(L; ®r CEW (V5,0_V3),8))
< mnkLg(Hi(Lg QR C’EW(ViB, 8,173), 5))

< m”kLg(Hz‘(LZ ®rk CEW (W, 0-Wy))
(3.2)

ol ma derniere inégalité est due au fait que <Ll§ Qg CEW (‘73, 8_‘73), 3) et C¢ W(Wk_ LO_W.)

sont égaux en tant que complexes de chaines de L/’é—modules (voir remarque 3.2.15)

Ainsi, les inégalités (3.1) et (3.2) impliquent que :

dimR(Lg)mnkLg (Hi(Lg @ CSY (V3,0_V3),8)) < dimp (H;(W,0-W;,))  (3.3)

Le lien entre cette inégalité et I’homologie de Morse-Novikov est donné par le lemme

suivant :

Lemme 3.2.18

ranky, (H;(Lg @r CEV (V3,0_V5),8)) = rank, - (Hi(L; @ CEW (V5,0_V3),0))

Démonstration : Remarquons que Lg et Ls ont le méme corps des fractions Qg.

Ainsi, par le théoréme des coefficients universels, il existe des isomorphismes :
Qs ® Hi(Ls ®r CW (V3,0-V3),0) = Hi(Qp @r CL (Vi,0-Vp),);
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et
Qp ®r, Hi(Lg @ CZV (V3,0-V3),8) — Hi(Qp @ CEV (V3,0-V3), 0);

Ainsi, dim(H;(Qp@rCEW (V3,0_V5),8)) = rank, - (Hi(L; &rCE"Y (Vs,0_V3),9))

A

= TCLTL]CLﬂ (HAL[;@RC*CW(%, 8_Vﬂ), (5))

En effet, par le théoreme des coefficients universels :

A

dimnou(r,) (HNi(M, B)) = dimq,(Hi(Qp @ CE" (V3,0-V3)), 8)
= rankLﬁ(Hi(Lg R CEW(?ﬁa a—viﬁ))v S)

Ainsi, le lemme précédent et I'inégalité (3.3) impliquent que :
dimg (L) dim o,y (HNi(M, B)) < dimg(Hi(W,,,0-W,))
Finalement, observons que dimR(Lg) = (k+1)"*! (le nombre d’éléments dans Hy,

ou encore le volume d’un hypercube de dimension r + 1 et de c6té k + 1), ce qui prouve

la proposition. |

Observons que Wy, = ag” o...0a;*(W},). Ceci nous améne au corollaire suivante :

Corollaire 3.2.19
(2k + 1) trank(HN;(M, B)) < rank(H;(Wy, O_Wy,))

Démonstration : Par les deux lemmes précédents,
rank(HN;(M, 8)) < r(mk:LékH(Hi(szH @ pahen CE (W1, 0-Wor 1))
et

(2k+1)7’+17"anksz+1 (Hi(L%kH@L%’““ C*CW(WQ_kH, 0-Wy 1)) < rankg(H;(Wy 1, 0-Wy 1))

Nous pouvons enfin conclure en remarquant que H;(W,,,,0-W5, ) = Hi(W,0-W;). B
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3.2.2 Sur le relevé de fonctions

Maintenant que nous avons étudié le comportement asymptotique de 'homologie de
W}, nous allons utiliser le corollaire 3.2.19 pour étudier le comportement asymptotique des
points critiques de (e—gf)w,, ot f est une fonction définie sur M et g est une primitive
de 8 sur M 3. Avant ceci, toutefois, donnons un petit rappel sur la théorie de Morse pour

les cobordismes.

Rappels sur la théorie de Morse

Soient N, Ny deux variétés compactes tel que ON; est difféomorphe a dN;. Nous
noterons ainsi N le bord. Soit C' un cobordisme de N; a Nj tel que 0C = (N7 x {0}) U
(Ny x {1}) U (ON x [0,1]).

Nous consideérerons une fonctions de Morse f telle que :

1. Ve € C— Ny x {0}, f(z) > inf(f),

2. Vo € C — Ny x {1}, f(x) < sup(f),

3. finvixqoy = inf (f)s finaxqy = sup(f).-

Nous supposerons aussi que df est non-nulle sur le bord de C' et que le gradient de f est
tangent & (ON) x [0, 1] pour une métrique riemannienne quelconque.

Recollons C' a lui-méme le long de IN x [0, 1] C OC pour former un cobordisme C’ de
N1Ugn N1 a NoUgn Na. Prenons f/ 'extension évidente de f a C’, qui consiste a dédoubler
la fonction. Alors, par la théorie de Morse classique sur les cobordismes ([Mil65]), pour
tout i, #Crit;(f') = 2#Crit;(f) > rank(H;(C', (M Ugps M) x {0})).

Par ailleurs, nous avons la suite de Mayer-Vietoris :

... =V Hj(ON x [0,1],0N x {0}) —H,(C, Ny x {0}) + H,;(C, Ny x {0})
— H;(C", (Ny Ugy Ny) x {0}) = ...

Nous avons donc 2rank(H;(C, Ny x {0})) = rank(H;(C’, Ny Usgn N1 x {0})) et ainsi,
#Crit;(f) > rank(H;(C, Ny x {0})).

Une petite construction

Soit f une fonction sur une variété fermée M, S une 1-forme fermée sur M et Mﬂ le

revétement intégral de 5. Définissons 1775, Wi, H et H;, comme dans la section précédente.
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Supposons que f est S-Morse et ne posséde pas de point [-critique sur W(@\Z), pour
T M, 3 — M la projection canonique. Prenons g une primitive de 3 sur ]\;[g.

Appelons f le relevé de f a M, 3- Etudier les points S-critiques de f revient & étudier les
points critiques de e™9 f a automorphisme de revétement pres. Toutefois, la non-compacité
de M, 3 et le fait chaque point S-critique de f correspond a une infinité de points critiques de
e 9f rend I'étude difficile. Nous pouvons éviter cette difficulté en remarquant que chaque
point S-critique de f correspond & #Hy, = (2k+1)"t! points critiques de (e 79 f ), : il suffit
donc d’étudier les points critiques de (e79f)w, . Remarquons que W, est essentiellement
un cobordisme de d_Wy a 0, Wy ~ 0_Wj, et que les coins de Wj sont les bords du
cobordisme. Toutefois, (e7 f)w, ne se comporte pas "bien" sur W}, au sens ott (€79 f ),
ne satisfait pas les conditions du paragraphe précédent, ce qui pose un obstacle a son étude
via théorie de Morse.

Ainsi, nous allons étendre (e79f)w, (resp. Wj) en une fonction de Morse Fj, (resp.
cobordisme C}) afin que Fy et C}, remplissent les conditions de la sous-section précédente
et que le nombre de point critiques de Fj soit égal au nombre de points critiques de
(e79f)jw, plus, éventuellement, O, ((2k + 1)7), out (2k 4 1)" est égal a #0H;. Plus

précisément, F et C} vérifieront :
a) 0Cr = ((ON) x [0,1]) U (N x 9]0, 1]).

b) F}. atteint son minimum sur N x {0} et seulement sur N x {0}. F} atteint son
maximum sur N x {1} et seulement sur N x {1}. F} est constante sur N x 9]0, 1] C
0Cy. De plus dF est non-nulle sur N x 9|0, 1].

c) F) possede un gradient (pour une certaine métrique) qui est tangent a (ON) X
[0,1] C OCk. De plus dF est non-nulle sur (N) x [0, 1].

d) Pour tout i, Crit;(Fy,) = Crit;((e79 f)w,) + I+ Ji, o I}, est un ensemble de point
dont le cardinal est proportionnel  la taille de 9W}, et Ji est un ensemble de point

dont le cardinal est proportionnel a la taille de 90W},.
L’extension se fait de la fagon suivante :

1) Nous faisons apparaitre [}, mais a cette étape, nous ne respectons pas encore b)

ou ¢).

2&3) Nous faisons quelques modifications pour respecter b) sans changer I. Nous ne

respectons pas c).

4) Nous réglons le probléme de ¢), et nous faisons apparaitre J.
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Notons que le nombre de points critiques de (e7 f)w, est proportionnel a #Hy.
Nous nous concentrerons sur ’extension le long de 0_W},, mais I'extension le long de

0. W), sera essentiellement la méme (mutatis mutandis).

Extension 1. Soit xy € 8,‘75 tel que f(zg) = inf(fw,\z) et a € H tel que o # id. Sur
a(ﬁ,‘z), définissons

h;(y) — e f7 dgef fa ﬁe—g(wo)f(wo) _ e—g(y)+g(wo)€—g(ﬂco)f(x0) — e_g(y)f(xo)

avec 7y un chemin quelconque de o - zg a y € a(@JZ). Soit ¢ : R — [0, 1] une fonction a
support dans [0, 1] de dérivée positive telle que ¢(0) = 0, ¢p(1) = 1 et Plio = Pjy=1 = 0.

Prenons l'interpolation C! (via développement de Taylor & 1'ordre 1)

Hy (y, 1) = o()(f(y) = (1 = 0)dfyy (8,)) + (1 = o(1))(he () + 1),

ou H, est définie sur a(a_@) x [0,1]. Remarquons que H, est C' et que les endroits ou
la différentielle de H est 0 ne dépendent pas de a.

Notons que la différentielle de H est rentrante le long de a(a_\Z) x{0}. Similairement,
nous pouvons définir H" en échangeant inf pour sup afin d’étendre f le long de a(&r@)
de sorte que la différentielle H soit sortante le long de &JZ» x {1}. Recollant les HE a

(e79f)w, les long de OW}, nous obtenons notre premiére extension, H, définie sur
(8,Wk X [0, 1}) Ua,kau} Wk U8+Wk><{0} (8+Wk X [O, 1])

L’extension H est C'!' sur son domaine de définition (ceci est une conséquence du fait que
nous avons pris l'interpolation entre les développement de Taylor d’ordre 1) et C? par

morceaux : elle est C? sur
(O_Wy x [0, 1]) Wint(Wy) U (04 W x]0,1]),

ou int désigne 'intérieur. Comme tous les points critiques de H sont situés la ou H est
C?, nous pouvons supposer que H est une fonction de Morse (H peut étre approximé par
une fonction de Morse dont les points critiques sont les mémes que ceux de H).

Le nombre de points critiques rajoutés par cette étape est un multiple du nombre de

copies de ‘Z sont dans le bord de W.
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Extension 2. Maintenant, prenons la fonction :

_ — [ dg — . _
9a(y) = e ) ‘e f“ﬁmf(ewg?)f(fo)-
-V
Effectuons la méme interpolation qu’au-dessus, entre H et g, pour donner une extension
G, . Notons que cette extension n’ajoute pas de points critiques puisque la différentielle
de H est rentrante le long de 0_Vj x {0}. Similairement, nous pouvons définir G7 en

échangeant inf par sup. Appelons G l'extension totale définie sur

(O-Wi > [0, 1]) Uowiox 1y Wi U, wiexqoy (9+ Wi x [0, 1))

Extension 3. Maintenant, prenons la fonction :

my(y) = inf (g, (y)) xinf(e ?—)f(x0) — 1,
a€My,yca(0_Vp) 16-Vp

Effectuons la méme extension qu’au-dessus, entre GG et m pour obtenir I'extension [~.
Notons que cette extension n’ajoute pas de points critiques. Similairement, nous pouvons

définir [ en échangeant inf et —1 par sup et +1. Appelons L l'extension totale de e™9 f

obtenue a cette étape. Notons qu’elle est définie sur

(8,Wk X [O, 1]) UB,WkX{l} Wk UaJerX{O} ((9+Wk X [O, 1])

Extension 4. Notons que, pour l'instant, L répond presque aux conditions de la sous-
section précédente. Toutefois, il pourrait y avoir des problemes le long des bords du

cobordisme.

Sur (0_Wy, N Wy) x [0,1] =: 9OW}, x [0, 1], prenons
c(t) = (1 —t)(inf(L) — 1 +t) + t(sup(L) + 1),

puis faisons une interpolation (au moins C'*) entre c et L le long de 90W), x [0, 1] comme fait
précédemment. Cette interpolation peut elle-aussi rajouter un nombre de point critique
qui est indépendant du coin considéré. Ainsi, le nombre de points critiques rajoutés ici

est un multiple du nombre de copies de \Z qui sont dans les coins de W.

Appelons Fj, I'extension totale de e™ fjyy, , et appelons F}, la partie de extension qui
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n’est pas égale a e79f. La fonction F} est définie sur

Cy = {(3—Wk % [0,1]) Us_wy x {13 Wk Ua, wy xfoy (03 Wy x [0, 1})]
Utipx@omi ol [[051] % (90W3) x [0, 1]],
tandis que £} est définie sur Cj, — Wy. Notons que dC;, = ((ON) x [0,1]) U (N x 9[0,1])

pour N ~ 0_Wj, Ugiyx@a_wy) [0, 1] x (00-Wy).

Derniére observation. Remarquons que H; est un hypercube de dimension 2k + 1 et
de coté de longueur r + 1. Ainsi, il existe deux constantes K et K& ne dépendant que de

i (et f) telles que (gardant a I'esprit la sous-section précédente) :

< #Criti(e7? fiw,) +2(r + 1)(2k + 1)" K} + 2r(r + 1)(2k + 1) K3
= #CTiti(e_gﬁWk) + Ok_H_OO((Qk + 1)T)

3.2.3 Une minoration pour #Critz(f)

La sous-section précédente, avec le corollaire 3.2.19, donne les inégalités suivantes :

Crit;(Fy,) = #Criti(e7 fiw,) + Oksyoo((2k +1)7)
= (2k + 1)" M #Criti(e7 fiwy) + Orostoo((2k + 1)7)

> rank(H;(Wy, 0-W4))
> (2k + 1) rank(HN;(M, B))

D’ou
#Criti(e79 fiwy) + Ok oo ((2k + 1)71) > rank(HN;(M, ),

Et, pour £ — +00, nous obtenons,

#Crit;(¢o) > rank(HN;(M, B)).
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Les points critiques de e fj,, d’indice 7 sont précisément les éléments de Cm'tiﬁ (f)-

Ceci conclue la preuve du théoreme 3.2.3.

3.3 Une généralisation aux fonctions génératrices qua-

dratiques a ’infini

Enoncgons maintenant une conséquence de la preuve du théoréme 3.2.3.

Théoreme 3.3.1

Soit M une variété (connexe) fermée, 5 une 1-forme fermée sur M et, pour un m € N,

F: M x R™ — R une fonction lisse quadratique a l'infini. Notons (3 le tiré en arriére
de B sur M x R™ et p la dimension du sous-espace vectoriel sur lequel F' est négative

définie a l'infini. Supposons que F' est 3-Morse, alors nous avons que

#Crit? (F) > rank(HN;_,(M, 3))

lorsque dgF’ est transverse a la M x R™.

Démonstration: Soit ) la forme quadratique égale a F hors d’'un compact. Prenons a

suffissamment grand et b suffisamment petit de sorte que :
{(,) e M xR™ : b< F(z,§) <a} =M x{{€R™ : b< Q&) <a}.

Posons Ef = {¢ € R™ : b < Q(£) < a}. Par abus, nous dénoterons les relevés a Mg x R™

seront dénotés similairement. Remarquons qu’en posant,

1. 8, (Wj, x BS) = (9, Wy) x ES UW;, x {€ € R™ © Q(¢)
2. 0_(Wy x EY) = (_Wy) x ESUW;, x {€ €R™ : Q(€)
3. 04 (Wi x ES) NO_(Wj, x ) = (8 + Wy, N 9, Wy) x E,

a},
b},

nous pouvons appliquer la construction de la sous-sous-section 3.2.2 a e 9F, ou g est
une primitive de 3 sur M, 53 X R™. Puisque de™9@Q) est rentrant le long de Wy, x {£ € R™ :
Q(&) = b} et sortant le long de Wy, x {{ € R™ : Q(§) = a}, alors, comme précédemment,
la construction rajoute un nombre de point critiques qui est au plus O 1o (k™) pour
r+1=rankz(H).
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Nous avons donc, par la sous-sous-section 3.2.2, que :
Criti(e” 9 Fly, xrm) + Oyoo(K") > rank (H; (Wi x By, 0_ (W}, x Ey))).

Notons H le sous-espace vectoriel sur lequel ) est définie négative, et Hy = H N Ej.

Nous pouvons remarquer que, par le théoréme d’excision,

Lﬁ(ﬂ@><£f¢l(m@><Ef»::£h(ﬂ@><Ef(8_W@)xl%LJW@><Q*1th)
~ H; (Wi x H, (0-Wy) x HEo UW x (HN Q' ({b})))
~ H; (Wk x H,(0_-Wy) x HUWj, x HEOO)

Posons A; = H; ((8_Wk) x H, (0_Wy,) x HEOO), B, = H; (Wk x H, W, x HEOO) et
C; = H; (Wk x H,(0_Wyg) x HUWj, x Héoo).

Nous avons donc le diagramme suivant, avec dim(H) = p :

-1 —1

b o b )

—— Hiy (0-Wy) —— H;y (Wi) —— Hip (Wi, 0-Wy) ——

ol les deux isomorphismes sont donnés par 1'isomorphisme de Thom, puisque H?

est le complémentaire d’une boule dans H. Ainsi,

rank (H (Wk x H,(0_-Wi) x HUWj, x Hioo)) = rank (H;_, (W, 0_Wy))
> (2k + 1) rank(HN;_,(M, B))

Nous pouvons donc diviser par (2k 4 1)"*! et faire tendre k vers +oo, ce qui nous donne

#Crit? (F) + 0400(1) > rank(HN;_p(M, B)).

Un corollaire directe de ce théoreme est 1'inégalité de Chantraine-Murphy :
Corollaire 3.3.2 (/CM16])

Soit M une variété fermée,  une 1-forme fermée sur M et, pour un m € N, F :

M x R™ — R une fonction lisse quadratique a l'infini. Notant 3 le tiré en arriere de
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B sur M x R™ nous avons que

lorsque dgF" est transverse a la M x R™.

Nous récupérons donc le théoreme suivant :

Théoreme 3.3.3 ([CM16])

Soit M une variété fermée, 8 une 1-forme fermée sur M. Notons [ le tiré en arriére

de B sur T*M. Soit L une lagrangienne 3-exacte donnée par une fonction génératrice

F. Supposons que L intersecte M transversalement. Alors,

#L MM > rank(HN;(M, B)).

11 suffit donc ensuite d’utiliser le théoréme de Chekanov (théoreme 1.4.6), pour retrou-
ver le théoreme de Chantraine-Murphy :
Théoreme 3.3.4
([CM16]) Soit M une variété fermée, 3 une 1-forme fermée sur M. Notons [ le tiré en
arriere de 3 sur T*M. Soit ¢, un flot hamiltonien dans (T*M,\, 3) tel que pour un
certain t > 0, ¢(M) soit transverse a M. Alors,

#o(M) h M > Zmnk(HNi(M, 3)).

Démonstration: Le théoréme de Chekanov implique que ¢;(M) posseéde une fonction gé-
nératrice F' : M x R™ — R pour un certain m € N. Notant § le tiré en arriere de
sur M x R™ nous avons que ¢(M) intersecte M précisément lorsque dgF = 0. Nous

pouvons donc utiliser le corollaire précédent pour conclure. |

3.4 Non-existence de fonctions génératrices

Nous allons ici voir que certaines lagrangiennes exactes n’ont pas de fonctions généra-

trices. Pour rappel :
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Définition 3.4.1

Soit L une legendrienne de J*M. Alors on dit que L posséde une fonction génératrice

s’il existe un k € N et une fonction F : M x R¥ — R qui est quadratique définie hors

d’un compact tels que

L={(¢q.p,2) € T"M x R, : 3 € R¥/DyFlge) = p, DeFliqe) = 0 et F(q,) = —z}

Lemme 3.4.2

Soit L une legendrienne de J*M et L x S! son relevé standard (voir la premiére section

du chapitre 1). Si L posséde une fonction génératrice, alors L x S' posséde une fonction

génératrice.

Supposons que L admette une fonction génératrice, alors il existe une fonction F

comme décrite plus haut telle que

LxS'={(q,p,2) € T"M xR, : I € R*/DyF|ge) = p, DeFliqe) = 0 et F(g,8) = z}.
Il suffit ensuite de vérifier que
LxS' = {(q,p,0,2) € T"M x xT"S" : 3 € R¥/D,Fjg¢) — Fdf = p + 2df, D¢ Fl(q) = 0}
Puisque dgpF' = dF — Fdf = D, F + D¢F — Fdf, la fonction

G:MxS'xRF 5 R
(¢,0,§) = F(q,8)
génére bien L x St

Nous avons aussi le lemme suivant :
Lemme 3.4.3

Soit L une legendrienne de J'M et prenons L x S! son relevé en lagrangienne exacte.

Si L x S! posséde une fonction génératrice, alors L posséde une fonction génératrice.

Une fonction G : M x S' x R¥ — R se releve a une fonction F : M x Rl — R,

Remarquons que
LxS' = {(q,p, 0,z) € T*M x T*st . 3¢ € Rk/D(qﬂ)GK%QQ — GdO = p + 2d0, DG g0,6) = 0}
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Définissons Vg = {(¢,0,€) : DeGq0,) = 0}. Notons que, sur Vi, la valeur de D¢G est
constante, impliquant que De¢OyG(q.0.¢) = O9DeG(q,0,¢) = 0, et donc que la valeur de JyGG ne
dépend pas de § apres restriction a Vi et, inversement, la valeur de D¢G ne dépend pas de
0. gardant a 'esprit que on multiplie par —1 la coordonnée en z pour passer de L a L x S,
fixons le point (¢, p, —z) € (J'M)N L, qui est relevé a (q, p, 0, z) dans L x S*. Nous allons
considérer Vg, 'ensemble des points (0,&) tels que Dq0)Gjqo,e) — GdO = p + zdf et
D¢Gg.0,6) = 0. Observons que z = OyG — G sur Vi, »). Ainsi, restreignant G'a V{,, »), nous
observons que 95G = 9yG. Puisque la valeur de 9yG ne dépend pas de & sur Vi .y C Ve,
nous en concluons que localement autour de tout #y € S*, 9,G = h(q)e’ sur Vig.p,z), pour
un h € C°°(M). Finalement, notons que pour (q,p) € T"M et z € R, si V() # O,
alors pour tout 6 € S', il existe & tel que (¢,0,§) € Vigp.). Si h(g) # 0, ceci implique
que, apres un tour complet de S, nous avons deux valeurs possible pour 9yG qui différent
d'un facteur non-nul (absurde) : lorsque nous restreignons G a Vi, p.), 0sG = 0. Etant
donné que Uy, .V(gp:) = Vi, nous en concluons que dyG est nul sur V. Ceci implique

que z = —G@G.
Ainsi,
L={(¢.p,2) € T"M xR, : 3¢ € R¥/DyFige) = p, DeFl(ge) = 0 et F(q,) = 2}

Ces deux lemmes impliquent la proposition suivante :

Proposition 3.4.4

Soit L une legendrienne de J'M, alors L posséde une fonction génératrice si et seule-

ment si L x S! posséde une fonction génératrice.

Ceci nous amene a ’'observation suivante :

Corollaire 3.4.5

Certaines lagrangiennes exactes connexes fermées ne possédent pas de fonctions géné-

ratrices.

Certaines legendriennes n’ont pas de fonctions génératrices. C’est le cas, par exemple,

pour les stabilisation du noeud trivial dans J'S!.
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RA

p St

FIGURE 3.3 — Exemple de legendrienne dans J'S! sans fonction génératrice

Comme indiqué dans [Gir90], cette legendrienne posséde un fonction génératrice si et
seulement si son indice de Maslov est 0. Contant le nombre de cusps, 'indice de Maslov

de cette legendrienne est 2.

Notons toutefois que les relevés de legendriennes ne sont pas les seules lagrangiennes
exactes a ne pas avoir de fonction génératrice. Par exemple, dans la construction 2.3,
nous expliquons comment un cobordisme lagrangien d’une legendrienne de J'M & elle-
méme donne une lagrangienne df-exacte dans T*(M x S}), muni de la forme de Liouville
canonique et de la forme de Lee dfl. Nous utilisons ensuite un tel cobordisme pour mon-
trer que certaines lagrangiennes exactes ont une homologie de Morse-Novikov non-nulle
(contrairement & la I'homologie de Morse-Novikov de la variété de base). Finalement, nous
remarquons que ceci implique que le tiré en arriere de df doit s’annuler au moins une fois.
Montrons que ceci implique qu'une telle lagrangienne df-exacte, choisie génériquement,
ne peut pas avoir de fonction génératrice.

Supposons que la lagrangienne df-exacte possede une fonction génératrice F' : M x
R¥ — R. Alors —F définit une isotopie hamiltonienne ¢, entre la section nulle et le graphe
Cao(F :) = {(q,daF,) : ¢ € M}. Par ailleurs, puisque dgF' € Q*(M x R¥), le flot respecte
les fibres de T* M x R* au sens ot ¢,(T;* M xR¥) C T* M xR¥. En particulier, ceci implique
que ¢; est une isotopie entre I'go(F) et sa projection sur M x R¥, qui est égale & M x R*.
Ainsi, df se tire en arriere en une forme jamais nulle sur le graphe.

Rappelons finalement que la lagrangienne est donnée par la projection de de dgF'
(T*M) x R* sur T*M. Ainsi le tiré en arriere de df A la lagrangienne vaut zéro en un

point si et seulement si le tiré en arriere de df sur dgF th (T*M) x R* vaut 0 au-dessus
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de la préimage du point. Ceci contredit le fait que dgF est transverse a (T*M) x R*.

3.5 Discussion et perspectives

3.5.1 Vers une amélioration du théoréme 3.2.3

Prenons M une variété fermée et 5 € Q' (M) fermée. Par théorie de Morse classique,
toute fonction de Morse f : M — R a un nombre de points critiques d’indice ¢ minoré par
le rang de H;(M), plus le nombre minimal de générateurs pour les sous-groupes de torsion
de H;(M) et H;_1(M). Une question pertinente ici serait de savoir si nous pourrions avoir

une minoration pour Crit? (f).

Une premicre idée serait de minorer par le nombre de torsion de H;(Lg @ CCW (My)).
Toutefois, 'adaptation du lemme 3.2.17 n’est pas si directe. En effet, prenons ¢ un élément
de LE@ C. (W, 0-W) tel que [¢] soit de torsion, alors il est possible que pour tout ¢ € Z,
t x ¢ ne soit pas nul en homologie (e.g. Z[X]/(X?) a de la torsion en tant que (Z[X]/(X?))-
module mais pas en tant que Z-module). Il est donc possible que H;(Lz @ CEW (Mp))
ait plus de torsion que H;(W, ,0_W, ). Pour lever se probléme, nous pourrions ten-
soriser par Q et comparer la torsion et le rang de H;(Q ® L} @ CEW(W,7,0_-W))) a
rank(Q ® H;(W, ,0_-W,7)). Cependant, notons que en général Q ® Ls n’est pas un an-
neau principal, et donc H;(Q ® Lg @ C¢ W(MB)) ne peut pas en général s’écrire comme
module libre plus torsion (notons que Nov(I's) étant principal, ce probleme ne se pose
pas pour cet anneau). Ainsi, il faudrait considérer le nombre minimal de générateurs de
Hi(Q® Lz ®CEW(Mp)) : il est possible que pour ¢ et ¢’ des représentants de deux de ces
générateurs (tels que [c] # []), on ait [Pc] — [P'd] = 0, avec P et P’ dans Q ® L%, sans

que ni [Pc| ni [P'] soit égal a zéro.

Une seconde idée serait donc d’essayer d’utiliser 1’homologie de Morse-Novikov de
(M, B). Apres tout, nous pouvons déja minorer Cm’tf(f) par le rang de HN;(M, ). Tou-
tefois, la stratégie de preuve adoptée ici n’est pas parfaitement adaptée a répondre a cette
question.

En effet, supposons par soucis de simplicité que [8] € H'(M,Z) et voyons Ls comme
Z[X*'] le module des polynomes de Laurent au-dessus de Z, avec Ly = Z[X '] et L} =
Z[X]) <V¥m < —k,X™ = 0 >. Posons S’ I'ensemble des polynomes de L; de la forme
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+(1+ P(X)) avec deg(P) < 0 et S I'ensemble des polynémes de Lz de la forme +X™(1+
P(X)) avec £(1+ P(X)) € S et m € Z. Nous avons la proposition suivante :

Proposition 3.5.1

(Proposition 1.30, dans [Far04]) Le nombre minimal de générateurs du groupe de
torsion de HN;(M, [3) est égal au nombre minimal de générateurs du groupe de torsion

de la localisation S~ Lg @ H;(Mjg).

Remarquons que la localisation S™'Lg est isomorphe a
{QEO)X™™ Y (—P(X))" € Z[[X] : Q(X) € ZIX*™], X™(1+ P(X)) € 5},
Ce dernier peut étre réécrit

{QROX™™ Y (-P(X))" € Z[[X] : QX)X ™™ € Z[X™], (1+ P(X)) € §'},

qui est la localisation S"~'Lg. Ceci implique que S"'Lg = S™' L (le lecteur avertit verra
que S est trivialement dans la saturation de S’, donnant le résultat). Voyant Ls comme
le quotient de Z[X*'] par XZ[X], nous avons une structure de Lg-module sur Lj. Ainsi,

la suite exacte courte :

0 —Lj @1, Hi(Ls @ CEV (V5,0_V3),8) — Hi(Ly @r CV (Vs,0-Vj), )
— Tor**(H,_y(Ls @r CEV (V3,0_Vj3),0), Lz) — 0

qui passe a la localisation, donnant :

A

0 =8 Ly @g-11, Hi(S'™ Ly @ C" (V3,0_V5),8) — Hi(S' ™' Ly @r CV (V3,0_V), )
s Tor®' ™ 'Le (Hi—1(S"' L @ CEV (V3,0_Vp), 0), SFILE) —0

La projection évidente de S 'Ly = {Q¥;(=P)' € Z[X7']] : Q€ Z[X '], 1+ P e 5’}
sur L’g en fait un S’ _1Lg—module. Puisque la localisation préserve les modules plats, nous

avons aussi la suite exacte courte suivante (voir théoreme 3.6.1 dans [Wei94]) :

0 =Ll @1, Hi(S7 L5 @r CV (V3,0.V5),8) — Hi(Lf @p C (Vi,0-13), )
— Tor® ' Ls (Hi—l(S/_lL,E QRr C*CW(V*B’ 8—‘73)’ S)’ Lg) —0
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Remarquons que ces suites exactes ne sont pas a priori "split", ce qui rend difficile leurs
étude (méme dans le cas simple ou [3] € H'(M,Z)). Notons aussi que, comme souligné
auparavant, I’étude directe de la torsion de Hi(ng Qg C¢ W(f/ig, 8_‘77;), 3) ne permet pas
d’effectuer de comparaison. Si néanmoins 1’étude de ces deux dernieres suites exactes
courtes est possible, 'utilisation d’un lemme du type du lemme 3.2.17 pourrait nous
permettre de conclure. En effet, dans le meilleur cas (tout est split), nous aurions 1'égalité

de S’ _1Lg—modules suivante :

Hi(Lf @ CEV (V,0V3),8) = LE @ 8 Ly @911, Hi(S'™" Ly @ OV (V3,0_V3), )
b LZ &® TO’I”SI?lL’B(Hi_l(S/_ng Or C*CW(V,@), 8_‘73), 8), S,_lLE)
@ Tor® "5 (H; (S Ly @ CEV (V5,0_V3),8), LE)

Ainsi, nous devons nous concentrer sur le sous-module donné par le groupe de torsion de
H;(S"'Lg @r CEV(V3,0_V3), ).

3.5.2 Vers une deuxiéme preuve du théoreme 3.2.3

Ici, nous allons voir une autre idée pour une stratégie de preuve pour prouver le
théoreme 3.2.3. Cette nouvelle stratégie aura pour intérét principal de potentiellement

permettre de plus facilement voir comment récupérer certains groupes de torsion.

Supposons que I'on ai (W*); une exhaustion compact de ]\NJg dont les bords sont des
sous-ensembles de U,cy a(@i‘?@»).

Posons ¢* = (e79 f)yx. Soit Crit;(¢*) I'ensemble des points critiques de ¢* et N;(¢")
I’ensemble des points critiques d’indice 7 de ¢|kawk tels d¢” est transverse rentrant au bord.

Alors, par la théorie de Morse pour variétés a bord élaborée dans [Laull] (voir aussi
[KMO8]), pour tout k, nous avons un complexe de chaines de R-espaces vectoriels librement
engendré par Crit,(¢*) U N,(¢*) dont 'homologie est H,(W* R). En particulier, nous
avons un morphisme R[Crit;(¢*)] & R[N;(¢*)] — H;(W* R).

Supposons que pour tout k& nous avons un morphisme
P R[Criti(¢")] ® R[N;(¢")] — R[Criti(¢"*)] & R[N, (¢")]

qui est linclusion sur R[Crit;(¢*)] C R[Crit;(¢F)] et qui vérifie les deux conditions

suivantes :
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1. Le diagramme suivant est commutatif :

R[Criti(¢")] © R[N;(¢*)]  —  H;(WHR)
ip O di
R[Crit;(¢")] @ R[Ny (¢*T)] —  H; (W' R)

ou ¢ est donné par l'inclusion.

2. Pour tout a € H, et tout x € N;(¢°) tels que a(x) € N;(¢*) pour un certain k,
alors p(a(z)) = a(p(z))
Si p rempli ces conditions alors @(R[Criti(qﬁk)] ® R[N;(¢")]) peut étre doté d’une

structure de Lg-module et nous avons la projection

Qs 1, Im(R[Criti(6")] @ RINi(¢")]) = Qs @1, Hi(¥, R)
Premierement, lors du passage a la limite, nous avons

R[Crit;(¢)] = D Rla(Crit;i(¢°))]
acH

et donc

Qp @1, R[Criti(¢)] = Qs ©r R[Criti(¢°)],

qui est de dimension #Crit;(¢°).

Deuxiémement, considérons un point de ag € N;(¢*), alors p(ag) = Poag+ X" _; Pt
ot P, sont des polyndomes non-nuls (pour m > 0) dans Lg et a,, des points de Crit;(¢"))U

N;(¢*) différents de ag. Ainsi, dans la limite, ag ~ Pyag + Z Pan,, et ainsi [ag] =
[Poao+> -1 Pmam] = Polao]+>27,—1 Prlanm] et donc [ag] = 5 Po 21:1 P, [a,,]. Supposant
que a; € N;(¢*), nous pouvons ensuite utiliser cette égalité pour exprimer p(a;) comme
combinaison linéaire d’éléments dans Crit;(¢*)) U N;(¢F) —{ao} avec coefficients dans Lg.
Réitérer ce procédé jusqu’a exhaustion des éléments dans N;(¢*) nous permet d’établir que
pour le dernier élément b € N;(¢*) et un certain polynéme Q, (1 — Q)[b] est combinaison
linaire de classes d’éléments de Crit;(¢¥), ou est égal & zéro. Parcourir les égalités établies
dans le sens inverse nous donne ensuite que pour tout élément a € N;(¢*), soit [a] est
combinaison linéaire de classes d’éléments de Crit;(¢**1), ou est égal a zéro.

Ainsi,
Qs @1, m(R[Crit;(¢")] © R[Ni(¢*)]) = Qs ®@r R[Crits(¢°)] - Qs @1, Hi(Mjs,R)
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En particulier, le nombre d’éléments dans Crit;(¢°) est plus grand que la dimension de
Qs @1, Hi(Mg,R).

Une premiére application pour [3] € H'(M,Z)

Comme annoncé, supposons que [3] € H'(M, Z). Prenons W}, 'exhaustion utilisé dans
3. Ainsi, Z[H| = Z]a] avec < [f],a >> 0. Prenons X un champ de vecteurs sur Wy qui
est un pseudo-gradient pour ¢q loin des points critiques de ¢ojaw,, qui vaut 0 au-dessus
des points critiques de ¢gam,, et qui est tangent au bord. Soit v : _-Wy — 0. Wy le
difféfomorphisme canonique, et supposons que D¢(X) = X. Finalement, supposons que
le flot de X est Morse sur lintérieur de W, et sur le bord. Le flot de X détermine
une différentielle sur le R-espace vectoriel engendré par les points critiques et les points
critiques de Neumann, dont ’homologie est 1’homologie de W

Du fait que e79f est quasi-périodique, un point critique de Neumann x de ¢y cor-
respond & un point critique (de Dirichlet) y de X sur le bord opposé. Posons donc
p(z) = a=Y(y) six € Wy, et p(z) = a(dy) si z € I, Wy. Un tel p vérifie les conditions
données plus haut, et ainsi, nous pouvons retrouver le théoreme 3.2.3 dans ce cas.

Notons que la deuxieme condition sur p peut poser probléeme dans le cas plus général

8] € H'(M,R).

3.5.3 Une théorie des faisceaux pour la géométrie Ics

Comme noté en introduction, les idées de ce chapitre sont adaptables a une théorie des
faisceaux pour la géométrie [cs. Rappelons les deux ingrédients algébriques principaux de

la preuve du théoréme 3.2.3.

1. Le complexe de chaines donnant 'homologie singuliére du revétement M, 3 est inva-
riant sous 'action des automorphismes de revétement. C’est-a-dire que pour tout
S C Mjp et tout automorphisme de revétement a, a,(C.(S)) = C.(a(S)).

2. L’homologie singuliere vérifie :

rk(H;(Wy, 0-Wy))
(2k +k1)r+1 : e rk(HN;(M, 3))

pour r 4 1 la dimensions du groupe des automorphismes de revétement de M 3 vu

comme un Z-module libre.

Le premier point peut étre traduit par la définition suivante :

117



Partie , Chapitre 3 — Autour des fonctions génératrices

Définition 3.5.2

Supposons que 75 est subanalytique (ce qui est vérifié pour un 5 générique dans la
méme classe de cohomologie). Soit A un anneau abélien et F un faisceaux sur My tel
que I’ € Db(AMB) soit R-constructible. Nous appellerons F' un [-faisceau si pour tout
a€H, F~aF.

Remarquons que par théorie générale sur les faisceaux équivariants, un tel faisceau est
simplement le tiré en arriere d’un faisceau dans D°(M) par la projection de Mﬁ sur M
(voir, par exemple, proposition 8.1.1 dans [BL94]).

Notons que le deuxiéme point indique que la notion de nombre de Betti n’est pas
adapté : il nous faut une "nombre de Betti asymptotique".
Définition 3.5.3

Nous appellerons le j-éme nombre de Novikov de F' la quantité

bi(Fwoo w,)
Jim PO =),

ot v+ 1 est le rang de la coimage de < [f],- >

Rappelons que b;(Fw,\o_w, ) est le rang du j-éme groupe de cohomologie de (M 8 Fwoo_w,),
soit-dit le rang de RTY (Mg, Fiyo w, )-

Cette notion de nombre de Novikov a le bon gotit d’étre bien définie, au sens de la
propriété suivante :

Proposition 3.5.4

Soit F' un [-faisceau. Alors c;(F') ne dépend pas des choix arbitraires faits lors du
choix de Vj.

Démonstration (idée) : Tous les ensembles seront choisis de sorte a étre subanalytiques.
Afin d’alléger les indices, notons Gy, (F) := Fyy,\a_w, -

Soit I’ € Db(AMﬁ) un [-faisceau. Soient Vi et Vo deux résultats possibles de cette
construction. On peut toujours supposer que int(Vy) N int(Va) # 0 car F' est un f-
faisceau. Notons respectivement T/Vk1 et sz les ensembles W}, construits a partir de V; et
V5. Puisque ces ensembles sont subanalytiques et que F' est R-constructible, GWkl (F) et
GWIS (F') sont R-constructibles.

Supposons dans un premier temps que W} C int(W7? ) et W2 C int(W} +1)- Prenons
Pinclusion W2 < Wy, ;, alors il y a un morphisme injectif de ixGyy2 (F) dans kal+1 (F),

qui est une bijection lorsqu’on restreint les faisceaux a int(W2). Prenons V¥ un voisinage
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arbitrairement petit de (Wk} 11 —W,?) dans Wk} 1, alors nous avons une suite exacte longue

de Mayer-Vietoris :

... = RD(Wi4, i.Gy2(F)) = RT(V*, i.Gy2(F)) @ RT(int(W§), iGyyz2(F))
— RO(VE Nint(WR), .Gy (F)) = ...

Similairement, nous avons

... — RD(WiL,, Gw, (F) = RT(V*, Gy, (F) @ RT (int(W§), Gy, (F))
— RO(VF nint(W?), Gy (F) = ...

Or, nous avons les isomorphismes RT(int(W}?), kal+1 (F)) ~ R (int(W?), ixGyy (F)) et
RT(VF nint(W3?), Gy, (F) ~ RO(VF nint(Wy), i.Gy2 (F)).

Remarquons qu’en prenant un recouvrement ouvert de V* suffisamment régulier sous
I’action de H, nous avons que le rang de RT\(V, GWk1+1(F)) est au plus O ((2k 4+ 1)7).
Précisons quelque peu cet argument. Pour chaque o € 0_Hpi1 U Oy Hir1 =: OHpy1,
prenons U, un petit voisinage ouvert de a(f/g). Commencons par décrire les voisinages
dans les "coins". Rappelons que H est un Z-module libre de base (g, aq,...,a,) et que
Hp11 est un hypercube. Fixons-nous (X;); le squelette de 0H 11, ou X; est I'union des
faces de dimension au plus 7. Par induction sur le squelette pour o € X; a distance au

moins 2 de X;_1 pour la norme || - ||,

A

Ua = U{a’e?-lk+1 : ||a’—ozHoo§1}Uoc"

Finalement, prenons K un fermé arbitrairement grand de mt(W,?) et pour chaque Uy
défini, posons V, = Ua — K. Alors la réunion de tous ces V, forme un recouvrement
ouvert de V¥, Par ailleurs, effectuer une répétition de suites de Mayer-Vietoris utilisant
ces voisinages montre que la rang de RF(V":,GW;H(F )), pour k > 5, est au plus une
constante fois le nombre de voisinages V, avec a € X, d’ott le Ox((2k + 1)"). Notons
que l'existence de la constante est donnée par le fait que les V,, sont des sous-ensembles

ouverts subanalytiques relativement compacts et que GWkI ) (F) est R-constructible.
+

Pour RF(Vk,i*GWI?(F )), le méme résultat peut étre obtenu avec un bon recouvre-
ment de VFNIW2. Ainsi, la différence entre les rangs de RT'\(V*, GW1§+1 (F)) et RT(Vk, ix Gy (F))
est au plus O ((2k + 1)").

Ainsi, nous avons les égalités suivantes :

bj(Gwy  (F)) = bj(ixGy2(F)) + O1oo((2k +1)7) = bj(Gy2(F)) + O4oo((2k +1)7)

k41
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Partie , Chapitre 3 — Autour des fonctions génératrices

Diviser par (2k + 1)"*! et passer & la limite donne le résultat.

Si nous ne supposons pas que W, C int(W2 ) et W C int(W} +1), le résultat peut
étre déduit en passant par I'intermédiaire d’une suite finie de domaines fondamentaux V;,

et leurs suites (W})y, associés tels que, pour tout i, (W})y et (W,i“) k vérifient 'hypothese. H
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CONCLUSION

La géométrie [cs est une généralisation de la géométrie symplectique qui, bien qu’ayant
des propriétés locales identiques, posséde des comportements globaux radicalement dif-
férents. Cette these s’inscrit dans la lignée des travaux de B. Chantraine et E. Murphy,
et est une exploration des différents outils adaptés a ’étude des variétés [lcs, et plus par-
ticulierement a I’étude des lagrangiennes exactes dans les fibrés cotangents des variétés
fermées. Il en ressort plusieurs axes d’étude possibles.

Comme mis en évidence dans le second chapitre, une étude plus dynamique des sous-
variétés lagrangiennes exactes est possible. En effet, sous des conditions de type capa-
cité, les lagrangiennes exactes sont homotopiquement équivalentes a des lagrangiennes
0-exactes.

Dans le troisieme chapitre, nous nous concentrons plus sur I’aspect topologie algébrique
du probleme. Nous mettons en évidence que l'inégalité de Chantraine-Murphy peut étre

améliorée pour étre plus similaire aux inégalités de Morse classiques.

Le principal impact de ce manuscrit est de dégager des axes de recherche pertinent
pour I’étude des lagrangiennes exactes en géométrie [cs. Explicitons quelque peu ces axes
et les séparant en deux catégories : 'amélioration des résultats de ce papier, et la poursuite

de nouveaux résultats inspirés des idées présentées dans ce manuscrit.

Ameélioration des résultats

Pour la partie dynamique, nous avons les axes de recherches suivants :

— L’utilisation des techniques exposés dans cette these pour trouver plus d’isotopies
entre lagrangiennes exactes et lagrangiennes 0-exactes.

— L’étude des conditions sous lesquelles nous pouvons garantir ’existence d’une ap-
plication A comme décrite dans le corollaire 2.5.1.

— L’étude de l'existence d'une fonction h sur L vérifiant les conditions du corollaire
2.5.1 sous l'action d’une isotopie hamiltonienne générique ¢;.

L’intérét du premier point est de comprendre sous quelles conditions les lagrangiennes
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exactes se comportent différemment des lagrangiennes 0-exactes. Les deux points sui-

vants nous intéressent pour la construction d’une véritable capacité lagrangiennes exacte.

Pour la partie topologie algébrique, nous avons les axes de recherche suivants :
— L’élaboration d’autres méthodes de preuves pour les inégalités de Chantraine-
Murphy.
— L’amélioration des inégalités de Chantraine-Murphy pour les amener plus en ligne
avec les inégalités de Morse, notamment en ce qui concerne la torsion.
L’intérét du premier point est principalement d’éclairer la recherche sur les deux points
suivants. L’amélioration des inégalités de Chantraine-Murphy pour inclure la torsion nous
permettrait d’avoir de meilleures bornes minimales pour le nombre d’intersections trans-
verses entre deux lagrangiennes exactes qui sont des déformations de I'une et de l'autre
via une isotopie hamiltonienne. Par ailleurs, de nouvelle méthodes de preuves pourraient
dégager de nouvelles catégories de faisceaux adaptées a ’étude de la géométrie lcs (diffé-

rentes de celle donné dans la conclusion du chapitre).

Vers de nouveaux résultats

Le sujet de recherche le plus évident consiste a mieux comprendre la notion de -
faisceau et de nombre de Novikov expliqué dans la conclusion du chapitre 3, et une
meilleure compréhension passe par une adaptation des travaux de Guillermou, Kashiwara
et Shapira en utilisant ces notions. S’il existe déja de tres bonnes pistes pour une version
"faisceautique" de la preuve du théoreme 1.4.5 en utilisant les idées développées dans le
chapitre 3 ainsi que [GKS12] (résultat qui devrait bientdt étre publié), une adaptation du
théoreme d’Abouzaid-Kragh reste néanmoins (pour I'instant) hors de porté. En effet, une
telle adaptation demanderait un notion de "quantisation" des lagrangiennes [cs similaire
a celle que Guillermou utilise dans [Guil9]. Toutefois, le début du chapitre 2 indique qu’il
pourrait bien y avoir des obstacles a une telle notion.

Un autre axe de recherche serait d’utiliser les idées du chapitre 3 pour essayer de récu-
pérer ue théorie de Floer, au moins dans le cadre des fibrés cotangents de variétés fermées.
Une direction plus spéculative serait, par exemple, d’essayer de combiner les idées de ce
chapitre et les travaux existant sur ’homologie de Floer hamiltonienne pour les varié-
tés ouvertes (voir [Grol5], par exemple). Encore plus spéculatif serait d’essayer d’utiliser

les correspondances entre théorie des faisceaux et homologie de Floer lagrangienne (voir
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[Nad09], ou encore [Vit19]) pour récupérer une théorie de Floer lagrangienne pour les

variétés [cs.
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Résumé : La géométrie localement confor-
mément symplectique (Ics) est une générali-
sation de la géométrie symplectique dans la-
quelle une variété est munie d’'une 2-forme
non-dégénérée qui est localement une forme
symplectique a un facteur positif pres. Si
les comportements locaux de telles varié-
tés restent relativement similaires a ceux que
I'on rencontre en géométrie symplectique, les
comportements globaux peuvent néanmoins
différer. Par exemple, nous pouvons étendre
la définition des lagrangiennes a la géométrie
[cs, mais S? x S! posséde une structure [cs
“exacte” donnée par la structure de contact ca-
nonique sur S3. Cette “fléxibilité” de la géomé-
trie [cs rend toutefois difficile I'étude de phé-

nomenes de rigidités et certains outils clas-
sigues, comme I'homologie de Floer, ne pos-
sédent pas de version [¢s. Dans ce manuscrit,
nous étudierons donc la rigidité des lagran-
giennes exactes ([cs) dans les cotangents
de variétés fermés avec structure [¢s. Dans
un premier temps, nous étudierons les limites
d'une version [¢s du théoréme d’Abouzaid-
Kragh. En particulier, nous dégagerons de
nouvelles stratégies pour I'étude des cordes
de Reeb dans les espaces de jets. Dans un
second temps, nous développerons une stra-
tégie pour I'étude des points critiques de fonc-
tions génératrices, aboutissant a un raffine-
ment des inégalités de Chantraine-Murphy.

Title: A handful of tools for the study of Lagrangian submanifolds in cotangent bundles with
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Abstract: Locally conformally symplectic (I¢s)
geometry is a generalization of symplectic ge-
ometry in which a manifold is endowed with
a non-degenerate 2-form that is locally a sym-
plectic form up to some positive factor. If the lo-
cal behavior of such a manifold is largely iden-
tical to that of a symplectic manifold, the global
behavior can nonetheless vastly differ. For ex-
ample, while it is possible to define Lagrangian
submanifolds in [cs geometry, we also have to
contend with the fact that S* x S' has a canoni-
cal “exact” [¢s structure given by the canonical
contact form of S through a process known
as circular [cs-ization. However, [cs geome-

try’s “flexibility” makes the study of rigidity phe-
nomena difficult an some of the classical tools,
such as Floer homology, do not have a [cs
variant. In this manuscript, we will study the
rigidity of exact ([cs) Lagrangians in cotangent
bundles of closed manifolds with [¢s structure.
We will begin with the study of the limits of a
[¢s version of the Abouzaid-Kragh theorem. In
particular, we will see a new strategy for the
study of Reeb chords in cotangent bundles.
We will follow with a strategy for the study of
critical points of generating functions, conclud-
ing with a refinement of Chantraine-Murphy’s
inequalities.
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