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Résumé

Ce document est une synthèse de mes activités de recherche au sein de l’équipe Mécanique et
Système Mécanique (SMC) du Laboratoire de Mécanique des Contacts et des Structures (LaMCoS)
de l’INSA de Lyon où je suis en poste depuis 2008. Ces travaux portent sur l’optimisation des sys-
tèmes mécaniques de transmission de puissance par engrenages et visent plus particulièrement
à réduire les nuisances (bruit, vibrations, échauffements, etc.) générées par leur fonctionnement
dans différentes situations. Un moyen privilégié pour atteindre cet objectif consiste à introduire
des corrections de forme des dents (correction de profil et correction d’hélice sur le pignon et la
roue). Il est également envisageable d’introduire des dispositifs spécifiques qui filtrent en partie
les vibrations. La fluctuation de l’écart de transmission quasi-statique est un paramètre clé du
comportement dynamique et ce paramètre a été particulièrement étudié.

Ces travaux s’articulent autour de deux pôles complémentaires. Le premier a pour objectif de
réaliser une synthèse des corrections de forme appliquées aux dentures. Une approche analytique
originale permet de relier les caractéristiques de modification de forme optimale à certains
paramètres macroscopiques de l’engrenage comme le rapport de conduite εα et le rapport
de recouvrement εβ . Le modèle est assez détaillé pour pouvoir tenir compte de l’évolution
de la raideur linéique d’engrènement le long du segment de conduite et du couplage des
déplacements locaux au niveau du contact. La moyenne quadratique de l’écart de transmission
s’exprime explicitement en fonction des paramètres de correction et il est possible de la minimiser.
Les combinaisons de corrections optimales se synthétisent en quelques relations simples et
générales. Bien que les modifications optimales soient dépendantes de la charge, on montre que
l’optimisation demeure efficace sur une plage de couples pour quelques situations particulières
mais non singulières. Les résultats fournis par cette approche sont en bon accord avec ceux des
modèles numériques validés, dans la mesure ou l’environnement de l’engrenage (arbres, paliers,
etc.) n’affecte pas trop les positions relatives.

Le second pôle s’intéresse à l’analyse de systèmes mécaniques et à leur optimisation selon
un ou plusieurs critères. Les démarches mises en œuvre sont essentiellement numériques. Les
systèmes complets (engrènement, contact, arbres, paliers, système amortissant, etc) sont mis
en équation en utilisant des modèles à paramètres discrets. Les matrices masse et raideur
de l’équation du mouvement, ainsi que le second membre, sont fournis par les équations de
Lagrange. Étant donné que les systèmes étudiés subissent peu d’amortissement, la matrice
amortissement est en générale définie de façon à ne pas gêner la diagonalisation du système
d’équations (méthode de Rayleigh, définition modale, etc.). La résolution est menée dans l’espace
temporel par un schéma d’intégration implicite (généralement méthode de Newmark) associé
à un algorithme complémentaire permettant de définir l’état du système physique à chaque
pas de temps (algorithme de contact). Le nombre de degrés de liberté demeure raisonnable
(au plus quelques milliers), les temps de calcul sont faibles et ils permettent de réaliser des
études paramétriques ou des optimisations. L’approche numérique rend possible la prise en
compte de davantage de phénomènes physiques spécifiques à chaque situation et l’utilisation
de modèles plus fins au niveau de la description de la physique. Des approches probabilistes
(robustesse, sensibilité, etc.) ont été mises en place et elles donnent un certain nombre de résultats.
Cependant, elles sont limitées par le manque de connaissance des distributions des incertitudes
et par les temps de calcul qui augmentent très fortement avec le nombre de paramètres aléatoires
considérés.

La poursuite des travaux de synthèse de conception des modifications de forme est envisagée
selon plusieurs pistes. La première consiste à augmenter progressivement le nombre paramètres
du modèle. Ceux-ci peuvent concerner les corrections, la raideur d’engrènement, la définition
de la zone de contact, la prise en compte des écarts de montage ou des déplacements sous
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charge, etc. Une seconde piste permettra de développer d’autres critères d’optimisation tels
que la dissipation par frottement au contact, l’usure, les contraintes mécaniques, le coefficient
dynamique de l’effort à la denture, etc. D’autre part, la démarche actuelle propose des familles de
solutions optimales mais sans hiérarchiser ses éléments. Un travail complémentaire est nécessaire
pour ordonner ces solutions.

L’analyse de systèmes mécaniques de transmission de puissance, selon une approche pu-
rement numérique, sera également prolongée. De façon assez générale, l’idée directrice est
d’intégrer davantage de phénomènes comme les hautes vitesses (>40 000 tr/min), des incerti-
tudes de réalisation, des comportements de matériaux différents (matériaux plastiques, etc.),
l’intégration de toute la ligne de transmission (moteur, accouplement, réducteur, récepteur,
etc.) afin d’augmenter la capacité prédictive des modèles. Il est également envisagé de tester
de nouvelles approches de type éléments finis avec une résolution explicite, qui permet une
réduction significative des temps de calcul.
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Chapitre1
Introduction

Ce rapport est une synthèse d’une grande partie des travaux de recherche que j’ai menés
au sein de l’équipe Systèmes Mécaniques et Contacts du LaMCoS (UMR 5259, INSA de Lyon)
depuis mon recrutement en septembre 2008 comme maître de conférences. Ils portent sur des
systèmes mécaniques de transmission de puissance. Une partie de ces résultats a été obtenue par
des doctorants dont j’ai suivi les travaux et l’autre partie est le fruit d’une collaboration régulière
avec Philippe Velex.

L’engrenage renvoie parfois l’image un mécanisme d’un autre temps ou celle d’un système
bien connu puisque largement utilisé depuis des décennies. En fait, pour les systèmes méca-
niques aujourd’hui très optimisés, non seulement l’utilité de l’engrenage n’est pas remise en
cause, mais les niveaux d’exigence croissants nécessitent continuellement de nouveaux travaux
d’approfondissement et d’amélioration de leurs performances.

Les exigences socio-économiques qui s’appliquent aux moyens de transport et aux outils
industriels évoluent depuis des années vers une moindre perturbation de l’environnement global.
Les concepteurs de systèmes de transmission de puissance mécanique ont généralement de
fortes contraintes sur les niveaux de pertes d’énergie mécanique, de bruit et de vibration générés
(NVH : Noise, vibration and harshness). En effet, de par sa nature où les contacts sont directs
et intermittents, l’engrènement est un excitateur de la ligne de transmission et des structures
voisines. Les travaux présentés dans ce document sont une contribution aux efforts de réduction
des excitations générées par l’engrènement de roues cylindriques. Les démarches suivies sont
celles de la modélisation suivant plusieurs approches, de l’optimisation et de la synthèse.

La simulation de l’engrènement présente des difficultés spécifiques liées aux étendues des
échelles dimensionnelles et temporelles de résolution du problème mécanique. En effet, elle
doit être réalisée sur un intervalle de temps suffisamment long pour que les phénomènes à
longue période (par exemple sur un tour de roue) puissent être capturés et le pas de l’incrément
temporel doit être petit par rapport à la période d’engrènement pour une bonne prise en compte
de l’évolution des zones de contact. Par ailleurs, la détermination des déplacements et des
contraintes mécaniques couple le comportement global de la structure avec des phénomènes
locaux de contact qui se déplacent sur les pièces au cours du temps. Cette situation rend
généralement les approches par éléments finis en trois dimensions trop volumineuses en espace
mémoire et trop lentes à l’exécution pour pouvoir mener des analyses de paramètres ou des
optimisations.

La mise en place des modèles numériques d’engrènement utilisés dans ces travaux s’appuie

1
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largement sur des démarches développées à sein du laboratoire à partir de la fin des année 80
[96, 70, 71, 72, 3, 98, 97]. Il s’agit de modèles dynamiques à paramètres concentrés prenant
en compte les comportements des paliers, des arbres, des dentures, de la micro-géométrie du
contact et des écarts de montage et de réalisation. Ils contiennent relativement peu de degrés de
liberté (de quelques dizaines à quelques milliers) et leur formulation condensée leur permet des
temps d’exécution très courts (moins d’une seconde par période d’engrènement), ce qui les rend
compatibles avec la plupart des objectifs poursuivis.

En parallèle de cette approche numérique, une démarche analytique originale a également
été suivie pour obtenir une formulation explicite de l’écart de transmission. Ce modèle un peu
moins précis a l’avantage d’être général, c’est à dire qu’il englobe en une même formulation
toutes les géométries de dentures cylindriques. Son exploitation permet de réaliser une synthèse
des corrections de forme pour l’optimisation de l’écart cinématique de transmission.

Ce document est principalement composé d’une synthèse scientifique comportant deux
volets. Le premier expose les démarches et les résultats assez généraux sur l’optimisation des
corrections de forme de denture obtenus par une approche analytique. Le second volet présente
des travaux menés en collaboration avec des partenaires industriels. Ils traitent de l’analyse et de
l’optimisation des systèmes de transmission de puissance à partir d’une modélisation numérique
détaillée.

Enfin, la dernière partie de ce document synthétise mes diverses activités d’enseignant-
chercheur au sein de l’établissement (enseignement, production scientifique, valorisation, res-
ponsabilité, etc.).
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Notations des principaux paramètres

Indices

0 : indice affecté au repère fixe ou aux paramètres de l’outil de référence
1 : indice affecté au pignon
2 : indice affecté à la roue
n : caractéristique prise dans le plan normal / caractéristique de la roue virtuelle
t : caractéristique prise dans le plan apparent
w : caractéristique de fonctionnement

Minuscules

b : largeur de denture
c0 : célérité du son dans l’air
e(M) : écart équivalent normal au point M
f : coefficient de frottement
fc : fréquence critique pour le rayonnement acoustique
fe : Fréquence d’engrènement
g : fonction caractérisant soit l’effet convectif sur les lignes de contact,

soit l’évolution de la raideur d’engrènement
hai : coefficient de saille de la roue i
hf i : coefficient de creux de la roue i
ki : raideur de la cellule i
k̃(M) : raideur linéique en M (ki = k̃(Mi)dM)
k̃m0 : raideur linéique d’engrènement moyenne sans réduction de longueur de contact

: (sans modification de forme)
km0 : raideur d’engrènement moyenne sans réduction de longueur de contact

(sans modification de forme)
km : raideur d’engrènement moyenne effective
n i(M) : vecteur unitaire sortant de la pièce i en M
q : vecteur des degrés de liberté intervenant directement dans les déplacements relatifs à

l’engrènement
p(xi) : densité de probabilité de la variable aléatoire xi
ri : rayon du cylindre primitif de taillage de la roue i
rbi : rayon du cercle de base du pignon i
s : abscisse curviligne
sp : (exposant) paramètre de forme
t : le temps (seconde)
u (M,i/R) : vecteur déplacement au point M appartenant à la pièce i par rapport à R

x̄ =
X
pbt

coordonnée selon X⃗ adimensionnée par le pas de base apparent

xi : coefficient de déport de la roue i

z̄ =
Z
b

coordonnée selon Z⃗ adimensionnée par la largeur de denture

zi : nombre de dents du pignon i

Majuscules
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A,B,C,D,E : points caractéristiques de la ligne d’action (ISO21771 [55])
B : amplitude de la correction longitudinale
Cm0 : couple nominal
E : profondeur de correction de profil | module d’Young
Emax(τ) : maximum des écarts équivalents normaux à l’instant τ
F 0 : vecteur des forces extérieures généralisé
Flc(M) : charge linéique au point de contact M entre les dentures
G : dans l’expression de T E⋆S , terme lié à l’effet convectif sur la ligne de contact
HV ,F(ω) : fonction d’influence complexe à la pulsation ω
K : matrice raideur des arbres et des paliers
KT (τ,X ) : matrice raideur totale du système modélisé
K e(τ,X ) : matrice raideur de l’engrènement
Km : matrice raideur moyenne effective
Km0 : matrice raideur moyenne sans correction de forme et sans réduction

de longueur de contact
L0 : ensemble des lignes de contact potentielles
Lw : puissance acoustique rayonnée équivalente
M : matrice masse du système modélisé
N : nombre d’engrènements
Qf : flux thermique généré par l’effet du frottement entre les dentures
Qtotal : flux thermique généré par toutes les sources de dissipation d’énergie mécanique
T E : écarts de transmission
T ES : écarts de transmission quasi-statiques
Ti : point de tangence de la ligne d’action avec le cercle de base i
Tm : durée d’une période d’engrènement
V (M) : vecteur structure en M
Vm : vecteur structure effectif moyen
Vm0 : vecteur structure moyen sans réduction de longueur de contact
V : vecteur vitesse
W : vecteur de projection
X : vecteur des ddl aux nœuds de l’ensemble du système
Xa1 : vecteur aléatoire des paramètres de conception
Xa2 : vecteur aléatoire des paramètres environnementaux
Xc : rapport du couple de fonctionnement sur le couple nominal
XS : vecteur des ddl aux nœuds de l’ensemble du système, dans la configuration

quasi-statique
X 0 : égal à K −1

m0 F 0, solution statique avec la matrice raideur moyenne
Y : vecteur réponse du système

Lettres grecques majuscules

∆l : longueur de déphasage entre 2 engrènements
∆(M) : écrasement des surfaces en M
Φkv

(
τ, XS

)
: fonction scalaire non linéaire, inconnue

Γ : longueur de correction de profil adimensionnée
ΓL : longueur de correction de profil adimensionnée courte
Λ : fonction unitaire pour les corrections de profil
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Λp : fonction de perte par frottement
Πac : puissance acoustique rayonnée
Ωi/j : vitesse de rotation du pignon i par rapport à j (mouvement de corps rigide)

Lettres grecques minuscules

α : angle de pression | coefficient numérique, généralement compris entre 0 et 1
β : angle d’hélice | coefficient de qualité
δ : paramètre de réduction de la zone de contact selon la largeur de la denture
δ0 : distance normale entre les dentures à l’état de référence
δm : déflexion statique moyenne effective
δm0 : déflexion statique moyenne sans correction de surface ni réduction de longueur de contact
ϵ : orientation de l’hélice du pignon : ϵ = 1 pour une hélice à gauche sur le pignon, -1 sinon
ϵr : signe de la vitesse de rotation Ωr
ε : orientation des hélices
εα : rapport de conduite apparent
εβ : rapport de recouvrement
εβ1 : valeur approchée du zéro de la fonction η sur [1,5 ; 2]
λ : coefficient de réduction de longueur de contact dans la direction X⃗
µY : espérance mathématique de la variable Y
ν : coefficient de Poisson
ϕ : fonction scalaire non linéaire, normalisée, caractérisant l’évolution

de la raideur linéique en un point de contact

κ0 : longueur AC adimensionnée : κ0 =
AC
εαpbt

πac : puissance acoustique rayonnée
πref : puissance acoustique de référence
ρ : rayon d’outil divisé par le module | masse volumique de l’acier
ρ0 : masse volumique de l’air standard
σrad : facteur de rayonnement
σY : écart-type de la variable Y
τ = t

Tm
: temps adimensionné

ϑG : paramètre de l’effet convectif
u : vecteur déplacement
ζ : orientation du plan d’action

Types de grandeurs adimensionnées

A⋆ =
A
δm0

Â =
A
FS

A† =
A
km0
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Aα =
A
T1T2

A▼ =
A
σ0

où σ0 est une contrainte de référence en pied de dent

A⋄ =
A

δmC0
où δmC0 est la déflexion statique au couple de référence

Fonctions

cov : covariance
E : espérance mathématique
inv : fonction involute : inv(x) = tan(x)− x
H : fonction de Heaviside
π : fonction porte qui vaut 1 ou 0
var : variance
∇α : moyenne du RMS de T ES sur une plage de couple et fonction d’un paramètre α

Sinc : sinus cardinal Sinc(x) =
sin(πx)
πx

mod(x,y) : le reste de la division euclidienne de x par y
< • >S : moyenne spatiale
• : la moyenne temporelle
A∗ : complexe conjugué de A
VT : transposé de V

Acronymes

ERP : Equivalent Radiated Power
HCR : High Contact Ratio
LCR : Low Contact Ratio
LDP : Load Distribution Program (logiciel Gearlab, The Ohio State University)
NLTE : No Load Transmission Error
NVH : Noise, vibration and harshness
PPPCM : Plus Petite Période Commune Multiple
PPCM : Plus Petit Commun Multiple
RMS : Root Mean Square
TE : Transmission Error
VSA : nom générique des logiciels de simulation de l’engrènement développés

au LaMCoS, suivant l’approche proposée par Philippe Velex



Chapitre2
Approches analytiques

La modélisation et les méthodes numériques sont des outils efficaces pour l’analyse et
l’optimisation des réducteurs à engrenages de façon à minimiser les nuisances engendrées.
La contrepartie de la grande précision de ces modèles est la forte dépendance des résultats à
l’architecture et aux macro-paramètres de la transmission. Ce chapitre propose une démarche
plus globale où les caractéristiques des dentures n’ont pas besoin d’être spécifiées. Elle apporte
des résultats généraux sur les corrections de profil et d’hélice qui dépendent principalement du
rapport de conduite de profil εα et du rapport de recouvrement εβ .

2.1 Liminaire : écart de transmission quasi-statique

L’objet de ce préambule est de rappeler de façon synthétique la démarche de modélisation de
l’engrènement développée par Philippe Velex et ses collaborateurs. Cette approche, tout d’abord
numérique, a montré ses performances dans l’analyse du comportement statique et dynamique
de réducteurs à engrenages cylindriques. L’approche analytique s’appuie sur les mêmes concepts
et, moyennant quelques hypothèses qui seront précisées, permet d’obtenir une expression directe
de la variance de l’écart de transmission quasi-statique sous charge et sa minimisation.

L’écart de transmission quasi-statique est une grandeur clef du comportement d’un réducteur.
Son évolution temporelle est le reflet des déplacements élastiques sous charge et de quasiment
tous les écarts géométriques. On montre que la minimisation des fluctuations de cette grandeur
à faible vitesse améliore également le comportement dynamique, sur le plan des vibrations [98]
et, dans une certaine mesure, au niveau acoustique [10].

Une approche purement cinématique de l’engrènement permet de définir les surfaces théo-
riques des dents, parfaitement conjuguées dans un mouvement exactement homocinétique,
ignorant tout des écarts et des déformations d’un système réel. La famille de surfaces réglées
dont la trace dans tout plan apparent est une développante de cercle, est une hélicoïde dévelop-
pable [48, 62, 23, 65]. Bien d’autres familles de surfaces existent mais elles sont peu employées
car possédant moins d’avantages. La surface de référence est la surface nominale définie à partir
de la surface théorique et à laquelle des corrections de forme ont été ajoutées.

La prise en compte d’écarts de réalisation et de montage dans le fonctionnement de l’engre-
nage indéformable permet de définir son état de référence. Chaque roue tourne autour d’un axe
fixe et les dentures sont en permanence en contact.

La configuration du système de transmission déformé par les différentes actions mécaniques

7
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externes et internes est définie par un certain nombre de degrés de liberté qui caractérisent de
« petits » déplacements de translation et rotation (HPP) au voisinage de l’état de référence et se
superposent à ce dernier. Cette approche permet d’introduire des déplacements élastiques au
niveau de la denture, les déformations des arbres, des paliers, etc.

Le choix des différents modèles est fait de façon à avoir un compromis entre leur coût et leur
précision vis à vis des quantités d’intérêt : déflexions locales au voisinage du contact, déflexions
structurelles (arbres, paliers, . . .), etc.

2.1.1 Modèles des structures

Les arbres qui portent les dentures sont modélisés par des éléments finis de poutre de
Timoshenko à 12 degrés de liberté (ddl) infinitésimaux. Les paliers qui les supportent sont pris
en compte par l’intermédiaire de rigidités pour les déplacements axiaux et radiaux, supposées
constantes au voisinage du point de chargement nominal (figure 2.1). Des couplages entre les
déplacements infinitésimaux sont possibles.

Les corps des roues dentées peuvent être assimilés à deux cylindres rigides possédant chacun
6 ddl ou bien modélisés par des éléments de poutres de Timoshenko à 2 nœuds et 6 ddl par
nœud pour les dentures plutôt longues ( b

mn
> 10, [4]). Dans les cas de géométries plus complexes

ou particulièrement souples (aéronautique), un modèle de sous-structure peut être utilisé [11,
44, 21]. Il n’y a pas de restriction dans le raffinement du modèle en termes de nombre de degrés
de liberté.

Figure 2.1 – Représentation générique d’un engrènement et de son environnement

2.1.2 Modèle de l’engrènement

Les zones de contact entre les dentures sont assimilées à des lignes toutes contenues dans le
plan d’engrènement. Celles-ci sont discrétisées en cellules de longueur dM. Le contact élastique
est représenté par une distribution de raideurs indépendantes le long des lignes de contact
théoriques (fondation de Winkler [73]) [3, 102]. En notant M un point de contact potentiel au
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centre d’une de ces cellules, la raideur de cet élément est k̃(M)dM (figure 2.2) où k̃ est la raideur
linéique.

Figure 2.2 – Modélisation de l’élasticité de l’engrènement par une fondation de Winkler non
linéaire et évoluant avec le temps

La raideur linéique dépend des géométries des dentures, des rayons de courbure au contact,
de la charge (dépendance non linéaire), des matériaux, etc. Différents modèles permettent de
fixer sa valeur. Pour la norme ISO6336 :2019, cette raideur est constante et ne dépend que des
paramètres macro-géométriques pour des dentures en acier. D’autres méthodes la décomposent
en une série de raideurs découplées : contact, flexion de la dent, encastrement de la dent sur la
jante, déformation de la jante, etc ([4, 86]).

2.1.3 Les écarts géométriques

Des écarts géométriques peuvent avoir des origines diverses :
— modification de la forme des flancs des dents par le concepteur : correction de profil,

correction suivant l’hélice, correction topographique, etc
— écarts de fabrication : défauts de forme des surfaces actives (orientation, ondulations, . . .),

erreur de pas, faux-rond, etc
— écarts de montage : position et orientation des axes de rotation, excentration, etc
— déplacements sous charge : les déformations élastiques des paliers, des axes de rotation,

des corps des roues et des dentures conduisent à des déplacement des surfaces qui peuvent
entrer en contact.

En un point M de la surface d’un flanc actif du pignon, l’écart e1(M) correspond à la distance
entre la surface théorique (hélicoïde développable) et la surface considérée de la dent suivant la
normale à la surface parfaite (figure 2.2). Par convention, le signe de e1(M) est positif dans le cas
d’un excès de matière et négatif dans le cas d’un enlèvement de matière. En chaque point de
contact potentiel, c’est la somme des écarts normaux du pignon et de la roue, ou écart normal
équivalent, qui est significatif pour l’engrènement : e(M) = e1(M) + e2(M) [102].

2.1.4 Paramètres calculés dans la configuration de référence

Pour rendre l’étude indépendante de la vitesse de rotation (très faible en quasi-statique), la va-
riable temporelle du modèle τ est égale au temps physique t divisé par la période d’engrènement
Tm.
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Pour un fonctionnement sans charge, et à chaque instant, le contact va avoir lieu dans le plan
d’engrènement, là où l’écart normal équivalent est maximum :

Emax(τ) = Max
M∈L0(τ)

(
e(M)

)
(2.1)

avec L0(τ) l’ensemble des lignes de contact potentielles à l’instant τ .

Dans l’état de référence, on appelle n le vecteur normal aux surfaces en tout point de contact
(constant, indépendant de l’instant et du point) et V (M,1/2) la vitesse relative enM. La condition
d’engrènement (n .V (M,1/2) = 0) perturbée par les écarts géométriques devient :(

rb1Ω1 + rb2Ω2

)
cosβb +

dEmax
dτ

= 0 (2.2)

Avec rbi et Ωi les rayons de base et la vitesse de rotation de corps indéformable de la roue i.
L’écart de transmission sans charge (No Load Transmission Error : NLTE) se déduit de la

relation (2.2) :

NLTE(τ) = −Emax(τ)
cosβb

(2.3)

En un point de contact potentiel M, la distance entre les surfaces des dentures est notée
δ0(M). Elle est définie par :

δ0(M) = Emax(τ)− e(M) (2.4)

2.1.5 Écrasements et actions normales de contact

Sous charge, les pièces du systèmes se déforment et il en résulte de petits déplacements des
surfaces au voisinage des points potentiels de contact M. Le rapprochement des surfaces suivant
la normale de référence est donné par :

δ(M) = u (M,1/R).n 1(M) + u (M,2/R).n 2(M) (2.5)

avec u (M,i/R) le vecteur déplacement du point M appartenant à la pièce i par rapport au
repère R et n i(M) le vecteur unitaire sortant de la surface de la pièce i en M. Les surfaces de
contact étant supposées régulières, on a n 1(M) = −n 2(M). Les écarts normaux équivalents étant
très petits devant les dimensions des surfaces, les normales retenues sont les normales aux
surfaces théoriques. Ainsi, dans le plan d’engrènement, toutes les normales sont colinéaires.

Dans le cas où les corps des roues sont rigides et animés de petits mouvements au voisinage
de la position de référence, celui-ci peut être modélisé par un torseur de petits déplacements :

{Di/R} =
{

ω i/R = φi S⃗ +ψi T⃗ +θiZ⃗
u (Oi , i/R) = vi S⃗ +wi T⃗ +uiZ⃗

}
, i = 1, 2 (2.6)

ou bien :

{Di/R} =
{

ω i/R = φiX⃗ +ψi Y⃗ +θiZ⃗
u (Oi , i/R) = viX⃗ +wi Y⃗ +uiZ⃗

}
, i = 1, 2 (2.7)

Le rapprochement des surfaces se met sous forme matricielle :

δ(M) = VT (M).q (2.8)
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Figure 2.3 – Les repères utilisés

où qT = [v1,w1,u1,φ1,ψ1,θ1,v2,w2,u1,φ2,ψ2,θ2] sont les degrés de liberté définis au centre
des mobiles, suivant les directions du repère. Deux repères sont principalement utilisés : {X⃗, Y⃗ , Z⃗}
et {S⃗, T⃗ , Z⃗}, définis figure 2.3. Suivant la base retenue, le vecteur structure V (M) a pour expres-
sion :

V (M) =



cosβb
0

ε sinβb
−ζεrb1 sinβb
η − εp1 sinβb
ζrb1 cosβb
−cosβb

0
−ε sinβb
−ζεrb2 sinβb
−
(
η + εp2 sinβb

)
ζrb2 cosβb


{X⃗, Y⃗ , Z⃗}

ou bien V (M) =



cosβb sinαwt
ζ cosβb cosαwt

ε sinβb
−ζεrb1 sinβb sinαwt − ζ

(
η − εp1 sinβb

)
cosαwp

−εrb1 sinβb cosαwt +
(
η − εp1 sinβb

)
sinαwp

ζrb1 cosβb
−cosβb sinαwt
−ζ cosβb cosαwt
−ε sinβb

−ζεrb2 sinβb sinαwt + ζ
(
η + εp2 sinβb

)
cosαwp

−εrb2 sinβb cosαwt −
(
η + εp2 sinβb

)
sinαwp

ζrb2 cosβb


{S⃗, T⃗ , Z⃗}

(2.9)
avec les notations :

ε : orientation des hélices, = 1 si le pignon à une denture à gauche, =-1 si la denture est à droite
ζ : orientation du plan d’action, = 1 si le plan d’action est orienté comme sur la figure 2.3,

=-1 si le plan d’action est selon l’autre tangente commune aux cercles de base
p1, p2, η : paramètres d’un point de contact M dans le plan d’engrènement (figure 2.4)

L’écrasement des surfaces en chaque point de contact potentiel M est défini par la relation :

∆(M) = u (M,1/R).n 1 −u (M,2/R).n 1 − δ0(M) (2.10)

Dans le cas où les corps des roues dentées sont indéformables :

∆(M) = VT (M).q − δ0(M) (2.11)
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Figure 2.4 – Paramétrage d’un point de contact dans le plan d’action

L’action mécanique transmise d’une denture à l’autre au niveau de chaque cellule de contact
est un glisseur élémentaire défini au centre de la cellule et dont la résultante est :

dF 1/2 = k̃(M)∆(M)H
(
∆(M)

)
dMn 1 (2.12)

où H est la fonction de Heaviside.

Le torseur complet de l’action mécanique du pignon sur la roue est donc

{F1/2} =

 F 1/2 =
∫
L0(τ) k̃(M)∆(M)H

(
∆(M)

)
dMn 1

M 1/2(O2) =
∫
L0(τ) k̃(M)∆(M)H

(
∆(M)

)
O2M ∧ n 1 dM


O2

(2.13)

Finalement, pour des corps de roues infiniment rigides, l’interaction entre les dentures peut
se mettre sous la forme matricielle suivante :

FM =
{
{F1/2}O2

{F2/1}O1

}
= −

∫
L0(τ) k̃(M)H

(
∆(M)

)
V (M)VT (M)dM .q +

∫
L0(τ) k̃(M)H

(
∆(M)

)
δ0(M)V (M)dM

= −K e(τ,q ).q + F e(τ)
(2.14)

avec
— K e(τ) la matrice de raideur de l’engrènement, qui évolue avec le temps et avec les condi-

tions de contact.
— F e(τ) se comporte comme un vecteur d’excitation (dépendance au temps) et ce vecteur est

fonction des modifications des surfaces en contact et des écarts géométriques.
Numériquement, la détermination de ces deux termes nécessite, à chaque pas de temps τ , de

connaître quelles cellules sont en contact (∆(M) > 0) et lesquelles ne le sont pas (∆(M) < 0). Les
écrasements dépendent des degrés de libertés de l’engrenage q à l’instant τ . Cette résolution est
donc itérative, elle est souvent appelée algorithme de contact.

Pour des corps de roues déformables, l’expression de l’interaction entre les dentures est plus
complexe mais se formalise de façon assez semblable (voir par exemple [4]).
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2.1.6 Équation du mouvement

L’équation globale du mouvement est obtenue par assemblage des matrices raideurs et masses
élémentaires issues des équations de Lagrange pour chaque partie du système : engrenage, arbres
et palier [102, 97] . Des raideurs, masses et inerties additionnelles peuvent également être prises
en compte. On retrouve la forme générale des équations de mouvement :

MẌ + CẊ + KT (τ,X )X = F 0 + F g1 + F g2 (2.15)

avec :
— X est le vecteur de tous les degrés de liberté de la structure
— KT est la matrice raideur totale du système modélisé
— M est la matrice masse du système modélisé
— F 0 est le vecteur des forces extérieures généralisé
— F g1 caractérise les excitations liées à l’état de référence : excentration, écarts de transmis-

sion sans charge et ses dérivées, ...
— F g2 est une extension du vecteur F e de l’équation (2.14). Cette excitation dépend du

temps et du vecteur solution X .
L’expression de la matrice d’amortissement C est toujours délicate à justifier. Son rôle dans

la modélisation est néanmoins indiscutable puisqu’elle contrôle en partie la stabilité et le
comportement dynamique du système. Dans le cadre des réducteurs à engrenages en acier, les
sources de dissipation de type « visqueuse » sont limitées :

— Le cisaillement et l’écrasement du lubrifiant entre les dentures. D’après M. Ankouni [8],
cette dissipation pour les engrenages cylindriques demeure faible, particulièrement pour
les dentures hélicoïdales et pour un fonctionnement sans perte de contact.

— Le cisaillement du fluide dans les paliers hydrodynamique ou hydrostatique. Toujours
d’après les travaux de M. Ankouni, la dissipation qui en résulte n’est pas forcement plus
importante que celle obtenue dans un palier à roulement.

— Les pertes par brassage de fluides : ventilation, piégeage et barbotage [34] . Ces effets sur le
comportement dynamique sont généralement très faibles tant que la vitesse périphérique
n’atteint pas plusieurs dizaines de mètres par seconde.

— L’amortissement structural
Dans la majorité des réducteurs mécaniques, l’amortissement global est faible et son influence

sur les vitesses critiques peut être ignorée. L’analyse modale du système est réalisée avec les
matrices moyennes de masse et de raideur. Puis, en pratique, la matrice d’amortissement est
construite avec un ou plusieurs facteurs d’amortissement modaux [99].

L’équation du mouvement est alors intégrée par une méthode numérique implicite (Newmark,
Hilbert-Hughes-Taylor [50], . . .). Des conditions de stabilité existent théoriquement [96, 2] mais,
en pratique, aucune instabilité de l’algorithme n’a été rencontrée.

2.1.7 Écart de transmission sous charge

Une caractéristique importante de l’engrenage déformable sous charge est l’écart de transmis-
sion, notée T E (Transmission Error), fonction du temps. Harris [46] a sans doute été le premier à
proposer cette notion pour caractériser le comportement d’un engrenage. Philippe Velex [98,
101] a fait évoluer la définition de cette caractéristique pour l’adapter aux modèles à plusieurs
nœuds et six degrés de liberté par nœud : sur un nœud I de l’arbre du pignon et sur un nœud II
de l’arbre de la roue, on place des capteurs virtuels qui permettent de connaître les positions
angulaires absolues suivant les axes de rotation. Ces positions angulaires sont composées d’un
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mouvement de corps rigide de référence et d’un écart angulaire de torsion (θI et θII ) par rapport
au modèle de référence (équation 2.16).

T E(τ) = rb1

[∫ τ
0 Ω1/0dζ +θI

]
+ rb2

[∫ τ
0 Ω2/0dζ +θII

]
= rb1θI + rb2θII +NLTE(τ)

(2.16)

En utilisant le vecteur de projection W constant [98], l’équation (2.16) se réécrit :

T E(τ) = WTX − Emax
cosβb

(2.17)

Loin des vitesses critiques de torsion, la valeur moyenne de l’écart de transmission dépend du
choix des nœuds I et II. La fluctuation de T E(τ) représente les variations de positions angulaires
mesurées sur la ligne d’engrènement. Elle est donc représentative de l’excitation générée par
celui-ci.

Trois contributions participent à la fluctuation de T E : les écarts de forme et de montage, des
variations de raideur d’engrènement au cours du temps et des effets dynamiques. Ces derniers
résultent du comportement de la structure soumise aux différentes excitations et ils ne sont
qu’indirectement impactés par les choix de conception. A vitesses de rotations très basses, les
effets dynamiques sont négligeables et l’écart de transmission quasi-statique (T ES ) est une bonne
image de l’excitation interne du système. Dans les approches où l’écart de transmission est
un résultat estimé par le modèle, le problème de minimisation des vibrations générées par
l’engrènement est très largement remplacé par celui de la minimisation de la fluctuation de T ES .

Les auteurs d’analyses expérimentales ne sont pas unanimes sur ce point (il faut reconnaître la
difficulté de réalisation ; voir par exemple l’analyse bibliographique réalisée par Mats ÅKerblom
[6]), mais la grande majorité des études met en évidence la forte corrélation entre le niveau
vibratoire et la fluctuation de l’écart de transmission quasi-statique d’une transmission par
engrenage. En revanche, ce résultat ne se transpose pas aussi directement au niveau acoustique
car celui-ci dépend également du rayonnement des carters, de la transmissibilité des roulements,
etc.

En quasi-statique, l’équation d’équilibre du système peut se mettre sous la forme (voir l’article
[98], équation (25)) :

[
K +

∫
L0(τ)

k̃
(
M, XS

)
V (M)VT (M)dM

]
XS = F 0 +

∫
L0(τ)

k̃
(
M, XS

)
δe(M)V (M)dM (2.18)

avec :
— XS le vecteur des ddl qui représente la solution quasi-statique, dépendant du temps τ ;
— K la matrice raideur du système excepté l’engrènement (arbres, paliers, éventuels cou-

plages, etc.) ;
— k̃ est la raideur linéique de contact, a priori non linéaire par rapport au vecteur XS et

nulle en l’absence de contact ;
— L0(τ) est l’ensemble des lignes de contact potentielles à l’instant τ .

Dans la base {X⃗, Y⃗ , Z⃗}, seules 2 composantes du vecteur structure évoluent avec la position
du point de contact Mi . Dans le cas où la largeur de denture est faible par rapport aux rayons de
base ( b

mn
< 10) et pour un angle d’hélice pas trop important, les fluctuations du vecteur V sont

négligées et il est remplacé dans l’équation (2.18) par sa valeur moyenne sur une période Vm0,
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prise sur l’ensemble des lignes de contact potentielles.

[
K + k

(
τ ,XS

)
Vm0VT

m0

]
XS � F 0 +

∫
L0(τ)

k̃
(
M, XS

)
δe(M)dMVm0 (2.19)

La raideur d’engrènement k est décomposée en faisant apparaître la raideur moyenne sans
correction ni réduction de longueur de contact km0 :

k(τ) = km0

(
1 +αg

(
τ, XS

))
(2.20)

Avec g une fonction scalaire normée qui n’est pas déterminée à ce niveau du développement
et α, un paramètre qui indique le poids de la fonction g par rapport à 1. En notant également
Km0 = K + km0Vm0VT

m0 la matrice raideur totale moyenne (inversible), l’équation (2.19) devient

[
Km0 +αkm0g

(
τ, XS

)
Vm0VT

m0

]
XS � F 0 +

∫
L0(τ)

k̃
(
M, XS

)
δe(M)dMVm0 (2.21)

Qui se réécrit :

XS �K−1
m0F 0 +

∫
L0(τ)

k̃
(
M, XS

)
δe(M)dMK−1

m0Vm0 −αg
(
τ, XS

)
km0VT

m0XSK−1
m0Vm0 (2.22)

En notant X 0 = K−1
m0F 0, XS est donc de la forme :

XS = X 0 +Φkv

(
τ, XS

)
K−1
m0Vm0 (2.23)

avec Φkv

(
τ, XS

)
une fonction scalaire dépendante du temps, a priori non linéaire par rapport

au vecteur solution quasi-statique.
En introduisant l’équation (2.23) dans l’équation d’équilibre (2.21), on obtient le système

suivant :[
αkm0 g

(
τ,XS

)
VT
m0K−1

m0F 0 +Φkv

(
τ, XS

)
+ αkm0 g

(
τ, XS

)
Φkv

(
τ, XS

)
VT
m0K−1

m0 Vm0

]
Vm0 =∫

L0(τ)
k̃
(
M, XS

)
δe(M)dMVm0 (2.24)

Il est important de noter que cette équation peut être réduite à une simple expression scalaire
puisque le vecteur Vm0 est un facteur commun aux deux membres de l’équation (2.24).

En utilisant l’expression de l’écart de transmission (2.17) quasi-statique, on peut exprimer
Φkv en fonction de l’écart de transmission quasi-statique :

Φkv

(
τ, XS

)
=
T ES (τ)−WT X0 +

Emax
cosβb

WT K−1
m0 Vm0

(2.25)

Cette relation est réinjectée dans (2.24). En suivant la même démarche que celle suivie par
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MM. Velex et Ajmi [98], cette dernière relation se simplifie avec :

WT X 0 =
δm0

cosβb

VT
m0 X 0 = δm0

VT
m0 K−1

m0 Vm0 =
1
km0

WT K−1
m0 Vm0 =

1
km0 cosβb

(2.26)

où δm0 est la déflexion statique moyenne sans correction ni réduction de longueur de contact.
Finalement, on obtient l’expression de T ES :

T ES (τ)cosβb =
δm0 km0 −

∫
L0(τ) k̃

(
M, XS

)
e(M)dM

k
(
τ, XS

) (2.27)

La déflexion statique moyenne δm0 et la raideur moyenne d’engrènement km0 étant indé-
pendantes des modifications de forme portées par les dentures e(M), ces paramètres sont bien
adaptés pour adimensionner l’écart de transmission quasi-statique en vue de l’optimisation des
corrections de surface.

T E⋆S (τ)cosβb =
1−

∫
L0(τ) k̃

†
(
M, XS

)
e⋆(M)dM

k†
(
τ, XS

) =
1−

∫
L0(τ) k̃

†
(
M, XS

)
e⋆(M)dM∫

L0(τ) k̃
†
(
M, XS

)
dM

(2.28)

où A⋆ =
A
δm0

et A† =
A
km0

, quelque soit le paramètre A.

L’écart de transmission quasi-statique ainsi exprimé est l’équation pivot des développements
analytiques présentés dans la suite du document.

Le calcul des deux intégrales de (2.28) est à réaliser sur un domaine formé de lignes d’engrè-
nement qui évoluent de façon périodique au cours du temps.

Figure 2.5 – Position des lignes de contact dans le plan de base
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La figure 2.5 représente les lignes de contact virtuelles dans le plan d’engrènement et la zone
de contact potentiel qui est limitée par la ligne d’engagement théorique AA′ et la ligne de retrait
théorique EE′. Toutes les lignes de contact virtuelles sont parallèles entre elles et distantes du
pas de base normal pbn. En supposant la vitesse de rotation du pignon (état de référence) Ω1

uniforme, l’ensemble des lignes virtuelles de contact se translate dans la direction X⃗ à la vitesse
Ω1 rb1.

En présence de corrections de dentures et/ou de défauts géométriques (positionnement,
orientation, forme des pièces, . . .) et suivant le chargement, le rapprochement des surfaces peut
ne pas être suffisant pour que le contact s’établisse sur l’ensemble des lignes de la zone de contact
potentiel. Les lignes de contact effectives peuvent être sensiblement plus courtes. Les pertes de
contact partielles apparaissent généralement plutôt aux bords de la zone d’engrènement. Leur
détermination est une étape importante et nécessaire pour obtenir une estimation réaliste de
l’écart de transmission quasi-statique.

Suivant l’approche numérique (logiciel de type VSA), les lignes de contact complètes sont

divisées en N cellules de longueur
b

N cosβb
et le centre de chaque cellule est notée Mij (figure

2.6). Le premier indice (i) fait référence au numéro de la ligne et le second (j) au numéro de la
cellule. La raideur kijd’une cellule de la zone de contact potentiel est nulle si l’écrasement ∆(Mij )
est négatif. Dans l’autre cas, le contact est effectif sur cette cellule et la raideur est estimée.

Figure 2.6 – Position des lignes de contact dans le plan de base

L’approche analytique utilise la propriété de périodicité de chaque intégrande de la relation
2.28 pour des conditions de fonctionnement stationnaires et exploite leur décomposition en
séries de Fourier. Moyennant une approximation sur les intégrales qui consiste à les remplacer
par des sommes de Riemann, non seulement les calculs sont possibles mais des simplifications
importantes s’opèrent et rendent l’approche analytique intéressante pour la minimisation des
fluctuations de l’écart de transmission quasi-statique. La section suivante présente un certain
nombre de résultats obtenus en considérant des modèles simples de corrections de forme et de
raideur d’engrènement. La dernière partie est consacrée à une situation plus réaliste et plus
complexe, ce qui permettra d’exposer quelques résultats plus généraux.

Les résultats présentés dans ce qui suit sont le fruit de mes travaux personnels, supervisés
par Philippe Velex.
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2.2 Premier modèle analytique de l’engrènement

On suppose dans cette partie que les effets des écarts de position, d’orientation et de forme des
dentures sur l’engrènement sont négligeables. Le modèle développé représente l’engrènement de
deux roues élastiques et dans le cas d’une correction de profil linéaire et symétrique (longueur et
profondeur identiques sur les deux dentures). La raideur linéique d’engrènement est supposée
constante. Les vitesses de rotation sont faibles et tous les effets dynamiques sont négligés.

2.2.1 Paramétrage

Écart normal équivalent

L’écart normal équivalent adimensionné est constitué uniquement des corrections de profil
du pignon et de la roue e⋆E(M). Pour illustrer la forme de cette fonction, suivons le point de
contact M00 qui se trouve sur la ligne d’engagement théorique AA′ à l’instant τ = 0 (figure 2.7
a) ). Au cours du temps, la ligne de contact 0 se déplace suivant X⃗ et la figure 2.7 b) illustre
l’écart normal équivalent en M00 au cours de ce déplacement. Cette évolution est symétrique

par rapport à τ =
εα
2

et elle est linéaire par morceaux. Elle peut être réalisée par des corrections

de profil en tête de dents du pignon et de la roue, de même profondeur adimensionnée E⋆ et sur
une fraction Γ identique du segment de conduite pbtεα . Au bout d’un certain temps τ = P , la
même ligne contact va se former à nouveau entre les mêmes dents du pignon et de la roue. Cet
écart est ainsi P-périodique. L’expression mathématique sur la première période est donnée par
équation (2.29).

a) b)

Figure 2.7 – Évolution de la correction de profil au point de contact M00 sur le segment de
conduite

Pour τ ∈ [0 , P [:



e⋆E(M00, τ) = E⋆
( τ
Γ εα
− 1

)
pour τ ∈ [0, Γ εα]

e⋆E(M00, τ) = 0 pour τ ∈ [Γ εα , (1− Γ )εα]

e⋆E(M00, τ) =
E⋆

Γ

(
1− Γ − τ

εα

)
pour τ ∈ [(1− Γ )εα , εα]

e⋆E(M00, τ) = 0 pour τ ∈ [εα , P [

(2.29)

Pour un autre point M0i situé sur la même ligne et à une distance
Z

cosβb
de M00, l’évolution

de e⋆E aura la même allure mais sera décalée dans le temps de ϵ
Z tanβb
pbt

= ϵzεβ avec z =
Z
b

. De
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même, pour un point de contact situé sur la i-ème ligne de contact, l’écart normal sera translaté
dans le temps de la valeur de i.

e⋆E(Mij , τ) = e⋆E

(
M00, τ − ϵzεβ − i

)
(2.30)

Raideur linéique d’engrènement

Dans cette approche simplifiée, la raideur linéique d’engrènement est supposée constante k̃0.
Les éventuels aspects non linéaires liés à l’intensité de la charge, à l’effet convectif de contact,
aux effets de bord, . . . ne sont pas pris en compte. La valeur de cette raideur linéique peut être
déterminée par la norme ISO 6336 [56].

En repartant de l’équation (2.27), l’expression de l’écart de transmission se réécrit :

T ES (τ)cosβb =
δm0

k̃0bεα
cosβb

+
∫
L0(τ) k̃0 eE(M)dM∫

L0(τ) k̃0dM
(2.31)

En limitant les intégrales aux zones de contact effectif L(τ,XS ) et en adimensionnant par
δm0 :

T E⋆S (τ)cosβb =
1 + cosβb

bεα

∫
L(τ,XS ) e

⋆
E(M)dM

cosβb
bεα

∫
L(τ,XS ) dM

(2.32)

Réduction de la zone de contact effective

Si la profondeur de correction de profil est supérieure à la déflexion statique moyenne, les
dents peuvent ne pas entrer en contact au niveau de l’engagement théorique AA′ mais un peu
après. Le même phénomène se produit dans la zone de retrait (EE′). Le retard à l’engagement
et l’avance au retrait sont supposés uniformes dans la direction Z⃗ du plan d’engrènement. En
raison de la symétrie de la correction de profil et de la raideur linéique constante, ces décalages
sont identiques. Les éventuelles réductions de la zone de contact effective sont paramétrées par
un unique coefficient λ : le décalage de la ligne de contact effective est notée λpbtεα dans la
direction X⃗ (figure 2.8).

Calcul des intégrales

Dans cette situation, l’estimation des intégrales peut être approchée par une série de fonctions
[70]. Le développement du calcul est montré avec une fonction f définie sur les lignes de contact
L(τ) et qui ne dépend que de l’abscisse X des points de contact. Elle est nulle en dehors de la
fenêtre d’engrènement. Cette fonction est périodique, de période P , et la série de Fourier qui lui
est associée s’écrit :

f (X) = a0 +
∞∑
n=1

(
an cos[

2πn
P
X] + bn sin[

2πn
P
X]

)
(2.33)

Soit I une grandeur définie à tout instant par

I(τ) =
cosβb
bεα

∫
L(τ)

f (M)dM (2.34)
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Figure 2.8 – Zone de contact effective
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La fonction f étant nulle pour les points en dehors de la fenêtre d’engrènement, on peut
étendre le domaine d’intégration à l’ensemble des lignes de contacts indépendantes d’une
période :

I(τ) =
cosβb
bεα

P−1∑
i=0

∫
Li (τ)

f (M)dM (2.35)

Une valeur approchée de I est obtenue en remplaçant l’intégrale par une somme de Riemann :

I(τ) �
1

εαN

P−1∑
i=0

N−1∑
j=0

f (Mij ) (2.36)

avec dM =
b

N cosβb
. Il vient donc :

I(τ) �
1

εαN

P−1∑
i=0

N−1∑
j=0

a0 +
∞∑
n=1

(
an cos

[2πn
P
Xij

]
+ bn sin

[2πn
P
Xij

]) (2.37)

Or l’abscisse Xij du jème point de la ième ligne se déduit de celle du pointM00 par la relation
(voir (2.30)) :

Xij = X00 − i − jϵ
εβ
N

Pour simplifier la notation, on pose τ = X00, l’abscisse du point M00. Ce paramètre s’ identifie
au temps adimensionné à partir duquel ce point entre dans la fenêtre d’engrènement potentielle.

Le sinus et le cosinus des sommes sont développés, faisant apparaître des termes de la forme :

P−1∑
l=0

cos[Al] et
P−1∑
l=0

sin[Al]

avec (A, l) ∈
{(
i,

2πn
P

)
,
(
j,

2πnϵεβ
P N

)}

En utilisant les identités de l’annexe 6.2.1 page 176, l’expression se simplifie pour devenir :

I(τ) =
P a0

εα
+

∞∑
k=1

sinπkεβ
πkεα εβ

(
P akP cos

[
πk(2τ − εβ)

]
+ P bkP sin

[
πk(2τ − εβ)

])
(2.38)

Dans les cas qui nous intéressent, les particularités des fonctions à intégrer sont exploitées
pour simplifier cette expression (voir annexe 6.1 page 165). Si f est une fonction de période P,
polynomiale définie par morceaux et symétrique par rapport τ = t0, alors sa décomposition en
série de Fourier peut se mettre sous la forme :

f (M) = a0 +
∞∑
n=1

2
πn

cos
2πn(t0 − τ)

P

[
Cns1, C

n
s2, C

n
s3, C

n
s4, . . .

]
Vs0 (2.39)
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Figure 2.9 – Allure d’une fonction définie par morceaux et symétrique par rapport à t0

avec

Vs0 =



sin 2πn(t1−t0)
P

cos 2πn(t1−t0)
P

sin 2πn(t2−t0)
P

cos 2πn(t2−t0)
P
...


; Vs =



sin[2πk(t1 − t0)]
cos[2πk(t1 − t0)]
sin[2πk(t2 − t0)]
cos[2πk(t2 − t0)]

...


où t1, t2, . . . sont les points remarquables pour les limites d’intégration (figure 2.9).

Dans ce cas, l’intégrale sur les lignes de contact de cette fonction peut se mettre sous la forme
suivante :

I(τ) =
P a0

εα
+
∞∑
k=1

2sinπkεβ
π2k2εαεβ

cos[πk(2τ − εβ − 2t0)]
[
CkPs1 , C

kP
s2 , C

kP
s3 , C

kP
s4 , . . .

]
Vs (2.40)

En appliquant cette relation aux deux intégrales de l’expression de l’écart de transmission
(2.28), on obtient :

cosβb
bεα

∫
L0(τ)

π(M)dM = (1− 2λ)
(
1 + 2

∞∑
k=1

Ωk(k,λ,εα , εβ)cos[πk(2τ − εα − εβ)]
)

(2.41)

avec
Ωk(k,λ,εα , εβ) = Sinc[kεα(1− 2λ)]Sinc(kεβ) (2.42)

La fonction Sinc est le sinus cardinal : Sinc(x) =
sin(πx)
πx

De même :

cosβb
bεα

∫
L(τ)

e⋆(M)π(M)dM = −E
⋆(Γ −λ)2

Γ

(
1−

∞∑
k=1

ΩkE(k,Γ ,λ,εα , εβ)cos[πk(2τ − εα − εβ)]
)

(2.43)

avec
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ΩkE(k,Γ ,λ,εα , εβ) =
2

Γ −λ
Sinc[kεβ]

[
(2λ−1)Sinc[k(1−2λ)εα]+(1−Γ−λ)Sinc[k(Γ−λ)εα]Sinc[k(1−Γ−λ)εα]

]
(2.44)

L’expression analytique de l’écart de transmission quasi-statique (2.28) se met finalement
sous la forme :

T E⋆S (τ)cosβb =
1 +

E⋆(Γ −λ)2

Γ

(
1−

∑∞
k=1ΩkE(k,Γ ,λ,εα , εβ)cos[πk(2τ − εα − εβ)]

)
(1− 2λ)

(
1 + 2

∑∞
k=1Ωk(k,λ,εα , εβ)cos[πk(2τ − εα − εβ)]

) (2.45)

Ainsi, l’écart de transmission quasi-statique adimensionné ne dépend dans ce cas que du
rapport de conduite εα , du rapport de recouvrement εβ , des paramètres de la correction de profil
E⋆ et Γ et du paramètre de réduction de la longueur de contact λ. Ce dernier n’est pas connu a
priori, il doit être estimé par le modèle.

Détermination du paramètre λ

La détermination de la réduction de longueur de contact nécessite une équation supplémen-
taire qui traduise autant que possible le phénomène de retard à l’engagement (et son symétrique
au retrait). Pour modéliser ce phénomène, l’approche proposée s’appuie sur la force linéique de
contact Flc qui passe d’une valeur nulle à une valeur positive lorsque le contact devient effectif.

Flc(M) =
{
k̃0

[
VT XS (M)− δ0(M)

]
si VT XS (M)− δ0(M) > 0

0 si VT XS (M)− δ0(M) < 0
(2.46)

En manipulant les termes (voir [98]), on montre que VT XS (M)−δ0(M) � δm0

(
cosβbT E

⋆
S (τ) +

e⋆(M)
)
. A la limite du contact (Flc(M00) = 0), l’abscisse du point M00 est X00 = τ = λεα . La valeur

de λ est la solution du système ;{
cosβbT E

⋆
S (λεα) + e⋆E(λεα) = 0

0 ≤ λ < Γ
(2.47)

Si cette solution n’existe pas, il n’y a pas de réduction de longueur de contact et on prend
λ = 0. Cette solution particulière pour le point M00 est conservée pour l’ensemble du problème.

L’équation à résoudre (2.47) se développe sous la forme :

Γ+E⋆(Γ−λ)(Γ+λ−1) =
2E⋆

π3 ε2
α εβ

∞∑
k=1

cos[πk(2τ − εα − εβ)]

k3 sin[πkεβ] sin[πkεα(Γ −λ)] sin[πkεα(1− Γ −λ)]

(2.48)

Après avoir remplacé le produit de fonctions trigonométriques dans la série par une somme,
on peut identifier les séries par des expressions de leurs limites connues (6.134). Dans un cas
quelconque, aucune expression analytique simple n’apparaît. En revanche, pour une denture
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Figure 2.10 – Coefficient λ pour une denture droite LCR (εα < 2)

droite, le paramètre λ s’exprime sans trop de difficulté [100] :

λ =
1

α − 2β +γ

{
Γ εα
E⋆

+αΓ − β +γ(1− Γ )− 1
2εα

(
α2 − β2 +γ2 +α − β +γ

)}
(2.49)

avec α, β et γ , les parties entières de, respectivement, εα(Γ −λ), εα(1− 2λ) et εα(1− Γ −λ).
Pour une denture droite et pour d’une part εα < 2 (dentures LCR) et, d’autre part εα > 2

(dentures HCR), les expressions du coefficient λ en fonction les paramètres de correction de
profil sont représentées respectivement sur les figures 2.10 et 2.11.

Dans le cas général, le membre de droite de l’équation (2.48) prend des valeurs faibles
et s’annule lorsque εβ est entier positif. Une valeur approchée de ce paramètre est prise en
négligeant la série :

λ �
1−

√
1− 4Γ

(
1− Γ − 1/E⋆

)
2

(2.50)

RMS de l’écart de transmission

Dans l’objectif de réduire les excitations générées par l’engrènement, c’est la moyenne qua-
dratique (aussi appelée valeur efficace ou Root Mean Square) qui est retenue comme paramètre
indicateur du niveau de fluctuation de T E⋆S . Le carré de la moyenne quadratique est la variance
var(f ) d’un signal périodique f et en notant et E(f ) l’espérance mathématique, la variance est
définie par :

var(f ) = RMS2(f ) = E(f 2)−E(f )2 (2.51)

Pour une fonction f dont l’expression en série de Fourier est de la forme f (τ) = a0 +
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Figure 2.11 – Coefficient λ pour une denture droite HCR (εα > 2)

∑∞
k=1Ωf ,k cos[πk(2τ − εα − εβ)], la variance s’écrit simplement :

var(f ) =
1
2

∞∑
k=1

Ω2
f ,k (2.52)

L’écart de transmission est défini par un rapport de séries de Fourier. En changeant les
notations pour plus de facilité, on l’écrit sous la forme :

T E⋆S =
1− IkE
cosβbIk

=
1− IkE0 −

∑∞
k=1ΩkE cos[kπ(2τ − εα − εβ)]

cosβb
(
Ik0 +

∑∞
k=1Ωk cos[kπ(2τ − εα − εβ]

)
En considérant que T E⋆S est une fonction des deux objets IkE et Ik , on réalise un développe-

ment limité au premier ordre au voisinage des valeurs moyennes :

T E⋆S
(
IkE , Ik

)
= T E⋆S

(
IkE0, Ik0

)
+∆Ik

[
∂T E⋆S
∂Ik

]
(Ik0,IkE0)

+∆IkE

[
∂T E⋆S
∂IkE

]
(Ik0,IkE0)

(2.53)

D’après (2.52), la variance de cette fonction est la suivante :

cos2βbvar
(
T E⋆S

)
=

(1− IkE0)2

I4
k0

E
(
∆I2

k

)
+

1

I2
k0

E
(
∆I2

kE

)
+ 2

1− IkE0

I3
k0

E
(
∆Ik∆IkE

)
(2.54)
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avec :
IkE0 = E

(
IkE

)
; Ik0 = E

(
Ik
)

E
(
∆I2

kE

)
= var

(
IkE

)
; E

(
∆I2

k

)
= var

(
Ik
)

E
(
∆Ik∆IkE

)
= cov

(
IkE , Ik

)
Finalement, une valeur approchée de la variance de T E⋆S se met sous la forme :

cos2βbvar
(
T E⋆S

)
=

1

2 I4
k0

∞∑
k=1

{
Ik0ΩkE +

(
1− IkE0

)
Ωk

}2
(2.55)

La variance de l’écart de transmission dépend de seulement de 4 paramètres : εα , εβ , E⋆ et Γ .

2.2.2 Optimisation des corrections de profil

A partir des expressions précédentes, il est possible de déterminer des familles de corrections
de profil qui rendent l’écart de transmission quasi-statique sous charge constante au cours de
l’engrènement. A partir de l’équation (2.45) et en posant la condition T E⋆S = T E⋆0 = constante ,
on en déduit par identification :

0 = cosβbT E
⋆
0 − 1−E⋆ (Γ −λ)2

Γ
pour les valeurs moyennes (2.56)

0 = (1− 2λ)
(
cosβbT E

⋆
0 −E

⋆ Γ −λ
Γ

)
Sinc[kεα(1− 2λ)]

+(1− Γ −λ)Sinc[kεα(Γ −λ)]Sinc[kεα(1− Γ −λ)] ∀k (2.57)

La solution de la seconde équation doit vérifier :

cosβbT E
⋆
0 −E

⋆ Γ −λ
Γ

= 0 (2.58)

et εα(Γ −λ) = M ou εα(1− Γ −λ) =N (2.59)

où M et N sont des des entiers relatifs.

En faisant disparaître T E⋆0 des relations (2.56) et (2.58), on obtient

E⋆ =
Γ

(Γ −λ)(1− Γ −λ)
(2.60)

Les relations (2.59) se réécrivent :

Γ = 1−λ− L
εα

ou Γ = λ+
N
εα

(2.61)

Les solutions possibles qui conduisent à des valeurs réalistes de Γ ∈ [0 ; 0,5] et λ ∈ [0 ; Γ ] se
réduisent à :

— Pour εα ∈ [1 ; 2[ :

Γ = 1−λ− 1
εα

(2.62)
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εα Profondeur de correction Condition λ

εα < 2 E⋆ =
Γ εα

2Γ − 1 +
1
εα

Γ ∈]εα − 1
2εα

;
εα − 1
εα

] λ = 1− Γ − 1
εα

εα ≥ 2

E⋆ =
Γ εα

2Γ − 1 +
1
εα

Γ ∈]εα − 1
2εα

;
εα − 1
εα

] λ = 1− Γ − 1
εα

E⋆ =
Γ εα

2
(
2Γ − 1 +

2
εα

) Γ ∈]εα − 2
2εα

;
εα − 2
εα

] λ = 1− Γ − 2
εα

E⋆ =
Γ εα

1− 2Γ +
1
εα

Γ ≥ 1
εα

λ = Γ − 1
εα

Tableau 2.1 – Corrections de profil optimales

— Pour εα ∈]2 ; 3[ :

Γ = 1−λ− 2
εα

; Γ = λ+
1
εα

; Γ = 1−λ− 1
εα

(2.63)

Les valeurs de λ sont extraites des relations (2.61) et (2.62) et elles sont réinjectées dans l’équation
(2.60). En synthèse, les corrections de profil qui rendent l’écart de transmission quasi-statique
constante sont définies dans la tableau 2.1. Les lieux de ces combinaisons sont représentés sur
les figures 2.10 et 2.11 par les courbes qui portent des symboles.

L’angle d’hélice et le rapport de recouvrement n’apparaissent pas explicitement dans les
corrections de profil optimales proposées. Leur influence passe par la valeur de la déflexion
statique δm0 qui conditionne la valeur de la profondeur de correction réelle.

Dans le cadre des hypothèses formulées pour expliciter l’écart de transmission dans cette
section, une famille de corrections pour les dentures LCR et 3 familles de corrections pour
les dentures HCR rendent l’écart de transmission constant au cours du temps. Sous forme
adimensionnée, les résultats sont indépendants de la raideur d’engrènement et du paramètre de
réduction de la longueur de contact. Le modèle de la raideur d’engrènement étant assez simple,
ce modèle fournit une première approximation de corrections optimales à une charge donnée.
Une variation de charge induira une fluctuation de E⋆ dans le sens opposé, via la déflexion

statique δm0. En conséquence, les corrections «longues» (Γ ≈ εα − 1
εα

) sont plus sensibles à la
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variation de charge que des corrections plus courtes (Γ un peu supérieur à
εα − 1
2εα

). Enfin, on

remarque que les profondeurs de corrections proposées sont toutes largement supérieures à 1,
ce qui devrait garantir d’éviter l’interférence à l’engagement.

2.2.3 Éléments de validation

La démarche de validation consiste à comparer les résultats obtenus grâce aux dévelop-
pements analytiques (RMS de T E⋆S et lieu des minima des fluctuations) à ceux obtenus avec
différents modèles numériques reconnus. Afin de montrer quelques résultats sur diverses valeurs
de εα et εβ , quatre géométries (repérées de A à D) définies par le tableau 2.2 sont utilisées.

A B C D

module normal (mm) 10 10 2,78 10

angle de pression (°) 20 20 22,21 20

angle d’hélice [°] 0 0 28,9 20

nombre de dents 20-60 20-60 25-31 20-60

largeur (mm) 100 100 31,75 250

coef. de déport 0-0 0-0 0-0 0-0

coef. de saillie 1,0-1,0 1,5-1,2 1,065-1,065 1,0-1,0

coef. de creux 1,25-1,30 1,5-1,8 1,43-1,43 1,25-1,30

entraxe (mm) 400 400 88,9 425,67

εα 1,67 2,14 1,37 1,53

εβ 0 0 1,76 2,72

couple sur le pignon (Nm) 6000 6000 550 6000

Tableau 2.2 – Paramètres géométriques des pignons A, B, C et D

Modèles à paramètres concentrés

Le principe d’un modèle à paramètres concentrés a été présenté dans le paragraphe 2.1
page 7 et des comparaisons avec des résultats expérimentaux les ont largement validés [4, 9,
103]. Deux modèles de raideur d’engrènement sont utilisés pour ces comparaisons :

1. Une raideur linéique constante, indépendante de la position du point de contact. C’est
l’hypothèse retenue dans les développements analytiques (paragraphe 2.2 page 18).

2. Une approche plus détaillée où la déflexion statique suivant la normale au contact résulte
de différentes contributions :

(a) la déformation de contact linéique, modélisée par exemple suivant les travaux de
Lundberg [67] ;

(b) la déformation due à la flexion de la dent et son enracinement dans la jante qui n’est
pas infiniment rigide : modèle de Weber [107]

Il en résulte une raideur linéique non linéaire vis à vis de la charge et sensible à la position
du point de contact. Celle-ci est un peu plus faible à l’engagement et au retrait.
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Les figures 2.12 à 2.15 montrent l’évolution (lignes de niveaux) du RMS de T E⋆S sur une plage
de valeurs des paramètres de correction adimensionnés. La valeur du RMS est estimée à partir
de l’évolution temporelle de T E⋆S sur un nombre entier de périodes. Les lieux des paramètres
optimum vis à vis de la fluctuation de l’écart de transmission, suivant les relations du tableau
2.2, sont représentés par une succession de petits cercles.

Sur les figures 2.12 et 2.13, sont disposés en vis à vis les résultats obtenus avec le modèle
analytique (a. et c.) et avec un modèle numérique à paramètres concentrés dans lequel la raideur
linéique est constante (b. et d.). Pour la figure 2.12, les dentures sont droites avec un rapport de
conduite inférieur (engrenage A, a. et b.) et supérieur à 2 (engrenage B, c. et d.) et pour la figure
2.13, les dentures sont hélicoïdales et correspondent aux engrenages B et C. Sur toute l’étendue
du balayage, on note une grande proximité entre ces résultats, tant sur la forme des surfaces
que sur leurs niveaux. La localisation des minima de fluctuation prédite par le tableau 2.2 en
denture LCR (1 seule courbe) et HCR (3 courbes) correspond effectivement avec les creux des
vallées. Les hypothèses fortes dans les deux modèles étant semblables, ces résultats montrent la
pertinence de l’utilisation de séries de Fourier pour l’estimation de l’écart de transmission. Pour
le modèle analytique, le RMS de T E⋆S peut être calculé soit à partir de l’évolution temporelle de
l’écart de transmission adimensionné, soit directement avec la relation (2.55). Les résultats sont
très proches. Par ailleurs, l’invariance de ces résultats adimensionnés avec la déflexion statique
moyenne sans correction a été vérifiée pour différents niveaux de charge.

Les résultats obtenus avec le modèle numérique à paramètres concentrés utilisant les modèles
de Weber-Banaschek et de Lundberg pour la raideur linéique d’engrènement sont représentés sur
la figure 2.14. Les formes globales des surfaces obtenues sont proches des résultats précédents.
Les lieux des corrections optimales sont légèrement décalés par rapport au fond des vallées
estimées à partir des lignes de niveaux. Cela est dû au modèle de raideur non constant (forme
globalement parabolique sur le segment de conduite) et légèrement non linéaire par rapport à la
charge. Dans ce cas également, la stabilité des résultats adimensionnés vis à vis de la charge a été
validée. Les écarts observés sont faibles par rapport à la valeur médiane du RMS de T E⋆S , ce qui
montre la représentativité de ces diagrammes sur une large plage de couples de fonctionnement.
On notera cependant que ce modèle de raideur s’appuie sur un découpage en tranches minces de
la dent et que, par conséquent, l’effet de contrefort des dentures hélicoïdales n’est pas pris en
compte.

Les derniers résultats ont été obtenus avec le logiciel Load Distribution Program (LDP), distri-
bué par le laboratoire Gearlab (https://mae.osu.edu/gearlab) qui fait partie de The Ohio State
University. LDP est largement répandu et permet de calculer les chargements, les contraintes et
les déplacements dans les dentures. Le modèle élastique utilisé pour une dent est celui d’une
plaque d’épaisseur variable. Le problème du contact est traité par la méthode du Simplex dé-
veloppée initialement par Conry et Seireg [24, 25]. Les écarts de transmission obtenus ont la
réputation d’avoir une bonne corrélation avec des mesures expérimentales [52, 105]. Le modèle
de contact entre les dentures est basé sur une approche par coefficients d’influence élastique
entre les zones chargées et le déplacement normal des surfaces actives. La procédure de dis-
sociation en tranches minces indépendantes des dents est évitée, ce qui permet la prise en
compte des déplacements dus à l’ensemble des zones de chargement (au voisinage des contacts
et par interactions avec les dents adjacentes chargées). La figure 2.15 présente des comparaisons
obtenues avec le modèle analytique (colonne de droite) et avec LPD. Le format de données de
LDP impose que le niveau de fluctuation de T E⋆S soit exprimé en amplitude et que la longueur

https://mae.osu.edu/gearlab
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a. b.

c. d.

Figure 2.12 – Comparaison du RMS et T E⋆S obtenu avec le modèle analytique (a. et c.) et le
modèle numérique à paramètres concentrés (raideur linéique constante) pour les géométries
droites A (LCR) et B (HCR)
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a. b.

c. d.

Figure 2.13 – Comparaison du RMS et T E⋆S obtenu avec le modèle analytique (a. et c.) et le
modèle numérique à paramètres concentrés (raideur linéique constante) pour les géométries
hélicoïdales C et D
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a. b.

c.

Figure 2.14 – RMS de T E⋆S obtenus avec les formules de Weber-Banaschek et de Lundberg pour
la raideur linéique d’engrènement pour les géométries A, B et C respectivement
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de correction soit définie en Roll angle. Un bon accord entre les résultats est observé, notamment
pour les dentures droites, en termes d’amplitudes et de position des corrections optimales. Les
écarts plus marqués entre les deux modèles pour les dentures hélicoïdales sont certainement liés
aux restrictions du modèle de raideur analytique déjà citées.

2.3 Applications

2.3.1 Approche multi-objectifs simplifiée d’optimisation de la correction de
profil [13]

La conception d’un engrenage et des corrections de ses surfaces actives est généralement sy-
nonyme de compromis entre plusieurs critères de performance. Moyennant quelques hypothèses
restrictives (faible largeur de denture, charge transmise fixée, raideur linéique d’engrènement
constante, . . .), la minimisation des fluctuations de l’écart de transmission via une correction de
profil linéaire a été présentée au paragraphe précédant. Pour les engrenages ayant un rapport de
conduite inférieur à 2, une famille de corrections rend l’écart de transmission (quasi-) constante
et d’autres critères sont nécessaires pour définir une seule correction optimale. Des estimations
simplifiées de la contrainte en pied de dent, de la pression maximale de contact et des pertes par
frottement sont présentées dans ce paragraphe pour apporter un éclairage complémentaire au
problème de conception.

Effort linéique d’engrènement

En fonctionnement quasi-statique, en tout point M du plan de base, la charge linéique
d’engrènement s’exprime par :

Flc(M) = π(M)k̃0

[
VTXS −Emax(τ) + eE(M)

]
(2.64)

où π(M) est une fonction porte qui vaut 1 si Flc(M) > 0 et 0 sinon.
En adimensionnant cet effort par l’effort linéique moyen k̃0δm0 et en faisant apparaître l’écart

de transmission, on obtient :

F̂(M) = π(M)
[
cosβbT E

⋆
S (τ) + e⋆E(M)

]
(2.65)

En restreignant les corrections aux corrections de profils optimales pour εα < 2 (tableau 2.1
et equation (2.58)), la charge linéique adimensionnée devient :

F̂(M) = π(M)
[
εα + e⋆E(M)

]
(2.66)

où π(M) est égal à l’unité si l’abscisse de M selon X⃗ est compris entre λεα et (1−λ)εα . La figure
2.16 illustre l’évolution de cette fonction pour le point M00.

Un des principaux objectifs de l’utilisation de corrections de profil est d’éviter les interfé-
rences de fonctionnement induites par les déplacements élastiques des dentures chargées. Dans
le modèle simplifié utilisé, cela se traduit par une charge à l’engagement nulle (critère utilisé
pour la détermination du paramètre de réduction de longueur de contact λ). En présence d’écarts
géométriques (écarts de pas par exemple), le point d’engagement peut éventuellement varier
d’une dent à l’autre mais la charge linéique demeure nulle en ce point tant que l’engagement n’a
pas lieu sur la ligne théorique AA′ (figure 2.6).
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a. b.

c. d.

e. f.

Figure 2.15 – Comparaison des amplitudes de T E⋆S obtenues avec LDP (a., c., e.) et avec le modèle
analytique (b., d., f.). La première ligne correspond à l’engrenage A, la seconde à l’engrenage B et
la troisième, à l’engrenage C
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Figure 2.16 – Évolution de la charge linéique adimensionnée F̂(M00)

Pression maximale de contact

Les zones de contact entre les surfaces théoriques sont des lignes. En pratique, avec les
différents écarts géométriques et les corrections de surface, les zones de contact sous charge
sont plutôt des ellipses très allongées, parfois tronquées. Leurs surfaces très faibles induisent
des niveaux de pression élevés et des contraintes de cisaillement importantes en sous-couche
(profondeur voisine de 0,4 fois la largeur de contact) susceptibles de favoriser l’apparition et
la propagation de fissures. En raison de la très faible épaisseur de lubrifiant dans les zones de
contact et de vitesses de cisaillement généralement assez faibles, les modèles développés pour
les contacts secs (Hertz [49], Johnson [58], Kalker [59], Lundberg [66], . . .) sont largement utilisés
dans ce contexte.

Les normes (ISO [56], AGMA [1], . . .) utilisent comme critère de dimensionnement la pression
maximale lorsque le contact est situé sur le cercle primitif de fonctionnement dont l’expression
est de la forme :

σHmax � KH kH

√
F̂(M)
ρα(M)

(2.67)

où kH =
√
EeqFT k̃0 est constant pour une géométrie et un couple transmis fixés ;

1
Eeq

=

1
π

(1− ν2
1

E1
+

1− ν2
2

E2

)
est le module d’Young équivalent ; FT = FS cosβb est la composante tangen-

tielle de l’effort d’engrènement ; ρα(M) = xα(M)
(
1 − xα(M)

)
représente le rayon de courbure

équivalent dimensionné ; xα(M) =
X(M)
T1T2

est l’abscisse du point de contact M sur l’axe X⃗ (figure

2.4) dimensionné par la longueur du segment T1T2. K est une constante regroupant les effets des
conditions de fonctionnement, de la qualité de réalisation et de diverses sensibilités.

Dans le cas de corrections de profil optimales, l’expression de la pression maximale de contact
se simplifie et cette fonction est monotone par morceaux : σHmax(M00, τ) est nulle pour τ = λεα ,
croissante pour τ ∈ [λεα ; Γ εα], légèrement décroissante sur [Γ εα ; τ1/2] (τ1/2 est l’abscisse où
xα(M) = 1/2), à nouveau croissante sur [τ1/2 ; (1−Γ )εα] puis décroissante sur [(1−Γ )εα ; (1−λ)εα]
où elle finit à une valeur nulle. On en déduit que la valeur maximale est atteinte en
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Figure 2.17 – Distribution de la pression maximale de contact sur le plan d’engrènement avec
λ = 0


τ = Γ εα si

z1

z2

[
1 + 2

cosβ
z1

(
ha1 + x1

)]2
− cos2αt[

1 + 2
cosβ
z2

(
ha2 + x2

)]2
− cos2αt

< 1

τ =
(
1− Γ

)
εα sinon

(2.68)

Si la valeur de τ1/2 n’est pas dans l’intervalle [Γ εα ;
(
1− Γ

)
εα], l’évolution est en trois parties.

De plus, si l’indice 1 fait référence à la roue qui a le moins de dents (z1 < z2), c’est généralement
le premier cas de l’équation (2.68) qui est rencontré en pratique. Un exemple de distribution de
la pression maximale sur le plan d’engrènement est montré figure 2.17.

Contraintes en pied de dent

La limitation de la contrainte maximale de flexion en pied de dent est également un critère
central des normes de vérification du dimensionnement des engrenages cylindriques. Selon la
norme ISO6336, une approximation de cette contrainte est :

σF �
FT
bmn

YS YFKF (2.69)

où YS est un facteur de concentration de contrainte, dépendant de la géométrie mais pas du
chargement, et YF et un facteur de forme, fonction de la position de la charge considérée sur
le flanc de la dent. En première approximation, les autres facteurs regroupés dans le terme KF
(chargement, qualité de réalisation, etc.) sont supposés constants et n’influencent pas l’étude
comparative de différentes corrections de surface.
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Figure 2.18 – Paramètres pour le calcul de contrainte en pied de dent (denture droite équivalente)

Pour une géométrie donnée, une forme locale pour chaque tranche mince peut être déduite
de (2.69). En s’appuyant sur les résultats de J. Dufailly [37], la contrainte adimensionnée en pied
de dent peut se mettre sous la forme suivante :

σ▼F =
σF
σF0

= F̂(M)
h(M)
mn

cosγM (2.70)

où h(M) est la longueur du bras de levier utilisé pour calculer le moment de flexion dans la
section d’encastrement Sc de la dent ; γM est un angle dépendant de la position du point M

d’application du chargement, il est défini figure 2.18 ; enfin, σ0 = 6YS
(mn
Sc

)2FS k̃0

mn
.

La contrainte maximale de flexion en pied de dent peut ensuite se développer de la façon
suivante :

σ▼F = F̂(M)

 zn1 cosα0

2cos
(
αM −

( s1
2r1

+ invα0 − invαM
)) − Sc

2mn
tan

π
6
−
zn1 sinψ
2cos π6

cos
(
αM−

( s1
2r1

+invα0− invαM
))

(2.71)
où inv désigne la fonction involute ( inv(x) = tan(x) − x). L’angle ψ est défini dans la norme
ISO6336-3 et apparaît dans l’expression de la section d’encastrement où est estimée la contrainte
maximale. L’angle αM est l’angle d’incidence (figure 2.18) qui s’obtient avec la relation :

cosαM =
rbn1√

r2
bn1 +

( T1M
cosβb

)2
(2.72)

Suivant la norme ISO21771 [55], sur la ligne d’engrènement, le point A marque le début de
l’engagement et le point C est le point de roulement sans glissement. Pour alléger les écritures,
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Figure 2.19 – Évolution de la contrainte maximale en pied de dent sur le plan d’action ; λ = 0

nous notons AC = κ0 εα pbt et AM00 = τ pbt . De plus, on note respectivement zn1 et rbn1 le nombre
de dents de la roue à denture droite virtuelle et son rayon de base.

La contrainte adimensionnée maximale est donnée par la relation :

σ▼Fmax = εα

z1 cosα0

2cos3β
−K1

cosK2 +K3 sinK2√
1 +K2

3

 (2.73)

avec 

K1 =
1
√

3

[ Sc
2mn

+ zn1 sinψ
]

K2 =
s1

2r1
+ invα0 − invαM

K3 = cosβb
[
tanαwt + 2π

z1

(
τ −κ0εα

)]
αM = Arccos

1

1 +K2
3

La figure 2.19 montre l’évolution de la contrainte maximale en pied sur le plan d’engrènement,
avec λ = 0.

Puissance mécanique dissipée par frottement

Pour des vitesses périphériques pas trop élevées (<60 m/s), le frottement entre les dentures
est la source principale de perte de puissance mécanique transmise au niveau des dentures.



2.3. Applications 39

Selon Velex et Ville [104], la puissance transformée par les contacts glissants s’écrit :

Pf = f
z1 + z2

z1z2

πεα
cosβb

Λ (2.74)

avec f le coefficient de frottement moyen et Λ un coefficient de perte dépendant de la position
du point de roulement sans glissement (C) sur le segment de conduite AE, du rapport de conduite
apparent εα et des corrections de profil E⋆ et Γ .

En considérant des paramètres de modification optimaux de profil (tableau 2.1) et suivant
les développements proposés dans [97], une approximation analytique de Λ est obtenue en
supposant que f << 1 sous la forme :

Λ �

1 + 2
(
κ0(κ0 − 1) +λ(λ− 1)

)
− 2E⋆

Γ εα

[
Γ 2

(
1
2 −

Γ
3

)
+λ

(
− 2λ2

3 +λΓ + λ
2 − Γ

)]
1− Γ −λ

(2.75)

Pour les corrections de profil optimales définies pour εα < 2 par le tableau 2.1, ce coefficient
ne dépend plus que de εα , Γ et κ0 :

Λ � εα

[
1 + 2

(
κ0(κ0 − 1)−

(
Γ +

1
εα

)(
1− Γ − 1

εα

))
− 2

2Γ − 1 + 1
εα

[
Γ 2

(1
2
− Γ

3

)
+
(
1− Γ − 1

εα

)(−2
3

(
1− Γ − 1

εα

)2
− Γ

(
Γ +

1
εα

))] (2.76)

Les valeurs limites du coefficient de perte pour une correction longue (Γ → ΓL =
εα − 1
εα

) et

courte (Γ → ΓS =
εα − 1
2εα

) sont respectivement :

ΛL � εα

[
1 + 2κ0(κ0 − 1)− 1

3ε2
α

(
εα − 1

)(
εα + 2

)]
(2.77)

ΛS � εα

[
1 + 2κ0(κ0 − 1)− 1

2ε2
α

(
εα − 1

)(
εα + 1

)]
(2.78)

La différence de ces deux valeurs ne dépend que du rapport de conduite et garde un signe
constant :

ΛL −ΛS =

(
εα − 1

)2

6εα
> 0 (2.79)

Ainsi, la quantité d’énergie transformée en chaleur par frottement avec une correction
optimale longue est toujours supérieure à celle dégagée par une correction courte. De la même
façon, les coefficients de perte ΛL et ΛS peuvent être comparés à celui obtenu par la formule
classique de Niemann-Winter λNW [80] établie sans modification des dents :

ΛNW −ΛL =

(
εα − 1

)2

3εα
> 0 (2.80)

Il est donc clair que l’introduction d’une correction de profil optimale est toujours bénéfique
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

α0 (°) 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20

β (°) 0 25,648 0 20 20 0 0 0 21,538 15 8 11,38

z1 32 17 26 26 14 33 25 33 29 44 26 24

z2 32 71 157 157 87 75 33 50 56 44 141 53

b1(mm) 12,7 25 25 24,5 95 95 95 39,5 50 158 22

b2(mm) 24 25 25 20 90 90 90 38 50 150 18

ha1/m0 1 1,15 1 1 1,05 1 1 1 0,983 1 1 1

ha2/m0 1 1,13 1 1 1 1 1 1 0,983 1 1 1

hf 1/m0 1,25 1,65 1,25 1,25 1,25 1,25 1,25 1,25 1,35 1,45 1,45 1,25

hf 2/m0 1,25 1,62 1,25 1,25 1,25 1,25 1,25 1,25 1,2 1,45 1,45 1,25

ρ 0,24 0,25 0,24 0,24 0,2 0,4 0,4 0,4 0,25 0,3 0,35 0,4

0,35

εα 1,66 1,72 1,76 1,58 1,35 1,72 1,59 1,68 1,49 1,58 1,67 1,64

εβ 0 1,03 0 0,68 1,09 0 0 0 1,27 1,03 1,33 0,41

Couple(Nm) 361 230 200 200 25 13 200 10 000 6600 2150 2000 4580 23

Tableau 2.3 – Macro-géométries

pour le rendement du système comparée à une transmission sans correction.

Éléments de validation

Pour avoir une idée de la qualité des indicateurs de performances analytiques définis précé-
demment, une série de comparaisons intensives est menée avec les résultats issus d’un modèle
de simulation numérique. Ce modèle numérique comporte 36 degrés de liberté et il a été ini-
tialement conçu pour simuler la dynamique de l’engrènement prenant en compte des pertes
mécaniques par frottement [102, 104]. Pour respecter au mieux les hypothèses du modèle
analytique, les conditions de fonctionnement sont les suivantes :

— La vitesse de rotation du pignon est très faible afin de rendre négligeables les effets
dynamiques ;

— La raideur linéique d’engrènement est constante. Elle est définie par la norme ISO6336 ;
— Le coefficient de frottement (modèle de Coulomb) est pris constant, indépendant de la

charge, de la vitesse de glissement et autres paramètres de contact.

Afin de mener ce point de l’étude sur une diversité de macro-paramètres, 12 macro-géométries
d’engrenages ont été définies (tableau 2.3). Pour chacune, plusieurs coefficients de déport ont été
retenus sur un intervalle réaliste (respect des interférences, de l’épaisseur de dent minimale re-
quise, . . .) afin de diversifier les valeurs du paramètre κ0, soit au total 112 géométries différentes.
Enfin, pour chaque jeu de paramètres, 10 corrections de profils optimum (tableau 2.1) ont été
définies, générant 1120 cas de calcul.

Pour chacun des 1120 cas, les écarts relatifs entre les résultats issus du modèle numérique et
ceux du modèle analytique sont estimés selon la formule :

déviation =
valeur numérique
valeur analytique

− 1 (2.81)
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a. Déviation sur le coefficient de perte Λ b. Déviation sur la pression maximale au contact

c. Déviation sur la contrainte en pied de dent

Figure 2.20 – Écarts (déviations) entre le modèle analytique et le modèle numérique

La figure 2.20 synthétise les dispersions des déviations pour le coefficient de perte Λ, la
pression de contact maximale et la contrainte en pied de dent maximale. En valeur absolue, les
déviations ne dépassent pas 6%, ce qui montre la pertinence du modèle analytique vis à vis du
modèle numérique.

Diagramme de performance pour les corrections de profil optimales

La figure 2.21 représente sur un même graphe, en fonction de la longueur de correction
optimale, les évolutions relatives du coefficient de perte par frottement, de la pression maximale,
de la contrainte en pied de dent et 1−λ, chaque grandeur étant rapportée à sa valeur maximale.

Il est donc possible de tirer rapidement des conclusions générales (pour εα < 2) de l’impact
de la longueur de correction de profil minimisant les fluctuations de T E⋆S sur 3 autres critères de
dimensionnement de l’engrenage. A partir d’une correction longue (Γ = ΓS , E⋆ = εα , λ = 0), une
diminution de la longueur de contact optimale (augmentation de la profondeur de correction
E⋆) amène une réduction de la longueur de contact, une augmentation des contraintes et une
baisse du coefficient de perte.
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Figure 2.21 – Diagramme de performances

En conclusion, la formulation analytique de l’engrènement élastique quasi-statique de deux
roues cylindriques permet la détermination explicite d’une famille de correction de profil
qui rendent l’écart de transmission constant au cours du temps, limitant ainsi drastiquement
la génération de vibration et de bruit. Étant donné que l’approche suivie permet également
d’estimer à moindre coût 3 autres critères de dimensionnement, il est aisé de mettre en place les
éléments d’une optimisation multi-critères. Ainsi, parmi les modifications qui optimisent l’écart
de transmission, les corrections longues sont plus favorables aux contraintes et les corrections
courtes conduisent à un meilleur rendement. Ces relations analytiques constituent des outils
efficaces pour le pré-dimensionnement de transmissions.

2.3.2 Correction de profil à 2 pentes pour dentures droites HCR [100]

Contexte

Les engrenages droits fonctionnant avec un rapport de conduite de profil supérieur à 2
(εα > 2) sont appelés engrenages HCR pour High Contact Ratio et ils ont la particularité d’avoir
en permanence au moins 2 lignes de contact. Cette caractéristique est très favorable à la réduc-
tion des fluctuations des écarts de transmission et à la résistance mécanique des dentures. En
contrepartie, ils présentent des vitesses de glissement plus importantes et ils sont également
plus sensibles aux écarts géométriques [7, 60].

Les corrections de profil sur les dentures hautes sont tout aussi importantes que sur les
dentures LCR (Low Contact Ratio) pour éviter l’interférence à l’engagement sous charge et
réduire la valeur de la moyenne quadratique de l’écart de transmission. Les études portant sur
cette géométrie particulière sont moins nombreuses. La répartition de la charge statique a été
étudiée par Rosen et Flint [85], Elkholy [39], Wang et Howard [106] et l’analyse spécifique de
l’influence de la modifications de profil a été examinée par Lee et al. [60], Lin et al. [64], Yildirim
et Munro [111, 110], Tsai et Tsai [95], Ajmi et Velex [5]. Les modifications de profil linéaires
pour les engrenages “classiques” (εα < 2) sont habituellement limitées à des corrections dites
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Figure 2.22 – 3 familles de corrections optimales pour les denture HCR droites

longues et courtes. En revanche, pour les dentures droites HCR, Yildirim et Munro [110], Yildirim
[108, 109] proposent un nouveau type de double correction de profil, qui peut être vu comme la
superposition d’une correction courte avec une correction longue, combinant les avantages des
deux.

En utilisant les résultats de l’approche analytique (paragraphe 2.2 page 18), les résultats
initialement montrés par Yildirim et Munro par d’autres approches, sont retrouvés. Mieux encore,
une formulation explicite des corrections de profil à double pente est obtenue, fournissant un
outil efficace de définition de telles modifications, pour une minimisation des fluctuations de
T E⋆S sur une plage de couple donnée.

La figure 2.22 et le tableau 2.4 rappellent les familles de corrections de profil qui rendent
l’écart de transmission constant vis à vis du temps pour les dentures HCR. Les trois familles de
solutions sont notées a), b) et c).

Les évolutions temporelles de l’écart de transmission quasi-statique obtenues par les relations
analytiques pour différentes charges montrent de nombreux points de similitude avec les relevés
expérimentaux de Yildirim et Munro [111] (figure 2.23).

Correction linéaire à plusieurs pentes

D’après les résultats précédents, on distingue trois familles de correction de profil linéaires
qui rendent l’écart de transmission constante :

T E
⋆ (i)
S0 =

bεα −
∫
L(i)(τ,XS ) e

⋆ (i)
opt (M)dM

L(i)
(
τ,XS

) (2.82)

où l’exposant i fait référence aux 3 familles de correction optimale (tableau 2.4).
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E⋆ Domaine λ T E⋆S0

E⋆a =
Γaεα

2Γa − 1 +
1
εα

Γa ∈]
εα − 1
2εα

;
εα − 1
εα

] λa = 1− Γa − 1
εα

(
Γa −

λa
Γa

)
E⋆a

E⋆b =
Γbεα

2
(
2Γb − 1 +

2
εα

) Γb ∈]
εα − 2
2εα

;
εα − 2
εα

] λb = 1− Γb − 2
εα

(
Γb −

λb
Γb

)
E⋆b

E⋆c =
Γcεα

1− 2Γc +
1
εα

Γc ∈ [
1
εα

; 1
2 ] λc = Γc − 1

εα

(
Γc −

λc
Γc

)
E⋆c

Tableau 2.4 – Corrections de profil optimales pour les dentures HCR

Figure 2.23 – Pour plusieurs charges, évolutions temporelles de l’écart de transmission quasi-
statique mesurées [111] et prédites par les relations analytiques
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Une sommation pondérée de ces équations s’écrit :

∑
i

αiT E
⋆ (i)
S0 =

∑
i

αi

bεα −
∫
L(i)(τ,XS ) e

⋆ (i)
opt (M)dM

L(i)
(
τ,XS

)
 (2.83)

En supposant que les zones de contact effectives sont les mêmes pour chaque équation, i.e ;
L(i)

(
τ,XS

)
= L

(
τ,XS

)
et en prenant

∑
i αi = 1, l’équation (2.83) se transforme en :

T E⋆ΣS0 =
bεα −

∫
L(τ,XS )

∑
i αie

⋆ (i)
opt (M)dM

L
(
τ,XS

) (2.84)

qui montre qu’une combinaison linéaire des corrections de profil optimales
∑
i αie

⋆ (i)
opt (M) conduit

également à un écart de transmission quasi-statique constant T E⋆
ΣS0 =

∑
i αiT E

⋆ (i)
S0 . A noter que

l’adimensionnement est réalisé avec la déflexion de référence δm0 qui est unique pour une charge
donnée.

Des zones de contact identiques imposent des coefficients de réduction de longueur de contact
λ(i) semblables pour chaque modification prise individuellement. La charge correspondant au
cas limite où le coefficient λ est nul, est retenue comme chargement nominal Cm0. Dans cette
situation (λ = 0), les 3 longueurs de correction optimale (tableau 2.4) potentielles sont les
suivantes : 

Γa = 1− 1
εα

Γb = 1− 2
εα

Γc =
1
εα

(2.85)

Du point de vue de la conception, les longueurs de correction symétriques adimensionnées
sont limitées à 0,5. Cette limite conduit à corriger l’ensemble de la zone potentielle de contact.
Avec des corrections plus longues encore, il y aurait une zone de recouvrement et elles seraient
équivalentes, à un mouvement de corps indéformable près, à une correction de profil de longueur
0,5 et le profondeur réduite par rapport aux valeurs de conception.

Pour les dentures HCR (εα > 2), cela conduit à exclure la solution Γa. La correction retenue
est une combinaison des deux autres, association d’une correction courte et d’une longue (figure
2.24) :

e⋆opt(M) = αe⋆ (b)
opt (M) + (1−α)e⋆ (c)

opt (M) (2.86)

Les résultats en terme d’écart de transmission obtenus avec le modèle analytique sont
comparés avec les mesures expérimentales de Yildirim et Munro [110] (figure 2.25) qui ont testé
un engrenage droit à denture HCR, possédant une correction de profil à 2 pentes. Dans ce cas, le
coefficient de pondération α est estimé à 0,83. A nouveau, les deux familles de signaux montrent
une bonne similitude, le modèle mis en place apparaît efficace.
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Figure 2.24 – Combinaison d’une correction longue et d’une correction courte pour former une
correction à 2 pentes
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Figure 2.25 – Écarts de transmission quasi-statique mesurés [110] et simulés pour différentes
charges, denture HCR, correction de profil symétrique à double pente
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Figure 2.26 – Positionnement des deux charges optimales

Profondeur de correction et second optimum

Pour le couple nominal Cm0 et selon les hypothèses du présent modèle, les profondeurs
(dimensionnelles) des corrections optimales de base sont les suivantes :

Eb =
Cm0

2k̃0 b rb1
et Ec =

Cm0

(εα − 1)k̃0 b rb1
(2.87)

Sur le graphe (E⋆ ,Γ ) figure 2.26 où sont représentées les familles de corrections optimales
adimensionnées, une modification de profil réelle (E,Γ ), sous un chargement donné, correspond
à un point. Une augmentation du couple transmis engendre un accroissement de la déflexion
statique δm0 et ainsi, un déplacement horizontal vers la gauche (plus petites valeurs de E⋆)
du point représentatif de la même correction physique. Comme cela est illustré sur la figure
2.26, la correction longue (E⋆c ,Γc,λc = 0) définie au couple nominal, annule les fluctuations de
T E⋆S . Lorsque le couple diminue, ce point se déplace vers la droite et vient couper le lieu des
corrections optimales de la famille «a». Un second optimum pour le RMS de T E⋆S existe donc
pour un couple plus faible, noté CmS0. Dans cet état, la réduction de longueur de contact est

suffisante pour effacer totalement l’influence de la correction courte : λa = Γb = 1− 2
εα

. Puisque

l’abscisse de ce point sur le diagramme adimensionné est E⋆ =
εα

3− εα
, l’amplitude d’enlèvement

de matière est :

(1−α)E⋆c (CmS0) =
εα

3− εα
= E⋆a (Cm0) (2.88)
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Figure 2.27 – RMS de T Es en fonction du couple et du paramètre de pondération α

On peut en déduire le rapport entre les deux couples qui annulent les fluctuations de l’écart
de transmission :

CmS0

Cm0
= (1−α)

3− εα
εα − 1

(2.89)

Évolution de la moyenne quadratique de T Es en fonction de la charge

Pour des charges très faibles, la déflexion statique prend également des valeurs très petites et
les grandeurs adimensionnées par ce paramètre prennent des proportions qui n’ont plus de sens
physique. Pour cette raison, l’adimensionnement de l’écart de transmission évolue : la déflexion
statique de référence est prise à la charge nominale Cm0 :

δmC0 =
Cm0

rb1k̃0bεα
(2.90)

Les objets adimensionnés par ce paramètre sont notés avec le symbole «⋄» en exposant :

A⋄ =
A

δmC0
= XcA

⋆ (2.91)

avec Xc =
Cm
Cm0

La figure 2.27 montre les évolutions du RMS de T E⋄s pour plusieurs valeurs du coefficient
de pondération α et pour une charge de fonctionnement Cm variant de 0 à 1,6 fois la charge
nominale. Les marques en forme de losanges noirs positionnent les points calculés à partir de la
formulation analytique et les marques en forme de plus, correspondent aux résultats estimés
avec un modèle numérique (raideur linéique constante). L’accord entre ces résultats est excellent
et l’existence de deux chargements optimum vis à vis des fluctuations de l’écart de transmission
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Figure 2.28 – Évolution de Emax

quasi-statique est confirmée. Le rapport de ces couples vérifie la relation (2.89). A noter que
la prise en compte d’une raideur d’engrènement plus réaliste a tendance à effacer le second
optimum pour de faibles valeurs de α mais sa présence est bien marquée pour des valeurs plus
fortes [15, 100].

Lorsque la charge tend à s’annuler, la déflexion statique moyenne δm0 tend vers zéro et l’écart
de transmission quasi-statique se rapproche de l’écart de transmission sans charge (NLTE). En
denture droite, elle est confondue avec la valeur de Emax (équation (2.3)). Son évolution au

cours du temps est représentée figure 2.28 avec τ1 = (1 − Γc)εα , τ2 =
εα + 1

2
, τ3 − τ2 = τ2 − τ1

et E0 = E
(εα − 1

2Γcεα
− 1

)
. Celle-ci est non uniformément nulle pour τ1 < τ2 i.e.

(
1 − 2Γc

)
εα < 1,

condition toujours satisfaite pour Γc = 1
εα

. La fonction Emax étant périodique, de période 1, elle
peut s’exprimer sous forme d’une série de Fourier :

Emax(τ) = E0

∆+
2
∆

∞∑
n=1

sin2
(
πn∆

)
π2n2 cos

(
πn(2τ − εα − 1)

) (2.92)

avec ∆ = τ2 − τ1 = 1
2

(
εα(2Γc − 1) + 1

)
= 3εα−1

2εα
En utilisant la relation (2.52) pour estimer le RMS de Emax, puis la relation (6.152) pour

exprimer la limite de la série, on obtient finalement :

RMS
(
Emax

)
= RMS

(
NLTE

)
= (1−α)Ec

3− εα
4

√
(3− εα)(3εα − 5)

3
(2.93)

Sur la figure 2.27, les valeurs du RMS de Emax estimées selon l’équation (2.91) sont représentées
par des losanges blancs en Xc = 0.

Expressions approchées du RMS de T E⋆S

Afin de simplifier les équations et les manipulations (calcul du RMS pour chaque jeu de
paramètres . . .) et rendre ces résultats directement utilisables par un concepteur, une expression
approchée du RMS de l’écart de transmission quasi-statique est proposée. En suivant la démarche
décrite en 2.2.1 page 24 et pour une denture droite HCR munie d’une correction de profil à
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Figure 2.29 – RMS de T E⋄s en fonction de la charge, avec α = 0,2

double pente, le carré du moment quadratique de T E⋆S est approché par la relation suivante :

RMS2
(
T E⋆S

)
=

2(
1− 2λ

)2

∞∑
k=1

{
−Sinc[kεα(1− 2λ)]+

α
E⋆b
Γb

(
Γb −λ

)(
1− Γb −λ

)[
Sinc[kεα(1− 2λ)]− Sinc[kεα(Γb −λ)]Sinc[kεα(1− Γb −λ)]

]
+
(
1−α

)E⋆c
Γc

Cm0

Cm

(
Γc −λ

)(
1− Γc −λ

)[
Sinc[kεα(1−2λ)]− Sinc[kεα(Γc −λ)]Sinc[kεα(1− Γc −λ)]

]}2

(2.94)

Pour une étude avec un chargement variable, l’adimensionnement est réalisé avec la déflexion
statique δm0 associée au couple nominal Cm0. Selon (2.91), le RMS de l’écart de transmission
devient :

RMS2
(
T E⋄s

)
=

2X2
c(

1− 2λ
)2

∞∑
k=1

{
−Sinc[kεα(1− 2λ)]+

α
E⋄b
XcΓb

(
Γb −λ

)(
1− Γb −λ

)[
Sinc[kεα(1− 2λ)]− Sinc[kεα(Γb −λ)]Sinc[kεα(1− Γb −λ)]

]
+
(
1−α

) E⋄c
XcΓc

Cm0

Cm

(
Γc−λ

)(
1−Γc−λ

)[
Sinc[kεα(1−2λ)]− Sinc[kεα(Γc−λ)]Sinc[kεα(1−Γc−λ)]

]}2

(2.95)

Sur la figure 2.29, on peut voir les évolutions du RMS de l’écart de transmission suivant le
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Figure 2.30 – RMS moyen sur une plage de couple, pour différentes valeurs du rapport de
conduite

modèle analytique de base (2.82), la forme approchée (2.95) et le modèle numérique. L’équation
approchée prédit correctement les deux minima mais n’est plus aussi efficace pour de très faibles
couples.

Paramètre de pondération α

Sachant que pour la plupart des applications industrielles, la correction de profil doit
optimiser le fonctionnement de la transmission sur une plage de couples de fonctionnement, le
choix du paramètre α peut correspondre à une optimisation sur cette plage, en fonctionnement
quasi-statique. Un premier critère de sélection proposé est la moyenne du RMS sur l’intervalle
de couple :

∇α =
1

Cm0 −Cmin

∫ Cm0

Cmin

RMS
(
T Es

)
dCm (2.96)

La figure 2.30 montre les évolutions du RMS moyen ∇α sur un intervalle où Cmin ≈ 0 et
pour différentes valeurs du rapport de conduite. Ce graphique illustre la possibilité de choisir la
valeur du paramètre de pondération qui minimise la sensibilité du RMS. A priori, cette valeur
dépend du rapport de conduite et de la plage de couple de fonctionnement.

Un autre critère couramment employé est la charge maximum appliquée sur une dent au
cours de l’engrènement. Cette caractéristique est fonction du pourcentage de correction longue
et courte (figure 2.31) et, dans une moindre mesure, du rapport de conduite.

Comme attendu, les corrections courtes (α proche de 1) amènent à un chargement maximum
plus faible sur les dents.

En conclusion de ces développements concernant uniquement les dentures droites HCR
ayant une raideur linéique constante, une famille de corrections de profil à deux pentes est
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Figure 2.31 – Effort adimensionné d’engrènement sur une dent, fonction de la valeur de α et du
rapport de charge Xc

construite en combinant une correction longue avec une correction courte. Les caractéristiques
principales de l’écart de transmission obtenu pour cette géométrie sont les suivantes :

— Au couple nominal Cm0, les fluctuations de l’écart de transmission sont minimales ;
— Il existe un couple CmS0 < Cm0 (2.89) pour lequel le RMS de T Es présente un second

minimum. La valeur relative de cette charge par rapport à Cm0 dépend du coefficient de
pondération α et du rapport de conduite εα ;

— Pour déterminer la valeur du paramètre α, deux autres critères simples peuvent être
utilisés : i) la moyenne du RMS de T Es sur une plage de couple (2.95) ou la charge
maximale supportée par une dent.

Les résultats analytiques montrent une bonne corrélation avec ceux obtenus sur la base de
modèles numériques et avec la bibliographie dans la mesure où les déplacements élastiques
des corps des roues sont négligeables. Les définitions des corrections optimales sont obtenues
très rapidement et constituent un outil efficace de préconception de modification de profil pour
dentures HCR.

2.3.3 Prise en compte d’un modèle de raideur linéique d’engrènement affiné

Une des hypothèses restrictives du modèle présenté en 2.2 page 18 est de considérer la
raideur linéique l’engrènement constante. Ce choix permet de simplifier l’expression de T E⋆S
au point de pouvoir déterminer des corrections de profil qui rendent l’écart de transmission
invariant au cours du temps. En fait, il est encore possible de déterminer une correction de
profil optimale vis à vis des fluctuations de l’écart de transmission en relâchant un peu cette
hypothèse [14]. De nombreux modèles numériques [12, 86, 87, 42, 18, 22, 27, 30, 68, 75] mettent
en évidence un assouplissement du contact entre dents à l’engagement et au retrait (plus grande
souplesse de la dent au voisinage de son sommet). Suivant ces constatations, la raideur par unité
de longueur adimensionnée est prise sous la forme :
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Figure 2.32 – Forme de la fonction ϕM qui caractérise l’évolution de la raideur au point de
contact M00 au cours de l’engrènement

k̃(M00) = k̃m0

(
1 +αϕM (τ)

)
(2.97)

où k̃m0 est la valeur moyenne de k̃ sans réduction de longueur de contact, α est un paramètre
numérique compris entre 0 et 1, la fonction ϕM(τ) porte l’évolution de la raideur linéique
en fonction du temps ou de la position du point M00 dans le plan de base. Cette fonction
est normalisée de la façon suivante : maxτ∈[0 ; εα] |ϕM (τ)| = 1. Elle est représentée figure 2.32.
L’impact des modifications de forme (micrométriques) est supposé du second ordre sur la raideur
d’engrènement locale.

Optimisation du profil par la méthode des perturbations

Elle peut être vue comme une méthode mathématique heuristique permettant d’obtenir
une solution approchée d’une équation [51]. La solution est recherchée sous la forme de la
somme d’une série de fonctions, chacune multipliée par une puissance d’un «petit» paramètre
α compris entre 0 et 1. Le premier terme de la décomposition est la solution de l’équation de
départ tronquée. Les termes suivants apportent des corrections à la solution initiale plongée dans
l’équation complète. Techniquement, en écrivant que la somme des termes de la même puissance
αn est nulle, on obtient une série de relations qui permettent de déterminer les composantes de
la fonction approchée de façon itérative.

Dans l’expression de la raideur linéique (2.97), le paramètre α est retenu comme «petit»
paramètre intervenant dans la solution approchée de (2.28) qui se réécrit :

T E⋆S (τ)cosβb =
1 +

cosβb
bεα

∫
L(τ,XS )

(
1 +αϕM (τ)

)
e⋆(M)dM

cosβb
bεα

∫
L(τ,X s)

(
1 +αϕM (τ)

)
dM

(2.98)

Le problème est de trouver une correction de profil e⋆ qui minimise les fluctuations de
T E⋆S , pour une évolution de la raideur linéique donnée. On suppose que la solution recherchée
demeure au voisinage de celle obtenue pour une raideur linéique constante e⋆0 (2.29) et que la
réponse en écart de transmission s’écarte peu de la fonction définie en (2.32) (α = 0). Ces deux
fonctions sont recherchées sous les formes suivantes :
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Figure 2.33 – Fonction unitaire Λ00(τ) associée à la correction de profil e⋆0

T E⋆S (τ) = T E⋆S0(τ) +αT E⋆S1(τ) +α2T E⋆S2(τ) + . . . (2.99)

e⋆(M) = e⋆0(M) +αe⋆1(M) +α2e⋆2(M) + . . . (2.100)

En injectant les relations (2.99) et (2.100) dans l’expression de l’écart de transmission (2.98),
puis en écrivant que la somme des termes de même puissance en α est nulle, on obtient le
système :

Ordre zéro :

T E⋆S0(τ)cosβb
cosβb
bεα

∫
L(τ,X s)

dM = 1−
cosβb
bεα

∫
L(τ,XS )

e⋆0(M)dM (2.101)

Ordre n>1 :∫
L(τ,X s)

[
T E⋆Sn(τ)cosβb + e⋆n(M) +ϕM (τ)

(
T E⋆Sn−1(τ)cosβb + e⋆n−1(M)

)]
dM = 0 (2.102)

La relation (2.101) est, par construction, la solution du paragraphe 2.2 page 18. Dans ce cas,
l’écart de transmission est constant et sa valeur est (2.58) :

cosβbT E
⋆
S0 =

Γ −λ
Γ

E⋆0 (2.103)

Afin d’alléger les notations, la correction en tête linéaire et symétrique est notée

e⋆0(M00) = E⋆0Λ00(τ) (2.104)

avec la fonction unitaire Λ00(τ) représentée figure 2.33.

Les équations du type (2.102) doivent être vérifiées à tout instant, quelque soit le domaine
d’intégration L(τ,X s). La fonction intégrée étant régulière, cela implique que l’intégrande est
identiquement nul :

∀M ∈ L(τ,X s) T E⋆Sn(τ)cosβb + e⋆n(M) +ϕM (τ)
(
T E⋆Sn−1(τ)cosβb + e⋆n−1(M)

)
= 0 (2.105)
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La condition pour que l’écart de transmission total soit constant implique que tous les termes
de sa décomposition (2.99) soient également invariants. De plus, la relation (2.105) fournit un
moyen récurrent pour améliorer la forme de la correction de profil afin de tendre vers une
transmission sans fluctuation d’écart. En exprimant la condition pour n = 1 et en suivant le point
M00 (pas de déphasage entre e⋆n(M), ϕM (τ) et e⋆n−1(M) ) :

e⋆1(M00) = −ϕM (τ)
(

cosβbT E
⋆
0 + e⋆0(M00)

)
− cosβbT E

⋆
S1 (2.106)

Avec les deux premiers termes, la correction de profil totale est donc :

e⋆01(M00) = e⋆0(M00) +αe⋆1(M00) = E⋆0 (τ)
[
Λ00(τ)−αϕM (τ)

(
Γ −λ
Γ

+Λ00(τ)
)]

+C (2.107)

Cette modification est connue à une constante près (C = −α cosβbT E
⋆
S1). Étant donnée qu’elle

touche uniformément toutes les surfaces, de cette partie de la correction va découler un mouve-
ment de solide indéformable (décalage de la valeur moyenne) mais cela ne va pas influencer les
fluctuations de l’écart de transmission. Pour cette raison, cette constante sera considérée nulle.

Les nouvelles corrections définies par la relation (2.107) sont basées sur les corrections
optimales définies dans le tableau 2.1, elles suivent donc les mêmes conditions. Pour un rapport
de conduite inférieur à 2, l’allure de la nouvelle correction de profil est montrée figure 2.34. Ce
profil théorique présente deux points anguleux mais il faut noter une grande différence d’échelle
entre des deux axes de la représentation. En supposant que l’on soit capable de réaliser une telle
correction, le rodage atténuerait rapidement ces zones de discontinuité des tangentes.

Figure 2.34 – Allure de la correction définie équation (2.106)

Pour une denture LCR, la nouvelle correction de profil peut se mettre sous la forme explicite
suivante :
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e⋆01(M00) =



1

2Γ − 1 + 1
εα

[
τ − Γ εα −α

(
τ − εα(1− Γ ) + 1

)
ϕM (τ)

]
pour τ ∈ [0 ; Γ εα]

−αεαϕM (τ) pour τ ∈ [Γ εα ; (1− Γ )εα]

−1

2Γ − 1 + 1
εα

[
τ − εα(1− Γ ) +α

(
εαΓ + 1− τ

)
ϕM (τ)

]
pour τ ∈ [(1− Γ )εα ; εα]

(2.108)
Il est intéressant de noter que la famille de corrections définie par la relation (2.108) possède

2 points fixes, indépendants de la longueur de correction Γ , correspondant à la correction dite
courte :

e⋆01

(εα ± 1
2

)
= −εα

2

[
1 +αϕM

(εα ± 1
2

)]
(2.109)

Ainsi, des corrections plus courtes ne peuvent pas minimiser le RMS de l’écart de transmission.
Le profil de correction ainsi établi présente une grande similarité avec les résultats de Cai et

Hayashi [17] conduisant à minimiser la réponse dynamique d’un modèle de transmission à un
seul degré de liberté torsionnel (εα < 2).

Évaluation du nouveau profil

La pertinence de la nouvelle correction est évaluée en utilisant un modèle numérique de
simulation de l’engrènement dans lequel la raideur linéique d’engrènement est estimée selon les
modèles non linéaires de Weber et Banaschek [107]. Quatre géométries, dont les paramètres sont
précisés dans le tableau 2.5, sont utilisées et permettent de traiter un cas de denture droite LCR
(géométrie A), un cas de denture HCR avec les 3 familles de corrections optimales (géométrie B)
et deux cas de dentures hélicoïdales avec des rapports de recouvrement plus ou moins importants
(géométrie C et D).

Pour la première série de tests, les calculs sont menés à une vitesse faible et les comparaisons
portent sur la valeur du RMS de l’écart de transmission. Pour chaque géométrie, une série de
valeurs de longueur de correction est prise dans l’intervalle de définition pour les trois types de
correction :

— La correction linéaire symétrique définie dans le tableau 2.1, correspondant au premier
terme de la suite 2.100 ;

— La correction linéaire symétrique qui permet de minimiser les fluctuations de T E⋆S (obtenu
numériquement après un balayage sur les valeurs de la profondeur de correction) ;

— La correction d’ordre supérieur, définie par (2.109).

Les synthèses graphiques de ces comparaisons sont illustrées dans la figure 2.35. Quelque
soit la géométrie et le niveau de la longueur de correction, la correction proposée conduit à une
fluctuation moindre de l’écart de transmission et le gain est assez significatif.

Un second ensemble de résultats permet de comparer les comportements dynamiques suivant
les types de correction. Un balayage en vitesse de rotation du pignon est mis en place entre 0,1
et 1600,1 rad/s avec un pas de 10 rad/s et la charge est maintenue à sa valeur nominale. Des
simulations sont réalisées pour 3 corrections optimales (longueur de correction maxi, mini et
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a. Engrenage A, denture droite LRC b. Engrenage B, denture droite HCR, correction a)

c. Engrenage B, denture droite HCR, correction b) d. Engrenage B, denture droite HCR, correction c)

e. Engrenage C, denture hélicoïdale f. Engrenage D, denture hélicoïdale

Figure 2.35 – RMS de l’écart de transmission quasi-statique, suivant la longueur de correction
adimensionnée optimale
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A B C D

m0 10 mm 10 mm 2,78 mm 10 mm

α0 20 ° 20 ° 22,21 ° 20 °

β 0 0 28,9° 20 °

z1 ; z2 20 ; 60 20 ; 60 25 ; 31 20 ; 60

b1 ; b2 100 mm 100 mm 31,75 mm 250 mm

x1 ; x2 0 ; 0 0 ; 0 0 ; 0 0 ; 0

aw 400 mm 400 mm 88,9 425,67

εα 1,67 2,14 1,37 1,53

εβ 0 0 1,76 2,72

Couple 6 000 Nm 6 000 Nm 550 Nm 6 000 Nm

h∗a1 ; h∗a2 1 ; 1 1,5 ; 1,2 1,065 ; 1,065 1,0 ; 1,0

h∗f 1 ; h∗f 2 1,25 ; 1,30 1,35 ; 1,7 1,43 ; 1,43 1,25 ; 1,30

ρ∗ 0,33 0,33 0,33 0,33

Tableau 2.5 – Paramètres des géométries utilisées pour la comparaison de l’efficacité des correc-
tions de profil

moyenne). Sur la figure 2.36 les domaines colorés en bleu correspondent aux zones de réponse
pour la correction linéaire seule e⋆0 et les domaines rouges correspondent aux zones de réponse
pour la correction totale e⋆01. La réponse sans correction est représentée en noir avec le marqueur
«+». Pour ces simulations, on constate que le comportement dynamique avec les corrections e⋆0 et
e⋆01 réduit significativement l’amplitude du RMS de l’écart de transmission pour pratiquement
toutes les pulsations angulaires.

En synthèse de ces résultats, on peut noter que pour un modèle d’engrènement sans hypothèse
particulière sur la raideur linéique au contact, cette approche mathématique originale des
modifications de surface conduit à des formules quasi-analytiques minimisant les fluctuations
de l’écart de transmission. Non seulement les caractéristiques quasi-statiques sont meilleures
mais on vérifie également que le comportement dynamique présente des oscillations atténuées.

Approximation par une correction linéaire

La correction optimale présentée figure 2.34 et définie par la relation (2.109) pourrait être
utilisée en conception moyennant le calcul préalable de la forme de la raideur d’engrènement
(αϕM ). En revanche, sa réalisation précise paraît difficilement conciliable avec des coûts de
production raisonnables. Une étude de sensibilité serait à mener pour avoir une estimation
chiffrée mais il est fort probable que les zones de tolérance nécessaires pour maintenir ces
avantages soient incompatibles avec les moyens de production «standards». En revanche, il est
possible de rechercher la correction de profil linéaire et symétrique qui approche au mieux la
correction optimale. La longueur de la correction semble plutôt bien identifiée et ne pose pas de
problème au premier ordre. L’optimisation porte donc sur la profondeur de correction linéaire
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a. Engrenage A, denture droite LRC b. Engrenage B, denture droite HCR, correction a)

c. Engrenage C, denture hélicoïdale d. Engrenage D, denture hélicoïdale

Figure 2.36 – Évolution du coefficient dynamique à la denture en fonction de la vitesse de
rotation du pignon sans correction, avec la correction linéaire seule, avec la correction optimale
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optimale E⋆lin opt tel que E⋆lin optΛ(τ) approche au mieux la fonction (2.109). Deux critères ont été
employés pour cette recherche [12] :

a) une approche locale basée sur la pente de la correction optimale en τ = Γ εα qui donne
l’orientation de la correction de profil linéaire recherchée ;

b) une approche globale minimisant l’écart entre la correction optimale e⋆01 et E⋆lin optΛ(τ)
sur l’intervalle [λεα ; (1−λ)εα]

En supposant que la fonction de forme ϕM est parabolique et symétrique sur la fenêtre d’engrè-
nement potentiel, on obtient les résultats suivants [41] :

e⋆ = E⋆0

(
1−α

(
aΓ 2 + bΓ + c − 1

))
Λ(τ) (2.110)

Avec, pour l’approximation locale :

a = −30 ; b = 12ΓL + 18 ; c = −6ΓL (2.111)

et, pour l’approximation globale :

a = −8,4 ; b = −0,6ΓL + 9 ; c = (0,9ΓL − 1,5)ΓL (2.112)

L’évaluation du paramètre α dans l’expression de la raideur linéique nécessite un calcul
numérique précis de la raideur d’engrènement pour un segment de la ligne de contact, de l’enga-
gement jusqu’au retrait. En accord avec les modèles de la littérature et nos propres constatations,
une valeur moyenne de α � 0,3 semble être une valeur réaliste pour une grande variété de
géométries.

Les corrections de profil modifiées, définies par les relations (2.110), (2.111) et (2.112)
conduisent à des enlèvements de matière un peu moins profonds que la correction initiale
e⋆00(τ) = E⋆0Λ(τ). Pour comparer les efficacités de ces prédictions, des balayages sur la profondeur
et la longueur de correction sont réalisés avec le modèle numérique présenté plus haut et avec le
logiciel LDP. Sur chaque représentation des courbes de niveau du RMS de T E⋆S , les famille de
corrections optimales sont représentées avec la convention suivante : la courbe avec des marques
en forme de croix (×) correspond aux corrections initiales, celle avec des diamants ( ⋄) correspond
à l’approximation locale et les petits cercles (◦) sont pour l’approximation globale. La figure 2.37
présente les résultats pour l’engrenage E de la table 2.35.

D’autres géométries ont été testées (voir [12]) et les conclusions que l’on peut tirer de ces
approximations sont les suivantes :

1. Il y a un très bon accord entre les résultats numériques et analytiques en terme de
profondeur et d’étendue de la correction linéaire symétrique optimale sur toutes les
géométries étudiées. Les courbes représentant les corrections optimales (⋄ et ◦) sont
toujours localisées dans le fond des vallées de la surface réponse en termes de RMS de
l’écart de transmission. Sur les exemples traités, l’approximation locale semble légèrement
meilleure que l’approximation globale.

2. Les deux logiciels de simulation de l’engrènement utilisés donnent des positions des
corrections optimales très proches bien qu’ils soient basés sur des approches théoriques
différentes.

3. Des différences plus sensibles entre les prédictions analytiques et les résultats numériques
apparaissent aux extrémités des courbes optimales, notamment dans le cas de dentures
hélicoïdales. Néanmoins, les propositions (2.110), (2.111) et (2.112) sont de bonnes ap-
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a. b.

Figure 2.37 – Courbes de niveaux du RMS de l’écart de transmission obtenues avec le modèle
numérique VSA (a.) et le code LDP (b.), où sont superposées les corrections optimales × : (2.104) ;
⋄ : (2.110) et (2.111) ; ◦ : (2.110) et (2.112)

proximations des fonds des vallées et il faut noter que le RMS de l’écart de transmission
n’y est certainement pas constant.

4. Il a été confirmé que ces approximations adimensionnées qui minimisent les fluctuations
de l’écart de transmission sont valides sur une large plage de couples.

5. La réduction significative du RMS de T E⋆S engendre également une importante baisse du
facteur dynamique (ratio entre l’effort d’engrènement dynamique maximum et l’effort
d’engrènement statique maximum) comme cela est montré en [12] et non repris dans ce
document.

Synthèse

L’approche analytique proposée dans cette section permet de réaliser l’optimisation des
corrections de profils linéaires et symétriques dans le cas du modèle de raideur linéique d’engrè-
nement constante. Les solutions trouvées sont pertinentes et permettent de prédire des optimum
peu intuitifs comme par exemple, en denture droite HCR, les deux minimum du RMS de l’écart
de transmission pour un couple variable. En utilisant un modèle de raideur plus fin (raideur li-
néique variable en fonction de l’abscisse suivant X⃗), il est nécessaire de corriger les modifications
de profils trouvées dans le premier cas. Les définitions des modifications de profil sont simples
à calculer et peuvent être facilement utilisées en avant-projet. Les performances obtenues en
terme de RMS de l’écart de transmission quasi-statique ou dynamique ainsi que de coefficient
dynamique sont excellentes pour des dentures étroites et quasiment sans désalignement.

En pratique, une correction longitudinale est très souvent imposée aux flancs d’au moins une
des roues de façon à éviter des chargement trop forts en bord de dent, même en présence de
légers écarts d’orientation. La démarche analytique suivie en 2.2 page 18 se prête naturellement
à l’introduction de cette modification.
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2.4 Modèle analytique détaillé de l’engrènement

Le second modèle présenté procède de la même démarche que le premier. En plus de la
correction de profil, il permet d’introduire :

— une correction longitudinale,
— une raideur linéique d’engrènement non constante
— une interaction de proximité au niveau du contact qui induit un déplacement de la

surface à proximité de ce dernier (illustration figure 2.39). Ce phénomène est appelé
«effet convectif» au niveau du contact entre les dentures.

La zone de contact effective est toujours supposée contenue dans le plan d’engrènement,
de forme rectangulaire et, éventuellement, de taille réduite par rapport à la zone de contact
potentielle. Les corrections de surfaces qui minimisent les fluctuations de l’écart de transmission
sont recherchées numériquement et analytiquement.

2.4.1 Les corrections de forme

Dans les développements qui suivent, la correction de profil demeure linéaire et symétrique,
aucun changement n’est apporté par rapport au premier modèle. La correction longitudinale
utilisée est prise de forme parabolique et symétrique par rapport à la demi largeur de la denture.
La profondeur maximale de l’enlèvement de matière est notée B et elle est située aux bords de la
denture (figure 2.38).

Figure 2.38 – Forme de la correction longitudinale

Son expression adimensionnée est la suivante :

e⋆B(z̄) = −B⋆
(
1− 2z̄

)2
(2.113)

Avec z̄ =
z
b

2.4.2 Interaction entre les dentures

Seule la composante normale de l’action mécanique entre les dentures est introduite. Le
modèle prend en compte le couplage local des déplacements élastiques suivant la normale à la
surface, comme illustré par la figure 2.39. Ce phénomène est appelé «effet convectif» par D. L.
Seager [89]. Sur une ligne de contact, ce couplage est introduit par le bief d’un terme en dérivée
seconde dans l’expression de la charge linéique (modèle de fondation de Pasternak [73]) :

p(M) =
{
k̃∆(M)− g(M)

d2∆(M)
ds2

}
H

(
∆(M)

)
(2.114)



64 CHAPITRE 2. Approches analytiques

Figure 2.39 – Déflexion avec un modèle de fondation de Winkler (a-) et de Pasternak (b-)

avec ∆(M) = u (M,1/R).n 1 −u (M,2/R).n 1 −Emax + e(M)
où la fonction g est positive qui caractérise l’effet convectif, s est l’abscisse curviligne d’une

ligne de contact potentiel et e(M) la somme des corrections de forme. Le paramètre k̃ s’identifie
à la raideur linéique de l’engrènement qui évolue en fonction de l’abscisse x (selon X⃗) du point

de contact considéré. La forme adimensionnée utilisée est x̄ =
x
pbt

. L’allure de cette fonction a

déjà été présentée et, dans le but de limiter le nombre de paramètres de l’étude, la forme de
celle-ci est fixée de la façon suivante :

1. k̃(M) = k̃0

(
1 +αϕ(x̄)

)
(suivant la même expression que (2.97))

2. En l’absence de réduction de longueur de contact, la fonction ϕ est de moyenne nulle sur
[0 ; εα]

3. La fonction ϕ est une parabole symétrique par rapport à
εα
2

et prend la valeur -1 en 0 et
εα

Ces contraintes conduisent à l’expression suivante unique :

ϕ(x̄) = −1 + 6
x̄
εα

(
1− x̄

εα

)
(2.115)

2.4.3 Écarts de transmission quasi-statique

Expression analytique

A partir des équations d’équilibre, des hypothèses précédentes et en suivant un raisonnement
identique à 2.1.7 page 13, l’écart de transmission adimensionné s’écrit en fonction du temps :

T E⋆s (τ)cosβb =
1−

∫
L(XS ,τ) k̃

†(M)e⋆(M)dM +
1
km0

∫
L(XS ,τ) g(M)

d2e⋆

ds2
ds∫

L(XS ,τ) k̃
†(M)dM

(2.116)

Avec km0 = k̃0εα
b

cosβb
et k̃†(M) =

k̃0

km0

(
1 +αϕ(M)

)

T E⋆s (τ)cosβb =
1−

cosβb
bεα

∫
L(XS ,τ)

(
1 +αϕ(M)

)
e⋆(M)dM +

cosβb
k̃0 bεα

∫
L(XS ,τ) g(M)

d2e⋆

ds2
ds

cosβb
bεα

∫
L(XS ,τ)

(
1 +αϕ(M)

)
dM

(2.117)
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Avec le changement de variable ds =
b

cosβb
z̄ et avec la correction d’hélice parabolique définie

en (2.113) :
d2e⋆

dz̄2 �
d2e⋆B
dz̄2 = −8B⋆

T E⋆s (τ)cosβb =
1−

cosβb
bεα

∫
L(XS ,τ)

(
1 +αϕ(M)

)
e⋆(M)dM

cosβb
bεα

∫
L(XS ,τ)

(
1 +αϕ(M)

)
dM

−
8B⋆ cos2βb

k̃0 b2

∫
L(XS ,τ) g(M)dz̄∫

L(XS ,τ)

(
1 +αϕ(M)

)
dM

(2.118)
Le dernier terme représente le rapport de la moyenne de la fonction de couplage sur la

moyenne de la fonction de forme de la raideur linéique. D’après les travaux expérimentaux

de D.L. Seager [89] sur les engrenages hélicoïdaux, le terme :
1

cosβb

√√√√ ∫
L(XS ,τ) g(M)dz̄∫

L(XS ,τ) k̃0

(
1 +αϕ(M)

)
dM

peut être considéré approximativement constant et proportionnel au module normal :∫
L(XS ,τ) g(M)dz̄∫

L(XS ,τ) k̃0

(
1 +αϕ(M)

)
dM
�

(
ϑG cosβbmn

)2
(2.119)

où le paramètre ϑG est un scalaire qui, d’après les données expérimentales, peut varier dans
l’intervalle [1 ; 2].
On obtient finalement :

T E⋆s cosβb =
1−

cosβb
bεα

∫
L(XS ,τ)

(
1 +αϕ(M)

)
e⋆(M)dη

cosβb
bεα

∫
L(XS ,τ)

(
1 +αϕ(M)

)
dM

−B⋆G (2.120)

avec

G =
8ϑ2

Gm
2
n cos4βb
b2

De plus, les paramètres βb, mn, b et G sont liés par la relation géométrique suivante :

βb = arcsin
[
εβπ

mn
b

cosαn
]

(2.121)

Calcul des intégrales

Les intégrales de l’équation (2.120) sont à estimer sur les lignes de contact effectives à chaque
instant de l’engrènement. En présence de corrections de profil et d’hélice, une réduction de
longueur de contact peut advenir à l’engagement, au retrait et sur les bords de la denture. La
zone de contact effective du plan d’engrènement est supposée rectangulaire (figure 2.40) et les
réductions de longueur de contact sont supposées symétriques à l’engagement et au retrait d’une
part et sur les bords de la denture d’autre part. Les paramètres de réduction de longueur de
contact sont notés λεα dans la direction X⃗ et δ dans la direction Z⃗.

Comme précédemment (2.2.1 page 19), les intégrales sont remplacées par des sommes de
Riemann et les limites des séries sont recherchées lorsque le nombre de segments des lignes de
contact discrétisées tend vers l’infini. Dans cette nouvelle formulation, les fonctions à intégrer
dépendent des coordonnées x̄ et z̄ du point M considéré et le calcul des séries nécessite des
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Figure 2.40 – Zone de contact effective en présence de correction de forme

développements complémentaires. Pour une dépendance en z̄ de forme polynomiale d’ordre 2 et
une forme périodique quelconque pour f , l’intégrale sur les lignes de contact effectives se met
sous la forme (6.32) :

cosβb
bεα

∫
L(τ,X)

(
a+ bz̄+ cz̄2

)
f (M)dM =

a0P
εα

(1− 2δ)
(
a+

b
2

+
c
3

(1− δ+ δ2)
)

+
∞∑
k=1

P
2πkεαεβ

akP [M2 , M1 , M4 , M3

]
+ bkP

[
M1 , −M2 , M3 , −M4

]


sin
[
2πk(τ − εβ(1− δ)

]
cos

[
2πk(τ − εβ(1− δ)

]
sin

[
2πk(τ − εβδ

]
cos

[
2πk(τ − εβδ

]


(2.122)

avec :

M1 =
b+ 2c(1− δ)

2πkεβ
M2 = −a− b(1− δ)− c(1− δ)2 +

c

2(πkεβ)2

M3 = −b+ 2cδ
2πkεβ

M4 = a+ bδ+ cδ2 − c

2(πkεβ)2

Cette expression se simplifie en faisant les hypothèses suivantes :

— Le polynôme h(z̄) = a+ bz̄+ cz̄2 est symétrique par rapport à 1/2 :

h(1− z̄) = h(z̄) ⇔ h(z̄) = a+ bz̄(1− z̄)

— La fonction f est polynomiale par morceaux et elle est symétrique par rapport à τ =
εα
2
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L’expression (2.122) devient alors (voir annexe 6.1) :

cosβb
bεα

∫
L(τ,X)

(
a+bz̄(1−z̄)

)
f (M)dM =

a0P
εα

(1−2δ)
(
a+
b
6

(1+2δ−2δ2)
)
+
∞∑
k=1

2C kP
s .V

kP
s

π2k2εαεβ
cos[πk

(
εα+εβ−2τ

)
][

N1 cos[πkεβ(1− 2δ)] +N2 sin[πkεβ(1− 2δ)]
]

(2.123)

avec :

N1 = −b(1− 2δ)
2πkεα

N2 = −a− bδ(1− δ)− b

2(πkεα)2

Appliquée à la relation 2.120, l’expression de l’écart de transmission devient :

cosβbT Es
⋆ = −B⋆G+

1−A0 − 2(1− 2δ)
∑∞
k=1 cos[πk(2τ − εα − εβ)]Sinc[kε′β]

[
E⋆Φk
πkεα

+B⋆Λk(1− 2λ)(1− 2δ)2 Sinc[kε′α]
(
2η(kε′β)− 1

3

)]
(1− 2λ)(1− 2δ)

[
1 +ακB + 2

∑∞
k=1 cos[πk(2τ − εα − εβ)]Sinc[kε′α]Sinc[kε′β]Λk

]
(2.124)

avec :

ε′α = εα(1− 2λ) (2.125)

ε′β = εβ(1− 2δ) (2.126)

κB = 2λ(1−λ) (2.127)

κE = −Γ
(
Γ + 2λ− 2

)
− (1−λ)(1− 3λ) (2.128)

A0 = −(1− 2δ)
{
E⋆

(Γ −λ)2

Γ
(1 +ακE) +

B⋆

3
(1− 2λ)(1− 2δ)2(1 +ακB)

}
(2.129)

Φk =
(λ− Γ

Γ
−αC1k

)
sin[πkε′α] +

( −1
2πkεαΓ

+αCk2

)
cos[πkε′α]−αC3k sin[πkεα(1− 2Γ )]

+
( 1

2πkεαΓ
+αC4k

)
cos[πkεα(1− 2Γ )] (2.130)

Λk = 1 +α
(
− 1 + 6λ(1−λ) + 3(1− 2λ)2

(
η(kε′α) +

1
3

))
(2.131)
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C1k = −1 +λ(6− 6λ+
1
Γ

)− 6
λ2

Γ
(1−λ) +

3
(πkεα)2 (

1
Γ

+ 1− 3
λ
Γ

) (2.132)

C2k =
1

πεαk

[ 1
2Γ

+ 3− 6λ(1 +
1
Γ

) + 9(
λ2

Γ
− 1

2Γ (πkεα)2 )
]

(2.133)

C3k =
3(2− 1

Γ
)

(πkεα)2 (2.134)

C4k =
1

εαkπ

[
3(1− Γ )− 1

2Γ
+

9
2Γ (kεαπ)2

]
(2.135)

η(x) =
1

(πx)2 −
1

πx tan[πx]
− 1

3
(2.136)

L’évolution de la fonction η(x) est représentée figure 2.41.

Figure 2.41 – Évolution de la fonction η(x)

On peut noter à propos de cette fonction η les points suivants :

— sa valeur est nulle en 0 car un développement limité au voisinage de l’origine s’écrit :

[
η(x)

]
x→0

=
(πx)2

45
+ o(x2)

— une valeur approchée du second zéro de la fonction η sur [0, 2[ est donnée par :

εβ1 = 1− 3
√

3−
√

222π2 − 132π
√

3− 105
22π

� 1,835 . . . (2.137)

Valeur numérique : η(εβ1) = 3,48e − 5
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2.4.4 Estimation de la valeur des paramètres de réduction de longueur de
contact λ et δ

L’estimation de ces paramètres s’appuie sur la force linéique de contact adimensionnée
F̂(M,τ) qui est définie en tout point de contact effectif M par [13] :

F̂(M,τ) = cosβb T E
⋆
S (τ) + e⋆(M)

Cette fonction est à valeur positive ou nulle. Le domaine de définition de F̂(M,τ) est étendu
à l’ensemble de la zone de contact potentiel en introduisant la fonction de Heaviside H :

F̂e(M,τ) =H
(
cosβb T E

⋆
S (τ) + e⋆(M)

) [
cosβb T E

⋆
S (τ) + e⋆(M)

]
Pour tout point N de la zone potentielle de contact, il existe un instant τN tel que ce point est

coïncidant avec un point MN des lignes de contact potentiel. Le motif des lignes de contact étant
1-périodique par rapport au temps, τN est défini à un entier relatif près. Au point N , on associe
la fonction T̂ telle que :

T̂ (N ) = cosβb T E
⋆
S (τN ) + e⋆(MN ) (2.138)

La fonction T̂ est définie en tout point de la fenêtre d’engrènement nominale, sa partie
positive représente l’enveloppe de la fonction F̂(M,τ) au cours du temps. Le domaine où T (N )
est strictement positive est noté

(
Σ1

)
et le lieu où elle est négative, s’il existe, est noté

(
Σ2

)
. La

frontière entre
(
Σ1

)
et

(
Σ2

)
est a priori inconnue.

On introduit ensuite les fonctions Jδ et Jλ définies par :

Jδ(P1, P4) =
1
P1P4

∫
ligne P1P4

T̂ (x̄,δ)dx̄ et Jλ(P1, P2) =
1
P1P2

∫
ligne P1P2

T̂ (λεα , z̄)dz̄

Les points P1, P2, P3 et P4 sont les sommets d’un rectangle pris comme approximation de la
fenêtre d’engrènement effective (figure 2.40).

Jδ(P1, P2) et Jλ(P1, P4) représentent les moyennes de la nappe T̂ sur les lignes P1P2 d’abscisse
λεα et P1P4 d’abscisse δ. En fonction de λ et δ, ces relations deviennent :

Jδ(λ,δ) =
1

εα(1− 2λ)

∫ (1−λ)εα
λεα

T̂ (x̄,δ)dx̄

Jλ(λ,δ) =
1

1− 2δ

∫ 1−δ
δ

T̂ (λεα , z̄)dz̄
(2.139)

Les valeurs des paramètres sont définis suivant les cas de figure suivants :

Cas A : Jδ(0,0) ≥ 0 et Jλ(0,0) ≥ 0 : les pressions sont importantes sur les frontières de la zone
d’engrènement. Il n’y a pas de réduction de la zone de contact et λ = δ = 0.

Cas B : Jδ(0,0) ≥ 0 et Jλ(0,0) ≤ 0 : il y a un déchargement à l’engagement et au retrait mais pas sur
les bords (δ = 0). Il faut dans ce cas résoudre Jλ(λεα ,0) = 0 pour connaître λ.

Cas C : Jδ(0,0) ≤ 0 et Jλ(0,0) ≤ 0 : le pourtour de la zone théorique d’engrènement est déchargé. Il
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faut estimer λ et δ en résolvant :  Jλ(λ,δ) = 0

Jδ(λ,δ) = 0

Seules les solutions positives sont acceptables.

Cas D : Jδ(0,0) ≤ 0 et Jλ(0,0) ≥ 0 : le bombé est fort par rapport à la déflexion statique moyenne,
les bords sont déchargés mais pas les zones d’engagement et de retrait (λ = 0). Pour
déterminer δ, il faut résoudre Jδ(0,δ) = 0.

En développant (2.139), il vient :
Jδ(λ,δ) =

1
εα(1− 2λ)

[∫ (1−λ)εα
λεα

cosβbT Es⋆(x̄,δ)dx̄ − E
⋆εα
Γ

(
Γ −λ

)2
−B⋆εα(1− 2λ)(1− 2δ)2

]

Jλ(λ,δ) =
1

1− 2δ

[∫ 1−δ
δ

cosβbT Es⋆(λεα , z̄)dz̄+E⋆(1− 2δ)
(λ
Γ
− 1

)
− B

⋆

3
(1− 2δ)3

]
(2.140)

En ne conservant que les termes d’ordre 0 des séries de l’écart de transmission :

Jδ(λ,δ) =
εα

(1− 2δ)
(
1 + 2αλ(1−λ)

) 1−B⋆(1− 2λ)(1− 2δ)
(2

3
(1− 2δ)2 +G

)
+α

{
A1 −B1

(E⋆(Γ −λ)2

Γ (1− 2λ)
+B⋆

(
(1− 2δ)2 +G

))} (2.141)

Jλ(λ,δ) =
1

(1− 2λ)
(
1 + 2αλ(1−λ)

) 1 +
E⋆

Γ
(Γ −λ)(1− 2δ)(Γ +λ− 1)−B⋆G(1− 2λ)(1− 2δ)

+α
{
A1 −B1

(E⋆(Γ −λ)
Γ

+B⋆
( (1− 2δ)2

3
+G

))}  (2.142)

A1 = (1− 2δ)
[
−E⋆(Γ −λ)2

(
Γ + 2λ− 2 +

(1−λ)(1− 3λ)
Γ

)
+B⋆

2B1

3

(
1− 2δ

)]
(2.143)

B1 = 2λ(1−λ)(1− 2λ)(1− 2δ) (2.144)

Les 4 cas mentionnés plus haut correspondent à 4 partitions de l’espace des paramètres de
correction (figure 2.42). Sur le domaine A, il n’y a pas de réduction de longueur de contact (δ = 0
et λ = 0) et il se caractérise par :

E⋆ ≤ 2

(1− Γ )
(
2 + 3G+ 2αΓ (1− Γ )

)
B⋆ ≤ 3

2 + 3G+ 2αΓ (1− Γ )

(2.145)
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Sur le domaine B, δ = 0 et λ > 0, le système suivant est vérifié :

Jδ(λ,0) > 0 ⇔ 1− (1− 2λ)B⋆
(2

3
+G

)
+α

{
A1 −B1

(
B⋆

(
1 +G

)
+
E⋆(Γ −λ)2

Γ (1− 2λ)

)}
> 0

Jλ(λ,0) = 0 ⇔ 1 +
E⋆

Γ
(Γ −λ)(Γ +λ− 1)−B⋆G(1− 2λ)

+α
{
A1 −B1

(E⋆(Γ −λ)
Γ

+B⋆
(1

3
+G

))}
= 0

A1 = −E⋆(Γ −λ)2
(
Γ + 2λ− 2 +

(1−λ)(1− 3λ)
Γ

)
+B⋆

2λ
3

(1−λ)(1− 2λ)

B1 = 2λ(1−λ)(1− 2λ)

(2.146)

Le domaine C correspond au cas où λ > 0 et δ > 0. Il est défini par :

Jδ(λ,δ) = 0 ⇔ 1−B⋆(1− 2λ)(1− 2δ)
(2(1− 2δ)2

3
+G

)
+α

{
A1 −B1

(E⋆(Γ −λ)2

Γ (1− 2λ)
+B⋆

(
(1− 2δ)2 +G

))}
= 0

Jλ(λ,δ) = 0 ⇔ 1 +
E⋆

Γ
(Γ −λ)(1− 2δ)(Γ +λ− 1)−B⋆G(1− 2λ)(1− 2δ)

+α
{
A1 −B1

(E⋆(Γ −λ)
Γ

+B⋆
( (1− 2δ)2

3
+G

))}
= 0

A1 = (1− 2δ)
[
−E⋆(Γ −λ)2

(
Γ + 2λ− 2 +

(1−λ)(1− 3λ)
Γ

)
+B⋆

2λ
3

(1−λ)(1− 2λ)
(
1− 2δ

)2
]

B1 = 2λ(1−λ)(1− 2λ)(1− 2δ)
(2.147)

Sur le domaine D, on a λ = 0 et δ > 0, ce qui conduit à :

Gδ(0,δ) = 0 ⇔ 1−B⋆(1− 2δ)
(2(1− 2δ)2

3
+G

)
+αA1 = 0

Gλ(0,δ) > 0 ⇔ 1 +E⋆(1− 2δ)(Γ − 1)−B⋆G(1− 2δ) +αA1 > 0

A1 = −E⋆(1− 2δ)Γ
(
1− Γ

)2

B1 = 0

(2.148)

Frontière entre les domaines C et D (λ tend vers 0 et δ ≥ 0)

Elle se caractérise par :
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 Jδ(0,δ) = 0 ⇔ 0 = 1− 2B⋆

3
(1− 2δ)3 −B⋆G(1− 2δ)−α(1− 2δ)E⋆Γ

(
Γ − 1

)2

Jλ(0,δ) = 0 ⇔ 0 = 1 +E⋆(1− 2δ)(Γ − 1)−B⋆G(1− 2δ)−α(1− 2δ)E⋆Γ
(
Γ − 1

)2

soit :



E⋆ =
2B⋆

3

(
1− 2δ

)2

1− Γ

∆δ =
1(

1 +αΓ (1− Γ )
)2

( 3
2B⋆

)2
+

G3

2
(
1 +αΓ (1− Γ )

) 
δ =

1
2

1− 3

√
3

4B⋆
(
1 +αΓ (1− Γ )

) − √∆δ
2
− 3

√
3

4B⋆
(
1 +αΓ (1− Γ )

) +
√
∆δ

2


(2.149)

Frontière entre les zones B et C : (λ ≥ 0 et δ tend vers 0)



Jδ = 0 ⇔ 0 = 1−B⋆(1− 2λ)
(2

3
+G

)
+α

{
A1 −B1

(
B⋆

(
1 +G

)
+
E⋆(Γ −λ)2

Γ (1− 2λ)

)}

Jλ = 0 ⇔ 0 = 1 +
E⋆

Γ
(Γ −λ)(Γ +λ− 1)−B⋆G(1− 2λ) +α

{
A1 −B1

(
B⋆

(1
3

+G
)

+
E⋆(Γ −λ)

Γ

)}
A1 = −E⋆(Γ −λ)2

(
Γ + 2λ− 2 +

(1−λ)(1− 3λ)
Γ

)
+B⋆

2λ
3

(1−λ)(1− 2λ)

B1 = 2λ(1−λ)(1− 2λ)

Aucune expression explicite n’a été trouvée pour cette frontière dans le cas général.

En supposant maintenant α = 0 (raideur linéique constante), le système devient :
0 = 1−B⋆(1− 2λ)

(2
3

+G
)

0 = 1 +
E⋆

Γ

(
Γ −λ

)(
Γ +λ− 1

)
−B⋆G(1− 2λ)

⇔



∆ =
E⋆2

Γ 2 + 4
E⋆

Γ

(
1 +E⋆(Γ − 1)− G

2
3

+G

)
λ =

1
2
− Γ

2E⋆
√
∆

B⋆ =
1

(1− 2λ)
(2

3
+G

)
(2.150)
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Influence des paramètres α et G

Dans le cas où la raideur linéique est constante (α = 0) et que l’effet convectif est négligé
(G = 0), les limites des domaines s’expriment simplement et la figure 2.42 les représente pour

une valeur de Γ fixée à 0,3. Dans ce cas, il est intéressant de noter que pour B⋆ <
3
2

, il n’y a pas

de réduction de la zone de contact effective selon la largeur.

Figure 2.42 – Les 4 domaines particuliers pour λ et δ, avec Γ = 0,3, α = G = 0

La prise en compte de l’effet convectif sur la ligne de contact induit une réduction de la force
de contact linéique (équations (2.124) et (2.138)) par le terme constant GB⋆ , proportionnel à
l’amplitude de la correction d’hélice. En conséquence, la zone de contact est plus étendue, les
paramètres de réduction de la zone de contact diminuent.

L’impact de l’amplitude de la fonction de raideur sur les limites de ces zones est assez faible,
contrairement à l’effet convectif dont la prise en compte les déplace sensiblement. La figure 2.43
montre le positionnement de ces frontières pour α ∈ {0 ; 0,3}, ϑG ∈ {0 ; 2}, Γ = 0,3, b

mn
= 6. On

remarque également sur cette figure que la limite entre les domaines C et D estimée avec α = 0
n’est pas très éloignée de la frontière avec α = 0,3. La forme explicite approchée (2.150) est une
estimation convenable de cette limite.

Pour un ensemble de paramètres de correction {E⋆ , Γ , B⋆}, la valeur des paramètres de réduc-
tion de longueur de contact {λ, δ} est celle qui vérifie l’ensemble des équations et inéquations
d’un des quatre domaines A, B, C et D. L’unicité de la solution n’est pas démontrée mais constatée
en pratique sur les nombreux cas traités.

2.4.5 Variance de l’écart de transmission

En suivant la même démarche que celle exposée au paragraphe 2.2.1 page 24, la variance
(identique au carré du RMS) de l’écart de transmission prenant en compte l’effet convectif, la
correction linéaire de profil, le bombé longitudinal et les réductions de la zone de contact effectif
(paramètres λ et δ) a pour expression au premier ordre :
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Figure 2.43 – Évolution des domaines en fonction de α et G

cos2(βb)V (T Es⋆) =
2

(1 +ακB)4

∞∑
k=1

Sinc2[kε′β]

 E⋆
(1 +ακB)Φk

πkε′α

+Λk Sinc[kε′α]
[

2B⋆(1− 2δ)2(1 +ακB)η(kε′β)

+E⋆
(Γ −λ)2

Γ (1− 2λ)
(1 +ακE) +

1
(1− 2λ)(1− 2δ)

] 
2

(2.151)

L’effet convectif n’apparaît plus explicitement dans cette expression mais son action transpa-
raît dans les valeurs des paramètres λ et δ.

En denture droite, l’expression se simplifie de la façon suivante :

V (T Es⋆) =
2

(1 +ακB)4

∞∑
k=1

{
E⋆

(1 +ακB)Φk
πkε′α

+Λk Sinc[kε′α]
[
E⋆

(Γ −λ)2

Γ (1− 2λ)
(1 +ακE) +

1
(1− 2λ)(1− 2δ)

]}2

(2.152)

La valeur de la correction longitudinale (B⋆) disparaît de l’expression. Son influence est
sensiblement réduite et n’impacte plus que la valeur du paramètre δ.

Dans les séries des expressions (2.151) et (2.152), les contributions des harmoniques supé-
rieures (k>1) décroissent très rapidement (respectivement en k−4 et k−2). Pour cette raison et
dans la plupart des cas, il est suffisant de garder seulement le premier terme (k=1) pour la
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recherche des paramètres qui minimisent la variance de l’écart de transmission. Les figures 2.44
et 2.45 illustrent la validité des approximations (2.151) et (2.153). La courbe «exacte» correspond
à la variance de l’évolution temporelle de l’écart de transmission estimée par (2.124). Pour ces
deux situations (et de nombreuses autres analysées) l’approximation de la variance de l’écart
de transmission par la relation (2.153) où un seul terme est conservé, semble plutôt meilleure
que celle donnée par la relation (2.151) où plus de termes sont gardés. Ce point à rebours des
comportements habituels des séries mériterait une analyse plus fine mais qui n’a pas encore pu
être réalisée.

cos2(βb)V (T Es⋆) =
2

(1 +ακB)4 Sinc2[ε′β]

 E⋆
(1 +ακB)Φ1

πε′α
+Λ1 Sinc[ε′α]

[
2B⋆(1− 2δ)2(1 +ακB)η(ε′β) +E⋆

(Γ −λ)2

Γ (1− 2λ)
(1 +ακE) +

1
(1− 2λ)(1− 2δ)

] 
2

(2.153)

Conditions : εα=1,6 ; Γ=0,2 ; E⋆=1; B⋆=1; α=0,3 ; ϑG=1,3 ; αn =
π
9
rd ;

b
mn

=7

Figure 2.44 – Variances de l’écart de transmission en fonction de εβ pour une faible influence de
l’effet convectif

2.4.6 Éléments de validation

Estimation de la zone effective de contact

La détermination de la zone de contact effective est une étape clé pour l’efficacité et la
précision du modèle analytique ci-dessus. Les paramètres λ et δ de réduction de la zone d’en-
grènement définissent un domaine rectangulaire. Celui-ci peut alors être mis en regard d’une
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Conditions : εα=1,4 ; Γ=0,2 ; E⋆=2; B⋆=2; α=0,3 ; ϑG=1,3 ; αn =
π
9
rd ;

b
mn

=7

Figure 2.45 – Variances de l’écart de transmission en fonction de εβ pour une forte influence de
l’effet convectif

approximation de cette zone obtenue avec un modèle numérique (engrènement discrétisé) plus
précis. La figure 2.46 montre les lignes iso-chargement sur la fenêtre d’engrènement théorique
pour quatre couples de valeur des profondeurs de correction E⋆ et B⋆ . Ces résultats sont obtenus
avec le logiciel LDP développé à l’université d’état de l’Ohio [53, 91]. La zone de contact consi-
dérée par l’approche analytique est représentée par un rectangle rouge. Les caractéristiques de
l’engrènement correspondent à la ligne «Gear 1» 1 du tableau 2.6.

z1 z2 x1 x2 ha1 ha2 mn b αn β aw εα εβ

[mm] [mm] [°] [°] [mm]

Gear 1 25 33 0,136 0,034 1,1 1,1 12 90 20 19,6 371,7 1,59 0,80

Gear 2 25 33 0,136 0,034 1,1 1,1 12 146,2 20 19,6 371,7 1,59 1,30

Gear 3 26 141 0,25 -0,251 1,0 1,0 5 45,12 20 8 421,95 1,60 0,42

Tableau 2.6 – Paramètres macro-géométriques de 3 engrenages

On peut observer que les limites analytiques de la zone d’engrènement effectif correspondent
raisonnablement bien avec la zone chargée obtenue par simulations numériques. La taille du
domaine analytique varie légèrement avec la valeur du coefficient d’effet convectif. Le tableau
2.7 illustre cette dépendance. Une augmentation de ce coefficient conduit à une réduction de la
zone de contact en présence d’un bombé suffisant.



2.4. Modèle analytique détaillé de l’engrènement 77

E⋆ = 1, B⋆ = 0,5 E⋆ = 3, B⋆ = 0,5

E⋆ = 1, B⋆ = 3 E⋆ = 3, B⋆ = 3

Figure 2.46 – Approximations de la zone de contact dans le plan d’engrènement en présence de
différentes valeurs de profondeur de correction de profil et d’hélice (Gear 1 de la table 2.6, Γ =
0,37, α=0,3, ϑG=1,3)



78 CHAPITRE 2. Approches analytiques

E⋆ B⋆ ϑG λ δ

1 0,5 1,3 0 0

2,0 0 0

3 0,5 1,3 0,16 0

2,0 0,18 0

3 3 1,3 0,17 0,12

2,0 0,22 0,17

1 3 1,3 0 0,18

2,0 0,06 0,24

Tableau 2.7 – Valeurs des paramètres λ et δ pour différents triplets (E⋆ , B⋆ , ϑG), dans les mêmes
conditions que pour la figure 2.46

Modifications de profil optimales

On considère les 3 situations d’engrènement définies par le tableau 2.6. Pour un bombé
longitudinal B⋆ fixé, un balayage est réalisé sur la profondeur de la correction de profil E⋆ et sur
sa longueur Γ (correction symétrique). Les résultats sont obtenus avec le code LDP (modèle de
plaque) et les figures 2.47, 2.48 et 2.49 montrent les évolutions du RMS de l’écart de transmission.
Sont superposés à ces lignes de niveaux, les résultats analytiques correspondant à l’annulation
de l’approximation de la variance définie par l’équation (2.153) pour 3 valeurs différentes du
coefficient d’effet convectif : ϑG ∈ {1 ; 1,5 ; 2}.

Pour cet exemple et pour les 3 niveaux de correction longitudinale, les zones de correction de
profil optimales obtenues analytiquement correspondent bien avec les résultats numériques. On
observe que pour εβ < 1 (Gear 1 et 3), le bombé a une influence limitée sur les corrections de
profil optimales alors que cette influence devient plus marquée pour εβ > 1 (Gear 2). Dans ce
cas, à l’augmentation du bombé, correspond un décalage de la courbe des corrections de profil
optimales vers des corrections plus courtes, jusqu’à disparaître totalement pour B⋆ ≥ 2.
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a- Résultats avec B⋆ = 1 b- Résultats avec B⋆ = 1,5

c- Résultats avec B⋆ = 2

Figure 2.47 – Combinaisons optimales de corrections de profil et d’un bombé d’hélice pour
l’engrenage Gear1 (tableau 2.6), comparaison des résultats numériques obtenus avec LDP et des
résultats analytiques pour 3 valeurs du coefficient d’effet convectif ϑG : pour ϑG=1,0 ;
pour ϑG=1,5 ; pour ϑG=2,0
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a- Résultats avec B⋆ = 1 b- Résultats avec B⋆ = 2 : pas de correction optimale

Figure 2.48 – Combinaisons optimales de corrections de profil et d’un bombé d’hélice pour
l’engrenage Gear 2 (tableau 2.6), comparaison des résultats numériques obtenus avec LDP et des
résultats analytiques pour 3 valeurs du coefficient d’effet convectif ϑG : pour ϑG=1,0 ;
pour ϑG=1,5 ; pour ϑG=2,0

a- Résultats avec B⋆ = 1 b- Résultats avec B⋆ = 2

Figure 2.49 – Combinaisons optimales de corrections de profil et d’un bombé d’hélice pour
l’engrenage Gear 3 (tableau 2.6), comparaison des résultats numériques obtenus avec LDP et des
résultats analytiques pour 3 valeurs du coefficient d’effet convectif ϑG : pour ϑG=1,0 ;
pour ϑG=1,5 ; pour ϑG=2,0
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2.4.7 Influence de l’effet convectif et des variations de raideur dans la direc-
tion d’engrènement

Pour de faibles bombés (B⋆ < 1), l’effet convectif n’a pratiquement aucune influence sur les
caractéristiques de modification des surfaces actives qui minimisent les variations de l’écart de
transmission. En revanche, le paramètre α qui caractérise l’amplitude de la variation de raideur
linéique sur le segment de conduite déplace le lieu des optimum de correction de profil vers de
plus faibles profondeurs E⋆ . La figure 2.50 a) représente ce décalage et cette évolution a déjà été
relevée en [16].

La situation est plus nuancée pour de plus forts bombés adimensionnels (ou des charges plus
faibles pour une correction longitudinale donnée) comme le montrent les figures 2.50 b) et c).
L’effet convectif a une influence nette sur les corrections optimales et contribue à déplacer ce lieu
vers des corrections de profil moins profondes. Cela montre l’importance de la prise en compte
de ce phénomène lorsque B⋆ > 1,5 et que les lignes de contact ne s’étendent pas jusqu’aux bords
des dentures.

a- Amplitude du bombé adimensionné : B⋆ = 0,5 b- Amplitude du bombé adimensionné : B⋆ = 1,5

c- Amplitude du bombé adimensionné : B⋆ = 3

Figure 2.50 – Influence du paramètre α d’amplitude de la variation de la raideur linéique
d’engrènement et du paramètre ϑG de l’effet convectif sur la position de la courbe des corrections
de profil optimales pour différentes valeurs du bombé adimensionné
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2.4.8 Combinaison optimale d’une correction de profil et d’hélice

Paramètres de référence

Les résultats analytiques obtenus dans la section précédente rendent possible des calculs
massifs sur une large plage de valeurs des paramètres macro et micro géométriques pour un
effort et un coup de calcul très raisonnables. Suivant une approche similaire à celle des articles
[101, 14, 13, 16], la possibilité de mettre les résultats de corrections de profil et d’hélice optimum
vis à vis de la fluctuation des écarts de transmission sous une forme générale et synthétique est
recherchée. Les diagrammes de performances qui permettent d’atteindre au mieux cet objectif
et qui seront présentés dans la suite, font intervenir les couples de grandeurs sans dimension
suivantes :

1. B⋆ versus
E⋆

E⋆0
pour les graphes où εβ < 1 ;

2.
B⋆

B⋆0
versus

E⋆

E⋆0
pour les graphes où εβ > 1

où E⋆0 et B⋆0 sont des paramètres de références définis de la façon suivante.

Valeur de E⋆0
Pour une longueur de correction de profil Γ donnée, la profondeur de correction de référence

(E⋆0 ) correspond à la valeur qui annule le premier terme de la variance de l’écart de transmission
avec B⋆ = 0 (équation : (2.151) et (2.146)).

La valeur de E⋆0 ne dépend que de εα , α et Γ .

Pour obtenir une valeur approchée facile d’utilisation, on suppose dans un premier temps
que α = 0. L’annulation du premier terme du RMS de T E⋆s , l’équation permettant de déterminer
λ et le fait que E⋆ , 0, permettent finalement d’obtenir la solution suivante :

E⋆1 =
Γ εα

2Γ − 1 +
1
εα

(2.154)

Dans un second temps, pour tenir compte de l’évolution parabolique de la raideur selon la
direction de l’engrènement, on utilise le coefficient Cs [12, 41, 16], ce qui conduit à la définition
de E⋆0 :

E⋆0 =
Γ εα

2Γ − 1 +
1
εα

(1−αCs) =
Γ εα

2Γ − 1 +
1
εα

(
1−α

(
− 30Γ 2 + (18 + 12ΓL)Γ − 6ΓL − 1

))
(2.155)

Valeur de B⋆0
La grandeur normative B⋆0 utilisée pour un rapport de recouvrement supérieur à 1, correspond

à la valeur du bombé adimensionné qui annule le premier terme du RMS de T E⋆S lorsqu’il n’y a
pas de modification de profil. Avec α = 0, la détermination du paramètre δ est donnée par :

B⋆0 =
−1

2(1− 2δ0)3η
(
εβ(1− 2δ0)

) (2.156)
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Il est important de noter que η
(
εβ(1 − 2δ0)

)
< 0 pour 1 < εβ(1 − 2δ0) < εβ1 � 1,8 . . .. Ainsi,

l’expression de B⋆0 n’existe approximativement que sur cette plage de valeurs.

Dans le cas où δ0 = 0 (cas A dans le partitionnement des solutions), la solution est directe et

B⋆0 =
−1

2η
(
εβ

) (2.157)

Dans le cas où δ0 > 0 (cas D), l’équation pour la détermination de δ0 est :

1−
2B⋆1

3

(
1− 2δ0

)3
−B⋆1G

(
1− 2δ0

)
= 0 (2.158)

On combine les relations (2.156) et (2.158) de façon à faire disparaître B⋆ :

η
(
εβ(1− 2δ0)

)
= −1

3
− G

2(1− 2δ0)2 (2.159)

Approximation :

On suppose que le terme
G
2

prend de petites valeurs numériques par rapport à
1
3

et on utilise

un développement limité au voisinage de η(x) = −1
3

. On appelle εη 0 la valeur particulière de

x ∈ [1 , 2] telle que η(x) = −1
3
⇔ inv(πx) = 0. Numériquement, on trouve εη 0 = 1,43029665 . . .

Le développement limité au premier ordre au voisinage de εη 0 s’écrit :

η(εη 0 +γ) � η(εη 0) +γ
∂η

∂γ
= −1

3
+γ

(
1− 2

(πεη 0)2

)
(2.160)

Après quelques manipulations, on obtient :

δ0a =
1
2

1−
εη 0

4εβ

(
3 +

√√√√√
1− 4Gε2

α

ε3
η 0 −

2εη 0

π2

) (2.161)

Bien entendu, on ne retient finalement pour δ0a que la partie positive de l’expression (2.161).

De plus, sans effet convectif, la valeur de δ est approximée par la valeur calculée :

δ0b =
1
2
−
εη 0

2εβ

Les écarts entre B⋆0(εβ ,δ0a) et B⋆0(εβ ,δ0b) sont inférieurs à 0,3% (figure 2.51) sur une large plage
de b/mn et εβ
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Figure 2.51 – Différences entre B⋆0(εβ ,δ0a) et B⋆0(εβ ,δ0b)

Diagramme de performance pour εβ < 1

La figure 2.52 représente les combinaisons de paramètres B⋆ et
E⋆

E⋆0
conduisant à V (T E⋆) � 0

pour une série de valeurs réalistes de εα et εβ . Chaque graphe correspond à des longueurs
de correction de profil adimensionnées Γ différentes. Les segments continus représentent les
solutions analytiques établies en [16] en supposant aucune réduction de la zone effective de
contact suivant la largeur (δ = 0).

Diagramme de performance pour εβ > 1

Pour un rapport de recouvrement supérieur à l’unité, les combinaisons de modifications de
profil et d’hélice qui minimisent les fluctuations de l’écart de transmission sont représentées

figure 2.53 (graphe
B⋆

B⋆0
versus

E⋆

E⋆0
). Quels que soient les jeux de paramètres, l’étendue de la

correction de profil (Γ ) a une très faible influence sur cette représentation : les deux familles de
solutions apparaissent toujours de la même façon. Les graphes 2.53-a-b-c-d montrent les solu-
tions du modèle analytique constitué de la relation (2.151) et d’un des systèmes (2.145), (2.146),
(2.147) ou (2.148) permettant d’estimer la zone de contact effective. Les approximations qui
conduisent à des expressions explicites pour de faibles valeurs de bombé [16] sont représentées
figure 2.53-e-f.

Analyse et synthèse

Les figures 2.52 et 2.53 sont représentatives des combinaisons de corrections optimales vis à
vis de la variance de l’écart de transmission pour une large variété de géométries d’engrenages
cylindriques qui ont été testées. Des tendances générales peuvent être observées puisque les
nombreux cas peuvent se ramener à quelques courbes caractéristiques :

1. Tant que la zone de contact effectif ne subit pas de réduction selon la largeur de la denture
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a- Longueur de modification de profil b- Longueur de modification de profil

adimensionné : Γ = 0,25 adimensionné : Γ = 0,30

c- Longueur de modification de profil

adimensionné : Γ = 0,35

Figure 2.52 – Modifications optimales de profil et d’hélice pour εβ < 1 (Γ= 0,25 , 0,3 , 0,35). Les
segments continus représentent les approximations analytiques (2.162) et (2.163)
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a- Combinaisons optimales sur un b- Combinaisons optimales sur un

domaine étendu pour Γ = 0,25 domaine étendu pour Γ = 0,35

c- Détail du graphe a- sur un domaine d- Détail du graphe b- sur un domaine

identique à ceux de la figure 2.52 identique à ceux de la figure 2.52

e- Résultats analytiques correspondant f- Résultats analytiques correspondant

aux relations (2.162) et (2.163) aux relations (2.162) et (2.163)

Figure 2.53 – Modifications optimales de profil et d’hélice pour εβ > 1 (Γ= 0,25 et 0,35)
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(B⋆
B⋆0

< 1 ou δ = 0
)
, les relations explicites proposées dans l’article [16] sont valides :

— S’il y a réduction de la longueur de contact dans le sens de l’engrènement (λ > 0) :

E⋆ �
Γ εα

2Γ − 1 + 1
εα

(
1− 0,3Cf 1

)[
1 + 2B⋆η(εβ)

(
2Γ − 1 +

2
εα

)]
(2.162)

Avec Cf 1 = 6Γ
(
− 5Γ + 2ΓL

)
+ 6

(
3Γ − ΓL

)
− 1 pour Γ ∈

[
ΓL

2
; ΓL

]
— Sans réduction de longueur de contact dans le sens de l’engrènement (λ = 0) :

E⋆ =
1 + 2B⋆η(εβ)(

1− Γ
)[

Sinc[η(1− Γ )]Sinc[εαΓ ]/ Sinc[εα]
] (1− 0,3Cf 2

)
(2.163)

Avec Cf 2 = −18Γ 2
L + 12ΓL − 1 pour Γ > ΓL et Cf 2 = Cf 1 pour Γ ∈

[
ΓL

2
; ΓL

]
Les comparaisons des figures 2.52 et 2.53 attestent une bonne concordance entre ces

relations et les solutions numériques du problème plus complet même si certains écarts
sont à noter pour une correction courte (Γ = 0,25) et avec εβ < 1 (figure 2.52-a).

2. Dans le cas d’une réduction de la largeur de contact effectif (δ > 0), les résultats diffèrent
suivant la valeur du rapport de recouvrement :

(a) Pour εβ < 1, les combinaisons de correction optimales correspondent approximative-

ment à des courbes qui ont une allure verticale dans le plan (E
⋆

E⋆0
,B⋆). Suivant cette

représentation et pour pour un large éventail de paramètres de l’engrènement (εα ,
εβ , βb,

b
mn

, ϑG), le lieu des optimums se situe au voisinage d’une droite de forte pente

(positive) qui coupe l’axe E⋆

E⋆0
aux environs de l’unité. Cela montre que la valeur de

la correction longitudinale a un impact nettement plus faible que la modification de
profil pour la minimisation des fluctuations de l’écart de profil tant que les valeurs de
ces modifications sont du même ordre de grandeur. Cette influence est un peu plus
forte pour des longueurs de correction de profil plus importantes. Pour un ensemble
de paramètres géométriques fixés (micro et macro) et pour un bombé qui n’est pas trop
fort par rapport à la profondeur de correction de profil, il existe une charge optimale
(voir ci-après).

(b) Pour εβ > 1, la correction longitudinale devient sensiblement plus influente et elle
peut même réduire fortement les fluctuations de l’écart de transmission en l’absence
de modification de profil. L’étendue Γ de cette dernière est de seconde importance.

Dans le plan
(E⋆
E⋆0
,
B⋆

B⋆0

)
, on observe deux zones de combinaisons optimales :

— la première famille de solutions est remarquablement proche de la droite d’équa-
tion :

B⋆

B⋆0
= 1− E

⋆

E⋆0
(2.164)

— La seconde famille est plus dispersée. Les courbes ont l’allure d’hyperboles pour

des valeurs plus élevées de
E⋆

E⋆0
et de

B⋆

B⋆0
(fonctionnement à faibles charges).
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a-εβ < 1 b-εβ > 1

Figure 2.54 – Configuration schématique les lieux des optimums avec εβ plus petit ou plus
grand que 1

3. Pour une géométrie d’engrenage et des modifications des surfaces actives données, une
variation de charge induit une homothétie de E⋆ et B⋆ puisqu’ils sont adimensionnés par
la déflexion statique moyenne, quasiment proportionnelle au chargement. Dans les deux
plans d’observations des modifications optimales définis ci-dessus, une évolution de la
résultante de l’effort d’engrènement engendre un déplacement du point caractéristique
suivant une droite passant par l’origine (figure 2.54).

(a) Pour εβ < 1 (figure 2.54 a-), quelque soit la valeur du bombé B inférieure ou égale à
environ 2E, il existe une profondeur de correction de profil qui minimise la variance
de l’écart de transmission. Une correction longitudinale seule ne peut pas réaliser
l’optimisation. Lorsque la charge varie, il y a au plus une combinaison optimale.

(b) Pour εβ > 1, (figure 2.54 b-), il existe une zone pour E⋆ > E⋆0 et B⋆ > B⋆0 où aucune
combinaison optimale n’est présente. Une unique correction, soit de profil soit d’hélice,
peut permettre la minimisation de la variance de l’écart de transmission (E⋆ = E⋆0 ou
B⋆ = B⋆0). Dans ce cas, la solution est définie pour seulement un chargement.

Pour une combinaison de corrections dont les profondeurs sont du même ordre de
grandeur, il est intéressant de noter qu’il existe deux chargements optimums et que
l’amplitude des variations de l’écart de transmission pour les couples intermédiaires
demeure limitée. Cette propriété peut avantageusement être utilisée dans le cas d’un
chargement variable (très fréquent en pratique . . .).

La figure 2.55 (Gear 2 du tableau 2.6) montre, selon le modèle analytique, l’évolu-
tion du RMS de l’écart de transmission adimensionné en fonction de la charge trans-
mise pour une combinaison de corrections fixée. Les différentes courbes correspondent
à plusieurs couples de valeurs des paramètres α et ϑG de la raideur d’engrènement,
prises sur toute leur plage de variation. On constate que les comportements sont large-
ment influencés par ces paramètres à faible charge et que cette sensibilité s’estompe
lorsque la transmission est plus chargée. Il s’ensuit que la position de l’optimum à bas
couple dépend des paramètres (α , ϑG), contrairement au second optimum, légèrement
dépendant de α et pratiquement pas de ϑG. Les résultats de la figure 2.55 sont assez
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semblables à ceux obtenus expérimentalement ou numériquement présents dans la
littérature (voir [84, 45] par exemple).

Figure 2.55 – RMS de l’écart de transmission en fonction du couple - Gear 2, Γ=0,3 ; E = B=23µm

2.4.9 Synthèse de l’approche analytique

Le modèle analytique de l’engrènement présenté dans cette partie se concentre sur l’évalua-
tion des fluctuations de l’écart de transmission quasi-statique. Il est particulièrement adapté aux
dentures étroites pour lesquelles les écarts d’orientation relatifs sont faibles. Cette approche est
très générique et inclut avec peu de paramètres les influences suivantes :

— les caractéristiques essentielles de la macro-géométrie nominale : rapport de conduite εα
et rapport de recouvrement εα ;

— une correction de profil linéaire et symétrique vis-à-vis de l’abscisse de la ligne de pression,
caractérisée par une profondeur E et une étendue Γ ;

— une correction longitudinale intégrale, de forme parabolique, d’amplitude B ;
— une évolution spatiale de la raideur linéique d’engrènement en un point de contact,

caractérisée par le paramètre α ;
— un effet convectif au niveau du contact, évalué dans le cas de l’engrènement par le

paramètre G.

L’originalité de ce travail peut se résumer en deux points principaux. Tout d’abord, cette
formulation rend possible dans le cas général la prédiction des corrections optimales vis-à-vis
des fluctuations de l’écart de transmission. Ensuite, non seulement le modèle relie fortement ces
résultats avec le niveau de charge transmis (en accord avec la communauté scientifique) mais
il permet d’aller un peu plus loin en montrant que pour certaines géométries (dentures HCR,
εβ > 1), une même correction conduit à de faibles fluctuations de l’écart de transmission sur une
plage de couples transmis. Ce comportement, déjà observé dans la littérature, est mieux compris
et les conditions de son apparition sont définies.
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De plus, le temps d’exécution de ce modèle est assez réduit par rapport à celui d’une simula-
tion numérique de l’engrènement (modèle de type VSA). Cela offre des possibilités de calculs
statistiques (sensibilité, robustesse, analyse et synthèse de tolérances, etc.) qui sont aujourd’hui
très embryonnaires . . .

Une limitation du modèle tient à la prise en compte un peu grossière de la zone de contact
effective. En effet, celle-ci est supposée de forme simple (rectangulaire) et la comparaison de
signaux temporels avec des résultats d’un modèle VSA plus fin à ce niveau, montre des écarts
parfois significatifs. Cependant, les RMS des fluctuations sont relativement peu sensibles à cette
approximation et toutes les comparaisons analytiques / numériques sont excellentes.

Les hypothèses de symétrie de la fonction de raideur d’engrènement (ϕ) et de la correction
de profil sont importantes pour réduire le nombre de paramètres mais elles impactent inévita-
blement les solutions. Il serait intéressant d’analyser le comportement à partir d’évolutions de
la raideur obtenues avec des modèles plus fins et en élargissant les possibilités des corrections
de profil. De même, d’autres phénomènes tels qu’une dépendance de la raideur linéique selon
la position du point de contact suivant la largeur, des écarts de montage ou des déviations en
fonctionnement sous charge pourraient être ajoutés et rendre ainsi le modèle plus réaliste. Il
serait également utile de diversifier les critères d’évaluation comme le travail des forces de
frottement, niveau de contraintes, etc.



Chapitre3
Approches numériques

Les modèles numériques de simulation de l’engrènement sont complémentaires de la dé-
marche analytique présentée dans la première partie. Non seulement ils permettent de vérifier
rapidement les développements sur quelques cas mais leur adaptabilité et leur efficacité en font
des outils remarquables d’analyse et d’optimisation en phase de conception. Ils autorisent un
large éventail de modèles détaillés et des optimisations plus poussées. Les travaux présentés
dans cette partie ont été développés par des étudiants durant la préparation de leur thèse.

3.1 Optimisation numérique d’un engrènement unique

3.1.1 Contexte

Les résultats présentés dans cette section s’appuient principalement sur les travaux de thèse
de Dhafer Ghribi [43]. Cette thèse, dirigée par Philippe Velex, a été préparée en cotutelle entre
l’INSA de Lyon et l’École Nationale d’Ingénieurs de Sfax (ENIS), dans le cadre d’une coopération
entre le LaMCoS et l’Unité de Mécanique, Modélisation et Productique (U2MP) de l’ENIS, dirigée
par le Professeur Mohamed Haddar. De plus, cette thèse a été réalisée en collaboration avec le
pôle Mécatronique, transmissions et Capteurs du Centre technique des industries mécaniques
(CETIM) sous la responsabilité de Monsieur Christophe Augé. Le CETIM a financé ces travaux.

Le modèle numérique d’engrènement utilisé est de type VSA [102, 71, 3, 98] développé
au LaMCoS. La raideur des cellules des lignes de contact est évaluée à chaque pas de temps
(modèle de Weber et Banachek [107] et Lundberg [67]) et les corrections de profil et d’hélice
sont uniquement limitées par les formes mathématiques qu’on peut leur donner. La simulation
fournit les évolutions temporelles des degrés de liberté du système et l’écart de transmission sans
charge (NLTE). Ces résultats permettent la construction de l’écart de transmission quasi-statique
T Es (2.17) et de sa variance.

A l’époque de ces travaux, les développements analytiques sur la réduction des fluctuations
de l’écart de transmission ne portaient que sur la modification de profil et le principal résultat
était la connaissance de la courbe maîtresse pour une raideur linéique constante [101].

91
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3.1.2 Objectifs et contraintes de conception

Ces travaux s’inscrivent dans le contexte général de la conception des engrenages cylin-
driques à profil de denture en développante de cercle et plus précisément à la détermination
des corrections de forme de dents (micro-géométrie) pour un seul engrènement. Ces modifi-
cations impactent en premier lieu le bruit, les vibrations et les pertes d’énergie mécanique de
l’engrènement.

Les axes particulièrement explorés sont les suivants :

1. Optimisation des corrections de profil pour la minimisation des fluctuations (RMS)
temporelles de l’écart de transmission quasi-statique. Ces modifications ne sont à priori
ni linéaires ni symétriques. La présence d’un bombé d’hélice est un paramètre de l’étude.

2. Conception robuste d’une combinaison de modifications suivant l’hélice et le profil. La
variation de certains paramètres géométriques ou de fonctionnement est prise en compte
pour la minimisation du RMS de T E⋆S .

3. Optimisation des corrections qui réalisent un compromis entre plusieurs critères mais
pas de façon unique (optimisation multiobjectif).

Pour les différentes optimisations, des contraintes de conception spécifiques ont été mises en
place et systématiquement vérifiées, sans que cela soit rappelé dans la suite de ce document. Une
contrainte de conception est une condition de validité de la démarche de conception, sans faire
l’objet d’une optimisation. Elle prend généralement la forme d’une inéquation où une grandeur
estimée ne doit pas dépasser une certaine valeur. Cette limite n’est pas toujours connue avec
précision et elle peut être sujette à discussion.

A contrario, une cible d’optimisation est un scalaire ou un vecteur qui se trouve au cœur du
processus de conception, c’est l’élément qui permet de discriminer ou de classer les solutions
envisageables.

Pour éviter une dégradation prématurée (voire brutale) du système, les conditions suivantes
doivent être simultanément vérifiées :

— Limitation de la pression maximale de contact :
Au cours de l’engrènement, les zones de contact entre dentures sont étroites et l’intensité
de l’interaction mécanique peut être à l’origine de détériorations des surfaces (défaillance
par écaillage). La norme ISO-6336 [56] propose, en se basant sur la théorie de Hertz, une
condition à respecter de la forme :

σHmax < σH lim (3.1)

Cette relation prend en compte les principales conditions de fonctionnement, la
répartition de charge, la qualité de réalisation, différentes sensibilités du matériau etc.
La micro-géométrie n’intervient pas dans cette expression normalisée et son impact est
supposée être du second ordre.

Cependant, le modèle numérique permet de connaître la charge effective sur chaque
cellule des lignes d’engrènement au cours du temps et ainsi, pression et cisaillement
maximum. La condition normalisée est adaptée à la simulation numérique et elle est
vérifiée en tout point et à tout instant.

— Limitation de la contrainte maximale de flexion en pied de dent :
En fonctionnement sous charge, la denture et la jante de chaque roue subissent des
contraintes mécaniques alternées qui peuvent être responsables de phénomènes de fatigue
et de propagation de fissures. Le volume de matière le plus sollicité se trouvant sous la
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trochoïde de raccordement et il est nécessaire de vérifier que la contrainte maximale dite
de traction en pied de dent ne dépasse pas une valeur admissible [56] :

σFmax < σF lim (3.2)

Comme pour la limitation de la pression maximale de contact, des facteurs relatifs
à l’environnement, au fonctionnement, à la géométrie et au matériau modulent cette
relation et les modifications de forme ne sont pas prises en compte. Au prix parfois d’une
extrapolation du coefficient de concentration de contrainte, la simulation numérique alerte
sur le non-respect de cette contrainte pour chaque «tranche mince» de l’engrènement.

— Évitement de chocs à l’engagement :
Les déplacements élastiques des dentures chargées perturbent la propriété de conjugaison
des surfaces hélicoïdes développables, ce qui peut générer des chocs à l’engagement. Pour
l’éviter, on s’impose que l’écart de forme à l’engagement adimensionné par la déflexion
statique moyenne soit supérieur au rapport de conduite de profil :

E⋆ +B⋆ > εα (3.3)

3.1.3 Optimisation des corrections de forme

Les corrections de profil en tête de dent sont indépendantes sur le pignon et la roue. Leur
profondeur et leur étendue adimensionnées par le segment de conduite sont notées respecti-
vement Ei et Γi . La forme de la correction est définie par une loi en puissance caractérisée par
l’exposant spi (figure 3.1). En un point M du segment de conduite, d’abscisse adimensionnée
x̄ ∈ [0 ; εα], l’expression de ces corrections est donnée par :

e(M) =



−E1

( −x̄
Γ1εα

+ 1
)sp1

pour 0 ≤ x̄ ≤ Γ1εα

−E2

( x̄
Γ2εα

− 1
Γ2

+ 1
)sp2

pour (1− Γ2)εα ≤ x̄ ≤ εα

0 ailleurs

(3.4)

Figure 3.1 – Corrections de profil pour spi ∈ 1 ; 2 ; 3

De plus, un bombé longitudinal parabolique et symétrique est ajouté. La profondeur de cette
correction est notée B (figure 3.2).
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Figure 3.2 – Bombé longitudinal

cas 1 cas 2 cas 3

hélicoïdal droit droit HCR

nombre de dents 28-56 28-56 28-56

largeur [mm] 40-40 40-40 40-40

angle de pression [°] 20 20 20

angle d’hélice [°] 25 0 0

module normal [mm] 4 4 4

coef.de déport 0-0 0-0 0-0

coef. de saillie 1,0-1,0 1,0-1,0 1,3-1,3

coef. de creux 1,4-1,4 1,4-1,4 1,4-1,4

entraxe [mm] 168 168 168

εα 1,48 1,7 2,2

εβ 1,34 0 0

couple nominal [Nm] 850 850 850

déflexion statique moyenne [µm] 20 16 13

Tableau 3.1 – Paramètres géométriques des engrenages utilisés

Les optimisations sont menées pour des valeurs de bombé fixées avec les engrenages définis
par le tableau 3.1. Il s’agit alors de déterminer les valeurs des 6 paramètres des corrections de
profil qui minimisent le RMS de l’écart de transmission (E⋆1 , E⋆2 , Γ1, Γ2, sp1, sp2). Vu le nombre de
paramètres et la difficulté d’estimer le gradient de la fonction objectif, la méthode retenue pour
cette recherche est un algorithme génétique mono-objectif. Après les mises au point (nombre
d’individus, nombre de générations, etc) et les validations d’usages, cet algorithme est utilisé
pour un panel de géométries. Deux exemples de résultats obtenus sont synthétisés sur les figures
3.3 (dentures droites) et 3.4 (dentures hélicoïdales). Ce sont des diagrammes de type «radar» qui
permettent de comparer les solutions pour différentes valeurs de bombé. Le paramètre Vmin
correspond à la valeur minimale obtenue par la fonction objectif.

Les optimisations menées permettent d’établir les constatations suivantes :
— Pour le cas de l’engrenage hélicoïdal la valeur minimale du RMS(TEs) croit légèrement

avec la valeur du bombé introduit tandis que le bombé n’a quasiment aucune influence
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Figure 3.3 – Combinaisons optimales des corrections de profil pour différentes valeurs du bombé
- Dentures hélicoïdales

Figure 3.4 – Combinaisons optimales des corrections de profil pour différentes valeurs du bombé
- Dentures droites
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dans le cas de l’engrenage droit.
— Pour l’engrenage hélicoïdal, la valeur du bombé joue un rôle prépondérant dans la défini-

tion des paramètres de correction de profil optimaux. Pour certaines valeurs du bombé,
les corrections de profil deviennent presque inutiles dans la procédure d’optimisation
(voir figure 3.3 où pour B⋆ = 1,5, les solutions optimales s’orientent vers des corrections
très courtes).

— Pour les dentures droites (figure 3.4) et hélicoïdales (figure 3.3), les corrections de profil
optimales correspondent à un coefficient de forme sp non entier, compris entre 1 et 2, et
ce quelque soit l’amplitude du bombé.

— Les corrections de profil symétriques conduisent globalement à de très bonnes solutions.
Les minimums du RMS de T E⋆S sont toutefois obtenus avec des corrections de profil plus
ou moins asymétriques, suivant la macro-géométrie.

— On étudie la sensibilité de la localisation des solutions en recherchant le domaine des
paramètres qui conduisent à un niveau de RMS(T E⋆s ) inférieur à un seuil Vs égal à 1,1 fois
la valeur minimale obtenue lors de la procédure d’optimisation par l’algorithme génétique
(figures 3.5 et 3.6). On note alors que les dentures droites présentent une plus forte
sensibilité par rapport aux paramètres de correction (bande optimale plus étroite). Les
dentures hélicoïdales sont plutôt moins sensibles à la forme de la correction (paramètre
sp).

Figure 3.5 – Zone optimale (RMS(T E⋆S ) < Vs) des corrections de profil pour deux valeurs du
bombé - Dentures hélicoïdales

3.1.4 Cibles d’optimisations robustes

L’approche stochastique est un moyen de caractériser le comportement du système en pré-
sence de variations non contrôlées de certaines grandeurs caractéristiques (géométriques, maté-
riau, fonctionnement, . . .). Les étendues de ces dispersions peuvent être assez faibles par rapport
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Figure 3.6 – Zone optimale (RMS(T E⋆S ) < Vs) des corrections de profil pour deux valeurs du
bombé - Dentures droites

aux valeurs nominales (tolérancement dimensionnel par exemple) ou du même ordre de gran-
deur (variation du couple transmis). Les lois de probabilité de chaque paramètre au voisinage de
sa valeur moyenne sont supposées connues. L’ensemble des variables aléatoires se compose de 2
catégories :

— Les paramètres de conception dont on cherche à déterminer la valeur moyenne par une
méthode d’optimisation. Ils sont regroupés dans le vecteur Xa1.

— Les paramètres environnementaux (matériaux, charge, écarts de montages, . . .) qui in-
fluencent la conception (vecteur Xa2).

Toutes les composantes des vecteurs aléatoires Xa1 et Xa2 sont supposées indépendantes.
Dans le cas général, la réponse du système se caractérise par un vecteur aléatoire Y dont on peut
déterminer la valeur moyenne µY et l’écart type σ Y .

Dans le cadre de ce travail, seul le RMS de l’écart de transmission est suivi (Y = RMS(T E⋆S ) ),
l’optimisation est mono-objectif. On trouve dans la littérature différents critères d’optimisation
[93, 94, 90, 92]. D. Ghribi a retenu une combinaison de la valeur moyenne et de l’écart-type
comme grandeur d’intérêt pour l’optimisation robuste :

Frob
(
Xa1, Xa2

)
= µY + βσY (3.5)

avec β un coefficient de qualité.

Un coefficient de qualité faible permet de privilégier la performance et une valeur élevée met
l’accent sur la robustesse. Étant donné que dans cette étude les valeurs de l’écart-type sont de
l’ordre du dixième de celles de la valeur moyenne, la valeur du coefficient de qualité a été fixée à
2.
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Estimation des paramètres statistiques

L’espérance mathématique µY (X ) et l’écart-type σY (X ) de la fonction objectif Y sont classi-
quement définis par les relations :

µY =
∫
Ω

Y (X )Πn
i=1pi(xi)dxi (3.6)

σY =

√∫
Ω

(
Y (X )−µY

)2
Πn
i=1pi(xi)dxi (3.7)

où p(xi) est la densité de probabilité de la variable xi .

Deux méthodes numériques ont été utilisées pour estimer ces formes intégrales : méthode de
simulation de Monte Carlo et les formules de quadrature de Gauss.

1. Méthode de simulation de Monte Carlo :
Le principe est que toute intégrale peut se ramener par un changement de variable, à une
intégrale sur l’intervalle [0 ; 1] [88] :

I =
∫ 1

0
g(t)dt (3.8)

Or la forme I correspond à l’espérance de g(u) où u est une variable uniforme sur [0 ; 1].
A partir d’un échantillon {ui} de la loi uniforme, la valeur de I est estimée par :

Î =
1
n

n∑
i=1

g(ui) (3.9)

Cette démarche étendue aux intégrales multiples est une méthode numérique d’inté-
gration robuste. Le temps de calcul est toujours assez important car l’erreur évolue en
n−1/2 mais ce dernier augmente moins vite avec le nombre de paramètres aléatoires que
d’autres méthodes.

2. Méthode de quadrature de Gauss :

Le principe est d’estimer une valeur approchée de l’intégrale I =
∫ b
a
ω(x)f (x)dx où ω est

une fonction poids positive, par une combinaison linéaire de valeurs discrètes de f :

In
(
f
)

=
n∑
i=0

ai f (xi) (3.10)

Les formules de type Gauss utilisent une position optimisée des xi . D’Errico et Zaino
[29] ainsi que Duffy et al. [38] proposent des techniques basées sur un plan factoriel
complet, qui consistent à prendre en compte des combinaisons particulières des valeurs
associées aux différentes variables de conception. En supposant les variables indépen-
dantes, la méthode permet de déterminer dans un premier temps les points de calcul (ou
points de Gauss), puis les poids de Gauss (ai) associés et enfin, une approximation des
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paramètres statistiques :

µY �
N∑
k=1

(
Πn
j=1ωkj

)
Y (X k) (3.11)

σ2
Y �

N∑
k=1

(
Πn
j=1ωkj

)[
Y (X k)−µY

]2
(3.12)

(3.13)

avec :
— ωkj : le poids associé au kème point de Gauss et pour la jème composante du vecteur X
— n : nombre de variables aléatoires
— N =Hn : nombre total de points
— H : nombre de points de Gauss retenu pour chaque intégration (usuellementH est compris

entre 3 et 5)

Le choix des points et des poids de Gauss ne dépend que de la probabilité conjointe du
paramètre de conception. Pour les distributions normales, la formule de quadrature de Gauss-
Hermite est employée [79] alors que pour des distributions uniformes, c’est la formule de
quadrature de Gauss-Legendre avec changement de variable.

Par cette méthode, le nombre d’estimations de la fonction f est réduit tant que le nombre
de variables aléatoires est petit. Ceci conduit à une réduction conséquente du temps de calcul
nécessaire pour évaluer les intégrales multi-variables par rapport à la méthode de Monte Carlo.

Résultats des optimisations stochastiques

Pour limiter le nombre de variables, les corrections de profil sont identiques sur le pignon
et la roue, de profondeur E et de longueur Γ . Leur forme est prise selon une loi en puissance
(paramètre de forme sp).

La fonctionnelle robuste (3.5) est estimée en utilisant la méthode de Quadrature de Gauss
((3.11) et (3.12)) à 4 points (H=4).

Différentes stratégies sont mises en œuvres de façon à obtenir des résultats les plus précis
possibles pour un temps de calcul raisonnable.

1. Corrections de profil robustes :
Une première étude consiste à définir les modifications de profil linéaires robustes en
combinant des résultats analytiques et numériques pour réduire le domaine de recherche :

(a) Les premiers résultats du modèle analytique avec une raideur linéique d’engrènement
constante (paragraphe 2.2 page 18) montrent qu’en l’absence de bombé, les fluctuations
de l’écart de transmission sont minimisées pour une famille de solutions de corrections
de profil. Pour une macro-géométrie donnée, l’ensemble de ces solutions se représente
par une courbe dans le plan (E⋆ ,Γ ) ) dénommée «courbe maîtresse initiale».

(b) Un modèle numérique plus réaliste de l’engrènement (VSA) est ensuite utilisé pour
rechercher une nouvelle courbe optimale en utilisant la méthode du gradient dans
la direction de la profondeur de correction uniquement, initiée à l’aide des résultats
précédents. Ainsi, on obtient un lieu plus précis pour les optimums déterministes.
Cette courbe est appelée «courbe maîtresse modifiée».
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(c) Enfin, la fonction robuste est estimée pour une grille de points, sur une plage réduite
de paramètres de modification de profil centrée sur la courbe maîtresse modifiée.
En agissant ainsi, le coût de calcul est limité puisque seule une partie de l’espace de
conception est explorée. Le balayage de tout un domaine est conservé afin de pouvoir
délimiter une zone robuste et pas seulement un point dans l’espace des paramètres.

Le choix de la loi de probabilité, sa symétrie, les étendues des zones de tolérance
influent sur la position et l’étendue de la zone où la fonction robuste est inférieure à un
certain seuil. Les figures 3.7 et 3.8 illustrent ces différents comportements pour quelques
cas et avec un seuil fixé à 0,3 µm.

Figure 3.7 – Zone de corrections robustes de profil pour différentes lois de probabilité, dentures
hélicoïdales [43]

La figure 3.9 montre l’évolution du domaine de correction robuste lorsque un couple
variable est pris en compte dans la transmission.

La synthèse de ces résultats fait apparaître les points suivants :
— Une distribution uniforme est plus sévère dans le sens où elle conduit à des zones de

corrections robustes plus restreintes correspondant, pour la plupart, à une correction
de profil dite « courte » (Γ < 0,25).

— Les distributions de probabilité symétriques conduisent à des zones robustes centrées
sur la courbe maîtresse modifiée. Cette courbe représente alors une bonne approxima-
tion de la zone robuste, dont la taille est commandée par la forme de la distribution,
les variations des paramètres environnementaux et l’iso-valeur de la fonction robuste
représentée.

— Il n’est pas possible de prédire à priori, pour une dégradation de la qualité de réalisa-
tion des corrections, quelle correction sur la courbe maîtresse sera la plus robuste.
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Figure 3.8 – Zone de corrections robustes de profil pour différents intervalles de tolérance sur E,
dentures hélicoïdales [43]

Figure 3.9 – Zone de corrections robuste de profil en présence de couples variables centrés sur
la valeur nominale, dentures hélicoïdales [43]
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2. Corrections combinées robustes :
La seconde étude concerne l’optimisation robuste de la correction de profil combinée

à un bombé d’hélice parabolique, symétrique sur la largeur et d’amplitude B. La méthode
de quadrature de Gauss est conservée pour l’estimation des paramètres statistiques de la
réponse. Par contre, l’augmentation du nombre de paramètres de conception nécessite
le recours à une méthode plus agile et le choix s’est porté sur un algorithme génétique.
A l’issue de la procédure d’optimisation, celui-ci fournit un ensemble d’individus (les
meilleures solutions) répartis sous forme d’un nuage de points dans l’espace de recherche.
Dans les différentes représentations, seule la frontière de cet ensemble est représentée.

Les paramètres de modification de forme (B, Γ , E et sp) sont des grandeurs aléatoires
auxquelles sont attribuées une valeur nominale et une distribution normale dans un
intervalle de tolérance donné (longueur de l’intervalle égale à 6 fois l’écart type). La
norme NF-ISO 1328 [54] définit les intervalles pour E et B en fonction de la classe de
qualité mais reste muette au sujet de l’étendue de la correction de profil. Aussi, la tolérance
de ce paramètre a-t-elle été choisie en pourcentage de la longueur du segment de conduite.
Le tableau 3.2 résume les valeurs utilisées.

Classe de qualité IT-E [µm] IT-Γ [% AE] IT-B [µm]

Q6 10 1,12 0,425

Q7 15 2,5 0,6

Q8 21 5 0,85

Tableau 3.2 – Valeurs des intervalles de tolérance

Pour ces 3 paramètres aléatoires et avec une modification de profil linéaire (sp = 1),
les figures 3.10 et 3.11 montrent les limites des zones pour lesquelles la fonction robuste
(Frob) est inférieure à un seuil Vs donné, pour les 3 niveaux de qualité définis tableau
3.2. L’emplacement des zones robustes demeure très proche et leur étendue augmente
en considérant des classes de qualité supérieures. Pour l’engrenage hélicoïdal, on peut
observer que, quelque soit le niveau de qualité, la robustesse des corrections dépend
essentiellement de l’amplitude du bombé et de la longueur de correction. La profondeur de
la modification de profil a peu d’influence. Dans le cas d’engrenage droit, la zone robuste
demeure centrée sur la courbe maîtresse dans le plan (E⋆ ,Γ ) définie précédemment.
L’amplitude du bombé adimensionnée B⋆ est d’une importance secondaire dans ce cas.

Plusieurs séries d’optimisations ont été conduites avec la prise en compte de diffé-
rents paramètres d’environnement modélisés par des variables aléatoires de loi normale
(écarts de montage) ou uniforme (variation du couple). Il ressort de ces simulations que,
contrairement à son étendue, les centres des zones robustes varient assez peu avec la liste
des paramètres d’environnement pris en compte et avec les intervalles (classe de qualité)
choisis. La faible sensibilité des dentures droites à la valeur du bombé est confirmée
(figure 3.11). La zone robuste demeure au voisinage de la courbe maîtresse modifiée et les
corrections courtes sont globalement les plus robustes. A titre d’exemple, les figures 3.12
et 3.13 illustrent les domaines robustes avec un écart de déviation entre les axes (défaut
d’orientation le plus sensible) dans le cas d’un engrenage hélicoïdal et droit.

Variabilité entre des dents

Jusqu’à présent, les paramètres de correction sont supposés identiques sur toutes les dents
d’une roue dentée. Un modèle plus précis devrait permettre de tenir compte de leur évolution
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Figure 3.10 – Projection des zones de correction robustes ; engrenage hélicoïdal, Frob<0,125µm,
Cm=850 Nm

Figure 3.11 – Projection des zones de correction robustes ; engrenage droit, Frob<0,5µm,
Cm=850 Nm

Figure 3.12 – Projection des zones de correction robustes ; engrenage hélicoïdal, Frob<0,25µm,
Cm=850 Nm, Qualité 7, présence d’un défaut de déviation
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Figure 3.13 – Projection des zones de correction robustes ; engrenage droit, Frob<0,85µm,
Cm=850 Nm, Qualité 7, présence d’un défaut de déviation

aléatoire d’une dent à une autre. Les différentes phases de réalisation des dentures concernant
à chaque fois l’ensemble des dents, les paramètres de correction entre dents voisines ne sont
certainement pas totalement indépendants. Malheureusement, les relations statistiques qui les
relient (covariance, copules [35], etc.) sont généralement inconnues. De plus, l’explosion du
nombre de paramètres aléatoires conduit à des temps de calcul très importants, difficilement
compatibles avec les outils actuels.

Néanmoins, une première tentative a été réalisée en ce sens. Les paramètres aléatoires
considérés sont soit la profondeur de correction de profil linéaire (E), soit la longueur Γ de cette
modification sur les dentures du pignon seulement. La grandeur aléatoire choisie est supposée
indépendante d’une dent à l’autre (autant de tirages que de nombre de dents).

La figure 3.14 montre l’évolution du RMS de l’écart de transmission quasi-statique (sp = 1)
a) dans le cas déterministe (pas de variabilité), b) pour un intervalle de tolérance de 5% de
la longueur du segment de conduite sur la longueur de correction et c) avec un intervalle de
tolérance de 20µm (IT-E⋆=1) sur la profondeur de correction. On constate que la variabilité
introduite entre les dents du pignon sur la longueur Γ est sans influence sur la localisation des
corrections optimales. De même son impact sur l’amplitude de la fonction objectif (RMS(TEs))
est très peu marqué. Cependant, la variabilité de E entraîne une orientation de la zone optimale
vers des corrections plus courtes.

3.1.5 Optimisation multi-objectifs des corrections de forme

La performance d’un engrènement est évaluée de façon pluri-factorielle et le processus de
conception permet généralement de définir une solution qui réalise, autant que faire se peut, un
bon compromis entre les différents critères antagonistes. L’objectif est ici de proposer un outil
qui permet de construire simultanément des optimisations partielles de la conception suivant
plusieurs critères.

Notions principales

On suppose que la réponse du système est maintenant caractérisée par un vecteur Y de
dimension p, dépendant d’un vecteur X de n paramètres de conception que l’on cherche à
déterminer. La formulation du problème peut se mettre sous la forme :
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a) Balayage déterministe, pas de b) IT-Γ=5% AE, IT-E = 0

variabilité des paramètres

c) IT-Γ=0, IT-E = 20µm

Figure 3.14 – RMS de l’écart de transmission quasi-statique (µm), denture hélicoïdale
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Minimiser Y
(
X
)

=
[
Y1

(
X
)
, Y2

(
X
)
, . . . , ,Yp

(
X
)]T

pour X ∈D (3.14)

De plus, la solution doit satisfaire a un certain nombre de contraintes d’origine mécanique,
technologique, ou autre, qui se traduisent sous la forme suivante : gi

(
X
)
≤ 0 pour i = 1, . . .

hj
(
X
)

= 0 pour j = 1, . . .
(3.15)

Parmi toutes les méthodes d’optimisation sous contrainte, Dhafer Ghribi a retenu la méthode
NSGA-II (Non Dominated Sorting Genetic Algorithm II) [31]. Sa particularité est d’utiliser les
deux caractéristiques suivantes pour classer les solutions (figure 3.15) :

1. Le rang : les solutions du front de Pareto sont toutes de rang 1. Si on les retire, les solutions
du nouveau front de Pareto sont de rang 2. Et ainsi de suite jusqu’à l’épuisement des
solutions.

2. La crowding distance (ou distance d’étalement) : pour les individus de même rang, elle
caractérise l’éloignement des 2 plus proches voisins.

Figure 3.15 – Illustration du rang et la «crowding distance»

Lors de la génération d’une nouvelle population, les individus de haut rang et de «crowding
distance» élevées sont favorisés afin d’obtenir un bon étalement des solutions sur le front de
Pareto.

Optimisations multicritères

L’algorithme NSGA-II nécessite des populations importantes et l’évaluation des performances
d’un individu prend plusieurs secondes. Aussi, pour réduire le temps calcul, une parallélisation
de l’exécution du code a été mise en œuvre avec openMP.

Plusieurs problématiques avec deux ou trois fonctions à optimiser ont été traitées avec
comme paramètres d’optimisation les corrections de forme E⋆ , Γ et parfois B⋆ . La minimisation
du RMS de l’écart de transmission permet de retrouver des corrections de profil très proches
de la courbe maîtresse. La minimisation des pertes d’énergie mécanique par frottement à la
denture conduit à des corrections de profil longues et profondes. La minimisation du ratio
pression de contact maximale sur pression moyenne conduit à des corrections de profil peu
profondes (E⋆ ∈ [0,6 ; 1,5] environ) d’étendue intermédiaire (Γ ∈ 0,25 ; 0,32]) et à un bombé
faible (B⋆ ∈ [0 ; 0,2]) sur les exemples traités. Il faut noter une difficulté de représentation du
front de Pareto dans le cas où plus de 2 critères sont utilisés, ce qui rend moins aisée l’analyse
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des résultats. Les graphes de la figure 3.16 représentent des projections de celui-ci dans les
plans (RMS(T Es), Λp) et (RMS(T Es), max(pV)) et la figure 3.17 représentent les paramètres
des meilleures correction de profil. Les solutions entourées sur cette figure ont pour image les
zones entourées sur la figure 3.16. Il y a également correspondance du dégradé de couleur. Le
paramètre Λp est le facteur de perte par frottement défini par Velex et Ville dans [104].

Figure 3.16 – Projection du front de Pareto

Figure 3.17 – Solutions associées au front de Pareto

3.1.6 Synthèse

Le travail mené par Dhafer Ghribi durant sa thèse concerne l’optimisation d’un unique
engrènement entre roues cylindriques. Ses travaux ont montré qu’en utilisant un modèle d’en-
grènement assez fin, la forme des corrections de profil optimales n’est ni linéaire, ni symétrique.
Cependant, l’intégration de ces hypothèses (linéaire et symétrique) est peu pénalisante en termes
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de résultats et permet de limiter le nombre de paramètres. En prenant en compte des variations
aléatoires des paramètres de correction ou de l’environnement, la robustesse des corrections a
été testée. Il en ressort que les corrections de profil robustes, sans bombé, demeurent à proximité
de la courbe maîtresse modifiée. La présence d’un bombé a généralement une forte influence sur
la correction optimale en dentures hélicoïdales mais, en dentures droites, sa présence est quasi-
ment sans effet. L’optimisation multi-objectifs mise en place (algorithme génétique NSGA-II)
permet de déterminer le front de Pareto pour une situation donnée. Il est difficile d’en retirer
des informations générales sur les corrections optimales.

Le principal point de blocage pour faire de l’optimisation multi-critères, robuste, avec un jeu
de paramètres par dent, voire de réaliser des synthèses (allocation) de tolérances avec ces outils
réside dans le temps de calcul nécessaire. Avec les outils actuels, ces objectifs sont totalement
hors de portée. Il s’agira de trouver d’autres méthodes ou d’autres raisonnements pour atteindre
ce niveau de conception.

Un autre axe de développement, plus accessible, consiste à une meilleure prise en compte de
l’environnement de l’engrènement et des éventuelles interactions.

3.2 Optimisation d’un réducteur à un étage

Les modèles utilisés pour l’optimisation des dentures prennent en compte plus ou moins de
composants au voisinage de l’engrenage (arbres, paliers, carter . . .). Ces choix peuvent entraîner
une limitation de leur capacité à rendre compte de certains couplages entre l’engrènement
et son environnement, notamment sur le plan thermique et acoustique. Dans ses travaux de
doctorat soutenus en 2021 ([10]), Emna Ben Younes s’est intéressée à l’importance de ces effets
réciproques sur les résultats de l’optimisation de la conception d’un engrenage. Ce projet financé
par l’institut Carnot Ingénierie@Lyon fut l’occasion d’une collaboration inter-laboratoires entre
le LabECAM de l’ECAM-La Salle (Christophe Changenet, directeur de thèse), le LTDS de l’École
Centrale de Lyon (Emmanuel Rigaud, co-encadrant) et le LaMCoS de l’INSA de Lyon.

3.2.1 Cahier des charges

Un certain nombre de paramètres ont été fixés dès le début de façon à limiter le périmètre de
la conception et de pouvoir approfondir l’optimisation des dentures pour différents objectifs.

Le réducteur étudié est à axes parallèles, simple étage et à dentures hélicoïdales. Le tableau
3.3 liste les paramètres figés et ceux qui font l’objet de l’optimisation.

La figure 3.18 a) illustre l’architecture et les principales dimensions du réducteur. Le carter
est en acier de forme parallélépipédique rectangle d’une épaisseur moyenne égale à 10 mm.
L’arbre primaire est relié au moteur et l’arbre secondaire est lié à la charge. Tous deux sont guidés
par des roulements à billes à gorge profonde.

Le réducteur est lubrifié par barbotage et le niveau d’huile est fixé à 15 mm en dessous de
l’axe des arbres (voir Figure 3.18 b)). Le régime de fonctionnement correspond à un couple
moteur égal à C = 500Nm et une vitesse d’entrée égale à ωe = 3000 tr min−1.

Les variables d’optimisation sont choisies parmi l’ensemble {α0 ; β ; E1 ; E2 ; Γ1 ; Γ2 }, suivant
les cas.

Les contraintes de conception à respecter sont les suivantes :
— le rapport de conduite total est supérieur à 1,2 ;
— pas d’interférence de taillage sur les deux roues ;
— pas d’interférence théorique en fonctionnement ;
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Pignon roue

Nombre de dents z 29 80

Module normal m0 mm variable

Largeur de denture b mm 30

Angle de pression normal α0 ° variable

Angle d’hélice β ° variable

Sens de l’hélice droite gauche

Coefficient de déport x 0,2 -0,2

Coefficient de saillie xa 1,2 0,8

Coefficient de creux xf 1,05 1,05

Entraxe de fonctionnement aw mm 174

Valeur du bombé longitudinal B µm 10 0

Longueur de la correction de profil Γ variable

Profondeur de la correction de profil E µm variable

Tableau 3.3 – Paramètres géométriques des dentures

a) b)

Figure 3.18 – Schéma d’architecture du réducteur a) et niveau d’huile au repos b)



110 CHAPITRE 3. Approches numériques

— épaisseur minimale des dents supérieure à 0,1m0 ;
— la contrainte maximale en flexion demeure inférieure à 500MPa ;
— la pression maximale de contact reste inférieure à 1200MPa

3.2.2 Objectifs de l’optimisation

Suivant les cas d’étude, les fonctionnelles à minimiser peuvent être :

1. RMS(T E⋆S ) : la valeur efficace des fluctuations de l’écart de transmission quasi-statique
obtenue à partir de l’intégration temporelle de l’équation du mouvement ;

2. Lw : la puissance acoustique rayonnée équivalente des parois du carter ;

3. Qf : la puissance mécanique dissipée par frottement entre les dentures ;

4. Qtotal : ensemble des puissances mécaniques perdues par le système. Les différentes contri-
butions prises en compte sont la dissipation à l’engrènement, les pertes aux roulements,
aux joints et par barbotage.

La première fonction ne dépend que des caractéristiques de la chaîne de transmission et les
suivantes sont liées au carter et à la lubrification.

3.2.3 Les modèles physiques

Modèle de la chaîne de transmission

L’action mécanique entre les dentures est modélisée avec frottement, suivant la relation
de Coulomb. La présence d’une composante tangentielle dans l’action de contact modifie les
relations d’équilibre entre les roues dentées [34]. Un terme supplémentaire apparaît dans la
matrice raideur et un terme excitateur est ajouté au second membre :

MẌ + CẊ +
[
K +

∑
i,j

kij
(
V ij − fijϵijW ij

)
VT
ij

]
.X = F 0 + F g1 + F g2 + F f (3.16)

avec :
— fij le coefficient de frottement au niveau de la j-ième cellule de la ligne i ;
— ϵij : prend la valeur 1 ou -1, suivant le sens de la vitesse de glissement
— F f : terme d’excitation dû aux composantes tangentielles des forces de contact
— les autres notations sont identiques à celles de l’équation (2.15)
Le coefficient de frottement dépend de la nature du contact (contact entre les aspérités,

portance du film d’huile, etc.), de la température locale, de la vitesse de glissement, voire de la
pression . . . En première approximation et pour une estimation moyenne des pertes au cours
du temps, Y. Diab [34] a montré qu’un coefficient constant permettait d’obtenir une bonne
approximation.

La puissance mécanique dissipée à l’engrènement (Qf ) est la moyenne (nombre de périodes
du système entier) des puissances transformées par frottement à chaque instant par les cellules
en contact. Cette valeur est ensuite fournie au modèle thermique.

La résolution numérique du modèle d’engrènement défini par la relation 3.16 est réalisée
par un programme de type VSA modifié. Il fournit les évolutions temporelles des degrés de
liberté du système et l’écart de transmission sans charge (NLTE). Ces résultats permettent la
construction de l’écart de transmission quasi-statique T Es (2.17) et de sa variance.
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nœud composant

1 Air ambiant

2 Carter bas

3 Carter latéral

4 Carter haut

5 Huile

6 Roulement primaire gauche

7 Roulement primaire droit

8 Roulement secondaire gauche

9 Roulement secondaire droit

10 Arbre primaire

11 Arbre secondaire

12 Pignon

13 Roue

14 Zone d’engrènement

Tableau 3.4 – Désignation des nœuds du réseau thermique

Modèle thermique

L’ensemble du réducteur est modélisé du point de vue thermique, selon la méthode des
réseaux thermiques [57, 19]. En régime permanent, la température moyenne de la transmission
(assimilée à celle du bain d’huile) dépend de l’équilibre entre le flux de chaleur généré par les
pertes d’énergie mécanique (Qtotal) et le flux de chaleur évacué par la transmission avec l’air
ambiant par convection et rayonnement.

Les pertes aux roulements sont calculées à partir de la formulation proposée par Harris issue
des travaux de Palmgren [47]. Ces pertes sont la superposition d’une contribution dépendante de
la charge, due aux déformations élastiques et à des mouvements de glissement qui se produisent
dans les zones de contact, et d’une part indépendante de la charge affectée par les pertes
hydrodynamiques dans le lubrifiant. Les pertes aux joints sont estimées à travers une formulation
expérimentale proposée par R. C. Martins et al. [77], valable pour un joint à lèvres. Les formules
de Changenet et al. [20] sont utilisées pour estimer les pertes d’énergie mécanique par barbotage.

Pour appliquer la méthode des réseaux thermiques, le réducteur et son environnement sont
divisés en 14 éléments (nœuds) isothermes (tableau 3.4) et chaque échange entre nœuds est
modélisé par une résistance thermique (figure 3.19).

Le premier principe de la thermodynamique est appliqué à chaque nœud et seul le régime
permanent est recherché. Certaines résistances thermiques et les propriétés rhéologiques du
lubrifiant sont dépendantes des températures, ce qui nécessite une résolution itérative du système
matriciel.
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Figure 3.19 – Réseau thermique du réducteur

Modèle vibro-acoustique

Le modèle vibro-acoustique 1 a pour but la détermination de la puissance acoustique rayonnée
équivalente Lw en décibels

La prédiction du champ de pression acoustique rayonné par le carter de la transmission en
tout point de l’environnement fluide nécessite la mise en œuvre d’outils de calcul complexes,
même dans le domaine des basses fréquences ou en l’absence d’un couplage fort entre la
structure et le fluide. Si l’on considère la puissance acoustique rayonnée d’une structure vibrante
immergée dans un fluide léger tel que l’air, elle peut être calculée à partir de l’état vibratoire de
son enveloppe dans le vide, et nécessite de ce fait l’estimation préalable d’une part de la vitesse
pariétale normale aux surfaces et, d’autre part, du facteur de rayonnement.

Tout d’abord, un modèle dynamique de la structure permet d’estimer le comportement
vibratoire du carter. Comme la zone d’intérêt se situe dans le domaine des basses fréquences
pour la partie structure, une description modale est suffisante pour accéder au champ vibratoire.
Pour ce faire, on considère une analyse du système complet par la méthode des éléments finis
(réalisé au moyen du code éléments finis ANSYS). Comme le montre la figure 3.20, le carter est
discrétisé par des éléments classiques élastiques linéaires (éléments volumiques et éléments de
plaques de Kirchhoff-Love). Des conditions d’encastrement sont imposées à sa base. La chaîne de
transmission (paliers, arbres et roues dentées) est également modélisée mais le pignon et la roue
ne sont pas en prise [36]. Les raideurs des roulements sont connectées simplement au carter. Le
calcul de la base modale permet d’identifier 280 modes propres pour la transmission complète
entre 0 et 20kHz (environ 14 fois la fréquence d’engrènement). La réponse dynamique est alors
directement déterminée à partir de cette décomposition modale au travers du code ANSYS en
imposant la force de denture (action et réaction) sur les centres du pignon et de la roue (données
d’entrée).

Connaissant l’état vibratoire (description en vitesse) in vacuo du carter V (M,t), la puissance
acoustique rayonnée, Πac, de la transmission immergée dans un fluide léger (tel que l’air)
s’exprime, en régime harmonique, selon l’expression suivante :

1. La mise en place des modèles physiques de cette partie ont été pilotés par nos collègues du LTDS E. Rigaud et J.
Perret-Liaudet.
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Figure 3.20 – Maillage du carter de la transmission

Πac = ρ0 c0σrad

∫∫
S
Vn(M,t)2dS = ρ0 c0σradS < Vn(M,t)2 >S (3.17)

ρ0 et c0 étant respectivement la masse volumique et la célérité du son du milieu fluide
environnant (air sec, température ambiante), S représente l’aire totale de la surface du carter
qui rayonne, σrad est le facteur de rayonnement, Vn est la composante normale du vecteur
vitesse pariétale et les opérateurs < • >S et • représentent la moyenne spatiale et la moyenne
temporelle sur la surface immergée dans le fluide environnant.

Ensuite, il est nécessaire d’avoir une estimation du facteur de rayonnement σrad qui est, par
définition, le rapport entre la puissance acoustique rayonnée par la surface étudiée et celle
d’un piston rigide, bafflé, d’aire équivalente, vibrant à la moyenne spatiale de la vitesse efficace
normale à la surface rayonnante. Il traduit l’efficacité de rayonnement de l’objet vibrant en
fonction de la pulsation ω. Son estimation est complexe et nécessite généralement un calcul
acoustique (équation de Helmholtz). C’est pourquoi, sous couvert d’hypothèses simplificatrices,
on tente généralement d’en fournir une approximation plus ou moins simple. Dans notre cas
d’étude, et comme le montre les travaux de Ducret [36], on suppose que les couplages acoustiques
entre les différentes faces du carter parallélépipédique sont négligeables. Par conséquent, la
puissance acoustique est évaluée comme la somme des puissances acoustiques rayonnées par
chacune des faces prises indépendamment. La seconde hypothèse est basée sur la connaissance
de la fréquence fc dite fréquence critique associée au rayonnement acoustique d’ondes de flexion
d’une plaque mince infinie immergée en fluide léger et définie par [63, 81] :

fc =
c2

0
2π

√
12ρ(1− ν2)

Eh2
p

(3.18)
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avec ρ la masse volumique de la plaque et hp son épaisseur.

Si l’on considère une plaque de dimension finie de type rectangulaire simplement supportée,
bafflée et de caractéristiques constantes (E,ν,ρ,hp), plusieurs auteurs comme Maidanik [74] ont
proposé des formulations approchées en identifiant notamment la notion de modes de bord et
de modes de coin. Pour le carter étudié et chacune de ses faces, et sans nuire à la généralité du
processus d’optimisation, on suppose que le facteur de rayonnement est égal à 1 au-delà de la
fréquence critique, et que la plaque ne rayonne pas en deçà de la fréquence critique. En effet,
l’atténuation du facteur de rayonnement pour des fréquences décroissantes en dessous de la
fréquence critique est de l’ordre 15 dB/octave.

La fréquence critique calculée pour le carter en acier d’épaisseur hp = 10mm est égale à
fc = 1175Hz, inférieure à l’ensemble des fréquences excitatrices (fréquence d’engrènement :
fe = 1450Hz). Par conséquent, on prend σrad(f ) = 1 dans ce cas, la puissance acoustique rayonnée
est égale à la puissance acoustique équivalente notée ERP (Equivalent Radiated Power) dont
l’expression est basée sur l’hypothèse d’onde plane acoustique rayonnée, soit :

Πac � ERP = ρ0 c0S < V
2
n

(
M,t

)
>S (3.19)

Par la suite, on retient l’ERP comme indicateur du comportement vibro-acoustique de la trans-
mission. Pour l’évaluer, il reste donc à calculer l’expression de la vitesse en fonction de la force
de denture.

On appelle HV ,F(M,f ) la fonction d’influence complexe à la fréquence f entre un effort
harmonique de denture et la vitesse pariétale normale au point M. La moyenne temporelle et
spatiale de la vitesse pariétale quadratique s’écrit :

< V 2
n (f ,M) >S =

1
2S

∫∫
S
HV ,F(M,f )HV ,F∗(M,f )F(f )F∗(f )dS (3.20)

< V 2
n (f ,M) >S =

1
2S

∣∣∣F(f )
∣∣∣2 ∫∫

S

∣∣∣HV ,F(M,f )
∣∣∣2dS (3.21)

L’intégrale de surface J(f ) =
∫∫
S
|HV ,F(M,f )|2dS est estimée au préalable par la méthode des

éléments finis. Pour cela, un effort harmonique unitaire est appliqué entre les dentures des roues
désacouplées et les vitesses normales sont calculées sur chaque élément de la surface extérieure
du carter. Avec sj la surface de l’élément j, l’intégrale est estimée par :

J(f ) �
N∑
j=1

sj
∣∣∣HV ,F(Mj , f )

∣∣∣2 (3.22)

Si l’effort à la denture est périodique, la puissance acoustique rayonnée équivalente est égale
à la somme des puissances associées à chaque fréquence.

Le calcul de la réponse dynamique de la chaîne cinématique permet de déterminer l’évolution
temporelle de l’effort dynamique à la denture. La transformée de Fourier permet de déterminer
les amplitudes des harmoniques du spectre de la fluctuation de l’effort. En pratique, on retient
les 5 premiers harmoniques de la fréquence d’engrènement F(k fe) (k=1 à 5) et on calcule la
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puissance acoustique rayonnée équivalente totale :

ERP = ρ0 c0

5∑
k=1

∣∣∣F(k fe)
∣∣∣2J(kfe) (3.23)

La puissance acoustique en décibels est égale à :

Lw = 10log10

(ERP
Πref

)
(3.24)

où la puissance acoustique de référence est Πref = 10−12W .

En pratique, l’intégrale de surface J(f ) dépend de l’angle de pression normal αn et de l’angle
d’hélice de taillage β qui sont susceptibles de varier durant l’optimisation. Pour limiter le
temps de calcul, ce terme est calculé pour un nombre discret de couples de valeurs (αn , β)
couvrant l’ensemble de l’espace de recherche et pour chaque doublet intermédiaire, on réalise
une interpolation bilinéaire à partir des valeurs discrètes calculées.

3.2.4 Les principaux résultats

Les recherches de solutions optimales de chaque problématique étudiée sont réalisées grâce
à l’algorithme NSGA-II déjà présenté dans les travaux de Dhafer Ghribi.

Étude de la denture

La figure 3.21 résume les résultats obtenus en se focalisant uniquement sur la denture : les
fonctions à optimiser sont le RMS de l’écart de transmission et les pertes de puissance mécanique
dues au frottement entre les dentures.

Figure 3.21 – Fronts de Pareto des optimisation de la denture seule
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Les fronts de Pareto de 3 études différentes sont superposés :

1. La première vise à optimiser 2 variables de décision macro-géométriques : αn et β

2. La seconde étude porte sur les 4 paramètres de correction de profil : E1,E2,Γ1 et Γ2. Les
valeurs des angles (αn,β) sont prises sur le premier front de Pareto (point bleu).

3. Dans le dernier cas, les paramètres d’optimisation sont les 6 variables précédentes
(αn,β,E1,E2,Γ1,Γ2) prises simultanément.

Le front de Pareto obtenu par l’optimisation macro puis micro-géométrique (front 2) et celui
de l’optimisation simultanée des paramètres micro et macro-géométrique (front 3) sont assez
proches sur une zone centrale. Le premier permet d’atteindre des pertes par frottement plus
faibles et le second des niveaux du RMS de l’écart de transmission plus bas. Pour un paramétrage
identique de l’algorithme NSGA-II, les 2 méthodes ne sont donc pas tout à fait équivalentes.

Il est intéressant de remarquer que les minimums de pertes par frottement correspondent à
un rapport de conduite et à un angle d’hélice faibles, ainsi qu’à de fortes corrections de profil. Ces
résultats sont en cohérence avec les approches analytiques des pertes par frottement [104]. Quant
aux fluctuations de l’écart de transmission, elles sont faibles lorsque le rapport de recouvrement
est proche de l’unité, confirmant les résultats analytiques obtenus précédemment. Néanmoins, il
faut noter à nouveau que chacune des corrections de profil optimales pour ce critère correspond
à des modifications assez différentes sur les deux mobiles en terme de longueur et de profondeur.

Étude du système global

La modélisation complète du réducteur permet la prise en compte d’interactions entre
phénomènes physiques qui étaient ignorées dans l’optimisation précédente et qui impactent les
conceptions optimales :

— Une baisse de l’échauffement à la denture entraîne une température d’huile plus basse, une
viscosité de l’huile plus élevée et ainsi une augmentation des pertes dans les roulements
et dans les joints ;

— Une augmentation de l’angle d’hélice implique d’une part, un accroissement de la surface
immergée et donc des pertes par barbotage, et d’autre part, une charge équivalente
appliquée aux roulements plus forte et ainsi des couples résistants dans ceux-ci plus
importants ;

— La valeur de la puissance acoustique rayonnée équivalente (Lw) dépend des fonctions
d’influence HV ,F(f ) et du contenu harmonique de l’effort dynamique à la denture. Les
fonctions d’influence dépendent des angles αn et β et quant au spectre de l’effort dyna-
mique, il dépend a priori de tous les paramètres.

La figure 3.22 représente les solutions non dominées du problème d’optimisation avec 3
fonctions objectifs : RMS(TEs), Qtotal et Lw. Le nuage de points est projeté suivant les 3 plans.
Il est clair que l’efficacité énergétique et les performances vibro-acoustiques sont des objectifs
antagonistes. On remarque que pour les pertes globales les plus faibles (losanges bleus, jusqu’à
1400 W), le RMS(TEs) et Lw sont quasiment proportionnels. A contrario, pour les valeurs les plus
basses du critère acoustique et des fluctuations de l’écart de transmission (losanges rouges), ces
deux fonctions sont indépendantes sur le front de Pareto et leurs minimums ne correspondent
pas. Pour une optimisation NVH fine, il est donc nécessaire de différencier ces deux critères.

Sur la figure 3.23 sont représentées les valeurs des paramètres des solutions optimales.
L’angle d’hélice varie assez peu et correspond à un rapport de recouvrement compris entre 0,8
et 0,9. Quant aux corrections de profil, comme attendu, les meilleurs résultats énergétiques
sont obtenus pour les enlèvements de matière les plus importants. On remarque également que
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Figure 3.22 – Front de Pareto pour 3 fonctions objectifs

a) b)

Figure 3.23 – Solutions associées au front de Pareto pour 3 fonctions objectifs
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les faibles valeurs du RMS des écarts de transmission ne correspondent pas en général à des
corrections symétriques.

3.2.5 Synthèse

La modélisation du réducteur complet permet la prise en compte des interactions de l’en-
grènement avec son environnement et elle est nécessaire pour l’estimation de la puissance
acoustique rayonnée. En ce qui concerne les pertes d’énergie mécanique, ce couplage est plutôt
faible. Le traitement du problème à trois fonctions objectifs permet de revenir sur le lien entre
RMS(T E⋆S ) et Lw. Dans la littérature scientifique, on trouve aussi bien des auteurs qui consi-
dèrent une certaine équivalence entre ces 2 critères et d’autres qui les distinguent nettement.
Les résultats d’Emna Ben Younes montrent que pour des niveaux élevés de ces 2 paramètres,
ils varient de façon quasi-proportionnelle et pour des niveaux NVH faibles, il n’y a plus de
corrélation entre eux. Il est également intéressant de remarquer que les corrections de profil
optimales ne sont pas symétriques et que les solutions du front de Pareto correspondent à des
engrenages possédant un rapport de recouvrement compris entre 0,8 et 0,9, ce qui ne correspond
pas à un résultat attendu.

Dans cette situation également, le temps nécessaire aux calculs est un frein à la prise en
charge de davantage de paramètres, de l’analyse de la robustesse, de la prise en compte de l’usure
des dents, etc.

3.3 Optimisation des dentures dans le cas de plusieurs engrè-
nements

Dans ses travaux de thèse réalisés en collaboration avec la société Hispano-Suiza (SAFRAN
Transmission Systems aujourd’hui), Hassan Fackhfack [40] s’est particulièrement penché sur
la modélisation et l’optimisation de réducteurs aéronautiques comportant plusieurs cascades
d’engrènements situés dans des plans décalés (figure 3.24). La soutenance a eu lieu en 2016, le
directeur de ces travaux était Philippe Velex et je les ai co-encadrés.

3.3.1 Contexte

Au terme de la synthèse bibliographique, il est apparu que la grande majorité des analyses
dynamiques et vibratoires sur les engrenages porte sur des systèmes à un seul engrènement et
que les travaux relatifs aux systèmes à plusieurs étages de réduction (ou de multiplication) sont
très largement minoritaires. Les sources d’excitation recensées comprennent principalement les
fluctuations de raideurs d’engrènement, particulièrement pour des engrenages à dentures droites,
les écarts de montage et de réalisation. Ces phénomènes se traduisent dans les variations de
l’écart de transmission quasi-statique sous charge. Si cette notion d’écart de transmission est bien
établie dans le cas d’un couple pignon-roue, elle perd de sa clarté pour des systèmes à plusieurs
engrènements. Ces systèmes présentent des caractéristiques particulières comme la possibilité
de posséder plusieurs entrées et sorties de puissance. De fait, la question du partage de puissance
entre les différents engrenages doit être traitée, rendant plus complexe la détermination des
écarts cinématiques propres à chaque engrènement. La problématique de l’optimisation des
corrections de forme dans les systèmes à plusieurs engrènements est également spécifique. De
nombreux résultats sont disponibles pour des systèmes à un engrenage et il semble pertinent de
s’interroger sur les possibilités de les extrapoler ou non à des trains multi-engrènements.
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Figure 3.24 – Système d’engrènements à 3 étages décalés

3.3.2 Modélisation

L’étude dynamique et vibratoire d’un réducteur comportant plusieurs cascades d’engrène-
ment positionnées dans des plans décalés nécessite le passage d’un système physique à un
modèle numérique assurant le couplage entre les différentes éléments d’excitations extérieures
(moteur, différents accessoires), le mécanisme de transmission de puissance (engrenages, arbres,
accouplements) et la structure de support (paliers, carter). Ainsi, dans cette modélisation, on
passe par plusieurs étapes importantes qui conditionnent le comportement dynamique du sys-
tème d’engrènement. En premier lieu, on définit l’état de fonctionnement dans les conditions de
corps infiniment rigides en présence de défauts de forme et d’écarts géométriques qui perturbent
le fonctionnement cinématique et dynamique. Ensuite, l’état déformé est recherché à chaque pas
de temps en tenant compte des fonctions raideurs d’engrènement, des déphasages relatifs et les
écarts géométriques. L’analyse des conditions de contact entre dentures est abordée suivant une
approche identique à celle utilisée dans les logiciels de type VSA, ainsi que la modélisation des
arbres et des paliers. Dans la suite de cette section, seuls les points spécifiques à la modélisation
de multiples engrènements sont présentés.

Système indéformable

En présence d’écarts géométriques, la relation liant les vitesses des roues r et r + 1 de
l’engrènement m, résulte de la relation de non pénétration normale et de maintien du contact au
point M∗m de deux solides infiniment rigides [69, 65] :

V (M∗m, r + 1/r).n = 0 (3.25)

On en déduit que la dérivée par rapport au temps de l’écart de transmission sans charge
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s’écrit :
dNLTEm

dt
= rb r+1Ωr+1(t) + rb rΩr (t) = −ϵr

ėtot,m(M∗)
cosβb

(3.26)

où ϵr est le signe de Ωr , ėtot,m(M∗) est la dérivée par rapport au temps de l’écart normal total
maximum au point M∗m entre les roues r et r + 1. Dans le cas d’une cascade d’engrènements, la
relation (3.26) est valable pour chaque étage. Par conséquent, les écarts de transmission sans
charge se répercutent sur toutes les vitesses de rotation des roues situées en aval. Autrement dit,
la vitesse de chaque roue dépend des perturbations cinématiques de chaque étage d’engrènement
qui la précède.

Pour définir la durée du phénomène simulé, il est nécessaire de connaître la période de
fonctionnement du système complet. Celle-ci est définie par la plus petite période multiple
(PPPM, voir annexe 6.3.1) des périodes des étages qui le compose, si elle existe. En général,
celle-ci est très grande.

La période de fonctionnement d’un étage d’engrènement dépend des excitations externes
(variations du couple, . . .) et internes au système. L’évolution des surfaces en contact au cours
du temps constitue la source principale des excitations internes. Suivant si toutes les dents sont
identiques (raideur et géométrie) ou pas, et suivant des écarts de montage (excentrations, . . .), la
période des phénomènes internes peut varier de façon importante. Si elle existe, la période de
fonctionnement d’un étage est donnée par :

Tétage = P P PM
(
Tint , Text

)
(3.27)

Lors de la résolution numérique, le pas de temps est fixé et il est commun à l’ensemble des
éléments du système. Pour éviter des modulations de fréquence, le pas de temps choisi doit
diviser exactement les différentes périodes T1, T2, . . ., Tsys. Cette contrainte combinée à celle sur
la période du système peut conduire à des temps d’exécution du programme considérables.

Le déphasage entre les différents engrènements est un paramètre clé car il gère les combinai-
sons des excitations paramétriques dans tout le système. Le problème de déphasage existe dès
lors que le système est constitué d’au moins deux étages d’engrènements successifs. Dans le cas
d’un réducteur à 2 étages de réduction, trois configurations peuvent être rencontrées [83] :

1. Deux engrènements successifs appartiennent à des cascades différentes : sur l’arbre
commun, le positionnement angulaire des 2 roues dentées est arbitraire. Dans ce cas, le
déphasage relatif est non déterminé et il ne dépend pas des caractéristiques géométriques.

2. Deux engrènements successifs sont en cascade et la roue motrice est à l’une des extrémités :
les engrènements portent sur les flancs droits et gauches de la roue intermédiaire. Le reste
de la division entre la distance entre les deux points d’engagement sur la courroie virtuelle
qui s’enroule sur les cercles de base et se superpose aux lignes de pression est noté κl . Le
déphasage, exprimé en longueur sur la ligne de pression, s’écrit alors en fonction de s(rbi)
l’épaisseur curviligne sur le cercle de base des dents de la roue intermédiaire et du pas de
base apparent pbt :

∆l =

 s(rbi)−κl pbt si κl pbt ≤ s(rbi)
s(rbi)− (1−κl)pbt si κl pbt > s(rbi)

(3.28)

3. Deux engrènements successifs sont en cascade et la roue motrice est située au centre.
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Dans cette configuration, les flancs d’un même coté des dents de la roue intermédiaire
entrent en contact avec les deux autres roues dentées. La distance considérée est cette
fois-ci la longueur LA1A2

de l’arc du cercle de base de la roue intermédiaire entre les pieds
des développantes virtuelles qui passent par les points d’engagement.

∆l = 1−mod
(
LA1A2

,pbt
)

(3.29)

où l’opérateur «mod» désigne le reste de la division euclidienne.

Système déformable

Les N roues du modèle 3D sont assimilées à des cylindres rigides connectés entre eux par des
distributions de raideurs élémentaires variables dans le temps. Ces roues sont portées par des
éléments d’arbre qui, à leur tour, sont liés au carter par l’intermédiaire de paliers à roulements.
Chaque arbre est discrétisé en un certain nombre de segments, eux-mêmes associés à un élément
fini d’arbre (figure 3.25). Les extrémités de ces segments sont des nœuds à 6 degrés de liberté dont
les déplacements, les vitesses et les accélérations sont recherchés. L’intégration des équations
de la dynamique est réalisée par un schéma implicite de Newmark couplé à un algorithme de
contact normal unilatéral.

3.3.3 Optimisation

L’ensemble des études menées dans ce travail de thèse porte sur l’optimisation des corrections
de profil. Celles-ci sont supposées linéaires et symétriques pour chaque engrènement. Les
caractéristiques observées du système modélisé sont les suivantes :

1. Le premier critère considéré est la moyenne des RMS des écarts de transmission quasi-
statique :

P 1 = moy
1≤m≤N

(
RMS(T E⋆sm)

)
(3.30)

où T E⋆s_m est l’écart de transmission de l’engrènement m :

T E⋆s_m = WT
mXS +NLTEm (3.31)

Le vecteur de projection WT
m contient des zéros sauf aux rangs correspondant aux

degrés de rotation suivant les axes des roues concernées.

2. Le second critère caractérise les effets dynamiques en terme d’effort à la denture, il est
défini par la moyenne des coefficients dynamiques sur tous les étages et pour une série de
vitesses de rotation :

P 2 = moy

1 ≤m ≤N
Ωmin ≤Ωj ≤Ωmax

(
Rmj

)
(3.32)

avec Rmj le rapport de l’effort dynamique maximum à la denture de l’étage m et à la
vitesse Ωj , et de l’effort statique à cet étage.

Rmj = max
τ

(Fdyn(τ)mj
Fstatiquem

)
(3.33)
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Figure 3.25 – Schéma d’un système 3D à N engrènements en cascade et/ou décalés
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Le temps de calcul nécessaire à l’estimation de ce critère est nettement plus élevé que pour
le premier puisqu’il impose des simulations de l’engrènement pour une série de vitesses de
rotation.

3.3.4 Étude à couples constants

Si pour un système à deux étages une approche exhaustive par balayage des valeurs est
encore envisageable pour le critère quasi-statique P1, les temps de calculs deviennent prohibitifs
pour le critère P2 avec un nombre d’étages supérieur. La recherche de corrections optimales est
alors menée avec un algorithme génétique (AG) mono-objectif (suivant P1 ou P2). Dans le but
d’élargir l’ensemble des solutions proposées, l’optimisation est lancée sur trois sous-espaces de
recherche correspondant à des domaines de profondeurs de correction différents (figure 3.26).
Lors d’une recherche, le type de domaine (correction peu profonde, profondeur moyenne et
profondeur importante) est le même pour chaque étage.

Figure 3.26 – Sous-espaces de recherche pour l’AG

Les premières optimisations sont réalisées sur des réducteurs à deux étages. Le premier cas
d’étude (transmission A) possède 3 roues dentées et les deux engrènements sont en cascade (voir
figure 3.27 a-) et la seconde configuration (transmission B) est constituée de 4 roues et les deux
engrènements sont décalés (figure 3.27 b-).

L’examen des résultats obtenus à couple constant montre que les solutions optimales d’une
part pour le critère P1 et, d’autre part pour le critère P2, sont toutes localisées au voisinage
immédiat des courbes maîtresses modifiées de chaque étage d’engrènement. Les corrections
optimales pour chacun des critères pris séparément sont très proches.

Ces résultats attestent de la robustesse de la courbe maîtresse modifiée pour le choix de
corrections de profil qui atténuent les variations des écarts de transmission quasi-statiques, que
les engrènements soient en cascade ou décalés. Ceci correspond à une réduction des excitations
et par conséquent à un comportement dynamique adouci.

Les systèmes choisis pour les optimisations suivantes comportent un nombre d’engrènements
plus élevé :

— Transmission C : 4 étages de réduction en une seule cascade (figure 3.28)
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a- Transmission A : deux engrènements en cascade

b- Transmission B : deux engrènements décalés

Figure 3.27 – Réducteurs à 2 étages
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— Transmission D : version simplifiée de l’Accessoy Gearbox AGB Trent XWB. Cette boîte
de transmission est constituée de 9 roues dentées réparties sur 3 cascades. Il y a en tout 6
engrènements. (figure 3.29).

Figure 3.28 – Transmission C à 4 engrènements

Dans le cas d’un fonctionnement sans correction, les simulations des réponses dynamiques
de ces systèmes montrent que les amplitudes des efforts dynamiques de certains étages peuvent
dépasser deux fois la valeur de l’effort statique correspondant. Ceci engendre des pertes de
contact entre dentures et, par conséquent, des vibrations importantes dans tout le système. Ce
type de fonctionnement est à éviter et cela nécessite la détermination de corrections de profil
adéquats. La recherche directe des meilleures corrections vis-à-vis du critère P2 en utilisant un
algorithme génétique conduit à des temps de calcul prohibitifs. Considérant que le critère P1 est
beaucoup plus rapide à estimer, une autre stratégie consiste à utiliser les résultats obtenus pour
les réducteurs à 2 étages :

1. On suppose que les corrections qui minimisent le critère P2, minimisent également le
critère P1.

2. On recherche les corrections qui minimisent le RMS des erreurs de transmission quasi-
statiques locales (critère P1 3.22).

3. On vérifie que le niveau du critère P2 pour les corrections obtenues à l’étape précédente
est largement inférieur à 2.

La figure 3.30 illustre la réduction du coefficient dynamique pour la transmission D par
rapport au cas sans correction, sur une plage étendue de la vitesse de rotation de l’axe moteur.

L’ensemble des études menées à couples extérieurs constants mettent en évidence les points
suivants :
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Figure 3.29 – Transmission D : AGB Trent XWB



3.3. Optimisation des dentures dans le cas de plusieurs engrènements 127

Figure 3.30 – Évolutions des coefficients dynamiques en présence de corrections de profils
optimales courtes
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— l’optimisation du RMS(T E⋆S ) de chaque étage conduit à l’optimisation globale selon le
critère P1 ;

— les corrections optimales du point de vue des écarts de transmission améliore significati-
vement le comportement dynamique (critère P2) sur toute la plage de vitesses ;

— le type de correction (longue, moyenne, courte) a peu d’influence sur les niveaux des
critères P1 et P2 ;

— les corrections qui minimisent P1 sont très proches de la courbe maîtresse modifiée.

3.3.5 Études pour différents couples

Dans les applications réelles, la puissance totale qui traverse la boîte de transmission est
distribuée aux différents accessoires tels que pompes, générateurs, moteurs . . . Suivant les
phases de vol et de fonctionnement du système auquel chaque élément participe, les appels
de puissance évoluent dans le temps. La vitesse de rotation des turbopropulseurs étant assez
stable, les variations de puissance se traduisent essentiellement par des variations de couples.
Ceci implique que, quelle que soit la correction de profil retenue, elle ne pourra être adaptée
à l’ensemble des cas de fonctionnement. Pour affiner le choix des corrections, des simulations
complémentaires ont été réalisées avec des couples extérieurs s’écartant des valeurs nominales.

Couple moteur variable dans le temps
Pour la transmission C, le couple d’entraînement Cm évolue de façon sinusoïdale en fonction du
temps, centré sur le couple nominal :

Cm(t) = CN +∆C sin(kΩ1t) k entier < z1 (3.34)

La vitesse de rotation de l’arbre d’entrée est supposée constante et le couple résistant de
sortie est calculé en utilisant le théorème de l’énergie cinétique.

Sans correction des dentures, la comparaison des courbes de réponses du coefficient dy-
namique montre que l’introduction d’un couple moteur variable engendre une augmentation
des efforts maximum à la denture et l’apparition de pics au voisinage de la vitesse critique ωc
(figure 3.31). Cet effet est présent sur tous les étages d’engrènement. Son apparition traduit un
phénomène d’interaction entre les étages d’engrènement. A cette vitesse d’entrée, les spectres
des efforts dynamiques des 4 étages exhibent un contenu fréquentiel composé des harmoniques
de la fréquence d’engrènement et des bandes latérales liées à la fréquence du couple variable.

Pour une période du couple largement supérieure à celle de l’engrènement, les déflexions
quasi-statiques moyennes sur chaque période d’engrènement évoluent au cours du temps. Les
corrections de profil définies précédemment à partir du couple nominal sont donc à priori mal
adaptées dans ce cas. Cependant, la moyenne des déflexions statiques est inchangée sur un
multiple de la période de chargement. Pour cette raison, la correction définie par le couple
nominal est testé avec un couple variable. Pour les trois types de corrections de profil optimales
appliquées, l’analyse des résultats montre une amélioration du comportement dynamique des 4
étages d’engrènement sur toute la plage de vitesses de rotation de l’arbre moteur (figure 3.32).
Cependant, au voisinage de la vitesse critique ωc le comportement se dégrade légèrement. Ceci
montre que les modifications de profil proposées, définies à partir des déflexions statiques
moyennes sur la période du chargement, sont globalement efficaces pour la réduction des
excitations d’engrènement sauf au voisinage de la vitesse critique générée par la combinaison
des excitations extérieures.
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a-
b-

Figure 3.31 – Évolutions des coefficients dynamiques des 4 étages d’engrènement sans correction
de profil en présence de a- un couple moteur constant et b- un couple moteur variable dans la
temps
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Figure 3.32 – Évolutions des coefficients dynamiques en présence du couple moteur variable
Ct1 et des corrections de profil optimales a) courtes, b) moyennes et c) longues
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3.3.6 Synthèse

Les corrections de profil linéaires et symétriques efficaces pour réduire les fluctuations de
l’écart de transmission, le sont également pour atténuer le comportement dynamique sur une
large plage de vitesses. Les profondeurs et longueurs de modifications de profil optimales se
trouvent systématiquement à proximité de la courbe maîtresse modifiée. Le type de correction
(courte, moyenne ou longue) sur cette courbe a peu d’influence sur le niveau de fluctuation du
comportement dynamique. En présence de couples extérieurs ayant une composante alternée,
l’emploi de corrections de profil définies à partir des couples moyens demeure un moyen sûr de
limiter les coefficients dynamiques estimés sur les engrènements.

Initialement, la courbe maîtresse modifiée est définie pour un unique engrènement et à un
couple transmis donné. Son utilisation est également pertinente dans certains cas courants où
un pignon engrène avec plusieurs roues :

— les pignons intermédiaires (pignons fous) : les géométries des engrènements sont diffé-
rentes mais les contacts sont réalisés sur des flancs différents ce qui rend les corrections
de chaque flanc indépendantes ;

— les planétaires de trains épicycloïdaux : le même flanc des dents entre en contact successi-
vement avec les différents satellites mais les géométries sont sensiblement les mêmes et
on peut raisonnablement estimer que le partage de charge se fait équitablement.

3.4 Étouffeur de vibrations

3.4.1 Contexte

Dans les navires de forts tonnages, les couples importants transitant dans la ligne de propul-
sion imposent aux engrenages d’avoir des roues de grands diamètres (supérieur à 2m). Pour les
contraintes de masse, les corps de ces roues sont généralement creux, réalisés par un assemblage
mécano-soudé de plaques et de cylindres. Ces cavités rendent la structure plus flexible et elle
devient le siège de diverses vibrations. Une idée simple consiste à utiliser l’espace des cavités
pour y installer des dispositifs passifs permettant d’étouffer les vibrations de l’engrènement et
de la structure.

La société Naval Group s’est intéressée à ce type de dispositif et a financé un contrat de colla-
boration CIFRE avec le LaMCoS. Cyril Chevrel–Fraux a bénéficié de ce financement et il a mené
ses travaux de thèse [21] sur l’évaluation des performances théoriques d’un engrenage où les
cavités de la roue sont remplies d’un matériau aux propriétés dissipatives plus importantes que
l’amortissement structural. Ces travaux ont été soutenus en 2020 et l’encadrement académique a
été réalisé par Philippe Velex (directeur) et moi-même. Bien que des matériaux visco-élastiques
soient de bons candidats à cette fonction absorbante, les travaux se sont plutôt orientés sur des
matériaux élasto-plastiques.

Du coté de la littérature, la majorité des études traitant de la réduction des vibrations générées
par l’engrènement s’intéressent aux modifications des dentures (corrections de profil et d’hélice).
L’ajout d’un système dissipatif à proximité du plan d’engrènement est un axe encore peu exploré.

3.4.2 Modélisations

La modélisation retenue d’un réducteur avec une roue flexible contenant un matériau dissi-
patif est un assemblage de trois modèles :

— un modèle d’engrènement à paramètres concentrés ;
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— un modèle de la roue flexible qui se déforme et vibre sous les actions dynamiques de
l’engrènement et des paliers ;

— un modèle de comportement du matériau qui va absorber des vibrations.
Les interfaces entre ces trois parties sont particulièrement importantes.

Modèle de l’engrènement

L’approche présentée 2.1 page 7, développée au LaMCoS au sein de l’équipe de P. Velex, est
très efficace pour la modélisation de l’engrènement. Le nombre de degrés de liberté est réduit
par rapport à la méthode des éléments finis, ce qui lui permet de traiter des configurations dyna-
miques en des temps très raisonnables (de l’ordre de la minute pour une trentaine de périodes
d’engrènement). Les approches analytiques des déplacements des dentures participent significa-
tivement à ces performances. Les modèles des corps des roues dentées permettent seulement de
tenir compte d’un champ de déformation nul ou bien celui d’une poutre de Timoshenko. Ils sont
inadaptés pour rendre compte du comportement statique et dynamique d’une roue possédant
une structure complexe. Pour ces raisons, la structure du code est globalement conservée et seuls
la raideur de fondation des dents de la roue et le modèle de déformation du corps de roue sont
remplacés.

Modèle de roue flexible

Une modélisation plus fine du comportement mécanique de la roue est basée sur la méthode
des éléments finis. Le logiciel commercial ABAQUS a été retenu pour la mise en œuvre.

Figure 3.33 – Géométrie de la roue

La géométrie de la roue considérée est représentée sur la figure 3.33. Elle est composée de
voiles dont l’épaisseur peut varier entre 5 et 50 mm, petite par rapport aux autres dimensions.
Ils sont modélisés par des éléments de coque. La jante et l’arbre sont plus épais et ils sont maillés
par des briques à 20 nœuds. Conformément aux travaux de Bettaieb [11], Cooley [26] et Guilbert
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[44], les dents ne sont pas introduites dans la sous-structure de la roue qui est maillée jusqu’au
rayon de pied. Le maillage compte environ 25 000 nœuds et 90 000 degrés de liberté, ce qui est
beaucoup trop pour être utilisé directement avec le modèle d’engrènement.

Une méthode de sous-structuration est utilisée pour réduire significativement le nombre de
nœuds tout en gardant les premiers modes de la structure complète. Ces techniques ne sont
utilisables que pour des problèmes linéaires, il n’est donc pas possible d’y inclure directement
un comportement dissipatif du matériau. La méthode à interface libre de Craig-Chang [28] est
utilisée dans le cas présent.

Le choix des nœuds conservés (nœuds maîtres) est fondamental pour l’intégration de la
sous-structure dans son environnement. La roue déformable étant au cœur du système, ce sont
ses interactions qui guident le choix des nœuds maîtres :

— La roue est positionnée dans le bâti par des paliers à roulements, supposés élastiques
et linéaires. Étant donné qu’on souhaite conserver la possibilité d’une transmission de
moments, un nœud à 6 ddl est ajouté au centre de chaque palier (points B1 et B2 sur la
figure 3.34). Ils ne correspondent pas à des points du maillage et ils sont connectés, via
une liaison rigide, à une partie de l’alésage.

— La denture de la roue sera reliée au cylindre de pied par l’intermédiaire des nœuds de
cette surface. L’intégralité de ceux-ci est donc conservée.

— Les parois des cavités sont en contact avec le matériau dissipatif et ce sont les déplacements
de celles-ci qui mettent en œuvre la transformation d’énergie. Il faut donc maintenir dans
la sous-structuration à minima un nœud au centre de chacune des faces (figure 3.34).

Figure 3.34 – Positionnement des nœuds maîtres sur la roue déformable

A l’issue de la phase de condensation, le modèle compte environ 2 700 degrés de liberté
auxquels il faut ajouter les degrés de liberté provenant de la base modale.

Modèle du matériau de remplissage

Le matériau est contenu dans une enceinte fermée qui, dans le cadre des HPP, peut se
déformer et dont les parois peuvent vibrer. Le chargement est à priori cyclique au cours du
temps. Le cahier des charges des travaux menés par C. Chevrel–Fraux impose un comportement
élasto-plastique. Cela signifie qu’il faut définir une surface de charge et un écrouissage capable
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de rendre compte de l’effet Bauschinger. Ce phénomène, d’après Lemaitre et Chaboche [61]
entraîne une dissipation d’énergie mécanique pour une sollicitation cyclique (figure 3.35).

Figure 3.35 – L’effet Bauschinger [61]

La littérature sur les modèles élasto-plastiques est assez fournie. Pour un premier travail sur
le sujet et pour une plus facile intégration avec les autres modèles, nous avons opté pour un
modèle à paramètres concentrés. Le modèle de Masing [78] (figure 3.36) est le plus simple trouvé
dans la littérature. C’est un modèle à deux pentes réglées par les valeurs des raideurs k1 et k2. Le
frotteur associé à la raideur k2 permet de simuler une surface de charge (en une dimension) et
l’écrouissage.

Figure 3.36 – Modèle de Masing

Pour simuler le comportement macroscopique du caisson rempli au sein de la roue, une masse
ponctuelleM possédant 3 degrés de liberté de translation est introduite au centre géométrique de
la cavité. Elle est reliée à chaque nœud maître des parois par l’intermédiaire de trois modèles de
Masing disposés selon des directions orthogonales. Sur la figure 3.37, seuls 4 systèmes disposés
selon les directions normales aux faces sont représentés mais le modèle en compte 18 par caisson.

Une dernière précaution est à prendre afin de vérifier que pour un mouvement de corps
rigide de la roue, les systèmes de Masing ne produisent pas de travail. Pour cela, le champ
de déplacement des nœuds maîtres du caisson est décomposé en un déplacement de corps
parfaitement rigide (torseur des petits déplacements) et un champ lié à la déformation du
caisson. Les systèmes de Masing sont soumis seulement à ce dernier.
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Figure 3.37 – Systèmes de Masing entre la masse centrale et les nœud maîtres des parois d’un
caisson

Interfaces entre les modèles

Physiquement, le matériau de remplissage est en contact sur toute la surface des parois
métalliques des caissons. Pour améliorer la représentativité de cette interaction dans le modèle à
paramètres concentrés, le nœud maître situé au centre des faces n’est pas un nœud du maillage
mais un point construit de telle sorte que son déplacement est défini par une moyenne pondérée
des déplacements des nœuds de la zone de contact en question. Différents types de pondération
sont proposés et la distribution uniforme est la plus satisfaisante. Les modèles de Masing sont
connectés à ces nœuds possédant une cinématique particulière.

Le modèle d’engrènement utilise les déplacements dans la direction normale au contact
alors que le modèle sous-structuré du corps de la roue détermine les translations dans les 3
directions du repère des nœuds du maillage. Aussi, une adaptation cinématique est nécessaire
pour rendre les déplacements des deux modèles compatibles. Cette interface est reprise des
travaux de Bettaieb [11] et de Guilbert [44].

Identifications des paramètres de Masing

La définition des valeurs des paramètres du modèle de matériau dépend de la situation. En
phase d’étude paramétrique, le concepteur peut librement fixer les valeurs dans un intervalle
plausible. Si les propriétés du matériau de remplissage sont connues, une étape d’identification
est nécessaire pour les paramètres concentrés du modèle de Masing.

La valeur de la masse centrale M est simplement prise égale à la masse du matériau de rem-
plissage. L’identification des paramètres des modèles de Masing passe par un modèle éléments
finis du matériau de remplissage d’un demi caisson (la masse centrale est supposée immobile).
Les déplacements de 5 faces du modèle sont bloquées et les déplacements des nœuds de la
face étudiée sont liés à celui d’un nœud maître situé au centre. Comme à l’étape de la sous-
structuration, le lien établit que les déplacements du nœud maître sont des moyennes pondérées
de ceux de tous les nœuds de la face. Pour obtenir les caractéristiques, le modèle est piloté en
effort sur le nœud virtuel suivant les directions normales ou tangentielles et le déplacement
résultant est relevé. A partir d’un ensemble de couples de valeur d’effort-déplacement dans une
direction donnée, les caractéristiques du modèle de Masing sont identifiées (figure 3.38).
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Figure 3.38 – Comportement du matériau de remplissage : Résultats MEF et identification pour
le modèle de Masing

3.4.3 Remarques sur la résolution

Globalement, la résolution du système utilise un schéma numérique de Newmark pour
l’intégration temporelle, couplé à un algorithme de contact pour l’engrènement. M. Chevrel–
Fraux a dû apporter deux modifications importantes à l’algorithme usuellement mis en œuvre
dans les codes de calcul de type VSA :

— Étant donné que la grande majorité des degrés de liberté sont ceux de la roue, il est plus
rapide de résoudre les équations du mouvement dans le repère de la roue plutôt que de
rester dans celui du bâti. Le nombre de changements de repère est réduit.

— Un paramètre d’écrouissage intervient dans chaque modèle de Masing et sa valeur est
susceptible d’évoluer à chaque pas de temps. Sa détermination est implicite, ce qui
impose une une boucle supplémentaire dans l’algorithme, assurant la convergence de ces
paramètres.

D’autre part, l’augmentation significative du nombre de degrés de liberté par rapport à un
modèle d’engrenage à corps rigide, la taille de la roue (∼ 230 dents) et la prise en compte de la
non linéarité du matériau de remplissage conduit à des temps de calcul nettement plus élevés
(de l’ordre de la journée) pour une période complète du système.

3.4.4 Les principaux résultats

Après avoir vérifié que la modélisation du matériau de remplissage donnait les résultats
attendus dans le cas d’un comportement linéaire, diverses études paramétriques ont été réalisées
avec un matériau élasto-plastique.

Balayage en vitesse

Afin d’avoir un premier aperçu de l’influence du matériau de remplissage sur le comporte-
ment dynamique de l’engrènement, le maximum du coefficient dynamique à la denture et le
RMS des déplacements aux paliers sont tracés sur la figure 3.39 pour un balayage en vitesse.
Dans ce cas, les caractéristiques physiques du matériau de remplissage sont proches de celles
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Module d’Young : 2 GPa

Masse volumique : 1000 kgm−3

Coefficient de Poisson : 0,2

Module tangent élasto-plastique : 0,3 GPa

Limite d’élasticité initiale : 1,25 kPa

Tableau 3.5 – Paramètres physique du matériau de remplissage

d’un sable et elles sont définies dans le tableau 3.5. La transmission étudiée est à denture chevron
et ses paramètres sont définis par le tableau 3.6

a- b-

Figure 3.39 – Coefficient dynamique (a-) et RMS des déplacements aux paliers (b-) en fonction
de la vitesse de rotation

A faibles vitesses et jusqu’à 0,8Vmax, la présence d’un matériau de remplissage n’est pas très
sensible, si ce n’est le décalage fréquentiel provoqué par l’ajout de masse. Pour les vitesses plus
élevées, les valeurs maximales du coefficient dynamique et du RMS des déplacements aux paliers
atteignent des valeurs nettement plus faibles dans le cas d’un matériau élasto-plastique. Malgré
l’existence d’une courte zone où les caractéristiques sont légèrement dégradées, l’emploi de ce
type de matériau permet de limiter les valeurs maximales des caractéristiques observées.

En complément, la figure 3.40 présente l’évolution de l’énergie mécanique dissipée dans
l’ensemble des caissons pour un tour de roue en fonction de la vitesse de rotation.

Ce résultat confirme la zone d’efficacité du dispositif au delà de 0,8Vmax. Il est intéressant de
noter que dans cette zone, la quantité d’énergie transformée est relativement faible par rapport à
celle qui transite par l’engrenage.

Le système est actif et améliore sensiblement le comportement dynamique dans des domaines
de fonctionnement où la transmission sans dispositif de dissipation présente un coefficient
dynamique important, lié à des battements des parois des caissons plus forts. Seulement, le
comportement du matériau de remplissage étant introduit avec une loi à seuil, les excitations
doivent atteindre un certain niveau pour enclencher le mécanisme de dissipation. Ce niveau
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Pignon Roue

Module normal [mm] mn 9

Nombre de dents z 47 239

Angle de pression normal [°] αn 20

Angle d’hélice [°] β -15 15

Largeur de denture [mm] b 175 175

Tableau 3.6 – Caractéristiques des dentures

Figure 3.40 – Énergie dissipée en fonction de la vitesse de rotation
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minimum est fonction de la structure de la roue (nombre de caisson, épaisseur des parois, . . .) et
des caractéristiques du matériau. Les principaux résultats de l’étude paramétrique réalisée par
C. Chevrel–Fraux sont les suivants :

— La masse volumique et le module d’Young dans la zone de comportement élastique du
matériau de remplissage ont une faible influence sur l’efficacité du système ;

— Une limite d’élasticité peu élevée et un module d’Young élasto-plastique faible favorisent
la dissipation d’énergie mécanique et réduisent l’amplitude du coefficient dynamique et
du RMS des déplacements aux paliers ;

— L’augmentation du nombre de caissons tend à rigidifier la roue, à diminuer les amplitudes
de battement des parois et, globalement, à réduire l’effet amortissant.

3.4.5 Synthèse

L’introduction d’un matériau de remplissage dans le corps de la roue modifie sa masse,
son inertie et sa rigidité. Les valeurs de certaines vitesses critiques, comme la vitesse critique
d’engrènement, sont légèrement affectées alors que d’autres, comme celles associées à des modes
de la structure, sont plus fortement impactées.

Le bénéfice de ce dispositif apparaît essentiellement lorsque les vibrations sont importantes,
en particulier au voisinage de la fréquence critique d’engrènement. La loi retenue pour le
comportement étant une loi à seuil, seules les vibrations conduisant à un niveau de contrainte
supérieur au seuil engendrent une dissipation, réduisant l’intensité de celles-ci. La quantité
d’énergie dissipée est relativement faible mais cette transformation est très efficace sur les
grandeurs macroscopiques telles que le coefficient dynamique à l’engrènement ou le RMS des
déplacements aux paliers. Le niveau de vibration permettant le déclenchement du mécanisme
de dissipation dépend de la structure, de son amortissement structural et des caractéristiques
physiques du matériau de remplissage.

Cette technique pourrait être employée en complément de corrections de forme, de façon
à élargir le domaine de fonctionnement où les vibrations sont faibles. Une première étude où
le couple résistant évolue de façon quadratique avec la vitesse de rotation, donne de premiers
résultats encourageants.

Bien entendu, le modèle élasto-plastique et la prise en compte du matériau de remplissage
pourraient être largement enrichis pour aller vers un véritable comportement tri-dimensionnel.
Un autre point qui pourrait être développé est celui de l’interaction entre le matériau et les parois.
Cyril Chevrel–Fraux a supposé une adhérence parfaite mais est-ce réaliste ? Cette interface est-
elle dissipative (frottement, . . .) ? Dans l’affirmative, le poids du paramètre «nombre de caissons»
devrait augmenter.

3.5 Autres travaux non détaillés

Mon activité de recherche m’a également conduit à participer à l’encadrement d’autres
travaux de thèses, soutenus ou en cours, qui ne sont pas détaillés dans ce document pour en
limiter la longueur. J’en fais ici un rapide résumé.

3.5.1 Travaux soutenus

Thèse d’Ahmed Jawad Qureshi

Les travaux de thèse d’Ahmed Jawad Qureshi ont été conclus en juin 2011 et ils sont intitulés
«Contributions à la maîtrise de la robustesse des produits : Formalisation par logique formelle,
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applications à la conception ensembliste et au tolérancement». Ils ont été financés par une bourse
du gouvernement pakistanais obtenue par concours et ils se sont déroulés au sein du Laboratoire
de Conception Fabrication et Commande au campus Arts et Métiers de Metz. Le directeur de
thèse était Jean-Yves Dantan.

Les travaux portent sur la formalisation du problème de conception mécanique et le dévelop-
pement d’outils numériques associés dans le but d’intégrer des incertitudes au plus tôt dans la
phase de conception d’un produit mécanique. Ces incertitudes sont à prendre au sens large car
elles concernent aussi bien les caractéristiques matérielles, que géométriques, qu’environnemen-
tales. Ce travail s’intègre dans la mise en œuvre de l’ingénierie concourante au sens où il tente
d’en faciliter l’application. Deux problèmes essentiels de la définition d’un produit sont traités :
la conception (optimisation) robuste de l’architecture du produit et de son tolérancement.

L’objectif est, d’une part, de fournir un cadre général de description de tels problèmes et
d’autre part, de proposer des modèles, des méthodes et des outils permettant une démarche
globale de la définition du produit et de ses tolérances des méthodes de résolution conduisant à
un ensemble de solutions robustes.

Thèse de Tommy Pinel

En 2020, Tommy Pinel a soutenu sa thèse [82] intitulée «Modélisation 3D dynamique d’un
réducteur compact à fort rapport avec profil de denture en développante de cercle». Ce travail fut
financé par une CIFRE avec la société Moving Magnet Technologies (MMT), basée à Besançon, qui
est spécialisée dans la conception de solutions électromagnétiques appliquées à la mécatronique
pour les mobilités. Philippe Velex était le directeur de thèse.

Les moteurs électriques ont généralement une efficacité élevée sur une plage de fonction-
nement peu adaptée aux diverses applications et l’utilisation d’un réducteur de vitesse est
nécessaire. Les architectures et les technologies rencontrées dans la réalisation de ces systèmes
sont extrêmement diverses. Ce travail de recherche se focalise sur une famille de réducteurs
caractérisés par un fort rapport de réduction (>20), un faible encombrement et des profils de
dents en développante de cercle. Le pignon, entraîné par un excentrique, engrène à l’intérieur
d’une couronne fixe et le mouvement de sortie est récupéré à l’aide de pines en contact avec des
alésages du pignon (figure 3.41).

Figure 3.41 – Réducteur cycloidal

Une première étude, menée en considérant les pièces parfaitement rigides, permet de définir
une géométrie nominale exempte d’interférence. Ensuite, les comportements quasi-statique et
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dynamique du système sont analysés en utilisant un modèle où les différentes pièces sont animées
de 6 degrés de liberté supplémentaires et où toutes les liaisons sont élastiques. L’introduction de
ce comportement déformable modifie de façon très sensible les zones de contact et améliore la
répartition du chargement. Le rapport de conduite, inférieur à l’unité dans le premier modèle,
peut devenir supérieur à 3 dans le cas où la couronne possède une dent de plus que le pignon.
De plus, le modèle permet de détecter des cas de fonctionnements pathologiques où un contact
isolé entre les dentures apparaît à l’extrémité de la zone de contact potentiel.

Enfin, une démarche de conception est proposée où l’outil développé occupe une place
centrale. L’introduction de certains écarts de réalisation permet notamment de tester les choix
de conception au voisinage des valeurs nominales et de vérifier la robustesse de l’ensemble.

3.5.2 Travaux en cours

Thèse d’Elias Rechreche

Depuis juillet 2021, Elias Rechreche effectue des travaux de recherche sur les accouplements
élastiques à ressorts (figure 3.42) dans le cadre d’une CIFRE avec la société CMDgears (Cambrai).
Le directeur de thèse est Philippe Velex.

Figure 3.42 – Accouplement élastique à ressorts

La flexibilité de ces composants permet de compenser de légers écarts de position et d’orien-
tation des arbres des éléments principaux d’une chaîne de transmission de puissance. Pour la
gamme d’accouplements proposés, les couples transmis s’étendent de 103Nm à 106Nm. Bien
que cette technologie existe depuis plus d’une centaine d’années, les documents scientifiques
portant sur sa conception sont très peu nombreux. Notamment, il est connu que leur comporte-
ment non linéaire permet de filtrer certaines vibrations mais aucune précision sur la nature et la
fréquence de ces perturbations n’a été trouvée.

Elias Rechreche a entrepris un important travail de modélisation et les premiers résultats
montrent les points suivants :

— Le comportement quasi-statique du modèle sur une plage étendue de couple est cohérente
avec les mesures réalisées ;
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— Les écarts de transmission sous charge sont faibles, même en présence d’écarts de position
et d’orientation des axes ;

— En dynamique, pour une fluctuation de couple faible par rapport à sa valeur moyenne, le
comportement est quasiment celui d’un système linéaire. Lorsque les fluctuations sont
plus fortes, des effets non linéaires atténuent la réponse dynamique. En réduisant le
modèle aux degrés de liberté torsionnels, le comportement est proche d’un oscillateur de
Duffing.

— La prise en compte de contacts frottants (modèle de Coulomb régularisé) montre que les
pertes aux contacts ressort-moyeux sont très faibles et n’impactent pas de façon sensible
le comportement dynamique de l’accouplement.

Un banc d’essais dynamique est en cours de réalisation et nous espérons pouvoir confronter les
résultats numériques aux constatations expérimentales. Un travail de synthèse sera également
mené de façon à mieux relier conception et comportement dynamique.

Thèse de Julien Finot

Julien Finot travaille sur le problème de l’apparition des raies fantômes dans le spectre
fréquentiel des réducteurs de véhicules électriques. Ce travail fait l’objet d’une convention
CIFRE avec STELLANTIS et a débuté en mars 2022. Philippe Velex est le directeur de cette thèse,
elle est co-dirigée par François Girardin et moi-même.

Figure 3.43 – Principe de finition par meule-mère et écarts mesurés

Dans les véhicules à propulsion électrique, le bruit d’engrènement généré par la transmission
n’est plus couvert par celui du moteur thermique. Le comportement NVH du réducteur est
donc particulièrement scruté par les constructeurs et les qualités géométriques des dentures
sont sensiblement améliorées en passant d’un procédé de finition par rasage à une finition par
rectification. Dans certaines conditions, des pièces conformes génèrent, une fois montées dans le
réducteur, une tonalité audible non corrélée aux fréquences d’engrènement, d’où la qualification
de fantôme. Il est à peu prés certain que ce phénomène est dû à la présence d’une ondulation
continue sur toutes les dents d’une des roues, d’amplitude de l’ordre du micromètre et ayant
une longueur d’onde de quelques millimètres (2 ou 3 ondulations par flanc de dent). Elle résulte
d’un léger défaut dans le processus de finition qui s’imprime sur la denture et c’est sa régularité
qui pose problème.



3.5. Autres travaux non détaillés 143

D’un point de vue industriel, il est important de détecter cette cause de nuisance le plus tôt
possible à un coût raisonnable et de connaître les différentes actions correctrices possibles.

Un premier travail d’analyse des fichiers de mesures a été réalisé et il conduit à l’identification
des ondulations suspectes. Un modèle de simulation de la rectification permet la prise en
compte d’écarts de position et d’écarts cinématiques durant la phase de réalisation. Il donne
une approximation de la surface obtenue. Les écarts de transmission sous charge avec des
surfaces proches des mesures ou des simulations sont obtenus avec un code de simulation de
l’engrènement.

Thèse de Wassim Ramdane

Wassim Ramdane a débuté une thèse en convention CIFRE avec la société REDEX en dé-
cembre 2022 (directeur de thèse : Christophe Changenet, LabECAM, ECAM Lyon). Parmi dif-
férentes activités, cette société conçoit, fabrique et commercialise des réducteurs pour des
machines-outils constitués d’un renvoi d’angle et d’un train épicycloïdal (figure 3.44).

Figure 3.44 – Architecture d’un réducteur REDEX constitué d’un renvoi d’angle et d’un réducteur
épicucloïdal

Dans certaines configurations d’utilisation sévère, la température du boîtier peut atteindre
des niveaux dangereux pour l’intégrité du système. L’objectif des travaux de recherche de Wassim
Ramdane est d’explorer les possibilités d’optimisation du renvoi d’angle en terme de pertes par
frottement à la denture et de fluctuation de l’écart de transmission sous charge. Les dentures
spiro-coniques sont très dépendantes des machines outils qui les réalisent (dentures spirales
Gleason, Oerlikon, Klingelnberg), ce qui rend l’optimisation de leurs géométries plus complexe.

Un premier modèle est consacré à la modélisation de l’engrènement dynamique du couple
spiro-conique. Une approche par coefficients d’influence est utilisée pour l’introduction de
l’élasticité des contacts et des dentures. Un modèle en déplacements de type VSA est mis en
œuvre pour obtenir le comportement dynamique. Un second modèle traite l’aspect thermique
du réducteur et détermine notamment la température et la viscosité du lubrifiant qui impacte
directement le niveau de pertes par frottement dans l’engrènement. Il y a un couplage entre des
deux modèles et la résolution est itérative.
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Chapitre4
Synthèse des activités
d’enseignant-chercheur

4.1 Investissement pédagogique

4.1.1 Présentation synthétique de l’activité d’enseignement

1997-1998 : Enseignant stagiaire au lycée Jean Perrin de Marseille
∼200h Conception mécanique en classe de première d’adaptation (élèves venant d’un
BEP)

1998-2008 : PRAG à l’École Nationale Supérieure d’Arts et Métiers de Metz

Principaux enseignements :
∼ 220h/an CM, TD et TP Mécanique des fluides, 1ère année ENSAM
∼ 90h/an CM, TD et TP Turbomachines, 2de année ENSAM
∼ 80h/an CM et TD Transmission de puissance mécanique et transformation de mouve-

ment, 1ère année ENSAM
∼ 50h/an de projets, sur les 3 années de formation

2008-2016 : Maître de Conférences au département Génie Mécanique Développement de
l’INSA de Lyon.

Principaux enseignements :
∼ 80h/an CM, TD et TP Mécanique des solides déformables, 3ème année INSA
∼ 50h/an CM et TD Conception mécanique, 1ère année INSA
∼ 50h/an TD et TP Résistance des matériaux, 3ème année INSA
∼ 60h/an Projets, 3ème, 4ème et 5ème année INSA

2016- : Maître de Conférences au département Génie Mécanique de l’INSA de Lyon
En septembre 2016, les 2 départements de mécanique (Génie Mécanique Conception et
Génie Mécanique Développement) de l’INSA de Lyon ont fusionné.

145
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Principaux enseignements :
∼ 80h/an CM, TD et TP Mécanique des solides déformables, 3ème année INSA
∼ 70h/an CM et TD Transmission de puissance mécanique, 4ème année INSA
∼ 70h/an TD et TP Dimensionnement et analyse de mécanisme, 3ème et 4ème année

INSA
∼ 50h/an Projets 3ème et 5ème année INSA

4.1.2 Activités particulières

— En 2016, la fusion des 2 départements de génie mécanique de l’INSA de Lyon a nécessité
une remise en cause profonde des enseignements. J’ai participé activement au projet et
je me suis concentré plus particulièrement sur la mise en place de l’enseignement de
mécanique des solides déformables en 3ème année et sur l’enseignement de la cinématique
et des systèmes de transmission de puissance en 4ème année.

— En 2020, la crise sanitaire nous a obligés à adapter fortement nos méthodes d’enseigne-
ment et d’évaluation.

— Depuis 2018, je suis enseignant référent pour une centaine d’étudiants de 3ème année.
Mon rôle est d’écouter les étudiants qui rencontrent des difficultés (scolaires, financières,
familiales, sanitaires, etc) et de les orienter vers des structures qui peuvent leur apporter
une aide (service social des étudiants, bourses et aides financières, tutorat, mentorat,
service de médecine préventive des étudiants, cellule d’écoute et d’accompagnement
contre les discriminations, harcèlement et violences sexiste et sexuelles, etc.)

4.1.3 Présentation des enseignements

Formation initiale

Lorsque j’occupais un poste de PRAG à l’ENSAM (1998-2008), mon enseignement était
principalement orienté sur la mécanique des fluides, les turbomachines et la construction
mécanique, à un niveau de formation qui correspond à L3 et M1. Les promotions que j’accueillais
en cours magistral étaient de 75 à 90 étudiants, divisée en 3 ou 4 groupes de TD. Chaque année,
le périmètre de mes enseignements évoluait au gré des circonstances et des besoins.

Depuis mon recrutement sur un poste de Maître de Conférences, la grande majorité de mes
enseignements font partie de la formation initiale des ingénieurs INSA. Ils sont réalisés en
présentiel, sous forme de cours magistraux (80 à 100 étudiants), de travaux dirigés, de travaux
pratiques et de projets. J’interviens principalement en 3ème et 4ème année de formation INSA
(L3 et M1).

Enseignements à distance : Mars 2020 – juin 2021

La crise sanitaire a bouleversé nos pratiques pédagogiques et les modalités de l’enseignement
à distance ont constamment évolué. Les principaux points de vigilance ont été les suivants :

— susciter l’intérêt de nos étudiants ;
— veiller à ce qu’il n’y ait pas de décrochage ;
— être attentifs aux conditions matérielles de chacun et tenter de trouver des solutions en

cas de difficultés.

Formation continue

Sur la thématique de la transmission de puissance mécanique, des formations spécifiques ont
été mises en place pour répondre à des besoins d’industriels identifiés. Elles ont été organisées
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par l’intermédiaire d’INSAVALOR, la filiale de R&D, de valorisation et de formation continue de
l’INSA de Lyon. Leur volume horaire est d’une vingtaine d’heures, modulable. Les entreprises
ayant sollicité cette formation sont :

— Hispano-Suiza,
— Volvo,
— Getinge,
— Moving Magnet Technologies

4.1.4 Recrutement des étudiants

— 2000-2015 : membre du jury du concours de recrutement des étudiants de l’ENSAM et de
l’ENS de Cachan (épreuve orale de sciences de l’ingénieur)

— 2009-2019 : membre de jurys des entretiens de recrutement pour les INSA (en 1ère ou en
3ème année, à Lyon ou à Paris)

— 2020-. . . Analyse des dossiers des étudiants en CPGE ATS, postulant au département
Génie Mécanique de l’INSA de Lyon (environ 90 dossiers /an)

4.1.5 Responsabilités pédagogiques

Enseignements

1998 : Étant le premier enseignent permanent en mécanique des fluide et turbomachines,
j’ai mis en place les documents pédagogiques nécessaires aux cours magistraux (24h +
12h), travaux dirigés (24h + 12h) et travaux pratiques (6 + 3 bancs pédagogiques).

2004-2008 : Responsable du département d’enseignement « Énergétique » à l’ENSAM de
Metz :
— 2 permanents, entre 1 et 4 vacataires (pas de personnel technique)
— 2 salles de TP (∼ 18 bancs pédagogiques)

2010-2020 : Responsable de l’EC Mécanique des solides déformables :
— Recomposition des enseignements après la fusion des départements GMC et GMD.
— 23 intervenants, 300 étudiants, 540h de formation
— Élaboration d’un polycopié pour le cours et les TD
— Mise en place de 6 TP

2016- : Responsable d’un, puis deux, enseignement dans les parcours de 4ème année de
Transmissions de puissance mécanique (M1, ∼ 24h) : mise en place de ces enseignements,
réalisation de supports de cours et de TD différenciés.

2015- : Responsable et animateur d’un module de formation continue (∼ 20h) sur les trans-
missions de puissance.

2019- : Responsable de la plateforme de TP de mécanique des solides déformables
— 20 bancs pédagogiques
— Renouvellement de tous les PC en 2021
— Création d’un nouveau TP mettant en œuvre de la corrélation d’images pour visualiser

des champs de déplacements et de déformations, en lien avec des simulations obtenues
par la méthode des éléments finis

— Budget entre 6 et 9 ke
— Un ingénieur affecté à la plateforme, participation à son entretien annuel.
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Responsabilités connexes

— Animation de la cellule chargée de l’évaluation de tous les enseignements du département
GMD de 2011 à 2016 (3 promotions de 90 étudiants)

— Participation à l’élaboration du nouveau cursus GM (2014-2107)
— Animation de l’équipe pédagogique intervenant en Mécanique des solides déformables

(2015-2020)
— Suivi des étudiants de 3ème année en difficulté (2018- )
— Participation à la mise en place de la nouvelle maquette pédagogique qui sera mise en

place en septembre 2024

4.2 Activités liées à la recherche

4.2.1 Diffusion des travaux de recherche

Relecture d’articles scientifiques avant publication dans des revues internationales :
— 12 pour Mechanism and Machine Theory (Elsevier),
— 11 pour Journal of Mechanical Design (ASME),
— 4 pour Part C : Journal of Mechanical Engineering Science (SAGE)
— 4 pour Mechanics & Industry (EDP sciences),
— 3 pour Tribology Transaction (Taylor & Francis Online)
— 3 pour Journal of Vibration and Acoustics (ASME)
— 8 pour divers autres journaux

4.2.2 Participations

Membre du CIRTRANS (https://cirtrans-experts.com), groupement d’industriels et d’uni-
versitaires qui travaillent de façon collaborative sur des problématiques de transmission de
puissance (conception et fabrication).

Membre du comité scientifique des thèses de :
— Carl Landet : Optimisation des architectures et carters de réducteurs par engrenages

hélicoïdaux vis à vis du bruit de sirène ; préparée à l’Ecole Centrale de Lyon, LTDS, sous
la direction de J. Perret-Liaudet, financée par le CIRTRANS, soutenue en novembre 2021

— Eddy Abboud, Vibration in Gear Systems, HESAM Université, thèse CIFRE avec Valéo et
le LISPEN (Arts et Métiers, Lille), soutenue en avril 2022

Participation à l’organisation :
— 2e Journées Transmissions Mécaniques ; Lyon ; 11-12-juillet 2011 (∼ 60 personnes)
— International Gear Conference ; Lyon ; 26-28 Août 2014 (∼ 320 personnes)
— 3e Journées Transmissions Mécaniques ; Lyon ; 11-12-juillet 2016 (∼ 90 participants)
— International Gear Conference ; Lyon, 27-29 Août 2018 (∼ 300 personnes)
— 4e Journées Transmissions Mécaniques ; Lyon ; 11-12-juillet 2023 (∼ 100 personnes)

4.2.3 Études scientifiques

— Étude de comparaison des dentures HCR et Chevron pour Hispano-Suiza (groupe SA-
FRAN), 2011.

— Analyse de la géométrie de denture sur la raideur d’engrènement pour la société ADIXEN,
2013.

https://cirtrans-experts.com/
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— Amélioration du logiciel de simulation de l’engrènement « VSA », pour Hispano-Suiza
(groupe SAFRAN), 2013.

— Étude pour PSA sur les caractéristiques de fabrication conduisant à la génération de «
raies fantômes » lors de l’engrènement de pignons rectifiés. En collaboration avec François
Girardin du LVA (INSA), 2020-2021.

4.2.4 Vie du laboratoire

Membre du conseil de laboratoire de 2010 à 2015

4.2.5 Liste des publications

Revues internationales à comité de lecture
— J. Bruyère, J.-Y. Dantan, R. Bigot, P. Martin, Statistical tolerance analysis of bevel gear

by tooth contact analysis and Monte Carlo simulation, Mechanism and Machine Theory,
Volume 42, Issue 10, October 2007, doi :10.1016/j.mechmachtheory.2006.11.003

— J.-Y. Dantan, J. Bruyère, J.-P. Vincent, R. Bigot, Vectorial tolerance allocation of bevel
gear by discrete optimization, Mechanism and Machine Theory, Volume 43, Issue 11,
November 2008, doi : https ://doi.org/10.1016/j.mechmachtheory.2007.11.002

— J. Qureschi, J.-Y. Dantan, J. Bruyère, R. Bigot, Set based robust design of mechanical
systems using the quantifier constraint satisfaction algorithm, Engineering Applications
of Artificial Intelligence (23), 2010. doi : 10.1016/j.engappai.2010.02.003

— P. Velex, J. Bruyère, D. R. Houser, Some Analytical Results on Transmission Errors
in Narrow-Faced Spur and Helical Gears : Influence of Profile Modifications, Journal
of Mechanical Design, March 2011, Vol. 133, // doi : https ://doi-org.docelec.insa-
lyon.fr/10.1115/1.4003578

— D. Ghribi, J. Bruyère, P. Velex, M. Octrue, M. Haddar, A Contribution to the Design
of Robust Profile Modifications in Spur and Helical Gears by Combining Analytical
Results and Numerical Simulations, Journal of Mechanical Design 134, 6, 2012, doi :
https ://doi-org.docelec.insa-lyon.fr/10.1115/1.4006740
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Chapitre5
Conclusion et perspectives

La modélisation de l’engrènement s’intéresse aux interactions physiques entre des phéno-
mènes se déroulant à des échelles de longueur et de temps très différentes. La diversité des
modèles rencontrés dans la littérature témoigne que cet exercice est encore du domaine de la
recherche et chaque modèle répond plus ou moins bien à des besoins spécifiques mis en avant par
les auteurs. Les travaux de recherche que j’ai réalisés ou accompagnés au LaMCoS s’intéressent
principalement à la réduction des nuisances dynamiques. Pour cela, on cherche à minimiser les
fluctuations de l’écart de transmission quasi-statique car elles reflètent les principales sources
d’excitation du système.

Ces travaux s’articulent autour de deux pôles qui se complètent. Le premier a pour objectif
de réaliser une synthèse des corrections de forme appliquées aux dentures. Une approche
analytique originale permet de relier les caractéristiques de modification de forme optimale
à certains paramètres macroscopiques de l’engrenage comme le rapport de conduite εα et le
rapport de recouvrement εβ .

Actuellement, cette démarche n’a été appliquée qu’aux roues cylindriques à profil en déve-
loppante de cercle et pour deux types de corrections parmi les plus rencontrées. Le modèle est
assez détaillé pour pouvoir tenir compte de l’évolution de la raideur linéique d’engrènement
le long du segment de conduite et de l’effet convectif au contact. La moyenne quadratique de
l’écart de transmission s’exprime explicitement en fonction des corrections et il est alors possible
de la minimiser. Les combinaisons de corrections optimales se synthétisent en quelques relations
simples. Il est intéressant de noter que les modifications optimales sont dépendantes de la charge
mais dans le cas où εα > 2 ou εβ > 1, on montre que l’optimisation demeure efficace sur une
plage de couples.

Les résultats fournis par cette approche sont en bon accord avec ceux des modèles numériques
validés, dans la mesure ou l’environnement de l’engrenage (arbres, paliers, etc.) n’affecte pas
trop les positions relatives.

Le second pôle s’intéresse à l’analyse de systèmes mécaniques et à leur optimisation selon
un ou plusieurs critères. Les démarches mises en œuvre sont essentiellement numériques.
Les systèmes complets sont modélisés par une agrégation ordonnée de modèles élémentaires
(engrènement, contact, arbres, paliers, système amortissant, etc.). Les matrices masse et raideur
de l’équation du mouvement, ainsi que le second membre, sont fournis par les équations de
Lagrange. La matrice amortissement demeure une composante mal définie. Étant donné que les
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systèmes étudiés subissent peu d’amortissement, la matrice correspondante est définie de façon à
ne pas gêner la diagonalisation du système d’équations (méthode de Rayleigh, définition modale,
etc.). La résolution est menée dans l’espace temporel par un schéma d’intégration implicite
(généralement Newmark) associé à un algorithme complémentaire permettant de définir l’état
du système physique à chaque pas de temps. Peu de problèmes de stabilité ont été rencontrés.
Le nombre de degrés de liberté demeure raisonnable (au plus quelques milliers), les temps de
calcul sont faibles et ils permettent de réaliser des études paramétriques ou des optimisations.
L’approche numérique rend possible la prise en compte de davantage de phénomènes spécifiques
à chaque situation et l’utilisation de modèles plus fins au niveau de la description de la physique.
Des approches probabilistes (robustesse, sensibilité, etc.) ont également été tentées mais elles
sont limitées par le manque de connaissance des distributions des incertitudes et par les temps
de calcul qui augmentent très fortement avec le nombre de paramètres aléatoires considérés.

En ce qui concerne la poursuite des travaux suivant l’approche analytique, plusieurs pistes
sont envisagées. Tout d’abord, on peut élargir le modèle en reprenant les hypothèses restrictives
et en recherchant une meilleure modélisation de l’environnement de l’engrenage :

— Choisir des corrections de surface prises indépendantes sur le pignon et la roue (plus de
symétrie), en diversifiant les formes (pas forcément linéaire pour le profil et parabolique
pour l’hélice).

— Affiner le modèle de raideur linéique d’engrènement dont l’évolution n’est pas forcément
symétrique de l’engagement au retrait et peut varier selon la largeur de la denture
hélicoïdale ([76]).

— Introduire des écarts de position relatifs entre les roues, dus au montage et aux déplace-
ments sous charge.

— Affiner la zone de contact effective. Ce domaine initialement pris rectangulaire pourrait
être subdivisé afin que la frontière de cette zone soit plus réaliste.

Par ailleurs, l’expression analytique explicite d’un critère d’optimisation devrait permettre
de caractériser de façon assez générale les sensibilités des solutions par rapport à certaines
variations (écarts de forme, de raideur, de position, . . .).

D’autre part, la démarche actuelle se limite à chercher les zéros du terme de rang 1 d’une
approximation de la moyenne quadratique de l’écart de transmission exprimé sous forme d’une
série. Serait-il possible de classer les solutions obtenues en fonction de l’amplitude des termes
restants ?

Ensuite, d’autres critères d’optimisation tels que les pertes d’énergie mécanique par frotte-
ment, le coefficient dynamique de l’effort à la denture, les contraintes maximales en pied ou
au contact, etc. pourraient également être analysés et optimisés plus en détail. Une ébauche de
ce travail a été réalisée et présentée dans l’article [13]. Il serait intéressant de le poursuivre et
de synthétiser l’impact des corrections sur ces différents critères pris indépendamment ou en
considérant plusieurs critères simultanément.

Les développements possibles des modèles numériques sont encore plus nombreux. On peut
les classer en quelques catégories :

1. Les modèles d’un réducteur à un seul étage peuvent être améliorés en affinant les dif-
férents modèles locaux (engrènement, corps de roue, paliers, carter, etc.). Notamment,
il serait intéressant de ne plus supposer l’appartenance de tous les points de contact au
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plan d’engrènement et que l’algorithme les détermine «librement» sur les surfaces des
dents. Les problèmes d’interférence sous charge pourraient ainsi être directement traités.
L’analyse de l’engrènement pourrait alors certainement s’étendre aux engrenages coniques
droits, spiro-coniques et hypoïdes. Avec l’augmentation actuelle des vitesses de rotation
des moteurs, des modèles robustes à hautes vitesses (plusieurs dizaines de milliers de
tours par minute) doivent être développés, comprenant des modèles évolués de contact
(EHD) et de dissipation (ventilation, piégeage, etc.). Le laboratoire vient de s’équiper d’un
banc grande vitesse et cette thématique sera fédératrice. D’autres phénomènes physiques
tels que l’usure, la fatigue, l’échauffement du système, etc. pourraient également enrichir
les modèles.

2. La frontière du système modélisé peut être étendue afin d’inclure des accouplements élas-
tiques, différents étages de réduction, voire le moteur et tout ou partie de l’application qui
utilise la puissance transmise. Ce type d’approche plus globale permettra une meilleure
analyse du comportement d’une chaîne de transmission de puissance, à condition que
chaque maillon soit bien maîtrisé et que les modèles soient cohérents. Cette démarche
sera nécessairement interdisciplinaire.

3. La plupart des modèles développés au laboratoire et rencontrés dans la littérature, portent
sur des roues dont le comportement du matériau est supposé suivre une loi élastique et
linéaire. Cependant, cette hypothèse n’est pas adaptée aux roues en matière plastique
pour lesquelles l’aspect viscoélastique, entre autres, n’est pas forcément négligeable. Étant
donné l’importance de la production de roues dentées en polymère et que les géométries
sont généralement plus libres que celles des dentures taillées, il y a un véritable intérêt
scientifique et industriel à se pencher sur ce type d’engrenage.

4. Les différentes modélisations évoquées supposent la géométrie des dentures et de leur
environnement connus et l’utilisent comme donnée d’entrée des simulations. Cependant,
de nombreux problèmes de conception nécessitent la prise en compte du processus mis
en œuvre pour obtenir les pièces afin d’anticiper des caractéristiques matériaux (dureté,
contraintes résiduelles, etc.) ou de tenir compte de géométries réalisables ou encore de
mieux anticiper certains types d’écarts géométriques. Ce travail d’intégration des procédés
de réalisation dans la définition des pièces est actuellement développé dans les thèses de
Julien Finot et Wassim Ramdane et il pourrait être largement étendu.

5. L’émergence de méthodes numériques explicites [32, 33] fournissant des résultats dyna-
miques en des temps de calcul très raisonnables, amène à reconsidérer la pertinence de
méthodes de type éléments finis appliquées à la transmission de puissance. Une collabo-
ration avec des collègues du laboratoire développant ces schémas numériques apporterait
un nouvel éclairage et de nouveaux outils pour cette modélisation. Plusieurs points cités
plus haut pourraient bénéficier de cette approche.
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Chapitre6
Annexes

6.1 Intégration sur les lignes de contact

6.1.1 Séries de Fourier d’une fonction polynomiale par morceau

Rappel de la forme générale

L’expression la série de Fourier d’une fonction P-périodique est de forme :

f (τ) = a0 +
∞∑
n=1

(
an cos

2πnτ
P

+ bn sin
2πnτ
P

)
(6.1)

où les coefficients a0, an et bn sont définis par

a0 =
1
P

∫ P

0
f (x)dx, ∀n ∈N⋆ , an =

2
P

∫ P

0
f (x)cos

2πnx
P

dx, bn =
2
P

∫ P

0
f (x)sin

2πnx
P

dx (6.2)

Fonction polynomiale par morceau

Les intégrations par partie des coefficients an et bn de la série de Fourier d’une fonction
polynomiale définie par morceau se de mettent sous la forme :

an =
1
πn

Cn.V0

bn =
1
πn

Sn.V0

(6.3)

où Cn = [Cn1 ,C
n
2 ,C

n
3 ,C

n
4 , . . .] et Sn = [Sn1 ,S

n
2 ,S

n
3 ,S

n
4 , . . .] sont des vecteurs lignes de coefficients

et V0 est défini par :

165
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V0 =



sin 2πnt1
P

cos 2πnt1
P

sin 2πnt2
P

cos 2πnt2
P

. . .


;

t1, t2, . . . sont des bornes d’intégration qui apparaissent lors du calcul des coefficients de la série.
La série de Fourier devient :

f (M) = a0 +
∞∑
n=1

1
πn

{
Cn cos

2πnτ
P

+ Sn sin
2πnτ
P

}
.V0 (6.4)

Coefficients pour les premiers ordres Ordre 0 :∫ t2

t1

cos
2πnτ
P

dτ =
P

2πn
[ −1 ; 0 ; 1 ; 0 ] .V0 (6.5)

∫ t2

t1

sin
2πnτ
P

dτ =
P

2πn
[ 0 ; 1 ; 0 ; −1 ] .V0 (6.6)

Ordre 1 : ∫ t2

t1

τ cos
2πnτ
P

dτ =
P

2πn

[
−t1 ;

−P
2πn

; t2 ;
P

2πn

]
.V0 (6.7)

∫ t2

t1

τ sin
2πnτ
P

dτ =
P

2πn

[ −P
2πn

; t1 ;
P

2πn
; −t2

]
.V0 (6.8)

Ordre 2 :∫ t2

t1

τ2 cos
2πnτ
P

dτ =
P

2πn

[
−t21 +

P 2

2π2n2 ;
−P t1
πn

; t22 −
P 2

2π2n2 ;
P t2
πn

]
.V0 (6.9)

∫ t2

t1

τ2 sin
2πnτ
P

dτ =
P

2πn

[
−P t1
πn

; t21 −
P 2

2π2n2 ;
P t2
πn

; −t22 +
P 2

2π2n2

]
.V0 (6.10)

Ordre 3 :

∫ t2

t1

τ3 cos
2πnτ
P

dτ =
P

2πn

[
−t31 +

3P 2t1
2π2n2 ;

−3P t21
2πn

+
3P 3

4π3n3 ; t32 −
3P 2t2
2π2n2 ;

3P t22
2πn

− 3P 3

4π3n3

]
.V0

(6.11)

∫ t2

t1

τ3 sin
2πnτ
P

dτ =
P

2πn

[
−3P t21
2πn

+
3P 3

4π3n3 ; t31 −
3P 2t1
2π2n2 ;

3P t22
2πn

− 3P 3

4π3n3 ; −t32 +
3P 2t2
2π2n2

]
.V0

(6.12)
Ordre 4 :
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∫ t2

t1

τ4 cos
2πnτ
P

dτ =
P

2πn

[
−t41 −

3P 2

π2n2

(
−t21 +

P 2

2π2n2

)
;

2P t1
πn

(
−t21 +

3P 2

2π2n2

)
;

t42 −
3P 2

π2n2

(
t22 −

P 2

2π2n2

)
;

2P t2
πn

(
t22 −

3P 2

2π2n2

) ]
.V0 (6.13)

∫ t2

t1

τ4 sin
2πnτ
P

dτ =
P

2πn

[
2P t1
πn

(
−t21 +

3P 2

2π2n2

)
; t41 +

3P 2

π2n2

(
−t21 +

P 2

2π2n2

)
;

2P t2
πn

(
t22 −

3P 2

2π2n2

)
; −t42 +

3P 2

π2n2

(
t22 −

P 2

2π2n2

) ]
.V0 (6.14)

Coefficients pour un ordre quelconque A l’ordre k, les coefficients sont de la forme :∫ t2

t1

τk cos
2πnτ
P

dτ =
P

2πn
[ Ak ; Bk ; Ck ; Dk ] .V0

et ∫ t2

t1

τk sin
2πnτ
P

dτ =
P

2πn
[ Ek ; Fk ; Gk ; Hk ] .V0

alors, une intégration par partie permet d’obtenir

∫ t2

t1

τk+1 cos
2πnτ
P

dτ =
P

2πn

[
−tk+1

1 − P (k + 1)Ek
2πn

;
−P (k + 1)Fk

2πn
; tk+1

2 − P (k + 1)Gk
2πn

;
−P (k + 1)Hn

2πn

]
.V0

(6.15)

∫ t2

t1

τk+1 sin
2πnτ
P

dτ =
P

2πn

[
P (k + 1)Ak

2πn
; tk+1

1 +
P (k + 1)Bk

2πn
;
P (k + 1)Ck

2πn
; −tk+1

2 +
P (k + 1)Dk

2πn

]
.V0

(6.16)
équivalent à :

∫ t2

t1

τk+1 cos
2πnτ
P

dτ = (k + 1)
( P

2πn

)2 [
−tk+1

1
2πn

P (k + 1)
−Ek ; −Fk ; tk+1

2
2πn

P (k + 1)
−Gk ; −Hn

]
.V0

(6.17)

∫ t2

t1

τk+1 sin
2πnτ
P

dτ = (k + 1)
( P

2πn

)2 [
Ak ; tk+1

1
2πn

P (k + 1)
+Bk ; Ck ; −tk+1

2
2πn

P (k + 1)
+Dk

]
.V0

(6.18)
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Forme réduite des coefficients de la série de Fourier Pour les premières valeurs de k, on
remarque que si ∫ t2

t1

τk cos
2πnτ
P

dτ =
P

2πn
[ Ak ; Bk ; Ck ; Dk ]V0 (6.19)

alors ∫ t2

t1

τk sin
2πnτ
P

dτ =
P

2πn
[ Bk ; −Ak ; Dk ; −Ck ]V0 (6.20)

D’après la relation (6.17) et (6.18) :

∫ t2

t1

τk+1 cos
2πnτ
P

dτ =
P

2πn

[
−tk+1

1 − P (k + 1)Bk
2πn

;
P (k + 1)Ak

2πn
; tk+1

2 − P (k + 1)Dk
2πn

;
P (k + 1)Cn

2πn

]
V0

(6.21)

∫ t2

t1

τk+1 sin
2πnτ
P

dτ =
P

2πn

[
P (k + 1)Ak

2πn
; tk+1

1 +
P (k + 1)Bk

2πn
;
P (k + 1)Ck

2πn
; −tk+1

2 +
P (k + 1)Dk

2πn

]
V0

(6.22)

Ainsi, quelque soit la valeur de k, la relation (6.20) est vraie. La démonstration sur les mo-
nômes d’ordre quelconque peut être étendue à toute fonction polynomiale définie par morceau.

Ainsi, pour toute fonction périodique f , polynomiale par morceau, les coefficients de la série
de Fourier équivalente sont liés par les relations suivantes :

an =
2
P

∫ t2

t1

f (τ)cos
2πnτ
P

dτ =
1
πn

[ A ; B ; C ; D ]V0 (6.23)

bn =
2
P

∫ t2

t1

f (τ)sin
2πnτ
P

dτ =
1
πn

[ B ; −A ; D ; −C ]V0 (6.24)

Des relations (6.23) et (6.24), découle un réarrangement de l’expression de la série de Fourier :

f (M) = a0 +
∞∑
n=1

1
πn

Cn.V1 (6.25)

avec

V1 =



sin
2πn
P

(t1 − τ)

cos
2πn
P

(t1 − τ)

sin
2πn
P

(t2 − τ)

cos
2πn
P

(t2 − τ)
...


(6.26)
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Fonction f périodique, polynomiale par morceau et symétrique

Symétrie La fonction f est symétrique par rapport à une abscisse t0 (modulo P) :

∀x ∈ R,f (x) = f (x+ P ) et f (x) = f (2t0 − x)

Figure 6.1 – fonction périodique et symétrique

Relation entre les coefficients de la série de Fourier Pour simplifier le développement, suppo-
sons que la fonction f est nulle en dehors des intervalles [t1 ; t2] et [t3 ; t4] sur une période (figure
6.1). On définit

I1n =
2
P

∫ t2

t1
f (x)cos

2πnx
P

dx =
1
πn

[
Cns1, C

n
s2, C

n
s3, C

n
s4

]
V0 (6.27)

J1n =
2
P

∫ t2

t1
f (x)sin

2πnx
P

dx =
1
πn

[
Sns1, S

n
s2, S

n
s3, S

n
s4

]
V0 (6.28)

I2n =
2
P

∫ t4

t3
f (y)cos

2πny
P

dy

= cos
4πnt0
P

2
P

∫ t2

t1
f (x)cos

2πnx
P

dx+ sin
4πnt0
P

2
P

∫ t2

t1
f (x)sin

2πnx
P

dx (6.29)

avec y = 2t0 − x

J2n =
2
P

∫ t4

t3
f (y)sin

2πny
P

dy

= sin
4πnt0
P

2
P

∫ t2

t1
f (x)cos

2πnx
P

dx − cos
4πnt0
P

2
P

∫ t2

t1
f (x)sin

2πnx
P

dx (6.30)

Pour f polynomiale par morceau :
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an = I1n + I2n =
2
πn

cos
2πnt0
P

{
Cns1 sin

2πn(t1 − t0)
P

+Cns2 cos
2πn(t1 − t0)

P
+

Cns3 sin
2πn(t2 − t0)

P
+Cns4 cos

2πn(t2 − t0)
P

}
(6.31)

bn = J1n + J2n =
2
πn

sin
2πnt0
P

{
Cns1 sin

2πn(t1 − t0)
P

+Cns2 cos
2πn(t1 − t0)

P
+

Cns3 sin
2πn(t2 − t0)

P
+Cns4 cos

2πn(t2 − t0)
P

}
(6.32)

Forme réduite En utilisant les relations (6.32) et (6.31), la série de Fourier se met sous la
forme :

f (τ) = a0 +
∞∑
n=1

2
πn

cos
2πn(t0 − τ)

P
Cn
s .V

n
s (6.33)

Avec

Vn
s =



sin 2πn(t1−t0)
P

cos 2πn(t1−t0)
P

sin 2πn(t2−t0)
P

cos 2πn(t2−t0)
P
...


et Cn

s =
[
Cns1, C

n
s2, C

n
s3, C

n
s4, . . .

]

6.1.2 Intégrale d’une fonction sur des lignes de contact

Domaine et intégrande

f est une fonction initialement définie pour le pointM00 de coordonnées dans la plan de base
x = τ et z̄ = 0, sur la ligne de contact zéro. En un point de contact potentiel M de coordonnée
(x, z̄) appartenant à la i-ème ligne de contact, la valeur de la fonction est obtenue en faisant un
changement de variable correspondant à l’écart des abscisses selon X⃗ entre les points M et M00 :
τ est remplacé par x = τ − i − z̄εβ .

La configuration des lignes de contact étant périodique dans le temps, la fonction f l’est
également. Sa période est notée P et elle se développe en série de Fourier suivant (6.1).

Dans les cas qui nous intéressent, l’intégrande est constitué du produit de la fonction f et
d’une fonction g de z̄ ∈ [0 ; 1] :

F(τ) =
cosβb
bεα

∫
L(τ,X)

g(z̄)f (M)dM (6.34)

Les lignes de contact effectives se déplacent sur une fenêtre d’engrènement réduite par
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Figure 6.2 – Paramétrage d’un point de contact M

rapport à la zone potentiel de contact. La réduction à l’engagement et au retrait est uniforme et
elle vaut λεα . La réduction dans la direction Z⃗ est identique sur les deux bords, constante, égale
à δ (voir figure 6.3).

Figure 6.3 – Zone de contact effective

Cas général avec g(z̄) = 1

Les lignes de contact potentielles sont discrétisées en N cellules et en remplaçant l’intégrale
par deux sommes de Riemann, 6.34 se réécrit :

cosβb
bεα

∫
L(τ,X)

f (M)dM �
1

Nεα

P−1∑
i=0

N−o−1∑
j=o

a0+
∞∑
n=1

(
an cos

[2πn
P

(
τ−i−j

εβ
N

)]
+bn sin

[2πn
P

(
τ−i−j

εβ
N

)])
(6.35)

où o est une borne pour le calcul de la somme en j, dépendante de N et telle que limN→∞
o
N

= δ.

En simplifiant, puis en identifiant les limites lorsqueN tend vers l’infini, on obtient le résultat
suivant pour f P-périodique quelconque :
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cosβb
bεα

∫
L(τ,X)

f (M)dM =
P a0(1− 2δ)

εα
+
∞∑
k=1

P sinπkεβ(1− 2δ)

πkεαεβ

(
akP cos[πk(2τ−εβ)]+bkP sin[πk(2τ−εβ)]

)
(6.36)

Fonction f polynomiale par morceau et g(z̄) = 1

L’expression de l’intégrale de la fonction f sur les lignes de contact est la suivante :

cosβb
bεα

∫
L(τ,X)

f (M)dM =
P a0(1− 2δ)

εα
+
∞∑
k=1

sinπkεβ(1− 2δ)

π2k2εβεα
C kP .V 2 (6.37)

avec

C kP =
[
CkP1 , CkP2 , CkP3 , CkP4 , . . .

]
V2 =



sinπk(2t1 − 2τ + εβ)

cosπk(2t1 − 2τ + εβ)

sinπk(2t2 − 2τ + εβ)

cosπk(2t2 − 2τ + εβ)
...


Fonction f polynomiale par morceau et symétrique, g(z̄) = 1

Pour fonction f présentant une symétrie par rapport à t0 :

cosβb
bεα

∫
L(τ,X)

f (M)dM =
P a0

εα
(1−2δ)+

∞∑
k=1

2sin[πkεβ(1− 2δ)]

π2k2εαεβ
cosπk(2τ−εβ−2t0)C kP

s .V
kP
S (6.38)

VkP
S =



sin2πk(t1 − t0)

cos2πk(t1 − t0)

sin2πk(t2 − t0)

cos2πk(t2 − t0)
...


et C kP

s = [CkPs1 , C
kP
s2 , C

kP
s3 , C

kP
s4 , . . .]

Variance Si f est symétrique par rapport à t0 et polynomial par morceau :

var(F) =
1
2

∞∑
k=1

{
2sin[πkεβ(1− 2δ)]

π2k2εαεβ
C kP
s V kP

s

}2

(6.39)

Fonction f périodique et g(z̄) polynomiale d’ordre 2

La fonction g est prise sous la forme :

g(z̄) = a+ bz̄+ cz̄2 z̄ ∈ [0,1]
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L’intégrale sur les lignes de contact à l’instant τ s’écrit :

cosβb
bεα

∫
L(τ,X)

(
a+ bz̄+ cz̄2

)
f (M)dM �

1
Nεα

P−1∑
i=0

N−o−1∑
j=o

(
a+ b

j

N
+ c

j2

N2

)
f
(
τ − i − j

εβ
N

)
(6.40)

Après simplifications :

cosβb
bεα

∫
L(τ,X)

(
a+ bz+ cz2

)
f (M)dM =

a0P
εα

(1− 2δ)
(
a+

b
2

+
c
3

(1− δ+ δ2)
)

+
∞∑
k=1

P
2πkεαεβ


2
[
aP k cos[πk(2τ − εβ)] + bP k sin[πk(2τ − εβ)]

]
(

sin[πkεβ(1− 2δ)]
(
1 + cδ2 − 2c

(2πkεβ)2

)
− cδ
πkεβ

cos[πkεβ(1− 2δ)]
)

+ 2b
[
aP k sin[πk(2τ − εβ)]− bP k cos[πk(2τ − εβ)]

](sin[πkεβ(1− 2δ)]

2πkεβ
+ δcos[πkεβ(1− 2δ)]

)
−
(
b+ c(1− 2δ)

)[
aP k sin

[
2πk

(
τ − εβ(1− δ)

)]
− bP k cos

[
2πk

(
τ − εβ(1− δ)

)]]
+

c
πkεβ

[
aP k cos

[
2πk

(
τ − εβ(1− δ)

)]
+ bP k sin

[
2πk

(
τ − εβ(1− δ)

)]] (6.41)

Autre écriture :

cosβb
bεα

∫
L(τ,X)

(
a+ bz̄+ cz̄2

)
f (M)dM =

a0P
εα

(1− 2δ)
(
a+

b
2

+
c
3

(1− δ+ δ2)
)

+
∞∑
k=1

P
2πkεαεβ

akP [M2 , M1 , M4 , M3

]
+ bkP

[
M1 , −M2 , M3 , −M4

]


sin
[
2πk(τ − εβ(1− δ)

]
cos

[
2πk(τ − εβ(1− δ)

]
sin

[
2πk(τ − εβδ

]
cos

[
2πk(τ − εβδ

]


(6.42)

avec :

M1 =
b+ 2c(1− δ)

2πkεβ
M2 = −a− b(1− δ)− c(1− δ)2 +

c

2(πkεβ)2

M3 = −b+ 2cδ
2πkεβ

M4 = a+ bδ+ cδ2 − c

2(πkεβ)2
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Fonction f polynomiale par morceau et g(z̄) polynomiale d’ordre 2

cosβb
bεα

∫
L(τ,X)

(
a+bz̄+cz̄2

)
f (M)dM =

a0P
εα

(1−2δ)
(
a+
b
2

+
c
3

(1−δ+δ2)
)
+
∞∑
k=1

1
π2k2εαεβ

[
CP k1 ,CP k2 ,CP k3 ,CP k4 , · · ·

]



M1 M2 M3 M4 0 0 0 0 · · ·
−M2 M1 −M4 M3 0 0 0 0 · · ·

0 0 0 0 M1 M2 M3 M4 · · ·
0 0 0 0 −M2 M1 −M4 M3 · · ·
...

. . .





sin[2πk
(
εβ(1− δ) + t1 − τ

)
]

cos[2πk
(
εβ(1− δ) + t1 − τ

)
]

sin[2πk
(
εβδ+ t1 − τ

)
]

cos[2πk
(
εβδ+ t1 − τ

)
]

sin[2πk
(
εβ(1− δ) + t2 − τ

)
]

cos[2πk
(
εβ(1− δ) + t2 − τ

)
]

sin[2πk
(
εβδ+ t2 − τ

)
]

cos[2πk
(
εβδ+ t2 − τ

)
]

...



(6.43)

Fonction f polynomiale par morceau, fonction g(z̄) polynomiale d’ordre 2 et symétrique

On suppose de la fonction g de z̄ est symétrique par rapport à z̄ = 1
2 :

g(z̄) = g(1− z̄)

On en déduit
g(z̄) = a+ bz̄(1− z̄)

D’après (6.43) :

cosβb
bεα

∫
L(τ,X)

(
a+bz̄(1−z̄)

)
f (M)dM =

a0P
εα

(1−2δ)
(
a+
b
6

(1+2δ−2δ2)
)
+
∞∑
k=1

1
2π2k2εαεβ

[
CP k1 ,CP k2 ,CP k3 ,CP k4 , · · ·

]



N1 N2 N1 −N2 0 0 0 0 · · ·
−N2 N1 N2 N1 0 0 0 0 · · ·

0 0 0 0 N1 N2 N1 −N2 · · ·
0 0 0 0 −N2 N1 N2 N1 · · ·
...

. . .





sin[2πk
(
εβ(1− δ) + t1 − τ

)
]

cos[2πk
(
εβ(1− δ) + t1 − τ

)
]

sin[2πk
(
εβδ+ t1 − τ

)
]

cos[2πk
(
εβδ+ t1 − τ

)
]

sin[2πk
(
εβ(1− δ) + t2 − τ

)
]

cos[2πk
(
εβ(1− δ) + t2 − τ

)
]

sin[2πk
(
εβδ+ t2 − τ

)
]

cos[2πk
(
εβδ+ t2 − τ

)
]

...



(6.44)
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avec :

N1 = −b(1− 2δ)
2πkεα

N2 = −a− bδ(1− δ)− b

2(πkεα)2

qui se simplifie de la façon suivante :

cosβb
bεα

∫
L(τ,X)

(
a+ bz̄ − bz̄2

)
f (M)dM =

a0P
εα

(1− 2δ)
(
a+

b
6

(1 + 2δ − 2δ2)
)
+

∞∑
k=1

C kP .V 2

π2k2εαεβ

(
N1 cos[πkεβ(1− 2δ)]−N2 sin[πkεβ(1− 2δ)]

)
(6.45)

Fonction f polynomiale par morceau, fonction g(z̄) polynomiale d’ordre 2 et symétrique

Avec : 
f (M00) = a0 +

∑∞
n=1

2
πnCn

s .V
n
s cos

2πn(t0 − τ)
P

g(z̄) = a+ bz̄+ cz̄2

On obtient :

cosβb
bεα

∫
L(τ,X)

(
a+ bz̄+ cz̄2

)
f (M)dM =

a0P
εα

(1− 2δ)
(
a+

b
2

+
c
3

(1− δ+ δ2)
)

+
∞∑
k=1

C kP
s .V

kP
s

π2k2εαεβ

[−M2, M1, −M4, M3] .


sin[2πk

(
εβ(1− δ) + t0 − τ

)
]

cos[2πk
(
εβ(1− δ) + t0 − τ

)
]

sin[2πk
(
εβδ+ t0 − τ

)
]

cos[2πk
(
εβδ+ t0 − τ

)
]


(6.46)

Fonction f polynomiale par morceau et symétrique, fonction g(z̄) polynomiale et symétrique

Avec ses hypothèses :
f (M00) = a0 +

∑∞
n=1

1
πnCn

s .V
n
s cos

2πn(t0 − τ)
P

g(z̄) = a+ bz̄(1− z̄)

l’intégrale sur les lignes de contact effectives à un instant donné devient :
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cosβb
bεα

∫
L(τ,X)

(
a+bz̄(1−z̄)

)
f (M)dM =

a0P
εα

(1−2δ)
(
a+
b
6

(1+2δ−2δ2)
)
+
∞∑
k=1

2C kP
s .V

kP
s

π2k2εαεβ
cos

[
πk

(
εα+εβ−2τ

)]
[
N1 cos[πkεβ(1− 2δ)]−N2 sin[πkεβ(1− 2δ)]

]
(6.47)

6.2 Formulaire sommes et séries

6.2.1 Somme de suites

Somme des N premiers termes

N−1∑
j=0

j =
(N − 1)N

2
(6.48)

N−1∑
j=0

j2 =
(N − 1)N (2N − 1)

6
(6.49)

N−1∑
j=0

j3 =
(N − 1)2N2

4
(6.50)

Pour A , 2πk ; k entier relatif :

N−1∑
j=0

cos(Aj) =
cos(A (N−1)

2 )sin(AN2 )

sin(A2 )
(6.51)

N−1∑
j=0

sin(Aj) =
sin(A (N−1)

2 )sin(AN2 )

sin(A2 )
(6.52)

N−1∑
j=0

cos(Aj +B) = cos(B+A
(N − 1)

2
)
sin(AN2 )

sin(A2 )
(6.53)

N−1∑
j=0

sin(Aj +B) = sin(B+A
(N − 1)

2
)
sin(AN2 )

sin(A2 )
(6.54)

N−1∑
j=0

j cos(Aj) =
1− cos((N − 1)A)

−4sin2(A2 )
+

(N − 1)sin(A(N − 1
2 ))

2sin(A2 )
(6.55)

N−1∑
j=0

j sin(Aj) =
sin((N − 1)A)

4sin2(A2 )
−

(N − 1)cos(A(N − 1
2 ))

2sin(A2 )
(6.56)
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N−1∑
j=0

j sin(Aj +B) =
sin

(
(N − 1)A2

)
cos

(
(N − 1)A2 +B

)
2sin2(A2 )

−
(N − 1)cos(A(N − 1

2 ) +B)

2sin(A2 )
(6.57)

N−1∑
j=0

j cos(Aj +B) =
sin

(
(N − 1)A2

)
sin

(
(N − 1)A2 +B

)
−2sin2

(
A
2

) +
(N − 1)sin

(
A(N − 1

2 ) +B
)

2sin
(
A
2

) (6.58)

N−1∑
j=0

j2 cos(Aj) = −
sin(A(N−1)

2 )cos(A(N2 − 1))

2sin3(A2 )

+
(2N − 3)cos(A(N − 1)) + 1

4sin2(A2 )

+
(N − 1)2 sin(A(N − 1

2 ))

2sin(A2 )
(6.59)

N−1∑
j=0

j2 sin(Aj) = −
sin(A(N−1)

2 )sin(A(N2 − 1))

2sin3(A2 )

+
(2N − 3)sin(A(N − 1))

4sin2(A2 )

−
(N − 1)2 cos(A(N − 1

2 ))

2sin(A2 )
(6.60)

N−1∑
j=0

j2 cos(Aj +B) = −
sin

(
A(N−1)

2

)
cos

(
A(N2 − 1) +B

)
2sin3

(
A
2

)
+

(2N − 3)cos
(
A(N − 1) +B

)
+ cos(B)

4sin2
(
A
2

)
+

(N − 1)2 sin
(
A(N − 1

2 ) +B
)

2sin
(
A
2

) (6.61)
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N−1∑
j=0

j2 sin(Aj +B) = −
sin

(
A(N−1)

2

)
sin

(
A(N2 − 1) +B

)
2sin3

(
A
2

)
+

(2N − 3)sin
(
A(N − 1) +B

)
+ sin(B)

4sin2
(
A
2

)
−

(N − 1)2 cos
(
A(N − 1

2 ) +B
)

2sin
(
A
2

) (6.62)

Sommes partielles

o est une borne pour le calcul de la somme, dépendante de N et telle que limN→∞
o
N

= δ ∈R.

N−o−1∑
j=o

1 = N − 2o − 1 (6.63)

N−o−1∑
j=o

j =
N (N − 2o − 1) + 2o

2
(6.64)

N−o−1∑
j=o

j2 =
(N − o − 1)(N − o)(2N − 2o − 1)

6
− o(o − 1)(2o − 1)

6
(6.65)

N−o−1∑
j=o

cos(Aj) =
cos A2 (N − o − 1)sin A

2 (N − o)− cos A2 (o − 1)sin A
2 o

sin A
2

(6.66)

N−o−1∑
j=o

sin(Aj) =
sin A

2 (N − o − 1)sin A
2 (N − o)− sin A

2 (o − 1)sin A
2 o

sin A
2

(6.67)

N−o−1∑
j=o

cos(Aj +B) =
cos[A2 (N − o − 1) +B]sin A

2 (N − o)− cos[A2 (o − 1) +B]sin A
2 o

sin A
2

(6.68)

N−o−1∑
j=o

sin(Aj +B) =
sin[A2 (N − o − 1) +B]sin A

2 (N − o)− sin[A2 (o − 1) +B]sin A
2 o

sin A
2

(6.69)

N−o−1∑
j=o

j cos(Aj +B) =
cos[A(N − o − 1) +B]− cos[A(o − 1) +B]

4sin2 A
2

+
(N − o − 1)sin[A(N − o − 1

2 ) +B]− (o − 1)sin[A(o − 1
2 ) +B]

2sin A
2

(6.70)
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N−o−1∑
j=o

j sin(Aj +B) =
sin[A(N − o − 1) +B]− sin[A(o − 1) +B]

4sin2 A
2

−
(N − o − 1)cos[A(N − o − 1

2 ) +B]− (o − 1)cos[A(o − 1
2 ) +B]

2sin A
2

(6.71)

N−o−1∑
j=o

j2 cos(Aj +B) =
−sin[A(N − o − 3

2 ) +B] + sin[A(o − 3
2 ) +B]

4sin3 A
2

+
(2N − 2o − 3)cos[A(N − o − 1) +B]− (2o − 3)cos[A(o − 1) +B]

4sin2 A
2

+
(N − o − 1)2 sin[A(N − o − 1

2 ) +B]− (o − 1)2 sin[A(o − 1
2 ) +B]

2sin A
2

(6.72)

N−o−1∑
j=o

j2 sin(Aj +B) =
cos[A(N − o − 3

2 ) +B]− cos[A(o − 3
2 ) +B]

4sin3 A
2

+
(2N − 2o − 3)sin[A(N − o − 1) +B]− (2o − 3)sin[A(o − 1) +B]

4sin2 A
2

−
(N − o − 1)2 cos[A(N − o − 1

2 ) +B]− (o − 1)2 cos[A(o − 1
2 ) +B]

2sin A
2

(6.73)

Valeur limite des sommes lorsque N tend vers l’infini

1
N

N−1∑
j=0

sin(
A
N
j) → 1− cos(A)

A
(6.74)

1
N

N−1∑
j=0

cos(
A
N
j) → sin(A)

A
(6.75)

1
N

N−1∑
j=0

cos(
A
N
j +B)→ cos(B+

A
2

)
sin(A2 )

A
2

(6.76)

1
N

N−1∑
j=0

sin(
A
N
j +B)→ sin(B+

A
2

)
sin(A2 )

A
2

(6.77)
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1
N2

N−1∑
j=0

j cos(
A
N
j) →

sin(A2 )
A
2

(
−

sin(A2 )
A

+ cos(
A
2

)
)

= −1− cos(A)
A2 +

sin(A)
A

(6.78)

1
N2

N−1∑
j=0

j sin(
A
N
j) → sin(A)

A2 − cos(A)
A

(6.79)

1
N2

N−1∑
j=0

j cos(
A
N
j +B) → −2

sin(A2 )sin(A2 +B)

A2 +
sin(A+B)

A
(6.80)

1
N2

N−1∑
j=0

j sin(
A
N
j +B) → 2

sin(A2 )cos(A2 +B)

A2 − cos(A+B)
A

(6.81)

1
N3

N−1∑
j=0

j2 cos(
A
N
j) → −2sin(A)

A3 +
2cos(A)
A2 +

sin(A)
A

(6.82)

1
N3

N−1∑
j=0

j2 sin(
A
N
j) → −

4sin2(A2 )

A3 +
2sin(A)
A2 − cos(A)

A
= −2

1− cos(A)
A3 +

2sin(A)
A2 − cos(A)

A
(6.83)

1
N3

N−1∑
j=0

j2 cos(
A
N
j +B) → −4

sin(A2 )cos(A2 +B)

A3 +
2cos(A+B)

A2 +
sin(A+B)

A
(6.84)

1
N3

N−1∑
j=0

j2 sin(
A
N
j +B) → −

4sin(A2 )sin(A2 +B)

A3 +
2sin(A+B)

A2 − cos(A+B)
A

(6.85)

∞∑
j=1

cos(kA)
k2 → (π − Â)2

4
− π

2

12
(6.86)

avec Â =modulo(A,2π) / 0 ≤ Â ≤ 2π

1
N

N−o−1∑
j=o

1 → 1− 2δ (6.87)

1
N2

N−o−1∑
j=o

j → 1
2
− δ (6.88)

1
N3

N−o−1∑
j=o

j2 → 1
3

(1− 2δ)(1− δ+ δ2) (6.89)
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1
N

N−o−1∑
j=o

cos
A
N
j → 2

A
cos

A
2

sin
A
2

(1− 2δ) (6.90)

1
N

N−o−1∑
j=o

sin
A
N
j → 2

A
sin

A
2

sin
A
2

(1− 2δ) (6.91)

1
N

N−o−1∑
j=o

cos(
A
N
j +B) →

cos[A2 (1− δ) +B]sin A
2 (1− δ)− cos[A2 δ+B]sin A

2 δ
A
2

(6.92)

→ sin[A(1− δ) +B]− sin[Aδ+B]
A

→ 2
A

cos[
A
2

+B]sin[
A
2

(1− 2δ)]

→ 1
A

[1,0,−1,0]


sin[A(1− δ) +B]

cos[A(1− δ) +B]

sin[Aδ+B]

cos[Aδ+B]



1
N

N−o−1∑
j=o

sin(
A
N
j +B) →

sin[A2 (1− δ) +B]sin A
2 (1− δ)− sin[A2 δ+B]sin A

2 δ
A
2

(6.93)

→ cos[Aδ+B]− cos[A(1− δ) +B]
A

→ 2
A

sin[
A
2

+B]sin[
A
2

(1− 2δ)]

→ 1
A

[0,−1,0,1]


sin[A(1− δ) +B]

cos[A(1− δ) +B]

sin[Aδ+B]

cos[Aδ+B]


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1
N2

N−o−1∑
j=o

j cos(
A
N
j +B) → cos[A(1− δ) +B]− cos[Aδ+B]

A2

+
(1− δ)sin[A(1− δ) +B]− δ sin[Aδ+B]

A
(6.94)

→ −2
A2 sin[

A
2

+B]sin[
A
2

(1− 2δ)]

+
1
A

[
sin[A(1− δ) +B]− 2δ sin[

A
2

+B]cos[
A
2

(1− 2δ)]
]

→ 1
A

[
1− δ, 1

A
,−δ,− 1

A

]


sin[A(1− δ) +B]

cos[A(1− δ) +B]

sin[Aδ+B]

cos[Aδ+B]


1
N2

N−o−1∑
j=o

j sin(
A
N
j +B) → sin[A(1− δ) +B]− sin[Aδ+B]

A2

− (1− δ)cos[A(1− δ) +B]− δcos[Aδ+B]
A

(6.95)

→ 2
A2 cos[

A
2

+B]sin[
A
2

(1− 2δ)]

− 1
A

[
cos[A(1− δ) +B]− 2δcos[

A
2

+B]cos[
A
2

(1− 2δ)]
]

→ 1
A

[ 1
A
,δ − 1,− 1

A
,δ

]


sin[A(1− δ) +B]

cos[A(1− δ) +B]

sin[Aδ+B]

cos[Aδ+B]


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1
N3

N−o−1∑
j=o

j2 cos(
A
N
j +B) → −sin[A(1− δ) +B] + sin[Aδ+B]

A3

2

+
(1− δ)cos[A(1− δ) +B]− δcos[Aδ+B]

A2

2

+
(1− δ)2 sin[A(1− δ) +B]− δ2 sin[Aδ+B]

A
(6.96)

→ −4
A3 cos[

A
2

+B]sin[
A
2

(1− 2δ)]

+
2
A2

[
cos[A(1− δ) +B]− 2δcos[

A
2

+B]cos[
A
2

(1− 2δ)]
]

+
1
A

[
(1− 2δ)sin[A(1− δ) +B] + 2δ2 cos[

A
2

+B]sin[
A
2

(1− 2δ)]
]

→ 1
A

[
(1− δ)2 − 2

A2 ,
2(1− δ)
A

,−δ2 +
2
A2 ,
−2δ
A

]
sin[A(1− δ) +B]

cos[A(1− δ) +B]

sin[Aδ+B]

cos[Aδ+B]


1
N3

N−o−1∑
j=o

j2 sin(
A
N
j +B) → cos[A(1− δ) +B]− cos[Aδ+B]

A3

2

+
(1− δ)sin[A(1− δ) +B]− δ sin[Aδ+B]

A2

2

− (1− δ)2 cos[A(1− δ) +B]− δ2 cos[Aδ+B]
A

(6.97)

→ −4
A3 sin[

A
2

+B]sin[
A
2

(1− 2δ)]

+
2
A2

[
sin[A(1− δ) +B]− 2δ sin[

A
2

+B]cos[
A
2

(1− 2δ)]
]

− 1
A

[
(1− 2δ)cos[A(1− δ) +B]− 2δ2 sin[

A
2

+B]sin[
A
2

(1− 2δ)]
]

→ 1
A

[
2(1− δ)
A

,−(1− δ)2 +
2
A2 ,−

2δ
A
,δ2 − 2

A2

]
sin[A(1− δ) +B]

cos[A(1− δ) +B]

sin[Aδ+B]

cos[Aδ+B]


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6.2.2 Limites de séries

Séries de fraction

∑
n impair

1
n2 =

π2

8
(6.98)

∑
n pair

1
n2 =

π2

24
(6.99)

∞∑
n=1

1
n2 =

π2

6
(6.100)

∞∑
n=1

(−1)n+1

n2 =
π2

12
(6.101)

∞∑
n=1

(−1)n+1

(2n+ 1)3 =
π3

32
(6.102)

∑
n impair

1
n4 =

π4

96
(6.103)

∞∑
n=1

1
n4 =

π4

90
(6.104)

∞∑
n=1

1
n6 =

π6

945
(6.105)

∑
n impair

1
n6 =

π4

960
(6.106)

Séries trigonométriques

|x| =
π
2
− 4
π

∑
n impair

cos(nx)
n2 ∀x ∈ [−π,π] (6.107)

x2 =
π2

3
+ 4

inf∑
n=1

(−1)n

n2 cos(nx) ∀x ∈ [−π,π] (6.108)



6.2. Formulaire sommes et séries 185

1
2

+
∞∑
n=1

rn cos(nx) =
1
2

1− r2

r2 − 2r cosx+ 1
pour |r | < 1, x ∈ℜ (6.109)

∞∑
n=0

rn cos(nx) =
1− r cosx

r2 − 2r cosx+ 1
pour |r | < 1, x ∈ℜ (6.110)

∞∑
n=1

rn cos(nx) =
r cosx − r2

r2 − 2r cosx+ 1
pour |r | < 1, x ∈ℜ (6.111)

(6.112)

∞∑
n=1

rn sin(nx) =
r sinx

r2 − 2r cosx+ 1
pour |r | < 1, x ∈ℜ (6.113)

∞∑
n=1

rn cos(nx)
n

=
1
2
ln

1
r2 − 2r cosx+ 1

pour |r | < 1, x ∈ℜ (6.114)

∞∑
n=1

rn sin(nx)
n

= arctan
r sinx

1− r cosx
pour |r | < 1, x ∈ℜ (6.115)

(6.116)

∞∑
n=1

cos(nx)
n

= ln
1

|2sin(x/2)|
x ∈ℜ− 2πZ (6.117)

∞∑
n=1

(−1)n+1 cos(nx)
n

= ln
(
2cos(x/2)

)
x ∈]−π,π[ (6.118)

∞∑
n=0

cos((2n+ 1)x)
2n+ 1

= −1
2

ln
(
tan

x
2

)
x ∈]0,π[ (6.119)

∞∑
n=0

(−1)n
cos((2n+ 1)x)

2n+ 1
=

π
4

x ∈]− π
2
,
π
2

[ (6.120)

∞∑
n=0

(−1)n
sin((2n+ 1)x)

2n+ 1
= −1

2
ln

(π
4
− x

2

)
x ∈]− π

2
,
π
2

[ (6.121)

∞∑
n=1

sinnx
n

=
π − x

2
x ∈]0,2π[ (6.122)
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∑
n impair

sinnx
n

=
π
4

signe(x) x ∈]−π,π[ (6.123)

∑
n pair

sinnx
n

=
π
4
− x

2
x ∈]0,π[ (6.124)

∞∑
n=1

(−1)n+1 sin(nx)
n

=
x
2

x ∈]−π,π[ (6.125)

(6.126)

∞∑
n=1

cos(nx)
n2 =

3x2 − 6πx+ 2π2

12
x ∈]0,2π[ (6.127)

∑
n impair

cos(nx)
n2 =

π2 − 2πx
8

x ∈]0,π[ (6.128)

∑
n pair

cos(nx)
n2 =

6x2 − 6πx+π2

24
x ∈]0,π[ (6.129)

∞∑
n=1

(−1)n+1 cos(nx)
n2 =

π2 − 3x2

12
x ∈]−π,π[ (6.130)

∞∑
n=1

(−1)n+1 cos((2n+ 1)x)
(2n+ 1)2 = −1

2

∫ π/2−x

0
ln

(
tan

t
2

)
dt x ∈]− π

2
,
π
2

[ (6.131)

∞∑
n=0

(−1)n+1 cos((2n+ 1)x)
(2n+ 1)3 =

π3 − 4πx2

32
x ∈]− π

2
,
π
2

[ (6.132)

∞∑
n=1

sin(nx)
n2 = −

∫ x

0
ln

(
2sin

t
2

)
dt x ∈ [0,2π] (6.133)

∞∑
n=1

sin(nx)
n3 =

x3 − 3πx2 + 2π2x
12

x ∈ [0,2π] (6.134)

∑
n impair

sin(nx)
n3 =

π2x −πx2

8
x ∈ [0,π] (6.135)

∑
n pair

sin(nx)
n3 =

2x3 − 3πx2 +π2x
24

x ∈ [0,2π] (6.136)

∑
n impair

sin(nx)
n2 = −1

2

∫ x

0
ln

(
tan

t
2

)
dt x ∈ [0,π] (6.137)

∑
npair

sin(nx)
n2 = −1

2

∫ x

0
ln

(
2sin t

)
dt x ∈ [0,π] (6.138)
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∞∑
n=1

(−1)n+1 sin(nx)
n2 =

∫ x

0
ln

(
2cos

t
2

)
dt x ∈ [−π,π] (6.139)

∞∑
n=0

(−1)n+1 sin((2n+ 1)x)
(2n+ 1)2 =

πx
4

x ∈ [−π
2
,
π
2

] (6.140)

∞∑
k=1

Sinc2k(εα − 2) =
3− εα

2(εα − 2)
εα ∈]2,3[ (6.141)

∞∑
k=1

2(−1)k+1 Sinck(εα − 2)Sinck(εα − 1) =
−1 + (2εα − 5)2

4(εα − 2)(εα − 1)
εα ∈]2,3[ (6.142)

∞∑
k=1

Sinck(εα − 1) =
2− εα

2(εα − 1)
εα ∈]2,3[ (6.143)

∞∑
k=1

Sinc2k(εα − 1) =
(εα − 2)(3− εα)

2(εα − 1)2 εα ∈]2,3[ (6.144)

∞∑
n=1

cos(nx)
n4 =

1
12

(
− x

4

4
+πx3 −π2x2

)
+
π4

90
x ∈ [0,2π[ (6.145)

∞∑
n=1

sin(nx)
n5 =

1
12

( x5

20
− πx

4

20
+
π2x3

3

)
+
π4 x
90

x ∈ [0,2π[ (6.146)

∞∑
n=1

cos(nx)
n6 =

1
12

( x6

120
− πx

5

20
+
π2x4

12
− π

4 x2

15

)
+
π6

945
x ∈ [0,2π[ (6.147)

∞∑
n=1

sin2(nx)
n2 =

πx − x2

2
sur [0 ; π] (6.148)

∑
n impair

sin2(nx)
n2 =

πx
4

sur [0 ;
π
2

] (6.149)

∑
n pair

sin2(nx)
n2 =

πx − 2x2

4
sur [0 ;

π
2

] (6.150)

∞∑
n=1

sin4(nx)
n2 =

πx
4

sur [0 ;
π
2

] (6.151)

∞∑
n=1

sin4(nx)
n4 =

2πx3 − 3x4

6
sur [0 ;

π
2

] (6.152)

Voir également [112]
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6.3 Période d’un système

6.3.1 Période d’un système quelconque

On s’intéresse à la période globale (Tsys) d’un système quelconque où interviennent deux
phénomènes physiques périodiques (périodes T1 et T2) qui peuvent interagir (par exemple, un
réducteur à 2 étages qui ne sont pas en cascade). Le système est soumis aux excitations de fré-

quences
1
T1

et
1
T2

, ce qui laissera une signature temporelle et fréquentielle sur les caractéristiques

observées en sortie.

L’existence et l’expression de la période globale du système dépend des valeurs de T1 et T2 :
— Si T1 et T2 sont des entiers alors Tsys existe et sa valeur est le Plus Petit Multiple Commun

des 2 périodes :
Tsys = P P CM

(
T1, T2

)
(6.153)

— Si T1 et T2 sont des rationnelles, alors leur Plus Petite Période Commune Multiple (PPPCM)
existe et elle est donnée par :

Tsys = P P P CM
(
T1, T2

)
= P P P CM

(u1

v1
,
u2

v2

)
(6.154)

Où
u1

v1
et
u2

v2
sont les représentations irréductibles des périodes et avec {u1, v1, u2, v2 } ∈N.

On en déduit :
Tsys =

1
v1 v2

P P CM
(
u1 v2, u2 v1

)
(6.155)

— Si les 2 périodes T1 et T2 s’expriment comme le produit d’un même irrationnelle (π) et
d’un rationnel, alors la période du système existe et son expression est donnée par :

Tsys = P P CM
(
T1, T2

)
= π

π
v1 v2

P P CM
(
u1 v2, u2 v1

)
(6.156)

— Dans les autres cas, il n’y a pas de période de fonctionnement du système complet.
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