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Résumé

Ce document est une synthése de mes activités de recherche au sein de I’équipe Mécanique et
Systéme Mécanique (SMC) du Laboratoire de Mécanique des Contacts et des Structures (LaMCoS)
de I'INSA de Lyon ou je suis en poste depuis 2008. Ces travaux portent sur l'optimisation des sys-
témes mécaniques de transmission de puissance par engrenages et visent plus particuliérement
a réduire les nuisances (bruit, vibrations, échauffements, etc.) générées par leur fonctionnement
dans différentes situations. Un moyen privilégié pour atteindre cet objectif consiste a introduire
des corrections de forme des dents (correction de profil et correction d’hélice sur le pignon et la
roue). Il est également envisageable d’introduire des dispositifs spécifiques qui filtrent en partie
les vibrations. La fluctuation de ’écart de transmission quasi-statique est un parametre clé du
comportement dynamique et ce parametre a été particulierement étudié.

Ces travaux s’articulent autour de deux poles complémentaires. Le premier a pour objectif de
réaliser une synthése des corrections de forme appliquées aux dentures. Une approche analytique
originale permet de relier les caractéristiques de modification de forme optimale a certains
parameétres macroscopiques de ’engrenage comme le rapport de conduite ¢, et le rapport
de recouvrement 5. Le modele est assez détaillé pour pouvoir tenir compte de l’évolution
de la raideur linéique d’engrénement le long du segment de conduite et du couplage des
déplacements locaux au niveau du contact. La moyenne quadratique de 1’écart de transmission
s’exprime explicitement en fonction des parameétres de correction et il est possible de la minimiser.
Les combinaisons de corrections optimales se synthétisent en quelques relations simples et
générales. Bien que les modifications optimales soient dépendantes de la charge, on montre que
l'optimisation demeure efficace sur une plage de couples pour quelques situations particulieres
mais non singuliéres. Les résultats fournis par cette approche sont en bon accord avec ceux des
modéeles numériques validés, dans la mesure ou l'environnement de l’engrenage (arbres, paliers,
etc.) n‘affecte pas trop les positions relatives.

Le second pole s’intéresse a ’analyse de systémes mécaniques et a leur optimisation selon
un ou plusieurs critéres. Les démarches mises en ceuvre sont essentiellement numériques. Les
systémes complets (engrénement, contact, arbres, paliers, systeme amortissant, etc) sont mis
en équation en utilisant des modeles a parameétres discrets. Les matrices masse et raideur
de I’équation du mouvement, ainsi que le second membre, sont fournis par les équations de
Lagrange. Etant donné que les systémes étudiés subissent peu d’amortissement, la matrice
amortissement est en générale définie de facon a ne pas géner la diagonalisation du systeme
d’équations (méthode de Rayleigh, définition modale, etc.). La résolution est menée dans l’espace
temporel par un schéma d’intégration implicite (généralement méthode de Newmark) associé
a un algorithme complémentaire permettant de définir 1’état du systéme physique a chaque
pas de temps (algorithme de contact). Le nombre de degrés de liberté demeure raisonnable
(au plus quelques milliers), les temps de calcul sont faibles et ils permettent de réaliser des
études paramétriques ou des optimisations. L'approche numérique rend possible la prise en
compte de davantage de phénomenes physiques spécifiques a chaque situation et I'utilisation
de modeles plus fins au niveau de la description de la physique. Des approches probabilistes
(robustesse, sensibilité, etc.) ont été mises en place et elles donnent un certain nombre de résultats.
Cependant, elles sont limitées par le manque de connaissance des distributions des incertitudes
et par les temps de calcul qui augmentent tres fortement avec le nombre de parametres aléatoires
considérés.

La poursuite des travaux de synthése de conception des modifications de forme est envisagée
selon plusieurs pistes. La premiére consiste a augmenter progressivement le nombre parametres
du modele. Ceux-ci peuvent concerner les corrections, la raideur d’engrénement, la définition
de la zone de contact, la prise en compte des écarts de montage ou des déplacements sous
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charge, etc. Une seconde piste permettra de développer d’autres critéres d’optimisation tels
que la dissipation par frottement au contact, l'usure, les contraintes mécaniques, le coefficient
dynamique de 'effort a la denture, etc. D’autre part, la démarche actuelle propose des familles de
solutions optimales mais sans hiérarchiser ses éléments. Un travail complémentaire est nécessaire
pour ordonner ces solutions.

Lanalyse de systémes mécaniques de transmission de puissance, selon une approche pu-
rement numérique, sera également prolongée. De facon assez générale, I’idée directrice est
d’intégrer davantage de phénomeénes comme les hautes vitesses (>40 000 tr/min), des incerti-
tudes de réalisation, des comportements de matériaux différents (matériaux plastiques, etc.),
I'intégration de toute la ligne de transmission (moteur, accouplement, réducteur, récepteur,
etc.) afin d’augmenter la capacité prédictive des modeles. Il est également envisagé de tester
de nouvelles approches de type éléments finis avec une résolution explicite, qui permet une
réduction significative des temps de calcul.
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Chapitre

Introduction

Ce rapport est une synthese d’'une grande partie des travaux de recherche que j’ai menés
au sein de I’équipe Systémes Mécaniques et Contacts du LaMCoS (UMR 5259, INSA de Lyon)
depuis mon recrutement en septembre 2008 comme maitre de conférences. Ils portent sur des
systémes mécaniques de transmission de puissance. Une partie de ces résultats a été obtenue par
des doctorants dont j’ai suivi les travaux et ’autre partie est le fruit d’une collaboration réguliere
avec Philippe Velex.

Lengrenage renvoie parfois I'image un mécanisme d’un autre temps ou celle d’un systeme
bien connu puisque largement utilisé depuis des décennies. En fait, pour les systemes méca-
niques aujourd’hui trés optimisés, non seulement l'utilité de I'engrenage n’est pas remise en
cause, mais les niveaux d’exigence croissants nécessitent continuellement de nouveaux travaux
d’approfondissement et d’amélioration de leurs performances.

Les exigences socio-économiques qui s’appliquent aux moyens de transport et aux outils
industriels évoluent depuis des années vers une moindre perturbation de 'environnement global.
Les concepteurs de systémes de transmission de puissance mécanique ont généralement de
fortes contraintes sur les niveaux de pertes d’énergie mécanique, de bruit et de vibration générés
(NVH : Noise, vibration and harshness). En effet, de par sa nature ou les contacts sont directs
et intermittents, I’engrénement est un excitateur de la ligne de transmission et des structures
voisines. Les travaux présentés dans ce document sont une contribution aux efforts de réduction
des excitations générées par I’engrénement de roues cylindriques. Les démarches suivies sont
celles de la modélisation suivant plusieurs approches, de l'optimisation et de la synthese.

La simulation de I’engrénement présente des difficultés spécifiques liées aux étendues des
échelles dimensionnelles et temporelles de résolution du probléme mécanique. En effet, elle
doit étre réalisée sur un intervalle de temps suffisamment long pour que les phénomenes a
longue période (par exemple sur un tour de roue) puissent étre capturés et le pas de I'incrément
temporel doit étre petit par rapport a la période d’engrénement pour une bonne prise en compte
de I’évolution des zones de contact. Par ailleurs, la détermination des déplacements et des
contraintes mécaniques couple le comportement global de la structure avec des phénomeénes
locaux de contact qui se déplacent sur les pieces au cours du temps. Cette situation rend
généralement les approches par éléments finis en trois dimensions trop volumineuses en espace
mémoire et trop lentes a I’exécution pour pouvoir mener des analyses de parameétres ou des
optimisations.

La mise en place des modéles numériques d’engrenement utilisés dans ces travaux s’appuie
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largement sur des démarches développées a sein du laboratoire a partir de la fin des année 80
[96, 70} (71},{72, |3} 198}, [97]. 11 s’agit de modeéles dynamiques a parameétres concentrés prenant
en compte les comportements des paliers, des arbres, des dentures, de la micro-géométrie du
contact et des écarts de montage et de réalisation. Ils contiennent relativement peu de degrés de
liberté (de quelques dizaines a quelques milliers) et leur formulation condensée leur permet des
temps d’exécution tres courts (moins d'une seconde par période d’engrénement), ce qui les rend
compatibles avec la plupart des objectifs poursuivis.

En paralléle de cette approche numérique, une démarche analytique originale a également
été suivie pour obtenir une formulation explicite de I’écart de transmission. Ce modeéle un peu
moins précis a I'avantage d’étre général, c’est a dire qu’il englobe en une méme formulation
toutes les géométries de dentures cylindriques. Son exploitation permet de réaliser une synthese
des corrections de forme pour l'optimisation de 1’écart cinématique de transmission.

Ce document est principalement composé d’une synthése scientifique comportant deux
volets. Le premier expose les démarches et les résultats assez généraux sur l'optimisation des
corrections de forme de denture obtenus par une approche analytique. Le second volet présente
des travaux menés en collaboration avec des partenaires industriels. Ils traitent de I’analyse et de
l'optimisation des systéemes de transmission de puissance a partir d’'une modélisation numérique
détaillée.

Enfin, la derniére partie de ce document synthétise mes diverses activités d’enseignant-
chercheur au sein de I’établissement (enseignement, production scientifique, valorisation, res-
ponsabilité, etc.).
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Notations des principaux parametres

Indices

indice affecté au repere fixe ou aux parametres de l'outil de référence

indice affecté au pignon

indice affecté a la roue

caractéristique prise dans le plan normal / caractéristique de la roue virtuelle
caractéristique prise dans le plan apparent

caractéristique de fonctionnement

R N =

Minuscules

b : largeur de denture

o :  célérité du son dans l'air

e(M) :  écart équivalent normal au point M

f :  coefficient de frottement

fe : fréquence critique pour le rayonnement acoustique

fe :  Fréquence d’engrenement

g :  fonction caractérisant soit l'effet convectif sur les lignes de contact,
soit I’évolution de la raideur d’engrénement

hgi 1 coefficient de saille de la roue i

hyi :  coefficient de creux de la roue i

ki :  raideur de la cellule i

k(M) . raideur linéique en M (k; = k(M;)dM)

ko : raideur linéique d’engrenement moyenne sans réduction de longueur de contact
(sans modification de forme)

ko : raideur d’engrénement moyenne sans réduction de longueur de contact
(sans modification de forme)

ky : raideur d’engréenement moyenne effective

n;(M) :  vecteur unitaire sortant de la piece i en M

q :  vecteur des degrés de liberté intervenant directement dans les déplacements relatifs a
I'engrénement

p(x;) :  densité de probabilité de la variable aléatoire x;

ri :  rayon du cylindre primitif de taillage de la roue i

Thi : rayon du cercle de base du pignon i

s :  abscisse curviligne

sp :  (exposant) parametre de forme

t :  le temps (seconde)

u(M,i/R) : vecteur déplacement au point M appartenant a la piéce i par rapport a R

X = o coordonnée selon X adimensionnée par le pas de base apparent

bt

X; ¢ coefficient de déport de la roue i

z = z coordonnée selon Z adimensionnée par la largeur de denture

zZ; :  nombre de dents du pignon i

Majuscules
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AB,C.D,E : points caractéristiques de la ligne d’action (ISO21771 [55])
B : amplitude de la correction longitudinale

Cio : couple nominal

E :  profondeur de correction de profil | module d’Young
Eax(T) :  maximum des écarts équivalents normaux a l'instant 7

Fy :  vecteur des forces extérieures généralisé

Fi.(M) : charge linéique au point de contact M entre les dentures
G :  dans I'expression de TEY, terme lié a I'effet convectif sur la ligne de contact
HYF(w) : fonction d’influence complexe  la pulsation w

K : matrice raideur des arbres et des paliers

Kr(t,X) :  matrice raideur totale du systéme modélisé

K.,(7,X) : matrice raideur de I'engrénement

matrice raideur moyenne effective

matrice raideur moyenne sans correction de forme et sans réduction
de longueur de contact

ensemble des lignes de contact potentielles

puissance acoustique rayonnée équivalente

matrice masse du systéme modélisé

nombre d’engrénements

flux thermique généré par l'effet du frottement entre les dentures
flux thermique généré par toutes les sources de dissipation d’énergie mécanique
écarts de transmission

écarts de transmission quasi-statiques

point de tangence de la ligne d’action avec le cercle de base i

durée d’une période d’engrénement

vecteur structure en M

vecteur structure effectif moyen

vecteur structure moyen sans réduction de longueur de contact
vecteur vitesse

vecteur de projection

vecteur des ddl aux nceuds de I'ensemble du systéme

vecteur aléatoire des parametres de conception

vecteur aléatoire des parameétres environnementaux

rapport du couple de fonctionnement sur le couple nominal
vecteur des ddl aux nceuds de I'ensemble du systeme, dans la configuration
quasi-statique

0 : égal A K [ Fy, solution statique avec la matrice raideur moyenne
vecteur réponse du systeme

~ o
ms’p@ZZSO 55
g‘ o

o Moy
tr
)

MMM ET << <
N gsg

wn

=<

Lettres grecques majuscules

Ay :  longueur de déphasage entre 2 engrénements

A(M) :  écrasement des surfaces en M

@kv(r, XS) :  fonction scalaire non linéaire, inconnue

r :  longueur de correction de profil adimensionnée

I 1 longueur de correction de profil adimensionnée courte

A : fonction unitaire pour les corrections de profil
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Ap
HﬁC
Qy;

fonction de perte par frottement
puissance acoustique rayonnée
vitesse de rotation du pignon i par rapport a j (mouvement de corps rigide)

Lettres grecques minuscules

™ R

angle de pression | coefficient numérique, généralement compris entre 0 et 1

angle d’hélice | coefficient de qualité

parameétre de réduction de la zone de contact selon la largeur de la denture

distance normale entre les dentures a I’état de référence

déflexion statique moyenne effective

déflexion statique moyenne sans correction de surface ni réduction de longueur de contact
orientation de I’hélice du pignon : € = 1 pour une hélice a gauche sur le pignon, -1 sinon
signe de la vitesse de rotation Q,

orientation des hélices

rapport de conduite apparent

rapport de recouvrement

valeur approchée du zéro de la fonction 7 sur [1,5; 2]

coefficient de réduction de longueur de contact dans la direction X

espérance mathématique de la variable Y

coefficient de Poisson

fonction scalaire non linéaire, normalisée, caractérisant I’évolution

de la raideur linéique en un point de contact
AC

€aPbt

longueur AC adimensionnée : ko =

puissance acoustique rayonnée

puissance acoustique de référence

rayon d’outil divisé par le module | masse volumique de l’acier
masse volumique de l'air standard

facteur de rayonnement

écart-type de la variable Y

temps adimensionné

parameétre de 'effet convectif

vecteur déplacement

orientation du plan d’action

Types de grandeurs adimensionnées

A* =

At =
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A

Ay, = —=

¢ LT,

A . > .
AY = — ou oy est une contrainte de référence en pied de dent
00
A® = 5 ol d,,c est la déflexion statique au couple de référence
mCO

Fonctions
cov : covariance
E : espérance mathématique
inv : fonction involute : inv(x) = tan(x) — x
H : fonction de Heaviside
i :  fonction porte qui vaut 1 ou 0
var :  variance
Va : moyenne du RMS de TEg sur une plage de couple et fonction d’un parameétre o
Sinc :  sinus cardinal Sinc(x) = sin(mx)
mod(x,y) : lereste dela division euclidienne de x par y
< e>g : moyenne spatiale

. : la moyenne temporelle
A” . complexe conjugué de A
vT :  transposé de V

Acronymes
ERP :  Equivalent Radiated Power
HCR :  High Contact Ratio
LCR :  Low Contact Ratio
LDP :  Load Distribution Program (logiciel Gearlab, The Ohio State University)
NLTE :  No Load Transmission Error
NVH :  Noise, vibration and harshness
PPPCM : Plus Petite Période Commune Multiple
PPCM ¢ Plus Petit Commun Multiple
RMS :  Root Mean Square
TE :  Transmission Error
VSA : nom générique des logiciels de simulation de I’engréenement développés

au LaMCoS, suivant I’approche proposée par Philippe Velex



Chapitre

Approches analytiques

La modélisation et les méthodes numériques sont des outils efficaces pour l'analyse et
l'optimisation des réducteurs a engrenages de fagon a minimiser les nuisances engendrées.
La contrepartie de la grande précision de ces modéles est la forte dépendance des résultats a
l’architecture et aux macro-parameétres de la transmission. Ce chapitre propose une démarche
plus globale ou les caractéristiques des dentures n‘ont pas besoin d’étre spécifiées. Elle apporte
des résultats généraux sur les corrections de profil et d’hélice qui dépendent principalement du
rapport de conduite de profil ¢, et du rapport de recouvrement &g.

2.1 Liminaire : écart de transmission quasi-statique

L'objet de ce préambule est de rappeler de fagon synthétique la démarche de modélisation de
I’engrénement développée par Philippe Velex et ses collaborateurs. Cette approche, tout d’abord
numérique, a montré ses performances dans I’analyse du comportement statique et dynamique
de réducteurs a engrenages cylindriques. L'approche analytique s’appuie sur les mémes concepts
et, moyennant quelques hypotheses qui seront précisées, permet d’obtenir une expression directe
de la variance de I’écart de transmission quasi-statique sous charge et sa minimisation.

L’écart de transmission quasi-statique est une grandeur clef du comportement d’un réducteur.
Son évolution temporelle est le reflet des déplacements élastiques sous charge et de quasiment
tous les écarts géométriques. On montre que la minimisation des fluctuations de cette grandeur
a faible vitesse améliore également le comportement dynamique, sur le plan des vibrations [98]
et, dans une certaine mesure, au niveau acoustique [[10].

Une approche purement cinématique de I’engrénement permet de définir les surfaces théo-
riques des dents, parfaitement conjuguées dans un mouvement exactement homocinétique,
ignorant tout des écarts et des déformations d’un systéme réel. La famille de surfaces réglées
dont la trace dans tout plan apparent est une développante de cercle, est une hélicoide dévelop-
pable [48,62}|23}|65]. Bien d’autres familles de surfaces existent mais elles sont peu employées
car possédant moins d’avantages. La surface de référence est la surface nominale définie a partir
de la surface théorique et a laquelle des corrections de forme ont été ajoutées.

La prise en compte d’écarts de réalisation et de montage dans le fonctionnement de 1’engre-
nage indéformable permet de définir son état de référence. Chaque roue tourne autour d’un axe
fixe et les dentures sont en permanence en contact.

La configuration du systéme de transmission déformé par les différentes actions mécaniques

7
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externes et internes est définie par un certain nombre de degrés de liberté qui caractérisent de
« petits » déplacements de translation et rotation (HPP) au voisinage de 1’état de référence et se
superposent a ce dernier. Cette approche permet d’introduire des déplacements élastiques au
niveau de la denture, les déformations des arbres, des paliers, etc.

Le choix des différents modéles est fait de facon a avoir un compromis entre leur cott et leur
précision vis a vis des quantités d’intérét : déflexions locales au voisinage du contact, déflexions
structurelles (arbres, paliers, ...), etc.

2.1.1 Modeles des structures

Les arbres qui portent les dentures sont modélisés par des éléments finis de poutre de
Timoshenko a 12 degrés de liberté (ddl) infinitésimaux. Les paliers qui les supportent sont pris
en compte par l'intermédiaire de rigidités pour les déplacements axiaux et radiaux, supposées
constantes au voisinage du point de chargement nominal (figure2.1). Des couplages entre les
déplacements infinitésimaux sont possibles.

Les corps des roues dentées peuvent étre assimilés a deux cylindres rigides possédant chacun
6 ddl ou bien modélisés par des éléments de poutres de Timoshenko a 2 nceuds et 6 ddl par
noeud pour les dentures plutot longues (mi” > 10, [4]). Dans les cas de géométries plus complexes
ou particuliérement souples (aéronautique), un modéle de sous-structure peut étre utilisé [11)
44,121]]. Il n’y a pas de restriction dans le raffinement du modeéle en termes de nombre de degrés
de liberté.

Ficure 2.1 — Représentation générique d’un engrénement et de son environnement

2.1.2 Modele de I’engréenement

Les zones de contact entre les dentures sont assimilées a des lignes toutes contenues dans le
plan d’engrénement. Celles-ci sont discrétisées en cellules de longueur dM. Le contact élastique
est représenté par une distribution de raideurs indépendantes le long des lignes de contact
théoriques (fondation de Winkler [73])) [3}/102]. En notant M un point de contact potentiel au
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centre d’une de ces cellules, la raideur de cet élément est k(M)dM (ﬁgure ol k est la raideur
linéique.

'
'
I
'

7

|
i
/ Contact

iy

FIGURE 2.2 — Modélisation de 1’élasticité de I'engrenement par une fondation de Winkler non
linéaire et évoluant avec le temps

La raideur linéique dépend des géométries des dentures, des rayons de courbure au contact,
de la charge (dépendance non linéaire), des matériaux, etc. Différents modeles permettent de
fixer sa valeur. Pour la norme ISO6336 :2019, cette raideur est constante et ne dépend que des
parameétres macro-géométriques pour des dentures en acier. D’autres méthodes la décomposent
en une série de raideurs découplées : contact, flexion de la dent, encastrement de la dent sur la
jante, déformation de la jante, etc ([4,[86]).

2.1.3 Les écarts géomeétriques

Des écarts géométriques peuvent avoir des origines diverses :

— modification de la forme des flancs des dents par le concepteur : correction de profil,
correction suivant I’hélice, correction topographique, etc

— écarts de fabrication : défauts de forme des surfaces actives (orientation, ondulations, ...),
erreur de pas, faux-rond, etc

— écarts de montage : position et orientation des axes de rotation, excentration, etc

— déplacements sous charge : les déformations élastiques des paliers, des axes de rotation,
des corps des roues et des dentures conduisent a des déplacement des surfaces qui peuvent
entrer en contact.

En un point M de la surface d’un flanc actif du pignon, I’écart e; (M) correspond a la distance
entre la surface théorique (hélicoide développable) et la surface considérée de la dent suivant la
normale 4 la surface parfaite (figure[2.2). Par convention, le signe de e; (M) est positif dans le cas
d’un excés de matiére et négatif dans le cas d’un enlévement de matiere. En chaque point de
contact potentiel, c’est la somme des écarts normaux du pignon et de la roue, ou écart normal
équivalent, qui est significatif pour 'engrénement : e(M) = e; (M) + (M) [102].

2.1.4 Parametres calculés dans la configuration de référence

Pour rendre I’étude indépendante de la vitesse de rotation (tres faible en quasi-statique), la va-
riable temporelle du modeéle 7 est égale au temps physique t divisé par la période d’engrénement
Tou-
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Pour un fonctionnement sans charge, et a chaque instant, le contact va avoir lieu dans le plan
d’engrenement, la ou I’écart normal équivalent est maximum :

Enax(t) = Max (e(M)) (2.1)

avec Ly(7) I'ensemble des lignes de contact potentielles a l'instant 7.

Dans I'état de référence, on appelle n le vecteur normal aux surfaces en tout point de contact
(constant, indépendant de 'instant et du point) et V(M, 1/2) la vitesse relative en M. La condition
d’engrénement (n.V(M, 1/2) = 0) perturbée par les écarts géométriques devient :

(rlel +szQ2)COSﬁb+% =0 (22)

Avec rp; et Q; les rayons de base et la vitesse de rotation de corps indéformable de la roue i.
L’écart de transmission sans charge (No Load Transmission Error : NLTE) se déduit de la

relation (2.2) :

_Emax(T)
cospPy

En un point de contact potentiel M, la distance entre les surfaces des dentures est notée
0o(M). Elle est définie par :

NLTE(t) = (2.3)

00(M) = Ejpyx(7) — e(M) (2.4)

2.1.5 Ecrasements et actions normales de contact

Sous charge, les pieces du systemes se déforment et il en résulte de petits déplacements des
surfaces au voisinage des points potentiels de contact M. Le rapprochement des surfaces suivant
la normale de référence est donné par :

5(M) = u(M,1/R).n | (M) +u (M, 2/R).n (M) (2.5)

avec u(M,i/R) le vecteur déplacement du point M appartenant a la piece i par rapport au
repere R et n;(M) le vecteur unitaire sortant de la surface de la piéce i en M. Les surfaces de
contact étant supposées réguliéres, on a n (M) = —n,(M). Les écarts normaux équivalents étant
tres petits devant les dimensions des surfaces, les normales retenues sont les normales aux
surfaces théoriques. Ainsi, dans le plan d’engrénement, toutes les normales sont colinéaires.

Dans le cas ou les corps des roues sont rigides et animés de petits mouvements au voisinage
de la position de référence, celui-ci peut étre modélisé par un torseur de petits déplacements :

{Di/R}:{ ( WiR = ¢i§+l’biT+6iz} , i=1,2 (2.6)
u

O,,I/R) = viS+wiT+ MiZ

ou bien : . R .
{Di/r} = Wik = PiXtpiY+0Z 1y, (2.7)

u(0;,i/R) = v;X+w;Y+u,Z

Le rapprochement des surfaces se met sous forme matricielle :

5(M)=VT(M).q (2.8)
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pignon
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FiGUre 2.3 — Les reperes utilisés

ot qT = [vy, wy,uy, P1, 1,01, V2, Wo, uy, P2, 1y, 0] sont les degrés de liberté définis au centre
des mobiles, suivant les directions du repére. Deux reperes sont principalement utilisés : {X}, Y, Z}

=2 = = 7 (e . . .
et {S, T, Z}, définis ﬁgure Suivant la base retenue, le vecteur structure V(M) a pour expres-
sion :

cos , [ €Os By, sin a;
0 b C cos By COS Ayt
esin By esin
—Cery sin By —Ceryy sin By sinay,; — C(q —&£py sin ﬁb)cos Qyp
1 —eppsinfy —€7p1 SIN fy, COS Ay + (17 —&py sin ﬁb)sin Ay
Crp1cos By Crp1cos Py
V(M) = ien V(M) = .
(M) —cos B, ou bien V(M) —C0s B Sin g
0 —C cos B COS (g
—&sin By —esin By
—Cerpysin fy, —Cerpy sin By sin ay; + C(ﬁ + epysin ﬁb)cos QAyp
_(’7 tépasin ﬁb) —€7pp 8in By, COS Ay — (17 +€p,sin ﬂh)sin Qyp
CrppcosBy iz v.7 Cryacos By ls72

(2.9)
avec les notations :

3 orientation des hélices, = 1 si le pignon a une denture a gauche, =-1 si la denture est a droite
C : orientation du plan d’action, = 1 si le plan d’action est orienté comme sur la ﬁgure

=-1 si le plan d’action est selon l'autre tangente commune aux cercles de base
p1, P2,y @ parameétres d'un point de contact M dans le plan d’engrénement (figure )

L'écrasement des surfaces en chaque point de contact potentiel M est défini par la relation :
AM)=u(M,1/R).n; —u(M,2/R).n| —6y(M) (2.10)
Dans le cas ou les corps des roues dentées sont indéformables :

AM)=VT(M).q-6y(M) (2.11)
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FiGure 2.4 — Paramétrage d’un point de contact dans le plan d’action

L’action mécanique transmise d’une denture a l’autre au niveau de chaque cellule de contact
est un glisseur élémentaire défini au centre de la cellule et dont la résultante est :

dF /5 = k(M)AM) H(A(M))dMn (2.12)

ou H est la fonction de Heaviside.

Le torseur complet de I'action mécanique du pignon sur la roue est donc

=

(F1 ) = Fip = JLO(T)]Z(M)A(M)H(A(M))dMnl o (2.13)
YT Mua(0a) = [ K(M)A(M)H(A(M))O;M Any dM ‘

Finalement, pour des corps de roues infiniment rigides, I'interaction entre les dentures peut
se mettre sous la forme matricielle suivante :

Fy = { {F1/2) }

{1D2/1~}O1 )

= Jia KMV H(AMD) V(M) VT (M) M q + [y KM)H(AM))0(M)V (M)dM
_Ke(’[rq)-q +Fe(T)

(2.14)
avec
— K, (7) la matrice de raideur de I’engrénement, qui évolue avec le temps et avec les condi-
tions de contact.
— F,(7) se comporte comme un vecteur d’excitation (dépendance au temps) et ce vecteur est
fonction des modifications des surfaces en contact et des écarts géométriques.
Numériquement, la détermination de ces deux termes nécessite, a chaque pas de temps 7, de
connaitre quelles cellules sont en contact (A(M) > 0) et lesquelles ne le sont pas (A(M) < 0). Les
écrasements dépendent des degrés de libertés de I’engrenage q a l'instant 7. Cette résolution est
donc itérative, elle est souvent appelée algorithme de contact.
Pour des corps de roues déformables, I’expression de l'interaction entre les dentures est plus
complexe mais se formalise de facon assez semblable (voir par exemple [4]).
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2.1.6 Equation du mouvement

L'équation globale du mouvement est obtenue par assemblage des matrices raideurs et masses
élémentaires issues des équations de Lagrange pour chaque partie du systéme : engrenage, arbres
et palier [102,/97]] . Des raideurs, masses et inerties additionnelles peuvent également étre prises
en compte. On retrouve la forme générale des équations de mouvement :

MX +CX +Kr(1,X)X =Fg+Fg +Fyp (2.15)

avec :

— X est le vecteur de tous les degrés de liberté de la structure

— K7 est la matrice raideur totale du systeme modélisé

— M est la matrice masse du systéme modélisé

— F est le vecteur des forces extérieures généralisé

— Fgl caractérise les excitations liées a 1’état de référence : excentration, écarts de transmis-
sion sans charge et ses dérivées, ...

— Fg, est une extension du vecteur F, de I'équation (2.14). Cette excitation dépend du
temps et du vecteur solution X.

L'expression de la matrice d’amortissement C est toujours délicate a justifier. Son role dans
la modélisation est néanmoins indiscutable puisqu’elle controle en partie la stabilité et le
comportement dynamique du systéme. Dans le cadre des réducteurs a engrenages en acier, les
sources de dissipation de type « visqueuse » sont limitées :

— Le cisaillement et ’écrasement du lubrifiant entre les dentures. D’aprés M. Ankouni [38]],
cette dissipation pour les engrenages cylindriques demeure faible, particulierement pour
les dentures hélicoidales et pour un fonctionnement sans perte de contact.

— Le cisaillement du fluide dans les paliers hydrodynamique ou hydrostatique. Toujours
d’apreés les travaux de M. Ankouni, la dissipation qui en résulte n’est pas forcement plus
importante que celle obtenue dans un palier a roulement.

— Les pertes par brassage de fluides : ventilation, piégeage et barbotage [34] . Ces effets sur le
comportement dynamique sont généralement tres faibles tant que la vitesse périphérique
n’atteint pas plusieurs dizaines de métres par seconde.

— L’amortissement structural

Dans la majorité des réducteurs mécaniques, l'amortissement global est faible et son influence
sur les vitesses critiques peut étre ignorée. L'analyse modale du systéme est réalisée avec les
matrices moyennes de masse et de raideur. Puis, en pratique, la matrice d’amortissement est
construite avec un ou plusieurs facteurs d’amortissement modaux [99].

L’équation du mouvement est alors intégrée par une méthode numérique implicite (Newmark,
Hilbert-Hughes-Taylor [50], . ..). Des conditions de stabilité existent théoriquement [96} 2] mais,
en pratique, aucune instabilité de I’algorithme n’a été rencontrée.

2.1.7 Ecart de transmission sous charge

Une caractéristique importante de I’engrenage déformable sous charge est I’écart de transmis-
sion, notée TE (Transmission Error), fonction du temps. Harris [[46] a sans doute été le premier a
proposer cette notion pour caractériser le comportement d’un engrenage. Philippe Velex [98|
101]] a fait évoluer la définition de cette caractéristique pour ’adapter aux modéles a plusieurs
neeuds et six degrés de liberté par nceud : sur un nceud I de I’arbre du pignon et sur un nceud II
de l'arbre de la roue, on place des capteurs virtuels qui permettent de connaitre les positions
angulaires absolues suivant les axes de rotation. Ces positions angulaires sont composées d’un
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mouvement de corps rigide de référence et d’un écart angulaire de torsion (65 et ;) par rapport
au modéele de référence (équation |2.16).

TE(T) = [IOTQI/OdC + 91] + 7y [IOTQz/OdC + 611]

(2.16)
= T’blel + szen + NLTE(T)
En utilisant le vecteur de projection W constant 98], I'’équation (2.16) se réécrit :
T Emax
TE(T)=W X - —— (2.17)

cos iy,

Loin des vitesses critiques de torsion, la valeur moyenne de 1’écart de transmission dépend du
choix des nceuds I et II. La fluctuation de TE(7) représente les variations de positions angulaires
mesurées sur la ligne d’engrenement. Elle est donc représentative de I'excitation générée par
celui-ci.

Trois contributions participent a la fluctuation de TE : les écarts de forme et de montage, des
variations de raideur d’engrénement au cours du temps et des effets dynamiques. Ces derniers
résultent du comportement de la structure soumise aux différentes excitations et ils ne sont
qu’indirectement impactés par les choix de conception. A vitesses de rotations tres basses, les
effets dynamiques sont négligeables et I'écart de transmission quasi-statique (T Eg) est une bonne
image de l’excitation interne du systeme. Dans les approches ou l’écart de transmission est
un résultat estimé par le modéle, le probléeme de minimisation des vibrations générées par
I’engrénement est tres largement remplacé par celui de la minimisation de la fluctuation de TEj.

Les auteurs d’analyses expérimentales ne sont pas unanimes sur ce point (il faut reconnaitre la
difficulté de réalisation ; voir par exemple 'analyse bibliographique réalisée par Mats AKerblom
[6]])), mais la grande majorité des études met en évidence la forte corrélation entre le niveau
vibratoire et la fluctuation de I’écart de transmission quasi-statique d’une transmission par
engrenage. En revanche, ce résultat ne se transpose pas aussi directement au niveau acoustique
car celui-ci dépend également du rayonnement des carters, de la transmissibilité des roulements,
etc.

En quasi-statique, '’équation d’équilibre du systéme peut se mettre sous la forme (voir l'article
[98], équation (25)) :

K+LO(T)JE(M,XS)V(M)VT(M)dM]xs:F0+LO( (M, X5)0(M)V (M)dM ~ (2.18)

7)

avec :

— X le vecteur des ddl qui représente la solution quasi-statique, dépendant du temps 7;

— K la matrice raideur du systeme excepté 'engrenement (arbres, paliers, éventuels cou-
plages, etc.);

— k est la raideur linéique de contact, a priori non linéaire par rapport au vecteur X et
nulle en ’absence de contact;

— Ly(7) est 'ensemble des lignes de contact potentielles a I'instant 7.

Dans la base {)Z Y, Z}, seules 2 composantes du vecteur structure évoluent avec la position
du point de contact M;. Dans le cas ou la largeur de denture est faible par rapport aux rayons de
base (mi < 10) et pour un angle d’hélice pas trop important, les fluctuations du vecteur V sont

négligées et il est remplacé dans 1’équation (2.18) par sa valeur moyenne sur une période V ¢,
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prise sur I’ensemble des lignes de contact potentielles.

[K +k(r,x5)vmov,{10]xs =~F, +L ( )E(M,Xs)ée(M)dMVmO (2.19)
ot

La raideur d’engrénement k est décomposée en faisant apparaitre la raideur moyenne sans
correction ni réduction de longueur de contact k,, :

k(t) = kmo(l +ag(T,X5)) (2.20)

Avec g une fonction scalaire normée qui n’est pas déterminée a ce niveau du développement
et a, un parameétre qui indique le poids de la fonction g par rapport a 1. En notant également
K,.0 =K +k,0V 0V Z;lo la matrice raideur totale moyenne (inversible), I’équation (2.19) devient

Ko + @inog(T, X5 )V oV ,T,,O]XS ~F,+ J-L ( )E(M, X5)8e(M)dMV ;0 (2.21)
olT

Qui se réécrit :

X %KmloFoJrL ( )IE(M,Xg)ée(M)dMK;fOVmO—ag(r,XS)kmoVLOXSK;fOVmO (2.22)
olT

En notant X = K;}OF 0, X g est donc de la forme :
X5 =Xo+Pro(7, X5 )K oV o (2.23)

avec (Dkv(’[, Xs) une fonction scalaire dépendante du temps, a priori non linéaire par rapport
au vecteur solution quasi-statique.

En introduisant ’équation (2.23)) dans 1’équation d’équilibre (2.21), on obtient le systéme
suivant :

[0 8(T, X s )V 1K 0F 0 + Ppo (7, X5 ) + ko (T, X5 ) i (T, X5 ) V 10Kty V o] Vo =

m

J. (M, X5)0(M)AMV g (2.24)
LO(7)

Il est important de noter que cette équation peut étre réduite a une simple expression scalaire
puisque le vecteur V ¢ est un facteur commun aux deux membres de I’équation (2.24).

En utilisant I’expression de 1’écart de transmission (2.17) quasi-statique, on peut exprimer
®y, en fonction de I’écart de transmission quasi-statique :

E
TEq(t)-WTX, + —12x
s(T) 0+ Cos By

WTK LV,

Dpo(7, X5) = (2.25)

Cette relation est réinjectée dans (2.24)). En suivant la méme démarche que celle suivie par
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MM. Velex et Ajmi [98], cette derniére relation se simplifie avec :

WTXO = 6m0
cos By
V%OXO = 61110

) (2.26)

V0K Vino = oo
m
1

kino cos By

WTK, OV 0 =

ou O, est la déflexion statique moyenne sans correction ni réduction de longueur de contact.
Finalement, on obtient ’expression de TEg :

Omo kmo — [Lo(T) ]z(M; Xs ) e(M)dM
k(T, Xs)

TEs(t)cospy = (2.27)

La déflexion statique moyenne 9,,9 et la raideur moyenne d’engréenement k,, étant indé-
pendantes des modifications de forme portées par les dentures e(M), ces parameétres sont bien
adaptés pour adimensionner 1’écart de transmission quasi-statique en vue de 'optimisation des
corrections de surface.

L= oo K (M, X5 ) e*(M)dM 1K (M Xs)e*(M)dM

* —
B O 2 R PR TR Y

(2.28)

. A A . N

ol A* = — et AT = ~—, quelque soit le paramétre A.
. m0 .kW’.O . . - . . . . ,

L'écart de transmission quasi-statique ainsi exprimé est ’équation pivot des développements

analytiques présentés dans la suite du document.

Le calcul des deux intégrales de (2.28) est a réaliser sur un domaine formé de lignes d’engre-
nement qui évoluent de fagon périodique au cours du temps.

Zone de contact effective

Zone de contact potentiel

Ficure 2.5 — Position des lignes de contact dans le plan de base
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La figure[2.5|représente les lignes de contact virtuelles dans le plan d’engrénement et la zone
de contact potentiel qui est limitée par la ligne d’engagement théorique AA’ et la ligne de retrait
théorique EE’. Toutes les lignes de contact virtuelles sont paralléles entre elles et distantes du
pas de base normal py,. En supposant la vitesse de rotation du pignon (état de référence) (2,
uniforme, I’ensemble des lignes virtuelles de contact se translate dans la direction X 4 la vitesse
Ql 1.

En présence de corrections de dentures et/ou de défauts géométriques (positionnement,
orientation, forme des piéces, ...) et suivant le chargement, le rapprochement des surfaces peut
ne pas étre suffisant pour que le contact s’établisse sur 'ensemble des lignes de la zone de contact
potentiel. Les lignes de contact effectives peuvent étre sensiblement plus courtes. Les pertes de
contact partielles apparaissent généralement plutot aux bords de la zone d’engrénement. Leur
détermination est une étape importante et nécessaire pour obtenir une estimation réaliste de
I’écart de transmission quasi-statique.

Suivant 'approche numérique (logiciel de type VSA), les lignes de contact complétes sont

divisées en N cellules de longueur et le centre de chaque cellule est notée M;; (figure

N cos gy,
2.6). Le premier indice (i) fait référence au numéro de la ligne et le second (j) au numéro de la
cellule. La raideur k;;d’une cellule de la zone de contact potentiel est nulle si I’écrasement A(M;;)
est négatif. Dans l'autre cas, le contact est effectif sur cette cellule et la raideur est estimée.

Zone de contact potentiel, T = 0 Zone de contact effective, T quelconque
T, X ____T1 A / E T, X
Z 1Y ! !
g .*r// f* E— Z
e ‘L’r’ \ N

\

i
!
« <~ !
. Ol D
~ kol y
£ Lo y e
g g i y 4
y
N S - S
» » | T »
'
T 5 T, A E' T 5

b)

FIGURE 2.6 — Position des lignes de contact dans le plan de base

L'approche analytique utilise la propriété de périodicité de chaque intégrande de la relation
pour des conditions de fonctionnement stationnaires et exploite leur décomposition en
séries de Fourier. Moyennant une approximation sur les intégrales qui consiste a les remplacer
par des sommes de Riemann, non seulement les calculs sont possibles mais des simplifications
importantes s’opérent et rendent I’approche analytique intéressante pour la minimisation des
fluctuations de I’écart de transmission quasi-statique. La section suivante présente un certain
nombre de résultats obtenus en considérant des modeéles simples de corrections de forme et de
raideur d’engrénement. La derniére partie est consacrée a une situation plus réaliste et plus
complexe, ce qui permettra d’exposer quelques résultats plus généraux.

Les résultats présentés dans ce qui suit sont le fruit de mes travaux personnels, supervisés
par Philippe Velex.
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2.2 Premier modele analytique de ’engrenement

On suppose dans cette partie que les effets des écarts de position, d’orientation et de forme des
dentures sur I’engrénement sont négligeables. Le modéle développé représente I’engrénement de
deux roues élastiques et dans le cas d’une correction de profil linéaire et symétrique (longueur et
profondeur identiques sur les deux dentures). La raideur linéique d’engrénement est supposée
constante. Les vitesses de rotation sont faibles et tous les effets dynamiques sont négligés.

2.2.1 Paramétrage

Ecart normal équivalent

L’écart normal équivalent adimensionné est constitué uniquement des corrections de profil
du pignon et de la roue ef(M). Pour illustrer la forme de cette fonction, suivons le point de
contact My qui se trouve sur la ligne d’engagement théorique AA’ a I'instant 7 = 0 (figure[2.7]
a) ). Au cours du temps, la ligne de contact 0 se déplace suivant Xetla figure b) illustre
I’écart normal équivalent en M, au cours de ce déplacement. Cette évolution est symétrique

N & . g A« T .
par rapporta T = 7‘)’ et elle est linéaire par morceaux. Elle peut étre réalisée par des corrections
de profil en téte de dents du pignon et de la roue, de méme profondeur adimensionnée E* et sur
une fraction I' identique du segment de conduite py;e,. Au bout d’un certain temps 7 = P, la

meéme ligne contact va se former a nouveau entre les mémes dents du pignon et de la roue. Cet
écart est ainsi P-périodique. L'expression mathématique sur la premiere période est donnée par

équation (2.29).

T, A E T, X T
N T ,
/1 M |
S | g
S | ,
K | | g
/ | | /
I I
/ I [
T A E' T,
=0
a) b)

Fiure 2.7 — Evolution de la correction de profil au point de contact M, sur le segment de
conduite

€5 (Moo, ) = E*(% - 1) pour 7 € [0, Te,]
a
T (Moo, ) =0 €[le,, (1-T
Pour r [0, p[: ] FMoo® pr ot T[ €ar (1-T)éa] (2.29)
e’E(MOO,T):T(l—T—E—) pour T € [(1 -T)eg, &4]
a
€f(Moo, 1) =0 pour T € [¢,, P[

Pour un autre point My, situé sur la méme ligne et a une distance

Z , .
de My, ’évolution

COS py

Ztan f3,

Z
= 6255 avec z= —. De
Dot b

de e} aura la méme allure mais sera décalée dans le temps de e
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méme, pour un point de contact situé sur la i-éme ligne de contact, I’écart normal sera translaté
dans le temps de la valeur de i.

ek (M;j,7) = eg(MOO,T-ezeﬁ —i) (2.30)

Raideur linéique d’engrenement

Dans cette approche simplifiée, la raideur linéique d’engrénement est supposée constante k.
Les éventuels aspects non linéaires liés a I'intensité de la charge, a I’effet convectif de contact,
aux effets de bord, ... ne sont pas pris en compte. La valeur de cette raideur linéique peut étre
déterminée par la norme ISO 6336 [56].

En repartant de ’équation (2.27), I'expression de 1’écart de transmission se réécrit :

kobéa

"0 Cos By cos By,

[LO ko eg(M)dM

jLO @ kodM

TEs(t)cos By = (2.31)

En limitant les intégrales aux zones de contact effectif L(7,X ) et en adimensionnant par
61110 :

1+ 2B [ JeH(M)dM
beq E
TE%(t)cos By = fa_JL(Xs) (2.32)
oshs [ dM
bfa L(T’XS)

Réduction de la zone de contact effective

Si la profondeur de correction de profil est supérieure a la déflexion statique moyenne, les
dents peuvent ne pas entrer en contact au niveau de I’engagement théorique AA’ mais un peu
apreés. Le méme phénomene se produit dans la zone de retrait (EE’). Le retard a l’engagement
et l'avance au retrait sont supposés uniformes dans la direction Z du plan d’engrénement. En
raison de la symétrie de la correction de profil et de la raideur linéique constante, ces décalages
sont identiques. Les éventuelles réductions de la zone de contact effective sont paramétrées par
un unique coefficient A : le décalage de la ligne de contact effective est notée Apy;e, dans la

direction X (figure .

Calcul des intégrales

Dans cette situation, I’estimation des intégrales peut étre approchée par une série de fonctions
[70]. Le développement du calcul est montré avec une fonction f définie sur les lignes de contact
L(t) et qui ne dépend que de l'abscisse X des points de contact. Elle est nulle en dehors de la
fenétre d’engrenement. Cette fonction est périodique, de période P, et la série de Fourier qui lui
est associée s’écrit :

f(X):a0+;(a,lcos[b;#X]+bnsin[b;#X]) (2.33)

Soit I une grandeur définie a tout instant par

_ coshy j f(M (2.34)

be,
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eE
0 Teappr (1-T)eapsi €apye

T

-E

contact effectif

AE Dbt (1- A)&xﬁbt

FIGURE 2.8 — Zone de contact effective
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La fonction f étant nulle pour les points en dehors de la fenétre d’engrenement, on peut
étendre le domaine d’intégration a l’ensemble des lignes de contacts indépendantes d’une
période :

- “;ifb ZJ fIM (2.35)

i=0

Une valeur approchée de I est obtenue en remplagant I'intégrale par une somme de Riemann :

] beIN-t
I(t) = M;; 2.36
(=5 ) ) M) (2.36)

i=0 j=0

b .
avec dM = ——— . Il vient donc :
N cos By,
1 P-1N-1 o) 2mn

I(1) = —X;:|+b ) 2.37
. Nz{z([ U PN ¢ ,]]} 237)

Or l'abscisse X;; du jeme point de la ieme ligne se déduit de celle du point My par la relation

(voir ) :

Y.
Xij=Xoo—i-jeqs

Pour simplifier la notation, on pose 7 = X, l'abscisse du point My,. Ce parametre s’ identifie

au temps adimensionné a partir duquel ce point entre dans la fenétre d’engréenement potentielle.

Le sinus et le cosinus des sommes sont développés, faisant apparaitre des termes de la forme :

P-1 P-1
cos[Al] et Zsin[Al]
1=0 1=0
. 2mn . 2mneeg
avec (A, 1) e {(1, P ), (]; PN )}

En utilisant les identités de I’annexe[6.2.1 page 176}, I'expression se simplifie pour devenir :

Pay > sinnksﬁ( )
I(t) = — + —— | Paypcos|mk(2t — €g)| + Pbipsin|nk(2t - ¢ ) 2.38
(1) ; nkeq e5 kP [ B ] kP [ ( ﬁ)] (2.38)

Dans les cas qui nous intéressent, les particularités des fonctions a intégrer sont exploitées
pour simplifier cette expression (voir annexe[6.1 page 165). Si f est une fonction de période P,
polynomiale définie par morceaux et symétrique par rapport t = t;, alors sa décomposition en
série de Fourier peut se mettre sous la forme :

(]

2 27en(t
f(M):”O"'ZECOS—[Csv o Cl sn4f~--]Vso (2.39)
n=1
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avec Dt —to)
. min(t;—
sin —p—" sin[27k(t; — to)]
cos Z"n(It}_tO) cos[27k(t; —tg)]
V=1 sin 27”1(;2—%) .V, = sin[27tk(t, — tg)]
2nn(t2—t0) COS[ZTCk(tz - to)]
Cos =5

ou ty, tp, ... sont les points remarquables pour les limites d’intégration (figure|2.9).

Dans ce cas, I'intégrale sur les lignes de contact de cette fonction peut se mettre sous la forme
suivante :

o0

Pay 2sintkeg kP ~kP ~kP kP
I(T) = Z + ankz—WCOS[TCk(zT —Slg —2t0)][C51 y CsZ , CS3 y C54 ,...]VS (240)

En appliquant cette relation aux deux intégrales de I'expression de 1’écart de transmission

(2.28), on obtient :

cos By J 7(M)dM = (1 - 2/\)(1 +2 ) Ok, A, g ) cos| k(21— eq - eﬁ)]) (2.41)
b“:a Lo(7) k=1
avec
Qp(k, A, e4,€p) = Sinc[ke, (1 - 24)]Sine (keg) (2.42)
La fonction Sinc est le sinus cardinal : Sinc(x) = sm:;x)
De méme :
* (T _ 1)\2 00
cos fy '[ & (M)re(M)dM = _u(1 =3 Ok T, A g, £p) cos[rk(2T — 2 - e,;)]) (2.43)
bé‘a L(t) T e

avec
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2
r-a

Ope(k,T, A g, e5) = ——— Sinc [ksﬁ][(Zx\—l)Sinc [k(1—2/\)sa]+(1—1“—/\)Sinc[k(l“—/\)ea]Sinc[k(l—l‘—/\)ea]]
(2.44)
L'expression analytique de I’écart de transmission quasi-statique (2.28) se met finalement
sous la forme :
EX(T - 2)?
—

(1- 2/\)(1 +23 221 Qr(k, A eq, ep) cos[mk(2T — €, —sﬁ)])

1+ (1—Z,‘?’:lQkE(k,F,)\,ea,sﬁ)cos[rck(ZT—ea—eﬁ)])

TE?;(T)cos/jl7 = (2.45)

Ainsi, ’écart de transmission quasi-statique adimensionné ne dépend dans ce cas que du
rapport de conduite ¢,, du rapport de recouvrement ¢g, des parametres de la correction de profil
E* et T et du paramétre de réduction de la longueur de contact . Ce dernier n’est pas connu a
priori, il doit étre estimé par le modéle.

Détermination du parameétre A

La détermination de la réduction de longueur de contact nécessite une équation supplémen-
taire qui traduise autant que possible le phénomene de retard a I'engagement (et son symétrique
au retrait). Pour modéliser ce phénomene, I’approche proposée s’appuie sur la force linéique de
contact Fj. qui passe d’une valeur nulle a une valeur positive lorsque le contact devient effectif.

ko[VTXs(M)-60(M)] s VTXS(M)—éo(M)zg (2.46)

FZC(M):{ 0 si VTXS(M)_éo(M)

En manipulant les termes (voir [98])), on montre que VT X g(M) - 8y(M) = 6,,,0( cos By TES (1) +

e*(M)). A la limite du contact (F;.(Mgg) = 0), I'abscisse du point My est Xog = 7 = Ae,. La valeur

de A est la solution du systeme;

cos B TES(Aey) +ef(Aey) =0
{ 0<A<T (2.47)
Si cette solution n’existe pas, il n’y a pas de réduction de longueur de contact et on prend

A = 0. Cette solution particuliere pour le point M, est conservée pour ’ensemble du probléme.

L’équation a résoudre (2.47) se développe sous la forme :

* & cos[mk(2t—¢e,—¢€
T+E*(T-MA)(T+A-1) = 7_(3252 . Z ek 3 a=ép)] sin[rkeg] sin[mke, (T - A)] sin[rkey(1-T - A)]
acp j=1

(2.48)

Apres avoir remplacé le produit de fonctions trigonométriques dans la série par une somme,
on peut identifier les séries par des expressions de leurs limites connues (6.134). Dans un cas
quelconque, aucune expression analytique simple n’apparait. En revanche, pour une denture
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Al A O 2
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£ — 1024
2eq
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X=—

£
Ca

Ficure 2.10 — Coefficient A pour une denture droite LCR (g, < 2)

droite, le parameétre A s’exprime sans trop de difficulté [[100] :

! {rif+ar—ﬁ+y(1—r)

:m £ i (a2—,32+7/2+a—,3+7/)} (2.49)

a
avec a, p et y, les parties entiéres de, respectivement, ,(I' — 1), ,(1 —24) et e,(1 -T - A).

Pour une denture droite et pour d’une part ¢, < 2 (dentures LCR) et, d’autre part ¢, > 2
(dentures HCR), les expressions du coefficient A en fonction les parametres de correction de
profil sont représentées respectivement sur les figures et

Dans le cas général, le membre de droite de I’équation (2.48) prend des valeurs faibles
et s’annule lorsque ¢4 est entier positif. Une valeur approchée de ce parametre est prise en
négligeant la série :

1—\/1—4r(1 ~T - 1/E¥)
2

A= (2.50)

RMS de I’écart de transmission

Dans l'objectif de réduire les excitations générées par I’engrénement, c’est la moyenne qua-
dratique (aussi appelée valeur efficace ou Root Mean Square) qui est retenue comme parameétre
indicateur du niveau de fluctuation de TE%. Le carré de la moyenne quadratique est la variance
var(f) d’un signal périodique f et en notant et E(f) l'espérance mathématique, la variance est
définie par :

var(f) = RMS?(f) = E(f*) - E(f)? (2.51)

Pour une fonction f dont l’expression en série de Fourier est de la forme f(7) = ag +
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0.5

g,—1

2,

£,—2

Ficure 2.11 - Coefficient A pour une denture droite HCR (¢, > 2)

Yy Qp cos[mtk(2T — e, —€p)], la variance s’écrit simplement :

var(f)= ZQ%,{ (2.52)
k=1

N =

L’écart de transmission est défini par un rapport de séries de Fourier. En changeant les
notations pour plus de facilité, on I’écrit sous la forme :

«_ 1-DLe _ 1 —Ixpo — X poy Qg cos[km(2T — e, — p)]
5 cosByli cos/ﬂb(lko+Z,‘§<’:1chos[kn(2r—sa—sﬁ])

En considérant que TE’; est une fonction des deux objets I;g et I, on réalise un développe-
ment limité au premier ordre au voisinage des valeurs moyennes :

OTE:
oI,

ITE:
Olxg

TEY(Iee, It) = TEY(Ikos Iro) + Al (2.53)

+A1kE [

:|(Ik0:IkEO) ](IkO'IkEO)

D’apres (2.52), la variance de cette fonction est la suivante :

%E(Agﬁ) + %E(AI,?E) 2! _g"’fo E(AI Alig) (2.54)
Iio Lo Lo

cos? ﬂhvar(TEg) =
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avec :
Iepo = E(Ike) 5 Ixo = E(Ik)
E(AI%) =var(g) 5 E(AI?)=var(Iy)
E(AL Alig ) = cov( Ik, I

Finalement, une valeur approchée de la variance de TEY se met sous la forme :
cos? pyvar(TEY) = Z{IkOQkE +(1- IkEO)Qk} (2.55)
0 k=1

La variance de I’écart de transmission dépend de seulement de 4 parameétres : &g, &g, E*etT.

2.2.2 Optimisation des corrections de profil

A partir des expressions précédentes, il est possible de déterminer des familles de corrections
de profil qui rendent 1’écart de transmission quasi-statique sous charge constante au cours de
I’engréenement. A partir de I’équation (2 et en posant la condition TEY = TE} = constante ,
on en déduit par identification :

o
Il

(C-2)?
T

cos B TEy —1—E* pour les valeurs moyennes (2.56)

o
Il

(1- 2/\)( cos B TE — E*?)Sinc [keg(1-21)]
+(1 =T = X)Sinc[ke, (T = A)]Sinc[ke, (1-T = A)] Vk (2.57)

La solution de la seconde équation doit vérifier :

r-A
cos B, TEy —E* —— — =0 (2.58)

et el (C=N) ou ¢&,(1-T-1)=N (2.59)

I
<

ou M et N sont des des entiers relatifs.

En faisant disparaitre TE7 des relations (2.56) et (2.58), on obtient

r

Fre —— 2.60
T N)(1-T—-1) (2.60)
Les relations (2.59) se réécrivent :
L N
T=1-1-— ou T=A+— (2.61)
gUt Ea

Les solutions possibles qui conduisent a des valeurs réalistes de T € [0; 0,5] et A €[0; T'] se
réduisent a :
— Poure, €[1; 2[:

Fr=1-A-— (2.62)
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&y Profondeur de correction Condition A
Te a— 1 g4—1 1
€q <2 E* = fa : ref; Pt I B R
M—1+— fa fa fa
SCK
r 1 -1 1
pr=— -t : ref; ;e d=1-T-—
M—1+— ba fa ta
gOL
Eq =2
r -2 -2 2
R L S 5 Fe]gge ;gag J|A=1-T-—
2(2r-1+ =) a a a
SCY
F* = rfa r> i 1=T- i
1-2T+— Ca Ca
60{

TasrLeau 2.1 — Corrections de profil optimales

— Pour ¢, €]2; 3[:
P=1-A-2 ; Tei+t , r=1-a-L (2.63)
Eq Eq Ea
Les valeurs de A sont extraites des relations et et elles sont réinjectées dans ’équation
(2.60). En syntheése, les corrections de profil qui rendent I’écart de transmission quasi-statique
constante sont définies dans la tableau[2.1] Les lieux de ces combinaisons sont représentés sur
les figures [2.10]et[2.1T] par les courbes qui portent des symboles.

L’angle d’hélice et le rapport de recouvrement n’apparaissent pas explicitement dans les
corrections de profil optimales proposées. Leur influence passe par la valeur de la déflexion
statique 9,9 qui conditionne la valeur de la profondeur de correction réelle.

Dans le cadre des hypotheéses formulées pour expliciter I’écart de transmission dans cette
section, une famille de corrections pour les dentures LCR et 3 familles de corrections pour
les dentures HCR rendent 1’écart de transmission constant au cours du temps. Sous forme
adimensionnée, les résultats sont indépendants de la raideur d’engrénement et du parameétre de
réduction de la longueur de contact. Le modéle de la raideur d’engrénement étant assez simple,
ce modeéle fournit une premiere approximation de corrections optimales a une charge donnée.
Une variation de charge induira une fluctuation de E* dans le sens opposé, via la déflexion

Eq —

statique 0,,0. En conséquence, les corrections «longues» (I' ) sont plus sensibles a la

a
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-1
fa ). Enfin, on

variation de charge que des corrections plus courtes (I' un peu supérieur a
SO!
remarque que les profondeurs de corrections proposées sont toutes largement supérieures a 1,

ce qui devrait garantir d’éviter l'interférence a I’engagement.

2.2.3 Eléments de validation

La démarche de validation consiste a comparer les résultats obtenus grace aux dévelop-
pements analytiques (RMS de TEY et lieu des minima des fluctuations) a ceux obtenus avec
différents modeéles numériques reconnus. Afin de montrer quelques résultats sur diverses valeurs
de ¢, et £g, quatre géométries (repérées de A a D) définies par le tableausont utilisées.

A B C D
module normal (mm) 10 10 2,78 10
angle de pression (°) 20 20 22,21 20
angle d’hélice [°] 0 0 28,9 20
nombre de dents 20-60 20-60 25-31 20-60
largeur (mm) 100 100 31,75 250
coef. de déport 0-0 0-0 0-0 0-0
coef. de saillie 1,0-1,0 1,5-1,2 1,065-1,065 1,0-1,0
coef. de creux 1,25-1,30 1,5-1,8 1,43-1,43 1,25-1,30
entraxe (mm) 400 400 88,9 425,67
Eq 1,67 2,14 1,37 1,53
€p 0 0 1,76 2,72
couple sur le pignon (Nm) 6000 6000 550 6000

TaBLEAU 2.2 — Parametres géométriques des pignons A, B, Cet D

Modéles a parametres concentrés

Le principe d’'un modele a parametres concentrés a été présenté dans le paragraphe
[page 7] et des comparaisons avec des résultats expérimentaux les ont largement validés [4, 9,
103]). Deux modéles de raideur d’engrénement sont utilisés pour ces comparaisons :

1. Une raideur linéique constante, indépendante de la position du point de contact. C’est
I’hypothése retenue dans les développements analytiques (paragraphe (2.2 page 18).

2. Une approche plus détaillée ot la déflexion statique suivant la normale au contact résulte
de différentes contributions :

(a) la déformation de contact linéique, modélisée par exemple suivant les travaux de
Lundberg [67];

(b) la déformation due a la flexion de la dent et son enracinement dans la jante qui n’est
pas infiniment rigide : modeéle de Weber [[107]]

Il en résulte une raideur linéique non linéaire vis a vis de la charge et sensible a la position
du point de contact. Celle-ci est un peu plus faible a 'engagement et au retrait.
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Les figures émontrent I’évolution (lignes de niveaux) du RMS de TEY sur une plage
de valeurs des parametres de correction adimensionnés. La valeur du RMS est estimée a partir
de I’évolution temporelle de TEZ sur un nombre entier de périodes. Les lieux des paramétres
optimum vis a vis de la fluctuation de 1’écart de transmission, suivant les relations du tableau
sont représentés par une succession de petits cercles.

Sur les figures[2.12]et sont disposés en vis a vis les résultats obtenus avec le modéle
analytique (a. et c.) et avec un modele numérique a parametres concentrés dans lequel la raideur
linéique est constante (b. et d.). Pour la figure[2.12} les dentures sont droites avec un rapport de
conduite inférieur (engrenage A, a. et b.) et supérieur a 2 (engrenage B, c. et d.) et pour la figure
les dentures sont hélicoidales et correspondent aux engrenages B et C. Sur toute 1’étendue
du balayage, on note une grande proximité entre ces résultats, tant sur la forme des surfaces
que sur leurs niveaux. La localisation des minima de fluctuation prédite par le tableau[2.2]en
denture LCR (1 seule courbe) et HCR (3 courbes) correspond effectivement avec les creux des
vallées. Les hypotheses fortes dans les deux modéles étant semblables, ces résultats montrent la
pertinence de l'utilisation de séries de Fourier pour ’estimation de 1’écart de transmission. Pour
le modéle analytique, le RMS de TE} peut étre calculé soit a partir de 1'évolution temporelle de
I’écart de transmission adimensionné, soit directement avec la relation . Les résultats sont
trés proches. Par ailleurs, 'invariance de ces résultats adimensionnés avec la déflexion statique
moyenne sans correction a été vérifiée pour différents niveaux de charge.

Les résultats obtenus avec le modéle numérique a parametres concentrés utilisant les modeles
de Weber-Banaschek et de Lundberg pour la raideur linéique d’engrénement sont représentés sur
la figure[2.14] Les formes globales des surfaces obtenues sont proches des résultats précédents.
Les lieux des corrections optimales sont 1égerement décalés par rapport au fond des vallées
estimées a partir des lignes de niveaux. Cela est di au modéele de raideur non constant (forme
globalement parabolique sur le segment de conduite) et Iégerement non linéaire par rapport a la
charge. Dans ce cas également, la stabilité des résultats adimensionnés vis a vis de la charge a été
validée. Les écarts observés sont faibles par rapport a la valeur médiane du RMS de TE7, ce qui
montre la représentativité de ces diagrammes sur une large plage de couples de fonctionnement.
On notera cependant que ce modéle de raideur s’appuie sur un découpage en tranches minces de
la dent et que, par conséquent, l’effet de contrefort des dentures hélicoidales n’est pas pris en
compte.

Les derniers résultats ont été obtenus avec le logiciel Load Distribution Program (LDP), distri-
bué par le laboratoire Gearlab (https://mae.osu.edu/gearlab) qui fait partie de The Ohio State
University. LDP est largement répandu et permet de calculer les chargements, les contraintes et
les déplacements dans les dentures. Le modele élastique utilisé pour une dent est celui d’une
plaque d’épaisseur variable. Le probleme du contact est traité par la méthode du Simplex dé-
veloppée initialement par Conry et Seireg [24} |25]. Les écarts de transmission obtenus ont la
réputation d’avoir une bonne corrélation avec des mesures expérimentales [[52},/105]. Le modele
de contact entre les dentures est basé sur une approche par coefficients d’influence élastique
entre les zones chargées et le déplacement normal des surfaces actives. La procédure de dis-
sociation en tranches minces indépendantes des dents est évitée, ce qui permet la prise en
compte des déplacements dus a ’ensemble des zones de chargement (au voisinage des contacts
et par interactions avec les dents adjacentes chargées). La figure [2.15| présente des comparaisons
obtenues avec le modéle analytique (colonne de droite) et avec LPD. Le format de données de
LDP impose que le niveau de fluctuation de TE} soit exprimé en amplitude et que la longueur
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FiGure 2.12 — Comparaison du RMS et TEY obtenu avec le modéle analytique (a. et c.) et le
modeéle numérique a parameétres concentrés (raideur linéique constante) pour les géométries
droites A (LCR) et B (HCR)
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FiGure 2.13 — Comparaison du RMS et TEY obtenu avec le modéle analytique (a. et c.) et le
modeéle numérique a parameétres concentrés (raideur linéique constante) pour les géométries
hélicoidales C et D
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Figure 2.14 - RMS de TEY obtenus avec les formules de Weber-Banaschek et de Lundberg pour
la raideur linéique d’engrenement pour les géométries A, B et C respectivement
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de correction soit définie en Roll angle. Un bon accord entre les résultats est observé, notamment
pour les dentures droites, en termes d’amplitudes et de position des corrections optimales. Les
écarts plus marqués entre les deux modeles pour les dentures hélicoidales sont certainement liés
aux restrictions du modeéle de raideur analytique déja citées.

2.3 Applications

2.3.1 Approche multi-objectifs simplifiée d’optimisation de la correction de
profil [13]

La conception d’un engrenage et des corrections de ses surfaces actives est généralement sy-
nonyme de compromis entre plusieurs critéres de performance. Moyennant quelques hypotheses
restrictives (faible largeur de denture, charge transmise fixée, raideur linéique d’engrénement
constante, ...), la minimisation des fluctuations de 1’écart de transmission via une correction de
profil linéaire a été présentée au paragraphe précédant. Pour les engrenages ayant un rapport de
conduite inférieur a 2, une famille de corrections rend ’écart de transmission (quasi-) constante
et d’autres critéres sont nécessaires pour définir une seule correction optimale. Des estimations
simplifiées de la contrainte en pied de dent, de la pression maximale de contact et des pertes par
frottement sont présentées dans ce paragraphe pour apporter un éclairage complémentaire au
probléme de conception.

Effort linéique d’engrénement

En fonctionnement quasi-statique, en tout point M du plan de base, la charge linéique
d’engrénement s’exprime par :

Fie(M) = 7e(M)ko[V "X g = Epyy(7) + e (M)] (2.64)

ou 1t(M) est une fonction porte qui vaut 1 si F;.(M) > 0 et 0 sinon.
En adimensionnant cet effort par l'effort linéique moyen k(9,,( et en faisant apparaitre ’écart
de transmission, on obtient :

F(M) = 1t(M)[ cos B, TE%(7) + € (M)] (2.65)

En restreignant les corrections aux corrections de profils optimales pour ¢, < 2 (tableau[2.1]
et equation (2.58)), la charge linéique adimensionnée devient :

B(M) = m(M)[eq + €f (M) (2.66)

ou 1t(M) est égal a I'unité si ’abscisse de M selon X est compris entre Ae, et (1 —A)e,. La figure
[2.16]illustre I’évolution de cette fonction pour le point M.

Un des principaux objectifs de I'utilisation de corrections de profil est d’éviter les interfé-
rences de fonctionnement induites par les déplacements élastiques des dentures chargées. Dans
le modele simplifié utilisé, cela se traduit par une charge a ’engagement nulle (critére utilisé
pour la détermination du parametre de réduction de longueur de contact ). En présence d’écarts
géométriques (écarts de pas par exemple), le point d’engagement peut éventuellement varier
d’une dent a l'autre mais la charge linéique demeure nulle en ce point tant que I'engagement n’a
pas lieu sur la ligne théorique AA’ (figure|2.6).
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FiGURE 2.16 — Evolution de la charge linéique adimensionnée F(M)

Pression maximale de contact

Les zones de contact entre les surfaces théoriques sont des lignes. En pratique, avec les
différents écarts géométriques et les corrections de surface, les zones de contact sous charge
sont plutot des ellipses trés allongées, parfois tronquées. Leurs surfaces tres faibles induisent
des niveaux de pression élevés et des contraintes de cisaillement importantes en sous-couche
(profondeur voisine de 0,4 fois la largeur de contact) susceptibles de favoriser I'apparition et
la propagation de fissures. En raison de la tres faible épaisseur de lubrifiant dans les zones de
contact et de vitesses de cisaillement généralement assez faibles, les modéles développés pour
les contacts secs (Hertz [49]], Johnson 58], Kalker [59], Lundberg [66]], . ..) sont largement utilisés
dans ce contexte.

Les normes (ISO [56], AGMA [L1]}, ...) utilisent comme critére de dimensionnement la pression
maximale lorsque le contact est situé sur le cercle primitif de fonctionnement dont ’expression
est de la forme :

F(M
it = K k[ (2.67)
o

N [ - L R |
ou ky = y[EeFrko est constant pour une géométrie et un couple transmis fixés; =

eq
2

2 ) est le module d’Young équivalent; Fy = Fs cos ff, est la composante tangen-

1(1- v12 1-v
E( E | E
tielle de I'effort d’engrénement; p,(M) = xa(M)(l - xa(M)) représente le rayon de courbure
X(M)
T, T,
dimensionné par la longueur du segment T; T,. K est une constante regroupant les effets des
conditions de fonctionnement, de la qualité de réalisation et de diverses sensibilités.

équivalent dimensionné; x,(M) = est ’abscisse du point de contact M sur ’axe X (figure

Dans le cas de corrections de profil optimales, 'expression de la pression maximale de contact
se simplifie et cette fonction est monotone par morceaux : o 4, (Moo, T) est nulle pour 7 = Ae,,
croissante pour 7 € [Ag, ; I'e,], 1égérement décroissante sur [I'e, ; T1/2] (71,2 est 'abscisse ou
x4(M) =1/2), a nouveau croissante sur 7y, ; (1-T)e,] puis décroissante sur [(1-T)e, 5 (1-A)e,]
ou elle finit a une valeur nulle. On en déduit que la valeur maximale est atteinte en
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Ficure 2.17 — Distribution de la pression maximale de contact sur le plan d’engrenement avec
A=0

cos fB 2
1+2—L (hy + ] — cos?
21[ - ( al xl) cos® a;

<1

z 2
2 [1 +2cosﬂ(ha2+x2)] —cos?ay (2.68)
22

t=Te, si

T= (1 —F)ea sinon

Sila valeur de 1y, nest pas dans l'intervalle [T'¢, ; (1 - F)ea], I’évolution est en trois parties.
De plus, si I'indice 1 fait référence a la roue qui a le moins de dents (z; < z;), c’est généralement
le premier cas de I’équation qui est rencontré en pratique. Un exemple de distribution de
la pression maximale sur le plan d’engrenement est montré figure

Contraintes en pied de dent

La limitation de la contrainte maximale de flexion en pied de dent est également un critere
central des normes de vérification du dimensionnement des engrenages cylindriques. Selon la
norme ISO6336, une approximation de cette contrainte est :

F
op = T YS YFKF (269)
n

bm

ou Ys est un facteur de concentration de contrainte, dépendant de la géométrie mais pas du
chargement, et Yp et un facteur de forme, fonction de la position de la charge considérée sur
le flanc de la dent. En premiére approximation, les autres facteurs regroupés dans le terme Kp
(chargement, qualité de réalisation, etc.) sont supposés constants et n’influencent pas 1’étude
comparative de différentes corrections de surface.
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FiGure 2.18 — Parametres pour le calcul de contrainte en pied de dent (denture droite équivalente)

Pour une géométrie donnée, une forme locale pour chaque tranche mince peut étre déduite
de (2.69). En s’appuyant sur les résultats de J. Dufailly [37]], la contrainte adimensionnée en pied
de dent peut se mettre sous la forme suivante :

oy = 2E = Eovy M)

COS Y (2.70)
OFQ my

ou h(M) est la longueur du bras de levier utilisé pour calculer le moment de flexion dans la

section d’encastrement S, de la dent; y,, est un angle dépendant de la position du point M
2Fsk
d’application du chargement, il est défini figure|2.18|; enfin, oy = 6YS(?) ST0.
Cc mn

La contrainte maximale de flexion en pied de dent peut ensuite se développer de la facon
suivante :

Z,1 COS & S T 2, Sin s1 . .
nl 0 g— tan——”—;’b cos(on—(—lﬂnvao—mvaM))
)) 2m,, 6 2cos% 21

2cos (aM - (5—1 + invagy — invay,
2?1

(2.71)

ou inv désigne la fonction involute (inv(x) = tan(x) — x). L'angle ¢ est défini dans la norme
ISO6336-3 et apparait dans I'expression de la section d’encastrement ot est estimée la contrainte

maximale. Langle a) est I’angle d’incidence (figure[2.18) qui s’obtient avec la relation :

Tbnl
cosan = 2.72
M ; T,M \2 (2.72)
Tyt + ( cos ﬁb )

Suivant la norme ISO21771 [55], sur la ligne d’engrénement, le point A marque le début de
I’engagement et le point C est le point de roulement sans glissement. Pour alléger les écritures,
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FiGure 2.19 — Evolution de la contrainte maximale en pied de dent sur le plan d’action; A = 0

nous notons AC = kg &, ppr €t AMgg = T py. De plus, on note respectivement z,,; et 1y, le nombre
de dents de la roue a denture droite virtuelle et son rayon de base.

La contrainte adimensionnée maximale est donnée par la relation :

21 COS (g cos K + K3sin K,

v
OF max = €a 3 K (2.73)
2cos” f3 /1 +K32
avec Lo s
Ky = —[—C + 2z, sinlp]
3L2m
K, = —+invayg—invay
27’1
Ky = cosﬁb[tanawt+22—?(r—1<0€a)]
a = Arccos——
M 1+K3

La figure montre I’évolution de la contrainte maximale en pied sur le plan d’engrénement,
avec A =0.

Puissance mécanique dissipée par frottement

Pour des vitesses périphériques pas trop élevées (<60 m/s), le frottement entre les dentures
est la source principale de perte de puissance mécanique transmise au niveau des dentures.
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Selon Velex et Ville [[104], la puissance transformée par les contacts glissants s’écrit :

P _f21+22 TtE,
f 212, COS By

(2.74)

avec f le coefficient de frottement moyen et A un coefficient de perte dépendant de la position
du point de roulement sans glissement (C) sur le segment de conduite AE, du rapport de conduite
apparent ¢, et des corrections de profil E* et T.

En considérant des paramétres de modification optimaux de profil (tableau[2.1) et suivant
les développements proposés dans [[97]], une approximation analytique de A est obtenue en
supposant que f << 1 sous la forme :

2E*
rsa[rZ(%—g)u(—gﬁun%—r)]
1-IT-A

1+ 2(1(1g = 1) + A(A - 1)) -

A

1R

(2.75)

Pour les corrections de profil optimales définies pour ¢, < 2 par le tableau[2.1] ce coefficient
ne dépend plus que de ¢, I et kg :

Azea[1+2(Ko(K0‘1)_(r+i)(l_r_i))

€a €a

e e MU R e

a

Eq—1

Les valeurs limites du coefficient de perte pour une correction longue (I' - I} = e ) et
courte ([ - T = i _ 1 ) sont respectivement :
a
AL’:“ea[1+21<0(1<0—1)—%(sa—l)(ea+2)] (2.77)
3eg
ASgsab+2xax0—1y-;é(%_q)@a+1ﬂ (2.78)

La différence de ces deux valeurs ne dépend que du rapport de conduite et garde un signe
constant :

2
AL-A (ea 1) 0 (2.79)
_ - > .
L= s 6c.

Ainsi, la quantité d’énergie transformée en chaleur par frottement avec une correction
optimale longue est toujours supérieure a celle dégagée par une correction courte. De la méme
facon, les coefficients de perte A} et Ag peuvent étre comparés a celui obtenu par la formule
classique de Niemann-Winter Ay [80] établie sans modification des dents :

(e 1)

Anw—Ap = 3
a

>0 (2.80)

I1 est donc clair que l'introduction d’une correction de profil optimale est toujours bénéfique
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
ag (°) 20 20 200 20 20 20 20 20 20 20 20 20
B () 0 25648 0 200 20 0 0 0 21,538 15 8 11,38
2 32 17 26 26 14 33 25 33 29 44 26 24
2 32 71 157 157 87 75 33 50 56 44 141 53
by (mm) 12,7 25 25 245 95 95 95 39,5 50 158 22
by (mm) 24 25 25 20 90 90 90 38 50 150 18
ha1/mqg 1 1,15 1 1 1,05 1 1 1 0,983 1 1 1
haa/mg 1 1,13 1 1 1 1 1 1 0,983 1 1 1
hfy/mo 1,25 1,65 1,25 1,25 1,25 1,25 1,25 1,25 1,35 1,45 1,45 1,25
hfa/mg 1,25 1,62 1,25 1,25 1,25 1,25 1,25 1,25 1,2 1,45 1,45 1,25
P 024 025 024 024 02 0,4 0,4 0,4 0,25 03 035 04
0,35
o 1,66 1,72 1,76 1,58 1,35 1,72 1,59 1,68 1,49 1,58 1,67 1,64
ep 0 1,03 0 068 1,09 0 0 0 1,27 1,03 1,33 041
Couple(Nm) | 361 230 200 200 25 13200 10000 6600 2150 2000 4580 23

TaBLEAU 2.3 — Macro-géométries

pour le rendement du systéme comparée a une transmission sans correction.

Eléments de validation

Pour avoir une idée de la qualité des indicateurs de performances analytiques définis précé-
demment, une série de comparaisons intensives est menée avec les résultats issus d’'un modele
de simulation numérique. Ce modeéle numérique comporte 36 degrés de liberté et il a été ini-
tialement congu pour simuler la dynamique de ’engrénement prenant en compte des pertes
mécaniques par frottement [[102} [104]. Pour respecter au mieux les hypothéses du modeéle
analytique, les conditions de fonctionnement sont les suivantes :

— La vitesse de rotation du pignon est tres faible afin de rendre négligeables les effets

dynamiques;

— La raideur linéique d’engrénement est constante. Elle est définie par la norme ISO6336;

— Le coefficient de frottement (modéle de Coulomb) est pris constant, indépendant de la

charge, de la vitesse de glissement et autres parameétres de contact.

Afin de mener ce point de I’étude sur une diversité de macro-parametres, 12 macro-géométries
d’engrenages ont été définies (tableau [2.3). Pour chacune, plusieurs coefficients de déport ont été
retenus sur un intervalle réaliste (respect des interférences, de I’épaisseur de dent minimale re-
quise, ...) afin de diversifier les valeurs du parameétre «, soit au total 112 géométries différentes.
Enfin, pour chaque jeu de paramétres, 10 corrections de profils optimum (tableau[2.1)) ont été
définies, générant 1120 cas de calcul.

Pour chacun des 1120 cas, les écarts relatifs entre les résultats issus du modeéle numérique et
ceux du modeéle analytique sont estimés selon la formule :

valeur numérique

déviation = (2.81)

valeur analytique
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FiGure 2.20 — Ecarts (déviations) entre le modéle analytique et le modéle numérique

La figure synthétise les dispersions des déviations pour le coefficient de perte A, la
pression de contact maximale et la contrainte en pied de dent maximale. En valeur absolue, les

déviations ne dépassent pas 6%, ce qui montre la pertinence du modeéle analytique vis a vis du
modéle numérique.

Diagramme de performance pour les corrections de profil optimales

La figure représente sur un méme graphe, en fonction de la longueur de correction
optimale, les évolutions relatives du coefficient de perte par frottement, de la pression maximale,
de la contrainte en pied de dent et 1 — A, chaque grandeur étant rapportée a sa valeur maximale.

Il est donc possible de tirer rapidement des conclusions générales (pour ¢, < 2) de I'impact
de la longueur de correction de profil minimisant les fluctuations de TEY sur 3 autres critéres de
dimensionnement de ’engrenage. A partir d’une correction longue (I' =T, E* = ¢,, A = 0), une
diminution de la longueur de contact optimale (augmentation de la profondeur de correction

E*) améne une réduction de la longueur de contact, une augmentation des contraintes et une
baisse du coefficient de perte.
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Ficure 2.21 — Diagramme de performances

En conclusion, la formulation analytique de I’engrenement élastique quasi-statique de deux
roues cylindriques permet la détermination explicite d’'une famille de correction de profil
qui rendent I’écart de transmission constant au cours du temps, limitant ainsi drastiquement
la génération de vibration et de bruit. Etant donné que I'approche suivie permet également
d’estimer a moindre cotlt 3 autres critéres de dimensionnement, il est aisé de mettre en place les
éléments d’une optimisation multi-critéres. Ainsi, parmi les modifications qui optimisent I’écart
de transmission, les corrections longues sont plus favorables aux contraintes et les corrections
courtes conduisent a un meilleur rendement. Ces relations analytiques constituent des outils
efficaces pour le pré-dimensionnement de transmissions.

2.3.2 Correction de profil a 2 pentes pour dentures droites HCR [100]

Contexte

Les engrenages droits fonctionnant avec un rapport de conduite de profil supérieur a 2
(4 > 2) sont appelés engrenages HCR pour High Contact Ratio et ils ont la particularité d’avoir
en permanence au moins 2 lignes de contact. Cette caractéristique est trés favorable a la réduc-
tion des fluctuations des écarts de transmission et a la résistance mécanique des dentures. En
contrepartie, ils présentent des vitesses de glissement plus importantes et ils sont également
plus sensibles aux écarts géométriques [7,|60].

Les corrections de profil sur les dentures hautes sont tout aussi importantes que sur les
dentures LCR (Low Contact Ratio) pour éviter l'interférence a ’engagement sous charge et
réduire la valeur de la moyenne quadratique de I’écart de transmission. Les études portant sur
cette géométrie particuliére sont moins nombreuses. La répartition de la charge statique a été
étudiée par Rosen et Flint [85]], Elkholy [39], Wang et Howard [[106] et I’analyse spécifique de
I'influence de la modifications de profil a été examinée par Lee et al. [60], Lin et al. [64], Yildirim
et Munro [[111}110], Tsai et Tsai [95], Ajmi et Velex [5]. Les modifications de profil linéaires
pour les engrenages “classiques” (¢, < 2) sont habituellement limitées a des corrections dites
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Ficure 2.22 - 3 familles de corrections optimales pour les denture HCR droites

longues et courtes. En revanche, pour les dentures droites HCR, Yildirim et Munro [110], Yildirim
[108,/109] proposent un nouveau type de double correction de profil, qui peut étre vu comme la
superposition d’une correction courte avec une correction longue, combinant les avantages des
deux.

En utilisant les résultats de 'approche analytique (paragraphe[2.2 page 18), les résultats
initialement montrés par Yildirim et Munro par d’autres approches, sont retrouvés. Mieux encore,
une formulation explicite des corrections de profil a double pente est obtenue, fournissant un
outil efficace de définition de telles modifications, pour une minimisation des fluctuations de
TEY sur une plage de couple donnée.

La figure[2.22]et le tableau [2.4 rappellent les familles de corrections de profil qui rendent
I’écart de transmission constant vis a vis du temps pour les dentures HCR. Les trois familles de
solutions sont notées a), b) et ¢).

Les évolutions temporelles de I’écart de transmission quasi-statique obtenues par les relations
analytiques pour différentes charges montrent de nombreux points de similitude avec les relevés
expérimentaux de Yildirim et Munro [111]] (figure|2.23).

Correction linéaire a plusieurs pentes

D’apres les résultats précédents, on distingue trois familles de correction de profil linéaires
qui rendent I’écart de transmission constante :

* (i)
T 2 ey o M3V (2.82)
S L(i)(T,XS) )

ou 'exposant i fait référence aux 3 familles de correction optimale (tableau|2.4).
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TaBLEAU 2.4 — Corrections de profil optimales pour les dentures HCR
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Ficure 2.23 — Pour plusieurs charges, évolutions temporelles de I’écart de transmission quasi-
statique mesurées [111] et prédites par les relations analytiques
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Une sommation pondérée de ces équations s’écrit :

0 MydM

, be —J ; e
k(i) _ T I Xs) ort
Ei a;TEg, = }Z a; L(i)(T,XS) (2.83)

En supposant que les zones de contact effectives sont les mémes pour chaque équation, i.e;
L(i)(r,xs) = L(T,Xs) et en prenant ) ; a; = 1, I’équation (2.83) se transforme en :

* (i)
TE* _ bEU( - IL(T,XS) Zi aieopt (M)dM )84
$50 = (2.84)
L(t,Xs)
qui montre qu’'une combinaison linéaire des corrections de profil optimales } ; aie:;i)(M ) conduit

. s s - . . * (i

également a un écart de transmission quasi-statique constant TE;S0 =) a,-TES(() ). A noter que
l'adimensionnement est réalisé avec la déflexion de référence 0,,y qui est unique pour une charge
donnée.

Des zones de contact identiques imposent des coefficients de réduction de longueur de contact
Al) semblables pour chaque modification prise individuellement. La charge correspondant au
cas limite ou le coefficient A est nul, est retenue comme chargement nominal C,,. Dans cette
situation (A = 0), les 3 longueurs de correction optimale (tableau potentielles sont les
suivantes :

1
L=1-—
5
L,=1--— (2.85)
€a
LL=—

Du point de vue de la conception, les longueurs de correction symétriques adimensionnées
sont limitées a 0,5. Cette limite conduit a corriger I'ensemble de la zone potentielle de contact.
Avec des corrections plus longues encore, il y aurait une zone de recouvrement et elles seraient
équivalentes, a un mouvement de corps indéformable pres, a une correction de profil de longueur
0,5 et le profondeur réduite par rapport aux valeurs de conception.

Pour les dentures HCR (¢, > 2), cela conduit a exclure la solution I,. La correction retenue
est une combinaison des deux autres, association d’une correction courte et d’une longue (figure
2.24]) :

* (b)
opt

*(c)

e:pt(M) =uae opt

(M) + (1 —a)er !9 (M) (2.86)

Les résultats en terme d’écart de transmission obtenus avec le modéle analytique sont
comparés avec les mesures expérimentales de Yildirim et Munro [110] (figure[2.25) qui ont testé
un engrenage droit a denture HCR, possédant une correction de profil a 2 pentes. Dans ce cas, le
coefficient de pondération «a est estimé a 0,83. A nouveau, les deux familles de signaux montrent
une bonne similitude, le modéle mis en place apparait efficace.
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Ficure 2.24 — Combinaison d’une correction longue et d’une correction courte pour former une
correction a 2 pentes
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FiGURE 2.25 — Ecarts de transmission quasi-statique mesurés [110] et simulés pour différentes
charges, denture HCR, correction de profil symétrique a double pente



48 CHAPITRE 2. Approches analytiques

I'" |Paramétres de correction de profil au
05 couple nominal Cmo Parametres de correction de profil au
1 couple Cmso
Ea
Sens de variation de E* quand le couple decroi
€a—1
2e4
Ea—2
€
“o
0.0

Ficure 2.26 — Positionnement des deux charges optimales

Profondeur de correction et second optimum

Pour le couple nominal C,,y et selon les hypothéses du présent modéle, les profondeurs
(dimensionnelles) des corrections optimales de base sont les suivantes :

C C
Ep=—"0  etF =— "0 (2.87)
2k0b7’b1 (Ea — 1)k0brh1

Sur le graphe (E*,T) ﬁgureoﬁ sont représentées les familles de corrections optimales
adimensionnées, une modification de profil réelle (E,T), sous un chargement donné, correspond
a un point. Une augmentation du couple transmis engendre un accroissement de la déflexion
statique 0,0 et ainsi, un déplacement horizontal vers la gauche (plus petites valeurs de E*)
du point représentatif de la méme correction physique. Comme cela est illustré sur la figure
la correction longue (EX,T,, A, = 0) définie au couple nominal, annule les fluctuations de
TEY. Lorsque le couple diminue, ce point se déplace vers la droite et vient couper le lieu des
corrections optimales de la famille «a». Un second optimum pour le RMS de TE} existe donc
pour un couple plus faible, noté C,,5. Dans cet état, la réduction de longueur de contact est

) . . 2 .
suffisante pour effacer totalement I'influence de la correction courte : A, =1, =1 — —. Puisque
EU(
S(X

l’abscisse de ce point sur le diagramme adimensionné est E* = , lamplitude d’enlévement

a
de matiére est :

80(
3—-¢€,4

(1-a)E7 (Cpuso) = =E;(Cpo) (2.88)
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FIGURrE 2.27 - RMS de TE; en fonction du couple et du parametre de pondération «

On peut en déduire le rapport entre les deux couples qui annulent les fluctuations de 1’écart
de transmission :

C 3-
ms0 _ (1-a) €a (2.89)
Cmo Ea—l

Evolution de la moyenne quadratique de TE; en fonction de la charge

Pour des charges tres faibles, la déflexion statique prend également des valeurs tres petites et
les grandeurs adimensionnées par ce parameétre prennent des proportions qui n‘ont plus de sens
physique. Pour cette raison, l’adimensionnement de ’écart de transmission évolue : la déflexion
statique de référence est prise a la charge nominale C,,;; :

CmO

- (2.90)
rblkobga

Omco =
Les objets adimensionnés par ce parameétre sont notés avec le symbole «o» en exposant :

A=A xoar (2.91)
Omco

Ci

CmO
La figure montre les évolutions du RMS de TE; pour plusieurs valeurs du coefficient
de pondération a et pour une charge de fonctionnement C,, variant de 0 a 1,6 fois la charge
nominale. Les marques en forme de losanges noirs positionnent les points calculés a partir de la
formulation analytique et les marques en forme de plus, correspondent aux résultats estimés
avec un modele numérique (raideur linéique constante). L'accord entre ces résultats est excellent
et I'existence de deux chargements optimum vis a vis des fluctuations de 1’écart de transmission

avec X, =
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Ficure 2.28 — Evolution de E,,

quasi-statique est confirmée. Le rapport de ces couples vérifie la relation (2.89). A noter que
la prise en compte d’une raideur d’engrénement plus réaliste a tendance a effacer le second
optimum pour de faibles valeurs de & mais sa présence est bien marquée pour des valeurs plus
fortes [|15},/100].

Lorsque la charge tend a s’annuler, la déflexion statique moyenne 9,,( tend vers zéro et I’écart
de transmission quasi-statique se rapproche de I’écart de transmission sans charge (NLTE). En
denture droite, elle est confondue avec la valeur de E,,;, (équation (2.3)). Son évolution au
Eqt+1

2

- 1). Celle-ci est non uniformément nulle pour 7; < 1; i.e. (1 - ZFC)sa <1,

cours du temps est représentée figure |2.28/avec 71 = (1 —I)e,, 7, =
Eq—1
et EO = E( e
2l e,
condition toujours satisfaite pour I, = é La fonction E,,;, étant périodique, de période 1, elle
peut s’exprimer sous forme d’une série de Fourier :

» T3 =T =T, — T

0 ain2
2 sin (nnA
Emax(T) =Ej|A+ Z ZWcOS(TCTl(ZT —Eq — 1))} (2.92)
n=1
avecA=1,-1 = %(«sa(ﬂ} -1)+ 1) = 3%;;1

En utilisant la relation (2.52) pour estimer le RMS de E,,;,, puis la relation (6.152) pour
exprimer la limite de la série, on obtient finalement :

3-¢q (3_6(1)(380(_5)

RMS(Epax) = RMS(NLTE) = (1 - a)E, 1 3

(2.93)

Sur la figure les valeurs du RMS de E,,,, estimées selon 1’équation (2.91) sont représentées
par des losanges blancs en X, = 0.

Expressions approchées du RMS de TE}

Afin de simplifier les équations et les manipulations (calcul du RMS pour chaque jeu de
parametres ...) et rendre ces résultats directement utilisables par un concepteur, une expression
approchée du RMS de I’écart de transmission quasi-statique est proposée. En suivant la démarche
décrite en [2.2.1 page [24] et pour une denture droite HCR munie d’une correction de profil a
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FiGgure 2.29 - RMS de TE{ en fonction de la charge, avec a = 0,2

double pente, le carré du moment quadratique de TE} est approché par la relation suivante :

RMS?*(TE}) = m g{— Sinc[ke,(1-24)]+

a%(rh = A)(1 =Ty = A)[ Sinc [keq (1 - 24)] - Sine [ke (T, = A)]Sinc [keq (1 - T, = A)]]

* 2
+(1- a)];:—c CC’“O (= A)(1 T = A)[ Sinc [ke, (1 - 2)] - Sinc [keq (T = A)] Sinc [keo (1 - T, - /\)]]}

(2.94)

Pour une étude avec un chargement variable, 'adimensionnement est réalisé avec la déflexion

statique 0,,9 associée au couple nominal C,,q. Selon (2.91)), le RMS de 1’écart de transmission
devient :

2X2
RMS?(TES) = ——-— Z{ Sinc[ke, (1 - 2]+
l - 2/\ k=1

Xb;i, (T, = A)(1 =T, = A)[ Sinc ke (1~ 24)] = Sinc [keq (T, = A)]Sinc [ke,o (1 - T, - 1)]|

S 2
+(1—a) Ec (é—(r ~A)(1-T, - A[Smc ke (1—21)]— Sinc [ke, (T, — A)] Sine [ke, (1 -T, - /\)]]}

(2.95)

Sur la figure on peut voir les évolutions du RMS de I’écart de transmission suivant le
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Ficure 2.30 — RMS moyen sur une plage de couple, pour différentes valeurs du rapport de
conduite

modeéle analytique de base (2.82), la forme approchée (2.95) et le modéle numérique. L'équation
approchée prédit correctement les deux minima mais n’est plus aussi efficace pour de trés faibles
couples.

Parametre de pondération o

Sachant que pour la plupart des applications industrielles, la correction de profil doit
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