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pages et chassé un bon nombre d’erreurs, entre deux biberons et l’installation par force
d’une connexion ADSL. Alexandre et Nina, les plus formidable des enfants, toujours
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Introduction

Les quasicristaux et les pavages quasipériodiques

La découverte du premier quasicristal – un alliage d’aluminium, et de manganèse –
dans une expérience de diffraction, a donné lieu à un débat intense. Ces résultats
pouvaient en effet avoir une origine banale : le diagramme de diffraction pouvait être
la conséquence d’un maclage de microcristaux, ou encore d’une phase désordonnée
ayant un ordre icosaèdrique à courte portée. Une possibilité bien plus excitante était
que que l’on soit en présence d’une nouvelle phase de la matière, caractérisée par la
présence simultanée de deux propriétés à savoir : (i) un ordre positionnel des atomes
à grande distance donnant lieu aux pics de diffraction étroits, et (ii) une symétrie
fondamentalement incompatible avec une structure périodique.

La découverte de quasicristaux icosaèdriques de plus en plus parfaits – c’est-à-
dire ayant une grande longueur de corrélation, dépassant parfois celle des meilleurs
cristaux – a mis finalement fin à ce débat. Les quasicristaux sont bien une nouvelle
phase de la matière, et les questions importantes concernent plûtot les mécanismes
microscopiques de leur formation, ainsi que l’élaboration théorique et expérimentale
de leurs propriétés physiques. Il se trouve que l’ordre quasipériodique peut engendrer
des effets complexes et très difficiles à comprendre avec les outils traditionnels de la
physique des solides.

La découverte des pavages quasipériodiques

Une des premières questions que l’on se pose concerne les positions des atomes dans
les quasicristaux réels. Les structures les plus simples répondant aux critères sou-
haités, c’est-à-dire une symétrie de rotation parfaite alliée à un ordre positionnel à
longue portée, sont les pavages quasipériodiques. Le pavage de Penrose à été proposé
bien avant la découverte du premier quasicristal, par R.Penrose qui voulait construire
une structure à base de deux tuiles et des règles de construction locales empêchant la
formation d’un état périodique. La structure résultante possède une symétrie hierar-
chique, et une symétrie sous des rotations de 2π/5. Dans l’espace réciproque, cette
structure possède un ensemble de pics de Bragg d’intensités différentes. Les pre-
miers modèles de structure des nouveaux alliages ont pris comme point de départ
la généralisation de ce pavage à trois dimensions : le pavage icosaèdrique. Depuis,
d’autres pavages ont été trouvés, pour décrire des composés possédant une symétrie
d’ordre dix (pavage décagonal), huit (pavage octogonal), ou douze.

1
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Tous ces pavages sont des structures ayant précisément les deux caractéristiques
d’ordre positionnel allié à une symétrie interdite pour les cristaux. N’ayant pas une
invariance par translation, et donc n’étant pas sujets au théorème de Bloch, les pa-
vages, sur le plan théorique, sont loin des cristaux. De plus, puisqu’ayant un ordre
positionnel ils sont également très loin des systèmes désordonnés. Avant de pouvoir
s’attaquer aux propriétés physiques des composés réels il est important de résoudre les
problèmes définis sur les pavages quasipériodiques. Ce sont les analogues des réseaux
de Bravais pour les cristaux.

La relation entre les pavages et les positions des atomes dans un alliage qua-
sipériodique n’est pas aussi simple que l’on pourrait souhaiter. Il est souvent possible
d’avoir une bonne première approximation à la structure réelle en associant des amas
d’atomes aux sites du pavage, mais cela ne suffit pas de déterminer toutes les posi-
tions atomiques. Il existe ainsi des modèles plus ou moins complexes pour la structure
de chacun des composés réels. Ces modèles sont utilisés dans des calculs ab-initio –
pour déterminer, par exemple, la densité d’états au niveau de Fermi, une quantité
importante pour un grand nombre d’applications pratiques.

Les questions abordées dans cette thèse

Dans cette thèse, nous examinons quelques propriétés électroniques, magnétiques, et
thermiques des pavages quasipériodiques. Plus précisément, nous allons nous concen-
trer sur le cas des pavages bidimensionnels, le plus souvent en considérant l’exemple
du pavage octogonal.

Une des raisons de notre choix de pavage est liée à sa dimensionalité, puisque l’on
sait que les propriétés physiques dépendent fortement de la dimension de l’espace, du
moins à basse dimension – l’effet des fluctuations devenant de plus en plus plus impor-
tant lorsque l’on baisse la dimension de trois à deux et ensuite une. A une dimension,
les propriétés des châınes quasipériodiques sont maintenant (relativement) bien com-
prises tant sur le plan analytique que numérique, tandis qu’à deux dimensions, où
l’on s’attend à des effets qualitativement nouveaux, on ne dispose pas de beaucoup
de résultats analytiques, et les études numériques soulèvent beaucoup de questions
qui seront sans doute abordées dans des études à venir. Pour des raisons évidentes
de l’augmentation en complexité et en temps de calcul, des calculs traitant des pa-
vages tri-dimensionnels sont encore moins nombreux. Il est permis de penser que si
une méthode analytique est trouvée pour les pavages bi-dimensionnels, on pourrait la
généraliser ensuite à une dimension supérieure, ce qui n’est pas le cas de la plupart
des techniques propres à une dimension. Ensuite, c’est le pavage octogonal qui a été
au centre de la plupart de nos études non pas parce qu’il est plus pertinent pour les
composés réels – il existe des composés ayant un plan de symétrie d’ordre huit mais
ce ne sont pas parmi les ”top ten” des quasicristaux qui ont été étudiés – mais parce
que c’est le plus simple des quasicristaux à deux dimensions, et parce qu’il est très
proche, d’un point de vue algébrique, du célèbre pavage icosèdrique déjà cité comme
étant à la base des modèles de structure quasipériodiques des alliages les plus cotés.
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Dans le premier chapitre nous introduirons une approche par groupe de renor-
malisation – une méthode bien adaptée à ces systèmes à cause de leur symétrie par
rapport aux inflations/déflations. Nous décrirons ainsi l’état fondamental des spins
quantiques sur le pavage pour un modèle d’Heisenberg antiferromagnétique. Ce cal-
cul a été motivé par des expériences faites sur l’alliage quasicristallin ZnMgHo, et il
conforte les résultats des études numériques de Monte Carlo quantique mettant en
évidence une structure magnétique assez complèxe dans l’espace, avec des symétries
que l’on voit reflétées dans son facteur de structure dans l’espace réciproque.

Le deuxième chapitre est consacré aux études numériques des hamiltoniens qua-
sipériodiques. Certaines propriétés spectrales caractéristiques de plusieurs pavages
bidimensionnels obtenues par diagonalisation numérique seront décrites et comparées
aux celles d’autres hamiltoniens des systèmes dits “complexes” dans ce chapitre. Ces
études permettent d’avoir une idée de la dynamique des électrons dans un milieu qua-
sipériodique, et les similarités et des différences avec la dynamique dans des milieux
cristallins comportant divers degrés de désordre allant de faible (régime diffusif) au
très fort (régime fortement localisé).

Le dernier chapitre sur les projets et perspectives propose quelques extensions
possibles des modèles étudiés ainsi que quelques autres sujets de recherche future.

Quelques autres questions pourtant intéressantes à résoudre

Il est évident que l’on est encore loin de pouvoir décrire de façon complète les effets
de la quasipériodicité. Notons que le passage d’un de ces pavages à un alliage réel
demeure un problème considérable. Malgré le grand nombre de modèles de structure et
des expériences permettant d’observer des échantillons ”directement” par microscopie
électronique, STEM ou microscopie à force atomique (AFM), les positions des atomes
dans un quasicristal restent difficiles à préciser avec certitude. Plus intéressant –
même si le principe de l’existence d’une nouvelle phase de la matière est admis, une
question primordiale demeure concernant le mécanisme de formation et la stabilité
de ces quasicristaux. La réponse dépendra probablement en grande partie des détails
de la composition chimique des composés et de leur structure. Quoiqu’il en soit, il est
certain que si nous ne comprenons pas les conséquences de la quasipériodicité dans
les pavages, il y aura peu de chances d’arriver à comprendre les composés ”réels”.



Chapitre 1

L’état fondamental d’un
antiferromagnétique
quasipériodique

1.1 Introduction

Le problème qui est posé dans ce chapitre est celui de la détermination de l’état
fondamental des spins quantiques dans un milieu quasipériodique. On suppose que le
système est décrit par l’hamiltonien de Heisenberg

H =
∑
i,j

Jij
~Si.~Sj

où Ji,j = J sont des couplages entre proches voisins. On connâıt la réponse lorsque
les interactions sont ferromagnétiques (J < 0) : le fondamental est l’état où tous
les spins sont alignés selon un axe, brisant ainsi la symétrie rotationnelle de H. La
réponse n’est pas aussi simple lorsque les interactions sont antiferromagnétiques. On
sait que, même dans le cas du réseau carré, l’état fondamental est assez compliqué à
décrire, et jusqu’à récemment la symétrie de cet état a été le sujet d’une multitude
d’études analytiques et numériques. Cette complexité provient du fait que, contraire-
ment au cas ferromagnétique, l’état fondamental d’un antiferromagnétique classique
ne correspond plus à un état propre de l’hamiltonien des spins quantiques. On peut
calculer l’énergie de l’état fondamental en théorie des perturbations, en prenant en
compte des excitations de type ondes de spin pour les réseaux périodiques. Dans le
quasicristaux, les équivalents des ondes de spin d’un système périodique ne sont plus
décrits par un vecteur d’onde ~k puisqu’il n’y a plus l’invariance par translation. Il se
trouve, par contre, qu’une description - relativement - simple dans l’espace réel est
toutefois possible, en utilisant la symétrie hiérarchique du quasicristal.

Le modèle d’antiferromagnétique de Heisenberg est pertinent pour certains qua-
sicristaux réels. Les composés MgZnR (où R est une terre rare) ont une structure
quasipériodique, appartenant à la famille icosaèdrique. Les atomes R possèdent un
moment magnétique localisé, et ont des interactions à courte portée. Il faut contraster
ces systèmes à moment magnétique localisé avec les autres systèmes quasipériodiques

4



5

où les moments magnétiques sont dûs aux électrons d. Ces derniers, tels le AlMnSi
sont décrits par des modèles d’électrons itinérants, et possèdent des états magnétiques
inhomogènes complexes, comme le montrent des études par résonance magnétique
nucléaire (voir F. Hippert et al dans [3]). Le modèle de spins discuté dans ce cha-
pitre ne concerne pas ces composés-là. Les expériences de diffusion de neutrons sur
le ZnMgHo [4, 1] ont mis en évidence des corrélations magnétiques dans le MgZnHo
en dessous d’une température d’environ 5K [1]. La figure 1.1 montre les intensités de
diffusion magnétiques résultantes après une soustraction I(T = 1.3K)− I(T = 20K).
Sans rentrer dans les détails, on voit qu’il y a une diffusion diffuse autour des pics de
Bragg principaux (indiqués par des croix et points). L’aspect essentiel est que les pics
de diffusion d’origine magnétique sont indexables, comme les pics nonmagnétiques,
par des vecteurs de six composants (voir Gratias et al dans [3] pour une discussion de
la diffraction dans les systèmes quasipériodiques). Les positions des pics de Bragg de
la phase à haute température et celles les taches qui apparâıssent à basse température
sont, de plus, reliées par des translations dans l’espace réciproque six dimensionnel.
Nous reviendrons à la question du facteur de structure de l’état magnétique à la fin
de ce chapitre.

Fig. 1.1 – Diagrammes de diffraction diffuse d’origine magnétique correspondant à
trois axes différents pour le composé ZnMgHo (d’après la réf. [1])
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1.1.1 Les symétries de l’hamiltonien de spin

Fig. 1.2 – Représentation schématique d’un antiferromagnétique quasipériodique

La Fig.1.2 montre schématiquement la distribution des paramètres d’ordre locaux
(représentés par des cercles de rayons plus ou moins grands selon la valeur locale de
l’ordre antiferromagnétique) sur le pavage octogonal. On y voit que cette distribu-
tion est inhomogène, chaque site ayant une valeur particulière du paramètre d’ordre
antiferromagnétique. Avant de discuter cette distribution de valeurs et le calcul de
celle-ci, faisons un petit rappel de ce qui est déja connu pour les antiferromagnétiques
quantiques.

Commençons par ce qui est connu pour les états des spins qui ont une inter-
action de type Heisenberg, c’est-à-dire avec des termes de la forme Jij

~Si.~Sj dans
l’hamiltonien. Les constantes effectives de couplage {Jij} peuvent avoir une variété
d’origines microscopiques. Le plus souvent, cette interaction est négligeable au-delà
de premiers voisins. Lorsque l’intégrale d’échange Jij est positive, l’énergie de la paire
de spins est minimisée pour un alignement antiparallèle, et on parle d’un couplage
antiferromagnétique. La question qui nous intéresse ici concerne la structure de l’état
fondamental pour un tel système. Le plus simple des systèmes périodiques, la châıne
de spins couplés entre premiers voisins par une interaction constante, Jij = J pour
tous les (i, j), a une solution analytique exacte donnée par Bethe en 1931. A deux
dimensions, le problème de spins sur le réseau carré est resté une énigme même cin-
quante ans après, et on ne dispose toujours que de solutions approchées. On sait
toutefois donner pour les systèmes périodiques une description qualitative de l’état
fondamental, et on sait calculer des quantités telles que la fonction de corrélation à
deux spins pour ce système par des méthodes approchées. Avant de décrire l’état fon-
damental de ces antiferromagnétiques mentionnons quelques propriétés de symétrie
de l’hamiltonien et des états propres de ces spins.

Une des symétries de H est celle d’invariance sous une rotation globale de tous les
spins. Cette symétrie est la conséquence de la forme des interactions qui est scalaire
dans l’espace des spins, et ne dépend pas des propriétés de la structure sous-jacente.

Pour les systèmes invariants par translation, l’hamiltonien est invariant sous l’ac-
tion des translations du réseau. Il peut y avoir, de plus, une décomposition du système
en deux (ou plus) sous réseaux. Dans le cas d’une structure ”bipartite”, on peut
définir deux sous-réseaux tels que pour chaque spin du système appartenant à un cer-
tain sous réseau, tous les premiers voisins appartiennent à l’autre sous-réseau. C’est
le cas pour le réseau carré (Fig.1.3a). Dans ce cas, l’hamiltonien est invariant sous
l’effet des rotations indépendantes de chaque sous-réseau après une transformation
appropriée globale des constantes de couplage J . Cette symétrie permet l’existence
des états non-frustrés, et assure, au-delà d’une dimension, qu’il y a un état ordonné
à une température suffisamment basse. La Fig.1.3b) illustre un cas frustré – le réseau
triangulaire, où il n’est pas possible de ”satisfaire” toutes les liaisons d’un triangle
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élémentaire simultanément. Dans un tel cas, on peut s’attendre à un effet de réduction
du paramètre d’ordre et l’éventuelle absence d’une phase ordonnée. Une condition
nécéssaire pour qu’une géométrie soit non-frustrante est que toute polygone fermé
ait un périmètre pair (en unités de liaisons élémentaires). C’est le cas des modèles
de quasicristaux définis sur les arêtes de rhombs et de carrés, puisqu’ils sont deux
polygones de périmètre pair. A deux dimensions, deux exemples en sont le pavage de
Penrose [5, 6] et le pavage octogonal.

Fig. 1.3 – Exemples des réseaux de spins (représentés par des flèches) avec des inter-
actions antiferromagnétiques le long des arêtes a). nonfrustré b). frustré

1.1.2 L’antiferromagnétique périodique

Le système de spins décrit par un hamiltonien périodique, dans le cas des interac-
tions antiferromagnétiques nonfrustrés, possède un état fondamental où le signe des
corrélations entre spins est positif pour les spins appartenant au même sous réseau,
et négatif dans le cas contraire. De plus, les corrélations décroissent avec la distance
entre les spins avec une loi algébrique. Une solution exacte a été trouvée par Bethe
pour le cas de la châıne, mais les calculs approchés sont utiles tant à une qu’à plusieurs
dimensions : groupe de renormalisation, développement en ondes de spins, ou encore
transformation en un modèle de fermions et traitement par la théorie des champs. Les
résultats de ces méthodes sont en assez bon accord avec ceux des études numériques,
telles que diagonalisation exacte de petits systèmes, ou la simulation par Monte Carlo
Quantique. On constate ainsi que les corrélations entre premiers voisins décroissent
avec la dimension du système : à une dimension, on a 〈~Si.~Si+1〉 ≈ −0.44, et à deux

dimensions on a 〈~Sm,n.~Sm±1,n〉 = 〈~Sm,n.~Sm,n±1〉 ≈ −0.33. A titre de comparaison, à

“zero” dimension, deux spins couplés ont 〈~S1.~S2〉 = −0.75. La décroissance de valeurs
est la conséquence, pour employer une image intuitive, du fait que plus un spin a de
voisins, moins grande sera l’amplitude de formation de singulets avec un voisin donné.

1.1.3 L’antiferromagnétique quasipériodique à une dimen-
sion

Passant maintenant au cas du quasicristal, on peut considérer l’hamiltonien qua-
sipériodique à une, deux, et plus de dimensions. A une dimension, il est nécessaire
d’introduire au moins deux paramètres dans l’hamiltonien, pour distinguer entre les
environnments locaux différents, ce qui n’est pas le cas à plus haute dimension. Un
système quasipériodique qui a été beaucoup étudié est la châıne de Fibonacci. Dans
une telle châıne, on peut introduire deux couplages J1 et J2 entre un spin et son
voisin. Ces couplages sont choisis suivant la suite de Fibonacci, et sont donc parfai-
tement déterminés quoique n’ayant aucune périodicité. Une partie d’une telle châıne
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est dessinée dans la figure ci-dessous (les traits ont deux épaisseurs, selon la valeur
du couplage)

Fig. 1.4 – en haut : une partie de la châıne de Fibonacci. en bas : la châıne résultante
après inflation.

L’hamiltonien ne possède plus la symétrie par translation, mais il a les symétries
de la châıne quasipériodique. D’abord, il y a une quasi-symétrie translationnelle. Ceci
veut dire que n’importe quelle partie finie de la châıne peut être retrouvée une in-
finité de fois le long de la châıne ( propriété de répétitivité). Ensuite on peut ten-
ter d’exploiter la propriété d’invariance de la séquence de Fibonacci sous inflation/
déflation - des régles de substitution permettant de transformer une partie finie de
la suite de Fibonacci en une autre plus petite/longue. On peut, par exemple, trouver
des substitions locales où des petites séquences de couplages sont remplacées par un
”super-couplage”. Une fois cette substitution effectuée sur tout le long de la châıne,
l’on obtiendrait une séquence de Fibonacci des nouveaux super-couplages. La figure
1.4) montre une partie de la châıne originale en haut (où les deux éléments de la
séquence de Fibonacci sont représentés par des traits d’épaisseur différentes), et la
châıne résultante après inflation en bas. Ce processus peut être répété infiniment de
fois, et l’on cherche des solutions au point fixe éventuel de l’hamiltonien.

Des châınes possèdant des symétries sous diverses règles de substitution ont été
étudiées pour le cas de hamiltonien de spins quantiques [7, 8, 9, 10]. D’autres modèles
unidimensionnels proviennent des modifications de l’hamiltonien fondamental par l’in-
troduction d’anisotropies etc. Ces modèles peuvent être transformés en modèles de
fermions sans spin, dont les propriétés ont été élucidées dans de nombreux travaux
pionniers [11, 12, 13]. L’article de Luck [14] donne un aperçu des méthodes utilisés
pour divers systèmes unidimensionnels et les résultats obtenus. Plus récemment, une
autre direction fructueuse a été le traitement utilisant la bosonisation (parmi d’autres,
voir [15, 16, 17]). Dans ces travaux, on a pu obtenir des propriétés spectrales telles que
la distribution des gaps, et des exposants de scaling des bandes d’énergies. Pour les
spins quantiques dans un champ magnétique extérieur, on peut obtenir le comporte-
ment de l’aimantation du système en fonction du champ. La question des corrélations
dans l’espace réel n’a pas été abordée. Cependant, on s’attend à avoir une distribution
nontriviale des valeurs du paramètre d’ordre locaux. Ceux-ci peuvent être définis par
m2

i = (|〈~Si−1.~Si〉| + |〈~Si.~Si+1〉|)/2 où les fonctions de corrélation sont évaluées dans
l’état fondamental. Contrairement au cas périodique, cette fois, le paramètre d’ordre
n’est plus forcément uniforme dans l’espace. L’étude de la la distribution de mi n’a
pas encore été fait pour ce cas pourtant simple.
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1.1.4 Les modèles quasipériodiques à deux dimensions

Le plus simple des modèles quasipériodiques à deux dimensions est le pavage octo-
gonal [18], illustré dans la figure 1.5). Ce pavage, aussi appellé le pavage de Ammann-
Beenker, est composé à partir de deux tuiles élémentaires, le carré et le losange de
45 degrés, et possède une symétrie d’ordre huit. Cette symétrie ainsi que d’autres
symétries du pavage sont expliquées en un peu plus de détail dans la section suivante.
La figure montre les six environments locaux qui apparaissent dans ce pavage, ap-
pellés A,B,...,F et ayant des fréquences relatives telles que la valeur moyenne de z sur
tout le pavage se trouve être exactement 4.

Fig. 1.5 – Une partie du pavage octogonal montrant les six environnements locaux

On peut définir sur ce pavage un modèle de couplage antiferromagnétique entre
sites voisins non-frustrés. A la différence du réseau carré, les fonctions de corrélations
à deux spins dans le pavage quasipériodique ne sont pas invariantes par translation,
mais au contraire dépendent des positions des spins dans le pavage. Un tel modèle a été
étudié dans [19] utilisant des méthodes numériques de Monte Carlo Quantique (QMC)
qui permettent de calculer les fonctions de correlations dans l’état fondamental. La
valeur moyenne des corrélations autour d’un site donné,

εi = J
∑

δ

〈~Si.~Si+δ〉, (1.1)

permet de définir un paramètre d’ordre ”local” pour chaque site,

ms,i =
√
|εi/z| (1.2)

(où le sous-indice s pour indiquer “staggered”, c’est-à-dire une aimantation alternant
en signe, sera supprimé dans la suite). Les valeurs numériques obtenues pour mi sont
regroupées autour de sept valeurs, selon la valeur de z des sites, comme le montre la
figure 6) (où l’on montre aussi l’image dans l’éspace réelle). A l’intérieur de chaque
famille, les valeurs de mi sont distribuées avec une plus petite amplitude de variation.

Fig. 1.6 – Valeurs du paramètre d’ordre local groupées en fonction de la coordinence
des sites

Comme pour la châıne de Fibonacci, il existe une transformation d’inflation pour
le pavage octogonal. La figure 1.7) montre la transformation d’un pavage de tuiles
de petite taille en un pavage fait des mêmes tuiles agrandis d’un facteur de λ =
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1 +
√

2. Comme à une dimension, on peut tenter d’utiliser la propriété d’invariance
du pavage sous inflation pour établir des relations de récurrence. C’est effectivement
l’approche de Godreche et Luck pour un modèle de spins d’Ising [20] sur le pavage
de Penrose. Pour le pavage octogonal, un calcul de renormalisation a été introduit
par Sire et Bellissard [21], dans le contexte d’un modèle des liaisons fortes. On peut
ainsi calculer certaines propriétés spectrales des modèles électroniques dans la limite
où les sites sont faiblement couplés [22]. Cette approche ne convient donc pas pour
le système qui nous intéresse, où les couplages prennent la valeur maximale (le cas
“hopping pur” dans le contexte des liaisons fortes). La nouvelle approche décrit ci-
dessous permet, lui, de décrire cette situation, mais au prix de “diluer” le pavage.
Par dilution on entend qu’une fraction finie des liaisons sera placée égale à zéro.
Avec cette approximation, nous pouvons calculer tous les paramètres d’ordre locaux,
montrer qu’ils appartiennent aux sept familles différentes. Enfin, nous essayerons de
donner une méthode d’extrapolation des résultats au cas du pavage octogonal complet
(sans dilution).

Fig. 1.7 – Inflation d’une partie du pavage octogonal

1.2 Introduction au pavage octogonal

Le pavage octogonal présente une symétrie d’ordre huit, comme on peut facilement
le constater en regardant son diagramme de diffraction (dernière figure de ce chapitre).
Cette symétrie, interdite dans les systèmes périodiques, est à comprendre dans le sens
suivant : toute région d’une taille donnée, peut être retrouvée ailleurs dans le pavage
dans chacune des huit orientations, avec une fréquence de répétition finie. C’est dans
le même sens que l’on a la propriété dite de “répétitivité” des environnements, qui
remplace la propriété d’invariance par translation stricte des cristaux (voir Belin et
al dans [3]). Ce pavage peut être généré par la méthode de coupe et projection, une
technique qui a été décrite dans [23, 24, 25] pour les systèmes icosaèdriques. Nous
donnons ci-dessous quelques propriétés géométriques clés du pavage octogonal.

1.2.1 La répartition des sites

Nous avons déjà vu qu’en ce qui concerne les premiers voisins, il existe six différents
types de sites, correspondant aux valeurs de coordinence z = 8, 7, 6, 5, 4 et 3, appellés
A,B,C,D,E et F (figure 4). Les fréquences des sites, toutes orientations comprises,
peuvent être calculées exactement (voir l’appendice pour un résumé des propriétés,
et pour plus de détails [26] ainsi que l’article de revue par Duneau [27]) et sont
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fA = λ−4; fB = λ−5; fC = 2λ−4;

fD1 = fD2 = λ−3; fE = 2λ−2; fF = λ−1 (1.3)

où l’on a distingué deux types de site D (voir plus loin).

1.2.2 La transformation des sites sous inflation

Comme nous avons vu, le pavage possède une symétrie discrète : celle d’invariance
sous des opérations d’inflation (déflation). L’opération d’inflation consiste à garder
certains sommets du pavage initial (les autres étant éliminés) de façon à obtenir
un nouveau pavage ayant les mêmes propriétés que celui d’origine. Dans la figure
1.4) les points du pavage initial qui deviennent les sommets du pavage final sont
indiqués en gras. Il est évident sur la figure 1.7 que le facteur de changement d’échelle,
λ = 1 +

√
2. On peut montrer que les sites éliminés sont ceux de faible coordinence

(voir l’appendice). Plus précisément, ce sont les sites F,E et une moitié des sites D
appellés D2 qui disparaissent sous inflation. Les sites qui restent et deviennent les
sommets du nouveau pavage inflaté sont celle de la famille α – les A,B,C et l’autre
moitié des D appellés D1. La distinction entre les sites D1 et D2 se voit au niveau
des deuxièmes voisins, pour citer une différence entre eux (l’appendice présente une
autre façon de voir la différence essentielle entre ces deux types de sites D).

Après inflation, les sites qui restent auront changé leur valeur de z. Les nouvelles
valeurs z′ sont données dans le tableau ci-dessous :

Site initial Site final
A → A,B,C ou D1

B → D2

C → E
D1 → F

Table 1. Transformation des sites après inflation

1.2.3 La connectivité entre sites et entre blocs

Pour les sites α, l’environnement local est simple à préciser, puisqu’il s’agit tou-
jours des mêmes. Nous les résumons dans le tableau ci-dessous :

site nombre et type de
central sites voisins
A (8)F
B (5)F,(2)E
C (2)F, (4)E
D1 D2,(4)E

Table 2. Type de sites (et leur nombre) autour d’un site donné
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Pour les autres sites du pavage, les environnements sont multiples, et il nous sera
nécessaire de simplifier en tronquant le nombre d’environnements pris en compte.

Un tableau similaire peut être construit pour les blocs de sites. On distingue
plusieurs géométries différentes en ce qui concerne les sites A. Quand un site A reste
un A après inflation, on peut vérifier que le bloc central est toujours entouré de huit
blocs D1. Lorsque le site A devient un site B après inflation, son environnement est
composé de cinq blocs D1 et deux blocs C. On peut vérifier ceci en regardant les
amas dessinés dans les figures 1.8),1.9) et 1.10). A gauche sont dessinées les étoiles
à z bras qui sont les environnements jusqu’aux premiers voisins et correspondent au
stade zéro de la transformation de renormalisation. A droite, on voit les mêmes amas
après une déflation. Les sites de type α sont indiqués par des gros points, et tous les
autres sites appartenant à l’amas sont indiqués par des points plus petits.

Fig. 1.8 – Amas de spins considéré pour chaque membre de la famille α au stade zéro
(gauche) et après déflation (droite)

Au deuxième stade de renormalisation, on déflate les amas de spins et l’on obtient
des plus grands amas, comme le montre la figure 1.9 pour le cas d’un site A.

Fig. 1.9 – Amas de spins pour la famille A après deux déflations
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Fig. 1.10 – Amas de spins considéré pour chaque membre de la famille β au stade
zéro (gauche) et après déflation (droite)

1.3 Modèle de spins quantiques

Les spins de S = 1
2

sont placés aux sommets du pavage octogonal. L’hamiltonien
de ce système est

H =
∑
〈i,j〉

J ~Si.~Sj (1.4)

où la paire de spins ~Si,~Sj est reliée par une arête du pavage et J > 0.

1.4 Groupe de renormalisation : rappel du cas

périodique

Nous allons effectuer une transformation du système de spins défini par l’éq. 1.4
en utilisant la symétrie sous inflation. La méthode employée est une généralisation
d’une méthode utilisée par Sierra et Martin-Delgado [28, 29] pour traiter le réseau
carré. Nous allons donc brièvement rappeller les étapes successives de leur calcul.
L’hamiltonien est celui de l’Eq.1.4 avec des liaisons J qui couple les spins premiers
voisins. Au stade zéro, nous allons supposer que les spins ont une valeur S = 1

2
(la

méthode se généralise assez facilement aux autres valeurs de S). On peut regrouper
les spins en blocs de 5 spins de façon à obtenir un nouveau réseau de taille

√
5×

√
5,

comme le montre la figure 1.11, où nous avons indiqué les blocs en forme d’étoiles.

Fig. 1.11 – Regroupement en blocs sur le réseau carré

La valeur du spin d’un bloc dans son état fondamental est S ′ = 3S, pour les spins
1
2

ici S ′ = 3/2. L’énergie de l’état fondamental du bloc est e0 = −3J/2 pour ce cas.
Un calcul utilisant les coefficients de Clebsch-Gordan pour ce problème montre que
le facteur de renormalisation de spin ξs d’un des 4 spins extérieurs est

S = ξsS
′ (1.5)
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où ξs vaut 3
10

[28], soit assez proche de sa valeur classique de 1
3
. Il est simple de

vérifier que le couplage effectif H ′ entre blocs est antiferromagnétique, et est égal
à J ′ = 3ξ2

sJ . Si l’on néglige les interactions plus faibles, entre deuxièmes voisins
engendrées par cette transformation, le système final est décrit par un hamiltonien
de la même forme que celui d’origine. Cette invariance de la forme de H permet de
définir un groupe de renormalisation, et de déterminer le flot des couplages ainsi que
le point fixe de la transformation. Formellement, on peut exprimer ces observations
par les équations suivantes :

T †
0H(N,S, J)T0 = N ′e0(J, S) +H ′(N ′, S ′, J ′)

e0(J, S) = JS(4S + 1) (1.6)

où T †
0 et T0 sont les opérateurs de projection de la base de spins S sur la nouvelle

base de spins 3S. On peut maintenant répéter la transformation, et on constate que
les couplages tendent vers zéro, tandis que les spins effectifs tendent vers l’infini, c’est-
à-dire vers la limite classique. Ces flôts indiquent que le spectre sera “gapless” (donc
qu’il y aura un ordre à longue portée) et que le modèle est dans la classe d’universalité
du modèle de Heisenberg classique.

Il est clair que l’énergie par site est la somme infinie de termes suivante :

Ecarre
0 /N = −1

5

∞∑
n=0

J (n)S(n)(4S(n) + 1) (1.7)

où S(n+1) = 3S(n) et J (n+1) = 3ξ2(S(n))J (n).
Cette analyse peut être étendue à notre cas, comme nous allons montrer.

1.5 Groupe de renormalisation : cas du pavage oc-

togonal

Dans cette méthode de renormalisation dans l’espace réel, nous regrouperons les
degrés de liberté (les spins d’origine) en blocs, et distinguerons dans l’hamiltonien
des termes concernant chaque bloc séparément (les termes ”diagonaux”), et ceux
impliquant deux blocs voisins. Nous montrerons qu’après certaines modifications, ces
derniers peuvent être mis sous une forme ressemblant l’hamiltonien initial, avec des
interactions effectives entre les blocs qui sont un peu plus compliquées que celles au
départ. Les interactions effectives dépendent de la géométrie locale, et la relation entre
les couplages avant et après l’inflation est linéaire, permettant d’obtenir un groupe
de renormalisation multiplicatif. L’énergie de l’état fondamental se calculera par la
généralisation de l’Eq.1.7 au cas quasipériodique. Nous verrons que l’on peut aussi
étudier des paramètres d’ordre locaux et leur flot sous les transformations d’inflation
successives. Le point fixe sera trouvé et comparé aux résultats des calculs numériques
de Wessel et al [19].
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1.5.1 Définition des blocs de spin et relation de récurrence
de spin

Le choix des blocs est imposé par les propriétés des sites sous inflation. Nous
choisissons les sites α comme les centres des nouveaux degrés de liberté ~S ′. Un tel
site pris tout seul a une forme d’étoile de z bras, comme dans la figure 1.12). Le
spin effectif d’un tel ensemble dans l’état fondamental est S ′ = (z − 1)S (le spin
au centre ayant un couplage antiferromagnétique avec les autres). L’énergie de l’état
fondamental d’une telle étoile est

ε(0) = −J (z + 2)

4z
(1.8)

Fig. 1.12 – étoile de spins de z bras (étoile de Heisenberg)

Puisque nous avons quatre types de blocs, après une inflation, les spins effectifs
dépendent du site et peuvent avoir quatre valeurs différentes, une pour chaque membre
de la classe α. Ceci donne des facteurs de renormalisation ξ qui dépendent de la valeur
de z initiale. Pour simplifier l’analyse, nous prendrons une valeur classique de celle-
ci, ξ = (z − 1)−1, sachant que la différence entre valeurs classique et quantique sera
petite.

Fig. 1.13 – Amas de spins considéré pour trois blocs différents : a) z=5 z’=3 b) z=6
z’=4 c) z=8 z’=8

1.5.2 Découplage de blocs par dilution

Les figures 1.13a), b) et c) montrent des exemples de blocs, avec leurs voisins.
Le site central est indiqué par un point gras, ainsi que ses voisins aprés inflation.
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Les interactions entre sites sont indiquées par des lignes continues, tandis que les
interactions effectives entre blocs sont indiquées par des lignes hachurées grises. On
s’aperçoit qu’il peut y avoir des recouvrements entre blocs voisins – dans la figure
1.13b) il y a ainsi deux blocs D1 qui partagent une paire de spins. La figure 1.13c)
montrent un bloc de type A entouré de huit blocs D1 qui se recouvrent deux par deux.
Ces chevauchements de blocs ont lieu sur tous les sites C et D1, comme l’indique la
figure 1.14) qui montre toutes les paires de spins qui sont partagées entre deux blocs
contigus. Notre approche sera donc de pratiquer une dilution du pavage, c’est-à-dire
sur les quatre liaisons qui relient deux blocs, d’en annuler deux.

Dans la figure 1.13c) on élimine ainsi deux liaisons par paire de blocs, ou seize
liaisons au total. Ce procédé est effectué partout sur le pavage, et il est facile de
calculer le pourcentage de liaisons qui sont annulées :

√
2/λ3, ou environ 10%.

Le résultat de cette dilution est une réduction de la valeur effective de la coordi-
nence des sites D1 de z = 5 à la nouvelle valeur de z̃ = 3, et celle des sites C de z = 6
à z̃ = 5.

Fig. 1.14 – Les paires de sites partagées entre deux blocs (indiquées par des lignes
épaisses)

1.5.3 Relation de récurrence du nombre de blocs

On peut représenter le nombre de blocs de chaque type par un vecteur ~n =
{nA, nB, nC , nD}. Le nombre de blocs de chaque type après déflation est N.~n où
la ”matrice de prolifération” de blocs est

N =


1 1 1 1
0 0 0 1
0 2 4 4
8 5 2 0

 (1.9)

La valeur propre la plus grande est λ̃ = 7, et c’est cette valeur qui sert à déterminer
l’énergie par bloc pour le calcul des paramètres d’ordre locaux.

1.5.4 Relation de récurrence de spin

Avec la définition de blocs de spins obtenus par dilution de liaisons, on peut écrire
les nouvelles valeurs de spins effectifs après une inflation S(1),

{S(1)
A , ....., S

(1)
F } = {7s0, 7s0, 7s0, 7s0, 6s0, 4s0, 2s0} (1.10)
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Après n inflations on a ~S(n) = (S
(n)
A , ..., S

(n)
F ) = C~S(n−1) où la matrice C s’écrit

C =



−1 0 0 0 0 0 8
−1 0 0 0 0 0 8
−1 0 0 0 0 0 8
−1 0 0 0 0 0 8

0 −1 0 0 0 2 5
0 0 −1 0 0 3 2
0 0 0 −1 1 2 0


. (1.11)

La plus grande valeur propre (en valeur absolue) de cette matrice détermine les
valeurs asymptotiques des spins effectifs : pour n grand, les spins augmentent par
un facteur 3, et donc ~S →∞, c’est-à-dire la valeur classique. Comme pour le réseau
carré, donc, nous trouvons que ce modèle est dans la même classe d’universalité que
le modèle Heisenberg classique. Il y a un état ordonné à T = 0, mais plus que des
corrélations antiferromagnétiques de courte portée pour T > 0. Les valeurs relatives
des spins dans la limite asymptotique sont données par le vecteur propre correspon-
dant aux plus grande valeur propre,

{S(∞)
A , ....., S

(∞)
F } = {1, 1, 1, 1, 1, 3

4
,
1

2
} (1.12)

1.5.5 Liaisons effectives sur le pavage inflaté

Dans le même esprit de simplification du nombre de familles de sites à sept seule-
ment, on peut simplifier en ne distinguant que cinq types de liaisons différents sur
le pavage. On considère par exemple, les liaisons lEF qui relient un site E à un site
F. lD2F et lD1D2 ont des significations évidentes, et enfin, nous allons considérer des
liaisons entre un site central de type α et un site F voisin qui seront appellées lαF ,
ainsi que les liaisons entre un site central α et un site E, lαE. Ces cinq liaisons sont
regroupées dans un vecteur de liaisons ~l, et il y a une relation de récurrence pour ce
vecteur qui est un des ingrédients de notre groupe de renormalisation, ~j(1) = M (0)~j(0).
La condition initiale est ~j(0) = (1, 1, 1, 1, 1) et la matrice M dépend des facteurs de
renormalisation des spins ξ (voir [30] pour plus de précisions)

Une fois les nouveaux couplages trouvés, il faut calculer pour chacun des sept
environnements la valeur moyenne des nouveaux couplages (

(n)
i ) et la valeur moyenne

du facteur de renormalisation de spin, ξ
(n)
i . Avec ces valeurs moyennes, on peut répéter

les mêmes opérations sur le nouveau pavage inflaté, c’est-à-dire définir les blocs de
spin, et calculer les nouveaux termes de couplage effectifs.

1.6 Etat fondamental de l’AFM

1.6.1 Energie d’une étoile de Heisenberg

Pour le calcul d’énergies, nous aurons besoin de connâıtre l’énergie d’une étoile
de spins quantiques, et ce sur des échelles successivement plus grandes. Pour les plus
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petit amas de l’ordre zéro, nous avons déja l’énergie de l’état fondamental de l’étoile
de Heisenberg où tous les spins S et tous les couplages J sont identiques.

Après une inflation, les spins prennent des valeurs différentes selon les coordi-
nences, et il faut une généralisation de cette formule. Celle-ci, appellée ε(1) (évaluée
sous l’hypothèse que le spin central interagit avec les spins qui l’entourent avec un
même v couplage) est donnée dans la référence [30].

1.6.2 Energie de l’état fondamental par RG

On peut maintenant calculer l’énergie du pavage entier en sommant sur tous les
sites de coordinence donnée, sur tous les ordres de renormalisation. On obtient une
expression simple de l’énergie par site de l’état fondamental :

e =
∑
i∈α

(ε
(0)
i +

1

λ2
ε
(1)
i +

1

λ4
ε
(2)
i + ...)

≈ −0.51 (1.13)

où nous avons appelé ε
(n)
i l’énergie d’un amas de spins de la famille i à l’ordre n

de renormalisation. On a tenu compte du fait que les fréquences des sites de type i,
fi, diminuent par une facteur λ−2) après chaque inflation.

Rappel des résultats numériques

L’énergie de l’état fondamental dépend de la somme sur toutes les contributions
des énergies locales, et peut être déduite des paramètres d’ordre locaux mi ainsi que
des fréquences d’occurrence des sites fi, on obtient ainsi enum =

∑
i zm

2
i fi ≈ −0.66.

Un moyen approché de remettre les liaisons disparues

D’une part, il semble clair que l’énergie par site calculée pour le pavage dilué
sera plus petite en valeur absolue que celle du pavage original, à cause des liaisons
négligées. D’autre part, l’énergie par liaison devrait être un petit peu plus élevée pour
le pavage dilué à cause de la réduction de la frustration du site central (qui est obligé
de se partager entre moins de voisins que sur le pavage original). Donc l’effet de diluer
le pavage n’est pas facile à estimer quantitativement. Nous avons essayé une correction
“ad hoc”, qui consiste à remettre la moitié des liaisons disparues, pour obtenir une
estimation de l’énergie manquante. Ceci revient à placer la valeur de z des sites C
égale à z̃ = 5.5 et pour les sites D1 à z̃ = 4. Cet procedé a été utilisé pour corriger les
paramètres d’ordre locaux, avec des résultats satisfaisants. Lorsqu’on calcule e avec
la correction, on trouve e ≈ −0.55, toujours (en ce qui concerne la valeur absolue) en
dessous de la valeur numérique, -0.66. Cette différence a été constatée aussi pour le
calcul sur le réseau carré de Sierra et Delgado [28].
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1.6.3 Paramètres d’ordre locaux

Définition de l’énergie d’un amas

Nous allons relier le paramètre d’ordre d’une famille i (où i peut être A,B,...,ou
F) à l’énergie Ei associée aux amas centrés aux sites de type i. A l’ordre zéro, un
amas comporte un site central, entouré de ses z voisins. Au premier et plus grands
ordres, chaque site de l’amas est remplacé par son déflaté (l’ensemble des sites qui se
transforme en le site i après une inflation). Ainsi, l’amas de la famille A n’est que le
site à l’ordre zero, et l’étoile de huit bras (site central A et huit voisins F autour) au
premier ordre. A l’ordre deux, l’amas comporte le bloc A au centre ainsi que les huit
blocs D1 autour qui sont les déflatés des huit sites F. On prend en compte ainsi des
énergies des corrélations sur des distances de plus en plus grandes.

Pour des amas d’ordre 0, les équations 1.2 et 1.9 donnent une formule analytique
pour les paramètres d’ordre m(1) [19]

mi =

√
z + 2

4z
(1.14)

Pour les ordres supérieurs, on doit évaluer les énergies totales des amas de tailles
progressivement plus grandes. Une quantité intensive est obtenue en divisant ces
énergies par le facteur de prolifération des blocs calculé auparavant, 7 par déflation.
On obtient ensuite les mi correspondants à l’étape n de renormalisation en utilisant
la définition de l’équation 1.2 qui donne ici

m
(n)
i =

√
E(n)

7nz
(1.15)

Les résultats des quatre premiers ordres sont indiqués dans les figures 1.15a) et
b), pour le pavage dilué. Il y a une rapide convergence des valeurs, les troisième et
quatrième ordres se superposent sur l’échelle de la figure. Nous avons donc pris les
valeurs de m

(4)
i comme suffisamment proche des valeurs asymptotiques, et effectué la

correction du paragraphe précédant pour obtenir les paramètres d’ordre locaux pour
le pavage original.

Fig. 1.15 – Valeurs de mi obtenues par RG a) pour les ordres 1 et 2 et b) pour les
ordres 3 et 4. La ligne hachurée est la forme analytique obtenue à l’ordre zero

Correction pour compenser les liaisons disparues

Pour le pavage octogonal original, on peut appliquer la correction pour prendre en
compte les liaisons manquantes mentionnées dans la section précédente. Les résultats
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Fig. 1.16 – Valeurs de mi obtenues par RG après correction (rectangles) et par calcul
MC (cercles) pour les sept familles de sites

de notre calcul pour les paramètres d’ordre locaux sont tracés en fonction de z dans
la figure 1.16) (rectangles gris) avec les résultats numériques (cercles gris).

1.7 Discussion

Energie de l’état fondamental du pavage
Nous avons vu que l’énergie fondamentale du pavage octogonal semble être proche

à celle du réseau carré. Ceci est une des conséquences du fait que les deux struc-
tures ont des sous-réseaux équivalents de coordinence moyenne de 4. Des études plus
détaillées devront être faites pour déterminer les énergies des deux types de système. Il
serait interessant aussi d’étudier d’autres réseaux tel celui de la Fig.1.17), qui possède
les trois propriétés énoncées ci-dessus. Il s’agit d’un réseau carré ayant sept sites par
maille élémentaire. Les deux sous réseaux comporte le même nombre de sites, et les
coordinences moyennes sont 4 pour les deux. On voit que ces sites sont les D,E et F
du pavage octogonal. Il serait intéressant de comparer les résultats obtenus pour les
paramètres d’ordre et E0 pour ce cas.

Fig. 1.17 – Réseau des sites D,E et F

Prédictions pour des composés réels
Passant maintenant à la question de l’observabilité d’un état magnétique inho-

mogène, on se demande ce que l’on verrait dans une expérience de diffraction de
neutrons. Nous avons déjà vu des résultats expérimentaux au début de ce chapitre
pour l’antiferromagnétique quasipériodique AlMgHo. Il y a certes des différences entre
le modèle simple de ce chapitre et le composé réel. D’abord, il s’agit d’un alliage
de trois composants, tri-dimensionnel avec seulement 10% d’atomes magnétiques.
Les interactions entre moments sont un peu plus compliquées que celles supposées
entre premiers voisins de notre modèle. Nous pensons que ces différences sont moins
importantes que le fait qu’il ait une connectivité quasipériodique pour les atomes
magnétiques. Les autres atomes seraient, de ce point de vue, des simples spectateurs,
n’ayant pas d’influence (autre que dans la détermination des valeurs de l’échange an-
tiferromagnétique). On peut aussi sans doute négliger les interactions de plus longue
portée, en ne gardant dans un premier temps que les plus fortes interactions entre
proches voisins. La dimensionalité joue un rôle en permettant des phases ordonnée
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à température finie, mais ici nous nous intéressons à la question de l’état ordonné
à T = 0. Il y a lieu de croire que l’état à trois dimensions partagera des points en
commun avec notre système. Puisqu’il n y a pas de phase parfaitement ordonné à
température finie, et qu’il s’agit des corrélations magnétiques de portée finie, on s’at-
tend pour T > 0 des taches diffuse de diffraction au lieu des pics de Bragg. A T = 0
on aura une structure magnétique semblable à celle décrite dans ce chapitre. Nous
sommes en mesure de calculer les positions de pics de Bragg attendues pour cette
structure antiferromagnétique quasipériodique parfaitement ordonnée, et comparer le
résultat avec les résultats expérimentaux pour les positions des taches de diffraction
diffuses.

Il faut mentionner une interpretation alternative des expériences proposée par
Vedmedenko et al [31]. Dans leur modèle, qui est aussi basé sur le pavage octogonal, on
considère un hamiltonien de spins classiques, avec des interactions qui sont frustrées.
La structure magnétique qui est ainsi stabilisée est quasipériodique, ayant une ordre
spatiale inhomogène et une orientation de spins qui n’est plus uniaxiale mais tri-
dimensionnelle. Le facteur de structure est en conséquence assez différent de celui
calculé ci-dessous pour notre modèle, en ce concerne les positions des pics de Bragg.
Une autre différence majeure est l’existence d’une diffusion diffuse importante dans
leur système.

Le facteur de structure
A partir de la distribution connue des mi dans l’espace physique, il est facile de

calculer numériquement le facteur de structure dans l’espace réciproque. Les figures
1.18) montrent les résultats d’une transformation de Fourier de l’état nonmagnétique
(a) et l’état magnétique (c). Les figures de gauche montrent les pics du facteur de
structure sur une échelle plus grande que les figures de droite qui sont un “zoom” sur
l’origine dans l’éspace réciproque. Nous avons mentionné que les points du pavage
peuvent être obtenus en projetant d’un espace de dimension 4 (voir annexe). De la
même façon, le facteur de structure peut être déduit à partir d’un espace réciproque à
quatre dimensions. Cette méthode permet d’introduire l’indexation des pics de Bragg
en termes de quatre entiers. Les points du cas nonmagnétique (a) et (b) peuvent être
donc indexés par quatre nombres entiers. On superimposant les figures du haut avec
les figures du bas on constate que les pics ne coincident pas. En effet le diagramme
c) est une sorte de translaté du diagramme a) dans le sens suivant : les indices des
pics de la figure a) sont des quadruplets de nombres entiers tandis que les pics de
la figure b) sont aux positions reliées aux anciennes positions par des translations
d’une demi-maille dans chacune des quatre directions. Cette situation est reminiscente
de celle trouvée dans les expériences de diffraction dans le composé MgZnHo. La
figure 1) montrait les diagrammes de diffraction obtenus après la soustraction des
pics non-magnétiques. Sato et al [1] ont pu indexer les taches principales par des
vecteurs à six composantes. Les taches magnétiques ont pu être identifiées comme
étant des translatées des taches de l’état nonmagnétique dans l’éspace réciproque
six-dimensionnel.

Nous voyons ici l’analogue des systèmes périodiques, où la transition AFM fait
apparâıtre de nouveaux pics qui sont les translatés des anciens pics. Dans le cas du
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Fig. 1.18 – Facteurs de structure théoriques de la phase non-magnetique à haute
température (a), et de la phase non-magnetique à basse température (c) ((b) et (d)
montrent la région près de l’origine)

réseau carré par exemple (ou du réseau cubique en dimension d arbitraire) l’état anti-
ferromagnétique résulte en une maille élementaire de longueur double. Le diagramme
de diffraction de la phase antiferromagnétique pourrait donc comporter deux fois plus
de pics dans l’espace réciproque. Toutefois, le nouveau facteur de structure n’est plus
simplement 1 comme pour le réseau original, et s’annule pour un pic sur deux. Le
résultat en est que les anciens pics disparaissent et les nouveaux pics sont situés exac-
tement à mi-distance entre les anciens. Pour le quasicristal, les pics sont également les
translatés, mais dans l’espace à quatre dimensions. Un tel phénomène a été déjà prédit
dans les structures quasipériodiques [32], et explicitement démontré pour un modèle
unidimensionnel. Dans ce chapitre nous avons vu sa généralisation bidimensionnelle.

Nous avons présenté un modèle de spins quantiques sur le pavage octogonal et
résolu sous certaines approximations des équations de RG pour les paramètres d’ordre
locaux. On trouve que ceux-ci sont en assez bon accord avec les résultats numériques
de MCQ. L’état fondamental est donc assez bien décrit par notre modèle qui utilise la
symétrie d’inflation de la structure quasipériodique. La technique utilisée est relative-
ment simple et exploite la symétrie hiérarchique d’un pavage quasipériodique à deux
dimensions. Elle devrait se prêter sans trop de difficulté à d’autres types de modèles
discrets construits à partir du pavage octogonal. Il serait intéressant de regarder sa
généralisation aux autres pavages connus à deux et à trois dimensions.



Chapitre 2

Les modèles de liaisons fortes
quasipériodiques

Fig. 2.1 – Représentation schématique des spins des électrons corrélés sur le pavage
octogonal (cercles blancs(noirs) : densité de spin positive(négative))

Dans ce chapitre nous considérons le problème d’une particule dans un milieu
quasipériodique bidimensionnel. Plus précisément, nous nous intéresserons ici aux
propriétés spectrales d’une telle particule décrite à l’aide d’un modèle des liaisons
fortes. Les hamiltoniens correspondants aux systèmes finis sont diagonalisés par un
calcul numérique. On obtient ainsi les spectres des systèmes de taille assez grande, ce
qui permet ensuite de faire des études statistiques. Le système le plus grand étudié
comporte quarante mille sites et environ vingt mille niveaux par secteur de symétrie.
S’il existe des méthodes relativement simples et rapides pour déterminer les valeurs
propres, il est plus coûteux en temps et en mémoire de calcul informatique de calculer
les fonctions propres de la particule. Nous verrons qu’il est néanmoins possible d’ob-
tenir des informations sur les fonctions d’onde et l’évolution temporelle d’un pacquet
d’ondes à partir d’une analyse statistique du spectre. Comme il sera expliqué dans
ce chapitre, on dispose de quelques outils statistiques développés pour la description
des systèmes complexes. Les modèles que nous allons discuter ici seront souvent des
hamiltoniens de sauts purs où la particule a une amplitude de saut constante t de sau-
ter sur n’importe quel site voisin, et la géométrie quasipériodique entre uniquement
à travers la connectivité des sites.

(La figure 2.1 illustre la complexité mais aussi la haute symétrie associée aux
pavages quasipériodiques. Il s’agit de l’état magnétique induit par une répulsion cou-
lombienne entre particules (ce modèle ne sera pas discuté ici), où l’on voit apparâıtre
un ordre antiferromagnétique self-similaire à demi-remplissage [33]).

23
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2.1 Introduction

Dans l’approximation des liaisons fortes, un électron appartenant à un atome
donné peut sauter du site d’origine à un autre site proche, avec une amplitude de
saut t qui est supposée être petite devant l’énergie de liaison avec l’atome parent. Les
orbitales atomiques {|i〉} forment une base complète pour les calculs des fonctions
d’onde du système, et l’hamiltonien en l’absence des interactions entre particules
s’écrit

H =
∑

tijc
†
icj +

∑
Vic

†
ici (2.1)

où c†i et cj sont les opérateurs habituels de création et de destruction d’un fer-
mion sur le site i. Les paramètres {Vi} prennent en compte des éventuelles variations
du potentiel effectif local. La famille de modèles simplifiés décrite par l’Eq.2.1 per-
met de comprendre qualitativement le comportement des électrons dans une grande
variété de situations. On peut considérer des sauts entre premiers voisins seulement,
en supposant que les amplitudes tij = t, pour étudier les effets de la connectivité
des sites dans l’espace, ou bien étudier les effets de changement de dimension. Si les
paramètres de l’hamiltonien sont distribués de manière périodique, quasipériodique
ou aléatoire, on peut étudier des comportements “génériques” dans des milieux cor-
respondants. Quand les sauts successifs sont faits de façon cohérente, comme c’est le
cas dans un cristal, la particule sera délocalisée, ayant une fonction d’onde qui reflète
la périodicité de la structure. Dans le cas contraire d’incohérence des mouvements
de l’électron, comme c’est le cas dans une structure amorphe, la fonction d’onde est
localisée et la particule reste dans le voisinage d’un site favorable. Plus la dimension
de l’espace est basse, plus l’effet du désordre est fort.

Nous allons brièvement rappeller quelques résultats obtenus dans des modèles
unidimensionnels dans la sous-section suivante avant de passer aux cas qui nous
intéressent. Quelques définitions de quantités importantes pour les analyses statis-
tiques des modèles seront données avec des exemples venant du domaine des systèmes
désordonnés, avant de passer aux modèles quasipériodiques.

2.1.1 Quelques résultats à une dimension

Cas périodique

Un modèle de “saut pur” pour la châıne périodique est obtenu en prenant tij = t
entre deux sites proches voisins et avec Vi = cste. Dans ce cas, le théorème de Bloch
s’applique, et les états sont indexés par un vecteur d’onde k ∈ [−π

a
, π

a
] où a est la

distance entre sites. Le support du spectre est continu, il s’étale sur une largeur de
bande de 4t. Les états sont étendus, l’amplitude des fonctions d’onde ne diminue pas
avec la distance à l’origine. Les particules ont une dynamique de particules libres,
c’est-à-dire, elles ont une vitesse moyenne constante, et leur mouvement est appellé
“ballistique”.
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L’effet du désordre

Lors que, dans le modèle précédent, on rajoute du désordre, en prenant une distri-
bution de valeurs de Vi, ou des tij, toutes les fonctions d’onde sont exponentiellement
localisées, et le support de la mesure spectrale devient de type “ponctuel” [34]. Un
pacquet d’ondes représentant une particule auraient une vitesse de groupe nulle.

Cas quasipériodique

Le quasicristal n’est ni périodique ni désordonné, et son spectre est qualitativement
différent des deux spectres décrits ci-dessus. Le quasicristal le plus étudié et celui
pour lequel on dispose de plus de résultats analytiques est la châıne de Fibonacci. La
quasipériodicité peut être “diagonale” ou “hors-diagonale” (où c’est soit les potentiels
Vi, soit les paramètres de saut tij qui sont organisés selon la séquence de Fibonacci).
Grâce à ces études on sait que le spectre est intermédiaire en caractère entre le cas
continu du système périodique et le cas ponctuel des systèmes désordonnés (voir
la discussion de Sire dans [35]). On appelle ce comportement “singulier continu”,
l’exemple en étant l’ensemble de Cantor. Un de ses caractéristiques est un support
de la mesure spectrale qui tend vers zéro en fonction de la longueur du système, non
pas exponentiellement comme c’est le cas pour la châıne désordonnée, mais avec un
exposant caractéristique du modèle. Ce n’est qu’un des exposants caractérisant le
spectre, il existe toute une famille qui décrit le scaling “multifractal” de la mesure.
Associées à ce spectre sont des fonctions d’onde “critiques”. Cette appellation fait
référence au fait que dans l’espace réel leurs enveloppes décroissent en loi de puissance.
Plus précisément, chaque moment décrôıt avec un exposant différent, et il faut une
description multifractale pour caractériser des telles fonctions d’onde.

La dynamique quantique d’un paquet d’ondes dans un tel système est moins rapide
que dans la limite ballistique où la distance moyenne parcourue est proportionnelle au
temps écoulé. Le comportement dynamique a également une description multifractale
[36]. C’est une diffusion dite anormale puisqu’elle généralise la diffusion classique dans
un milieu désordonné où la distance moyenne parcourue dépend du temps en τ 1/2.

Nous avons déja cité des travaux qui considèrent plus généralement des fermions
avec interactions, appliquant la technique de bosonisation, et utilisant des équations
de groupe de renormalisation [15, 10]. Ces calculs sont satisfaisants dans la limite
perturbative, de faible potentiel quasipériodique. Selon le remplissage du système, on
trouve une transition métal-isolant même en l’absence d’interactions. Les résultats
analytiques sont confirmés par des calculs numériques, qui utilisent la méthode de
matrices de transfert alliée aux relations de récursion de Fibonacci. Dans l’autre
limite, celle de forte modulation quasipériodique des paramètres, on dispose aussi
des résultats pour la distribution des gaps, la mesure spectrale, et des exposants du
spectre multifractal (voir par exemple [37]).

Avant de passer à deux dimensions, mentionnons un modèle qui a été beau-
coup étudié dans divers contextes et a un rapport étroit avec les hamiltoniens qua-
sipériodiques qui nous intéressent : le modèle de Harper
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H =
∑

tijc
†
icj + λ

∑
cos(ωxi)c

†
ici (2.2)

où ω est un paramètre irrationel créant une modulation incommensurable dans
l’éspace, et où λ est le paramètre qui controle le passage du système d’un régime
d’états électroniques étendus (λ < 2) à un régime d’états électroniques localisés (λ >
2). Au point critique λ = 2 ce modèle ressemble celui de la châıne de Fibonacci en ce
qui concerne le spectre (un ensemble de Cantor) et les états de type critiques [38].

2.1.2 Deux dimensions

A deux dimensions, un paradigme du cas cristallin est le modèle sur un réseau
carré obtenu en plaçant tij = t pour des sites i et j premiers voisins et Vi = V dans
l’Eq.(2.1). Le paramètre V ne joue aucun rôle intéressant, déterminant seulement
la position du centre de la bande d’énergie, et on peut placer V = 0. Les énergies
sont données par E(k) = 2t cos(kxa) + 2t cos(kya) où ~k est le vecteur d’onde de
Bloch kx,y ∈ [−π/a, π/a] ( a étant le paramètre du réseau). Les états propres sont
des généralisations des ondes planes, ayant une vitesse de groupe donnée par vµ =
dE(k)/dkµ.

Il est plus difficile qu’à une dimension de localiser les états en rajoutant du désordre
dans les paramètres tij et Vi, dans la mesure où les longueurs de localisation restent
grandes jusqu’à ce que le désordre devienne assez fort. Les états électroniques sont
tous néanmoins localisés dés lors que l’on désordonne le cristal.

Passant aux systèmes quasipériodiques à deux dimensions, des études ont été faites
pour la famille de hamiltoniens suivants

H = t
∑
〈i,j〉

c†icj + (1− t)
∑

Vic
†
ici (2.3)

où j et i sont proches voisins, et où Vi est la coordonnance du site i. En fonction
du paramètre t, on peut passer de la limite d’atomes découplés (t = 0) à la limite
du modèle à sauts purs (t = 1), en passant par le Laplacien discret (t = 1

2
). On

constate qu’il est plus difficile d’ouvrir des gaps que dans le cas unidimensionnel, et
que le spectre est continu dans une gamme de valeurs de t [39]. Ce n’est que pour
t suffisamment petit, que l’on voit l’apparition de bandes séparées par des gaps –
les atomes étant progressivement découplés lorsque t diminue, jusqu’à ce que l’on
retrouve les six valeurs propres E = zi dans la limite t→ 0.

Des études numériques récentes de Grimm et collaborateurs [40, 41] de modèles de
ce type sur une variété de pavages uni- et bi-dimensionnels montrent que les spectres
ont un caractère singulier continu et les fonctions d’onde sont de type critique. Quant
aux analyses théoriques, les régles d’inflation qui ont été si utiles dans la résolution
des spectres à une dimension sont plus compliquées à exploiter à deux dimensions.
Il y a eu quelques calculs approchés par groupe de renormalisation pour le pavage
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octogonal [21, 22]. L’approche donne des résultats satisfaisants pour le cas de terme
potentiel fort. Elle s’avère être moins performante pour le cas de l’hamiltonien des
sauts purs, comme on peut le voir en comparant avec les travaux numériques sur le
pavage octogonal [39].

Nous nous intéresserons dans ce chapitre uniquement au cas des sauts purs (t = 1).
Ici, la quasipériodicité de la structure intervient uniquement à travers les connecti-
vités des sites. (Notons que les termes diagonaux Vi accentuent la modulation qua-
sipériodique, et on peut dire en simplifiant qu’ils tendent à réduire la dimension effec-
tive de l’espace [35, 42]). Pour mieux comprendre les propriétés spectrales, nous avons
fait une analyse statistique des niveaux d’énergie, suivant une approche courante dans
le domaine des métaux désordonnés. La section suivante présente quelques-uns des
outils statistiques principaux avec un aperçu des interprétations physiques que l’on
peut en tirer.

2.2 Prédictions théoriques pour des systèmes com-

plexes

Il est souvent inutile d’avoir des informations précises sur la position de chaque ni-
veau d’énergie d’un système complexe, par contre, il est plus intéressant d’en connâıtre
des propriétés moyennes. Des études sur une large variété de systèmes complexes
montrent qu’ils possèdent un certain nombre de propriétés spectrales universelles,
permettant de les classer dans des catégories intégrables, non-intégrables et pres-
qu’intégrables.

Un cadre théorique pour les systèmes complexes de toutes sortes est fourni par
la théorie des matrices aléatoires. Cette théorie prédit des formes simples pour des
quantités telles que la statistique des écarts s entre niveaux, P(s), et pour la “rigidité
spectrale” Σ2(E). Ce sont deux propriétés spectrales que nous allons définir dans la
section suivante, avant de les calculer pour divers pavages bidimensionnels. Ces calculs
permettront de situer les pavages selon leurs propriétés statistiques dans le paysage
des modèles déjà connus. Les définitions de quelques propriétés spectrales clés, avec
un rappel des résultats principaux ainsi qu’une discussion détaillée pour des systèmes
désordonnés sont présentés dans le chapitre 10 de [43].

Théorie des matrices aléatoires

La théorie des matrices aléatoires (TMA) a été conçue comme un modèle simple
permettant de reproduire certaines propriétés du spectre des systèmes pour lesquels
on ne disposait pas de détails microscopiques précis. A l’origine, il s’agissait des
gros noyaux, avec leurs dizaines de constituants interagissant par des forces encore
malconnues, qui a été la motivation pour le développement de cette théorie. Wigner
et indépendamment Dyson [44, 45, 46] ont voulu étudier la distribution des valeurs



28

propres d’une grande matrice dont les éléments sont distribués selon une loi simple
comme la gaussienne, (voir le texte de Mehta [47] pour plus de détails). D’autres
exemples de systèmes complexes décrits par la TMA sont maintenant connus. Le
système dynamique complexe prototype est un billard dont les conditions aux bords
rendent le mouvement d’une particule chaotique, comme le billard de Sinai (où la
particule se déplace dans un carré ayant un diffuseur circulaire au milieu, et avec
des conditions limites périodiques). Plus près de notre modèle quasipériodique, un
électron dans un milieu faiblement désordonné constitue un système ergodique pour
des temps suffisamment longs.

Quelques-unes des prédictions de la TMA sont brièvement discutées ci-dessous.

2.2.1 La distribution d’écarts entre niveaux

Supposons que l’on connaissait les niveaux d’énergie, soit à partir des mesures
(sur des noyaux lourds par exemple) soit à partir d’un calcul numérique. Les écarts
entre niveaux sont si = Ei+1 − Ei (où les niveaux sont supposés être numérotés en
ordre d’énergie croissante). La distribution des écarts de niveaux premiers voisins est
donnée par

P (s) =
1

N

N∑
i=1

δ(s− si) (2.4)

P (s) mesure les corrélations entre proches voisins du spectre, et on peut s’attendre
à une comportement simple universel de cette quantité. Il faut qu’on ait préalablement
corrigé les effets de variation dans les écarts provenant d’une densité d’états noncons-
tante. On considère ainsi la statistique des écarts pour un système où la densité de
niveaux est effectivement constante, avec la valeur moyenne s = 1. On élimine ainsi les
variations dans les écarts qui sont dues uniquement à une valeur locale de la densité
d’états élevée ou basse par rapport à la moyenne globale. Quand la densité d’états
n’est pas très fluctuante, on peut souvent se contenter de diviser les écarts par leur
valeur moyenne globale ∆ = W/N où W est la largeur de la bande et N le nombre
d’intervalles. Quand la densité d’états varie beaucoup, il devient nécessaire d’effectuer
un “dépliage” du spectre.

Dépliage du spectre

L’opération de dépliage (voir Bohigas et Giannoni dans [48]) consiste à définir
les nouveaux écarts des “niveaux” Ncl(Ei) obtenus à partir d’une courbe Ncl. Cette
dernière est la densité d’états intégrée du système sans les fluctuations quantiques.
Elle s’obtient dans la pratique en lissant la courbe de N(E) trouvée par calcul
numérique, de façon à éliminer les rugosités locales. Les écarts entre les niveaux
dépliés ont la propriété souhaitée, la valeur moyenne locale est partout égale à 1.
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L’opération de dépliage n’est pas toujours triviale à faire. Souvent, on peut en effet
distinguer les fluctuations quantiques puisqu’elles ont lieu sur une échelle d’énergie
caractéristique, plus petite que l’échelle des variations de ρcl = dNcl/dE. Cette
séparation d’échelle n’est plus valable dans le cas du quasicristal, où les fluctuations
existent sur toutes les échelles d’énergie. Dans ce cas, la notion de dépliage n’est pas
aussi évidente, et nous avons donc calculé les distributions des écarts obtenus pour
plusieurs choix de dépliage différents.

La statistique de Wigner-Dyson

La TMA permet de calculer des fonctions de corrélation des niveaux d’énergie
des ensembles de matrices suivants : l’ensemble orthogonal (GOE, pour Gaussian
Orthogonal Ensemble), unitaire (GUE, Gaussian Unitary Ensemble) et symplectique
(GSE, Gaussian Symplectic Ensemble). En supposant que les écarts ont été dépliés
de façon appropriée (la densité d’états n’est pas constante pour les matrices aléatoires
et possède plutot une forme semicirculaire), on peut obtenir des formes approchées
simples de P (s) :

PWD(s) = Aβs
βe−Cβs2

(2.5)

où β prend les valeurs 1,2 et 4, pour chacun des trois ensembles cités. Les constantes
Aβ et Cβ ont les valeurs A1 = π/2 et C1 = π/4 pour le cas GOE. Cette distribution
est appellée celle de Wigner et Dyson, les premiers à l’avoir proposée.

Les formes analytiques de l’équation 2.5 ont pu être vérifiées dans des études
numériques des systèmes dynamiques chaotiques. On peut remplacer, dans l’hypothèse
ergodique, la moyenne sur l’ensemble de la TMA par une moyenne prise sur différentes
parties du spectre obtenu numériquement. Les lois de Wigner-Dyson sont vérifiées
également par les spectres des électrons dans les métaux faiblement désordonnés.
On peut aussi voir le passage de la statistique P(s) d’une forme (l’orthogonale)
en l’absence d’un champ magnétique extérieur, à une autre (l’unitaire) lors qu’un
champ extérieur agit sur le système. La forme symplectique est, elle, observée lorsque
l’électron est en plus diffusé par des impuretés spin-orbites.

La statistique de Poisson

Il y a une autre limite où la forme de P(s) est simple à établir : c’est le cas des
niveaux aléatoires suivant une loi de Poisson où la distribution des écarts a une forme
exponentielle :

PP (s) = e−s (2.6)

C’est la distribution obtenue pour les écarts de niveaux d’un modèle intégrable, si
on considère l’ensemble des niveaux sans les séparer par groupes de symétrie. Cette
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forme de distribution est aussi celle du problème d’un électron qui se propage dans
un milieu fortement désordonné, et dont les fontions d’onde sont exponentiellement
localisées. La différence la plus importante à remarquer entre PP et PWD est dans
leurs comportements aux petites valeurs de s. En effet, les distributions de Wigner-
Dyson démarrent d’une valeur nulle à s = 0. Cette propriété de “répulsion entre
niveaux” est retrouvée dans les systèmes désordonnés diffusifs. Ceci s’explique par le
fait que lorsque deux états sont proches en énergie leurs fonctions d’onde se croiseront
souvent dans le volume disponible, ce qui résulte en un écartement des niveaux. Les
petits écarts seront donc improbable dans ce cas. La répulsion entre niveaux n’est
plus opérante pour un système très désordonné – lorsqu’il y a une localisation forte
on voit une probabilité PP (s) non-nulle aux petites valeurs des écarts. Ceci est dû
au fait qu’il peut y avoir plusieurs états d’énergies proches situés dans des régions
éloignées les unes des autres.

La statistique au point critique

Notons enfin que les systémes désordonnés au point critique (c’est-à-dire à la
transition métal-isolant) ont été décrits par une formule interpolant entre les formes
de la TMA à petit s et la forme exponentielle aux s grands [49]

Pc(s) = Aβs
βe−as(2−γ)

(2.7)

où β dépend de la symétrie GOE, GUE ou GSE de l’hamiltonien. Cette dépendance
est à peu près bien suivie dans des études numériques [50, 51] même si, curieusement,
l’exposant γ en plus d’être dépendant de la dimension semble être dépendant des
conditions aux bords [52]. La forme de Pc(s) est une conséquence de la structure
multifractale des états électroniques au point critique. Un cas particulier simple cor-
respond à la statistique dite “semi-Poissonienne”

PsP (s) = 4se−2s (2.8)

proposée pour des billards pseudo-intégrables par Bogomolny et al [53], et qui
décrit également la statistique à la transition métal-isolant GOE. Le nom provient
du fait que c’est la statistique des écarts d’une suite de nombres aléatoires yi =
(xi+1 + xi)/2 où xi sont distribués avec la distribution de Poisson. On trouve cette
statistique également dans le modèle de Harper à son point critique [38].

2.2.2 La rigidité spectrale

Cette quantité sert à mesurer le degré de “compressibilité” du spectre, comme son
nom l’indique. La définition en termes d’une fonction de corrélation à deux énergies
est



31

Σ2(E) = 〈(N(E)− 〈N(E)〉)2〉 (2.9)

où N(E) est le nombre d’états dans une intervalle d’énergie E, et la moyenne est
évaluée sur toutes la bande des énergies.

La rigidité spectrale est reliée à la fonction de corrélation à deux énergies K(E ′) =

〈N(E)N(E+E ′)〉−〈N(E)〉2 par Σ2(E) = 2
∫ E

0
dE ′(E−E ′)K(E ′). Une relation entre

K et des propriétés dynamiques a été montrée pour le cas particulier de diffusion dans
un milieu désordonné [54]. La transformée de Fourier K(t)/t est ici proportionnelle
à la probabilité de retour à l’origine après un temps t, p(t) ∼ t1−dµ où µ = 0.5 pour
la diffusion habituelle et d est la dimension de l’espace. Plus généralement, dans des
systèmes diffusifs, on peut avoir une régime d’énergies intermédiaires, où le paquet
d’ondes diffuse dans le milieu avec un exposant effectif µ. Ici, on s’attend donc à un
comportement en loi de puissance de Σ2(E) :

Σ2(E) ∼ Edµ (2.10)

Cette correspondance entre la rigidité spectrale et la dynamique sera utilisée plus
tard pour la prédiction des exposants de diffusion effectifs dans les divers pavages.

La théorie des matrices aléatoires quant à elle prédit une forme logarithmique de
Σ2(E)

Σ2
TMA(E) =

1

βπ2
ln(2πE/∆) (2.11)

Cette loi logarithmique est bien observée dans les systèmes faiblement désordonnés
aux énergies petites/temps très grands, où l’électron a déjà atteint les bords un grand
nombre de fois et se trouve dans le régime ergodique bien décrit par la TMA (voir la
discussion de la section suivante).

Lorsque les niveaux sont distribués avec une loi de Poisson, des petits écarts
deviennent beaucoup plus probables, et il y aura en conséquence des fluctuations plus
importantes de N(E) dans ce cas. Σ2(E) ici augmente linéairement en E

Σ2
P (E) = E (2.12)

Ce comportement est observé dans les systèmes fortement désordonnés, où il y a
une localisation forte des électrons.

2.2.3 Phénomènes de crossover entre différents régimes

On peut observer plusieurs comportements différents dans un même système, se-
lon la gamme d’énergies considérée dans les calculs. Il est utile de distinguer entre
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plusieurs échelles d’énergie ou de temps [49] dans des tels systèmes. Une des énergies
caractéristiques d’un système est l’écart moyen entre niveaux, ∆. Une autre énergie
caractéristique d’un système fini de longueur L, appellée l’énergie de Thouless, cor-
respond à l’inverse du temps que met un paquet d’ondes pour atteindre les bords,
Ec = ~/tL. Cette dernière est généralement grande par rapport aux écarts typiques
dans les systèmes pas trop désordonnés. Pour des échelles de temps beaucoup plus
grandes que tL, autrement dit pour E << Ec on se trouve dans une régime ergodique
où les prédictions de la TMA sont éventuellement vérifiées. La rigidité spectrale peut
donc avoir des comportements différents selon l’énergie E, tandis que la statistique des
écarts P (s) est une quantité intéressante surtout pour des corrélations entre niveaux
séparés par s ∼ ∆.

2.3 Pavages octogonaux parfaits et randomisés

Nous étudions le modèle de sauts purs, avec un paramètre t constant que l’on peut
poser égal à 1, donnant l’équation aux valeurs propres suivante :

Hψ
(l)
i =

∑
〈i,j〉

ψ
(l)
j = Elψ

(l)
i (2.13)

où i = 1, ...N est l’indice du site, ψ
(l)
i est la projection sur ce site du lième vecteur

propre dont la valeur propre est l’énergie El. La somme porte sur tous les voisins du
site i qui sont reliés à celui-ci par une arête. La matrice hamiltonienne est donc une
matrice creuse N × N pour un système fini de N sites. Les pavages utilisés dans les
calculs numériques seront maintenant brièvement décrits.

Pavage parfait

Le mot “parfait” signifie que le pavage est obtenu en suivant un procédé déterministe
décrit dans l’annexe. Pour minimiser les effets de surface, il est préférable de choi-
sir un morceau qui peut être répéte périodiquement dans l’espace. Cela est possible
en choississant des approximants périodiques du pavage, comme ceux introduits par
Oguey et al [55]. Il s’agit de morceaux carrés à l’intérieur desquels on retrouve les
mêmes environnements que dans un pavage infini. Les seuls “défauts” se trouvent aux
bords des approximants. En prenant des approximants assez grands, on s’approche
d’un pavage parfait. Les approximants, ainsi que quelques-unes de leurs propriétés
sont présentés dans l’annexe.

Pavages aléatoires

Il est intéressant de considérer des pavages formés des mêmes tuiles de base, mais
avec un assemblage aléatoire (voir l’article de revue par Henley dans [56]). La théorie
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des pavages aléatoires (Random Tiling Models, ou RTM) a été développée en réponse
aux questions concernant la stabilité des quasicristaux, et leur mécanisme de for-
mation. Dans cette approche c’est la grande entropie associée à l’ensemble des pa-
vages aléatoires pour une symétrie donnée qui favorise l’apparition d’une phase qua-
sipériodique de ce type. Les pavages idéaux tels le pavage de Penrose et le pavage
octogonal parfait sont un des membres de cette plus grande classe de structures. Les
calculs de Monte Carlo [57] ont montré pour le cas d’un pavage binaire (ayant deux
tuiles de base) qu’une phase quasipériodique stable apparait à basse température. Ce
résultat est raisonnable puisque les organisations locales de tuiles permettaient de
garder une énergie des configurations assez basse tout en baissant l’énergie libre de la
phase ordonnée à cause de l’existence des multiples configurations iso-énergetiques.
Ces résultats ont été étendus dans [58], où l’entropie des RTM a pu être calculée en
fonction du degré de désordre du pavage – plus précisément, en fonction de la “phason
strain”, une quantité qui mesure l’écart du système par rapport au système parfait.
Une solution exacte par l’ansatz de Bethe a été donnée par Widom [59] et Kalugin
[60] pour les pavages à la base de triangles et carrés (Square Triangle tilings). Enfin,
pour en venir au pavage octogonal, une description des différentes phases possibles
pour un RTM ainsi qu’un modèle des transitions de phase à la Landau a été donnée
par Li et al [61].

Sans rentrer dans les détails de l’obtention et la description théorique des pavages
du RTM, nous nous intéressons ici à leurs propriétés électroniques. Pour étudier les
conséquences de l’introduction du hasard dans la composition du pavage, nous avons
choisi d’étudier des pavages parfaits qui ont été “randomisés”. Ce procédé de ran-
domisation est simple : on prend un approximant parfait tel que ceux décrits dans
l’annexe, et on effectue des permutations locales de tuiles, appellées des “phasons”.
Ce sont des opérations, comme on le montre dans la figure 2.2, qui ne modifient que
l’intérieur des régions hexagonales.

Fig. 2.2 – Une permutation locale (excitation phason) de tuiles

Il est simple d’obtenir des échantillons de pavages désordonnés en opérant ces
opérations locales de tuiles en boucle, choississant leur positions au hasard lors de
chaque boucle. On obtient ainsi, par exemple, le pavage de la Fig.2.6. Leurs dia-
grammes de diffraction comportent des pics aux mêmes endroits que celui du pavage
parfait, avec en plus une contribution diffuse. A trois dimensions, les RTM ont des
pics de Bragg et relativement moins de diffusion diffuse – ce qui fait qu’ils sont des
bons candidats pour plusieurs modèles de structure pour des alliages quasipériodiques.
Cependant, si les facteurs de structure du pavage parfait et ceux désordonnés sont
qualitativement similaires, les propriétés électroniques sont très différentes, comme
nous allons le voir. En effet, les symétries exactes présentes dans le pavage parfait
donneront lieu à des singularités qui n’existent pas pour le pavage aléatoire qui de ce
point de vue ressemble plus aux systèmes désordonnés classiques qu’un quasicristal.
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2.3.1 Analyse du spectre du pavage parfait

Dans les calculs décrits ici, nous avons considéré des approximants (voir annexe)
de tailles allant jusqu’à environ quarante mille sites. L’hamiltonien de l’Eq.(2.13) est
une matrice creuse, puisque chaque rang (ou colonne) de N éléments ne comporte
qu’un maximum de 8 éléments non-nuls (la coordonnance maximum du pavage).
En conséquence, la méthode de diagonalisation Lanczos est à préférer, puisque très
efficace pour ce genre de systèmes. Les conditions aux bords sont périodiques,

ψ(l)(x+mL, y + nL) = ei(mkxL+nkyL)ψ(l)(x, y) (2.14)

où les vecteur de Bloch ~k = (kx, ky) correspondent à la périodicité L de la structure

étendue. Les bandes d’énergie E(l)(~k) se recouvrent, formant un spectre continu.
Notre calcul de Lanczos donne assez rapidement toutes les valeurs propres dis-

tinctes. On note ici, qu’à cause de la symétrie miroir des approximants carrés (voir
annexe), les valeurs propres non-nulles sont doublement dégénérées. La valeur propre
E = 0 correspond, elle, à un nombre macroscopique d’états (la fonction d’onde se
trouve être centrée aux sites de coordonnance 8), et sa dégénérescence est exacte-
ment connue. Ainsi, on peut vérifier que le programme a bien rendu toutes les valeurs
propres. Celles-ci sont numérotées de 1 à Nmax où Nmax est le nombre de niveaux
distincts (un peu moins de la moitié du nombre total N).

Statistique des écarts bruts

Tout d’abord, on calcule la distribution P (s) pour les écarts bruts, c’est-à-dire
sans aucun réajustement, avec si = Ei+1 − Ei.

Ici les écarts ont une valeur moyenne qui dépend de la taille du système, puisque
s = W/(Nmax−1) où W est la largeur de la bande. Les distributions P (s) seront donc
progressivement poussées vers la gauche (valeurs petites de s) quand N augmente.
Elles sont aussi extrêmement larges, ce qui suggère de prendre comme variable le
logarithme de s, y = ln s. La largeur de cette distribution d’écarts pourrait avoir
été aussi déduite de la forme de la densité d’états ρ(E), montrée dans la figure 2.3.
Elle est rugueuse, avec des fluctuations de grande amplitude, et elle comporte des
pics de toutes les hauteurs, dont les largeurs tendent vers zéro dans la limite d’un
pavage infini. Pour tracer la courbe dans la figure, on a choisi de considérer le nombre
d’états dans des intervalles d’énergie d’une certaine largeur – si l’on choississait une
autre valeur de cette largeur (“bin width”) on obtiendrait une autre courbe qui serait
qualitativement similaire, mais qui ne coinciderait nulle part avec la première courbe.
C’est une des caractéristiques de la densité d’états singulière du pavage parfait, et ce
n’est plus le cas pour le pavage randomisé.

La distribution du logarithme de s a été calculé dans [62], où l’on a montré que
P (y) est gaussienne sur une large gamme de valeurs de y. Quand les courbes des
approximants successifs sont portées sur le même graphe, on constate que les maxima
de ces courbes sont décalés progressivement vers la gauche, avec un déplacement
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Fig. 2.3 – Représentation schématique de la densité d’états du pavage octogonal
parfait

constant entre chaque approximant et le prochain. Les écarts bruts s obéissent donc
à une distribution log-normale :

P (s) = CN exp−(ln(s)−aN )2/σN (2.15)

où CN est une constante de normalisation. La valeur moyenne des yi, aN , dépend de
N , mais le largeur σN ne varie pas avec la taille du système. La figure 2.4 montre
la superposition des trois courbes correspondant aux trois tailles (de N= 1343, 8119
et 47321 sites) aprés translations par la distance aN dans chaque cas. Elle montre
que la largeur de ces courbes ne dépend pas de la taille du système. Il est facile de
comprendre la variation des aN avec N , étant donné que la valeur moyenne des écarts
doit être inversement proportionnelle à N , mais la nonvariation de σ est à première
vue un peu surprenante. En effet, ce comportement de la largeur est contraire à celui
que l’on attend pour un ensemble de Cantor sur l’intervalle W obtenu par la méthode
de construction habituelle, où la largeur augmente logarithmiquement avec le nombre
de niveaux.

Fig. 2.4 – Statistique des logarithmes des écarts pour le pavage parfait.

Une relation entre P (s) des écarts bruts et dépliés

La section suivante explique le calcul de P (s) après un dépliage des écarts, pour
éliminer les variations de la densité d’états. On trouve alors la statistique de Wigner-
Dyson. On peut se demander quelle est la relation entre les deux distributions obte-
nues avec et sans dépliage, et quelle sont les valeurs des paramètres aN et σN . C’est
le sujet abordé dans [63], où l’on voit apparâıtre également la nondépendance de N
des σN . L’analyse suppose que la distribution des écarts renormalisés est donnée par
la forme de Wigner et Dyson de l’Eq.(2.5) et obtient la forme lognormale en fai-
sant une convolution de cette statistique avec les relations de récurrence venant de
l’inflation des pavages. Pour voir quelle est la statistique des écarts dépliés, il faut
d’abord se poser la question de la définition de l’écart moyen à un endroit donné du
spectre. Cette question revient à se demander quelle est la valeur de la densité d’états
moyenne à une énergie donnée (l’inverse de celle-ci permettrait alors de définir l’écart
moyen). Cette question n’a pas de réponse unique : dans le quasicristal parfait, il y
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a des fluctuations self-similaires, qui font que la valeur moyenne de ρ(E) dépend de
la largeur de l’intervalle que l’on choisit pour évaluer la moyenne (comme nous avons
déja remarqué dans le paragraphe précédant).

Passons à la question en un peu plus de détail dans la section suivante.

Statistique après dépliage du spectre

Pour corriger les effets dûs aux variations de la densité d’états, on peut renorma-
liser les écarts par rapport à la valeur moyenne locale de celle-ci. Dans la thèse de F.
Piéchon [2], on trouve des dépliages du type s̃i = si/〈si〉 où la valeur moyenne locale
〈si〉 est définie soit au voisinage immédiat du site i, 〈si〉 = (si+1 + si−1)/2, soit dans
un intervalle de largeur de plus en plus grande en fonction de n, 〈si〉 = (s(2n)/2n =
(Ei+n−Ei−n)/2n. Pour n petit, le dépliage est fort et les fluctuations des écarts seront
fortement réduites. Si au contraire on prend une valeur grand de n on va moyenner
sur un grand nombre d’états et 〈si〉 tendra vers une constante indépendante de i –
ce qui nous ramène au cas de la distribution sans dépliage discuté dans la section
précédente.

En fonction de l’importance du dépliage pratiqué sur les écarts, on trouve que
la forme de la distribution passe de la forme GOE de Wigner-Dyson, à la forme
log-normale comme le montre la figure 2.5 [2].

Zhong et al [64], font le dépliage déjà décrit dans la section 2.2.1, en partant de
la courbe de la densité d’états intégrée. Celle-ci est lissée, utilisant un procédé local –
Spline Fit – pour éliminer les petites irrégularités en-dessous d’une certaine résolution.
Comme précédemment pour le calcul dans [2], on choisit le degré de dépliage lors de
l’opération de lissage à travers l’ordre des polynômes employés dans le procédure
de fit. Les conclusions de Zhong et al, ainsi que celle des travaux plus récents sur
le pavage octogonal par Grimm et co-auteurs sont que les écarts ainsi dépliés sont
distribués selon la statistique de Wigner-Dyson.

Fig. 2.5 – La statistique des écarts dépliés : dépliage maximum, minimum et in-
termédiaire (d’après Piéchon [2])

En [63], nous avons renormalisé les écarts de chaque spectre par ceux du spectre
de l’approximant précédent. De cette façon, nous avons montré que la convolution
de la statistique de Wigner-Dyson et la symétrie d’inflation mènent à la distribution
log-normale. La largeur de la distribution est calculée aussi et l’on voit que celle-ci ne
dépend que du nombre irrationnel sous-jacent à la transformation (λ = 1 +

√
2 pour

le pavage octogonal). En particulier, elle ne dépend pas de la taille du système, en
accord avec nos observations numériques.
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La rigidité spectrale

On voit un comportement logarithmique qui correspond à un régime ergodique
aux temps très grands (régime TMA) comme nous avons expliqué dans la section
2.2.2. La rigidité spectrale pour les grandes énergies se trouve être décrite par une loi
de puissance :

Σ2(E) ∝ Eγ (2.16)

où γ ≈ 1.6. On en déduit une valeur de l’exposant de la diffusion quantique µ de
0.8. Benza et Sire ont calculé des exposants [39] pour la diffusion de paquets d’ondes
centrés sur différents sites du pavage octogonal, pour des hamiltoniens du type de
l’Eq.(2.3). Leur calculs montrent que l’exposant de diffusion dépend du site d’origine
du paquet d’ondes, allant de la valeur 0.75 à 0.84 selon la coordonnance du site initial
avec une valeur moyenne de 0.78. L’analyse statistique donne une valeur proche de
leurs résultats.

2.3.2 Analyse spectrale du pavage randomisé

Fig. 2.6 – Exemple d’un approximant randomisé

La Fig.2.6 montre un membre de la famille de pavages randomisés obtenus en
désordonnant un approximant du pavage octogonal. Pour l’obtenir on effectue plu-
sieurs boucles de l’ opération de permutation locale de tuiles (“phasons”) aux sites
F. On sélectionne des sites au hasard pour cette opération, modifiant le pavage dans
des endroits aléatoirement choisis lors de chaque boucle. On voit qu’il apparait de
nouveaux environnements locaux. On perd certaines symétries du pavage parfait, no-
tamment la symétrie d’inflation. Le théorème de Conway, qui assure que l’on peut
retrouver des copies d’une structure de rayon R toutes les 2R environ, n’est pas non
plus valable pour le pavage randomisé. Par contre, le diagramme de diffraction d’un
tel pavage est assez similaire, ayant des pics d’intensité aux mêmes positions que celui
du pavage octogonal parfait. La différence entre “parfait” et “randomisé” devient plus
petite en dimension 3, où les deux possèdent des pics de Bragg, avec une contribution
diffuse en plus pour le cas randomisé.

Puisque l’on a perdu la relation hiérarchique entre le pavage et son inflaté la
densité d’états du pavage randomisé n’est plus aussi singulière que celle des pavages
parfaits, et comporte à la place des grandes fluctuations du pavage parfait, des pe-
tites fluctuations autour d’une valeur moyenne bien définie comme pour des systèmes
périodiques désordonnés (voir figure 2.7). La statistique des écarts n’est plus log-
normale, mais plutôt celle donnée par la théorie des matrices aléatoires [62], avec



38

Fig. 2.7 – densité d’états du pavage randomisé en fonction de l’énergie E (reproduite
de [2])

une transition entre la courbe orthogonale P σ=1
WD pour ~k = (0, 0) (condition limite I),

et la courbe unitaire P σ=2
WD pour ~k = (π/2, 0) (condition limite II). Notons qu’on ne

s’attendrait pas à observer une telle transition dans le cas du pavage parfait parce
que la symétrie de réflection rétablit la symétrie par renversement du temps que l’on
a brisée en choississant la condition aux bords (II).

Fig. 2.8 – Σ2(E) du pavage randomisé en fonction de l’énergie E (reproduite de [2])

La rigidité spectrale [62] suit une loi de puissance comme celle du pavage parfait.
La courbe de Σ2(E) est montrée sur la Fig.2.8. On voit un comportement logarith-
mique qui correspond à un régime ergodique aux temps très grands (régime TMA)
comme nous avons expliqué dans la section 2.2.2. L’exposant est un peu plus grand
que celui du pavage parfait, µ ≈ 0.85, indiquant que les particules diffusent plus vite
dans la structure désordonnée. Ce résultat est supérieur à la valeur de Benza et Sire
[39] qui trouvent µ ≈ 0.81. L’exposant µ étant plus grand pour le cas désordonné,
on en conclut que dans le cas du quasicristal le désordre géometrique tend plutôt à
délocaliser les électrons, contrairement à ce qui ce passe dans les cristaux.

2.3.3 Discussion

Nous avons présenté quelques propriétés spectrales du pavage octogonal parfait
et désordonné. Ils montrent que le pavage octogonal (parfait ou désordonné) est bien
décrit par la TMA et appartient à la classe d’universalité de GOE. Un renseigne-
ment intéressant que nous donne P (s) vient de son comportement aux s petit. On
trouve une répulsion entre niveaux, signe des états électroniques étendues [39]. C’est
également la conclusion que l’on peut tirer de la rigidité spectrale de ces pavages, qui
montre une diffusion anormale dans ces systèmes.

Ces pavages ont des spectres beaucoup plus riches en structure que ceux des
systèmes désordonnés habituels, et l’analyse spectrale n’est qu’une des études qui
peuvent être faites. Nous n’avons pas discuté, par exemple, les études de la me-
sure spectrale, et sa description multifractale. Nous n’avons pas abordé les fonctions
d’onde, ni les études de transport. Les fonctions d’onde et la dynamique des paquets
d’onde ont été le sujet d’études récentes de la diffusion quantique [40, 41] sur divers
pavages quasipériodiques pour lesquels on trouve une variété de comportements de
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diffusion anormale. Les fonctions d’onde ont des amplitudes multifractales. La descrip-
tion théorique des propriétés électroniques des pavages reste clairement un problème
très difficile.

Venant à la question des effets dûs au désordre, l’un des effets principaux est
l’attenuation des singularités de la densité d’états. La densité d’états, multifractale
dans le cas parfait, est simplement rugueuse comme pour les cristaux désordonnés.
Des effets similaires ont été constatés [62] pour des modèles désordonnés par l’addition
de termes de potentiel local aléatoire dans l’hamiltonien.

En conséquence de ce fait, la statistique des écarts entre niveaux n’est plus log-
normale (pour les écarts bruts) comme pour le système parfait, mais décrite par les
lois de la TMA (avec ou sans dépliage des niveaux si l’intervalle d’énergie n’est pas
trop grand).

Il a été montré [62] que l’on peut induire un crossover entre les distributions GOE
et GUE dans les pavages randomisés en appliquant un champ magnétique extérieur
– un crossover qui ne peut pas être induit dans les approximants parfaits à cause de
leur symétrie miroir.

Enfin, la diffusion est plus rapide dans les pavages désordonnés que dans le pavage
parfait, même si tous les deux sont des systèmes superdiffusifs (l’exposant moyen µ
étant plus grand que celui de la diffusion ordinaire). Ces résultats vont dans le sens de
certaines expériences sur la conductivité électronique des quasicristaux. Des études sur
le composé icosaèdrique AlCuFe montrent en effet que la conductivité baisse lorsque
les échantillons sont recuits pour améliorer leur qualité structurelle (que l’on vérifie
à l’aide de la diffraction des rayons X). Il y a cependant un résultat contradictoire
trouvé par Piéchon [2] pour la distribution des courbures des niveaux, sous l’effet d’une
variation paramétrique de l’hamiltonien. Cette distribution a été calculée et sa forme
est connue pour les systèmes désordonnés. On s’attend à ce que la distribution soit
plus large pour les systèmes moins localisés. Or, on trouve que le pavage désordonné
possède une distribution de courbures plus étroite. Des travaux plus étendus sur des
systèmes plus grands permettront sans doute de clarifier la situation.

2.4 Les pavages de Rauzy généralisés

Dans cette section nous appliquons les méthodes statistiques pour montrer que
les systèmes de codimension une que sont les pavages de Rauzy généralisés appar-
tiennent, en ce qui concerne leurs propriétés électroniques, à une catégorie distincte
intermédiaire entre le pavage octogonal et un cristal.

Fig. 2.9 – Pavage de Rauzy généralisé à deux dimensions : PRG(2)
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2.4.1 Définition des pavages

Le pavage dessiné dans la figure 2.9 est un exemple d’un pavage pour lequel la
dimension de l’espace perpendiculaire est plus petite que celle de l’espace parallèle.
La codimension est la dimension de l’espace “perpendiculaire”, dans la méthode de
projection (voir annexe) où l’on projette les points d’un réseau de dimension D sur l’es-
pace physique de dimension d. Pour le pavage octogonal nous avons une codimension
D-d égale à deux (D=4, d=2). Un problème principal de ce pavage est qu’il n’existe
pas une base simple pour exprimer des quantités telle la matrice de connectivité des
sites. Ce n’est plus un problème dans le cas des pavages de codimension 1 décrits
par Sire et Mosseri [65], et Vidal et Mosseri [66] où l’on dispose d’une numérotation
simple des sites. La numérotation est, de plus, telle que la matrice de connectivité
(ou l’hamiltonien, en d’autres termes) devient très simple à écrire, ayant une forme
de matrice de Toeplitz. Cela représente évidemment une grande simplification. Ces
pavages de Rauzy généralisés peuvent être définis en toutes les dimensions d. Le pa-
vage de Rauzy généralisé de dimension d PRG(d) est obtenu en projetant les points
du réseau cubique de dimension d+1 sur l’espace d-dimensionnel physique orienté à
un angle irrationnel donné par la séquence de Fibonacci généralisée.

Nous avons étudié un pavage bidimensionnel de ce type, et nous allons voir qu’avoir
une codimension basse rend les propriétés physiques moins singulières en comparaison
avec le pavage octogonal. (On note au passage que la châıne de Fibonacci est un
membre de cette famille de pavages, mais ayant sa dimension physique égale à sa
codimension, ce qui lui confère ses propriétés de quasipériodicité forte).

Le pavage de la Fig.2.9 est donc la projection sur un plan irrationnel du réseau
cubique, et comporte des losanges de deux sortes. On peut déja voir que cette structure
est plus proche d’une structure cristalline que le pavage octogonal (ou le pavage de
Penrose) puisqu’on peut y déceler des rangées, interrompues de façon quasipériodique
par des défauts. Comme pour le pavage octogonal, on peut obtenir des systèmes de
taille finie, et ce sont ces approximants que nous avons diagonalisés. Les trois tailles
utilisées dans les calculs comportent 10609, 19513 et 35738 sites.

Une étude des propriétés spectrales a été présentée dans [67]. La densité d’états
du PRG(2) est qualitativement différente de celle du pavage octogonal comme l’on
peut le constater sur la Fig.2.10. En effet, la densité d’états du pavage octogonal
comporte des fluctuations entre pics et vallées plus violentes que celle du pavage de
Rauzy. Cette dernière est, de plus, assez réminiscente de la densité d’états du réseau
carré.

Fig. 2.10 – Densité d’états du PRG(2) (gauche) et du pavage octogonal (droite)
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2.4.2 La statistique des écarts et la rigidité spectrale

Les résultats pour la statistique d’écarts entre niveaux P (s) sont montrés dans la
Fig.2.11. La courbe suit assez bien la forme analytique de la loi “semi-Poisson”

PsP (s) = 4s exp−2s (2.17)

Fig. 2.11 – P(s) du PRG(2) pour trois tailles différentes plottée sur axes linéaires
(gauche) et log (droite)

On peut montrer pour le cas semi-Poisson [53] que la rigidité spectrale est modifiée
de la forme Poissonienne Σ2(E) = E à

Σ2
sP (E) =

1

2
[E +

1

4
(1− exp−4E)] (2.18)

Les données numériques pour le pavage le plus grand (35738 points) ainsi que
la forme analytique sont représentées dans la Fig.2.12(gauche). Nous y avons tracé
les points obtenus sans dépliage (les triangles) ainsi que des points obtenus après
un lissage de la densité d’états intégrée par spline fit pour deux dépliages (moyen
et fort). L’opération de dépliage donne un plateau de la rigidité spectrale en fonc-
tion de l’énergie, à partir d’une énergie caractéristique (de l’ordre de ∆). Le dépliage
a clairement pour effet l’élimination de fluctuations, donnant lieu ainsi à un pla-
teau. La courbe sans dépliage, comme celle trouvée pour le pavage octogonal, possède
deux régimes correspondant à des dynamiques différentes. L’ accord, du moins pour
les énergies petites, est assez bon. A droite, la figure montre les courbes de Σ2

nondéplié pour trois tailles différentes en log-log, où l’on voit la transition entre un
domaine linéaire aux basses énergies, et un comportement qui semble approcher une
loi quadratique aux hautes énergies. Selon la correspondance que nous avons déja
vue précédemment, dans le cas du pavage octogonal, une loi quadratique correspond
à une diffusion avec un exposant µ ≈ 1. Ce dernier correspond à une dynamique
ballistique des électrons. Une étude directe de la diffusion quantique sur ce pavage
de Triozon et al [68], trouve un exposant effectif de µ ≈ 0.94. D’après les arguments
présentés dans la section 2.2.2 les résultats pour la rigidité spectrale indiquent qu’il
y a un crossover de cette diffusion ballistique aux temps courts vers le comportement
“quasi-intégrable” aux temps longs. L’énergie de ce crossover ne semble pas dépendre
de la taille du pavage, ce qui pourrait indiquer l’existence d’une échelle de longueur
intrinséque dans ces pavages.

Les résultats de cette section montrent que le pavage de Rauzy n’est ni un système
intégrable comme le réseau carré ni un système chaotique comme le pavage octogonal.
Il semble proche des systèmes dits presqu’intégrables [53] pour lesquels on trouve
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Fig. 2.12 – Gauche : Σ2(E) du PRG(2) pour une taille fixe pour trois degrés de
dépliage différents (voir texte). Droite : Σ2(E) pour des niveaux nondépliés pour trois
tailles différentes.

la statistique de semi-Poisson. On peut considérer que ces pavages de codimension
réduite sont intermédiaires entre une structure périodique et une structure fortement
quasipériodique.

2.5 Discussion

Dans ce chapitre, nous avons résumé les données numériques décrivant la statis-
tique des niveaux pour des milieux quasipériodiques. Les pavages considérés corres-
pondent aux structures dotées d’une quasipériodicité plus ou moins forte. La plus
forte quasipériodicité est celle du pavage octogonal. En désordonnant ce pavage, on
diminue les fluctuations associées à sa quasipériodicité, jusqu’à ce que l’on retrouve
un comportement chaotique “standard”. Enfin, en diminuant la dimension de l’éspace
perpendiculaire, on diminue la modulation quasipériodique, se dirigeant cette fois vers
le cas intégrable d’une structure cristalline.

Tout d’abord, pour le pavage octogonal, un quasicristal “classique”, nous avons
vu que les grandes fluctuations dans le spectre donnent lieu à une forme log-normale
pour la statistique des écarts bruts entre niveaux. Pour ce système nous avons aussi
vu qu’après une renormalisation préalable des écarts, la statistique des écarts est
bien celle trouvée par Wigner et Dyson. Ceci montre que le pavage quasipériodique
fait partie de la famille de systèmes nonintégrables, et partage des caractéristiques
en commun avec les systèmes désordonnés. Cependant, contrairement aux systèmes
désordonnés, l’opération de cette renormalisation ou dépliage du spectre reste non
triviale, et cette différence a des conséquences physiques telles que la dynamique
multifractale et les propriétés de transport singulières. La description détaillée des
propriétés physiques de ces structures parfaites reste à trouver.

Ensuite, nous avons examiné le cas d’un pavage moins singulier puisqu’ayant une
codimension plus petite que sa dimension – le pavage de Rauzy généralisé. Ce dernier
système est proche des systèmes intégrables, du point de vue de sa statistique P (s),
la rigidité spectrale, et ressemble aux billards dits “presqu’intégrables”. Il y a en effet
une diffusion très rapide, presque ballistique, dans ces pavages, comme l’ont confirmé
des études de la dynamique des paquets d’onde.

Un mot sur des systèmes de grande codimension récemment discutés dans la
littérature [69]. D’après ce que nous avons vu ici, on peut s’attendre à un grand degré
de désordre quasipériodique au fur et à mesure que l’on augmente la codimension
D-d. La distribution des écarts entre niveaux ainsi que la rigidité spectrale devraient
tendre vers une limite Poissonienne, avec un exposant moyen de diffusion diminuant
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en fonction de D-d, jusqu’à ce que les particules soient localisées.
Les pavages ont des spectres beaucoup plus riches en structure que ceux des

systèmes désordonnés habituels. L’analyse spectrale n’est qu’une technique parmi
les types d’études qui peuvent être faites. Nous n’avons pas discuté ici les études de
la mesure spectrale, et sa description multifractale. Nous n’avons pas abordé les fonc-
tions d’onde, ni les études de transport. Des études récentes de la diffusion quantique
[40, 41] sur divers pavages quasipériodiques trouvent des fonctions d’onde d’amplitude
multifractale, et une variété de comportements de diffusion anormale. La description
théorique des propriétés électroniques des pavages reste clairement un problème très
difficile.



Chapitre 3

Projets et Perspectives

3.1 Propriétés électroniques par groupe de renor-

malisation

Le calcul du premier chapitre repose sur des propriétés géométriques du pavage qui
entrent également dans le problème des liaisons fortes. Il est facile avec cette méthode,
par exemple, d’obtenir la largeur de la bande du pavage octogonal – un calcul rapide
trouve une energie de l’état fondamental, −Emax = −4.228, comparée au résultat
numérique de -4.218 (méthode de récursion). On doit pouvoir assez facilement faire
le calcul de la forme de la fonction d’onde correspondante.

3.2 L’extension des calculs à trois dimensions

Une des directions de recherche les plus intéressantes dans l’étude des pavages
est celle des propriétés électroniques et magnétiques à trois dimensions. Nous avons
expliqué dans cette thèse les grandes différences qualitatives entre la physique des
systèmes uni-dimensionnels et ceux à deux dimensions. Un exemple, pour les modèles
de spins localisés concerne l’existence d’un état ordonnée à température nulle : impos-
sible à une mais possible à deux dimensions. Un autre exemple concerne l’existence
d’un état métallique : difficile pour D = 1 où les états sont pour la plupart localisés,
mais possible à D = 2 (comme vu dans le cas des pavages aléatoires pour des hamil-
toniens suffisamment proches du cas “pur”). En augmentant la dimension de l’espace
de 2 à 3, on peut s’attendre à voir apparâıtre des propriétés nouvelles. C’est ce que
l’on a déjà observé dans la physique des cristaux, où souvent, 2 est la dimension
critique inférieure pour une variété de phénomènes. Au-delà de deux dimensions, on
peut étudier par exemple, des points critiques et des transitions de phase magnétiques

44



45

ou électroniques.
Le pavage tri-dimensionnel le plus simple à étudier est le pavage icosaèdrique,

proche de la structure de la plupart des composés réels connus. Il serait intéressant
de faire une analyse statistique des niveaux d’énergie, dans un premier temps. Une
telle analyse permettrait de situer ces pavages dans le paysage complexe des systèmes
non-intégrables. A partir des propriétés spectrales, nous pourrons également avoir des
renseignements sur la conductance, une quantité qui a été beaucoup étudiée dans ces
systèmes. Des modèles magnétiques seront intéressants à étudier également.

3.3 Propriétés thermiques

Nous avons mentionné la possibilité d’étendre nos calculs de renormalisation aux
autres modèles discrets sur les pavages. L’étude des vibrations sur les pavages qua-
sipériodiques est un sujet intéressant à aborder dans le proche avenir. Des travaux
numériques des modes vibrationnels pour les structures quasipériodiques telles que
le pavage octogonal [70] montrent que la densité d’états des modes acoustiques est
linéaire aux basses fréquences et aux plus hautes fréquences est un spectre singulier
comme le spectre électronique, avec des gaps et pseudogaps.

Les conséquences de ces singularités sur les propriétés de transport thermiques
constituent une question intéressante à étudier. La chaleur spécifique et la conductivité
thermique sont deux quantités physiques que l’on peut étudier expérimentalement
dans des échantillons de très bonne qualité structurelle (voir par exemple [71, 72] pour
des études sur le ZnMgY et AlPdMn, deux composés icosaèdriques). La dépendance
en température de la vitesse du son à basse température peut également donner des
informations sur les excitations à basse énergie dans ces systèmes [73, 74].

Pour discuter ces problèmes, il y a des approches phénoménologiques pour décrire
les excitations de type phonon ou phason. C’est le cas par exemple du modèle de
sauts hiérarchiques de Janot [75]. Il serait utile toutefois de disposer d’un traitement
analytique des modèles sur des pavages quasipériodiques analogue au groupe de re-
normalisation utilisé pour les spins du chapitre 1. Un projet pour des calculs futurs
consisterait donc à développer un modèle simple permettant de décrire les comporte-
ments thermiques observés.



Annexe A

Introduction à la méthode de

coupe et projection

La méthode de coupe et projection permet de décrire de façon élégante les pro-
priétés de la structure quasipériodique. Cette méthode a été exposé en détail (voir la
revue par Duneau [27]) pour les pavages les plus étudiés à une, deux et trois dimen-
sions. Nous présenterons ici un bref aperçu de cette technique et de la terminologie
employée.

A.1 Exemple unidimensionnel

Le cas unidimensionnel, celui par exemple de la châıne de Fibonacci est le plus
simple à présenter, la généralisation aux plus grandes dimensions ne posant pas de
difficultés concéptuelles. Le pavage quasipériodique est ici composé de deux ”pavés” –
un long (L) et un court (C). La séquence de pavés est donnée par la suite de Fibonacci,
une suite parfaitement déterministe, mais non-périodique. Cette suite correspond à
une projection selon une direction irrationnelle des arêtes d’un réseau carré. L’angle
de l’espace ”physique” par rapport aux axes du réseau bidimensionnel est donné par
la relation tanα = τ où τ est le nombre d’or (τ = (

√
5 − 1)/2). Les arêtes qui sont

projetés sont celles contenues dans un volume cylindrique, défini par la condition que
la projection dans l’espace ”perpendiculaire” E⊥, tombe dans la fenêtre d’acceptance,
W (voir figure). La projection de chaque arête est soit longue (A) ou courte (B) – dans
l’exemple donné dans la figure nous aurons ainsi une séquence ...BAABAABABAA...
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Fig. A.1 – Obtention d’une partie de la châıne de Fibonacci par la méthode de
projection

A.2 Deux dimensions. Pavage octogonal

L’extension à deux dimensions est obtenue dans le cas du pavage octogonal en
projetant les points du réseau Z4 sur le plan physique E‖, dont l’orientation est telle
que les quatre vecteurs du réseau engendrent des carrés et des rhombs de 45deg. A
une dimension, la fenêtre W est la projection sur E⊥ de la maille élémentaire de Z2.
De façon analogue, à deux dimensions, la fenêtre d’acceptance W , est la projection
du cube de quatre dimensions sur E⊥ et elle a une forme octogonale (voir figure).

Fig. A.2 – Vue de la fenêtre dans l’espace perpendiculaire

Les sommets du pavage dans l’espace parallèle peuvent ainsi être mis en correspon-
dance bi-univoque avec un point dans la fenêtre W . On peut distinguer sept domaines
différents à l’intérieur de l’octogone W (figure). Chacun de ces domaines dans l’espace
perpendiculaire regroupe le sous-ensemble de sommets d’une valeur de coordonnance
z donnée dans l’éspace physique. (Noter que la symétrie d’ordre huit est respectée
dans E⊥ ainsi que E‖).

Pour calculer les fréquences de chacun des environnements locaux A,B,..,F définis
dans le chapitre 1, il suffit de calculer l’aire de son domaine d’ acceptance et de
diviser par l’aire totale de l’octogone 2λ2. On trouve ainsi fA = λ−4; fB = λ−5; fC =
2λ−4; fD1 = λ−3 = fD2; fE = 2λ−2; fF = λ−1.

Enfin, pour voir l’effet des inflations on peut s’imaginer que toutes les coordonnées
dans l’espace perpendiculaire sont amplifiées par un facteur λ, tout en gardant les
mêmes domaines de sélection A,B, etc. Les points les plus à l’extérieur – les D2,E
et F ne restent plus dans la fenêtre après inflation. Les points D1 restent, mais sont
maintenant devenus des F. Les transformations de sites sont ainsi faciles à déduire :

A → A ou B ou C ou D1

B → D2

C → E
D1 → F

On voit que le domaine central A recouvre l’ancien domaine A au milieu de la
fenêtre – les points ici restent inchangés après inflation. D’autres points changeront
et deviendront, selon la distance à l’origine, des sites B,C ou D1. Les sites A les plus
proches du centre de ce diagramme sont les plus tardifs à changer de famille. Ceux-ci
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auront une symétrie huit jusqu’aux échelles de distance très grandes, et il n y a qu’un
seul point sur le pavage octogonal qui peut possèder une symétrie huit parfaitement
respectée à toutes les distances, c’est le point qui correspond au centre de la fenêtre
W .

A.3 Les approximants et conditions aux bords

A.3.1 Les approximants périodiques d’un quasicristal

La méthode de projection permet d’obtenir un pavage quasipériodique en proje-
tant certains sites d’un réseau de plus haute dimension D sur un plan irrationnel
de dimension d. Quand on choisit une orientation rationnelle proche, le pavage ainsi
obtenu sera périodique, avec une période d’autant plus grande que l’orientation est
proche de la direction irrationelle. L’intérêt de ces approximants est dans le fait que
l’on peut travailler avec des systèmes de taille finie en évitant des effets spurieux aux
bords – plus exactement, en les atténuant par l’application des conditions aux limites
périodiques.

Dans le cas de la châıne de Fibonacci, le “plan” irrationnel correspond à la pente
tan θ = τ , qui possède une série d’approximants rationnels, {τ1, ...}= {1, 1

2
, 2

3
, 3

5
, ..., Fk

Fk+1
...},

où Fk est le kième terme dans la séquence de Fibonacci,

Fk+1 = Fk + Fk−1

F0 = F1 = 1 (A.1)

On peut obtenir des approximants de la châıne de Fibonacci en choissant une
orientation rationnelle, déterminée par les approximants rationnels du nombre d’or.
Lorsque la bande de sélection est orientée avec un angle θk tel que tan θk = γk = Fk

Fk+1
,

on obtient une séquence de points qui se répète avec une période de Fk +Fk+1 = Fk+2.
A deux dimensions, l’approche utilisé dans le cas du pavage octogonal pour obtenir

des approximants périodiques est un peu différente. Duneau et al [55] ont montré que
pour des structures possédant une symétrie sous une transformation d’inflation on
peut obtenir des approximants en faisant une autre choix de fenêtre et des points
sélectionnés pour projection dans l’espace physique. Dans leur approche la fenêtre, de
forme proche d’une octogone comporte des cotés de longueurs rationnelles, dépendant
des approximants du nombre d’argent : λk = Ok+1/Ok où

Ok+1 = 2Ok +Ok−1

O1 = 1; O2 = 2 (A.2)

Le nombre de points sélectionnés Nk augmente avec k en conséquence. Aprés
projection, on obtient une maille carrée comportant Nk points.

La table donne les valeurs de Nk des premiers approximants carrés.
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k 2 3 4 5
Nk 239 1393 8119 47321

Table A.1. Nombre de sites dans chaque approximant carré en fonction de k

A.3.2 Structure et symétries des approximants carrés

Les approximants ont les mêmes environnements locaux A,B,... que le pavage infini
(voir chapitre 1), et au fur et à mesure que k augmente, ont des régions de taille de
plus en plus grandes en commun avec le pavage infini. Les défauts apparaissent aux
bords, et auront une importance relative en termes de nombre de sites concernés qui
diminue. Donc, du point de vue numérique, on peut espérer obtenir les propriétés du
pavage infini en effectuant des analyses de scaling. Les fréquences d’apparition des
environnements sont de plus en plus proches de celles attendues pour le pavage infini
quand on augmente la taille des approximants.

A cause de leur règle de construction, il se trouve que les approximants carrés
possèdent en outre une structure symétrique par rapport à la diagonale du carré.
Cette symétrie a notamment pour conséquence la possibilité de former des états
électroniques de parité positive/négative sous l’opération de reflection. En conséquence,
il y aura l’apparition de niveaux d’énergie doublement dégénérés. Cette symétrie
n’existe pas dans le pavage infini, et lors d’un calcul de la distribution d’écarts entre
niveaux, par exemple, on doit faire le calcul dans chacun des sous espaces de parité.
Si on négligeait de le faire, la présence des écarts nuls (ou petits, comme nous allons
expliquer ci-dessous) on risquerait d’avoir une attraction des niveaux au lieu de la
répulsion que nous avons trouvée.

Les approximants transforment sous l’inflation en l’approximant suivant comme
on le montre dans la figure Fig.A.3. Le plus grand approximant de 239 sites est
transformé en l’approximant de 41 sites (indiqué par des traits plus gras).

Fig. A.3 – Superposition de deux approximants montrant la relation d’inflation entre
les deux

Une autre symétrie du pavage infini est que celui-ci possède deux sous-réseaux,
c’est-à-dire qu’il est bipartite. Les approximants aussi ont la propriété que chaque
site est relié à des voisins appartenant à l’autre sous-réseau, et donc peuvent être
décomposés en deux sous-réseaux. Cette symétrie se traduit par une symétrie du
spectre de l’hamiltonien sous E → −E. Cependant il y un nombre impair de chan-
gements de réseau en traversant l’approximant, avec pour conséquence qu’un site
du sous-réseau A devient de type B lorsqu’on continue sur la maille suivante. Une
fonction d’onde de type alternante sera frustrée, quoique de moins en moins avec
l’augmentation du nombre de sites. Le résultat de cette frustration est que, pour une
valeur de ~k donnée, les valeurs propres de l’hamiltonien ne sont plus symétriques
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autour de E = 0 pour les approximants. De plus, la frustration a pour effet aussi de
briser la dégénéréscence exacte des énergies. Les valeurs propres alors apparâıtront en
paires, avec des petits écarts entre les deux membres de chaque paire qui diminuent
avec la taille du système. Il est clair que s’il l’on considère l’ensemble des niveaux
ainsi calculés on trouvera beaucoup de petits écarts et une distribution des écarts
faussée à petit s. Ce problème est résolu en séparant les niveaux selon leur parité,
et considérant l’écart entre niveau dans chacun des sous ensembles. Nous avons aussi
essayé d’appliquer des conditions aux bords non-frustrantes, comme nous allons ex-
pliquer maintenant. Les résultats pour P (s) pour les deux types de conditions limites
sont, cependant, les mêmes.

Conditions aux limites pour restaurer la propriété bipartite

Dans les calculs des modèles avec interactions nous avons utilisé des systèmes
2 × 2 – des approximants groupés par quatre, de sorte que le pavage carré résultant
n’est plus frustré et posséde de nouveau la symétrie bipartite mentionnée ci-dessus.
En conséquence, la dégérescence double des niveaux est retrouvée, et les énergies
apparaissent en paires (E,-E), correspondant aux états pair et impair sous réflection.

Etats localisés de symétrie huit

Une dernière remarque : la dégénéréscence du niveau E = 0 est différente de celle
des autres, étant beaucoup plus grande. Cette dégénéréscence est macroscopique,
puisque due aux états localisés autour des sites A. Pour les approximants il est facile
de calculer le nombre de ces niveaux E = 0. Ceci permet de compter le nombre de
valeurs propres et de vérifier que l’on a bel et bien calculé tous les niveaux puisque
le programme de Lanczos ne donne que les valeurs propres de H nondégénérées.
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