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Examinatrice : Mme Emilie Charlier, chargée de cours à l’Université de Liège
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Résumé

Le monde numérique est parsemé de structures mathématiques discrètes, destinées à être
facilement manipulables par un ordinateur tout en donnant à notre cerveau l’impression d’être
de belles formes réelles continues. Les images numériques peuvent ainsi être vues comme des
sous-ensembles de Z2. En géométrie discrète, nous nous intéressons aux structures de Zd et
cherchons à établir des propriétés géométriques ou topologiques sur ces objets. Si les ques-
tions que nous nous posons sont relativement simples en géométrie euclidienne, elles deviennent
beaucoup plus difficiles en géométrie discrète : plus de division, adieu les limites, tout n’est plus
qu’arithmétique. Cette thèse est également l’occasion de jongler avec de nombreuses notions élé-
mentaires de mathématiques et d’informatique (algèbre linéaire, anneaux, automates, analyse
réelle, arithmétique, combinatoire) pour résoudre des questions de géométrie discrète.

Nous nous intéressons à des structures fondamentales de cette géométrie : les hyperplans
arithmétiques. Ceux-ci ont en effet une définition très simple et purement arithmétique : un
hyperplan arithmétique est l’ensemble des points entiers situés entre deux hyperplans (réels)
affines parallèles. Nous parlons dans cette thèse de trois problèmes portant sur les hyperplans
arithmétiques

— la connexité : un hyperplan arithmétique est-il composé d’un seul morceau ou de plu-
sieurs ? Apport principal de ce manuscrit, nous étendons des résultats déjà connus pour la
connexité par faces pour des voisinages quelconques. Si certains phénomènes demeurent
dans le cas général, l’explosion combinatoire rend difficile l’adaptation des algorithmes
connus pour résoudre le problème. Nous adoptons donc une approche analytique et prou-
vons des propriétés de connexité en étudiant la régularité d’une fonction.

— la reconnaissance : comment connaître les caractéristiques d’un hyperplan arithmétique ?
Problème plus classique de géométrie discrète, avec une littérature très riche, nous pro-
posons pour le résoudre un algorithme de reconnaissance reposant sur l’arbre de Stern-
Brocot généralisé. Nous introduisons notamment la notion de corde séparante qui carac-
térise géométriquement les zones auxquelles appartiennent les paramètres d’un hyperplan
arithmétique.

— les transformations douces : comment transformer continûment un hyperplan arithmé-
tique via des translations ou rotations ? Approche discrète des transformations homoto-
piques, nous caractérisons les mouvements de pixels possibles dans une structure discrète
tout en préservant ses propriétés géométriques.

Au-delà de l’étude de ces problèmes et des résultats que nous avons pu obtenir, cette thèse
montre l’intérêt d’utiliser des réels, et notamment de l’analyse réelle, pour mieux comprendre
les hyperplans arithmétiques. Ces derniers sont en effet caractérisés en grande partie par leur
vecteur normal, souvent considéré entier pour obtenir des propriétés de périodicité. Considérer
des vecteurs normaux réels quelconques permet de gagner en souplesse, et de faire disparaître
les phénomènes de bruit induits par les relations arithmétiques du vecteur. S’ouvrir de nouveau
au réel est enfin un moyen de créer des ponts vers d’autres branches des mathématiques, comme
la combinatoire des mots ou les systèmes de numération.

Mots-clés: hyperplan arithmétique, droite discrète, connexité, continuité relative, reconnais-
sance, transformations douces
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Introduction

Lorsque nous regardons un écran d’ordinateur, nous avons parfois tendance à oublier la
nature de l’objet que nous observons. Une photo numérique, aussi belle paraisse-t-elle, n’est en
réalité qu’un ensemble rangé de carrés de couleur, des pixels organisés sur une grille rectangulaire
qui donnent à notre œil l’impression de voir une forme continue (voir Figure 1). Pour décrire la
géométrie des images numériques, il est donc nécessaire de laisser de côté la géométrie euclidienne
et ses réels pour se diriger vers un monde de carrés et de pixels : la géométrie discrète.

Figure 1 – Une photo d’hippopotame et un agrandissement où l’on peut observer les pixels

Il existe de nombreux domaines étudiant le monde discret. On peut par exemple décrire
un objet à partir de complexes cellulaires ou polytopaux. Il est également possible de regarder
sa surface grâce à des maillages. En ce qui concerne les images finies, celles-ci peuvent être
regardées d’un point de vue matriciel, que l’on peut ensuite manipuler via divers opérateurs.
Cette thèse s’intéresse davantage au domaine de la géométrie discrète qui étudie les objets de
Zd, et notamment leurs propriétés géométriques et topologiques. Si les définitions des objets
classiques de cette géométrie ressemblent pour beaucoup à celles de leurs cousins euclidiens,
leurs propriétés diffèrent énormément. Des questions triviales en géométrie euclidienne peuvent
alors devenir de véritables sujets de recherche lorsqu’ils sont traduits dans le monde discret.
Cette thèse s’intéresse plus particulièrement aux hyperplans arithmétiques (voir Figure 2) et à
leurs propriétés. Correspondant à des espaces affines réels de dimension d − 1, les hyperplans
arithmétiques recouvrent ainsi les droites discrètes en dimension 2 (d’après [49]) et les plans
discrets en dimension 3 (d’après [3]).

Le premier chapitre s’intéresse à la définition de droite discrète et plus généralement à celle
d’hyperplan arithmétique. Commençant par le cas 2D, nous utilisons la définition de droite
discrète de J.-P. Réveillès [49] et parlons des propriétés de certaines droites particulières : naïves
et standard. Un parallèle est alors nécessaire avec la dynamique symbolique où les droites
discrètes peuvent être interprétées de multiples manières, notamment via la combinatoire des
mots (voir [43] pour l’article fondateur). Nous parlons également de la généralisation de ces
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Introduction

Figure 2 – Une droite discrète (gauche) et un plan discret (droite)

droites en dimension finie quelconque : les hyperplans arithmétiques, et de leur interprétation
en combinatoire des mots (voir par exemple [6]). Un hyperplan est défini dans [3] à partir d’un
vecteur normal v ∈ Rd, d’un décalage µ ∈ R et d’une épaisseur ω ∈ R via

P(v, µ, ω) déf= {x ∈ Zd | 0 ⩽ ⟨x, v⟩+ µ < ω}

Les chapitres 2 à 4 s’intéressent au problème de la connexité des hyperplans arithmétiques.
Si les hyperplans affines euclidiens sont toujours connexes car convexes, il est à noter que
l’implication classique « convexe ⇒ connexe » est fausse en géométrie discrète. Décider si un
hyperplan est ou non connexe est un problème difficile, proposé par E. Andres au début des
années 2000. Cette thèse propose un état de l’art des travaux de ces 20 dernières années sur la
question, ainsi que de nombreux nouveaux résultats.

Le chapitre 2 porte sur le problème de la connexité par faces, où deux cubes sont considérés
comme voisins ssi ils se touchent au niveau des faces. Un hyperplan arithmétique peut alors
être transformé en graphe : les sommets sont les cubes et il existe une arête entre 2 sommets
ssi ceux-ci sont voisins par faces (voir Figure 3). E. Domenjoud, D. Jamet et J.-L. Toutant ont
notamment montré dans [21] que pour un vecteur normal v fixé, la propriété de connexité suit
un phénomène de percolation par rapport à l’épaisseur ω. L’ensemble des épaisseurs ω rendant
l’hyperplan connexe est ainsi un intervalle non borné de R+ dont la borne inférieure Ω(v) est
appelée épaisseur de connexité. Cette thèse revient sur l’algorithme de calcul de Ω(v) ainsi que
sur le comportement à l’épaisseur de connexité présenté dans [23, 22]. Ces deux derniers articles
utilisent un système de numération appelé ∆-numération, présenté plus en profondeur dans le
chapitre 7. Nous parlons des méthodes de calcul dans ce système et du lien avec la connexité
par faces.

Le chapitre 3 généralise le problème de la connexité pour des voisinages quelconques. On
peut ainsi définir le voisinage par arêtes, par sommets voire par cavalier. Ce chapitre reprend
alors les différents résultats déjà connus pour la connexité par faces et les étend dans le cas
général lorsque cela est possible. Nous prouvons notamment l’existence d’une épaisseur critique
de connexité pour tout voisinage et lui offrons des bornes analogues à celles obtenues pour la
connexité par faces. Malheureusement, l’algorithme de calcul de l’épaisseur de connexité ne se
généralise pas pour tout voisinage, notamment du fait de la complexité combinatoire des réseaux
induits. Nous proposons toutefois dans ce chapitre des méthodes arithmétiques permettant de
résoudre le problème de connexité pour certains voisinages particuliers comme les voisinages
par facettes en dimensions 3 et 4.

Le chapitre 4 utilise une approche analytique pour résoudre le problème de la connexité. Nous
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Figure 3 – Un morceau d’hyperplan arithmétique et son graphe induit

regardons alors v 7→ Ω(v) en tant que fonction et objet analytique. Nous traçons notamment
le graphe de la fonction Ω en nous appuyant sur l’algorithme de Y. Gérard [28] qui décide la
connexité des hyperplans de vecteurs normaux entiers. Bien que le graphe semble extrêmement
chaotique au premier abord, parsemé de pics de discontinuité, une forme fractale continue se
dessine en dessous (voir Figure 4). Un résultat majeur de la thèse est le théorème de continuité
relative qui donne une condition suffisante simple sur une suite de vecteurs (vn)n∈N convergeant
vers v pour que (Ω(vn))n∈N converge vers Ω(v). Dans le cas où les coordonnées de v sont
indépendantes sur Q (cas totalement irrationnel), cette condition est toujours vérifiée, ce qui
permet d’affirmer que Ω est continue en tout vecteur totalement irrationnel. Ce théorème donne
un algorithme de calcul de l’épaisseur de connexité. La forme fractale sous-jacente au graphe
Ω possède également un lien étroit avec l’algorithme de calcul de Ω, ce qui nous a permis
d’expliciter entièrement Ω pour des voisinages particuliers comme celui du cavalier.

Figure 4 – Le graphe de la fonction Ω (à gauche) et la forme fractale continue sous-jacente (à
droite)

Le chapitre 5 s’intéresse à un problème indépendant des résultats exposés sur la connexité :
la reconnaissance de morceaux d’hyperplans. La question est de déterminer, étant donnée une
partie finie S ⊂ Zd, si S est une partie d’hyperplan et, si oui, quels sont les paramètres pos-
sibles d’un hyperplan contenant S. En géométrie euclidienne, d points indépendants suffisent à
caractériser entièrement un hyperplan affine en dimension d. En géométrie discrète, la question
est plus délicate car il existe une infinité de solutions possibles, et trouver une solution entière
minimale en norme est a priori un problème combinatoire plus complexe. Nous commençons
par donner un état de l’art de la reconnaissance d’hyperplans arithmétiques. Nous présentons
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ensuite une nouvelle méthode reposant sur l’arbre de Stern-Brocot généralisé en dimension d
par H. Lennerstad dans [40]. En dimension 2, notre algorithme reconnaît les segments discrets à
partir de l’arbre de Stern-Brocot classique, en temps linéaire et de manière incrémentale, ce qui
égale donc l’état de l’art. Notre algorithme s’étend en toute dimension finie, grâce notamment
au concept de corde séparante. L’algorithme en dimensions 3 et supérieures se heurte toutefois
à des problèmes lorsque le morceau S considéré est trop petit et la version actuelle présentée
dans cette thèse mérite quelques améliorations.

Le chapitre 6 porte enfin sur un troisième problème, indépendant des 2 précédents. Les trans-
formations douces permettent de transformer des objets discrets, pixel par pixel, en conservant
leurs propriétés géométriques, comme présenté dans [32]. Après avoir caractérisé les points dé-
plaçables d’un segment (points que l’on peut déplacer en conservant la propriété de segment),
nous proposons des algorithmes simples pour effectuer une rotation ou une translation de seg-
ment discret naïf ou standard. Ces algorithmes sont ensuite étendus à des formes plus complexes,
comme les arbres discrets ou les graphes discrets, où des conflits peuvent apparaître aux ex-
trémités. Enfin, les résultats de transformations sont généralisés en dimension finie quelconque
aux morceaux d’hyperplans arithmétiques.

Enfin, le chapitre 7 est consacré à un système de numération appelé ∆-numération et présenté
dans [23, 22]. Ce système, introduit au chapitre 2 via l’algorithme totalement soustractif pour
résoudre des problèmes de connexité d’hyperplans arithmétiques, est ici étudié du point de vue
des systèmes de numération. Nous reprenons tout d’abord un certain nombre de définitions
rencontrées au chapitre 2, de telle sorte que le chapitre 7 peut être lu indépendamment du
reste de ce manuscrit. Nous établissons ensuite un lien entre la ∆-numération et les bases de
Cantor alternées étudiées par E. Charlier dans [16, 15]. Après avoir présenté les propriétés de
normalisation et les méthodes de calcul en ∆-numération, nous nous intéressons au cas où le mot
∆ considéré est ultimement périodique. L’algorithme totalement soustractif fait alors apparaître
un réel β inverse d’un nombre de Pisot. Nous montrons alors que calculer avec des mots finis ou
ultimement périodiques en ∆-numération revient à faire des calculs dans Q[β], nous permettant
ainsi de multiplier ou de diviser facilement.

Certaines preuves des chapitres 2 et 4, relativement techniques, sont présentées en 2 versions.
Une idée de preuve est tout d’abord présentée dans le corps de la thèse, reprenant les arguments
essentiels et les intuitions de la preuve. Une démonstration formelle contenant tous les détails
techniques est ensuite disponible en annexe.
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Droites et hyperplans arithmétiques

Le but de ce chapitre est de définir les objets étudiés dans cette thèse et d’en donner quelques
propriétés élémentaires. On travaille dans l’espace euclidien Rd (d ⩾ 2) muni de son produit
scalaire canonique. La géométrie discrète s’intéresse en particulier aux structures de Zd. Tout
comme dans le cas euclidien, les sous-espaces affines font partie des objets fondamentaux de
cette partie. Si l’on peut définir des sous-espaces affines généraux via le modèle standard d’Eric
Andres (voir [2]), nous nous intéressons ici seulement aux sous-espaces de dimension d− 1 qui
ont une définition plus élémentaire.

1.1 Droites discrètes

En 1991, J.-P. Réveillès définit dans [49] la notion de droite discrète en dimension 2 comme
étant l’ensemble des points à coordonnées entières entre 2 droites parallèles.

Définition 1.1.1 (Droite discrète, voir Figure 1.1). Soient a, b, µ, ω ∈ R avec (a, b) ̸= (0, 0). La
droite discrète de vecteur normal (a, b), de décalage µ et d’épaisseur ω est l’ensemble

D(a, b, µ, ω) déf= {(x, y) ∈ Z2 | 0 ⩽ ax+ by + µ < ω}

Chaque point (x, y) de Z2 peut être représenté par un carré de côté 1 centré en ce point dit
pixel, à savoir par le carré

[
x− 1

2 , x+ 1
2

]
×
[
y − 1

2 , y + 1
2

]
. Les paramètres a, b définissent la pente

des droites parallèles considérées, µ est un décalage par rapport à l’origine, et ω est la distance
entre les 2 droites parallèles. Remarquons que, pour la dimension 2, on peut également parler
du vecteur directeur de la droite (−b, a), la pente étant alors −b

a (en considérant 1
0 comme une

pente verticale). Enfin, notons que pour tout λ ∈ R∗
+, D(a, b, µ, ω) = D(λa, λb, λµ, λω). Ainsi,

les paramètres des droites seront souvent considérés à un facteur scalaire près.

Certaines droites discrètes ont des propriétés topologiques particulières, notamment en terme
de connexité. On s’intéresse majoritairement à 2 types de connexité en dimension 2.

Définition 1.1.2 (4-voisinage et 8-voisinage, Figure 1.2). On dit que 2 points p, q ∈ Z2 sont
4-voisins ou voisins par arêtes ssi ∥p− q∥1 = 1.
On dit que p, q sont 8-voisins ou voisins par sommets ssi ∥p− q∥∞ = 1.
Une partie A ⊂ Z2 est alors 4-connexe (resp. 8-connexe) ssi toute paire de points de A est reliée
par un chemin pour le 4-voisinage (resp. le 8-voisinage).
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Chapitre 1. Droites et hyperplans arithmétiques

ω = 8 ω = 11 ω = 15 ω = 30

Figure 1.1 – Droites discrètes de paramètres (a, b, µ) = (4, 11, 7) et d’épaisseurs ω variables.

Figure 1.2 – Voisinage d’un point. Les 4-voisins du carré bleu sont les carrés verts. Les 8-voisins
du carré bleu sont les carrés verts et rouges.

Définition 1.1.3 (Droites naïves et standard). Soit D ⊂ Zd. On dit que D est une droite naïve
ssi il existe (a, b, µ) tels que D = D(a, b, µ, ∥a, b∥∞). On note alors D = D(a, b, µ). On dit que
D est une droite standard ssi il existe (a, b, µ) tels que D = D(a, b, µ, ∥a, b∥1). On note alors
D = D′(a, b, µ).

Proposition 1.1.4 ([49]). Les droites naïves sont les droites 8-connexes de plus faible épaisseur.
Les droites standard sont les droites 4-connexes de plus faible épaisseur.

Dans la Figure 1.1, la deuxième droite est naïve alors que la troisième droite est standard.
Nous reviendrons dans le chapitre 2 sur les propriétés exactes de 4- et 8-connexité de ces droites.
Les droites naïves ont également l’intérêt d’avoir une définition fonctionnelle, qui dépend de
l’octant (voir Figure 1.3) dans lequel elles vivent (dépendant des signes de a et b, et de l’ordre
de |a| et |b|). Regardons par exemple une droite naïve D = D(a, b, µ, b) du premier octant,
ie vérifiant 0 ⩽ a ⩽ −b. Pour (x, y) ∈ D, 0 ⩽ ax + by + µ < −b donc, en divisant par −b,
0 ⩽ −ax+µ

b + y < 1, et, en passant à la partie entière y = −
⌊
−ax+µ

b

⌋
= ⌈ax+µ

b ⌉. On a ainsi une
relation fonctionnelle entre x et y.

Figure 1.3 – Les 8 octants

Au-delà de leurs propriétés de connexité, les droites naïves et standard peuvent également
être étudiées en dynamique symbolique du point de vue de la combinatoire des mots, comme
exposé dans [43]. Bien que cette thèse utilise un point de vue de géométrie discrète, il est
intéressant de regarder les mêmes objets du point de vue de la dynamique symbolique pour
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1.1. Droites discrètes

Figure 1.4 – Un des multiples exemples des difficultés de la géométrie discrète : l’intersection
de droites. En géométrie euclidienne du plan, l’intersection de 2 droites est soit vide, soit un
point, soit une droite. En géométrie discrète, l’intersection peut être vide pour des droites non
parallèles (voir à gauche), ou de taille arbitraire (voir à droite).

faire un parallèle entre les articles des deux domaines. Regardons le cas des droites standard,
la démarche étant analogue pour les droites naïves. Etant donnés une droite discrète standard
D = D(a, b, µ, ω) dans le premier quartant (ie vérifiant b ⩽ 0 ⩽ a), D forme un unique 4-
chemin bi-infini. Un déplacement vers la droite dans ce chemin est encodé par la lettre 0, un
déplacement vers le haut est encodé par la lettre 1. Le chemin bi-infini dans la droite est alors
encodé par un mot bi-infini de {0, 1}Z, appelé code de Freeman de la droite et présenté dans
[27]. Cette relation entre droites et mots est représentée en Figure 1.5. Les mots obtenus ont
des propriétés particulières et ont été énormément étudiés en dynamique symbolique.

Figure 1.5 – Un morceau de droite discrète correspondant au mot
0100101001001010010100100101001001
Définition 1.1.5 (Complexité en facteurs). Soit w = (wn)n∈N ∈ {0, 1}Z.
On note Fw(n) l’ensemble des facteurs de w de taille n, ie {(wiwi+1...wi+n−1)}i∈N.
La complexité en facteurs de w est la fonction ρw : n 7→ card(Fw(n)).

Théorème 1.1.6 ([43]). Soit D = D(a, b, µ, ω) une droite naïve et w un mot représentant D.
Les propositions suivantes sont équivalentes :

— la pente −b
a de D est rationnelle (une pente verticale étant considérée comme rationnelle) ;

— ρw est bornée ;
— w est périodique

Les propositions suivantes sont également équivalentes :
— la pente −b

a de D est irrationnelle (une pente verticale étant considérée comme ration-
nelle) ;
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Chapitre 1. Droites et hyperplans arithmétiques

— ∀n ∈ N, ρw(n) = n+ 1 et w est non ultimement périodique ;
Dans le premier cas, le mot w est dit de Christoffel.
Dans le second cas, le mot w est dit sturmien.

Observons par exemple la droite D déf= D(1,−2, 0, 3) de pente rationnelle 1/2 et partons du
point (0, 0). Le mot représentant D est alors (001)Z qui est bien périodique. Intéressons-nous
maintenant au mot de Fibonacci défini à partir de la suite de Fibonacci. On pose F0

déf= 1,
F1

déf= 0 et on définit par récurrence sur n ⩾ 2, Fn = Fn−1Fn−2. Ainsi, F2 = 01, F3 = 010,
F4 = 01001, etc. La suite de (Fn)n∈N est croissante pour l’ordre préfixe donc on peut considérer
sa limite F = 0100101001001010010100100101001001... pour la topologie du Cantor {0, 1}N. F
correspond alors à une demi-droite de pente irrationnelle 1

φ où φ
déf= 1+

√
5

2 est le nombre d’or.
On peut également obtenir une droite en considérant la limite des (F2n+1.F2n)n∈N qui converge
également pour la topologie produit de {0, 1}Z.

1.2 Segments discrets

Tout comme en géométrie euclidienne, on peut s’intéresser à des morceaux finis de droites
appelés segments. Nous nous intéressons ici uniquement aux segments discrets naïfs et standard,
que nous étudions dans les chapitres 5 et 6.

Définition 1.2.1 (Segment discret naïf/standard). Un segment discret naïf est une partie bor-
née 8-connexe de droite naïve.
Un segment discret standard est une partie bornée 4-connexe de droite standard.

Notons que, contrairement à la géométrie euclidienne, un segment peut être prolongé d’une
infinité de manière en une droite. Etant donné un segment naïf S, il existe donc une infinité
de paramètres a, b, µ tels que S ⊂ D(a, b, µ, ∥(a, b)∥∞). On peut toutefois donner à ce segment
des paramètres canoniques, en exigeant que a, b, µ ∈ Z et que ∥(a, b)∥∞ soit minimale parmi
l’ensemble des solutions possibles. Dans le cas de paramètres minimaux (a, b, µ), on a dès lors
pgcd(a, b) = 1. Les segments discrets peuvent également être caractérisés par leurs points d’ap-
pui, comme utilisé pour la reconnaissance de segments discrets dans [19].

Définition 1.2.2 (Points d’appui [19], Figure 1.6). Soient S un segment discret de paramètres
minimaux a, b, µ, ω et p = (x, y) un point de S. On dit que p est un point d’appui supérieur ssi
ax+ by + µ = 0. On dit que p est un point d’appui inférieur ssi ax+ by + µ = ω − 1.

Nous avons choisi la définition de point d’appui inférieur et supérieur de sorte à ce que
les points d’appui supérieurs soient situés au-dessus du segment pour les vecteurs du premier
octant. Toutefois, pour les autres octants, il est possible que les points d’appui inférieurs soient
situés au-dessus du segment et les points d’appui supérieurs en dessous. De manière générale, les
segments sont considérés par symétrie dans le premier octant, ce qui évite ce type de problème.

Du point de vue de la combinatoire des mots, les segments naïfs ou standard peuvent éga-
lement être représentés comme des mots finis sur l’alphabet {0, 1}, par le même procédé que
pour les droites. Les points d’appui peuvent alors être vus comme les points de Lyndon du
mot obtenu, comme exposé dans [41]. Cette vision de la géométrie discrète par la dynamique
symbolique permet notamment de résoudre des problèmes a priori purement géométriques en
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Figure 1.6 – Un segment de pente 1/4. Les points d’appui inférieurs sont en rouge et les points
d’appui supérieurs en vert.

passant par la théorie des langages. C’est ainsi que les ω-automates permettent par exemple de
résoudre des problèmes de concaténation de segments discrets comme dans [7]. Un panorama
des parallèles entre géométrie discrète et dynamique symbolique peut également être trouvé
dans [10].

1.3 Hyperplans arithmétiques

La définition de droite discrète se généralise aisément en toute dimension finie, comme
l’ensemble des points de Zd entre 2 hyperplans affines parallèles.

Définition 1.3.1 (Hyperplan arithmétique [3]). Soient v ∈ Rd non nul et ω, µ ∈ R.
L’hyperplan arithmétique de vecteur normal v, de décalage µ et d’épaisseur ω est l’ensemble

P(v, µ, ω) déf= {x ∈ Zd | 0 ⩽ ⟨x, v⟩+ µ < ω}

Le vecteur v définit l’inclinaison des hyperplans réels support, le décalage µ permet de les
translater, et ω est la distance entre les deux hyperplans. Une représentation d’un plan discret
est donné en Figure 1.7. Remarquons que, comme pour les droites, les paramètres des hyperplans
sont définis à un facteur scalaire près. En effet, pour tout λ ∈ R∗

+, P(λv, λµ, λω) = P(v, µ, ω).
Les points de Zd sont représentés par des des hypercubes, x étant ainsi représenté par B∞(x, 1

2).

Figure 1.7 – Un plan discret

Définition 1.3.2 (Hyperplan naïf/standard). Un hyperplan P(v, µ, ω) est dit naïf ssi ω = ∥v∥∞.
Il est dit standard ssi ω = ∥v∥1.

11



Chapitre 1. Droites et hyperplans arithmétiques

Les hyperplans naïfs et standard ont malheureusement de moins bonnes propriétés que les
droites naïves et standard, notamment en ce qui concerne la connexité, comme traité dans
les chapitres 2 à 4. On peut toutefois remarquer que l’on garde le caractère fonctionnel des
hyperplans naïfs. Du point de vue de la dynamique symbolique, des généralisations des mots
sturmiens ont permis de créer un lien entre hyperplans standard de Zd et configurations de
J0, d− 1K de dimension d − 1, via la description de la surface de l’hyperplan. On pourra entre
autres regarder les travaux suivants : [30, 26, 6].

Si, dans le cas des droites discrètes, il existe une différence forte entre pente rationnelle et
pente irrationnelle, le comportement des hyperplans arithmétiques en dimensions supérieures
est plus complexe.

Définition 1.3.3 (pgcd d’un vecteur). Etant donné un vecteur v ∈ Rd non nul, on appelle
pgcd(v) le plus grand réel α, s’il existe, tel que v

α ∈ Zd. Sinon, on prend pgcd(v) = 0. On notera
également a ∧ b le pgcd de a et b.

Définition 1.3.4 (Dimension sur Q). Soit v = (v1, ..., vd) ∈ Rd. La dimension sur Q de v, notée
dimQ(v) est la dimension du Q-espace vectoriel engendré par les coordonnées de v. Autrement
dit, dimQ(v) = rgQ(v1, v2, ..., vd) où l’on travaille dans le Q-espace vectoriel R.

Définition 1.3.5 (Vecteur rationnel, irrationnel, totalement irrationnel). Soit v ∈ Rd non nul.
— v est dit rationnel ssi dimQ(v) = 1 (ssi pgcd(v) > 0)
— v est dit irrationnel ssi dimQ(v) > 1 (ssi pgcd(v) = 0)
— v est dit totalement irrationnel ssi dimQ(v) = d, ie ssi les coordonnées de v sont indé-

pendantes sur Q.

Exemple 1.3.6.
— (1, 2, 4) est un vecteur rationnel de pgcd 1 ;
— (3π, 5π, 7π) est un vecteur rationnel de pgcd π ;
— (1,

√
2, 1 +

√
2) est un vecteur irrationnel mais pas totalement irrationnel ;

— (1,
√

2,
√

3) est un vecteur totalement irrationnel.

Les hyperplans artihmétiques ont un comportement très différent selon la dimension sur

Q de leur vecteur normal v. Regardons notamment la fonction linéaire f déf=
{
Zd → R
x 7→ ⟨x, v⟩

L’ensemble des périodes du plan est alors Ker(f). Dans le cas où v est rationnel, par le théorème
de Bézout, Im(f) = pgcd(v)Z, qui est un sous-groupe monogène de R. L’hyperplan est alors ca-
ractérisé par un ensemble fini répété périodiquement dans tout l’espace. Dans le cas irrationnel,
Im(f) est un sous-groupe dense de R. Dans le cas où v est totalement irrationnel, on sait de
plus que f est injective et que le plan n’admet donc aucune période. Ce cas est d’ailleurs le plus
utilisé en dynamique symbolique car c’est celui qui permet de généraliser les mots sturmiens en
toute dimension (voir [6] pour une généralisation possible).

La disjonction de cas rationnel/irrationnel sera très fréquente dans la suite de ce manuscrit.
Les preuves dans le cas rationnel reposent souvent sur l’arithmétique et le théorème de Bézout
quand le cas irrationnel utilise principalement des arguments de densité et donc d’analyse. Il
est d’ailleurs important de constater que les hyperplans totalement irrationnels ont souvent un
comportement nettement plus régulier que les hyperplans rationnels, ceci étant notamment dû
à la disparition de l’arithmétique et des pgcd.
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2

Connexité par faces des hyperplans
arithmétiques

Ce chapitre reprend l’état de l’art sur la question de la connexité par faces, généralisation
de la 4-connexité en toute dimension finie. Il est essentiellement constitué d’un état de l’art sur
le sujet, afin d’introduire les recherches développées durant la thèse sur la connexité générale
(chapitres 3 et 4). Le contenu est notamment fortement inspiré de [21, 23, 22]. Ont également
été ajoutés à ce chapitre des compléments de l’article [22] sur la connexité à l’épaisseur critique,
notamment sur les méthodes de calcul dans les systèmes de numération introduites par l’article.
Nous ajoutons également quelques mots sur la connexité par faces en dimension infinie.

Définition 2.0.1 (Voisinage par faces). Deux points x, y ∈ Zd sont voisins par faces ssi
∥x− y∥∞ = 1.

Les points x de Zd peuvent être représentés par des hypercubes, à savoir des boules B∞
(
x, 1

2

)
.

Ainsi, les points de Z2 peuvent être représentés par des carrés et les points de Z3 par des cubes.
Deux hypercubes sont dits voisins ssi ils se touchent au niveau des faces. Etant donné un objet
X ⊂ Zd, on peut ainsi considérer le graphe de X induit par le voisinage par faces : GX = (X,AX)
où ∀x, y ∈ X, {x, y} ∈ AX ⇔ x et y sont voisins par faces. Il est alors possible de s’intéresser
aux diverses propriétés de GX , en particulier à sa connexité.

Définition 2.0.2 (Connexité par faces). Soit X un objet de Zd. On dit que X est connexe par
faces ssi le graphe GX est connexe et non vide.

Remarquons que nous parlons de « connexe » pour dire « connexe et non vide » , ce qui
nous permet d’énoncer plus facilement les propriétés de connexité dans le cas des hyperplans
arithmétiques. Nous nous intéressons donc au problème suivant :

Problème 2.0.3. Etant donnés v, µ, ω, l’hyperplan P(v, µ, ω) est-il connexe par faces ?

Par abus de langage, on omettra souvent dans ce chapitre le qualificatif « par faces » en
parlant de connexité ou de voisins.
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Chapitre 2. Connexité par faces des hyperplans arithmétiques

Figure 2.1 – Un morceau d’hyperplan arithmétique et son graphe induit. On peut remarquer
que le graphe induit est ici un arbre dont les branches sont représentées par 3 couleurs différentes.

2.1 Le cas de la dimension 2

La dimension 2 offre un cas très simple d’étude de connexité par faces (également appe-
lée dans ce cas 4-connexité). Les droites standard, de la forme D(a, b, µ, ∥(a, b)∥1), sont alors
des droites particulières pour la connexité par faces. La propriété de caractérisation de la 4-
connexité, énoncée dans [49] pour des droites à paramètres entiers, mérite quelques précisions
supplémentaires. Notamment, il est nécessaire de distinguer le cas rationnel du cas irrationnel.

Figure 2.2 – Une droite standard

Théorème 2.1.1 (Connexité par faces des droites discrètes [21]). Soient a, b, µ, ω ∈ R tels que
a, b soient non tous deux nuls.

— si a et b sont rationnellement indépendants (ie dimQ(a, b) = 2) alors D(a, b, µ, ω) est
connexe par faces ssi ω ⩾ ∥(a, b)∥1.

— si a et b sont rationnellement liés (ie dimQ(a, b) = 1) alors D(a, b, µ, ω) est connexe par
faces ssi ω > ∥(a, b)∥1 − pgcd(a, b) + (µ mod pgcd(a, b)).

Ce théorème, bien qu’il puisse se démontrer facilement manu militari, est un cas particulier
de théorèmes bien plus généraux sur la connexité par faces en dimension finie quelconque.

2.2 Epaisseur de connexité

La connexité par faces des hyperplans arithmétiques suit un phénomène de percolation. Il
a en effet été démontré dans [21] que pour v, µ fixés, l’ensemble des épaisseurs rendant le plan
connexe est un intervalle non borné de R+.

Théorème 2.2.1 (Epaisseur de connexité [21]). Soit v ∈ Rd non nul et µ ∈ R.
Il existe une épaisseur critique Ω(v, µ) telle que :

14



2.2. Epaisseur de connexité

∀ω < Ω(v, µ),P(v, µ, ω) n’est pas connexe par faces.
∀ω > Ω(v, µ),P(v, µ, ω) est connexe par faces.

On appelle alors Ω(v, µ) l’épaisseur de connexité de v, µ. En dimension 2, ce phénomène peut
s’observer sur la Figure 2.3. La droite standard correspond alors à la frontière Ω(v, µ) à partir
de laquelle la droite devient connexe. Une fois l’existence de l’épaisseur de connexité prouvée,
deux questions se posent encore :

— comment calculer Ω(v, µ) ?
— que se passe-t-il lorsque ω = Ω(v, µ) ? (comportement à l’épaisseur critique)

ω = 8 ω = 11 ω = 15 ω = 30

Figure 2.3 – Droites discrètes de paramètres (a, b, µ) = (4, 11, 7) et d’épaisseurs variables. Les
droites deviennent alors connexes par faces à partir de la troisième qui a pour épaisseur 15.

Parlons tout d’abord du calcul de Ω(v, µ). Les propriétés suivantes, qui permettent de sim-
plifier le problème, proviennent de [21]. Elles montrent notamment que la dépendance de Ω en
µ est faible et donnent un certain nombre de symétries sur la fonction Ω.

Proposition 2.2.2 (Dépendance au décalage [21]). Soient v ∈ Rd non nul et µ ∈ R.
— si v est irrationnel alors Ω(v, µ) = Ω(v, 0).
— si v est rationnel alors Ω(v, µ) = Ω(v, 0) + (µ mod pgcd(v)).

On s’intéresse alors maintenant exclusivement à Ω(v, 0) que l’on note par abus Ω(v).

Proposition 2.2.3 ([21]). Soit v ∈ Rd avec au moins 2 coordonnées non nulles. On pose
λ

déf= min({|vi| | i ∈ J1, dK , vi ̸= 0}).
Alors ∥v∥∞ ⩽ Ω(v) ⩽ ∥v∥∞ + λ.
De plus, ces bornes sont optimales.

Proposition 2.2.4 ([21]). Soit v ∈ Rd non nul. Alors Ω(v) = Ω(|v|) où |v| déf= (|vi|)i∈J1,dK.

On peut donc se restreindre au cas des vecteurs positifs. Dès lors, le théorème suivant permet
de calculer récursivement Ω à partir d’un algorithme de pgcd : l’algorithme totalement sous-
tractif, introduit dans [51] en tant qu’algorithme de fractions continues multidimensionnelles.

Théorème 2.2.5 (Réduction [21]). Soit v un vecteur positif non nul de Rd. On note πi la
projection orthogonale parallèlement à la i-ième coordonnée et 1 déf= (1, 1, ..., 1).

— si d = 1 alors Ω(v) = 0.
— si v a une coordonnée nulle vi alors Ω(v) = Ω(πi(v)).
— si v est à coordonnées strictement positives et si vi est une des coordonnées minimales

de v alors Ω(v) = Ω(v − vi(1− ei)) + vi.

Regardons par exemple le déroulé de l’algorithme sur le vecteur (16, 7, 10, 7) en Figure 2.4.
A chaque étape on modifie le vecteur et on incrémente l’épaisseur Ω à partir du théorème de
réduction. Lorsqu’une coordonnée est nulle (en rouge), on la supprime. Sinon, on prend une
coordonnée minimale et on la soustrait aux autres coordonnées comme pour un algorithme de
pgcd.
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Chapitre 2. Connexité par faces des hyperplans arithmétiques

v Ω
(16,7,10,7) 0
(9,7,3,0) 7
(9,7,3) 7
(6,4,3) 10
(3,1,3) 13
(2,1,2) 14
(1,1,1) 15
(1,0,0) 16
(1,0) 16
(1) 16

Figure 2.4 – Déroulé de l’algorithme totalement soustractif sur l’exemple (16, 7, 10, 7). Fina-
lement, l’épaisseur de connexité est 16.

Proposition 2.2.6 ([21]). L’algorithme de réduction associé à l’algorithme totalement sous-
tractif termine ssi v est rationnel. Dans le cas irrationnel, en notant (v(n))n∈N et (Ω(n))n∈N la
suite des vecteurs et épaisseurs considérés, ces deux suites convergent respectivement vers un
vecteur v(∞) et un réel Ω(∞). De plus Ω(v) = Ω(∞) +

∥∥∥v(∞)
∥∥∥

∞

On peut toutefois ajouter un critère d’arrêt à l’algorithme lui permettant de s’arrêter pour
presque tout vecteur. Ce critère est une version forte de celui exposé dans [23].

Théorème 2.2.7. Soit v ∈ Rd non nul. On suppose qu’il existe I ⊂ J1, dK tel que :
— |I| ⩾ 2 ;
— (vi)i∈I est irrationnel ;
— Ω((vi)i∈I) ⩽ ∥v∥∞.

Alors Ω(v) = ∥v∥∞.

Démonstration. L’épaisseur de connexité étant invariante par permutation des coordonnées, on
peut supposer sans perte de généralités I = J1, rK avec r ⩾ 2. On appelle πA la projection
orthogonale de Rd sur A déf= Vect(e1, ..., er) et πB la projection orthogonale de Rd sur B déf=
Vect(er+1, ..., ed). En considérant vA

déf= πA(v) et vB
déf= πB(v), on a alors v = vA + vB. Prenons

ω > ∥v∥∞ et montrons que P(v, 0, ω) est connexe. Soient x, y ∈ P(v, 0, ω). On note, pour
α ∈ {A,B}, xα

déf= πα(x) et yα
déf= πα(y). On considère N déf= ∥yB − xB∥1 ∈ N. Montrons par

récurrence sur N qu’il existe un chemin de x à y dans P(v, 0, ω).

Si N = 0 alors xB = yB. Notre but est d’utiliser ω > Ω(vA) pour créer un chemin de xA à yA
dans P(vA, µ, ω) pour un µ bien choisi et de le relever en un chemin de x à y dans P(v, 0, ω). On
pose pour cela µ déf= ⟨xB, vB⟩ = ⟨yB, vB⟩. Remarquons que, comme ⟨x, v⟩ = ⟨xA, vA⟩+ ⟨xB, vB⟩,
xA ∈ P(vA, µ, ω). De même, yA ∈ P(vA, µ, ω). Or, Ω(vA) ⩽ ∥v∥∞ < ω donc il existe un chemin
z0, ..., zk de xA à yA dans P(vA, µ, ω). Ce chemin peut alors être relevé dans P(v, 0, ω) en le chemin
z0 + xB, z1 + xB, ..., zk + xB. Or z0 + xB = xA + xB = x et zk + xB = yA + xB = yA + yB = y.
Donc il existe bien un chemin de x à y dans P(v, 0, ω).

Si N > 0, yB−xB admet une coordonnée non nulle. Sans perte de généralités, supposons qu’il
s’agit de la coordonnée selon ed et supposons yd−xd > 0. Nous proposons d’utiliser les vecteurs
e1, ..., er pour nous déplacer dans P(v, 0, ω) jusqu’à un point z tel que z et z+ ej appartiennent
à P(v, 0, ω). Ceci est possible du fait que ω > ∥v∥∞ et par densité car vA est irrationnel. On
pourra alors effectuer le déplacement ed puis conclure par hypothèse de récurrence.
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2.2. Epaisseur de connexité

On pose zB
déf= yB − ed. Comme vA est irrationnel, par densité, il existe zA ∈ A tel que

−⟨zB, vB⟩ ⩽ ⟨zA, vA⟩ < ω − ∥v∥∞ − ⟨zB, vB⟩. Considérons z déf= zA + zB. ⟨z, v⟩ = ⟨zA, vA⟩ +
⟨zB, vB⟩ ∈ [0, ω − ∥v∥∞ [. De plus, w déf= z + ed vérifie ⟨w, v⟩ = ⟨z, v⟩ + vd ∈ [0, ω[ car 0 ⩽
vd ⩽ ∥v∥∞. Donc w, z ∈ P(v, 0, ω) et z et w sont voisins par faces via ed. Or ∥zB − xB∥1 =
∥yB − xB∥ − 1 = N − 1 donc, par hypothèse de récurrence, il existe un chemin de x à z dans
P(v, 0, ω). De plus, ∥yB − wB∥ = 0 donc, grâce au cas N = 0, il existe un chemin de w à y dans
P(v, 0, ω). En concaténant les chemins, il existe un chemin de x à y dans P(v, 0, ω).

Corollaire 2.2.8. Soit v un vecteur positif non nul de Rd. On suppose que v admet 2 coordon-
nées vj et vk rationnellement indépendantes et que vj + vk ⩽ ∥v∥∞. Alors Ω(v) = ∥v∥∞.

On obtient alors l’algorithme 1 pour calculer l’épaisseur de connexité.

Algorithme : Algorithme totalement soustractif 1[51, 21]
Entrée : v un vecteur non nul
Sortie : Ω(v)
d← nombre de coordonnées de v ;
v ← |v| ;
Ω← 0 ;
tant que d > 1 faire

si il existe deux coordonnées vj et vk rationnellement indépendantes et telles que
vj + vk ⩽ ∥v∥∞ alors

Renvoyer ∥v∥∞ + Ω
si v admet une coordonnée nulle vi alors

v ← πi(v) ;
d← d− 1

sinon
i← indice d’une coordonnée minimale de v ;
v ← v − vi(1− ei) où 1 = (1, 1, ..., 1) ;
Ω← Ω + vi

Renvoyer Ω

Définition 2.2.9 (Ensemble de Kraaikamp-Meester [31]). Soit v ∈ Rd tel que l’algorithme to-
talement soustractif ne termine pas sur l’entrée v ni n’effectue de projection. On note (v(n))n∈N∗

la suite des vecteurs considérés par l’algorithme. On dit que v vérifie la propriété de Kraaikamp-
Meester ssi ∀n ∈ N∗,

∥∥∥v(n)
∥∥∥

∞
<
∥v(n)∥1
d−1 . On note Kd l’ensemble des vecteurs vérifiant la pro-

priété de Kraaikamp-Meester de dimension d.

L’ensemble Kd a été introduit par C. Kraaikamp et R. Meester dans un tout autre contexte
que celui de la géométrie discrète. Il s’agit de l’ensemble des vecteurs pour lesquels l’algorithme
totalement soustractif ne termine pas ni n’effectue de projection, à une petite exception tech-
nique près. En effet, les vecteurs de la forme v = (v′

1, v
′
2, ..., v

′
i,Ω(v′), ...,Ω(v′)) pour v′ ∈ Ki et

i < d ne sont pas dans Kd. En dehors de cette exception facheuse, on peut, en première lecture,
retenir que les vecteurs de Kd sont ceux pour lesquels l’algorithme totalement soustractif ne
termine pas ni n’effectue de projection. Une représentation normalisée (en imposant ∥v∥1 = 1)
de l’ensemble K3 est donnée en Figure 2.5 (issue de l’article [4] où K3 correspond au joint de
Rauzy). Cet ensemble a été montré Lebesgue-négligeable pour d ⩾ 3 dans le même article [31].
Cela signifie notamment que l’algorithme entièrement soustractif termine pour presque tout
vecteur (lorsque d ⩾ 3).

Proposition 2.2.10 ([23]). Soit v un vecteur de Kd. Alors Ω(v) = ∥v∥1
d−1 .
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Figure 2.5 – Une représentation normalisée de l’ensemble K3

Notons que, en dimension 2, l’ensemble K2 est constitué des vecteurs irrationnels : on re-
trouve alors que Ω(v) = ∥v∥1

2−1 = ∥v∥1. Dans le cas rationnel, l’algorithme totalement soustractif
étant un algorithme de pgcd, on peut démontrer (voir [21]) que Ω(v) = ∥v∥1 − pgcd(v). Finale-
ment, pour tout vecteur v de R2 \ {0}, on a Ω(v) = ∥v∥1− pgcd(v) (rappelons que le pgcd d’un
vecteur irrationnel vaut 0).

2.3 ∆-numération

L’étude de la connexité à l’épaisseur de connexité nécessite de considérer le décalage µ du
plan. Pour cela, nous encodons le réel µ dans un système de numération issu de l’algorithme to-
talement soustractif et défini dans [22] : la ∆-numération. Un court chapitre sur les propriétés de
la ∆-numération est proposé à la fin de ce manuscrit. Nous ne parlons donc ici que des propriétés
de ce système qui nous sont nécessaires pour étudier la connexité des hyperplans arithmétiques.
Les propriétés propres à la ∆-numération sont exposées dans le chapitre 7. Restreignons-nous
tout d’abord aux vecteurs de l’ensemble Kd de Kraaikamp-Meester. Etudier les autres vecteurs
n’est en effet pas utile, d’après le théorème suivant :

Théorème 2.3.1 ([23]). Soient v ∈ Rd non nul et µ ∈ R. On suppose que l’algorithme totale-
ment soustractif termine sur v. Alors P(v, µ,Ω(v, µ)) n’est pas connexe par faces.

Observons le déroulé de l’algorithme totalement soustractif sur un vecteur v ∈ Rd. Si l’al-
gorithme termine, on conclut par le théorème précédent que le plan n’est jamais connexe à
l’épaisseur de connexité. Sinon, l’algorithme aboutit en un nombre fini d’étapes à un vecteur
v′ ∈ Kd′ pour d′ ⩽ d, après d − d′ projections. Le comportement à l’épaisseur de connexité est
alors le même pour v et v′, à savoir que ∀µ ∈ R,P(v, µ,Ω(v)) est connexe ssi P(v′, µ,Ω(v′)) est
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connexe. On peut donc restreindre l’étude de la connexité à l’épaisseur critique aux vecteurs de
Kraaikamp-Meester.

2.3.1 Un nouveau système de numération

On se donne pour cette partie un vecteur v de Kd et on regarde le déroulé infini de l’algo-
rithme totalement soustractif sur v.

On note alors :
— (v(n))n∈N∗ la suite des vecteurs considérés par l’algorithme (avec v(1) = v) ;
— ∆ = (δn)n∈N∗ la suite des indices des coordonnées minimales des v(n) (ainsi δn ∈ J1, dK) ;
— θ = (θn)n∈N∗ la suite des coordonnées minimales des vn (ainsi θn = v

(n)
δn
∈ R∗

+).

Par la suite, on nommera (v(n))n∈N∗ , ∆ et θ en parlant des « suites associées à v » .
Remarquons que, comme v ∈ Kd, le déroulé de l’algorithme totalement soustractif n’effectue
aucune projection. Ainsi, les v(n) sont tous des vecteurs de Rd. De plus, les suites ∆ et θ sont
bien définies car il y a toujours unicité de la coordonnée minimale. Dans le cas contraire, l’étape
suivante de l’algorithme mènerait à l’annulation d’une coordonnée et donc à une projection (ce
qui est exclu pour les éléments de Kd).

Définition 2.3.2 (∆-numération [24]). Soit un vecteur v ∈ Kd. Soient ∆ ∈ J1, dKω et θ ∈ (R∗
+)N

les suites associées à v. Prenons enfin σ ∈ ZN∗ un mot infini sur l’alphabet Z. On dit alors que
le mot σ représente, s’il existe, le réel φv(σ) déf=

∑
n∈N∗

σnθn.

Un cas simple de convergence de la somme φv(σ) est celui où le mot σ est fini, ie se termine
par une infinité de 0. Dès lors, la somme φv(σ) est finie donc converge. De même, comme θ est
sommable, φv(σ) existe pour tout mot σ borné.

Proposition 2.3.3 ([23]). φv(1ω) = Ω(v)

En 2014, V. Berthé, E. Domenjoud, D. Jamet et X. Provençal se sont intéressés au cas de
Tribonacci dans [11]. On appelle α l’unique racine réelle du polynôme X3 + X2 + X − 1. On
considère le vecteur v déf= (α, α + α2, 1) et on regarde en Figure 2.6 le déroulé de l’algorithme
totalement soustractif sur v. On obtient alors ∆ = (123)ω et ∀n ∈ N∗, θn = αn.

vn δn θn
v = (α, α+ α2, 1) 1 α

(α, α2, 1− α) 2 α2

(α− α2, α2, α3) 3 α3

(α4, α4 + α5, α3) = α3v 1 α4

...
...

...

Figure 2.6 – Déroulé de l’algorithme totalement soustractif sur le vecteur v = (α, α + α2, 1)
où α vérifie α+ α2 + α3 = 1.
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2.3.2 Expansions et réductions

Le mot ∆ obtenu à partir de l’algorithme totalement soustractif caractérise tout le système
de numération (à un facteur multiplicatif près). Les occurrences des différentes lettres de J1, dK
permettent notamment de calculer en ∆-numération à partir de 2 opérations : la réduction et
l’expansion. Tous les résultats sur ce système de numération sont donnés dans [22].

Théorème 2.3.4 ([31]). Soit v ∈ Kd. Alors dimQ(v) = d, ie v est totalement irrationnel.

Théorème 2.3.5 ([23]). Soit ∆ ∈ J1, dKω. Alors ∆ est issu de l’algorithme totalement soustractif
ssi toutes les lettres de J1, dK apparaissent une infinité de fois dans ∆. Dans ce cas, il existe un
unique vecteur v (à un facteur multiplicatif près) associé à ∆.

Considérons ∆ un mot infini où chaque lettre admet un nombre infini d’occurrences. On
pourra pour cela observer la Figure 2.7. Pour obtenir constructivement un vecteur v permettant
d’obtenir ∆, on peut procéder par des découpages successifs de l’espace Rd. Tout d’abord, pour
tout λ > 0 et pour tout v ∈ Kd, v et λv permettent d’obtenir le même mot infini. On cherche
ainsi v positif à un facteur multiplicatif près et on peut donc imposer ∥v∥1 = 1. Cela réduit
notre recherche à {v ∈ Rd | v ⩾ 0 et ∥v∥1 = 1} qui est un (d − 1)-simplexe (un triangle dans
la figure). Chaque lettre de ∆ va alors poser une contrainte supplémentaire nous permettant de
découper cet espace au fur et à mesure. Par exemple, si δ1 = k ∈ J1, dK alors k est la composante
minimale de v : on découpe donc le simplexe en d parties (les 3 sous-triangles sur la figure).
En fontion de la lettre δ1, on se dirige donc, depuis le centre dans la direction bleue, rouge ou
verte. Le polytope obtenu sera à son tour découpé en d parties selon la valeur de δ2, etc (les
sous-triangles des sous-triangles). La suite des polytopes obtenus converge alors vers un unique
point qui est le vecteur v recherché. Sur la figure, les points noirs représentent ainsi les points
limites de ce processus, à savoir les éléments de Kd.

Théorème 2.3.6 (liaison [22]). Soit v ∈ Kd et ∆ associé à v. Soit k ∈ J1, dK
1) Si la lettre k a sa première occurrence dans ∆ en position n alors vk =

n∑
i=1

θi.

2) Si la lettre k possède 2 occurrences successives dans ∆ en positions m et n alors θm =
n∑

i=m+1
θi.

Ce théorème permet d’expliciter les relations de liaison entre les différents termes de la suite
θ. Il permet également de définir des opérations de réduction et d’expansion pour mener des
calculs en ∆-numération.

Définition 2.3.7 (Réduction/Expansion [23]). Soit un mot infini ∆ ∈ J1, dKω et un mot a ∈ Zω.
On suppose que la lettre k ∈ J1, dK possède 2 occurrences successives en positions m et n. On
appelle alors réduction la transformation de a consistant à incrémenter am et décrémenter les
ai pour i ∈ Jm+ 1, nK pour obtenir un nouveau mot a′. L’opération inverse est appelée expansion.

Réduction :
∆ · · · k ( ̸= k) ( ̸= k) (̸= k) k · · ·
a · · · am am+1+1 am+2+1 · · · an+1 · · ·
a′ · · · am+1 am+1 am+2 · · · an · · ·

Expansion :
∆ · · · k (̸= k) ( ̸= k) (̸= k) k · · ·
a · · · am+1 am+1 am+2 · · · an · · ·
a′ · · · am am+1+1 am+2+1 · · · an+1 · · ·
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Figure 2.7 – Une représentation normalisée de l’ensemble K3 (le point de coordonnées (x, y)
représente le vecteur (x, y, 1 − x − y)). Les couleurs bleue, rouge et verte correspondent aux
déplacements induits par les lettres de ∆. Un exemple est donné avec le chemin BRV R partant
du centre qui correspond aux 4 premières lettres de ∆ = 2131....

Remarquons que les définitions de réduction et d’expansion reposent sur le théorème de
liaison qui assure θm =

n∑
i=m+1

θi. Ainsi, si ces réels existent, φv(a) = φv(a′). De manière générale,

on travaille avec des mots a à valeurs dans N. On autorise alors seulement les réductions vers
un am = 0 et les expansions depuis un nombre am+1 ⩾ 2. On peut alors chercher, étant donnés
a et ∆, à calculer une forme normale pour a dans le système de ∆-numération. Un exemple de
normalisation est donné en Figure 2.8. Les opérations d’expansion et réduction possèdent alors
de très bonnes propriétés du point de vue des systèmes de numération.

1 2 1 3 2 3 1 3 · · ·

0 0 4 0 0 0 0 0 0
0 0 3 1 1 1 1 0 0
0 1 2 0 0 1 1 0 0
0 1 1 1 1 2 2 0 0
1 0 0 1 1 2 2 0 0
1 0 1 0 0 1 1 0 0

Figure 2.8 – Réduction de a déf= 004 dans le système de ∆-numération pour ∆ déf= 12132313.....
Les positions d’expansion sont notées en rouge, celles de réduction en bleu. On obtient alors un
mot a′ = 101001100 qui représente la même valeur que a et sur lequel on ne peut plus faire ni
réduction ni expansion.

Pour être complet dans les opérations de ce système de numération, il nous faut parler du
cas des retenues à l’infini. Dans la numération décimale classique, 1 = 0, 999999999999999.... De
manière générale, tout nombre décimal admet une écriture impropre. On observe une propriété

21



Chapitre 2. Connexité par faces des hyperplans arithmétiques

analogue pour les mots finis en ∆-numération.

Définition 2.3.8 (Ecriture impropre). Soit a ∈ {0, 1}ω. On dit que a est une écriture impropre
ssi il existe k ∈ J1, dK tel que, pour tout n suffisamment grand, an = 0⇔ δn = k.

Considérons par exemple ∆ déf= 12131231... et a′ = 1. On peut alors faire des expansions
successives comme en Figure 2.9 pour construire à la limite un mot infini a équivalent à a′. Le
mot a obtenu est une écriture impropre et φv(a) = φv(a′). De manière générale, tout mot a
possédant une écriture impropre admet un mot a′ fini qui lui est équivalent. Considérons en effet
un mot a = uw sous écriture impropre où u est un mot fini et ∀n ∈ N∗, wn = 0 ⇔ δn+|u| = k

avec w1 = 0. Le mot a′ déf= u1 est un mot fini équivalent à a. La transformation uw → u1 est
alors appelée règle de retenue à l’infini et est un équivalent du 1 = 0, 999999999... en numération
décimale.

1 2 1 3 1 2 3 1 · · ·

1 0 0 0 0 0 0 0 · · ·
0 1 1 0 0 0 0 0 · · ·
0 1 0 1 1 0 0 0 · · ·
0 1 0 1 0 1 1 1 · · ·

Figure 2.9 – Construction de l’écriture impropre d’un mot à partir d’un mot fini

Théorème 2.3.9 ([23]). Le système d’expansion/réduction/retenue à l’infini est confluent. De
plus, si a ∈ Nω est tel que φv(a) ∈ [0,Ω(v)] alors a admet une forme normale pour ce système.

Proposition 2.3.10 (Comparaison [22]). Soient a et a′ des mots de {0, 1}ω sous formes nor-
males. Alors φv(a) < φv(a′) ssi a est strictement plus petit que a′ pour l’ordre lexicographique.

Pour la comparaison, on normalise donc les 2 mots à comparer puis on les compare pour
l’ordre lexicographique. Pour l’addition, si a, a′ sont deux mots de {0, 1}ω tels que φv(a) +
φv(a′) < Ω(v), on additionne a et a′ terme à terme. On obtient alors un mot de {0, 1, 2}ω que
l’on normalise. Remarquons que la condition φv(a) + φv(a′) < Ω(v) n’est pas si restrictive,
quitte à prolonger ∆ vers la gauche.

2.3.3 Le cas ultimement périodique

Un cas particulier intéressant de ∆-numération est le cas où ∆ est ultimement périodique
de période p. De nombreuses nouvelles propriétés apparaissent alors pour notre système de
numération, ce qui nous permet d’y effectuer des opérations plus complexes. Le cas ultimement
périodique de la ∆-numération a été traité dans [22] en tant qu’outil pour décider la connexité
des hyperplans à l’épaisseur critique. Remarquons que l’on peut toujours se ramener au cas où
∆ est périodique. Si v est un vecteur associé à ∆ = ∆0π

ω, il suffit d’appliquer |∆0| étapes de
l’algorithme totalement soustractif à v pour aboutir à un vecteur v′ de mot associé πω.

Afin de parler du déroulé de l’algorithme totalement soustractif, on pose, pour i ∈ J1, dK,
γi

déf= x 7→ x− (1− ei)xi.

Proposition 2.3.11 ([22, 5]). Supposons ∆ ultimement périodique de période π ∈ J1, dK∗ et
prenons p déf= |π|.
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2.4. Connexité à l’épaisseur critique

— il existe un réel β tel que, pour tout n assez grand θn+p = βθn ;
— 1

β est un nombre de Pisot de degré d, ie β est de module < 1 et tous ses conjugués sont
de module > 1 ;

— le polynôme minimal de β, noté µβ, est le polynôme minimal (et caractéristique) de la
matrice γπp ◦ ... ◦ γπ1.

Il est ainsi possible de retrouver facilement les vecteurs v associés à des mots ∆ ultimement
périodiques. Si ∆ = δπω avec |δ| = k et |π| = p, observons alors l’application Γ déf= γπp ◦ γπp−1 ◦
... ◦ γπ1 . Le nombre β est alors une valeur propre de Γ associée à un vecteur propre v0. Dès lors,
le vecteur v recherché vérifie (γδk

◦ γδk−1 ◦ ... ◦ γδ1)(v) = v0. Les γi étant inversibles, on peut
ainsi retrouver v.

Dans le cas où ∆ = (123)ω, le vecteur v peut ainsi être trouvé comme vecteur propre de

γ3 ◦ γ2 ◦ γ1 qui a pour matrice associée

 2 0 −1
−1 2 −1
0 −1 1

. Cette matrice a pour unique valeur

propre réelle α3 (qui est l’inverse d’un nombre de Pisot) où α est l’unique racine réelle de
X3 +X2 +X − 1 et un vecteur propre associé est v = (α, α+ α2, 1). On retrouve alors bien le
vecteur de Tribonacci étudié dans [11].

2.4 Connexité à l’épaisseur critique

Avant de conclure sur la connexité des hyperplans arithmétiques, faisons un bref rappel des
propriétés exposées dans [21] et exposées précédemment.

L’épaisseur de connexité Ω(v, µ) permet de caractériser la connexité des plans arithmétiques
via un phénomène de percolation :

— ∀ω < Ω(v, µ),P(v, µ, ω) n’est pas connexe ;
— ∀ω > Ω(v, µ),P(v, µ, ω) est connexe.

Cette épaisseur Ω a une faible dépendance en µ, ce qui nous pousse à nous intéresser à Ω(v) déf=
Ω(v, 0). Il est enfin aisé de calculer Ω(v) grâce à l’algorithme totalement soustractif qui termine
pour presque tout vecteur. Pour les autres vecteurs, on peut se ramener à l’étude de l’ensemble
Kd de Kraaikamp-Meester (voir [31]). La question restante est alors de décider la connexité
des plans à l’épaisseur critique Ω : étant donnés v, µ, comment décider si P(v, µ,Ω(v, µ)) est
connexe ?

Théorème 2.4.1. 2.3.1 Soit v ∈ Rd. On suppose que l’algorithme totalement soustractif termine
sur v. Alors ∀µ ∈ R,P(v, µ,Ω(v, µ)) est non connexe.

Lorsque l’algorithme totalement soustractif ne termine pas sur v, on peut de plus se ramener
au cas où est v de Kraaikamp-Meester. Ainsi, on peut considérer les suites (v(n))n∈N∗ , (θn)n∈N∗

et ∆ = (δn)n∈N∗ produites par l’algorithme totalement soustractif et travailler en ∆-numération
pour résoudre le problème. L’idée utilisée dans [23] est de proposer une construction incrémentale
du plan à l’épaisseur critique à partir de l’algorithme.
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2.4.1 Clôture palindromique

Comme v ∈ Kd est totalement irrationnel et les θn vivent dans le groupe engendré par
v1, ..., vd, il existe un unique Tn ∈ Zd tel que ⟨v, Tn⟩ = θn. On peut également calculer ex-
plicitement les Tn à partir de l’algorithme totalement soustractif. En effet, en considérant les
fonction γi

déf= x 7→ x− (1− ei)xi, on a ∀n ∈ N∗, θn =
〈
v(n), eδn

〉
=
〈
(γδn−1 ◦ ... ◦ γδ1)(v), eδn

〉
=〈

v, ( tγδ1 ◦ ... ◦ tγδn−1)(eδn)
〉
. Ainsi, Tn = ( tγδ1 ◦ ...◦ tγδn−1)(eδn). Remarquons que la définition

de Tn ne dépend alors que du mot ∆ et pas du vecteur v. La différence tient au fait que ∆
permet de connaître la suite (θn)n∈N à un facteur multiplicatif près, facteur donné par le vecteur
v. La suite (Tn)n∈N ne dépend quant à elle pas de ce facteur multiplicatif.

On peut noter que comme ∀n ∈ N∗, ⟨v, Tn⟩ = θn et comme v est totalement irrationnel, les
Tn vérifient les mêmes relations de liaisons que les θn.

Proposition 2.4.2 ([23]). Soit k ∈ J1, dK.

1. Si la lettre k a sa première occurrence dans ∆ en position n alors ek =
n∑
i=1

Ti.

2. Si la lettre k possède 2 occurrences successives dans ∆ en positions m et n alors Tm =
n∑

i=m+1
Ti.

On peut ainsi utiliser le système de ∆-numération pour représenter les vecteurs de Zd à partir

de mots finis. On considère en effet l’application ψ∆ déf=


Z∗ → Zd

σ 7→
|σ|∑
n=1

σnTn
où Z∗ désigne

l’ensemble des mots finis sur l’alphabet Z. Les règles d’expansion et réduction laissent alors
invariantes les valeurs de ψ∆.

Définition 2.4.3 (Clôture palindromique [25], voir Figure 2.10). On définit par récurrence la
suites d’ensembles (S∆

n )n∈N (on omettra en général ∆ pour plus de lisibilité) par :
— S0

déf= {0} ;
— ∀n ∈ N, Sn+1 = Sn ∪ (Sn + Tn) ;

Ainsi, Sn =
{∑
i∈I

Ti | I ⊂ J1, nK

}
⊂ Zd.

La clôture palindromique de ∆ est alors l’ensemble S∞
déf=

⋃
n∈N

Sn

Théorème 2.4.4 ([23, 24]). ∀n ∈ N, Sn est connexe et sans cycle. Dès lors, S∞ est également
connexe et sans cycle.

Figure 2.10 – Premières étapes de la construction de la clôture palindromique pour ∆ = (123)ω

Le lien profond entre clôture palindromique et hyperplans arithmétiques apparaît alors :

Théorème 2.4.5 ([23, 24]). P(v, 0,Ω(v)) = S∞.
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Corollaire 2.4.6 ([23]). P(v, 0,Ω) est connexe et P(v,Ω(v),Ω(v)) ne l’est pas. De plus P(v, 0, ω)
est un arbre.

2.4.2 Clôture palindromique décalée

Si le plan est connexe pour un décalage nul, la connexité du plan à l’épaisseur de connexité
dépend du décalage µ. Dans [22], nous présentons une méthode pour une construction incrémen-
tale du plan pour des décalages quelconques. On pose Ω déf= Ω(v, µ) et on s’intéresse à l’ensemble
P(v, µ,Ω) déf= {x ∈ Zd | 0 ⩽ ⟨x, v⟩ + µ ⩽ Ω}. Notons que P(v, µ,Ω) ̸= P(v, µ,Ω) ssi il existe
x0 ∈ Zd tel que ⟨x0, v⟩+ µ = Ω. Dès lors, P(v, µ,Ω) = P(v,Ω,Ω)− x0 qui est non connexe. On
peut donc écarter ces cas particuliers et confondre allégrement P(v, µ,Ω) et P(v, µ,Ω). Enfin,
quitte à translater P(v, µ,Ω), on peut toujours se ramener au cas où µ ∈ [0,Ω[. Ainsi, µ peut
être représenté en ∆-numération par un mot infini µ̄ = (µn)n∈N∗ ∈ {0, 1}ω tel que µ = φv(µ̄).
Cet encodage permet notamment de définir la clôture palindromique translatée à partir des µn.

Définition 2.4.7 (Clôture palindromique décalée). On définit par récurrence la suite d’en-
sembles (S∆,µ̄

n ) (on omettra en général ∆ pour plus de lisibilité) par :
— Sµ̄0

déf= {0} ;

— ∀n ∈ N, Sµ̄n+1
déf= Sµ̄n ∪ (Sµ̄n + (1− 2µn)Tn) =

{
Sµ̄n ∪ (Sµ̄n + Tn) si µn = 0
Sµ̄n ∪ (Sµ̄n − Tn) si µn = 1

D’après [22], on a Sµ̄n = Sn −
n∑
i=1

µiTi = Sn − ψ∆(µ1...µn).

On appelle clôture palindromique décalée de µ l’ensemble Sµ̄∞
déf=

⋃
n∈N

Sµ̄n .

Remarquons que, les Sµ̄n étant des translatés de Sn, ils héritent des mêmes propriétés topo-
logiques. Seule change la position de l’origine dans les Sµ̄n (voir Figure 2.11). Notons toutefois
que Sµ̄∞ n’est pas un translaté de S∞ mais hérite néanmoins des propriétés topologiques des Sµ̄n
qui passent à la limite.

Figure 2.11 – Une étape de construction de la clôture palindromique pour 2 valeurs différentes
de µ.

Proposition 2.4.8 ([22]). ∀n ∈ N, Sµ̄n est connexe et sans cycle. Sµ̄∞ est connexe et sans cycle.

Certains mots µ̄ ont un caractère pathologique particulier nous empêchant de faire le lien
entre Sµ∞ et P(v, µ,Ω). Nous pouvons heureusement les écarter de notre étude. Si µ̄ est un mot
fini alors il existe x0 ∈ Zd tel que ⟨x0, v⟩ = µ. Donc P(v, µ,Ω) = x0 +P(v, 0,Ω) qui est connexe.
Si 1ω − µ̄ (mot obtenu en remplaçant tous les 0 de µ par des 1 et les 1 par des 0) est un mot
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Figure 2.12 – Configurations intérieures minimales lorsque le vecteur est positif croissant.

fini alors il existe x0 ∈ Zd tel que ⟨x0, v⟩ = Ω− µ donc P(v, µ,Ω) = P(v,Ω,Ω)− x0 qui est non
connexe.

Définition 2.4.9 (Mot bi-admissible). On dit que µ̄ est bi-admissible ssi µ̄ n’est pas une écriture
impropre et 1ω − µ̄ non plus.

Les mots µ non admissibles posent un certain nombre de problèmes dans les preuves, du
fait qu’ils sont sous écriture impropre. Toutefois, comme tout mot sous écriture impropre est
équivalent à un mot fini, on peut exclure les mots ayant une écriture impropre de notre étude.
De même, si 1ω−µ est sous écriture impropre, 1ω−µ est équivalent à un mot w fini. Dès lors, µ
est équivalent au mot 1ω −w. qui est bi-admissible. On peut donc toujours considérer des mots
bi-admissibles par la suite.

Théorème 2.4.10 ([22]). On suppose que µ̄ est bi-admissible. Alors Sµ̄∞ est la composante
connexe de 0 dans P(v, µ,Ω).

Pour conclure, il faut donc réussir à décider si P(v, µ,Ω) = Sµ̄∞. Cette propriété peut se lire
en projetant orthogonalement Sµ̄∞ sur 1⊥. Si P(v, µ,Ω) = Sµ̄∞ alors cette projection recouvrera
tout l’espace. Sinon, 0 sera à distance finie du bord dans Sµ∞. Posons B déf=

[
−1

2 ,
1
2

]d
et Π1 la

projection orthogonale parallèlement à 1 déf= (1, ..., 1).

Proposition 2.4.11 ([22]). P(v, µ,Ω) est connexe ssi ∂Π1(Sµ̄∞ + B) est vide (où ∂A = A \ Å
désigne la frontière de A dans 1⊥).

Définition 2.4.12 (Points intérieurs [22]). Soient A ⊂ Zd et B déf=
[
−1

2 ,
1
2

]d
. Soit x ∈ A.

— On dit que x est intérieur à A ssi Π1(x+B) est inclus dans l’intérieur de Π1(A+B) ;
— sinon on dit que x est sur le bord de A.

Dans la Figure 2.11 à gauche, le point rouge correspondant à l’origine est intérieur à l’en-
semble gris. En revanche, à droite, le point rouge est sur le bord de l’ensemble gris. Les points
intérieurs vont alors nous permettre de caractériser la connexité des plans. Dans le cas des hy-
perplans, il est possible d’énumérer l’ensemble des configurations minimales autour d’un point
le rendant intérieur. Celles-ci sont au nombre de 64 en dimension 3 dont 21 si l’on se restreint
aux plans de vecteur normal positif croissant. Elles sont représentées en Figure 2.12.

Théorème 2.4.13 ([22]). Soit µ̄ bi-admissible. On pose ∆m déf= (δn)n⩾m. Dès lors, P(v, µ,Ω)
est connexe ssi ∀m ⩾ 1, ∃n ⩾ m,ψ∆(µm...µn) est intérieur dans S∆m

n−m+1.

Une idée intuitive de ce théorème, démontré formellement dans [22], est la suivante. Le
point 0 dans Sµn a la même position que ψ∆(µ1...µn) dans Sn. Ainsi, 0 est intérieur dans Sµn ssi
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ψ∆(µ1...µn) est intérieur dans Sn. Chaque ψ∆(µm...µn) intérieur à S∆m

n−m+1 fait rentrer davantage
0 dans P(v, µ,Ω). Si un tel phénomène arrive un nombre fini de fois, 0 est à distance bornée du
bord des Sµ̄n . Donc Π1(Sµ̄∞) a un bord d’où la non connexité du plan. Réciproquement, si ces
motifs apparaissent une infinité de fois, 0 sera à une distance arbitrairement grande du bord
des Sµ̄n , ce qui impose que le bord de Sµ∞ est vide et que le plan est connexe. Afin d’identifier
les cas où ψ∆m(µm...µn) est intérieur à S∆m,µ̄

n−m+1, il est pertinent d’attaquer le problème par la
théorie des langages.

2.4.3 Motifs intérieurs minimaux

S’intéressant à la fois à ∆ ∈ J1, dKω et à µ̄ ∈ {0, 1}ω, on travaille sur l’alphabet Γ déf=
J1, dK × {0, 1}. Remarquons qu’un mot γ1...γn ∈ Γ∗ où γi = (δi, µi) peut également être vu
comme le couple (δ, σ) avec δ = δ1...δn et σ = µ1...µn.

On souhaite caractériser les facteurs finis de (∆, µ) qui permettent de faire rentrer davantage
0 dans le plan. De tels facteurs (δ, σ), appelés motifs intérieurs, sont caractérisés par le fait que 0
est intérieur dans Sδ,σ|σ| . En regardant dans la clôture palindromique sans décalage, on obtient que
ψδ(σ) doit être intérieur dans Sδ|σ|. Afin de savoir si un motif est intérieur, on regarde l’ensemble
des configurations minimales C. Un motif (δ, σ) est intérieur ssi il existe une configuration C

de C telle que tout point p de C est dans Sδ,µ|σ| , ce qui est équivalent à ψδ(σ) + p ∈ Sδ|σ|. Nous
définissons, à partir de ce constat, le langage des motifs intérieurs.

Définition 2.4.14 (Langage des motifs intérieurs). Soit p ∈ Zd. On pose Lp
déf= {(δ, σ) |

δ est un facteur de ∆ et ψδ(σ) + p ∈ Sδ|σ|}. On note C l’ensemble des configurations intérieures

minimales. Le langage des motifs intérieurs est alors L déf=
⋃
c∈C

⋂
p∈c
Lp.

Lemme 2.4.15 ([22]). 1a) ∀p ∈ Zd,L−p = {(δ, σ̃) | (δ, σ) ∈ Lp} où σ̃ déf= 1|σ|− σ désigne le mot
σ où chaque 0 est remplacé par un 1 et chaque 1 par un 0.
1b) De plus, Lp est non vide ssi p ou −p est dans P̄(v, 0,Ω).
2) Soient γ = (δ, σ) ∈ L et γ1 = (δ1, σ1), γ2 = (δ2, σ2) ∈ Γ∗. Si δ1δδ2 est un facteur de ∆ alors
γ1γγ2 ∈ L.

La partie 1a) du lemme précédent indique que l’on peut se restreindre à l’étude des Lp pour
p ∈ Zd tel que ⟨p, v⟩ ⩾ 0. La partie 1b) permet alors de se restreindre aux p de P(v, 0,Ω). Ainsi,
p admet un code fini via ψ∆ et on peut considérer π ∈ {0, 1}∗ tel que p = ψ∆(π). La partie
2) du lemme montre quant à elle que L est clos par le haut pour l’ordre des facteurs. On peut
donc s’intéresser aux éléments minimaux de L pour cet ordre, qui caractérisent entièrement le
langage L.

Définition 2.4.16 (Langage des motifs intérieurs minimaux). On appelle langage des motifs
intérieurs minimaux l’ensemble M déf= {γ ∈ L | aucun facteur propre de γ n’est dans L}.

Comme L est clos par le haut, on peut aussi écrire M = L \
⋃
c∈Γ

cL ∪ Lc.

Théorème 2.4.17 ([22]). Soit µ̄ bi-admissible. Alors P(v, µ,Ω) est connexe ssi (∆, µ̄) contient
une infinité de motifs intérieurs minimaux.
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2.5 Le cas ultimement périodique

Lorsque ∆ est un mot ultimement périodique, nous montrons que le langage M des mo-
tifs intérieurs minimaux est rationnel. On peut alors en déduire de bonnes propriétés pour
l’ensemble des µ rendant le plan connexe. Remarquons dès maintenant que l’on peut toujours
ramener le cas ultimement périodique au cas périodique. En effet, si v possède un mot ∆ = uδω

associé ultimement périodique, il suffit d’effectuer |u| étapes initiales de l’algorithme totalement
soustractif à v. On obtient alors un vecteur v′ ∈ Kd de mot associé ∆′ = δω qui est périodique.
Les mots ∆ considérés sont donc par la suite tous considérés périodiques.

2.5.1 Reconnaissabilité par un automate de Büchi

Théorème 2.5.1 (Rationnalité des motifs intérieurs). Si ∆ est ultimement périodique alors les
Lp sont des langages rationnels. Il en résulte que L etM sont également des langages rationnels.

Idée de la preuve : La preuve formelle est en annexe 2.7. On considère π ∈ {0, 1}∗ tel que
p = ψ∆(π). On construit alors un automate qui simule le calcul σ + π en ∆-numération et
conclut lorsque la forme normale de σ + π a au plus |σ| lettres. Pour cela, on choisit des états
de la forme (n, k, w) où :

— w, sous forme normale, est le mot courant considéré. w est initialisé à π et on ajoute
progressivement, via les transitions de l’automate, les lettres de σ ;

— n représente le décalage dans ∆ ;
— k représente la position d’insertion dans w.

Le nombre d’états considérés par cette méthode est malheureusement infini. Nous introduisons
donc la notion de préfixe inutile qui permet de supprimer des préfixes de w qui ne participent pas
au calcul de la forme normale. En notant p la période de ∆, nous pouvons borner n par p grâce
à la périodicité. En étudiant les préfixes possibles, nous montrons ensuite k ⩽ p+ 2. Borner la
taille des mots w considérés est plus complexe. Ce contrôle passe par une étude géométrique des
Sn. Nous prouvons notamment que les Sn peuvent être efficacement encadrés par des ellipsoïdes.
Nous en déduisons alors l’existence d’une constante κ0 tel que ∀n ∈ N, (Sn+Sn)∩S∞ ⊂ Sn+κ0 .
En revenant aux mots, cela signifie que, en prenant w1, w2 ∈ {0, 1}n tels que w1 + w2 admet
une forme normale (ie φv(w1 + w2) ⩽ Ω), nous obtenons que cette forme normale est de taille
au plus n + κ0. Nous arrivons ensuite à en conclure, grâce à la majoration k ⩽ p + 2, que les
mots w considérés sont de longueur bornée.

Lemme 2.5.2. Soit L un langage rationnel sur l’alphabet Σ. Alors le langage L∞
déf= {w ∈ Σω |

w contient une infinité de facteurs disjoints éléments de L} est reconnaissable par un automate
de Büchi non déterministe.

Démonstration. L∞ = (Σ∗L)ω donc est ω-rationnel. Il est alors reconnu par un automate de
Büchi non déterministe.

Lemme 2.5.3. Soient A,B deux alphabets et Γ déf= A×B. Soit L ⊂ Γω un langage reconnaissable
par un automate de Büchi non déterministe. Soit u ∈ Aω ultimement périodique. Alors {v ∈
Bω | (u, v) ∈ L} est reconnaissable par un automate de Büchi.

Démonstration. Soit A = (Γ, Q,∆, q0, F ) un automate de Büchi reconnaissant L. L’idée est
d’encoder les lettres de u dans les états de l’automate A, ce que l’on peut faire car u est
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ultimement périodique. Comme u est ultimement périodique, il existe u0, u1 ∈ A∗ tel que
u = u0u

ω
1 . On écrit alors u0 = a0...an−1 et u1 = a′

0...a
′
p−1. et on considère l’automate de Büchi

A′ déf= (B,Q0 ⊔Q1,∆0 ⊔∆1, q
′
0, F1) où :

— Q0
déf= Q× J0, n− 1K, Q1

déf= Q× Jn, n+ p− 1K ;
— q′

0
déf= (q0, 1).

— F1
déf= F × Jn, n+ p− 1K

— ∆0
déf= {((q, i), b, (q′, i+ 1)) | (q, (ai, b), q′) ∈ ∆, i ∈ J0, n− 1K} encode les transitions pour

u0
— ∆1

déf= {((q, n+ i), b, (q′, n+ ((i+ 1) mod p))) | (q, (a′
i, b), q′) ∈ ∆, i ∈ J0, p− 1K} encode

les transitions pour uω1 .
Ainsi, le langage reconnu par A′ est bien {v ∈ Bω | (u, v) ∈ L}.

Théorème 2.5.4. Soient v ∈ Kd et ∆ son mot associé. On considère le langage Λ déf= {µ̄ ∈
{0, 1}ω | P(v, µ,Ω) est connexe}. Si ∆ est ultimement périodique alors Λ est reconnaissable par
un automate de Büchi non déterministe.

Démonstration. On sait tout d’abord qu’un mot infini µ̄ est dans Λ ssi (∆, µ̄) contient une infi-
nité de motifs intérieurs minimaux (éléments deM). Comme ∆ est périodique,M est rationnel.
On regarde M∞

déf= {(∆, µ̄) ∈ Γω | (∆, µ̄) contient une infinité de facteurs éléments de M} et
rappelons que Λ = {µ̄ ∈ {0, 1}ω | (∆, µ̄) contient une infinité de facteurs éléments de M}. Par
le lemme 2.5.2, le langage M∞ est reconnaissable par un automate de Büchi non déterministe.
Comme ∆ est ultimement périodique, par le lemme 2.5.3, Λ est également reconnaissable par
un automate de Büchi non déterministe.

2.5.2 Probabilité que le plan P(v, µ, Ω) soit connexe

Pour qu’un décalage µ rende le plan connexe, il faut et il suffit que (∆, µ) contienne un
nombre infini de motifs intérieurs minimaux. On peut alors montrer qu’un tel événement arrive
avec probabilité 1 en utilisant le lemme de Borel-Cantelli. On munit pour cela {0, 1}ω de la
tribu engendrée par les cylindres Ci,a

déf= {w ∈ {0, 1}ω | wi = a} pour i ∈ N∗ et a ∈ {0, 1}. On
munit cet espace de la probabilité usuelle P telle que P (Ci,a) = 1

2 . Notons que P est alors la
probabilité produit d’une infinité de probabilités uniformes sur {0, 1}.

Théorème 2.5.5. Soit v ∈ Kd de mot ∆ associé périodique. Alors µ rend le plan P(v, µ,Ω)
connexe P -presque sûrement.

Démonstration. Soit (δ, σ) un motif intérieur minimal. Appelons p la période de ∆. L’idée est
de découper µ est blocs de taille kp. Le motif intérieur (δ, σ) apparaît avec une probabilité
strictement positive dans chaque bloc ce qui permet de conclure par Borel-Cantelli. Comme δ
est un facteur de ∆, il existe i ∈ J1, pK et n ∈ N tels que δ = ∆[i, i + n]. Considérons alors
k tel que i + n ⩽ kp. Pour tout m ∈ N, on considère l’événement Am

déf= {µ ∈ {0, 1}ω |
µ[i + mp, i + n + mp] = σ}, qui correspond à dire que le motif (δ, σ) apparaît en position
(i + mp, i + n + mp) dans (∆, µ). Dès lors, P (Am) = 1

2n+1 . De plus, les Am sont indépendants
pour la probabilité produit P car portent sur des blocs disjoints. Comme (P (Am))m∈N est un
terme général de série divergente, par le lemme de Borel-Cantelli, P (lim sup

m→+∞
Am) = 1. Donc µ

admet une infinité de motifs (δ, σ) P -presque sûrement. Donc µ rend le plan P(v, µ,Ω) connexe
P -presque sûrement.
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Conjecture 2.5.6. Soit v ∈ Kd de mot ∆ associé périodique.
Alors {µ ∈ R | P(v, µ,Ω) est connexe } est Lebesgue-négligeable.

Cette conjecture, énoncée dans [22], semble être une conséquence immédiate du théorème
2.5.5. Si µ rend le plan P(v, µ,Ω) connexe P -presque sûrement, il est pourtant non trivial d’en
conclure directement que P(v, µ,Ω) est connexe pour presque tout µ vis-à-vis de la mesure de
Lebesgue. Afin de saisir la complexité du problème, observons le cas de Fibonacci où ∆ = (12)ω.
Dans cette base, tout facteur 100 est équivalent à 011. Dès lors, le mot µ = (100)ω admet comme
écritures possibles tous les

∏
n∈N

un où (un)n∈N ∈ {100, 011}N. Le décalage µ admet ainsi un

ensemble d’antécédents par φv qui a la puissance du continu et qui a une structure topologique
proche de l’ensemble triadique de Cantor. De manière générale, les ensembles d’antécédents de
singletons pour φv ont une structure complexe, malgré la mesurabilité de φv. La P -négligeabilité
dans {0, 1}ω ne se transfère donc pas si facilement en λ-négligeabilité dans [0,Ω].

2.6 Connexité par faces en dimension infinie

Nous proposons ici une extension des résultats sur la connexité par faces à la dimension
infinie. On considère ici deux approches pour définir les hyperplans arithmétiques en dimension
infinie : l’une algébrique et l’autre plus analytique. Les caractérisations de la connexité obtenues
ici sont d’une étonnante simplicité. Dans le cas algébrique, on se ramène immédiatement à la
dimension finie. Dans le cas analytique, deux situations se présentent :

— soit on se ramène à la dimension finie ;
— soit Ω(v) = ∥v∥∞ (et le plan n’est pas connexe à l’épaisseur de connexité).

2.6.1 Extension algébrique

Soit I un ensemble et E déf= R(I) l’espace vectoriel libre sur I (ie l’ensemble des fonctions de I
dans R à support fini) muni de son produit scalaire canonique. On note (ei)i∈I la base canonique
de E.

Définition 2.6.1 (Hyperplan arithmétique en dimension infinie algébrique). Pour un vecteur
v ∈ E non nul et µ, ω ∈ R, on définit l’hyperplan arithmétique de vecteur normal v, de décalage
µ et d’épaisseur ω par P(v, µ, ω) déf= {x ∈ Z(I) | 0 ⩽ ⟨x, v⟩+ µ < ω}.

Proposition 2.6.2. Soit v ∈ E. Il existe alors J ⊂ I fini tel que v =
∑
j∈J

vjej. On pose

v′ = (vj)j∈J . L’hyperplan P(v, µ, ω) de Z(I) est connexe par faces ssi l’hyperplan P(v′, µ, ω) de
ZJ l’est.

Démonstration. On note π : E → RJ la projection orthogonale de E sur RJ . Tout point de
ZJ est ainsi une projection d’un point de Z(I). Notamment, v′ = π(v) et ∀x ∈ Z(I), ⟨x, v⟩ =
⟨π(x), v′⟩.

⇒ : supposons que l’hyperplan P(v, µ, ω) de Z(I) est connexe par faces. L’idée est ici de pro-
jeter les chemins de l’hyperplan de Z(I) dans l’hyperplan de ZJ . Soient π(x), π(y) ∈ P(v′, µ, ω).
Ainsi ⟨π(x), v′⟩ = ⟨x, v⟩ et ⟨π(y), v′⟩ = ⟨y, v⟩. Dès lors x, y ∈ P(v, µ, ω). Donc il existe un chemin
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x0, ..., xn de x à y dans P(v, µ, ω). Ainsi, π(x0), ..., π(xn) est un chemin de π(x) à π(y) dans
P(v′, µ, ω).

⇐ : supposons que l’hyperplan P(v′, µ, ω) de ZJ est connexe. L’idée est ici de relever les
chemins de l’hyperplan de ZJ dans l’hyperplan de Z(I), ce qui se fait sans difficulté du fait que
∀i /∈ J, vi = 0. Soient x, y ∈ P(v, µ, ω). Ainsi ⟨π(x), v′⟩ = ⟨x, v⟩ et ⟨π(y), v′⟩ = ⟨y, v⟩. Dès lors
π(x), π(y) ∈ P(v′, µ, ω). Donc il existe un chemin π(x0), ..., π(xn) de π(x) à π(y) dans P(v′, µ, ω)
avec x0 = x et xn = y. Montrons alors qu’il existe un chemin de xi à xi+1 dans P(v, µ, ω). On
propose le chemin suivant : xi →∗ π(xi)→ π(xi+1)→∗ xi+1. Pour montrer xi →∗ π(xi), il suffit
de remarquer que xi − π(xi) ∈ Vect((ej)j∈I\J), ce qui donne un chemin naturel de xi à π(xi)
via des vecteurs de voisinages orthogonaux à v.

Le problème de la connexité des plans en dimension infinie se ramène donc ici au cas de la
dimension finie.

2.6.2 Le cas analytique

Bien que naturel, le cas des hyperplans arithmétiques vus sous l’angle purement algébrique
ne révèle pas toute la puissance des espaces de dimensions infinies. On propose donc de regarder
le cas des espaces de Hilbert séparables. A isomorphisme près, il existe un unique tel espace
qui est E = l2(N), l’espace des suites réelles de carré sommable. On note (en)n∈N la base de
Hilbert canonique de E. Rappelons tout d’abord que, étant donnée deux suites u, v ∈ RN, le
produit scalaire ⟨u, v⟩ déf=

∞∑
n=0

unvn n’est pas toujours défini car il est nécessaire que la série
converge. Afin d’éviter tout problème d’ordre de sommation, nous demandons de plus que la
série converge absolument, ie que (unvn)n∈N soit sommable.

Définition 2.6.3 (Hyperplan arithmétique en dimension infinie analytique). Soient v ∈ E non
nul et µ, ω ∈ R. L’hyperplan arithmétique de vecteur normal v, de décalage µ et d’épaisseur ω
est l’ensemble P(v, µ, ω) déf= {x ∈ ZN | (xnvn)n∈N est sommable et 0 ⩽ ⟨x, v⟩+ µ < ω}.

Il est toutefois nécessaire ici de revoir notre notion de chemin pour la connexité. En effet,
étant donnés x, y ∈ P(v, µ, ω), il est possible que y − x ait une infinité de coordonnées non
nulles, et qu’il soit donc impossible de relier x à y avec les chemins définis jusqu’à présent. Il
est notamment nécessaire d’autoriser les passages à la limite dans les chemins.

Définition 2.6.4 (ω-chemin). Soient x, y ∈ ZN. Un ω-chemin de x à y est une suite (z(k))k∈N
telle que :

1. z(0) = x ;
2. ∀k ∈ N,

∥∥∥z(k+1) − z(k)
∥∥∥

1
⩽ 1 ;

3. z converge faiblement vers y, ie ∀n ∈ N, lim
k→+∞

〈
z(k), en

〉
= ⟨y, en⟩.

On dit alors qu’un ensemble A est connexe ssi pour tout x, y ∈ A, il existe un ω-chemin de
x à y dans A.

Pour toute la suite, on fixe un vecteur v ∈ E à support infini, ie {n ∈ N | vn ̸= 0} est
infini. Dans le cas où v est à support fini, on se ramène comme dans la partie précédente à un
problème de connexité par faces en dimension finie. On remarquera que, comme v ∈ l2(N), v
converge vers 0 donc est bornée. Enfin, on peut sans perte de généralités supposer v positif.
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0

vj0

ω
ei

ei
ej0

ej0r ej0

Figure 2.13 – Illustration de la preuve de la borne supérieure. Pour effectuer le déplacement
ei, on se ramène dans la strate [0, vj0 [ grâce au vecteur ej0 .

Lemme 2.6.5. Soient µ ∈ R, ω > 0 et x ∈ ZN tel que ⟨x, v⟩ existe. Alors pour tout k suffi-
samment grand, il existe n ∈ Z tels que x+ n ek ∈ P(v, µ, ω). En particulier, P(v, µ, ω) est non
vide.

Démonstration. Comme ω > 0 et v converge vers 0, pour tout k assez grand 0 ⩽ vk < ω.
Donc la suite (n vk)n∈Z intersecte tout intervalle de taille ω. Ainsi il existe n ∈ Z tel que
n vk ∈ [−⟨x, v⟩ − µ, ω − ⟨x, v⟩ − µ[. On en déduit donc que 0 ⩽ ⟨x+ n ek, v⟩ + µ < ω. Donc
x+ n ek ∈ P(v, µ, ω).

Proposition 2.6.6 (Borne inf). Soient µ, ω ∈ R tels que ω ⩽ ∥v∥∞. Alors P(v, µ, ω) n’est pas
connexe.

Idée de la preuve : Comme ω ⩽ ∥v∥∞, il existe un déplacement ej qui n’est pas faisable dans
le plan. Il suffit donc d’exposer x et y dans le plan qui diffèrent sur leur j-ième coordonnée. On
y arrive par densité en utilisant que la suite v tend vers 0.

Démonstration. Si ω ⩽ 0, le plan est vide donc considéré comme non connexe. On considère
donc désormais ω > 0. Sans perte de généralités, on considère que v0 = ∥v∥∞. Comme ω > 0,
par le lemme P(v, µ, ω) est non vide. Soit x ∈ P(v, µ, ω). On considère x + e0 qui admet un
produit scalaire avec v. Il existe donc k > 0 et n ∈ Z tels que y déf= x+ e0 +n ek ∈ P(v, µ, ω). Or,
comme ⟨e0, v⟩ = ∥v∥∞ ⩾ ω et y − x a une composante 1 selon e0, x et y ne sont pas reliables
dans P(v, µ, ω). Donc P(v, µ, ω) n’est pas connexe.

Définition 2.6.7. Valuation Soit x ∈ ZN. On appelle valuation de x, notée val(x) l’entier
min({n ∈ N | xn ̸= 0}). On rappelle que, si x = 0, val(x) = min(∅) =∞.

Proposition 2.6.8 (Borne sup). Soient µ, ω ∈ R et j0 ∈ N tels que vj0 > 0 et ω > ∥v∥∞ + vj0.
Alors P(v, µ, ω) est connexe.

Idée de la preuve : Pour faire un ω-chemin entre deux points du plan x et y, on va égaliser une
par une les coordonnées de x et y. On a suffisamment de jeu (voir Figure 2.13) avec l’épaisseur
pour se déplacer de x à un vecteur x(0) qui a même première coordonnée que y, puis vers un
vecteur x(1) qui a ses 2 premières coordonnées communes avec y, etc.
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2.7. Annexe : preuve de la rationnalité des Lp

Démonstration. Soient x, y ∈ P(v, µ, ω). Prenons z(0) déf= x. On construit ensuite un ω-chemin
(z(k))k∈N de x à y par récurrence sur val(y − x).

On suppose avoir construit un chemin (z(k))k∈J0,mK de x à x(i) où val(y − x(i)) ⩾ i. On
considère q déf=

∣∣∣〈y − x(i), ei
〉∣∣∣. On construit alors par récurrence sur q un chemin (z(k))k∈Jm,nK

de x(i) à un vecteur x(i+1) tel que val(y − x(i+1)) ⩾ i + 1 et ∀k ∈ Jm,nK , val(y − z(k)) ⩾ i. Si
q = 0, on prend x(i+1) = x(i), n = m+1 et z(m+1) = z(m). Sinon, on peut supposer par symétrie〈
y − x(i), ei

〉
> 0.

Si vi = 0, on peut alors effectuer le déplacement x(i) → x(i) +ei. En posant z(m+1) = x(i) +ei,
on obtient alors

〈
y − z(m+1), ei

〉
= q − 1 ce qui conclut par hypothèse de récurrence.

Si vi ̸= 0, il existe r ∈ Z tel que 0 ⩽
〈
x(i) + r ej0 , v

〉
+µ < vj0 , où j0 est l’entier de l’énoncé.

Dès lors, 0 ⩽ vi ⩽
〈
xi + r ej0 + ei, v

〉
+ µ < vj0 + vi ⩽ vj0 + ∥v∥∞. Donc x(i) →∗ x(i) + r ej0 →

x(i) + r ej0 + ei est un chemin de x(i) à un point z(m+|r|+1) vérifiant
〈
y − z(m+|r|+1), ei

〉
= q− 1.

Cela conclut donc par hypothèse de récurrence.

On a ainsi construit un ω-chemin partant de x. Reste à prouver qu’il converge faiblement
vers y. Soit i ∈ N. A partir du point x(i+1), le chemin z ne parcourt que des points z(k) tel que
val(y− z(k)) ⩾ i+ 1. Donc notamment

〈
y − z(k), ei

〉
= 0. On a donc bien convergence faible de

z vers y. Donc le plan P(v, µ, ω) est connexe.

Théorème 2.6.9. Soit v un vecteur à support infini et µ, ω ∈ R.
— 1) Si ω ⩽ ∥v∥∞ alors P(v, µ, ω) est non connexe.
— 2) Si ω > ∥v∥∞ alors P(v, µ, ω) est connexe.

Démonstration. 1) est la proposition de la borne inf 2.6.6.
2) On considère sans perte de généralités v positif. Si ω > ∥v∥∞, comme v converge vers 0 et est
à support infini, il existe j0 ∈ N tel que 0 < vj0 et ω > ∥v∥∞ + vj0 . Dès lors, par la proposition
de la borne sup 2.6.8, P(v, µ, ω) est connexe.

Ce théorème permet ainsi d’obtenir un résultat simple sur la connexité par faces en dimension
infinie.

Corollaire 2.6.10. Soit v ∈ l2(N) non nul et µ ∈ R. Alors v, µ admettent une épaisseur de
connexité Ω(v, µ) :

— si v est à support fini alors Ω(v, µ) = Ω(π(v), µ) où π est la projection de v sur ses
composantes non nulles et Ω désigne l’épaisseur de connexité par faces en dimension
finie.

— si v est à support infini alors Ω(v, µ) = ∥v∥∞ et le plan n’est jamais connexe à l’épaisseur
de connexité.

2.7 Annexe : preuve de la rationnalité des Lp

Théorème :[Rationnalité du langage des motifs intérieurs 2.5.1] Si ∆ est périodique alors les
Lp sont des langages rationnels. Il en résulte que L etM sont également des langages rationnels.
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La preuve de ce théorème est décomposée en plusieurs parties. Nous construisons tout
d’abord un automate infini reconnaissant le langage Lp dont les états auront la forme (n, k, w)
avec n ∈ N (que l’on peut borner par périodicité de ∆), k ∈ N et w ∈ {0, 1}∗. Nous proposons
ensuite un écrémage des états de l’automate grâce à la notion de préfixe inutile qui nous permet
de supprimer des préfixes dans les mots w considérés. Cette notion nous permet dans un premier
temps de borner facilement k. Nous bornons enfin |w| grâce à une étude géométrique des Sn.

2.7.1 Construction de l’automate infini

Nous avons vu précédemment que nous pouvions nous restreindre au cas où p ∈ P(v, 0, ω).
Ainsi, il existe π ∈ {0, 1}∗ tel que p = ψ∆(π). On s’intéresse ainsi au langage L déf= Lψ∆(π) =
{σ ∈ {0, 1}∗ | ψ∆(σ + π) ∈ S|σ|} : les mots ainsi construits vivent donc avant réduction dans
{0, 1, 2}∗. L’idée est donc de calculer la somme σ+ π à l’aide d’un automate, en réduisant dans
notre système de numération au fur et à mesure que les lettres de σ sont lues.

Quelques notations :
— σ[i, j] désigne le facteur (σk)k∈Ji,jK de σ ;
— σ↓ désigne la forme normale de σ ;
— les congruences considérées ici, notées mod, sont à valeurs dans J1, pK au lieu de J0, p− 1K ;
— on munit {0, 1}ω du pré-ordre total noté ⩽∆ défini par u ⩽∆ w ssi φv(u) ⩽ φv(w). Re-

marquons que ce pré-ordre est un ordre si on le restreint aux mots sous forme normale.

Les états de l’automate ont la forme (n, k, w) où :
— w désigne le mot courant ;
— n désigne le décalage dans ∆ : lorsque l’on considère un décalage de n, on travaille avec

δnδn+1.... au lieu de ∆ ;
— k désigne la position courante d’insertion dans w : si l’on insère la lettre a en position k

dans w, on regarde le mot w + 0k−1a ;
Par exemple, pour ∆ = (123)ω, lorsque l’on se trouve dans l’état (n, k, w) avec n = 1, k = 2

et w = 011, insérer la lettre 1 en position dans w permet d’obtenir le mot w′ = w+0k−11 = 0(1+
1)1 = 021 qui peut ensuite être remis sous forme normale dans notre système de numération.

Le but de l’automate étant de simuler l’addition du mot σ à π, on insère successivement les
lettres de σ dans π. L’état initial de l’automate est (1, 1, π). Pour les transitions, étant donné
une lettre a ∈ {0, 1}, on passe en lisant a de l’état (n, k, w) à l’état (n, k + 1, (w + 0k−1a)↓)
si w + 0k−1a admet une forme normale, à un état Poubelle sinon. Cette transition revient à
ajouter la lettre a à la position k dans w. Dans le cas où cette opération aboutit à un mot sans
forme normale, cela signifie que φv(w + 0k−1a) > Ω et que le point considéré est en dehors du
plan, d’où le rejet. Pour savoir si w + 0k−1a admet une forme normale, on vérifie simplement
qe φv(w + 0k−1a) ⩽ Ω. Les états finaux de l’automate sont enfin les (n, k, w) tels que k > |w|
et ces états finaux sont des puits de l’automate. En effet, si k > |w|, insérer de nouvelles lettres
dans w mènera toujours à des mots plus petits que 1ω.

2.7.2 Préfixes inutiles

Remarquons que, en l’état, notre méthode engendre un automate infini. On peut toutefois
éviter ce problème en réduisant l’ensemble des états. Tout d’abord, dans le cas où ∆ est pé-
riodique, on prend ∆ = (δ1...δp)ω et on peut considérer n à valeurs dans J1, pK. Pour éviter
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de stocker tout le mot w courant, on peut également constater que certains préfixes de w sont
inutiles. Imaginons par exemple que w commence par 1. Peu importe la suite de lettres insérée
dans w, ce 1 ne pourra jamais être transformé en 0. Le préfixe 1 de w est donc inutile et on peut
dans ce cas réduire la taille de w. Dans un cas légèrement plus complexe, prenons ∆ = (123)ω,
n = 1, w = 010001 et k = 4. Quelque soit la suite de lettres insérée dans w, le préfixe 01
sera inchangé. Pour s’en convaincre, il suffit de regarder le pire cas où 1ω est inséré en position
4 dans w. On obtient alors 0101121ω qui se réduit en 01101(001)ω via la suite de réduction
commençant par :

1 2 3 1 2 3 1 2 · · ·

0 1 0 1 1 2 1 1 · · ·
0 1 1 0 0 1 1 1 · · ·
0 1 1 0 1 0 0 0 · · ·

On remarque alors que le préfixe 01 de w n’a pas changé. Il s’agit donc d’un préfixe inutile
que l’on peut retirer. Enfin, un dernier exemple intéressant est celui où w est de la forme w10w2

avec ∆ = δ ( ̸= δ) δ (̸= δ) δ · · · δ
w10 = 0 1...1 0 1...1 0 · · · 0 ie w1[j] = 0 ssi ∆[j] = δ. Le préfixe w1 est alors

appelé préfixe saturé de w. Si une insertion de lettre permet d’amener un 1 derrière w1 dans
w = w10w2, on peut appliquer une réduction en cascade qui ramène un 1 en tête de w. Prenons
l’exemple, dans le cas de Tribonacci où ∆ déf= (123)ω, du mot w = 011011011011011001. Avec
les notations précédentes, on a w1 = (011)5 et w2 = 01. Si l’on insère la lettre 1 en position
k = 16, on obtient un mot w′ = (011)5101 qui peut se réduire en 10161 de la manière suivante :

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1
0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 1
0 1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Bien que le préfixe de w puisse changer via une insertion de lettre, il n’est pas toujours
nécessaire de garder tous les blocs 011 dans w. Dans le pire des cas, on insère le mot 1ω en
position 16 dans w. Or, w′ déf= w + 0151ω < 1001. Donc w′ commence par 1000 qui s’étend en
0111. On peut donc supprimer le préfixe saturé 011. Plus généralement, l’information de tous
les blocs 011 est redondante, et peut ici être réduite à un seul bloc de ce type sans perdre
d’information sur w. On peut donc considérer le préfixe (011)4 comme un préfixe saturé inutile
de w et le retirer.

Résumons les cas pouvant mener à un préfixe inutile, définis comme suit :
— si w admet un préfixe u tel que (w+ 0k−11ω)↓ existe et admet u comme préfixe alors on

dit que u est un préfixe inutile de w ;

— si w est de la forme w10w2 avec ∆ = δ (̸= δ) δ ( ̸= δ) δ · · · δ
w10 = 0 1...1 0 1...1 0 · · · 0 (ie w1[j] = 0

ssi ∆[j] = δ) alors w10 est appelé préfixe saturé et w′
1 est considéré comme inutile dès

lors que w + 0k−11ω < 10|w1|−11.
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Enlever un préfixe inutile n’influera pas sur la forme normale finale du mot, car les retenues ne
pourront pas se propager dans ce préfixe. Notons que si w = w1w2 avec w1 un préfixe inutile
de taille maximale i < k, on transforme l’état (n, k, w) en ((n− i) mod p, k− i, w2). Notons en
particulier que le préfixe 1 est toujours inutile.

Reste à montrer désormais que le nombre d’états considérés est fini. n est dans J1, pK qui
est fini. Il suffit donc désormais de montrer que k et w vivent chacun dans un ensemble fini. On
commence par borner k à partir de la proposition suivante, avant de s’attaquer à w.

2.7.3 Majoration de k

Avant de majorer k, nous avons besoin d’un petit lemme technique sur les systèmes de
numération, qui est une version légèrement plus forte d’un lemme de [23].

Lemme 2.7.1. Soit v ∈ Kd pour d ⩾ 3 et ∆ son associé. Soit n ∈ N. Alors 1 ⩽ 0n1ω ssi il
existe δ ∈ J1, dK tel que ∆[1, n] = δn.

Démonstration. On note θ la suite associée à v. Rappelons que Ω = φv(1ω) =
∞∑
n=1

θn.

⇐ : s’il existe δ ∈ J1, dK tel que ∆[1, n] = δn alors vδ = θ1 = θ2 = ... = θn. De plus, 0n1ω se
réduit en 0n−110j1ω pour un certain j ∈ N. Donc 0n1ω ⩾ 0n−11. Comme φv(0n−11) = θn = θ1,
on en déduit que 1 ⩽ 0n1ω.

⇒ : par contraposée, supposons que ∆[1, n] contient 2 lettres distinctes δ et δ′. Sans perte
de généralités, on peut écrire ∆ = δjδ′∆0 pour j ∈ N∗ et ∆0 ∈ J1, dKω. Quitte à effectuer
j − 1 étapes de l’algorithme totalement soustractif sur v, on peut supposer j = 1. Dès lors,
∆ = δδ′∆0. En ajoutant 1n, on a l’équivalence 1 > 0n1ω ⇔ 21n−1 > 1ω. Il suffit pour conclure
de montrer que 21 > 1ω. On a φv(21) = θ1 + (θ1 + θ2) = vδ + vδ′ > Ω = φv(1ω), l’inégalité
vδ + vδ′ > Ω venant du fait que v ∈ Kd et que d ⩾ 3.

Proposition 2.7.2. k ⩽ p+ 2.

Démonstration. Supposons que k ⩾ p+ 2 et montrons que k = p+ 2. Notre but est notamment
de trouver des préfixes inutiles lorsque k > p+2. Soit w sous forme normale sans préfixe inutile.
On en déduit notamment que w commence par un 0. Si |w| < k alors l’état considéré est final
et boucle sur lui-même. Ainsi |w| ⩾ k. Posons δ déf= ∆[1]. Comme k ⩾ p+ 2, il existe une autre
occurrence de δ à une position strictement inférieure à k. On peut ainsi écrire

∆ = δ ∆′ δ | k
w = 0 σ x σ′ | u

où ∆′ ne contient pas la lettre δ. Ainsi w = 0σxσ′u <∆ 1 car w est sous forme normale. On
distingue alors 2 cas : un cas non pathologique où l’on prouve k ⩽ p+ 1 et un cas pathologique
où l’on prouve k = p+ 2.

Cas pathologique : supposons w <∆ 01|σ|. Comme w est sans préfixe inutile, le 0 en
tête de w peut ainsi être transformé en 1 par l’insertion de nouvelles lettres dans w. Donc
1 ⩽∆ w + 02+|σ|+|σ′|1ω <∆ 01|σ| + 02+|σ|+|σ′|1ω = 01|σ|01+|σ′|1ω. De plus, 1 =∆ 01|σ|+1 par
réduction, d’où 01|σ|+1 <∆ 01|σ|01+|σ′|1ω. En éliminant le préfixe commun, 1 <∆0 01+|σ′|1ω où
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∆0 est ∆ translaté de 1 + |σ|.
Or, par le lemme 2.7.1, on ne peut ramener de 1 en première position dans 01+|σ′|1ω qu’à la
condition d’avoir une plage de δ, à savoir :

∆ = δ ∆′ δ δ|σ′| | k
w = 0 σ x σ′ | u

Montrons maintenant que k = p + 2 en utilisant la périodicité de ∆. Posons m déf= |σ′| + 1.
Ainsi, ∆[1, k − 1] = δ∆′δm où ∆′ ne contient pas de δ. De plus, ∆′ est non vide car sinon, on
aurait ∆ = δω ce qui est impossible car ∆ contient une infinité d’occurrences de chaque lettre.
Donc δ ̸= ∆′[1] = ∆[2] = ∆[p+ 2]. Si par l’absurde k > p+ 2, la position p+ 2 de ∆ se trouve
dans ∆[1, k−1] = δ∆′δm. Comme ∆[p+2] ̸= δ, la position p+2 de ∆ est dans ∆′. La condition
∆[p+ 1] = δ contredit alors la périodicité de ∆.

Cas non pathologique : supposons maintenant w ⩾∆ 01|σ|. Rappelons que nous avons
initialement dans la preuve fait l’hypothèse k ⩾ p+ 2. On cherche alors à aboutir à une contra-
diction pour en conclure k ⩽ p+ 1. Comme w ⩾∆ 01|σ|, w possède un préfixe saturé. Montrons
maintenant qu’il est possible d’enlever ce préfixe saturé, à savoir que w+02+|σ|+|σ′|1ω <∆ 10|σ|1.
w+ 02+|σ|+|σ′|1ω <∆ 1 + 02+|σ|+|σ′|1ω = 10|σ|01+|σ′|1ω. Or, comme l’on n’est pas dans le cas pa-
thologique, 00|σ′|1ω <∆0 1 où ∆0 est ∆ translaté de |σ| + 1. Donc 10σ01+|σ′|1ω <∆ 10|σ|1 et
w+02+|σ|+|σ′|1ω <∆ 10|σ|1. On peut ainsi enlever le préfixe saturé de w, ce qui est contradictoire.
Ainsi, k ⩽ p+ 1.

2.7.4 Etude géométrique des Sn

On souhaite désormais montrer que w vit dans un ensemble fini. Le but est pour cela de
trouver, pour tout mot w de longueur inférieure à L, un entier m tel que la simulation de m
étapes de l’algorithme sur w aboutisse toujours sur un mot de longueur ⩽ L. La longueur d’un
mot w représentant le plus petit n tel que ψ∆(w) ∈ Sn (étape n de la clôture palindromique),
nous faisons tout d’abord une étude géométrique de Sn en montrant que Sn est encadré par
deux ellipsoïdes.

On pose γi
déf= x 7→ x−xi(1− ei) et Γ déf= tγδ1 ...

tγδp . On sait que Γ est diagonalisable et que
son polynôme caractéristique χΓ est scindé à racines simples. De plus, en ordonnant les valeurs
propres α1, ..., αd de Γ par module croissant, on sait que β déf= α1 est l’inverse d’un nombre de
Pisot de polynôme minimal µβ = χΓ. Cela signifie que |β| < 1 et que ∀i ∈ J2, dK , |αi| > 1. On
sait également que tΓv = βv. En notant Xi le vecteur propre de Γ associé à la valeur propre αi,

on peut décomposer tout vecteur x ∈ Rd dans la base des vecteurs propres de Γ : x =
d∑
i=1

xiXi.

On associe également à cette base une norme ∥·∥Γ telle que
∥∥∥∥∥ d∑
i=1

xiXi

∥∥∥∥∥
Γ

=
d∑
i=1
|xi|. On notera

alors BΓ(a, r) la boule fermée de centre a et de rayon r associée à cette norme.

On définit, pour i ∈ J2, dK et L ∈ N, H i
L

déf= {x ∈ Zd | |xi| ⩽ |αi|L}. On considère enfin

l’ellipsoïde HL
déf=

d⋂
i=2

H i
L. Notre but est d’encadrer Sn par HL′ et HL afin de montrer qu’il

existe une constante κ0 tel que (Sm+Sm)∩S∞ ⊂ Sm+κ0 pour tout m. On utilisera énormément
le lemme de composition suivant :
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Lemme 2.7.3 (Composition [22]). Sn+p = Sp + Γ(Sn)

Lemme 2.7.4. Il existe M ∈ R+ tel que ∀x ∈ S∞, |x1| ⩽M .

Démonstration. Commençons par montrer que X2...Xd ∈ v⊥.

∀i ∈ J1, dK , β⟨v,Xi⟩ = ⟨tΓv,Xi⟩ = ⟨v,ΓXi⟩ = αi⟨v,Xi⟩

Dès lors que i ̸= 1, on a β ̸= αi donc Xi ∈ v⊥. De plus, comme v ̸= 0, ⟨X1, v⟩ ̸= 0. Soit
x ∈ S∞ = P(v, 0,Ω). Ω ⩾ |⟨x, v⟩| = |x1⟨X1, v⟩|. Donc |x1| ⩽

Ω
|⟨X1, v⟩|

. M déf= Ω
|⟨X1, v⟩|

convient
donc.

Lemme 2.7.5. Pour tout L ∈ N, il existe n ∈ N tel que HL ∩ S∞ ⊂ Sn.

Démonstration. D’après le lemme 2.7.4, il existe M ∈ R+ tel que ∀x ∈ S∞, |x1| ⩽M . Ainsi,

∀x ∈ HL ∩ S∞, ∥x∥Γ =
d∑
i=1
|xi| ⩽M +

d∑
i=2
|αi|L

Donc HL∩S∞ est borné donc fini car à valeurs dans Zd. Donc il existe n ∈ N tel que HL∩S∞ ⊂
Sn.

Lemme 2.7.6. Pour tout n ∈ N, il existe L ∈ N tel que Sn ⊂ HL.

Démonstration. Sn étant fini et du fait que |αi| > 1, il existe un entier L tel que ∀x ∈ Sn,∀i ∈
J2, dK , |xi| ⩽ |αi|L. Cet entier convient alors.

On considère, pour i ∈ J2, dK, le réel ri
déf=

max
z∈Sp

|zi|

|αi| − 1 . On se donne désormais un entier L′

tel que ∀i ∈ J2, dK , |αi|L
′ − ri ⩾ |αi|L

′−1. Cet entier existe car |αi| > 1. Remarquons que, dès
lors, ∀i ∈ J2, dK , |αi|L

′ + ri ⩽ |αi|L
′+1. On remarquera de plus que tout entier supérieur à L′

vérifie cette propriété. D’après le lemme 2.7.5, il existe n ∈ N tel que HL′ ∩ S∞ ⊂ Snp. D’après
le lemme 2.7.6, il existe un entier L ⩾ L′ tel que Snp ⊂ HL. Les entiers L et L′ vont nous
permettre d’encadrer les clôtures palindromiques S(n+k)p entre deux ellipsoïdes.

Théorème 2.7.7. ∀k ∈ N, HL′+k−1 ∩ S∞ ⊂ S(n+k)p ⊂ HL+k+1.

Démonstration. Soit k ∈ N. Soit x ∈ S(n+k)p et i ∈ J2, dK. D’après le lemme de composition

2.7.3, S(n+k)p =
k−1∑
j=0

Γj(Sp) + Γk(Snp). Donc il existe y ∈ Snp et z(0), ..., z(k−1) ∈ Sp tels que

x =
k−1∑
j=0

Γjz(j) + Γky.

Ainsi, en décomposant sur la base (X1, ..., Xd), xi =
k−1∑
j=0

αji z
(j)
i + αki yi.

38



2.7. Annexe : preuve de la rationnalité des Lp

De plus, y ∈ HL donc |yi| ⩽ |αi|L et z(j) ∈ Sp donc |z(j)
i | ⩽ r′

i où r′
i

déf= max
z∈Sp

|zi|. Donc :

|xi| ⩽
k−1∑
j=0
|αi|j |z(j)

i |+ |αi|
k|yi|

⩽
k−1∑
j=0
|αi|jr′

i + |αi|k|αi|L

= r′
i

|αi|k − 1
|αi| − 1 + |αi|L+k

⩽ r′
i

|αi|k

|αi| − 1 + |αi|L+k

= |αi|k(ri + |αi|L)
⩽ |αi|L+k+1

Donc x ∈ HL+k+1. On a ainsi montré que S(n+k)p ⊂ HL+k+1.

Soit x ∈ S∞ \ S(n+k)p. Dès lors, x ∈ S(n+k′)p \ S(n+k)p pour un certain k′ > k. Il existe donc

y ∈ S(n+k′−k)p et z(0), ..., z(k−1) ∈ Sp tels que x =
k−1∑
j=0

Γjz(j) + Γky. Ainsi, xi =
k−1∑
j=0

αji z
(j)
i +αki yi.

De plus, x /∈ S(n+k)p donc y /∈ Snp. Comme y ∈ S∞ \ Snp, y ∈ (HL′)C d’où l’existence d’un
i ∈ J2, dK tel que |yi| > |αi|L

′ . De plus, z(j) ∈ Sp donc |z(j)
i | ⩽ r′

i. Donc :

|xi| ⩾ |αi|k|yi| −
k−1∑
j=0
|αi|j |z(j)

i |

> |αi|k|αi|L
′ −

k−1∑
j=0
|αi|jr′

i

= |αi|L
′+k − r′

i

|αi|k − 1
|αi| − 1

⩾ |αi|L
′+k − r′

i

|αi|k

|αi| − 1
= |αi|k(|αi|L

′ − ri)
⩾ |αi|L

′+k−1

Donc x /∈ HL′+k−1. On a ainsi montré que S∞ \ S(n+k)p ⊂ S∞ \ HL′+k−1. On en déduit que
HL′+k−1 ∩ S∞ ⊂ S(n+k)p.

En prenant la notation q
déf= L− L′, on obtient donc

∀k ∈ N, HL−q+k−1 ⊂ S(n+k)p ⊂ HL+k+1

Lemme 2.7.8. Il existe ξ ∈ N tel que ∀L ∈ N, HL +HL ⊂ HL+ξ.

Démonstration. On pose ξ déf= ⌈ max
i∈J2,dK

log|αi|(2)⌉. Soit x ∈ HL + HL. Il existe y, z ∈ HL tel que

x = y + z. On a |xi| ⩽ |yi|+ |zi| ⩽ 2|αi|L ⩽ |αi|L+ξ. Donc x ∈ HL+ξ.
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Théorème 2.7.9. Il existe κ0 ∈ N tel que ∀m ∈ N, (Sm + Sm) ∩ S∞ ⊂ Sm+κ0.

Démonstration. Commençons par montrer le résultat pour m ⩾ np. Il suffit de le montrer dans
le cas où m est un multiple de la période. On prend donc m = (n + k)p pour k ∈ N. D’après
le théorème 2.7.7, Sm + Sm ⊂ HL+k+1 +HL+k+1. D’après le lemme 2.7.8, HL+k+1 +HL+k+1 ⊂
HL+k+1+ξ. D’après le théorème 2.7.7, HL+k+1+ξ∩S∞ ⊂ S(n+k+q+ξ+2)p. Donc (Sm+Sm)∩S∞ ⊂
(HL+k+1 + HL+k+1) ∩ S∞ ⊂ HL+k+1+ξ ∩ S∞ ⊂ S(n+k+q+ξ+2)p = Sm+(q+ξ+2)p. En posant
κ0 = (q+ξ+2)p (qui ne dépend pas dem), on a donc bien montré que ∀m ⩾ np, (Sm+Sm)∩S∞ ⊂
Sm+κ0 . np étant un entier fixé, on peut modifier κ0 pour que la propriété soit vraie pour tout
m ∈ N et non plus seulement pour tout m ⩾ np.

2.7.5 Majoration finale sur |w|

Théorème 2.7.10. L’ensemble des mots w considérés dans les états de l’automate est fini

Démonstration. On se sert ici du théorème 2.7.9, à savoir qu’il existe κ0 ∈ N tel que

∀m ∈ N, Sm + Sm ⊂ Sm+κ0

On pose M déf= κ0 + p + 1. Soit w un mot de {0, 1}∗. Montrons que l’on peut se ramener en
un certain nombre m d’étapes de l’algorithme à un mot de longueur inférieure ou égale à M .
On pose L déf= |w|. Quitte à compléter w par des zéros, on peut supposer L ⩾ M . On note
k la position d’insertion qui, d’après la proposition 2.7.2, vérifie k ⩽ p + 2. On pose enfin
m

déf= L − k + 1. Considérons que w = xu où |x| = k − 1 et |u| = L − k + 1 = m. Comme
m + k − 1 = L, on peut simuler m étapes de l’algorithme par l’ajout d’un mot u′ ∈ {0, 1}m
à u tel que ψ∆(x(u + u′)) ∈ S∞. On cherche à majorer la longueur de la forme normale de
w′ déf= x(u + u′). Comme ψ∆(xu) ∈ SL et ψ∆(0k−1u′) ∈ SL, ψ∆(w′) ∈ SL + SL ⊂ SL+κ0 .
Donc |w′↓| ⩽ L + κ0. On appelle alors τ le préfixe qui va être coupé dans w′↓. Comme la
nouvelle position d’insertion k′ vérifie k′ ⩽ p + 2, on a k + m − |τ | ⩽ p + 2. Donc |τ | ⩾
m + k − p − 2 = L − p − 1. Le nouveau mot considéré par l’automate, appelé w′′, vérifie alors
|w′′| = |w′↓| − |τ | ⩽ (L + κ0) − (L − p − 1) = κ0 + p + 1 = M . Comme il n’y a qu’un nombre
fini de mots dans {0, 1}⩽M , l’ensemble des mots w considérés dans les états de l’automate est
fini.

Ayant montré que n, k et w vivent dans des ensembles finis, nous pouvons conclure à la
finitude de notre automate et donc à la rationnalité de Lp. La classe des langages rationnels
étant stable par union, intersection, concaténation et complémentaire, on en déduit également
que L et M sont rationnels.

2.8 Bilan & perspectives

L’étude de la connexité par faces des hyperplans arithmétiques a permis de mettre au jour
un certain nombre de phénomènes et de créer des liens inattendus avec d’autres communautés.
Pour décider de la connexité de P(v, µ, ω), on commence par calculer l’épaisseur de connexité
Ω(v, µ). Celle-ci est une fonction simple de µ et Ω(v, 0) qui se calcule via un algorithme de pgcd :
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l’algorithme totalement soustractif. L’hyperplan est alors connexe si ω > Ω(v, µ), non connexe si
ω < Ω(v, µ). Dans le cas où l’algorithme totalement soustractif termine, l’hyperplan n’est jamais
connexe pour ω = Ω(v, µ). Sinon, cas qui se produit uniquement pour un ensemble Lebesgue-
négligeable de vecteurs, on se ramène à l’étude d’un ensemble appelé Kd. La connexité dépend
alors du décalage µ. Le déroulé infini de l’algorithme totalement soustractif sur les vecteurs de
l’ensemble Kd permet de créer un mot infini ∆. A partir du mot ∆, on peut alors créer un
système de numération, appelé ∆-numération, qui a de bonnes propriétés de normalisation. Il
est ainsi possible d’encoder µ dans ce système de numération via un mot infini µ̄. L’hyperplan
est alors connexe ssi µ̄ contient une infinité d’éléments d’un langage M, langage des motifs
intérieurs minimaux. Dans le cas où ∆ est ultimement périodique, le langage M est rationnel
et le langage des codes des décalages rendant le plan connexe est alors reconnaissable par un
automate de Büchi non déterministe.

L’étude des plans à l’épaisseur de connexité (notamment avec décalage nul) a permis de
mettre au jour un lien entre ∆-numération et clôture palindromique géométrique. Les points du
plan sont alors représentés par les mots finis sur {0, 1}. Notre travail sur les plans avec décalage
nous a amené à étudier au langage M des motifs intérieurs minimaux. Dans le cas où ∆ est
ultimement périodique, nous avons vu que ce langage était rationnel. Il serait alors intéressant
de regarder ce langage pour d’autres mots ∆. On pourrait également étudier le langage de tous
les motifs intérieurs minimaux, en rendant ∆ variable.

Enfin, la montée en dimension des propriétés de la connexité par faces a permis de montrer
que la difficulté du problème se concentre sur la dimension finie. L’étude de la connexité par
faces en dimension infinie est en effet très simple :

— soit le problème se ramène à la dimension finie ;
— soit il existe une épaisseur de connexité qui vaut Ω(v) = ∥v∥∞ et le plan n’est jamais

connexe à cette épaisseur.

On peut toutefois chercher à généraliser autrement les propriétés observées pour la connexité
par faces. En 2D, de nombreux travaux s’intéressent aux droites naïves et à la 8-connexité, aussi
appelée connexité par sommets. Rien n’empêche alors d’étudier les connexités par arêtes et par
sommets en 3D (qui, nous le verrons, se ramènent à la connexité par faces), ou de manière
générale les connexités par facettes en dimension finie quelconque. Il est également possible
d’étudier d’autres connexités plus exotiques, comme celle du pas de cavalier. La résolution du
problème de la connexité pour des voisinages généraux est l’un des objectifs de cette thèse. Les
travaux et résultats sur le sujet sont l’objet des chapitres 3 et 4.
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3

Le problème général de la
connexité : approche combinatoire

Ce chapitre propose une étude de la connexité générale, dans le but d’étendre les résul-
tats connus pour la connexité par faces à d’autres voisinages. Dans son article définissant les
hyperplans arithmétiques [3], E. Andres définit les connexités par facettes en dimension finie
quelconque. Il est également possible de regarder d’autres voisinages, non nécessairement re-
présentables par des boules. La combinatoire peut alors très vite exploser, qu’il s’agisse des
relations de liaisons entre les vecteurs de voisinage ou de la complexité des chemins. Après avoir
défini la notion de voisinage, nous démontrons l’existence d’une épaisseur de connexité pour
tout voisinage. Nous montrons que celle-ci possède une faible dépendance en µ et des bornes
similaires à l’épaisseur pour la connexité par faces. Nous remarquons également que certains
vecteurs, appelés inutiles, ne participent pas à la connexité. Nous créons ainsi la notion de
voisinage utile, qui permet de limiter le nombre de vecteurs considérés et dans certains cas de
se ramener à la connexité par faces. Nous présentons enfin l’algorithme de Y. Gérard présenté
dans [28] qui décide de la connexité des plans dans le cas rationnel. Nous utilisons alors un
algorithme similaire pour décider de l’utilité d’un vecteur dans le cas rationnel.

Définition 3.0.1 (Voisinages par facettes ou k-voisinages [3]). Soit k ∈ J1, dK et x, y ∈ Zd. On
dit que x, y sont k-voisins ssi ∥y − x∥∞ = 1 et ∥y − x∥∞ ⩽ d− k.

Rappelons qu’un point x de Zd peut être représenté par l’hypercube B
(
x, 1

2

)
. Les points de

Z2 peuvent ainsi être représentés par des carrés et ceux de Z3 par des cubes. Deux hypercubes
sont alors k-voisins ssi ils se touchent au niveau d’une facette de dimension au moins d− k :

— le (d− 1)-voisinage est le voisinage par faces ;
— le 0-voisinage est le voisinage par sommets ;
— en dimension 3, le 1-voisinage est le voisinage par arêtes.

Notons que les notions de 4-connexité et 8-connexité utilisées en 2D (pour les connexités par
arêtes et par sommets) ne sont pas à confondre avec les notions de k-connexité présentées ici.
Les notions de 4-connexité ou de 8-connexité sont relatives à la taille du voisinage considérés
quand la notion de k-connexité est relative à la dimension des facettes dans le voisinage.

On peut définir d’autres voisinages plus exotiques que les connexités par facettes.

Définition 3.0.2 (Voisinage). Soit V ⊂ Zd. On dit que V est un voisinage ssi :
— V est fini ;
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— V est symétrique, ie ∀u ∈ V,−u ∈ V ;
— V engendre Zd en tant que groupe

Définition 3.0.3 (V-voisins, V-connexité). Soit V un voisinage de Zd. Deux points x, y ∈ Zd

sont dits V-voisins ssi y−x ∈ V. On le note alors x↔V y. En appelant dans ce cas u déf= y−x ∈ V,
on dit également que u est un déplacement de x à y. Un V-chemin de x à y est une suite finie
x0, ..., xn ∈ Zd telle que :

— x0 = x ;
— xn = y ;
— ∀i ∈ J0, n− 1K , xi ↔V xi+1.

S’il existe un V-chemin de x à y, on note alors x↔∗
V y. Une partie A ⊂ Zd est dite V-connexe

ssi A est non vide et ∀x, y ∈ A, il existe un V-chemin de x à y dans A.

Commentons ces quelques restrictions sur la notion de voisinage. Le caractère fini de V
permet de simplifier la notion et facilite l’élaboration d’algorithmes pour décider la V-connexité.
La symétrie du voisinage permet de travailler avec des graphes non orientés : nous souhaitons en
effet que x soit voisin de y ssi y est voisin de x. Enfin, exiger que V engendre Zd en tant que groupe
permet à l’espace entier d’être connexe. Dans le cas contraire, les plans sont rarement connexes.
En dehors de ces quelques restrictions raisonnables, les voisinages V considérés peuvent être
tout à fait quelconques. Remarquons enfin que, comme pour la connexité par faces, l’ensemble
vide est considéré ici comme non connexe. Enfin, par abus, nous parlons par la suite de voisins,
chemins ou connexité sans nécessairement préciser le voisinage V considéré lorsque celui-ci est
clair.

Exemple 3.0.4.
— Vf

déf= {±ei}i∈J1,dK est le voisinage par faces ;
— Vs

déf= B∞(0, 1) ∩ Zd est le voisinage par sommets ;
— Vc

déf= {±(1, 2),±(1,−2),±(2, 1),±(2,−1)} est le voisinage par pas de cavalier en dimen-
sion 2 (2 points sont voisins ssi on peut aller de l’un à l’autre par un pas de cavalier aux
échecs).

On souhaite alors résoudre le problème suivant, plus général que le problème de la connexité
par faces résolu dans le chapitre 2.

Problème 3.0.5. Etant donnés V, v, µ, ω, l’hyperplan P(v, µ, ω) est-il V-connexe ?

Figure 3.1 – Un plan connexe par sommets

On peut remarquer, en observant le plan connexe par sommets en Figure 3.1 qu’un tel
plan n’est pas nécessairement séparant. Ainsi, le plan présenté, bien que parsemé de trous,
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Figure 3.2 – Une droite connexe par pas de cavalier

est bien connexe par sommets. Dans le cas du voisinage par pas de cavalier présenté dans la
Figure 3.2, on regarde un exemple avec la droite discrète de pente 1/5 et de décalage nul.
Les couleurs correspondent aux 4 composantes connexes obtenues pour l’ensemble de sauts
{±(2, 1),±(2,−1)}. En rajoutant le saut ±(1, 2), on peut lier les composantes rouge et noire,
verte et rouge, bleue et verte, noire et bleue. Donc la droite est Vc-connexe. On remarquera
au passage que l’on n’a pas utilisé le saut ±(−1, 2) pour montrer la connexité, ce qui signifie
intuitivement que celui-ci est inutile au voisinage. Nous reparlons plus en profondeur de la notion
d’inutilité dans la section concernée.

Nous commençons par étendre quelques résultats connus pour la connexité par faces : exis-
tence de l’épaisseur, bornes sur celle-ci, dépendance au décalage, réduction. Cette généralisa-
tion demande toutefois quelques hypothèses ou modifications supplémentaires, souvent dues à
la complexité du réseau induit par V. Avant de montrer l’existence d’une épaisseur de connexité
pour des voisinages quelconques, nous introduisons la notion très utile de fibre ainsi qu’une
caractérisation de l’irrationalité d’un vecteur par les fibres du plan.

Définition 3.0.6. Fibre La fibre de niveau α ∈ [0, ω[ d’un plan P(v, µ, ω) est {x ∈ Zd | ⟨x, v⟩+
µ = α}.

Proposition 3.0.7. Soient v ∈ Rd non nul, µ ∈ R et ω > 0. Alors P(v, µ, ω) contient un
nombre fini de fibres non vides ssi v est rationnel.

Démonstration. ⇒ : supposons v rationnel et posons α déf= pgcd(v) > 0. Si x ∈ Zd alors ⟨x, v⟩+
µ ∈ µ+αZ. Comme [0, ω[∩(µ+αZ) est fini, P(v, µ, ω) admet un nombre fini de fibres non vides.

⇐ : par contraposée, supposons v irrationnel. Dès lors, {⟨x, v⟩}x∈Zd est dense dans R donc
l’ensemble des niveaux de fibres non vides de P(v, µ, ω) est dense dans [0, ω[. Donc P(v, µ, ω)
possède un nombre infini de fibres non vides.

3.1 Epaisseur de connexité

3.1.1 Existence de l’épaisseur

Un premier contre-exemple à l’existence d’une épaisseur de connexité apparaît immédiate-
ment (voir Figure 3.3) lorsque l’on regarde le voisinage Vc du pas de cavalier pour le vecteur
v = (2, 1) (et µ = 0). A l’épaisseur 1 (figure de gauche), la droite est connexe par pas de cavalier.
En revanche, à l’épaisseur 2 (figure de droite), on observe 2 composantes connexes distinctes.
Cela contredit donc l’existence d’un phénomène de percolation pour la connexité pour v : de
tels vecteurs sont appelés pathologiques. On peut toutefois caractériser facilement les vecteurs
pathologiques et on montre qu’ils sont en nombre fini (à un facteur multiplicatif près). Le cas
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pathologique apparaît en effet uniquement lorsque, pour des ω > 0 suffisamment petit, le plan
ne contient qu’une seule fibre connexe. Cela n’est possible que dans le cas où v est rationnel et
où la fibre de niveau µ, à savoir v⊥∩Zd est connexe. Augmenter l’épaisseur fait alors apparaître
une nouvelle fibre qui n’est pas nécessairement reliée à la précédente.

Figure 3.3 – Une droite sans épaisseur de connexité

Définition 3.1.1. Vecteur pathologique Soit V un voisinage et v ∈ Rd un vecteur non nul. On
dit que v est V-pathologique ssi v est rationnel et v⊥ ∩ Zd est V-connexe.

Exemple 3.1.2. 1) Dans l’exemple présenté ci-dessus pour v = (2, 1) et le voisinage Vc du pas
de cavalier, v⊥ ∩ Zd = VectZ((1,−2)) qui est Vc-connexe. Donc (2, 1) est Vc-pathologique.
2) En connexité par faces, les ei sont pathologiques.

Afin de prouver l’existence d’une épaisseur de V-connexité dans le cas non pathologique,
nous avons besoin de quelques petits résultats intermédiaires.

Définition 3.1.3 (Norme de voisinage). Soit V un voisinage et v ∈ Rd non nul. On pose
V+ déf= {u ∈ V | ⟨u, v⟩ > 0}. On définit alors λV(v) déf= min

u∈V+
⟨u, v⟩ et ∥v∥V

déf= max
u∈V
|⟨u, v⟩|.

On remarquera que, comme V engendre Zd, λV(v) est bien défini pour tout vecteur non nul
et que ∥·∥V est une norme sur Rd. On retrouve alors, dans le cas de la connexité par faces,
∥·∥V = ∥·∥∞ et λV(v) qui est le minimum des valeurs absolues des coordonnées non nulles.

Lemme 3.1.4. Soient V un voisinage et v ∈ Rd un vecteur non pathologique. Soit ω ∈ R+ tel
que P(v, µ, ω) est connexe. Alors ω > λV(v).

Démonstration. On pose λ déf= λV(v). Supposons par l’absurde ω ⩽ λ. Nous allons montrer que
P(v, µ, ω) contient exactement une fibre non vide. Intuitivement, cela provient du fait qu’il est
impossible de se déplacer dans P(v, µ, ω) en utilisant des u ∈ V tels que ⟨u, v⟩ ̸= 0. Prenons en
effet x, y ∈ P(v, µ, ω) voisins. Il existe alors u ∈ V tel que y = x + u. Comme x, y ∈ P(v, µ, ω),
λ ⩾ ω > |⟨y − x, v⟩| = |⟨u, v⟩|. Ceci impose, par définition de λ, ⟨u, v⟩ = 0 d’où ⟨x, v⟩ = ⟨y, v⟩.

On note G le graphe induit par la relation de V-voisinage sur P(v, µ, ω). Comme P(v, µ, ω)
est V-connexe, G est aussi connexe. De plus, P(v, µ, ω) est non vide donc contient un élément
x0. Par connexité, tout point x de G est à une distance finie de x0 dans le graphe, que l’on note
dG(x0, x). Rappelons de plus que ∀x, y ∈ G, si x et y sont voisins alors ⟨x, v⟩ = ⟨y, v⟩. On peut
ainsi aisément montrer par récurrence sur dG(x0, x) que pour tout x ∈ G, on a ⟨x, v⟩ = ⟨x0, v⟩,
et ainsi x− x0 ∈ v⊥.
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On a ainsi montré que P(v, µ, ω) ⊂ (x0 + v⊥) ∩ Zd. L’inclusion réciproque est triviale, donc
P(v, µ, ω) = (x0 + v⊥) ∩ Zd. Comme P(v, µ, ω) est connexe, (x0 + v⊥) ∩ Zd aussi donc v⊥ ∩ Zd
aussi. Enfin, P(v, µ, ω) = x0 + (v⊥ ∩Zd) comporte une seule fibre non vide donc v est rationnel.
Cela contredit donc le caractère non pathologique de v.

Lemme 3.1.5 (d’inclusion). Soient µ1, ω1, µ2, ω2 ∈ R tels que P(v, µ1, ω1) ⊂ P(v, µ2, ω2). On
suppose de plus que P(v, µ1, ω1) est connexe et que ω1 > λ. Alors P(v, µ2, ω2) est connexe.

Démonstration. On pose λ déf= λV(v). Il existe u0 tel que ⟨u0, v⟩ = λ. Soient x, y ∈ P(v, µ2, ω2).
Il existe k, ℓ ∈ Z tels que ⟨x, v⟩+ µ1 − k λ ∈ [0, λ[ et ⟨y, v⟩+ µ1 − ℓ λ ∈ [0, λ[. Ainsi, en posant
x0

déf= x − ku0 et y0
déf= y − ℓu0, comme λ < ω1, on obtient que x0, y0 ∈ P(v, µ1, ω1) (et au

passage que x0, y0 ∈ P(v, µ2, ω2)). Comme P(v, µ1, ω1) est connexe, il existe un chemin de x0 à
y0 dans P(v, µ1, ω1) donc dans P(v, µ2, ω2) (par inclusion). De plus, x ↔∗ x0 et y0 ↔∗ y dans
P(v, µ2, ω2). On a ainsi construit un chemin de x à y dans P(v, µ2, ω2). Donc P(v, µ2, ω2) est
connexe.

Proposition 3.1.6. Soient v ∈ Rd non pathologique et ω ∈ R+ tel que P(v, µ, ω) soit V-connexe.
Soit ω′ ⩾ ω. Alors P(v, µ, ω′) est V-connexe.

Démonstration. Comme v est non pathologique et P(v, µ, ω) est connexe, ω > λ. On applique
alors le lemme d’inclusion. En effet, on a P(v, µ, ω) ⊂ P(v, µ, ω′) donc la connexité de P(v, µ, ω)
implique celle de P(v, µ, ω′).

On obtient ainsi que l’ensemble I déf= {ω ∈ R+ | P(v, µ, ω) est connexe} est un intervalle
non borné de R+. Ainsi, en posant Ω(v, µ) déf= inf(I), on obtient l’existence de l’épaisseur de
connexité :

Théorème 3.1.7. Soit V un voisinage et v un vecteur non pathologique. Soit µ ∈ R. Alors
(v, µ) admet une épaisseur de connexité ΩV(v, µ), ie :

— ∀ω < ΩV(v, µ),P(v, µ, ω) n’est pas V-connexe ;
— ∀ω > ΩV(v, µ),P(v, µ, ω) est V-connexe.

En dehors des cas pathologiques, nous retrouvons donc le phénomène de percolation observé
pour la connexité par faces. Le cas des vecteurs pathologiques est abordé dans la partie suivante.
Le but du reste de ce chapitre est d’obtenir des propriétés sur v 7→ ΩV(v, 0) et de parvenir à
calculer cette fonction. En effet, nous verrons dans une section consacrée que la dépendance de
ΩV en µ est très faible et que l’on peut se ramener à étudier le cas µ = 0.

3.1.2 Vecteurs pathologiques

Intéressons-nous ici au cas des vecteurs pathologiques pour un voisinage V donné. Rappelons
qu’un vecteur v est dit pathologique ssi v est rationnel et v⊥ ∩ Zd est V-connexe. Comme
∀α > 0,P(v, µ, ω) = P(αv, αµ, αω), on peut se ramener au cas où les vecteurs pathologiques
étudiés ont un pgcd 1 (donc sont entiers).

Proposition 3.1.8. Soit v ∈ Rd non nul. Alors v est pathologique ssi il existe V0 ⊂ V de rang
d− 1 tel que v⊥ ∩ Zd = VectZ(V0).

47



Chapitre 3. Le problème général de la connexité : approche combinatoire

Démonstration. ⇒ : supposons v pathologique. Quitte à multiplier v par un scalaire, on peut
supposer pgcd(v) = 1. Comme v est rationnel, v⊥ ∩ Zd est un réseau de dimension d − 1.
Considérons V0

déf= V ∩ v⊥. Dès lors, VectZ(V0) ⊂ v⊥ ∩ Zd. Or, v⊥ ∩ Zd est V-connexe. De plus,
aucun déplacement par un vecteur dans V \ V0 n’est possible dans v⊥ ∩ Zd. Donc v⊥ ∩ Zd est
V0-connexe. Ainsi, v⊥ ∩ Zd ⊂ VectZ(V0), ce qui conclut.

⇐ : supposons qu’il existe V0 ⊂ V de rang d− 1 tel que v⊥∩Zd = VectZ(V0). Comme V0 est
de rang d−1, il en est de même pour v⊥∩Zd donc v est rationnel. De plus, v⊥∩Zd = VectZ(V0)
est V0-connexe donc V-connexe. Donc v est pathologique.

La proposition précédente permet ainsi de caractériser algébriquement les vecteurs patho-
logiques : ce sont les produits vectoriels des V0 ⊂ V de rang d − 1. On obtient ainsi que les
vecteurs pathologiques sont, à multiplication par un scalaire près, en nombre fini.

Proposition 3.1.9. Soit v un vecteur pathologique de pgcd 1. Alors v admet une épaisseur de
connexité ssi il existe u ∈ V tel que ⟨u, v⟩ = 1. Dans ce cas (nommé cas semi-pathologique),
ΩV(v, 0) = 0. (le cas µ ̸= 0 est traité ultérieurement).

Démonstration. ⇒ : supposons que v admet une épaisseur de connexité. Alors, comme P(v, 0, 1) =
v⊥ ∩ Zd est V-connexe, P(v, 0, 2) est aussi V-connexe. Donc les fibres de niveau 0 et de niveau
1 de P(v, 0, 2) sont connectées. Comme P(v, 0, 2) contient uniquement 2 fibres non vides, cela
impose l’existence d’un u ∈ V tel que ⟨u, v⟩ = 1.

⇐ : supposons qu’il existe u ∈ V tel que ⟨u, v⟩ = 1. Soit ω > 0. Le plan P(v, 0, ω) contient
un nombre fini de fibres non vides. La fibre de niveau 0, v⊥ ∩ Zd est V-connexe car v est
pathologique. Les fibres de niveau n étant des translatées de la fibre de niveau 0, elles sont
également connexes. Enfin, pour tout n, u connecte la fibre de niveau n à la fibre de niveau
n+ 1. Donc P(v, 0, ω) est connexe et v admet une épaisseur de connexité.

On a ainsi montré que ∀ω > 0,P(v, 0, ω) est V-connexe. Donc Ω(v, 0) = 0.

Théorème 3.1.10. Soit v un vecteur pathologique.
Alors Iv

déf= {ω > 0 | P(v, 0, ω) n’est pas connexe} est un intervalle.

Démonstration. Dans le cas où il existe u ∈ V tel que ⟨u, v⟩ = 1, par la proposition précédente,
Iv = ∅ d’où le résultat.

Sinon (cas totalement pathologique), on pose λ = λV(v). Comme ∀u ∈ V, ⟨u, v⟩ ̸= 1, λ > 1.
Soit ω ∈]1, λ]. P(v, 0, ω) contient au moins 2 fibres non vides (celle de niveau 0 et celle de niveau
1) et 2 fibres du plan sont toujours déconnectées lorsque ω ⩽ λ (en effet, aucun déplacement par
un vecteur u tel que ⟨u, v⟩ ≠ 0 n’est possible dans P(v, 0, ω)). Donc P(v, 0, ω) est non connexe et
]1, λ] ⊂ Iv. Pour ]λ,+∞[, le lemme d’inclusion 3.1.5 permet de montrer qu’il existe Ω(v, 0) ⩾ λ
tel que :

— ∀ω ∈]λ,Ω(v, 0)[,P(v, 0, ω) n’est pas connexe (ω ∈ Iv) ;
— ∀ω > Ω(v, 0, ω), P(v, 0, ω) est connexe (ω /∈ Iv).

Ajoutons, pour traiter le cas ω = Ω(v, 0) de plus que P(v, 0,Ω(v, 0)) = P
(
v, 0,Ω(v, 0)− pgcd(v)

2

)
est non connexe. Donc Iv =]1,Ω(v, 0)] qui est bien un intervalle.
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Définition 3.1.11. Dans le cas des vecteurs pathologiques v, on pose donc Ω(v, 0) déf= sup(Iv) =
sup({ω > 0 | P(v, 0, ω) n’est pas connexe.}), ce qui étend la notion d’épaisseur de connexité dans
le cas pathologique.

On peut observer en Figure 3.4 un résumé des 3 différents cas possibles :
— le vecteur est non pathologique. Alors on observe un phénomène de percolation : le plan

est non connexe, puis connexe au-delà de Ω(v, 0) (avec éventuelle dissertation sur la
connexité à l’épaisseur critique Ω(v, 0)) ;

— le vecteur est pathologique et ∃u ∈ V, ⟨u, v⟩ = 1 (cas semi-pathologique). Le plan est
alors toujours connexe ;

— le vecteur est pathologique et ∀u ∈ V, ⟨u, v⟩ ̸= 1 (cas totalement pathologique). Le plan
est non connexe sur l’intervalle ]pgcd(v),Ω(v, 0)] et connexe ailleurs.

Cas non pathologique
0

Ω(v, 0)

Cas semi-pathologique
0

Ω(v, 0)

Cas totalement pathologique
0

pgcd(v) Ω(v, 0)

Figure 3.4 – Les différents cas d’existence de l’épaisseur de connexité Ω(v, 0). L’intervalle vert
correspond à la partie connexe, le rouge à la partie non connexe.

Le cas totalement pathologique n’apparaît jamais dans le cas de la connexité par faces. En
effet, la condition v⊥ ∩ Zd = VectZ(V0) impose que v ait une seule coordonnée non nulle, d’où
v = α ei. Dès lors, |⟨ei, v⟩| = |α| = pgcd(v) : on est donc dans le cas semi-pathologique.

De manière générale, étant donné un voisinage V, on peut facilement décider s’il fera ap-
paraître des vecteurs totalement pathologiques. Il suffit pour cela de calculer, pour V0 ⊂ V
de taille d − 1, le produit vectoriel v des éléments des V0. On teste ensuite s’il existe u ∈ V
tel que ⟨u, v⟩ = 1 pour conclure. Il serait intéressant de caractériser une classe de voisinages
n’ayant aucun vecteur totalement pathologique. Nous avons par exemple pu montrer que les
voisinages par facettes n’admettent aucun vecteur pathologique en toute dimension inférieure
à 7. Les calculs en dimension supérieures commencent malheureusement à devenir très longs.
Nous pensons toutefois que le résultat est vrai en toute dimension.

Conjecture 3.1.12. Soit V un voisinage par facettes. Alors V n’admet aucun vecteur totalement
pathologique.

Nous pensions également que tout voisinage convexe n’admettait aucun vecteur totale-
ment pathologique. On dit qu’un voisinage V est convexe ssi Conv(V) ∩ Zd = V ∪ {0}. Ce
résultat est malheureusement faux, comme le montre l’exemple, en dimension 4, de V déf=
±{e1, e2, e3, (1, 1, 1, 2), (1, 1, 1, 3)} qui admet e4 comme vecteur totalement pathologique, malgré
la convexité de V.
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3.1.3 Dépendance au décalage

On souhaite ici étudier la dépendance en µ de Ω. Deux cas se présentent à nous : le cas
rationnel et le cas irrationnel. La preuve pour les vecteurs rationnels repose sur le théorème de
Bézout alors que celle pour les vecteurs irrationnels utilise un résultat de densité.

Proposition 3.1.13. Soit v un vecteur rationnel de pgcd 1 et µ0 = µ mod 1. Alors P(v, µ, ω)
est connexe ssi P(v, 0, ω − µ0) est connexe.

Démonstration. Par le théorème de Bézout, il existe x0 ∈ Zd tel que ⟨x0, v⟩ = 1. Par division
euclidienne, il existe k ∈ Z et µ0 ∈ [0, 1[ tel que µ = k + µ0.

P(v, µ, ω) = {x ∈ Zd | 0 ⩽ ⟨x, v⟩+ µ < ω}
= {x ∈ Zd | 0 ⩽ ⟨x, v⟩+ k + µ0 < ω}
= {x ∈ Zd | 0 ⩽ ⟨x+ k x0, v⟩+ µ0 < ω}
= {x ∈ Zd | −µ0 ⩽ ⟨x+ k x0, v⟩ < ω − µ0}
= {x ∈ Zd | −µ0 ⩽ ⟨x, v⟩ < ω − µ0} − k x0

= {x ∈ Zd | 0 ⩽ ⟨x, v⟩ < ω − µ0} − k x0 car µ0 ∈ [0, 1[
= P(v, 0, ω − µ0)− k x0

Donc, par translation, P(v, µ, ω) est connexe ssi P(v, 0, ω − µ0) est connexe.

Proposition 3.1.14. Soit v un vecteur irrationnel. Alors Ω(v, µ) = Ω(v, 0).

Démonstration. On montre que µ 7→ Ω(v, µ) est une fonction constante. Soient µ1, µ2 ∈ R,
ω ∈ R+ et ε > 0. On suppose que P(v, µ1, ω) est connexe et montrons que P(v, µ2, ω + ε) l’est
également. Comme v est irrationnel, (⟨x, v⟩)x∈Zd est dense dans R. Il existe donc x0 ∈ Zd tel
que µ2 = ⟨x0, v⟩+ µ1 + γ où γ ∈ [0, ε[.

P(v, µ2, ω + ε) = {x ∈ Zd | 0 ⩽ ⟨x, v⟩+ µ2 < ω + ε}
= {x ∈ Zd | 0 ⩽ ⟨x, v⟩+ ⟨x0, v⟩+ µ1 + γ < ω + ε}
= {x ∈ Zd | 0 ⩽ ⟨x+ x0, v⟩+ µ+ γ < ω + ε}
= {x ∈ Zd | 0 ⩽ ⟨x, v⟩+ µ1 + γ < ω + ε} − x0

= P(v, µ1 + γ, ω + ε)− x0

Or P(v, µ1, ω) ⊂ P(v, µ1 + γ, ω + ε). En effet, si 0 ⩽ ⟨x, v⟩ + µ1 < ω alors 0 ⩽ γ ⩽
⟨x, v⟩ + µ1 + γ < ω + γ < ω + ε. Comme P(v, µ1, ω) est connexe, on en déduit, par le lemme
d’inclusion 3.1.5, que P(v, µ1 + γ, ω + ε) l’est aussi.
Donc, par translation, P(v, µ2, ω+ε) est connexe. Donc Ω(v, µ2) ⩽ Ω(v, µ1)+ε. Ainsi, en passant
à l’inf, on obtient Ω(v, µ2) ⩽ Ω(v, µ1), ce qui conclut.

Des deux propositions précédentes, on déduit le théorème suivant :
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Théorème 3.1.15. Soit v ∈ Rd non nul et µ ∈ R.

Alors Ω(v, µ) =
{

Ω(v, 0) + (µ mod pgcd(v)) si v est rationnel
Ω(v, 0) si v est irrationnel

Etant donnée la dépendance affine par morceaux au décalage µ, on peut se restreindre à
l’étude de Ω(v) déf= Ω(v, 0).

3.2 Voisinage utile

3.2.1 Utilité et inutilité

Dans le cas du pas de cavalier, nous avions pu constater que certains vecteurs ne servaient
pas à la connexité. Généralement, même pour de grands voisinages V, lorsque le vecteur v est
fixé, il est rare que l’on utilise tous les sauts u ∈ V autorisés pour montrer la connexité. Par
exemple, le voisinage par sommets en dimension d compte 3d − 1 vecteurs mais le nombre de
vecteurs utilisés semble en pratique être en O(d). Nous introduisons dans cette partie la notion
de vecteur utile ou inutile, ainsi que la notion de voisinage utile. Nous montrons notamment
que l’utilité permet, entre autres :

— de réduire la taille des voisinages considérés ;
— de se ramener au cas bien connu de la connexité par faces, si le voisinage utile est

suffisamment petit ;
— de donner des bornes optimales sur l’épaisseur de connexité, analogues aux bornes obte-

nues par la connexité par faces ;
On fixe un vecteur v ∈ Rd pour toute cette partie.

Définition 3.2.1. Vecteur inutile Soit V un voisinage. On dit qu’une paire de vecteurs {−u, u}
de V est inutile ssi, pour u′ = u ou u′ = −u, il existe u1, ..., uk ∈ V \ {−u, u} (les ui ne sont pas
forcément distincts) tels que :

1. u′ =
k∑
i=1

ui ;

2. ∀j ∈ J0, kK , 0 ⩽
j∑
i=1
⟨ui, v⟩ ⩽ ⟨u′, v⟩.

Les vecteurs de voisinage u fonctionnant par paire {−u, u}, on dit par abus que u est inutile ssi
la paire {−u, u} est inutile. Enfin, un vecteur est dit utile ssi il n’est pas inutile.

Une représentation de la propriété d’inutilité est disponible en Figure 3.5. Le vecteur rouge
est exprimable comme combinaison des vecteurs verts, en respectant des contraintes de produit
scalaire tout au long du chemin. A gauche, on s’intéresse au vecteur v = (−1, 4) pour la connexité
par sommets et au saut e2. Si ce saut est possible dans la droite, il peut toutefois être décomposé
en 2 sauts e2 = (e2 + e1)− e1 avec des produits scalaires plus petits. Donc le saut e2 est inutile.
A droite, on s’intéresse au vecteur v = (1, 2) pour le pas de cavalier et au saut de cavalier
u = (1, 2).
On peut alors montrer l’inutilité de u grâce à la relation suivante (la première ligne représente
la relation d’inutilité de u et la seconde calcule les produits scalaires au fur et à mesure du
chemin) :

(1, 2) = (2, 1) +(1,−2) +(2, 1) +(−2, 1) +(−2, 1)
5 | 4 1 5 5 5
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Figure 3.5 – Deux exemples de vecteurs inutiles (en rouge). A gauche en connexité par som-
mets, à droite en connexité par pas de cavalier. Le vecteur normal est représenté en noir.

On peut également exprimer la notion d’inutilité à l’aide de chemins. Si V est un voisinage,
u ∈ V et V ′ déf= V \ {−u, u}, la définition de l’inutilité de u est équivalente à dire qu’il existe un
V ′-chemin de 0 à u dans P(v, 0, ⟨u, v⟩) où P(v, µ, ω) déf= {x ∈ Zd | 0 ⩽ ⟨x, v⟩+µ ⩽ ω}. Notons au
passage que la notion d’utilité dépend du vecteur v considéré. Pour la connexité par sommets en
dimension 2, les vecteurs inutiles dépendent ainsi de l’octant dans lequel se trouve v. Montrons
maintenant que les vecteurs inutiles portent bien leur nom.

Proposition 3.2.2. Soit V un voisinage et u ∈ V un vecteur inutile. Alors ∀µ, ω, P(v, µ, ω) est
V-connexe ssi il est V ′-connexe, où V ′ déf= V \ {−u, u}.

Démonstration. L’implication ⇐ est triviale car V ′ ⊂ V. Pour ⇒, considérons x, y ∈ P(v, µ, ω).
Il existe un V-chemin de x à y dans P(v, µ, ω). Reste à trouver un V ′-chemin. Par récurrence
immédiate sur la longueur du chemin, il suffit de montrer le résultat pour le cas x ↔V y. Les
autres cas étant triviaux, il suffit de montrer le résultat lorsque y − x ∈ {−u, u}. Enfin, quitte
à échanger x et y, on peut supposer y = x+ u. Comme u est inutile, il existe u1, ..., uk ∈ V ′ tels
que :

1. u =
k∑
i=1

ui.

2. ∀j ∈ J0, kK , 0 ⩽
j∑
i=1
⟨ui, v⟩ ⩽ ⟨u, v⟩.

On pose alors, pour j ∈ J0, kK, xj = x+
j∑
i=1

ui. Ainsi :

— x = x0.
— y = xk par 1)
— ∀j ∈ J0, k − 1K , xj ↔V ′ xj+1 car uj+1 ∈ V ′

— ∀j ∈ J1, kK , 0 ⩽ ⟨x, v⟩+ µ ⩽ ⟨xj , v⟩+ µ ⩽ ⟨y, v⟩+ µ < ω par 2)

On a ainsi trouvé un V ′-chemin de x à y dans P(v, µ, ω). Donc P(v, µ, ω) est V ′-connexe.

Corollaire 3.2.3. Soit V un voisinage et u ∈ V un vecteur inutile. On pose V ′ déf= V \ {−u, u}.
Alors ΩV(v) = ΩV ′(v).

La relation ΩV(v) = ΩV ′(v) nous laisse à penser qu’un vecteur u est inutile ssi ΩV(v) =
ΩV ′(v). L’implication directe vient d’être prouvée mais la réciproque est malheureusement
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fausse. Lorsque ΩV(v) = ΩV ′(v), on parle alors de vecteur inutile à l’épaisseur de connexité.
Considérons par exemple les voisinages V déf= ±{e1, e2, e3, u} et V ′ déf= ±{e1, e2, e3} en dimension
3 où u déf= (−1,−1, 2), avec le vecteur v déf= (−15, 16, 9). On a ΩV(v) = 21 = ΩV ′(v). Pourtant, le
vecteur u n’est pas inutile. Notons toutefois que la notion d’inutilité à l’épaisseur de connexité
est extrêmement glissante et peut pousser à de fausses idées. Nous ne l’utilisons donc pas dans
ce manuscrit.

Définition 3.2.4. Voisinage utile Un voisinage V est dit utile ssi tous ses vecteurs sont utiles.

Pour le voisinage par sommets en dimension 2, le voisinage utile est constitué des 2 × 2
vecteurs qui ont le plus petit produit scalaire en valeur absolue. Pour le voisinage par pas de
cavalier, le voisinage utile est constitué des 2× 3 vecteurs qui ont le plus petit produit scalaire
en valeur absolue. Par exemple, pour un vecteur v = (a, b) tel que 0 ⩽ a ⩽ b, le vecteur ±(1, 2)
est inutile et les 3 vecteurs restants sont utiles. Considérer un sous-voisinage permet parfois
de réduire drastiquement le nombre de vecteurs dans le voisinage. Ainsi, pour le voisinage par
sommets en dimension 4, le voisinage V est de taille 80 mais tout vecteur admet un voisinage
utile de taille 8.

Le calcul d’un sous-voisinage utile de V n’est toutefois pas toujours immédiat dans le cas
général car il s’agit d’un problème d’accessibilité dans un graphe infini. Notamment, déterminer
les zones de l’espace où un vecteur est utile peut être très compliqué. Les zones en question ne
sont pas toujours de gentils polytopes et peuvent même parfois revêtir une structure complexe
(voir Figure 3.6). Un algorithme décidant l’utilité d’un vecteur dans le cas rationnel est proposé
dans une section ultérieure sur l’algorithme de Y. Gérard. Une fois connue une méthode pour
décider l’utilité d’un vecteur, on peut alors simplement retirer les vecteurs inutiles un à un
jusqu’à obtenir un sous-voisinage utile.

Figure 3.6 – Un exemple de forme de zone où un vecteur u est inutile. On considère le voisinage
V déf= {±e1,±e2,±e3,±u} où u déf= (−1,−1, 2) en dimension 3. Le point de coordonnée (x, y) sur
la Figure symbolise le vecteur (x, y, 1 − x − y). Les zones rouges/vertes/bleues correspondent
respectivement aux zones où e1/e2/u est inutile. Dans les zones blanches, les 4 vecteurs sont
utiles. Notons que e3 n’est jamais inutile.

Remarquons au passage qu’il n’y a pas unicité d’un sous-voisinage utile pour v. Considérons
par exemple le voisinage V de la connexité par sommets en 2D et v = (1, 0). Un sous-voisinage

53



Chapitre 3. Le problème général de la connexité : approche combinatoire

utile de v peut être {±e2,±e1} ou {±e2,±(e2 + e1)} ou encore {±e2,±(e2 − e1)}.

Même la taille d’un tel sous-voisinage n’est pas unique. Prenons par exemple le vecteur
v = (1, 2) et le voisinage V déf= {±e1,±e2,±u1,±u2} où u1

déf= (−4, 3) et u2
déf= (−2, 2). Ainsi,

⟨e1, v⟩ = 1 et e2, u1, u2 ont un produit scalaire 2 avec v.
D’une part :

— u1 = e2 − e1 − e1 + e2 − e1 − e1 + e2 donc u1 est inutile ;
— u2 = e2 − e1 − e1 + e2 donc u2 est inutile ;
— (e1, e2) est libre.

Donc {±e1,±e2} est un sous-voisinage utile de V.
D’autre part :

— e2 = u2 − u1 + e1 + e1 donc e2 est inutile ;
— (e1, u1, u2) est génératrice minimale, au sens où retirer un vecteur de cette famille em-

pêche d’engendrer Z2 en tant que groupe. En effet, (e1, u1) (resp. (e1, u2)) engendre des
vecteurs dont la deuxième coordonnée est toujours un multiple de 3 (resp. 2). De plus,
(u1, u2) engendre des vecteurs dont la première composante est toujours paire.

Donc {±e1,±u1,±u2} est un sous-voisinage utile de V. On a ainsi trouvé 2 sous-voisinages utiles
de V, l’un de taille 2 et l’autre de taille 3.

Malgré ces contre-exemples, nous obtenons toutefois deux résultats d’unicité. Le premier
concerne le cas totalement irrationnel où le voisinage utile est unique. Les contre-exemples
construits ci-dessus s’appuient en effet sur l’égalité de certains produits scalaires, cas qui n’est
pas possible lorsque v est totalement irrationnel. Le second porte sur l’unicité de la norme de
voisinage utile (définie plus loin), quantité qui ne dépend pas du sous-voisinage utile choisi et
qui apparaît dans les bornes sur l’épaisseur de connexité.

Lemme 3.2.5. Soient U1,U2 deux sous-voisinages utiles d’un voisinage V. Soient u ∈ U1 tel
que ⟨u, v⟩ ⩾ 0 et U ′

2
déf= {u′ ∈ U2 | |⟨u′, v⟩| ⩽ ⟨u, v⟩}. Alors il existe un U ′

2-chemin de 0 à u dans
P(v, 0, ⟨u, v⟩).

Démonstration. Comme u ∈ V et comme U2 est un sous-voisinage utile de v, il existe un U2-
chemin de 0 à u dans P(v, 0, ⟨u, v⟩). Notons u′

1...u
′
k ∈ U2 les vecteurs de voisinage de ce chemin.

Soit j ∈ J1, kK. Alors 0 ⩽
j−1∑
i=1
⟨u′
i, v⟩ ⩽ ⟨u, v⟩ et 0 ⩽

j∑
i=1
⟨u′
i, v⟩ ⩽ ⟨u, v⟩. Ainsi, |⟨uj , v⟩| =∣∣∣∣∣ j∑i=1

⟨u′
i, v⟩ −

j−1∑
i=1
⟨u′
i, v⟩

∣∣∣∣∣ ⩽ ⟨u, v⟩. Donc uj ∈ U ′
2. Donc le U2-chemin considéré est un U ′

2-chemin.

Proposition 3.2.6. Soit v un vecteur totalement irrationnel et V un voisinage. Alors il existe
un unique sous-voisinage utile de v dans V.

Démonstration. Nous avons déjà exposé une méthode de calcul (modulo un oracle décidant si
un vecteur est utile) pour déterminer un sous-voisinage utile, d’où l’existence. Pour l’unicité,
prenons U1 et U2 des sous-voisinages utiles de v et supposons par l’absurde U1 ̸= U2. Remarquons
alors que, dans le cas totalement irrationnel, u ∈ Zd 7→ ⟨u, v⟩ est injective. La famille (⟨u, v⟩)u∈V
est donc muni d’un ordre total strict. En notant ∆ la différence symétrique, comme U1 ̸= U2, on
a U1∆U2 ̸= ∅. Prenons u ∈ U1∆U2 tel que ⟨u, v⟩ = min

u′∈U1∆ U2
|⟨u′, v⟩|. Sans perte de généralité,

on peut supposer u ∈ U1. Dès lors, u /∈ U2. Comme U2 est utile, par le lemme 3.2.5, il existe
un U ′

2-chemin de 0 à u dans P(v, 0, ⟨u, v⟩) où U ′
2

déf= {u′ ∈ U2 | |⟨u′, v⟩| ⩽ ⟨u, v⟩}. Soit u′ ∈ U ′
2.

Comme u /∈ U2 et V est muni d’un ordre strict, |⟨u′, v⟩| < ⟨u, v⟩. Par minimalité de u, on en
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déduit donc que u′ /∈ U1∆U2. Comme u′ ∈ U2, u′ ∈ U1. Donc U ′
2 ⊂ U1 \ {−u, u} et il existe un

(U1 \ {−u, u})-chemin de 0 à u dans P(v, 0, ⟨u, v⟩). Donc u est inutile dans U1 ce qui contredit
l’utilité de u. On a ainsi unicité du sous-voisinage utile.

Définition 3.1.3 (Norme de voisinage) : soit V un voisinage et v ∈ Rd non nul. On pose
V+ déf= {u ∈ V | ⟨u, v⟩ > 0}. On définit alors λV(v) déf= min

u∈V+
⟨u, v⟩ et ∥v∥V

déf= max
u∈V
|⟨u, v⟩|.

Proposition 3.2.7. Soient v ∈ Rd non nul, V un voisinage et U1,U2 des sous-voisinages utiles
de V. Alors ∥v∥U1

= ∥v∥U2
.

Démonstration. Supposons par l’absurde ∥v∥U1
̸= ∥v∥U2

. Sans perte de généralité, ∥v∥U2
<

∥v∥U1
. Considérons un u ∈ U1 tel que ⟨u, v⟩ = ∥v∥U1

. Soit u′ ∈ U2 tel que ⟨u′, v⟩ ⩾ 0. Comme U1

est utile, par le lemme 3.2.5, il existe un U ′
1-chemin de 0 à u′ dans P(v, 0, ⟨u′, v⟩) où U ′

1
déf= {u1 ∈

U1 | |⟨u1, v⟩| ⩽ ⟨u′, v⟩}. Remarquons que U ′
1 ⊂ U1 \ {−u, u}. Ainsi, pour tout u′ ∈ U2, il existe

un (U1 \ {−u, u})-chemin de 0 à u′ dans P(v, 0, ⟨u′, v⟩). Enfin, comme U2 est utile, il existe un
U2-chemin de 0 à u dans P(v, 0, ⟨u, v⟩). Chaque vecteur de ce U2-chemin pouvant être décomposé
en un (U1 \ {−u, u})-chemin, on en déduit qu’il existe un (U1 \ {−u, u})-chemin de 0 à u dans
P(v, 0, ⟨u, v⟩). Donc u est inutile dans U1 ce qui est contradictoire. Ainsi, ∥v∥U1

= ∥v∥U2
.

Définition 3.2.8 (Norme de voisinage utile). Soit V un voisinage. On appelle norme de voisi-
nage utile de V la fonction ∥·∥V,ut telle que pour tout v ∈ Rd non nul, ∥v∥V,ut

déf= ∥v∥U où U est
un sous-voisinage utile de v pour V.

Remarquons que la définition a un sens par unicité de la norme d’un sous-voisinage utile de
V pour v. Toutefois, il est important de noter que ∥·∥V,ut n’est pas une norme. Considérons en
effet le voisinage du pas de cavalier Vc

déf= {±(1, 2),±(1,−2),±(2, 1),±(2,−1)} et les vecteurs
v1 = (1, 2) et v2 = (2, 1). Le tableau suivant récapitule les produits scalaires obtenus en valeur
absolue pour chaque vecteur de voisinage. En ligne ±u et en colonne v, on donne ainsi |⟨u, v⟩|.
La dernière colonne donne la norme de voisinage utile : on remarque alors ici que ∥v1∥V,ut +
∥v2∥V,ut < ∥v1 + v2∥V,ut ce qui contredit l’inégalité triangulaire.

v1 v2 v1 + v2
±(1, 2) 5 4 9
±(1,−2) 3 0 3
±(2, 1) 4 5 9
±(2,−1) 0 3 3
∥·∥V,ut 4 4 9

3.2.2 Un cas de réduction à la connexité par faces

Un cas facile d’étude de la connexité est celui où le vecteur v admet un voisinage utile de
taille 2d, on peut alors se ramener au cas de la connexité par faces.

Théorème 3.2.9. Soit V = {±ui}i∈J1,dK un voisinage de taille 2d. On considère

φ
déf=
{
Rd → Rd
w 7→ (⟨ui, w⟩)i∈J1,dK

55



Chapitre 3. Le problème général de la connexité : approche combinatoire

Alors ∀ω,P(v, 0, ω) est V-connexe ssi P(φ(v), 0, ω) est connexe par faces.

Remarquons que la véracité du théorème ne change pas selon que l’on choisit ui ou −ui
dans la définition de φ, la connexité par faces étant invariante par changement de signe des
coordonnées.

Démonstration. Soit ω ∈ R+. Comme V ′ déf= {u1, ..., ud} est de taille d et engendre Zd, V ′ est
une base de Zd donc φ ∈ GLd(Z). On pose f déf= tφ−1. Ainsi, pour tout x ∈ Zd, ⟨f(x), φ(v)⟩ =〈
tφ−1(x), φ(v)

〉
= ⟨x, v⟩. Donc x ∈ P(v, 0, ω) ssi f(x) ∈ P(φ(v), 0, ω). Donc f est une bijection

de P(v, 0, ω) dans P(φ(v), 0, ω). Pour conclure, il suffit donc de montrer que pour x, y ∈ Zd, x
et y sont V-voisins ssi f(x) et f(y) sont (d − 1)-voisins. Cela provient du fait que tφ(ei) = ui
donc f(ui) = ei.

La procédure est donc la suivante. Etant donnés un vecteur v et un voisinage V, on commence
par calculer un voisinage utile U pour v. Si U est de taille 2d alors on se ramène à un problème
de connexité par faces qui est déjà résolu. Cette méthode permet de traiter quelques voisinages :

— la (d− 2)-connexité en dimension d
— les k-connexités en dimensions 3 et 4
Toutefois, cette méthode ne fonctionne que dans certains cas particuliers, même lorsque l’on

s’intéresse aux connexités par facettes. Considérons par exemple la 2-connexité en dimension
5 et v = (4, 6, 12, 14, 23). Le voisinage utile de v est alors {±ui}i∈J1,6K où u1 = (−1, 1, 0, 0, 0),
u2 = (0, 0,−1, 1, 0), u3 = (−1,−1, 1, 0, 0), u4 = (1, 0, 1,−1, 0), u5 = (0,−1, 0,−1, 1) et u6 =
(0, 0, 1, 1,−1). V est de taille 2×6. On ne peut donc pas conclure en se ramenant à la connexité
par faces.

Le voisinage du pas de cavalier Vc est encore plus caractéristique des problèmes qui peuvent
se poser en connexité générale. En effet, 2 vecteurs de Vc n’engendrent jamais Z2. Il est donc
nécessaire d’avoir au moins 3 déplacements autorisés pour engendrer Z2. Le dernier vecteur de
voisinage étant de plus inutile, les voisinages utiles d’un vecteur pour le pas de cavalier sont
toujours de taille 2 × 3. Le pas de cavalier ne peut donc jamais se ramener à la connexité par
faces par la méthode exposée.

3.2.3 Des bornes sur Ω

Nous proposons ici de montrer quelques bornes sur Ω, analogues à celles connues pour la
connexité par faces. Rappelons que ∥v∥V = max

u∈V
|⟨u, v⟩| et que λV(v) = min

u∈V,⟨u,v⟩>0
⟨u, v⟩. Il existe

alors u0 ∈ V tel que λ déf= λV(v) = ⟨u0, v⟩.

Proposition 3.2.10. Soit ω ⩾ ∥v∥V + λ. Alors P(v, 0, ω) est V-connexe.

Idée de la preuve : Soient x, y ∈ P(v, 0, ω). Comme V est générateur, il existe un chemin
u1, ..., un de x à y dans Zd. Pour ajouter ui (voir Figure 3.7), si cela mène à sortir de P(v, 0, ω),
on se ramène via des sauts de u0 à une fibre de P(v, 0, λ). Le saut ui devient alors autorisé. Une
fois tous les sauts ui effectués, on se ramène à y via u0.
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0

λ

ω
ui

ui
u0

u0q u0

Figure 3.7 – Illustration de la preuve de la borne supérieure. Pour effectuer le déplacement
ui, on se ramène dans la strate [0, λ[ grâce au vecteur u0.

Démonstration. Soient x, y ∈ P(v, 0, ω). Comme V engendre l’espace Zd, il existe u1, ..., un ∈ V
tels que y − x =

n∑
i=1

ui. Quitte à réordonner les ui, on peut supposer qu’il existe M(y − x) ∈ N

tel que
∀i ∈ J1, nK , ui ∈ {−u0, u0} ⇔ i > M(y − x)

Autrement dit, on place les vecteurs u0 et −u0 à la fin de la somme. Montrons que x et y
sont V-reliés dans P(v, 0, ω) par récurrence sur M(y − x). Si M(y − x) = 0 alors il existe q ∈ Z
tel que y − x = qu0. Quitte à échanger les rôles de x et y, on peut supposer q ∈ N. On pose
alors, pour j ∈ J0, qK, xj

déf= x + ju0. Dès lors, les xj forment un V-chemin de x à y. De plus,
∀j ∈ J0, qK, 0 ⩽ ⟨x, v⟩ ⩽ ⟨xj , v⟩ ⩽ ⟨y, v⟩ < ω donc ce chemin est bien dans P(v, 0, ω).

Si M(y−x) > 0 alors u1 /∈ {−u0, u0}. Quitte à échanger x et y, on peut supposer ⟨v, u1⟩ ⩾ 0.
Pour effectuer le déplacement u1, on commence par aller de x à un vecteur x′ ∈ P(v, 0, λ) en se
déplaçant avec u0. On montre ensuite qu’il est possible d’aller de x′ à x′ +u1 et de conclure par
hypothèse de récurrence.

Il existe q ∈ N tel que ⟨x, v⟩ − qλ ∈ [0, λ[. Par conséquent, en posant x′ déf= x − qu0,
x′ ∈ P(v, 0, ω) (car λ ⩽ ω) et est V-relié à x dans P(v, 0, ω). De plus, en posant x′′ déf= x′ + u1,
on a ⟨x′′, v⟩ = ⟨x′, v⟩+ ⟨u1, v⟩. Comme

0 ⩽
〈
x′, v

〉
⩽
〈
x′, v

〉
+ ⟨u1, v⟩ < λ+ ⟨u1, v⟩ ⩽ λ+ ∥v∥V ⩽ ω

on a x′′ ∈ P(v, 0, ω). De plus, x′′ est V-relié à x′ dans P(v, 0, ω), donc à x par transitivité. Or
y−x′′ =

n∑
i=2

ui+qu0 donc M(y−x′′) = M(y−x)−1. Par hypothèse de récurrence, on en déduit

que x′′ et y sont reliés dans P(v, 0, ω). C’est donc également le cas pour x et y. Ainsi, P(v, 0, ω)
est V-connexe.

On déduit de ce résultat que Ω(v) ⩽ ∥v∥V + λV(v). L’hypothèse d’utilité de V n’est pas né-
cessaire pour cette preuve de la borne supérieure. La présence de vecteurs inutiles ne fait qu’ac-
croître (inutilement) la norme ∥v∥V . Se restreindre à un voisinage utile permet donc d’améliorer
la borne supérieure sur Ω(v).

Proposition 3.2.11. Soit u ∈ V tel que Ω(v) < ⟨u, v⟩. On suppose de plus que v n’est pas
semi-pathologique. Alors u est inutile.
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Démonstration. On pose ω déf= ⟨u, v⟩. Comme v n’est pas semi-pathologique, λ ⩽ Ω(v) < ω.
Comme ω = ⟨u, v⟩ > 0, 0 ∈ P(v, 0, ω) et u ̸∈ P(v, 0, ω). Pour montrer l’inutilité de u, on
souhaite construire un V ′-chemin (avec V ′ déf= V \ {−u, u}) de 0 à u dans P(v, 0, ⟨u, v⟩). Il existe
q ∈ N tel que ⟨u, v⟩ − qλ ∈ [0, λ[. On pose alors u′ déf= u− qu0. Comme v est non pathologique,
λ ⩽ Ω(v) < ω, d’où u′ ∈ P(v, 0, ω). On utilise maintenant la V-connexité de P(v, 0, ω) pour créer
un V-chemin de 0 à u′ dans P(v, 0, ω), composé de vecteurs u1, ..., uk ∈ V.

Montrons que la contrainte ω = ⟨u, v⟩ implique que les ui sont dans V ′. Soit i ∈ J1, kK. En

posant x déf=
i−1∑
j=1

uj et y déf= x + ui, on remarque que x, y ∈ P(v, 0, ω). Donc 0 ⩽ ⟨x, v⟩ < ω et

0 ⩽ ⟨x, v⟩+ ⟨ui, v⟩ < ω. Par conséquent, |⟨ui, v⟩| < ω = ⟨u, v⟩, ce qui implique ui ∈ V ′.

Montrons enfin que u est inutile, en reprenant les points 1) et 2) de la définition d’inutilité
3.2.1. Pour tout i ∈ J1, kK , ui ∈ V ′ déf= V \ {−u, u}.

— 1) u = u′ + qu0 =
k∑
i=1

ui + qu0.

— 2a) Pour j ∈ J0, kK, comme
j∑
i=1

ui ∈ P(v, 0, ω), 0 ⩽
j∑
i=1
⟨ui, v⟩ < ω = ⟨u, v⟩.

— 2b) Pour j ∈ J0, qK, 0 ⩽
k∑
i=1
⟨ui, v⟩ + j ⟨u0, v⟩ = ⟨u′, v⟩ + j ⟨u0, v⟩ ⩽ ⟨u′, v⟩ + q ⟨u0, v⟩ =

⟨u, v⟩.

Donc u est inutile.

De cette proposition, on déduit que, si V est utile alors Ω(v) ⩾ ⟨u, v⟩. Par passage au max,
Ω(v) ⩾ ∥v∥V . On a ainsi pu démontrer les théorèmes suivants.

Théorème 3.2.12. Soit V un voisinage utile et v un vecteur non semi-pathologique. Alors

∥v∥V ⩽ Ω(v) ⩽ ∥v∥V + λV(v)

Corollaire 3.2.13. Soit V un voisinage et v un vecteur non semi-pathologique. Alors

∥v∥V,ut ⩽ Ω(v) ⩽ ∥v∥V,ut + λV(v)

On retrouve ainsi des bornes similaires à celles obtenues pour la connexité par faces. Ces
bornes sont au passage optimales, comme le montre le cas de connexité par faces.

3.2.4 D’autres bornes

Même si les bornes obtenues précédemment sont assez satisfaisantes, on observe expérimenta-
lement, dans les zones où les voisinages utiles sont de taille > 2d, que l’épaisseur est souvent
proche de 2λV(v). Cette observation nous a poussés à trouver une borne faisant apparaître la
quantité 2λV(v) qui sera par la suite utile dans les preuves. L’idée est que l’épaisseur 2λV(v)
correspond au cas où aucun point du plan n’est isolé.

Proposition 3.2.14. Soient v un vecteur irrationnel et V un voisinage. Soit ω < 2λV(v). Alors
P(v, 0, ω) contient une fibre isolée pour V (au sens où cette fibre n’est reliée à aucune autre fibre
du plan).
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Démonstration. On considère λ déf= λV(v) et on pose I déf=]ω−λ, λ[ qui est un ouvert non vide car
ω < 2λ. Comme v est irrationnel, par densité des (⟨x, v⟩)x∈Zd , il existe x ∈ Zd tel que ⟨x, v⟩ ∈ I.
Ainsi, x ∈ P(v, 0, ω). Montrons que tout point de la fibre de x n’est voisin d’aucun point d’une
autre fibre. Soit u ∈ V tel que ⟨u, v⟩ > 0.

— ⟨x+ u, v⟩ = ⟨x, v⟩+ ⟨u, v⟩ > (ω − λ) + λ = ω ;
— ⟨x− u, v⟩ = ⟨x, v⟩ − ⟨u, v⟩ < λ− λ = 0.

Donc x+ u, x− u /∈ P(v, 0, ω). Ainsi, la fibre de x est isolée dans P(v, 0, ω).

Proposition 3.2.15. Soient v un vecteur rationnel de pgcd 1 et V un voisinage. Soit ω <
2λV(v)− 1. Alors P(v, 0, ω) contient une fibre isolée pour V.

Démonstration. On considère λ déf= λV(v) et on regarde la fibre de niveau λ − 1. Elle est non
vide par le théorème de Bézout. Soit x un point de cette fibre. x ∈ P(v, 0, ω). Soit u ∈ V tel que
⟨u, v⟩ > 0.

— ⟨x+ u, v⟩ = ⟨x, v⟩+ ⟨u, v⟩ ⩾ (λ− 1) + λ = 2λ− 1 > ω ;
— ⟨x− u, v⟩ = ⟨x, v⟩ − ⟨u, v⟩ ⩽ (λ− 1)− λ = −1 < 0.

Donc x+ u, x− u /∈ P(v, 0, ω). Ainsi, la fibre de x est isolée dans P(v, 0, ω).

En dehors du cas semi-pathologique (où le plan P(v, 0, ω) peut contenir une seule fibre non
vide pour ω > Ω(v)), on obtient donc une autre borne inférieure sur Ω. Nous revenons sur
la borne inférieure 2λV(v) − pgcd(v) dans une partie consacrée à la taille k des composantes
connexes de l’hyperplan. Cette borne inférieure est alors l’épaisseur à partir de laquelle toutes
les composantes ont une taille au moins 2 dans l’hyperplan.

Théorème 3.2.16. Soit v un vecteur non semi-pathologique et V un voisinage. Alors

Ω(v) ⩾ 2λV(v)− pgcd(v)

3.3 Algorithme de Yan Gérard

Dans son article [28] de 2002, Y. Gérard montre la décidabilité du problème de connexité des
hyperplans rationnels pour un voisinage quelconque. Nous donnons ici une brève description de
l’algorithme dans le cas qui nous intéresse. L’idée est de faire un parcours en largeur de P(v, 0, ω)
dont les fibres sont représentées par un graphe G. Lorsque l’on trouve x, y qui sont sur la même
fibre, on ajoute y− x ∈ v⊥ à un ensemble H qui est un générateur des vecteurs atteignables de
v⊥. On conclut à la connexité ssi toutes les fibres non vides sont atteintes par un élément de G
et VectZ(H) = v⊥ ∩ Zd.

L’algorithme de Y. Gérard nous a été très utile à plusieurs titres, notamment pour l’étude
analytique qui est l’objet du chapitre 4. Une adaptation simple de l’algorithme nous permet
notamment de décider, dans le cas où v est rationnel, de l’utilité d’un vecteur de voisinage pour
v.
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Algorithme : Algorithme de Yan Gérard [28]
Entrée : v un vecteur non nul, V un voisinage, ω > 0
Sortie : une description du graphe de la composante connexe de 0 et un booléen

indiquant si P(v, 0, ω) est connexe ou non.
G← graphe vide ;
li← [0] (file des sommets à visiter) ;
H ← ∅ (générateur des vecteurs de v⊥ atteignables) ;
tant que li ̸= [ ] faire

Extraire le premier élément x de li ;
si il existe y ∈ G tel que y − x ∈ v⊥ (la fibre de x a déjà été visitée) alors

si y − x est engendré par H alors
Ne rien faire (x est déjà compté dans la composante connexe de 0) ;

sinon
Ajouter y − x à H ;

sinon
(la fibre de x est nouvelle) ;
Ajouter x à G et le relier aux autres sommets selon la relation V ;
pour u ∈ V faire

si ⟨x+ u, v⟩ ∈ [0, ω[ alors
Ajouter x+ u à la fin de li

b1 ← "|G| = nombre de fibres dans P(v, 0, ω)" ;
b2 ← "H engendre v⊥ ∩ Zd)" ;
Renvoyer G,H,b1 ∧ b2)

La composante connexe de 0 est alors renvoyée sous la forme G,H où G est un ensemble de
représentants des fibres atteignables et où H est un générateur des vecteurs de v⊥ ∩Zd dans la
composante connexe de 0. Ainsi, un vecteur x ∈ Zd est dans la composante connexe de 0 ssi x
peut s’écrire y + h où y ∈ G et h est dans le sous-groupe de Zd engendré par H.

Remarquons que cet algorithme, initialement écrit pour les vecteurs rationnels, termine
uniquement pour ces vecteurs. Pour les vecteurs irrationnels, le nombre de fibres non vides
est infini. Comme il s’agit d’un parcours en largeur, les ensembles G et H obtenus à la limite
permettent de conclure à la connexité, mais ne sont pas calculables en temps fini.

Cet algorithme peut être facilement adapté pour décider si un vecteur u est ou non inutile
pour v avec le voisinage V. On définit pour cela P(v, 0, ω) déf= {x ∈ Zd | 0 ⩽ ⟨x, v⟩ ⩽ ω}. Dès lors,
u est inutile ssi u est accessible depuis 0 dans P(v, 0, ⟨u, v⟩) avec le voisinage V \ {−u, u}. Etant
donnés le graphe G et l’ensemble H renvoyés par l’algorithme de Yan Gérard, u est inutile ssi la
fibre de u apparaît dans G via un point x et si u−x est engendré par H. On peut donc calculer
un voisinage utile d’un vecteur dans le cas rationnel (le cas irrationnel demandant un passage
à la limite dans l’algorithme).
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Algorithme : Algorithme de Yan Gérard pour l’utilité
Entrée : v un vecteur non nul, V un voisinage, u ∈ V
Sortie : Le booléen « u est inutile »
ω ← ⟨u, v⟩ ;
V ′ ← V \ {−u, u} ;
G,H ← représentation de la composante connexe de 0 renvoyée par l’algorithme de Y.
Gérard pour P(v, 0, ω) et V ′ ;

pour x ∈ G faire
si ⟨x, v⟩ = ⟨u, v⟩ alors

h← u− x ;
si h est dans le groupe engendré par H alors

Renvoyer VRAI ;
Renvoyer FAUX

Théorème 3.3.1. Le problème d’inutilité d’un vecteur est décidable dans le cas où v est ra-
tionnel. On peut donc calculer un voisinage utile d’un vecteur rationnel.

3.4 Bilan et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons étendu la notion de connexité par faces à des voisinages quel-
conques. La connexité générale couvre le cas usuel des connexités par facettes mais autorise
également de très nombreux autres voisinages V sans propriété topologique apparente. Nous
avons notamment étendu le théorème d’existence de l’épaisseur de connexité ΩV(v, µ) : l’hyper-
plan P(v, µ, ω) n’est pas V-connexe si ω < ΩV(v, µ) et l’est si ω > ΩV(v, µ). Quelques vecteurs
rationnels, en nombre fini, résistent toutefois à ce théorème : on les appelle vecteurs patholo-
giques. Nous avons alors donné un critère simple pour décider si un vecteur est pathologique et
décrit les différents comportements de la connexité en fonction de l’épaisseur ω.

Nous avons également généralisé un certain nombre de propriétés connues pour l’épaisseur
de connexité par faces pour des voisinages quelconques. La dépendance au décalage ainsi que
les bornes obtenues sont analogues à celles présentées dans le chapitre 2. Nous avons enfin
introduit la notion de vecteur de voisinage utile ou inutile, qui permet de réduire la taille du
voisinage étudié. Dans le cas où le voisinage utile obtenu est de taille 2d, nous avons prouvé
qu’il est possible de se ramener à la connexité par faces. Toutefois, de nombreux voisinages ne
nous permettent pas de nous ramener à la connexité par faces et n’offrent donc pour le moment
pas de méthode pour calculer Ω. Les vecteurs utiles peuvent être détectées dans le cas rationnel
grâce à une adaptation de l’algorithme de Y. Gérard. Les zones de l’espace où un vecteur u est
inutile restent toutefois difficiles à caractériser car peuvent être non élémentaires.

Si nous avons prouvé l’existence d’une épaisseur de connexité Ω pour tout voisinage, les
résultats du chapitre 3 ne nous donnent pas un algorithme de calcul de Ω pour des voisinages
généraux. Une fois un tel algorithme connu, reste encore à s’intéresser au cas critique ω =
Ω(v, µ). L’espoir initial était de trouver un algorithme inspiré de celui pour la connexité par
faces, permettant ainsi de trouver un nouveau système de numération pour étudier la connexité
à l’épaisseur. Malheureusement, la combinatoire engendrée par les relations de liaisons dans V
ne nous a pas permis de trouver un tel algorithme. Nous avons donc laissé de côté la question
de la connexité à l’épaisseur critique dans le cas général et nous sommes concentrés dans le
chapitre 4 sur une étude analytique de Ω. Le chapitre 4 nous permet notamment d’exposer un
algorithme de calcul de l’épaisseur de connexité pour tout voisinage.
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4

Approche analytique du problème
de la connexité

Dans le cadre des voisinages généraux, des relations de liaisons apparaissent entre les vec-
teurs de voisinage. Cette combinatoire complexe rend l’étude de la connexité difficile pour de
nombreux voisinages, comme le pas de cavalier dans le plan ou la 2-connexité en dimension 5.
Nous avons prouvé dans le chapitre précédent qu’il existait une épaisseur de connexité pour
tout voisinage V et pour tout vecteur v non pathologique.

Théorème 3.1.7 : soient V un voisinage, v un vecteur non pathologique et µ ∈ R. Alors il
existe ΩV(v, µ) ∈ R tel que :

— ∀ω < ΩV(v, µ), P(v, µ, ω) n’est pas V-connexe ;
— ∀ω > ΩV(v, µ), P(v, µ, ω) est V-connexe.

Nous avons également prouvé que la dépendance de Ω en µ est simple et qu’il suffit donc de
s’intéresser à ΩV(v) déf= ΩV(v, 0). Contrairement au cas de la connexité par faces, nous n’avons
pas pu trouver d’algorithme de réduction général permettant de calculer ΩV , comme l’algorithme
totalement soustractif calcule l’épaisseur de connexité par faces. Nous avons donc choisi d’étudier
v 7→ ΩV(v) d’un point de vue analytique. Si cette fonction semble extrêmement irrégulière au
premier abord, on observe graphiquement une structure sous-jacente continue et présentant
des périodicités. Une partie importante du chapitre est consacrée à la preuve du théorème de
continuité relative séquentielle qui explique la présence de cette structure continue.

Théorème 4.4.8 (continuité relative séquentielle) : soit V un voisinage, v un vecteur non pa-
thologique et (vn)n∈N une suite de vecteurs convergeant vers v. Si ∀n ∈ N, v⊥ ∩ Zd ⊂ v⊥

n ∩ Zd
alors (ΩV(vn))n∈N converge vers ΩV(v).

Dans le cas où v est totalement irrationnel, la condition ∀n ∈ N, v⊥ ∩ Zd ⊂ v⊥
n ∩ Zd est

toujours vérifiée, ce qui permet de prouver que ΩV est continue en tout vecteur totalement
irrationnel. Nous parlons ensuite des conséquences de ce théorème, grâce auquel nous pouvons
notamment exposer un algorithme de calcul de ΩV . Enfin, nous donnons des pistes de réflexion
sur les liens entre algorithme de réduction et structure continue sous-jacente, en analysant le
cas du pas de cavalier.
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Chapitre 4. Approche analytique du problème de la connexité

4.1 Quelques analyses graphiques

Afin de représenter plus facilement les fonctions ΩV considérées, nous utilisons la propriété
d’homogénéité de Ω : ∀λ > 0,∀v ∈ Rd \{0},Ω(λv) = λΩ(v). On peut ainsi restreindre l’étude de
Ω à la sphère unité pour une norme bien choisie. Nous avons fait le choix de projeter l’ensemble

de définition de la fonction sur l’hyperplan affine
d∑
i=1

vi = 1 ou vd = 1. Nous perdons alors

les points v vérifiant
d∑
i=1

vi = 0 ou vd = 0 que nous pouvons par ailleurs observer via d’autres
projections.

Pour calculer le graphe de la fonction Ω, nous utilisons l’algorithme de Y. Gérard (voir
[28] ou la partie consacrée dans le chapitre 3) pour échantillonner l’ensemble de départ avec
des vecteurs rationnels, seuls vecteurs pour lesquels nous possédons un algorithme de calcul de
l’épaisseur de connexité. Connaissant des bornes fines sur l’épaisseur de connexité et l’algorithme
de Y. Gérard décidant de la connexité pour une épaisseur donnée, on procède par dichotomie.
On trace alors le graphe obtenu à partir de l’échantillon. La Figure 4.1 donne l’exemple en 2D
des graphes des fonctions x 7→ Ω(x, 1) pour la connexité par faces et le pas de cavalier.

Figure 4.1 – Graphe de x 7→ Ω(x, 1) pour le voisinage par faces et par pas de cavalier

On remarque sur les graphes de la Figure 4.1 bon nombre de discontinuités. Il est donc, à
première vue, difficile de proposer une étude analytique de cette fonction. Toutefois, dans le cas
de la connexité par faces en 2D, nous connaissons une expression explicite de Ω : Ω((x, y)) = |x|+
|y|−pgcd(x, y). Les discontinuités proviennent ainsi de la fonction pgcd, et peuvent être évitées
en restreignant Ω aux vecteurs irrationnels. En effet, si x et y sont indépendants sur Q alors
Ω(x, y) = |x|+ |y|. De manière intuitive, les discontinuités semblent provenir de la composante
arithmétique des vecteurs, représentée par des pgcd de combinaisons linéaires des coefficients.
Pour les vecteurs totalement irrationnels, cette composante arithmétique est toujours nulle,
ce qui explique la continuité de la fonction lorsqu’elle est restreinte aux vecteurs totalement
irrationnels. On voit alors apparaître une fonction continue sous-jacente au graphe de Ω, comme
représenté en Figure 4.2.

La « méthode » pour obtenir cette structure est assez artisanale. Pour certains voisinages
comme celui de la connexité par faces, nous possédons un algorithme général et pouvons donc
calculer l’épaisseur en chaque irrationnel. Dans le cas du pas de cavalier, nous ne possédons a
priori pas de tels algorithmes. Il nous faut ainsi réussir à calculer la fonction visible sous le graphe
de la fonction en n’ayant accès à sa valeur en aucun point. Pour estimer, en un vecteur entier v,
la valeur de Ω(v) de la fonction sous-jacente au graphe de Ω, on calcule les valeurs de Ω sur un
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Figure 4.2 – Structure sous-jacente au graphe de x 7→ Ω(x, 1) pour le voisinage du pas de
cavalier

petit voisinage de v. On prend enfin l’entier le plus proche de la moyenne des valeurs obtenues.
La façon de procéder est totalement expérimentale et ne prouve en rien que le résultat renvoyé
est bien le graphe de la fonction à considérer. Elle nous permet toutefois de faire de l’analyse
graphique et d’émettre des conjectures qui peuvent ensuite être démontrées formellement. Ainsi,
pour le cas du pas de cavalier, nous prouvons que la courbe obtenue par cette méthode est bien
la structure sous-jacente à la courbe de Ω et proposons un algorithme pour calculer l’épaisseur
de connexité par pas de cavalier. Bien que cette méthode reste purement expérimentale, elle
permet toutefois de trouver graphiquement des propriétés de Ω qui peuvent par la suite être
prouvées, malheureusement pour un voisinage étudié en particulier et pas pour tout voisinage.

4.2 Théorème de majoration des chemins

Démontrer des propriétés de régularité sur la fonction Ω peut être relativement complexe. En
effet, Ω est l’épaisseur limite à partir de laquelle une propriété du second ordre (la connexité)
est vérifiée. Nous n’avons a priori d’autres choix que de revenir à la définition de continuité en
un point v (∀ε > 0,∃η > 0, ∀v′ ∈ Rd, ∥v − v′∥ < η ⇒ |Ω(v)− Ω(v′)| < ε). Remarquons toutefois
que, malheureusement, la proposition |Ω(v)− Ω(v′)| < ε est elle-même une phrase quantifiée :

— Ω(v) − Ω(v′) > −ε signifie que P(v′, 0,Ω(v) + ε) est connexe, à savoir que pour tout
x, y ∈ P(v′, 0,Ω(v) + ε), il existe un chemin de x à y tel que tout point z du chemin est
dans P(v′, 0,Ω(v) + ε) ;

— Ω(v) − Ω(v′) < ε signifie que P(v′, 0,Ω(v) − ε) est non connexe, à savoir il existe x, y ∈
P(v′, 0,Ω(v)− ε) tel que, pour tout chemin de x à y, il existe un point z du chemin qui
n’est pas dans P(v′, 0,Ω(v)− ε).

Ce que nous cherchons à prouver est donc une phrase de 5 ou 6 quantificateurs dont un au
second ordre avec la quantification sur les chemins. Il nous faut pour réussir avoir un contrôle
précis sur chaque objet, dont ces fameux chemins. Le but de cette partie est de contrôler la
longueur des chemins dans un plan connexe.
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Chapitre 4. Approche analytique du problème de la connexité

Etant donnés 2 points x, y ∈ P(v, µ, ω), on peut s’intéresser au lien entre leur distance
euclidienne ∥y − x∥2 et leur distance d(x, y) dans le graphe induit par le plan et le voisinage V.
On peut tout d’abord remarquer que ∥y − x∥2 ⩽ Cd(x, y) pour une constante C indépendante

de x et y. On utilise simplement pour cela une inégalité triangulaire : si y = x +
k∑
i=1

ui où

k = d(x, y) pour ui ∈ V alors ∥y − x∥2 ⩽ kR où R = max
u∈V
∥u∥2 : « si 2 points sont proches dans

le graphe alors ils sont proches en distance euclidienne » .

Toutefois, la réciproque est fausse, comme le montre l’exemple de la Figure 4.3. Le plan
considéré ici est un arbre, il existe dès lors un seul et unique chemin entre 2 points x et y. En
retirant le point 0 du plan, on obtient 3 composantes connexes au plan. Les chemins entre 2
points x et y qui sont dans 2 composantes connexes différentes passe donc nécessairement par
0. Or, on peut trouver de tels points x, y à distance euclidienne

√
2 et d(x, y) = d(x, 0) + d(y, 0)

est non bornée. On ne peut donc a priori pas contrôler la longueur des chemins dans le plan
avec la norme euclidienne.

Figure 4.3 – Un hyperplan connexe. Les différentes couleurs sont les composantes connexes
de P \ {0}

On peut toutefois résoudre ce problème en faisant croître très légèrement l’épaisseur (voir
Figure 4.4). Intuitivement, augmenter l’épaisseur d’un plan connexe revient à rajouter des cubes
(en rouge) pour éviter de faire de longs chemins. Si le plan P(v, µ, ω) est connexe, on peut alors
borner la longueur des chemins entre 2 points proches en distance euclidienne dans le plan
P(v, µ, ω + ε) : on évite ainsi des cas critiques comme celui de la Figure 4.3 ou de la 4.4 à
gauche. On dit alors que les chemins sont majorés. Le but de cette partie est l’étude de la
majoration des chemins.

Définition 4.2.1 (Majoration des chemins). Soit v un vecteur non nul de Rd. Soit ω, r, ε > 0
et µ ∈ R. On dit qu’un entier M majore les chemins pour v, µ, ω, r, ε ssi

∀x, y ∈ P(v, µ, ω), si ∥y − x∥2 ⩽ r alors il existe un chemin de x à y de longueur
inférieure à M dans P(v, µ, ω + ε)

On note en particulier M(v, µ, ω, r, ε) le plus petit entier vérifiant cette propriété (s’il existe,
sinon on prendra M(v, µ, ω, r, ε) =∞).

La propriété de majoration des chemins permet ainsi d’assurer que « si deux points sont
proches en distance euclidienne alors ils sont proches dans le graphe induit par le plan » . Cette
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4.2. Théorème de majoration des chemins

Figure 4.4 – Plan de Tribonacci à l’épaisseur de connexité (gauche) puis à une épaisseur plus
grande (droite). Les cubes ajoutés en rouge permettent de raccourcir les chemins dans le plan.

propriété est essentielle pour prouver des propriétés de régularité sur Ω car permet d’avoir un
contrôle sur la longueur des chemins dans un plan connexe.

Remarquons que la dépendance en ω de M n’est pas nécessaire car un cas intéressant est
celui où ω = Ω(v, µ) (le plan à l’épaisseur n’est pas toujours connexe, mais ce problème disparaît
lorsque l’on y ajoute ε). Comme r sera souvent fixé par la suite, on se permettra également de
l’omettre dans l’expression de M . On se permettra donc l’abus d’écrire M(v, µ, ε).

Une disjonction de cas se pose entre les plans irrationnels et rationnels. Dans le premier cas,
on utilise des résultats de densité pour conclure, dans le second le théorème de Bézout. Les 2
preuves sont toutefois analogues, on remplace simplement les ε par pgcd(v). Dans les 2 cas, on
montre tout d’abord que les chemins sont majorés dans le cas du décalage nul, avant de montrer
que cela est vrai pour tout décalage, et que M ne dépend pas de µ.

Proposition 4.2.2 (Majoration irrationnelle des chemins). Soit v un vecteur irrationnel et
ω > 0 tels que P(v, 0, ω) soit connexe. Soit ε > 0 et r ∈ R+. Alors il existe M ∈ R qui majore
les chemins pour v, (µ = 0), ω, r, ε.

Idée de la preuve : la preuve formelle et complète est en annexe 4.6.1. Pour montrer le
théorème, on découpe l’intervalle [0, ω[ en strates de taille ε (voir Figure 4.5). On prend ensuite,
par densité, x1 ∈ Zd tel que ⟨x1, v⟩ = ε. La strate [iε, (i + 1)ε[ est représentée par le point
xi

déf= ix1. On trouve alors une borne pour les xi car cet ensemble de points est fini. On veut
ensuite se ramener à cet ensemble de point pour un x ∈ P(v, 0, ω) quelconque. On prend i tel
que ⟨xi, v⟩ = iε ⩽ ⟨x, v⟩ < (i+ 1)ε. Le chemin de x à y correspond alors à un chemin de xi à yi
qui, lui, est borné. La division en strates assure de plus que le chemin de x à y ne sort pas du
plan P(v, 0, ω + ε).

Ce résultat se généralise pour tout décalage.

Proposition 4.2.3. Soit v un vecteur irrationnel et µ, ω > 0 tels que P(v, 0, ω) soit connexe.
Soit ε > 0 et r ∈ R+. Alors il existe M majorant les chemins pour v, µ, ω, r, ε. De plus,
M(v, 0, ε2) ⩾M(v, µ, ε).

Démonstration. Commençons par nous ramener au cas µ ∈]0, ε2 [. Comme v est irrationnel, par
densité, il existe x0 ∈ Zd tel que ⟨x0, v⟩ ∈

]
µ− ε

2 , µ
[
. En posant µ′ déf= µ − ⟨x0, v⟩ ∈

]
0, ε2

[
, on
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Figure 4.5 – Illustration de la preuve par strates. L’axe des abscisses représente l’avancée
dans le chemin, l’axe des ordonnées l’évolution du produit scalaire avec v. Les points du chemin
rouge sont toujours positionnés de la même manière par rapport à ceux du chemin bleu car les
2 chemins suivent les mêmes vecteurs de voisinage.

obtient :

P(v, µ, ω) = {x ∈ Zd | 0 ⩽ ⟨x, v⟩+ µ < ω}
= {x ∈ Zd | 0 ⩽ ⟨x, v⟩+ ⟨x0, v⟩+ µ′ < ω}
= {x ∈ Zd | 0 ⩽ ⟨x+ x0, v⟩+ µ′ < ω}
= {x ∈ Zd | 0 ⩽ ⟨x, v⟩+ µ′ < ω}+ x0

= P(v, µ′, ω) + x0

Ainsi, P(v, µ, ω) et P(v, µ′, ω) étant des translatés l’un de l’autre, ils ont les mêmes propriétés
de connexité. Quitte à remplacer µ par µ′, on peut donc supposer sans perte de généralités
µ ∈

]
0, ε2

[
. Comme P(v, µ, ω) est connexe et v est irrationnel, P(v, 0, ω + ε

4) est aussi connexe
par le lemme d’inclusion 3.1.5. Donc, par majoration irrationnelle des chemins (décalage nul),
il existe M tel que :

∀x, y ∈ P(v, 0, ω), si ∥y − x∥2 ⩽ r alors il existe un chemin de x à y dans P(v, 0, ω+ ε
2)

de longueur inférieure à M
On remarque au passage que M ne dépend pas de µ. Il suffit de remarquer que P(v, µ, ω) ⊂
P(v, 0, ω + ε

2) ⊂ P(v, µ, ω + ε) pour conclure.

Dans le cas rationnel, les preuves sont les mêmes que dans le cas irrationnel, en remplaçant
les arguments de densité par Bézout et en gérant convenablement les décalages. On peut donc
se référer à la Figure 4.5 en remplaçant les ε par pgcd(v) pour obtenir les mêmes arguments.

Proposition 4.2.4 (Majoration rationnelle des chemins). Soit v un vecteur rationnel et ω > 0
tels que P(v, 0, ω) soit connexe. Soit r ∈ R+. Alors il existe M majorant les chemins pour
v, (µ = 0), ω, r, (ε = 0).

Démonstration. en annexe 4.6.2.

Proposition 4.2.5. Soit v un vecteur rationnel et µ, ω > 0 tels que P(v, 0, ω) soit connexe. Soit
r ∈ R+. Alors il existe M majorant les chemins pour v, µ, ω, r, (ε = µ) avec µ déf= µ mod pgcd(v).
De plus, M(v, 0, 0) ⩾M(v, µ, µ).
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Démonstration. On pose λ déf= λV(v) (voir Définition 3.1.3) et on prend u0 ∈ V tel que λ =
⟨u0, v⟩. Comme v est rationnel, P(v, µ, ω) est un translaté de P(v, µ, ω). On peut donc supposer
0 ⩽ µ < pgcd(v). Comme P(v, 0, ω) est connexe, par le théorème de majoration des chemins
(décalage nul) 4.2.4, il existe M tel que :

∀x, y ∈ P(v, 0, ω), si ∥y − x∥2 ⩽ r alors il existe un chemin de x à y dans P(v, 0, ω)
de longueur inférieure à M .

On remarque au passage que M ne dépend pas de µ. On conclut en remarquant que P(v, µ, ω+
µ) = P(v, 0, ω) car 0 ⩽ µ < pgcd(v).

De toutes ces propositions, on peut conclure, dans les 2 cas, à un théorème général de
majoration des chemins.

Théorème 4.2.6. Soit v un vecteur non nul et µ, ω > 0 tels que P(v, 0, ω) soit connexe. Soient
r, ε > 0. Alors il existe M indépendant de µ et majorant les chemins pour v, µ, ω, r, (pgcd(v)+ε).

4.3 Semi-continuité

Avant de démontrer des propriétés de continuité sur Ω, nous nous intéressons à une propriété
de semi-continuité. Rappelons qu’une fonction f : I → R est dite continue en x ∈ I ssi ∀ε >
0, ∃η > 0,∀y ∈ I, |y − x| < η ⇒ |f(y)− f(x)| < ε. La phrase |f(y)− f(x)| < ε est alors
une double inégalité −ε < f(y) − f(x) < ε. Dans le cas où seulement l’une des 2 inégalités
est vérifiée, on parle alors de semi-continuité supérieure ou inférieure. De telles fonctions sont
représentées en Figure 4.6. Une fonction est dite semi-continue inférieurement ssi ∀ε > 0,∃η >
0, ∀y ∈ I, |y − x| < η ⇒ f(x) − ε < f(y). Ainsi, lorsque y est proche de x, f(y) ne peut être
trop en dessous de f(x). Une fonction est dite semi-continue supérieurement ssi ∀ε > 0,∃η >
0, ∀y ∈ I, |y − x| < η ⇒ f(y) < f(x) + ε. Ainsi, lorsque y est proche de x, f(y) ne peut être
trop au-dessus de f(x).

Figure 4.6 – Représentations graphiques de fonctions semi-continue inférieurement et supé-
rieurement. Le point (x, f(x)) est représenté en bleu.

Nous cherchons dans cette partie à montrer un théorème de semi-continuité supérieure pour
Ω, faisant toutefois intervenir le pgcd.

Théorème 4.3.1 (semi-continuité). Soit v ∈ Rd non nul et ε > 0. Alors il existe η > 0 tel que
∀v′ ∈ Rd, ∥v − v′∥2 ⩽ η ⇒ Ω(v′) ⩽ Ω(v) + pgcd(v) + 16ε.

Idée de la preuve : la preuve formelle et complète se trouve en annexe 4.6.3. On suppose par
l’absurde, pour v′ proche de v, que Ω(v′) > Ω(v) + 16ε+ pgcd(v) et on se place à une épaisseur
ω0 ∈]Ω(v) + 16ε+ pgcd(v),Ω(v′)[ pour montrer que P(v′, 0, ω0) est connexe (et ainsi aboutir à
une contradiction). Comme ω0 < Ω(v′), P(v′, 0, ω0) est non connexe et on peut, via un lemme,
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trouver deux points x et y de P(v′, 0, ω0) proches en distance euclidienne mais non reliés dans
P(v′, 0, ω0). On cherche ensuite à superposer (comme en Figure 4.7), pour un µ bien choisi,
l’hyperplan P(v, µ, ω0) (qui est connexe) sur P(v′, 0, ω0) au niveau de x et y. Comme v et v′

sont proches, les 2 hyperplans se confondent sur une large zone autour de x et y. La connexité
de P(v, µ, ω0) permet de trouver un chemin de x à y dans P(v, µ, ω0), de longueur bornée par
un certain M grâce à la majoration des chemins. On prouve enfin que ce même chemin est
dans P(v′, 0, ω0), les hyperplans P(v, µ, ω0) et P(v′, 0, ω0) étant confondus sur une large zone (de
rayon plus grand que M) autour de x et y.

Figure 4.7 – Illustration de la superposition des hyperplans P(v, µ, ω0) (en bleu) et P(v′, 0, ω0)
(en rouge) au niveau de x et y (en jaune) qui sont donc reliés par un chemin (en jaune).

Dans le cas des vecteurs irrationnels, le théorème de semi-continuité nous offre déjà un sens
de la preuve de continuité. On remarque, dans la preuve formelle, que la valeur de η ne dépend
de v que via la constante M de majoration des chemins. Dans la section suivante, nous obtenons
une valeur uniforme pour M (ie ne dépendant pas de v sur un compact), ce qui permet alors
de trouver une valeur uniforme de η. Dès lors, on peut inverser les quantificateurs et prouver la
double inégalité de continuité de Ω sur un compact.

4.4 Continuité relative

4.4.1 Majoration uniforme des chemins

On cherche ici à obtenir une majoration de M uniforme sur un compact, afin de prouver
une propriété de continuité pour Ω. Cette majoration est possible, en se restreignant à certains
vecteurs v′ possédant les mêmes relations de liaison que v. On pourra notamment regarder
la preuve dans le cas des vecteurs totalement irrationnels (ie vérifiant dimQ(v) = d), ce qui
simplifie le propos.

Définition 4.4.1. Ensemble quotient Soit v un vecteur irrationnel. On appelle ensemble quo-
tient de v, l’ensemble Q(v) déf= {x ∈ Zd | ⟨v, x⟩ = 0} = v⊥∩Zd. Q(v) est l’ensemble des relations
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de liaison à coefficients entiers vérifiées par v.

Exemple 4.4.2.
— Q((1,

√
2, 1 +

√
2)) = VectZ((−1,−1, 1)) ;

— Q((1,
√

2, π)) = {0} ;
— Q((1, 2, 3)) = VectZ((−2, 1, 0), (−3, 0, 1)).

Pour les théorèmes et propriétés suivantes, le cas des vecteurs v totalement irrationnels donne
Q(v) = {0}. Les hypothèses sur Q(v) sont alors toujours vérifiées pour les vecteurs totalement
irrationnels.

Théorème 4.4.3 (Majoration uniforme des chemins). Soit v un vecteur irrationnel. Soient
ω > 0 tel que P(v, 0, ω) est connexe. Soit r, ε > 0. Alors il existe η > 0 et M ∈ R tels que :

∀v′ ∈ Rd, si ∥v − v′∥2 ⩽ η et Q(v) ⊂ Q(v′) alors M majore les chemins pour
v′, (µ = 0), ω, r, ε

Idée de la preuve : la preuve complète et formelle est en annexe 4.6.4. On réutilise le même
schéma que dans le théorème de majoration des chemins 4.2.6, en séparant cette fois en strates
de taille ε

2 . On va alors pouvoir trouver M de la même manière que précédemment. Pour montrer
que M convient sur un ouvert autour de v, il faut simplement remarquer que les chemins utilisés
depuis les xi (qui sont en nombre fini) ne passent par un point x de produit scalaire nul avec v
que pour des éléments x de Q(v). Dès lors, en prenant v′ proche de v tel que Q(v) ⊂ Q(v′), ces
points resteront toujours dans P(v′, 0, ω).

Théorème 4.4.4 (Majoration uniforme des chemins (avec décalage)). Soit v un vecteur irra-
tionnel. Soit ω > 0 tel que P(v, 0, ω) est connexe. Soit r, ε > 0 et µ ∈ R. Alors il existe η > 0 et
M ∈ R (indépendant de µ) tels que :

∀v′ ∈ Rd, si ∥v − v′∥2 ⩽ η et Q(v) ⊂ Q(v′) alors M majore les chemins pour
v′, µ, ω, r, ε

Comme M est uniforme sur un compact autour de v, la preuve du théorème de semi-
continuité 4.3.1 fournit une double inégalité. On obtient donc le théorème suivant :

Théorème 4.4.5 (Continuité relative). Soit v ∈ Rd irrationnel et ε > 0. Alors il existe η > 0
tel que ∀v′ ∈ Rd, si ∥v − v′∥2 ⩽ η et Q(v) ⊂ Q(v′) alors |Ω(v)− Ω(v′)| ⩽ pgcd(v′) + ε.

Ce théorème mérite un certains nombre de commentaires. Tout d’abord, dans le cas où v
est rationnel, la contrainte Q(v) ⊂ Q(v′) impose que v′ soit proportionnel à v. Comme Ω est
homogène, λ 7→ Ω(λv) = λΩ(v) est continue sur R∗

+. Le théorème de continuité relative reste
donc vrai pour des vecteurs rationnels mais est alors sans aucun intérêt. Un cas plus intéressant
est celui des vecteurs v totalement irrationnels. La condition Q(v) ⊂ Q(v′) est alors toujours
vérifiée car Q(v) = {0}. Dans le cas où v′ est irrationnel, pgcd(v′) = 0. Le théorème de continuité
relative énonce alors une propriété de continuité classique. Ainsi, en notant Ω la restriction de
Ω aux vecteurs totalement irrationnels, on obtient :

Corollaire 4.4.6. Ω est continue (pour la topologie induite).
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4.4.2 Algorithme de calcul de l’épaisseur

La propriété de continuité relative de Ω nous permet d’obtenir un algorithme de calcul de
Ω(v). Il suffit pour cela de trouver une bonne suite de vecteurs rationnels convergeant vers v et
de passer à la limite. Le pgcd(v′) apparaissant dans le théorème de continuité relative demande
toutefois un lemme de précaution.

Lemme 4.4.7. Soit (vn)n∈N une suite de vecteurs convergeant vers un vecteur v irrationnel.
Alors lim

n→+∞
pgcd(vn) = 0.

Démonstration. On pose ∀n ∈ N, un
déf= pgcd(vn). Comme (vn)n∈N converge, elle est bornée.

Comme ∀n ∈ N, |un| = |pgcd(vn)| ⩽ ∥vn∥∞, u est également bornée. Montrons que la suite u
admet 0 comme unique valeur d’adhérence pour conclure. Soit α une valeur d’adhérence de u.
Montrons α = 0.

Supposons par l’absurde α ̸= 0. Quitte à extraire, on peut supposer sans perte de généralités
que un → α. La suite u étant ultimement strictement positive, quitte à extraire, on peut la
supposer strictement positive. Considérons alors la suite w = ( vn

un
)n∈N (qui est bien définie

grâce à la remarque précédente). Cette suite est, par définition du pgcd, à valeurs dans Zd qui
est fermé. De plus, w converge vers v

α , donc v
α ∈ Zd. Donc pgcd(v) ⩾ α > 0 ce qui contredit

l’irrationalité de v.

Théorème 4.4.8 (Continuité relative séquentielle). Soit v un vecteur irrationnel. Soit (vn)n∈N
une suite de vecteurs convergeant vers v et telle que ∀n ∈ N, Q(v) ⊂ Q(vn). Alors lim

n→+∞
Ω(vn) =

Ω(v).

Démonstration. Soit (vn)n∈N une suite convergeant vers v et telle que ∀n ∈ N, Q(v) ⊂ Q(vn).
Soit ε > 0. Par le lemme précédent, la suite (pgcd(vn))n∈N converge vers 0. Donc il existe un
rang n0 tel que ∀n ⩾ n0,pgcd(vn) ⩽ ε

2 . Par le théorème de continuité relative 4.4.5, il existe
η > 0 tel que

∀v′ ∈ Rd, si ∥v − v′∥2 ⩽ η et Q(v) ⊂ Q(v′) alors |Ω(v)− Ω(v′)| ⩽ pgcd(v′) + ε
2

Par convergence de (vn)n∈N vers v, il existe un rang n1 tel que ∀n ⩾ n1, ∥v − v′∥2 ⩽ η. De
plus, comme ∀n,Q(v) ⊂ Q(vn), on en déduit que ∀n ⩾ n1, |Ω(vn)− Ω(v)| ⩽ pgcd(vn) + ε

2 . En
posant N = max(n0, n1), on obtient que ∀n ⩾ N, |Ω(vn)− Ω(v)| ⩽ pgcd(vn) + ε

2 ⩽ ε. Donc
lim

n→+∞
Ω(vn) = Ω(v).

Corollaire 4.4.9. Ω est continue en tout vecteur totalement irrationnel.

Remarquons que, de même que précédemment, le théorème de continuité relative séquentielle
reste vrai pour les vecteurs rationnels car il impose de considérer une suite de vecteurs propor-
tionnels à v, ce qui présente toutefois peu d’intérêt. Grâce à la continuité relative séquentielle
de Ω, on obtient un algorithme de calcul de l’épaisseur de connexité à partir de l’algorithme de
Y. Gérard.
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Algorithme : Algorithme de Yan Gérard étendu
Entrée : v un vecteur non nul
Sortie : Ω(v)
Prendre une suite (vn)n∈N de vecteurs rationnels convergeant vers v et telle que
∀n ∈ N, Q(v) ⊂ Q(vn) ;

Calculer les Ω(vn) avec l’algorithme de Y. Gérard ;
Renvoyer lim

n∈N
Ω(vn)

Remarquons que cet algorithme ne termine pas car exige un passage à la limite et de lancer
l’algorithme de Y. Gérard sur une infinité d’instances vn. Toutefois, en arrêtant l’algorithme
à une étape N et en renvoyant Ω(vN ), on obtient une approximation de Ω(v), au sens où

lim
N→+∞

Ω(vN ) = Ω(v). Le théorème de continuité relative assure ainsi la convergence des résultats
renvoyés par l’algorithme vers la solution, mais ne permet pas de savoir à quelle vitesse. Les
bornes obtenues par la preuve de continuité sont toutes constructives, exceptée celle utilisée pour
la majoration des chemins. Nous ne sommes malheureusement pas encore parvenus à calculer
de borne effective pour la majoration des chemins. Une telle borne permettrait notamment :

— d’avoir une vitesse de convergence pour l’algorithme de calcul de Ω ;
— de montrer, selon la borne, la continuité uniforme de Ω, restriction de Ω aux vecteurs

totalement irrationnels.
Montrer la continuité uniforme de Ω permettrait alors de prolonger Ω en tout point de Rd.
On prouverait alors l’existence d’une fonction continue sous-jacente à la fonction d’épaisseur de
connexité, qui coïncide avec elle en presque tout point.

4.4.3 Continuité uniforme et conjecture de prolongement

Cette partie est consacrée à la conjecture de prolongement et à quelques pistes non abouties
pour essayer de la démontrer.

Conjecture 4.4.10 (prolongement). Ω est prolongeable par continuité en tout point de Rd.

Remarquons que, Ω étant homogène, on peut restreindre son étude à la sphère unité S qui
est compacte. La conjecture de prolongement est donc équivalente à la continuité uniforme de
Ω sur S. Une fonction de R dans R continue en chaque irrationnel mais qui n’est prolongeable
par continuité en aucun rationnel semble difficile à imaginer. On peut toutefois construire de
tels contre-exemples (le graphe de la fonction est visible en Figure 4.8) :

f
déf=


[0, 1] → R
x 7→

∑
0< p

q
<x,p,q∈N∗,p∧q=1

1
2q

Remarquons que la fonction f est bien définie car
(

1
2q

)
0<p⩽q

est sommable. Du fait de la
sommabilité de la famille, on peut montrer que f est continue en tout irrationnel de [0, 1]. La
restriction f de f aux irrationnels est donc continue. Néanmoins, pour tout rationnel r déf= p

q avec
pgcd(p, q) = 1, f admet une limite à gauche et une limite à droite en r qui diffèrent de 1

2q donc
f n’est prolongeable par continuité en aucun rationnel de [0, 1]. Plus, généralement, le théorème
de Blumberg [12] énonce que toute fonction f : R → R admet une restriction f : D → R
continue sur une partie dense D et de nombreuses telles fonctions ne sont pas prolongeables par
continuité à R. Nous n’avons toutefois pas observé graphiquement ce type de comportement
pour la fonction Ω.
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Figure 4.8 – Deux fonctions dont la restriction aux irrationnels est continue mais qui ne sont
prolongeables par continuité en aucun rationnel. A gauche, la fonction f . A droite, une variante
de f où l’on somme les 1

q2,1 pour rendre les sauts en tout rationnel plus visibles.

Nous avons tenté un certain nombre d’approches pour démontrer la continuité uniforme de
Ω ou, ce qui est équivalent, la conjecture de prolongement. Nous citons ici quelques idées qui
n’ont pas abouti à l’établissement du résultat.

Une première idée, en dimension 2, est de restreindre l’ensemble des points à considérer.
Prolonger Ω en tout vecteur rationnel revient en réalité à prouver que les fonctions ΩV , pour
tout voisinage V, sont prolongeables par continuité en e2. En effet, si φ ∈ GL2(Z), on peut
montrer que ΩV(φ(v)) = Ω tφ(V)(v). Si v est rationnel de pgcd 1, on peut alors trouver φ tel que
φ(v) = e2. L’intuition est alors que des droites de vecteurs normaux irrationnels v′ très proches
de e2, à savoir des droites irrationnelles quasi horizontales avec des paliers très longs, ont peu
de chances d’avoir des épaisseurs éloignées. Cette intuition reste malheureusement à ce jour une
intuition.

Une deuxième idée est de chercher une majoration explicite des chemins. Les points ajoutés
lorsque l’on grossit très légèrement l’épaisseur permettent, sur les exemples observés, de créer
des ponts bien répartis sur tout le plan, et raccourcissent drastiquement les chemins. Nous
pensons donc qu’il est possible de majorer les chemins en fonction de la variation d’épaisseur ε.
Nous avons notamment essayé d’obtenir un tel résultat en passant par la densité des rationnels.
Grâce au graphe construit par l’algorithme de Y. Gérard, nous sommes en mesure d’exposer une
borne explicite (largement optimisable) de majoration des chemins pour les vecteurs rationnels
en O

((
∥v∥2

pgcd(v)

)d)
. Cette majoration est toutefois trop forte pour se ramener aux irrationnels

par densité. Nous avons uniquement réussi à majorer explicitement les chemins pour les nombres
de Liouville et souhaitions utiliser le lemme de Baire pour conclure par densité mais cela n’a
pas abouti.

Une troisième idée était de se détacher de la topologie usuelle de Rd et de s’intéresser
à celle induite par les fractions continues. On peut notamment consulter [26] pour les liens
entre géométrie discrète et fractions continues. En 2D, la pente d’une droite discrète admet un
développement en fraction continue qui peut être interprété géométriquement. Le premier entier
correspond ainsi à la longueur des paliers de la droite discrète. On peut alors munir l’ensemble
des mots infinis sur l’alphabet N∗ de la topologie produit. La convergence d’une suite de pentes
(an)n∈N vers une pente a peut alors être vue comme une convergence de mots. Bien que très
intéressante, nous ne sommes toutefois pas parvenus à conclure par cette approche.
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Enfin, une dernière idée repose sur les épaisseur de composantes et épaisseurs de cycles. On
peut montrer qu’il existe des épaisseurs Ωk telles que :

— ∀ω ⩽ Ωk(v), la composante V-connexe de 0 dans P(v, 0, ω) est de taille < k ;
— ∀ω > Ωk(v), la composante V-connexe de 0 dans P(v, 0, ω) est de taille ⩾ k.

Nous avons montré que les fonctions Ωk sont continues, linéaires par morceaux et calculables.
De plus, (Ωk)k∈N est une suite croissante et bornée de fonctions donc converge vers une fonction
Ω∞, de sorte que :

— ∀ω < Ω∞(v), la composante V-connexe de 0 dans P(v, 0, ω) est finie ;
— ∀ω > Ω∞(v), la composante V-connexe de 0 dans P(v, 0, ω) est infinie.

Les fonctions Ωk représentent une possible approche de Ω par le bas. Nous avons également
considéré une possible approche de Ω par le haut. L’idée est inspirée du comportement des
plans à l’épaisseur critique en connexité par faces. Le plan, lorsqu’il est connexe, est alors un
arbre. Augmenter l’épaisseur crée alors des cycles, de plus en plus petits au fur et à mesure que
l’épaisseur croît. Nous avons ainsi regardé la notion d’épaisseur de cycles via les fonctions Γk :

— ∀ω ⩽ Γk(v), la composante V-connexe de 0 dans P(v, 0, ω) ne contient pas de cycle de
taille inférieure à k ;

— ∀ω > Γk(v), la composante V-connexe de 0 dans P(v, 0, ω) contient un cycle de taille
inférieure à k.

Les fonctions Γk sont également continues, linéaires par morceaux et calculables. De plus,
(Γk)k∈N est une suite décroissante et bornée de fonctions donc converge vers une fonction Γ∞,
de sorte que :

— ∀ω < Γ∞(v), la composante V-connexe de 0 ne contient pas de cycle ;
— ∀ω > Γ∞(v), la composante V-connexe de 0 dans P(v, 0, ω) contient un cycle.

Nous pensons que les fonctions Ωk et Γk permettent d’approcher la fonction Ω par le bas et par
le haut. Ne nous étant pas penché très longtemps sur la question, les conjectures qui suivent
possèdent possiblement des contre-exemples immédiats. Dans les 2 conjectures suivantes, le sens
⩾ est immédiat, seul le sens ⩽ mérite réflexion.

Conjecture 4.4.11. Si v est totalement irrationnel alors Ω(v) = max(∥v∥∞ ,Ω∞(v)).

Conjecture 4.4.12. Si v est totalement irrationnel alors Ω(v) = max(∥v∥∞ ,Γ∞(v)).

4.5 Formes périodiques et réductions

Dans le cas de la connexité par faces, nous sommes parvenus à établir un lien entre la
structure sous-jacente à la fonction Ω et l’algorithme totalement soustractif de calcul de Ω. Les
Figures 4.9 représentent respectivement le graphe des fonctions Ω et Ω pour la connexité par
faces en 3D. Nous normalisons en traçant la fonction (x, y) 7→ Ω(x, y, 1− x− y).

Pour tracer la fonction Ω pour la connexité par faces, nous utilisons l’algorithme totalement
soustractif et retirons la partie arithmétique, à savoir les pgcd.
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Figure 4.9 – Représentations graphiques de (x, y) 7→ Ω(x, y, 1− x− y) et (x, y) 7→ Ω(x, y, 1−
x− y) pour la connexité par faces

Algorithme : Algorithme totalement soustractif irrationnel
Entrée : v un vecteur non nul
Sortie : Ω(v)
v ← |v| ;
Ω← 0 ;
tant que VRAI faire

si il existe deux coordonnées vj et vk telles que vj + vk ⩽ ∥v∥∞ alors
Renvoyer ∥v∥∞ + Ω

sinon
i← indice d’une coordonnée minimale de v ;
v ← v − vi(1− ei) où 1 = (1, 1, ..., 1) ;
Ω← Ω + vi

On peut alors observer dans le graphe de Ω (voir Figure 4.10) le déroulé de l’algorithme
totalement soustractif. Les grandes zones planes sont celles où l’algorithme conclut directement.
On observe ensuite une structure constituée de pyramides qui forment un triangle de Sierpinski.
La pyramide centrale est divisée en 3 zones, selon l’indice de la coordonnée minimale. Appliquer
une étape de l’algorithme totalement soustractif envoie alors chacune des zones sur l’une des
zones planes où l’algorithme conclut directement. La pyramide centrale est ainsi la zone des
vecteurs où l’on conclut en 1 étape. Les 3 pyramides intermédiaires autour de la pyramide
centrale, représentant chacune un indice possible de la coordonnée minimale, se ramènent à
celle-ci en une étape de l’algorithme : ce sont les zones où l’algorithme conclut en 2 étapes.
Les points limites de la structure correspondent alors aux vecteurs de Kraaikamp-Meester. Le
mot ∆ des indices des coordonnées minimales dans le déroulé de l’algorithme permet alors de
retrouver les vecteurs de Kraaikamp-Meester via un chemin infini dans la structure.

Remarquons que l’algorithme de calcul de Ω est correct sur les vecteurs v totalement ir-
rationnels car, dans ce cas, Ω(v) = Ω(v). On obtient ensuite le graphe de Ω sur tout Rd en
prolongeant la fonction par continuité. On peut en effet prolonger Ω par continuité sur cha-
cune des zones planes de son graphe, prolongement qui correspond au renvoi de l’algorithme.
L’algorithme de calcul de Ω sur Rd est ainsi correct.

Nous observons des zones périodiques identiques à ces pyramides pour d’autres voisinages V.
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Figure 4.10 – Graphe de la fonction Ω

En calculant les transformations linéaires permettant de passer d’une pyramide à une pyramide
plus grosse, on peut alors déduire, expérimentalement, une méthode de calcul de l’épaisseur de
connexité ΩV dans certaines zones de l’espace. Nous proposons ici d’illustrer sur l’exemple du
pas de cavalier la méthode expérimentale mise en place pour déduire du graphe de Ω (en Figure
4.11) un algorithme de calcul de l’épaisseur par pas de cavalier.

	1.6

	1.8

	2

	2.2

	2.4

	2.6

	2.8

	3

	0 	0.2 	0.4 	0.6 	0.8 	1

Figure 4.11 – Représentation graphique de x 7→ Ω(x, 1) pour la connexité par pas de cavalier

Nous recherchons dans le graphe de la fonction des symétries ou des points limites α de
comportements périodiques. Par exemple, observons que α = 0 semble graphiquement être
la limite d’un procédé périodique à sa droite. Nous avons expérimentalement observé que ce
processus s’explique par la présence de motifs dans la droite discrète considérée. Le lien entre
répétitions de motifs et fractions continues nous a alors poussés à chercher une période à la
fonction f : X 7→ X

(
Ω(α+ 1

X , 1)
)
− Ω(α, 1). Nous obtenons alors le graphe de f en Figure

4.12. Nous remarquons graphiquement que f semble admettre une période T = 4 à partir de la
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borne M = 2. Ainsi, en obtenant graphiquement Ω(α, 1) = 2,

∀X ⩾M + T, F (X) = F (X − T )
= (X − T )Ω(α+ 1/(X − T ), 1)− (X − T )Ω(α, 1)
= Ω(α(X − T ) + 1, X − T ) + (X − T )Ω(α, 1)

Donc, en divisant par X (rappelons que X > 0),

∀X ⩾M + T,Ω(α+ 1/X, 1) = Ω(α(1− T/X) + 1/X, 1− T/X) + (1− T/X)Ω(α, 1)

En posant x déf= α+ 1/X, on obtient

∀x ∈
]
α, α+ 1

M + T

]
,Ω(x, 1) = Ω(α(1− T (x− α)) + (x− α), 1− T (x− α)) + T (x− α)Ω(α, 1)

Dans le cas α = 0, on obtient en remplaçant par les données trouvées graphiquement,

∀x ∈
]
0, 1

6

]
,Ω(x, 1) = Ω(x, 1− 4x) + 8x

-1

-0.5

	0

	0.5

	1

	0 	1 	2 	3 	4 	5 	6 	7 	8 	9 	10 	11 	12 	13 	14 	15 	16 	17 	18 	19 	20

Figure 4.12 – Graphe de la fonction f pour α = 0. On obtient graphiquement Ω(α, 1) = 2,
T = 4 et M = 2.

Pour certains points limites comme α = 2
5 , le procédé périodique se situe à gauche du point

limite. Dès lors, la fonction f vérifie ∀X ⩽ −M,f(X) = f(X − T ). On peut alors reconvertir
cette équation de la même manière en

∀x ∈
[
α− 1

M + T
, α

[
,Ω(x, 1) = Ω(x− αT (α− x), 1− T (α− x)) + T (α− x)Ω(α, 1)

Enfin, dans le cas du pas de cavalier, on peut observer un axe de symétrie dans le graphe
de f en X = 2n. On en déduit

∀n ⩾ 2, ∀t ∈ [2− 2n, 2n− 2],Ω(2n+ t, 1) = Ω(2n− t, 1) + 4t

Les réductions ainsi trouvées graphiquement, si elles sont ensuite prouvées formellement,
permettent de trouver un algorithme récursif pour calculer l’épaisseur de connexité Ω du pas
de cavalier. Enfin, certains zones planes dans la fonction, comme la zone

[
2
5 , 1
]

permettent
de terminer l’algorithme. On peut trouver en figure 4.13 le tableau exhaustif des réductions
trouvées pour le pas de cavalier, qui couvrent tout l’intervalle [0, 1].

Cette méthode expérimentale, bien que portant ses fruits, pose toutefois un certain nombre
de problèmes :
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Départ Réduction Arrivée]
0, 1

6

]
Ω(x, 1) = Ω(x, 1− 4x) + 8x

]
1
6 ,

1
2

]]
1
6 ,

1
4

[
Ω(x, 1) = Ω(x, 8x− 1) + 4(1− 4x)

]
1
4 ,

1
2

[[
1
4 ,

4
15

]
Ω(x, 1) = 4− 8x]

4
15 ,

10
37

]
Ω(x, 1) = Ω(x− 4(15x− 4), 1− 15(15x− 4)) + 28(15x− 4)

]
10
37 ,

2
7

[]
10
37 ,

3
11

]
Ω(x, 1) = 18x− 3− pgcd(x, 1)]

3
11 ,

2
7

]
Ω(x, 1) = 3− 4x− pgcd(x, 1)]

2
7 ,

3
10

[
Ω(x, 1) = 10x− 1− pgcd(x, 1)[

3
10 ,

6
19

[
Ω(x, 1) = 5− 10x− pgcd(x, 1)[

6
19 ,

1
3

[
Ω(x, 1) = 9x− 1− pgcd(x, 1)[

1
3 ,

6
17

[
Ω(x, 1) = 5− 9x− pgcd(x, 1)[

6
17 ,

4
11

[
Ω(x, 1) = 8x− 1− pgcd(x, 1)[

4
11 ,

10
27

[
Ω(x, 1) = 7− 14x− pgcd(x, 1)[

10
27 ,

3
8

[
Ω(x, 1) = 13x− 3− pgcd(x, 1)[

3
8 ,

14
37

[
Ω(x, 1) = 9− 19x− pgcd(x, 1)[

14
37 ,

11
29

[
Ω(x, 1) = 18x− 5− pgcd(x, 1)[

11
29 ,

8
21

[
Ω(x, 1) = Ω(x+ 8(21x− 8), 1 + 21(21x− 8))− 38(21x− 8)

[
3
8 ,

11
29

[[
8
21 ,

5
13

[
Ω(x, 1) = 10x− 2[

5
13 ,

12
31

]
Ω(x, 1) = 8− 16x]

12
31 ,

19
49

]
Ω(x, 1) = Ω(x− 12(31x− 12), 1− 31(31x− 12)) + 56(31x− 12)

]
19
49 ,

7
18

]]
19
49 ,

26
67

]
Ω(x, 1) = 15− 34x− pgcd(x, 1)]

26
67 ,

7
18

]
Ω(x, 1) = 33x− 11− pgcd(x, 1)[

7
18 ,

2
5

[
Ω(x, 1) = Ω(x− 6(2− 5x), 1− 15(2− 5x)) + 27(2− 5x)

[
1
3 ,

7
18

[
[

2
5 , 1
]

Ω(x, 1) = 2x+ 1 +
{

pgcd(x, 1) si x ∈ Q et 3 | (x+ 1)/pgcd(x, 1)
0 sinon

Figure 4.13 – Table de réduction pour le pas de cavalier

— elle ne permet de traiter la question de la connexité que voisinage par voisinage et n’offre
pas de résultat général pour tout voisinage ;

— l’analyse graphique pour trouver les différents points limites de la structure à considérer,
les pentes, périodes et autres caractéristiques est extrêmement chronophage ;

— une telle analyse graphique peut de plus être non exhaustive car il est possible de ne pas
remarquer certaines fines oscillations ;

— les résultats obtenus expérimentalement doivent ensuite être prouvés ce qui est également
extrêmement chronophage ;

— une fois l’analyse graphique terminée et prouvée, rappelons que seul un voisinage parti-
culier a été traité et que cela n’offre aucunement une indication pour d’autres voisinages

Nous conjecturons que cette méthode graphique est fonctionnelle pour tout voisinage mais
n’avons pour autant pas encore trouvé de méthode générale.
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4.6 Annexe : preuves des propriétés de Ω

4.6.1 Preuve de la majoration irrationnelle des chemins

Proposition 4.2.2 (Majoration irrationnelle des chemins) : soit v un vecteur irrationnel et
ω > 0 tels que P(v, 0, ω) soit connexe. Soit ε > 0 et r ∈ R+. Alors il existe M ∈ R qui majore
les chemins pour v, (µ = 0), ω, r, ε.

Démonstration. Nous invitons le lecteur à se référer à la Figure 4.14 pour suivre plus facilement
la preuve. Soit v, ω tels que P(v, 0, ω) est connexe. Soit ε > 0 et r ∈ R+. Par densité de
(⟨x, v⟩)x∈Zd , il existe x1 ∈ Zd tel que 0 < ⟨x1, v⟩ ⩽ ε. Quitte à prendre un ε plus petit, on
peut supposer sans perte de généralités ⟨x1, v⟩ = ε. On pose alors, pour i ∈ J0, nK, xi

déf= i x1

avec n déf=
⌈
ω
ε

⌉
− 1. Ainsi ⟨xi, v⟩ = iε. L’idée est de trouver une majoration des chemins pour

l’ensemble fini {xi}i∈J0,nK (ce qui relativement aisé, par finitude) puis de se ramener aux xi pour
tout x dans l’hyperplan.

Commençons par exposer un M majorant les chemins pour {xi}i∈J0,nK. Soit i ∈ J0, nK. On
pose Ai

déf= P(v, 0, ω) ∩ B(xi, r) qui est fini. Prenons y ∈ Ai. Par connexité de P(v, 0, ω), il
existe un chemin de xi à y dans P(v, 0, ω). Notons l(y) la longueur d’icelui. On pose alors
Mi

déf= max
y∈Ai

l(y) et M déf= max
i∈J0,nK

Mi.

Montrons désormais que M convient. Soient x, y ∈ P(v, 0, ω) tels que ∥y − x∥2 ⩽ r. On pose
i

déf=
⌊

⟨x,v⟩
ε

⌋
∈ J0, nK. On veut ramener le problème de majoration des chemins en partant de

x à celui en partant de xi. Par définition de i, ⟨xi, v⟩ ⩽ ⟨x, v⟩ < ⟨xi+1, v⟩ = ⟨xi, v⟩ + ε. On
pose z

déf= y − x et yi
déf= xi + z. Dès lors, ∥yi − xi∥2 = ∥y − x∥2 ⩽ r. Donc, par définition

de M , il existe un chemin de xi à yi à valeurs dans P(v, 0, ω) et de longueur inférieure à M .
Appelons u1, ..., uk la suite des vecteurs de voisinage constituant ce chemin (ainsi k ⩽ M). On
montre alors que cette suite u1, ..., uk forme également un chemin de x à y dans P(v, 0, ω + ε).
k∑
j=1

ui = yi − xi = z = y − x donc le chemin va bien de x à y. De plus, pour p ∈ J0, kK,

〈
x+

p∑
j=1

uj , v

〉
= ⟨x, v⟩+

〈
p∑
j=1

uj , v

〉
⩾ ⟨xi, v⟩+

〈
p∑
j=1

uj , v

〉
=
〈
xi +

p∑
j=1

uj , v

〉
⩾ 0〈

x+
p∑
j=1

uj , v

〉
= ⟨x, v⟩+

〈
p∑
j=1

uj , v

〉
⩽ ε+ ⟨xi, v⟩+

〈
p∑
j=1

uj , v

〉
=
〈
xi +

p∑
j=1

uj , v

〉
< ε+ ω

On a bien trouvé un chemin de x à y dans P(v, 0, ω + ε) de longueur inférieure à M .

4.6.2 Preuve de la majoration rationnelle des chemins

Proposition 4.2.4 (Majoration rationnelle des chemins) : soit v un vecteur rationnel et ω > 0
tels que P(v, 0, ω) soit connexe. Soit r ∈ R+. Alors il existe M majorant les chemins pour
v, (µ = 0), ω, r, (ε = 0).
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0
ε

2ε
3ε

nε
ω

ω + ε

xi

yi

x

y

Figure 4.14 – Illustration de la preuve par strates. L’axe des abscisses représente l’avancée
dans le chemin, l’axe des ordonnées l’évolution du produit scalaire avec v. Les points du chemin
rouge sont toujours positionnés de la même manière par rapport à ceux du chemin bleu car les
2 chemins suivent les mêmes vecteurs de voisinage.

Démonstration. La preuve ressemble énormément à la majoration irrationnelle des chemins et
s’inspire également de la Figure 4.14. Soit v, ω tels que P(v, 0, ω) soit connexe. On peut supposer
sans perte de généralités pgcd(v) = 1. On peut également supposer ω ∈ N. Soit r ∈ R+. Par
Bézout, il existe x1 ∈ Zd tel que ⟨x1, v⟩ = 1. On pose alors, pour i ∈ J0, nK, xi

déf= i x1 avec
n

déf= ω − 1. Ainsi ⟨xi, v⟩ = i. L’idée est de trouver une majoration des chemins pour l’ensemble
fini {xi}i∈J0,nK (ce qui relativement aisé, par finitude) puis de se ramener aux xi pour tout x
dans l’hyperplan.

Commençons par exposer un M majorant les chemins pour {xi}i∈J0,nK. Soit i ∈ J0, nK. On
pose Ai

déf= P(v, 0, ω) ∩ B(xi, r) qui est fini. Prenons y ∈ Ai. Par connexité de P(v, 0, ω), il
existe un chemin de xi à y dans P(v, 0, ω). Notons l(y) la longueur d’icelui. On pose alors
Mi

déf= max
y∈Ai

l(y) et M déf= max
i∈J0,nK

Mi. Montrons désormais que M convient.

Soient x, y ∈ P(v, 0, ω) tels que ∥y − x∥2 ⩽ r. On pose i déf= ⟨x, v⟩ ∈ J0, nK. On veut ramener
le problème de majoration des chemins en partant de x à celui en partant de xi. Par définition
de i, ⟨xi, v⟩ = ⟨x, v⟩. On pose z déf= y − x et yi

déf= xi + z. Dès lors, ∥yi − xi∥2 = ∥y − x∥2 ⩽ r.
Donc, par définition de M , il existe un chemin de xi à yi à valeurs dans P(v, 0, ω) et de longueur
inférieure à M . Appelons u1, ..., uk la suite des vecteurs de voisinage constituant ce chemin (ainsi
k ⩽ M). On montre alors que cette suite u1, ..., uk forme également un chemin de x à y dans

P(v, 0, ω + ε).
k∑
j=1

ui = yi − xi = z = y − x donc le chemin va bien de x à y. De plus, pour

p ∈ J0, kK,〈
x+

p∑
j=1

uj , v

〉
= ⟨x, v⟩+

〈 p∑
j=1

uj , v

〉
) = ⟨xi, v⟩+

〈 p∑
j=1

uj , v

〉
=
〈
x+

p∑
j=1

uj , v

〉
∈ [0, n] ⊂ [0, ω[

On a bien trouvé un chemin de x à y dans P(v, 0, ω) de longueur inférieure à M .

4.6.3 Preuve de semi-continuité

La preuve du théorème de semi-continuité commence par un lemme technique caractérisant
le passage de la non connexité à la connexité en faisant varier l’épaisseur.
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Lemme 4.6.1. Soit v′ un vecteur et ε, ω0 > 0 tels que P(v′, 0, ω0) est non connexe et P(v′, 0, ω0+
ε) est connexe. On suppose de plus que ε < λ(v′) (voir la Définition 3.1.3). Alors il existe
x, y ∈ Zd tels que :

— 1) x, y ∈ P(v′, 0, ω0)
— 1bis) on a même x, y ∈ P(v′, 0, ω0 + ε− λ(v′)) ;
— 2) x et y ne sont pas connectés dans P(v′, 0, ω0).
— 3) x et y sont à distance 2 dans P(v′, 0, ω0 + ε).

Démonstration. Comme P(v′, 0, ω0) est non connexe et non vide, il existe 2 points x′ et y′ non
connectés dans P(v′, 0, ω0). On note C la composante connexe de x′ dans P(v′, 0, ω0). Comme
P(v′, 0, ω0 + ε) est connexe, il existe un chemin x′ = x0 ↔ x1...↔ xk = y′ dans P(v′, 0, ω0 + ε).
Les vecteurs de V ∩ v′⊥ pouvant par la suite mener à quelques difficultés dans la preuve, on
suppose que ces vecteurs sont tous situés au début du chemin de x′ à y′. Cette opération est
licite car effectuer un déplacement de u ∈ V ∩ v′⊥ ne change pas le produit scalaire. On peut
donc placer les vecteurs de V ∩ v′⊥ n’importe où dans le chemin.

Prenons i maximal tel que xi−1 ∈ C. Ainsi ∀j ⩾ i, xj /∈ C. Comme xi−1 ∈ C et xi−1 ↔ xi,
on a obligatoirement xi /∈ P(v′, 0, ω0) (sinon, on pourrait en déduire xi ∈ C). On en déduit alors
que 0 < i < k. On pose x déf= xi−1 et y déf= xi+1. Vérifions que x et y conviennent :

— 2) x et y ne sont pas connectés dans P(v′, 0, ω0) car y = xi+1 /∈ C qui est la composante
connexe de x et x′ dans P(v′, 0, ω0) ;

— 3) x et y sont à distance 2 dans P(v′, 0, ω0 + ε) car x = xi−1 ↔ xi ↔ xi+1 = y ;
— 1) montrons y ∈ P(v′, 0, ω0 + ε− λ(v′)), la preuve sera la même pour x.

Pour montrer y ∈ P(v′, 0, ω0 + ε−λ(v′)), on utilise le fait que y est de la forme xi+u pour un u
dans V. Ajoutons de plus que, comme xi−xi−1 /∈ v′⊥, u /∈ v′⊥, les déplacements de v′⊥ ayant été
placés au début du chemin. Donc |⟨u, v′⟩| ⩾ λ(v′). Or ⟨xi, v′⟩ ∈ [ω0, ω0 +ε[ et ⟨y, v′⟩ ∈ [0, ω0 +ε[.
Donc ⟨y, v′⟩ ∈ [0, ω0 + ε− λ(v′)[⊂ [0, ω0[.

Théorème 4.3.1 (semi-continuité) : soit v ∈ Rd non nul et ε > 0. Alors il existe η > 0 tel que
∀v′ ∈ Rd, ∥v − v′∥2 ⩽ η ⇒ Ω(v′) ⩽ Ω(v) + pgcd(v) + 16ε.

Idée de la preuve : on suppose par l’absurde, pour v′ proche de v, que Ω(v′) > Ω(v) +
16ε+pgcd(v) et on se place à une épaisseur ω0 ∈ ]Ω(v)+15ε+pgcd(v),Ω(v′)[ pour montrer que
P(v′, 0, ω0) est connexe (et ainsi aboutir à une contradiction). Comme ω0 < Ω(v′), P(v′, 0, ω0) est
non connexe et on peut, via le lemme 4.6.1, trouver deux points x et y de P(v′, 0, ω0) proches en
distance euclidienne mais non reliés dans P(v′, 0, ω0). On cherche ensuite à superposer (comme
en Figure 4.15), pour un µ bien choisi, l’hyperplan P(v, µ, ω0) (qui est connexe) sur P(v′, 0, ω0)
au niveau de x et y. Comme v et v′ sont proches, les 2 hyperplans se confondent sur une large
zone autour de x et y. La connexité de P(v, µ, ω0) permet de trouver un chemin de x à y dans
P(v, µ, ω0), de longueur bornée par un certain M grâce à la majoration des chemins. On prouve
enfin que ce même chemin est dans P(v′, 0, ω0), les hyperplans P(v, µ, ω0) et P(v′, 0, ω0) étant
confondus sur une large zone (de rayon plus grand que M) autour de x et y.

Démonstration. Soit v un vecteur non nul. Soit ε > 0. On pose ω
déf= Ω(v). On pose r

déf=
max
u,u′∈V

∥u+ u′∥2.

On commence par obtenir une majoration des chemins pour v, qui nous est nécessaire dans
la définition du module de continuité η. Comme 6ε < 8ε, par le théorème de majoration des
chemins, il existe M (indépendant de µ) tel que :
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Figure 4.15 – Illustration de la superposition des hyperplans P(v, µ, ω0) (en bleu) et P(v′, 0, ω0)
(en rouge) au niveau de x et y (en jaune) qui sont donc reliés par un chemin (en jaune).

∀µ, ∀x, y ∈ P(v, µ, ω + 6ε), si ∥y − x∥2 ⩽ r alors il existe un chemin de x à y dans
P(v, µ, ω + µ + 8ε) de longueur inférieure à M (où µ

déf= µ mod pgcd(v) si v est
rationnel et 0 sinon).

On pose η déf= ε

M max
u∈V
∥u∥2

. Soit v′ ∈ Rd tel que ∥v − v′∥2 ⩽ η. Quitte à prendre η plus petit,

on peut également supposer que
∣∣ ∥v∥V − ∥v′∥V

∣∣ ⩽ ε. On pose ω′ déf= Ω(v′). On pose également
λ

déf= λ(v) et λ′ déf= λ(v′).

Supposons par l’absurde ω′ > ω + pgcd(v) + 16ε. On cherche alors ω0 nous permettant
d’appliquer le lemme 4.6.1. On pose pour cela ω0

déf= ω′− ε. Donc ω < ω0 < ω′ < ω0 + 2ε. Ainsi,
P(v′, 0, ω0) est non connexe et P(v′, 0, ω0 + 2ε) et P(v, 0, ω0) sont connexes.

Par le lemme 4.6.1, il existe x, y ∈ Zd tels que :

1. x, y ∈ P(v′, 0, ω0 + 2ε− λ′).

2. x et y ne sont pas connectés dans P(v′, 0, ω0).

3. x et y sont à distance 2 dans P(v′, 0, ω0 + 2ε).

On souhaite maintenant superposer, pour un µ bien choisi l’hyperplan P(v, µ, ω0), qui est
connexe, sur l’hyperplan P(v′, 0, ω0) au niveau de x et y, afin de trouver un chemin de x à y.
On prend pour cela µ tel que ⟨x, v⟩+ µ− 2ε = ⟨x, v′⟩. Ainsi, x ∈ P(v, µ− 2ε, ω0 + 2ε− λ′). On
considère enfin u1, u2 ∈ V tels que y = x + u1 + u2. Majorons alors |(⟨y, v⟩+ µ− ⟨y, v′⟩)| afin
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de montrer que les plans se superposent bien au niveau de y.∣∣(⟨y, v⟩+ µ−
〈
y, v′〉)− 2ε

∣∣ ⩽ ∣∣⟨x, v⟩+ µ− 2ε−
〈
x, v′〉∣∣+ ∣∣⟨u1 + u2, v⟩ −

〈
u1 + u2, v

′〉∣∣
=
∣∣〈u1 + u2, v − v′〉∣∣

⩽ ∥u1 + u2∥2 η
⩽ 2ηmax

u∈V
∥u∥2

= 2ε
M

⩽ ε quitte à supposer M ⩾ 2

Comme y ∈ P(v′, 0, ω0 + 2ε − λ′), y ∈ P(v, µ, ω0 + 5ε − λ′). On remarque également que x ∈
P(v, µ− 2ε, ω0 + 2ε− λ′) ⊂ P(v, µ, ω0 + 5ε− λ′).

Le but est maintenant d’utiliser, pour un bon α, la connexité de l’hyperplan P(v, µ, ω +
α) pour trouver un chemin de x à y de longueur faible et reproduire le même chemin dans
P(v′, 0, ω0). Notons que, comme ω ⩾ ∥v∥V et ω′ ⩽ ∥v′∥V + λ′, on a ω′ − ω ⩽ ε + λ′. De
plus, ∥y − x∥2 = ∥u1 + u2∥2 ⩽ r. On remarque que ω0 + 5ε − λ′ ⩽ ω + 6ε car ω0 − ω − λ′ =
(ω′−ω−λ′)−ε ⩽ 0 ⩽ ε. Donc, comme P(v, µ, ω0 +5ε−λ′) ⊂ P(v, µ, ω+6ε) , il existe un chemin
de x à y dans P(v, µ, ω+ µ+ 8ε) de longueur inférieure à M . On note x = x0 ↔ x1...↔ xk = y

ce chemin (k ⩽ M) et on pose u′
i

déf= xi − xi−1. Montrons maintenant que ce même chemin
convient dans P(v′, 0, ω0) en majorant |(⟨xi, v⟩+ µ− ⟨xi, v′⟩)− 2ε|.

∣∣(⟨xi, v⟩+ µ−
〈
xi, v

′〉)− 2ε
∣∣ ⩽ ∣∣⟨x, v⟩+ µ− 2ε−

〈
x, v′〉∣∣+

∣∣∣∣∣∣
〈

i∑
j=1

u′
j , v − v′

〉∣∣∣∣∣∣
⩽

i∑
j=1

∣∣∣〈u′
j , v − v′

〉∣∣∣
⩽

i∑
j=1

∥∥∥u′
j

∥∥∥
2
η

⩽ ηM max
u∈V
∥u∥2

⩽ ε

Remarquons que ω+µ+ 10ε ⩽ ω+ pgcd(v) + 15ε ⩽ ω′− ε = ω0. Donc, comme xi ∈ P(v, µ, ω+
µ+ 8ε), on en déduit que xi ∈ P(v′, 0, ω+µ+ 10ε) ⊂ P(v′, 0, ω0). On a exposé un chemin de x à
y dans P(v′, 0, ω0) ce qui est absurde. Ceci prouve donc bien Ω(v′) ⩽ Ω(v) + pgcd(v) + 16ε.

4.6.4 Preuve de la majoration uniforme des chemins

Définition 4.4.1 : Soit v un vecteur irrationnel. On appelle ensemble quotient de v, l’ensemble
Q(v) déf= {x ∈ Zd | ⟨v, x⟩ = 0} = v⊥ ∩ Zd.

Théorème 4.4.3 (Majoration uniforme des chemins) : Soit v un vecteur irrationnel. Soit ω > 0
tel que P(v, 0, ω) est connexe. Soit r, ε > 0. Alors il existe η > 0 et M ∈ R tels que :

∀v′ ∈ Rd, si ∥v − v′∥2 ⩽ η et Q(v) ⊂ Q(v′) alors M majore les chemins pour
v′, µ = 0, ω, r, ε

Démonstration. Cette preuve reprend le même principe que la preuve du théorème de majora-
tion des chemins 4.6.1. Soit v un vecteur irrationnel et ω, r, ε > 0 tels que P(v, 0, ω) est connexe.
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On commence par séparer le plan en strates de taille ε
2 via des vecteurs xi. Par densité, il existe

x1 ∈ Zd tel que ⟨x1, v⟩ ⩽ ε
2 . Quitte à prendre ε plus petit, on peut supposer ⟨x1, v⟩ = ε

2 . On
pose alors, pour i ∈ J0, nK avec n déf=

⌈
ω
ε/2

⌉
− 1, xi

déf= i x1.

Comme l’ensemble {xi}i∈J0,nK est fini, on peut majorer les chemins pour cet ensemble. On
pose pour cela Ai

déf= P(v, 0, ω) ∩ B(xi, r). Soit y ∈ Ai. Par connexité de P(v, 0, ω), il existe un
chemin C(xi, y) de xi à y dans P(v, 0, ω). On pose M = max

i∈J0,nK
max
y∈Ai

l(C(xi, y)) où l désigne la

longueur du chemin.

On montre maintenant que cette majoration des chemins est uniforme sur une boule com-
pacte de rayon η autour de v. Prenons S déf=

n⋃
i=0

⋃
y∈Ai

C(xi, y) où l’on voit les C(xi, y) comme des

ensembles. On pose également α déf= min
x∈S\Q(v)

⟨x, v⟩ qui est strictement positif par définition de

Q(v). On remarque alors que α ⩽ ⟨x1, v⟩ = ε
2 . On pose enfin η déf= α

3 max
x∈S

∥x∥2
. Soit v′ ∈ Rd tel que

∥v − v′∥2 ⩽ η et Q(v) ⊂ Q(v′). Soit x ∈ S. En majorant |⟨x, v⟩ − ⟨x, v′⟩|, on pourra montrer
une majoration uniforme des chemins depuis x pour v′.∣∣⟨x, v⟩ − 〈x, v′〉∣∣ =

∣∣〈x, v − v′〉∣∣
⩽ ∥x∥2

∥∥v − v′∥∥
2

⩽ ∥x∥2 η

⩽
α

3

Ainsi, si x /∈ Q(v), 0 ⩽ ⟨x, v⟩ − α
3 ⩽ ⟨x, v′⟩ ⩽ ⟨x, v⟩+ α

3 < ω + α
3 . Donc x ∈ P(v′, 0, ω + α

3 ).
Si x ∈ Q(v), ⟨x, v′⟩ = 0 car Q(v) ⊂ Q(v′) donc x ∈ P(v′, 0, ω + α

3 ). Donc S ⊂ P(v′, 0, ω + α
3 ).

De plus, ⟨xi, v′⟩ ⩽ ⟨xi, v⟩+ α
3 ⩽ ⟨xi, v⟩+ ε

6 < ⟨xi+1, v⟩ − ε
6 ⩽ ⟨xi+1, v⟩ − α

3 ⩽ ⟨xi+1, v
′⟩. Donc

la suite des (⟨xi, v⟩)i∈J0,nK est strictement croissante. De plus, comme x1 ∈ S,〈
xi+1 − xi, v′〉 =

〈
x1, v

′〉 = ⟨x1, v⟩+
〈
x1, v

′ − v
〉
⩽
ε

2 + α

3

Montrons alors que M convient pour v′. Soient x, y ∈ P(v′, 0, ω) tels que ∥x− y∥2 ⩽ r. On
ramène alors le problème autour des xi. On considère pour cela i ∈ J0, nK tel que ⟨xi, v′⟩ ⩽
⟨x, v′⟩ < ⟨xi+1, v

′⟩. On pose z déf= x− xi et yi
déf= y − z. Ainsi, ⟨z, v′⟩ = ⟨x− xi, v′⟩ ∈ [0, ε2 + 2α

3 [.

Dès lors, ∥yi − xi∥2 = ∥y − x∥2 ⩽ r donc C(xi, yi) est un chemin de xi à yi dans P(v, 0, ω) de
longueur inférieure à M . Ce chemin est constitué d’éléments de S donc est également à valeurs
dans P(v′, 0, ω + α

3 ). On appelle u1, ..., uk les vecteurs de voisinage utilisés dans ce chemin. Soit
p ∈ J0, kK. 〈

x+
p∑
j=1

uj , v
′
〉

=
〈
xi +

p∑
j=1

uj , v
′
〉

+
〈
z, v′〉

⩽ ω + α

3 +
〈
z, v′〉

< ω + ε

2 + α

⩽ ω + ε
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On a donc trouvé un chemin de x à y de longueur inférieure à M dans P(v′, 0, ω + ε).

4.7 Bilan & perspectives

S’intéresser aux propriétés analytiques de Ω a permis de démontrer que cette fonction com-
prend un certain nombre de régularités. Le résultat principal de cette partie est le théorème de
continuité relative 4.4.8 (version séquentielle) : lorsqu’une suite de vecteurs (vn)n∈N converge
vers un vecteur v et si les vn vérifient au moins les mêmes relations arithmétiques que v alors
(Ω(vn))n∈N converge vers Ω(v). Cette propriété nous permet notamment d’étendre l’algorithme
de Y. Gérard pour calculer l’épaisseur de connexité de tout vecteur réel. La continuité relative
a également pour conséquence le fait que la restriction Ω de Ω aux vecteurs totalement irration-
nels est continue. Parmi les outils utilisés dans cette partie, les théorèmes de majoration des
chemins ont un intérêt particulier. Ils permettent en effet de borner la longueur des chemins
entre 2 points proches en distance euclidienne, pour des épaisseurs ω > Ω(v), permettant ainsi
d’avoir un contrôle sur la propriété de connexité.

Notre algorithme souffre toutefois de l’absence d’une vitesse de convergence explicite. Si
la suite des réels considérés converge vers Ω(v), il n’est en revanche pas possible de savoir à
quelle vitesse. Les théorèmes de majoration des chemins mériteraient une preuve constructive
de leurs bornes qui permettrait d’avoir un algorithme d’approximation explicite. Une telle borne
permettrait également de prouver la continuité uniforme de Ω et donc de prolonger cette fonction
par continuité en tout vecteur réel. On prouverait ainsi totalement l’existence d’une structure
sous-jacente au graphe de la fonction Ω.

L’observation expérimentale du graphe de Ω et de sa structure sous-jacente permet d’en ex-
traire des propriétés de réduction. La structure et l’algorithme de calcul de l’épaisseur semblent
ainsi intimement liés. Nous avons mis au point une méthode expérimentale pour connaître les
caractéristiques de la structure et en déduire des propriétés de réduction sur Ω. Bien que non
prouvées formellement, ces observations permettent toutefois d’obtenir des conjectures sur les
relations vérifiées par Ω pour pouvoir ensuite les prouver formellement. Nous avons ainsi pu
trouver un algorithme général de calcul de l’épaisseur par pas de cavalier. Bien que fastidieuse,
cette méthode fonctionne pour tous les voisinages que nous avons testés. Rien ne prouve tou-
tefois que de telles structures apparaissent toujours, et qu’il nous sera possible d’en extraire un
algorithme de calcul de l’épaisseur.
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5

Reconnaissance d’hyperplans
arithmétiques

Après nous être penchés sur les nombreuses propriétés de la connexité des hyperplans arith-
métiques, nous nous intéressons dans ce chapitre à leur reconnaissance. Nous cherchons ainsi,
étant donné un ensemble fini S ⊂ Zd, à savoir s’il existe un hyperplan arithmétique P(v, µ, ω)
tel que S ⊂ P(v, µ, ω). La réponse à cette question est toujours positive car on peut choisir des
valeurs de ω arbitrairement grandes. Nous avons ainsi choisi de nous restreindre aux hyperplans
naïfs, pour lesquels ω = ∥v∥∞.

Définition 5.0.1 (Hyperplan naïf). L’hyperplan naïf de vecteur normal v et de décalage µ est
l’ensemble

P(v, µ) déf= {x ∈ Zd | 0 ⩽ ⟨x, v⟩+ µ < ∥v∥∞}

Nous parlons tout d’abord de l’algorithme classique de reconnaissance de segments discrets
d’I. Debled-Rennesson et J.-P. Réveillès, présenté dans [19] et reposant sur la notion de point
d’appui. Il existe également, du côté de la dynamique symbolique, des algorithmes de recon-
naissance de facteurs de mots sturmiens. De notre côté, nous présentons un algorithme linéaire
et incrémental de reconnaissance de segments naïfs, en nous basant sur l’arbre de Stern-Brocot.
Nous nous intéressons également au problème de reconnaissance de morceaux d’hyperplans en
dimensions supérieures, qui devient alors nettement plus difficile. Nous présentons tout d’abord
un état de l’art des méthodes existantes, notamment leurs atouts et leurs faiblesses. Nous
exposons enfin une extension en toute dimension de notre algorithme à l’aide de l’arbre de
Stern-Brocot. Si l’approche est intéressante, l’algorithme obtenu possède toutefois un certain
nombre de limites. Le travail présenté est donc partiel mais ouvre des voies intéressantes, no-
tamment sur la notion de corde séparante. La majorité des résultats nouveaux de ce chapitre
sont présentés dans [33].

5.1 Quelques méthodes de reconnaissance de segments discrets

Dans sa thèse [19], I. Debled-Rennesson présente un certain nombre de méthodes utilisées en
dynamique symbolique et en géométrie discrète pour décider si un ensemble S est un segment
naïf. Le problème se traduit, du point de vue de la dynamique symbolique, par décider si un
mot w est un facteur de mot sturmien. Parmi les algorithmes connus travaillant sur le code
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de H. Freeman [27], on peut notamment citer l’algorithme de L.-D. Wu, présenté dans [54] qui
a une complexité en Ω(n2). Dans les années 1990, J. Berstel propose dans [8, 9] une méthode
permettant de décider en temps linéaire si un mot est facteur d’un sturmien. Il est également
possible d’obtenir une telle complexité en utilisant des processus de désubstitution, comme
présenté par exemple dans la thèse de T. Fernique [26]. Toutefois, les algorithmes présentés ne
sont pas incrémentaux : ils ne permettent en effet pas, après avoir décidé si w est facteur d’un
sturmien, de décider si wa est facteur d’un sturmien en O(1). Pour décider si wa est facteur d’un
sturmien, il faut alors relancer l’algorithme de J. Berstel ou de désubstitution pour conclure en
O(n). Nous utilisons dans ce chapitre une variante de la définition de droites naïves, utilisant un
vecteur directeur au lieu d’un vecteur normal. Cela permet notamment de parler plus facilement
de la pente de la droite. Notons que jongler entre les définitions de droite par vecteur directeur
et celle par vecteur normal peut être très glissant, notamment lorsque l’on parle de pente ou de
point d’appui.

Définition 5.1.1 (Droite naïve). Soient a, b, µ ∈ R avec a, b non tous 2 nuls. La droite naïve
de paramètres a, b, µ est alors l’ensemble

{(x, y) ∈ Z2 | 0 ⩽ ax− by + µ < ∥(a, b)∥∞}

Problème 5.1.2 (Reconnaissance de segment). Etant donné S ⊂ Z2, on cherche à savoir si
S est un segment naïf. Si oui, on cherche également à connaître ses paramètres entiers a, b, µ
minimaux, ie minimisant ∥(a, b)∥∞.

L’algorithme de reconnaissance de segments discrets d’I. Debled-Rennesson et de J.-P. Ré-
veillès, présenté dans [19], permet de reconnaître un segment de manière linéaire et incrémen-
tale. Notons que, pour un segment donné, il existe une infinité de paramètres a, b, µ possibles,
dont certains entiers. L’algorithme d’I. Debled-Rennesson permet notamment d’obtenir les pa-
ramètres minimaux du segment, à savoir des entiers a, b, µ avec ∥(a, b)∥∞ minimale tel que
S ⊂ P((a, b), µ). Le caractère incrémental permet notamment d’utiliser efficacement cet algo-
rithme pour des polygonalisations de courbes. L’idée majeure est de garder en mémoire des
informations sur les points d’appui du segment, points qui caractérisent sa géométrie. La notion
de point d’appui dépendant de la portion de plan considérée, on exige par la suite a, b ⩾ 0, cas
auquel on peut toujours se ramener par symétrie.

Définition 5.1.3 (Points d’appui[19], Figure 5.1). Soient S un segment naïf de paramètres
minimaux a, b, µ et p = (x, y) un point de S. On dit que p est un point d’appui supérieur ssi
ax− by + µ = 0. On dit que p est un point d’appui inférieur ssi ax− by + µ = ∥(a, b)∥∞ − 1.

Nous avons choisi la définition de point d’appui inférieur et supérieur de sorte à ce que
les points d’appui supérieurs soient situés au-dessus du segment pour les vecteurs du premier
octant. Toutefois, pour les autres octants, il est possible que les points d’appui inférieurs soient
situés au-dessus du segment et les points d’appui supérieurs en dessous. De manière générale, les
segments sont considérés par symétrie dans le premier octant, ce qui évite ce type de problème.

Figure 5.1 – Un segment de pente 1/4. Les points d’appui inférieurs sont en rouge et les points
d’appui supérieurs en vert.

L’idée de l’algorithme incrémental est alors la suivante. On suppose connaître les paramètres
minimaux a, b, µ du segment courant S ainsi que l’ensemble de ses points d’appui Ainf et Asup.
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On ajoute alors un point p = (x, y) à droite de S et on souhaite savoir si S∪{p} est un segment
näif et, dans ce cas, connaître ses paramètres minimaux. On s’intéresse alors à la quantité
R

déf= ax− by + µ :
— si 0 ⩽ R < ∥(a, b)∥∞ alors p appartient à la droite naïve de paramètres a, b, µ, les

paramètres du segment S ∪ {p} sont donc les mêmes que ceux de S ;
— si R < −1 ou R > ∥(a, b)∥∞ alors le point p est dit fortement extérieur et S ∪ {p} n’est

pas un segment naïf ;
— sinon, R = −1 ou R = ∥(a, b)∥∞, le point p est alors dit faiblement extérieur. Dès lors,

S∪{p} est un segment de paramètres minimaux (a′, b′, µ′) que l’on peut calculer en O(1)
à partir des ensembles Ainf et Asup, comme décrit ci-après.

Appelons S0 et I0 les points d’appui supérieur et inférieur les plus éloignés de p. Si R = −1,
les nouveaux paramètres a′, b′ correspondent à la pente de la droite (S0p), S0 et p deviennent
les nouveaux points d’appui supérieurs d’où µ′ = a′x− b′y et le nouveau point d’appui inférieur
est I0

déf= p− (b, a+1). Un exemple de ce cas de figure est donné en Figure 5.2. Si R = ∥(a, b)∥∞,
les nouveaux paramètres a′, b′ correspondent à la pente de la droite (I0p), I0 et p deviennent
les nouveaux points d’appui inférieurs d’où µ′ = a′x − b′y − ∥(a, b)∥∞ + 1 et le nouveau point
d’appui supérieur est S0

déf= p− (b, a− 1).

Figure 5.2 – Un exemple d’ajout d’un point M au bout d’un segment de paramètres (2, 7, 3).
Les restes R − µ sont représentés dans les pixels correspondant. Le point M est faiblement
extérieur car R − µ = −4 d’où R = −1. S0 et M deviennent alors les nouveaux points d’appui
supérieurs, I0 devient point d’appui inférieur. Les nouveaux paramètres du segment sont enfin
(3, 10,−4).

Cet algorithme de reconnaissance de segment est alors linéaire et incrémental (l’ajout de
chaque point s’effectue en O(1)). Son déroulé peut être interprété d’un point de vue combinatoire
comme une descente dans l’arbre de Stern-Brocot, comme présenté dans [18]. Nous proposons
dans la partie suivante un algorithme de reconnaissance de segment reposant entièrement sur
l’arbre de Stern-Brocot.

5.2 Reconnaissance de segments par l’arbre de Stern-Brocot

5.2.1 Arbre de Stern-Brocot

Notre algorithme de reconnaissance de segment, présenté dans [33], recherche la pente du
segment dans l’arbre de Stern-Brocot. Cet arbre a été défini indépendamment par M. Stern
([52]) et A. Brocot ([14]) au milieu du XIXe siècle. Il énumère toutes les fractions irréductibles
positives et les présente sous forme d’arbre (voir Figure 5.3).
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Figure 5.3 – Arbre de Stern-Brocot

On définit l’arbre Bn de Stern-Brocot tronqué à l’étage n par récurrence sur n :
— B0 est constitué de 2 noeuds étiqueté 0

1 et 1
0 appelés entrées (on conviendra que la fraction

1
0 correspond à une pente verticale) ;

— étant donné l’arbre tronqué Bn, on liste toutes les fractions qu’il contient par le parcours
en profondeur pour l’ordre préfixe. Entre 2 fractions a

b et c
d , on insère dans l’arbre la

fraction a
b ⊕

c
d

déf= a+c
b+d .

L’arbre B de Stern-Brocot est alors l’arbre obtenu en prenant l’union des arbres tronqués
(Bn)n∈N.

L’addition ⊕ de fractions, si chère à mes élèves et définie par a
b ⊕

c
d

déf= a+c
b+d , correspond

en réalité à l’addition des couples (a, b) et (c, d). Ainsi, la somme ⊕ des pentes correspond en
réalité à une somme dans l’espace des vecteurs directeurs des droites. On confondra donc par
la suite allégrement la fraction irréductible a

b et le couple (a, b).

Théorème 5.2.1 (Stern-Brocot [52, 14]). L’arbre de Stern-Brocot B obtenu par l’union des
(Bn)n∈N contient exactement une fois chaque fraction irréductible de Q+.

Remarquons que l’on peut voir les irrationnels positifs dans l’arbre de Stern-Brocot, en consi-
dérant les descentes infinies dans l’arbre. Chaque irrationnel x correspond en effet exactement
à un chemin infini dans l’arbre de Stern-Brocot, issu des comparaisons de x avec les différents
sommets visités lors de la descente.

5.2.2 Algorithme naïf

Le principe de notre algorithme est alors de trouver la pente a
b du segment S dans l’arbre

de Stern-Brocot. Par symétrie et translation, on peut toujours supposer que S se situe dans
le premier octant (ie vérifie 0 ⩽ a ⩽ b) et a pour extrémité gauche (0, 0), à savoir que (0, 0)
est le point de S avec l’abscisse la plus faible. Remarquons que, dès lors, les abscisses des
points de S sont indicées sur J0, n− 1K où n

déf= |S|. Nous proposons tout d’abord une version
naïve de l’algorithme, avant de l’optimiser. Si le segment n’est ni horizontal ni diagonal (cas
extrêmes), on commence par la pente 1/2. A chaque étape de l’algorithme, on regarde des
points pmin et pmax de produits scalaires minimum et maximum pour la pente a/b considérée,
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et δ = (x, y) déf= pmax − pmin. Si ax − by < b, l’écart entre le produit scalaire maximum et le
minimum est suffisamment faible : la pente convient donc et on calcule le décalage à l’aide
de pmin. Sinon, pour savoir si la pente est trop faible ou trop forte, on regarde le signe des
coordonnées de δ. Si celui-ci est positif, pmax est à droite de pmin : diminuer l’écart de produit
scalaire entre pmin et pmax demande donc de diminuer la pente, ce qui se fait par une descente
à gauche dans Stern-Brocot. De même, si le signe des coordonnées de δ est négatif, pmax est
à gauche de pmin donc on augmente la pente en allant à droite dans l’arbre de Stern-Brocot.
Remarquons que les coordonnées de δ ont le même signe, du fait que le segment est situé dans
le premier octant.

Algorithme : Reconnaissance naïve de segment
Entrée : S ⊂ Z2

Sortie : Décide si S est un segment du premier octant d’extrémité (0, 0) et renvoie le
cas échéant ses paramètres minimaux (a, b, µ).

Reconnaissance-naïve(S) :
si S est horizontal (resp. diagonal) alors

Renvoyer (0, 1, 0) (resp. (1, 1, 0)) ;
n← |S| ;
si les abscisses de S ne sont pas indicés par J0, n− 1K alors

Renvoyer "Pas un segment" ;
penteinf ← 0

1 (limite inférieure) ;
pentesup ← 1

1 (limite supérieure) ;
a
b ← penteinf ⊕ pentesup (pente courante valant initialement 1/2) ;
tant que b < n faire

pmin, pmax ← Restes-extrémaux(S, a, b) (points des restes minimaux et maximaux
pour la pente a/b) ;
δ ← pmax − pmin ;
si ⟨δ, (a,−b)⟩ < b (la pente a/b convient) alors

µ← −⟨pmin, (a,−b)⟩ ;
Renvoyer a, b, µ

si δ a une abscisse > 0 (la pente actuelle est trop forte) alors
pentesup ← a

b ;
si δ a une abscisse < 0 (la pente actuelle est trop faible) alors

penteinf ← a
b ;

a
b ← penteinf ⊕ pentesup (nouvelle pente courante) ;

Renvoyer "Pas un segment" ;

Algorithme : Restes extrémaux
Entrée : S ⊂ Z2, a, b paramètres de la pente testée
Sortie : pmin, pmax points de S ayant les restes minimaux et maximaux avec la pente a

b

Restes-extrémaux(S, a, b) :
pmin, pmax ← S[0], S[0] ;
pour i allant de 1 à n− 1 faire

p← S[i] ;
si ⟨p, (a,−b)⟩ < ⟨pmin, (a,−b)⟩ alors

pmin ← p ;
si ⟨p, (a,−b)⟩ > ⟨pmax, (a,−b)⟩ alors

pmax ← p ;
Renvoyer pmin, pmax ;
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Regardons par exemple le déroulé de l’algorithme naïf (voir Figure 5.4) sur le segment de
paramètres (5, 8, 3) et de longueur 11. L’algorithme commence tout d’abord par la pente 1

2 dans
l’arbre de Stern-Brocot. Le reste minimal de −3 est obtenu en (9, 6) et le reste maximal de 0
est obtenu en (0, 0). Donc δ = (−9,−6). La différence de restes est de 3 qui est plus grand que
2 donc la pente ne convient pas. Comme δ est à coordonnées négatives, on augmente la pente
en descendant à droite dans l’arbre pour arriver à une pente 2

3 . Pour la pente 2
3 , δ = (3, 1). La

pente ne convient toujours pas (la différence de restes est de 3 qui est ⩾ 3) et δ est positif donc
la pente est trop forte : on descend à gauche dans l’arbre vers 3

5 . Pour cette nouvelle pente,
δ = (−5,−4), la différence de restes est de 5 qui est ⩾ 5. Comme δ est négatif, on augmente
la pente en descendant à droite vers 5

8 . Enfin, pour 5
8 , la différence de restes est de 7 qui est

strictement plus petit que 8 donc la pente convient. Le décalage est alors l’opposé du reste
minimal, donc les paramètres du segment sont (5, 8, 3).

Test pour 1/2 Test pour 2/3

Test pour 3/5 Test pour 5/8

Figure 5.4 – Déroulé de l’algorithme naïf sur le segment de paramètres (5, 8, 3) et de longueur
11

L’algorithme naïf de reconnaissance de segment est en réalité un cas particulier d’un algo-
rithme plus général qui décide si un ensemble S ⊂ Z2 est un morceau de droite naïve (à savoir
un sous-ensemble fini de droite naïve). Remarquons que l’on n’exige pas ici que S soit connexe :
S peut ainsi être n’importe quel ensemble fini de points. On se restreint au cas où S est inclus
dans le premier octant et a (0, 0), les autres cas s’en déduisant par symétrie et translation.
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Algorithme : Reconnaissance de morceau de droite
Entrée : S ⊂ Z2 dans le premier octant
Sortie : Décide si S est un morceau de droite du premier octant d’extrémité (0, 0) et

renvoie le cas échéant ses paramètres minimaux (a, b, µ).
Reconnaissance-naïve(S) :
Trier S par abscisses croissantes ;
si S a 2 points de même abscisse alors

Renvoyer "Morceau non conforme" ;
si S est horizontal (resp. diagonal) alors

Renvoyer (0, 1, 0) (resp. (1, 1, 0)) ;
n← |S| ;
D ← abscisse de S[n− 1] (taille de la boîte englobante) ;
penteinf ← 0

1 (limite inférieure) ;
pentesup ← 1

1 (limite supérieure) ;
a
b ← penteinf ⊕ pentesup (pente courante valant initialement 1/2) ;
tant que b < D faire

pmin, pmax ← Restes-extrémaux(S, a, b) (points des restes minimaux et maximaux
pour la pente a/b) ;
δ ← pmax − pmin ;
si ⟨δ, (a,−b)⟩ < b (la pente a/b convient) alors

µ← −⟨pmin, (a,−b)⟩ ;
Renvoyer a, b, µ

si δ a une abscisse > 0 (la pente actuelle est trop forte) alors
pentesup ← a

b ;
si δ a une abscisse < 0 (la pente actuelle est trop faible) alors

penteinf ← a
b ;

a
b ← penteinf ⊕ pentesup (nouvelle pente courante) ;

Renvoyer "Morceau non conforme" ;

Algorithme : Restes extrémaux
Entrée : S ⊂ Z2, a, b paramètres de la pente testée
Sortie : pmin, pmax points de S de restes minimaux et maximaux avec la pente a

b

Restes-extrémaux(S, a, b) :
pmin, pmax ← S[0], S[0] ;
pour i allant de 1 à n− 1 faire

p← S[i] ;
si ⟨p, (a,−b)⟩ < ⟨pmin, (a,−b)⟩ alors

pmin ← p ;
si ⟨p, (a,−b)⟩ > ⟨pmax, (a,−b)⟩ alors

pmax ← p ;
Renvoyer pmin, pmax ;

Théorème 5.2.2. L’algorithme de reconnaissance de morceau de droite décide si un ensemble
fini S du premier octant est un morceau de droite d’extrémité (0, 0), renvoie le cas échéant
ses paramètres minimaux, et termine en O(n(ln(n) + h)) où n = |S| et h est la hauteur des
paramètres de S dans l’arbre de Stern-Brocot.

Corollaire 5.2.3. L’algorithme naïf de reconnaissance de segment décide si un ensemble fini S
du premier octant est un segment naïf d’extrémité (0, 0), renvoie le cas échéant ses paramètres
minimaux, et termine en O(nh) où n = |S| et h est la hauteur des paramètres de S dans l’arbre
de Stern-Brocot.
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Démonstration. l’algorithme termine car D − b est un variant strictement décroissant à
valeurs positives.

Correction des paramètres renvoyés : montrons tout d’abord que si l’algorithme ren-
voie (a, b, µ) alors (a, b, µ) sont des paramètres du morceau de droite S. Si b = 1 alors l’al-
gorithme a conclu sur un morceau horizontal ou diagonal d’où le résultat. Sinon, appelons
pmin, pmax la sortie de Restes-extrémaux(S, a, b). On a dès lors ⟨pmax − pmin, (a,−b)⟩ < b et
µ = −⟨pmin, (a,−b)⟩. Soit p un point de S. Par correction évidente de Restes-extrémaux,
⟨pmin, (a,−b)⟩ ⩽ ⟨p, (a,−b)⟩ ⩽ ⟨pmax, (a,−b)⟩. Donc 0 ⩽ ⟨p, (a,−b)⟩−⟨pmin, (a,−b)⟩ ⩽ ⟨pmax, (a,−b)⟩−
⟨pmin, (a,−b)⟩ < b. Donc 0 ⩽ ⟨p, (a,−b)⟩ + µ < ∥(a, b)∥∞, ce qui prouve bien que S est un
morceau de droite de paramètres (a, b, µ). Notamment, si S n’est pas un morceau de droite,
l’algorithme renvoie bien "Pas un segment".

Reste à montrer que si S est un morceau de droite alors l’algorithme renvoie ses paramètres
(aS , bS , µS) minimaux. Si S est horizontal ou diagonal, le résultat est trivial. Sinon, on montre
l’invariant suivant : penteinf <

aS
bS
< pentesup. L’invariant est vrai initialement car S est dans

le premier octant et n’est ni horizontal ni diagonal. Supposons l’invariant vérifié et effectuons
une boucle supplémentaire pour la pente courante a

b . Notons pmin, pmax la sortie de Restes-
extrémaux(S, a, b) et posons δ = (x, y) déf= pmax − pmin. Notons tout d’abord que, comme S est
dans le premier octant, l’abscisse x de δ est non nulle. Comme pmin = (xmin, ymin) et pmax =
(xmax, ymax) sont des points de S, 0 ⩽ aSxmin−bSymin +µS < bS et 0 ⩽ aSxmax−bSymax +µS <
bS . En soustrayant les 2 identités, on en déduit donc −bS < aSx− bSy < bS . Donc aS

bS
x− y < 1.

De plus, ⟨δ, (a,−b)⟩ ⩾ b donc ax − by ⩾ b d’où a
bx − y ⩾ 1 > aS

bS
x − y. Donc a

bx > aS
bS
x. Si

x > 0 alors a
b >

aS
bS

donc ainf
binf

< aS
bS

< a
b ce qui prouve l’invariant. Si x < 0 alors a

b <
aS
bS

donc
a
b <

aS
bS
<

asup
bsup

ce qui prouve l’invariant.

Fin de la preuve de correction : l’invariant prouvé, remarquons que bS < D. En effet,
d’après [19], la pente aS

bS
est caractérisée à partir de la pente entre 2 points d’appui inférieurs

(ou supérieurs) du segment recouvrant S et d’abscisses dans J0, D − 1K. Le dénominateur bS de
cette pente ne peut donc excéder la plus grande différence d’abscisse dans le segment, à savoir
D. Donc la fraction aS

bS
apparaît dans l’arbre de Stern-Brocot. La fraction aS

bS
sera donc, par

l’invariant, nécessairement visitée et l’algorithme concluera alors.

Minimalité : enfin, montrons que les paramètres (a, b, µ) renvoyés sont bien les paramètres
minimaux (aS , bS , µS) du morceau de droite. Soit a′

b′ l’ancêtre commun de a
b et aS

bS
dans l’arbre de

Stern-Brocot. a′

b′ est donc combinaison convexe de a
b et aS

bS
, ie a′

b′ = λ1
a
b + λ2

aS
bS

(avec λ1, λ2 ⩾ 0
et λ1 + λ2 = 1). Soit (x, y) ∈ S. 0 ⩽ a

bx + µ
b − y < 1 et 0 ⩽ aS

bS
x + µS

bS
− y < 1. En prenant la

combinaison convexe des 2 équations, on obtient 0 ⩽
(
λ1

a
b + λ2

aS
bS

)
x+ (λ1

µ
b + λ2

µS
bS

)− y < 1.

Ainsi, en posant µ′ déf= b′
(
λ1

µ
b + λ2

µS
bS

)
, on obtient 0 ⩽ a′

b′ x + µ′

b′ − y < 1. Donc (a′, b′, µ′)
sont des paramètres pour S. Or ces paramètres ont été visités par l’algorithme donc (a, b, µ) =
(a′, b′, µ′). De plus, comme (a′, b′, µ′) est un ancêtre de (aS , bS , µS), b′ ⩽ bS donc, par minimalité,
(aS , bS , µS) = (a′, b′, µ′). Donc les paramètres renvoyés par l’algorithme sont bien minimaux.

Complexité : l’algorithme descend dans l’arbre de Stern-Brocot à chaque itération de
boucle. Le nombre d’itérations de boucle est donc de O(h). Dans une boucle, la seule partie
coûteuse est l’appel à la fonction Restes-extrémaux qui est un parcours de tableau d’où un
coût en O(n). L’algorithme demande donc O(nh) opérations pour la descente dans l’arbre, et
O(nln(n)) opérations pour le tri initial. On obtient donc une complexité totale en O(n(ln(n) +
h)).
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La complexité annoncée en O(n(ln(n)+h)) mérite quelques commentaires. Tout d’abord, en
pire cas, il existe des fractions p

q à profondeur O(q) dans l’arbre de Stern-Brocot. Par exemple,
la fraction 1

q se situe à profondeur q dans l’arbre, et est obtenue en se déplaçant toujours à
gauche dans l’arbre. L’algorithme a donc une complexité en pire cas en O(nD) où n = |S| et
D est la taille de la plus petite boîte englobante. Toutefois, de nombreuses fractions p

q sont
beaucoup moins profondes dans l’arbre de Stern-Brocot. Par exemple, en considérant la suite
de Fibonacci (Fn)n∈N, la fraction Fn

Fn+1
se trouve à profondeur n. Cette fraction est obtenu en

alternant les descentes à gauche et à droite dans l’arbre. La profondeur moyenne d’une fraction
p
q dans l’arbre de Stern-Brocot, où l’on prend 1 ⩽ p < q ⩽ N uniformément avec p∧q = 1, est en
O(N ln2(N)), comme démontré via l’algorithme d’Euclide soustractif dans [55]. La complexité
en moyenne de notre algorithme est donc en O(nln2(D)) où n = |S| et où D est la taille de la
plus petite boîte englobant S.

5.2.3 Algorithme incrémental

La version naïve de l’algorithme de reconnaissance de segment n’est pas particulièrement in-
téressante en terme de complexité et n’est de plus pas une méthode incrémentale. Elle s’optimise
toutefois relativement bien à partir des observations suivantes :

— on peut ajouter les points du segment un à un et calculer les paramètres du nouveau
segment en repartant des anciens paramètres dans l’arbre de Stern-Brocot : la méthode
devient alors incrémentale ;

— rien ne sert de calculer les restes pour tous les points du segment. Il suffit en effet de
s’intéresser aux points d’appui extrémaux : un point d’appui inférieur (resp. supérieur)
est dit extrémal ssi il est d’abcisse minimale ou maximale parmi les points d’appui infé-
rieurs (resp. supérieurs). Les restes associés aux points d’appui inférieurs et supérieurs
extrémaux (que l’on peut calculer en temps constant à partir des paramètres courants)
suffisent en effet à garantir qu’une équation est satisfaite pour tous les points du segment
(par correction de l’algorithme d’I. Debled-Rennesson [19]). Il faut donc au plus calculer
un nombre constant de restes dans la fonction Restes-extrémaux : l’appel se fait donc en
O(1). La complexité chute donc à O(n+ h) = O(n).
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Algorithme : Algorithme incrémental
Entrée : S ⊂ Z2, ensemble de points indicés de 0 à n− 1 dans le premier octant
Sortie : Décide si S est un segment et renvoie le cas échéant ses paramètres minimaux

(a, b, µ).
Reconnaissance-incrémentale(S) :
i← 0 (indice maximal des points considérés) ;
tant que i < n et S[0, i] est horizontal ou diagonal faire

i← i+ 1 ;
si i = n alors

Renvoyer (0, 1, 0) ou (1, 1, 0) selon que le morceau considéré est horizontal ou
diagonal ;

sinon
test← {(0, 0), (i− 1, 0)} ou {(0, 0), (i− 1, i− 1)} selon le cas horizontal ou diagonal ;

penteinf ← 0
1 (limite inférieure) ;

pentesup ← 1
1 (limite supérieure) ;

a
b ← penteinf ⊕ pentesup (pente courante valant initialement 1/2) ;
µ← 0 ;
tant que i < n (on n’a pas encore considéré tout le segment) faire

correct ← FAUX (indique si la pente actuelle convient) ;
tant que b < n et non correct faire

pmin, pmax ← Restes-extrémaux(a, b, test∪ {S[i]}) (points des restes minimaux et
maximaux pour la pente a/b) ;
δ ← pmax − pmin ;
si ⟨δ, (a,−b)⟩ < b (la pente a/b convient) alors

µ← −⟨pmin, (a,−b)⟩ ;
test← ensemble des points d’appui extrémaux de S[0, i] ;
i← i+ 1 (la pente convient, on passe au point suivant);
correct ← VRAI ;

si non correct alors
si δ a une abscisse > 0 (la pente actuelle est trop forte) alors

pentesup ← a
b ;

si δ a une abscisse < 0 (la pente actuelle est trop faible) alors
penteinf ← a

b ;
a
b ← penteinf ⊕ pentesup (nouvelle pente courante) ;

si non correct et b ⩾ n alors
Renvoyer "Pas un segment"

Renvoyer a, b, µ

Algorithme : Restes-extrémaux
Entrée : a, b paramètres de la pente testée, test ensemble des points à tester
Sortie : pmin, pmax points de test ayant les restes minimaux et maximaux avec la pente

a
b

Restes-extrémaux(test, a, b) :
pmin, pmax ← premier élément de test ;
pour p dans test faire

si ⟨p, (a,−b)⟩ < ⟨pmin, (a,−b)⟩ alors
pmin ← p ;

si ⟨p, (a,−b)⟩ > ⟨pmax, (a,−b)⟩ alors
pmax ← p ;

Renvoyer pmin, pmax ;
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Regardons le déroulé de l’algorithme sur un exemple en Figure 5.5. Les nombres corres-
pondent aux produits scalaires avec la pente mais seuls les restes des points d’appui extrêmaux
(en rouge et vert) sont considérés par l’algorithme. Le point magenta correspond au point cou-
rant qui est ajouté incrémentalement au segment.

Pente 1/2 Pente 1/2 Pente 1/2

Pente 1/2 Pente 1/2 Pente 2/3

Pente 3/5 Pente 3/5 Pente 3/5

Pente 3/5 Pente 5/8 Pente 5/8

Figure 5.5 – Déroulé de l’algorithme incrémental sur le segment de paramètres (5, 8, 3) et de
longueur 11.

Théorème 5.2.4. L’algorithme incrémental de reconnaissance décide si un ensemble fini S du
premier octant est un segment, renvoie le cas échéant ses paramètres minimaux, et termine alors
en O(n+ h) où n = |S| et h est la hauteur des paramètres de S dans l’arbre de Stern-Brocot.

Remarquons enfin que, dans le cas d’une droite de pente irrationnelle (donc d’un objet
infini), notre algorithme emprunte dans l’arbre de Stern-Brocot le chemin infini menant à cet
irrationnel.
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5.3 Le problème de reconnaissance de morceaux d’hyperplans

Notre algorithme de reconnaissance de segment naïfs égale les algorithmes de l’état de l’art.
Nous cherchons maintenant à généraliser notre algorithme en toute dimension finie. Le problème
de reconnaissance de plans ou d’hyperplans est toutefois nettement plus complexe. Le passage
à la dimension 3 crée une explosion combinatoire dans l’ensemble des motifs observables et de
nombreux arguments disparaissent :

— il n’y a plus d’ordre canonique pour le traitement des points d’un morceau de plan ;
— l’ensemble des points d’appui inférieurs (ou supérieurs) a une structure plus complexe

(voir Figure 5.6) ;
— la représentation par vecteur directeur demande de considérer 2 vecteurs, et la notion de

minimalité qui en résulte (concernant l’aire de la maille du réseau) est plus complexe ;

Figure 5.6 – Représentation des points d’appui d’un morceau de plan en 3D. Les points
d’appui supérieurs (resp. inférieurs) sont en vert (resp. en rouge). Les 2 polygones représentés
représentent les enveloppes convexes des points d’appui inférieurs et supérieurs.

De manière plus générale, la dimension 3 représente souvent un mur difficile à franchir en
géométrie discrète. Dans le cas de la connexité, nous avons vu au chapitre 2 que savoir si un
hyperplan est connexe par faces est nettement plus complexe en dimension 3 qu’en dimension 2.
Ce mur de la dimension 3 est d’ailleurs très souvent la dernière marche à franchir pour contem-
pler le comportement des hyperplans en toute dimension finie. On notera toutefois quelques
rares exemples d’exceptions à cette règle :

— les connexités par facettes (voir chapitre 3), où un autre mur se dresse à la dimension 5 ;
— la notion de quasi-r-régularité présentée dans [47], et utilisée notamment dans l’étude

des transformations rigides (voir notamment [44]), ne passe pas le mur de la dimension
4.

Problème 5.3.1 (Reconnaissance). Etant donné un ensemble S ⊂ Zd fini, on souhaite décider
si S est un morceau d’hyperplan, ie s’il existe v, µ tel que S ⊂ P(v, µ). Le cas échéant, on
souhaite calculer de tels v, µ entiers avec ∥v∥∞ minimale.

De nombreux algorithmes ont été mis au point pour reconnaître des morceaux d’hyperplans
en dimension quelconque. Les articles cités présentent en général, par souci de simplicité, une
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solution pour la dimension 3. Toutefois, ces algorithmes s’étendent naturellement en dimension
finie quelconque. Nous parlons ici, en quelques lignes et de manière non exhaustive, de certains
de ces algorithmes. Un panorama plus large est présenté dans [13].

L’algorithme d’I. Debled-Rennesson et de J.-P. Réveillès admet une extension en 3D, pré-
sentée dans [20, 42]. Cette généralisation de 1994 reprend l’idée d’un algorithme incrémental
reposant sur les points d’appui d’un morceau d’hyperplan rectangulaire : en considérant un
morceau S d’un plan naïf P(v, µ) et x ∈ S, on dit que x est un point d’appui inférieur (resp.
supérieur) ssi ⟨x, v⟩+µ = 0 (resp. = ∥v∥∞− 1). Notons que la notion de point d’appui inférieur
et supérieur change ici par rapport à la définition 2D du fait que nous considérons un vecteur
normal et plus un vecteur directeur. Une représentation des points d’appui est donnée en Figure
5.6. Toutefois, le nombre de possibilités à étudier est plus grand. En dimension 2, la droite est
caractérisée par :

— soit 2 points d’appui supérieurs et 1 point d’appui inférieur ;
— soit 1 point d’appui supérieurs et 2 points d’appui inférieurs.

Ces deux cas sont symétriques et se résolvent de la même manière. De plus, la donnée de 2
points d’appui supérieurs ou de 2 points d’appui inférieurs permet de définir la droite support.
En dimension 3, un morceau de plan est caractérisé par :

— soit 3 points d’appui supérieurs et 1 point d’appui inférieur ;
— soit 2 points d’appui supérieurs et 2 points d’appui inférieurs ;
— soit 1 point d’appui supérieur et 3 points d’appui inférieurs ;

avec des contraintes de non colinéarités. Les cas (3, 1) et (1, 3) permettent de définir directement
le plan support. Le cas (2, 2) est plus subtil car chaque ensemble de 2 points d’appui donne une
droite support. Ajoutons de plus qu’en 3D, il est possible qu’un point fortement extérieur puisse
être ajouté au plan, ce qui n’est pas le cas en 2D, comme signalé dans [19]. Cet algorithme s’étend
malheureusement difficilement en dimensions supérieures : il faudrait en effet traiter à la main
les divers cas de figure, déjà complexes en dimension 3. De plus, l’algorithme ne convient que
pour des morceaux de plans rectangulaires.

En 2005, Y. Gérard, I. Debled-Rennesson et P. Zimmermann ont proposé dans [29] un
algorithme de reconnaissance de morceaux d’hyperplans basé sur la notion de corde. Une corde
de S y est défini comme un élément de S − S, à savoir un vecteur δ = y − x pour x, y ∈ S.
Nous réutilisons d’ailleurs cette notion de corde dans notre algorithme étendu de reconnaissance
par Stern-Brocot. L’article caratérise alors les morceaux d’hyperplans naïfs par leur épaisseur
géométrique : on s’intéresse au polytope P déf= Conv(S − S) (voir Figure 5.7 issue de [29]) et on
note H le point de Vect(ed) ∩ P de plus grande coordonnée selon ed ; l’épaisseur géométrique
de S est alors τd(S) déf= ⟨H, ed⟩. Un résultat majeur de l’article énonce que τd(S) < 1 ssi S
est un morceau d’hyperplan de vecteur normal v vérifiant vd = ∥v∥∞. Il est ensuite possible
de calculer des caractéristiques de l’hyperplan en retrouvant la face du polytope P contenant
le point H. Cet algorithme a l’avantage de pouvoir traiter des ensembles finis quelconques en
dimension finie quelconque. Les caractéristiques renvoyées par l’algorithme ne sont toutefois
pas minimales. De plus, l’algorithme a une complexité en O(n7) pour la 3D, et en O(n2d+1) en
dimension quelconque.

En 2008, E. Charrier et L. Buzer ont proposé dans [17] un algorithme efficace de recon-
naissance fondé sur l’optimisation linéaire. Décider si un ensemble fini S ⊂ Zd est un morceau
d’hyperplan naïf peut s’exprimer via un ensemble de contraintes affines. On cherche ainsi µ ∈ R
et v ∈ Rd tel que ∀x ∈ S, 0 ⩽ ⟨x, v⟩ + µ < ∥v∥∞. On peut également normaliser le problème
en exigeant par exemple ∥v∥∞ = 1. Bien que l’on puisse utiliser l’algorithme du simplexe sur
ce système de contraintes (on aurait alors une complexité exponentielle), l’article propose une
étude de l’ensemble des solutions qui permet de faire chuter la complexité à O(nln(D)) où
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Figure 5.7 – Enveloppe convexe P de l’ensemble des cordes. Le point H est le point de (Oz)∩P
de plus grande coordonnée selon z.

n
déf= |S| et où D désigne la taille de la plus petite boîte englobant S. Cet algorithme possède

ainsi une complexité extrêmement basse mais ne permet malheureusement pas de connaître les
paramètres minimaux du morceau d’hyperplan considéré.

Enfin, une série d’articles sur le sondage de plan a été initiée en 2015 par J.-O. Lachaud,
X. Provençal et T. Roussillon dans [37]. On s’intéresse à un hyperplan naïf P(v, µ) avec v, µ
entiers. L’algorithme considère un oracle décidant, étant donné un point x ∈ Zd, si x est ou
non dans P(v, µ). A partir de cet oracle, et d’une borne M sur ∥v∥∞, l’algorithme sonde cer-
tains points de l’espace et maintient un tétraèdre qui parmet de calculer une approximation
de la normale de l’hyperplan (voir Figure 5.8). A la fin de l’exécution, l’algorithme renvoie un
tétraèdre caractérisant totalement le plan. Le sondage de plans a l’avantage d’opérer de ma-
nière locale, d’avoir une complexité en O(∥v∥∞ ln(M)) et d’avoir un déroulé nous informant
sur les caractéristiques géométriques locales de l’hyperplan. L’algorithme permet également de
reconnaître des morceaux d’hyperplans non naïfs. Remarquons que, sans la borne M donnant
le critère d’arrêt, l’algorithme converge à l’infini vers la normale, même dans le cas irrationnel.
Toutefois, si l’on considère un morceau de plan fini, l’algorithme sonde ultimement des points
hors de la zone du morceau et n’aboutit donc qu’à une approximation de la solution. Cette
méthode ne permet notamment pas de conclure lorsque l’entrée donnée n’est pas un morceau
d’hyperplan. Une version améliorée, utilisant un parallélépipède au lieu d’un tétraèdre, a été
proposée en 2020 dans [35]. Enfin, de nombreuses autres versions des algorithmes de sondage
de plans ont été écrites, utilisant des tétraèdres avec un sommet fixe (voir par exemple [36]).
Ces versions ont toutefois l’inconvénient d’exiger que le sommet de départ soit un point d’appui
inférieur. Un tel point n’est malheureusement pas trouvable dans un plan infini sans connaître
a priori quelques informations sur ses caractéristiques (on peut notamment y arriver si on sup-
pose µ = 0). L’algorithme que nous proposons possède quelques inconvénients en commun avec
l’algorithme originel de sondage de plans, notamment celui de dépassement de morceau de plan
dont nous parlons dans la section concernée.

Enfin, notons qu’il existe également des algorithmes de reconnaissance de configurations
sturmiennes de dimension quelconques en dynamique symbolique. Par exemple, l’étude des
configurations sturmiennes en dimension finie quelconque de S. Barbieri et S. Labbé dans [6],
permet de déduire un algorithme de reconnaissance des motifs finis sturmiens. On peut éga-
lement noter le travail de T. Fernique, présenté dans sa thèse [26]. L’idée est principalement
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Figure 5.8 – Un déroulé de l’algorithme originel de sondage de plan, d’après [36]

d’utiliser la notion de substitution pour des configurations en dimension finie quelconque afin
de trouver, par désubstitution, l’équation de l’hyperplan.

5.4 Arbre de Stern-Brocot étendu et algorithme de reconnais-
sance

Afin de généraliser notre algorithme de reconnaissance en toute dimension finie, il est néces-
saire de disposer d’un arbre de Stern-Brocot adapté à la dimension d. Un tel arbre a été obtenu
en 2012 par H. Lennerstad dans [40]. L’arbre présenté énumère ainsi les d-uplets d’entiers na-
turels premiers entre eux dans leur ensemble. Au lieu d’utiliser 2 points extrémités comme
précédemment, on en utilise d. Ces points sont représentés en forme de (d− 1)-simplexe comme
suit (une illustration d’une étape de construction de l’arbre de Stern-Brocot en 3D est donnée
en Figure 5.9) :

— initialement, les d extrémités sont les points ei de la base canonique de Zd ;
— étant données d points d’extrémités p1, ..., pd (affinement indépendants dans Rd−1 par

induction sur l’arbre), on construit le (d− 1)-simplexe Γ d’extrémités p1, ..., pd ;
— étant donnée une permutation σ de Sd, on considère le simplexe Γ[σ] formé des points

q1, ..., qd où qj
déf=

j∑
i=1

pσ(i) ;

— Les fils du simplexe Γ dans l’arbre sont alors les simplexes Γ[σ] pour σ ∈ Sd.

Figure 5.9 – A gauche : une étape de la construction de l’arbre en dimension 3. Les points
p1, p2, p3 sont les extrémités du simplexe. Les points mi représentent les points pi+1 + pi+2
(où les indices sont pris modulo 3). Le point c représente p1 + p2 + p3. La permutation σ
telle que σ(i) = (i + 1) mod 3 permet alors d’obtenir le simplexe d’extrémités pσ(1) = p2,
pσ(1) + pσ(2) = p2 + p3 = m1 et pσ(1) + pσ(2) + pσ(3) = c, à savoir le triangle p2,m1, c colorié dans
la figure.
A droite : un exemple avec l’initialisation à pi = ei.
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Le premier étage de l’arbre de Stern-Brocot est représenté en Figure 5.9 et par la suite
sous forme normalisée. Comme deux vecteurs normaux colinéaires représentent le même plan,
on peut projeter les vecteurs v en exigeant ∥v∥1 = 1. Faire la somme d’un groupe de vecteurs
revient alors géométriquement à considérer leur barycentre.

Par symétrie, on peut supposer que le vecteur normal v du morceau d’hyperplan étudié
est à coordonnées positives. Les d extrémités initiales de l’arbre de Stern-Brocot sont alors les
vecteurs ei de la base canonique. Maintenant que l’arbre de Stern-Brocot nous offre une structure
d’exploration adaptée pour chercher les paramètres de nos plans, la question est de savoir y
descendre. En effet, étant données d extrémités de l’arbre, il nous faut décider dans lequel des
d! sous-arbres se rendre. Par exemple, initialement, la permutation à choisir est la permutation
de tri des coordonnées. Dans le cas de la dimension 2, le critère de descente s’appuyait sur une
corde δ de la structure. Nous avons toutefois pu remarquer que cette information n’était pas
suffisante dans le cas général. En effet, il nous faut choisir parmi d! fils, et s’intéresser à une
unique corde ne suffit alors pas. Nous proposons ici et dans [33] une méthode reposant sur la
notion de séparation par les cordes dont une définition est donnée ci-après. Une séparation est
un couple de cordes (δ−, δ+) qui permet de diviser le simplexe en 2 zones : la première contient
la corde δ−, la seconde contient la corde δ+. La frontière entre les 2 zones ne contient alors
aucune des 2 cordes. En utilisant plusieurs séparations, nous arrivons ainsi à déterminer dans
quel sous-simplexe nous devons descendre pour poursuivre l’algorithme de reconnaissance.

Pour définir la notion de corde et de séparation, nous nous plaçons essentiellement dans le
cas particulier de la dimension 3, afin de simplifier le propos. Les définitions et résultats obtenus
se généralisent toutefois naturellement en toute dimension finie.

Définition 5.4.1 (Corde). Une corde est un vecteur δ de Zd. Soient v ∈ Zd et µ ∈ Z. On dit
que la corde δ apparaît (voir Figure 5.10) dans le plan P(v, µ) ssi il existe x, y ∈ P(v, µ) tel que
δ = y − x.

Figure 5.10 – Cordes dans le plan de vecteur normal (7, 17, 57). Le plan contient, entre autres,
les cordes (7, 0, 0) (en vert), (2, 3,−1) (en bleu) et (6, 4,−2) (en rouge). En revanche, le plan ne
contient pas les cordes (0, 0, 1) ou (0, 4, 0).

On remarquera que l’apparition d’une corde dans un plan ne dépend pas du décalage µ
considéré. Cela tient au fait que l’ensemble des parties finies de l’hyperplan est indépendant du
décalage. Un argument plus pédestre repose, dans le cas rationnel, sur le théorème de Bézout
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et, dans le cas irrationnel, sur la densité. En effet, si la corde δ apparaît dans P(v, µ), il existe
x, y ∈ P(v, µ) tels que δ = y − x. Dans le cas rationnel, on se ramène au cas où v et µ sont
entiers avec v de pgcd 1. Par le théorème de Bézout, il existe z ∈ Zd tel que ⟨v, z⟩ = 1. En
considérant x−µz et y−µz qui sont des points de P(v, 0), on obtient que δ = (y−µz)−(x−µz)
est une corde de P(v, 0). Dans le cas où v est irrationnel, on suppose sans perte de généralités
⟨x, v⟩ ⩽ ⟨y, v⟩. On pose ε

déf= min(∥v∥∞ − µ − ⟨y, v⟩ , ∥v∥∞) > 0 car y ∈ P(v, µ). Comme v
est irrationnel, il existe, par densité, z ∈ Zd tel que 0 < ⟨z, v⟩ < ε. Il existe alors k ∈ Z
tel que 0 ⩽ ⟨x+ kz, v⟩ < ε. Dès lors, ⟨y + kz, v⟩ = ⟨y − x, v⟩ + ⟨x+ kz, v⟩ ⩾ 0. De plus,
⟨y + kz, v⟩ = ⟨y, v⟩ − ⟨x, v⟩ + ⟨x+ kz, v⟩ < ⟨y, v⟩ + µ + ε < ∥v∥∞. Donc x + kz et y + kz sont
dans P(v, 0) et δ = (y + kz)− (x+ kz) est une corde de P(v, 0).

Remarquons également qu’une corde δ apparaît dans un plan de vecteur normal v ssi il
existe x, y ∈ Zd tels que δ = y − x et{

0 ⩽ ⟨x, v⟩+ µ < ∥v∥∞
0 ⩽ ⟨y, v⟩+ µ < ∥v∥∞

Ainsi, en soustrayant, δ apparaît dans un plan de vecteur normal v ssi

|⟨δ, v⟩| < ∥v∥∞

Nous utilisons les cordes du morceau de plan S pour obtenir des informations sur celui-ci. En
considérant une corde δ, on peut séparer l’espace d’étude dans l’arbre en 2 parties : la zone
des vecteurs normaux v tels que δ apparaît dans P(v, 0) et le complémentaire où cette corde
n’apparaît pas. Nous choisissons un ensemble de cordes qui permettent de découper l’espace
d’étude en d! zones correspondant aux sous-arbres de l’arbre de Stern-Brocot : nous parlons
alors de cordes séparantes.

Définition 5.4.2 (Séparation (par cordes)). Soient p1, p2, p3 ∈ N3 des points extrémités de
Stern-Brocot. On dit qu’un couple (δ(i)

− , δ
(i)
+ ) est une séparation (voir Figure 5.11 à gauche)

pour (p1, p2, p3) selon pi ssi pour tout v ∈ C(p1, p2, p3) (cône convexe engendré par p1, p2, p3) :
— la corde δ(i)

− apparaît dans P(v, µ) ssi v ∈ C(pi,mi, pi−1) \ C(pi,mi) (triangle pi,mi, pi−1
privé du segment pi,mi).

— la corde δ(i)
+ apparaît dans P(v, µ) ssi v ∈ C(pi,mi, pi+1) \ C(pi,mi).

Les cordes δ(i)
− et δ(i)

+ sont alors dites séparantes.

On peut calculer explicitement des cordes séparantes à chaque étape de la descente dans
l’arbre de Stern-Brocot, via un simple système linéaire. Par symétrie, on se place dans le cas
où le vecteur v est à coordonnées positives croissantes. Ainsi, la corde δ apparaît dans le plan
de vecteur normal v ssi |⟨v, δ⟩| < ∥v∥∞ = v3. Etant données des extrémités p1, p2, p3, afin de
trouver une séparation pour pi, il suffit de poser les contraintes suivantes sur (δ(i)

− , δ
(i)
+ ) :

〈
pi, δ

(i)
−

〉
= ⟨pi, e3⟩〈

mi, δ
(i)
−

〉
= ⟨mi, e3⟩〈

pi−1, δ
(i)
−

〉
= ⟨pi−1, e3⟩ − 1

et


〈
pi, δ

(i)
+

〉
= ⟨pi, e3⟩〈

mi, δ
(i)
+

〉
= ⟨mi, e3⟩〈

pi+1, δ
(i)
+

〉
= ⟨pi+1, e3⟩ − 1

Les deux premières conditions de chaque système assurent que la limite d’apparition des
cordes δ(i)

− et δ(i)
+ est la droite verte passant par pi et mi (voir Figure 5.11 (gauche)). La der-

nière condition assure que δ(i)
− apparaît dans le plan de vecteur normal pi−1 (resp. δ(i)

+ dans
le plan de vecteur normal pi+1). La caractérisation par équivalence de la séparation (δ(i)

− , δ
(i)
+ )
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Figure 5.11 – A gauche : illustration d’une séparation selon p1. Dans les sous-triangles marqués
−, le plan contient la corde δ(1)

− mais pas la corde δ(1)
+ . Respectivement, dans les triangles marqués

+, le plan contient la corde δ(1)
+ mais pas la corde δ(1)

− . Sur la droite séparante en vert, aucune
des deux cordes n’apparaît.
A droite : partition du triangle en fonction des cordes apparaissant dans les plans. En vert, bleu
et rouge, les droites frontières. Les signes correspondent ensuite aux cordes apparaissant dans
les plans de chaque sous-zone.

découle ensuite de ces observations immédiatement par convexité. Ajoutons enfin que les 2
systèmes admettent chacun une unique solution car ils ont déterminant ±1 (par induction
sur l’arbre). En séparant ainsi les zones selon chaque pi, on obtient une partition du tri-
angle p1, p2, p3 en 6 sous-triangles (voir Figure 5.11 à droite). Remarquons que la condition〈
pi+1, δ

(i)
+

〉
= ⟨pi+1, e3⟩ − 1 peut être remplacée par

〈
pi+1, δ

(i)
+

〉
= ξ pour n’importe quel ξ

dans l’intervalle J−(⟨pi+1, e3⟩ − 1), ⟨pi+1, e3⟩ − 1K. Le choix ξ = ⟨pi+1, e3⟩ − 1 permet toutefois
d’obtenir a priori des cordes séparantes plus petites et donc en général plus pertinentes.

Les séparations permettent ainsi de caractériser l’appartenance des plans à certains cônes.
Par exemple, on peut regarder la séparation pour l’arbre de Stern-Brocot en dimension 2,
avec extrémités 0 et 1/2 et centre 1/3. Après résolution du système, on obtient δ− = (3, 0) et
δ+ = (3, 2). Les droites dont la pente est entre 0 et 1/2 sont donc :

— dans l’intervalle [0, 1/3[ ssi elles possèdent la corde (3, 0), ie un palier de taille au moins
4.

— dans l’intervalle ]1/3, 1/2] ssi elles possèdent la corde (3, 2), ie un palier de taille exacte-
ment 2

— la pente 1/3 est la seule à ne posséder aucune des 2 cordes : les paliers sont tous de taille
exactement 3.

On peut dès lors reprendre l’arbre de Stern-Brocot en dimension 2 avec les séparations
obtenues pour l’intervalle [0, 1], comme dans la Figure 5.12 :

5.5 Algorithme de reconnaissance de morceau d’hyperplans arith-
métiques

En utilisant les séparations par les cordes, nous sommes désormais capables de descendre
dans l’arbre de Stern-Brocot. Nous en déduisons ainsi un algorithme de reconnaissance de
morceaux d’hyperplans en toute dimension. L’algorithme ci-après est présenté en dimension 3
pour simplifier la compréhension mais s’étend sans difficulté en toute dimension finie.
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Figure 5.12 – Arbre de Stern-Brocot étiqueté par les séparations

Algorithme : Reconnaissance plan
Entrée : S ⊂ Z3 fini dans le premier 48e d’espace
Sortie : Décide si S est un morceau de plan discret et, le cas échéant, renvoie des

paramètres correspondant à un plan le contenant
Reconnaissance-plan(S) :
p1, p2, p3 ← (0, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1) (extrémités) ;
tant que VRAI faire

m1,m2,m3, c← p2 + p3, p1 + p3, p1 + p2, p1 + p2 + p3 (points milieux et central) ;
pour v ∈ {m1,m2,m3, c} (test des différents points du triangle) faire

(pmin, pmax)← Restes-extrémaux(S, v) ;
si ⟨pmax − pmin, v⟩ < ∥v∥∞ alors

µ← −⟨pmin, v⟩ ;
Renvoyer v, µ

Calculer les séparations (δ(i)
− , δ

(i)
+ ) selon chacun des pi ;

Regarder quelles cordes apparaissent dans S ;
si les cordes observées sont incohérentes (selon la Figure 5.11 (droite)) alors

Renvoyer "Incohérence dans les cordes"
Choisir le sous-triangle correspondant aux cordes observées (selon la Figure 5.11
(droite)) et mettre à jour p1, p2, p3 ;

Algorithme : Restes-extrémaux
Entrée : S ⊂ Z3 fini, v ∈ Z3

Sortie : Calcule les restes minimaux et maximaux des points de S selon v

pmin, pmax ← premier élément de S ;
pour p dans S faire

si ⟨p, v⟩ < ⟨pmin, v⟩ alors
pmin ← p ;

si ⟨p, v⟩ > ⟨pmax, v⟩ alors
pmax ← p ;

Renvoyer pmin, pmax ;
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Figure 5.13 – Déroulé de l’algorithme sur le morceau de plan carré de vecteur normal (4, 7, 11),
de décalage 2 et de taille 12. L’algorithme renvoie bien le bon résultat.

Figure 5.14 – Déroulé de l’algorithme sur le morceau de plan carré de vecteur normal (7, 8, 10),
de décalage 2 et de taille 10. L’algorithme détecte une incohérence dans les cordes car le morceau
considéré est trop petit.

Avant de s’intéresser aux points délicats de l’algorithme (en rouge), observons 2 exécutions
de celui-ci sur les morceaux de plans carrés de paramètres v = (4, 7, 11), µ = 2, taille = 12 et
v = (7, 8, 10), µ = 8, taille = 10 en Figure 5.13 et 5.14. Remarquons que l’algorithme s’applique
également sur des morceaux de plans quelconques, non nécessairement rectangulaires. Les cordes
détectées sont indiquées dans le plan. Le sous-triangle où descendre est indiqué par un point
dans celui-ci. Dans le second exemple, les cordes (7,−10, 4) et (9,−9, 0) appartiennent au plan
P(v, µ) entier mais pas au morceau présenté qui est trop petit pour cela. L’algorithme aboutit
donc à un échec et renvoie "Incohérence dans les cordes" alors que le morceau est bien celui d’un
plan. Il arrive enfin que l’algorithme ne détecte que 2 cordes et pas de troisième : cela signifie
que l’on se trouve sur une ligne de séparation et qu’il y a 2 sous-triangles possibles. L’algorithme
ici présenté choisit alors l’un des 2 triangles, mais il serait également possible d’en écrire une
version qui exécute un Stern-Brocot en dimension 2 sur la ligne considérée.

Notre algorithme possède quelques points délicats qu’il est nécessaire de détailler.
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Dans sa version actuelle, l’algorithme s’arrête nécessairement, soit car il arrive sur les pa-
ramètres du plan considéré, soit car les cordes séparantes qu’il doit traiter mènent à une inco-
hérence. Il arrive malheureusement que les cordes considérées soient tellement grandes qu’elles
sortent du morceau de plan considéré. La condition d’arrêt du "Tant que" mériterait une borne
simple sur les coordonnées de v. En dimension 2, l’algorithme de reconnaissance de segments
d’I. Debled-Rennesson permet de montrer que ∥v∥∞ ⩽ |S|. En dimension 3, l’algorithme des
points d’appui présenté dans [42] permet d’obtenir une borne pour des morceaux de plan rec-
tangulaires. Enfin, l’algorithme du simplexe utilisé dans [17] permet d’obtenir une borne dans
le cas général mais beaucoup plus grande. Cette partie de notre algorithme est donc facilement
modifiable, en ajoutant une borne sur ∥v∥∞.

La détection des cordes dans un ensemble fini est largement plus problématique. Tout
d’abord, la méthode naïve est tout sauf optimale (on teste tous les couples de points). On
peut toutefois améliorer cette étape en ne tenant compte que des points d’appuis de chaque
palier (zone de hauteur z constante), nous ramenant ainsi à un nombre constant de points par
palier. Néanmoins, les cordes considérées obligent, à partir d’une certaine étape, à sortir du
sous-ensemble S considéré. Nous observons donc le même problème que les algorithmes de son-
dage de plan (voir [37] pour la première version). De manière générale, plus l’algorithme plonge
profondément dans l’arbre de Stern-Brocot, plus les cordes séparantes deviennent grandes et
risquent donc de sortir de l’espace d’étude. Lorsque l’algorithme renvoie "Incohérence dans les
cordes", deux cas de figure se présentent :

— le morceau considéré n’est pas un morceau de plan. Une telle entrée amène inévitablement
à ce que l’ensemble des cordes séparantes qui apparaissent dans le plan n’ait pas de sous-
triangle associé (voir Figure 5.11 (droite)), d’où l’incohérence.

— le morceau considéré est bien un morceau de plan mais qui est trop petit pour que
certaines cordes séparantes apparaissent sur le morceau. L’incohérence de cordes détectée
signifie alors simplement que l’algorithme ne peut conclure sans considérer plus de points.

Remarquons que, sur un morceau de plan suffisamment grand (a fortiori sur un plan infini), le
second cas évoqué ne peut arriver. Dès lors, le renvoi "Incohérence dans les cordes" implique
que l’entrée n’est pas un plan.

L’ensemble des paramètres solutions du problème forme un convexe. En dimension 2, cette
propriété permet de démontrer que l’arrêt de l’algorithme s’effectuera nécessairement sur les
paramètres minimaux, et qu’il y a unicité de la branche de descente dans l’algorithme. En
dimension 3, un convexe peut ne croiser aucun point remarquable du triangle et être à cheval
sur plusieurs zones. Il existe donc des configurations où la zone à choisir pour la descente n’est
pas unique. Ce problème est illustrée en Figure 5.15. On considère pour cela l’ensemble de points
S

déf= {(0, 0, 0), (−2,−1, 2), (0,−2, 2), (3, 4,−2)}. L’ensemble des vecteurs admissibles pour S est
indiqué par un petit triangle bleu à cheval sur 3 zones. On remarquera toutefois que l’ensemble
S considéré n’est pas un morceau de plan des plus sympathiques. Il serait alors intéressant de
trouver un critère sur S permettant d’éviter ce genre de problèmes, ou de trouver comment
modifier l’algorithme pour prendre en compte ce type de cas de figures.

Remarquons enfin que, dans le cas d’un plan infini de vecteur normal irrationnel v, l’algo-
rithme emprunte dans l’arbre le chemin infini menant à v.
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Figure 5.15 – Exemple de cas où plusieurs branches peuvent être choisies dans
l’arbre de Stern-Brocot. L’ensemble des vecteurs v admissibles pour l’ensemble S

déf=
{(0, 0, 0), (−2,−1, 2), (0,−2, 2), (3, 4,−2)} est le triangle ouvert bleu.

5.6 Bilan & perspectives

Nous avons présenté dans ce chapitre plusieurs algorithmes de reconnaissance de morceaux
d’hyperplans reposant sur l’arbre de Stern-Brocot. En dimension 2, l’algorithme cherche la pente
du segment à reconnaître en descendant dans l’arbre, avec un critère simple à chaque étape pour
décider s’il faut descendre à gauche ou à droite. Ce procédé est linéaire et incrémental, comme
l’algorithme de reconnaissance de segmeent d’I. Debled-Rennesson. Nous proposons également
un algorithme pour reconnaître un morceau de droite quelconque, sans aucune contrainte de
connexité sur l’entrée.

Il est possible d’étendre notre algorithme en toute dimension finie, afin de reconnaître des
morceaux d’hyperplans arithmétiques. L’idée repose sur l’extension de l’arbre de Stern-Brocot
en toute dimension proposée dans [40] et sur la notion de cordes séparantes. La présence de
cordes séparantes dans le morceau d’hyperplan permet de diviser un simplexe de Stern-Brocot
en plusieurs sous-simplexes, et de choisir dans quel sous-simplexe descendre. Toutefois, notre
algorithme possède un certain nombre de limites, notamment en ce qui concerne les problèmes
de dépassement. Il arrive en effet que les cordes considérées deviennent trop grandes pour être
détectées dans le morceau étudié. La détection des cordes est une étape clef de l’algorithme qui
mérite d’être optimisée, par exemple en considérant les points d’appui de chaque palier de plan.

Enfin, les cordes séparantes utilisées dans notre algorithme de reconnaissance caractérisent
la zone dans laquelle vit le vecteur normal v de l’hyperplan dans l’arbre de Stern-Brocot. Ces
cordes ont ainsi un intérêt géométrique dans la structure de l’hyperplan qui pourrait être davan-
tage creusé. L’étude des cordes pourrait notamment permettre de les détecter plus facilement
dans un morceau de plan, et de mieux comprendre les propriétés combinatoires des hyperplans
arithmétiques.
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6

Transformations douces

Ce chapitre porte sur la notion de transformations douces, introduite dans [32] et issue d’une
collaboration avec E. Andres. Nous cherchons à appliquer des transformations f simples à des
objets X de l’espace, mais nous intéressons davantage au processus de transformation qu’à la va-
leur finale f(X). Nous nous focalisons notamment sur les translations et parlons rapidement de
rotations. Dans le cas euclidien, on peut par exemple regarder la fonction de Rd, f déf= x 7→ x+p
où p est un point de Rd. Regardons le triangle rouge T de la Figure 6.1, dont l’image par la
translation est le triangle bleu T + p. Si l’on s’intéresse au processus de transformation, on
regarde les triangles T + hp pour h ∈ [0, 1]. La transformation est alors davantage vue comme
une homotopie que comme une simple fonction. Remarquons également que les triangles inter-
médiaires T + hp pour h ∈ [0, 1] possèdent les mêmes propriétés géométriques et topologiques
que T du fait que (h, x) 7→ x+ hp est une isométrie affine.

Figure 6.1 – Translation d’un triangle dans R2

Le but de ce chapitre est de construire de telles homotopies dans le cadre de la géomé-
trie discrète. Bien que cette construction soit évidente dans le cas euclidien, l’analogue discret
demande davantage de travail. Nous commençons tout d’abord par définir les transformations
douces, équivalent des homotopies en géométrie discrète, par le fait qu’un seul point de la figure
est déplacé à chaque étape du processus de transformation. Une étude d’un processus proche
des transformations douces a également été menée dans [53] pour les transformations de formes
convexes. Les auteurs utilisent principalement des résultats de combinatoire des mots sur les
mots de Lyndon pour effectuer ces transformations en conservant la convexité. L’article expose
notamment un critère simple sur les transformations locales qui conservent la convexité, à partir
de la notion de point de Lyndon. Nous obtenons parallèlement dans [32] un critère caractérisant
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les points que l’on peut bouger dans un segment discret tout en conservant la propriété d’être
un segment.

Nous proposons ici un certain nombre d’algorithmes, reposant sur notre critère pour déplacer
les points d’un segment, et permettant d’effectuer des rotations douces de segments discrets ainsi
que des translations douces de divers objets : segments, arbres, graphes, formes pleines. Notre
travail porte ainsi essentiellement sur les translations. Cette restriction provient notamment de la
difficulté à caractériser les transformations bijectives de Zd. S’il est immédiat que les rotations
de Rd sont isométriques, la simple bijectivité dans Zd est une question complexe. Le travail
d’E. Andres dans [1] a toutefois permis de caractériser les rotations bijectives de Z2 à l’aide des
triplets pythagoriciens. Une étude des transformations préservant les propriétés topologiques de
l’objet a également été menée par P. Ngo, N. Passat, Y. Kenmochi et I. Debled-Rennesson dans
[45]. Néanmoins, les travaux sur ces transformations appelées rigides ne s’intéressent pas aux
étapes de la transformation.

Ce chapitre propose d’apporter un peu de douceur dans toute cette rigidité en regardant
comment transformer, étape par étape, un objet X en un objet f(X) tout en conservant les
propriétés géométriques et topologiques de X. Une partie des définitions et propriétés sur les
segments naïfs et arbres discrets sont exposées dans [32]. Nous étendons également les résultats
de cet article aux segments standard, aux graphes discrets, ainsi qu’aux morceaux d’hyperplans
arithmétiques en dimension finie quelconque.

6.1 Transformations douces de segments discrets

Nous travaillons essentiellement dans cette partie sur les segments naïfs et étendons ensuite
nos résultats au cas standard. Afin de parler plus facilement de pente, nous utilisons une défi-
nition de droite naïve utilisant un vecteur directeur plutôt qu’un vecteur normal. On rappelle
également la notion de segment naïf.

Définition 6.1.1 (Droite naïve). Soient a, b, µ ∈ R avec a, b non tous deux nuls. La droite
naïve de vecteur directeur (a, b) et de décalage µ est l’ensemble

D(a, b, µ) déf= {(x, y) ∈ Z2 | 0 ⩽ ax− by + µ < ∥(a, b)∥∞}

Définition 6.1.2 (Segment naïf). Un segment naïf est une partie 8-connexe et bornée de droite
naïve.

Notons que, étant donné un segment naïf S, il n’y a pas unicité des paramètres a, b, µ d’une
droite telle que S ⊂ D(a, b, µ). Il existe en réalité une infinité de paramètres possibles (ayant
la puissance du continu). On peut toutefois donner à un segment des paramètres minimaux
comme dans le chapitre 5. On exige pour cela que les paramètres a, b, µ soient entiers et que
∥(a, b)∥∞ soit minimale parmi tous les paramètres entiers possibles pour S. Rappelons enfin que
l’algorithme de reconnaissance de segment d’I. Debled-Rennesson, présenté dans [19], permet
de calculer les paramètres minimaux d’un segment en O(|S|), à partir de la notion de point
d’appui. Cette notion dépendant de la portion de plan considérée, on exige par la suite a, b ⩾ 0,
cas auquel on peut toujours se ramener par symétries.

Définition 6.1.3 (Points d’appui[19]). Soient S un segment naïf de paramètres minimaux a, b, µ
et p = (x, y) un point de S. On dit que p est un point d’appui supérieur ssi ax − by + µ = 0.
On dit que p est un point d’appui inférieur ssi ax− by + µ = ∥(a, b)∥∞ − 1 (voir Figure 6.2).
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Nous avons choisi la définition de point d’appui inférieur et supérieur de sorte à ce que
les points d’appui supérieurs soient situés au-dessus du segment pour les vecteurs du premier
octant. Toutefois, pour les autres octants, il est possible que les points d’appui inférieurs soient
situés au-dessus du segment et les points d’appui supérieurs en dessous. De manière générale, les
segments sont considérés par symétrie dans le premier octant, ce qui évite ce type de problème.

Figure 6.2 – Un segment de pente 1/4. Les points d’appui inférieurs sont en rouge et les points
d’appui supérieurs en vert.

Nous souhaitons ici appliquer des transformations homotopiques aux segments naïfs et utili-
sons pour cela le concept de transformations douces introduit dans [32]. La notion de continuité
usuellement utilisée pour l’homotopie semble toutefois ne pas être adaptée au monde discret.
Dans le cas euclidien usuel, une transformation homotopique est paramétrée par un réel t de
[0, 1]. Dans le monde discret, une transformation douce sera paramétrée par un entier i ∈ J0, NK
pour un certain N . Les étapes de transformation sont donc discrètes, ce qui exige de préciser
ce que signifie « de manière continue » dans notre cas. On définit cela par le changement d’un
unique pixel dans le segment. De plus, dans le but de préserver la structure géométrique de
l’objet, l’objet considéré à chaque étape doit être un segment. On définit tout d’abord la notion
de segments voisins par le fait que 2 segments voisins diffèrent d’un seul pixel.

Définition 6.1.4 (Segments voisins, voir Figure 6.3). Deux segments naïfs S et S′ sont dits
voisins ssi ils peuvent s’écrire X ∪ {p} et X ∪ {q} où p, q ∈ Z2 sont 4-voisins. On note alors
S ↔ S′.

Figure 6.3 – Deux segments voisins. Le premier est composé des pixels bleus et du pixel rouge,
le second est composé des pixels bleus et du pixel vert.

Définition 6.1.5 (Transformation douce). Etant donnés un segment naïf S et une fonction
f : Z2 → Z2 bijective, une transformation douce de S en f(S) est une suite finie S0...SN de
segments discrets telle que :

— S0 = S
— SN = f(S)
— ∀i, Si ↔ Si+1.

6.1.1 Points déplaçables

Notre but est de proposer des transformations douces pour des fonctions f simples. Notre
travail commence tout d’abord par une caractérisation de la relation de voisinage entre 2 seg-
ments. On cherche notamment les points déplaçables d’un segment S, à savoir les points que
l’on peut déplacer dans le segment tout en gardant un segment à l’arrivée.
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Définition 6.1.6 (Point montable/descendable). Soient S un segment discret naïf et p un point
de S. On pose S[p ↑] déf= S \ {p} ∪ {p + e2} et S[p ↓] déf= S \ {p} ∪ {p − e2}. Un point p ∈ S est
dit montable (resp. descendable) ssi S[p ↑] (resp. S[p ↓]) est un segment.

Remarquons que l’on peut également définir, de manière analogue, la notion de point dépla-
çable à gauche ou à droite et des ensembles S[p ←] ou S[p →]. Par symétrie, on s’intéressera
uniquement aux points montables et descendables d’un segment. Caractérisons tout d’abord
les points montables d’un segment exemple S du premier octant de pente 1

4 comme exposé
en Figure 6.4 (a). Le point rouge en (b) n’est pas montable. Plus généralement, un point qui
n’est pas un point d’appui inférieur n’est pas montable, grâce à un argument de convexité. Le
point rouge en (c) est un point d’appui inférieur qui n’est toutefois pas montable. Ceci vient du
fait qu’il est situé entre 2 autres points d’appui inférieurs. La convexité d’un segment discret
impose donc que les points d’appui inférieurs considérés soient extrémaux, à savoir d’abscisse
extrémale dans l’ensemble des points d’appui inférieurs. Enfin, les 2 points d’appuis inférieurs
extrémaux en (d) sont tous les 2 montables, et ce sont les seuls points montables du segment.
Les conclusions que nous tirons de cet exemple se généralisent en réalité pour tout segment.

(a) (b) (c) (d)

Figure 6.4 – Caractérisation des points montables d’un segment présenté en (a).
(b) Le point n’est pas montable car ce n’est pas un point d’appui inférieur.
(c) Le point n’est pas montable car il n’est pas extrémal.
(d) Ensemble des points montables du segment.

Théorème 6.1.7 (Points montables/descendables [32]). Soit S un segment discret naïf de
paramètres (a, b, µ) minimaux tel que S est dans le premier octant, ie 0 ⩽ a ⩽ b. Un point I de
S est montable (resp. descendable) ssi I est un point d’appui inférieur (resp. supérieur) extrémal
de S, ie d’abscisse extrémale dans l’ensemble des points d’appui inférieurs (resp. supérieurs).

Démonstration. Nous faisons ici une preuve pour les points montables, la preuve pour les points
descendables étant analogues. Soit un segment S d’extrémités notées E et E′ et d’équation
0 ⩽ ax − by + µ < b (avec a, b, µ minimaux). Soit I déf= (xI , yI) un point de S. On pose alors
S′ déf= S[I ↑] = S ∪ {I + e2} \ {I}. Montrons alors que S′ est un segment ssi I est un point
d’appui inférieur extrémal de S.

⇒ : on raisonne par l’absurde. Deux cas se présentent alors à nous.

Cas 1 : supposons que I n’est pas un point d’appui inférieur. Dès lors, axI−byI +µ ⩽ b−2.
Donc axI − b(yI + 1) +µ ⩽ −2. Cela veut dire, d’après la thèse d’I. Debled-Rennesson [19], que
I + e2 est fortement extérieur à S et que S′ n’est pas un segment.

Cas 2 : supposons que I est un point d’appui inférieur non extrémal. On note A et B
les points d’appui inférieurs extrémaux de S. Ainsi I est un point du segment continu [AB].
Comme A,B ∈ S′, par convexité, I ∈ S′ ce qui n’est pas.

⇐ : nous invitons le lecteur à regarder la figure 6.5 qui illustre la preuve. Le segment S
y est représenté en bleu. Commençons par prolonger le segment S jusqu’à un point d’appui
supérieur P déf= (xP , yP ) tel que ∥P − I∥∞ ⩾ b (partie verte du segment) : on obtient alors un
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6.1. Transformations douces de segments discrets

sur-segment de S que l’on note S0. Comme P est un point d’appui supérieur et une extrémité
de S0, par le théorème d’Isabelle Debled-Rennesson [19], P − e2 est faiblement extérieur donc
S′

0
déf= S0[P ↓] = S0 ∪ {P − e2} \ {P} est un segment. De plus, S′

0 admet pour points d’appui
inférieurs extrémaux I et P − e2. On note a′, b′, µ′ les paramètres de S′

0. On note enfin Π (resp.
Π′) la restriction de S0 (resp. S′

0) à l’intervalle d’abscisses [xP , xI − 1]. Ainsi Π et Π′ forment
respectivement une période de S0 et de S′

0. On peut alors prolonger Π′ jusqu’à E′ par périodicité
(car ∥P − I∥∞ ⩾ b) en un sur-segment de S. De même, on peut prolonger Π jusqu’à E′ en un
sur-segment contenant S′. Donc S′ est un segment.

Figure 6.5 – Montée du point d’appui inférieur I

Le théorème des points montables est généralisé en toute dimension dans une partie sur les
transformations douces de morceaux d’hyperplans arithmétiques. La preuve que nous utilisons
est alors d’une nature différente de celle-ci, ne se reposant notamment pas sur les propriétés
connues des algorithmes de reconnaissance de segments.

6.1.2 Rotation douce de segment

Le théorème des points montables nous permet de traiter un premier exemple de transfor-
mation douce : la rotation de segment. Le but est ici de transformer le segment plat S0

déf=
{(i, 0)}i∈J0,nK au segment diagonal SN

déf= {(i, i)}i∈J0,nK. Remarquons que cette définition de ro-
tation ne correspond pas à une rotation du segment réelle dans la boule euclidienne B2(0, n)
mais à une rotation de segment dans la boule B∞(0, n). Le nombre de points dans le segment
est donc conservé mais pas la longueur du segment.

Grâce au théorème des points montables, on sait, à chaque étape, quels points du segment
courant peuvent être montés. Toutefois, la caractérisation des points montables par les points
d’appui inférieurs nécessite de connaître les paramètres minimaux du segment considéré. S’ils
sont connus initialement, monter un point au milieu du segment modifie ses paramètres. On
peut alors imaginer recalculer les nouveaux paramètres du segment par reconnaissance mais cette
opération induit un coût en O(n) à chaque étape de l’algorithme. L’algorithme de reconnaissance
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d’I. Debled-Rennesson et J.-P. Réveillès présenté dans [19], bien qu’incrémental, ne permet en
effet de calculer ces nouveaux paramètres que lorsque le point monté est une extrémité du
segment. Il existe heureusement des algorithmes en O(ln(n)), comme ceux exposés dans [38, 46],
permettant de calculer les paramètres minimaux du nouveau segment en O(ln(n)). On obtient
alors l’algorithme de rotation douce suivant.

Algorithme : Rotation douce
Entrée : n ∈ N
Sortie : Effectue la rotation douce du segment plat S0 au segment diagonal SN de

longueur n

S ← S0
déf= {(0, i)}i∈J0,nK ;

tant que S ̸= SN faire
p← point d’appui inférieur le plus à droite de S ;
Incrémenter p dans S ;

L’algorithme de rotation douce effectue O(n2) étapes de déplacement de pixel, chaque étape
coûtant O(ln(n)). La complexité totale de l’algorithme est donc en O(n2ln(n)). Ce petit exemple
jouet est utilisé dans la suite de ce chapitre pour les transformations douces de graphes. Une
vidéo de rotation douce est disponible en Figure 6.6 pour la version PDF de ce manuscrit.
Attention : tous les lecteurs PDF ne permettent pas de lire la vidéo ; on pourra notamment
utiliser Acrobat Reader pour la lecture de celle-ci. Les diverses flèches permettent de lire la
vidéo, de passer à l’image suivante ou de se déplacer à la toute fin de la vidéo. A chaque étape,
le point à monter, à savoir le point d’appui inférieur le plus à droite, est indiqué en rouge.

Figure 6.6 – Vidéo de rotation douce pour un segment de longueur 11

6.1.3 Translation douce de segment

Nous nous intéressons désormais à un premier problème de translation douce, celui de la
translation douce de segment. On cherche ainsi à appliquer la transformation douce f : x 7→ x+p
à un segment S, pour p ∈ Z2. Par composition et symétrie, il suffit de traiter le cas p = e2 pour
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les segments du premier quart de plan. On considère alors 2 cas de figure : le cas des segments
de pente ⩽ 1 (premier octant) et le cas des segments de pente ⩾ 1 (second octant).

Problème 6.1.8. Etant donné un segment naïf S et p ∈ Z2, comment translater doucement S
pour obtenir S + p ?

Commençons d’abord par les segments de pente ⩽ 1. L’idée est alors de trouver des pa-
ramètres (a, b, µ) du segment S à translater de telle sorte que (x, y) ∈ S 7→ ax − by + µ soit
injective. Ceci permet notamment d’avoir un unique point d’appui inférieur à chaque étape de
l’algorithme. De plus, le nouveau segment est alors obtenu simplement en augmentant le déca-
lage µ mais sans changer la pente a

b . On utilise pour cela la notion de segment primitif, pour

lesquels la fonction
{

S → Z/bZ
(x, y) 7→ ax− by + µ

est bijective.

Définition 6.1.9 (Segment primitif). Soit S un segment naïf de paramètres a, b, µ (avec a∧b =
1) et de longueur n. On dit alors que S est primitif ssi ∥(a, b)∥∞ = n.

Dans le cas des segments S primitifs, il existe un unique point d’appui inférieur dans S à
chaque étape. L’algorithme de translation douce revient donc essentiellement à effectuer des
calculs élémentaires dans Z/bZ pour calculer ce point d’appui. On cherche en effet x, y tel que
ax − by + µ = −1 dans Z/bZ, dont on déduit x = a−1(−1 − µ). De plus, une fois le point
p d’abscisse x monté, le segment S[p ↑] a pour nouveaux paramètres (a, b, µ + 1). La Figure
6.7 présente la translation douce du segment primitif d’équation 0 ⩽ 4x − 11y + 3 < 11 et
de longueur 11. Remarquons qu’il est toujours possible de prendre des paramètres a, b, µ (pas

forcément minimaux) d’un segment S tels que
{

S → R
(x, y) 7→ ax− by + µ

soit injective. Il suffit

en effet de prendre un vecteur (a, b) irrationnel. Dès lors, la translation douce de segment
discret avec paramètres irrationnels est relativement simple à effectuer. Nous reparlons de cette
vision dans la section consacrée aux translations douces d’hyperplans arithmétiques. Toutefois,
cette approche présente ses limites lorsque l’on considère des formes discrètes plus complexes,
comme des graphes discrets, où les cycles du graphe induisent des relations de liaison dans les
coordonnées des vecteurs considérés.

Figure 6.7 – Vidéo de translation douce pour un segment primitif de longueur 11
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Nous venons d’exposer une méthode de translation douce pour les segments non primitifs.
Toutefois, tous les segments ne sont pas primitifs, comme par exemple le segment S présenté
en Figure 6.8. En effet, si S était primitif de paramètres (a, b, µ), la droite naïve de mêmes
paramètres aurait S comme période. Or S possède un palier de taille 1 et un palier de taille 3
donc ne être période d’une droite discrète (les longueurs de 2 paliers d’une droite naïve différant
d’au plus 1). On se ramène toutefois au cas primitif en montrant que tout segment est inclus
dans un sur-segment primitif.

Figure 6.8 – Segment non primitif

Proposition 6.1.10 (Sur-segment primitif). Tout segment S de longueur n est inclus dans un
segment primitif S′ de longueur ⩽ 3n.

Démonstration. Considérons une équation de S de la forme 0 ⩽ ax− by+µ < b avec b < n. On
cherche alors des paramètres a′, b′ premiers entre eux tels que a′

b′ − a
b = 1

bb′ avec b′ ∈ J2n, 3nK.
Un tel couple (a′, b′) existe du fait que a′

b′ − a
b = a′b−ab′

bb′ . On prend en effet b′ ∈ J2n, 3nK tel que
ab′ ≡ −1 (mod b) (qui existe car a ∧ b = 1) puis a′ tel que a′b − ab′ = 1. Ainsi, a′

b′ − a
b = 1

bb′ .
On prend également µ′ tel que µ

b ⩽ µ′

b′ <
µ
b + 1

b′ . On appelle alors S′ le segment d’équation
0 ⩽ a′x− b′y + µ′ < b′ de longueur b′.

Reste alors à montrer que S ⊂ S′. Soit (x, y) ∈ S. Alors y =
⌊
ax+µ
b

⌋
. La quantité a′x+µ′

b′ −
ax+µ
b = x

(
a′

b′ − a
b

)
+ µ′

b′ − µ
b est positive et inférieure à x

bb′ + 1
b′ ⩽ x

2bn + 1
2n <

1
2b + 1

2b = 1
b . Ainsi,

y ⩽ ax+µ
b ⩽ a′x+µ′

b′ < ax+µ+1
b ⩽ y + 1. En passant à la partie entière, on obtient y =

⌊
a′x+µ′

b′

⌋
donc (x, y) ∈ S′.

Notons que la borne de 3n dans la proposition 6.1.10 est a priori perfectible, l’important étant
toutefois d’obtenir une borne en O(n) afin de garantir une complexité linéaire pour l’algorithme
de transformation douce. La preuve de la proposition est de plus constructive, ce qui permet
de calculer effectivement les paramètres a′, b′, µ′ d’un sur-segment primitif. Ce calcul s’effectue
alors en O(ln(n)) via des opérations simples dans Z/bZ, comme démontré dans la preuve.

Afin de translater doucement un segment S, on commence donc par calculer un sur-segment
primitif S′ de S de longueur inférieure à 3n. On applique ensuite la translation douce de segment
primitif à S′. Les étapes de la translation douce de S sont alors les mêmes que celles de S′, en
ignorant les points de S′ \ S.
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Algorithme : Translation douce de segment (pente ⩽ 1)
Entrée : S dans le premier octant ayant (0, 0) pour extrémité
Sortie : Effectue les étapes de la translation douce de S
n← |S| ;
S′ ← un sur-segment primitif de S de taille n′ ⩽ 3n via la preuve de la Proposition
6.1.10 ;
a′, b′, µ′ ← paramètres de l’équation de S′ ;
Calculer a′−1 dans Z/b′Z ;
pour j allant de 0 à n′ − 1 faire

k ← −a′−1(µ′ + j + 1) dans Z/b′Z ;
si k < n alors

Incrémenter le point d’abscisse k dans S ;

L’algorithme de translation douce de segment possède une complexité en O(n). Le calcul
initial de S′ demande O(ln(n)) étapes. Effectuer la translation douce du sur-segment primitif
S′ demande ensuite O(n′) = O(n) étapes, d’où une complexité totale linéaire.

On s’intéresse désormais aux segments de pente ⩾ 1. Une première difficulté apparaît sur
un exemple simple de segment vertical, comme présenté en Figure 6.9. On remarque alors
que les opérations autorisées dans les transformations douces ne permettent pas de translater
doucement ce segment. Aucun des points du segment ne peut en effet être incrémenté sans
perdre la connexité, exceptée l’extrémité basse (1, 2). Toutefois, incrémenter l’extrémité basse
n’est pas non plus satisfaisant car crée un double-pixel. On propose alors la solution suivante :

— ajouter un point au-dessus de l’extrémité haute ;
— supprimer l’extrémité basse.

Figure 6.9 – Etapes de la translation douce d’un segment vertical

Nous autorisons ainsi désormais deux nouvelles opérations pour la translation de segments :
— retirer l’extrémité basse, ie celle de plus faible ordonnée.
— ajouter un point au-dessus de l’extrémité haute, ie celle de plus haute ordonnée.

Ces nouvelles opérations autorisées, on s’intéresse aux points du segment qui doivent être
déplacés, ajoutés ou supprimés (voir Figure 6.10) :

— l’extrémité basse (en rouge) est supprimée ;
— un point est ajouté au-dessus de l’extrémité haute (en vert) ;
— les points du bas de chaque palier vertical (appelés ci-après points pilier et représentés

en magenta) sont déplacés vers la gauche ;
— les autres points sont invariants.
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Figure 6.10 – Opérations effectuées sur un segment du second octant pour le translater vers
le haut.

Définition 6.1.11. Point pilier Soit S un segment du deuxième octant admettant un sur-
segment primitif S′ d’équation 0 ⩽ a′x− b′y + µ′ < a′. On dit alors que (x, y) ∈ S est un point
pilier de S ssi a′ − b′ ⩽ a′x− b′y + µ′ < a′.

Notre algorithme de translation douce consiste à déplacer vers la gauche l’ensemble des
points piliers, par a′x−b′y décroissant (ce qui est autorisé par le théorème des points montables
6.1.7), et de gérer les extrémités via les opérations d’ajout et de suppression. On déplace ainsi
à chaque étape des points d’appui inférieurs extrémaux du segment.

Algorithme : Translation douce de segment (pente ⩾ 1)
Entrée : S segment du deuxième octant
Sortie : Effectue la translation douce de S
S′ ← un sur-segment primitif de S de taille ⩽ 3n ;
a′, b′, µ′ ← paramètres de S′ obtenus via la preuve de la Proposition 6.1.10 ;
P ← ensemble des points piliers de S ordonnés par a′x− b′y décroissant ;
tant que P est non vide faire

p← élément de P de plus grand a′x− b′y ;
si p n’est pas une extrémité alors

Translater p vers la gauche ;
si p est l’extrémité basse alors

Supprimer l’extrémité basse ;
si p est l’extrémité haute alors

Supprimer l’extrémité basse (si ce n’est déjà fait) ;
Ajouter un point au-dessus de l’extrémité haute ;
Translater l’extrémité haute vers la gauche ;

Supprimer l’extrémité basse (si ce n’est déjà fait) ;
Ajouter un point au-dessus de l’extrémité haute (si ce n’est déjà fait) ;

Cet algorithme de translation douce permet alors de translater un segment du deuxième
octant en temps O(n). En effet, le calcul d’un sur-segment primitif s’effectue en O(ln(n)). Le
calcul de l’ensemble trié des points piliers s’effectue alors via la résolution de O(b′) équations
dans Z/a′Z, d’où une complexité en O(b′) = O(n). Enfin, déplacer chaque point pilier s’effectue
en O(|P |) = O(n). Une exécution de l’algorithme est présentée en Figure 6.11. Les points piliers
sont bougés un à un jusqu’au moment où l’extrémité basse est supprimée pour rajouter un
point au-dessus de l’extrémité haute. Remarquons toutefois que, dans la méthode de translation
proposée, le nombre de points dans le segment n’est malheureusement pas constant.
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Figure 6.11 – Translation douce d’un segment du deuxième octant.

6.1.4 Extension aux segments standard

Nous étendons ici les résultats obtenus pour les transformations douces de segments naïfs au
cas des segments standard. Nous utilisons pour cela des transformations affines qui permettent
de nous ramener au cas naïf. Rappelons tout d’abord les définitions de droite et de segment
standard.

Définition 6.1.12 (Droite standard). Soient a, b, µ ∈ R avec a, b non tous deux nuls. La droite
standard de vecteur directeur (a, b) et de décalage µ est l’ensemble

D′(a, b, µ) déf= {(x, y) ∈ Z2 | 0 ⩽ ax− by + µ < ∥(a, b)∥1}

Définition 6.1.13 (Segment standard, voir Figure 6.12). Un segment standard est une partie
4-connexe et bornée de droite standard.

Dans le premier octant, on peut passer du cas standard au cas naïf via l’automorphisme
ξ1

déf= (x, y) 7→ (x + y, y) (voir Figure 6.12), comme montré dans [49]. Ainsi, S est un segment
standard ssi ξ1(S) est un segment naïf. De plus, ξ1 conserve les points d’appui. Ainsi p est
un point d’appui inférieur (resp. supérieur) de S ssi ξ1(p) est un point d’appui inférieur (resp.
supérieur) de ξ1(S). Des résultats similaires existent naturellement dans les autres octants, pour
d’autres transformations ξ. Par exemple, pour le second octant, on considère l’automorphisme
ξ2 : (x, y) 7→ (x, y + x).

On peut ainsi adapter la méthode de transformation douce du cadre naïf vers le cadre
standard. Monter un point de e2 en naïf revient ainsi à le translater de ξ−1

1 (e2) = e2 − e1 en
standard (voir Figure 6.12). Toutefois, quelques problèmes peuvent apparaître dans ce change-
ment de base : en effet, une translation verticale de e2 en naïf devient alors une translation de
ξ−1

1 (e2) = e2 − e1 en standard. Il nous faut donc adapter la notion de transformation douce,
en s’autorisant notamment à rajouter ou enlever des points, ou encore à déplacer des points
en diagonale. On peut alors, par l’intermédiaire des segments naïfs, exposer une version du
théorème des points déplaçables pour le cas standard. Commençons tout d’abord par étendre
les définitions du cas naïf au cas standard.
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Figure 6.12 – Segment standard et transformation en segment naïf. Les flèches rouges corres-
pondent à des montées de points en naïf qui correspondent en standard à des déplacements de
e2 − e1.

Définition 6.1.14 (Segments standard voisins). Deux segments standard S et S′ sont dits
voisins ssi l’une des 3 conditions suivantes est vérifiée :

— ils peuvent s’écrire sous la forme S = X ∪ {p} et S′ = X ∪ {q} où X est un ensemble et
où p, q sont des points 8-voisins.

— S′ = S \ {e} où e est une extrémité de S.
— S = S′ \ {e′} où e′ est une extrémité de S′.

On note alors S ↔ S′.

Définition 6.1.15. Transformation douce Etant donnée une fonction f : Z2 → Z2, une trans-
formation douce de S en f(S) est une suite de segments S0...SN telle que :

— S0 = S
— SN = f(S)
— ∀i ∈ J0, N − 1K , Si ↔ Si+1

Définition 6.1.16 (Point montable/descendable). Soit S un segment standard et p un point
de S. On pose S[p↖] déf= S \ {p} ∪ {p+ e2 − e1} et S[p↘] déf= S \ {p} ∪ {p+ e2 − e1}. Le point
p est alors dit montable (resp. descendable) ssi S[p↖] (resp. S[p↘]) est un segment standard.

Théorème 6.1.17 (Points montables/descendables). Soit S un segment standard et p un point
de S.
Alors p est montable (resp. descendable) ssi p est un point d’appui inférieur (resp. supérieur)
extrémal de S.

Démonstration. On pose S′ déf= S[p↖]. Repassons au naïf : ξ1(S) est un segment naïf et ξ1(S′) =
ξ1(S)[ξ1(p) ↑]. Ainsi, par le théorème des points montables 6.1.7 (version naïve),

S′ est un segment standard⇔ ξ1(S′) est un segment naïf
⇔ ξ1(p) est un point d’appui inférieur extrémal de ξ1(S)
⇔ p est un point d’appui inférieur extrémal de S
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On souhaite maintenant effectuer la transformation douce x 7→ x + p pour p ∈ Z2 sur un
segment standard S. De la même manière que dans le cas naïf, on peut se ramener par symétrie
et composition au cas p = e2. L’idée est alors d’utiliser les algorithmes obtenus dans le cas naïf
sur ξ(S). Si S est un segment standard du deuxième octant, appliquer l’algorithme de translation
au segment naïf ξ2(S) revient à translater S de ξ−1

2 (e2) = e2. L’algorithme de translation est
donc le même que dans le cas naïf. En revanche, si S est dans le premier octant, appliquer
l’algorithme de translation au segment naïf ξ1(S) revient à translater S de ξ−1

1 (e2) = e2 − e1 :
on n’obtient donc pas le résultat souhaité (voir la Figure 6.13). On remarque alors trois types
de différences entre le résultat recherché S + e2 et le résultat obtenu S + e2 − e1.

— l’extrémité basse (croix à gauche) n’est pas dans S + e2 ;
— l’extrémité haute (point vert à droite) est dans S + e2 ;
— les couples centraux croix/point indiquent des points qui ont été translatés alors qu’ils

étaient dans S + e2.

Figure 6.13 – Translation du segment standard de paramètres 1,4,0 et de longueur 6 via la
méthode de translation des segments naïfs. Le segment de base est en bleu, le segment d’arrivée
en rouge. Les croix symbolisent les pixels à enlever et les points verts les pixels à ajouter.

Pour les couples croix-points à l’intérieur du segment, on peut tout simplement arrêter
l’algorithme plus tôt, ces erreurs étant rajoutées à la toute fin, lorsque l’on essaye de translater
des points (x, y) tels que ax− by + µ < a. On peut ainsi adapter les algorithmes de translation
douce de segment naïf au cas standard via l’algorithme suivant (dont on peut voir un déroulé
sur l’exemple de la Figure 6.14) :
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Algorithme : Translation douce de segment standard
Entrée : un segment standard S du premier octant
Sortie : Effectue la translation douce du segment standard S

a, b, µ, n← paramètres de S ;
S′ ← ξ1(S) (segment naïf associé) E ← {(x, y) ∈ S | ax− by + µ ⩾ a} (ensemble des
points à bouger) ;

tant que E ̸= ∅ faire
p′ ← prochain point à bouger dans S′ ;
p← ξ−1

1 (p′) ;
si p est l’extrémité basse de S alors

Supprimer p dans S;
Supprimer p′ dans S′ ;

si p est l’extrémité haute de S alors
Ajouter p+ e2 dans S ;
Ajouter p′ + e2 + e1 dans S′ ;
Bouger p de e2 − e1 dans S ;
Monter p′ de e2 dans S′ ;

sinon
Bouger p de e2 − e1 dans S ;
Monter p′ de e2 dans S′ ;

E ← E \ {p} ;
si l’extrémité haute de S n’a pas été bougée alors

Ajouter p+ e2 dans S ;

Figure 6.14 – Déroulé des étapes de l’algorithme sur un segment standard. Les numéros
correspondent à l’ordre de traitement des points par l’algorithme

6.2 Translation douce de graphes discrets

Nous sommes désormais capables d’effectuer des translations douces de segments naïfs et
standard. La géométrie discrète offre toutefois des structures légèrement plus complexes que
des segments, comme des courbes, des polygones ou des formes pleines. Nous proposons ici des
algorithmes pour effectuer des transformations douces de graphes discrets. Un graphe discret
peut être vu comme un plongement d’un graphe G dans Z2 où chaque arête est un segment
discret. Notre but est alors de translater doucement ce plongement tout en préservant à chaque
étape la structure de graphe du plongement. Nous traitons tout d’abord le cas des arbres grâce
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à une simple utilisation de la translation douce de segments. Les graphes généraux demandent
néanmoins une adaptation de notre algorithme de translation douce de segment pour être uti-
lisé dans le cas des graphes. Enfin, nous parlons rapidement des translations douces d’images
quelconques et faisons le lien avec un travail proche sur les transformations de formes convexes
présenté dans [53].

Définition 6.2.1 (Graphe discret, voir Figure 6.15). Soit G = (Σ, A) un graphe non orienté.
Un graphe discret Γ = (G, ρ) est la donnée d’un plongement ρ de G dans Z2.

— ρ : Σ→ Z2 est une fonction injective.
— ρ : A→ P(Z2) est une fonction qui à chaque arête associe un segment naïf.
— ρ respecte les extrémités des arêtes, au sens où, pour a = {s, t} ∈ A, ρ(a) est un segment

ayant pour extrémités ρ(s) et ρ(t).

Figure 6.15 – Des graphes discrets. Les sommets du graphe sont représentées en rouge et les
arêtes en bleu

Notons que, dans la définition actuelle de graphe discret, nous n’exigeons pas que le plon-
gement considéré soit planaire. Cela peut notamment mener à considérer des pixels doubles,
triples voire multiples qui appartiennent à plusieurs arêtes en même temps. Nous voyons par
abus un graphe discret Γ comme un sous-ensemble de Z2, en veillant à distinguer les points
issus des sommets des autres points, et en comptant les pixels avec une éventuelle multiplicité.
On peut alors définir la notion de graphes discrets voisins et la translation douce de graphes
discrets.

Définition 6.2.2 (Graphes discrets voisins). Soient Γ = (G, ρ) et Γ′ = (G′, ρ′) deux graphes
discrets. On dit que Γ et Γ′ sont voisins ssi G = G′ et Γ, Γ′ peuvent s’écrire sous la forme
X ∪ {p} et X ∪ {q} où p, q ∈ Z2 sont 4-voisins. On note alors Γ↔ Γ′.

Définition 6.2.3. Transformation douce de graphes Etant donnés un graphe discret Γ et une
fonction f : Z2 → Z2 bijective, une transformation douce de Γ en f(Γ) est une suite finie
Γ0...ΓN de graphes discrets telle que :

— Γ0 = Γ
— ΓN = f(Γ)
— ∀i,Γi ↔ Γi+1.

Problème 6.2.4. Etant donné un graphe discret Γ et p ∈ Z2, comment translater doucement
Γ pour obtenir Γ + p ?

6.2.1 Translation d’arbres discrets

Un premier sous-problème simple est celui de la translation des arbres discrets. L’idée est
essentiellement d’appliquer l’algorithme de translation de segments à chacune des arêtes de
l’arbre. Le seul point d’attention porte sur le moment où l’on bouge un sommet s du graphe. Si
toutes les arêtes incidentes à s comptent s parmi leurs sommets montables, on peut monter s.
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Sinon, il faut attendre en montant des points sur d’autres segments jusqu’à ce que la situation
en s se débloque. Par un argument de lemme des tiroirs, nous prouvons la terminaison de
cet algorithme dans le cas des arbres. Un exemple est donné en Figure 6.16. Dans la Figure
présentée, le point étiqueté 26 tout en bas a 2 segments adjacents. Il est initialement montable
pour le segment à sa gauche, mais pas pour le segment à sa droite. La montée de ce point doit
donc attendre que le segment de droite ait été traité pour avoir lieu.

Figure 6.16 – Déroulé de l’algorithme sur un arbre discret. Les extrémités sont en rouge,
les points immobiles en gris. Les nombres correspondent à l’ordre de translation des points de
chaque segment.

Algorithme : Translation douce d’arbre discret
Entrée : un graphe discret Γ dont le graphe est un arbre
Sortie : Effectue la translation douce de Γ
Σ, A, ρ← graphe et plongement de Γ ;
tant que Γ n’a pas été totalement translaté faire

pour S ∈ ρ(A) non totalement translaté faire
p← prochain point de S à bouger ;
si p n’est pas une extrémité de S alors

Bouger p ;
sinon

V (p)← {S ∈ ρ(A) | p est une extrémité de S} ;
si ∀S ∈ V , le prochain point à bouger dans S est p alors

Bouger p ;

Théorème 6.2.5. Si Γ est un arbre discret possédant au moins 2 sommets alors l’algorithme de
translation d’arbre discret termine, est correct et a une complexité linéaire en |Γ| déf=

∑
S∈ρ(A)

|S|.

Avant de démontrer le théorème de correction, remarquons que l’algorithme ne translate pas
correctement l’arbre dégénéré à un unique sommet. En effet, si G = ({s},∅) alors ρ(A) = ∅
donc l’algorithme ne fait rien. Notons toutefois que, dans ce cas très particulier, il existe un
algorithme trivial qui translate doucemet {p}.
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Démonstration. La correction partielle de l’algorithme découle de la correction des algorithmes
de translation. On prouve la terminaison par récurrence sur |Σ|. Si G possède 2 sommets alors
Γ est un segment discret donc l’algorithme est celui de translation de segment, qui termine.
Supposons |Σ| ⩾ 3. G admet une feuille s rattachée à G par une arête a = {s, s′}. On pose
q

déf= ρ(s) et q′ déf= ρ(s′). On pose enfin S
déf= ρ(A) qui a ainsi pour extrémités q et q′. Supposons

par l’absurde que l’algorithme ne termine pas et considérons l’état dans lequel il est bloqué.
Soit p le prochain point à bouger pour le segment S. Comme le point p ne peut être monté,
p est nécessairement une extrémité de S. De plus, p ̸= q car V (q) = {S} donc pour tout
S0 ∈ V (q), p est le prochain point à bouger de S0. Donc p = q′. Cela démontre donc que
l’algorithme ne termine pas sur le graphe discret induit par Σ\{s}, ce qui contredit l’hypothèse
de récurrence.

L’algorithme de translation d’arbre discret peut également être utilisé sur des graphes dis-
crets quelconques mais ne termine pas toujours en l’état. On peut par exemple observer la
Figure 6.17 qui est un cycle discret. Pour chacune des arêtes du cycle, le prochain sommet à
monter pour l’algorithme de translation douce de segment est l’extrémité qui suit le segment
lorsqu’on tourne dans le sens trigonométrique. Ainsi, l’algorithme demande de monter le som-
met Est dans le segment Sud-Est, le sommet Nord dans le segment Nord-Est, le sommet Ouest
dans le segment Nord-Ouest et le sommet Sud dans le segment Sud-Ouest. On aboutit ainsi
à un conflit irrésoluble, à l’image du paradoxe des philosophes. Chaque segment attend, pour
monter son sommet, que les autres segments incidents au sommet soient prêt à le monter.

Figure 6.17 – Un cas de blocage de l’algorithme de translation de graphe discret

On remarque toutefois qu’il existe des points montables dans la Figure 6.17 au milieu des
segments : il existe donc un moyen de modifier notre algorithme de translation douce pour sortir
du blocage. Le principal problème de la méthode présentée pour les arbres est que l’algorithme
de translation de segments ne nous permet pas de savoir quelle extrémité bougera en premier.
Nous proposons ainsi une variante de la translation de segments assurant que l’extrémité la plus
basse eb monte toujours avant l’extrémité haute eh.

6.2.2 Translation par double bascule

Remarquons tout d’abord que la translation douce de segment de pente ⩾ 1 fait toujours
monter l’extrémité basse (en la supprimant) avant l’extrémité haute (en l’ajoutant). Ce n’est
malheureusement pas le cas de l’algorithme pour les segments de pente ⩽ 1 qui utilise un sur-
segment primitif. Afin de trouver un algorithme de translation douce qui assure que l’extrémité
basse eb monte avant l’extrémité haute eh, on utilise l’algorithme de rotation douce. On effectue
ainsi une rotation douce de centre eh et dans le sens trigonométrique inverse, tant que cela
est possible. On effectue ensuite une rotation douce de centre eb dans le sens trigonométrique,
jusqu’à avoir monté tous les points du segment. On parle alors de translation par double bascule.

125



Chapitre 6. Transformations douces

Algorithme : Translation par double bascule
Entrée : un segment naïf S du premier octant
Sortie : Effectue une translation douce de S à S + e2 en montant l’extrémité basse

avant l’extrémité haute
T ← S (ensemble des points à bouger) ;
eb ← extrémité basse de S ;
eh ← extrémité haute de S ;
p← prochain point à bouger pour la rotation indirecte de centre eh ;
tant que p /∈ T faire

Monter le point p ;
Retirer p de T ;
p← prochain point à bouger pour la rotation indirecte de centre eh ;

tant que T ̸= ∅ faire
I ← ensemble des points d’appui inférieurs de S ;
Choisir un élément p de T ∩ {min(I),max(I)} ;
Monter le point p ;
Retirer p de T ;

Afin de voir la différence entre les 2 algorithmes de translation douce, observons en exemple
le segment de la Figure 6.18 de paramètres 4, 9, 2. L’ordre de mouvement des points dans
l’algorithme de translation douce est l’ordre décroissant des restes 4x−9y+2. On commence donc
par le point numéroté 8, puis 7, etc. L’extrémité haute, étiquetée 7, monte ainsi avant l’extrémité
basse, étiquetée 2. En Figure 6.19, on représente le déroulé de l’algorithme de translation par
double bascule sur ce même segment. On commence tout d’abord par monter les points pour la
rotation inverse de centre eh (2 premières lignes de la Figure) : on monte ainsi à chaque étape
le point d’appui inférieur le plus à gauche. Dans cette phase, l’extrémité basse monte mais pas
l’extrémité haute. Après l’étape 6 (début de la dernière ligne de la Figure), le nouveau point à
monter est le point d’abscisse 1 qui a déjà été monté. On arrête donc la première phase et on
effectue désormais une rotation directe de centre eb : on monte ainsi, à chaque étape, le point
d’appui inférieur le plus à droite. L’extrémité haute est alors montée lors de cette seconde phase
de l’algorithme. Finalement, le segment a été translaté de e2 et l’extrémité basse a été montée
avant l’extrémité haute.

Figure 6.18 – Segment primitif d’équation 0 ⩽ 4x− 9y + 2 < 9. Dans chaque carré (x, y) est
écrit le nombre 4x− 9y + 2.

Théorème 6.2.6. L’algorithme de double bascule termine et calcule la translation douce d’un
segment en montant l’extrémité basse eb avant l’extrémité haute eh.
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Figure 6.19 – Déroulé de l’algorithme de translation douce par double bascule

Démonstration. La correction partielle découle du théorème des points montables et du fait
qu’aucun point n’est monté 2 fois. En notant S le segment courant, de valeur initiale S0 et
d’équation initiale 0 ⩽ ax− by + µ < b, on montre aisément l’invariant suivant sur (x, y) ∈ S :

— (x, y) ∈ T ssi 0 ⩽ ax− by + µ < b (un point reste à monter ssi il est dans S0) ;
— (x, y) /∈ T ssi 0 ⩽ ax− by + µ+ b < b (un point est déjà monté ssi il est dans S0 + e2).

Pour la terminaison de la première boucle Tant que, il suffit de constater que |T | est un variant
positif strictement décroissant. Pour la terminaison de la seconde boucle Tant que, on suppose
par contraposée que les points d’appui inférieurs extrémaux ne sont pas dans T . Alors ces points
d’appui inférieurs extrémaux vérifient 0 ⩽ ax−by+µ+b < b par l’invariant. Donc, par convexité
de I, tous les points de I vérifient 0 ⩽ ax − by + µ + b < b. Donc, par l’invariant, I ∩ T = ∅
d’où I ⊂ S0 + e2. Les points de S étant situés au-dessus de la droite formée par les éléments de
I, on en déduit que S ⊂ S0 + e2 d’où T = ∅.

Enfin, reste à démontrer que l’extrémité basse eb = (0, 0) bouge effectivement avant l’extré-
mité haute eh. On remarque que eh ne bouge pas lors de la première boucle (qui est une rotation
de centre eh), il suffit donc de montrer que eb monte lors de cette étape. Considérons le point
p = (xp, yp) donné à la fin de la première boucle : ainsi, p est le point d’appui inférieur minimal
de S, d’équation 0 ⩽ a′x − b′y + µ′ < b′ avec a′

b′ <
a
b . Donc a′xp − b′yp + µ′ = b′ − 1. Comme

la première boucle est terminée, p /∈ T donc, par l’invariant 0 ⩽ axp − byp + µ + b < b donc
axp−byp+µ < 0. Comme eb ∈ S0, 0 ⩽ µ donc axp−byp < 0. Ainsi, yp > a

bxp. Supposons par l’ab-
surde que eb ∈ S. Alors µ′ < b′ donc µ′ ⩽ b′−1. Donc b′−1 = a′xp−b′yp+µ′ ⩽ a′xp−b′yp+b′−1.
Donc yp ⩽ a′

b′ xp <
a
bxp ⩽ yp, ce qui est absurde.

L’algorithme de translation par double bascule calcule la translation douce en O(nln(n)).
En effet, chaque étape coûte O(ln(n)) pour calculer les nouveaux paramètres du segment et
n étapes sont nécessaires pour monter totalement le segment. Remarquons également que cet
algorithme ne conserve pas les pentes des segments. Les différentes pentes obtenues lors de

127



Chapitre 6. Transformations douces

l’algorithme restent toutefois comprises, après calcul, dans un intervalle de taille 1
n .

6.2.3 Translation douce de graphes discrets

En utilisant l’algorithme de translation par double bascule, on peut désormais assurer qu’il
n’y a pas de situation de blocage lors de la translation du graphe discret Γ. La preuve repose
en effet sur le fait que l’ordre de montée de chaque extrémité est contrôlé par le théorème 6.2.6
de correction de l’algorithme de double bascule. On reprend donc l’algorithme de translation
segment par segment en utilisant désormais la double bascule.

Algorithme : Translation douce de graphe discret
Entrée : un graphe discret Γ
Sortie : Effectue la translation douce de Γ à Γ + e2

(Σ, A), ρ← graphe et plongement de Γ ;
tant que Γ n’a pas été totalement translaté faire

pour S ∈ ρ(A) non totalement translaté faire
p← prochain point de S à bouger pour la translation par double bascule ;
si p n’est pas une extrémité de S alors

Bouger p ;
sinon

V (p)← {S ∈ ρ(A) | p est une extrémité de S} ;
si ∀S ∈ V (p), le prochain point à bouger dans S est p alors

Bouger p ;

Un exemple de translation douce de graphe discret obtenu via notre algorithme est disponible
en Figure 6.20. Remarquons toutefois que la définition donnée de transformation douce ne
garantit en rien la conservation des propriétés topologiques du graphe discret Γ translaté. Seul
le graphe sous-jacent et le fait que chaque arête est un segment est conservé. Ainsi, lorsque
l’on regarde la Figure 6.21, le sommet central peut être monté par notre algorithme. Cette
opération ne brise pas le graphe sous-jacent ni le fait que chaque arête est un segment, donc
l’opération est valide du point de vue de la définition de transformation douce. Toutefois, cette
opération ne conserve pas les propriétés topologiques de l’objet. En effet, l’objet résultant de
cette opération contient un trou pour la 4-connexité, ce qui n’était pas le cas de l’objet initial.
Pour un panorama des outils utilisés pour conserver les propriétés géométriques ou topologiques
des objets, on pourra notamment consulter [39].

Figure 6.20 – Vidéo de translation douce d’un graphe discret

La translation de graphes discrets permet en particulier de translater doucement des formes
8-connexes quelconques. Il suffit pour cela d’utiliser un algorithme de polygonalisation, comme
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Figure 6.21 – Un graphe discret en forme de spirale

par exemple celui présenté par I. Debled-Rennesson dans [19]. Le contour de la forme est alors
un graphe discret et peut être translaté via notre algorithme. Un exemple de graphe induit par
une structure discrète est donné en Figure 6.22.

Figure 6.22 – Un graphe possible (en rouge) pour une forme discrète polygonale. Les sommets
du graphe sont représentés par un point bleu.

Des algorithmes de transformations de formes discrètes apparaissent également dans [53],
où le problème est attaqué par la combinatoire des mots. L’article s’intéresse en particulier aux
formes convexes : un objet X ⊂ Z2 est dit convexe ssi X = Conv(X) ∩ Z2 (notons qu’il existe
d’autres définitions possibles de la convexité en géométrie discrète, comme présenté dans [34]).
La frontière d’un objet convexe et 4-connexe peut être représentée par un mot en {0, 1, 0, 1}
dont les lettres encodent les directions de déplacement dans la forme (voir Figure 6.23).

La question posée dans l’article de L. Tarsisi et al [53], est de trouver une transformation d’un
objet convexe connexe X en un objet convexe connexe Y en ajoutant ou supprimant au plus un
pixel à chaque étape et en conservant les propriétés de convexité et de connexité. Les théorèmes
présentés permettent notamment de savoir quels pixels peuvent être rajoutés ou enlevés à la
forme tout en préservant ces propriétés. La combinatoire des mots caractérise alors ces pixels
comme étant les points de Lyndon du mot frontière, ce qui correspond géométriquement aux
points d’appui extrémaux. On retrouve alors des résultats analogues au théorème des points
montables, mais démontrés dans un contexte légèrement différent et par la combinatoire des
mots.
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Figure 6.23 – Une forme convexe et son mot frontière

6.3 Extension aux morceaux d’hyperplans arithmétiques

Nous proposons, dans cette ultime partie, une extension de nos résultats sur la translation
douce en toute dimension finie. Nous considérons ici des hyperplans arithmétiques naïfs dont
la combinatoire est nettement plus complexe que celle des droites. Notamment, l’ensemble des
points d’appui d’un morceau d’hyperplan arithmétique possède une structure plus compliquée
que dans le cas des droites discrètes. La notion de point d’appui extrémal offre en particulier
davantage de possibilités. Nous étendons ici une partie de nos résultats sur les segments à des
morceaux d’hyperplans arithmétiques en dimension finie quelconque :

— une condition suffisante pour être un point montable, semblable à celle du théorème des
points montables 6.1.7 ;

— l’algorithme de translation douce d’un morceau d’hyperplan arithmétique (à savoir une
partie finie quelconque d’hyperplan arithmétique).

Commençons tout d’abord par étendre la notion de transformation douce à des morceaux d’hy-
perplans arithmétiques.

Figure 6.24 – Points d’appui inférieurs (en rouge) et supérieurs (en vert) d’un morceau de
plan discret
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Définition 6.3.1 (Hyperplan naïf). Soit v ∈ Rd non nul et µ ∈ R. L’hyperplan arithmétique
naïf de vecteur normal v et de décalage µ est l’ensemble

P(v, µ) déf= {x ∈ Zd | 0 ⩽ ⟨x, v⟩+ µ < ∥v∥∞}

Définition 6.3.2. Hyperplans voisins Soient P,Q deux morceaux finis d’hyperplans. On dit que
P et Q sont voisins ssi ils peuvent s’écrire X ∪ {p} et X ∪ {q} où ∥p− q∥1 = 1. On note alors
P ↔ Q.

Définition 6.3.3 (Transformation douce d’hyperplan). Soit P un morceau fini d’hyperplan et
f : Zd → Zd bijective. Une transformation douce de P en f(P ) est une suite de morceaux
d’hyperplans P0, ..., PN tels que :

— P0 = P
— PN = f(P )
— ∀i, Pi ↔ Pi+1

Problème 6.3.4. Comment, étant donné un morceau d’hyperplan P , effectuer une translation
douce x 7→ x+ u de P ?

On peut se ramener, par composition et symétrie, au problème de translater de ei un hyper-
plan de vecteur normal positif et trié. De même qu’il était nécessaire de distinguer la translation
de e1 et de e2 dans le cas des segments, la translation de vecteur ed utilisera un algorithme dif-
férent des translations de vecteurs ei pour i < d. On étend enfin la notion de point d’appui
en 2D par la notion de point minimal ou maximal. Bien qu’il soit possible de parler de point
d’appui en toute dimension finie, la notion de point maximal ou minimal que nous présentons
ici est plus adaptée à notre problème.

Définition 6.3.5 (Points minimaux et maximaux). Soit v ∈ Rd non nul et µ ∈ R. Soit P
un morceau de l’hyperplan P(v, µ). On dit que p ∈ P est un point minimal (resp. maximal) de
P(v, µ) ssi p a un produit scalaire minimal (resp. maximal) avec v parmi les éléments de P . On
note alors Πmin(P, v) (resp. Πmax(P, v)) l’ensemble de points minimaux (resp. maximaux) de P .

Notons que la notion de point minimal est très proche de la notion de point d’appui inférieur,
mais qu’il existe toutefois une différence importante. La notion de point d’appui inférieur ne
dépend que de P , le vecteur v normal à P étant le vecteur entier minimal tel que P ⊂ P(v, µ).
Pour la notion de point minimal, il est possible de considérer d’autres vecteurs v, et ce chan-
gement peut mener à une modification de l’ensemble Πmin(P, v). Grâce à la notion de point
minimal, on peut exhiber une condition suffisante pour qu’un point soit montable dans P .

Théorème 6.3.6 (points montables). Soit P un morceau d’hyperplan de vecteur normal v
positif croissant et p un point extrémal de Πmin(P, v) (ie non contenu dans l’enveloppe convexe
des autres points de Πmin(P, v)). Alors p est montable, ie P [p ↑] déf= P ∪ {p + ed} \ {p} est un
morceau d’hyperplan naïf.

Idée de la preuve : dans le cas où Πmin(P, v) est réduit à un singleton, le résultat est obtenu
simplement en faisant varier le décalage. Sinon, on fait légèrement vibrer le vecteur normal à
l’hyperplan pour obtenir un nouveau vecteur normal vε, changeant ainsi très légèrement les
produits scalaires, et nous ramenant au cas précédent.

Démonstration. Démontrons tout d’abord le résultat dans le cas où Πmin(P, v) est réduit à un
singleton {p}. Soit q ∈ Πmin(P \ {p}, v). Considérons alors P ′ déf= P ∪{p+ ed} \ {p} et montrons
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que P ′ ⊂ P(v,−⟨q, v⟩). Soit x ∈ P ′. Si x = p+ ed alors ⟨p+ ed, v⟩− ⟨q, v⟩ = ⟨p− q, v⟩+ vd < vd
car p ∈ Πmin(P, v). De plus, ⟨p+ ed, v⟩ − ⟨q, v⟩ = ⟨p− q, v⟩ + vd ⩾ 0 car |⟨p− q, v⟩| < vd du
fait que p et q sont dans un même plan naïf de vecteur normal v. Donc x ∈ P(v,−⟨q, v⟩). Si
x ̸= p+ed alors x ∈ P \{p} d’où ⟨x, v⟩−⟨q, v⟩ ⩾ 0 par minimalité de q. De plus, ⟨x, v⟩−⟨q, v⟩ <
⟨p+ ed⟩ − ⟨q, v⟩ < vd car x ∈ P . Donc x ∈ P(v,−⟨q, v⟩). Ainsi, P ′ est un morceau de plan naïf
et p est montable dans P .

Etudions désormais le cas où Πmin(P, v) n’est pas réduit à un singleton et ramenons-nous au
cas précédent. On considère C l’enveloppe convexe de Πmin(P \ {p}, v). C est donc un convexe
fermé disjoint de {p}. Par le théorème de Hahn-Banach géométrique (voir Figure 6.25), il existe
un hyperplan H séparant p de C. Soit alors u le vecteur normal à cet hyperplan de norme
euclidienne 1 et orienté dans le sens de p. L’hyperplan étant séparant, il existe c ∈ R tel que
⟨p, u⟩ > c et ∀q ∈ Π(P \{p}, v), ⟨q, u⟩ < c. Donc, en soustrayant, ∀q ∈ Π(P, v), ⟨p, u⟩ ⩾ ⟨q, u⟩ avec
égalité ssi p = q. Considérons désormais, pour v′ ∈ Rd, le réel δ(v′) déf= max

x∈P
⟨x, v′⟩ −min

x∈P
⟨x, v′⟩

la différence entre les produits scalaires maximaux et minimaux dans P . Le vecteur v′ est
admissible pour le morceau de plan P (ie ∃µ′ ∈ R, P ⊂ P(v′, µ′)) ssi δ(v′) < ∥v′∥∞. Notamment,
δ(v) < ∥v∥∞ car v est admissible pour P . De plus, considérons λ déf= min

x∈P\Π(P,v)
⟨x, v⟩ l’avant-

dernier produit scalaire selon v. On pose enfin ε
déf= min

(
∥v∥∞ − δ(v)
2(R
√
d+ 1)

,
λ− ⟨p, v⟩

2(R
√
d+ 1)

)
> 0 où

R
déf= max

x∈P
∥x∥2, et regardons v′ déf= v − εu.

0 ×

p ×

H : ⟨q, u⟩ = c

⟨q, u⟩ > c ⟨q, u⟩ < c

u
C

Figure 6.25 – Illustration de l’utilisation du théorème de Hahn-Banach. L’hyperplan H sépare
les convexes fermés C et {p}.

Soit x ∈ P . Par Cauchy-Schwarz, |⟨x, v⟩ − ⟨x, v′⟩| = ε |⟨x, u⟩| ⩽ ε ∥x∥2 ∥u∥2 ⩽ εR
√
d ∥u∥∞ =

εR
√
d. Ainsi, δ(v′) ⩽ δ(v) + 2Rε

√
d < ∥v∥∞ − ε par définition de ε. Or ∥v′∥∞ = ∥v − εu∥∞ ⩾

∥v∥ − ε. Donc δ(v′) < ∥v′∥∞ ce qui prouve l’admissibilité de v′.

Montrons enfin que Πmin(P, v′) = {p}. Soit x ∈ P . Si x ∈ Πmin(P, v) alors ⟨x, v⟩ = ⟨p, v⟩.
Donc ⟨x, v′⟩ − ⟨p, v′⟩ = ε(⟨p, u⟩ − ⟨x, u⟩) > 0 par définition de u. Si x /∈ Πmin(P, v) alors
⟨x, v⟩ ⩾ λ donc ⟨x, v′⟩ − ⟨p, v′⟩ ⩾ λ − ⟨p, v⟩ − 2Rε

√
d > 0 par définition de ε. On a donc bien

Πmin(P, v′) = {p} ce qui nous ramène au cas du singleton.

Dès la dimension 3, le théorème des points montables n’est plus une équivalence. Le problème
vient de l’existence de points fortement extérieurs à un morceau de plan P qui peuvent toutefois
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être ajoutés à P en conservant la propriété d’être un morceau de plan. Un tel problème est exposé
dans [19] avec le plan P(3, 6, 10, 0) restreint aux points de coordonnées (x, y) ∈ J0, 12K× J0, 1K.
Le point M déf= (0, 2, 0) admet alors un produit scalaire 12 avec (3, 6, 10) donc est fortement
extérieur mais peut toutefois être ajouté à P pour obtenir un plan de paramètres (6, 9, 19, 0).

Le théorème des points montables nous permet de traiter le cas simple de la translation
de ed d’un morceau d’hyperplan. On peut toutefois remarquer que monter un point dans un
morceau de plan modifie potentiellement le vecteur normal considéré. Celui-ci peut être recalculé
à chaque étape mais cela induit un énorme coût de calcul à chaque montée, l’utilisation d’un
algorithme de reconnaissance d’hyperplan n’étant pas gratuit. Une manière de contourner le
problème est de trouver un vecteur v′ normal à P ayant des coordonnées indépendantes sur Q.
Les points de P auront dès lors des produits scalaires avec v′ 2 à 2 distincts, ce qui permet
d’enchaîner les transformations de plan sans changer de vecteur normal. L’ordre des produits
scalaires donne de plus l’ordre de modification des points.

Algorithme : Translation douce de morceau d’hyperplan dans la direction ed

Entrée : Un morceau d’hyperplan P de vecteur normal positif croissant
Sortie : Effectue la translation douce de P à P + ed

tant que le plan n’est pas totalement translaté faire
Prendre un point minimal extrémal p de P ;
Monter p dans P ;

Dans le cas des translations de ei pour i ̸= d, il est nécessaire d’autoriser des ajouts et
suppressions de points, comme dans le cas des segments (voir Figure 6.26). Les points à suppri-
mer (en rouge) sont les points en bout de palier, ie de coordonnée minimale selon ei, les points
à ajouter (au niveau des points verts) ceux à l’autre bout du palier, ie les p tels que p − ei
sont de coordonnée maximale selon ei. Les points à monter (en bleu) sont, quant à eux, les
limites de palier, ie les x ∈ P tels que ⟨x, v⟩+ µ < v1. On utilise ensuite le même théorème que
précédemment pour monter les points un à un.

Figure 6.26 – Points à modifier pour la translation de vecteur e1 (à gauche) et e2 (à droite).
Les points à supprimer sont en rouge, les points à monter sont en bleu. Les points p en vert se
voient ajouter un point en p+ ei.
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Algorithme : Translation douce de morceau de plan dans la direction ei

Entrée : Un morceau d’hyperplan P de vecteur normal positif croissant et un indice
de coordonnée i

Sortie : Effectue la translation douce de P à P + ei
M ← ensemble des points à monter ;
S ← ensemble des points à supprimer ;
A← ensemble des points à ajouter ;
tant que M ̸= ∅ faire

Prendre un point minimal p de P ;
si p ∈ S alors

Supprimer p ;
sinon

Monter p
Retirer p de M ;

pour p dans S faire
Supprimer p ;

pour p dans A faire
Ajouter p ;

De même que pour la translation dans la direction ed, recalculer les points minimaux à chaque
étape demande l’appel à un algorithme de reconnaissance de plan. Considérer un vecteur normal
v′ à coordonnées indépendantes sur Q permet alors de simplifier drastiquement le problème, en
demandant initialement un appel à un algorithme de tri.

6.4 Bilan & perspectives

Ce chapitre définit la notion de transformation douce d’objets discrets, analogue des ho-
motopies dans le cas continu. Nous proposons notamment des algorithmes simples et efficaces
pour la translation de diverses structures discrètes : segments, arbres, graphes, formes pleines
et morceaux d’hyperplans arithmétiques. Ces algorithmes reposent sur le théorème des points
montables 6.1.7 qui caractérise les points d’un segment qui peuvent être déplacés sans changer
ses propriétés géométriques. Ce théorème fait également écho à la caractérisation donnée dans
[53] des points insérables et supprimables dans des formes convexes connexes de Z2.

Il serait désormais pertinent de s’intéresser à des transformations douces plus complexes en
2D, telles que les rotations. Le problème semble toutefois nettement plus difficile, les rotations
de Z2 n’étant pas bijectives en général, et ne conservant souvent pas les propriétés géométriques
et topologiques des objets. Enfin, la généralisation naturelle des graphes en dimension 3 et
supérieures passe par la notion de complexe simplicial. Le problème de translation douce de
complexes simpliciaux paraît toutefois nettement plus ardu que celle des graphes en 2D. En
effet, les points de conflit à considérer, qui étaient des sommets en dimension 2, deviennent des
arêtes et des sommets en dimension 3. Il n’est donc pas sûr qu’un simple algorithme de double
bascule suffise à régler les conflits qui règnent au sein des complexes simpliciaux.
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7

∆-numération

Ce chapitre porte sur un système de numération introduit dans [22] pour étudier la connexité
des hyperplans arithmétiques : la ∆-numération. Nous proposons ici une brève étude de ce sys-
tème et de ses propriétés. Nous faisons notamment le parallèle avec les bases réelles de Cantor,
étudiées dans [16, 15]. Ce chapitre contient un certain nombre de propriétés et définitions redon-
dantes avec celles données dans le chapitre 2, le but étant qu’il puisse être lu indépendemment
du reste du manuscrit.

7.1 Ensemble de Kraaikamp-Meester

Le système de numération étudié est créé à partir du déroulé d’un algorithme appelé Al-
gorithme Totalement Soustractif et introduit dans [51] pour l’étude des fractions continues
multi-dimensionnelles. Nous nous intéressons alors uniquement au déroulé de l’algorithme et
non à sa sortie. Nous notons donc simplement « Terminer » pour signaler la fin de l’exécution.
On note πi la projection orthogonale parallèlement à ei et 1 le vecteur (1, ..., 1) de Rd.

Algorithme : Algorithme totalement soustractif [51, 21]
Entrée : v un vecteur positif non nul
d← nombre de coordonnées de v ;
tant que d > 1 faire

si il existe deux coordonnées vj et vk rationnellement indépendantes et telles que
vj + vk ⩽ ∥v∥∞ alors

Terminer ;
fin
si v admet une coordonnée nulle vi alors

v ← πi(v) ;
d← d− 1

fin
sinon

i← indice d’une coordonnée minimale de v ;
v ← v − vi(1− ei) ;

fin
fin

135



Chapitre 7. ∆-numération

La dynamique de cet algorithme a été étudiée dans [31] par C. Kraaikamp et R. Meester
dans un cadre initialement totalement différent de celui des fractions continues. Ils montrent
notamment une propriété de Lebesgue-négligeabilité sur l’ensemble des vecteurs pour lesquels
l’algorithme ne termine pas (pour d ⩾ 3).

v
(16,7,10,7)
(9,7,3,0)
(9,7,3)
(6,4,3)
(3,1,3)
(2,1,2)
(1,1,1)
(1,0,0)
(1,0)
(1)

Figure 7.1 – Déroulé de l’algorithme totalement soustractif sur l’exemple (16, 7, 10, 7).

v

(1,
√

2,
√

3)
(1,−1 +

√
2,−1 +

√
3)

(2−
√

2,−1 +
√

2,−
√

2 +
√

3)
(2−

√
2,−1 + 2

√
2−
√

3,−
√

2 +
√

3)
Terminaison car v1 ⩾ v2 + v3 et v2

v3
/∈ Q

Figure 7.2 – Déroulé de l’algorithme totalement soustractif sur l’exemple (1,
√

2,
√

3).

Définition 7.1.1 (Ensemble de Kraaikamp-Meester [31]). Soit v ∈ Rd tel que l’algorithme to-
talement soustractif ne termine pas sur l’entrée v ni n’effectue de projection. On note (v(n))n∈N∗

la suite des vecteurs considérés par l’algorithme. On dit que v vérifie la propriété de Kraaikamp-
Meester ssi ∀n ∈ N∗,

∥∥∥v(n)
∥∥∥

∞
<
∥v(n)∥1
d−1 . On note Kd l’ensemble des vecteurs vérifiant la pro-

priété Kraaikamp-Meester de dimension d.

L’ensemble Kd a été introduit par C. Kraaikamp et R. Meester dans un tout autre contexte
que celui de la géométrie discrète. Il s’agit de l’ensemble des vecteurs pour lesquels l’algorithme
totalement soustractif ne termine pas ni n’effectue de projection, à une petite exception tech-
nique près. En effet, les vecteurs de la forme v = (v′

1, v
′
2, ..., v

′
i,

∥v′∥1
i−1 , ...,

∥v′∥1
i−1 ) pour v′ ∈ Ki et

i < d ne sont pas dans Kd. En dehors de cette exception fâcheuse, on peut, en première lecture,
retenir que les vecteurs de Kd sont ceux pour lesquels l’algorithme totalement soustractif ne
termine pas ni n’effectue de projection. Une représentation normalisée (en imposant ∥v∥1 = 1)
de l’ensemble K3 est donnée en Figure 2.5 (issue de l’article [4] où K3 correspond au joint de
Rauzy). L’ensemble K3, correspondant au joint de Rauzy étudié dans [4]. Cet ensemble a été
montré Lebesgue-négligeable pour d ⩾ 3 dans le même article [31]. Cela signifie notamment que
l’algorithme entièrement soustractif termine pour presque tout vecteur (lorsque d ⩾ 3).

Théorème 7.1.2 ([31]). Si d ⩾ 3 alors Kd est Lebesgue-négligeable.

Dans le cas de la dimension 2, K2 est l’ensemble des vecteurs irrationnels de R2, ie l’en-
semble des vecteurs (a, b) ∈ (R∗)2 tels que a

b est irrationnel. Les vecteurs de l’ensemble Kd nous
permettent alors de définir un nouveau système de numération.
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Figure 7.3 – Une représentation normalisée de l’ensemble K3 (le point de coordonnées (x, y)
représente le vecteur (x, y, 1− x− y))

7.2 Définition de la ∆-numération

On se donne pour cette partie un vecteur v de Kd et on regarde le déroulé infini de l’algo-
rithme totalement soustractif sur v.

On note alors :
— (v(n))n∈N∗ la suite des vecteurs considérés par l’algorithme (avec v(1) = v) ;
— ∆ = (δn)n∈N∗ la suite des indices des coordonnées minimales des vn (ainsi δn ∈ J1, dK) ;
— θ = (θn)n∈N∗ la suite des coordonnées minimales des vn (ainsi θn = vnδn

∈ R∗
+).

Pour le reste de ce chapitre, on appelle ces suites les « suites associées à v » . Notamment, ∆
est appelé mot associé à v. Remarquons que les suites ∆ et θ sont bien définies car il y a tou-
jours unicité de la coordonnée minimale. Dans le cas contraire, l’étape suivante de l’algorithme
mènerait à l’annulation d’une coordonnée et donc à une projection (ce qui est exclu pour les
éléments de Kd).

Définition 7.2.1 (∆-numération [24]). Soit un vecteur v ∈ Kd. Soient ∆ ∈ J1, dKω et θ ∈ (R∗
+)N

les suites associées à v. Prenons enfin σ ∈ ZN∗ un mot infini sur l’alphabet Z. On dit alors que
le mot σ représente, s’il existe, le réel φv(σ) déf=

∑
n∈N∗

σnθn.

Proposition 7.2.2 ([31]). Si v ∈ Kd alors la suite θ associée à v est positive, décroissante et
converge vers 0. De plus, la série de terme général θ converge vers le réel Ω(v) déf= ∥v∥1

d−1 .

En 2014, V. Berthé, E. Domenjoud, D. Jamet et X. Provençal se sont intéressés au cas de
Tribonacci dans [11]. On appelle α l’unique racine réelle du polynôme X3 + X2 + X − 1. On
considère alors le vecteur v déf= (α, α + α2, 1). On peut regarder en Figure 7.4 le déroulé de
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l’algorithme totalement soustractif sur v. On obtient alors ∆ = (123)ω et ∀n ∈ N∗, θn = αn.
Le système de ∆-numération est donc un simple système de β-numération classique en base 1

α
(pour une définition de la β-numération, on peut par exemple consulter [48]).

vn δn θn
v = (α, α+ α2, 1) 1 α

(α, α2, 1− α) 2 α2

(α− α2, α2, α3) 3 α3

(α4, α4 + α5, α3) = α3v 1 α4

...
...

...

Figure 7.4 – Déroulé de l’algorithme totalement soustractif sur le vecteur v = (α, α + α2, 1)
où α vérifie α+ α2 + α3 = 1.

La ∆-numération est en réalité un cas particulier d’un système de numération beaucoup plus
général, introduit quelques années plus tard par E. Charlier et C. Cisternino dans [16]. Nous
restreignons ces systèmes de numération au cas où la suite σ considérée est à valeurs dans N au
lieu de considérer des suite de réels positifs quelconques. Pour un panorama sur les systèmes de
numération, on peut, entre autres, consulter [50].

Définition 7.2.3 (Bases de Cantor réelles). Soit (βn)n∈N∗ une suite de réels strictement plus
grands que 1. Soit σ ∈ NN∗ un mot infini sur l’alphabet N. Le mot σ représente alors, s’il existe,
le réel valβ(σ) déf=

∑
n∈N∗

σn
n∏
k=1

βk

.

Pour faire un parallèle entre la ∆-numération et les bases de Cantor, il suffit alors d’assurer

θn = 1
n∏
k=1

βk

. Dès lors, θn
θn+1

=

n+1∏
k=1

βk

n∏
k=1

βk

= βn+1. Ainsi, étant donnée une suite θ donnée par

l’algorithme entièrement soustractif, il suffit de poser β1
déf= 1

θ1
et ∀n ∈ N∗, βn+1

déf= θn
θn+1

pour
calculer en ∆-numération avec les bases réelles de Cantor.

Notons toutefois que la réciproque est malheureusement fausse. Etant donnée une suite
(βn)n∈N∗ de réels strictement plus grands que 1, on peut bien définir θn = 1

n∏
k=1

βk

. Néanmoins,

la suite θ ainsi obtenue, bien que convergeant vers 0, n’est pas nécessairement associé à un
vecteur v. En effet, on montre facilement par récurrence que les θn sont dans le groupe engendré
par v1, ..., vd. Les termes de la suite θ vivent donc tous dans un espace vectoriel de dimension
finie sur Q, ce qui n’est pas nécessairement le cas des 1

n∏
k=1

βk

. Prenons par exemple pour β

la suite constante égale à π. Dès lors, il faudrait imposer ∀n ∈ N∗, θn = 1
πn+1 . Or, π étant

transcendant, les termes de cette suite engendrent un espace de dimension infinie sur Q. On ne
peut donc pas représenter la base réelle de Cantor (π)n∈N∗ en ∆-numération. La ∆-numération
est un sous-ensemble strict des systèmes de numération en bases réelles de Cantor. Elle possède
toutefois de meilleures propriétés de normalisation.
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7.3 Expansions et réductions

Le mot ∆ obtenu à partir de l’algorithme totalement soustractif caractérise tout le système
du numération (à un facteur multiplicatif près). Les occurrences des différentes lettres de J1, dK
permettent notamment de calculer en ∆-numération à partir de 2 opérations : la réduction et
l’expansion. Tous les résultats sur ce système de numération sont donnés dans [22].

Théorème 7.3.1 ([31]). Soit v ∈ Kd. Alors dimQ(v) = d, ie v est totalement irrationnel.

Théorème 7.3.2 ([23]). Soit ∆ ∈ J1, dKω. Alors ∆ est associé à un vecteur v ∈ Kd ssi toutes
les lettres de J1, dK apparaissent une infinité de fois dans ∆. Dans ce cas, il existe un unique
vecteur v (à un facteur multiplicatif près) associé à ∆.

Considérons ∆ un mot infini où chaque lettre admet un nombre infini d’occurrences. On
pourra pour cela observer la Figure 7.5. Pour obtenir constructivement un vecteur v permettant
d’obtenir ∆, on peut procéder par des découpages successifs de l’espace Rd. Tout d’abord, pour
tout λ > 0 et pour tout v ∈ Kd, v et λv permettent d’obtenir le même mot infini. On cherche
ainsi v positif à un facteur multiplicatif près et on peut donc imposer ∥v∥1 = 1. Cela réduit
notre recherche à {v ∈ Rd | v ⩾ 0 et ∥v∥1 = 1} qui est un (d − 1)-simplexe (un triangle dans
la figure). Chaque lettre de ∆ va alors poser une contrainte supplémentaire nous permettant de
découper cet espace au fur et à mesure. Par exemple, si δ1 = k ∈ J1, dK alors k est l’indice de la
composante minimale de v : on découpe donc le simplexe en d parties (les 3 sous-triangles sur
la figure). En fontion de la lettre δ1, on se dirige donc, depuis le centre dans la direction bleue,
rouge ou verte. Le polytope obtenu sera à son tour découpé en d parties selon la valeur de δ2,
etc (les sous-triangles des sous-triangles). La suite des polytopes obtenus converge alors vers un
unique point qui est le vecteur v recherché. Sur la figure, les points noirs représentent ainsi les
points limites de ce processus, à savoir les éléments de Kd.

Théorème 7.3.3 (liaison [22]). Soit v ∈ Kd et ∆ le mot infini associé à v. Soit k ∈ J1, dK.
1) Si la lettre k a sa première occurrence dans ∆ en position n alors vk =

n∑
i=1

θi.

2) Si la lettre k possède 2 occurrences successives dans ∆ en positions m et n alors θm =
n∑

i=m+1
θi.

Ce théorème permet d’expliciter les relations de liaison entre les différents termes de la suite
θ. Il permet également de définir des opérations de réduction et d’expansion pour mener des
calculs en ∆-numération.

Définition 7.3.4 (Réduction/Expansion [23]). Soit un mot infini ∆ ∈ J1, dKω et un mot a ∈ Zω.
On suppose que la lettre k ∈ J1, dK possède 2 occurrences successives en positions m et n. On
appelle alors réduction la transformation de a consistant à incrémenter am et décrémenter les
ai pour i ∈ Jm+ 1, nK pour obtenir un nouveau mot a′. L’opération inverse est appelée expansion.

Réduction :
∆ · · · k ( ̸= k) ( ̸= k) (̸= k) k · · ·
a · · · am am+1+1 am+2+1 · · · an+1 · · ·
a′ · · · am+1 am+1 am+2 · · · an · · ·

Expansion :
∆ · · · k (̸= k) ( ̸= k) (̸= k) k · · ·
a · · · am+1 am+1 am+2 · · · an · · ·
a′ · · · am am+1+1 am+2+1 · · · an+1 · · ·
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Figure 7.5 – Une représentation normalisée de l’ensemble K3 (le point de coordonnées (x, y)
représente le vecteur (x, y, 1 − x − y)). Les couleurs bleue, rouge et verte correspondent aux
déplacements induits par les lettres de ∆. Un exemple est donné avec le chemin BRV R partant
du centre qui correspond aux 4 premières lettres de ∆ = 2131....

Remarquons que les définitions de réduction et d’expansion reposent sur le théorème de
liaison qui assure θm =

n∑
i=m+1

θi. Ainsi, si ces réels existent, φv(a) = φv(a′). De manière générale,

on travaille avec des mots a à valeurs dans N. On autorise alors seulement les réductions vers
un am = 0 et les expansions depuis un nombre am+1 ⩾ 2. On peut alors chercher, étant donnés
a et ∆, à calculer une forme normale pour a dans le système de ∆-numération. Un exemple de
normalisation est donné en Figure 7.6. Les opérations d’expansion et réduction possèdent alors
de très bonnes propriétés du point de vue des systèmes de numération.

1 2 1 3 2 3 1 3 · · ·

0 0 4 0 0 0 0 0 0
0 0 3 1 1 1 1 0 0
0 1 2 0 0 1 1 0 0
0 1 1 1 1 2 2 0 0
1 0 0 1 1 2 2 0 0
1 0 1 0 0 1 1 0 0

Figure 7.6 – Réduction de a déf= 004 dans le système de ∆-numération pour ∆ déf= 12132313.....
Les positions d’expansion sont notées en rouge, celles de réduction en bleu. On obtient alors un
mot a′ = 101001100 qui représente la même valeur que a et sur lequel on ne peut plus faire ni
réduction ni expansion.

Pour être complet dans les opérations de ce système de numération, il nous faut parler du
cas des retenues à l’infini. Dans la numération décimale classique, 1 = 0, 999999999999999.... De
manière générale, tout nombre décimal admet une écriture impropre. On observe une propriété
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analogue pour les mots finis en ∆-numération.

Définition 7.3.5 (Ecriture impropre). Soit a ∈ {0, 1}ω. On dit que a est une écriture impropre
ssi il existe k ∈ J1, dK tel que, pour tout n suffisamment grand, an = 0⇔ δn = k.

Considérons par exemple ∆ déf= 12131231... et a′ = 1. On peut alors faire des expansions
successives comme en Figure 7.7 pour construire à la limite un mot infini a équivalent à a′. Le
mot a obtenu est une écriture impropre et φv(a) = φv(a′). De manière générale, tout mot a
possédant une écriture impropre admet un mot a′ fini qui lui est équivalent, et réciproquement
tout mot fini admet une écriture impropre. Considérons en effet un mot a = uw sous écriture
impropre où u est un mot fini et ∀n ∈ N∗, wn = 0 ⇔ δn+|u| = k avec w1 = 0. Le mot a′ déf= u1
est un mot fini équivalent à a. La transformation uw → u1 est alors appelée règle de retenue à
l’infini et est un équivalent du 1 = 0, 999999999... en numération décimale.

1 2 1 3 1 2 3 1 · · ·

1 0 0 0 0 0 0 0 · · ·
0 1 1 0 0 0 0 0 · · ·
0 1 0 1 1 0 0 0 · · ·
0 1 0 1 0 1 1 1 · · ·

Figure 7.7 – Construction de l’écriture impropre d’un mot à partir d’un mot fini

Théorème 7.3.6 ([23]). Le système d’expansion/réduction/retenue à l’infini est confluent. De
plus, si a ∈ Nω est tel que φv(a) ∈ [0,Ω(v)] alors a admet une forme normale pour ce système.

Cette propriété de normalisation de la ∆-numération est très forte et ne se retrouve pas dans
le cas des bases réelles de Cantor. Toutefois, la normalisation provient des relations de liaisons
très simples qui existent sur les θn, qui imposent donc des contraintes très fortes à la base de
Cantor. Remarquons enfin que la contrainte d’appartenance à [0,Ω(v)] pour la normalisation
peut être levée simplement en prolongeant le mot ∆ vers la gauche.

Comme les réductions et expansions forment un système normalisant, il est relativement
simple de s’en servir pour comparer, additionner et soustraire des mots dans ce système (que
∆ soit périodique ou non).

Proposition 7.3.7 (Comparaison [22]). Soient a et a′ des mots de {0, 1}ω sous formes nor-
males. Alors φv(a) < φv(a′) ssi a est strictement plus petit que a′ pour l’ordre lexicographique.

Pour la comparaison, on normalise donc les 2 mots à comparer puis on les compare pour
l’ordre lexicographique. Pour l’addition, si a, a′ sont deux mots de {0, 1}ω tels que φv(a) +
φv(a′) < Ω(v), on additionne a et a′ terme à terme. On obtient alors un mot de {0, 1, 2}ω que
l’on normalise. Remarquons que la condition φv(a) + φv(a′) < Ω(v) n’est pas si restrictive,
quitte à prolonger ∆ vers la gauche.

La soustraction reste relativement simple. Si a, a′ sont deux mots de {0, 1}ω tels que φv(a) ⩾
φv(a′), on peut soustraire a et a′ terme à terme. On obtient alors un mot de {−1, 0, 1}ω. Pour
normaliser ce mot, il est toutefois nécessaire d’autoriser des réductions vers une lettre -1 et
d’autoriser des expansions depuis des lettres 1 dans le but de supprimer des −1. Remarquons
que le choix des 1 sur lesquels faire des expansions est parfois non trivial.

141



Chapitre 7. ∆-numération

7.4 Le cas ultimement périodique

Un cas particulier intéressant de ∆-numération est le cas où ∆ est ultimement périodique de
période p. De nombreuses nouvelles propriétés apparaissent alors pour notre système de numé-
ration, ce qui nous permet d’y effectuer des opérations plus complexes. Les diverses propriétés
ci-dessous ont également été démontrées quelques années plus tard dans le cadre plus général
des bases de Cantor alternées dans [15].

Afin de parler du déroulé de l’algorithme totalement soustractif, on pose, pour i ∈ J1, dK,
γi

déf= x 7→ x − (1 − ei)xi. Remarquons dès maintenant que l’on peut toujours ramener le
cas ultimement périodique au cas périodique. En effet, si v possède un mot ∆ = uδω associé
ultimement périodique, il suffit d’appliquer |u| étapes de l’algorithme totalement soustractif à
v. On obtient alors un vecteur v′ ∈ Kd de mot associé ∆′ = δω qui est périodique. Les mots ∆
considérés sont donc par la suite tous considérés périodiques.

Proposition 7.4.1 ([22, 5]). Supposons ∆ périodique de période π ∈ J1, dK∗ et prenons p déf= |π|.
Alors :

— il existe un réel β tel que, ∀n ∈ N∗, θn+p = βθn ;
— 1

β est un nombre de Pisot de degré d, ie β est de module < 1 et tous ses conjugués sont
de module > 1 ;

— le polynôme minimal de β, noté µβ, est le polynôme minimal (et caractéristique) de la
matrice Γ déf= γπp ◦ ... ◦ γπ1.

Il est ainsi possible de retrouver facilement les vecteurs v associés à des mots ∆ périodiques.
Si ∆ = πω et p déf= |π|, observons l’application Γ déf= γπp ◦ γπp−1 ◦ ... ◦ γπ1 . Le nombre β est alors
une valeur propre de Γ associée à un vecteur propre proportionnel à v.

Dans le cas où ∆ = (123)ω, le vecteur v peut être trouvé comme vecteur propre de γ3◦γ2◦γ1

qui a pour matrice

 2 0 −1
−1 2 −1
0 −1 1

. Cette matrice a pour unique valeur propre réelle α3 (qui

est l’inverse d’un nombre de Pisot) où α est l’unique racine réelle de X3 + X2 + X − 1 et un
vecteur propre associé est v = (α, α + α2, 1). On retrouve alors bien le vecteur de Tribonacci
étudié dans [11].

Dans le cas où ∆ = (1213)ω, exemple que nous reprenons par la suite, le vecteur v peut être

trouvé comme vecteur propre de γ3◦γ1◦γ2◦γ1 qui a pour matrice

 4 −1 −1
−1 2 −1
−2 0 1

. Cette matrice

a pour polynôme caractéristique X3−7X2+11X−1 qui admet 3 racines réelles. Une et une seule
d’entre elles a un module < 1, que l’on nomme β. Notamment β ≈ 0, 09678807 est l’inverse d’un
nombre de Pisot. Un vecteur propre v associé à la valeur propre β est (2,−β2+4β+3, β2−6β+5).

Une dernière propriété nous permet de calculer facilement en ∆-numération dans le cas
périodique. Du fait que v est un vecteur propre de Γ associé à un inverse de Pisot β et comme
les θn sont combinaisons linéaires des composantes de v, on obtient la proposition suivante.

Proposition 7.4.2 ([22]). Soit v un vecteur associé au mot périodique ∆. Soit β l’inverse du
nombre de Pisot associé à ∆. ∀i ∈ J1, dK , vi ∈ v1Q[β] et ∀n ∈ N∗, θn ∈ v1Q[β].
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Si les comparaisons, additions et soustractions peuvent s’effectuer pour des mots ∆ quel-
conques, le caractère périodique de ∆ nous a été nécessaire pour effectuer des multiplications
et divisions. Le cas périodique nous permet alors de travailler exclusivement dans Q[β].

Théorème 7.4.3. Soit ∆ ∈ J1, dKω périodique et β son inverse de Pisot associé. On pose
U

déf= {σ ∈ Zω | σ est ultimement périodique }. Alors φv(U) = v1Q[β].

Démonstration. Commençons par montrer que φv(U) ⊂ v1Q[β]. Rappelons que v1Q[β] est
stable par somme et par produit par un élément de Q[β]. Comme β est algébrique, on a de plus
que Q[β] est un corps. Comme tous les θn vivent dans v1Q[β] et v1Q[β] est clos par somme,
tout mot fini a son image par φv dans Q[β]. Intéressons-nous maintenant aux mots ultimement
périodiques en général. Appelons p la période de ∆ et prenons σ ∈ U . Comme σ est ultimement
périodique, il existe u,w ∈ {0, 1}∗ tels que σ = uwω. Quitte à augmenter les tailles de u et w,
on peut sans perte de généralité supposer que |u| et |w| sont des multiples de p. Prenons ainsi k
et n tels que |u| = kp et |w| = np. Notons enfin que σ est ultimement périodique donc borné, et
que (θn)n∈N est sommable donc φv(σ) existe. Ainsi, comme φv(u) et φv(w) sont dans v1Q[β],

φv(σ) = φv(u) + βkφv(wω)

= φv(u) + βk

 ∞∑
j=0

φv(w)βjn


= φv(u) + βk

1− βnφ
v(w) ∈ v1Q[β]

Montrons désormais que tout élément de v1Q[β] est image d’un élément de U . Remarquons
que U est stable par somme donc φv(U) également. Comme U est stable par décalage, φv(U)
est stable par multiplication par β. Reste donc à démontrer que les (v1

b ) pour b ∈ N∗ sont repré-
sentables par des mots de U . Raisonnons par analyse-synthèse. On cherche λ ∈ Zω périodique
de période np tel que (notons que la famille (λkβk)k∈N est sommable car λ est périodique donc
bornée)

1
b

=
+∞∑
k=0

λkβ
k

=
+∞∑
m=0

np−1∑
q=0

λmnp+qβ
np+q

=
+∞∑
m=0

βmnp
np−1∑
q=0

λqβ
q

= P (β)
1− βnp où P (β) déf=

np−1∑
q=0

λqβ
q ∈ Z[β]

Dès lors, on souhaite trouver P ∈ Z[X] et n ∈ N∗ tel que 1 − βnp = bP (β). Plaçons nous
dans l’anneau Z[X], quotienté par l’idéal engendré par µβ et b. Prenons ainsi A déf= Z[X]/(µβ, b).
A est un anneau fini. En effet, comme µβ est unitaire, on a les isomorphismes de groupes
Z[X]/(µβ, b) ≃ Zd−1[X]/(b) ≃ (Z/bZ)d−1[X] qui est fini. Rappelons alors que µβ est le polynôme
caractéristique d’une matrice produit de γi

déf= x 7→ x−(1−ei)xi. Comme ∀i ∈ J1, dK ,dét(γi) = 1,
le coefficient constant de µβ est alors (−1)d. Ainsi, il existe Q ∈ Z[X] tel que µβ = XQ+(−1)d.
Donc, en passant au quotient dans A, on obtient 0 = XQ+(−1)d d’où X((−1)d+1Q) = 1. X est
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donc inversible dans A. Comme le groupe multiplicatif A× est fini, par le théorème de Lagrange,
il existe n ∈ N∗ tel que Xn = 1 dans A, d’où Xnp = 1 dans A. Ainsi, il existe P,R ∈ Z[X] tel que
Xnp = 1 +Rµβ − bP . En évaluant en β, on trouve alors βnp = 1− bP (β) donc 1− βnp = bP (β)
qui était l’égalité recherchée.

Les v1
b sont donc représentables par des mots de U , et comme φv(U) est clos par somme et

par produit par β, on en déduit l’inclusion réciproque v1Q[β] ⊂ φv(U).

Illustrons la preuve à partir de l’exemple de ∆ = (1213)ω. Le mot ∆ a pour inverse de Pisot
associé β ≈ 0, 09678807 qui est racine du polynôme µβ = X3−7X2 + 11X−1. On obtient alors
v

déf= (2,−β2 + 4β + 3, β2 − 6β + 5) comme vecteur associé à ∆. On peut alors calculer la suite
θ par le théorème de liaison 7.3.3,

θ1 = v1 = 2
θ2 = v2 − θ1 = −β2 + 4β + 1
θ3 = θ1 − θ2 = β2 − 4β + 1
θ4 = v3 − θ1 − θ2 − θ3 = β2 − 6β + 1

et ∀n ∈ N∗, θn+4 = βθn

Prenons l’exemple σ déf= 10(1201)ω ∈ U . On commence par écrire σ par blocs de période 4
comme dans la preuve du théorème précédent : σ = uwω avec u déf= 1012 et w déf= 0112. Ainsi,{

φv(u) = θ1 + θ3 + 2θ4 = 3β2 − 16β + 5
φv(w) = θ1 + 2θ2 + θ4 = −β2 + 2β + 5

Donc
φv(σ) = φv(u) + β

1− βφ
v(w) = 13β2 − 102β + 21

4 ∈ Q[β]

Pour obtenir tous les polynômes en β comme éléments de φv(U), commençons par remarquer
que v1 = 2. Ainsi, φv(1) = 2 et φv(04n1) = 2βn. On a donc déjà 2Z[β] ⊂ φv(U). Pour obtenir
Q[β] ⊂ φv(U), reste à obtenir des codes pour les 2

b avec b ∈ N∗. Prenons par exemple b = 2.
On se place dans A déf= Z[X]/(µβ, 2) et on regarde l’ordre de X dans A×. Par définition de A,
0 = X3−7X2 +11X−1 = X3 +X2 +X+1. Ainsi, X3 = X2 +X+1 et X4 = X3 +X2 +X = 1
donc X est d’ordre 4 dans A×. On effectue alors la division euclidienne de X4 − 1 par µβ :
X4 − 1 = Qµβ + 2(31X2 − 85X + 4) donc β4 − 1 = 2(19β2 − 38β + 3) et, en posant P déf=
−19X2 + 38X − 3, on obtient :

1
2 = P (β)

1− β4 = P (β)
∞∑
k=0

β4k

On peut ainsi coder 2
2 par le mot ((−3)000(38)000(−19)0000000)ω que l’on peut ensuite normali-

ser en (0011001000001101)ω. On obtient donc que le code normalisé de 2
2 est (0011001000001101)ω.

On souhaite maintenant pouvoir choisir v1 de sorte à pouvoir effectuer facilement des pro-
duits et quotients en ∆-numération.

Proposition 7.4.4. Pour qu’un produit de mots ultimement périodiques admette une représen-
tation ultimement périodique, il est nécessaire que v1 ∈ Q[β].
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Démonstration. rappelons que ∀n ∈ N∗, θn ∈ v1Q[β]. Supposons que θiθj admet un code ulti-
mement périodique. Il existe Qi, Qj ∈ Q[X] tels que θi = v1Qi(β) et θj = v1Qj(β). Comme
v ∈ Kd, θ est une suite strictement positive. Notamment, Qi(β) et Qj(β) sont non nuls. Comme
θiθj admet une représentation ultimement périodique, θiθj ∈ v1Q[β] donc il existe Q ∈ Q[β]
tels que v1Q(β) = θiθj = v2

1Qi(β)Qj(β). Donc, comme v1, Qi(β) et Qj(β) sont non nuls,

v1 = Q(β)
Qi(β)Qj(β) ∈ Q[β] car β est algébrique.

On demande donc désormais v1 ∈ Q[β]. Dès lors, les mots ultimement périodiques repré-
sentent exactement les éléments de Q[β]. Pour effectuer un produit en ∆-numération, on peut
donc convertir les mots ultimement périodiques en éléments de Q[β], effectuer le produit dans
Q[β] puis revenir dans l’espace des mots. On peut en plus demander à ce qu’un produit de mots
finis donne un mot fini. Comme l’addition conserve déjà l’espace des mots finis, il suffit que le
résultat de la multiplication θiθj soit représentable par un mot fini pour conclure. Considérons
pour cela R1, ..., Rd ∈ Qd−1[X] tels que vi = v1Ri(β).

Lemme 7.4.5. (R1, ..., Rd) est une base de Qd−1[X].

Démonstration. Soit λ ∈ Qd tel que 0 =
∑
λiRi. Alors, en évaluant en β, 0 =

∑
λiRi(β). Donc,

en multipliant par v1, 0 =
d∑
i=1

λivi Comme v est totalement irrationnel, (v1, ..., vd) est libre d’où

λ = 0. Ainsi (R1, ..., Rd) est libre. Donc, grâce à la dimension finie, (R1, ..., Rd) est bien une
base de Qd−1[X].

Proposition 7.4.6. Il existe v1 ∈ Q[β] tel que ∀i, j ∈ N, θiθj admet un code fini en ∆-
numération.

Démonstration. La principale difficulté de la preuve est de réussir à travailler dans Zd−1[X] au
lieu de Qd−1[X]. On multiplie pour cela les polynômes considérés par des coefficients entiers
bien choisis.

Soit j ∈ J0, d− 1K. Comme Xj ∈ Qd−1[X], il s’exprime comme combinaison linéaire des Ri.
Il existe donc γk ∈ Z tel que γkXk s’exprime comme combinaison linéaire à coefficients entiers
des Ri. On pose alors γ déf= ppcm({γk}k∈J0,d−1K). Remarquons également qu’il existe m ∈ N∗ tel
que ∀i ∈ J1, dK ,mRi ∈ Z[X]. En fixant v1 = m2γ, on a vi = mγPi(β) pour Pi

déf= mRi ∈ Z[X].
Comme les θn sont combinaisons linéaires à coefficients entiers des vi, il existe des polynômes
Qn ∈ Z[X] tels que ∀n ∈ N∗, θn = mγQn(β).

Dès lors, θiθj = m2γ2Qi(β)Qj(β). On pose alors Πi,j
déf= (QiQj) mod µβ. Remarquons

que, comme µβ est unitaire, Πi,j ∈ Zd−1[X]. Donc il existe λ ∈ Zd tel que Πi,j =
d−1∑
k=0

λkX
k.

Ainsi θiθj = P (β) où P
déf=

d−1∑
k=0

m2γ2λkX
k = mγ

(
d−1∑
k=0

γ
γk
λk(mγkXk)

)
. Or les mγkXk sont

combinaisons linéaires à coefficients entiers des mRk = Pk. De plus, γ
γk
∈ Z par définition de

γ. Donc θiθj est une combinaison linéaire à coefficients entiers des mγkPk(β) = vk. Donc θiθj
admet un code fini en ∆-numération.

Ainsi, il existe un choix de v1 permettant d’assurer que le produit de 2 mots finis en ∆-
numération est représentable par un mot fini.
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Illustrons notre propos, toujours avec l’exemple de ∆ = (1213)ω de vecteur associé v déf=
(2,−β2 + 4β+ 3, β2− 6β+ 5) avec β racine de X3− 7X2 + 11X − 1. Les polynômes Ri tels que

vi = v1Ri(β) sont :


R1 = 1
R2 = −X2+4X+3

2
R3 = X2−6X+5

2

On obtient les combinaisons linéaires suivantes :


1 = R1
X = 4R1 −R2 +R3
X2 = 19R1 − 6R2 + 4R3

Ainsi, γ = 1 et m = 2 donc il suffit de prendre v1 = m2γ = 4 pour que les produits de mots
finis restent finis. Cela revient à considérer le vecteur v déf= (4,−2β2 + 8β + 6, 2β2 − 12β + 10).
Prenons par exemple w1

déf= 0011 et w2
déf= 0001. Dans ce cas, φv(w1) = θ3 + θ4 = 4β2 − 20β + 4

et φv(w2) = θ4 = 2β2 − 12β + 2. En réutilisant l’expression des Xk dans la base des Ri, on
obtient

φv(w1)φv(w2) = −56β2 + 272β − 24 = 64R2(β)− 48R3(β)

Le code de R2(β) est 11 et celui de R3(β) est 1111. Un code pour φv(w1)φv(w2) est ainsi
(16)(16)(−48)(−48) qui se normalise en un code fini 1010111000111000010111.

Remarquons toutefois que, même sur les exemples traités dans le cas particulier ∆ = (1213)ω,
notre méthode, bien qu’effective, mène rapidement à des calculs complexes. La multiplication
et la division en ∆-numération est ainsi possible dans le cas périodique mais possède toutefois
un coût certain.

7.5 Bilan & perspectives

L’étude de la ∆-numération a permis de faire des liens avec les bases réelles de Cantor. La
∆-numération en reste toutefois un cas très particulier, du fait des fortes relations de liaison dans
la suite θ considérée. Ces relations permettent alors d’exposer des opérations de réduction et
d’expansion qui ont de bonnes propriétés de normalisation et permettent d’effectuer facilement
des comparaisons, additions et soustractions.

Dans le cas où ∆ est ultimement périodique, l’algorithme totalement soustractif fait ap-
paraître une matrice Γ. Le polynôme caractéristique de Γ est alors le polynôme minimal d’un
nombre β qui est l’inverse d’un Pisot. Nous prouvons que les mots ultimement périodique dans
le système de ∆-numération représentent exactement les éléments de Q[β], ce qui permet d’ef-
fectuer facilement des multiplications et divisions. Bien que la méthode soit simple, les calculs
de multiplications et divisions restent toutefois coûteux en pratique.

Une piste intéressante serait de regarder les systèmes de ∆-numération pour des ∆ non
ultimement périodiques, comme les mots issus de processus de substitution par exemple. Consi-
dérer des mots à fossés bornés (la distance entre 2 occurrences de la même lettre est borné)
permettrait alors de contrôler les relations de liaisons sur la suite θ et peut-être d’en déduire de
bonnes propriétés du système de numération.
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Ce manuscrit regroupe un certain nombre de résultats sur les hyperplans arithmétiques.
Au-delà d’une compréhension fine des propriétés de ces objets fondamentaux de la géométrie
discrète, ce travail a été l’occasion de faire des ponts avec d’autres domaines de l’informatique et
des mathématiques comme la combinatoire des mots et les systèmes de numération. Les outils
utilisés, bien qu’élémentaires, représentent également de nombreux domaines des mathématiques
(algèbre linéaire et générale, automates, arithmétique, analyse réelle, graphes, etc). Cette thèse
aura aussi été l’occasion de montrer toute la puissance du continu. L’utilisation des réels permet
en effet de simplifier bon nombre de questions et d’aborder les problèmes de géométrie discrète
sous un nouvel angle, en retirant certaines contraintes arithmétiques complexes.

Après avoir rappelé les droites discrètes et hyperplans arithmétiques (définis à partir d’un
vecteur normal, d’un décalage et d’une épaisseur), nous nous sommes intéressées à trois pro-
blèmes sur ces objets : la connexité (chapitres 2 à 4), la reconnaissance (chapitre 5) et les
transformations (chapitre 6).

Le problème de la connexité des hyperplans arithmétiques avait été longuement étudié dans
le cas de la connexité par faces, présentée dans le chapitre 2. Après avoir rappelé l’état de
l’art, nous avons parlé plus en détail du problème de la connexité à l’épaisseur critique pour
des décalages non nuls. Le travail que nous avons mené sur le sujet laisse alors apparaître
un nouveau système de numération, appelé ∆-numération. Nous avons notamment encodé les
décalages de l’hyperplan dans ce système de numération et nous sommes intéressés aux codes des
décalages rendant le plan connexe. La connexité se caractérise par la présence de motifs intérieurs
minimaux dans les codes des décalages. Dans un cas particulier (le cas ultimement périodique),
nous avons montré que les motifs intérieurs minimaux formaient un langage rationnel et que
l’ensemble des codes rendant l’hyperplan connexe était reconnaissable par un automate de
Büchi. Les résultats des articles de ces 20 dernières années permettent ainsi de conclure sur le
problème de la connexité par faces en dimensions quelconques. La notion de motifs intérieurs
minimaux mériterait toutefois d’être étudiée plus en détail, afin de caractériser le langage des
motifs intérieurs minimaux dans le cas général.

Nous nous sommes par la suite intéressés au problème général de la connexité, en considérant
des voisinages quelconques. Le chapitre 3 est ainsi consacré à la définition de ce problème et à
la généralisation d’une partie des résultats connus en connexité par faces pour toute connexité.
Nous avons retrouvé alors un phénomène de percolation similaire au comportement observé pour
la connexité par faces, à un nombre fini de vecteurs près (les vecteurs pathologiques). Nous avons
ainsi montré l’existence d’une épaisseur critique de connexité Ω. Strictement en dessous de cette
épaisseur, l’hyperplan est non connexe. Strictement au-dessus, l’hyperplan est connexe. Nous
avons également défini la notion de vecteur inutile, permettant de réduire drastiquement la taille
des voisinages étudiés. Toutefois, en dehors de cas particuliers, nous ne sommes pas parvenus
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à trouver un algorithme de calcul de Ω similaire à celui connu en connexité par faces. Le cas
particulier de la connexité par faces, et l’algorithme totalement soustractif qui lui était attaché,
ont en effet des propriétés bien trop particulières pour que celles-ci se généralisent facilement.

Trouver un algorithme de calcul de l’épaisseur critique Ω a été l’objet du chapitre 4 qui
proposait une approche analytique nouvelle dans le domaine de la géométrie discrète. L’idée
était d’étudier Ω, non comme un objet combinatoire, mais comme une fonction vectorielle. Les
premiers graphes tracés pour représenter la fonction Ω ont malheureusement montré des com-
portements très irréguliers. Nous avons toutefois pu expliquer ces irrégularités par la partie
arithmétique du vecteur, à savoir les relations de liaison arithmétiques entre les composantes de
celui-ci. Pour les vecteurs v totalement irrationnels, cette composante arithmétique disparaît et
nous avons alors montré la continuité de Ω en v. Nous avons ainsi montré que sous le graphe irré-
gulier de la fonction Ω se cache une belle structure continue sous-jacente. L’étude expérimentale
de cette structure nous a notamment permis d’exhiber un algorithme de calcul pour l’épaisseur
de connexité du pas de cavalier. La méthode mise en œuvre, bien qu’artisanale, semble pouvoir
se généraliser pour tout voisinage. Un futur travail consisterait à étudier plus en profondeur
ces structures sous-jacentes au graphe de Ω pour trouver des algorithmes généraux de calcul de
l’épaisseur de connexité. Reste également, une fois ces algorithmes exposés, à nous intéresser au
comportement à l’épaisseur critique et, qui sait, trouver de nouveaux systèmes de numération
associés. Enfin, une piste intéressante portant sur les épaisseurs de taille de composantes et
épaisseurs de cycles mériterait d’être creusée.

Dans un tout autre registre, nous nous sommes penchés dans le chapitre 5 sur le problème de
la reconnaissance d’hyperplans arithmétiques, également étudié depuis de nombreuses années.
Nous avons proposé un algorithme de reconnaissance de segments, et de morceaux de droites
quelconques, reposant sur l’arbre de Stern-Brocot. Notre algorithme égale les algorithmes de
l’état de l’art sur le sujet. L’arbre de Stern-Brocot ayant l’avantage de se généraliser en toute
dimension finie, nous avons également trouvé un algorithme de reconnaissance de morceaux
d’hyperplans arithmétiques. L’état de l’art sur le sujet, sur lequel nous sommes revenus, est
très riche, chaque algorithme ayant des avantages et inconvénients. Les dimensions supérieures
à 3 présentent en effet souvent de grande difficulté car les bonnes propriétés de la dimension
2 s’y étendent rarement. Notre algorithme descend dans l’arbre de Stern-Brocot grâce à notre
définition de corde séparante. L’algorithme présenté permet ainsi de reconnaître un morceau
d’hyperplan mais est encore largement perfectible. Nous pensons notamment que la notion de
corde séparante, caractérisation des zones de l’espace dans lesquelles se trouve le vecteur normal,
mériterait d’être davantage étudiée. Cette étude permettrait notamment de mieux comprendre
la structure géométrique des hyperplans arithmétiques, et potentiellement d’améliorer notre
algorithme. Enfin, certains algorithmes de reconnaissance d’hyperplans utilisant une approche
locale, comme les algorithmes de sondages de d’hyperplans, ont un déroulé sûrement interpré-
table comme une descente dans l’arbre de Stern-Brocot. Il serait alors intéressant de classer ces
algorithmes selon leur processus de descente dans l’arbre.

Un dernier problème sur les hyperplans arithmétiques est présenté dans le chapitre 6 :
les transformations douces d’hyperplans. Une transformation douce est le pendant discret des
transformations homotopiques dans Rd. La contrainte est de déplacer une structure discrète,
point par point, en conservant ses propriétés géométriques. Nous avons tout d’abord caractérisé
les points déplaçables dans un segment discret naïf ou standard. Cette caractérisation nous a
notamment permis d’effectuer des translations et rotations douces de segments discrets. Nous
avons ensuite étendu nos résultats au cas des arbres et graphes discrets quelconques, avec
une précaution particulière pour les cycles des graphes discrets qui peuvent créer des conflits
aux sommets. La transformation des graphes discrets nous a notamment permis de translater
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doucement des formes discrètes quelconques, en conservant les structures géométriques de leurs
couvertures tangentielles. Enfin, nous avons généralisé notre résultat sur les points déplaçables
en toute dimension finie et avons ainsi proposé un algorithme de translation douce de morceaux
d’hyperplans arithmétiques. Par la suite, nous pourrions nous pencher sur d’autres types de
transformations douces, en étendant nos résultats à des transformations plus complexes. Il
serait également intéressant d’étendre nos résultats sur les graphes discrets en toute dimension
finie, avec des complexes simpliciaux discrets.

Enfin, un ultime chapitre porte sur la ∆-numération. Ce système de numération, défini
comme un simple outil dans le chapitre 2, est étudié dans le chapitre 7 pour lui-même. Nous
avons notamment fait le lien entre la ∆-numération et les bases réelles de Cantor, en montrant
qu’il s’agit d’un sous-ensemble strict de ces bases. La ∆-numération possède toutefois de très
bonnes propriétés de normalisation qui rendent les calculs dans ce système relativement simples.
Nous avons notamment montré, dans le cas où ∆ est ultimement périodique, qu’il est possible
de faire facilement des multiplications et divisions dans ce système de numération, en faisant
le lien avec un anneau Q[β]. Le cas où ∆ est à fossés bornés semble conserver certaines bonnes
propriétés du point de vue des systèmes de numération et peut faire l’objet d’un travail ultérieur.

D’un agrandissement sur une photo d’hippopotame, nous avons pu explorer quelques pro-
blèmes du monde de la géométrie discrète. L’une des structures fondamentales de ce monde, les
hyperplans arithmétiques, nous ont permis de toucher à de nombreux domaines de l’informa-
tique et des mathématiques. Bien plus que les applications pratiques, c’est ainsi avant tout la
richesse et la variété des raisonnements utilisés qui font tout l’intérêt de la géométrie discrète.
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