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Introduction

Contexte

Ce mémoire de these traite de approximation numérique des solutions de systéemes d’équations
hyperboliques de lois de conservation. Pour (z,t) dans R x R, Q un ensemble convexe inclus dans
R™, et une fonction f : Q — R™, ces systémes de m > 1 équations sont de la forme

Oyw + O f(w) = 0. (1)

Les variables z et t désignent respectivement l’espace et le temps et I'inconnue du systéme est w :
RxRT — Q. Ces systémes d’équations aux dérivées partielles (EDP) sont utilisés dans la modélisation
de phénomenes de transport tels que les écoulements en milieu peu profond [32], 'aérodynamique
rapide [105] ou faiblement compressible [72]. Les exemples usuels sont ’équation de Lighthill, Whitham,
Richards [153), [183] qui concerne la modélisation du trafic routier, I’équation de Buckley et Leverett qui
décrit un écoulement diphasique non miscible en milieux poreux [39] ou encore les équations d’Euler
[63, 88, [105] qui modélisent 1’évolution d’un fluide compressible.

D’une maniere générale, les solutions w des systémes de la forme sont continues en temps mais
elles peuvent développer des discontinuités en espace. Dans ce cas, leur unicité est perdue [138] 139,
143),[190] et la sélection d’une solution s’opére via un critére supplémentaire qui s’exprime sous la forme
d’inégalités d’entropie.

En notant -T 'opération de transposition usuelle de R™, une fonction convexe 1 : 2 — R est appelée
entropie s'il existe G :  — R une fonction de classe C*(Q,R) telle que VG (w)T = Vn(w)TV f(w).
Pour une entropie 7 donnée, il est admis qu’une solution d’un systéme hyperbolique de la forme (/1))
vérifie également une inégalité d’entropie qui s’écrit

on(w) + 0,G(w) < 0. (2)

Dans le cas d’équations scalaires (i.e m = 1), et d’apres [104], une solution de (1f) est unique deés qu’elle
vérifie I'inégalité pour tous couples (1, G).

Ainsi, lobjectif de ce mémoire de theése est de proposer des schémas numériques qui approchent
les solutions des systemes de la forme . En notant w* une approximation de w(z;,t") dans R™, ces
schémas numériques s’écrivent

Wit — N Fiyl
At Ax

Un schéma numérique est souvent défini en vertu des propriétés mathématiques du systeme
d’équations mais d’apres [119, 142], il doit nécessairement étre consistant. Cette notion de consis-
tance signifie qu'un schéma numérique préserve les constantes de €} qui sont des solutions triviales
du systéme (1f). De plus, et en vertu des théorémes de Lax [142] et de Lax-Wendroff [140] 149], la
consistance doit étre complétée par la notion de stabilité qui garantit que les erreurs d’approximations
engendrées par le schéma ne vont pas s’amplifier au cours de la simulation numérique.

11 existe plusieurs définition de stabilité [53), [74], [149], mais d’apres le Théoreme de Lax-Wendroff
[140, 149], il est admis que la stabilité privilégiée est entropique. Cette stabilité retranscrit au niveau
discret une inégalité d’entropie et elle s’écrit formellement

o, (3)

2

n+ly n QZ 1 —gi_l
ﬁ(w )At n(wz) + "‘2A:C 2 <. (4)



Cette inégalité d’entropie discréte exprime une contrainte sur la quantité w?“ et sa justification est

double. Elle empéche d’abord la convergence du schéma vers des solutions non entropiques du systeme
(1) [61, 132, 172] et elle évite ensuite apparition d’artefacts numériques tels que des oscillations
parasites [92]. La Figure [1|illustre le défaut de convergence qui peut s’opérer lorsque la quantité w?“
donnée par un schéma numérique ne satisfait pas une inégalité d’entropie discrete .

1 1
Num (Rus) e Num (Roe) e
Exact — Exact —
0,5 - 0,5 -
w w
0r 0r
_075 L | | _0,5 | | |
-1 -0,5 0 0,5 1 -1 -0,5 0 0,5 1

FIGURE 1 — A gauche (resp. a droite) résultat numérique donné par le schéma entropique de Rusanov
(Rus) [185] (resp. non entropique de Roe [149, Section 4.14]) pour 1’équation de Burgers définie par

f(w) = v

La simulation présentée dans la Figure utilise un cas test proposé dans [172], Section 5] pour lequel
la solution entropique de I’équation de Burgers se compose d’une onde de détente. Cette solution est
convenablement restituée par le schéma de Rusanov [I85] qui satisfait la stabilité entropique . En
revanche, le schéma non entropique de Roe [149, Section 4.14] donne une solution constituée d’une
onde de choc et d’une onde de détente. Il s’agit bien d’une solution faible de ’équation de Burgers car
elle satisfait les relations de Rankine-Hugoniot mais cette solution n’est pas entropique.

Par ailleurs, ce mémoire de these s’intéresse également a ’approximation numérique des systemes
d’équations hyperboliques équipés d’un terme source. Pour une fonction S : 2 —+ R™ et z : R — R une
fonction réguliere donnée, les versions avec terme source du systeme sont considérées sous la forme
suivante :

Bpw + Oy f(w) = S(w)dy2. (5)

Ces versions modifiées du systeme (|1)) sont par exemple utilisées pour décrire un écoulement en milieu
peu profond [32, 03] et qui s’opére sur un fond dont la topographie est modélisée par la fonction z
donnée. L’approximation numérique de leurs solutions repose également sur des schémas consistants
et qui vérifient une stabilité entropique discréte. Cependant, dans le cas de systéme d’équations avec
terme source de la forme , ces deux aspects doivent étre complétés par la propriété well-balanced.

La propriété well-balanced est un critere de précision supplémentaire qui assure la préservation
exacte des solutions stationnaires non triviales (i.e non constantes). Cette propriété prévient I’appari-
tion d’erreurs numériques qui peuvent largement fausser les résultats de simulation [19, [IT1], 112]. Ce
phénomene est illustré par la Figure [2] qui montre qu'un schéma numérique usuel commet une erreur
de positionnement et d’amplitude pour la simulation de solution stationnaire non triviale.
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FIGURE 2 — A gauche (resp. & droite) résultats numériques d’un schéma well-balanced (WB) (resp.
usuel) pour une solution stationnaire non constante des équations de Saint Venant avec terme source
de topographie [32, Section 3.2].

Le développement de schémas numériques stables, précis et qui approchent les solutions des sys-
temes hyperboliques ou est un champs de recherche tres actif illustré par la liste non exhaustive
de publications [7l, 22, 32, B4, [77, 06, 106], 118 125, 127, 137, 230]. Ce mémoire de these s’inscrit
dans ces recherches. La stabilité des schémas proposés est considérée au sens des inégalités d’entropie
discretes locales ou globales et la précision concerne des schémas du premier ordre dans le chapitre
well-balanced dans le chapitre [3et d’ordre élevé dans les chapitres[d et 5] Ces schémas stables et précis
sont principalement appliqués aux équations de Saint Venant, de Ripa et d’Euler qui sont rappelées
dans le chapitre [I] Les cinq chapitres de ce mémoire ainsi énoncés sont maintenant présentés a 'aide
d’un plan détaillé.

Plan détaillé et contributions

Chapitre [1] : Approximations numériques de systémes hyperboliques de lois de conserva-
tion

La section du premier chapitre introduit les systémes d’équations hyperboliques ainsi que les
inégalités d’entropie qui leurs sont associées. Dans cette section, la notion de probleme de Riemann ainsi
que le Lemme de Harten [I18] qui donne une expression de 'intégrale de = — w(x,t) sont également
rappelés.

Ces généralités sont ensuite illustrées dans la section [I.2] avec les exemples usuels des systémes
d’équations de Saint Venant, de Ripa et d’Fuler. Ces exemples montrent également l'influence du
terme source qui modifie d’une part les inégalités d’entropie et qui induit, d’autre part, des solutions
stationnaires régulieres non triviales.

Ce chapitre aborde par la suite les difficultés relatives a I'approximation numérique des solutions
des systemes hyperboliques non linéaires. En s’appuyant sur une bibliographie, le paragraphe
introduit formellement les notions de précision et de stabilité des schémas puis motive la recherche de
schémas précis vérifiant une stabilité entropique.

Ces éléments généraux établis, la section présente des schémas numériques usuels du premier
ordre. La plupart de ces schémas satisfont une stabilité entropique mais, en général, ils sont peu
précis. Ensuite, trois difficultés particuliéres liées a I’approximation numérique sont détaillées dans des
paragraphes dédiés.

D’abord, le paragraphe concerne la stabilité des schémas formellement d’ordre élevé. La biblio-
graphie exposée dans ce paragraphe montre d’abord une antinomie entre propriété de stabilité et ordre
élevé [32, [116] [137]. La levée de cette antinomie est 1'objet de nombreuses recherches et le paragraphe
[1.3:3] en propose une présentation organisée par types de méthodes numériques.



Le second aspect évoqué dans le paragraphe [1.3.4] est la difficulté induite par la discrétisation
temporelle. Les recherches bibliographiques synthétisées dans ce paragraphe montrent une nouvelle
fois un paradoxe entre précision et stabilité. Les méthodes explicites en temps sont précises mais
sujettes aux instabilités [I59) 230], alors que leurs homologues implicites sont stables mais peuvent
dégrader la qualité des résultats [230].

La derniere difficulté abordée dans le paragraphe est la discrétisation des systémes de Saint
Venant et de Ripa avec un terme source de la forme S(w)d,z ot z : R — R est une fonction réguliére
donnée. Ce paragraphe établit d’abord que la solution au probléme de Riemann n’est pas unique [145]
146, 208, 209] puis il détaille les conséquences de cette perte d'unicité dans le cadre des approximations
numériques. Le paragraphe[I.3.5] propose également un panorama des schémas numériques qui associent
stabilité entropique et propriété well-balanced.

Enfin, ce premier chapitre se cloture avec la section [I.4] qui présente la méthode des volumes finis
utilisée dans l'intégralité de ce mémoire. Les premiers paragraphes donnent ’expression d’un schéma
numérique volume fini consistant et conservatif puis ils décrivent une notion formelle d’ordre spatial.
Ces trois notions sont également complétées par la définition de stabilité entropique discrete. Ces
définitions sont ensuite illustrées par le schéma de Godunov [I06] puis par les schémas de type de
Godunov. Pour ces derniers schémas, le formalisme général est rappelé puis un cas particulier est
détaillé : le schéma de Harten Lax et Van Leer (HLL) [I18]. Cette attention portée au schéma HLL
est nécessaire car les recours a ses propriétés, et en particulier a sa stabilité entropique, sont nombreux
dans ce mémoire de these. Des extensions des définitions usuelles de consistances sont ensuite proposées
dans le paragraphe pour le cas des systémes avec un terme source de la forme S(w)d;,z.

Chapitre [2| : Solveurs de Riemann a deux états intermédiaires avec stabilité entropique
locale pour des systémes homogeénes

Le second chapitre propose des schémas numériques de type Godunov entropiques et définis par des
solveurs de Riemann constants par morceaux a deux états intermédiaires. Pour un systeme hyperbolique
homogene donné, les sections et établissent des conditions sur le solveur de Riemann qui
permettent d’obtenir, a I’aide de I'inégalité de Jensen, la stabilité entropique du schéma. Ces conditions
de stabilité ainsi que la relation de consistance intégrale sont par exemple formulées dans [I18] mais
I’originalité des résultats proposés tient a leurs introductions dans la phase de construction du solveur.

A partir de ces conditions suffisantes de stabilité entropique et de consistance, des équations quadra-
tiques sont proposées en Section et pour définir des solveurs de Riemann dédiés respectivement
aux équations de Saint Venant homogenes et d’Euler. Pour les deux systémes considérés, les proprié-
tés de stabilité du schéma HLL [I18] permettent d’établir que ces équations quadratiques admettent
toujours des solutions. Chaque solution donne naissance a un schéma numérique qui, par construction,
est consistant et entropique.

Ensuite, en Section les schémas proposés sont illustrés et comparés aux schémas standards a
I'aide de simulations numériques. Pour les cas tests usuels comme le tube & chocs de Sod [198], les
résultats produits par les schémas développés sont satisfaisants. Néanmoins, ces schémas nécessitent
parfois I'usage de limitations additionnelles qui assurent la robustesse dans les régions proches du bord
de .

Enfin, ce second chapitre s’achéve par la section [2.6] qui synthétise les résultats obtenus.

Chapitre [3| : Solveurs de Riemann well-balanced et a stabilité entropique locale pour les
systémes de Saint Venant et de Ripa

Le troisieme chapitre concerne I’approximation numérique des solutions des systemes de Saint
Venant et de Ripa tous deux avec un terme source de la forme S(w)dzz. Ce chapitre se divise en
quatre sections.

La premiere section [3.1] est consacrée aux équations de Saint Venant et elle débute par des rappels
sur les propriétés du systeme d’équations ainsi que sur les schémas de type Godunov. Un premier
résultat donné dans le paragraphe établit des conditions suffisantes de consistance, de stabilité



entropique discréte locale et de propriété well-balanced. Les deux premieéres conditions sont ensuite
utilisées dans le paragraphe pour déduire un systéme d’équations sous-déterminé qui définit un
solveur de Riemann a deux états intermédiaires constants.

Une premiere fermeture de ce systeme est proposée dans le paragraphe Cette fermeture
conduit a une équation quadratique dont le discriminant est paramétré par spr dans R qui désigne
formellement ’analogue discret de S(w)dyz. Ce parametre spr est choisi pour sa consistance mais
également pour assurer 'existence de conditions telles que le discriminant de 1’équation quadratique
soit positif. Ainsi, aprés résolution explicite de cette équation quadratique, le paragraphe [3.1.3| présente
un schéma de type Godunov consistant, entropique et well-balanced pour le lac au repos.

Une seconde fermeture est ensuite présentée dans le paragraphe [3.1.4] Cette seconde fermeture
généralise la premiere et elle conduit a deux équations quadratiques. Le discriminant de la premiere
équation est une nouvelle fois controlé par un choix consistant de spr. Le signe du discriminant
de la seconde équation est assuré, si nécessaire, par une technique de limitation additionnelle. Par
conséquent, ces deux équations quadratiques peuvent étre résolues explicitement. Chaque solution
donne formellement un schéma numérique consistant, entropique et le choix d’une solution particuliere
s’effectue selon le critére well-balanced. Ainsi, le paragraphe montre ’existence d’un schéma de
type Godunov consistant, entropique et well-balanced pour toutes les solutions stationnaires régulieres.

La seconde section est dédiée aux systéme de Ripa et elle se compose de trois sous-sections.

D’abord, le paragraphe [3.2.1] procéde a des rappels sur les propriétés du systéme d’équations ainsi
que sur ’approximation numérique des solutions. Ensuite, ce paragraphe donne des conditions suffi-
santes de consistance et de stabilité entropique pour un solveur de Riemann qui définit un schéma de
type Godunov.

Ces conditions sont appliquées dans le paragraphe [3.2.2] 4 un solveur de Riemann constitué de deux
états intermédiaires constants. Il en résulte trois équations et deux inéquations non linéaires dont la
résolution directe reste difficile.

Par conséquent, le paragraphe [3.2.3] propose un systéme d’équations non linéaires qui permet de
satisfaire les conditions énoncées précédemment. Sauf pour quelques cas particuliers, 'existence des
solutions au systéme d’équations proposé n’a malheureusement pas pu étre établie. Néanmoins, les tres
nombreuses résolutions conduites avec des méthodes usuelles de Newton ou de point fixe n’ont jamais
montré de défaut de convergence. Ainsi, 'existence des solutions au systéme présenté a 1’ouverture du
paragraphe est donnée sous la forme d’une conjecture. Ensuite, ce systéme est utilisé pour définir
un schéma de type Godunov consistant, entropique et well-balanced pour le lac au repos.

La troisieme section est dédiée aux expériences numériques et sa premiere sous-section concerne
les schémas numériques définis dans les paragraphes et pour les équations de Saint Venant.

Dans cette premiére sous-section [3.3.1] la propriété well-balanced pour le lac repos ainsi que les
transitions en zone séche-mouillée sont illustrées a l'aide du cas test usuel de l'ile immergée [98]. Les
résultats sont robustes et la propriété well-balanced est observée a la précision machine attendue.

La sous-section|3.3.1| propose également des tests et des comparaisons aux standards de la littérature
[13, 35, 93] en considérant les trois problémes de Goutal et Maurel [ITI]. Pour ces trois problémes, les
solutions numériques obtenues sont parfois localement mal positionnées et la propriété well-balanced
n’est pas vérifiée dans le cas des équilibres mouvants atteints apres régimes transitoires.

Enfin, les propriétés de stabilité des schémas proposés sont illustrées et comparées avec un cas test de
rupture de barrage [166] également détaillé en Sous-section[3.3.1] Pour ce cas test, les résultats produits
par les schémas des paragraphes et sont trés satisfaisants. En particulier, les discontinuités
des ondes de choc sont restituées avec tres peu de cellules.

La section [3.3]se termine par le paragraphe [3.3.2] qui illustre le schéma dédié aux équations de Ripa.
Le cas test considéré est une version modifiée de celui proposé par A. Chertock et al dans [58] et les
résultats obtenus demeurent convenables.

Ce troisiéme chapitre se conclut par la section [3.4] qui résume les démarches et les résultats obtenus.
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Chapitre [4] : Schémas d’ordre élevé, non limités et a stabilité entropique discréte globale

Pour un systeme hyperbolique donné, le chapitre [4| s’intéresse a la préservation des stabilités
entropiques discretes lorsque des montées en ordre des schémas numériques sont effectuées.

D’abord, la premiere section propose une définition de schémas numériques dissipatifs. En
complétant cette notion par une condition CFL, cette premiére section montre ensuite que si 'entropie
1 est suffisamment réguliére alors un schéma numérique dissipatif satisfait une inégalité d’entropie
discrete globale. Ainsi, les sections suivantes de ce chapitre proposent des schémas numériques d’ordre
élevé et définis pour satisfaire cette propriété de dissipation.

La section [4.2] concerne des schémas numériques explicites en temps, formellement du second ordre
et obtenus par une correction du schéma HLL standard [I1§]. Contrairement aux montées en ordre
usuelles exposées dans la littérature [55, 57, 94, 116], 182, 194], 196, 219], les schémas proposés n’utilisent
pas de techniques de limitations additionnelles. Ils s’expriment cependant a ’aide d’une séquence de
matrices (O} );cz dans My, ,(R) et dont le role est détaillé en Section

Apres introduction des sommabilités et des reformulations nécessaires, cette section (paragraphe
donne des contraintes sur les matrices (O} );ez en vertu de la propriété de dissipation attendue. Ce
paragraphe m propose également des expressions de (O );cz qui satisfont les contraintes énoncées.
Ainsi, et en utilisant la Section la stabilité entropique discrete globale des schémas du second ordre
proposés est établie dans le paragraphe [4.3.4]

La condition CFL utilisée dans ce dernier résultat n’est trés certainement pas optimale et elle
demeure tres difficile a utiliser en pratique. Néanmoins, et d’apres la sous-section[4.3.5] une relaxation de
cette condition CFL est possible au moins dans le cas linéaire et a condition d’utiliser une discrétisation

temporelle d’ordre élevé de type Runge-Kutta Strong Stablilty Preserving [107, 109} 110].

Ensuite, la section [4.4.1] généralise la structure d’ordre deux énoncée précédemment & un ordre k
quelconque. En s’appuyant sur des discrétisations consistantes, une application de cette généralisation
aux ordres trois et quatre est proposée en Section[d.4.2] Il en résulte des schémas numériques non limités
et paramétrés par des séquences de matrices (@io k)(i,k)EZX{gA} qui permettent d’obtenir la propriété
de dissipation.

Cette propriété est établie en Section a l'aide de contraintes qui restreignent le choix des
matrices (GiOk)(i,k)er{:%A}- Cette section montre également que ces contraintes peuvent étre satisfaites
et, par conséquent, les schémas non limités d’ordre trois et quatre proposés satisfont une stabilité
entropique discrete globale.

Enfin, la section [£.5] évalue les performances des schémas d’ordre élevé a l'aide de simulations
numériques et avec des paramétrages donnés en Section Le paragraphe concerne le second
ordre pour lequel I’équation de Burgers et le systeme d’Euler sont considérés. Pour ces deux cas,
plusieurs choix de matrices (O');cz sont proposés et des solutions régulieres puis discontinues [141], [198]
sont simulées. Dans le cas de solutions régulieres, et puisque les schémas n’utilisent pas de limitation
additionnelle, les ordres théoriques sont exactement retrouvés. Dans le cas de solutions discontinues, les
résultats sont satisfaisants mais variables selon le choix des matrices (O );cz retenues. En particulier,
une séquence de matrices génere tres peu d’oscillations parasites et semble assurer le principe du
maximum dans le cas scalaire.

Le paragraphe [£.5.3] est ensuite dédié aux schémas d’ordre trois et quatre pour lesquels 1'évaluation
est également conduite avec I’équation de Burgers et le systeme d’Euler. Des solutions réguliéres puis
discontinues sont une nouvelle fois simulées et les ordres sont présentés sous la forme de tableaux.

Dans le cas de solutions régulieres, les ordres théoriques attendus sont une nouvelle fois exactement
mesurés. Dans le cas de solutions discontinues, les résultats sont conformes aux solutions de références
mais ils présentent parfois des oscillations parasites d’amplitudes variables selon le choix des matrices

(O9%) (i.kyezx (3.4}

La section [4.6] conclut ce chapitre en récapitulant les résultats présentés.
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Chapitre [5| : Schémas d’ordre élevé, non limités et a stabilité entropique globale sur
maillages non structurés en dimension deux

Le cinquiéme chapitre propose les extensions bi-dimensionnelles sur maillages non structurés des
schémas numériques introduits dans le chapitre [4]

Tout d’abord, la section[5.1.1] présente les systémes d’équations hyperboliques ainsi que les inégalités
d’entropie dans un cadre bi-dimensionnel.

Ensuite, 'approximation numérique sur les maillages non structurés est détaillée a 1’aide d’une
bibliographie dédiée. Le paragraphe donne les écritures formelles des schémas numériques et des
inégalités d’entropie discretes puis il souligne les difficultés inhérentes soulevées par les maillages non
structurés. En particulier, 'approximation consistante des gradients est abordée dans le paragraphe
qui dresse un panorama des méthodes existantes. Par ailleurs, le paragraphe détaille les
pistes explorées pour articuler I’ordre élevé a une propriété de stabilité.

Enfin, la premiere section de ce chapitre s’achéve par le paragraphe qui présente la méthode
des volumes finis bi-dimensionnelle. Les notions de conservation, de consistance, d’ordre spatial formel
sont rappelées ainsi que la définition de stabilité entropique discrete. Un résultat technique d’intégration
par parties discrete est également donné.

Ainsi, cette premiere section donne le cadre nécessaire aux extensions des schémas numériques
mono-dimensionnels proposés dans le chapitre [d Puisqu’il s’agit de schémas d’ordre élevé, ces exten-
sions débutent par des approximations consistantes des gradients et des matrices hessiennes de w.

A T’aide d’une notion de maillage admissible définie en Section des approximations consis-
tantes des gradients et des matrices hessiennes de w sont respectivement établies dans les paragraphes
et Les approximations proposées sont linéaires, locales, consistantes et elles ne nécessitent
pas de technique de limitation additionnelle. Ces quantités discretes sont obtenues a 1’aide du Théoreme
de Green-Gauss puis par des réécritures consistantes des développements de Taylor. De tels stratégies
sont par exemple évoquées dans [28, 201] mais l'originalité des méthodes proposées tient & leurs ex-
pressions locales. Ces gradients et ces matrices hessiennes discrets sont ensuite utilisés en Section
pour définir des approximations des dérivées de la fonction composée f(w).

Les dérivées discretes de w et f(w) ainsi obtenues sont employées en Section pour définir
des schéma numériques explicites en temps, d’ordre deux et trois sur des maillages non structurés.
Les fluxr numériques associés aux schémas reposent sur une discrétisation d’ordre élevé des intégrales
des fonctions de flux puis sur des corrections dissipatives du méme ordre respectivement données
dans les paragraphes et Les corrections dissipatives dépendent d'une séquence de matrices
(@gk>(ij7k)egx (2,3} définies sur les arétes du maillage et qui sont destinées a assurer la stabilité des
schémas proposés.

Des contraintes sont donc établies a cet effet en Section laquelle propose également, dans les
paragraphes et des expressions de matrices (eiojk)(ij,k)egx{li}} admissibles. Ces expressions
permettent ensuite d’établir, sous condition CFL, 'existence de schémas numériques d’ordre élevé,
sans limiteur de pente, définis sur des maillages non structurés, explicites en temps et qui vérifient une
inégalité d’entropie discrete globale.

Ce résultat d’existence donné dans le paragraphe [5.4.3| repose sur un ensemble de parametres pour
lesquels des expressions explicites sont proposées. Il est cependant clair que ces expressions ne peuvent
pas étre utilisées en pratique. Par conséquent, la section dédiée aux expériences numériques débute
par un descriptif de mise en ceuvre.

Apres avoir détaillés la programmation des schémas, le paragraphe présente d’abord les
maillages utilisés pour les expériences numériques. Ces maillages se composent des grilles cartésiennes
uniformes, des maillages définis par des triangles structurés puis par des triangles non structurés gé-
nérés par le logiciel FreeFem,  [120]. Ensuite, le paragraphe donne des choix heuristiques pour
paramétrer les schémas d’ordre élevé ainsi qu'un critere de vérification de ces choix.

Les sections qui succédent au paragraphe [5.5.1] illustrent la précision et la stabilité des schémas
proposés avec des simulations numériques exclusivement dédiées aux équations d’Euler. Des résultats
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de simulations sont d’abord donnés pour des solutions régulieres [55, [199] puis pour des solutions
discontinues [136], [224].

Puisque les schémas proposés n’utilisent pas de limiteurs de pente, les ordres théoriques sont exac-
tement retrouvés. Une tres légere dégradation est toutefois observée numériquement pour le schéma
du troisiéme ordre sur des maillages non structurés.

La simulation de solutions discontinues donne des résultats acceptables. La stabilité entropique du
schéma, du second ordre est satisfaisante avec 'une des deux heuristiques proposées mais des insta-
bilités sont parfois observées sur les maillages non structurés. Le schéma du troisieme ordre facilite
I’apparition d’instabilités de Kelvin-Helmholtz, mais ses performances de stabilité demeurent fragiles
avec les heuristiques proposées.

L’ensemble des résultats établis sont enfin rappelés dans la section qui cloture ce cinquiéme
chapitre.

Publications

Les travaux présentés dans ce mémoire de theése ont donné naissance a trois publications. Elles
comprennent tout d’abord, un proceeding relatif au schéma entropique et well-balanced développé dans
le chapitre 3| (section |3.2]) pour les équations de Ripa. Il s’intitule

i) L. Martaud and C. Berthon. The existence of well-balanced entropy stable numerical scheme
for the ripa model with the topography source term. In Proceedings book. XXVII Congreso de
Ecuaciones Diferenciales y XVII Congreso de Matemdtica Aplicada, pages pp 89-96, July 2022

Ensuite, les schémas du second ordre présentés dans le chapitre [4f (sections et 4.3) sont publiés
dans 'article

i1) M. Badsi, C. Berthon, and L. Martaud. A family of second-order dissipative finite volume schemes
for hyperbolic systems of conservation laws. The SMAI Journal of computational mathematics,
9 :31-60, 01 2023

Enfin, les schémas du second ordre bi-dimensionnels définis dans le chapitre [5] sont I'objet de la
publication

ii1) L. Martaud. Global entropy stability for a class of unlimited second-order schemes for 2D hyper-
bolic systems of conservation laws on unstructured meshes. Journal of Computational Physics,
487 :112176, 2023

Bien que ces publications aient été acceptées, une lecture attentive récente a montré la persistance
de trois erreurs, chacune répartie dans un des trois articles. Ces manquements ne perturbent pas les
résultats principaux mais ils requiérent néanmoins quelques corrections.

Des dispositions ont d’ores et déja été prises en ce sens pour la publication ii). Un erratum
a été envoyé a l'éditeur de la revue et une version corrigée est disponible sur HAL a l'adresse
hal.science/hal — 03564325. Des dispositions seront également prises en ce qui concernent les publi-
cations 1) et iii).

L’ensemble des corrections nécessaires figurent dans ce mémoire de thése et par conséquent, quelques
différences mineures subsistent entre les articles i), i), #ii) et les chapitres

Par ailleurs, un article supplémentaire est en cours de rédaction. Cet article concerne les schémas
entropiques et well-balanced développés dans le chapitre |3 (section pour les équations de Saint
Venant. Il s’intitule

e L. Martaud and C. Berthon. Fully well-balanced entropy stable Godunov numerical schemes for
the Shallow Water equations with the topography source term. 2023.
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Chapitre 1

Approximations numériques de
systemes hyperboliques de lois de
conservation

1.1 Quelques propriétés des systemes hyperboliques de lois de
conservation

Pour un entier naturel non nul m, notons x la variable d’espace dans R et ¢ la variable de temps
dans RT. Considérons un systéme hyperbolique de m équations de conservations en une dimension
d’espace, d’inconnue w : R x RT — R™ et s’écrivant

T = ) ) Ra
{8tw+8f(w) 0, t>0, ze€ (1.1)

w(z,t=0) = wy(z).

L’inconnue w prend ses valeurs dans un ensemble convexe non vide €2 inclus dans R™, f : Q — R™
désigne une fonction de flux donnée. Cette fonction de flux f est supposée étre au moins de classe
C?(©2,R™). On suppose de plus que le systéme est strictement hyperbolique ce qui signifie que
la matrice jacobienne de f notée V f(w) est diagonalisable dans R pour tous w de 1’ensemble €2 et que
ses valeurs propres sont toutes de multiplicité un. A Dinstant initial, w est égale & wo une fonction
mesurable donnée de L} _(R).

Pour un systéme hyperbolique donné, si la fonction de flux f est linéaire, alors la solution de
ce systeme est connue et sa régularité est égale a celle de la donnée initiale wg. En revanche dans le
cas ou f est non linéaire et méme avec une donnée initiale wg réguliere, les solutions du systéme
peuvent admettre des discontinuités en temps fini. Dans ce cas, les solutions de ne sont en général
pas uniques [I38], 139, 143, 190]. 11 est admis dans ce mémoire de theése que les solutions du systéme
d’équations sont caractérisées par les inégalités d’entropies.

En notant -T l'opération de transposition usuelle de R™, une fonction convexe 1 : @ — R est
appelée entropie s'il existe G : Q2 — R une fonction de classe C1(2,R) appelé fluz d’entropie associé a
n et telle que

VG(w)' = Vn(w)TVf(w), YweQ.

Pour un couple entropie, flux d’entropie (n,G) donné, on admet que les solutions du systeme (|1.1)
vérifient une inégalité d’entropie qui s’écrit

on(w) + 0;G(w) < 0. (1.2)

L’inégalité ci-dessus est locale car a priori définie en tout point z mais il est possible d’obtenir une
caractérisation intégrale des solutions de (1.1]). En effet, 'intégration de I'inégalité (1.2)) selon la variable
x donne [’inégalité globale suivante :

/R@m(w(fc,t)) de <0, Vt>D0. (1.3)
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Les inégalités d’entropie locales ou globales spécifient les solutions de mais en général,
il est impossible d’obtenir une expression analytique de w(x, t). Toutefois, lorsque la donnée initiale wy
est constituée de deux constantes séparées par une discontinuité, le probléme de Cauchy devient
un probléme de Riemann. Dans ce cas et pour wy, et wr deux constantes de €2, wq s’écrit

wy, si oz <0,
= 1.4
wo(x) { wgR sinon. (1.4)

D’apres le Lemme de Harten [118] rappelé ci-dessous, il est possible dans ce cas de donner une expression
de l'intégrale de w.

Lemme 1.1.1 (Lemme de Harten [II8]). Soit f : Q@ — R™ une fonction de flur et notons
{1r(w)}yeqr, my Uensemble des m valeurs propres de V f(w). Soient wy, et wr deuz constantes de §2
et considérons le probléme de Riemann formé de l’équation (1.1) avec la donnée initiale (1.4). Soient

At >0, Az > 0 tels que
At

1
a)l = 5 1.
Az ol I(wa)l <5 (1.5)
ke{l,...,m}
La solution du probléme de Riemann (1.1))-(1.4)) vérifie
1 e wr, +wr At
AN A = — _ . 1.

Démonstration. En intégrant I’équation (1.1)) sur le domaine [—Az/2, Az/2] x [0, At], il vient

At %
0 = /0 /_A (Bw + Op f (w)) dadt,

Az A
2

= Az At

_ /_H w(z, At) dz — /_H w(z, t = 0) dz + /0 (F(w(asf2,1)) — fw(~2af2,1))) dt.
2 2

Sous la condition (1.5]), les égalités w(Az/2,t) = wg et w(—A%/2,t) = wy, sont satisfaites. Par conséquent,

en utilisant I'expression de la condition initiale du probléme de Riemann ((1.4), on obtient

Ax
O:/:w(a:,At)dm—A:U

T2

En divisant par Az > 0 I’équation ci-dessus, on déduit I’égalité (|1.6)). O

wr +WR + At(f(wr) — f(wr)).

Des extensions du systéme seront également considérées dans ce mémoire. Ces versions se
composent d’un terme additionnel appelé terme source. Pour z : R — R une fonction réguliere donnée,
indépendante du temps et S : Q@ — R™, les termes sources considérés se notent S(w)d,z. Dans ce cas,
I’extension du systeme (|1.1)) s’écrit

Orw + Oy f (w) S(w)dyz, t>0, xz€eR,
w(z,t=0) = wo(x).

(1.7)

Dans le cas d’'un systéme de la forme (|1.7), le Lemme de Harten n’est plus valide et seulement une
approximation de l'intégrale de w peut étre exhibée. Ce résultat est donné dans le lemme ci-dessous.

Lemme 1.1.2. Soient f : Q — R™ une fonction de fluz, z : R — R une fonction réguliére indépendante
du temps et S : Q — R™. Soient (wr,zr) et (wgr, zr) deuz constantes de 2 x R et considérons le
probléeme de Riemann

Ow + O f(w) = S(w)dyz, t>0, zeR,
w(z,t=0) = wr, sz. x <0,
wr  sinon.
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Soient At > 0, Ax > 0. En écrivant O la notation de Landau usuelle, w vérifie

1 5 (e, A1) d
— w(zx, T =
A -4

wr +wr At

1 At &t
5 X (flwr) = flwn) + 5 /0 /A S(w(w, 1)),z dedt + O(Az) + O(AL). (L.8)

Démonstration. En intégrant 1’équation sur le domaine [—Az/2, Az/2] x [0, At], il suit

At AT At pAE
N S(w(z,t))0pz dedt = / / (Opw + Oy f (w)) dadt,
0 -5F 0 _%
= [Tt anar— [T =0 det [ (Farn) - fuw(-20))
-5 -5 0

= [ el e - A [T (st ) - flu(-30/0)

2

Si At > 0 est suffisamment petit alors, pour tout ¢ dans [0, At], il existe des régions de 'espace localisées
autour de x = Az/2 et de = —Az/2 au sein desquelles la discontinuité située en z = 0 n’a pas d’effet.
Par conséquent, dans de telles régions, la donnée initiale est constante et w est réguliere. Comme la
fonction de flux f est également réguliere, un développement de Taylor du premier ordre en At et en
Az donne dans ce cas
f(w(Az/2,t)) = f(wr) + O(Az) + O(AY),
f(w(=22/2,t)) = f(wr)+ O(Az) + O(At).

En insérant les développements ci-dessus dans 1’égalité qui les précede puis en divisant par Az > 0, on
en déduit l'estimation (|1.8)). O

Le terme S(w)d,z donne également naissance a des solutions stationnaires non triviales. En ef-
fet, si les solutions stationnaires régulieres d’un systéme homogene (1.1) se résument & des solutions
constantes, les solutions stationnaires régulieres du systeme (1.7 vérifient

Op f(w) = S(w)0yz. (1.9)

Les solutions stationnaires définies ci-dessus feront ’objet d’une attention particuliére dans la suite de
ce mémoire de these.

1.2 Exemples de systemes hyperboliques

Cette section décrit des exemples usuels de systémes hyperboliques homogenes ou de systémes
avec terme source qui s’écrivent sous la forme ([1.7). Dans ce second cas, le terme S(w)d,z induit des
solutions stationnaires non triviales définies . Ce terme source modifie également les inégalités
d’entropie et les exemples ci-apres illustrent comment ces inégalités peuvent s’écrire dans le cas
de systémes avec terme source.

1.2.1 Le systéme de Saint Venant

Détaillées dans [32, 93], les équations de Saint Venant modélisent un écoulement d’eau en milieu
peu profond caractérisé par une épaisseur verticale faible par rapport a I’étendue horizontale. En notant
g > 0 la constante de gravitation, h(z,t) > 0 la hauteur d’eau et u(x,t) la vitesse dans R, les équations
de Saint-Venant sont données par

h hu 0
o, (m) + 0, (m? | 9’52> - (_gh> Dy 2. (1.10)



Dans le systéme ci-dessus, z : R — R décrit la topographie du fond sur lequel I’écoulement s’opeére.
Avec les notations introduites dans la section I'inconnue w, la fonction de flux f et le terme source
S s’écrivent dans ce cas

(hu)*  gh?
T2

w=(h, )T, f(w) = ((hu), )T, S(w) = (0,—gh)™. (1.11)

L’inconnue w prend ses valeurs dans l’espace convexe
Q = {(h,hu) € R?|h > 0, hu € R}.

Dans 'espace ) ci-dessus, h peut étre nul et dans ce cas la fonction f donnée par (1.11) n’est plus
définie. D’apres [15], [166], la convention admise dans ce cas est de considérer que si h est nul alors hu/n
est également nul. Par conséquent, la variable u se définit par
(hu) _
——=, sih>0,
U= h
0

, sinon.

Lorsque la fonction z est constante, le terme source s’annule et le systéeme devient homogene.
Dans ce cas le systeme de Saint Venant est strictement hyperbolique ce qui veut dire que V f(w) est
diagonalisable dans R et que ses valeurs propres sont de plus distinctes [165), [166]. Le systéme de Saint
Venant est associé au couple entropie, flux d’entropie (1, G) suivant :

(hu)®
20?2

U 2 2
n(w) = B I ) =

+ gh(hu), Yw € Q.
L’inégalité d’entropie associée au systéme s’écrit
on(w) + 0,G(w) < —ghudyz. (1.12)

D’apres 'inégalité ci-dessus, l'introduction du terme S(w)d,z dans les équations de Saint Venant
modifie I'inégalité d’entropie en ajoutant une quantité dépendante de z a droite de l'inégalité.
Selon les auteurs de [32, 93] et puisque 0,z = 0, linégalité peut se reformuler de maniére
équivalente sous une forme conservative qui s’écrit

O (n(’w) + ghz) + 0y (G(w) + g(hu)z) <0.

La modification de I'inégalité ([1.2)) n’est pas la seule conséquence du terme S(w)d;z dans les équa-
tions de Saint Venant ((1.10]). En effet, ce terme implique également I’existence de solutions stationnaires

qui vérifient
hu 0
Oy = Oy 2.
(') = ()2

En admettant une régularité suffisante, la résolution directe du systéme d’équations ci-dessus donne
les solutions stationnaires suivantes :

2
hu = cste, % + g(h + z) = cste. (1.13)

Ces solutions stationnaires sont aussi appelées états d’équilibres et parmi eux, le lac au repos fera
I’objet d’une attention particuliere dans la suite de ce mémoire de these. Cet état du lac au repos est
caractérisé par une vitesse u nulle. Dans ce cas, les solutions (1.13]) deviennent

u=0, h+z=cste (1.14)
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1.2.2 Le systeme de Ripa

Le systeme de Ripa est une version enrichie du systéme de Saint Venant qui décrit également la
température de ’eau. La hauteur d’eau et la vitesse sont respectivement notées h(x,t) > 0 et u(x,t)
dans R. A partir de ¢ : Rf — R une fonction positive, réguliére, bijective et de 6 : R x RT — R}, le
champs de température est ¢(0(z,t)) > 0. Avec ces notations, le systéme de Ripa s’écrit

h hu 0
O | hu | + 0, | hu? + w = | —ghg(0) | 0yz. (1.15)
ho hOu 0

Les quantités w, f(w), S(w) pour le systeme de Ripa s’écrivent
w = (h,hu,hH)T,

(hu)?  gh%p((h)/n) (hu)(hO)\T
flw) = ((hu), "=+ == )

S(w) = (0, —gho((h0)/n), O)T.

L’espace convexe dans lequel w prend ses valeurs est
Q= {(h,hu,he) ER*|h>0,hucR, ho> 0}.

D’apres [1,, [78], le systéme de Ripa ([1.15]) est strictement hyperbolique lorsque z est constante. Dans
[78], Desveaux et al proposent de contraindre la fonction ¢ avec les conditions suivantes :
s0/ (9)2 92

>0, ¢(0)—0'(0)+ ?go’/(H) >0, VOeRS.

Si ¢ vérifie les conditions ci-dessus alors les auteurs de [78] montrent que le systéme d’équations de
Ripa ((1.15) peut étre équipé d’une paire entropie convexe, flux d’entropie (1, G) donnée par
(hu)®

hu)?  gp((h0)/n h?
(Qh) L 99( - W G = o ghe((0)) (hu), Y € Q.

n(w) =

Les auteurs de [78] montrent également que les solutions de (|1.15)) vérifient 'inégalité d’entropie sui-
vante :

O (n(w) + ghp((h)/n) z) + 0, (G(w) + g ((h0)/n) (hu)z) <0.

Ainsi, Iintroduction de S(w)d,z dans les équations de Ripa (|1.15) transforme linégalité (1.2) en
une autre inégalité conservative mais dépendante de la donnée z. Le terme S(w)d,z entraine aussi
I’existence de solutions stationnaires qui vérifient

hu 0
O | hu? + 2220 | = | —ghg(0) | Dp2.
hfu 0

Les solutions stationnaires régulieres du systéme d’équation ci-avant se répartissent en deux familles.
La premiére regroupe les solutions stationnaires a vitesse non nulle vérifiant

2
hu = cste, 6 = cste, % + gp(0)(h + 2z) = cste. (1.16)

La seconde famille est une version du lac au repos pour les équations de Ripa ((1.15)). Elle contient les

équilibres a vitesse nulle obtenus en passant a la limite u — 0 dans les expressions ci-dessus. Cette
seconde famille d’équilibre s’écrit

u=0, 60=cste, h-+ z=cste. (1.17)
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1.2.3 Les équations d’Euler

Les équations d’Euler décrivent 1’évolution d’un fluide compressible et sont par exemple détaillées
dans [63] 88, [105]. Les grandeurs de ce fluide sont la masse volumique p(z,t) > 0, la vitesse u(z,t)
dans R, I’énergie totale pE(x,t) > 0 et p(z,t) > 0 la pression. Les équations d’Euler sont données par

p pu
O lpu|+0.| pu>+p | =0. (1.18)
pE (pE + p)u

Ces équations doivent étre accompagnées d’une relation de fermeture sur p appelée équation d’état.
Dans la suite, on adoptera le modele du gaz parfait. En notant « la constante adiabatique dans |1, 3],

p vérifie dans ce cas I’équation
2

_ (pu)
pw) = (v — 1)(pE 3, )
Le systéme (|1.18]) est homogene et les quantités w et f sont définies par

(pu)?
P

w=(p.pu pE)T, - f(w) = ((pu) +p(w), ((pE) + p(w))(p;))T.

L’espace des valeurs admissibles de w est
Q= {(p,pu,pE) €R3]p>0,pu€R,E—u2/2>O}.

Le systeme d’Euler est strictement hyperbolique [L05]. Les entropies associées au systéme d’Euler
(1.18) sont par exemple détaillées dans [22] [88|, [I38]. Elles reposent sur une fonction K : R — R telle
que

K'(y) >0, K'(y)—+K"(y) >0, VyeR

Pour une fonction K satisfaisant les inégalités strictes ci-dessus, les couples d’entropies (7, G) associés
au systeme d’Euler (1.18]) s’écrivent

n(w) = —pK(In(r/p)), G(w) = —(pw)K(In(r/p7)), Vw € Q.
Dans la suite, le choix K(y) = y est proposé et par conséquent le couple (1, G) s’écrit

n(w) = —pln(r)y), Glw) = —(pu) (/). Vo € .

1.3 Bibliographie de I'approximation numériques des systémes hy-
perboliques de lois de conservation

Ce mémoire de these est consacré a la construction de méthodes numériques approchant les solutions
du systeme ou du systeme et vérifiant des équivalents discrets de ou bien de .
La construction de telles méthodes constitue un champs de recherche tres actif depuis de nombreuses
années. Les criteres généraux, les méthodes explorées ainsi que les résultats obtenus sont maintenant
détaillés a l’aide d’une bibliographie.

1.3.1 Quelques généralités sur les approximations numériques

Les solutions des systemes homogenes ou leurs versions avec terme source sont approchées
sur des maillages du temps et de l'espace respectivement donnés par une séquence (t"),cn et un
ensemble d’interfaces (z; +1 )iez. Ces deux maillages sont supposés uniformes et les pas constants sont
respectivement notés At > 0 et Az > 0. A la date t" et sur chaque intervalle }J:Z_% Tyl [, la quantité
w(-,t") est approchée par un objet noté formellement w}* et pour lequel de trés nombreuses définitions
sont possibles. Il s’agit par exemple d’une quantité ponctuelle dans [92), 116} [184], d’une constante de
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R™ dans [32] 149, 211] ou bien d'un polynéme & valeurs dans R™ dans [7, 125 197]. Si t désigne
le premier instant discret alors w) s’établit & I'aide de la donnée initiale wp. Par conséquent, il faut

définir un schéma numérique qui permet d’obtenir (w?“)iez a partir de (wl');ez pour tout n dans

7
N. En notant F; 1 un flur numérique approchant formellement la quantité f (w(z; +1 ")), un schéma
2 2

dédié aux systemes d’équations homogenes (|1.1)) peut s’écrire

witt —wr Fipr = F ,
=0, VieZ.
At T Az L

Comme w;' et F; 1 sont des approximations respectives de w(-,t") et de f(w(xl +1 ,t"), il convient de
caractériser ’erreur commise a 'aide d’un criteres de précision.

Le critére de précision le plus usuel est la notion d’ordre [I8], 32, B3] [144] 219] mais I’étude biblio-
graphique menée ne montre pas 'existence d’une définition générale et unificatrice de cette notion.
Néanmoins, la notion d’ordre peut s’introduire formellement de la maniére suivante. Etant donnée une
quantification de l'erreur d’approximation, un schéma numérique est dit d’ordre k en espace si cette
erreur s’écrit formellement OAIHO(Axk). La notion d’ordre en temps se caractérise de la méme maniere
en substituant Az par At. Un schéma d’ordre spatial k est en général couplé a une discrétisation en
temps du méme ordre [16], 125, 194], 230]. Les discrétisations temporelles usuelles sont détaillées dans
[41, 102, 10§]. La construction de schémas numériques d’ordre élevé en espace se justifie selon au moins
deux axes.

D’abord et d’apres [148], les schémas du premier ordre introduisent artificiellement des artefacts
qui régularisent les solutions numériques calculées. Cette altération de diffusion numérique conduit
souvent a sous estimer les extrema de w. Il est admis que les montées en ordre corrigent au moins
partiellement ce défaut. La seconde motivation & la recherche de schémas d’ordre élevé est que, pour
une précision de simulation numérique donnée, travailler sur des maillages grossiers avec un schéma
d’ordre élevé est plus économique en ressource et en temps de calcul que de travailler sur des maillages
fins avec un schéma du premier ordre [168] 193], 210].

Malheureusement, sans précaution particuliere les schémas d’ordre élevé sont nécessairement oscil-
lants voire instables dans les zones de discontinuités [149] [193]. Un résultat célebre a ce propos est le
théoréme de Godunov [106] qui stipule qu'un schéma linéaire ne créant pas d’extrema est au plus du
premier ordre. Ainsi, la précision doit étre complétée de criteres de stabilités.

L’un des premiers critéres de stabilité d’un schéma numérique est la préservation du domaine Q qui
consiste a garantir que (w}');ez demeure dans € pour tout n dans N. Ce critére permet par exemple
d’assurer le sens physique des grandeurs calculées (pression positive, hauteur d’eau positive, etc). Dans
le cas d’une fonction de flux f linéaire ou bien de systemes linéarisés, la stabilité des schémas est parfois
conduite dans le cadre des fonctions de carré sommables L? munies d’une norme notée |-||,. Dans ce
”H)iez doit vérifier

cas, la séquence mise a jour (w;
Yol Ar <) flwy|]3 A

1EL 1€Z

Cette stabilité peut s’établir grace a l’analyse de Fourier-Von Neumann [53] [74] ou bien directement
algébriquement [75]. Dans le cas d’équations scalaires, la stabilité L? est aussi parfois complétée d’un
critere Total Variation Diminushing (TVD) [149)]. Ce critere TVD donne un controle sur les oscillations
numériques parasites mais est insuffisant sur le plan théorique [63].

La stabilité entropique généralise ces notions et consiste a montrer que la séquence mise a

jour (w?“)iez vérifie un analogue discret de (1.2). En notant G, 1 une approximation formelle de
2

G(w(x; n 1,1")), cet analogue discret s’écrit sous la forme d’une inégalité d’entropie discréte locale
2

donnée par

1 e

n(wpt) —nwp) | Giry ~Gie
+ <0,

At Ax
L’intérét des stabilités entropiques est double. D’un point de vue théorique d’abord, si on dispose
d’un schéma conservatif et consistant alors d’apres [I19], ce schéma peut converger vers une solution

Vi € Z. (1.19)
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faible de ([1.1)). Toutefois, la solution limite obtenue a convergence n’est pas nécessairement entropique
[61L 132]. D’apres le théoreme de Lax Wendroff [140, [149], ce caractére entropique peut se retrouver
a condition de retranscrire une stabilité entropique au niveau discret. D’un point de vue numérique
ensuite, une inégalité d’entropie discréte est un critére de stabilité fort et on peut citer [92] ou une
expérience montre qu’une stabilité entropique élimine plus d’artefacts numériques qu’'une stabilité L?
usuelle.

Les stabilités entropiques ainsi que la notion d’ordre sont valables sans distinction particuliere pour
les systemes homogenes et leurs versions avec terme source . En revanche l'introduction du
terme S(w)d, z et les solutions stationnaires qu’il implique nécessitent la définition d’une caractéristique
supplémentaire appelée propriété well-balanced.

Lorsque le terme source S(w)d,z est présent, la simulation numérique des solutions stationnaires
de doit étre tres précise [19, [IT1), 112]. Dans le cas contraire, les erreurs numériques peuvent
s’amplifier au cours du temps et rendre les résultats inexploitables. La notion de précision d’un schéma
numérique repose dans ce cas sur la propriété well-balanced. En notant S un ensemble de solutions de
a valeurs dans (2, un schéma numérique est dit well-balanced pour S, s’il préserve exactement les
états de S. C’est a dire,

si weS, VieZ, alors, w?“ =w, VieZ.

Un méme schéma peut par exemple combiner la propriété well-balanced et étre d’ordre élevé [48|
166, [170]. D’une maniére générale, un schéma numérique idéal serait d’ordre élevé en espace et en
temps, vérifierait 'inégalité d’entropie discrete et serait de plus well-balanced dans le cas de
S(w)dyz non nul. L’élaboration d’un tel schéma constitue un champs un recherche tres actif et les
sections a venir dressent ’éventail des résultats.

1.3.2 Les schémas numériques usuels du premier ordre

De trés nombreux schémas numériques localement entropiques et du premier ordre ont été proposés
pour approcher les solutions des systemes homogenes . S’il existe les E-schémas [36, [87) 149], les
schémas cinétiques [31, [134] et d’autres schémas décrits dans [99, 101, [123], la plupart des schémas
usuels peuvent se décrire avec la méthode des volumes finis. Dans cette méthode, w;' est une constante
de R™ qui vérifie formellement

wiNM/xylw(x,t)x, i € Z.

i3

Par construction et comme lillustre la Figure la séquence (w}');ez peut s’interpréter comme une
juxtaposition de problémes de Riemann locaux, chacun défini & une interface du maillage. C’est & partir
de ce constat que S. Godunov propose dans [106] un schéma numérique construit sur la donnée de
w(z, t"™ + At) qui désigne la solution exacte de la juxtaposition des problémes de Riemann. L’obtention
de cette solution exacte est en générale difficile voire impossible en raison des non linéarités de f.
Toutefois, apres résolution des problemes de Riemann, la séquence mise a jour (w?“)iez se déduit en
intégrant w(z,t" + At) sur l'intervalle ]l‘ii%,l‘wr% [.

La principale difficulté du schéma de Godunov [106] réside dans le calcul de w(z,t" + At). 1l
est possible de contourner cet obstacle avec des schémas de type Godunov qui s’appuient sur une
approximation de w(x, t"™ 4+ At). Le schéma de type Godunov le plus simple est celui de Harten, Lax et
van Leer (HLL). Introduit dans [118, [119], ce schéma vérifie une inégalité d’entropie discrete de la forme
(L.19). On peut aussi citer le schéma de Harten Lax et van Leer Contact preserving (HLLC) [213]. Ce
schéma, dédié aux équations d’Euler préserve exactement les ondes de contact stationnaires et satisfait
une stabilité entropique discrete locale. Une inégalité d’entropie discrete locale est également
vérifiée par le schéma détaillé dans [118] Section b.ii]. Ce schéma de type Godunov est construit pour
une capture précise des ondes de chocs.
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FIGURE 1.1 — A gauche, approximation constante par morceaux de w(-,t") sur le maillage spatial
défini par interfaces (7;,1);cz de pas constant Az > 0. A droite, juxtaposition dans le plan (z,t) de
2

problemes de Riemann autour des interfaces x, 1, x;
2

iad ou les zones d’influences des solutions sont
2

représentées en gris.

Enfin, il existe les schémas de relaxation [21, 32], [49] [64, 86] construits sur un découplage des
équations (|1.1f) via 'introduction de variables supplémentaires. Ces schémas de relaxation revétent des
caracteres implicites ou demandent des calculs tres techniques. Par exemple, la preuve de I'inégalité
d’entropie discrete dans [2I] nécessite d’établir une équation supplémentaire, 'existence de
fonctions implicites et enfin 'existence d’un minimum local.

Les schémas numériques usuels rappelés dans cette section sont tous du premier ordre. La section
suivante présente les pistes explorées pour conjuguer ordre élevé de résolution et propriétés de stabilité.

1.3.3 La stabilité des schémas d’ordre élevé en espace

La construction d’une méthode numérique qui articule la stabilité entropique et I'ordre élevé en
espace est une tache difficile qui s’illustre par exemple avec les citations ci-dessous.
"both high resolution and strong entropy enforcement, a task that seems self-contradictory”
A. Harten, 1982, [116].

"It is extremely difficult to obtain second-order schemes that verify an entropy inequality. "
F. Bouchut, 2004, [32].

"Methods that ensure the validity of local fully discrete entropy inequalities are still rare.”
D. Kuzmin, 2021, [137].

Néanmoins, la littérature foisonne de méthodes formellement d’ordre élevé en espace et satisfaisants
certains criteres de stabilité. Ces méthodes sont décrites dans les paragraphes ci-apres qui débuteront
par les deux paradigmes ADER et MOOD.

Proposés dans [212], les schémas de type Arbitrary high order DERivative (ADER) [46}, [62], 84 214]
215] se construisent par la résolution de problémes de Riemann généralisés. A la date ™, ces problémes
sont obtenus en considérant des polynémes d’ordre quelconque sur chaque cellule du maillage puis
leurs résolutions consistent & donner une expression de w(zx,t" + At). En incorporant la solution d’un
probléme de Riemann généralisé dans les flux numériques usuels [83], on obtient un schéma d’ordre
croissant avec le degré des polynémes employés. Néanmoins, les solutions analytiques de ces problémes
étant trés souvent inaccessibles, la résolution pratique est conduite avec un solveur implicite local
[84), 210)].

Le paradigme Multi-dimensional Optimal Order Detection (MOOD) [60, [79] contrdle a posteriori
la stabilité des schémas d’ordre élevé. A la date t™ et étant donné des critéres de stabilité C, on procéde
a une itération en temps du schéma d’ordre élevé. Si la solution candidate ainsi obtenue vérifie C alors
elle est retenue comme approximation a la date t"*!. Dans le cas contraire et tant que C n’est pas
vérifié, on réduit successivement et localement ’ordre du schéma pour générer une nouvelle solution
candidate. Comme les schémas du premier ordre vérifient a priori C la procédure itérative MOOD
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est nécessairement finie. Cette approche est par exemple appliquée dans [77] pour forcer une inégalité
d’entropie locale ([1.19)) et dans [207] pour préserver des domaine €. Le paradigme MOOD a aussi été
couplé aux méthodes ADER dans [I58] afin d’accroitre qualitativement la stabilité générale.

Dans son article fondateur [I06], S. Godounov utilise la projection standard L? pour obtenir un
schéma du premier ordre mais satisfaisant une stabilité entropique locale discrete de la forme .
L’idée suivie dans [33], 63, [65] est alors de construire des opérateurs préservant a la fois 'ordre élevé et
cette stabilité entropique. Une telle méthode est explicitement appliquée dans [63] pour les équations
d’Euler . Il en résulte une schéma du second ordre vérifiant une version discrete de toutes les
inégalités d’entropie associées aux équations d’Euler. Malheureusement, les principes de ces méthodes
sont implicites, trés non linéaires et intimement liés au systeme étudié.

Une autre idée est de conduire les montées en ordre en corrigeant les schémas du premier ordre
qui eux possédent une stabilité entropique locale ([1.19). D’abord sans analyse de stabilité dans [233],
c’est dans cet esprit que les schémas Monotonic Upstream-centered Scheme for Conservation Laws
(MUSCL) [219] et les schémas de A. Harten [I16] ont été introduits. Ces schémas sont formellement du
second ordre mais seules des preuves TVD dans le cas scalaire sont données dans [116]. Par ailleurs, les
auteurs de [22] [77, [174] montrent que les schémas MUSCL satisfont des formes incomplétes de stabilité
entropique. En notant 7; une approximation de n(wj'), ces premieres versions incompletes de
s’écrivent - G g

- m 1 — Y. 1
nw; At) L T i, Viel (1.20)

Le second ordre des techniques MUSCL est obtenu par I'introduction d’une reconstruction affine de
la solution numérique. Ses extensions naturelles sont les méthodes Essentially Non-Oscillatory (ENO)
et Weighted Essentially Non-Oscillatory (WENO) [117] qui produisent des schémas d’ordres croissants
avec le degré du polyndéme de reconstruction. L’originalité de ces schémas provient d’une reconstruction
polynomiale choisie pour limiter les oscillations parasites [94, 179, 193] 232]. Avec ce type de méthodes
des schémas d’ordre trois & cinq vérifiant un critere TVD [229] ou un critére de stabilité L? [29] ont pu
étre proposés. Pour autant, les reconstructions polynomiales sont fortement non linaires ce qui rend
souvent les méthodes (W)ENO hermétiques aux preuves de stabilité formelles. Par exemple le résultat
de stabilité L? de [29] repose sur des expériences numériques. Ce verrou est maintenant levé et plusieurs
schémas d’ordre élevé vérifiant certaines stabilités entropiques sont établis. Dans [230], Zakerzadeh et
al montrent qu’une famille de schémas d’ordre k dérivés des méthodes (W)ENO vérifient une inégalité
d’entropie discrete globale de la forme

o )A; 108 Ay < 0. (1.21)
1€EZL

De leurs cotés, les auteurs de [51, 57, [94] proposent des inégalités d’entropie semi-discrétes. Ces secondes
versions incompletes de (|1.19)) sont discrétes en espace mais continues en temps. Elles s’écrivent

; G,y 1 (-G, (1)

Enfin, un schéma numérique décrit dans [92] satisfait une version globale de I'inégalité ci-dessus donnée
par

t>0, VieclZ. (1.22)

d
T > n(wi(t))Az <0, t>0. (1.23)
1EZ

Les inégalités d’entropie de la forme ([1.21))-(1.22))-(|1.23]) sont obtenues par un couplage des reconstruc-
tions (W)ENO avec la stratégie des variables entropiques.

La stratégie des variables entropiques [47, 144} 205] repose tout d’abord sur la connaissance d’une
fonction ¢ : Q — R appelée potentiel entropique et vérifiant ¢ = VnTf — G. A partir d’un potentiel
entropique donné, la méthode des variables entropiques est ensuite fondée sur la détermination d’un
flux numérique F; 1 satisfaisant I’équation

(V(wit1) — VTI(W?))TE% = Y(wit) — Y(wi), Vi€ (1.24)
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Un flux numérique vérifiant I’équation ci-dessus donne automatiquement un schéma numérique conser-
vant ’entropie au niveau semi-discret. Cette conservation s’écrit sous la forme de I’égalité suivante :

i%n(wi(t))Ax =0, t>0. (1.25)

Néanmoins, un calcul direct et explicite de F; 1 a partir de (1.24) n’est pas toujours possible [200] et
demande nécessairement la connaissance du potentiel y. Ce potentiel est explicitement établi pour les
systémes usuels comme Saint Venant ou Euler, mais son obtention pour un systéme quelconque est
numériquement difficile [94]. Enfin, pour passer de la conservation de I'entropie a une stabilité
entropique semi-discrete , un flux numérique satisfaisant I’équation doit étre corrigé. Les
approches typiques en ce sens sont 'ajout d’un opérateur de diffusion [45] 511, [94] 205] ou bien une
utilisation judicieuse des conditions de bords [7, [44].

Dans le cadre des éléments finis Galerkin discontinus (Discontinous Galerkin, DG) |56} 195 [196], les
variables entropiques sont unifiées au formalisme plus large des opérateurs Summation By Part (SBP)
[7,[55]. Ce cadre théorique autorise des calculs semi-discrets analogues a ceux du continu ce qui simplifie
considérablement les preuves de stabilité. L’ordre du schéma se sélectionne ensuite simplement avec
le choix des fonctions de base des éléments finis considérés. C’est dans ce formalisme que des schémas
DG d’ordre deux a quatre satisfaisant des inégalités d’entropie semi discretes locales ou globales
(1.23]) sont respectivement présentés dans [137), [182] et dans [7} [45].

La méthode des éléments finis peut également servir de cadre pour les schémas numériques aux
résidus distribués (RD) [2, 69]. L’originalité de ces schémas repose d’abord sur la substitution de w
par une approximation au sein de la formulation faible des équations . Cette substitution permet
ensuite de construire un résidu distribué qui définit le schéma numérique et qui permet le calcul de
I’approximation considérée.

Plusieurs schémas RD monotones, d’ordre deux & quatre sont par exemple proposés dans [4] [6] mais
les résidus de stabilité présentés dans [3], 8, 9] permettent désormais d’obtenir une stabilité entropique.
En s’appuyant sur ces résidus et en notant t° la date initiale de simulation et tV la date finale, les
auteurs de [5] proposent par exemple un schéma RD d’ordre quelconque pour les équations d’Euler et
qui satisfait

S (M)A < 3 nw?)Ax. (1.26)

1E€EZL 1€EL

Le point commun de la reconstruction polynomiale et de la méthode des variables entropiques
est qu’elles utilisent toutes deux des limiteurs [4, 65 57, 94 116, 182 194, 196 219]. La recherche
bibliographique n’a pas montré ’existence d’une définition formelle de technique de limitation mais on
peut néanmoins citer I’exemple canonique des schémas MUSCL [219]. Les oscillations parasites générées
artificiellement par ces schémas sont contrdlées par un limiteur de pente ¢ vérifiant qb(r)|r < = 0 et
#(r)|r>0 < 2min (1,7). Une fois choisi, le limiteur est introduit dans ’approximation de la dérivée de
la maniere suivante :

n__

Ozw(w; 1,t") ~ qb(w’

=9
2

Vi € 7.

n n n
wi, Az ) Wit — W5

n n )
Az wi ) — wj Az

Par conséquent, une technique de limitation peut étre interprétée comme une correction ad-hoc forcant
une propriété de stabilité souhaitée. Le choix d’un limiteur n’est pas simple. Il dépend fortement du
probléme étudié et peut engendrer une dégradation de l'ordre théorique [16} 196l 227].

Ainsi, plusieurs champs sont explorés pour conjuguer discrétisation spatiale d’ordre élevé et stabilité
entropique. Selon la bibliographie présentée dans ce mémoire, des schémas numériques d’ordre élevé
vérifiant ne semblent pas exister et tres peu en vérifient une version globale donnée par .
Bien que plus faible, cette stabilité entropique globale a déja produit numériquement des solutions
ayant des comportements proches de celles présentant une stabilité entropique locale [49] 125 [127].

La tres large majorité des méthodes donnent naissance a des stabilités entropiques semi-discretes

(1.22))-(1.23]) ou incompletes ((1.20]). Cependant, des expériences numériques exposées dans [77] et dans
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[34] montrent respectivement quun schéma vérifiant une inégalité d’entropie incompléte ou semi-
discrete ne jugule pas totalement certains artefacts numériques. Ce constat contraint donc a travailler
avec des discrétisations temps et espace completes et avec des inégalités d’entropie de la forme ,
. Le transfert d’une stabilité entropique en temps discret constitue une difficulté majeure. Les
aspects et les causes de cette difficulté sont présentés dans la prochaine section.

1.3.4 L’obstacle de la discrétisation en temps

"In contrast, the entropy stability of explicit time discretization is by large an open problem”
T. Chen, 2020, [56].

Les discrétisations temporelles explicites sont intrinsequement contraires aux inégalités d’entropie
et sont donc sujettes aux instabilités [159, 230]. Le controle de ces instabilités est parfois possible
[16, 230] mais peut conduire a des conditions CFL tres restrictives voire rédhibitoires. D’une maniere
générale, la stabilité entropique discrete des schémas d’ordre élevé et explicites en temps est vérita-
blement problématique. Dans le cadre des schémas MUSCL et (W)ENO, cette thématique fait encore
aujourd’hui 'objet de conjectures [10, 230] et dans le cadre DG, elle n’est quasiment pas explorée [50].
Remarquons toutefois que si on dispose d’un schéma explicite d’ordre un en temps et vérifiant une sta-
bilité entropique discrete, alors on peut effectuer une montée en ordre temporel a l'aide des méthodes
de Runge-Kutta Strong Stablilty Preserving (RKSSP) [107, 109, 110]. Ces méthodes explicites sont
construites a partir de combinaisons convexes de discrétisations du premier ordre. En s’appuyant sur
la convexité des entropies 7, on peut alors montrer que ces méthodes RKSSP préservent les stabilités
entropiques [76, 230].

La discrétisation du temps peut en outre se réaliser avec des méthodes implicites [40}, 122, 137,
144], 197, 228] qui sont par nature plus stables que leurs homologues explicites [230]. Ces méthodes
demandent néanmoins a chaque itération en temps, la résolution d’un systeme d’équations non linéaires
couplant généralement toutes les inconnues du maillage. Elles entrainent de plus une augmentation
significative d’artefact comme la diffusion numérique ce qui peut dégrader la qualité générale des
simulations. Ces discrétisations temporelles implicites sont formalisées dans le cadre DG sous le nom
de Discontinuous Galerkin Space and Time (DGST). Dans ce formalisme, le temps est considéré comme
une variable d’espace supplémentaire [96, [125] 127] ce qui conduit & des estimations globales temps et
espace de la forme (|1.26)).

Enfin, des méthodes de discrétisations temporelles de type Runge Kutta ont aussi été proposées
pour transférer une inégalité d’entropie semi-discrete — vers une inégalité discrete globale de
la forme . Explicites dans le cas L? [133], ces méthodes requiérent néanmoins, dans le cas d’une
entropie 7 quelconque, la résolution d’une équation non linéaire a chaque itération en temps [I7§].

1.3.5 Le terme source de topographie

L’introduction d’une fonction z quelconque dans les équations de Saint Venant constitue une
difficulté réelle & 1’élaboration de schémas numériques approchant la quantité w = (h, hu)T.

La principale difficulté provient de ce que la solution du probleme de Riemann pour les équations
de Saint Venant n’est pas unique [145] [146]. Par conséquent, les simulations numériques peuvent
donc converger vers différentes solutions [34, [42]. L’étude du probléeme de Riemann avec une fonction
z discontinue est I'objet de plusieurs travaux dans lesquels des traitements différents des solutions
multiples sont avancés. Dans [I2] 'unicité est assurée par la continuité du débit hu alors que dans
[20] la conservation de la masse et des relations de Rankine-Hugoniot spécifiques sont employées. De
leurs cotés, les auteurs de [231] proposent de maximiser le taux de croissance de la quantité »*/2 + gh.
Enfin, d’autres maniéres de sélectionner une solution sont proposées dans [11], 59 1T4], [146]. Toutes ces
études produisent des méthodes numériques qui demandent malheureusement la résolution d’équations
fortement non linéaires a chaque itération en temps et pour chaque cellule du maillage. A partir de
ces constats et en notant w = (h, hu, 2)T, il demeure difficile de construire des schémas numériques

25



well-balanced et & stabilité entropique discrete pour le couple

(hu)* | gh® poay _ (hu)?
9% +7+ghz, G(w)— 2h2

H(w) = + g(hu)(h + 2). (1.27)
La littérature consacrée a ces schémas reste toutefois vaste. Les paragraphes ci-dessous en proposent
une présentation organisée en quatre catégories distribuées selon le critére de stabilité entropique.

Tout d’abord, la premiere catégorie se compose de schémas well-balanced pour lesquels aucun ré-
sultat de stabilité entropique n’est établi. La plupart de ces schémas [98| 103, 152 [165] 166, 175]
s’écrivent sous la forme de schéma de type Godunov tels qu’évoqués dans la section La propriété
well-balanced est alors assurée grace a des approximations constantes par morceaux et par une discré-
tisation judicieuse du terme source. D’autres schémas sont construits a partir de méthodes spectrales
[135] ot d’éléments finis [30) 151, 226]. D’une maniere générale, des montées en ordre de ces schémas
sont proposées [48] 103, 129, [135] 152} [165] [166].

Ensuite, la seconde catégorie concerne les schémas vérifiant une inégalité d’entropie semi-discrete
pour le couple (7, @) donné par . En notant QAZ 41 une approximation formelle de C?(u?(a:Z +1s ")),
ces inégalités s’écrivent .

G 1(t)—G,_
é%ﬁ@ﬁxt»‘+ 2 l
On peut alors inclure a cette catégorie, des schémas DG [100} 177, 223, 225] d’ordre élevé, well-
balanced pour le lac au repos et concus a partir d’'une version des opérateurs SBP décrits dans la
section C’est également dans cette seconde catégorie que se trouve la méthode de reconstruction
hydrostatique [I3]. Cette méthode est tres utilisée et repose sur une discrétisation du terme source
déduite d’'une analyse formelle des cas u < +/gh. Pour un flux numérique quelconque donné, elle
permet de restituer la propriété well-balanced pour le lac au repos [13, 14} 54]. Elle est de plus
facile a programmer [I3]. Malheureusement, un résultat de [I4] montre qu'une méthode numérique
construite avec les principes de la reconstruction hydrostatique ne peut donner naissance qu’a des
stabilités entropiques semi-discrétes. On peut enfin joindre a cette catégorie, des schémas well-balanced
pour des solutions stationnaires & vitesse non nulle [35], 93].

La troisiéme catégorie comprend des schémas vérifiant une inégalité d’entropie locale incomplete

de la forme

1
2 <0, t>0.

PN

71—

A} —aay) | 9

At Ax

De tels résultats ont d’abord pu étre montrés sur un schéma cinétique [14] well balanced pour le lac au

repos et ensuite sur des schémas de type Godounov. Dans ce dernier cas, on compte un schéma [15]

well-balanced pour le lac au repos et des schémas [23] 25, 26] well balanced pour un état stationnaire

quelconque .

Enfin, la derniere catégorie concerne des schémas well-balanced pour le lac au repos et présentant

une stabilité entropique discréte complete. Dans [32] 34], Bouchut et al proposent des schémas vérifiant
une inégalité d’entropie locale qui s’écrit

N =

< O(Az?). (1.28)

APty — ) | Yis

1
2 <. 1.2
At Ax <0 (1.29)

Ces schémas s’appuient notamment sur des techniques de relaxation et sont d’apres 'auteur lui-méme
complexes a mettre en ceuvre : "it is possible to obtain the solution explicitly. However we shall not
describe this in detail here, because this would be too lengthy", F. Bouchut, 2004, [32]. Enfin les auteurs
de [86l, [126] proposent des schémas well-balanced pour le lac au repos et satisfaisant respectivement
des estimations globales de la forme , écrites pour le couple (7, G’) donné par .
D’apres le panorama précédent, il est clair que la littérature regorge de méthodes pour approcher
les solutions des équations de Saint Venant . Si la propriété well-balanced a largement été exhibée,
la propriété de stabilité entropique est quant a elle plus rare et souvent incomplete. Ceci s’explique
certainement par la démarche de conception des schémas numériques qui s’articule d’abord autour du
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critere well-balanced, la stabilité entropique étant analysée dans un second temps. Cette seconde tache
est ardue compte-tenu du caractere non linéaire de I'entropie donnée par . On peut en outre
remarquer que I’étude bibliographique n’a pas montré I’existence d’un schéma numérique vérifiant une
inégalité d’entropie locale compleéte et well-balanced pour tous les équilibres .

Si on s’intéresse maintenant au systéme de Ripa alors comme précédemment, la solution au
probléme de Riemann n’est pas unique [208, [209]. En revanche la littérature consacrée a I’approximation
numérique des solutions de est moins riche que celle dédiée aux équations de Saint Venant. Les
schémas approchant les solutions du systeme de Ripa peuvent globalement se répartir selon
deux groupes. Le premier contient des schémas well-balanced n’ayant aucun résultat de stabilité. Ils se
répartissent autour des équilibres a vitesses nulles dans [T}, 95, [115], 124] 216] et autour des équilibres
mobiles dans [38]. Le second groupe concerne des schémas well-balanced pour le lac au repos, d’ordre
élevé et pour lesquels une propriété de préservation du domaine 2 est établie. Ces schémas se basent
sur des montées en ordre de type MUSCL [58| (186, 187], DG [131], 150, 176] ou bien (W)ENO [I81].
Plus récemment, la propriété well-balanced a été obtenue pour des équilibres mouvant avec des
schémas de type MUSCL [82].

D’apres la description ci-dessus, il est clair que des schémas approchant les solutions de (|1.15)) et
vérifiant une stabilité entropique font défaut. Il ne semble exister que deux schémas numériques dédiés
aux équations de Ripa et relatant des stabilités entropiques. Le premier, décrit dans [203], est
well-balanced pour le lac au repos et vérifie une inégalité d’entropie locale démontrée
seulement dans le cas ou z est constante. Le second, introduit dans [78] est well-balanced pour des
équilibres a vitesses nulles et satisfait une inégalité d’entropie incompléte de la forme .

Ainsi, énormément de pistes ont été explorées pour allier précision et stabilité des schémas numé-
riques. Cependant, la précision caractérisée par une discrétisation en temps explicite, des propriétés
well-balanced et des discrétisations d’ordre élevé en espace est contraire & la stabilité entropique sou-
haitée. Les chapitres suivants vont présenter des schémas du premier ordre explicites en temps, stables
et précis. Ces schémas vont étre élaborés a partir de la méthode des volumes finis et en particulier avec
des schémas de type Godunov [118] détaillés dans la prochaine section.

1.4 Approximations numériques avec la méthode des volumes finis

1.4.1 Meéthode des volumes finis

La méthode des volumes finis utilise d’abord un maillage du temps dans R™. Un tel maillage est
donné par une séquence (t"),en de pas uniforme At > 0 et qui vérifie

t0=0, t"T'=t"+At, VneN

Ensuite, cette méthode requiere un maillage de I'espace dans R défini par un ensemble d’interfaces
(7, 1)iez de pas uniforme Az > 0 tel que
2

Tl =2, 1 + Az, =T 1 + Azfa, Vi€ Z.

En s’appuyant sur ces interfaces, la notation C; désigne les cellules du maillage, chacune de longueur
Az > 0 et définie par 'intervalle ouvert |z, 1T 1 [ De la méme maniere, C; 1 désigne l'intervalle
ouvert |x;, it1].

Avec la donnée d’un maillage du temps et de ’espace, la méthode des volumes finis permet d’ap-
procher les solutions d’un systeme hyperbolique homogene de m lois de conservation en une dimension
d’espace de la forme

T = ) ) R7
{&/w—i—@f(w) 0, t>0, ze€ (1.30)

w(z,t =0) = wy(zx).

Tout d’abord, la donnée initiale wy est discrétisée a 1'aide d'une séquence (wY);cz dans R™ définie
par

1
w?) = ASU/CZ wo(x) dz, Vi€ Z.
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Ensuite, en considérant (w}');cz une suite d’éléments de R™ ainsi que x4 la fonction indicatrice d’un

ensemble A quelconque, il est possible de définir wa : RxN — R™ une fonction constante par morceaux
telle que

wa (z,t") = Zw?xgi (). (1.31)

1€EZ

Par construction, wa(x,t%) est une approximation constante par morceaux de la fonction wg qui
s'identifie & w(-,t). Ainsi, pour obtenir une approximation de w(-,t") pour tout n dans N, il est
suffisant de définir un schéma numérique permettant de calculer (wf“)iez a partir de (w}");ez. Une
définition d’un schéma numérique volumes finis est donnée ci-apres.

Définition 1.4.1.1 (Schéma numérique volumes finis conservatif). Soit I un entier et F : (R™)2+2) —
R™ une fonction de flur numérique continue. Soit u : R — R™ une fonction réguliére et notons

1
= € Z.
u; . /Cz u(z)dz, Vie

Un schéma numérique volumes finis approchant les solutions de (1.30) s’écrit

At

i i E (F(wgil, ...,wgl+l+1) — f(w?flfl, ...,ng+l)) y VZ c Z (132)

Un tel schéma est dit

i) conservatif ce qui signifie qu’aux contributions des termes de bord prés, la séquence (w?“)iez
vérifie
n+1 _ n
Zwi Az = sz‘ Az.
i€z i€Z
i1) consistant si le flur numérique F vérifie F(w, ...,w) = f(w), pour tout w dans €,

ii1) d’ordre k si, pour une interface Titd fixée, le flux numérique F vérifie également
F(wicpy ooy Wigi41) = f(u(ﬂ:z+%)) + O(Az").

L’écriture conservative est entierement définie par la donnée de F. Le caractére conservatif
est usuel et ne sera pas davantage détaillé. Le lecteur intéressé pourra se référer a [104, Chapitre 3]. La
condition de consistance décrite dans la Définition m) assure que le schéma volume finis
préserve les constantes de {2 qui sont des solutions du systéme homogene . La notion d’ordre
spatiale de la Définition mz) est une formulation forte et formelle de la notion introduite dans
[32, Proposition 2.6]. D’autres définitions d’ordre spatial sont possibles et le lecteur intéressé pourra par
exemple consulter [I8]. Comme il n’y a pas de confusion possible, la notation F, 1= F(wi gy ooy wity )

sera désormais employée et par conséquent (|1.32)) se lit

At
wt = Wk

i i *Afx(]:wl*fif

2

1 ), Vi € Z.
2

Avec les éléments ci-dessus, il est possible de définir la stabilité entropique discrete d’un schéma
numérique volumes finis ([1.32)) de la maniére suivante :

Définition 1.4.1.2 (Stabilité entropique discréte). Soit un systéme hyperbolique de la forme ((1.30)
équipé d’un couple entropie, flur d’entropie (n, G) et dont les solutions vérifient une inégalité d’entropie
de la forme

on(w) + 0;G(w) < 0.

i) Soient ! un entier et G : (Rm)@l”) — R une fonction continue. La fonction G est dite consistante
avec G st

G(w, ..,w) =G(w), Yw e Q.
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1) Un schéma numérique volumes finis (1.32)) approchant les solutions de (1.30) est dit a stabilité
entropique locale pour le couple (n,G) s’il existe une fonction G consistante avec G et telle que

77(“’?“) —n(wy}') G(wp -'-7w?+l+1) —G(wiy_q, wzn+l>
At Ax

Dans ce cas, la fonction G est appelée flux numérique d’entropie.

ii1) Un schéma numérique volumes finis (1.32)) approchant les solutions de (1.30)) est dit a stabilité
entropique globale pour le couple (n,G) si

<0, VieZ. (1.33)

n+1 o n
S ) )
€L At

n

Comme cela ne porte pas a confusion, la notation QH% = G(w!,, ...

conséquent l'inégalité d’entropie discrete ((1.33)) se lit désormais

;Wi q) est adoptée et par

n(with) —nwr)  Yirl — Yol
At + Az <0,

L’un des premiers schémas numériques volumes finis vérifiant une inégalité d’entropie discrete ((1.33))
est le schéma de Godunov introduit dans [106] et dédié aux systémes d’équations homogenes.

Vi € Z.

1.4.2 Schéma de Godunov

Pour un systeme hyperbolique homogene donné, considérons la séquence de problemes de Riemann

posée sur les intervalles (C; 1);ez et définie par
2
ow+ 0, f(w) = 0, tet™t"+At], xeC1,
2
g 4 Vi € Z. 1.34
w(z,t =1t") = nwl S% TS Ty (1:34)
wj,, sinon,

La construction du schéma de Godunov s’articule autour de I’étude des problémes de Riemann ci-dessus
et elle est constituée de deux étapes distinctes détaillées ci-dessous.

La premiere étape d’évolution consiste a résoudre les problemes de Riemann en supposant
qu’ils n’interagissent pas entre eux. En notant {ux(w)}c {1,.,m} L'ensemble des m valeurs propres de
la matrice V f(w), cette indépendance des problemes de Riemann se traduit par une contrainte sur
At > 0 qui s’écrit

S ma g (u)| <

Ax ae{ii+1},
ke{l,...m}

‘ (1.35)

N

Lorsqu’elle est satisfaite, I'inégalité ci-dessus permet d’étudier comme une juxtaposition de
probléemes de Riemann indépendants chacun posé a une interface. Par conséquent et pour ¢ fixé, la
solution d’un probleme de Riemann localisé autour d’une interface z, 1 ne dépend que des
quantités w]' et w}, ; situées de part de d’autre de l'interface. Ainsi, pour ¢ dans Z donné et en
définissant la fonction

=21

Wt?, V([B,t) € CZ-{-% X [0, At],

il est possible d’écrire la solution de ([1.34) de la maniére suivante :

f:ﬂr% : (.’E,t) =

(i,2,t) —~ U)R(f;:_ (z,0),wi, wity), Y(i,x,t)€Zx Ci+% x [0, At].

1
2
Par définition et a i fixé, la fonction (x,t) — wr (-, w, w}, ) vérifie

wi si ox <z

WR (é’;:_% (:L'a 0)7 w’?? w;n-'rl) = { wn ' Sinon
i+1 ’

1,
+2
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Cette fonction vérifie également le Lemme de Harten rappelé en Section [I.I] et qui donne I’égalité
suivante :

1 n
Az /Ci+1 wr (€, 1 (0, A, wf' wiy) do = = =H — T (F(wfy) = f(w)). (1.36)

De plus, puisque les constantes sont trivialement solutions des systemes d’équations homogenes, il
résulte
w']g(f’?_’_l({ﬂ,t),w,w) = w, Vw € Rd- (137)
2

Avec la collection des solutions wg (-, wj',w}, ), on dispose par construction d'une approximation de
w(-,t) pour t dans [t",t" + At]. Cette approximation est notée wa g : R x [t",t" + At] = R™ et s’écrit

().

waR (@, t" +1) =Y wr (€, 1 (1), w 2+1)XCH_1
1€Z

A partir de Pexpression ci-dessus, la seconde étape de projection du schéma de Godunov consiste en une
projection L? de wa R (-, t" + At) sur I'espace des fonctions constantes par morceaux. Cette projection

conduit & I'expression de (w]™);ez qui suit
1
witt = Az / war(z, t" +At)dz, VieZ (1.38)
T

*1 est seulement

Plus précisément, pour une cellule C; donnée et en vertu de (1.35)), la quantité w;'
influencée par les deux problemes de Riemann situés aux frontieres de la cellule. Par conséquent pour

tout ¢ dans Z, il suit

1 Ti 1 Tipd
Wt = = / wr €y (e M) wiyuf) de 5o [ (€ (A0, 0 wik) dr. (139
1

-2
11 est possible de récrire le schéma de Godunov ci-dessus sous une forme conservative telle que proposée

dans la Définition [1.4.1.1| Cette reformulation équivalente est par exemple conduite dans [I18] et donne
I’expression du flux numérique suivante :

f‘i—‘r% = f( (0 w wz+1))

En s’appuyant sur 1’égalité ((1.37]), la consistance du flux numérique ci-dessus est immédiate. Le schéma
de Godunov ([1.39)) satisfait également une inégalité d’entropie rappelée dans le lemme ci-apres.

Lemme 1.4.2.1 (Stabilité entropique locale du schéma de Godunov). Soit un systéme hyperbolique
homogéne de d lois de conservation muni d’un couple entropie convere, flux d’entropie (n,G) et dont
les solutions sont approchées par le schéma de Godunov . Un tel schéma satisfait une inégalité
d’entropie discréte locale qui s’écrit

n(wp ™) —n(y) | Glwr(07,wf, wiy)) - Gwr(0 wiy,wf)) _
At Ax —

Vi € 7. (1.40)
Démonstration. Par construction, (z,t) — wa g(z,t" +t) vérifie I'inégalité
At
/0 /c (On(war) + 0:G(war)) dzdt < 0.

En considérant la fonction wa définie dans (1.31)) et en exploitant 'égalité wa z (-, t") = wa(-,t"), il
suit

At
/0 /O (Om(war) + 0:.G(war)) dzdt
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At At
= /C n(wAR(a:,t"H))d:L‘—/ n(wA(x,t”))dx—i—/ G(wAﬁR(x;rl,t))dt—/ G(wAR(x::l,t))dt,
i 0 2 0 2

2

At At
— /C n(war(z, ")) dz — Azn(w!) —I—/O G(wA,R(x;r%,t)) dt — /0 G(wA,R(x:r_%,t)) dt.

i

(1.41)
Les quantités G (wA,R(x;r 1,t) et G (wAR(xj_ ;,t)) du calcul ci-dessus désignent respectivement les
limites ’ ’
G(war(z,t)) vy Gluar(e;i,t), Glwar(t) E— G(“’A,R(l“j_%,t))
ac<a:i+; x>zi7;

D’apres [118, 204], il est admis que ces limites existent. En utilisant I’expression des solutions des
problemes de Riemann wg, ces limites sont alors constantes et on en déduit

At At
/0 G(wA,R(x;%,t))dt:/o Glwr (0™, Wl wh, ) dt = AtG (wr (0wl wl,,)).

Comme un calcul similaire peut étre conduit pour les quantités situées aux voisinages de x, 1, on
2

obtient a l'aide de ([1.41) I’égalité suivante :

At
L L Gmwar) + 0.Gwsr) ardt = [ nlwa(e. ) de - Arn(u)
+  AtG(wr(07,wl, wp ) — AtG(wr (0T, w1, w})).
(1.42)
Selon [I73], I'inégalité de Jensen demeure vraie pour les fonctions convexes définies sur un espace
convexe 2 inclus dans R™. Comme 7 satisfait les conditions requises, ’application de ce résultat a la

définition ((1.38) donne
1
n(witt) < Az /c n(war(z,t" ) dz.

En combinant 'inégalité ci-dessus a (1.42) puis en divisant par At > 0, on déduit que la séquence
nH1).cz mise & jour par le schéma de Godunov satisfait

1
zn—H) — U(w?) G(wR(O_’ wznvwﬁl-l)) B G(MR(0+7M?—1’ wzn

At Az
L’inégalité ci-dessus correspond a la forme annoncée. D’apres , il suit immédiatement la
consistance G(wR(Oi,w,w)) = G(w) et par conséquent est une inégalité d’entropie discrete
locale ce qui conclut la preuve. O

(w

n(w

) <.

Le schéma de Godunov présenté dans cette section satisfait une inégalité d’entropie donnée par
mais est conditionné a la détermination des solutions wg des problemes de Riemann .
Malheureusement, 1’obtention de wg est en général tres difficile voire impossible. C’est a partir de
ce constat que se batissent les schémas de type Godunov qui reposent sur une approximation de wg.
L’élaboration et quelques exemples de ces schémas de type Godunov sont décrits dans les sections
suivantes.

1.4.3 Schéma de type Godunov pour des systémes d’équations homogenes

Pour un systeme hyperbolique homogene donné, considérons la juxtaposition de problemes de
Riemann . Pour un indice ¢ de Z fixé, un schéma numérique de type Godunov consiste a substituer
la solution exacte wg décrite dans la section [1.4.2] par une approximation. Cette approximation est
une fonction appelée solveur de Riemann approché et elle est notée w : R x R™ x R™ — R™. Par
construction, on dispose d’une séquence de solveur (w(, w?,wﬁl))i ¢z, €t on impose que ces solveurs
n’interagissent pas entre eux. Cette contrainte de non interaction illustrée par la Figure [I.2] se traduit
par une condition restrictive sur le pas de temps appelée condition CFL de non interaction.
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FIGURE 1.2 — Juxtaposition dans le plan (z,t) de solveurs de Riemann autour des interfaces x, 1,

2

z;, 1 ou les zones d’influences de chaque solveur sont représentées en gris.
2

Comme un solveur de Riemann est une approximation de wg, il doit vérifier certaines conditions qui
sont détaillées dans la définition qui suit.

Définition 1.4.3.1 (Solveur de Riemann pour les systémes hyperboliques homogenes). Pour (i,n)
dans 7 x N, notons
. T iy
S i
Soit W : R x R™ x R™ — R™. La fonction W est appelée solveur de Riemann si les conditions suivantes
sont satisfaites.

L V(@,t) € Gy 1 x [0,

i) Il existe At > 0 tel qu’'une condition CFL de non interaction est satisfaite.

i1) La fonction w est localement intégrable selon sa premiére variable :
€ w(Ew,v) € Ly (R), Y(w,v) € (R™)?
ii1) La fonction W est consistante ce qui s’écrit
w(&,w,w) =w, VY(w)eRxR™ (1.43)

iv) Lorsque qu’une condition CFL de non interaction est satisfaite, la fonction w vérifie une relation
de consistance intégrale qui s’écrit

L Wl AL
E/o, lw( fes (@A), wi wiy) do = —— Ao (Fit) = F(p). (1.44)

k)

Avec la donnée d’un solveur de Riemann satisfaisant la définition ci-dessus, on dispose d’une ap-
proximation de w(-,#"*1). En effet, d’apres , la relation de consistance intégrale (|1 impose
I’égalité entre la valeur moyenne du solveur de Rlemann w et la valeur moyenne de la solutlon exacte
wp. Un schéma de type Godunov se construit ensuite en projetant chacun des solveurs sur I'espace
des fonctions constantes par morceaux. Comme une condition CFL de non interaction est satisfaite, la
quantité w;" "+l egt uniquement influencée par les deux solveurs de Riemann situés aux frontieres de la
cellule Cj. Par conséquent pour tout ¢ dans Z, un schéma de type Godunov se lit

1

1 Zi 1
witt = An / @(ff_%(l‘, At),wi g, wi') dz + 7/ P w (&l 1 (w, At), wi, wi ) da. (1.45)
1

2

Il est possible de récrire un schéma de type Godunov sous la forme conservative de la Définition [[.4.1.1]
Cette réécriture est proposée dans le lemme ci-dessous.

32



Lemme 1.4.3.1 (Forme conservative des schémas de type Godunov). Considérons un schéma de type
Godunov (1.45)) construit a partir d’un solveur de Riemann w satisfaisant la Définition |1.4.3.1. Soit
F: (R™)2 - R™ telle que

n o,.n flwiy) + f(wf) Azr , n 1 Tigr -
Flwt,wiv) = - 2 C4AL (wia —wi’) + E/ w(ﬁw%(% At), wi', wilyy) dz

Z.
z+§

- IAL . w( i+%($’ )7w7j7wi+1) Z,
(1.46)
Les assertions suivantes sont vérifiées.
i) F est un flur numérique consistant.

i1) Le schéma de type Godunov (1.45)) se récrit de maniére équivalente sous la forme conservative

sutvante :
At
w . J—

i 7 Kx
Démonstration. La fonction F st visiblement continue et sa consistance se déduit immédiatement de
Iégalité ((1.43). Par conséquent F est un flux numérique. Puisqu’une condition CFL de non interaction
est satisfaite, on peut scinder les intégrales figurant dans (1.45)) afin de récrire un schéma de type
Godunov sous la forme

Wit = wf = S (F(wf wlyy) = Fwly,w)), Vi€ (1.47)

1 Titl 1 Ti
1 - _
witl = AT /m 2 ;L+%(x, At), wi, wil ) dz + Az /le w(§f_%(m,At),w?,1,w?) dzx

[N

1
2

1 1
2Az (&1 (x, At), wit g, wi' — BE™ | (x, A), wh, W
T %Az /c D&y (2 A, wiy, wyl) do+ o /ci+1w(§l+ (z, At), w}, wl ) da

1
2 2

1 T_L 1 Tit1
— oa Ry A et de - g [ (e Al b

En insérant la relation de consistance intégrale (1.44)) dans I’égalité ci-dessus, il suit

1 Tipl 1 Ti
wptt = M/I * ZF%(%AUM?»W?H) dx + E/z w(ﬁ?_%(%ﬁt),w?_pw?) dx

1, w? TA 1w i A
o (P - () — Fp ) ) + 5 (U = R (fwl) - f(w)))

1 T, L 1 Tit1
- 2Ax/mi_12 w(fl."f%(x,At),w?_l,w?) dz — m/m+ w(&?Jr%(x:At)vw??w?-i-l) dz.
T2

En utilisant I'expression de F donnée dans (|1.46|) dans l’expression ci dessus, on en déduit la forme
conservative ([1.47). Comme l'implication réciproque se montre en remontant les calculs précédents,
ceci termine également la preuve. O

D’apres la définition , un schéma de type Godunov est entierement défini par la donnée du
solveur de Riemann qui lui est associé. On peut aussi remarquer que le schéma de Godunov exposé
dans la section [I.4.2]est un cas particulier des schémas de type Godunov obtenu en posant @ = wg. Le
solveur de Harten, Lax et van Leer [I18] est un autre exemple usuel de solveur de Riemann approché.

Introduit dans [I18], le solveur de Harten Lax et van Leer (HLL) s’inscrit dans la Définition |1.4.3.1
Comme le montre cette définition, un solveur de Riemann répond a des criteres qui sont tous localisés
autour d’une interface x; 1 ayant a sa gauche un état wi' et a sa droite un état wj, ;. Ainsi, pour

alléger les écritures et sans perdre de généralité au propos, on peut donc poser les notations

1 =0, w'=wr, w;=wg. (1.48)
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Avec ces notations, détaillons maintenant le solveur de Riemann HLL. Considérons {uux(w)}yeqr, . my
Iensemble des m valeurs propres de la matrice V f(w) puis deux réels différents A\, Ag de part et
d’autre de l'interface représentées sur la Figure [[.3] et tels que

AL < i o) < o) < AR. 1.49
p< o (W) < ol pe(Wa) < AR (1.49)
ke{l,...,m} ke{l,...m}

A gauche (resp. a droite) du cone illustré par la Figure et défini par (A1, Ar), le solveur de Riemann

HLL vaut wy, (resp. wg). Dans le cone (Az, Ag), le solveur est constitué d’'un état constant noté wHtl,
t
--------------------- 2 At
HLL
AL w A\
wr WR
x
0

FIGURE 1.3 — Solveur HLL standard [I18] autour d’une interface localisée x = 0 et représenté dans le
plan (z,t).

Ainsi, le solveur de Riemann HLL, noté @™ (- wr, wg), est défini par
T
AP
wr, S1 AL = L
T
@M () At wp, wg) = § W st AL < E < Ag, (1.50)

si Ap < —

WrSLOAR At

En utilisant la définition précédente et si on impose la condition CFL de non interaction suivante :

At _ 1
Ao - 1.51
0<ag{1%>§%}| A S5 (1.51)

alors, on peut scinder l'intégrale du solveur (1.50) sur le domaine [—Az/2, Az/2] comme suit :

Az Az
1 (% _gL 1 /ALN 1 /ARN HLL 1 /T
— At der = — d — d — d
AL _%w (x/At,wr,wg) dx Ao A wy, dx + Az o T+ s /\RAtwR x,

= 72 N ()\R A ) + Ax ()\LwL )\RwR).
(1.52)

La quantité w équation ci-dessus est inconnue mais se détermine avec la relation de consistance
intégrale (|1.44] . Cette relation appliquée au solveur - produit I'unique expression de wHM
qui est donnée par

HLL de 1’

HLL __ ARWR — ALwy, o f(wgr) — f(wr)
AR — AL AR — AL
Avec la définition ci-dessus, il est facile de vérifier que le solveur HLL est consistant au sens de
et qu’il est intégrable selon sa premiere variable.
Un schéma de type Godunov construit a partir du solveur HLL est nommé par abus de
langage schéma HLL [118]. Ce schéma satisfait une inégalité d’entropie discréte locale démontrée dans
le lemme suivant.

(1.53)

34



Lemme 1.4.3.2 (Stabilité entropique locale du schéma HLL). Soit un systéme hyperbolique homogénes
de m lois de conservation en une dimension d’espace de la forme

(1.54)

ow+ Oy f(w) = 0, t>0, z€eR,
w(z,t=0) = wy(x).

Le systéme d’équations ci-dessus est muni d’un couple entropie conveze, flur d’entropie (n,G) et ses
solutions vérifient une inégalité d’entropie de la forme

on(w) + 0,G(w) < 0. (1.55)

Si les solutions de (1.54) sont approchées par un schéma de type Godunov (1.45|) associé au solveur
HLL (1.50) alors le schéma numérique satisfait une inégalité d’entropie discréte locale de la forme

n(w ) — n(w?) n i1 —Yit

)

< =
At Az =0 Vi€

Démonstration. Pour simplifier les écritures, les notations (1.48) sont adoptées. D’apres [I1§], si un
solveur de Riemann satisfait I’inégalité suivante :

ﬁ /_ A (@ (z/ At wr, wr)) de < W”L)J;”(“’R) - %(G(wR) — G(wy)),

alors il existe un flux numérique d’entropie G tel que le schéma de type Godunov associé au solveur
vérifie une inégalité d’entropie discrete. Par conséquent, I'objectif est de montrer que le solveur HLL
satisfait I'inégalité ci-dessus. Un calcul analogue a (|1.52) donne

1 % ~HLL n(w[/) + n(wR) At HLL
- A pu— R — — -
Ar ) s n(w™"(x/At,wr, wr)) dz 5 + ACE<)\R Ap)n(w™")

+ %(ALU(WL) — Arn(wr)).

En considérant les deux résultats précédents, on doit donc montrer I'inégalité large n(wHth) < pHLL

avec
pHLL _ Arn(wr) — Apn(wr)  G(wr) — G(wr)
AR — AL AR — AL
L’intégration de I’équation sur le domaine [0, At] x [—Az/2, Az/2]  jointe a la donnée initiale du
probléeme de Riemann donne

(1.56)

2

At pAE
0 :/0 /_M (Brw + 0 f(w)) dadt,
Az

= [ ) @) et [ (7o) ~ f(w(-2e/2.0)) i
SR 0

AL At ARAL > %
:/ wy, do + w(zx, At) dz + wgr dr — (/ wr, da:—i—/ ’U)Rd:I})
—% AL At ARAt —% 0

+ At(f(wr) — f(wr)),

ARAL
— [ w(z, At) doe + A\ Atwy, — ApAtwr + At(f(wr) — f(wr)). (1.57)
ALAL

En introduisant le résultat précédent dans la définition de w"™ donnée par (1.53]) on obtient

HLL 1 Andt At) d 1.58
W = e L, e A ar (1.58)
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ou pour rappel A\, < Ar. Comme 7 est convexe, I'inégalité de Jensen décrite dans [I73] permet alors
de déduire

(whly <1 / T (w(e, AD) do (1.59)
! = D= 0)At fae T ‘ '

Or, w(x, At) est la solution exacte de (1.54)) et vérifie I'inégalité d’entropie ((1.55). En intégrant cette
inégalité sur [0, At] x [—Az/2, Az/2] un calcul analogue & ([1.57)) produit 'inégalité suivante :

. /ARAtn(w(xjAt)) da + ApAtn(wr) — ArAtn(wg) + At(G(wr) — G(wr)).

AL At
Finalement, avec cette derniére inégalité associée a ((1.58)-(|1.59)), on peut déduire
1 /ARAt 1 ARAL
HLL
w = — w(x, At)dr) < 7/ w(x, At)) dx,
n™) = (5 m  a P@ANd) < s [l AY)

< 2mn(wr) = Apn(wr)  G(wgr) — G(wr)
- AR — AL AR — AL ’

ce qui termine la preuve. m

Les schémas de type Godunov donnés dans cette section sont seulement valables pour les systemes
d’équations homogenes de la forme ((1.54)). La section suivante expose la construction des schémas de
type Godunov pour le cas des systemes hyperboliques avec terme source.

1.4.4 Schéma de type Godunov pour des systéemes d’équations avec terme source

Soit z : R — R une fonction réguliere et indépendante du temps. Considérons tout d’abord la suite

de réels (z;);cz telle que
1
zi = Ax/ciz(x)dx’ Vi € Z.

Pour un systeme hyperbolique donné, considérons ensuite la séquence de probléemes de Riemann posée

sur les intervalles (C; 1)iez et définie par
2

Ow+ Oy f(w) = S(w)dyz, te™ "+ AL, z¢€ C¢+$a
noogi 4 Vi € Z. 1.60
w(r,t=1") = { :}l S? TS Tip ’ (1.60)
w}, sinon,
Considérons enfin la séquence (6?+ 1 )iez d’éléments de R™ telle que
2
1 At
n . n .
i+% = m/o /C‘+l S(w(x,t +t))8mz dzdt, VieZ.
T2

D’apres les sections et si une condition CFL de non interaction est satisfaite, alors la
séquence de problémes de Riemann ([1.60)) peut s’étudier comme une juxtaposition de problemes de
Riemann locaux et distincts. Dans ce cas, pour ¢ dans Z fixé, le Lemme de la section montre

qu’une solution de (|1.60|) vérifie

1 w;' + wi At
Ar /C ) w(x, t" + At) dz 5 A (f(wity) — f(wi))
o (1.61)

+ A8 +O(AT) + O(A).

Si la quantité GZF , est connue, alors aux termes d’erreur O(Ax) et O(At) pres, 'équation ci-dessus

s’identifie & une relation de consistance intégrale. Par conséquent, il est d’abord nécessaire de définir

une approximation de 6;.; 1.
2
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Définition 1.4.4.1 (Approximation consistante de (G?Jr;)iez)- Notons b = (w, 2)T dans R™*1. Soient
2

I un entier, & : (RMT1)2H42 _y R of (G0

Z+1)i€Z une suite d’élément de R™ telle que
2

& Sy " Ri+l — Zi .
ST 1 = Z(U}?_l, “'7w?+l+1)Tx7 Vi € 7.

Pour i dans Z donné, la quantité Sﬁl définie ci-dessus est dite consistante avec 6?+1 st
2 3

(@, ..oy ) = S(w). (1.62)

Avec la définition précédente, il est désormais possible de construire une relation de consistance
intégrale approchée en négligeant les termes d’erreur O(Az) et O(At) dans . Cette relation
associée a des criteres supplémentaires permet de définir un solveur de Riemann pour les problemes de
Riemann de la forme (|1.60)).

Définition 1.4.4.2 (Solveur de Riemann pour les systemes hyperboliques avec terme source). Notons
W = (w,2)T dans R™TL. Pour (i,n) dans Z x N, notons également

T—=T;p 1

2

Soit (§f+1)iez une suite d’élément de R™ satisfaisant la définition de consistance|l.4.4.1. Une fonction
2

W RxR™H xRM™TL 5 R™ est appelée solveur de Riemann pour les systémes hyperboliques avec terme
source st les conditions suivantes sont satisfaites.

i) Il existe At > 0 tel qu’une condition CFL de non interaction est satisfaite.

1) La fonction w est localement intégrable selon sa premiére variable :
£ (€W, 0) € L (R), Y(b,9)e (R
ii1) La fonction W est consistante ce qui s’écrit
W€, W, W) =w, V() eRx R

iv) Lorsque qu’une condition CFL de non interaction est satisfaite, la fonction W vérifie la relation
de consistance intégrale suivante :

1 ~ (¢n ATL AT _ w?—i_wszrl At n n amn
k)

La littérature [25, 32, 38| 05, 151 203] consacrée a 'approximation numérique des solutions des
systemes de la forme fait apparaitre plusieurs définitions de consistance. La définition proposée
ci-dessus forme une condition suffisante a la définition de consistance suggérée dans [32, Eq 4.17] et
elle dégénere vers la Définition lorsque la séquence (z;);cz est localement constante.

Avec la Définition [1.4.4.2] un schéma de type Godunov pour les systemes d’équations de la forme
s’obtient en projetant chacun des solveurs sur ’espace des fonctions constantes par morceaux.
Comme une condition CFL de non interaction est satisfaite, la quantité w"+1 est seulement influencée
par les deux solveurs de Riemann situés aux frontieres de la cellule C;. Amsi, pour tout ¢ dans Z, un
schéma de type Godunov pour les systémes hyperboliques avec terme source s’écrit

1

1 T
W = M/ W(Er ) (2, At), B, dx+—/ (€ (@, AL 7, 0y ) de. (1.64)
1 2

2

Il est possible de réécrire un schéma de type Godunov défini ci-dessus sous une forme qui fait apparaitre
un flux numérique. Cette réécriture est détaillée dans le prochain lemme.
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Lemme 1.4.4.1 (Schémas numériques volumes finis pour les systémes hyperboliques avec terme
source). Considérons un schéma de type Godunov (1.64]) construit a partir d’un solveur de Riemann
W satisfaisant la Définition |1.4.4.2. Soit F : (R™TH2 5 R™ telle que

F(op, or ) = —~

fwl)+ flw?) Az n 1 o
5 4At(wi+l_wi)+m/$

1 1‘1+% , n A ~T AT d
— TAt " ’LU( . %(.:U, t),wi,wi_;’_l) X,

En considérant la séquence (S’;_l)iez satisfaisant la Définition |1.4.4.1), le schéma de type Godunov
2

(1.64)) se récrit de maniére équivalente sous la forme

At . . At A .
P =l — — (F(P, @) ) — F (i, 00) + 7(S" L+ S;"g%), Vi € Z. (1.65)

w .
7 1 Azr 7 i+3

A

Démonstration. En considérant la relation de consistance intégrale qui inclue la séquence (S?+ 1 )iez et
2

qui est donnée dans ((1.63)), la preuve se méne avec les mémes calculs que ceux utilisés dans la preuve

du Lemme [[.4.3 1] O
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Chapitre 2

Solveurs de Riemann a deux états
intermédiaires avec stabilité entropique
locale pour des systemes homogenes

Ce chapitre propose des schémas de type Godunov pour approcher les solutions d’un systeme
hyperbolique homogene de m lois de conservation qui s’écrit

{8tw+8xf(w) = 0, t>0, zeR, (2.1)

w(z,t=0) = wo(x).

Le systéme ci-dessus est muni d’une entropie convexe 7 associée a un flux d’entropie G qui vérifie
VG(w)T = Vn(w)T'Vf(w). En conséquence, les solutions du systéme vérifient une inégalité
d’entropie de la forme

om(w) + 9,G(w) < 0. (2.2)

Les schémas de type Godunov proposés sont définis par des solveurs de Riemann constants par
morceaux qui possedent deux états intermédiaires. Par conséquent, ces schémas sont comparables au
schéma HLLC [213], aux schémas de relaxation |21} [32] ou encore au schéma de [I18, Section b.ii]. En
effet, les schémas décrits dans [21), 32 213] et dans [I18], Section b.ii] sont également définis par des
solveurs de Riemann a deux états intermédiaires et ils vérifient tous une stabilité entropique discrete
locale. En revanche, le schéma [I18] Section b.ii] nécessite la détermination de deux constantes pour
lesquelles les auteurs ne donnent pas de formule de calcul. Comme le choix de ces constantes n’est
pas simple, 'utilisation pratique de ce schéma peut parfois étre problématique. La mise en ceuvre des
schémas [21], B2, 213] est accessible mais la démonstration de I'inégalité d’entropie discréte demeure
délicate.

L’idée développée dans ce chapitre est I'introduction d’une condition suffisante de stabilité entro-
pique des la détermination du solveur de Riemann. Ainsi, par construction, le schéma de type Godunov
résultant contient la stabilité entropique recherchée ce qui simplifie considérablement les preuves.

2.1 Condition suffisante de stabilité entropique locale

D’apres la Section [1.4.3] un schéma de type Godunov approchant les solutions de (2.1 est défini
par la donnée d’un solveur de Riemann @ : R x R™ x R™ — R™ qui satisfait la Définition [1.4.3.1] Avec
cette donnée et en considérant la notation

L&yl

Ty (x,t) > ——2,
Syt (@)= — ey

4 V(i,n,x,t) € Z x Nx]z;, x;41[x [0, At],
2

un schéma numeérique de type Godunov s’écrit

1 ¥ Tird
'U};H_l = Ax /:E ) w(é{i%(fﬂ, At)aw;'n—lvwzn) dz + / ’ w( ?+%(x7At)7w?7w?+l) d. (23>
i-3
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D’apres le Lemme [1.4:37T] le schéma numérique ci-dessus se récrit sous une forme conservative qui
s’écrit

At

el

avec un flux numérique défini par

Wit = wf — S (Fwl wlyy) — Flwl,wh)),

f(w?Jrl) + f(w;n) Az n n 1 T n n n
2 - AAL (wi+1 —w; ) + m/ ’LU( iJr%(wvAt)awi 7wi+1) dz

Z.
z+§

F(w} wznﬂ)

1

— 1/mi+% w(ET 1 (z, At), w]', wi ) dz.
2At Sy, it3 v

Un schéma numérique ainsi rappelé définit la séquence mise a jour (w?“)iez or, comme le montre la
Section [1.3.1] cette séquence doit satisfaire des propriétés de stabilité. Par conséquent, la proposition
ci-dessous donne une condition suffisante a la stabilité entropique locale.

Proposition 2.1.1 (Condition suffisante a la stabilité entropique locale [I18]). Soit un schéma de type
Godunov (2.3) défini par un solveur de Riemann w : R x R™ x R™ — R™ qui satisfait la Définition

11.4.5.1. Si le solveur de Riemann vérifie

1 Ti+1 B n(wn) + n(wn 1) At ‘
E/x. DDE, y (o, A0, wf wy)) do < TELZ U 2 (G ) - G(al), VieZ,

(2.4)

alors le schéma de type Godunov (2.3) associé au solveur satisfait une inégalité d’entropique discréte

et locale de la forme

n(with) —n(wy) | ey ~ 94

< ; .
avec,
_ Gwp)+Gwp) Az . . 1o -
Jivg = 2 T AAG (n(wir) —n(wi')) + TAt/x 1 n(w(§i+%(az, At), wl, wl)) dz
T2
L[ aer A noa™ ) d
_ 2At~/:vz U(w(§i+%($, t),wi,wi+1)) T
(2.6)

Démonstration. Comme une condition CFL de non interaction est satisfaite, on peut scinder les inté-
grales figurant dans (2.3) et comme 7 est convexe, I'inégalité de Jensen donne

n(w]*)

IN

1 T1 n . 1 2 )
2Ax /ml ’ n(w(£z+%($v At)a w?’wi—i-l)) dx + m/z ) 77(10(57_%(% At), w?_l, w?)) dx
i-3

71 “ (T n n 1 Titl ~ (N n n
" ons /x M(BE (@ At) wity, wf)) do + /x n(@(&, 1 (z, At), wi', wiy,)) do

1 1
i—1 2 2

1 T, 1 o " " 1 T oo
- 2A$L ’ n(w(gifé(x7At)7wi—l7wi )) dz — 2ACU/I U(w( i+l(x7At)7wi ’wi+1)) dz.

. 2
i—1 i+1

En utilisant la condition (2.4)) dans l'inégalité précédente, on obtient

n(w]*) <
L/Ii*% n(@(Er 1 (z, At),wl, wi ;) dz + L/x n(@(& 1 (z, At), w1, wy')) da
2Agj " i+% ) s Wiy Wit 2AIE T 1 i_% ’ P T

2
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Ln(wiy) +n(wi) At n n
+ §< 9 T Ax (G(w]) — G(wiLy)) )
Lm(w?) +n(wily,) At n n
+ 5( 5 T Ax (G(wiyy) — G(w])) )
1 xi_% (€T At n ) d 1 T (€T At n n d
- m ~/:Ei_1 U(w(fl,%(% )7wi—17wi )) L= E/z U(w( Z'Jr%(x? )7wi 7wi+1)) €.

i+

En réorganisant les termes ci-dessus a l’aide de la définition ([2.6]), on obtient I'inégalité (2.5). Comme
la consistance de G avec G se déduit immédiatement de la consistance de solveur de Riemann explicitée
dans (|1.43)), il résulte que ([2.5)) est une inégalité d’entropie discréte ce qui termine la preuve. O

L’inégalité est déja formulée dans [118, Théoréme 3.1] mais elle est souvent considérée comme
un résultat & établir. C’est a dire que pour un schéma de type Godounov donné, il faut démontrer
que le solveur de Riemann associé satisfait . Si une telle preuve existe pour le cas particulier du
solveur HLL (voir le Lemme , elle est malheureusement souvent technique a obtenir en général
[24].

La nouveauté développée dans ce chapitre réside dans 1'utilisation de des la phase de construc-
tion du solveur de Riemann. Ainsi, les schémas de type Godunov résultants contiennent directement
les éléments suffisants a la stabilité entropique recherchée. Cette démarche leve donc une partie des
difficultés liées aux preuves de stabilité et elle est maintenant appliquée a un solveur de Riemann
constant par morceaux défini par la relation de consistance intégrale.

2.2 Solveur de Riemann a deux états intermédiaires, consistant et
entropique

Pour un systéme hyperbolique homogene ([2.1)) donné, I’ensemble des m valeurs propres de la matrice
V f(w) est noté {pe(w)}tyeqr, my et les notations suivantes sont adoptées :

t"=0, z,,1=0, w' =wr, w;=wg. (2.7)

De part et d’autre de Uinterface ci dessus, deux réels différents sont considérés. Il sont notés Ay et Ap
et ils vérifient

i o) < o . 2,
AL < Lnn tk(wa) < ol pi(wa) < AR (2.8)
ke{l,...,m} ke{l,...m}

Avec ces définitions, la condition CFL de non interaction s’écrit

At
0 < max |\

= <z 2.
ae{L,R} Axr — 2 (2.9)

De plus, avec un troisieme réel v* donné et tel que Ap < v* < AR, il est possible de définir d1, et dr de
la maniere suivante :

v* — )\L )\R —v*
0 =——>0, dp=—">0. 2.10
L )\R — )\L > U, R )\R — )\L > ( )
Enfin, les quantités w™ " et nHl respectivement dans R™ et dans R sont définies par
WHLL _ ARWR — Arwr f(wr) — f(wr) (2.11a)
AR — AL AR — AL
HLL _ Arn(wr) — Apn(wr)  G(wr) — G(wr) (2.11b)
)\R — >\L )\R - >\L

D’apres la Section on rappelle que si les inégalités (2.8)-(2.9) sont satisfaites alors

U(wHLL) < ,r]HLL )
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Les solveurs de Riemann choisis sont constants par morceaux et possedent deux états intermédiaires
dans (R™)? respectivement notés w}, et wp. Ces solveurs de Riemann illustrés par la Figure sont
notés w(-,wr,wr) : R — R™ et ils s’écrivent

x
i — <\
wy, Sl AL = L
x
wz si )\L < E S ’U*,
w(x/At, wr, wRr) = . (2.12)
wp st vt < AL < Ag,
x
WR si )\R < E
t *
AL ;v AR
N --," ---------- - At
wy, ;o wp
wiy, ,', WR
r
x
0

FIGURE 2.1 — Solveur de Riemann approché constitué de deux états intermédiaires constants wj et
wj, représentés dans le plan (x,1).

L’objectif est de déterminer les états constants (w},w}) de (R™)? en vertu de la relation de consis-
tance intégrale et de I'inégalité ([2.4]).

Lemme 2.2.1. Soient wy, wgr deux états constants de 2. Soit un schéma de type Godunov
approchant les solutions de (2.1) et défini par un solveur de Riemann w(-,wr,wr) de la forme .
Soit (n,G) un couple entropie convexe, flur d’entropie associé au systéme . Supposons que la
condition CFL de non interaction est satisfaite et considérons les quantités &p, o, wHt, nHLL
respectivement donnés par —. Les assertions suivantes sont vérifiées.

i)

i)

Si
i /_; w(xr/At,wr, wr) dz = w - g(f(wR) — f(wy)), (2.13a)
ﬁ /_; n(w(z/At,wr, wg)) do < W _ % (G(wr) — Glwy), (2.13b)

alors les états intermédiaires wi et wh du solveur de Riemann (2.12) vérifient m équations et
une inégalité respectivement données par

Spwh + dpwhy = will, (2.14a)

IN

rn(wy) + drn(wy) < nh. (2.14b)

Réciproquement, si les états intermédiaires wi et wi du solveur de Riemann (2.12)) sont définis
par le systéme d’équations (2.14al) sous la contrainte (2.14b|) alors le solveur de Riemann satisfait

les conditions ([2.13]).
Le systéme d’équations (2.14a) contraint par l'inégalité (2.14b) admet toujours au moins une
solution donnée par

wh = wh = wi (2.15)

Dans ce cas, le solveur (2.12) dégénére vers le solveur HLL standard rappelé en Section .
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Démonstration. Pour un solveur de la forme (2.12)), si la condition CFL ([2.9) est satisfaite alors le
membre de gauche de 1’égalité (2.13a]) s’écrit

1 i
Ar _; W (x/At,wr, wg) dx
1 AL At 1 v* At . 1 ARAL . 1 %
= — w daH——/ w dx—i——/ w dw—i——/ wg dz,
Az /_A; L Az Jx At L Az Jynr Az Japat "
ALAt 1 At At 1 ARAt
— - = Y * Bl WRR A PO - )
( A, T 2)wL+ Ax(v L)wi + A:z:( Rr— V) wh + (2 s Jwr
Ainsi, I'égalité (2.13a)) se réécrit de maniere équivalente sous la forme
ALAt 1 At At 1 ApAt
- =v Y * = (\p — vH)w - —
( A, T 2)wL+ Ax(v L)wi + A:c( R—U )wR+(2 Az Jwr

wy +wg At

= S (f(wn) - f(wn)).

L’introduction des quantités dr,, dr et wHY respectivement données par — dans 1’égalité
ci-dessus, permet d’obtenir ’expression équivalente .

Concernant 'inégalité , la structure du solveur de Riemann @ ainsi que la condition
CFL permettent de déduire que le membre de gauche de I'inégalité @ s’écrit

1 i
Ar _;n(w(:r/At,wL,wR))dx
1 [roat 1 vrat 1 [ArAt 1 A
= — dr + — 7)de+ — %) dr + — d
s /_AQI n(wr,) x+Ax //\LAt n(wy) :z;—i-Ax /U*At n(wg) x—l—Ax /)\RAtn(wR) x,
. ALAE 1 At « At « « 1 ARAt
= A +§)T7(7~UL)+E(U —An)n(wy) + o (Ar —v )n(wR)+(§ s )n(wr).
Par conséquent, une forme équivalente de 'inégalité (2.13b|) est donnée par
AAt 1 At . At . . 1 ARAt
- ot — = (\p— g <
( A T 2)77(wL)+ Aa:(v Ap)n(wg) + Ax()\R v )U(w3)+(2 Ar )n(wr) <
n(wr) + n(wr) At
ML) 2R 2 (Glug) - Glun)).

En introduisant les quantités 81, 5r et T respectivement données par — dans l'inégalité
ci-dessus, on en déduit I’expression équivalente ce qui termine de montrer la premiere assertion.

Pour l'assertion ii) et comme 7, + 0g = 1, si les égalités sont satisfaites alors ’équation
est trivialement vérifiée. L’inégalité est également satisfaite puisque dans ce cas elle
s’identifie & I'inégalité n(w™ ) < nHtL Comme la dégénérescence vers le solveur HLL est immédiate
d’apres les deux remarques précédentes, ceci conclut la preuve. O

D’aprés le lemme ci-dessus, 1’ensemble des éléments de (R™)? satisfaisants les m + 1 conditions
données par est non vide. Comme le systéme d’équations est de plus sous déterminé, ces
conditions génériques peuvent donc servir de support a la construction de solveurs de Riemann de la
forme . Ainsi, les conditions vont maintenant étre appliquées aux cas équations de Saint
Venant homogenes et d’Euler.

2.3 Application aux équations de Saint Venant homogeéenes

Les équations de Saint Venant homogenes sont maintenant considérées. Elles sont obtenues en
fixant z constante dans le systeme (1.10)) et par conséquent, le systéme d’équations s’écrit

h hu
Oy (hu) + 0, (hu2 n gh2/2> =0. (2.16)
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L’inconnue w se note (h, hu)T dans R? et elle prend ses valeurs dans ’espace convexe
Q = {(h,hu) € R*|h > 0,hu € R} (2.17)
La fonction de flux f: 2 — R? est donnée par
f(w) = (hu, hu® + 9h?/2)T.

Lorsque w est sur le bord de €2, h = 0 et dans ce cas la convention admise [I5], [I66] est v = 0. Les
solutions de (2.16]) vérifient également une inégalité d’entropie de la forme (2.2)) avec le couple entropie
convexe, flux d’entropie (1, G) donné par

B (hu)2 gh? (hu)3
n(w) = =5 9 2h2

Dans le cas des équations de Saint Venant homogeénes ainsi rappelées, la quantité wH" définie dans
[.17a) se lit (AHMY, (hu)HMT et la définition suivante est adoptée

G(w) =

+ gh(hu), Yw € Q. (2.18)

(hU)HLL . HLL
UHLL _ 7hHLL , S1 h > 0, (219>
0, sinon.

La définition ci-dessus s’inscrit dans la convention v = 0 si h = 0 puisqu’un calcul direct montre que
RHLL est nul si et seulement si by, et hp sont nuls. Ces cas particuliers du bord de € seront traités mais
ils ne sont pas ’objet principal de ce mémoire de thése. Avec ces notations et si Ay, ou hg est positif,
il est alors possible de montrer que AL est également positif

Lemme 2.3.1 (Preuve de h'' > 0). Considérons I’espace convexe 2 donné dans ([2.17). Soient wy,
et wr deuz éléments constants de Q et considérons wi™Y défini dans [2.11a)). Si wy, et wr sont dans
Vintérieur de Q (resp. dans Q) et si A\, Ap satisfont les inégalités [2.8) alors KMV est strictement

positif (resp. positif).

Démonstration. D’apres sa définition donnée par (2.11al), KM se réécrit de maniére équivalente sous
la forme

pHLL _ ARPR—ALhy  hrug —hpug
AR — AL AR — A
= )\Rh—R)\L()\R — UR) + )\Rh—L)\L(UL — )\L)-
Comme \p, Ar vérifient les inégalités , on a A\; < min(ur,ur) < max(ur,ur) < Ag. Par consé-
quent, A est une somme de termes strictement positifs (resp. positifs) si wy et wr sont dans
I'intérieur de €2 (resp. dans 2). On en déduit ainsi le résultat annoncé. O

La preuve du lemme ci-dessus permet également de déduire que le schéma de type Godunov associé
au solveur HLL présenté en Section m préserve Iespace ) si Ap, et A répondent aux inégalités .
Dans la suite, ces inégalités seront supposées vérifiées.

L’objectif est de concevoir un solveur de Riemann de la forme qui vérifie les équations
sous la contrainte dans le cas des équations de Saint Venant homogenes. Ainsi, wj et wy se
lisent désormais

wh, = (hi, hiuy)t, Vo e {L,R}.

Dans le cas des équations de Saint Venant , le systeme donne deux équations or le solveur
de Riemann est constitué de quatre inconnues : h}, hp, uj et up. Par conséquent, il est d’abord
nécessaire de compléter le systeme par deux équations complémentaires. La premiere proposée
est I’égalité u} = u}p qui impose la continuité de u dans les états intermédiaires du solveur de Riemann.
Cette continuité a déja été proposée pour le schéma HLLC par exemple [213]. En revanche, la seconde
équation complémentaire doit maintenant assurer 1’inégalité . Comme il s’agit d’une inégalité
large, le choix de I’égalité de ses deux membres est proposé. Ce choix préserve 1’inégalité d’entropie
discréte en vertu de I'inégalité de Jensen utilisée dans la preuve de la Proposition [2.1.1] De plus, ce
choix permet d’obtenir un systéme d’équations pour lequel une résolution explicite est possible.
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Lemme 2.3.2 (Solveur de Riemann entropique pour les équations de Saint-Venant homogenes). Soient
wr, wr deux états constants de lintérieur de Q (hy > 0,hg > 0). Soit un schéma de type Godunov
[2-3) approchant les solutions de ([2.16)) et défini par un solveur de Riemann (-, wr,wg) : R — R?
de la forme . Supposons que la condition CFL est satisfaite puis considérons les quantités
5y, > 0, 6g > 0, whlk pHLL e o HLL pespectivement définies dans (2.10)-@.11)-(2.19). Si les états
intermédiaires du solveur wy et wy sont définis par le systéme

wiop + whop = will, (2.20a)
n(wi)or +n(wy)dr = n't, (2.20Db)
ur, = up, (2.20c)

alors deux expressions pour wy et wp sont possibles. Elles sont données par

up =up = u

. 20
I hHLLi\/L(nHLL_n(wHLL))7

90R (2.21)

N 20R
hp = hF \/g(sL (= m(wHh)).

Un schéma de type Godunov (2.3)) associé a un des deux solveurs définis ci-dessus
i) est consistant avec les équations de Saint Venant homogénes (2.16)),

i1) vérifie une inégalité d’entropie discréte locale (2.5) pour le couple (n,G) défini dans (2.18) et
dans laquelle le flux numérique d’entropie G est donné par (2.6]).

Dans les définitions (2.21)), les symboles £ et F sont liés. Si + est positif (resp. négatif) alors F est
négatif (resp. positif). Sauf mention contraire, cette convention de notations sera conservée dans la
suite de ce manuscrit. La preuve du Lemme [2.3.2] est donnée ci-dessous.

Démonstration du Lemme[2.3.2. Tl est d’abord nécessaire de montrer que les expressions (2.21]) sont
les solutions du systéeme (2.20). En utilisant la définition de v"“" donnée dans ([2.19)), la relation de
consistance intégrale (2.20a)) vérifiée par les états wj et wj, se lit composante par composante de la
maniere suivante :

Sphy, + Ophyy = MR,

(2.22a)
_ pHLL HLL (

2b)

N DN

[N \G)

orhiur + drhRpup

Comme u} et uj sont égaux, notons u* = uj = ujx. Dans ce cas, 'équation ([2.22b)) associée a ([2.22al)
donne

R — §phTul + Srhiuk,
= (6ph} + drhR)u",
= pHtRy*, (2.23)

Puisque wy, et wr sont dans l'intérieur de €2 et que les inégalités sont satisfaites, 'inégalité stricte
RHLL > 0 est vérifiée. Ainsi, une multiplication de I’équation par 1/pHLL produit le résultat
attendu quant & uj et uj. Il faut maintenant montrer les expressions de h} et de hj. En appliquant
la fonction n a I’équation et en utilisant I’expression de uj et de up, il vient

(Sphju; + Srhju})?
2(6Lh} + O6rh},)

(W) = p(6pwf + bruf) = + S(6uhi, + 3rh)’,

(UHLL)Q g
= 5 (0uh +orhk) + S(0LhE + Srh)?. (2.24)
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Par ailleurs, en considérant ’équation ([2.20b)) et comme 07, + dg = 1, il suit

M = spn(wi) + drn(wy),

(UHLL)Q * * g * )2 *\2
- T((SLhL + 6RhR) + 5((hL) 6L + (h’R) (5R)
En retranchant membre & membre (2.24)) & ’équation ci-dessus et en utilisant une nouvelle fois 07, +dr =
1, on obtient
g * * g * *
= (wth) = 5((hL)25L + (hj)?0R) — 5(5LhL +0rhR)%,
= 2001 = 00)(h})? — gOLoRh R, + SoR(L—6R) ()% (225)
_ g * *\2

Comme les conditions — sont satisfaites, I'inégalité ntll — n(wHLL) > 0 est assurée par la
définition du schéma HLL détaillée dans la section [1.4.3] De plus, comme §; et dr sont tous deux
strictement positifs, I’équation est bien posée. On peut donc diviser par 99rr/2 puis appliquer
la racine carrée de part et d’autre pour trouver

hy — hi = j:\/Z(nHLL—n(wHLL))/géLaR.

En combinant I’équation ci-dessus & 1’équation de consistance , on peut alors déduire le résultat
attendu concernant hj et hp ce qui termine de montrer les expressions . Il est maintenant
nécessaire de montrer les propriétés vérifiées par un schéma de type Godunov associé a un tel solveur
de Riemann.

Pour la consistance de 'assertion ¢) et d’apres la définition du solveur donnée par les expressions
, on obtient immédiatement (-, w,w) = w. Comme I"équation dpwj + dpwp = wHlL est de
plus satisfaite, le Lemme [2.2.T] assure que le solveur de Riemann satisfait la relation de consistance
intégrale. Par conséquent, 1w satisfait la Définition et la consistance du schéma annoncée dans
i) se déduit du Lemme

Enfin, Passertion i) qui concerne l'inégalité d’entropie discréte locale se déduit par applications

successives du Lemme et de la Proposition [2.1.1] ce qui termine la preuve.
O

Les quantités intermédiaires (hf,)acfr,r) du solveur données dans I’équation sont toujours
bien définies grace a la propriété de stabilité entropique du schéma HLL qui s’écrit nt- —n(wHLL ) > 0.
En revanche, les schémas de type Godunov résultants ne préservent pas nécessairement le domaine §2.
En conséquence, il est nécessaire de coupler les solveurs du Lemme [2:3:2] & une procédure décrite dans
[166] et qui permet de préserver Iespace convexe ). Une telle procédure est également essentielle & la
robustesse du schéma aux voisinages du bord de ) caractérisé par hy, = 0 ou hg = 0.

Lemme 2.3.3 (Schéma de type Godunov robuste et entropique pour les équations de Saint-Venant ho-
mogenes). Soient wr, wg deuz états constants de . Soit un schéma de type Godunov approchant
les solutions de ([2.16)) et défini par un solveur de Riemann (-, wr,wg) : R — R? de la forme .
Supposons que la condition CFL est satisfaite puis considérons les quantités d;, > 0, g > 0,
wltl | pHLL o o HEL respectivement définies dans (2.10)-(2.11)-(2.19) et notons

I, = hHLL 1 \/QgL (pHLL — p(wHLLY) (2.26a)
9oR
Px HLL 20R ( nir HLL
e T o U (Ch)] (2.26b)
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Si les états intermédiaires wy, wy du solveur de Riemann s’écrivent

'U,z _ UE — UHLL,
. ' — hHLL
hj = min (max (h%,0), 5n )7 (2.27)
- pHLL
h} = min (max (R5,0), —),
oL

alors les assertions suivantes sont vérifiées.

i) Un schéma de type Godunov (2.3) associé a un tel solveur est consistant avec les équations de
Saint Venant homogenes (2.16)) et il préserve l’ensemble conveze §.

i1) Si de plus, Ei >0 et i?’é > 0 alors un schéma de type Godunov (2.3) associé a un tel solveur
vérifie une inégalité d’entropie discréte locale (2.5) pour le couple (n,G) défini dans (2.18)). Le
fluz numérique d’entropie G de cette inégalité est donné par (2.6)).

Démonstration. D’abord, si l;i et @ donnés par sont tous deux strictement positifs alors les
expressions 1-) coincident avec les expressions (|2 et dans ce cas la cons&stance a été montrée dans
le Lemme Supposons maintenant que la quantlte h* donnée par est telle que h* < 0.
Dans ce cas, la technique de limitation min(max(-,-),-) impose hj = 0 et h* = R /6 > 0. A1n51,
I’équation de consistance dph} + 0rhf = RHLL est maintenue. Comme des Calculs identiques peuvent
étre conduits dans le cas ou @ < 0, on en déduit la consistance annoncée dans l’assertion 7).

Ensuite, pour montrer la préservation de €2 dans le cas des équations de Saint-Venant , il
est suffisant de montrer que h7 > 0 et h, > 0 or d’apres les expressions ces inégalités sont
immédiatement satisfaites. .

Enfin, si les quantités h} et h} données par sont toutes deux strictement positives alors
les expressions coincident avec les expressions et dans ce cas 'inégalité d’entropie a été
montrée dans le Lemme [2.3.2| ce qui conclut la preuve. ]

La procédure de robustesse décrite dans préserve la relation de consistance ‘ED lorsque
h* < 0 ou hj < 0 mais pas nécessairement la condltlon de stabilité entroplque @ En effet, en
utilisant 07, + 0 = 1 et les expressions , il est clair que h et h* ne peuvent pas étre tous deux
négatifs puis un calcul direct montre que la quantité n(wj)dor, + n(w}‘%)é R se lit

nHLL, sil;iZOetf?}‘;EO

RHLLY2 s . .
(w1 i) o siht <0et by >0

n(wi)or + n(wr)or = ¢ " 2 op’ = =
HLL\2 - -
(Wl + g(hQ)‘;R sihy >0 et b, < 0.
L

Par conséquent, sans choix particulier de d;, et de dp, la stabilité entropique discrete pourrait étre
localement perdue aux wvoisinages du bord de €.

La section suivante montre comment les conditions peuvent s’articuler au design d’un solveur
dédié aux équations d’Euler.

2.4 Application aux équations d’Euler

Considérons les équations d’Euler pour un gaz parfait décrites dans la section Dans ce cas,
I'inconnue w s’écrit (p, p, pE)* dans R? et le systéme d’équations est

P pu
O lpul|l+0.| pu>+p | =0. (2.28)
pE (PE + p)u
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L’inconnue w prend ses valeurs dans ’espace
Q:{(p,pu,pE)€R3|p>0,pu€R,E—u2/2>O}. (2.29)
Pour v dans |1, 3], la fonction p : Q — R* est donnée par

2
p:wH(*y—l)(pE—%), Yw € Q, (2.30)

et la fonction de flux f : Q — R3 vérifie

Fw) = (pu, pu? + p, (pE + p)u)™.

Les solutions du systeme ([2.28)) vérifient de plus une inégalité d’entropie de la forme (2.2)). Parmi les
entropies possibles décrites par exemple dans [22] [88|, [138], le couple entropie convexe, flux d’entropie
(n, G) retenu est donné par

n(w) = —pln(r/p7), G(w)= —(pu)In(r/p), Yw Q. (2.31)

Dans le cas des équations d’Euler, les composantes de w™tl défini dans (2.11a)) sont notées
(P (pu) B (pEYHM) T En admettant également dans ce cas que la solution du probleme du Rie-
mann demeure dans €2 alors les inégalités strictes p"™ > 0 et (pE)H > 0 peuvent étre montrées.

Lemme 2.4.1 (Preuve de p'" > 0, (pE)H > 0). Considérons lespace Q donné par (2.29). Soient
wy, et wg deux éléments constants de Q0 et considérons ensuite w'™ défini dans ([2.11al). Considérons
enfin le probléme de Riemann pour les équations d’Euler donné par le systéme (2.28) associé a la

condition initiale
wr st x <0,
wo(z) = .
wg  sinon.

Si AL et Ag vérifient les inégalités (2.8)) et si pour tout x dans Uintervalle [A\p At, A\rAt], la solution du
probléeme de Riemann (p, pu, pE)T (z, At) est dans Q alors p"'™ > 0 et (pE)T > 0.

Démonstration. En notant w la solution du probleme de Riemann d’un systeme hyperbolique homogene
quelconque, la preuve du Lemme |1.4.3.2| donne 'expression de wt ! suivante :

HLL 1 ARAE AB) d
w BRIV Y /ALAt w(z, At) dz.

Par conséquent, en écrivant la premiere et la dernieére composante de 1’égalité ci-dessus pour le cas
particulier des équations d’Euler (2.28)), il suit

HLL - — ! //\Rm (z, At) dz
g T Gr- At s M ’
eyt = e [ o) Aty a
(Ar — AL)AL Ja At
Comme p et pE sont strictement positifs et comme A\;, < Ag, on en déduit le résultat annoncé. O

Si les conditions du lemme ci-dessus sont satisfaites alors, il est également possible de déduire que
le schéma de type Godunov associé au solveur HLL présenté en Section [1.4.3] préserve 'espace ). Dans
la suite, les conditions énoncées dans le Lemme [2.4.1] sont supposées vérifiées et les quantités suivantes
peuvent donc étre définies :

F)HLL
LHLL — M’ EHLL _ <ppH)LL > 0. (2.32)
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L’objectif de cette section est d’adapter les conditions (2.14) a la conception d’un solveur de Rie-
mann de la forme (2.12)) dédié aux équations d’Euler (2.28). Par conséquent, les états intérimaires wj
et wy du solveur de Riemann ([2.12)) sont a déterminer et ils s’écrivent dans ce cas

wa = (P Pocter PaBR)", Ya € {L,R}.

Comme le systeme ([2.14)) est sous déterminé, le premier lemme ci-dessous introduit deux équations de
fermeture qui imposent la continuité de u et de p dans les états intermédiaires du solveur de Riemann.
De telles continuités ont déja été proposées pour le schéma HLLC par exemple [213].

Lemme 2.4.2. Soient wr, wgr deux états constants de ) et considérons w — p(w) donnée par .
Soit un schéma de type Godunov approchant les solutions de et défini par un solveur de
Riemann w(-,wr,wr) : R = R3 de la forme Supposons que la condition CFL est satisfaite
puis considérons les quantités 65, > 0, ép > 0, wt et w1V respectivement définies dans (2.10))-
—. Si les états intermédiaires du solveur notés wj et wp sont définis par les équations

wiop + whop = will, (2.33a)
ur, = up (2.33b)
p(wy) = p(wg), (2.33¢)
alors,
up = ul = ulth (2.34a)
p(wi) = p(wp) = p(w™). (2.34b)

Démonstration. Ecrivons composante par composante la relation de consistance intégrale (2.33a)) vé-
rifiée par les états wy, wy pour les équations d’Euler. En utilisant les définitions de Ll et de BHLL

données dans (2.32)), on a

3%, + SrpR = P, (2.352)
SLpruL, + SrpRugR = M u (2.35b)
SLPLEL, + SrppER = p" M ET, (2.35¢)

Comme u} et ujp sont égaux, notons u* = uj = up. Dans ce cas, I'équation ([2.35b)) associée a ([2.35al)
donnent

HLL, HLL
prtun T = 0rpul, + ORPRUR,

= (0LpL, + OrpR) U™,
= ptlly, (2.36)

Comme wy, et wg sont dans Q et que les inégalités (2.8)) sont satisfaites, on a p" > 0. Ainsi, une
multiplication de I’équation (2.36)) par 1/,"““ produit le résultat attendu quant & uj et u¥.
En utilisant ainsi les égalités (2.34a) on déduit que p(w}) et p(wy) s'écrivent
HLLy2

o e Palu
p(wy) = (v = D(paBs - P —

Avec le résultat ci-dessus, on peut former la quantité ozp(w}) + drp(w¥) et en utilisant les équations

(2.35a)-(2.35¢)), on obtient alors

), Va € {L,R}. (2.37)

* T * Tk 5Lp* + 5Rp*
orp(wy) +drp(wy) = (y—1) (5LPLEL + 0rpRER — %(UHLL)Q);
HLL
= (y- 1)(pHLLEHLL P . (UHLL)2>’
— pwh),
Comme 67, + 0 = 1 et que I'égalité p(w}) = p(wy) est imposée, on en déduit le résultat. O
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Les équations de fermeture du lemme précédent permettent de déduire uj, uj, p(wy) et p(wg).
De plus, si les quantités p} et pp sont connues, alors le calcul de E} et de E}; est possible d’apres
les équations (2.37)). Par conséquent, il reste seulement a déterminer pj et p}, d’apres I’équation sous
contrainte

proL + pror = pr, (2.38a)

drn(wi) + Srn(wg) < 7. (2.38b)

Comme les non linéarités de ’entropie n complexifie la résolution de I’équation sous contrainte ([2.38]), la
contrainte (2.38b|) va étre substituée par une équation quadratique plus simple. Cette nouvelle équation
est obtenue a partir d’'une majoration de drn(wj) + 0rn(wy) présentée ci-dessous.

Lemme 2.4.3 (Majoration quadratique de drn(wj )+ 0rn(wy)). Soient wr, wr deux états constants
de Q2. Considérons 'entropie w — n(w) donnée par (2.31). Soit un solveur de Riemann w(-,wr, wR) :
R — R3 de la forme [2.12)) et défini par le systéme d’équations ([2.33)). Considérons les quantités 5y, > 0,
§p > 0, wHlL respectivement définies dans ([2.10)-(2-11a). Si p} et ply sont strictement positifs, alors

VoL 2 | YR 2

n(wi)de +n(wi)dr < g (v = o)+ g (ok = ™)

Démonstration. Remarquons tout d’abord que si p} = p¥, alors 'équation (2.35a)) impose p} = pj =
pHE. Dans ce cas, 'inégalité (2.39) est trivialement vérifiée au sens de I'égalité. Etudions & présent le
cas pj # pk- En utilisant la définition de I'entropie n(w) donnée dans (2.31) ainsi que les équations

(2-34b)-(2.354)), il suit

+ n(w'h). (2.39)

wHLL ,wHLL
Sun(u) + (o) = aug o (M) —dmpitn (M), (2.40)

En considérant I’équation (2.35a)) dans la quantité n(w™™"), on obtient de plus

HLL HLL
HLL p(w™") _ * p( )
n(w™) = =drpr In (7(pHLL)7 ) drpRIn (T;HLL)V )
En soustrayant membres & membres 1’équation ci-dessus & I’équation (2.40), on peut éliminer p(w™-5)
et trouver
drn(wi) + drn(wh) — n(w™)

PL PR PR
= 5L In +6R In . (2.41)
~pHLL pHLL ( pHLL ) pHLL ( pHLL )

Quitte a permuter, on peut supposer que pj, < pp. Dans ce cas, un raisonnement par ’absurde immédiat
combiné & I'équation ([2-35a), montre que p% < p"t. Comme on suppose de plus que p% > 0 et pi > 0,
on en déduit alors 'existence de deux réels 77, rj tels que

4 i P " \ \
pHiL =1-rj}, pH}EL =1+7rp, avec, 5 >0,r; €[0,1]. (2.42)
En reformulant I’équation (2.41)) avec 7} et 5, on trouve
5L77(w*) + 5R77(w* ) - n(wHLL) * * * *
: WHLE =6r(1—rp)In(Q—rp) +0r(1+7rg)In(1+7g).

En utilisant un développent de Taylor avec reste intégral, on a

"L (r}

ln(l—TZ):—TZ—/O (1—5))d8 1+rp)In(l+rg) =

rh — 5
/ R ds.
2 1 + s
Puisque 0 < r7 < 1 et 0 < rp, les deux restes des développements précédents sont signés et on en
déduit

(r}k%)2)
2 )
< Spryy —0nr +0L(r)E 4 0r(rR)?.

Sp(1—r))In(1—r})+0p(1+rp)n(l+ry) < —6rp (1—1})+0r(ry+
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Si on reformule I’équation ([2.35af) avec les quantités r} et rj définies dans (2.42)), on trouve dpr] =

Orrp. En utilisant ce résultat dans I'inégalité ci dessus, on obtient

§ * § *\ HLL
) £Om) SO 5y (0 (1 )+ o (14 7)1 ),

< 0n(r)? + 0r(rR)*.

En réutilisant la définition (2.42]) pour récrire 'inégalité précédente avec pj et pf, on déduit I'inégalité
(2.39) ce qui termine la preuve. O]

Le majorant de I'inégalité n’est clairement pas le plus optimal possible mais il est retenu en
raison de sa simplicité. Imposer ce majorant égal & nHM permet d’obtenir une derniére équation qui
par construction, préserve l'inégalité d.n(w}) + drn(w}) < ntEL. Ainsi le solveur de Riemann
proposé pour les équations d’Euler est défini par les équations

widr + wior = wt, (2.43a)

up, = ug, (2.43b)

p(wi) = p(wg), (2.43¢)

pVHéLLL(/’z =P+ foﬁ (P = P + () = . (2.43d)

Avec le systeme d’équations ci-dessus et les résultats du Lemme [2.4.2] il est désormais possible de
terminer le design du solveur et d’en déduire un schéma de type Godunov entropique.

Lemme 2.4.4 (Schéma de type Godunov entropique pour les équations d’Euler). Soient wy,, wr deux
états constants de Q. Considérons la fonction w — p(w) et I’entropie w — n(w) respectivement données
par —. Soit un schéma de type Godunov approchant les solutions de et défini
par un solveur de Riemann w(-,wr,wg) : R — R3 de la forme . Supposons que la condition CFL
[2.9) est satisfaite puis considérons les quantités 6y, > 0, 6g > 0, wHlt pHLL o o HLL vegpectivement

définies dans (2.10))-(2.11)-(2.32). Si les états intermédiaires du solveur notés wj et wy s’écrivent

0 =y = ul, (2.44a)
p(wh) = p(ws) = p(w), (2.44Db)
P = ML \/PI;LL ?j(nHLL — p(wHLL)), (2.44c)
Pl = pHLL & \/pHr;Lg;(nHLL — p(wHLLY), (2.44d)

alors les assertions suivantes sont vérifiées.

i) Un schéma de type Godunov (2.3)) associé a un tel solveur est consistant avec les équations d’Euler
(12.28)).

i1) Si de plus, p; > 0 et p > 0 alors un schéma de type Godunov (2.3) associé d un tel solveur
vérifie une inégalité d’entropie discréte locale (2.5) pour le couple (n,G) défini dans (2.31). Le
flux numérique d’entropie G de cette inégalité est donné par (2.6)).

iii) Si la séquence (wl);ez définie un état de contact stationnaire caractérisé par (u)

/ Miez nulle et
(p(w})),oy constante alors un schéma de type Godunov (2.3) associé a un tel solveur préserve

exactement les variables u et p. Cette propriété s’écrit

n

77/+1 _ O
)

st v ’ Vi€ Z, alors ! Vi € Z.
{ { p(wi™)

p(w) = cste, = cste,

o1



Démonstration. Considérons un solveur de Riemann de la forme (2.12)), défini par le systeme d’équa-
tions (2.43)) et montrons que les expressions ([2.44) sont les solutions de ce systéeme d’équations. Les

résultats (2.44a)-(2.44b]) concernant respectivement uj, u}j et p(wj), p(wy) ont été prouvés dans le
Lemme I faut maintenant montrer les expressions de pj et de p}, définis par 'équation ([2.43al)

et par I'équation quadratique (2.43d)). Ainsi, p} et pj vérifient les deux équations suivantes :

Lot + OrpR = P, (2.45a)

YL | & 2 YOR , 2
pHLL( L=+ pHﬁ(PR = pM)" (W) =, (2.45D)

En introduisant 1’équation (2.45al) dans 1’équation (2.45b)), on trouve

YOROL
pHLL (PE - PE)2 = UHLL

HLL
—n(w™r). (2.46)
Comme les conditions (2.8))-(2.9) sont satisfaites, 'inégalité large n — n(wHtE) > 0 est une nouvelle
fois assurée par la propriété du schéma HLL détaillée dans le Lemme [1.4.3.2] De plus, comme 47, et dp
sont tous deux strictement positifs, on peut multiplier I'équation ([2.46)) par »"""/y5.55 puis appliquer
la racine carrée de part et d’autre pour en déduire

p*R N p*L _ :l:\/pHLL (nHLL_n(wHLL))/MSLéR‘

Puisque 01, + 6r = 1, ’équation précédente couplée a permet de déduire le résultat attendu
quant a l'expression de p}, pR ce qui termine de montrer que sont les solutions du systeme
(12.43).

Pour la consistance i), et d’apres la définition du solveur donnée par les expressions , I’égalité
w(-, w,w) = w est satisfaite. Comme les solveurs sont de plus construits & partir de ’équation ([2.14al)
équivalente a la relation de consistance intégrale , il suit que w répond a la Définition
Par conséquent et d’aprés le Lemme [1.4.3.7] les schémas de type Godunov associés sont consistants
avec les équations d’Euler .

Concernant P'assertion ii), d’apres le Lemme I’équation permet d’assurer 'inégalité
Spn(wi)+0rn(wy) < ntEL. En conséquence et par l'intermédiaire du Lemme les solveurs satisfont
la Proposition [2.1.1] ce qui permet de déduire la stabilité entropique attendue.

Enfin, pour montrer la préservation des contacts stationnaires de 'assertion i), il est suffisant de
montrer que si

Uy, = URr = O, (2.47&)

p(wr) = p(wr) = po, (2.47b)

alors uj = up = 0 et po By = pi E}, pour tout a dans {L, R}. Tout d’abord, les égalités (2.44a) donnent
up =up = uHE or d’apres la définition de wMt ([2:32) il suit
HLL (pu)H

u = —
HLL
P

1

= L0, ) (Arprur = Arprur = pruk + prud — (p(wr) = p(wr))),

—o. (2.48)
Par conséquent, 1’équation ci-dessus permet de déduire que si les égalités (2.47)) sont satisfaites alors

u}, = up = 0. De plus, et d’apres I'expression de p(w) donnée par (2.30)), lorsque les conditions ([2.47)
sont vérifiées, un calcul immédiat montre que

paBo = vpf - Vae({LR}. (2.49)
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L’utilisation du résultat ci-dessus et des égalités (2.48)-(2.47a)) dans la définition de w™™ (2.11]) donne

p(wHLL) B ( E)HLL B pHLL (UHLL)Q
~—1 2 ’

_ ArprER — ALpLErL (pRER + p(wg))ur — (pLEL + p(wr))ur
AR — AL AR — AL ’

_ ArpRER —ALpLEL
A — AL ’

_ Po

y-1

Puisque les égalités uy = up = 0 ont été démontrées, 'association de I’égalité ci-dessus et des résultats

(2.44b))-(2.49)) permet de déduire que si les conditions (2.47|) sont satisfaites alors

* HLL
plwa) W) P _ g vae (LR}

*y—l_ v—1 v—1

p*E*:

a o

Ces dernieres égalités terminent de montrer 1’assertion #ii) ainsi que la preuve du lemme.

O]

Les schémas de type Godunov associés aux solveurs du lemme ci-dessus sont entropiques mais ils
reposent sur I’hypothese p; > 0 et pi > 0 qui pourrait de pas étre vérifiée. Dans ce cas, la stabilité
entropique des schémas proposés pourrait ne plus étre garantie. Il est cependant possible de corriger
ce défaut de robustesse en s’appuyant sur le schéma HLL. En notant {u\}‘g et 1;% deux états définis par
les expressions , une version robuste des solveurs du Lemme est donnée par

~ P )
.. (wi,wk), si (w],wg) € QF,
(wi, wk) = HLL , HLL\
(w™ ", w), sinon.
D’apres le Lemme la procédure ci-dessus préserve la consistance ainsi que la stabilité entropique
et, d’apres le Lemme [2.:4.1] elle assure de plus la préservation du domaine €.
La section suivante présente des expériences numériques qui illustrent les schémas numériques

développés.

2.5 Résultats de simulations numériques

Les solveurs de Riemann proposés dans ce chapitre sont constants par morceaux et possedent deux
états intermédiaires, Par conséquent, les schémas de type Godunov associés peuvent étre comparés
numériquement aux schémas existants qui possedent une structure de solveur similaire.

Dans le cas des équations de Saint Venant, les résultats sont comparés a un schéma de relaxation de
Suliciu [32] puis dans le cas des équations d’Euler, le schéma HLLC [213] est utilisé. Dans les deux cas,
une comparaison avec le schéma de [I18], Section b.ii] est également réalisée. Ce schéma nécessite la
définition de deux constantes pour lesquelles les auteurs ne proposent pas de formule de calcul explicite.
Ces deux constantes sont sélectionnées empiriquement et leur valeur est fixée & 10~7. Ce schéma est
de plus symétrisé en imposant 1’égalité Ag = —Af.

Les conditions CFL utilisées pour ces schémas comparatifs sont les mémes que celles employées pour
les schémas numériques proposés. Les premiers cas tests concernent les équations de Saint Venant.

2.5.1 Les équations de Saint Venant homogenes

Dans cette section, on considere les deux schémas décrits dans le Lemme [2.3.2] ainsi que leurs
versions robustes données par le Lemme [2.3.3] La constante de gravitation g vaut 9,81. Pour toutes les
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interfaces du maillage ayant de part et d’autre un état constant gauche wy, et un état constant droit
wg, on considere u* donné par (2.19) et les trois réels Ar, Az, v* sont tels que

AL = min ug £ vghe, A= max ua +£\/ghs, v*=u" V(L R). (2.50)
ae{L,R} ae{L,R}
Le pas de temps At est choisi selon la condition CFL ([2.9)) et avec un nombre CFL égale a 0,5.

Le premier cas test étudie l'influence du choix des quantités intermédiaires h* décrites dans le

Lemme En considérant §;, > 0, 65 > 0, w' et nHEL respectivement donnés par (2.10)-(2.11]),
trois configurations sont définies. Elles sont désignées par EC;, ECy et EC3 avec EC3 un choix aléatoire

entre ECy et ECy noté random(EC;, ECs). Ces trois configurations s’écrivent

by, = RHLL \/E% (pHLL — p(wHLLY)
ECl :

hi = RHLL _ \/3271; (pHLL — pp(wHLLY),

hi, = RHLL \/ESLLR (PHLL — p(wHLL)), (2.51)
EC2 :

hi = RHLL 4 \/% (pHLL — p(wHLLY),

EC3 : random(EC;, ECy).

Le domaine [—1, 1] est discrétisé avec 400 cellules et la donnée initiale est

ho(.CE) =

3 siz <05,
{ o wo(z) = 0. (2.52)

1 sinon,
Des conditions de bords de type Neumann homogene sont imposées sur les deux frontieres du domaine.

La solution exacte se compose d’une onde de détente et d’une onde de choc. La date finale de la
simulation est ¢t = 0,1 et la Figure montre les résultats comparés.

3,5 2,5
Exact
. EC; -
3 EC, . 2
EC; -
2.5 : 1,5
h 2 ' u 1
1,5 : ! 0,5
1r 0
0,5 | | | 0,5
-1 -0,5 0 0,5 1 1
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3,5
Exact
3 HLLSE
Relax
ECs3
25
h 2F u
1,5 '
1 L i
EC; .
0,5 i i i -0,5 i ! i
-1 -0,5 0 0,5 1 -1 -0,5 0 0,5 1
T T

FIGURE 2.2 — Résultats numériques a la date t = 0,1 pour la donnée initiale (2.52)), avec la légende
(ECi)ief1,2,3) © solveurs du Lemme avec les configurations (2.51)), Relax : schéma de relaxation de
Suliciu [32] et HLLSE : solveur [118, Section b.ii].

Les trois configurations (ECZ‘)Z'E{17273} donnent des résultats tres similaires et conformes a la solution
exacte. Par conséquent, seule la configuration EC3 est conservée dans la suite.

Le second cas test illustre la procédure min(max(-,-),-) du Lemme et pour lequel un choix
particulier de d7, dg est adopté. Tout d’abord, en considérant Ay, Ar, v* donnés par , 01, et Op
sont respectivement définis par les égalités 07, = (v"=AL)/(Ag—2r) et dp = Ar—v")/(Ag—A;). Ensuite, les
valeurs de h} et de h¥}, sont calculées a l'aide de la configuration EC3. Si h} < 0 (resp. h¥,) alors les
égalités 6y = 0, dp = 1 (resp. 6y = 1, dg = 0) sont imposées puis la procédure est appliquée. Ce
procédé de sélection fait basculer les solveurs étudiés dans cette section vers le solveur HLL [I18] aux
voisinages du bord de € ce qui assure la stabilité entropique dans de telles zones. Le domaine [—1, 1]
est discrétisé avec 400 cellules et la donnée initiale est

ho(z) = 0,1,  up(x) = {10 sz <05, (2.53)
0 sinon.
Des conditions de bords de type Neumann homogene sont imposées sur les deux frontiéres du domaine.
La solution exacte est constituée de deux ondes de chocs. La condition CFL est la méme que celle
employée pour le cas test précédent. La date finale de la simulation est t = 0,1 et la Figure [2.3
rapporte les résultats comparés.

1 12
Exact
HLLSE - 10
. Relax °
0,75 EC, g L
6 L
h 05 U
4 L
2 - Exact
0,25 HLLSE
0 Relax
EC; -
0 i i i 9 I i i
-1 -0,5 0 0,5 1 -1 -0,5 0 0,5 1
T T

FIGURE 2.3 — Résultats numériques a la date t = 0,1 pour la donnée initiale (2.53)), avec la légende
ECs3 : configuration EC3 couplée & la procédure de limitation détaillée dans le Lemme [2.3.3] Relax :
schéma de relaxation de Suliciu [32], HLLSE : solveur [I18] Section b.ii].
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Les performances sont tres satisfaisantes. En revanche, sans les techniques de limitations du Lemme
ce probléme ne peut pas étre simulé avec les solveurs du Lemme [2.3.2

2.5.2 Les équations d’Euler

Les équations d’Euler pour un gaz parfait diatomique (v = 1,4) sont considérées dans cette
section et les schémas décrits dans le Lemme sont illustrés. Pour toutes les interfaces du maillage
ayant de part et d’autre un état constant gauche wy, et un état constant droit wg, on consideére uHMr
donné par et les quantités Ag, A\r et v* sont égales a

AL = aGI?IiJr,lR} (ua + V 'yp(wa)/pa, ua)’ AR = ag{l%ﬁ?.} (ua e \V Pyp(wa)//)av ua)v V"= UHLLa V(L7 R)'

(2.54)
Le pas de temps At est choisi selon la condition CFL et avec un nombre CFL égale a 0,5. Pour
chaque cas test, un des deux solveurs donnés par est sélectionné aléatoirement.
Le premier cas test est le probleme du tube a choc de Sod [I98]. Le domaine spatial [0,1] est
discrétisé avec 400 cellules. La condition initiale est

(z) = 1 sixz <05, () =0 (z) = 1 sixz <05, (2.55)
pORE) = 0,125 sinon, HORE) = Pol) = 0,1 sinon. '

Les conditions de bord aux deux extrémités du domaine sont de type Neumann homogene. La solution
exacte est composée d’une onde de détente connectée a un contact lui méme connecté & une onde de
choc. La date finale de la simulation est ¢t = 0,2 et la Figure rapporte les résultats comparés.

1 1
Exact -
HLLSE - A v
0,8 ~ HLLC ° 0,8 T HLLC b
EC - EC
0,6 - 0,6
P U
0,4 - | 0,4
A !

0,2 - ] 0,2

0 | | | | O | | :

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
T T
1 2,8
Exact
0,8 -
0,6 -
p pE

0,4 -
0,2 - ,

0 | | | | 0 | | | |

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

FIGURE 2.4 — Résultats numériques pour le cas test de Sod (2.55)), a la date t = 0,2, avec la légende
EC : solveurs du Lemme HLLC et HLLSE : schémas respectivement décrits dans [213]-[118,
Section b.ii].
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Les résultats des schémas du Lemme [2.4.4] sont trés satisfaisants et conformes aux standards de la
littérature.

Le second cas test concerne la simulation des ondes de contact stationnaires. Comme précédemment,
le triplet A\p, AR, v*, vérifient et la condition CFL sur le pas de temps est donnée par . La

condition initiale est

1 sixz<0,5,
po(x) = ) ug(z) =0, po(z) = 1. (2.56)
0,125 sinon,

Des conditions de bord de Neumann homogenes sont fixées aux deux extrémités du domaine. La solution
exacte est une onde contact stationnaire dont la discontinuité est localisée en z = 0. La date finale de
la simulation est ¢t = 1,0. La Figure montre les résultats graphiques et les erreurs numériques.

Erreurs sur (p,u,p) pour la préservation des
contacts stationnaires.

1 p
L I? L>
0s | EC 592E-02 149E-02  0,46E-00
: HLLC | 0,00E-00 0,00E-00  0,00E-00
HLLSE | 4,34E-05 168E-07  8,18E-03
06 1 Exact
p HLLSE - u
04 - HLLC - L L’ L>
EC - EC 4,16E-15 2,35E-29 8,07E-015
0.9 HLLC | 0,00E-00 0,00E-00 0,00E-00
’ HLLSE | 6,27E-05 4,39E-09 1,01E-04
0 | | | | p
o 02 04 06 08 1 T 72 %

EC 1,20E-015 1,97E-30 2,66E-015
HLLC 0,00E-00  0,00E-00  0,00E-00
HLLSE | 6,74E-05 4,80E-09 8,17TE-05

FIGURE 2.5 — Sur la gauche, résultats numériques a la date ¢ = 1,0 pour le probléme de préservation
des ondes de contact avec la légende EC : solveurs du Lemme HLLC, HLLSE : schémas
respectivement détaillés dans [213]-[I18), Section b.ii]. Sur la droite, erreurs numériques commises sur
les variables p, u et p a la date t = 1,0.

Le schéma HLLC [213] préserve exactement la discontinuité de contact définie par la condition initiale
([2.56). Le schéma [I18, Section b.ii] commet une erreur trés faible sur la variable p et nettement infé-
rieure a 'erreur du premier ordre commise par les schémas du Lemme Pour cette variable, les
schémas proposés dans le Lemme [2.4.4] sont plus sujets a la diffusion numérique que les schémas com-
parables déja existants. En revanche, les schémas du Lemme préservent exactement les quantités
u et p ce qui n’est pas le cas du schéma décrit dans [118, Section b.ii].

2.6 Synthese et conclusion

Des schémas numériques de type Godunov pour les équations d’Euler et de Saint Venant homo-
génes ont été introduits dans ce chapitre. Si aucun élément de la séquence (w]');cz n'est pas dans
un voisinage immédiat du bord de €2, les schémas développés satisfont une inégalité d’entropie locale
totalement discréte. Dans le cas contraire, la stabilité entropique pourrait étre localement perdue. Ces
schémas numériques sont constitués de solveurs de Riemann ayant deux états intermédiaires constants.
Ces solveurs de Riemann sont définis par des équations quadratiques assurant par construction l'in-
égalité recherchée. Il est établi que ces équations quadratiques admettent toujours des solutions. Par
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conséquent, les schémas numériques obtenus sont simples et entierement déterminés ce qui n’est pas
le cas par exemple d’un schéma comparable détaillé dans [I18, Section b.ii]. Les deux solutions des
équations quadratiques donnent naissances a deux solveurs distincts. Ces deux solveurs produisent des
résultats numériques similaires, tous conformes aux standards de la littérature, mais parfois sujets a
la diffusion numérique.
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Chapitre 3

Solveurs de Riemann well-balanced et a
stabilité entropique locale pour les
systemes de Saint Venant et de Ripa

Ce chapitre est consacré au développement de schémas de type Godunov pour approcher les solu-
tions des systémes de Saint Venant et de Ripa respectivement introduits en Section et Pour
z : R — R une fonction réguliere donnée, ces deux systemes d’EDP avec terme source s’écrivent

Ow+ Oy f(w) = S(w)dyz, t>0, zeR, (3.1)
w(z,t=0) = wo(x). '
L’inconnue w prend ses valeurs dans un espace convexe (2 inclus dans R™ et en notant w = (w, z)"

dans € x R, les solutions des systémes de Saint Venant et de Ripa vérifient une inégalité d’entropie qui
s’écrit
() + 8, G(w) < 0. (3.2)
L’objectif de ce chapitre est de proposer des conditions suffisantes de stabilité entropique pour
I’approximation numérique des systemes de Saint Venant et de Ripa. Si I'inégalité donnée dans
le Chapitre [2| convient lorsque la fonction z est constante (voir la Proposition , elle devient
malheureusement inopérante dans le cas d’une fonction z réguliére quelconque. En effet, I'introduction
d’une telle fonction z fait perdre la convexité des entropies or c’est cette convexité qui justifie I'inégalité
. Par conséquent, les conditions suffisantes de stabilité entropique dans le cas d’une fonction
z réguliere quelconque demande une attention particuliere. De plus, comme les systémes considérés
dans ce chapitre possedent un terme source, ces conditions de stabilité doivent nécessairement étre
complétées par la propriété well-balanced qui assure la préservation des états stationnaires.

3.1 Schémas entropiques et well-balanced pour les équations de
Saint Venant

3.1.1 Condition suffisante de stabilité entropique locale

L’inconnue w du systéme de Saint Venant est notée (h, hu)T dans I'espace Q C R? tel que Q =
{(h,hu) € R?| h > 0,hu € R}. Pour 2 : R — R une fonction réguliére donnée, indépendante du temps,

le systeme d’équations s’écrit
h hu 0
(1) 0 ) = () -

Par conséquent, la fonction de flux f : Q — R? et le terme source S : Q — R? des équations de Saint
Venant ([3.3)) sont respectivement donnés par

f(w) = (hu, hu® + gh*/2)T,
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S(w) = (0, —gh)".

Pour alléger les notations, la quantité @ = (w, )T est introduite et par construction, cette quantité
prend ses valeurs dans un espace convexe {2 qui s’écrit

Q:{(h,hu,z)eR?’\hzo,hueR,zeR}.

De plus, les solutions du systéme de Saint Venant (3.3|) vérifient une inégalité d’entropie (3.2) pour le
couple entropie, flux d’entropie (7, G) défini par :

(hu)® | gh? poy (hu)?
5], + 5 +ghz, G(w) = 572

A

Pour décrire le couple (7}, G) donné ci-dessus, des fonctions 7 et G & valeurs dans R sont considérées.
Ces fonctions s’écrivent

+g(hu)(h + z), Vi eQ. (3.4)

() =

(hu)®
20?2

n(w) = + —, Gw)= + gh(hu), Yw € Q. (3.5)
Les fonctions (1, ) ainsi définies forment un couple entropie, flux d’entropie du systéme de Saint
Venant (3.3)) dans le cas particulier ou la fonction z est constante. Un calcul direct montre de plus que
la fonction w — n(w) est strictement convexe. Avec ces quantités ainsi définies, il suit immédiatement

) = n(w) + ghz, G() = G(w) + g(hu)z, Vi € .

D’apres la section lapproximation numérique des solutions du systeme de Saint Venant ((3.3)
nécessite d’abord une discrétisation de la fonction z donnée sous la forme

l/xi+§ (2)d Vic7Z
z = — z(z) dx i .
(2 Ax . i

L)

Ensuite, les solutions du systeme (3.3|) sont approchées par un schéma de type Godunov. Ce schéma
est défini par la donnée d’un solveur de Riemann @ : R x Q x @ —  qui satisfait la relation de
consistance intégrale (1.63)). En complétant cette donnée par la notation @2 = (h?, hu?, z;)T dans
et par

T—T, 1
_l’_7
PR ) e p—1
Syt (@1 o+t
un schéma numérique de type Godunov pour le systéme de Saint Venant (3.3)) s’écrit pour tout 7 dans
/

. Y(i,n,x,t) € Z x Nx]z;, x;41[%x [0, At],

1 T +1
Wt = = / BEN , (x, Ab), 0, da:+— / Po(en (z, AL, 07, @) de.  (3.6)
1 2

l\?\

Enfin, pour (S’Z?Erl /g)ieZ une séquence de R? qui vérifie la condition de consistance (1.62)), la Définition
1.4.4.1| assure l'existence d'une fonction & : ()2 — R telle que

n 0 Zitl —Fi o N A A
S h1= <A(w “714_1)) A g(w,w) = —gh, V(i,0) € Z x . (3.7)

La fonction ¢ est formellement un parametre libre qui peut étre choisi arbitrairement sous réserve de
satisfaire la relation de consistance 6(w,w) = —gh. D’apres 'expression (3.7)), cette fonction & définie

totalement la séquence (SZZ_I /Q)iEZ et puisqu’il n’y a pas de confusion possible, la notation suivante est
désormais adoptée :

A

2 —
AN AT i+1 7 .
:U(wi,le)T, V’I/EZ

Si+1
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A

En s’appuyant sur la donnée d’une telle séquence (SZ’.:_1 /2)162, le Lemme|1.4.4.1|permet une réécriture
équivalente du schéma de type Godunov (3.6]) sous la forme

At A A At A A
with = wjt - E(}_(@?vﬁ)?ﬂ) — F(wiq, ;")) + 7(5:1% + SZL_%), Vi € Z,
avec,
n fwip) + f(w?) Az L e 0
F(w?vw?+1) : 92 = - N (w?Jrl w; ) + E/ | U)( Z‘TL_;_%(‘T?At)?w:L?wszrl) dzx
2
1 m’*% ~ (¢ AL D" D" d
- E . w( Z'Jr%(m’ )7wz 7w1+1) z
(3.8)

L’objectif de cette section est de proposer une condition suffisante de stabilité entropique locale i.e
a chaque interface du maillage et pour le couple (7, G) défini par (3.4). Comme le systeme de Saint
Venant (3.3]) posséde un terme source, cette proposition doit aussi s’articuler avec la préservation des

solutions stationnaires. Cette préservation est assurée par la propriété well-balanced qui est maintenant
définie.

Définition 3.1.1.1 (Equilibre local et schéma well-balanced pour les équations de Saint Venant (3.3)).
Considérons les équations de Saint Venant (3.3) complétées par la notation

N u2 A
B(w) = > +g(h+2), YweQ.
A la date t*, considérons Wl et Wy, deux états constants dans Q respectivement & gauche et & droite
de linterface Tif1-
i) Les deuz états Wi et W}y, sont dits a l’équilibre local pour les équilibres mouvants si

hiwi = hiyuiyy,  B(@7) = B(d). (3.9)
it) Les deur états W} et W}, sont dits a I’équilibre local pour le lac au repos si
wi =ui =0, btz =hi + zig. (3.10)

ii1) Un schéma numérique de type Godunov (3.6) est dit well-balanced pour les équilibres mouvants

s’il préserve exactement une séquence (WI)iez qui satisfait da chaque interface du maillage un

7

équilibre local (3.9). Cette propriété s’écrit

Wiy = RD oyt
o e 1 i+1%1+1> .
siVieZ . R alors w?“ =w;, Vi € Z.
AN _ N
B(w}') = B(wj),

Un schéma numérique well-balanced pour le lac au repos s’énonce mutadis mutandis en considé-
rant les équilibres locauzr (3.10). Cette propriété s’écrit dans ce cas

n — n —
ui = uiyy =0,

si Vi€ Z . alors w™ = w?, Vi € Z.
hii +zi = iy + ziga,

D’apres les égalités —, les équilibres locaux des équations de Saint Venant sont
caractérisés par la continuité de hu pour tout doublet (z;,z;11) dans (R)2. Lorsque z; et z;1 sont
égaux, la continuité de h est également vérifiée pour le cas du lac au repos . Ainsi, dans ce
mémoire de thése, on suppose que les équilibres mouvants locaux vérifient également la continuité
de h lorsque z; et z;1+1 sont égaux. Cette hypothese s’écrit

Zi = Zitl
si hiul = hlqul, alors hi' = hl. (3.11)
B(@}) = B(@f),
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En dehors des singularités, le Lemme i1) donné en Annexe [A|établit que les solutions stationnaires
régulieres du systéme de Saint Venant vérifient un analogue continu des égalités . Ces
inégalités signifient formellement que si z est localement constante alors les solutions stationnaires
régulieres sont nécessairement les constantes de Q.

Avec la Définition il est maintenant possible de donner une condition suffisante a la propriété
well-balanced. Cette condition est par exemple détaillée dans [25] 165 [166] et elle est rappelée dans la
proposition suivante qui donne également une condition suffisante de stabilité entropique locale pour

le couple (7, G) défini par (3.4).

Proposition 3.1.1.1 (Solveur de Riemann entropique et well-balanced pour le systéeme de Saint Ve-

A

nant). Considérons le couple de fonctions (n,G) d valeurs dans R donné par (3.5)). Soient (S?+1/2)iez

une suite de R? et un solveur de Riemann w : R x Qx Q — Q satisfaisant respectivement les conditions
de consistances des Définitions |1.4.4.1| et |1.4.4.21. Notons F! le flux numérique de la variable h

i+1/2
donné par la premiére composante de F (w7, Wy, ) défini dans (3.8). Supposons qu’une condition CFL
de non interaction est satisfaite.

i) Si le solveur de Riemann vérifie la relation de consistance intégrale

1 Fitl | n AN AN w’? + w?Jrl At n n an .
Az /xl w( Z‘+%(w7At)7wi i) do = — M(f(wzﬂrl) — f(wy")) +At5i+%7 Vi € Z,
(3.12)

alors le schéma de type Godunov (3.6)) est consistant avec les équations de Saint Venant (3.3)).

i1) Si le solveur de Riemann satisfait l'inégalité

1 i+t o
Fxé 77(’LU( ?Jr%(l',At),w?,w?_H)) dz <

At

M) ) - 2 (Gug) - Gut)) - g5 (e — 2)Flyy, Vi€ D, (313)
2

2 Az

alors le schéma de type Godunov (3.6) vérifie une inégalité d’entropie discréte locale pour le couple
(1, G) défini dans (3.4). Cette inégalité s’écrit

A —aeay) | Giry ~ 9 .
: : < Z 14
AL + s <0, VielZ, (3.14)
avec,
5 G(wi ) + G(wy)) n Zirltzi Ax n n
Gipp = 2 +9F 1 5 IAL (n(wily1) — n(wi'))
1 Tt = (M A AT AT d
* g, el A 00 (3.15)
T2

iii) Si le solveur de Riemann satisfait

n
w;

(& 1 (2, AL), @, D) = { Vi € Z, (3.16)

n .
wiy,  sinon,
dés que la séquence (W');cz vérifie, a chaque interface du maillage, un équilibre local pour les

équilibres mouvants (3.9) (resp. pour le lac au repos (3.10)) alors le schéma de type Godunov
(13.6) est well-balanced pour les équilibres mouvants (resp. pour le lac au repos).
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. . , . ,
Démonstration. Concernant l’assertion i), d’apres I'expression de S 1o donnée par (3.7) et comme z

est régulitre, il est clair que S”. ., est consistant avec (0, —gh0,2)7T et il vérifie de plus

i+1/2
S(w, ) =0, Ve (3.17)
Par conséquent, un solveur de Riemann qui vérifie la relation de consistance intégrale (3.12)) donne un
schéma consistant.

Pour montrer P'assertion i), considérons la fonction w +— n(w) définie par (3.5). Comme cette

fonction est convexe et qu’elle satisfait les conditions décrites dans [I73], 'inégalité de Jensen appliquée
au schéma de type Godunov (3.6)) donne

n(with) <
1 Tivd N z;
- n A AT ,\n L n A n
SN /m n(w (&} L (z, At), @7, b)) do + ne ) (@(E™ , (z, At) 7)) da
)
1 T; B n n 1 Ti41 _ " o
+ AL /xl ) U(w(fi,%(x, At), iy, 07')) dz + m/ n(w(ﬁH%(w,At),wi , W) do

1 Z‘i,% e n o B 1 Tit1 o o o
o 2ALE / _ n(w(gi—%(m7At)7wi*17wl )) dz 2A$/ n(w(§ (:I; At) w;, H’l)) dz.

+1

+3

n(wi*) <
1 Tity ~ (N 1 i ~ (N AN
2Ax / " (w(f (:U At) ZJrl)) dz + E/ n(w(§ 1 (.73‘, At)7wl 1, W )) dz
Lon(ity) +n(w?) At ooony an At .
+ 5( 2 Az ( (UJ ) - (wi—l)) - Fxg(zl Z’L*l)]:i_%> (318)
Ln(wi') +n(wiy,) At n .Y’
5( 2 +1 Ax (G( Z+1) - G(w’b )) - A g(zl+1 ZZ)‘FZ'+1>
1 xi—% B o 1 Tit1 o n m
o 2Ax /z ) n(w(f (113‘ At) 1, Wi )) dz — QA.CE/;E ) U(w( H_%(x?At)?wi 7'UJZ'+1)) dzx.
i— il

Par ailleurs, comme il n’y a pas de contribution du terme source pour la premiere équation du systeme
de Saint Venant (3.3)), le schéma numérique pour la variable h s’écrit

At
Az

En multipliant 1’équation (3.19)) par gz; puis en additionnant le résultat a I'inégalité (3.18]), on obtient
une inégalité de la forme

hptt = np — —(F 1 Fli), Vi€l (3.19)

1
2

n(with) + gh? ™z < n(wf) + ghl'z; — (? ), VieZ,

1 1
+3 2

avec QZ +1 défini par . Comme un calcul immédiat montre que 7(w) = n(w) + ghz et puisque la

fonction z est mdependante du temps, cette derniere inégalité se récrit sous la forme de . Avant
de conclure la preuve de I'assertion i), il faut maintenant s’assurer que la quantité G. il donnee par
2

(3.15) est consistante avec G définie par (3.5)).
En considérant I’égalité de consistance w(&, W, w) = w donnée par la Définition [1.4.4.2¢iii) ainsi

que la consistance du flux numérique F" Lo il suit
2
A a G(w) + G(w Az
Gy = SO TEW) 4wz DL ()~ n(w)



1 Tigr o 1 Tyl A
+ 7/36 n(w(§i+%(33,At),w,w)) dz — 2A7 /ml 2 n(w(&H%(x,At),w,w)) dz,

Ti41 1

1 x
:G(w)—kg(hu)z—i—w/xi e - g [

= G(w) + g(hu)z.

Puisqu’un calcul direct montre que G(#) = G(w) + g(hu)z, cette derniére égalité termine de montrer
lassertion ).
Enfin, pour lassertion iii), supposons que la séquence (0;');ez est telle quun équilibre local est

satisfait a chaque interface du maillage. Dans ce cas, en utilisant la condition (3.16)) dans un schéma
de type Godunov (3.6)), il suit

1 i 1 Tipl
1 - N A - A
wszr = E /a: ) ’LU(&?_%(ZE,AI&),ZU?_DW?) dz + Ai:r »/931 : ’(U(gZ_%(SU,At),’(U?,w?_,_I) dl‘,
)
1 Ti n 1 Tipl
= — wi' do + — > wl do
Az /x L * Az /xz L
i3
= wk

7

D’apres la Définition [3.1.1.1}4i7), cette derniére égalité donne la propriété well-balanced annoncée ce
qui conclut la preuve. O

Comme 'entropie @ +— 7(w) définie dans (3.4)) n’est pas convexe, la preuve de I'inégalité d’entropie
discrete s’appuie sur la condition suffisante mais également sur 1’égalité issue du
schéma numérique. Cette preuve trouve des similitudes avec un calcul évoqué dans [32), Section 4.4]
mais l'originalité de la Proposition tient & la définition de I'inégalité . Cette inégalité est
une extension de au cas d’une fonction z quelconque et son utilisation dans la définition d’un
solveur de Riemann assure la stabilité entropique discrete locale ([3.14)).

Ainsi, la section suivante est consacrée a la construction d’un solveur de Riemann constant par
morceaux a deux états intermédiaires symétriques satisfaisant la relation de consistance intégrale
et I'inégalité d’entropie locale .

3.1.2 Solveur de Riemann a deux états intermédiaires symétriques, consistant et
entropique

Pour définir un solveur de Riemann a deux états intermédiaires symétriques, les notations suivantes
sont tout d’abord adoptées

=0,
Tipl = 0,
(wi', zi) = (wr, 21) = W, (3.20)
(wiy1, zi+1) = (WR, 2r) = W,
8,41 = SLR-

2

Ensuite, en considérant un réel A > 0, une condition CFL est donnée par les inégalités

AAL

A > max ‘uai\/gTa‘ et — <

1
—. 21
ac{L,R} Ax — 2 (3.21)

Les inégalités ci-dessus sont supposées vérifiées et par conséquent, il est possible de définir un solveur
de Riemann constant par morceaux a deux états intermédiaires symétriques. Un tel solveur est noté
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W(-, W, wR) : R — R? et il s’écrit

wy, Sl 2 < =,
t
wi s —A< é <0,
’Lf)(x/At,'UAJL,UA}R) = x (3.22)

» osi 0<—<A

(| < AL
T
i A< —.

WR Sl < At

Comme l'illustre la Figure les solveurs ci-dessus sont des versions simplifiées des solveurs
utilisés dans le Chapitre [2| Les solveurs de Riemann pourraient étre employés dans ce chapitre
a condition d’imposer v* = 0.

Enfin, le doublet (w'™F ntM) dans R? x R est considéré et ses éléments se lisent respectivement

wHEL = (RHLL () HLINT WR ;‘ wr _ f(wR)z_)\f(wL)y (3.23a)
L — n(wr) ;‘”(wﬂ _ G(wR>2—/\G<7UL)' (3.23b)

Avec ces notations, le Lemme permet de déduire que si les inégalités (3.21)) sont satisfaites et si
hr et hr sont strictement positifs (resp. positifs) alors A1 est strictement positif (resp. positif). De
plus, 'inégalité n(wi) < nHl est toujours vérifiée deés lors que A satisfait (3.21]).

FiGURE 3.1 — Solveur de Riemann approché constitué de deux états intermédiaires symétriques
constants wj et wj, représentés dans le plan (z,t).

Ainsi, les états intermédiaires wj et wj du solveur de Riemann (3.22)) doivent étre déterminés et
ils sont notés

wh = (Wi Wl)™, Vo e {L,R}.

On définit maintenant un solveur de Riemann de la forme (3.22)) en considérant la relation de consis-
tance intégrale (3.12) et une équation supplémentaire obtenue en posant 1’égalité des deux membres
de (3.13)). Le lemme ci-dessous présente les équations vérifiées par wj et wh.

Lemme 3.1.2.1. Soient Wy, Wr deux états constants de lintérieur de Q, Srr une discrétisation
consistante de A= ff\:éjQ(—ghazz) dx au sens de lexpression (3.7) et @ (-, Wy, wg) : R — R? un solveur
de Riemann de la forme (3.22)). Considérons les couples (7, G) et (n,G) respectivement donnés par
(13.4), (3.5)). Supposons que la condition CFL de non interaction (3.21)) est satisfaite.

Considérons wi' défini dans ([3.23a) et notons

Aw§LR
pHLLAHLL _ (g NHLL | Z2°LR 3.24
u (hu)™ " + T (3.24a)
GHLL — (RHLL pHLLGHLL, 2L 42’ ZR)T’ (3.24b)
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2 2A
1l y a équivalence entre les égalités
1[5 At
~/ s, 0@/t 0, ) do = SR S (fwn) — fwn) + AL0,50)", (3:25)
1[5 o
E/ L M(@(x/At, b, dr)) do =
-5 (3.25h)
n(wr) +n(wr) At At
M) TIR) 2 (Gwr) — Glw) - g5 - (sr — =) Fle
et les égalités
h} + h3
7L; B — pitt, (3.26a)
Ly + MRUR _ pHLLGHLL (3.26b)
2 ’ '
hihk .« 2, 9 * 2 _ AHLL s/ ~HLL 9 2
QJ,HLL (up —up)” + g(hR —hp+2r—20)" =0 =) + g(ZR —2r)°. (3.26¢)

Avant de procéder a la démonstration du lemme ci-dessus, il est important de souligner que la quan-
tité KHLEGHEL définie dans (3.24a)) est paramétrée par la donnée de 31 Cette donnée doit satisfaire la
condition de consistante rappelée dans et des expressions possibles seront proposées dans la suite
de ce mémoire de theése. Avec cette remarque, la démonstration du Lemme peut désormais étre
établie.

Démonstration du Lemme[3.1.2.1. Dans un premier temps, on montre que le systéme d’équations
(3.25) implique le systéme (3.26[), Puisqu'une condition CFL de non interaction est vérifiée et en
notant v = AMt/Az, il est possible de récrire de maniére équivalente le membre de gauche de 1’équation

(3.25al) de la fagon suivante :

1 /Arf
—~~ Lb(m/At,wL,wR) dx
Ax ~Ax

1 [-AAt 1 /0 § 1 A 1 &
= — wr, dor + — wr dx —/ wp dz —/ wg dz,
Az /_AQI L + Ax /—)\At L * Az Jo R + Az Jane R
= (—v+ 12w +vw] +vwy + (Y2 — v)wg.
Par conséquent, I’équation (3.25a)) est équivalente a

(—v+12)wr + vw) +vwy + (Y2 —v)wg = “L —;wR — uf(wR) ; flwr) + v (0,A25.r/x,0)T.

En écrivant composante par composante 1’équation ci-dessus puis en divisant de part et d’autre par
2v, on en déduit les équations —.

Il s’agit maintenant de récrire I’équation . En développant I'intégrale du membre de gauche
de et en conservant la notation v = AAt/Ag, il suit

Az

1 /2
e n(w (z/At, b, dr)) da
Az J_ax
1 At 1 /0 1 At 1 i
Az /A; n(w) dz + A [AAtU(wL) T+ Ax/o n(wr) LU-I-fo //\At n(wg) dz,

= (v +Y2)n(wr) +vn(wr) +vn(wg) + (12 = v)n(ws).
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Avec 'expression ci-dessus, 1’équation ([3.25b)) est équivalente a

(=v+12)n(wr) +vn(wy) +vn(wg) + (Y2 —v)n(wr) =
) £n(wn) _ | Gluwon) —Gluwr) =1 gy
2 A A
En multipliant cette égalité par 1/(2v) > 0 et en utilisant la quantité " définie dans (3.23D]), on

obtient une nouvelle forme équivalente de I’équation (3.25b|) donnée par

wi) + n(wy ZR— %
n(wi) + n(wg) = gHLL _ g R LffR- (3.27)
2 2
Pour récrire le flux numérique F2p, la notation [-] = -g — -1, est maintenant adoptée. D’aprés la forme

du solveur de Riemann (3.22)), cette quantité s’écrit
(hu)r + (hu)r, A A,

Par conséquent, et en utilisant la définition de A"t énoncée dans (3.23al), il suit

—[;A]f’iR = - [Z]f*] + [Z]([ |- W)
_ [2][h*] | zrhR+2Lhy 2+ Ry HLL _ [huz]
4 2 2 2\

A présent, et en introduisant 'expression ci-dessus dans I’équation (3-27) a laide de A" défini par
(3.24c) puis en explicitant les expressions de n(wy) et de n(w%), on obtient

hp(up)? I hi(u})? n g(hE)Q Z (hR)* n %[z] [h*] = fHLL — gL ; “R p HLL (3.28)
De plus, en élevant au carré ’équation puis en multipliant le résultat par g/2, il est possible
d’écrire

2 (kg + ) = S (R,

Ainsi, en soustrayant I’équation ci-dessus a ’équation ([3.28)), il suit

hi (U* )2 + (U* )2 9« g * ~ g 2L + 2R
R\"R L\™L + *[h ]2 + 7[2] [h ] — nHLL _ 7(hHLL)2 —yg hHLL‘ (329)
4 8 4 2 2
L’étape de simplification suivante consiste a récrire la quantité b} (u})? + hi(uy)? pour montrer que

Iéquation (3.29)) est équivalente a

L O S . A
ke + S+ L[] = A — ). (3.30)
8h 8 4
En utilisant les équations ([3.26a))-(3.26b]) il vient
hi(up)? +hp(up)?  _ hp(up)® + hp(ufh)? by + b
4 4 QpHLL ~°
B (hzuz)Q +2hjuphpuy + (h%u}‘%)z + hiph} [u*]?
- SHHLL )
) (3.31)
1 (h*LUZ + h}%u}}f hphplu]
QhHLL 2 8hHLL )
_ (hHLLaHLL)2 h*LhE[u*]Q
opHLL SHHLL

En introduisant le résultat ci-dessus dans 1’équation (3.29)), il suit finalement que 1’équation (3.25b))
est équivalente & 1’équation (3.30). En ajoutant 9lz1?/s de part et d’autre de I’équation (3.30), on en

déduit I’équation (3.26¢) ce qui termine de montrer que le systéme (3.25) implique le systéme (3.26)).
La réciproque est immédiate. O
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Les résultats du lemme ci-dessus sont donnés avec wy, et wr dans 'intérieur de Q ce qui signifie
formellement hy, > 0 et hg > 0. L’étude des cas hy ou hr proches de zéro est appelée transition en
zones séches et zones mouillées (séches-mouillées) et elle demande une attention particuliere [15, 164,
166]. En effet, la quantité 4" donnée dans est définie & une multiplication preés par AHLL
Comme AMML est nul si et seulement si by, = 0 et hr = 0, la convention admise dans [15], 164, 166]
impose de définir ¢"™" dans R par une disjonction de cas qui s’écrit

0, sihy =0et hg =0,
~HLL __
u - (hu)HLL + Az3Lr/2) ) (3.32)
L , sinon.

D’une maniére générale, les transitions en zones seches-mouillées seront traitées mais comme elles ne
constituent pas le sujet principal de ce mémoire de these, les résultats intermédiaires sont donnés
en considérant Wy, et @ dans lintérieur de Q. Dans ce cas, les définitions (3.24a)) et (3.32) sont
équivalentes.

Les équations sont retenues car d’apres la Proposition i)—ii), elles sont suffisantes a la
consistance et a la stabilité entropique du schéma de type Godunov associé au solveur de Riemann. A
partir des ces équations, le Lemme établi un systéme de trois équations qui se composent
de quatre inconnues hj, hp, uj, up et d'un parametre 5;,g. Par conséquent, le systéme d’équations
qui défini w} et wj, est sous-déterminé.

Le parameétre 51 intervient notamment dans la quantité 7t —7( +9(2r—21)%/8 qui définie le
membre de droite de I’équation quadratique . D’apres son expression, il est clair que le caractere
bien posé de I’équation requiere l'inégalité

,UAJHLL)

2
. N ZR — %
nHLL . n(wHLL) + 9(zr 5 L) > 0. (3.33)
Bien que cette inégalité ne peut pas étre établie a ce stade, il est néanmoins possible de donner deux
propriétés.

Lemme 3.1.2.2 (Propriétés de A — f(wMM) + 9(zr—21)*/5). Soient Wy, g deur états constants de
Uintérieur de Q, Considérons les couples (17, é) et (n, G) respectivement donnés par , ainst
que les quantités (W0 ALY et (wHEL pHELY respectivement définies dans (3.24)) et dans . En
supposant que la condition CFL de non interaction est satisfaite, les assertions suivantes sont
vérifiées.

N

i) Si3LR est consistant avec A ffAzh(—ghaxz) dz au sens de l’expression (3.7)) alors

N N g
(nHLL . n(wHLL) + *(ZR . zL)2)

S = nHLL — n(wHLL) > 0. (3.34)

ZL,=ZR -

i1) Pour toute quantité Spr donnée, l’estimation suivante est satisfaite :

N Al A g
nHLL . ’I’](U)HLL) + g(zR . ZL)2 —

hrhr(ur —ur)? g 9
I he —h _
4(hL + h’R) + 8( R L+ 2R ZL)

(UR_UL)2thL(hLUR_hRUL) hrur + hpug Az3LR ( 1 )

— — —_— ol—=).
AN(hy + hp)? X (902 = 22) + BALL )+ Y

(3.35)

Démonstration. Pour I'assertion i), si §1r est consistant alors lorsque zy, = zg, I'égalité Spr|,, —., =0
est satisfaite. Dans ce cas, un calcul immédiat qui utilise la démonstration du Lemme [3.1.2.1] permet

de montrer que
<ﬁHLL _ TA’(UA)HLL) + g[z]z)

2 — L (o F,

[2]=0
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Comme la condition CFL (3.2I)) est satisfaite, I'inégalité nHtl — n(wHLL) > 0 est assurée par la
définition du schéma HLL rappelée en Section

Concernant 1’assertion i), en utilisant la notation [-] = -z — -, puis en développant les expressions
des quantités @ AHLL 4 (pHEY) définies dans (3.24), il suit

. 2
HLL _ oooiily L Opg2 _ onin (B0)MRE 4 ASe/aNT g g gzt ER g
h h h
— MLy LZL + hRZR —g[ uz| — p(wHH _thLLZL + 2R
2 2\ 2
B (hu)"MY Azépp 1 (A:E§LR>2 N 9[2]2
hHLL 2\ SpHLL A g
g g
= " —p(w™) + L EI A+ g[Z]Q

hu)HL Agxg 1 Azs 2
- %[2] (hLUL + hRuR) - ( hH)LL 2/\LR - {pHLL ( )\LR
(3.36)
L’objectif a ce stade est de faire un développement limité du terme de droite de I’expression ci-dessus
en considérant que A tend vers l'infini.
En notant ¢ = hu et en développant les expressions de w

dans ({3.23al)-(3.23b)), on obtient tout d’abord

2 2 2 2 2 ) HLL 2
mny _ dn dn o 90+ hy) g(hR-i-hL ) S (Ul PP

4h; ' 4hg 4 B ﬁ 2R HLL

HLL ot de nMLL respectivement données

= n(w

2
Ensuite, il est nécessaire de développer la quantité ((hu) HLL) (2hHLL dans l’expression ci-dessus. En
utilisant les définitions de A" et de (hu)M™ données par | , on a immédiatement

(hupiLll — LR L o (3.38)
2 2\
1 1
_ _ 3.38h)
HLL (
2 (hr+ hr) (1= st
En élevant au carré expression (3.38a]) et en interprétant la quantité 1/ (1—%) comme une série
géométrique, il vient
+ 1
()2 = (LI Lyt g (h® + 207) + O ( 2) (3.39)
2 2\ A
LB () s
la] - 2) '
1 - sty Ahr + hg) A

Par conséquent, en s’appuyant sur les deux égalités ci-dessus pour développer la quantité

2
((h)"M1)"/(@pHLL) puis en introduisant le résultat dans lexpression de pHME — p(wHLL)

B-37), il suit

donnée par

P

HLL) _ q% + q12% (g +qr)* %[] —@-ﬁ- (hL+hR)[]

4hy ' 4hgp  4(hr + hg) 2\ A

(qr +qr)*ldl  (ar + qr)[hu® + $R?] 1
" IN\(hg + hr)? i) O (v)

2 2 _
_ thL[u] + g[h]Q _ [u] thL(hLuR QhRUL) T O( 1 ) '
4(hL —l—hR) 8 ANhr, + hR)

69



En utilisant les expressions (3.38), il est également possible de développer (hu)"™"/pHLL et 1/pHLL dans
I’équation (3.36)) puis en introduisant I’estimation ci-dessus dans le résultat, on en déduit

R I g
nHLL - n(wHLL) + g[z]Z —
thL[u]2 g 2 [u]QthL(hLuR—hRuL) hrur + hrug < AngR) ( 1 )
————+=|h — — —_— O|l—= -
Ihy +hy) st MN(hi + hp)? AN gl + Fme ) + O\ 5z
Puisque cette derniére expression correspond a l’estimation annoncée, ceci conclut la preuve. O

Le lemme ci-dessus souligne le role du parametre ;g dans ’obtention de I'inégalité . Lorsque
zr, et zr sont égaux, la consistance de Spr et la condition CFL suffisent a obtenir I'inégalité
souhaitée. En revanche, et d’apres I'estimation , la satisfaction de I'inégalité dans le cas
zr # zr, dépend de la quantité §1r. Ainsi, cette quantité doit étre choisie pour assurer la consistance
d’une part et pour obtenir I'inégalité d’autre part.

Une expression de Spp et une équation de fermeture au systeme sous-déterminé sont pro-
posées dans la prochaine section afin d’obtenir les conditions énoncées précédemment ainsi que la
propriété well-balanced.

3.1.3 Schéma entropique et well-balanced pour le lac au repos

Le Lemme @ a permis d’établir le systéeme d’équations sous-déterminé . D’apres la Pro-
position @-u), ces équations donnent un solveur de Riemann qui contient intrinsequement
des conditions suffisantes & une stabilité entropique discréte pour le couple (7, é) défini par . Pour
totalement déterminer le solveur, il est maintenant nécessaire de compléter le systéme par une
équation de fermeture et par une expression de S;r. Comme le systeme est quadratique, sa
fermeture doit permettre 'obtention de 'inégalité et le lemme suivant propose des expressions

possibles.

Lemme 3.1.3.1. Soient Wy, wr deux états constants de l'intérieur de Q et W(-, W, 0g) : R — R? un
solveur de Riemann de la forme . 1l existe A > 0 suffisamment grand tel que si la condition CFL
(13-21) est satisfaite et si les états intermédiaires du solveur notés wy et wy sont définis par le systeme
d’équations (3.26)) complété par

uy, = up, (3.40a)

A _ ~WBAR __ HLL?R — ?L g hpur + hrug (zr — 21)*
SLrR=38rp "= —gh Ao \/ L HLL L Ay (3.40b)

alors deur expressions pour wj et wy sont possibles. En considérant les quantités WU et HHLL défindes

dans (3.24b)-(3.24c|), ces expressions sont

uj = up = o' (3.41a)
_ _ :i: 8 ’f]HLL—’f](ﬁ)HLL) + _ 2

= pinr y —orm2n) Vil 5 Yo+ Gn—20)?, (3.41b)
_ _ :I: 8 ﬁHLLfﬁ(UT)HLL) + _ 2

i — i R ) Vsl Vot (en = 20)* (3.41c)

2

Un schéma de type Godunov (3.6 défini par la donnée d’un tel solveur de Riemann
i) est consistant avec les équations de Saint Venant (3.3)),

i1) satisfait une inégalité d’entropie discréte locale (3.14]) pour le couple (7, G) défini dans (3.4). Le
flux numérique d’entropie G de cette inégalité est donné par (3.15)).
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La notation §XV1§AR dans (3.40b)) signifie Well-Balanced At Rest. Cette convention d’écriture est in-
troduite pour distinguer I’expression ([3.40b|) d’une discrétisation §;r quelconque. Avec cette précision,
la démonstration du Lemme [3.1.31] peut maintenant étre présentée.

Démonstration du Lemme[31.31. Tl est d’abord nécessaire de montrer que les expressions (3.41]) sont
les solutions du systéme (3.26)), (3.40]). Dans un premier temps, on montre les égalités u} = u} = L.
Comme u} et uj, sont égaux d’apres (3.40al), notons u* = u} = u}j. Dans ce cas, I’équation ((3.26D)
associée a ([3.26a)) donne
pHLL (HLL _ hiup + hrug
2 b
h; +hy

2 )
= pHbhy*, (3.42)

Puisque @y, et wr sont dans l'intérieur de Q et que la condition CFL (3.21)) est satisfaite, l'inégalité
stricte hHM > 0 est vérifiée. Ainsi, une multiplication de I’équation (3.42)) par /st produit le résultat
attendu quant a uj et ujp.

Ensuite, pour montrer les expressions de hj, et de b} données dans (3.41b)-(3.41c]) il faut maintenant
étudier I’équation (3.26c|). En utilisant 'égalité de uj et u}, ainsi que la notation [] = -gr — -1, cette
équation se lit

[ + 2 = " — @™ + L[, (3.43)

Puisque I’équation ci-dessus est quadratique, il est nécessaire de montrer que son membre de droite
est positif. Procédons par disjonction de cas en considérant tout d’abord [z] = 0. Dans ce cas, puisque
§XV}]23AR est consistant et que la condition CFL (3.21]) est satisfaite, le Lemme [3.1.2.2¢) donne immé-

diatement p
(ﬁHLL . ﬁ(,UA)HLL) + §[Z]2> _ nHLL . n(wHLL) > 0.
[2]=0

Dans le cas [z] # 0, le Lemme [3.1.2.21i7) donne l'estimation suivante pour tout Spp :

SHLL A(wHLL) + g ]2

i ) gl =

hrh 2 2hrhr(h —h h h Azx3§ 1
_hrhpfu]” + €[h+z}2 _ [u*hrhr(hrur 2RUL) _ hrur + hrur (g[ ] Q:LLLR> o (2)
4(hy, + hg) 8 AN(hr + hR) 4\ h A

(3.44)

Ainsi, et comme hy, > 0 et hg > 0, si [u] # 0 ou [h + z] # 0 alors il existe A suffisamment grand tel
que l'inégalité HE — f(HEE) 4 9l21°/s > 0 est satisfaite. Les cas particuliers [u] = 0 et [h + 2] = 0
annulent les termes d’ordre zéro du développement limité . Il est alors nécessaire d’étudier les
termes d’ordre un et de montrer qu’ils demeurent positifs. Pour les cas [u] = 0 et [h+ 2] = 0, en notant
u = uy, = upr et en utilisant 'expression de §XV1§AR donnée par , on a

Azg\VBAR (he + hR) .
+—E ) im0, = —VI———ulz]’,
(.g[z] HHLL ) [h[lzi]z_](io \/§ (hHLL)g U[Z]

= — 25 /g(hs + hg) 2ulz2+ O (i) :

En insérant I’équation ci-dessus dans le développement limité (3.44)), il suit

WHLL  ~/~HLL\ , 9712 (hr + hr)u AzdBAR 1
N =@ ) + 22| jgmo, = Rl —Hir | =0, ) TO (3
( 8 [h+2]=0 A ( h [h+z]:0) A
LB 1y,
hr, +hr A A2

(3.45)
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D’apres I’équation précédente, et si u # 0, il existe de nouveau A > 0 suffisamment grand tel que
inégalité AL — 7(@MHL) 4 gl21°/s > 0 est satisfaite pour les cas [h + 2] = 0 et uy, = ug # 0. Avant
de conclure, il faut encore étudier le cas [h + z] = 0 et ur, = ugp = 0 qui s’identifie & un équilibre

local pour le lac au repos ([3.10]). Dans ce dernier cas, un calcul direct & partir de WH et de §XVI]§AR

respectivement définis par (3.24b)) et par (3.40b)) donne

pHLL . hr + hgr
ur=ur=0, T 9 )
[h+2]=0
hr +hgzp — 2
~WBAR _ L R <R L
SLR uf;hj};}]{::oo, - g 2 A.’IZ‘ ) (346)
(RHELGHLY | = = LR = L (hy + b)) = — L (hy + hg)[h + 2] = 0.
“[thfzf:—o ’ 4 4\ 4\

En considérant les trois équations précédentes dans I'expression de #1F — 7(wHE) + gl=%/s, on obtient

(ﬁHLL B ﬁ(wHLL) 4 g[z]z)

hrhilu]®* | g B
S ) + g[h +z]? = 0. (3.47)

s Wbt )

Ainsi, dans tous les cas, il existe toujours A > 0 suffisamment grand tel que l'inégalité suivante est
vérifiée :

SHLL _ ~0 ~HLL e

o =Nt + 8 > 0. (3.48)

Par conséquent I’équation quadratique (3.43|) est bien posée. Apres avoir divisé par 9/8 I’équation (3.43)),
il est donc possible d’appliquer la racine carrée de part est d’autre et d’en déduire

[0 + 2] = /8 —a@i) g 1 []2.

En associant ’équation ci-dessus a 1’équation (|3.26af), on peut alors en déduire les expressions des

quantités hj et de h} respectivement annoncées dans (3.41bj)-(3.41c]).

Concernant les assertions i) et i), puisque §XV1$AR est consistant et qu’un calcul direct montre que

W(-, W, W) = w, on en déduit que le solveur de Riemann satisfait la Définition m) De plus,
comme les états intermédiaires du solveur sont définis par le systéme , le Lemme assure
que le solveur de Riemann vérifie la relation de consistance intégrale et I'inégalité (3.13)). Par
conséquent, la consistance du schéma de type Godunov i) et la stabilité entropique i) se déduisent de
la Proposition [3.1.1.1] ce qui termine la preuve. O

D’apres la preuve du lemme ci-dessus, la discrétisation consistante §XVRBAR donnée par (|3.40b))
permet d’obtenir les égalités suivantes :

’fLHLL HLL 77(wHLL) )

_ HLL ~HLL ¢ ~HLL 9 12
o = (M =@t + CLp)

S
Par conséquent, les expressions dégénerent vers lorsque zy, et zg sont égaux. Les solveurs
de Riemann du Lemme B.1.3.7] sont donc les extensions directes des solveurs obtenus en Section
pour le cas particulier d'une fonction z constante.

Les formulations explicites de w} et wy données dans définissent entierement un solveur de
Riemann . Il est néanmoins nécessaire d’y adjoindre des procédures de limitation qui assurent la
robustesse du schéma dans les transitions en zones seches-mouillées caractérisées par hy, ou hr proches
de zéro. Par conséquent, une procédure de limitation est introduite dans le théoreme suivant qui établit
également la propriété well-balanced pour le lac au repos.

Théoréme 3.1.3.1 (Schéma de type Godunov robuste, entropique, et well-balanced pour le lac au
repos). Soient Wy, g deuz états constants de Q et w(-, W, wr) : R — R? un solveur de Riemann

de la forme (3.22)). Supposons que A > 0 est tel que la condition CFL de non interaction (3.21]) est
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satisfaite et tel que le systéme d’équations (3.26)), (3.40) admette des solutions réelles. Considérons les

quantités WY et AL définies dans (3.24b)-(3.24) ainsi que les quantités (W, h%) dans R? telles
que

—(2p —21) + \/S(ﬁHLL*ﬁ(U?HLL))/g + (2 — 21,)?

i = R 5 : (3.49a)
hi = pHLL —(er—21) £ \/8 G @™ )fg + (2 = 21)° (3.49D)
2 ' )
Si 8 p vérifie
0, st hy, =0 et hg =0,
gh%/2, si hpur =0 et hy, =0 et hg + z2r < 2y,

Azspp = — gh% /2, sihpurp =0 et hg =0 et hy + 21, < zg, (3.50)

—g(hr + hgr)(zr — 21)/2, sihr, =0 ou hr =0,
AJJ§XVRBAR, sinon,

avec §XVI§AR défini dans (3.40b)) et si les états intermédiaires du solveur notés wj et wy s’écrivent
(0,0,0,0)T,  sihy =0 ethg=0,

(0,0, 2RV GHUNT gi by =0 et hy > 0,

. (2RHEE GHEL 0. 0)T ) si by > 0 et hg =0,
L
Z*L = min (max (i?i, 0), 2hHLL> (3.51)
R
Ugr fHLL ]
, sinon,

min ( max (h%,0), 2hHLL)

,LALHLL

alors un schéma de type Godunov (3.6)) défini par la donnée d’un tel solveur de Riemann
i) est consistant avec les équations de Saint Venant (3.3)),

préserve l’ensemble convexe 1, i.e : si (W] )iez, C K alors, (W]

+1)i€Z C Q;

ii1) est robuste pour les transitons dans les zones séches-mouillées,

1) est well-balanced pour le lac au repos, ce qui s’écrit
C . u? = 0, n+1 n .
siVieZ alors w;""" = w;", Vi € Z.
hi + 2z = cste,

Si de plus, f?i > 0 et Ej; > 0 alors un schéma de type Godunov (3.6) associé a un tel solveur de

Riemann satisfait une inégalité d’entropie discréte locale (3.14) pour le couple (1), é) défini par (3.4)).
Le flux numérique d’entropie G de cette inégalité est donné par (3.15)).

Les propriétés well-balanced et de stabilité entropique décrites ci-dessus sont également établies
dans [32] & laide d’un schéma de relaxation qui nécessite néanmoins la résolution d’une équation
cubique. Le résultat proposé dans le Théoreme s’affranchit de cette contrainte et son originalité
repose sur la résolution explicite d’une équation quadratique.

Cette résolution explicite donne deux schémas numériques distingués par le symbole £+ dans les
définitions . Ces deux schémas sont entropiques, well-balanced pour le lac au repos et préserve
Pespace 2 en vertu des procédures de limitations min(max(-,-),-). Cependant, si ces procédures de
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limitations sont actives, le systeme d’équations n’est plus nécessairement vérifié et par conséquent
la stabilité entropique pourrait étre localement perdue dans les transitions en zones séches-mouillées.
Ces transitions s’operent également a 'aide des disjonctions de cas dans les expressions et
. D’apres [164, Section 3.1.2.4], ces disjonctions sont robustes mais il est clair que leurs expressions
ne sont pas continues avec le schéma défini par le Lemme
Avec ces remarques, la preuve du Théoréme peut désormais étre établie.

Démonstration du Théoréme[3.1.3.1 En ce qui concerne i), il est seulement nécessaire de montrer la
consistance en dehors des transitions en zones seches. Ainsi, si h} et h}, donnés par sont tous
deux strictement positifs alors les expressions (3.51) coincident avec les expressions (3.41). Dans ce
cas la consistance est montrée dans le Lemme Si hy < 0 ou by <0, alors les procédures de
limitation min(max(-,-),-) s’activent or la preuve du Lemme montre que dans ce cas la relation
de consistance intégrale est préservée. Par conséquent, on en déduit la consistance annoncée.

Ensuite, pour montrer la préservation du domaine ) énoncée dans i1), il est suffisant de montrer
que hy > 0 et hjz > 0 or d’apres les expressions ces inégalités sont immédiatement assurées.

Concernant 'assertion 7ii) et d’apreés [164, Section 3.1.2.4], les disjonctions proposées dans
pour 51r et dans (3.51f) pour les états wy, wj assurent la robustesse du schéma dans le cas d'une
transition en zones séches.

Pour montrer la propriété well-balanced de Iassertion iv), il est suffisant, d’apres la Proposition
de montrer que si Wy, et Wr forment un équilibre local pour le lac au repos alors w} = wy,
et wj = wg. En utilisant la notation [-] = -g — -1, si @y, et wg forment un équilibre local alors
ur, =ug =0, [h+ 2] = 0 puis $.r, w} et wi sont respectivement donnés par et par .

Comme u}, = up = GHLL le premier objectif est de montrer que 41 = 0. Lorsque les conditions
locales du lac au repos sont satisfaites, il a été établi dans le Lemme que RHMLGHLL — o
Par conséquent, il suit

_ HLL ~HLL
0= (h u ) ur=ur=0, (352)
[h+2]=0
_ pHLL ~HLL
- h ur,=ur=0, U ur,=ur=0,’
[h+2]=0 [h+2]=0

h h
_ L“2‘ R HLL

ur=ur=0,"
[h+2z]=0
D’apres I’équation ci-dessus, lorsque les conditions locales du lac au repos sont vérifiées ¢HM = 0
et par conséquent u; = up = 0.
II reste & montrer les égalités h} = hp et h; = hr. Lorsque les conditions locales du lac au repos
(3.10]) sont vérifiées, la preuve du Lemme|3.1.3.1/donne dans égalité ALY — (L) 4ol /s = 0.
En associant cette égalité aux expressions de h} et de hj respectivement données dans et

(3.41c]), il vient

hp +hg—1[2]  hy+hgr+|[h]

* = = h

R|ur=ur=0, R
fh—l—z?:O 2 2

. _ hothrt[e] _hpthr—[h] _,

Llup=ur=0, — 2 - ) — L.
[h+2]=0

Ces deux derniers résultats terminent de montrer la propriété well-balanced de I'assertion iv).

Enfin, concernant 'inégalité d’entropie discrete, si h} et h}, donnés par (3.49) sont tous deux
strictement positifs alors les expressions (3.51]) coincident avec les expressions (3.41)). Dans ce cas
I'inégalité d’entropie discréte est une conséquence directe de la définition du solveur de Riemann et
cette inégalité est démontrée dans le Lemme [3.1.3.1}i4) ce qui conclut la preuve. O

Les schémas du Théoréme [3.1.3.1| sont obtenus a partir du systéme (3.26)) fermé par les équations
additionnelles ([3.40). D’autres équations de fermeture sont maintenant proposées afin d’obtenir un
schéma numérique entropique et well-balanced pour les équilibres mouvants.
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3.1.4 Schéma entropique et well-balanced pour tous les états d’équilibres réguliers

Avec la donnée d’états intermédiaires wj et wy définis par le systeme d’équations , le Lemme
B-1.2.7]et la Proposition[3.1.1.1] assurent que le schéma de type Godunov associé au solveur de Riemann
vérifie une stabilité entropique locale pour le couple (7, é) (3.4). Comme le systeme est
sous déterminé, il s’agit maintenant de proposer des équations de fermeture permettant de restituer la
propriété well-balanced pour les équilibres mouvants.

Toutes les notations utilisées dans les sections [3.1.2] et [3.1.3] demeurent et en particulier la notation
[] = ‘r — 1. Ces notations sont tout d’abord complétées par

A (hu)? A AL A
B(w) = 53~ +g(h +2), [B] = B(dr) — B(y).

Avec les notations ci-dessus, les équilibres mouvants locaux (3.9) se lisent maintenant

A

hrup = hrug, et B(wp) = B(’LZJR) (3.53)

De plus, pour toute quantité X, si les conditions d’équilibre local écrites ci-dessus sont vérifiées alors
X devient X°1. Cette notation s’écrit
. = X
Xlig=o, 8120 = X
Puisque les équilibres mouvant locaux (3.53]) sont caractérisés par hpur = hrupg, la notation ¢*¢ dans
R est adoptée sous la forme des égalités suivantes :

(hrur)® = (hrur)® = ¢*%.

Enfin, h désigne la moyenne arithmétique de hy, et de hg qui s’écrit h = (he+hr)/2 dans RT.

En associant ces notations & un couple A > 0, At > 0 et & wH , il est désormais possible de
définir les quantités réelles qui prennent des valeurs particulieres lorsque 1wy, et wpg forment un équilibre
local . Ces quantités réelles sont notées (rr, qLr, OLr €t F % r et elles sont chacune définies par

Cr = [hu]® + B[B] /g, (3.54a)
0, si (rr=0et[z] =0,
LR = min(hpur, hRuR)(g[z]At)Q . ) (3.54Db)
GEAAZ+ Cr 0
0, sirr=0¢et[u]=0et [h+2]=0,
Prr= (R[w)? + ghlh+ 2 , (3.54¢)
— — , sinon,
(hlu])? + ghlh + 2]* + (LR
Fip= ——ln (3.54d)

LR — ghphghtLL
Le lemme ci-apres donne des propriétés satisfaites par (rr, qrr et Ff R

Lemme 3.1.4.1. Soient Wy, Wwr deux états constants de lintérieur de Q ainsi que X >0 et At >0
satisfaisant la condition CFL (3.21)). Considérons w'™ donné dans (3.23a)) ainsi que Crr, qrr et F?
respectivement défini par (3.54a)), (3.54b)) et (3.54d). Les assertions suivantes sont vérifiées.

i) Cor = 0 si et seulement si Wy, Wr vérifient un équilibre local (3.53)).
i) Si[z] # 0 alors ¢} % = ¢°%.
iii) Si[2] # 0 alors (F?R)%4 = 2(a°)*/(ghphr(hr+hg)).
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Démonstration. Concernant l’assertion i) et comme Wy, wg sont dans 'intérieur de Q, I'inégalité stricte
h > 0 est satisfaite. Par conséquent (7 r est une somme de termes positifs et le résultat est immédiat.

Pour ’assertion i), il s’agit de montrer une égalité dans le cas d’un équilibre local . Comme
2] # 0, Putilisation de I'égalité ¢;%, = 0 donne

eq (min(hLuL,hRuR)(g[z]At)2
fLr = (9[z]1A1)% + (LR

Enfin, pour I'assertion iii), en écrivant la définition de RH donnée par (3.23a)), il suit

)eq = (min(hrur, hRuR))eq = ¢4,

eq_hL+hR_[hu]eq_hL+hR
2 22 2

(hHLL)

En utilisant I’équation ci-dessus et le résultat ii) dans la définition de F % r donnée dans (3.54d)), on en
déduit le résultat attendu ce qui termine la preuve. O

En s’appuyant sur les définitions , une fermeture du systeme d’équations (|3.26)) est maintenant
accessible. Cette fermeture est présentée dans la proposition ci-dessous qui utilise les symbole usuels +
pour désigner 4+ ou —. Deux symboles indépendants +; et £ sont nécessaires et le second est complété
par Fo tel que si 9 est positif (resp. négatif) alors Fo est négatif (resp. positif).

Proposition 3.1.4.1. Soient Wy, Wgr deuz états constants de l’intérieur de Q et W(-, 0, wR) : R — R?
un solveur de Riemann de la forme (3.22)). Il existe A > 0 suffisamment grand et At > 0 suffisamment
petit tels que si la condition CFL est satisfaite et si les états intermédiaires du solveur notés wy
et wy, sont définis par le systéme d’équations (3.26) complété par

2
* * * * q * *
hphi(up —up)? = W L]f’ (W — h7)?, (3.55a)
rhr
.~ .FWB _ ~WBAR ghFip (hg —hr)? hrur + hrug (2r — 21)?
SLR = SLR = SLR +/8LR(4thR Ar V9 (WHLLY2 AL ), (3.55b)

alors deux expressions pour hy et hy, sont possibles. En considérant les quantités WML et HLL définies

dans (3.24b)-(3.24c|), ces expressions sont

h*
by = pHLEL [2] (3.56a)
h*
hy = hHLL 4 [2] (3.56h)
* ZR — 2L 8 AHEE — (wHEL ZR — 21)?
avec, [h]= — (1F2) +; \/ 1 F(Q ) (1 72 )2. (3.56¢)
+ PR g + LR (1+ FEg)

Si de plus, hy, et hy définis ci-dessus sont strictement positifs alors les quantités uy et up s’écrivent
respectivement

N ~HLL QLR[h*] h?%
_ ! R 3.57
h* h*
wly = Ly, LRl L (3.57b)

2hHLL /B hg \| By,
Enfin, un schéma de type Godunov (3.6 défini par la donnée d’un tel solveur de Riemann
i) est consistant avec les équations de Saint Venant (3.3)),

i1) satisfait une inégalité d’entropie discréte locale pour le couple (1), G) (13.4) et dans laquelle le flux
numérique d’entropie G est donné par (3.15)).
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Les symboles +; et 4o respectivement employés dans les expressions et peuvent
s’interpréter comme des parametres libres qui seront fixés par la suite afin de garantir la propriété
well-balanced.

La propriété well-balanced sera également obtenue avec ’expression (3.55b|) pour laquelle la no-
tation §E%VB signifie Fully Well-Balanced. Cette convention d’écriture est introduite pour distinguer
I’expression d’une discrétisation S;r quelconque. D’apres cette expression, §E}’%VB est défini
comme une correction de la quantité §}%BAR et cette propriété sera utilisée dans la suite cette section.

Avec ces remarques, et avant de démontrer la Proposition [3.1.4.1] il est maintenant nécessaire

d’établir deux résultats intermédiaires. Le premier concerne la quantité §E%VB définie dans ([3.55b))

Lemme 3.1.4.2 (Propriétés de §§WB). Soient wp, g deur états constants de Uintérieur de Q. Si
la condition CFL (3.21)) est satisfaite et si §pp = §E}%VB dans Uexpression de hHFLgHLL donnée par

(13.24al) alors
AzsEWB | eq
HLL ~HLL\eq __ HLL LR _ _eq
(R o) = ((hu) + o\ ) = ¢*4.

Démonstration. La preuve se meéme par disjonction de trois cas qui concernent
i) [2] =0,
i1) [z] #0 et ¢°1 =0,
iit) [z] # 0 et ¢°¢ #£ 0.
Dans le cas i), et d’apres la définition , il est clair que §E}’%VB = 0. De plus, et d’apres
I’hypothese , un équilibre local défini par [z] = 0 est nécessairement caractérisé par Wy = Wg.
Par conséquent, en utilisant la définition de AHMaHMY donnée par , il suit

(hHLLaHLL)eq| (21=0 — ((hu)HLL)eq’

(hpup)®+ (hgupg)® [hu2 + 9h2/2]eq

2 2\ ’

— qeq.

Comme I’égalité ci-dessus correspond au résultat souhaité, il est maintenant possible d’étudier le second
cas.

Le cas 1) est caractérisé par [z] # 0 et ¢°? = 0. Dans ce cas, un calcul direct montre que ’équilibre
local mouvant dégénere vers un équilibre local du lac au repos qui s’écrit uy, = ug = 0 et
[h + z] = 0. Selon la définition de Sz donnée par , si les conditions d’un équilibre local du lac
au repos sont satisfaites alors Srr = 0. Ainsi, d’apres I'équation (3.55b)), on a dans ce cas

hy + hgr zr — 21,
ga=0 "~ "9 AV
Par conséquent, en utilisant le résultat du Théoreme z'v), on en déduit AHMLGHLL — ( et
comme A > 0, cette égalité conduit au résultat attendu.

Considérons maintenant le cas ii7) défini par [z] # 0 et ¢°? # 0. Puisque Wy, et wr définissent un
équilibre local mouvant avec ¢°? non nul, des calculs usuels qui s’appuient sur et sur
(3.53]) montrent respectivement que

T sy =

sWBAR
¢ea=0 — (B8R

(¢°9)?

— [h?] + g[h + 2] = 0.
2h3 b,

52(}%‘115"#0 =1 et

En utilisant les deux résultats ci-dessus ainsi que 1'égalité (F7 )% = 2(a°)?/(ghphr(hr+hr)) donnée par

le Lemme [3.1.4.1}444), il suit

hr +h hr +h
sFWB\e _ L R 9rp130L R -2
(Azspp )qqeq;ﬁo = —QT[Z] g[h] Thihp | ERlgazo
hrp +h h)? h?)(q%%)?
B P s U o
2 4 hihy(hr + hg)
hy +h h)? [h+z
_ _gL R[z]+9[] [ ]‘
2 2 hp+hg
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En insérant I'équation ci-dessus dans la définition de RHLEGHEL donnée par (3.24a)), on en déduit

( pHLLGHLL eq

q°17#0

AxEWB | eq

HLL,A HLL LR

(h u T 22 ) qIF£0’

_ g 1 (7 (¢°9)?[h?]
Q(hL -I-hR))\ hrhr,

eq  glh+2]

AN(hr + hg)

g —(hp + hp)?[z] + [h]*[h + 7]
4\ hr + hr ’

+ (he +he)*[h]) +

(*4thR + (he + hg)? — [h]Q) :

— qeq .

L’égalité ci-dessus termine la preuve. O

Le second résultat intermédiaire nécessaire & la preuve de la Proposition [3.1.4.1] repose sur I’obten-
tion d’une inégalité large qui conditionne 'existence de réels h} et h7, satisfaisant le systeme d’équations

’ ’

Lemme 3.1.4.3. Soient Wy, Wi deux €tats constants de l'intérieur de Q. Il existe A\ > 0 suffisamment

grand et At > 0 suffisamment petit tels que si la condition CFL (3.21)) est satisfaite et si S = 85 5o

dans ’expression de RHLLGHLL gonnée par (3.24a)) alors, en considérant les quantités wHLL, ﬁHLL et

FgR respectivement définies dans (3.24bl), (3.24c)) et dans (3.54d), l’inégalité suivante est satisfaite :

AHLL A/ ~HLL g 12 9[2]2 FgR
A ity 4 9 9L Fin o, (359)
8 1+ F?,

8

Démonstration. La preuve est conduite par disjonction de trois cas respectivement donnés par
i) [s] =0,
i) [2] # 0 et CLr =0,
ii1) [z] #0 et (Lr # 0.

En considérant tout d’abord le cas i) défini par [z] = 0 et en utilisant d’une part la définition ([3.54b|),

on a qrr = 0 et en utilisant d’autre part I’équation (3.55b]), on obtient §E\;¥B = (0. Par conséquent,

dans le cas ol 7y, et zp sont égaux, on en déduit que F?,, = 0 et que 1 = "M En s’appuyant sur
R g ) q LR q ppuy

ces deux dernieres égalités un calcul analogue a (3.36)) donne

8

AHLL  a¢ ~HLLY |, 9772 gl2]* Fig

[z]=0

A e 9, HLL\2 , (9 hrur + hrur
- v ) _ 9 I1(1n] —
" S|~ g+ (G0 )|
= IEL (L)

Comme la condition CFL ([3.21)) est satisfaite, I'inégalité large nH-l — n(wHLL) > 0 est assurée en vertu
des propriétés du solveur HLL détaillées en Section [1.4.3
Le cas ii) est caractérisé par [z] # 0 et (g = 0. Comme (7 est nul, Wy, et Wy, définissent un état

d’équilibre mouvant local (3.53) et dans ce cas, un calcul direct montre que G(iwg)— G (i) = [B]g®d =

0. D’apres le Lemme 2 I’égalité (hHLLﬁHLL)eq = ¢°4 est également vérifiée. Par conséquent, il suit

G(wg)* — G(d1)™
2\

R A w eq+ w eq
(10— oy = P 80t )

(g )" () gt
9 HLL 2 2
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~ (g°)? ( 1

1 92 2y 9
+E)+Z(hL+hR)+§(hLzL+thR)

4 \hg
B hiq:(—l);R ~g(hg _é_ hr)? _ %(hL + hg)(zL + 2R).
_ @ hihe [177 900 9
= g ] Sh+ S,

= 41+ (FE)™) ] + 2=,

En utilisant 1’équation ci-dessus, on obtient

2 2 eq 2]?
(11— gty + 312 = SEL )™ S () + L +
= S(V1+ (ERp)ealn) + Meqf = 0.

1+ (Fzg)

Finalement, le dernier cas iii) est celui de [z] non nul et pour des couples Wy, et Wy, qui ne définissent
pas un état d’équilibre mouvant local (3.53)). Ce dernier cas s’écrit [z] # 0 et (rLr # 0 et il a été établit
dans le Lemme [3.1.2.2}47) 'estimation suivante :

” ~lon g
T,HLL _ n(wHLL) + g[Z]Q —
thL[UP g 9 [u]ZthL(hLuR—hRuL) hrur + hrug AzSR ( 1 )
DRALIME 9y, 4 g2 - STLRY L o ()
iths +hm) sl T AN(hy, + hp)? N (91 RALL ) A2

(3.59)

Avec cette estimation et tant que [u] ou [h+ 2] est différent de zéro, il existe A > 0 suffisamment grand
tel que I'inégalité stricte suivante est satisfaite :

2
AL (HELy 4 g[g] < 0. (3.60)

Dans les cas particuliers ou [u] et [h + 2] sont nuls, les équations suivantes sont vérifiées :

0 ~FWB _ sWBAR
s .

’BLR’ [u]=0, = SLR ’/BLRZO = SLR

[h+2]=0

Ainsi, lorsque [u] = 0 et [h + 2] = 0, la définition de frr donnée par fait basculer 8fWB vers
§‘LN1§AR. Par conséquent, 'existence de l'inégalité stricte pour ces cas particuliers releve de la
démonstration du Lemme qui concerne ’estimation avec Spp = §XVRBAR. Or, d’apres les
calculs et détaillés dans ce lemme, I'inégalité stricte peut étre maintenue sauf dans
le cas ou Wy, et wpr sont a I’équilibre local pour le lac au repos (3.10). Comme le lac au repos s’inscrit
dans les équilibres mouvants, il a déja été traité dans le cas ii). Par conséquent, I'inégalité stricte (3.60))
peut toujours étre assurée pour ce cas iii). De plus, d’apres les définitions , et puisque
(tr #0, F g R est proportionnel a At*. Ainsi, si 'inégalité stricte est vérifiée, I'inégalité
s’obtient en choisissant At > 0 tel que

JHLL /. ~HLL 9 12 9[2]2 FgR
— < > LA

On en déduit ainsi le résultat attendu pour ce troisieme cas d’étude ce qui termine la démonstration. [

Avec les deux lemmes ci-dessus, il est maintenant possible de procéder a la démonstration de la Pro-

position [3.T.4.1]
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Démonstration de la Proposition[3.1.7.1]. 11 est d’abord nécessaire de montrer que les expressions

3.56)-(3.57) sont solutions du systeme (3.26]), (3.55). En insérant 1’équation (3.55a) dans I’équation

3.260) et en utilisant la définition de F7? r donnée dans (3.54d)), on en déduit que h} et hj vérifient
les deux équations

hp +hk _ puiL
2 )

g * * ~ A/ A
g+ FER)[M']? + [ J[*] = At — (). (3.61b)

(3.61a)

Pour déterminer h} et h¥, il faut d’abord montrer que I’équation quadratique ci-dessus est bien posée.
En divisant cette equatlon quadratique (3.61b|) de part et d’autre par 9/8(1+F2,) puis en ajoutant
[2]?/(14+-F2 )2, on obtient

([h*]+ [2] )2_§ AHLL ﬁ(@HLL)JF [2]?
1+ Fig/ g 1+ Fip (1+ Ffp)?

8 HLL  ao~mnny , 912 912 Fig
g(1+FgR)< AT + gl = = 1+F§R)'

D’apres le Lemme [3.1.4.3] si A (resp. At) est suffisamment grand (resp. petit) alors le terme de droite
de I'équation ci-dessus est positif. Par conséquent, si A et At sont convenablement choisis, I’équation
précédente est bien posée. On peut donc appliquer la racine carrée de part et d’autre pour en déduire
I'expression de [h*] donnée par (3.56¢)). Par suite, en couplant [h*] = h} — h} a I’équation (3.61al), on
en déduit les expressions de h} et de h}, respectivement données dans ([3.56a)) et dans (3.56b)).

Comme les quantités hj et h} sont désormais connues et comme elles sont supposées strictement

positives, I’équation (3.55al) se réécrit

qrr  [h*]

NN

En utilisant 1’équation ci-dessus ainsi que 1’équation (3.61a] m dans I'équation (hpuj+hpuy)/2 =
il suit

[w] =+ (3.62)

HLL ~HLL
hPERg

pHLLHLL _ hpup + hipup
2 )
h} + hj up + up n [h*][w*]
2 2 4 7

2 4vhphgr /RERG
L’équation ci-dessus associée aux égalités (3.62) et m donne

W —  gHLL qLr[h] - qrr[P*]?
R 2/hihghihy ' AWMLl /hihp /IR
— gHLL 4 qLr["] (1- ("] )
2/hohphihy " 2RHLLY
GHLL 4 qLr[h] ht

N

Cette derniere égalité permet de déduire le résultat (3.57b) quant a uj. Puisque l'expression de uj,

(3.57al) se déduit d’'un calcul analogue ceci termine de montrer les expressions (|3.56))-(3.57)).

Concernant les assertions ¢) et i), puisque SEWB est consistant et quun calcul montre que
puisq LR q q

w(-, W, w) = w, on en déduit que le solveur de Riemann satisfait la Définition [1.4.4.2}4i7). De plus,
comme wj et wy sont définis par le systeme (3.26]), le Lemme [3.1.2.1| assure que le solveur de Rie-
mann vérifie la relation de consistance intégrale (3.12) et I'inégalité 13.13: . Ainsi, d’apres la Proposition
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3.1.1.110)-i7), on en déduit le résultat annoncé quant a la consistance i) et quant a la stabilité entropique
i1). Ce dernier argument conclut la preuve.

O]

L’introduction de 1’équation permet de décomposer les équations qui définissent wy et wp,
en deux sous-systemes d’équations respectivement donnés par et par , . Chacun de
ces sous systémes est constitué d’une équation linéaire et d’une équation quadratique.

Si la condition implicite (3.58)) qui restreint le couple (A, At) est satisfaite alors la premiere équation
quadratique est bien posée. Le caractere bien posé de la seconde équation quadratique
repose sur I’hypothese que les quantités h} et h}, données par sont strictement positives. Si cette
hypothese n’est pas vérifiée, les inégalités h7 > 0 et h}, > 0 peuvent étre imposées avec une technique
de limitation additionnelle. Par conséquent, le systeme d’équations , admet toujours des
solutions.

D’apres les expressions —, ces solutions ne sont pas uniques et elles dépendent des choix
retenus pour les symboles +1 et +5. La sélection d’une solution s’opere selon la propriété well-balanced.

Pour satisfaire cette propriété, il est nécessaire de choisir +9 négatif (ipso facto F2 positif) et un
calcul direct montre que le choix de +; doit se faire selon une condition obtenue lorsque wy, et wg
forment un équilibre local . Cette condition s’écrit formellement

+1% = sign((1+ (FZp)*)[h] + [2]).

Puisque 1’égalité formelle ci-dessus doit étre satisfaite a 1’équilibre local (3.53|), une expression simple
de 47 est donnée par
+1 = sign((1 + (F£p))[h] + [2])-

Ce choix est retenu dans ’égalité (3.65) mais d’autres expressions demeurent possibles.
En considérant la propriété well-balanced ainsi énoncée, le théoreme qui suit donne des expressions
de (h},, up)ac(r,ry complétées par une procédure de limitation.

Théoréme 3.1.4.1 (Schéma de type Godunov robuste, entropique, et well-balanced pour tous les
équilibres réguliers). Soient Wy, Wwr deuz états constants de Q et W(-, W, wR) : R — R? un solveur de
Riemann de la forme . Supposons que X > 0 et At > 0 sont tels que la condition CFL
est satisfaite et tel que le systéme d’équations , admet des solutions réelles. Considérons
les quantités WML, AU g et F2, respectivement définies dans (3.24D)), (3.24d) (3.54b) et (3.54d)

ainsi que les quantités (W%, u%, W, ug) dans R telle que

— h*

h; = RHME [2] (3.64a)
~ h* h

@ =gty drrll] R (3.64D)

ORHLL/hphg \| BE

>
*

|

>
jus)
S
=

+
=

2 ’ (364(3)
~ _ ~HLL QLR[h*] hy,
YR =0 SRR i \ b (3.64d)
avec
. (2 —2L) | . 5 8 pHLL —f(wHLL) (2r — 21)?
K| = ————=~ 1+ F h — . .65
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Considérons ensuite Sp,r sous la forme

0, sihrp =0 et hg =0,
ghh/2, sihpup =0 et hy =0 et hp + 25 < 21,
Azdip = — ghi /2, sihpur, =0 et hg =0 et hy + 21, < zg, (3.66)
—g(hy +hgr)(zr — 21)/2, sihy =0 ouhg =0,
Aaz§E\gB, sinon,

avec §E%VB défini par (3.55bf). Pour e > 0, considérons enfin que les états intermédiaires du solveur
notés wj et wy s’écrivent

(0,0,0,0)T, sihy, =0 et hg =0,
(0,0, 2L GHLLY T sihy, =0 et hg >0,
x (2nMEE a1 0, 0)T sihy >0 et hg =0,
ut __
L= min (max (h%, ), 2nMEE 5) (3.67)
R
up ~
YL , stnon.
min (max (h%,€), 2pHLE — 8)
up

Un schéma de type Godunov défini par la donnée d’un tel solveur de Riemann
i) est consistant avec les équations de Saint Venant ,
i1) préserve l’ensemble conveze Q,
ii1) est robuste pour les transitons en zones séches-mouillées,
iv) est well-balanced pour toutes les solutions stationnaires réguliéres de la forme ((1.13)).

Si de plus, Ei >0 et @ > 0 alors un schéma de type Godunov (3.6) associé da un tel solveur de

a
Riemann satisfait une inégalité d’entropie discréte locale (3.14]) pour le couple (1), G) donné par (34).
Le flur numérique d’entropie G de cette inégalité est donné par (3.15)).

Démonstration. En ce qui concerne i), il est seulement nécessaire de montrer la consistance en dehors
des transitions en zones seches-mouillées. Si h} et h}, respectivement donnés par @ , sont
tous deux strictement positifs alors les expressions (3.67) coincident avec les expressions @ Dans ce
cas, la consistance est montrée dans la Proposition i). Si h} < 0ou hj <0, alors les procédures
de limitation min(max(-,-),-) s’activent et un calcul analogue a celui de la preuve du Lemme [2.3.3}4)
montre que ces procédures préservent la relation de consistance intégrale pour tout € > 0 suffisamment
petit. Par conséquent, on en déduit la consistance annoncée dans ’assertion 7).

Pour montrer I’assertion i7) relative & la préservation du domaine Q, il est suffisant de montrer que
hi > 0 et hl > 0 or d’apres les expressions ces inégalités sont immédiatement assurées pour
g > 0 suffisamment petit.

Concernant #ii) et d’apres [164] Section 3.1.2.4], les disjonctions proposées dans pour S1R
et dans pour les états wy, wy, assurent la robustesse du schéma dans le cas d'une transition en
zones seches-mouillées.

Pour montrer la propriété well-balanced de P'assertion iv), il est suffisant, d’apres la Proposition
de montrer que si Wy, et Wi forment un équilibre local @ alors wy = wp, et wi = wg. Dans
le cas d'un tel équilibre local, 5z, w} et wy sont donnés par @, et la preuve du Lemme

B-1:4.2] a établi que

(hHLL)eq(aHLL)eq _ hL + hR (ﬂHLL)eq — qeq.
2
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Avec la notation [-] = ‘g — -1, et comme cela est détaillé dans la démonstration du Lemme [3.1.4.3}i7),
I’équation ci dessus permet de déduire

g 1
81+ (F?p)ed

2 2 o
(1-+ (Rl + 1) = (0 = i)+ 2 - S ),

_ (ﬁHLL)eq _ ﬁ(wHLL)eq g [Z]
L+ (Fig)e 81+ (Fip)

En introduisant cette donnée dans l'expression (3.65]), on en déduit que [h*]®? vérifie

h]e =
4 | ca [8 (PP — (@) BE
gy T (O FLA ) Vg TF (g O (PR
) 4 | . (1 + (F2)[] + [
iy (o ) + ) (O T B

—[2] + (1 + (F7R)*Y)[h] + [2]
L+ (F7p) 7

= [h].
(3.68)
En associant 1’égalité ci-dessus aux définitions , , on déduit que (h%)*4 = h,, pour tout «
dans {L, R}.
Il faut maintenant montrer les égalités

¢** = (hp)™(up)™ = (b )" (uL)*.

Comme le résultat (h%)®d = h, vient d’étre montré, les égalités ci dessus sont équivalentes a (u)® =
4°/he pour tout a dans {L, R}. D’aprés le Lemme [3.1.4.1] ¢7% = ¢°? or en associant ce résultat a
I'égalité entre (h})®1 et hy précédemment montrée, il suit

eq *eq h* )eq

xveq _ (pHLLyeq 4y r(h] (hk

(UL) (u ) + Q(hHLL)eq\/m (h*L)eqa
2¢° ¢*[h]
hr +hr ~ (hp +hr)hy’

2hp, + [h]

(he + hr)hr’
q*d

= — =ur.

hr,

eq

Comme un calcul analogue montre que (u})°! = ug, on en déduit la propriété well-balanced annoncée.

Enfin, concernant I'inégalité d’entropie discréte, si hj et hj, respectivement donnés par (3.64al) et
par (3.64¢)) sont tous deux strictement positifs alors les expressions (3.67)) coincident avec les expressions
(13.64). Dans ce cas, I'inégalité d’entropie discrete est une conséquence directe de la définition du solveur
de Riemann et cette inégalité est démontrée dans la Proposition [3.1.4.1| ce qui conclut la preuve. [

Les transitions en zones seches-mouillées dans le théoreéme ci-dessus s’operent a ’aide des disjonc-
tions de cas dans les expressions et . Ces disjonctions de cas sont robustes (voir [164]
Section 3.1.2.4]) mais leurs expressions ne sont pas continues avec le schéma initialement défini dans
la Proposition |3.1.4.1

La procédure de limitation min(max(-,-),-) utilisée dans est une version paramétrée par
g > 0 des procédures de limitations déployées dans les sections et L’introduction de ce petit

83



parametre € permet de garantir les inégalités strictes h7 > 0 et h; > 0. Ces inégalités sont essentielles
sur le plan théorique puisqu’elles sont aux fondements de la résolution du systeme d’équations ,
exposée dans la Proposition De plus, d’apres les définitions (3.64b|) et (3.64d), u} et u}
ne sont pas définis lorsque h} = 0 ou h} = 0.

Il est néanmoins d’usage de considérer en pratique le cas limite € = 0 et le lecteur intéressé trouvera
des exemples dans [165], [166]. Ce cas limite peut se traiter sans difficulté pour le schéma numérique
du Théoreme car que la programmation du solveur de Riemann ne nécessite que la

*

connaissance de hj, hp et des produits hjuj, hpup. Or, en admettant hy > 0 et A > 0 dans les

définitions (3.67)), il suit

e s gwomiL , QRN [hLRR . o . omn qr[P] [hphg
hiu; = hja " + oL \| Tyl hrup = hpt " — oL \| T h (3.69)

Puisque les deux expressions ci-dessus sont continues lorsque h} ou hj; tendent vers zéro, il est suffisant
en pratique de programmer les quantités h} et h}; en passant formellement a la limite ¢ = 0 dans
puis de programmer les produits hju} et hpu} données par . Enfin, lorsque les procédures de
limitations sont actives, le systeme d’équations n’est plus nécessairement vérifié et par conséquent
la stabilité entropique pourrait étre localement perdue dans ce cas.

Le Théoréme [3.1.4.T montre I'existence d’un schéma numérique pour les équations de Saint Venant
(3.3)) & stabilité entropique locale et well-balanced pour toutes les solutions stationnaires régulieres. Ce
schéma est une généralisation du schéma entropique well-balanced pour le lac au repos proposé dans le
Théoreme car un calcul direct montre que si gz g est nul alors les formulations dégénerent
vers . Par conséquent, cette généralisation unifie les schémas numériques entropiques présentés
dans le Théoreme (well-balanced pour le lac au repos) ainsi que dans le Lemme (cas d’'une
fonction z constante).

La section suivante présente un schéma numérique entropique et well-balanced pour les équations
de Ripa construit a partir d’une proposition analogue a la Proposition [3.1.1.1

3.2 Schéma entropique et well-balanced pour les équations de Ripa

3.2.1 Condition suffisante de stabilité entropique locale

Pour la donnée d’une fonction z : R — R bornée, réguliere et indépendante du temps, le systéme
de Ripa en une dimension d’espace est maintenant considéré. Ce systeme d’équations s’écrit

h hu 0
O | hu | + 0y | hu? + 9h*e®)/)2 | = | —ghp(0) | Ox2. (3.70)
ho héu 0

L’inconnue w du systéme ci-dessus est (h, hu, h0)T dans Q = {(h, hu, h0) € R®|h > 0,hu € R, h0 > 0}
et ¢ : RY — RS est une fonction réguliere bijective donnée. La fonction de flux f : © — R? et le terme
source S : Q — R3 du systéme de Ripa (3.70)) sont respectivement donné par

f(w) = (hu, hu® + gh*e(0)/2, hou)T,

S(w) = (0, —ghp(8),0)".

Puisque la fonction z donnée est bornée, réguliere et que le systéme d’équations (3.70)) est invariant
par translation en z, on peut supposer, sans perdre de généralité, que z > 0. Par conséquent, et en
notant = (h, hu, hf, 2)T, 1 prend ses valeurs dans un espace convexe () défini par

A

O = {(h,hu,he,z) ER*|h>0hueR h0>0z> o}.
De plus, les solutions du systéme de Ripa (3.70]) vérifient une inégalité d’entropie (3.2) dans laquelle

le couple entropie, flux d’entropie (7, G) est donné par

u)? (ho) A u)3
i) = +9¢“zﬁw%h+2@, G(w) = )

+ g(hu)o(hO)/n) (h + 2), Vi€ Q.  (3.71)
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Pour caractériser le couple (7, G) défini ci-dessus, on introduit les couples (1, G) et (¢, H) respec-
tivement donné par

U 2 2 U 3
) = Ly ST Gy = CO7 L gty 0oy, (3.72a)
() = ghip (). H(w) = g(hu)p (W), (3.72b)

Les fonctions (n,G) définies ci-dessus sont un couple entropie, flux d’entropie du systéme de Ripa
dans le cas particulier ou la fonction z est constante. Les fonctions (¢, H) forment également
un couple entropie, flux d’entropie du systéme de Ripa (3.70]). Ces fonctions sont introduites dans ce
mémoire de these car elles permettent une réécriture synthétique de 7 et G sous la forme

Hw) = n(w) + p(w)z, G) =Gw)+ H(w)z, Vi e (3.73)

Avec ces définitions et en ajoutant des contraintes sur la fonction 6 — ¢(#), il est possible d’énoncer
des propriétés pour le couple (7, G) donnée par (3.71)).

Lemme 3.2.1.1 (Propriétés du couple (7, ) (3.71))). Soit ¢ : Rf — RS wune fonction réguliére
bijective. Considérons les couples de fonctions (n,G) et (v, H) d valeurs dans R et définis par (3.72)).
Les assertions suivantes sont vérifiées

i) Si 60— @(0) satisfait les inégalités strictes

(0 2 02
L4 (2 ) >0, (0)—00(0)+ 5(,0"(0) >0, V0eRS, (3.74)

" (0)e(0) —

alors w +— n(w) est strictement conveze.
i1) Si 0 — p(0) est strictement convexe alors w — (w) est convezxe.

ii1) L’ensemble des fonctions réguliéres ¢ deﬁmes sur Ry, d valeurs dans R}, strictement convezes,
bijectives et qui vérifient les inégalités (3 est non vide.

Démonstration. Comme 'assertion i) est montrée dans [78], il est seulement nécessaire de montrer i)
et ).

En en ce qui concerne i), en considérant (wi,z1), (wa,z2) dans Q2 et s un réel dans [0,1], la
convexité de 6 — (6) permet d’écrire

h 1—3s)h
Y(swi+ (1 —s)wa) = g(shi+(1— 8)h2)90(01 sy +i11_ Vo + 62 sh1(+ (18)_ z)h2>
shq (1 — S)hg

< g(shi+ (1 - 5)h2)<

shy + (1 — S)h2<,0(91) * shy + (1 — s)hgtp(%))’

< s(wr) + (1 — 8)(wa).

Puisque 'expression ci-dessus est la définition d’une fonction convexe, ce calcul termine la preuve de
lassertion i1).

Pour montrer I'assertion i), un calcul direct montre que la fonction ¢ : 6 ~ 03 satisfait les
conditions énoncées ce qui conclut la preuve. ]

Le lemme ci-dessus présente une écriture de l’entropie 7 avec les fonctions w — n(w) et w +— ¥ (w).
Quel que soit la fonction ¢ choisie, le critére de Sylvester montre que ’entropie @ — 7(1) ne peut pas
étre convexe. Cependant, les auteurs de [78] introduisent les contraintes pour forcer la convexité
de w — n(w).

Dans ce mémoire de these, la convexité stricte de la fonction 6 — ¢(0) est proposée comme hypo-
these additionnelle. Cette hypothese garantit la convexité de w — ¥ (w) et d’apres le Lemme m),
elle est également compatible avec les contraintes existantes. Par conséquent, il est possible de formuler
7] a 'aide des deux fonctions convexes 7 et 1.

85



Concernant ’approximation numérique, la fonction réguliére donnée z : R — R est tout d’abord
discrétisée comme suit :

1 Tird .

zi = E/ 1 z(x)dx, VieZ. (3.75)
=3

Puisque la fonction z est positive, la séquence (Zi)zGZ définie ci-dessus est également positive.

Ensuite, les solutions du systeme de Ripa (3 sont approchées par un schéma de type Godunov.
D’apres la Sectlonn, un tel schéma est deﬁnl par la donnee d’un solveur de Riemann @ : Rx Q2 x ) —
Q qu1 satisfait la relation de consistance intégrale (1 . En complétant cette donnée par la notation

= (R, h?ul, h0, z) " dans Q et par

(A

x—xH

ﬁ, V(i,n,x,t) €Z x N x [$i7$i+1[X[0,At],

Tt

un schéma numérique de type Godunov pour le systéeme de Ripa (3.70) s’écrit pour tout ¢ dans Z

1 % L1
wpt = / B(E 1 (2, At), BF 4, da:+— / Ty (x, AL, dF, @) de. (3.76)
1 2

2

Enfin, pour (S’Zﬁ_l /Q)iez une séquence de R? qui vérifie la condition de consistance (1.62]), la Définition

1.4.4.1| donne l'existence d’une fonction 6 : ()2 — R telle que

0
STy = | o@p, ) % & (i, ) = —ghe((h0/), V(i,b) € Z x . (3.77)
0

La fonction 6 est un parametre libre & choisir au moins en vertu de la relation de consistance & (w, w) =
—gh. D’aprés 'expression (3.77)), la donnée de la fonction 6 définie la séquence (S, , /g)iez et puisqu’il
n’y a pas d’ambiguité, la notation suivante est désormais adoptée :

A

“n ~n i+l — Zi .
= a(w?,wﬁrl)Tx, Vi € Z.

Si+1

En utilisant la séquence ci-dessus, le Lemme [1.4.4.1| autorise une réécriture équivalente du schéma
de type Godunov ([3.76]) sous la forme

At N At A
wptt = wp — E(F(w?awyﬁ-l) — F(wfq,w;)) + 7( Zr% + 57 ;), Vi€ Z,
avec,
o fwlq) + fw) Az 1 o R
]:(w?’w1+1) - = D) = - ANt (w?—i-l wl)—'—TAt/ w( ;:.%(xaAt)aw:vazn—i-l) dz
T

=L T en  (n A, @, ) da
i ), Py A0 08 @) d

L’objectif de cette section est d’écrire la relation de consistance intégrale, des conditions suffisantes
de stabilité entropique ainsi que la propriété well-balanced pour un solveur de Riemann dédié aux
équations de Ripa (3.70)).

Tout d’abord, et comme cela est indiqué dans la section[I.4.4] la relation de consistance intégrale est
valide pour tous les systémes d’équations avec un terme source de la forme S(w)d, 2. Par conséquent, la
relation de consistance intégrale se lit mutatis mutandis pour le cas du systéeme de Ripa .

Ensuite, la propriété well-balanced nécessite une définition des équilibres locaux pour les solutions
stationnaires du systeme de Ripa . Plusieurs définitions sont possibles [78], [95] mais 1’extension
directe des équilibres locaux introduits en Section est donnée par la définition suivante :
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Définition 3.2.1.1 (Equilibre local et schéma well-balanced pour les équations de Ripa (3.70))). Consi-
dérons les équations de Ripa (3.70) complétées par la notation

2
~ o U R N
B(w) = > +gp(0)(h+2), YweQ.
A la date t", considérons 0} et Wy 1 deux états constants dans Q respectivement & gauche et & droite
de Uinterface x;, 1.
2

i) Les deur états W} et W}y, sont dits a I’équilibre local pour les équilibres mouvants si
hiul = hqulyy,  B) = B(dl,). (3.78)
it) Les deur états W} et W}y, sont dits d I’équilibre local pour le lac au repos si
ui =iy =0, 07 =0, hi+zi=hi+ 2z (3.79)

ii1) Un schéma numérique de type Godunov (3.76|) est dit well-balanced pour les équilibres mouvants
s’il préserve exactement une séquence (W}');ez qui satisfait a chaque interface du maillage un

équilibre local (3.78|). Cette propriété s’écrit

hiul = h u?

N +1%+1 .

sivVieZ - . alors wf“ =wy, Vi e Z.
B(wj') = B(wi,),

(2

Un schéma numérique well-balanced pour le lac au repos s’énonce mutadis mutandis en considé-
rant les équilibres locaux (3.79). Cette propriété s’écrit dans ce cas

ui = ugy =0,
siVielZ 0; = 07, alors wi'tt = w?, Vi € Z.
n
hi +zi = hiy + 2,

Avec la définition ci-dessus, la condition suffisante a la propriété well-balanced donnée par reste
valable pour le cas du systéme de Ripa .

En revanche, la construction d’une inégalité de la forme pour le systeme de Ripa n’est
pas simple et la difficulté provient une nouvelle fois de la perte de convexité de 'entropie w +— 7(w).
L’idée proposée dans la suite repose sur la réécriture du couple (7, G’) donnée par (3.73) puis sur
l'utilisation des convexités de w — n(w) et w +— 1 (w) obtenues avec les contraintes énoncées dans le

Lemme B.2.1.11

Avec ces éléments, une extension de la Proposition [3.1.1.1] est maintenant accessible.

Proposition 3.2.1.1 (Solveur de Riemann entropique et well-balanced pour le systéeme de Ripa).
Avec la donnée d’une fonction ¢ : R}f — R}, régulic¢re, strictement convexe, bijective et satisfaisant
les inégalités , considérons les couples (n,G) et (¢, H) définis parA.

Sotient (S?+1/2)iez une suite de R3 et un solveur de Riemann w : R x Q x Q — Q satisfaisant respec-
tivement les conditions de consistances des Définitions[1.4.4.1 et[1.4.4.2. Supposons qu’une condition
CFL de non interaction est satisfaite. Considérons ('HH%)iez une séquence de réels telle que

H(wp) + H(wl,) _ Ac L
i+
T 2

Hir = 5 = A W) =) + o

1 x“'l ~ (N AN AT
— g el A i) ) de.
(3.80)

Les assertions suivantes sont vérifiées.
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i) St pour tout i dans Z, le solveur de Riemann vérifie la relation de consistance intégrale

1 Titl n n am w?+w? At n n an
Ix/ w(E, 1 (z, At), 07, iy ,) do = % - E(f(wi—l-l) — f(wi)) + AtS 1, (3.81)

1
x; 2

alors le schéma de type Godunov (3.76|) est consistant avec les équations de Ripa (3.70)).

i1) Si le solveur de Riemann satisfait les inégalités suivantes pour tout i dans Z

1 Tit1 ~ (¢ n n
E/ w(w(éH_ (I‘, At)vwz awi+1)) dz S

1
. 2
x; (382&)
Y(wl) +p(wp ) At n n
5 Ay Hwlh) — Hl)).
1 /xi+1 (~(£n ( At) n _mn )) dx <
— n(w(&’ 1 (x, y Wi Wit 1)) AT =
Az Jy, *2 (3.82b)
n(w) +n(wl,) At n n At
5 RaA Az (G(wiy,) —G(w}')) — Fx(zi+1 - Zi)Hi—l—%’

alors le schéma de type Godunov (3.76) vérifie une inégalité d’entropie discréte locale pour le

A

couple (7, G) donné par (3.71)). Cette inégalité s’écrit

n(ar) - aeay) | Yt — 94 .
L L < Z .
A7 + Ar <0, VieZ, (3.83)
avec,
5 G(wiy) + Gwy) Zipitz Ax n n
gﬂ_% = 9 + 7‘[¢+% 5 T IA (m(wiy1) — n(wy'))
1 Fitl ~(¢n AN AN

T, 1
'L+§

1 Tivd ~en AnAm
- m /:131 : n(w(€1+%(x7 At)awz 7wi+1)> d.

ii1) Si le solveur de Riemann satisfait

DE, 1 (@, A, 0 ) = { Vi € Z, (3.85)

dés que la séquence (W}');cz vérifie, a chaque interface du maillage, un équilibre local pour les

équilibres mouvants (3.78) (resp. le lac au repos (3.79) ) alors le schéma de type Godunov ([3.76))

est well-balanced pour les équilibres mouvants (resp. le lac au repos)

Démonstration. Pour I'assertion i), et comme z est réguliére, la quantité g,ﬁ_I /o donnée par (3.77)) est
consistante avec (0, —ghp(0)0,2,0)T et elle vérifie de plus

S, ) =0, Vi e . (3.86)

Par conséquent, un solveur de Riemann qui vérifie la relation de consistance intégrale donne un
schéma de type Godunov consistant.

Concernant 'assertion i7), et comme ¢ satisfait les conditions , la fonction w — n(w) est
strictement convexe. Ainsi, 'inégalité de Jensen appliquée au schéma de type Godunov donne

n(w]*) <

ND 1 i ~(¢n An An
i 7wi+1)) dz + E/w U(w(fz,%@’a At)a Wi_1, W; )) dz

[\
|>‘»~
&
5
;
[
3
—
ISt
—~
I
_T_‘z
B
>
=
s,
=3

[T
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1 Z; 1 Ti41
+ 7/ 77(@(5?_%(% At)a ZDzn—la ﬁ/?)) dz + 7/ 77(12’(521%(% At)a w?vwzn—l-l)) dx
xi_% (e N N 1 it (e AT AT
- 7/ n(w(fi_%(x7At)awi—1awi )) dz — 7/ n(w( H%(%At%wi , i) da.

Avec l'introduction de I'inégalité (3.82b|) dans le résultat ci-dessus, il suit

n(wi™h) <
1 /%% n((ER, 1 (2, AL), 08, 00 ) dz+ —— [ (@, (v, AL), @0y, 07)) da
QAx ., Z+§ 9 9 79 1—‘,—1 2Ax T 1 i7§ Y I i—1> (2
i-3
Ln(wiy) +n(wl) At n n At
+ 5( 5 T Ar (G(w]) = G(wiy)) — E(Z% - ZZ_l)Hi—%) (3.87)
Lnwi) +n(wi,) At n nyy _ At
5( 5 T Ar (G(wiyy) — G(wi')) — E(Zzﬂrl - Zi)HiJr%)
1 1 . Af) @n 21 d 1 Tit1 ~em AL). 7. P d
_m/xl U(w(fi_%(% ), Wik, w;)) sy /x 1 n(w( i+%($, ), Wit i) da.
)

Par ailleurs, I'inégalité (3.82a)) coincide avec l'inégalité (2.4]) pour le couple (¢, H) défini dans (3.72b)).
Comme 6 — (0) est strictement convexe, la fonction w — 1 (w) est convexe et par application de la
Proposition 2.1.1] il suit immédiatement

A
Pt < v(f) = T (Hiy —Hiy). (359

Comme la fonction z est positive, la quantité z; donnée par (3.75|) est également positive pour tout i
dans Z et par conséquent en multipliant I'inégalité ci-dessus par z;, on en déduit

At
+1
Zp(wl ) < zip(w]) — Al (HH% — HF%) .
La sommation membre & membre de 'inégalité ci-dessus a I'inégalité (3.87]) permet d’écrire une inégalité

de la forme

A

At
- gi*

e
avec G; 11/, donné par (3.84). En utilisant la réécriture de 7)(w) donnée par (3.73)), il vient 7j(w) =

n(w) + z(w) et comme la fonction z est indépendante du temps, 'inégalité précédente se réécrit sous

la forme de 'inégalité (3.83)).
Avant de terminer la preuve de I'assertion i), il faut vérifier que la quantité G; ./, donnée par

(3.84]) est consistante avec G. En utilisant D'égalité de consistance du solveur w(§, w,w) = w dans la
définition de H donnée par (3.80)), il suit

n(w™) + Y(w )z < pwf) + Y(w))z G, ), Viez,

N

1
2

H(w)+ H(w) Az

H(w,0) = — LT L ((w) - p(w))

= Hw) 45 [ ) de— 5o [P ew)d
_w2Atw+1w$2Atr W) ez,
2
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A

Avec Dégalité ci-dessus et un calcul analogue, on montre alors G(, %) = G(w) + zH(w). Puisque
I'expression (3.73) donne G(0) = G(w) + zH (w), cette derniere égalité termine de montrer ’assertion
).

Pour 'assertion #ii), la condition suffisante de propriété well-balanced donnée par (3.85) est iden-
tique & (3.16)) et par conséquent sa démonstration s’identifie mutatis mutandis a celle menée dans la
Proposition [3.1.1.1}i7i). Ce dernier argument conclut la preuve. O

La proposition ci-dessus fait apparaitre une condition suffisante de stabilité entropique discrete sous
la forme de deux inégalités respectivement données par —. La premiere de ces inégalités
est un support pour la démonstration mais elle produit aussi I'inégalité qui s’identifie & une
stabilité entropique pour le couple (¢, H) défini dans . Pour une fonction ¢ donnée, un schéma
numérique défini a partir de la Proposition [3.2.1.1] vérifie donc deux stabilités entropiques locales :

A

une pour le couple (1, H) et I'autre pour le couple (7}, G). La seconde de ces stabilités entropiques est
obtenue a partir de I'inégalité (3.82b)) qui est un analogue de (3.13]). On détaille maintenant un solveur
de Riemann constant par morceaux de la forme (3.22) qui satisfait la relation de consistance intégrale

(3.81)) et les inégalités (i3.82)).

3.2.2 Solveur de Riemann a deux états intermédiaires symétriques, consistant et
entropique

Pour définir un solveur de Riemann dans le cas des équations de Ripa (3.70]), les notations ((3.20))
demeurent mais elles sont complétées par H;, 1 = Hpp ainsi que par un réel A > 0 et une condition
2

CFL de non interaction donnés par

AAE 1
A> a:l: ha 001 y [ Yal ) 7§*- .
> max (ua %y ghao(0)l,lual), T <5 (3.89)

En considérant les inégalités ci-dessus satisfaites, un solveur de Riemann a deux états intermédiaires
symétriques noté (-, W, wr) : R — R3 s’écrit

T
i — < =)
wy,  si AL SN
wi; si =A< é <0,
w(x/At, W, WR) = " (3.90)
R st 0<=<A
wpx sl Ve
T
i A< —.
wWr Sl Al

Dans le cas du systeme de Ripa (3.70), les quantités wt et ntlt respectivement dans R? et dans R
se lisent

WHLL = (RHLL (o )HLL (p9)HLLNT _ WR ;L wL f(wR)”\f(wL)7 (3.91a)
_ n(wr) +n(wr)  G(wr) = G(wr)
nHbk = 5 - o : (3.91Db)

Ces quantités sont maintenant complétées par un analogue défini avec le couple (¢, H) et pour lequel
des propriétés peuvent étre établies.

Lemme 3.2.2.1. Soient @, et Wp deuz éléments constants de ) et o : RS — R une fonction
réguliére, strictement convexe, bijective. Considérons le couple (1, H) défini dans et le réel
I tel que
PHLL _ Y(wr) +d(wr)  H(wgr) - H(wr)
2 2\
Les deux assertions ci-dessous sont vérifiées.

(3.92)
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i) St A > 0 satisfait l’inégalité (3.89)) alors

HLL (he)HLL _ pHLL HLL HLL
B> 0, S =0T >0, g > g (). (3.93)

YL = (W) advient si et seulement si 0 = Or = 0. Dans ce cas, les égalités

sutvantes sont satisfaites :

i1) L’égalité

P = () = ghtthe(g), oM = 6. (3.94)

Démonstration. L’inégalité stricte AHME > 0 est démontrée dans le Lemme [2.3.1] en Section et elle
permet de définir #H = (hO)"E/pHLL - Pour montrer 1'inégalité stricte 87 > 0 et pour alléger les

écritures, la notation [-] = -g — -1, est utilisée. Par définition, SH-I s’écrit
guie _ (hO)M (h) 1, + (h0)p — [ 4/
~ pHLL 9 HLL ,
hr(1 +ur/x) hg(l — ur/x)
=g TR g (3.95)

Comme A répond & l'inégalité (3.89), il vérifie en particulier A > max(|ug|, |ug|). Par conséquent, le
membre de droite de 1’égalité est une combinaison convexe de 0, et de 6z qui sont tous deux
strictement positifs, ce qui permet de déduire 854 > 0.

Concernant la preuve de l'inégalité w(wHLL) < YHLEL “en utilisant expression de A1 donnée sous
la forme d’une combinaison convexe dans (3.95)) et en s’appuyant sur la convexité de 0 — ¢(0), il suit

hr(1 4+ uL/x) hr(1 —ur/x)
HLL HLL HLL HLL L R
() = RO = W (0, 4 O ),

hL(l + “L//\)
2

hR(l — “R//\)

<
- 2

@(fL) +
En développant et en réorganisant les termes de droite de 'inégalité ci-dessus, il vient

hL(l —{Q—UL/,\) (p(gL) 4 hR(l ;UR/,\) (p(@pL) _ hLQD(QL) —|2— hRgD(QR) _ hRgo(HR)uR2—)\ tho(HL)uL

— HLL, (3.97)

o(0r). (3.96)

Cette derniere expression associée a I'inégalité permet de déduire I'inégalité (wHtl) < 4pHEL,

Pour l'assertion i), 1’égalité (3.95) montre immédiatement que si 67, = g = 6 alors GHLL — ¢
De plus, 1'égalité (3.97) montre que la condition 0 = O est une condition suffisante a 1’égalité
Y (wH) = "L et on montre maintenant qu’il s’agit également d’une condition nécessaire.

Puisque ¢ est réguliere, un développement de Taylor avec reste intégrale permet d’écrire pour tout
a dans {L, R}

S0(906) — (p(QHLL) + @/(QHLL)(aa _ eHLL) + (004 o QHLL)Z/OI(l _ S)(p”(@HLL + 3(904 . 9HLL)) ds.

Par conséquent, la quantité ¢ définie dans (3.92)) se lit également
hr (14 wr/x
HLL — L : /) (SD(GHLL) + /(0T (g, — 0HLL)>
h R(l — UR/ )\)
2

1
n hr(1 ;“L//\) (0, — 9HLL)2/ (1- S)SON(QHLL +s(0r — 9HLL)> ds
0

1—u 1
n hR( ; R/X) (Or — 9HLL)2/ (1= 8)¢" (6" + s(0 — 071)) ds,
0

+ ((P(QHLL) + W/(QHLL)(QR . eHLL))
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— hHLL()O(QHLL) +QO/(€9HLL)((h0)HLL o hHLLgHLL)

14w 1
+ hL( + L/A) (eL _ GHLL)Q/ (1 _ S)QOII(GHLL + S(GL _ GHLL)) ds
0

2
. hgr(1 ; ur/)) (O — OHLL)? /01(1 ) (0 4 (0 — 1LY ds,
— (w4 hi(1 ‘;“L//\) (67, — HLL)2 /01(1 — 9 (O 1 s(0y, — M) ds
+ W(GR — GHLL)2 /01(1 — )" (P 4 5(0p — ) ds. (3.98)

Puisque A vérifie en particulier A > max(|ur|, |ugr|), les quantités hr(1 + vr/x) et hr(l — ur/x) sont
strictement positives. Ainsi, si Y1 = 4 (wHt) alors expression ([3.98)) conduit nécessairement &

1
0= (04 — eHLL)2/ (1 —s)¢” (0" + 50, — 1)) ds, o € {L,R}.
0
En utilisant la convexité stricte de 6 +— (), le résultat ci-dessus permet de déduire que §;, = fr = -
est une condition nécessaire a 1’égalité ¥ = h(wHt) ce qui conclut la preuve.
O

Avec un solveur de Riemann de la forme donné et les propriétés du lemme ci-dessus, l’objectif
est de déterminer les états intermédiaires w} et w} en vertu des équations et des inégalités (3
Pour le cas des équations de Ripa (3.70), ces états intermédiaires se notent w’, = (h, hius, h:;@;)
pour a dans {L, R}. Le lemme ci-dessous présente les équations et les inégalités qui les définissent.
Lemme 3.2.2.2 (Application des (in-)équations (3.81)-(3.82) & un solveur de Riemann (3.90)). Soient
Wy, Wp deuz états constants de Q) ainsi que o :Rf — ]R+ une fonction régqulicre, stmctement convexe,
bijective et satisfaisant les inégalités (3.74). Considérons les couples les couples (f), G), (n,G), (v, H)
respectivement défini par —3.72. Considérons ensuite S p une discrétisation consistante de
= fAiéZ (—ghy(0)0z2) dz au sens de lexpression et W(-,wp,wg) : R — R un solveur de
Riemann de la forme . Supposons que X > 0 et At > 0 satisfont les inégalités pULs
considérons enfin les quantités w ", YUY respectivement définies dans — ainsi que les
quantités réelles

Axd
pHLLHLL _ (hu)HLL+ zi\LR’ (3.99a)
uL  N(0R) +7(wr)  G(iwg) — Gip)
(. 2 - 2 '

Si le solveur de Riemann 0) vérifie la relation de consistance mtegmle ainst que les inégalités
(13.82)), alors les états intermedmzr@s wy, et wy du solveur de Riemann satzsfont

(3.99D)

hi 42' hr _ pHLL (3.100a)
% pHLLGHLL, (3.100b)
w — hHLLeHLL7 (3100(;)
P(wi) -QW(@UR) < pHLL (3.100d)
hibk o v PR QD) +o(wh) . P(wp) — P(wi)
gL (R —up)” + = 2 + (W = i+ 2(2r = 21)) 8 - (3.100¢)
HLL (hHLL,&HLL)2 HLL 2L + 2R
g Y T T
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Réciproquement, si les états intermédiaires wy et wy vérifient les équations et les inégalités ci-dessus

alors le solveur de Riemann (3.90) satisfait (3.81))-(3.82).

Avant de démontrer le lemme énoncé ci-dessus, il est nécessaire de remarquer que la quantité
RHLLGHLL donnée par est paramétrée par §;,r. Ce parametre libre doit étre choisi en vertu de
la condition de consistante donnée dans et une expression possible sera proposée dans la section
suivante. Avec cette remarque, la démonstration du Lemme [3.2.2.2| est maintenant établie.

Démonstration du Lemme[3.2.2.2. Tl faut d’abord montrer que (3.81))-(3.82)) impliquent (3.100]). Puis-
qu’une condition CFL de non interaction est vérifiée, une réécriture équivalente la relation de consis-
tance intégrale est possible. En notant v = AAt/Az, cette réécriture est donnée par

1 /Af i
— W (z/At,p, wg) dx
Az /-4

1 —AAt 1 0 1 AAL 1
- = d 7/ £ d 7/ L dr 4+ —— dz,
A:L‘/A;” oL $+Aaz 7)\AtwL $+A:1: 0 YR x+A:E AAt R

= (v + 12w + v + vk + (Y2 — v)wr,

wr +wr  f(wr) — fwr)

5 \ + v (0, Azdrr/x, 0)T.

En écrivant composante par composante I’équation ci-dessus et en divisant de part et d’autre par 2v,
on en déduit les équations ([3.100al)-(3.100Dbj)-(3.100c]).
Comme I'inégalité (3.100d|) se montre par un calcul analogue, il est maintenant nécessaire de montrer

I'inégalité (3.100€) a partir de (3.82b)). En scindant I'intégrale figurant dans (3.82b)) et en conservant

la notation v = AAt/Az, il suit

1 /Az”‘ )
o n (W (x/At,dr,wr)) do
Az J_az
LAt 1 0 . 1 e 1 A
- AJ;/_AZZ n(wr) dz + Az /_/\Atn(wL) dx + M/o n(wg) de + E/,\At n(wg) dz,
— (v ) + vn(wh) + (i) + (2 — Vin(wr),
G -G
< nww) ;me) _,Gwr) - (wr) —HLR”[;] .

En simplifiant par 2v > 0 'expression ci-dessus puis en utilisant la quantité nt définie dans (3.91D)),
on en déduit que 'inégalité (3.82bf) est équivalente a

W < L _ HLR[QZ)]\' (3.101)

L’étape de simplification suivante de 'inégalité (3.101]) consiste & donner une reformulation équivalente
de —Hrr[2l/(22). Pour clarifier les écritures, la notation [-] = g — -1, est utilisée et pour ® une fonction
quelconque, cette notation est complétée par la convention [®] = ®(-gr) — ®(-). En associant la
définition de Hrpr énoncée dans a la définition du solveur de Riemann constant par morceaux

(3-90)), un calcul direct donne

Hir = 5 -5+ §[¢*]~

H(wp) + H(wg) é A
2

93



Par conséquent, et en utilisant la quantité AL définie dans (3.99b)), il vient

_HLR[;)]\
_ [Z]EI/;*]+[Z“]<[¢]_H(wL)J;H(wR)),
_ Al n Y(wr)zr +Y(wr)zr  Y(wr) +¢(wr) 2p +2r 1 H(wr) + H(wg) 2

4 2 2 2 2\ 2 ’
] v(wo)z +d(wr)zr - Y(wr) +Y(wr) 2 + 2 1 2L+ 2
- v LL2 R)ZR L2 R L2R_ﬁ([HZ]_[H]L2R>’
_ [Z]Zﬁ*] 4 AHLL _ HLL ) HLL ZL ‘; R

En introduisant I'égalité ci-dessus dans I'expression (3.101)), il est possible de déduire qu’une reformu-
lation équivalente de I'inégalité (3.82b|) est donnée par

n(w}) ;n(w;) N [z]&b*] < pHLL _ wHLL@_ (3.102)

L’étape suivante consiste a récrire les quantités n(wj) et n(wy). D’apres la définition de w — n(w)

exprimée dans (3.72a)) et d’apres un calcul analogue a (3.31)), on a

wwp) +nlwh) W)+ R (h])%e(0]) + () %e(6)
2 N 4 ’ 4 |
_ (W2 kR | hpu(wi) + by (wh)
= o, AL SHHLL 4 ’
O (RMULGHLLY g pel? 1R+ b (w2)+1/1(w}kz)+[h*”¢*]
ohHLL QAHLL 9 9 2 s

En utilisant 1’équation (3.100a)), il est possible de substituer h} + h7}, par 2RHLL dans Iégalité ci-dessus
puis en insérant le résultat dans I'inéquation (3.102), on obtient une nouvelle forme équivalente de

(13.82b)) qui s’écrit

phplw]® [P+ 22][07] AR g(wp) + d(wh) AHLL _ G pHILZL 2R

8pHLL 8 2 2 2pHLL 2
Cette derniére expression correspond a la forme (3.100€]) souhaitée et comme la preuve de I'implication
réciproque est immédiate, elle termine également la démonstration. O

D’apres la Proposition [3.2.1.1}i)-i7), le lemme ci-dessus donne des conditions suffisantes de consis-
tance a 'aide des équations ((3.100a), (3.100b)) et (3.100c)) et il donne de plus des conditions suffisantes
de stabilité entropique avec les inégalités (3.100d)) et (3.100€). Un systéme d’équations non linéaires
qui permet de satisfaire I’ensemble de ces conditions est maintenant proposé.

3.2.3 Schéma entropique et well-balanced pour le lac au repos
Définition des états wj et w}j du solveur de Riemann

Dans 'objectif de satisfaire les équations et les inégalités (3.100|), cette section propose un systeme
d’équations définissant les états wj et wy d'un solveur de Riemann de la forme ([3.90).
Pour A > 0 et At > 0 donnés, la quantité w" définie par (3.91a)) est considérée ainsi que

2 _ 2 P Or—0r ?
i <08 (Y e )

(3.103)

D’aprés les définitions ci-dessus, si At > 0 alors trivialement At = 0 si et seulement si 0, = 0p et
. <2 . N . .
dans ce cas, ¢(\) = 1 pour tout \. Si 07, # O alors At~ est proportionnel & At? et ¢ tend vers I'infini
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lorsque A tend vers U'infini. Avec ces notations et en considérant la fonction w — ¥ (w) et la quantité
RHLLGHLL yespectivement définies dans (3.72b)) et dans ([3.99a)), on propose de définir les états wy et
wj, d'un solveur de Riemann (3.90]) par les équations suivantes :

w _ pHLL (3.104a)
Py, + PRuR o HLL g HLL (3.104b)
2 ’ '
W01 + WOk _ puLLgHLL (3.104c)
2 ’ '

wh = up, (3.104d)

hihk »(0k) — ¢(07)
RHLL 5 (gHLLY
Les équations ([3.104a))-(3.104b))-(3.104c|) sont exactement les trois premieres équations de (3.100)) et
elles s’identifient a la relation de consistance intégrale. Les deux équations ([3.104€))-(3.1041f) sont pa-
ramétrées par A > 0 et At > 0 et sont destinées & assurer les inégalités (3.100d))-(3.100¢€). Avant de
démontrer ces résultats, il est d’abord nécessaire d’étudier le systeme d’équations (3.104)).

Pour conduire I’étude du systéme d’équations (3.104]), il est utile de définir les ensembles
U = {(@LMR) e’ 0 # 9R},

U = {(ZDL,ZT}R)GQ2|'9L:‘9R},

h}} — hz + = — gb()\) (hj% - h*L + 2zp — 2ZL). (3.104f)

v = {(0".¢) €R?|o" € RO — (140%)¢" > 0,0" 4 (1-0™)¢* > 0}

Le premier lemme traite de deux cas particuliers pour lesquels une solution explicite du systeme ([3.104])
peut étre exhibée.

Lemme 3.2.3.1 (Solution explicite partielle de (3.104))). Soient Wy, Wr deuz états constants de Q.
Considérons les quantités wt 't et WHMLGHLL regpectivement définies par et par . Sup-
posons que la condition CFL de non interaction est satisfaite. Les assertions suivantes sont
vérifiées.
i) Les quantités uj et ufp du systéme d’équations (3.104) sont toujours explicitement connues et
leurs expression est donnée par
wp = up = ottt (3.105)

i1) Si (W, wR) est dans U® alors une solution du systéme d’équations (3.104) est donnée par

0; =03 = "Lk (3.106a)
= pith oy S (3.106b)
ht, = hHLL _ % (3.106¢)

ii1) St At est nul alors une solution du systéme d’équations (3.104]) est donnée par

0; = 0% = oL (3.107a)
Bt — pHLL AR AL 3.107b
* HLL 2R — ZL
= —_ —_—, .1
Wy =h OV e (3.107¢)
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Démonstration. Pour l'assertion i), puisque uj et u} sont égaux d’apres (3.104d]), notons u* = uj =
up. Dans ce cas, les équations (3.104a)) et (3.104b]) permettent d’écrire

pHLLHLL _ hpup + hipup
2 )
hy + h}
L‘; Ru*,

= pHELyx, (3.108)

Puisque que la condition CFL est satisfaite, I'inégalité stricte hM > 0 est vérifiée. Par consé-
quent, une multiplication de I’équation par 1/pHLL produit le résultat attendu quant & uj et
Up.

Pour montrer I’assertion i), il est suffisant de montrer que les expressions proposées dans
satisfont les quatre équations (3.104a))-(3.104c)-(3.104€])-(3.104f) lorsque 1, = Or.

En sommant les expressions de h7 et de h; respectivement données dans et dans ,
on en déduit que I’équation est vérifiée. Les expressions 0] = 05 = OHLL complétées par
I’équation permettent de maintenir 1’équation . D’apres la quantité At définie par
, I’équation s’écrit dans le cas 07, = 0 de la maniére suivante :

Y(wi) ;%Z)(w}%) — p(wHLy. (3.109)

En utilisant la définition de w + 1)(w) donnée dans (3.72b) et les égalités 07 = 05 = OHLL le membre
de gauche de I’équation ci dessus s’écrit

vwp) +ulwp) _ hielO) + hplh)
2 I 2 (3.110)
L’ : R o (gHLLY

L’égalité ci-dessus associée a ’équation (|3.104a)) permet de déduire que I’équation (3.104€]) est vérifiée
sous la forme de ([3.109)). Enfin, et puisque 0 = 05 = gHLL = 7, = 0%, 'équation (3.104{]) se lit

Wy — by = —(Wy — ) — 2(zr — 21).

La différence des quantités h}, et h} données dans (3.106c)-(3.106b)) satisfait I’équation ci-dessus ce
qui termine de montrer 'assertion i1).

Concernant ’assertion #i7), il suffit de montrer que les expressions proposées dans permettent
de satisfaire les quatre équations ([3.104al)-(3.104c)-(]3.104e€)-(3.104f) dans le cas At = 0.

La somme des expressions de h} et de h¥ respectivement données dans et dans
montre immédiatement que I’équation est satisfaite. Les égalités 07 = 0, = OHLL associées a
I’équation (3.104a)) permettent de satisfaire I’équation . Dans le cas At = 0, I’équation
est une nouvelle fois équivalente a . Par conséquent, le calcul est de nouveau valable
et il permet de déduire que I'équation (3.104€) est vérifiée. Finalement, et comme 05 = 0% = GHLL,

I’équation (3.1044f) s’écrit

g —hi = —6(N)(hg = bL, +2(2r — 2L))-

En faisant la différence des quantités h}, et h} données dans (3.107¢)-(3.107b]) on en déduit que I’équa-
tion ci-dessus est satisfaite ce qui termine la preuve.

O]

Le lemme ci-dessus montre que les quantités uj, et up qui satisfont le systeme d’équations
sont toujours explicitement connues et leurs expressions sont données par ([3.105]).

Par conséquent, la difficulté dans la résolution du systéme d’équations (3.104]) réside dans la déter-
mination d'un quadruplet h}, h}, 07, 05 satisfaisant les quatre équations (3.104a))-(3.104c))-(3.104e)-
. Le lemme suivant établit une reformulation équivalente de ces quatre équations.
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Lemme 3.2.3.2 (Reformulation équivalente des équations (3.104a))-(3.104c))-(3.104€))-(3.104f)). Soient
Wy, Wr deuz états constants de (). Considérons la quantité wh™" définie dans 13.91a)) ainsi que le couple
(0*,¢*) dans R? tel que

hr—hy . _ O0p—01
= TopHLL ¢ = 2

O_*

(3.111)

Il y a équivalence entre les quatre équations (3.104al)-(3.104c)-(3.104e€))-(3.1041)) et le systéeme suivant :

pHLL _ hi +hg

—k, (3.112a)
0* 9* ) Ak
pHLL _ LJQF R | U; , (3.112b)

200 (1 + A~t2) = O™ — (1 +0") A~ 0 + (O™ + (1 - "))+ 0) (3.112¢)

~ 6N T = 0" (L +9(Y)
1—(0%)?
2¢(9HLL)

(3.112d)

+ (p(0™ + (1= 0")C7) = (0" = (1 +07)¢")).

Démonstration. Puisque les équations (3.104al) et (3.112a)) sont identiques, il faut seulement montrer
les trois équations (3.112b))-(3.112¢)-(3.112d)). Pour ce faire, la notation [-] = -r — -1 est adoptée.
Pour I’équation ([3.112b)), en divisant I’équation (3.104c]) par P > 0 puis en introduisant 1’équa-

tion (3.104al) dans le résultat, il suit
gHLL hi01 + hroR
opHLL — °
B 1 (h’i+h}‘%¢92+0}‘i.+ [h*][e*])
~ hHLL 2 2 4 )
07 + 0% , [17]107]
2 ARHLL ~

(3.113)

L’utilisation des définitions de o* et de (* données par (3.111)) dans 1’égalité ci-dessus permet de déduire

I’équation ((3.112b]).
En ce qui concerne ’équation (3.112¢|), en utilisant un calcul analogue a (3.113|) et 'expression de

w — (w) donnée dans ([3.72b)), 'équation (3.104e]) s’écrit

20N (1 + A2) = p(6) + o(6) + LR 2 POL),
= (14 0)o(05) + (1~ 0")(6) (3.114)

Par ailleurs, un calcul direct utilisant 1’équation (3.112b|) permet d’obtenir

o _ O +0R [0
o= LR 0

2 2
(1 10
= UM (14 o7\ (3.115)
De la méme maniére, il suit
0 = 0Ll 1 (1 — %) ¢, (3.116)

L’introduction des deux équations (3.115))-(3.116)) dans ’expression (3.114]) permet d’obtenir I’équation
(13.112¢]).
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Pour Péquation ([3.112d)), en divisant (3.104f) par 2R > 0 et en utilisant I’équation (3.112a)), il

suit
z h* h7
_¢(A)h£{I]JL - (1+¢(A))2£LHEL (hHLL}z (22)(9HLL() )’
hi + hy h*1? o (0 0%
= (1+¢(N)o" + ( _|(—2hH)LL) T ol R)(QHLL()L)’

= (14600 + (1— (a*)Q)‘P(Zi)(e_HfL(ff).

En insérant les égalités (3.115)-(3.116)) dans 1’équation ci-dessus on en déduit 'expression (3.112d))
ce qui termine de montrer que (3.104a))-(3.104c)-(3.104¢|)-(3.104f) impliquent le systeme d’équations

(3.112)). Comme l'implication réciproque est immédiate ceci termine la preuve du lemme. O

D’apres le lemme ci-dessus, il est clair que si (* et ¢* définis dans sont connus alors les
quantités h, hy, 07 et 65 s’obtiennent facilement avec les équations (3.112a))-(3.112b)). Par conséquent,
la difficulté initiale qui reposait sur la détermination du quadruplet h}, h¥, 07, 0% se réduit avec le
Lemme a la détermination de o* et de * vérifiant les équations ([3.112c|)-(3.112d)).

Si un tel doublet est explicitement exhibée dans le Lemme pour le cas 0, = 0p, les recherches
menées n’ont pas permis d’établir I'existence de ce doublet dans le cas 07 # 6z. Comme la solution
explicite du Lemme zz) est singuliére, il est malheureusement impossible d’appliquer le Théoréme
des Fonctions Implicites. Néanmoins, les trés nombreuses résolutions numériques du systeme (3.112c)-
(3.112d)) réalisées dans le cas 0, # 01, et avec une méthode de Newton ou de point fixe n’ont jamais
montré de défaut de convergence. Par conséquent, il semble 1égitime de supposer 'existence de (o*, (*)
dans R? tel que les équations (3.112c)-([3.112d) sont satisfaites. Dans la suite de ce mémoire de theése,
cette existence ainsi que le caractére bien posé des équations (3.112¢))-(3.112d)) sont donc admis et on
suppose de plus que o* est tel que h} > 0 et h; > 0. Ces hypotheses s’écrivent sous la forme de la
proposition suivante :

i) Y(op,wg) € Q% (0, N AL €] —1,1[xR x (RF)?,  tel que
20(0MLY (1 + ArY) =

PO — (140" )1 = 0") + (0™ + (1 - 0™)¢") (1 +07),

R (3.117a)
- ¢(A)% =
—(o* 2
a* (14 ¢(N)) + ;SO(G(HLQ)(@(GHLL + (1 —0*)C*) — (0 — (1 4+ 0%)¢")),
i) (Wp, g, A\, A) = (0%,¢%) € CO(02 x (RF)?,R?). (3.117b)

Avec les hypotheses précédentes, il est possible de caractériser les solutions du systéme d’équations
(13.104)). Cette caractérisation est donnée dans le lemme ci-dessous et elle sera nécessaire dans la section
suivante qui concerne la stabilité entropique.

Lemme 3.2.3.3 (Propriétés des solutions du systeme d’équations (3.104))). Soient (@r, W) dans U
i.e 0 # 0g et w(-, W, WR) : R — R un solveur de Riemann de la forme @ . Soit o : R — R} une
fonction réguliére, strictement conveze, bijective et satisfaisant les inégalités ED Supposons que les
hypothéses sont vérifiées et notons wj, wy une solution du systéme d’équations . Les
assertions suivantes sont vérifiées.

i) Si At — 0 alors w} et wy converge simplement vers les expressions (3.107]).

i1) Si zp, et zg sont différents alors hy, — h} + 2(2r — 21,) est différent de zero.
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Démonstration. Concernant I’assertion i), comme les expressions de u} et de uj, sont connues d’apres
le Lemme [3.2.3.1}4), il est seulement nécessaire de montrer

_ — T
(92792,h27h*}z)T — (gHLL’QHLL’hHLL + 6\ fi ¢(Z)!\3)’hHLL — 6\ 1211 qb(z)l\:)) '

Pour le couple (67,60%), et puisque les hypotheses (3.117) sont vérifiées, le systeme d’équations
admet des solutions réelles. Ces solutions dépendent contintiment des données et elles sont
telles que hy > 0 et A > 0. En s’appuyant sur la régularité de ¢, il est donc possible d'utiliser un
développement de Taylor avec reste intégral pour récrire certaines équations du systeme :3.104}. En
associant un tel développement a I’équation h} + hj, = 2hHLL une solution du systeme (3.104)) vérifie

la réécriture de I’équation ([3.104€)) qui suit :
Y(wy) +P(wg) ghiw(%) + hpe(0%)

2 2 ’

R 0%) — HHLL _|_h* 9% — 9HLL h* —|—h*
=g L(p(07) — o( ) . r(p(0R) — o( ) tg L : RSO(QHLL)’

h* * * ! *
_ gTL(QD/(GHLL)(eL o HHLL) + (GL _ 9HLL)2/O (1 o S)QO”(QHLL + S(GL _ 6HLL)> dS)

h* * * ! *
+ QTR((p/(gHLL)wR . GHLL) + (0% — 0HLL)2/0 (1- 8)¢//(0HLL +s(0% — HHLL)) ds)

+ p(w),

— p(wHL) +g¢/(9HLL)(hRe}k€t +hibr hHLLeHLL)
2

* 1

i QTR(GE B 9HLL)2/ (1 — )" (0H 4 (6% — 6HIL)) ds
0
* 1

4 %(02 _ OHLL)Q/ (1 o S)zp”(@HLL _‘_8(02 _ HHLL)) ds.
0

En insérant I'équation (3.104c) dans le résultat ci-dessus, 1’équation (3.104e) se récrit de maniere

équivalente sous la forme

S hi(r, - o1)? / 1(1 — 8)" (MM 4 507 — 0HLL)) ds = p(wHE) AL (3.118)

a€{L,R} 0

-2
Comme (i, Wg) est dans U, At” défini dans (3.103)) est proportionnel & At? et par conséquent

1
SO (67 — gLy / (1— 8)" (0" 4 507 — ")) ds — 0,
ac{L.R} 0 At—0

Puisque les quantités h} et h}, sont par hypothese strictement positives et que § — (6) est strictement
convexe, le membre de gauche de I'expression ci-dessus est constitué d’une somme de deux termes
positifs. Par conséquent, il suit nécessairement

ity -0 [

(1—s)" (@M + 507 — 01)) ds —— 0, Va € {L,R}.
0 At—0

En arguant de nouveau h; > 0 et h; > 0 et comme que les intégrales ci dessus ne peuvent pas étre
nulles en vertu de la convexité stricte de 6 — ¢(6), on en déduit

0~ 0, Vae {L,R}.
At—0
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Ainsi, 07 et 0% tendent tous deux vers la méme limite OHLL ce qui correspond & I’expression ([3.107a)).
Pour les expressions limites de h} et de h} données par (3.107b)-(3.107c), en utilisant le résultat
ci-dessus et la régularité de ¢, ’équation limite de (3.1044)) lorsque At — 0 s’écrit

ZR — 2L

1+ o\

L’égalité précédente associée a I'équation ([3.104a)) permet de conclure la preuve de Passertion ).
Pour montrer I’assertion i7), raisonnons par I’absurde et supposons que zp # 21, et h; —h} +2(2r—

zr) = 0. Dans ce cas, I’équation ([3.104f)) se lit

o _pw WphR 9(0R) — @(0])
hR — hL + hHLL SO(GHLL) - 0 (3119)

r—hp =—20())

Comme 01, # 0p, At2 est proportionnel a At? or I’équation ci-dessus est en particulier valable lorsque
At — 0 et ipso facto At — 0. Dans ce cas, I'assertion ¢) montre que 67,07 — OHLL Par conséquent,
et comme ¢ est réguliere, lorsque At — 0 I'équation (3.119)) tend vers

by — I, = 0.

Le résultat ci-dessus introduit dans h} — h} + 2(2r — z,) = 0 conduit & conclure que z, tend néces-
sairement vers zg ce qui est absurde. O

Avec les propriétés décrites dans le lemme ci-dessus, il est maintenant possible de détailler un
schéma de type Godunov entropique pour le couple (7, G) défini dans (3.71)) et well-balanced pour le
lac au repos.

Un schéma de type Godunov entropique et well-balanced pour le lac au repos

Le schéma de type Godunov proposé est défini par un solveur de Riemann de la forme avec
des états intermédiaires wj et wj qui vérifient le systéme . Ce systéme contient les équations
de consistance et il est paramétré par les réels A > 0, At > 0 et par la quantité 5.

Cette derniére quantité est un parametre libre qui intervient dans la définition de 41" donnée par

(3.99al) et qui pour rappel s’écrit

pHLLHLL _ (hu)HLL + AQ;i\LR.

D’apres la section [3.2.1] le choix retenu pour §. doit étre consistant avec A ffzéjz(—ghgpw)axz) dz

au sens de l'expression (3.77)). Le lemme qui suit propose une expression consistante de 5pg qui,

accompagnée d’un choix convenable de A > 0, At > 0, permet aux équations (3.104e])-(3.104f) de
satisfaire les inégalités ([3.100d)-(3.100¢)).

Lemme 3.2.3.4 (Satisfaction des inégalités (3.100d)-(3.100€))). Soient @y, g deux états constants
de Q) ainsi que ¢ : RF — R} une fonction réguliére, strictement convexe, bijective et satisfaisant les
négalités . Considérons le couple (v, H) défini dans . 1l existe A > 0 suffisamment grand
et At > 0 suffisamment petit tels que si les hypothéses sont vérifiées, si la condition CFL
est satisfaite et si

o HLL,gHLL PR — 2 H(wr) + H(wg) (2r — 21)?
Str = —gh™ " p(07) = (R o (3.120)

alors, les inégalités suivantes sont assurées :

Y(wy) + Y(wh) < HLL

> (3.121a)
— — - <

L (ufp —ul)” + 5 5 + (b — hi +2(2r — 21)) 3 < 5121b)
o (RTERAMER)? HLLZL T 2R
T TR T v 2
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Démonstration. Le premieére inégalité (3.121al) se montre par une disjonction des cas 0y = 6r puis
01, # Or. Dans le cas ou 01, et O sont égaux, les Lemmes|3.2.2.1}4) et|3.2.3.11i) donnent respectivement
P(whtl) = YHLL of 97 = 0%, = OMLL. Par conséquent, et d’aprés la définition de w + 9 (w) énoncée

dans (3.72b)), il suit

)+ ) _ D4

— ghHLL(gHLLY

— o (wHlh) = HLL,

Ainsi, d’apres I'égalité ci-dessus, lorsque 01, = O, l'inégalité (3.121aj) est satisfaite au sens de I'égalité.
Dans le cas 0;, # 0r, At défini par (3.103)) est proportionnel & At > 0 et ’équation (3.104€)) se lit

P(wi) + ¥ (wp)

. = (W) (1 + A). (3.122)

De plus, et d’aprés le Lemme [3.2.2.1}ii), la convexité stricte de 6 + ¢(#) impose I'inégalité stricte
P(wlh) < HEL Par conséquent, et puisque 0 < ¢ (wHH ), il existe At > 0 assez petit tel que At
vérifie .y

0< ﬂ}(wHLL)At < ¢HLL _ TZJ(T,UHLL).
L’association de cette derniere inégalité a 1’équation (3.122)) donne

P(wi) + ¢ (wp)
2

= () (1 + At’) < ik,

Le résultat ci-dessus correspond a l'inégalité ([3.121a)).

FEn ce qui concerne I'inégalité , le premier objectif est d’obtenir une reformulation de cette
inégalité a ’aide du systéme d’équations . Pour effectuer cette reformulation, la notation [-] =
‘r — -1, est adoptée et elle est complété par [¢*] = ¢(0%) — ¢ (07).

En utilisant ’équation ainsi que le calcul qui donne une expression de ¢ (0} )+¢(6%),

il suit

o L) + ol8) | Iy b
g 2 2

[©*],

— [h*](SO(QHLL) +SO(0HLL)A~t2 _ [Z;;]éf;]) +hHLL[g0*],

_ SD(QHLL)([h*] n hHLL(1 - (2;[§I]JL>2> SO(E;/QL)) + [0 AL,

hphy  [¢7]
RHLL (HLL)

) + (W0 AL,

p(O"1) (1] +

En utilisant les équations (3.104d))-(]3.104¢))-(3.104f) et le résultat ci-dessus, on en déduit que le membre
de gauche de l'inégalité (3.121b|) s’écrit

hplplu']? | W g (wh) + d(wh)
KL 2 2

hHLL 5 * % * _
= 5 (0@ A+ A)) + L@ 1+ 2] (107 + hﬁwa([;%ﬂL) + [WAL),
hHLL

= 0@ = Lo )G + 2287 + L0 AL (AR 4 [ + 221 7).

P(wg) — (wy)
8

+ [h* + 22]

<

hHLL

8
= ™) = Lo 0 + 2282 + SO )AL () + (i) + [E)°)).

| oo
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Par conséquent, I'inégalité (3.121h|) est équivalente a

= Lo )G + 228 + Lo OM)AE ()2 + (hR)? + W) <

CHLL

hHLL ~HLL\2 hHLL
( 2h§LL) - () - LT (3 193)

Cette écriture de l'inégalité (3.121b]) acquise, considérons tout d’abord le cas f; = . Dans ce cas,
Y (wH) = HEL et en utilisant respectivement les définitions de At, ¢()\) données dans (3.103) et les
expressions de (h},h}y) énoncées dans le Lemme [3.2.3.1}i7), on obtient

6(\) =1, A =0, [p*+2]=0.

Ainsi, en notant wHLL (RHLL pHLLGHLL "p HLLGHLL (ZL+ZR)/2)T dans R*, I'inégalité (3.121D]) (ou sa
forme équivalente (3 ) devient

~HLL (hHLL@HLL)Q 9 /3 HLL\2 HLL HLLZL t 2R | § HLL\[.12 «
hHLL@HLL)Q g 21 + 2
< HHLL _ ( 9,3 HLL\2, (pHLLy _ HLL\ #L R | 9  HLL\[.12 «
< A S — SR 2p(0M) — (M) T o S0 2,
N IR g
e [ gw(GHLL)[z]Q- (3.124)

Lorsque 07, = 0Op, et en considérant la quantité 5,5 WBAR (éfinie dans (3.40D), 51,z donné par ([3.120)

satisfait

SLr = (03 EAR.
Ainsi, en s’appuyant sur les définitions de @ +— 7(1) et de 71 respectivement explicitées dans
et dans (3.99), la quantité AL —H(DHLE) 400" ") [2]° /8 du membre de droite de (3.124) peut également
étre calculée en substituant g par ggo(HHLL) dans la preuve du Lemme 3.1.3.1}1’). Cette remarque permet

de déduire que le membre de droite de I'inégalité (3.124)) satisfait ’estimation

ﬁHLL . ﬁ(wHLL) T 9<P(9HLL)[Z]2 _

8

hrhy[u]? N gep(01EE)
4(hg, + hg) 8

[h+ 2]

[u]QthL(hLuR — hRuL) HLL hrur + hrup A{L‘SWBAR
SV A —yY (9l + =5 —) +© <A2>

Puisque ¢ est positive, on peut donc directement utiliser le Lemme [3.1.3.1}¢) pour déduire 'existence
de A > 0 suffisamment grand tel que I'inégalité (3.121b)) est satisfaite dans le cas 61, = 0.
Pour le second cas formé par 6, # 6p, les définitions (3.103) donnent

AT ——— 0, ¢\ — +oo
At—0 A—4-00

Si [2] # 0 alors le Lemme [3.2.3.3}i7) assure que [h* + 2z] # 0 et par conséquent, il existe alors
A > 0 suffisamment grand et At > 0 suffisamment petit tels que l'inégalité (3.123]) (équivalente a
(3.121Db])) est satisfaite. Si [2] = 0 et comme §1,r donné par (3.120]) est consistant, il suit immédiatement

@HLL\[Z]:O = ()™ /pHLL - Ajnsi, en notant zg = zp = zg, le membre de droite de I'inégalité ([3.123)
s’écrit
I T (L A S o 7 HLLZL 1 2R
( - 9} HLL - ) 1/)(11) ) — T) 0L#0R,
[2]=0

hu HLL pHLL
HLL + ZOwHLL . (( Qh)HLL) - w(wHLL) . ZWHLL’

Ui

— L (T,
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Par conséquent, lorsque 07, # 0 et [z] = 0, 'inégalité (3.123)) se lit

=~ 2o SN + T AL () + (hy)*) < ™). (3.125)
Puisque 6 — ¢(6) vérifie les conditions (3.74), la fonction w — n(w) est strictement convexe. Comme
01, # Opr, cette convexité stricte associée a la définition du schéma HLL rappelée en Section [1.4.3
assurent que le terme de droite de I'inégalité ci-dessus est strictement positif. Ainsi, méme dans le dans
le cas le plus défavorable caractérisé par [h*] = 0, il est toujours possible de sélectionner At > 0 pour
que l'inégalité soit assurée. Ce dernier argument termine de montrer ’'inégalité ainsi
que la preuve du lemme. ]

Le Lemme ci-dessus montre que les équations (3.104€])-(3.104f) permettent de satisfaire les inéga-
lités (3.100d)-(3.100€]) (également données par (3.121a])-(3.121b))) or ces inégalités sont des conditions
suffisantes a la stabilité entropique pour le couple (7, G) donné par . Par conséquent, un schéma
de type Godunov entropique et well-balanced peut maintenant étre détaillé.

Théoréme 3.2.3.1 (Schéma de type Godunov entropique et well-balanced pour le lac au repos).
Soient Wy, Wgr deur €tats constants de Q, W(-, W, wR) : R — R un solveur de Riemann de la forme
ainsi que ¢ : R — R une fonction régulicre, strictement convexe, bijective et satisfaisant les
inégalités (3.74)).

En considérant la quantité S r donnée par , il existe A > 0 suffisamment grand et At > 0
suffisamment petit tels que si les hypothéses (3.117)) sont vérifiées, si la condition CFL et les
inégalités (3.100d))-(3.100€)) sont satisfaites et si les états intermédiaires du solveur de Riemann sont
donnés par une solution du systeme (3.104) alors un schéma de type Godunov défini par la

donnée d’un tel solveur de Riemann
i) est consistant avec les équations de Ripa (3.70)),

i1) satisfait une inégalité d’entropie discréte locale (3.83)) pour le couple (7, @) donné dans (3.71]) et
dans laquelle le flur numérique d’entropie G est donné par (3.84)),

ii1) est well-balanced pour le lac au repos.

Démonstration. Concernant l’assertion 7), lorsque w; = wr = W, une solution triviale du systeme
d’équations (3.104) est donnée par wj = wp = w. Par conséquent, le solveur de Riemann vérifie
W(-, W, W) = w. De plus, d’aprés le Lemme les équations ([3.104a))-(i3.104b)-(3.104c|) assurent
que le solveur de Riemann satisfait la relation de consistante intégrale (3.81)). Ainsi, le solveur de
Riemann vérifie la notion de consistance donnée dans la Définition [I.4.4.2] Par suite, et comme §1p
défini par est consistant, la Proposition z) permet de déduire la consistance du schéma
associé.

Pour I'inégalité d’entropie i) et puisque les inégalités (3.100d)-(3.100e€]) sont satisfaites, le Lemme
3.2.2.2| permet de déduire que le solveur de Riemann vérifie les inégalités . Par conséquent,
I'inégalité d’entropie discréte suit immédiatement par application de la Proposition m)

Pour montrer iii), il est suffisant, d’apreés la Proposition m), de montrer que si Wy, et wWr
forment un équilibre local pour le lac au repos alors w} = wr, et wi = wr. Comme un équilibre
local impose 07, = 0 = 6, les solutions du systeme d’équations (3.104)) sont dans ce cas explicites
et elles sont données par le Lemme z)—zz) Ainsi, dans le cas d’un équilibre local du lac au repos

(3.79) et en notant [-] = -r — -1, il suit

hi+hg—[2] _ h+hg+[A]

*R up=ur=0, — = = hg,
’0,;930, 2 2
[h+2]=0
N hL—l—hR—i-[Z] hL—i-hR—[h]
hL ‘UL:’“'RZO’ = 2 = 2 = hL
0, —0r—0,
[h+2]=0
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I1 faut maintenant montrer que uj, et uj sont nuls. Dans le cas d'un équilibre local pour le lac au
repos (3.79)), la quantité 3y r définie dans (3.120)) s’écrit

. hy +hrzr — 21,
SLR = —990(9) 9 Ar

Par conséquent, un calcul immédiat montre que ARHMLGHLL — (hu)HLL + Azspr/(22) = 0 et comme

RHLL > 0, on en déduit
~HLL
u uL:uR:(L — 0
0, =0r=0,
[h+2]=0

Etant donné que uy, = up = HEL ) cette derniere égalité termine de montrer la propriété well-balanced

ainsi que la preuve du théoreme. ]

Puisque I'existence des solutions du systeme n’est établi que pour le cas 6, = 0y, le théoréme
ci-dessus est un résultat tres partiel d’existence d’un schéma numérique pour les équations de Ripa,
entropique et well-balanced pour le lac au repos. Pour conclure a I’existence d’un tel schéma, il serait
maintenant nécessaire de démontrer les hypotheses .

Néanmoins, les équations algébriques peuvent étre résolues en pratique avec des méthodes
numériques usuelles. Par conséquent, le Théoreme montre que la mise on ceuvre d’'un schéma
entropique et well-balanced pour les équations de Ripa est possible.

La prochaine section concerne les expériences numériques pour le schéma du Théoréeme ainsi
que pour les schémas développées en Section [3.1.3] et [3.1.4]

3.3 Résultats de simulations numériques

3.3.1 Les équations de Saint Venant
3.3.1.1 Schéma entropique et well-balanced pour le lac au repos du Théoréme [3.1.3.1

Les cas test suivants illustrent le résultat du Théoréeme [3.1.3.1] qui présente deux schéma numériques
entropique et well-balanced distincts. Lorsque la fonction z est constante, les schémas du Théoreme
dégénerent vers les schémas numériques définis par or la section montre que les
schémas produisent des résultats trés similaires. Par conséquent, et pour chacun des cas tests
suivants, I’'un des deux schémas du Théoreme est sélectionné aléatoirement.

La principale difficulté & la mise en ceuvre du Théoréme [3.1.3.1] réside dans le choix du paramétre
A > 0 qui doit permettre 'existence de solutions réelles au systeme d’équations , . Sile
Théoreme [3.1.3.T] assure 'existence d’un tel parametre, il n’en donne pas de formule de calcul explicite.
Pour choisir le parametre A, une procédure brute de force est adoptée. Cette procédure simple consiste
a augmenter A tant que le systéeme , n’admet pas de solution. Pour chaque interface du
maillage ayant a sa gauche un état constant wy, et a sa droite un autre état constant wg, A est d’abord

initialisé avec
Ao = max ‘u + vV h
0 (LR} a gl

. V(L,R).

A partir de Ao défini ci-dessus, \ est ensuite augmenté avec une progression arithmétique de raison Ag.
Apres sélection du parametre A, le pas de temps At > 0 est choisi en fixant le nombre CFL AAt/Az.
Par construction, la condition CFL % < % est satisfaite si et seulement si le nombre CFL prend ses
valeurs dans ]0, 1/2].

Le premier cas test est celui de 'lle immergée introduit dans [98] et qui illustre la robustesse du
schéma dans les transitions en zones séches. Le domaine spatial [0, 25] est discrétisé avec 400 cellules.
Les conditions initiales et la fonction z sont données par

ho(x) = max (0,15 — z(x),0), uo(z) =0, z(z) = max(0,0,2 — 0,05(z — 10)?). (3.126)

Les conditions de bord sont périodiques et la solutions exacte se compose de deux états du lac au repos
séparés par une zone ou h est nul. La date finale de la simulation est t = 100 et le nombre CFL est égal
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a 0,45. La Figure [3.2] montre les résultats du schéma du Théoréme [3.1.3.1] comparés a la reconstruction
hydrostatique [13] appliquée au flux numérique de Rusanov [I85].

0,2
/ \ Erreurs commises sur les variables (h, hu)
0.15 pour le lac au repos.
h
LT L? L>
h+2z0,1 WBEC | 1,69E-21 4,79E-21 229E-41
HR 6,55E-18 8,44E-18 1,25E-17
N Exact hu
0,05 HR - 71 72 75
WBE(; i WBEC | 9,88E20 3,43E-20 1,14B-22
0 : ‘ : HR 3,17E-17  2,52E-17  3,07E-17
0 5 10 15 20 25
x

FIGURE 3.2 — Sur la gauche : résultats numériques a la date ¢ = 100,0 pour le probléeme de I'ile immergée
avec la légende WBEC : schéma entropique et well-balanced pour le lac repos décrit dans le
Théoréeme HR : reconstruction hydrostatique [I3] appliquée au flux numérique de Rusanov
[185]. Sur la droite : erreurs numériques entre la solution exacte et la solution calculée.

La propriété well-balanced ainsi que la disjonction des cas présentes dans les définitions —
permettent de préserver les états du lac au repos a la précision machine pres.

Le second cas test concerne les trois problemes de Goutal et Maurel [111] pour lesquels le domaine
spatial [0, 25] est discrétisé avec 400 cellules et la fonction z est donnée par (3.126). Dans la suite, la
notation avec des exposants GM;1, GMy and GMj3 est employée pour désigner les quantités relatives
A chacun des trois problemes. En considérant (RGM#) ke{1,2,3) et (qGMr) ke{1,2,3} définis dans le tableau
les conditions initiales pour chaque probléme sont

ASME(z) = hOMe . (hu)§MF(z) = ¢CMF, VE € {1,2,3}. (3.127)

Sur la frontiere gauche du domaine spatial, h satisfait une condition de Neumann homogene et hu
est fixée avec les valeurs (qGMk)ke{l’Zg}. Sur la frontiere droite, si I’écoulement est sous-critique (i.e
lu| < v/gh) alors h est fixée & la valeur h®M* sinon h vérifie une condition de Neumann homogeéne.
Sur cette frontiere droite, hu satisfait une condition de Neumann homogene.

Parametres des problemes de Goutal et Maurel.

GM, GM, GM;
Date finale 500 125 1000
hGMk 2 0,66 0,33
qSMe 4,42 1,53 0,18

TABLE 3.1 — Dates finales, valeurs initiales et conditions de bord pour les trois probléemes de Goutal
et Maurel [111].

Lorsque le régime stationnaire est atteint, les solutions des probléemes de Goutal et Maurel sont ca-
ractérisés par des valeurs de hu et de “”/2 + g(h + z) constantes. Pour les problemes GM; et GMa,
ces constantes sont continues et par conséquent, les solutions stationnaires s’identifient a des états
d’équilibre mouvants. En revanche, pour le probleme GMg3s, ces valeurs sont seulement constantes par
morceaux et la surface libre h+ 2z se compose d’une onde de choc stationnaire. Pour les trois problemes,
des solutions stationnaires exactes sont calculées avec le logiciel SWASHES [71]. Les dates finales de
simulation sont données dans le tableau [3.1] et le nombre CFL est égal & 0,45. La Figure montre
les résultats comparés.
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2,5 4,45
2 e
1.5 -
h+z hu 4,4 -
1 [
GM;
Exact
0,5 - HR
WBEC
0 | | c | 4’35 | | | |
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
T T
1,55
o
GM, >
Exact .
! HR - 15 ;
WBEC -
. .
h+z hul, 45 - 1
0,5 -
i GM,
1,4 ' Exact
HR
WBEC
0 | | | 1’35 | | |
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
T T
0,5 0,25
0,2 -
0,15 |- !
‘ P
GM3;
HR -
WBEC
0’1 | | |
0 5 10 15 20 25
T

FiGURE 3.3 — Résultats numériques pour les trois problemes de Goutal et Maurel sur un
maillage constitué de 400 mailles et avec la légende WBEC : schéma entropique et well-balanced pour
le lac repos décrit dans le Théoreme HR : reconstruction hydrostatique [I3] appliquée au flux
numérique de Rusanov [I85].

Les résultats sont globalement corrects mais la surface libre h + z est parfois mal placée. Ce défaut est
particulierement flagrant pour le probleme GMj,. La surface libre du probleme GMj est sous évaluée
avant le choc mais elle est correctement simulée apres. Malgré les propriétés de stabilité entropique et
well-balanced vérifiées par les schémas du Théoréme [3.1.3.1] les solutions numériques peuvent converger
vers des solutions qui ne sont pas celles de références. De tels écarts de convergence ont déja été observés
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avec d’autres schémas numériques [34] 42, 59]. De plus, les schémas du Théoréme produisent
des oscillations parasites pour la variable hu. Ces oscillations existent également avec la reconstruction
hydrostatique mais leurs amplitudes sont plus faibles. Pour ces trois problémes, un schéma numérique
qui utilise la reconstruction hydrostatique [13] couplée & un flux numérique de Rusanov [I85] est plus
robuste que les schémas du Théoreme

Le dernier cas test est celui de la rupture de barrage telle que décrite dans [166]. Le domaine spatial
[—1,1] est discrétisé avec 400 cellules. Les conditions initiales et la fonction z sont données par

ho(x) + 2(z) = {3 TS0 @) =0, () = & cos?(ma). (3.128)
1 sinon, 2
Des condtions de Neumann homogenes sont imposées aux deux frontieres du domaine spatial. Une
solution de référence est calculée avec le schéma HLL [I18] sur un maillage fin constitué de 50000
cellules. La date finale de la simulation est ¢ = 0,1 et le nombre CFL vaut 0,45. La Figure [3.4] montre
les résultats comparés.

3 |
3 [
2
2 [
h—+z U
1 1k
0 : ‘ 0
-1 -0,5 0 0,5 1 -1 1

FIGURE 3.4 — Résultats numériques pour la rupture de barrage a la date t = 0,1, sur un
maillage constitué de 400 mailles et avec la légende WBEC : schéma entropique et well-balanced pour
le lac repos décrit dans le Théoréme HR : reconstruction hydrostatique [I3] appliquée au flux
numérique de Rusanov [185].

Pour ce cas test, les solutions numériques calculées par les schémas du Théoréme [3.1.3.T] épousent tres
bien la solution de référence. En particulier, la discontinuité localisée pres de x = 0,5 est restituée avec
tres peu de cellules.

3.3.1.2 Schéma entropique et well-balanced du Théoréme (3.1.4.1

Cette section présente les résultats numériques du schéma du Théoréme Ce schéma vérifie
une inégalité d’entropie discrete locale et il est well-balanced pour toutes les solutions stationnaires
régulieres.

Le schéma proposé est paramétré par A > 0 et At > 0 et ces parametres doivent étre choisis afin
d’assurer l'existence de solutions réelles au systeme d’équations , . Le Théoreme
montre 'existence de tels parametres mais il ne donne pas de formule de calcul explicite. La procédure
de choix de X et de At utilisée dans la suite repose sur le Lemme qui donne une condition
nécessaire et suffisante a l'existence de h} et de h}, satisfaisants le systéme , . La preuve
de ce lemme se décompose en trois études de cas et dans les deux premiers, il est suffisant de choisir
A et At selon les conditions

A= max ’ua + gha

ac{L,R}

AL 1
o=

)
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Pour le troisieme cas de la preuve, le paramétre A > 0 est d’abord sélectionné par la méthode brute
de force décrite dans la section et il est augmenté tant que I'inégalité stricte AN — 7(@wHE) 4+
g9lz1?/s > 0 n’est pas satisfaite. Ensuite, le pas de temps At > 0 est initialisé avec Az/2x puis il est
successivement diminué avec une progression géométrique de raison 1/2 et ce tant que I'inégalité large
suivante n’est pas vérifiée :

JHLL A(wHLL) + g2

K 7 81+ F2,) =

Cette procédure de sélection, complétée si nécessaire avec les techniques de limitation exposées dans le
Théoreme [3.1.4.1] assure I'existence des solutions recherchées et satisfait également la condition CFL
de non interaction. Enfin, en considérant les quantités (zr et h définies dans , la fonction sign
nécessaire a 1’équation est programmée comme suit :

.
T+ Cor/(gh)

Les résultats numériques obtenus avec ces paramétrages sont comparés au résultats des schémas
présentés dans [93, Section 3.2] et dans [35]. Ces deux schémas respectivement notés FMT et BM,
sont retenus car ils sont well-balanced pour les équilibres mouvants et vérifient tous deux une inégalité
d’entropie semi-discrete. Le schéma BM préserve également ’espace convexe Q) sans technique de
limitation additionnelle. Pour ce comparatif, il est associé au flux numérique de Rusanov [185].

Le premier cas test est destiné a illustré la propriété well-balanced pour les équilibres mouvants.
Le domaine spatial [0,1] est discrétisé avec 400 cellules. En notant gy = 5/2 et By = 25/98 + 4g, les
conditions initiales et la fonction z sont données par

sign(r) (3.129)

up (@) _ _ 5 o
+g(ho + z)(z) = By, z(z)= 5 COS (4mz). (3.130)

(hu)o(z) = qo, 5

A partir des équations ci-dessus, les valeurs initiales (ho,u)(z) sont calculées avec une méthode de
Newton. Des conditions de bord périodiques sont prescrites aux deux extrémités du domaine spatial.
La solution exacte est un équilibre mouvant . Les résultats graphiques ainsi que les erreurs
numériques a la date finale ¢t = 1,0 sont présentés dans la Figure (3.5

Exact FWBEC - Erreurs commises sur les variables (h, hu)
FMT - P pour I'équilibre mouvant (|3.130)).
BM - 2
4 5 Ll L2 Lo°
FWBEC | 0,00E-00 0,00E-00 0,00E-00
h+3Z B BM 2,49E-17 441E-17 1,27E-17
; FMT 1,84E-13 2,03E-13 3,28E-13
hu
1 LT L? L
FWBEC | 1,13E-20 8,74E-20 7,64E-39
0 BM 8.58E-17 1,29E-16 9,19E-17
0 02 04 06 08 1 FMT | 2,87E-13 3,75E-13 4,10E-13

FIGURE 3.5 — Sur la gauche : résultats numériques a la date t = 1,0 pour 1’équilibre mouvant
avec la légende FWBEC : schéma entropique et well-balanced décrit dans le Théoreme BM :
schéma décrit dans [35] associé au flux numérique de Rusanov [I85], FMT : schéma proposé dans [93,
Section 3.2]. Sur la droite : erreurs numériques entre la solution exacte et la solution calculée.

Grace a la propriété well-balanced, I’équilibre mouvant est préservé a la précision machine pres.

Le second cas test est dédié au trois problemes de Goutal et Maurel [IT1] dont les données ont été
introduites en Section [3.3.1.1] La Figure [3.6] montre les résultats comparés et le tableau [3.2] rapporte
les erreurs numériques entre la solution exacte et la solution calculée par les schémas numériques.
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2,5 4,46
2 N GMI
4,44 |- '. et
1,5 - LS FWBEC
h+z hu X 7
1- : %
GM; 4,42 -
Exact .
0,5 BM - ~ %
FWBEC - \:
0 | | Z | 474 | | * | |
0 ) 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
X X
GM,
GM, Exact
Exact 1.6 BM
1 BM -
FWBEC - FWBEC
z . ’;
h+z hu -~
0,5 - 15
0 | | | 1’4 | | | |
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
T x
0,45 0,25
0,3 - 0,2 |
Los —
h+z hu . v
L , GM3 L _
0,15  Exact 0,15 | . M
BM - . Exact
FWBEC - BM
< FWBEC
0 | | | 0’1 | | | |
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
T T

FIGURE 3.6 — Résultats numériques pour les trois problemes de Goutal et Maurel (3.127)) sur un
maillage constitué de 400 mailles et avec la légende FWBEC : schéma entropique et well-balanced
décrit dans le Théoreme |3.1.4.1f BM : schéma décrit dans [35] associé au flux numérique de Rusanov

[185].

Malgré les efforts de programmation consentis, des résultats de simulation pour les problémes de
Goutal et Maurel n’ont pas pu étre obtenus avec le schéma de [93 Section 3.2]. Ce schéma
parait tres instable dans les phases transitoires et les auteurs eux-mémes formulent cette remarque
[93, Remarque 3.4]. Le schéma du Théoréme produit des oscillations parasites particulierement
visibles pour la variable hu mais il corrige nettement les écarts de convergence observés dans la section
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3.3.1.1] Toutefois, un zoom sur la Figure [3.6] montre que la surface libre h + z demeure légérement mal
placée dans le cas du probleme GM;.

Erreurs commises sur les variables (h, hu) Erreurs commises sur les variables (h, hu)
pour le probleme GM;. pour le probléeme GMs.
h h
Lt L? L Lt L? L*>
FWBEC | 3,86E-02 1,41E-02  2,00E-04 FWBEC | 9,35E-02 2,13E-02 4,46E-03
BM 1,91E-15 4,16E-16 6,11E-17 BM 9,06E-03 2,37TE-03 5,12E-04
hu hu
Lt L? L Lt L? L
FWBEC | 3,77E-02 2,10E-02 4,439E-04 FWBEC | 4,89E-02 3,53E-02 1,25E-03
BM 7,29E-15 1,49E-15 291E-16 BM 7,78E-05 3,38E-05 4,33E-08

Erreurs commises sur les variables (h, hu)
pour le probleme GMg.

h

LT L? L
FWBEC | 4,28E-02 5,11E-02 2,62E-03
BM 8,23E-03 2,20E-02 4,86E-04

hu

LT L? L
FWBEC | 2,57TE-02 2,00E-02 1,59E-03
BM 4,21E-03 1,15E-02 1,32E-04

TABLE 3.2 — Erreurs entre les solutions calculées par les schémas numériques et les solutions exactes
des problemes de Goutal et Maurel données par le logiciel SWASHES [71]. Les notations sont
FWBEC : schéma entropique et well-balanced décrit dans le Théoréme BM : schéma décrit
dans [35] associé au flux numérique de Rusanov [185].

Selon les tableaux le schéma du Théoreme [3.1.4.1| approche les solutions exactes avec une erreur
excessive. En effet, comme ce schéma est well-balanced pour les équilibres mouvants réguliers, il devrait
produire pour les problemes GM; et GMs, une solution numérique dont ’erreur est au plus de 'ordre de
la précision machine. L’origine exacte de ce défaut pratique est inconnue mais une hypothese plausible
est la programmation de la fonction sign nécessaire a 'équation ([3.65)). En effet, comme la fonction sign
n’est pas continue en zéro, sa programmation demande une attention particuliere. La définition
leve la difficulté de continuité mais d’autres choix sont possibles. Chacun de ces choix de programmation
donnent un schéma numérique formellement proche du Théoréme [3.1.4.T) mais qui demeure en pratique
différent. Le schéma [35] couplé au flux numérique de Rusanov [I85] préserve la solution exacte du
probleme GM; et pour les trois probleémes, les erreurs commises par ce schéma sont inférieures a celles
du schéma introduit dans le Théoréme B.1.4.1]

Le dernier cas test est celui de la rupture de barrage telle que décrite dans la section La
Figure montre les résultats comparés.
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h+=z w
2 [
1 [
O | |
-1 -0,5 0 0,5 1 1
T

FIGURE 3.7 — Résultats numériques pour la rupture de barrage a la date ¢ = 0,1, sur un
maillage constitué de 400 mailles et avec la légende FWBEC : schéma entropique et well-balanced
décrit dans le Théoreme BM : schéma décrit dans [35] associé au flux numérique de Rusanov
[185], FMT : schéma décrit dans [93, Section 3.2].

Le schéma [93), Section 3.2] génere de fortes oscillations & proximité de la discontinuité. Le schéma [35]
associé au flux numérique de Rusanov [I85] identifie ce cas test & deux états du lac au repos séparés
par une discontinuité. Par conséquent, ce schéma préserve dans ce cas la donnée initiale . Le
schéma du Théoréme [3.1.4.1] restitue une solution numérique conforme a la solution de référence.

3.3.2 Les équations de Ripa

Cette section présente les résultats numériques pour les équations de Ripa dans le cas p =
exp. La fonction exp :]0, +oo[—]1, +o0o[ est positive, bijective, strictement convexe et d’apres [78], elle
satisfait les inégalités strictes . Par conséquent, cette fonction est conforme aux conditions du
Lemme [3.2.1.1] et elle peut donc étre utilisée pour illustrer le schéma du Théoreéme

Pour étre mis en ceuvre, ce théoréeme nécessite d’abord une méthode numérique de résolution des
équations puis un choix de A > 0 et de At > 0 qui assure les inégalités (3.100d))-(3.100e])
(également données par ((3.121al)-(3.121b])).

D’abord, pour chaque interface du maillage ayant de part et d’autre un état gauche constant wy,
et un état droit constant wg, la résolution du systeme d’équations est conduite par disjonction
des cas. En considérant At défini dans , si |A~t] < 107! alors les solutions explicites du Lemme
sont utilisées, sinon, pour un couple (A, At) donné, les solutions de sont obtenue avec
une méthode de Newton appliquée aux équations . Il est admis que 'existence des solutions
du systeme est acquise si la procédure de Newton converge. Le critére de convergence choisi
est I’erreur absolue entre deux itérations consécutives et la procédure est stoppée lorsque cette erreur
est inférieure & 10713,

Ensuite, les inégalités (13.100d))-(3.100€) sont obtenues par une méthode brute de force. Tout
d’abord, le couple (A, At) est initialisé avec

Az
A= ag{l%?%}ﬂua + \/ ghacp(eoz)‘, ’ua‘)7 At = o\’

puis le systeme d’équations est ensuite résolu tant que les inégalités (13.100d))-(3.100€)) ne sont
pas satisfaites. A chaque résolution, les réels \ et At sont respectivement augmentés et diminués par
des progressions linéaires et géométriques de raison respectives 23/20, 19/20. Par construction, la quantité
At > 0 obtenue satisfait la condition CFL de non interaction %A; < %

Le cas test d’illustration choisi est une version modifiée de celui proposé par A. Chertock et al dans

[58]. Dans ce cas test, la constante de gravitation g vaut 1, le domaine spatial est [—1, 1] et la fonction
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z est donnée par

2cos(10m(x +0,3)) +2, si —04 <z <-0,2,
z(x) =< 0,5cos(10m(x —0,3)) + 0,5, si0,2 <z <04, (3.131)

0, sinon.

La donnée initiale est

T, . ) (5-2015T siz<o0,
(h, u, 0(6)) (x,t_—O)—-{ (1—2,0,5)T. sinon. (3.132)
Aux deux extrémités du domaine spatial, les conditions de bord sont de type Neumann homogenes.
Une solutions de référence est calculée avec le schéma HLL standard [I18] sur un maillage fin constitué
de 50000 cellules. La date finale de la simulation est ¢ = 0,3. La Figure [3.8 montre les résultats du
schéma numérique de type Godunov du Théoreme [3.2.3.1

6 4
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FIGURE 3.8 — Résultats a la date ¢t = 0,3 du schéma numérique de type Godunov du Théoreme|3.2.3.1
pour le probleme (|3.131))-(3.132)) et sur un maillage de 400 cellules en rouge et de 3 200 cellules en bleu.

La solution calculée épouse relativement bien la solution de référence mais elle demeure diffusive. Sur
maillage grossier, une erreur de positionnement est observée sur le front du choc situé approximative-
ment en z = 0,8. Cette erreur se corrige en raffinant le maillage.

3.4 Syntheése et conclusion

La premiere partie de ce chapitre donne une condition suffisante de stabilité entropique pour un
schéma de type Godunov approchant les solutions des équations de Saint Venant. L’application de
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cette condition a un solveur de Riemann a deux états intermédiaires constants produit un systéme
d’équations non linéaires sous-déterminé.

Deux fermetures de ce systéme sont proposées et toutes deux conduisent a des équations quadra-
tiques dont les solutions sont toujours explicites. En revanche, si I’existence des solutions réelles est
assurée, elle dépend néanmoins de parametres implicites pour lesquels il n’y a pas de formule de calcul
établie.

Ces deux fermetures sont construites pour préserver la propriété well-balanced d’abord pour le lac
au repos puis pour toutes les solutions stationnaires régulieres. Pour les deux fermetures, si la séquence
(W]")iez n'est pas dans un voisinage immédiat du bord de Q, les schémas numériques obtenus sont de
plus entropiques. Dans le cas contraire, la stabilité entropique pourrait étre localement perdue.

Les deux fermetures proposées peuvent d’interpréter comme des généralisations successives des
schémas introduits en Section [2.I] En particulier, la seconde fermeture montre l'existence d’un schéma
numérique entropique et well-balanced pour toutes les solutions stationnaires régulieres des équations
de Saint Venant.

Les deux schémas donnent des résultats numériques tres satisfaisants en présence de solutions
constituées d’onde de choc. Toutefois, la propriété well-balanced n’est pas restituée a la précision
machine attendue dans le cas des équilibres mouvants atteints apres régimes transitoires. L’origine de
ce défaut est inconnue mais une hypothése est avancée en Section [3.3.1.2] De plus, les deux schémas
convergent parfois vers des solutions qui ne sont pas celles de référence. De tels écarts de convergence
ont déja été observés avec d’autres schémas numériques [34], 42, [59].

La seconde partie de ce chapitre établit d’abord des conditions suffisantes de stabilité entropique
pour un schéma numérique dédié aux équations de Ripa.

Ensuite, le chapitre s’articule autour d’équations non linéaires qui définissent un solveur de Riemann
constant par morceau a deux états intermédiaires. Si des solutions explicites sont parfois accessibles,
I’existence des solutions aux équations proposées n’est malheureusement pas complétement pas établie.
Néanmoins, en admettant cette existence, ces équations permettent de satisfaire les conditions de
stabilité entropique proposées. Par conséquent, elles sont utilisées pour définir un schéma de type
Godunov entropique et well-balanced pour le lac au repos. Ces deux propriétés sont démontrées mais
I’existence théorique du schéma est de fait incomplete.

En pratique, et comme les équations proposées sont algébriques, ce schéma entropique et well-
balanced peut étre mis en ceuvre avec une méthode de Newton ou de point fixe par exemple. Les
résultats obtenus avec une méthode de Newton demeurent convenables.
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Chapitre 4

Schémas d’ordre élevé, non limités et a
stabilité entropique discrete globale

Ce chapitre concerne la stabilité entropique globale de schémas numériques d’ordre élevé. Ces
schémas approchent les solutions d’un systéme hyperbolique homogene de m lois de conservation
donné par

(4.1)

Ow+ 0z f(w) = 0, t>0, zeR,
w(z,t=0) = wy(x).

Les solutions w du systéme d’équations ci-dessus prennent leurs valeurs dans un ensemble convexe {2
inclus dans R™. Le systeme est muni d’une entropie strictement convexe 7 associée a un flux
d’entropie GG. Par conséquent, ce chapitre s’intéresse aux solutions de qui vérifient une inégalité
d’entropie de la forme

on(w) + 0,G(w) < 0.

Pour des solutions telles que (z,t) — n(w(x,t)) est & support compact ou de limite nulle en I'infini,
I'intégration formelle de I’inégalité locale ci-dessus selon la variable z donne I'inégalité d’entropie globale
suivante :

(i/Rn(w(x,t)) dz <0, Vt>0. (4.2)

Les schémas d’ordre élevé utilisent des limiteurs de pente [55] 57, [94], 116, [182] 194, 196], 219] et ils
vérifient souvent des stabilités entropiques semi-discretes [7), 45], 511, 57, 92, [94] 137, 182]. L’objectif de
ce chapitre est de définir des schémas numériques d’ordre élevé au sens de la Définition sans

limiteur de pente et dont la séquence mise a jour (wnﬂ)iez vérifie un analogue discret de (4.2)).

(3
En faisant une hypothése de régularité sur 7, ce chapitre introduit la notion de schémas numériques

dissipatifs puis montre comment cette notion permet d’obtenir une stabilité entropique discrete globale.

4.1 Schémas numériques dissipatifs

La notion de schéma numérique dissipatif repose sur une inégalité stricte globale qui contraint le
bilan du flux numérique F relativement & une entropie 1. En supposant une régularité C'* de I’entropie,
il est possible de proposer une définition de schéma numérique dissipatif.

Définition 4.1.1 (Schéma numérique volumes finis dissipatif). Soient I un entier et F : (R™)2+2 —
R™ wune fonction continue qui satisfait

Flw,..,w) = f(w), Ywe.

Pour approcher les solutions du systéme d’équations (4.1]), considérons un schéma numérique volumes
finis écrit sous sa forme conservative

w,

mt - B,

; i T Ax e wi) = Fwiy g, wiyy)), Vi€ Z.
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Supposons que l’entropie n associée au systeme (4.1)) est une fonction de classe C*(Q,R) et notons -
le produit scalaire usuel de R™. Un schéma numérique (resp. flux numérique F) est dit dissipatif
relativement a n si l'inégalité stricte suivante est satisfaite pour toute séquence (w});cz non constante
incluse dans ) :

> 0.

varl(wn), .F(w?_l,...,w?+l+1) _.F(w;n_l_17...,w:b+l)
; ’ Ax

1€Z
L’inégalité ci-dessus est appelée inégalité de dissipation (relativement da n).

A partir de la définition et puisqu’il n’y a pas de confusion possible, la notation Fj 1, =
F(wi g, oy wil ) sera désormais employée. Par conséquent, un schéma numérique conservatif (4.3
et I'inégalité de dissipation relativement a n (4.4)) se lisent respectivement

n+1l __ wn At

]:7;+§ - ]:i—%
i) ———=2>0. 4.4
> Vn(wf) et >0 (44)

1EL

En supposant une régularité suffisante de ’entropie 7, le membre de gauche de l'inégalité de
dissipation donnée ci-dessus est exactement le terme d’ordre un du développement de Taylor de
Yiez n(w?H)A:L‘ ol w?“ est donnée par (4.3). Ainsi, 'inégalité de dissipation peut entrainer
une inégalité d’entropie discréte globale de la forme

n+1 n
1E€EZL
Comme cette derniere inégalité repose sur 1'évaluation de Y,z n(w "+1)A33, il faut d’abord s’assurer

que la séquence mise a jour (w ?H)zez demeure dans €) et que les sommes utilisées pour exprimer cette

quantité sont toutes convergentes. Pour cela, deux lemmes techniques sont maintenant présentés et le
premier repose sur un argument topologique et une restriction de At > 0 qui permettent d’obtenir

(w?“)iez c Q.

Lemme 4.1.1 (Robustesse des schémas numériques). Soit un schéma numérique conservatif qui
approche les solutions du systéeme d’équations . Supposons que ces solutions prennent leurs valeurs
dans un ensemble strictement convexe non vide 2 inclus dans R™ et soit K™ un ensemble compact
inclus dans Q. Supposons que la séquence non constante (wl');cz est incluse dans K™. Il existe une
”'H)ZGZ donnée par le schéma

w;
constante implicite ¢ > 0 telle que st 0 < At < " alors la séquence (w
(4.3) est incluse dans

Démonstration. Soit ||-|| une norme de R™ et considérons la fonction de distance signée au bord de
associée a ||-||. Pour tout w de R™, cette fonction de distance signée s’écrit

inf [lw—yl, siweq,
yeof2
dist (w, 082) = _
—yle%fQHw—yH siweR™\ Q.

D’apreés la définition du schéma conservatif (4.3)) et comme la fonction ci-dessus est une fonction
continue 1-Lipschitz de R™, il suit pour tout ¢ dans Z

(2 (2

dist(w]*,00) — dist (w, 00)| < [l - wi| = %H}"H% —Fia-

L’inégalité ci-dessus donne immédiatement

dist(w]', 0Q) > dist (w, 02) —

H - (4.5)
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Comme le compact K™ est inclus dans ’ensemble ouvert €2, on a dist(K,9€) > 0 et en particulier

dist(wj', 02) > 1€nlf(’n dist(w,0Q) = min dist(w, dN) = dist(K, 02) > 0. (4.6)

wEKﬂ/
Puisque (w]");ez n’est pas constante, la continuité du flux numérique F sur le compact K™ permet de

déduire 'existence une constante R"™ > 0 telle que pour tout ¢ dans Z

|7is =

1
=3

En introduisant I'inégalité ci-dessus ainsi que de 'inégalité (4.6) dans le résultat intermédiaire (4.5)),
on en déduit

At
dist(w*!,0Q) > min dist (w, Q) — —R", Vi€ Z.
weK" Ax
Si0 < % < Jmin dist(w,092)/2p") alors dist(w; n19Q) > mingexn dist(w,02)/2 > 0 pour tout i dans Z.
+

Comme cette derniere inégalité signifie que w” L est dans Q, ceci conclut la preuve. O

Le lemme de robustesse ci-dessus s’appuie sur des arguments topologiques qui conduisent & une
restriction implicite sur At > 0. Par conséquent, cette restriction est difficile & utiliser en pratique.
D’autres preuves de robustesse existent mais elles reposent sur des techniques de limitions [55, [57), [94]
116, 182, 194, 196, 219].

A Paide du lemme de robustesse précédent, il est désormais possible de montrer qu’un schéma dis-
sipatif tel qu’introduit dans la Définition peut satisfaire une inégalité d’entropie discrete globale.

Proposition 4.1.1 (Stabilité entropique globale des schémas numériques dissipatifs). Considérons
un schéma numérique volumes finis dissipatif vérifiant l'inégalité (4.4)) et qui approche les solu-
tions du systéme d’équations . Considérons une séquence (w}');ez non constante, incluse dans un
compact de €.

Si Uentropie n associée au systéme (A1) est une fonction de classe C%(Q,R) strictement convexe
et si pour tout Az > 0, (wl)icz est telle que

Zn M Az| < 400, (4.7a)
1€EZ
Fiyt —Fi1

Z Vn(w)) - —2—2 Az < 400, (4.7b)
; Az

1€EZL

At ]:i+l_]:i,l fi‘i*l_]:ifl
1 _ 2 e ] _ T 2 2 2 2 A 4.

/ s Z%v ( sAx(}"H_% fz_%)) AL AL rds < 400,  (4.7c)

alors il existe At > 0 suffisamment petit tel que la séquence mise 4 jour (w?“)

et tel que l’inégalité d’entropie discréte globale suivante est satisfaite :

Z" nH) W) Ay < o, (4.8)

€L

Démonstration. D’aprés le Lemme il existe At > 0 tel que la séquence (w;"
dans €. Supposons que cette condltlon est vérifiée et notons

Ri= _(‘FH% - ‘/—-;7%)

icz est incluse dans Q)

+1 )iez est incluse

Ainsi, l'application de 1 au schéma numérique s'écrit n(wit!) = n(w! + AtRi/Az). Comme 7
est une fonction de classe C?, un développement de Taylor avec reste intégral de ’expression ci-avant
donne

At At At
n+1 n 2 n . LT
n(w; )—n(wz)+7ﬁmﬁ7( 7)) Ri+ < :x) /0 (1—-s5)V n(wl + s xRZ) R;-R;ds.
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En réorganisant ses termes puis en sommant sur i, I’égalité ci-dessus devient
n+1 n
n(w; — n(w]
> (w; )t (Z)Aac = > Vn(w}) Ry

1E€EL 1€Z

At 1 9 At
—fE 1- i A i) i i ds.
+ mieZ/O( s)V n<w1+s xR)R R ds

(4.9)

n

Puisque la séquence (w}');ez est incluse dans un compact de €2, les hypotheses de sommabilités données

par (4.7) assurent que les sommes ci-dessus sont toutes convergentes. De plus, comme cette séquence
n’est pas constante, la convexité stricte de 'entropie 17 permet de déduire que I'inégalité stricte suivante
est satisfaite :

1 At
1—s V2 <w?+s7€i) R;-Rids > 0.
fa-ax v (ur o5

Comme le schéma numérique est dissipatif, I'inégalité stricte de dissipation (4.4) se lit dans ce cas

ZVn(w?) -R; <.
1€EZ

Par conséquent, et d’apres (4.9), I'inégalité d’entropie globale discrete (4.8]) est satisfaite si At > 0

vérifie
Ar - Z Vin(w}') - R
0< <7 ;EZ N . (4.10)
/0 (1 —S)Zv n (w,- +3A$Ri) Ri-Rids
€L
O

En supposant une régularité C? de I’entropie 7, la preuve ci-dessus donne inégalité (4.10) qui
s'identifie & une condition CFL. En raison de la quantité V2n(w? + sAtRi/Az), cette condition CFL
demeure implicite sauf dans le cas d’une entropie quadratique pour laquelle V27 = I,,,. Par conséquent,
I'utilisation pratique de la condition CFL nécessite en général la résolution d’une équation non
linéaire.

Cette condition CFL est globale ce qui signifie qu’elle dépend de quantités de la forme ) ;. et cette
dépendance justifie les hypotheses de sommabilité données dans . Ces hypotheéses de sommabilité
peuvent par exemple étre satisfaites en introduisant des espaces de Sobolev discrets homogenes pour
la séquence (w}');cz ou bien en supposant que la séquence (wj,; — wy');cz est a support compact. Ces
deux exemples seront présentés dans les sections suivantes.

La Proposition donne un cadre suffisant a la stabilité entropique discréte globale (4.8)). Ce
cadre théorique repose en partie sur 'inégalité de dissipation et ’équation montre que cette
inégalité est nécessaire a la stabilité entropique globale. Ainsi, les schémas numériques du second ordre
proposés dans ce chapitre vont maintenant étre définis pour satisfaire I'inégalité de dissipation (4.4)).

4.2 Schémas non limités d’ordre deux

La famille de schémas du second ordre proposée est obtenue a partir du schéma HLL symétrique
[LT8] aussi appelé schéma de Rusanov [I85]. Pour un réel A > 0 donné, le flux numérique F{! de ce
schéma s’écrit

fwi) + fwi,) A n

fgl(wvaglﬂ) = B ) (w?ﬂ - w; ) . (4.11)

En considérant une régularité de w suffisante et en s’appuyant sur la consistance du flux numérique ci
dessus, un développement de Taylor autour de l'interface z,, 1 donne
2

&&vw(azi%,t”) + O(Az?). (4.12)

FO wi, wiyy) = flw(z1,1")) - 7

E)
2
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En utilisant la Définition [[.4.1.T] et d’apres l'expression ci-dessus, une montée & 'ordre deux peut étre
obtenue en ajoutant au flux numérique (4.11)) un terme consistant avec la quantité +>\5zw(~’vi+%¢")/2. Ce
terme additionnel peut se construire a partir d’'une séquence (o );cz de R™ telle que

aj = &8 Lw(wg, 1) + O(Az?). (4.13)

)

La moyenne arithmétique de o' et de ', ; est consistante avec +/\81w(xi+%yt")/2 et par conséquent, les
schémas du second ordre proposés sont définis par un flux numérique F )(\) 2 de la forme

1
02
FLH Wy wi wly g, wll o) = FiH(w], zn+1)+§ (af +afyq),

= LT X, )+ 1 (

n n

Par construction, le flux numérique .7-")\02 contient une approximation de —AAxd,w héritée du terme
—Awf,; — w}). Ce flux numérique contient de plus une approximation de +AAzd,w en vertu de
I’estimation vérifiée par la quantité oj'. Ainsi, le terme —A(wy,; —w}') + of + ', | est un résidu
de la forme O(Az?). Pour Az > 0 donné, ce résidu n’est en général pas nul et l'idée développée est
de proposer une séquence (af');cz satisfaisant et telle que —A(w},; —w}) + af + o, assure
I'inégalité stricte de dissipation (4.4)).

Proposition 4.2.1 (Schéma numérique du second ordre spatial). Considérons une séquence (w;')icz,
non constante, & support compact et incluse dans 2. Soit (OF);cz une séquence de matrices diagonales
de taille m x m et notons Ip, la matrice identité de taille m. Soit (' )icz la séquence de R™ donnée
par

A
i = 5(6F (wiy —wi) + (Im = O7) (wi' —wiLy)), Vi€ (4.14)

Soit un schéma numérique volumes finis conservatif (4.3) défini par un flux numérique ]:Zrl donné
2

par
Jw}) + f(wn-u) A 1

Flr = : 5 : _§(w?+1_wzﬂ)+§

Si les matrices ©F sont uniformément bornées selon 'indice i et bornées lorsque Ax — 0 alors le schéma

numérique ainsi défini est du second ordre spatial au sens de la Définition formelle|1.4.1.1}iii).

(o + it q) - (4.15)

Démonstration. Considérons v : R x RT — R™ une fonction réguliére & support compact et notons
1
ul = — u(z,t™)dz, VieZ.
P= ap [ et

En introduisant (u');ez donnée ci-dessus dans la définition (4.14), o s’écrit

D U wyon o

Comme la fonction u est réguliere et comme les matrices ©} sont bornées, un développement de Taylor
dans ’expression ci-dessus donne

A
al! = M@ cu(zi, 1) + O(Ax?).

(2

Par conséquent, le flux numérique (4.15)) vérifie

Mz AAZ Opu(wi, t") + Opu(xiqr, t™)

.FZ:_% = f( ( Z+1,tn))—?8 u( l+1,tn)+ 2 2

+O(Az?),

= flulz1,t™) + O(Az?).

Puisque cette derniére égalité s’identifie a la condition du second ordre spatial donnée dans la Définition

1.4.1.1}443), ceci conclut la preuve. O
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A une multiplication par 2/(AAz) pres, la quantité of' donnée par est une approximation
de la dérivée de w a la cellule C; mais contrairement aux schémas MUSCL [219], (W)ENO [I71]
191), 194] ou DG [85, 125] [194], cette approximation ne nécessite pas de procédure de limitation. Par
simplicité, o' est défini avec des matrices ©} diagonales mais des matrices plus générales pourraient étre
considérées. Ces matrices sont formellement des parametres libres qui vont maintenant étre sélectionnés
pour satisfaire 1’inégalité stricte de dissipation . Cette inégalité entralnera ensuite, en vertu de
la Proposition la stabilité entropique globale du schéma du second ordre défini par son flux
numérique (4.15)).

4.3 Stabilité entropique discrete globale

4.3.1 Notations et sommabilité

Le schéma défini par la Proposition est formellement du second ordre et cette section détaille
ses propriétés de stabilité. Pour établir ces propriétés, il est pratique de définir les espaces de Sobolev
discrets

1*(z) = {U € R%| Z lvi Az < —I—oo} ,

1€Z

i1 — Vi i+1 — 20 + Ui
o -{oer@) (HY) er@, () er@).
(S S

; i+1 — Wi i+1 — 2w + wi—1
h2(2,Q) = QZ;<“’““’> (2 <w“ ) 12(z)}.
(Z,9) ={w e xe ), € P@, = )

Pour 71 une entropie strictement convexe de classe C'(Q,R), ces espaces de Sobolev sont également
complétés par I'espace special

ST = {w € Q) + 30 Y (Valwinn) - Tn(wis))yl|(wis — 205+ wi))j] 20}, (416
j=14€Z

De plus, en notant Mgy, o (R) I'ensemble des matrices carrées de taille 2m x 2m a coeflicients réels
et avec 6& L= w1 — w;' dans R™, des matrices par blocs D}, N*, P* et F* sont définies par

n __ 5?*% 2m

Dp = |57 | eR?™, (4.17a)
A Vi (wl — S(S?_%) 0 R L1h
i (s)= 0 V277(w?+55,7+;) € Mam,m(R), (4.17b)

2

(1—-2s)I + 067} -07
P'(s) = € Mapmom(R), (4.17¢)
or -1 2(1—s)[ —OF

gy = [T TS0y ! M R), Vsel0,1 4.17d
i (3) - 0 Vf(w?‘i‘S(S?_‘_;) € 2m72m( )7 S G[ ) ] ( . )

2

L’objectif est d’utiliser la Proposition pour montrer que le schéma du second ordre défini par
le flux numérique vérifie une stabilité entropique discrete globale de la forme (4.8). Comme la
Proposition repose sur des formulations sommées sur I'indice ¢ dans Z, il est d’abord nécessaire
démontrer la convergence de certaines quantités définies avec les matrices par blocs données par (4.17)).
Le premier résultat est un lemme technique qui traite des applications a valeurs dans M, ,,(R)
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Lemme 4.3.1.1. Considérons 2 un ensemble convexe non vide inclus dans R™. Soient K un ensemble
compact conveze inclus dans € et (a,b) deux éléments de K. Si A : Q@ — My, m(R) est une application
continue alors pour tout doublet (a,b) dans K2, l'application s € [0,1] + A((1 — s)a + sb) est continue
sur le segment [0,1]. De plus, en notant ||-|| une norme matricielle quelconque, l’estimation suivante
est vérifiée

sup | A((1 ~ s)a -+ sb)| < ma] A(w)]|

s€[0,1]

Démonstration. Puisque a et b sont dans un compact convexe K, il suit immédiatement pour tout s
dans [0, 1]
(I-s)a+sbe K CQ.

Par conséquent, lapplication A : s € [0,1] — ||A((1 — s)a + sb)|| est bien définie et cette application
est continue car il s’agit d’'une composée de fonctions continues.
Comme le segment [0, 1] est un compact de R, il existe s* dans [0, 1] tel que

sup [[A((1 —s)a+ sb) = [|[A((1 — s")a + s™b)|.
s€[0,1]

Ainsi, et puisque (1 — s*)a + s*b est un élément de ’ensemble compact K, il vient

JA((L = s")a + s"b)|| < sup||A(w)]|| = max||A(w)].
weK wekK

Cette derniere expression est exactement ’estimation annoncée et par conséquent, ceci conclut la
preuve. ]

En s’appuyant sur le lemme ci-dessus, il est maintenant possible de montrer la convergence de
certaines sommes globales.

Lemme 4.3.1.2. Soient 1 une entropie strictement conveze de classe C%(Q, R) et (w?);cz une séquence
dans 57?2(Z, Q). Considérons les matrices par blocs D', N!'(s), P'(s) et F]*(s) définies par (4.17)) et
)

7
supposons l’existence de K™ un ensemble compact conveze inclus dans Q. Si (w}) C K™ alors

S [ ([ wrusau) s pr D] < oc, (4.180)

1€Z
> / " NR(s)PP(s)DP - D ds| < +oo. (4.18b)
. 0

Démonstration. Concernant la sommabilité (4.18a)), et en notant ||-||, la norme euclidienne usuelle de
R?™ I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

\Z/ (/ NP (us du> F(s)D} - Dids| < 3 sup N9z sup IFF ()DL (4.19)
i€Z. icz S€[0 s€[0,1

En s’appuyant sur I’équivalence des normes des espaces vectoriels normés en dimension finie, il existe
une constante ¢(m) > 0 dépendante uniquement de la dimension m et telle que

sup [|F*(s)[l2 < ¢(m) sup [[F{*(s)l|oo;
s€[0,1] 5€[0,1]

sup [[N{*(s)[l2 < c(m) sup |IN?(s)|los, Vi€ Z.
s€[0,1] 5€[0,1]

Puisque (w]');ez est incluse dans le compact convexe K™, 'application du Lemme [4.3.1.1| aux cas des
matrices V27 et V f associées a la norme matricielle subordonnée |||, donne

sup [|f((1 = s)wi + swi-1)]oo < max [|f(w)[loo,
s€[0,1]
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sup ||V277((1 — s)w; + swi—1)||co < max ||V277(w)|\oo, Vi € Z.
s€[0,1] weK™

Ainsi, en utilisant les définitions des matrices par blocs N*(s) et F'(s) respectivement données par

(4.17b) et par (4.17d), il suit

sup [[N7'(s)[loo < max [V2n(w)lloo, — sup [[F7(s)]lec < max ||V f(w)]co- (4.20)
s€[0,1] weK™ s€[0,1] wekK™

En introduisant ces deux expressions dans 'estimation (4.19), et puisque (w}') est dans h2(Z, ), on
en déduit

‘ Z/l s (/1 NZ-”(us)du) F'(s)D} - D?dS’
iez.”0 0

IN

> sup [NF(s)]2 Sl[lp}HFin@)H?HD?H?v

iez s€[0,1] s€0,1

< C(m)2lﬂgc}ggllv2 1(w)loo max [V f (w Moo D IIDF]3 < +o0.
i€Z

Ces dernieres inégalités terminent de montrer le résultat (4.18al).
Pour la sommabilité donnée dans (4.18b)), I'inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire

]Z / N7 (s)P;(s) D} - Dy ds| < > sup [IN(s)]l2 sup [[B!(s) 2| D} 13 (4.21)
iez s€[0,1] s€[0,1]

Puisque les matrices (0});cz sont bornées selon I'indice i, et d’apres la définition de la matrice par
bloc P/*(s) donnée par (4.17¢)), il existe C' > 0 telle que

sup |P(s)||l2 < C, VielZ.
s€[0,1]

En introduisant le résultat ci-dessus ainsi que l'estimation (4.20]) dans l'inégalité (4.21)), on en déduit
1
> [ NP D} D ds| < elm) ma [V3(w) | C 3 D73 < +ox.
: 0 weK™ ez
Puisque cette inégalité termine de montrer le résultat (4.18b)), ceci termine la preuve du lemme. [J

Le lemme ci-dessus montre le caracteére fini des quantités (4.18]). Ces quantités sont maintenant
utilisées pour reformuler 'inégalité de dissipation (4.4) dans le cas des schémas du second ordre définis

par la Proposition
4.3.2 Reformulation de ’inégalité de dissipation

En considérant le flux numérique du second ordre défini dans (4.15)), le membre de gauche de
I'inégalité de dissipation (4.4]) s’écrit

S nul) - (Flyy ~ F) = 5 30 Vnud) - (Fl) — Flufy)

1€7 icZ
72%7 = A0 - 5i7%)+a?+1—04?—1)-
1€EZL

Une reformulation des deux sommes ci-dessus a I'aide des définitions (4.17)) est détaillée dans les deux
prochains lemmes. Puisque la convergence des expressions est établie dans le Lemme [£.3.1.2] seules les
reformulations sont énoncées.

121



Lemme 4.3.2.1 (Reformulation du flux d’entropie global). Soit n une entropie strictement convexe

de classe C?(Q,R). Considérons une séquence (wl);cz, dans ST?Q(Z, Q) et supposons ['existence de K™

un ensemble compact convexe inclus dans Q tel que (wl)iez C K™. En considérant les matrices par
blocs D', N['(s) et F['(s) définies dans (4.17)), I’égalité suivante est satisfaite :

1 Z Vnw?) - (Fuly) — Z/ (/01 Nﬁ(us)du) F'(s)D} - D} ds.

zEZ €L

Démonstration. Puisque les fonctions 1, G et f ont la régularité suffisante et que la séquence (w});ecz
est inclue dans €2, un développement de Taylor avec reste intégral donne

1
G, = Gl + /0 VG + 557, ) 07, ds,
1
Vil +s870) = Vn(p)+s [ O]+ ustl )7, du
2 0 2 2

1
Fwfn) = @)+ [ VA 507 )07y ds.

Par suite, et puisque le flux d’entropie G satisfait VG (w)T = Vn(w)TV f(w) pour tout w dans €, les
trois égalités ci-dessus permettent d’écrire

Vi (@) - (f(ufyy) / Vi(wf) - VIl + 57, ,)0%,, ds,
1
_ n n n 2 n n n n n n
_/O el +55i+§).5i+§ds—/0 /0 SV + usd, )V F(wl + 567, )07, 7, duds,

1 1
n 2 n n n n n
=Gwl,) —Gw!) — /0 /0 sVen(w; —|—us5i+%)Vf(wi +55 )5+2 5+§ duds.

(4.22)
De la méme manieére, il suit

Vn(w) - (f(wi') — f(wiy)) =
1 1
Gw?) — Gwh ) + / / V2wl — usd™ )V F(w — 567 )67, - 67, duds. (4.23)
0 0 2 2 2

2

En sommant les égalités (4.22)) et (4.23) sur I'indice ¢ dans Z, on obtient

-5 ZVU i+1) - f(wlnfl))

2
L
= —ZGZZ( wi'y1) i)_/o /0 sVon(w; +us5i+%)Vf(wi + 567" )6l+2 5i+%duds)
11
a0 ‘G(“’?—l”/ | sV —use? ) F(wf = sa )67 67 duds),
1€EZ 0 Jo 3 3 L L

= 52/ / sV2n(w! —i—uséH%)Vf(wi —l-S(SH_%)(SH_l ‘5l.+% duds

2

- Z/ / V2wl — usd™ )V F(wl — s67 )8, - 8", duds.
2 2 2

2
ZEZ

En récrivant 1'égalité ci-dessus avec les définitions des matrices par blocs N/*(s), F/*(s) et D}* données
dans (4.17)), on en déduit le résultat annoncé ce qui termine la preuve. O

Lemme 4.3.2.2 (Reformulation de la dissipation globale). Soit n une entropie strictement conveze de
classe C%(Q,R). Considérons une séquence (w?);cz dans S?Q(Z, Q) et supposons 'existence de K™ un
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ensemble compact conveze inclus dans Q tel que (wi);ez C K™. En considérant les matrices par blocs
D, N'(s) et P'(s) définies dans (4.17)), I’égalité suivante est satisfaite :

,Zvn — 1) — (g — Al y)) :_,Z/ N(s) PP () D - D ds.
€2 ’ €L

Démonstration. Puisque la séquence (w]');cz est incluse dans € et que l'entropie 7 est un fonction de
classe C?, un développement de Taylor avec reste intégral donne

(W) = n(w?) + Vnw?) - o7 +/ (1= 5) V20w + 07, )07, 4 - 07,y ds,
n(wiqy) = nw) —Vnw) 6" 1 —i—/ 1 —5)V2( = 80" 1 )6?_% -5?_% ds.
En utilisant les deux égalités ci-dessus, il suit
n n A n n n
5 Zvﬂ - (4; +i T o ) 3 Z (n(wi1) = 2n(wi’) + n(wi’y))
23 ic’,
A 2 n n n
2 1—8 ZV w +8(5 )6l+%5l+%ds
1€EZ
)‘ 2 n n n
1—3 ZV i — 80 )5177-6.7ld3,
1€EZ 2 ?
)\
1 — )Y _N(s)D} - D} ds. (4.24)
1€Z

Cette derniére égalité donne une partie du résultat attendu et il est maintenant nécessaire de reformuler
™)iez définie dans (4.14)). Avec une translation d’indice, on obtient

les quantités formées avec la suite (o

—*ZVU (o —ay)

€L

5 Z Vﬁ z+1 Vﬁ(w?—l)) ’ a?’
zEZ

*Z Vi(wiiy) = Vi(wiy)) - O76, 1 + 7 Z Vin(wiy) = Vi(wiy)) - (I — ©7)0]" 1.

i€EZ ZEZ

En utilisant par ailleurs un développement de Taylor avec reste intégral au premier ordre, il est possible
d’écrire

Vn(wit,) = Vi(w +/ V2 (wl + 807" 1 )51."+% ds,

Vn(w? |) = / VEn(uf - 567, )67, ds.

=3
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L’introduction des deux égalités ci-dessus dans I’équation (4.25)) permet de déduire

1 n n n A ! 2 n n nen n
-3 Zvn(wi ) (i —agq) = 1 Z/o Ven(wi® + 851‘4_%)@@' 5i+1 : 52-+% ds,

2

i€EZ i€Z
+ Azflw (! + 67 1) (I — OF)S" 1 - 67, d
12 Jo Wi T80 1) Um = T4 )0;_1 0,148
+ AZ/lv2(”— o )OS L 8", d
12 J, Vil = 0Oy 0Ly ds
AN [,
+ 2 Z/ V2w — s0% ) (I — OF) 8", - 8", ds.
4ieZ 0 2 2 p)

En réécrivant ’égalité précédente a ’aide des matrices par blocs D et N*(s) respectivement données

dans (4.17al) et dans (4.17b]) et en utilisant le résultat intermédiaire (4.24)), il suit

1 n n n n n
3 Zvn(wi ) - ()\(51-+% - 51»_%) - (ai+1 - 0%71))

=y
At A 1 I —or @

= 5 [N Drds+ Y [ NI ([P gn gn ) DD ds,
[T e | <>(Im_@i @-)
P! n (2—298)1, 0 I,—©r or o

- _1/0 ieZZNi (3)<< 0 (2—23)Im>_<Im_@? @gL))Di-DZ- ds.

L’introduction de la matrice par blocs P[*(s) définie par (4.17¢) dans légalité ci-dessus permet de

7
déduire la reformulation annoncée ce qui conclut la preuve. O

D’apres les deux lemmes ci-dessus, I'inégalité de dissipation (4.4) du schéma du second ordre défini
par le flux numérique (4.15) s écrit

-3 /01 s (/01 N[L(us)du) FP(s)DP - DI ds + 22/01 NP (s)P(s)DP - D ds > 0. (4.26)

1€EL i1EL

Par conséquent, et puisque toutes les sommes sont finies, si 'inégalité stricte

1
3 / NI(s)P(s) DY - DI ds > 0, (4.27)
iez”0
est satisfaite alors il existe A > 0 suffisamment grand tel que I'inégalité de dissipation est
satisfaite.

Par construction de la matrice par blocs P/*(s) définie par , le membre de gauche de 'inégalité
dépend des matrices ©] qui sont formellement des parametres libres. Ces parametres libres
doivent donc étre choisis pour satisfaire I'inégalité stricte . L’existence d’une séquence de matrices
(O©)icz satisfaisant I'inégalité est maintenant établie.

4.3.3 Existence de ’inégalité de dissipation

Cette section concerne I'existence d’une séquence de matrices (O} );cz qui satisfait 'inégalité stricte
(4.27)). Ce résultat est donné dans le lemme ci-dessous.

Lemme 4.3.3.1. Soit n une entropie strictement conveze de classe C*(Q,R). Considérons une sé-
quence (w})icz dans S?Q(Z, Q) et supposons l’existence de K™ un ensemble compact convexe inclus
dans § tel que (w}')icz, C K™. En considérant les matrices par blocs D}', N['(s) et P/*(s) définies dans

(4.17), notons Q7'(s) et 0, respectivement dans May, 2m (R) et dans R, tels que
((1 — 28)V2n(w? — 55?_%) —V2n(wl + 85?+%)

n S _=
Q7 (s) 0 2(1 — 8)V2n(w} + s07,1)

) ., Vselo,1], (4.28)
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— min / ZQ” )D; - D ds)

0 > ez . (4.29)
> (Il = Vrwi)i 67 — 67 )
1€EZ
je{177m}

Si la séquence de matrices (OF );cz est définie par
O} = 0 dingy<jcpn (sign((Va(wiiy) = Va(w! )01 = 571);)) (4.30)

alors Uinégalité stricte (4.27) est satisfaite.

Démonstration. Tout d’abord, et par définition de l'espace 5, (€2, Z) donnée dans (4.16)), le dénomina-
teur de (4.29) n’est pas nul. Il est maintenant nécessaire de montrer que le numérateur de (4.29) est
fini.

En notant ||-||, la norme euclidienne usuelle de R?™, I'inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire

A > Qionr - Dras| < 3 / 1Q2(5)ads) IDFIE < 3= sup [QU)ADHE. (431
i€Z 5€

En utilisant ’équivalence des normes dans les espaces vectoriels de dimension finie, il existe une
constante ¢(m) > 0 dépendante uniquement de la dimension m et telle que

sup [|Qi(s)[l2 < ¢(m) sup [[Qi(s)[lco-

s€[0,1 s€(0,1

Comme la séquence (w]);ez est incluse dans le compact convexe K™ et notant ||-||, la norme matricielle
dans M, »(R), il est possible d’utiliser le Lemme [4.3.1.1] qui donne une majoration uniforme de

SUPse(o,1] 1V25((1 — s)w; + sw;_1)||oo. Cette majoration s’écrit pour tout i dans Z

sup [|V2((1 = s)w; + swi-1)[loc < max [|V2n(w)] .
s€[0,1] weK™

Par conséquent, et d’apres la définition de la matrice par blocs Q'(s) donnée dans (4.28), on en déduit

sup [|Qi(s)[loo < 2max [|[V*n(w)lles, Vi € Z.
s€[0,1] weK™

Miez est dans h%(Z, ), il suit

i

> sup [|Qi(s)|l2/| DY I3 < 2¢(m) m%HVQn(w)HOOZ D} |5 < +oo.
icz, s€(0.1] we ez

En insérant I'inégalité ci-dessus dans l'estimation (4.31]), et puisque (w

Ainsi, le rapport des deux quantités qui définissent une borne inférieure de 6 dans est nécessai-
rement fini.

En ce qui concerne I'inégalité stricte , les matrices ©} données par sont symétriques et
par conséquent, pour tout (a,b) dans (R™)?, Dégalité O%a - b = a - O est vérifiée. Avec cette égalité,
et en associant la définition de la matrice Q7 (s) donnée par aux expressions des matrices D},
N'(s) et P"(s) énoncées dans ({£.17), un calcul direct montre que

Z/ N'(s)P!"(s)D}' - DI ds =

€L

| S Que)Dp  Dyds O (Vnluti) - Vn(wiy) - (s~ 7).

1
2
1€EZ €L

En utilisant la définition de ©} donnée par (4.30)), I’égalité ci-dessus se reformule de la maniere suivante :
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Z/ N7 (s)P!(s)D} - DI ds =

€L

/ S QrE)DE D ds+0 Y | () = Vn(wi); (67, = 57yl

1
2

€L 1EZ
]6{17,771}
Comme 6 vérifie 'inégalité (4.29)), la quantité ci dessus est strictement positive, ce qui termine la
preuve. ]

La séquence de matrices (O );cz donnée par permet de satisfaire 'inégalité stricte .
Ainsi, le couplage de ces matrices & un choix de A > 0 suffisamment grand assure l'existence de
I'inégalité de dissipation . Par conséquent, le schéma du second ordre est dissipatif au sens
de la Définition [£1.1]

Outre ces aspects théoriques, I'inégalité a également un intérét pratique car elle est le critere
de sélection des matrices (O7);cz. Le lemme qui suit donne 'expression de cette inégalité pour le cas
particulier mais usuel des équations de conservation scalaires munies de ’entropie quadratique.

Lemme 4.3.3.2 (Cas des équations scalaires munies de l'entropie n(w) = w?). Considérons une
équation scalaire (A1) (m = 1) munie de l’entropie quadratique n(w) = w?. Considérons de plus une

séquence (WP);cz dans h*(Z), non constante et incluse dans Q. Dans ce cas, (OF);cz est une séquence

dans R et l'inégalité stricte (4.27)) s’écrit
2 2 2
> (070 — 61 0)* = 207 ((67,4)” = (671)%)) > 0. (4.32)
1€Z
Démonstration. En utilisant le Lemme [4.3.2.2 dans le cas d'une équation scalaire et avec n(w) = w?,
le membre de gauche de I'inégalité (4.27)) s’écrit

a’ . —alt

Z/ NJ'(s)P]"(s)D} - D ds = — > 4w (( —5?11)—M).
2 A

1EZ €L

En distribuant w}* puis en utilisant des translations de l'indice ¢, l’égalité ci-dessus se réécrit

Z/ NP(s)P/'(s)D} - DP ds =4 3787 1) + 3w & nl,

€L €L iE€EZ
4
n 2 n
=43 (071)" = 3 D071 + 07 o} (4.33)
€L iE€EZ

La définition de (af')icz donnée dans (4.14) et des translations de 'indice ¢ permettent également
d’écrire

4
O F el = =2 (6 + 67 ) (70 s + (1-67) 8 y),
€L iE€EZ
= —2) OO O )00 — ) = 2> G — 2 (),
€L €L €L

En utilisant le résultat ci-dessus dans 1’égalité (4.33)), il suit

Z/ NZ'(s)PP(s) D} - DP ds

€L

=2> (01)° = 2> 07107 s =23 O7 (071 + 67 1)(07 1 — 0 1),

€L €L €L

_ Z 26% 16” n_i _QZ@n 5n (5?_ )2)7

1
2

1€EZ €L
= 3Oy~ 0y -2 OF ()~ (1)),
€L i€EZ
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Comme cette derniere expression correspond au résultat annoncé, ceci conclut la preuve. ]

Dans le cas scalaire et d’aprés le lemme ci-dessus, plusieurs choix de ©] sont possibles puisque
OF = cste ou OF = —sign((wf, | —w}" ) (W} — 2w} +w} ;) permettent de satisfaire I'inégalité stricte
(14.32]).

Avec Texistence de l'inégalité de dissipation montrée par les Lemmes 4.3.3.1] et 4.3.3.2]
la stabilité entropique globale des schémas du second ordre définis dans la Proposition peut
maintenant étre présentée.

4.3.4 Stabilité entropique discrete globale

Cette section établit la stabilité entropique globale du schéma du second ordre défini dans la
Proposition [£.2.1] Cette stabilité est obtenue & l'aide du caractére dissipatif défini en Section .1}
D’apres la section ci-dessus, cette propriété de dissipation repose sur I'inégalité qui est paramétrée
par une séquence de matrices (OF);cz. Les Lemmes [4.3.3.1] et [4.3.3.2| montrent que plusieurs choix de
matrices (O]);ez sont possibles et par conséquent, le théoréme suivant concerne une famille de schémas
du second ordre.

Théoréme 4.3.4.1 (Stabilité entropique discrete globale de schémas du second ordre). Soit n une
entropie strictement conveze de classe C%(2,R) associée au systéme . Considérons une séquence
(w)iez dans ST?Q(Q, Z) telle que Y ;cp n(wi') Az est fini puis supposons lexistence de K™ un ensemble
compact conveze inclus dans Q tel que (w]');cz C K™. Considérons les matrices par blocs D', N*(s)
et PI'(s) définies dans ([4.17). Soit (©F);cz une séquence de matrices diagonales de taille m x m,
uniformément bornées selon l'indice i, bornées lorsque Ax — 0 et satisfaisant l’inégalité stricte

1
3 / NP (s)P™(s)D} - DI ds > 0. (4.34)
€7 0
Pour A > 0, considérons le schéma numérique du second ordre défini dans la Proposition pour
lequel le flur numérique s’écrit

Fip1 = 5 = - 5 (Wit —wi') + 5 (o + 1) (4.35a)
A
ol = 5(@;Z (wity ) —wi) + (I — OF) (Wi —wj,)), Vi€l (4.35b)

1l exziste A > 0 suffisamment grand et At > 0 suffisamment petit tels que (w?H)z‘eZ est incluse dans )

et tels que
n(wy ™) — n(wp)
< 0. .
E At Ax <0 (4.36)

1€EL

Le théoréme ci-dessus énonce seulement 'existence de A > 0 et de At > 0 tel que l'inégalité
d’entropie discréte globale (4.36]) est satisfaite mais une condition CFL plus précise est spécifiée dans
(4.10)) et une borne inférieure explicite du parametre A > 0 est donnée dans la preuve qui suit.

Démonstration du Théoréme[].3.7.1 L’objectif est de montrer I'inégalité d’entropie discréte globale
(4.36]) en utilisant la Proposition Par conséquent, il est d’abord nécessaire de montrer les som-
mabilités

Zn(w?)Aaz < 400, (4.37a)
1€EZ
FLL—F,

ZVn(w?) —2 2 A < +o00, (4.37b)
; Ax
1E€EL

: A FL, L, L - FL

_ 2 n__ . =~"rn _ n 2 2 . 2 2

/0 (1—25) ZV 77(wZ SRy (.7:Z.+% ]:l._%)> s AL Az ds < 4o00.  (4.37¢)



La sommabilité est satisfaite par hypothese. La sommabilité (4.37b]) correspond a la somma-
bilité du membre de gauche de I'inégalité de dissipation (4.4)). Les Lemmes [4.3.2.1] et [4.3.2.2] donnent
une reformulation équivalente de cette quantité et les sommabilités établies dans le Lemme [4.3.1.2]
permettent de déduire

i
S Vi) 2 |A
1€EZL
1 1 i\ 1
_ —Z/ s(/ N;L(us)du) FP(s)D}- D7 ds+72/ NP (s)PP(s)DP - DI ds
i€z’ 0 0 25z /o
1 1 \ 1
< Z/ s (/ Ni"(us)du) E'(s)Dj* - D' ds| + — Z/ N[ (s)P*(s)D;* - D}* ds| < +o0.
iez”0 0 2)iez 70

Il reste & montrer la sommabilité (4.37c) pour laquelle la notation R} = —(.7-“2.73rl L= /2) est adoptée.
Puisque (w]')iez est incluse dans le compact K", le Lemme de robustesse assure 'existence de

At > 0 et de R"® > 0 tels qu’en notant B(0, %R”) la boule fermée contrée en 0, de rayon %Rn
relativement & une norme ||-|| de R™, l'inclusion suivante est vérifiée :

At — At .
w;' + SE'R? € K" + B(0, ER") cQ, V(s,i)€l0,1] x Z.
Puisque K™ et B(0, %R”) sont deux ensembles compacts, leur somme définie également un ensemble
compact. Par conséquent, il est possible de redéployer les arguments avancés dans les Lemmes [4.3.1.2]
et [4.3.3.1 pour déduire l'existence d’une constante c¢(m) > 0 telle que

1 At
2 2 2
[ (s R Y RYds| < elm) max [9%0(w)] 3 IR2 B
1€EZL €L
D’apres l'expression du flux numérique F ;,, donnée par (4.35)) et puisque les matrices (O );ez sont

i+1/2
bornées et que (w}

Miez est dans h2(Z,Q), la quantité 3,5 [|R?||3 est nécessairement finie. Par consé-
quent, la sommabilité est satisfaite.

Puisque les sommabilités (4.37)) sont maintenant établies, il est nécessaire de montrer que le schéma
numérique du second ordre défini par le flux numérique est dissipatif. D’apres les Lemmes

et 4.3.2.2] I'inégalité de dissipation (4.4]) de ce schéma s’écrit

-3 /01 s (/01 N;L(us)du) FP(s)DP - DI ds + 22/01 NP (s)P(s)DP - D ds > 0. (4.38)

1€L i€L

Comme (O7");cz vérifie I'inégalité stricte (4.34)), il est possible de définir un réel \ > 0 de la maniere

1 1
2 max (0,2/ s (/ Nz-"(us)du> E'(s)D}' - D?ds)
. 0 0
A" = e > 0. (4.39)
> | NP(9)Pr(s)D} - Dyas
0

1EL

suivante :

D’apres le Lemme [4.3.1.2] le rapport des quantités ci dessus est nécessairement fini. Par conséquent,
et en imposant la contrainte A > )\, l'inégalité de dissipation (4.38]) est satisfaite. Ainsi, l'inégalité
d’entropie discrete globale (4.36) se déduit de la Proposition ce qui conclut la preuve. O

Le théoréme ci-dessus montre ’existence d’un schéma du second ordre sans limiteur de pente et
qui satisfait une inégalité d’entropie discrete globale de la forme (4.36]).

La mise en ceuvre pratique du Théoreme demeure simple et elle se résume en trois étapes.
D’abord, il est nécessaire de choisir (O );cz selon l'inégalité et les Lemmes [4.3.3.1 et [4.3.3.2]
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donnent des exemples possibles. Ensuite le parametre A > 0 doit étre sélectionné selon une borne
inférieure explicite définie par (4.39) puis At > 0 doit satisfaire la condition CFL établie dans la
Proposition 4.1.1} En notant R; = —(F, , — F 1), cette condition CFL s’¢crit

2 2

= Vn(w})

At i€
Az — 2 (o At ’

La condition CFL ci-dessus n’est sans doute pas optimale et son utilisation pratique nécessite,
en général, la résolution d’une équation non linéaire. La construction de cette équation demande
I’évaluation du flux numérique, du gradient et de la matrice hessienne de n pour chaque élément
de la séquence (w}');cz. Par conséquent, 'obtention du parametre At > 0 a partir de I'inégalité
implique un temps de calcul supplémentaire non négligeable.

Par simplicité, le résultat du Théoréme est présenté avec une discrétisation temporelle
du premier ordre mais il est d’usage d’associer des discrétisations temps et espace du méme ordre
[16, 125 [194], 230]. La section suivante justifie cette montée en ordre temporel par I’étude de la condition
CFL pour le cas de I’équation d’advection linéaire.

(4.40)

4.3.5 FEtude de la condition CFL pour I’advection linéaire

L’objectif de cette section est de justifier la discrétisation en temps du second ordre pour le schéma
numérique défini dans la Proposition [£.2.1] D’apres le Théoréme [£.3.4.7] la stabilité entropique globale
de ce schéma repose en partie sur la condition CFL non standard . La justification de la montée
en ordre temporel repose sur I’étude de cette condition CFL dans le cas de I’équation d’advection
linéaire scalaire. Pour a dans R,, ce probleme s’écrit

ow+ad,w = 0, t>0 xR, (4.41)
w(z,t =0) = wy(z).
En considérant (al');ez définie dans ) puis en notant v = M >0 et 5 = w;,; — w; dans R,

le schéma du second ordre en espace et d’ordre un en temps de la Proposmon m s’écrit dans ce cas

a 1

Wit = = (SO0 ) 0+ 0+ (). (4.42)
Puisque le probleme de l'advection linéaire (4.41]) est usuellement associé a l'entropie quadratique
n(w) = w?, il est maintenant possible de donner une formulation de la condition CFL (4.40) dans le

cadre de la stabilité L? su schéma (4.42)).

Lemme 4.3.5.1 (Stabilité quadratique sous condition CFL parabolique). Considérons une séquence
non nul (w);ez dans h?(Z) ainsi qu'une séquence de réels (OF);cy telle que l'inégalité stricte ([4.32)

est satisfaite. Soit A > 0 un réel donné et notons v = % Si v vérifie
2 2 2
P =207 ((67,1)° — (671)°))

> (0n, - s
0<v<—1= : 5 (4.43)
> (500 + 07 4) =67y + 074 + 5 (o —af )

1€Z

alors le schéma du premier ordre en temps et du second ordre en espace (4.42)) est L?-stable ce qui

s’écrit
E lwl2Ar < E lwl|? Az
1€Z 1€EL
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Démonstration. En élevant le schéma (4.42)) au carré puis en sommant sur les indices i, il est possible

d’écrire
S (@2 Ae = S (W) 2A
i€EZ €L
n n n n 1 n n
_ Z/ZEZZU} ( (5 1+6 )7(5i+%+5i_%+x(ai+1—ai_1)>Al‘ (444)
g 2 (RO 0Ly — Sy + 0Ly (ot —al) A

En développant le second terme de I’équation ci-dessus et en utilisant des translations de I'indice %, il
suit

g (67, + o7 )—5¢+%+5;_%+§(a;?+1—ag_1))

1€ZL
—Zw wi g — Zw”5"1+2w”5”1——2a 5"1+5 )

1€Z 1EZ 1EZ 1€EZ
En utilisant Pégalité 2a7/x = ©Fd" 1 + (1 —©F)d" 1 ainsi qu'une nouvelle translation de lindice 7,
2 2

I’égalité ci-dessus se réécrit

1
Zw ( 5;1; +o; ) - 5?+% T 5?—% + 2\ (@i — 04?71))

1€EZ
1 n(gn n n
= 5 Z Z @ 5 Z 514-157,
1EZ ’LEZ ZEZ
E Z A —*Z@" 57102 = (67 1)?).
’LGZ €L

L’introduction de 'expression ci-dessus dans 1’égalité (4.44)) permet de déduire

> (w2 A =3 (w)*Ax

1EL €L
= 307 = 0 )2 = 200 (07,1 — (071)2) ) Aw
4i€Z it i— i Wit i—3
1 2
+ —Z( (67,3 + 07 4) = 871 + 674 + 1(a aly; —aly)) As.

Comme la séquence (O7');cz assure que la somme multiplicative de v est strictement positive et comme
v > 0 vérifie la condition CFL (4.43), on en déduit le résultat de stabilité L? annoncé ce qui termine
la preuve. O

Dans le cas de solutions régulieres, une analyse de consistance montre que le comportement asymp-
totique de la condition CFL lorsque Az — 0 est de la forme AA;Q = O(1). Par conséquent, le
schéma, du premier ordre en temps et du second ordre en espace est L2-stable sous une condition
CFL parabolique. De telles conditions CFL ont déja été observées dans la littérature [73, [74, 230] mais
elles demeurent restrictives en pratique.

Pour les schémas du second ordre spatial proposés dans ce chapitre, il est possible de retrouver
une condition CFL hyperbolique de la forme % = O(1) en utilisant une discrétisation en temps du
second ordre de type Runge-Kutta Strong Stablilty Preserving (RKSSP) [107, 109, 110]. Dans le cas du
probleme de I'advection linéaire , I’application d’une telle discrétisation temporelle au schéma de

la Proposition donne

n+ i vra 1
w = wy—i(x(agé+5;1%)—5;+%+5;1%+X(a?+1+a?,1)),
(4.45)
n+l w71n } ""%_Z a ""‘% ”+2 - n+2 1 n+2 +%
with = S+ g (ul Q(A((SH% o) oy o ol o D))



En choisissant des séquences (@;)(i’r)ez“n’n# /2} constantes, 'analyse de Fourier-Von Neumann 53, [74]
est maintenant utilisée pour déduire une condition CFL de stabilité L? du schéma (4.45]).

Lemme 4.3.5.2 (Stabilité quadratique sous condition CFL hyperbolique). Considérons une séquence

1
non nul (w?);ez dans 1*(Z) ainsi que © dans R puis deuz séquences de réels (OF);cz et (GZ-HZ)Z-eZ
telles que

n+s .
=06, *=0, VYiel
Soit A > 0 un réel donné et notons v = )‘A—Axt. St v vérifie
0 < vmax (1,(¢/x)?, (120 +a/3)?) <1, (4.46)

alors le schéma numérique du second ordre en temps et en espace ([A.45) est L?-stable ce qui s’écrit

Z w2 Ar < Z lwl'2Az. (4.47)

€L 1€EZL

Démonstration. Pour £ dans R, notons wa (§,t") la transformée de Fourier de la fonction wa(x,t™)
dont I’expression est donnée par
wa(z,t") = Z wixc; ().
JEZL
En notant i2 = —1, un calcul usuel montre que la transformée de Fourier de la fonction ci-dessus s’écrit

sin(m§Ar) Z w;}e—QwifjAac‘

§ e

IIJA (Ev tn) =

Comme les séquences (O7) (i,)ezx {n,n+1/2} Sont constantes, le schéma numérique (4.45)) est linéaire. Par
conséquent, il existe une fonction & — g(£Ax) telle que wa (€, ) = g(EAz)wa (€, 7). Par isométrie
de la transformée de Fourier, la stabilité L? ([4.47)) est équivalente a l'inégalité

lg(6Az)| <1, VEER. (4.48)

Ainsi, 'objectif de la preuve est de montrer 'inégalité ci-dessus. Dans le cas ©] = O et en notant
P = sin?(n€Az) et ho = (1 — 20)sin(r€Az) + o/x, un calcul direct montre que la fonction g(£Az)
pour le schéma (4.45)) vérifie

9(EAD)2 = (1 —2v¢¢(c — v +v(1 — d)hD))” + 4c(1 — de) (vho(1 — 2063))”,
= 1 wge(de —vof +v (1 - d¢) hd) + 470 (0 — v +v(1— 6e)hd)’
+4¢e(1 — o) (vhe (1 — 2063)),
= 1—dwgi(1 —veg) + 42 (1 — de)hg (— 1+ (1 — 2v¢3)?)
+ 4202 (¢ — vod + v(1 — ¢e)hd)%.
En utilisant 1'égalité —1 + (1 — 2y¢§)2 = —4v$F(1 — vgg), Vexpression ci-dessus se réécrit
|9(€AD)1* =1 = dwZ(1 — vg2) (1 + 42e(1 — $e)hd) + 4262 (d¢ — v + v(1 — d)hd)”.  (4.49)

On peut tout d’abord remarquer que la restriction de |g({Ax)| au cas ¢¢ = 1 s’écrit

]g(§Aw)|2“¢€:1 = 1-4w(l-v)+42(1 - u)2 ,

= (1-2v(1-v))?.

En conséquence, et pour ce cas particulier, I'inégalité (4.48|) est satisfaite si v < 1. Ainsi, la condition
nécessaire v < 1 est désormais imposée.
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Ensuite, et puisque 0 < ¢¢ < 1 pour tout § dans R, les deux inégalités suivantes sont satisfaites :
0<1—¢e<1-véf, (1-vgd)’<1-vel
Avec les deux inégalités ci-dessus et comme v? < v, il est possible d’écrire

(de — v +v(1—de) h3)’ = (de(l —vg?) +v(1 — ¢e)hd)’,
= (1—ve) 2 + 2ve(1 — ve?) (1 — ¢¢) h
+ 1/2(1 — ¢5)2h4 ,
(1 — ved) (6F + 2vde (1 — ¢¢) hd + V(1 — ve?)hd),
< (1= ved) (67 + 2v¢e (1 — de) hey + v(1 — vgE)hg).

L’utilisation de la majoration ci-dessus dans ’égalité (4.49) donne

IN

9(6A2)1* < 1 —dwgF(1 — vggght) (14 20°pe(1 — e)hg — v — V7 (1 — vgg)hd),
< 12038200 (1 — vd)h3 — A (1 — vé?)* (1 — v2hb). (4.50)

Par ailleurs, la définition de hg = (1—20) sin(m€Az)+a/x ainsi que la condition CFL (4.46|) permettent
de déduire

0 < 20°02¢e (1 — vg2)h3 + 4w (1 — ve?) (1 — v2hE) < 1. (4.51)
En utilisant les inégalités ci-dessus dans la majoration (4.50)), on en déduit |g(éAz)|? < 1 ce qui conclut
la preuve. ]

Dans le cas de I'advection linéaire (4.41)) et d’apres le lemme ci-dessus, 'utilisation d’une discréti-
sation temporelle du second ordre de type RKSSP permet de modifier la condition CFL parabolique
en une condition CFL hyperbolique donnée par . Cet apport de la discrétisation temporelle
est également observé numériquement dans le cas de fonctions de flux f non linéaire.

La dissipation des schémas du second ordre de la Proposition est pilotée par la séquence (o) &
I'aide d’un choix de matrices (O} );cz. Par conséquent, le role de (o );cz est double. D’apres la section
cette séquence a d’abord un réle de correcteur qui assure le second ordre spatial. Ensuite, d’apres
la section (a')iez possede également un role de dissipateur qui conduit a la stabilité entropique
discrete globale. En généralisant ces deux propriétés, il est possible de définir des schémas numériques

d’ordre k en espace construits a partir de corrections dissipatives du méme ordre.

4.4 Montée en ordre supérieur

4.4.1 Corrections dissipatives d’ordre k

Cette section propose une généralisation a 'ordre k > 2 des schémas du second ordre présentés

en Section La premiere notion nécessaire a cette généralisation est celle de correction dissipative
d’ordre k.

Définition 4.4.1 (Correction dissipative d’ordre k). Soient k un entier et A > 0 un réel. Considérons
une séquence (WP);cz dans 0 ainsi que 1 une entropie strictement convere de classe C?(2,R). Une
séquence (aiOk)ieZ dans R™ est appelée correction dissipative d’ordre k (relativement a n) si les deux
propriétés suivantes sont satisfaites.

i) La moyenne arithmétique de a9* et de 0%%;1 corrige le terme —Awiy,—w?)/2 ¢ 'ordre k. Pour w

réguliére, cette correction d’ordre k s’écrit

Ok Ok
iy + g

5 = O(Azh). (4.52)

—§(wzn+1 —wji') +
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i1) La séquence (aiOk)iGZ vérifie une inégalité stricte globale donnée par

azOk + a9k

1 -
|3l + sl — wp) (@l - wf) - S ds <0, (4.53)
0

USY/
L’inégalité ci dessus est appelée inégalité de dissipation associée d (aiOk)iGZ.

D’apres les sections et une séquence de correction dissipative du second ordre (a9?);cz
est donnée par (4.14)) sous la contrainte (4.27)) détaillée dans le Lemme [4.3.3.1
ition i1) est une quantité

L’inégalité de dissipation associée & (a¥¥);cz donnée dans la Défin
globale pour laquelle il est nécessaire de montrer la convergence. Si la section consacrée au schéma
du second ordre utilise des espaces de Sobolev discrets homogenes pour établir ces sommabilités, cette

section propose d’utiliser la notion de support compact étendu.

Définition 4.4.2 (Support compact étendu dans un ensemble). Soit A un ensemble quelconque et
(vi)icz, une séquence a valeurs dans A. Pour a dans A quelconque, la séquence (v;)icz est dite a
support compact étendu dans A s’il existe un entier i* tel que

VieZ, si |i| > alors v, =a. (4.54)

La notion de support compact étendu donnée dans la définition ci-dessus a seulement un intérét
pratique dans ce mémoire de these. Tout d’abord, puisqu’elle prolonge formellement (w}');cz & des
constantes de ), cette notion assure que la séquence des différences (wy,; — w}');ez est a support
compact. Ensuite, et puisque les entropies 7 sont définies a une constante additive prés, il est toujours
possible de choisir a dans la définition tel que (n(wf))l oz, est également a support compact.
Ainsi, la Définition entraine la convergence de la plupart des sommes exposées dans la suite de ce
chapitre et par conséquent, sauf si cela est nécessaire, la sommabilité des quantités proposées ne sera
pas mentionnée.

Avec la définition de support compact étendu de la Définition [.4.2] et en supposant 'existence
d’une correction dissipative d’ordre k£ quelconque, il est possible de proposer une structure de flux
numérique qui définie des schémas d’ordre k & stabilité entropique globale discrete.

Proposition 4.4.1 (Stabilité entropique globale des schémas numériques d’ordre k). Soit K™ un
ensemble compact de §2. Considérons une séquence (w}');cz mon constante, d valeurs et da support

compact étendu dans K™. Considérons ensuite (a?k)iez une séquence de correction dissipative d’ordre

k et 3’%1/2 un flux numérique consistant d’ordre k satisfaisants respectivement les Définitions et

1.4.1.1 Pour un réel A > 0, soit un schéma conservatif (4.3) défini par un flur numérique ]-"2.1/2 qui

s’ecrit

>

Ok Ok
a7+ oy

5 (4.55)

Ok _ ~Ok n n
Fivr =i — gwihy —wi) +

Les assertions suivantes sont vérifiées.

i) Le schéma associé au flur numérique ci-dessus est d’ordre k en espace au sens de la Définition
formelle|1.4.1. 1}-ii7).
i1) Si
A
" gt
ZVn(w?) : 12A7xl2 <400, VA>0, Y(w])iez C 1, (4.56)
1€EZ
et si l'entropie n associée au systéeme ([4.1) est une fonction de classe C?(2, R) strictement convere
alors il existe A > 0 suffisamment grand et At > 0 suffisamment petit tels que le schéma numé-
rique défini par (4.55)) vérifie une stabilité entropique discréte globale qui s’écrit

n+1 _ n
€7 At
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Démonstration. Concernant l'assertion i), soit u : R — R une fonction réguliére et notons

1
- 7.
. /Clu(a:) dz, Vie

Uj
Puisque le flux numérique F°F est formellement d’ordre k, la Définition [1.4.1.1}4ii) assure Iexistence
d’un entier [ tel que

ng% = F Wity oo i) = f(u(SEH%)) +0(Az").

Avec I'estimation ci-dessus et en vertu de la correction (£.52) de la séquence (aP*);cz, le flux numérique
Ok ;.

Fih /2 vérifie
Ok Ok

[ ¢

Foho= flulzigy) +O(A2h) — %(u”l —ui) 2
! (4.58)

= flulrgg) +O@AH),

Puisque cette derniére estimation est la définition de ’ordre spatial donnée en Section|1.4.1] ceci montre
la premiere assertion.

La preuve de l'assertion i) repose sur la Proposition Ainsi, et puisque les hypotheses de
sommabilités sont satisfaites, il est suffisant de montrer que le schéma numérique défini par
satisfait I'inégalité de dissipation relativement a n donnée par .

En notant 6!, , o= w},  —wj' dans R™, le membre de gauche de I'inégalité de dissipation pour

les schémas (4.55)) s’écrit

> V(i) - (Foh = F24)

1 1
1+5 1—5
2 2
i€Z

1 n Ok Ok A n n n n azqul - agkl
= 3 %Vn(wi ) (&»Jr% - 31»_%) ) %W(wi ) - (5i+% - 52-_%) + %VU(’U&' ) - - 5 (4.59)
1€ 1€ 1€

L’objectif est de montrer que la quantité ci-dessus peut étre strictement positive. Il est donc maintenant
nécessaire de récrire les deux dernieres sommes qui figurent dans le membre de droite de (4.59). En
utilisant les définitions des matrices par blocs D}* et N!*(s) données par ainsi que 1’égalité (4.24
établie dans la preuve du Lemme , la seconde somme du membre de droite de 1’égalité (4.59
se reformule de la maniere suivante :

~5 L Val)- 0l — ) = 3 JCED > NP(s)DE - Df ds (4.60)

En utilisant une translation de I'indice ¢ et un développement de Taylor avec reste intégral, la troisieme

somme du membre de droite de I’égalité (4.59) devient

Ok Ok Ok Ok
Q; — o ot + af
> Vn(w)) - % = = > (Vn(why,) = Vn(w})) - %
1EZL icZ
! af% 4 a9k
_ /0 SR + 07 )07, - T O s, (4.61)
1€Z

D’apres la propriété de dissipation (4.53)), la quantité ci-dessus est strictement positive et par consé-

134



quent, I'introduction des reformulations (4.60) - ) dans 1’égalité (4.59)) donne

> Vn(wy)  (Fh — F24)
1€Z 2
= \V/ Ok A 1 N™(s D" d
= S ) (G 82+ 5 [ (-9 DL Df as
1€Z 1€EZ
Ok
n n +a7,
/ZVQ w+852+%)(52+%%d
1€Z
A
> van (B - F) + / (1—s)>_ N/(s)D} - D} ds.
1€Z 1€Z

Comme 7 est strictement convexe, la matrice par bloc N*(s) est définie positive. Par conséquent,
le terme multiplicatif de A > 0 dans l’expression ci-dessus est strictement positif. Comme la somme
iz Vn(w}) - (31 ey Sz 1/2) est nécessairement finie d’apres I’ hypothese (4.56)). il existe A > 0
suffisamment grand tel que

> Vn(w M —F2%) > 0.

1€Z
Puisque cette derniére expression s’identifie & l'inégalité de dissipation , I'inégalité d’entropie
discrete globale se déduit de la Proposition ce qui conclut la preuve. O

D’apres la proposition ci-dessus, un schéma numérique d’ordre k a stabilité entropique globale est
entierement défini par la donnée des quantités aOk et SZ "y Ainsi, la prochaine section propose une
définition possible de ces objets pour le cas de schémas numériques d’ordre trois et quatre en espace.

4.4.2 Schémas non limités d’ordre trois et quatre

Cette section propose des schémas numériques du troisieme et du quatriéme ordre définis & partir de
la structure générale de flux numérique . Comme ces schémas sont d’ordre élevé, ils utilisent né-
cessairement des approximations des dérivées de w et de f pour lesquelles des formulations consistantes
sont maintenant présentées.

Lemme 4.4.2.1 (Approximations consistantes des termes dérivés). Soit u : R — Q une fonction
réguliere et f : Q — R™ une fonction de fluz de classe C?(2,R™). Notons

1
Ax

U; =

/ u(x)dz, VielzZ, (4.62)
C;

ainsi que o, +1 T Uil — U dans R™ puis définissons les quantités

S— 1
Axaxu?j’% = 30, s + 0,1 6y, (4.63a)

S— 1
A:U@mugfl% = 54 (=03 +266,3 — 5, 1), (4.63b)

29 — .

Az O0ppu; = 5i+% 51-7%, (4.63c)
Az Oppptt; = (5i+% - 6i+%) - (5i+% - 51»7%), (4.63d)
A2 Ope f(u); = fuir1) — 2f (i) + f(uizr), (4.63e)
Az*V f (u)Opru; = Vf(ui)(éiJr% - 52-_%). (4.63f)
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Alors, on a

AxByugy = Awdu(,, 1) + O(Ax?), (4.64a)
AxByug, = Awdu(,, 1) + O(Axt), (4.64b)
Az?u; = A:p28mu(xi) + (’)(Am"‘), (4.64c)
AT30ppptt; = Ax30pppu(;) + O(Azh), (4.64d)
Az?0pp f(u); = Ax?0ps f (u(z;)) + O(Az?), (4.64¢)
ALV f(u)Dpru; = A2V f (u(2:)) Opzu(;) + O(Az?). (4.64f)
Démonstration. Concernant I'estimation (4.64a)), et comme la cellule C; est définie par C; :]xi_; (g1 [
pour tout ¢ dans Z, un changement de variable dans I’expression (4.63al) permet d’écrire
~—O03 1 1
3Ax0;u; 1 = Ujqo — Ui :—/ u(x dx——/ u(x) dx,
+3 +2 1 Ax Civo ( ) Ax Cis ( )
1 2Azx 1 —Azx
= E/Az u(a:+:1:i+%)dx—E/_chu(x%—x“%)dx. (4.65)
Puisque u est réguliere, un développement de Taylor au voisinage de x; 1 donne
1 2Ax 1 2Ax
A—x/Ax u(:L“—i—xiJr%)dx: u(acH%)—{— (EAI xdm)@xu(azH%)
1 1 2Ax 9 3
+ 5(5 /Az x dx)amu(xH%) + O(Az”),
3Ax TAz?
= “(xz+%> + Tamu(:cz+%) + Tﬁmu(aﬂH_%) + O(Az?). (4.66)
De la méme maniere,
1 [ 3Az 7TAx? N
s /72&6 u(z + ZL'Z+%) dz = u(mH%) - Taxu(xwr%) + T@xmu(mﬁé) + O(Az?).

En retranchant membres a& membres 1’équation ci-dessus a ’équation (4.66)) puis en insérant le résultat

dans I'équation (4.65)), il suit

03
3Ax8xui+% = 3Ax8xu(:vi+%) + O(Az?).

A une multiplication par trois prés, cette derniére égalité correspond au résultat (4.64al) attendu.
Puisque l'ensemble des autres résultats (4.64) se montrent avec la méme méthode de calcul, ceci
conclut la preuve. O

Pour obtenir des schémas numériques d’ordre trois et quatre de la forme , il est d’abord
nécessaire de définir deux flux numériques annexes FO3 et FO4 respectivement consistants aux ordres
trois et quatre et qui vérifient tous deux ’hypothese de sommabilité . Une définition possible de
ces objets est donnée par une discrétisation centrée standard.

Ensuite, 93 et F9* doivent étre respectivement complétées par des corrections dissipatives du
troisitme et du quatriéme ordre chacune notée (a93);cz et (aP*);cz. L'idée retenue est I'introduction
de matrices (0O7);cz qui, comme pour le schéma du second ordre des Sections et permettront
d’obtenir la propriété de dissipation.

Une proposition de schémas du troisieme et quatriéme ordre est maintenant établie selon ces consi-
dérations et & I'aide des approximations du Lemme
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Proposition 4.4.2 (Schémas numériques du troisiéme et du quatrieme ordre spatial). Considérons une
séquence (w)iez incluse dans Q. Soient (093);cz et (09%);cz deux séquences de matrices diagonales
de taille m x m et notons I, la matrice identité de taille m. Considérons ensuite les approximations
consistantes définies dans puis notons pour tout i dans Z

Axdwn? = 093 Axdwn, 1 + (In — 093 AzTywmy % + = (I, — 209%) Az?9,,wm;, (4.67)

N | =

Azt = @94 Axdums 1+( — 0% Azduny %

1
+ (- O AL T s g + (I — 209 Az?0pw™; + (I, — O9H Az, pw™;_y)
A 3
+ %axa:anl
(4.68)
Soient k dans {3,4}, A > 0, (a? )icz des séquences de R™ et S,H_l/z un flur numérique chacun donné
par
03 _ A\ 5503
a;” = §Ax8xw”i , (4.69)
A A -
a9t = §A:c8xw"i04 - ﬂAaz?’@zmw"i, (4.70)
Siofl _ f(w:-‘) + f(w?ﬂ) — A2 8zxf(wn)7; + aﬂﬁxf(wn)i+1
o V(W) Opzw™; + V f(w™)Oppw™;

— Ax
48
Avec la convention FO° = §O*, considérons un flux numérique .7-"H_1/2 de la forme (4.55)) défini par les

quantités ci-dessus. Si les matrices @Ok sont uniformément bornées selon l’indice i et bornées lorsque
Az — 0 alors un schéma numérique défini par FO¥, est d’ordre k en espace au sens de la Définition

formelle |1.4.1.11i13).

Démonstration. Pour montrer le résultat, il est d’abord nécessaire de montrer que F24 est du
quatrieme ordre tel que décrit dans la Définition formelle mz) En réutilisant la définition de
(u;)icz donnée par et comme comme u et f sont régulieres, un développement de Taylor de la
quantité f(u;) + f(ui41) au voisinage de x; 1 permet d’écrire

i+1/2

3&4% = f(“(%%)) +Aa? 3 Ty 2Z Vf(u(wwé))amu(%%)

B AIQ axxf(u)z + 8zxf(u)z+1 _ A$2 Vf(U)awqu + Vf(u)amum
16 48

En utilisant les estimations (4.64e))-(4.64f) dans ’égalité ci dessus, il suit
2axxf(u(xi+%)) N Ax?
8 24

16

48

+ O(Azh).

Szofl = f(u(xH%)) + Az Vf(u(xz+%))3xxu($z+%)

— Az

+O(Axh).
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Puisque que pour toutes fonctions X régulieres, Vestimation X (x;) + X (zi41) = 2X (z,,1) + O(Az?)
2
est vérifiée, I'égalité ci-dessus se récrit

8 = flulr;, ) + O(Ax?). (4.72)

D’apres la Définition [1.4.1.1] cette derniére égalité montre la consistance a l'ordre quatre de la quantité

04
'SiJrl/g .

Il est maintenant nécessaire de montrer que les définitions des séquences (a?k)iez données par

(4.69)-(4.70]) assurent la propriété de correction (4.52)). Puisque les matrices @iOk sont bornées, 1'utili-
sation des estimations (4.64a]) et (4.64c) dans I'expression de a$® donne

2093 1

O;i = @?3Ax8xu(xi+%) + (I — @?3)A:c8xu(a:i7%) + §(Im —209%) Az20,,u(z;) + O(Az?).

En utilisant un développement de Taylor des dérivées premieres de u autour de x; ’estimation ci-dessus
devient

204?3 03 Ax 03 Ax
i~ e A:c(axu(xi) + 78mu(1:i)) + (In — ©9%) Az <8xu(xi) - 7amu(gci))

+ = (I — 209 Az20,u(z;) + O(Az?),

N

= Azdyu(x;) + O(Az?).

Comme des calculs identiques peuvent étre conduits pour agfl, il suit

A a?3 + af3 A A Opu(x;) + Opu(Tigr) 3
_§(ui+1 —u;) + = - §A$8xu(:€i+%) + §A$ 5 + O(Ax?),
= O(Az?).
L’association de 1’égalité ci-dessus a I'estimation (4.72)) termine de montrer que le flux numérique fi(f’l
2
défini un schéma du troisiéme ordre en espace. Comme la démonstration du quatriéme ordre se méne
mutatis mutandis ceci termine également la démonstration. O

Par simplicité, le choix 3 = 94 est retenu mais d’autres définitions restent possibles. La défini-
tion proposée pour F°* dans est une discrétisation centrée autour de 'interface or ces discrétisa-
tions sont en général instables. Par conséquent, il est désormais nécessaire de contraindre les matrices
(09%);ez en vertu de la propriété de stabilité entropique attendue.

4.4.3 Stabilité entropique discrete globale

La famille de schémas d’ordres trois et quatre définie par la Proposition est paramétrée par
la donnée d’une séquence de matrices diagonales (O9%);cz dans My, . (R). L'objectif de cette section
est de montrer que ces matrices peuvent étre choisies pour assurer ’existence de I'inégalité d’entropie
discrete globale Puisque la preuve de cette existence repose sur la Proposition il est mainte-
nant nécessaire de montrer que les matrices @iOk permettent d’obtenir I'inégalité de dissipation

associée aux séquences (a93);cz ([{.69) et (a9*);ez ([A.70).
Pour montrer ce résultat, un espace de séquence Sno 34(Z,9) est introduit et il est donné par
034 P2 i
S9N 2,9) = {w € *(Z,Q) :

m (4.73)
DY 1(Vn(wiga) — Vin(wi—1)jl|(wiye — 4wir + 6w; — dw; 1 + w;—2);| # 0}-
j=1iez

Avec cet espace, un lemme sur I'existence des matrices @?k peut maintenant étre énoncé.
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Lemme 4.4.3.1 (Inégalité de dissipation associée a (a?k)(i,kEZX{M}). Soient K™ un compact de €
et n une entropie strictement conveze de classe C%(Q,R). Considérons une séquence (w?)icz dans
577034, non constante, a valeurs et d support compact étendu dans K"™. Considérons de plus les sé-
quences (a93);ez et (a91)ez respectivement définies dans (&.69)-(470). Pour k dans {3,4}, il existe

(2
une séquence de matrices diagonales (09%);cz, dans M, m(R) telle que linégalité de dissipation ([4.53)

associée a (aP);ez est satisfaite.

n

Démonstration. D’apres les hypotheses de compacité énoncées sur la séquence (w]');ez, le membre de

gauche de I'inégalité de dissipation (#.53)) associée a (a¥%);cz est convergeant et il s’écrit

1

1 Oéok + aok
/ Z V277(w? + s(wﬁ_l — w?))(w?_‘_l _ ?,U:L) QT Oy ds
b 2
S/

= 2 (Vn(wity) = Va(wy)) - %
1€EZ
1 . .

= 52 (Vn(wiy) = Va(wiLy)) - o™ (4.74)

1EZ

L’objectif est de montrer que la quantité ci-dessus peut étre strictement négative. Selon les expressions
(£.67)-([4.68)-(4.69)-(E.70), aP* est proportionnel & A et affine en ©P%. Par conséquent, pour tout i dans

7, il existe A?k et BZ»O k des vecteurs de taille m, linéairement dépendants des quantités (51."+V L1
2

)—2<u<1
et tels que

0 = (O AP 1 B

Comme G)iOk est une matrice diagonale, 'introduction de 1’égalité ci-dessus dans l'expression (4.74))
donne

2 1 oziOk + a?k
| O sl - wp) (wh - wp) - S ds
Ao iz 2
= > (Vn(w}y) = Vn(wi))) - (0% APF + BOF),
i€z
= Z (VU(W?H) - Vﬂ(w?—l)) 'Bz‘Ok + Z @iOk (Vn(’w?ﬂ) - V”(w?—l)) 'Azok- (4.75)
i€z icZ

Un calcul direct & partir des définitions de (a$%);cz données par ([@.67)-(4.68))- ([4.69)-(4.70) montre
que

n n n n n
wit o — 4wy + 6wyt — w4 +wil

Ai03 _ 3 , (476&)
7
APt = — gA??’, Vi € Z. (4.76b)
Par conséquent, et puisque la séquence (w}');cz est dans 57(7) 34(Z,9), on en déduit
m
S |(Vnwii) = Vi) (A% > 0.
j=1i€eZ
Ainsi, et en utilisant la compacité étendue de (w}');cz, il est possible de définir un réel 6% nécessaire-
ment fini et tel que
max (0,3 (Vn(wh) = Vn(wly)) - B)
(P . (4.77)
>3 |(Vnwii) = Vi) (A7)
j=1li€eZ
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Par suite, si les matrices diagonales ©9% de M, ,,(R) sont telles que

@zok = —9k diaglgjgm (Sign((Vn(wZ‘H) - Vﬁ(w?—l))j(v‘tz‘ok)j))a (4.78)

alors, d’apres le résultat intermédiaire (4.75)), I'inégalité stricte (4.53|) est satisfaite ce qui termine la
preuve. O

Les matrices @?k définies dans (4.78]) sont des extensions des matrices proposées en Section m
pour le schéma du second ordre. Les vecteurs BY® de I'inégalité (4.77)) sont introduits formellement
dans la démonstration ci-dessus mais un calcul direct montre que leurs expressions sont données par

n —_— . n B
BO3 — e R
1 6 )
207 4 407 | 446" | — 76"
BP* = g oy TR T g Vi € 7.

24 ’
Puisque l'inégalité stricte (4.53) est assurée, le Lemme [4.4.3.1] et la Proposition [4.4.2] montrent

ainsi que les séquences (a93);cz et (a4);cz respectivement définies dans ([£.69) et dans j'4.70) sont
des corrections dissipatives d’ordre trois et quatre au sens de la Définition Par conséquent, un

résultat de stabilité entropique globale est désormais accessible.

Théoréme 4.4.3.1 (Stabilité entropique discrete globale des schémas du troisiéme et du quatrieme
ordre). Soient K™ un compact de § et n une entropie strictement conveze de classe C*(2,R). Consi-
dérons une séquence (w}');cz dans 5’7?34(Z, Q), non constante, d valeurs et d support compact étendu
dans K™. Pour k dans {3,4}, supposons également que les séquences de matrices diagonales (@,Ok)iez
dans My, m(R) utilisées dans — sont uniformément bornées selon l'indice i, bornées lorsque
Ax — 0 et telles que inégalité stricte (4.53)) est satisfaite.

1l existe A > 0 suffisamment grand et At > 0 suffisamment petit tels que les schémas du troisiéme
et du quatriéme ordre respectivement définis par (4.55)), (4.71), (4.69) et (4.55), (4.71)), (4.69) vérifient
chacun une stabilité entropique discréte globale de la forme.

n+ly

S uCH )At UGS (4.79)
€L

Démonstration. Pour k dans {3,4} et d’apres la preuve de la Proposition m (afF

7" )iez vérifient

A oz-Okl + a9k
_§(wzn+l —wj') + %

Ainsi, et comme les matrices @?k satisfont de plus 'inégalité stricte (4.53) (voir le Lemme 4.4.3.1)), on
en déduit que les séquences (a?k)iez sont des corrections dissipatives d’ordre k.

Avec les hypotheses énoncées sur la séquence (w]);cz et d’apres la définition de §
(4.71)), la condition de sommabilité

= O(Azh).

04

1 donnée dans

304 _ 304

it i—1

ZVn(w?) —2 2 < 400, VA>0,
iz Az

est satisfaite.

Puisque toutes les hypotheses de la Proposition sont vérifiées, on en déduit l'inégalité d’en-
tropie discrete globale (4.79) ce qui termine la preuve. O

Les schémas numériques d’ordre élevé définis dans cette section sont les extensions directes du
schéma du second ordre introduit en Section [£.2] Par conséquent, la nécessité d’une discrétisation en
temps d’ordre élevé demeure également pour ces schémas.

Les mises en ceuvre du Théoréme [£.4.3.1] et du Théoréme [£.3.4.T] qui concerne le schéma du second
ordre sont maintenant illustrées par des expériences numériques.
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4.5 Reésultats de simulations numériques

4.5.1 Méthodes et paramétrages

Cette section présente les résultats numériques des schémas du second, du troisieme et du quatrieme
ordre définis en Sections et D’apres ces sections, et pour chacun des ordres k, une famille de
schémas paramétrés par des matrices @iOk dans M, m(R) est proposée. Ainsi, pour conserver la clarté
des graphiques, les résultats sont répartis en deux sous sections.

La premiére sous section est consacrée au second ordre. D’aprés le Théoréme [4.3.4.1] les schémas
proposés nécessitent la sélection de trois parametres : @?2 dans M, m(R), A > 0 et At > 0. En
s’appuyant sur les Lemmes |4.3.3.1] et 4.3.3.2] plusieurs séquences de matrices (9?2)iez sont proposées.
Ensuite, le Théoréme [£.3.4.1] donne des formulations explicites pour A et pour At respectivement
détaillées dans et dans . Néanmoins, et notamment d’apres [105] [118], ces formulations ne
sont pas usuelles, puisqu’en notant {u(w)} ;. (1,..m} Pensemble des m valeurs propres de V f(w), les
parametres A > 0 et At > 0 sont généralement sélectionnés selon les conditions
AAE 1
27 < 2
Axr — 2
Par conséquent, un comparatif des deux paramétrages est conduit dans le cas scalaire de I’équation de
Burgers.

Ensuite, et conformément & ’analyse de la section une montée a l'ordre deux en temps
est conduite a l'aide d’une discrétisation Runge-Kutta Strong Stablilty Preserving (RKSSP) [107, 109,
110]. D’apres [76, 230], cette montée en ordre temporel préserve le résultat de stabilité entropique
discret global . Avec cette discrétisation, des résultats numériques pour les équations d’Euler
sont présentés avec A > 0 et At > 0 choisis selon les conditions usuelles données par . Pour
controler la validité de ces choix, la quantité

A = max |y (wi')], (4.80)

AS n(wi) — n(wp)
AS i i 481
At % At Az, (4.81)

est représentée graphiquement. D’apres le Théoréeme si le triplet (©92, A, At) est convenable-
ment choisis alors AS/A¢ défini par est négatif.

Enfin, les résultats des schémas du second ordre proposés sont comparés aux résultats du schéma
MUSCL [219] associé au flux numérique de Rusanov [I85] et équipé d’un limiteur de pente minmod.
Dans le cas scalaire de I’équation de Burgers, ce schéma MUSCL est associé a une discrétisation
temporelle du premier ordre et pour le cas des équations d’Euler il est associé a une discrétisation en
temps d’ordre deux de type RKSSP.

Le seconde sous section concerne les schémas d’ordre trois et quatre. Ces schémas sont tout d’abord
associés a des discrétisations temporelles RKSSP du méme ordre. Ensuite, plusieurs choix de matrices
@iOk sont adoptés a 'aide du Lemme Pour un choix de matrice @?k donné, les parametres
A > 0 et At > 0 sont sélectionnés selon les conditions puis la validité du triplet (9%, X, At) est
vérifiée numériquement avec le tracé de AS/at défini par

Dans les deux sous sections, les erreurs L', L? et L™ entre la solution exacte et la solution numérique
obtenue sont présentées sous forme de tableaux. Ces erreurs sont calculées avec les schémas équipés
des discrétisations en temps RKSSP du méme ordre. De plus, pour les comparaisons graphiques, une
référence de la quantité AS/at donnée par est calculée avec le schéma du premier ordre de
Rusanov [I85] sur un maillage fin constitué de 50000 cellules.

4.5.2 Schéma numérique du second ordre

4.5.2.1 L’équation de Burgers scalaire

Cette section s’intéresse a 1’équation de Burgers scalaire dans laquelle I'inconnue w prend ses valeurs
dans R et la fonction de flux f vérifie f(w) = w?/2. Avec ces définitions, I’équation de Burgers est équipée
de Ientropie quadratique n(w) = w?/2.
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Le schéma du second ordre est défini par son flux numérique (4.35)) dont 1’expression est donnée
par

‘/T.Z:—% = 5 - ) (wity —wy') + 5 (o +aiy1), (4.82a)
of = 2(OF (ufy — uf) + (L — OF) (uf —uiLy)), Viel (4.82b)

En considérant un réel # satisfaisant 1'inégalité stricte (4.29) et ¢ = 107!2, les matrices @?2 proposées
pour I’équation de Burgers sont dans ce cas des nombres réels et ils sont donnés par

00 = —Osign((57,1)* — (67_1)°), (4.83a)
057 = — Otanh((67, 1) — (3] 1)*), (4.83b)
m )R =00 )2 (67 )+ (6 4)?
gor_ (O~ L)) ()" + (07 y) )7 s
- ((5?,;)2+(5?+1)2)2+5
2 2
1
g = 5. (4.83d)

2

Pour le cas de I’équation de Burgers, les parametres A > 0 et At > 0 sont sélectionnés selon les
conditions (4.39)-(4.40). Pour conduire un comparatif, ces parametres sont par ailleurs calculés selon
les conditions (4.80) puis appliqués & un schéma MUSCL tel que décrit en Section m

Le domaine spatial [—1, 1] du premier cas test est discrétisé avec 400 cellules et la condition initiale
est

wo(x) = 0,25 + 0,5 sin(mx). (4.84)

Des conditions de bord périodiques sont imposées aux deux frontieres du domaine. Sous ces conditions
et en sélectionnant un temps final de simulation suffisamment court, la solution reste réguliere. Par
conséquent, les ordres de précision spatiale peuvent étre mesurés. La Figure montre les résultats
comparés au temps final de simulation ¢ = 0,3 et les tableaux [{.I] rapportent les erreurs numériques
ainsi que les ordres pour différents maillages.

0,8
0,6

0,4

Burgers
Exact

0r MUSCL
02 -
007
-0,4 I I b’l\
1 0,5 0 0,5 1
X
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0,7505 1e+00 ¢
0,75 t= le-01 E
0,7495 1e-02 L
A At i
0,749 Burgers le-03 / Burgers
MUSCL %7 ¥ MUSCL %7
0,7485 002 092 le-0d - Q02 092
ep? op?
0,748 ! ! ! !
0 0,1 0,2 0,3 0 0,1 0,2 0,3
t ¢

FIGURE 4.1 — En haut, résultats numériques produits par le schéma du second ordre du Théoréme
sur un maillage de 400 cellules, avec les triplets ((@ao,%)ae{&b,gd}, A, At) donnés dans —
1} et pour des solutions régulieres de I’équation de Burgers au temps final ¢ = 0,3. En
bas, comparatif entre les parametres (A, At) donnés par les contraintes - et les restrictions
usuelles appliquées au schéma MUSCL décrit en Section m

D’apres les graphiques de la Figure les résultats sont tres satisfaisants mais la condition CFL
est plus restrictive que la condition CFL usuelle . Cette observation peut se quantifier a ’aide
de 7 > 0 le rapport des temps CPU nécessaires a la simulation pour les schémas proposés et pour le
schéma MUSCL standard. Apres mesures, les valeurs de 7 sont

To2 = BUILTL, Tgo2 = 3250,71, Tgos = 1633,14, Tgo2 = 3053,29.

Selon les résultats ci-dessus, les schémas proposés associés aux paramétrages — demandent
un temps de calcul nettement supérieur aux schémas MUSCL. Néanmoins, une mesure directe révele
qu’environ 97% du temps est employé au calcul du couple (A, At) selon les contraintes —
or, a condition d’utiliser une discrétisation temporelle du second ordre, la section suggere de
substituer ces contraintes par . Comme les conditions usuelles se calculent facilement, le
temps CPU peut donc largement se réduire a ’aide d’une discrétisation en temps du second ordre

de type RKSSP. En considérant une telle discrétisation couplée aux conditions usuelles (4.80)), une
nouvelle mesure de 7 donne

Teo2 = 0,78, Tgo2 = 0,94, Tgo2 = 0,61, 702 = 0,59,

Dans ce cas, les temps de calcul sont comparables a ceux du schéma MUSCL standard décrit en Section

E5T
Erreurs du schéma du second ordre avec O} = @aof
cellule | L! ordre || L* ordre || L™ ordre
100 5,7E-04 | - 6,8E-04 | - 1,8E-03 | -
200 1,4E-04 | 2,0 1,7E-04 | 2,0 4,5E-04 | 2,0
400 3,5E-05 | 2,0 4,1E-05 | 2,0 1,1E-04 | 2,0
800 8,8E-06 | 2,0 1,0E-05 | 2,0 2,8E-05 | 2,0
1600 | 2,2E-06 | 2,0 2,6E-06 | 2,0 6,9E-06 | 2,0
Erreurs du schéma du second ordre avec O} = 9%2
cellule | L! ordre || L? ordre || L™ ordre
100 5,7E-04 | - 6,8E-04 | - 1,8E-03 | -
200 1,4E-04 | 2,0 1,7E-04 | 2,0 4,5E-04 | 2,0
400 3,5E-05 | 2,0 4,1E-05 | 2,0 1,1E-04 | 2,0
800 8,8E-06 | 2,0 1,0E-05 | 2,0 2,8E-05 | 2,0
1600 | 2,2E-06 | 2,0 2,6E-06 | 2,0 6,9E-06 | 2,0
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Erreurs du schéma du second ordre avec OF = 697
cellule | L! ordre || L? ordre || L™ ordre
100 1,4E-03 | - 1,6E-03 | - 4,1E-03 | -
200 | 2,4E-04 | 2,5 | 28E04 | 2,6 | 7,6E-04 | 2.4

400 3,9E-05 | 2,7 4,3E-05 | 2,7 1,1E-04 | 2,8

800 8,7E-06 | 2,1 1,0E-05 | 2,1 2,7E-05 | 2,0

1600 | 2,2E-06 | 2,0 2,6E-06 | 2,0 6,8E-06 | 2,0

Erreurs du schéma du second ordre avec O} = @dof
cellule | L' ordre || L? ordre || L™ ordre
100 | 4,4E04 | - 4,8E-04 | - 1,IE03 | -
200 1,1E-04 | 2,0 1,1E-04 | 2,1 2,7E-04 | 2,1
400 2,6E-05 | 2,0 2,8E-05 | 2,0 6,6E-05 | 2,0
800 6,5E-06 | 2,0 6,8E-06 | 2,0 1,6E-05 | 2,0
1600 | 1,6E-06 | 2,0 1,7E-06 | 2,0 4,0E-06 | 2,0

TABLE 4.1 — Evaluations des erreurs et des ordres numériques produits par le schéma du second ordre
temps et espace du Théoreme [4.3.4.1| avec avec les triplets ((@2,%)a€{a,b,c,d}7 A, At) donnés dans ([4.83))-
(4.80]) et & partir de solution réguliere de ’équation de Burgers au temps final 0,3.

D’apres les tableaux et comme les schémas proposés n’utilisent pas de technique de limitation, le
second ordre spatial est exactement retrouvé dans les expériences numériques. Ce second ordre n’est
pas observé avec le schéma MUSCL décrit en Section puisque, pour le méme cas test, la mesure
de ses ordres donne : 1,89 pour la norme L', 1,65 pour la norme L? et 1,29 pour la norme L.

Le second cas test concerne une solution discontinue. Le domaine [—1, 1] est discrétisé avec 400
cellules et la condition initiale est

wo(z) = (4.85)

1 si —0,25 <2x<0,25,
0 sinon.

Des conditions de bord périodiques sont imposées aux deux frontieéres du domaine. Si le temps final de
simulation est suffisamment court, la solution exacte se compose d’une onde de détente et d’'une onde
de choc qui n’interagissent pas entre elles. La Figure montre les résultats comparés au temps final
de simulation ¢ = 0,3 et les tableaux rapportent les erreurs numériques ainsi que les ordres pour
différents maillages.

1,2 1,2
1 Burgers 160 Burgers
Exact Exact
0,8 - MUSCL 0,8 - MUSCL
06 9% 06 9%
Y 0,4 @222 Y 0,4
) @212 )
0,2 - 0,2
0 0
0.2 I I b 02 I I I
-1 -0,5 0 0,5 -1 -0,5 0 0,5
T T
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FIGURE 4.2 — En haut, résultats numériques produits par le schéma du second ordre du Théoréme
sur un maillage de 400 cellules, avec les triplets ((@ao’%)ae{avb’c’d}, A, At) donnés dans —
li et pour des solutions discontinues de I’équation de Burgers au temps final ¢ = 0,3. Au
milieu, comparatif entre les parametres (A, At) donnés par les contraintes — et les restrictions
usuelles appliquées a un schéma MUSCL décrit en Section En bas, évolution temporelle

de AS/A¢ défini par (4.81]).
D’apres la Figure pour tous les choix de @ZOZ proposés dans (4.83)), la quantité AS/A¢ définie par
(4.81)) est négative. Par conséquent, la stabilité entropique discréte globale est vérifiée. En particulier,

le choix @'3072,2 (4.83c|) donne des résultats remarquables sans oscillations parasites autour de la dis-
continuité. La présence d’une telle discontinuité semble également améliorer la condition CFL (4.40)

puisqu’une mesure de 7 pour ce cas test donne

Ton, = T9,87, Ton, =T7,24, Ton = 36,01, on = 69,33.

Les schémas proposés associés aux paramétrages ([4.39))-(4.40) demandent donc une nouvelle fois un
temps de calcul nettement supérieur aux schémas MUSCL mais, comme dans le cas d’une solution

réguliere, environ 97% du temps CPU est utilisé au calcul du couple (A, At) selon les contraintes
(4.39)-(4.40). Cette situation se corrige en utilisant une discrétisation en temps d’ordre deux RKSSP
couplée aux conditions usuelles (4.80)). Dans ce cas, une nouvelle mesure de 7 donne

Top, = 0,89, 7on, =093, Ten = 0,65, Ten, =0,73.
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Erreurs du schéma du second ordre avec O} = @2?
cellule | L! ordre || L? ordre || L™ ordre
100 3,4E-02 | - 6,4E-02 | - 3,3E-01 | -
200 1,7E-02 | 1,0 4,3E-02 | 0,6 3,3E-01 | 0,0
400 8,5E-03 | 1,0 3,0E-02 | 0,5 3,2E-01 | 0,0
800 4,3E-03 | 1,0 2,1E-02 | 0,5 3,2E-01 | 0,0
1600 2,1E-03 | 1,0 1,5E-02 | 0,5 3,2E-01 | 0,0
Erreurs du schéma du second ordre avec O} = @bof
cellule | L' ordre || L? ordre || L™ ordre
100 5,4E-02 | - 9,0E-02 | - 3,8E-01 | -
200 2,7E-02 | 1,0 5,9E-02 | 0,6 3,8E-01 | 0,0
400 1,4E-02 | 1,0 4,0E-02 | 0,6 3,8E-01 | 0,0
800 7,0E-03 | 1,0 2,7E-02 | 0,6 3,8E-01 | 0,0
1600 3,5E-03 | 1,0 1,8E-02 | 0,5 3,8E-01 | 0,0
Erreurs du schéma du second ordre avec O} = @coiz
cellule | Lt ordre || L? ordre || L™ ordre
100 3,5E-02 | - 7,1E-02 | - 3,6E-01 | -
200 1,8E-02 | 0,9 49E-02 | 0,5 3,6E-01 | 0,0
400 9,2E-03 | 1,0 3,4E-02 | 0,5 3,6E-01 | 0,0
800 4,6E-03 | 1,0 2,3E-02 | 0,5 3,6E-01 | 0,0
1600 2,3E-03 | 1,0 1,6E-02 | 0,5 3,6E-01 | 0,0
Erreurs du schéma du second ordre avec O} = @dof
cellule | L' ordre || L? ordre || L™ ordre
100 3,1E-02 | - 5,8E-02 | - 2,8E-01 | -
200 1,4E-02 | 1,1 4,0E-02 | 0,6 2,8E-01 | 0,0
400 7,1E-03 | 1,0 2,8E-02 | 0,5 2,8E-01 | 0,0
800 3,0E-03 | 1,0 1,9E-02 | 0,5 2,8E-01 | 0,0
1600 1,7E-03 | 1,0 1,4E-02 | 0,5 2,8E-01 | 0,0

TABLE 4.2 — Evaluations des erreurs et des ordres numériques produits par le schéma du second ordre
temps et espace du Théoréme [4.3.4.1|avec avec les triplets ((@83)0{6{&71,76761}, A, At) donnés dans (4.83))-
(4.80) et & partir de solution discontinue de I’équation de Burgers au temps final 0,3.

4.5.2.2 Les équations d’Euler

Cette section est consacrée aux équations d’Euler pour lesquelles I'inconnue w s’écrit (p, pu, pE)"*
dans R3 et elle prend ses valeurs dans Q = {(p, pu, pE) € R? : p > 0, E —v?/2 > 0}. La fonction de
flux est f(w) = (pu, pu® + p, pEu+pu)’ et comme un gaz parfait diatomique est considéré, la fonction
p est donnée par p(w) = (v — 1)(pE — rv?/2) avec v = 1,4. Parmi les entropies possibles [22] [88 [138],
Ientropie convexe retenue pour les équations d’Euler est n(w) = —plIn(p/p7).

Avec ces définitions, quatre simulations numériques sont réalisées. La premiere concerne une solution
réguliere a partir de laquelle les ordres spatiaux sont mesurés. Les deux suivantes présentent des
solutions discontinues et la derniere illustre le comportement des schémas dans les zones proches du
bord de €2 caractérisées par p =0 et p = 0.

Le schéma du second ordre est défini par son flux numérique (4.35) qui s’écrit

fi)+ fwiy) A, my o Lnon
-FZL% = 9 SR 5 (wi+1 — w; ) + 5 (Oéi + Oéi+1> , (486&)
of = 2(OF (ufyy —uf) + (I — OF) (uf ~uiLy)), Viel (4.86h)

En considérant un réel  satisfaisant I'inégalité stricte (4.29)) et e = 10~'2, les matrices diagonales @?2

146



dans M3 3(R) proposées pour les équations d’Euler sont

02 = -0 diaglgjgg,(sign((Vn(w?H) = Vn(wf)); (67, 1 - 5;17%)j)), (4.87a)

@bo,i2 = — 0 diag;<j<3 (tanh((vn(w;ﬂrl) - Vﬁ(w?—ﬁ)j(éZZ% - 5?_%)3')), (4.87b)
(5?,;)2 — (o7 1)} (5?,;)2‘4'( " 1)}

@co,f,i = diag;<j<3 ( z- ik J>( 2 T2 j) (4.87c)

n 2 2
(6i+%)j) te

2
(6703 +
Le domaine spatial [—1, 1] du premier cas test est discrétisé avec 400 cellules et la condition initiale
est
po(x) =1+ 0,5sin® (1),

uo(z) = 0,5, (4.88)

Les conditions de bord sont périodiques aux deux extrémités du domaine spatial. Avec ces conditions,
les équations d’Euler se résument a un transport linéaire et la solution demeure réguliere. La Figure
montre les résultats comparés au temps final de simulation ¢ = 0,2 et les tableaux [4.3]| rapportent

po(z) = 1.

les erreurs numériques ainsi que les ordres pour différents maillages.

2,7
14 -
1,2 2,65 -
p 1 pE
Fuler, Advection, O2 96 |- Fuler, Advection, O2

0,8 - Exact @bof ’ Exact @,%2

MUSCL L7 MUSCL 07
0.6 e 002

| | | 2’55 | | |
-1 -0,5 0 0,5 1 -1 -0,5 0 0,5
x x

FIGURE 4.3 — Résultats numériques du schéma du second ordre temps et espace du Théoreme |4.3.4.1
sur un maillage de 400 cellules, avec les triplets ((@87%)0{6{&71)76},)\, At) donnés dans ([4.87)-(4.80) et

pour des solutions réguliéres des équations d’Euler au temps final ¢ = 0,2.

Erreurs du schéma du second ordre avec O} = @aof
cellule | L! ordre || L* ordre || L™ ordre
100 2,1E-03 | - 1,7E-03 | - 1,7E-03 | -

200 5,3E-04 | 2,0 4,2E-04 | 2,0 4,2E-04 | 2,0
400 1,3E-04 | 2,0 1,1E-04 | 2,0 1,1E-04 | 2,0
800 3,3E-05 | 2,0 2,6E-05 | 2,0 2,6E-05 | 2,0
1600 | 8,4E-06 | 2,0 6,6E-06 | 2,0 6,6E-06 | 2,0

Erreurs du schéma du second ordre avec O} = @bof
cellule | L! ordre || L? ordre || L™ ordre
100 2,1E-03 | - 1,7E-03 | - 1,7E-03 | -

200 5,3E-04 | 2,0 4,2E-04 | 2,0 4,2E-04 | 2,0
400 1,3E-04 | 2,0 1,1E-04 | 2,0 1,1E-04 | 2,0
800 3,3E-05 | 2,0 2,6E-05 | 2,0 2,6E-05 | 2,0
1600 | 8,4E-06 | 2,0 6,6E-06 | 2,0 6,6E-06 | 2,0
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Erreurs du schéma du second ordre avec OF = 697
cellule | L! ordre || L? ordre || L™ ordre
100 7,3E-03 | - 6,8E-03 | - 1,1E-02 | -

200 1,5E-03 | 2,3 1,5E-03 | 2,2 2,9E-03 | 1,9
400 2,1E-04 | 2,8 1,8E-04 | 3,0 3,7E-04 | 3,0
800 3,7E-05 | 2,5 2,8E-05 | 2,7 2,6E-05 | 3,8
1600 | 8,4E-06 | 2,1 6,6E-06 | 2,1 6,5E-06 | 2,0

TABLE 4.3 — Evaluations des erreurs et des ordres numériques produits par le schéma du second ordre

temps et espace du Théoréme [4.3.4.1| avec les triplets ((@g%)ae{a’b’c}, A, At) donnés dans (4.87)-([4.80)
et a partir de solution réguliére des équations d’Euler au temps final t = 0,2.

Les résultats sont tres satisfaisants et le second ordre est exactement observé alors que, pour le méme
cas test, les ordres spatiaux du schéma MUSCL sont : 1,88 pour la norme L', 1,63 pour la norme L?
et 1,27 pour la norme L°.

Le second cas test est le probleme du tube & chocs de Sod [I98]. Dans ce cas test, le domaine spatial
[0, 1] est discrétisé avec 400 cellules et la condition initiale est

() 1 siz <05,
€Tr) =
po 0,125

Pour imposer des conditions de bord périodiques, le probleme de Sod ci-dessus est symétrisé sur le
domaine [—1,0]. Le temps final de simulation est ¢t = 0,2. La Figure montre les résultats comparés
et les tableaux [£.4] rapportent les erreurs numériques ainsi que les ordres pour différents maillages.

1 sixz<0,5,
0,1

uo(z) (4.89)

0, po(x) = {

sinon, sinon.
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FIGURE 4.4 — Résultats numériques du schéma du second ordre temps et espace du Théoréme [4.3.4.1
sur un maillage de 400 cellules, avec les triplets ((@23)016{&1776},)\, At) donnés dans ([4.87))-(4.80) et
pour le probleme de Sod (4.89) au temps final ¢ = 0,2. En bas, évolution temporelle de AS/A¢ défini

dans (4.81]).
D’apres la Figure les triplets ((ngf)aewb’c},/\,At) donnés dans (4.87))-(4.80) assurent des

valeurs de AS/At négatives. Par conséquent, la stabilité entropique discréte globale est vérifiée. En par-
ticulier, le choix @812 (4.87¢c) donne une nouvelle fois des résultats remarquables avec peu d’oscillations
parasites.
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Erreurs du schéma du second ordre avec O} = @(ZO’ZZ
cellule | L! ordre || L? ordre || L™ ordre
100 1,9E-02 | - 2,8E-02 | - 9,5E-02 | -
200 1,1E-02 | 0,8 1,9E-02 | 0,6 8,6E-02 | 0,1

400 6,3E-03 | 0,8 1,3E-02 | 0,5 9,2E-02 | 0,1

800 3,5E-03 | 0,8 9,1E-03 | 0,5 9,7E-02 | 0,1

1600 2,0E-03 | 0,8 7,0E-03 | 0,4 1,0E-01 | 0,1

Erreurs du schéma du second ordre avec O} = @bof
cellule | L' ordre || L? ordre || L™ ordre
100 1,9E-02 | - 2,8E-02 | - 9,6E-02 | -
200 1,1E-02 | 0,8 1,9E-02 | 0,6 8,7E-02 | 0,1
400 6,3E-03 | 0,8 1,3E-02 | 0,5 9,2E-02 | 0,1
800 3,5E-03 | 0,8 9,2E-03 | 0,5 9,7E-02 | 0,1
1600 2,0E-03 | 0,8 7,0E-03 | 0,4 1,0E-01 | 0,1
Erreurs du schéma du second ordre avec O} = 092
cellule | Lt ordre || L? ordre || L™ ordre
100 1,5E-02 | - 2,2E-02 | - 7,9E-02 | -
200 8,2E-03 | 0,8 1,5E-02 | 0,6 6,7E-02 | 0,2
400 4,3E-03 | 0,9 9,9E-03 | 0,6 6,9E-02 | 0,0
800 2,3E-03 | 0,9 6,9E-03 | 0,5 7,6E-02 | 0,1
1600 1,3E-03 | 0,9 5,4E-03 | 0,4 8,4E-02 | 0,1

TABLE 4.4 — Evaluations des erreurs et des ordres numériques produits par le schéma du second ordre

temps et espace du Théoreéme |4.3.4.1| avec les triplets ((937%)(16{@7;,70}, A, At) donnés dans (4.87)-([4.80)

et pour le probleme de Sod (4.89) au temps final t = 0,2.

Le troisiéme cas test concerne le probleme du tube & chocs de Lax [I41]. Pour ce cas test, le domaine
spatial [0, 1] est discrétisé avec 400 cellules et la condition initiale est

0,445 six < 0,5, 0,698 six < 0,5, 3,528 six < 0,5,
po(@) { uo(z) = { po(z) = {0,5710 sinon,
(4.90)
Pour imposer une nouvelle fois des conditions de bord périodiques, le probleme de Lax ci-dessus est
symétrisé sur le domaine [—1,0]. Le temps final de la simulation est ¢ = 0,1. La Figure montre
les résultats comparés et les tableaux rapportent les erreurs numériques ainsi que les ordres pour
différents maillages.
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FIGURE 4.5 — Résultats numériques du schéma du second ordre temps et espace du Théoréme 4.3.4.1
sur un maillage de 400 cellules, avec les triplets ((@g,%)ae{a,c}a A, At) donnés dans (4.87)-(4.80) et pour
le probleme de Lax (4.90) au temps final ¢ = 0,1. En bas, évolution temporelle de A5/A¢ donné par
(14.81)).

Pour le cas test de Lax, le choix @812 donné dans (4.87b)) n’assure pas la stabilité entropique
globale du schéma proposé. En revanche, le choix ©97 défini dans (£.87d) donne des résultats avec peu
d’oscillations parasites.

Erreurs du schéma du second ordre avec O = @2%
cellule | L' ordre || L? ordre || L™ ordre
100 4,0E-02 | - 1,0E-01 | - 5,7E-01 | -
200 29E-02 | 0,5 9,2E-02 | 0,1 6,1E-01 | 0,1

400 1,7E-02 | 0,7 6,6E-02 | 0,5 59E-01 | 0,1

800 1,1E-02 | 0,7 5,3E-02 | 0,3 6,0E-01 | 0,0

1600 | 6,8E-03 | 0,7 4,4E-02 | 0,3 6,2E-01 | 0,0

Erreurs du schéma du second ordre avec O} = @COf
cellule | L ordre || L? ordre || L™ ordre
100 49E-02 | - 1,3E-01 | - 6,3E-01 | -
200 2,7E-02 | 0,9 9,7E-02 | 0,4 6,6E-01 | 0,1
400 1,5E-02 | 0,8 6,6E-02 | 0,5 5,9E-01 | 0,2
800 8,9E-03 | 0,8 5,1E-02 | 0,4 6,0E-01 | 0,0
1600 | 5,2E-03 | 0,8 4,0E-02 | 0,3 6,2E-01 | 0,0

TABLE 4.5 — Evaluations des erreurs et des ordres numériques produits par le schéma du second ordre

temps et espace du Théoréme [4.3.4.1| avec les triplets ((©9%)aefq.c}, A At) donnés dans (4.87)-(4.80)
(.90

et pour le probleme de Lax (4.90) au temps final ¢t = 0,1.

Le dernier cas test concerne les solutions des équations d’Euler proches du bord de {2 caractérisé
par p et p nuls. Le domaine spatial [0, 1] est discrétisé avec 400 cellules et la condition initiale est
donnée par
— 2,7 siz <05,

=1 4.91
2,7 sinon, Po(@) ( )

po(z) =1,  wuo(x)= {
La condition initiale ci-dessus est symétrisée sur le domaine [—1, 0] et des conditions de bord périodiques

sont imposées. La solution exacte se compose de deux ondes de détente qui entrainent les variables p,
pE et p vers zéro. Pour ce cas test A > 0 et At > 0 vérifient

Az
=1 oS/ pn ult At = —. 4.92
A 705m?x (uz P /pmuz)a 14 20\ ( 9 )
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Le temps final de simulation est ¢ = 0,05. La Figure [4.6] montre les résultats comparés et les tableaux
rapportent les erreurs numériques ainsi que les ordres pour différents maillages.

1,2 3
1 Euler, O2 9 Euler, O2
Exact Exact
0,8 MUSCL 1 - MUSCL

02 02
Gc,i @c,i

p 0,6 - u 0
0,4 - -1
0,2 - -2
0 N 3| w |
0,2 0,4 0,6 0,8 0,2 0,4 0,6 0,8
x x
1,2 7
1 Euler, O2 6 | Euler, O2
Exact Exact
08 - MUSCL 5T MUSCL
Q02 4 F 002
p 0,6 | G2 pE (X
3 L
0,4 - 9L
0,2 - 10
0 | | 0 | |
0,2 0,4 0,6 0,8 0,2 0,4 0,6 0,8
x x

FIGURE 4.6 — Résultats numériques du schéma du second ordre temps et espace du Théoreme
sur un maillage de 400 cellules, avec le triplet (902 A, At) donné dans (4.87( et pour le probleme

[N

de la double détente (4.91) au temps final t = 0,05.

Pour le probléme de la double détente ([4.91)), les matrices (@O )icz et (@bz )icz Tespectivement
données dans générent des oscﬂlatlons parasites qui conduisent & des valeurs de p
négatives. Par consequent ces deux choix ne sont pas fonctionnels pour ce cas test. Les matrices @ o
confirment leurs robustesses puisqu’au temps final de simulation ¢ = 0,05, la quantité p demeure
positive et sa valeur minimale est de 1'ordre de 1073,

Erreurs du schéma du second ordre avec O} = 631-2
cellule | L! ordre || L? ordre || L™ ordre
100 | 3,1E02 | - 54502 | - 2,0E-01 | -
200 2,5E-02 | 0,3 4,7E-02 | 0,2 2,1E-01 | 0,0
400 1,4E-02 | 0,8 2,9E-02 | 0,7 1,4E-01 | 0,6
800 7,9E-03 | 0,9 1,6E-02 | 0,9 7,3E-02 | 0,9
1600 4,1E-03 | 1,0 8,2E-03 | 0,9 4,3E-02 | 0,8

TABLE 4.6 — Evaluations des erreurs et des ordres numériques produits par le schéma du second ordre

temps et espace du Théoreme [4.3.4.1| avec le triplet (@?22, A, At) donné dans (4.87¢)-([4.92)) et pour le
4.91

probléme de la double détente (4.91)) au temps final ¢ = 0,05.
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4.5.2.3 Le cas des fonctions de flux non convexes

Cette section aborde le cas d’une fonction de flux scalaire f non convexe. Dans ce cas, et d’apres
[143], 'association d’une seule inégalité d’entropie & 1’équation de conservation n’assure pas l'unicité des
solutions. Par conséquent, des solutions constituées d’ondes de chocs non classiques peuvent apparaitre.
Pour illustrer ce phénomeéne, le cas test proposé dans [147, Section 3.1] est maintenant reproduit. En
considérant 'entropie quadratique n(w) = w?/2, le probléme de Cauchy dans R considéré pour ce cas

test est

T E} _1’1[7

0, Oywd = 0, t>0,
{ W + Oz w > (493>

w(z,t=0) = —sin(mx).

Le probleme ci-dessus est associé a des conditions de bord de periodiques aux deux frontieres du
domaine [—1, 1]. La Figure montre les résultats comparés au temps final de simulation ¢ = 1.

0,8 0
0,4
-0,2 -
0
_074 AS _0’4 - i
w AL «.L _;;:i*‘f( -
—0,8 [ = w) = w
Classique @212 -0,6 Classique 02 .
o2 02 :
gaoé O o2 . 037
bi 61%2
| | | | | | | |
-0,8  -0,4 0 0,4 0,8 0 0,25 0,5 0,75 1
T t

FIGURE 4.7 — A gauche, résultats numériques produits par le schéma du second ordre temps et espace
du Théoréeme |4.3.4.1| sur un maillage de 400 cellules, avec les triplets ((@2,%)ae{a,b,c,d}a A, At) donnés

dans (4.83)-(4.80)) et pour les solutions du probléeme ([4.93)) au temps final t = 1. A droite, évolution
temporelle du critere AS/A¢ défini dans (4.81]).

D’apres la Figure si les choix des parameétres ((@aog)ae{mb’c’d}, A, At) donnés dans —
assurent tous la stabilité entropique discrete globale, les solutions numériques calculées different. Le
choix de (@gg)iez donne une solution classique alors que pour les choix (@23) ac{ap,d}s 1e schéma
du second ordre proposé converge vers une solution non classique. Cette observation est conforme aux
résultats récents de LeFloch et al qui établissent dans [I47] qu'un schéma numérique d’ordre élevé

peut arbitrairement converger vers une solution non classique dans le cas d’une fonction de flux non

convexe.

4.5.3 Schémas numériques du troisieme et du quatrieéme ordre
4.5.3.1 L’équation de Burgers scalaire

Cette section dresse les résultats numériques des schémas d’ordre trois et quatre du Théoreme[d.4.3.7]
et pour le cas de ’équation de Burgers scalaire telle que rappelée en Section Les résultats des
deux schémas sont présentés conjointement et la notation Ok avec k dans {3,4} désigne le schéma du
méme ordre.

En considérant un réel 0 satisfaisant I'inégalité stricte puis les quantités AiOk définies dans
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[.76) et € = 10712, les réels @iOk proposés pour ’équation de Burgers sont

O0F = — 0% sign ((Vn(w}yy) — Va(wl,)) (A%)), (4.94a)
((5?,1)2 — (6" ;)2)((5?,;)2 + (67 1)%)
oy = 2 2 M & (4.94D)
((5?,;)2 + (5?+1)2) te
oo = % (4.94c)

En utilisant ces paramétrages, les cas tests réalisés en Section [4.5.2.1] pour le schéma du second ordre
sont maintenant reproduits avec les schémas d’ordre k. Les définitions des cas tests données en Section
demeurent mais comme des montées ordre temporel sont effectuées pour les schémas d’ordre £,
les parametres A > 0 et At > 0 sont sélectionnés selon les restrictions usuelles (4.80)).

Le premier cas test mesure 'ordre des schémas a partir d’une solution réguliére obtenue avec la
condition initiale (4.84)). La Figure montre les résultats au temps final de simulation ¢t = 0,3 et les
tableaux 4.8H4.9) rapportent les erreurs numériques ainsi que les ordres pour différents maillages.

0,8 0,8

0,6 0,6

0,4 0.4 \

w 0,2

Burgers, Q9%

0 0
Exact Burgers, O
-0,2 |- Ordre 3 - 0,2 Exact
Ordre 4 Ordre 4
-0,4 ‘ ‘ ‘ -0,4 ! \ !
-1 -0,5 0 0,5 1 -1 -0,5 0 0,5 1
x x
0,8

0,6
0,4

w 0,2
Burgers, @gf’

0 Exact

0,2 |- Ordre 3

Ordre 4

-0,4 i i !
-1 -0,5 0 0,5 1

FIGURE 4.8 — Résultats numériques produits par les schémas du troisieme et du quatrieme ordre temps
et espace du Théoreme [4.4.3.1| sur un maillage de 400 cellules, avec les triplets ((@gﬁ)ae{a,b,e}a A, At)
donnés dans (4.94))-(4.80) et pour le probleme (4.84]) au temps final ¢ = 0,3.
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Erreurs du schéma du troisieme ordre avec O} = @2‘?
cellule | L* ordre || L? ordre || L™ ordre
100 8,2E-05 | - 1,3E-04 | - 3,4E-05 | -

200 1,0E-05 | 3,0 1,6E-05 | 3,0 2,4E-06 | 3,8
400 1,3E-06 | 3,0 2,0E-06 | 3,0 1,9E-07 | 3,7
800 1,6E-07 | 3,0 2,5E-07 | 3,0 1,6E-08 | 3,6
1600 | 2,0E-08 | 3,0 3,1E-08 | 3,0 1,4E-09 | 3,6

Erreurs du schéma du quatriéme ordre avec OF = 9%

cellule | L! ordre || L? ordre || L™ ordre
100 6,1E-06 | - 1,0E-05 | - 1,2E-05 | -

200 3,8E-07 | 4,0 6,4E-07 | 4,0 79E-07 | 4,0
400 2,4E-08 | 4,0 4,0E-08 | 4,0 4,9E-08 | 4,0
800 1,5E-09 | 4,0 2,5E-09 | 4,0 3,0E-09 | 4,0
1600 | 9,1E-11 | 4,0 1,5E-10 | 4,0 1,9E-10 | 4,0

TABLE 4.7 — Evaluations des erreurs et des ordres numériques produits par les schémas du troisiéme

et du quatriéme ordre temps et espace du Théoréme |4.4.3.1] avec le triplet (©

(4.94al)-(4.80) et pour le probleme (4.84) au temps final ¢t = 0,3.

Ok

a,

A, At) donné dans

Erreurs du schéma du quatriéme ordre avec ©} = @8;1
cellule | L! ordre || L* ordre || L™ ordre
100 6,0E-06 | - 9,8E-06 | - 1,2E-05 | -

200 3,7E-07 | 4,0 6,3E-07 | 4,0 7,6E-07 | 3,9
400 2,3E-08 | 4,0 3,9E-08 | 4,0 4,8E-08 | 4,0
800 1,5E-09 | 4,0 2,5E-09 | 4,0 3,0E-09 | 4,0
1600 9,1E-11 | 4,0 1,5E-10 | 4,0 1,9E-10 | 4,0

TABLE 4.8 — Evaluations des erreurs et des ordres numériques produits par le schéma du quatriéme
ordre temps et espace du Théoreme 4.4.3.1| avec le triplet (@I?f, A, At) donné dans ([4.94D)-([4.80) et
pour le probleéme (4.84) au temps final £ = 0,3.

Erreurs du schéma du troisiéme ordre avec OF = Q%3
cellule | L! ordre || L? ordre || L™ ordre
100 8,2E-05 | - 1,3E-04 | - 1,3E-05 | -

200 1,0E-05 | 3,0 1,6E-05 | 3,0 1,0E-06 | 3,7
400 1,3E-06 | 3,0 2,0E-06 | 3,0 8,7E-08 | 3,6
800 1,6E-07 | 3,0 2,5E-07 | 3,0 7,6E-09 | 3,5
1600 | 2,0E-08 | 3,0 3,1E-08 | 3,0 6,8E-10 | 3,5

Erreurs du schéma du quatrieme ordre avec O} = @Cof

cellule | L* ordre || L? ordre || L™ ordre
100 3,0E-06 | - 5,9E-06 | - 1,8E-06 | -

200 2,0E-07 | 4,1 3,3E-07 | 4,1 1,1E-07 | 4,0
400 1,2E-08 | 4,1 1,9E-08 | 4,1 6,6E-00 | 4,1
800 7,2E-10 | 4,0 1,2E-09 | 4,1 4,0E-10 | 4,0
1600 | 4,5E-11 | 4,0 TAE-11 | 4,0 | 22E-11 | 4,2

TABLE 4.9 — Evaluations des erreurs et des ordres numériques produits par les schémas du troisieme

et du quatrieme ordre temps et espace du Théoréme [4.4.3.1] avec le triplet (©

(4.94¢)-(4.80) et pour le probleme (4.84) au temps final ¢ = 0,3.

Ok

Cyi )

A, At) donné dans

D’apres les tableaux les ordres spatiaux attendus sont exactement retrouvés dans les expé-

riences numériques.

156



Le second cas test se référe a une solution discontinue de I’équation de Burgers telle qu’obtenue
avec la condition initiale (4.85)). La Figure montre les résultats au temps final de simulation ¢ = 0,3
et les tableaux [{.TOHA.IT}4.12] rapportent les erreurs numériques ainsi que les ordres pour différents

maillages.
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FIGURE 4.9 — A gauche, résultats numériques produits par les schémas du troisitme et du qua-
trieme ordre temps et espace du Théoréme [£.4.37] sur un maillage de 400 cellules, avec les triplets

((@g’ﬁ)ae{avbyc}, A, At) donnés dans (4.94)-(4.80]) et pour le probleme (4.85) au temps final ¢ = 0,3. A
droite, évolution temporelle de AS/A¢ défini par (4.81]).

D’apres les graphiques a droite de la Figure la quantité AS/A¢ définie par (4.81) est négative



pour tous les triplets ((@gf)ae{a,bﬂ},/\,At) donnés dans —. Par conséquent, la stabilité
entropique discréte globale est satisfaite. Le choix particulier @bOf défini par donne un résultat
tres satisfaisant avec tres peu d’oscillation parasite autour de la discontinuité. Ce choix particulier du
parametre ©; donne également des résultats satisfaisants pour le schéma du second ordre exposé en
Section mais il n’est pas fonctionnel pour le schéma du troisieme ordre.

Erreurs du schéma du troisieme ordre avec O} = @aof
cellule | L! ordre || L? ordre || L™ ordre
100 3,6E-02 | - 6,3E-02 | - 5,3E-02 | -
200 1,7E-02 | 1,1 4,2E-02 | 0,6 4,2E-02 | 0,3
400 8,4E-03 | 1,0 2,9E-02 | 0,5 3,3E-02 | 0,3
800 4,2E-03 | 1,0 2,0E-02 | 0,5 2,6E-02 | 0,3
1600 | 2,1E-03 | 1,0 1,4E-02 | 0,5 2,1E-02 | 0,3
Erreurs du schéma du quatriéme ordre avec OF = 9%
cellule | L1 ordre || L? ordre || L*° ordre
100 2,6E-02 | - 4,5E-02 | - 3,7E-02 | -
200 1,2E-02 | 1,1 3,0E-02 | 0,6 2,9E-02 | 0,3
400 5,7E-03 | 1,0 2,1E-02 | 0,5 2,4E-02 | 0,3
800 2,8E-03 | 1,0 1,5E-02 | 0,5 1,9E-02 | 0,3
1600 | 1,4E-03 | 1,0 1,1E-02 | 0,5 1,5E-02 | 0,3

TABLE 4.10 — Evaluations des erreurs et des ordres numériques produits par les schémas du troisiéme
et du quatriéme ordre temps et espace du Théoréme [4.4.3.1| avec le triplet (©9% A\, At) donné dans

a,n
(4.94al)-(4.80]) et pour le probleme (4.85]) au temps final ¢ = 0,3.

Erreurs du schéma du quatrieme ordre avec ©F = @8;‘
cellule | L! ordre || L? ordre || L* ordre

100 2,3E-02 | - 5,5E-02 | - 7,3E-02 | -
200 1,3E-02 | 0,8 3,9E-02 | 0,5 5,6E-02 | 0,4
400 6,5E-03 | 1,0 2,7E-02 | 0,5 4,4E-02 | 0,3
800 3,3E-03 | 1,0 1,9E-02 | 0,5 3,5E-02 | 0,3
1600 1,6E-03 | 1,0 1,3E-02 | 0,5 2,8E-02 | 0,3

TABLE 4.11 — Evaluations des erreurs et des ordres numériques produits par le schéma du quatriéme

ordre temps et espace du Théoreme [4.4.3.1| avec le triplet (@bof, A, At) donné dans (4.94b))-(4.80) et
pour le probléme (4.85) au temps final ¢ = 0,3.

Erreurs du schéma du troisieme ordre avec O} = @?f’
cellule | L! ordre || L? ordre || L ordre

100 3,4E-02 | - 5,9E-02 | - 3,2E-02 | -
200 1,6E-02 | 1,1 3,9E-02 | 0,6 2,6E-02 | 0,3
400 7,8E-03 | 1,0 2,7E-02 | 0,5 2,0E-02 | 0,3
800 3,9E-03 | 1,0 1,9E-02 | 0,5 1,6E-02 | 0,3
1600 1,9E-03 | 1,0 1,3E-02 | 0,5 1,3E-02 | 0,3
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Erreurs du schéma du quatriéme ordre avec O} = @CO;}
cellule | Lt ordre || L? ordre || L™ ordre

100 2,3E-02 | - 4,2E-02 | - 3,1E-02 | -
200 9,7E-03 | 1,2 2,8E-02 | 0,6 2,5E-02 | 0,3
400 4,8E-03 | 1,0 2,0E-02 | 0,5 2,0E-02 | 0,3
800 2,4E-03 | 1,0 1,4E-02 | 0,5 1,6E-02 | 0,3
1600 | 1,2E-03 | 1,0 9,7E-03 | 0,5 1,3E-02 | 0,3

TABLE 4.12 — Evaluations des erreurs et des ordres numériques produits par les schémas du troisiéme
et du quatriéme ordre temps et espace du Théoréme |4.4.3.1| avec le triplet (©9% \, At) donné dans

i

(4.94¢))- (4.80) et pour le probleme (4.85) au temps final ¢t = 0,3.

4.5.3.2 Les équations d’Euler

Cette section est consacrée aux résultats numériques des schémas d’ordre trois et quatre en espace et
en temps du Théoréme appliqués aux équations d’Euler telle que décrites en Section Ces
résultats se composent de deux simulations numériques qui reproduisent pour les schémas d’ordre trois
et quatre deux cas tests définis en Section Les deux cas test choisis sont le transport linéaire
et le tube & chocs de Sod [19§]. Pour chaque cas test, les résultats sont présentés conjointement
et la notation Ok pour k dans {3,4} désigne le schéma du méme ordre.

En considérant un réel 9% satisfaisant 1'inégalité stricte ainsi que les vecteurs AP* définis
dans et € = 107!2, les matrices G)iOk retenues pour les équations d’Euler sont

O0% = — 09 diag, << (sign ((Vi(wliy) — Va(wi,)),; (A%);)), (4.952)

(602 = 0702) (6, 02 + (07,1)2)

2 2

2
((5;7%)5 + (5;;%);) te

O = diagi<;s (4.95b)

Le premier cas test concerne la mesure de ’ordre des schémas a partir d’un transport linéaire obtenu
avec la condition initiale (4.88]). La Figure montre les résultats au temps final de simulation ¢ = 0,2
et les tableaux [L.13}[4. 14 rapportent les erreurs numériques ainsi que les ordres pour différents maillages.

2,7

1,4 -

1,2 - 2,65 |-
p 1 pE
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FIGURE 4.10 — Résultats numériques produits par les schémas du troisieme et du quatriéme ordre temps
et espace du Théoreme |4.4.3.1| sur un maillage de 400 cellules, avec les triplets ((@ao”jf)ae{a’b}, A, At)

donnés dans (4.95)-(4.80) et pour le probleme (4.88)) au temps final ¢t = 0,2.

Erreurs du schéma du troisieme ordre avec O = @2?
cellule | L! ordre || L? ordre || L™ ordre
100 6,3E-04 | - 3,4E-04 | - 3,0E-04 | -
200 7,9E-05 | 3,0 4,3E-05 | 3,0 3,8E-05 | 3,0

400 9,9E-06 | 3,0 5,4E-06 | 3,0 4,8E-06 | 3,0

800 1,2E-06 | 3,0 6,7E-07 | 3,0 6,0E-07 | 3,0
1600 | 1,5E-07 | 3,0 8,4E-08 | 3,0 7,5E-08 | 3,0
Erreurs du schéma du quatrieme ordre avec ©F = @aof
cellule | L' ordre || L? ordre || L™ ordre
100 2,0E-05 | - 1,1E-05 | - 9,6E-06 | -
200 1,3E-06 | 4,0 6,8E-07 | 4,0 6,0E-07 | 4,0
400 7,8E-08 | 4,0 4,3E-08 | 4,0 3,8E-08 | 4,0
800 4,9E-09 | 4,0 2,7E-09 | 4,0 2,4E-09 | 4,0
1600 | 3,1E-10 | 4,0 1,7E-10 | 4,0 1,5E-10 | 4,0

TABLE 4.13 — Evaluations des erreurs et des ordres numériques produits par les schémas du troisiéme
et du quatrieme ordre temps et espace du Théoreme [4.4.3.1| avec les triplets (@Ok A, At) donnés dans

(4.95a)-(4.80)) et pour le probleme (4.88) au temps final ¢ = 0,2. ’

Erreurs du schéma du quatriéme ordre avec OF = ©91
cellule | L! ordre | L* ordre || L™ ordre

100 5,6E-05 | - 3,9E-05 | - 7,2E-05 | -
200 3,4E-06 | 4,0 2,7E-06 | 3,9 6,4E-06 | 3,5
400 1,2E-07 | 4,9 6,8E-08 | 5,3 1,4E-07 | 5,5
800 5,3E-09 | 4,4 2,8E-09 | 4,6 2,4E-09 | 5,9
1600 | 3,1E-10 | 4,1 1,7E-10 | 4,1 1,5E-10 | 4,0

TABLE 4.14 — Evaluations des erreurs et des ordres numériques produits par le schéma du quatriéme
ordre temps et espace du Théoreme 4.4.3.1| avec le triplet (@bof, A, At) donné dans ([4.95D))-(4.80) et
pour le probléme (4.88)) au temps final ¢ = 0,2.

D’apres les tableaux [4.134.14] et puisque les schémas proposés n’utilisent pas de limiteurs de pente,
les ordres théoriques attendus sont une nouvelle fois retrouvés dans les expériences numériques.

Pour conclure, le cas test du tube a chocs de Sod [198] est réalisé avec les schémas du troisieme et
du quatrieme ordre temps et espace. Les conditions de ce cas test sont rappelées en Section
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La Figure [{.I1] montre les résultats au temps final de simulation ¢ = 0,2 et les tableaux [L.15}4.16]
rapportent les erreurs numériques ainsi que les ordres pour différents maillages.
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FIGURE 4.11 — Résultats numériques et évolution temporelle de AS/a¢ défini par (4.81)) avec les schémas
du troisieme et du quatrieme ordre temps et espace du Théoreme [4.4.3.1|sur un maillage de 400 cellules,

avec les triplets ((@g’f)ae{a,b}, A, At) donnés dans (4.95)-(4.80]) et pour le probléeme de Sod (4.89) au
temps final t = 0,2.

Les paramétres ((O9%),capy: A, At) donnés dans (4.95)-(4.80) assurent la stabilité entropique dis-
crete globale. Les résultats sont corrects pour toutes les matrices (@2};)016{[1’1)} mais ils sont moins
oscillants avec le choix @814 (4.95b)) dans le cas du schéma du quatriéme ordre. Ce choix de matrices

n’est pas possible pour le schéma du troisiéme ordre car il n’assure pas la stabilité entropique.

Erreurs du schéma du troisieme ordre avec O = @2?
cellule | L* ordre || L? ordre || L™ ordre
100 4,5E-02 | - 5,0E-02 | - 2,0E-01 | -

200 2,3E-02 | 0,9 3,1E-02 | 0,7 1,9E-01 | 0,1
400 12E02 | 1,0 | 2,0E02 | 0,7 || 1,7BE-0L | 0,1
800 5,9E-03 | 1,0 1,2E-02 | 0,7 1,3E-01 | 0,4
1600 3,2E-03 | 0,9 8,5E-03 | 0,5 1,0E-01 | 0,4
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Erreurs du schéma du quatriéme ordre avec O} = @aO;;
cellule | Lt ordre || L? ordre || L™ ordre

100 3,5E-02 | - 3,8E-02 | - 1,4E-01 | -
200 1,9E-02 | 0,9 2,4E-02 | 0,6 1,2E-01 | 0,3
400 9,9E-03 | 0,9 1,6E-02 | 0,6 1,2E-01 | 0,0
800 4,9E-03 | 1,0 9,5E-03 | 0,7 8,1E-02 | 0,6
1600 | 2,5E-03 | 1,0 6,5E-03 | 0,6 8,5E-02 | 0,1

TABLE 4.15 — Evaluations des erreurs et des ordres numériques produits par les schémas du troisiéme
et du quatriéme ordre temps et espace du Théoréme |4.4.3.1| avec le triplet (©9% X\, At) donné dans

a,

(4.95al))-(4.80)) et pour le probleme de Sod (4.89)) au temps final ¢ = 0,2.

Erreurs du schéma du quatrieme ordre avec O] = @gf
cellule | L! ordre || L? ordre || L* ordre

100 3,2E-02 | - 3,9E-02 | - 1,7E-01 | -
200 1,6E-02 | 1,0 2,5E-02 | 0,7 1,6E-01 | 0,1
400 8,0E-03 | 1,0 1,5E-02 | 0,7 1,4E-01 | 0,2
800 3,8E-03 | 1,1 8,8E-03 | 0,8 1,1E-01 | 0,4
1600 2,0E-03 | 0,9 6,0E-03 | 0,5 8,9E-02 | 0,3

TABLE 4.16 — Evaluations des erreurs et des ordres numériques produits par le schéma du quatriéme
ordre temps et espace du Théoreme [4.4.3.1| avec le triplet (@bof, A, At) donné dans (4.95b))-(4.80) et
pour le probléeme de Sod (4.89)) au temps final ¢t = 0,2.

4.6 Synthese et conclusion

A partir d’une correction du schéma HLL standard [I18], des schémas du second ordre spatial sont
tout d’abord présentés dans ce chapitre. Ces schémas n’utilisent pas de limiteurs de pente [219] et ils
sont définis par la donnée d'un triplet ((092);ez, A, At) dans M, m(R) x (R%.)2. En restreignant chaque

élément de ce triplet et en supposant que la séquence (w}*

")iez n'est pas dans un voisinage immédiat du
bord de €2, ces schémas vérifient une stabilité entropique discréte globale pour une entropie strictement
convexe de classe C2(€2,R) donnée.

Les restrictions proposées pour chaque élément du triplet ((@?Q)iez,)\,At) sont respectivement
données par les inégalités (4.34), (£.39) et (4.40). Des séquences (092);cz et des réels A > 0 satisfaisants
les conditions requises sont explicitement donnés. En revanche, la condition CFL n’est explicite
que dans le cas de ’entropie quadratique et par conséquent, elle nécessite en général la résolution d’une
équation non linéaire. L’étude de cette condition CFL dans le cas du transport linéaire scalaire montre
un comportement formel de type parabolique. Une correction vers un comportement hyperbolique est
toutefois possible avec une montée en ordre temporel de type Runge-Kutta Strong Stablilty Preserving
[107, 109, 110]. D’apres [76], 230], ces montées en ordre temporel préservent le résultat de stabilité
entropique.

Sur le plan numérique, et comme les schémas proposés n’utilisent pas de technique de limitation,
les ordres théoriques sont exactement retrouvés dans les simulations de solutions régulieres. Dans le
cas de solutions discontinues, les résultats sont conforment aux standards de la littérature y compris
pour une fonction de flux f non convexe. Il est cependant clair que les matrices (@?2)%2 ne sont
pas toutes équivalentes. Dans le cas scalaire de I’équation de Burgers, certains choix semblent assurer
le principe du maximum alors que d’autres produisent des oscillations parasites. Des différences de
résultats similaires sont également observées dans le cas des équations d’Fuler.

Cette famille de schémas numériques du second ordre est 'objet de la publication [I6] et en gé-
néralisant sa définition, des schémas non limités du troisiéeme et du quatrieme ordre sont également
proposés dans ce chapitre. Pour une entropie strictement convexe de classe C2(, R) donnée, I’existence
de triplets ((@?k)(i’k)ezx{&‘l}, A, At) assurant une inégalité d’entropie discréte globale est démontrée.
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Les résultats numériques de ces schémas d’ordre trois et quatre sont satisfaisants. Dans le cas
de solutions régulieres, les ordres théoriques attendus sont exactement mesurés. Dans le cas de solu-
tions discontinues, les résultats sont conformes aux solutions de références mais ils présentent parfois
localement des oscillations parasites. Comme pour les schémas du second ordre, 'amplitude de ces

. . . . . Ok
oscillations est variable selon le choix des matrices (©j )(i,k)er{3,4}'
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Chapitre 5

Schémas d’ordre élevé, non limités et a
stabilité entropique discrete globale sur
maillages non structurés en dimension
deux

Ce chapitre propose une extension des schémas du chapitre[d au cadre de deux dimensions d’espace.
Pour mener cette extension, il est d’abord nécessaire de présenter les systemes hyperboliques ainsi que
leurs approximations numériques dans un cadre bi-dimensionnel.

5.1 Approximations numériques des systéemes hyperboliques de lois
de conservation en dimension deux

5.1.1 Les inégalités d’entropie des systemes hyperboliques de lois de conservation
homogeénes en dimension deux

Dans ce chapitre, et en notant -T 'opération de transposition usuelle de R?, z = (x1,29)" désigne
la variable d’espace dans R? et ¢ est la variable de temps dans RT. Pour un entier naturel non nul m,
considérons un systéme hyperbolique de m équations de conservations en deux dimensions d’espace,
d’inconnue w : R? x RT — R™ et écrit sous la forme

Ow + O, f1(w) + Oz, fo(w) = 0. (5.1)

L’inconnue w prend ses valeurs dans un ensemble convexe non vide €2 inclus dans R™, fi, fo : @ — R™
désignent deux fonctions de flux données. Ces deux fonctions sont supposées étre de classe C2(Q, R™) et
leurs matrices jacobiennes sont respectivement notées V fi(w) et V fa(w) dans My, ., (R). On suppose
que le systeme d’équations est hyperbolique ce qui signifie que pour tous vecteurs unitaires
n = (n1,n2)" de R? et pour tous w de 2, la matrice V fi(w)ni + V fo(w)nz est diagonalisable dans R.

Le systéme hyperbolique est associé a une donnée initiale notée wy qui désigne une fonction
mesurable de L>®°(R?). En notant F = (f1, f2) : @ — (R™)? et div, l'opérateur de divergence usuel,
un systeme de lois de conservation bidimensionnel s’écrit sous la forme du probleme de Cauchy
suivant :

{ dw +div,F(w) = 0, t>0, zeR?% (5.2)

w(z,t =0) = wo(x).
L’existence et 1’étude des solutions des systemes hyperboliques donnés ci-dessus sont l'objet de
plusieurs travaux [37), 104}, I89]. Dans ce mémoire de these, l'existence des solutions du probleme de
Cauchy est admise et on admet également que ces solutions vérifient une inégalité d’entropie.
En conservant la notation - pour la transposition usuelle de R™, une fonction convexe n: Q — R
est appelée entropie s’il existe deux fonctions de flux d’entropie g1, g2 : €2 — R telles que

VgE(w) =Vt (w)V i (w), Y(w,p)€Qx{1,2}.
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Pour une entropie 17 donnée, la notation G = (g1, g2) :  — R? est adoptée et on admet que les solutions
du systeme hyperbolique (5.2) vérifient une inégalité d’entropie locale qui s’écrit

on(w) + div,G(w) < 0.

Par conséquent, 'intégration de I'inégalité ci-dessus selon la variable x puis I’application du Théoreme
de Green donnent 1’inégalité d’entropie globale suivante :

/ on(w)dz <0, Vt>O0. (5.3)
RQ

L’objectif de ce chapitre est d’étendre au cas bi-dimensionnel les schémas numériques introduits
dans le chapitre précédent. Ainsi, il s’agit de présenter des méthodes numériques valides sur les maillages
non structurés, formellement d’ordre élevé et qui vérifient un analogue discret de I’inégalité d’entropie
globale . D’apres la bibliographie générale présentée en Section il demeure difficile d’obtenir
une propriété de stabilité entropique discrete a partir d’'un schéma d’ordre élevé. L’ajout de maillages
non structurés bi-dimensionnels complexifie encore 'articulation de ces deux propriétés. La section
suivante en présente les aspects et les illustre a 1’aide d’une bibliographie dédiée.

5.1.2 Quelques généralités sur les approximations numériques en dimension deux

Les solutions des systemes hyperboliques sont approchées sur un maillage du temps associé a
un maillage de 'espace non structuré. Le maillage temporel est défini par une séquence (t"),cn dans
R* de pas constant At > 0. Le maillage de l'espace est noté 7 dans R? est il paramétré par une taille
caractéristique h > 0. Ce maillage est formé de cellules polygonales simples notées (C;);e7. L’ensemble
des cellules voisines de C; est noté N (i) et chaque cellule C; de surface |C;| > 0 est définie par un
ensemble d’arétes (I'jj)jear(s)- Chaque aréte est de longueur |I';;| > 0 et elle est associée a un vecteur
normal noté n;; dans R% Les vecteurs normaux (nij)jenrs) sont tous orientés vers l'extérieur de la
cellule Cj.

A la date t" et sur chaque cellule Cj, la quantité w(-,t") est approchée par un objet w} généralement
défini par une constante de R™ [27, [I74] ou bien par un polynoéme a valeurs dans R™ [55] 56], O1]. La
mise a jour de w} a la date t" 4+ At est notée w?“ et elle est dépend d’une contribution de chacune
des cellules voisines a C;. Pour une aréte I';; donnée, cette contribution s’effectue a 'aide d'un flux
numérique noté F;; dans R™ et qui vérifie formellement

T3] Fij =~ /r fr(w(x(§),t"))nij, + fo(w(x(§),t"))nij, dE.

Ainsi, a partir de la donnée de F;;, un schéma numérique approchant les solutions de ([5.2)) s’écrit

w?“ —wp n 1
At |Cs]

> ITylF;=0, VieT. (5.4)
JEN(3)

Une caractéristique principale d’un tel schéma formel est sa précision usuellement quantifiée par
la notion d’ordre. Plusieurs définitions de cette notion ont par exemple été proposées dans [I8], 32
55, 144, 219] mais les recherches bibliographiques menées ne montrent pas l’existence d’une définition
générale et unificatrice. Néanmoins, il demeure possible de donner une description formelle de ’ordre
d’un schéma numérique.

En supposant une régularité suffisante de w, un schéma numérique est dit d’ordre k en
espace (resp. en temps) si une quantification de lerreur d’approximation donnée s’écrit formellement
On_o(h*) (resp. Oai0(AtF) ). Cette description formelle est 1’analogue de celle proposée en une
dimension d’espace (voir Chapitre 1} Sectiongl.3.1]et[L.4.1)) et son écriture au cas bi-dimensionnel sera
détaillée en Section [5.1.5] D’une maniére générale, la recherche d’un schéma numérique d’ordre élevé
est justifiée par deux aspects.

D’abord et d’apres [148], il est admis que les montées en ordre corrigent au moins partiellement
un défaut des schémas du premier ordre qui, par nature, régularisent artificiellement les solutions
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numériques calculées. La seconde justification des montées en ordre est que travailler sur des maillages
grossiers avec un schéma d’ordre élevé est plus économique en ressource et en temps de calcul que de
travailler sur des maillages fins avec un schéma du premier ordre [168, 193], 210].

Toutefois, sans précaution particuliere, les schémas d’ordre élevé sont oscillants voire instables
dans les zones de discontinuités [149] [193]. Par conséquent, et en vertu de la bibliographie introductive
présentée en Section m, il est admis que la stabilité des schémas bi-dimensionnels repose sur
des inégalités d’entropie discretes. Pour une aréte I';; donnée, ces inégalités discretes utilisent un flux
numérique d’entropie noté G;; dans R et qui satisfait formellement

Ti5]Gij ~ /F g1 (w(@(§),t"))nijy + g2 (w(x(§),t"))niz, dE.
ij
A partir de cette notion, un schéma numérique (5.4) est dit a stabilité entropique locale 8’1l existe un
flux numérique d’entropie G;; tel que

1
(i) —nwy) | 1

At |Cil

JEN(7)

D’apres son expression, un schéma numérique s’appuie nécessairement sur le voisinage de
la cellule C;. Sur les maillages non structurés, le positionnement relatif de C; par rapport a C; est a
priori quelconque. Cette propriété constitue donc une différence importante avec le cas d’une dimension
d’espace pour lequel la relation d’ordre de R peut étre utilisée. Néanmoins, I’étude monodimensionnelle
n’est pas completement décorrélée du cas de deux dimensions d’espace. En effet, en introduisant le
périmetre |P;| > 0 de la cellule Cj, le schéma numérique (5.4) se récrit de maniere équivalente sous la

forme
=y
JEN(3)

Tl . AUP| N\
7 (wi— C J-",]), VieT.

D’apres cette écriture, un schéma numérique (5.4) est une combinaison convexe de schémas monodi-
mensionnels chacun définis dans la direction de n;;. Par conséquent, et en utilisant la convexité des
entropies n, il suit nécessairement

nw! ) <

JEN(i) i

AT P
(wi— il .7-"”), VieT.

Ainsi, en raisonnant direction par direction, il est possible de transférer les stabilités entropiques et
Pordre d’un schéma défini en une dimension d’espace vers un analogue défini sur une grille cartésienne
de R? [44, 45 (52, [63], [92], 04} 156, (179, 193] 232]. En revanche, un transfert direct sur les maillages non
structurés est impossible car la géométrie des cellules fausse les approximations usuelles des dérivées
[201]. Comme de telles approximations sont en général indispensables aux schémas numériques précis,

I'introduction de maillages non structurés requiert donc d’abord des méthodes adaptées d’approxima-
tion des gradients.

5.1.3 L’approximation des gradients en dimension deux

Les approximations des dérivées reposent en général sur des développements de Taylor. En notant
x; le centre de masse d’une cellule C; et en supposant une régularité suffisante, le développement de
Taylor de w sur un maillage non structuré s’écrit

’LU(IEJ', tn) =

2 2
1
w(ai, ") + D (15 = 2)u0, w(@i, 1) + 5 3 (@) = 2i)udem, w(wi, ") (@) — 2i)y + O(h). (5.6)
p=1

Hv=1

En une dimension d’espace et aussi par extension directe sur grilles cartésiennes, 1’association de plu-
sieurs développements de Taylor permet d’obtenir des approximations du gradient et de la matrice
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hessienne de w. En revanche, comme le montre le développement , les maillages quelconques
couplent nécessairement les deux directions de I'espace. Dans ce cas, les développements de Taylor
donnent seulement acces a une projection des dérivées et par conséquent, le calcul de leurs approxi-
mations devient problématique. Plusieurs résultats ont été proposés pour surmonter cette difficulté et
les paragraphes ci-apres en donnent une présentation organisée en quatre catégories réparties selon les
méthodes employées.

La premiere catégorie décrite dans [89] consiste a contraindre le maillage pour faire coincider des
directions de projections avec des quantités connues et ainsi obtenir des approximations du gradient au
premier ordre. En notant d; ; la distance euclidienne entre z; et z;, la contrainte de géométrie usuelle
est d; jn;; = x; — x; et elle permet d’écrire

w? —wh

Oz w (24, ™" )nij, + Opyw(wi, " )n45, = 7]d- — + O(h).

i,j

La seconde catégorie de méthodes utilise le théoreme de Green-Gauss pour transférer un gradient a
la cellule vers des quantités définies sur les arétes. Ces quantités aux arétes sont ensuite calculées avec
une procédure de point fixe |70}, 201, 202] ou par la résolution d’un systéme linéaire couplant toutes
les inconnues du maillage [28), [169]. Bien que des approximations d’ordre deux sur des maillages non
structurés aient pu étre proposées dans [28], les approximations du gradient obtenues sont en général
du premier ordre et d’ordre deux seulement sur les grilles cartésiennes.

La troisieme catégorie de méthodes s’appuie sur un maillage dual pour calculer des valeurs complé-
mentaires de I'inconnue w. Avec ces valeurs additionnelles, les auteurs de [67, 81} [154] proposent des
approximations du gradient au premier ordre sur des maillages quelconques. De leurs cotés, Herbin et
al introduisent dans [I12I] des gradients discrets du second ordre sur les maillages contraints définis
dans [89],

La quatrieme catégorie s’articule autour de problémes d’optimisation obtenus en pondérant plu-
sieurs développements de Taylor de la forme . En notant w;; des réels positifs et p un entier, ces
problemes d’optimisation s’écrivent formellement

2 2
. 1 p
(I)I(ll}r/l) E wij|wi — wi' — g () —24)p Xy — 3 E (xj — i) Yo (r; — x4)y (5.7)
Y] p=1 pr=1

Les approximations des gradients et des matrices hessiennes de w sont ensuite construites a partir du
couple (X™*,Y™) solution du probléme ci-dessus. Dans cette optique, des gradients discrets du premier
ordre sont décrits dans [I28] et du second ordre sur les grilles cartésiennes dans [222]. Néanmoins, sur
maillages quelconques, ces méthodes d’optimisation n’assurent pas systématiquement le second ordre
des approximations des gradients. D’apres [43], 218] et [0, 163], cet ordre est largement influencé par
les développements de Taylor et par les pondérations choisis dans la définition du probleme .
Ces problémes de minimisations sont parfois hybridés avec les méthodes détaillées dans les pa-
ragraphes ci-avant [68], [76], 167, 192] mais leurs résultats demeurent sujets aux oscillations parasites et
ils nécessitent donc I’emploi de limiteurs de pente.

Ainsi, plusieurs méthodes d’approximations des gradients sur les maillages non structurés sont
désormais établies. Comme le montre la recherche bibliographique exposée ci-dessus, elles ne sont pas
toutes équivalentes et d’apres les comparatifs proposés dans [66, 201], le choix d’une méthode n’est pas
simple. Néanmoins, a partir d’un gradient discret, il est possible de reconstruire une approximation du
second ordre de w le long de 'aréte I';;. L’introduction de cette approximation dans un flux numérique
formellement mono dimensionnel dans la direction de n;; donne un schéma numérique d’ordre
élevé. Toutefois, comme dans le cadre d’'une dimension d’espace, cette propriété de précision doit
s’articuler a une propriété de stabilité.

5.1.4 La stabilité des schémas d’ordre élevé en dimension deux

A partir du schéma MUSCL usuel [219], plusieurs schémas du second ordre ont été proposés sur
des maillages non structurés. Avec des limiteurs adaptés, ces schémas préservent le domaine Q [27, [174]
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mais ils vérifient des stabilités entropiques incomplétes [22) [77]. En notant 7; une approximation de
n(w!), ces versions incompletes de (5.5) s’écrivent

n—i-l) =

n(w; i .
A St B AN S I < .
” \C\ E Tj1Gi; <0, VieT
JEN(3)

Des schémas d’ordre deux a quatre de type (W)ENO sur maillages non structurés sont par ailleurs
établis dans [I7), 90, 97, 130, [155] 157, 217] mais aucune preuve de stabilité entropique n’est proposée.
D’une maniére générale, et comme le détaillent par exemple les auteurs de [I57, 217], la difficulté
des méthodes (W)ENO sur les maillages non structurés réside dans les reconstructions polynomiales
d’ordre élevé. D’apres la biobibliographie de la section [5.1.3] plusieurs méthodes de reconstruction sont
possibles mais leurs formulations rendent extrémement difficile voire impossible les preuves de stabilité.
Ray et al proposent de contourner cet obstacle dans [I80] par I'utilisation d’un maillage dual et une
version des variables entropiques. Il en résulte un schéma numérique du second ordre vérifiant une
version semi-discrete de ([5.5) qui s’écrit

d
an(wz Z ITy|Gi;(t) <0, VieT. (5.8)

JEN(%)

En ce qui concerne les méthodes DG, le formalisme SPB a été étendu avec succes au cas des
maillages non structurés [55), 56, O1]. Par conséquent, les auteurs de [50, 65, H6l OT) [188] 220] 228]
proposent des schémas d’ordre quatre a cinq et satisfaisant des inégalités d’entropie semi-discretes
globales de la forme

anz N|Cil <0, Vt>0. (5.9)
zET
Un résultat remarquable est [137] dans lequel Kuzmin et al proposent un schéma DG explicite en
temps, défini sur des maillages non structurés, du second ordre et satisfaisant une inégalité d’entropie
discrete locale . Malheureusement, ce schéma aux éléments finis contient un terme de la forme
O(At) ce qui, avec la condition CFL, le réduit & un schéma du premier ordre.

Plus généralement, la méthode des éléments finis associée aux schémas RD [2] [69] leve deux diffi-
cultés quant a 'approximation sur les maillages non structurés. D’abord, la formulation intégrale des
résidus distribués est largement indépendante du maillage [3, 4, 5, [6l ©]. Ensuite, cette formulation
intégrale permet 'usage du Théoreme de Green. Par conséquent, un schéma RD peut s’affranchir de
lapproximation des gradients des fonctions de flux [221, Section 1.6.2] ce qui contourne les difficultés
énoncées en Section Ainsi, en complétant ces considérations par les résidus de stabilité présentés
dans [3, 8, @], les auteurs de [5] proposent un schéma RD pour les équations d’Euler, défini sur des
maillages non structurés, d’ordre quelconque et qui satisfait

> n(w)ICil < Y n(w)|Cil,

€T €T
ou tY et ¢tV désignent respectivement la date initiale et la date finale de simulation.
g

D’apres les paragraphes ci-dessus, les schémas bidimensionnels d’ordre élevé vérifient tres souvent
des stabilités entropiques semi-discretes . dont le transfert en temps discret est détaillé en
Section (I Ensuite, I’ensemble des methodes décrites dans cette section utilisent des limiteurs de
pente dont le choix, déja difficile en une dimension d’espace, est encore complexifié par les effets de
géométries des maillages non structurés [27, [63, [77].

Par conséquent, I’étude bibliographique ne montre pas ’existence de schémas numériques du second
et du troisiéme ordre, sans limiteurs de pente, définis sur des maillages non structurés, explicites en
temps et qui vérifient une inégalité d’entropie discréte globale donnée par

n+1 n
Z” )= o <0, w0,
€T At

Ce chapitre s’intéresse a l’existence de ces schémas dans le cadre de la méthode des volumes finis en
deux dimensions d’espace qui est maintenant rappelée.
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5.1.5 La méthode des volumes finis en deux dimensions d’espace

La méthode des volumes finis nécessite tout d’abord un maillage temporel dans R*. Un tel maillage
est donné par une séquence (t"),ecn de pas uniforme At > 0 et qui vérifie

=0, t"'=t"+At, VneN.

Ensuite, pour N dans N*, un maillage non structuré en dimension deux est un pavage de R? réalisé
avec N polygones simples notés C; et appelés cellules. Un tel maillage est noté T et son nombre de
cellules N est désigné par Card(7). Ainsi, un maillage non structuré de R? s’écrit

Card(T)
i=1

En considérant une bijection quelconque entre l'intervalle d’entier {1,...,Card(7)} et ’ensemble
des cellules de T, chaque cellule C; est assimilée & son indice i. Cette convention permet la notation
abusive mais synthétique i € 7. De plus, la géométrie de C; est caractérisée par N (i) cotés définis par
un ensemble d’arétes (I';j);jcq1,...ar(i)}- Sa surface est notée |C;| > 0 et x; désigne son centre de masse
dans R?. La taille de chaque cellule C; est uniformément contrélée par un réel A > 0. Dans ce mémoire
de these, et en notant d : (R?)? — R* la function de distance euclidienne usuelle de R?, le paramétre
h est défini par h = max; j)e72 d(z;, ;).

Par abus de notations, et pour une cellule C; donnée, N (i) désigne également 1’ensemble des cellules
voisines de Cj et 'aréte I';;, de longueur |I';;| > 0, est 'interface orientée de C; vers C;. Le vecteur
normal de I';; est noté n;; = (nijl,nijQ)T dans R? et par conséquent, n;j = —nj;. L’ensemble des
interfaces non orientées de T est noté &£ et il s’écrit formellement

£=Jry.
ij

La Figure [5.1] illustre les notations utilisées autour d'une interface orientée T'y;.

FIGURE 5.1 — Interface orientée I';; localisée entre deux cellules C; et C; de centre de masse respectif
x; et Zj.

Avec la donnée de maillages temporels et spatiaux ainsi définis, il est alors possible de construire
une approximation des solutions d’un systéme hyperbolique de m équations de conservations de la
forme

{ Ow + div,F(w) = 0, t>0, z€R2 (5.10)

w(z,t=0) = wp(z).

Tout d’abord, la donnée initiale wy est discrétisée a 1'aide d’une séquence de R™ notée (w);e7 et
définie par

1
w? = —/ wo(z)dx, VieT.
‘CZ‘ &)
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Ensuite, pour (w]');e7 une suite d’éléments de R™ pour tout n dans N, une fonction constante par
morceaux notée wa : R? x N — R™ est considérée. Cette fonction s’écrit

(x,t") Zw xc; ( (5.11)
€T

Par construction, wa (-, ") est une approximation constante par morceaux de la fonction wg qui s’iden-

tifie & w(-,t°). Ainsi, pour obtenir une approximation de (w(-,t")), o il est suffisant de définir un

+1 <
(w;™)

schéma numérique qui permet le calcul de iez a partir de (w])iez.

Définition 5.1.5.1 (Schéma numérique volumes finis conservatif en dimension deux). Soit F : (R™)? x
R? — R™ une fonction de flur numérique continue. Soit u : R> — R™ une fonction réguliére et notons

de, VieT.

U; =

|Ci

Un schéma numérique volumes finis en dimension deux qui approche les solutions de (1.30|) s’écrit sous
la forme

At . .
w;“rl =wl! — i Z T | F (wi, w0} nig), V(i 5) € T x N(i). (5.12)
IEN(D)
Un tel schéma est dit
i) conservatif si le fluz numérique F satisfait F(wi, w}, ni;) = —F(w}, wit,n;i). Dans ce cas, aux

" ier vérifie

> wi TG =) wi|Cl. (5.13)

€T €T

contributions des termes de bord preés, la séquence (w

i1) consistant si le flur numérique F vérifie
]-"(w, w, nij) = fi (w)nijl + fg(w)nim, V(’LU,TLU) € Q x R2.

i1i) d’ordre k si, pour une interface orientée I';; fixée, le flur numérique F vérifie également
1
Fluiugnig) = 5 /F (f1((@(©))nigy + fo (u(@(©))nisy) A€ + O(RF).
ij| T

Avec la définition ci-dessus, et comme il n’y a pas de confusion possible, la notation F(w}, wy, "onij) =
Fij est désormais adoptée. Par conséquent un schéma numérique conservatif (5.12]) en deux dimensions
d’espace se lit

witt = ‘ Z T3 Fijy V(i j) € T x N(3). (5.14)

]GN(Z
D’apres la Définition [5.1.5.1] I’égalité de conservation ([5.13)) est conditionnée par une propriété sur le
flux numérique qui s’écrit F;; = —F;;. D'une maniere générale, une quantité de R™ qui vérifie une

telle égalité est qualifiée de conservative. Cette propriété permet 'utilisation d’intégrations par parties
discretes.

Lemme 5.1.5.1 (Intégrations par parties discretes). Considérons une séquence (X;)ieT d support
compact et a valeurs dans R™. Considérons ensuite Y;; dans R™ une quantité conservative qui vérifie
pour toute interface I';; ’égalité Y;; = —Yj;. En notant - le produit scalaire usuel de R™, [’égalité
suivante est satisfaite :

=2 > IbylXs - Vi = YO0V - (X — Xa). (5.15)

€T jEN(3) ije€

L’égalité ci-dessus est appelée intégration par parties discréte.
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Démonstration. L’égalité (5.15)) est obtenue par une réorganisation de son terme de gauche. Par défi-
nition de ce terme, chaque interface I';; recoit deux contributions : la premiere de ¢ vers j et la seconde

de j vers i. Par conséquent, en utilisant la propriété Y;; = —Y};, il suit
SN MylXi- Y = > (|Fij|Xi‘Yij+’Fji|Xj'in)a
i€T jEN(i) ijeE e e
= > (|Fij|Xz' Y5 — Tl X - Yz‘j>,
ijee
= = > IDyl(X; - Xi) - Y.
ijee

Au signe pres, 1’égalité ci-dessus correspond au résultat (5.15)), et par conséquent ceci conclut la dé-
monstration. O

Le calcul ci-dessus fait clairement apparaitre la nécessité de la propriété F;; = —Fj; quant a
lobtention de ’égalité de conservation discréte (5.13)). Cette propriété de conservation est également
nécessaire a la définition des inégalités d’entropie discrétes bi-dimensionnelles qui sont maintenant
détaillées.

Définition 5.1.5.2 (Stabilité entropique discréte en dimension deux). Soit un systéme hyperbolique
de la forme (5.10) équipé d’un couple entropie, flux d’entropie (n,G) et dont les solutions vérifient une
inégalité d’entropie de la forme

on(w) + div,G(w) < 0.

i) Soit G : (R™)? x R? — R une fonction continue. La fonction G est dite consistante avec G si
G(w,w,n;) = g1(w)nij, + go(w)nijy, V(w,n;;) € Q x R

i1) Un schéma numérique volumes finis conservatif (5.12]) approchant les solutions de (5.10) est dit
a stabilité entropique locale pour le couple (n,G) s’il existe une fonction G consistante avec G,

qui vérifie G(w}', W}, nij) = Q(w] ,wit,ng;) et telle que
ntly n
n(wi ") —n(wi) | S° TG (wp, whng) <0, V(i) € T x N(i). (5.16)
At |C’ | P J

Dans ce cas, la fonction G est appelée flux numérique d’entropie.

ii1) Un schéma numérique volumes finis conservatif (5.12)) approchant les solutions de (5.10)) est dit
a stabilité entropique globale pour le couple (n,G) si

n+1

€L

A partir des définitions ci-dessus, un schéma numérique conservatif est entierement défini
par la donnée de son flux numérique F;;. Ainsi, 'objectif de ce chapitre est de définir F;; comme une
extension des flux numériques non limités mono-dimensionnels du chapitre ] Puisqu'une extension
des ordres deux et trois est considérée, il est maintenant nécessaire de proposer des approximations
des gradients et des matrices hessiennes consistantes, non limités et définies sur des maillages non
structurés.

5.2 Gradients et matrices hessiennes discrets non limités

5.2.1 Définition de maillage admissible

Pour proposer des approximations des gradients et des matrices hessiennes, une notion de maillage
admissible est introduite dans cette section. La définition de cette notion nécessite des notations com-
plémentaires qui sont maintenant détaillées.
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Tout d’abord, la fonction de distance euclidienne usuelle de R? est notée d : (R?)? — RT et elle
s’écrit
2
d(xa, ) = | Y (Ta — xp)%,  V(wa, 1) € (R?)2.
pn=1
Comme cela ne porte pas a confusion, la quantité d(z,, ;) est notée d, . Par conséquent, le parametre
h > 0 qui contréle uniformément la taille des cellules se lit désormais h = max;jee d; ;.

Ensuite, pour une interface orientée I';; fixée, @;; dans R? est le milieux de cette interface. L’inter-
section de I';; avec le segment formé par les centres de masse des cellules C; et C; est noté x;; dans
R?. Les quantités Ti; et x;; sont illustrées par la Figure et la convention d’écriture de la fonction
d donne

d@j = d(:vi,xj) > 0, djﬁ'j = d(.mj, l‘j) > 0, dl’ﬂ'j = d(.ﬂ?lj, QS‘Z) > 0. (5.17)

Par conséquent, ’égalité d;;; +d; ;; = d; j est immédiate. Pour o dans {C;, C;,T';;}, des formes linaires
Q% et £;; sont aussi considérées. Ces formes linéaires sont associées a I'interface orientée I';; donnée
et elles s’écrivent respectivement

Mzg(R) — ]R,
A 1 5.18
TlAs Tal /a(fﬁ —2) Az — 2y)da, Ve € {C;,C;, Ty}, (5.18)
Mzg(R) — R,
»Cz‘j : d; ij ~Cj dj ij Cy - T 1 I (5.19)
A "2d,, Qi (A) — 2d; ; Qij (A) + (Tij — ij) Ay — i) + iQij (A).

D’apres 'expression ci-dessus, si la matrice A est indépendante de la variable x alors l'intégrale qui
définit Q%(A) dans se calcule explicitement avec les coordonnés des objets a. Ces formules de
calcul explicites sont par exemples données dans [I13]. Dans le cadre des approximations développées
dans cette section, A est constante et par conséquent le calcul pratique de Q7; et de L;; respectivement
donnés par — ne pose aucune difficulté.

Enfin, pour » dans N* et pour (Y11, Y12, Y21, Ya2) dans (R")*, il est possible de définir Y une matrice
par blocs dans My, 2(R) et une séquence (Y);e(1,... ) dans Mz a(R) telles que

(Y11 Y (Y (Yi2)
Y_<Y21 Y22>’ Yl_((Ym)l (Y22)l>'

Avec les définitions ci-dessus et par abus de notations, les formes linéaires Qf;

définies dans ([5.18) et dans (5.19) sont étendues dans R" de la maniere suivante :

et L respectivement

E(Y) = (QF(Y1), - Q5 (YD), ., Q5 (Ye) (5.20a)

Lij(Y) = (Lij (Y1), oo Lij (V) ooy Lij(Ve)) (5.20b)

Dans le cas r = 1, les notations ci-dessus dégéneérent respectivement vers les définitions (5.18)) et ([5.19)).
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FIGURE 5.2 — Interface orientée I';; localisée entre deux cellules C; et C; d’un maillage non structuré
T dans lequel T;; est le milieu de I'y; et avec z;; = I'y; N [z4, 2.

A partir des notations définies ci-avant, des hypothéses sur la géométrie des cellules du maillage
sont maintenant réunies sous la notion de maillage admissible.

Définition 5.2.1 (Maillage non structuré admissible). Soient T un maillage dans R? tel que défini en
Section I la matrice identité de taille deuz et une séquence (v;)ieT dans R. Pour toute cellule
C; dans T, considérons les matrices M; dans Ma2(R) telles que

Mi=I,— >

JEN(P) Cil

187

nij(fij — :Eij)T. (5.21)

En notant GLy(R) l’ensemble des matrices carrées inversibles de tailles deux et avec la convention
N(a,B) = N(a) x N(B), un maillage T dans R? est dit admissible si les conditions suivantes sont
satisfaites.

i) Pour toute cellule C; dans T, M; vérifie
M; € GLy (R) et M;'=0(1). (5.22)

Dans ce cas, pour une cellule C; donnée, il est possible de définir une séquence (bij)jEN(i) dans

R? telle que
i
|Cil

> by =0. (5.23b)

JEN(3)

bij = M 'nij, VjeN(i), (5.23a)

i1) Pour toute cellule C; dans T, il existe une unique matrice H; dans Ma2(R) telle que

Hi— > Lol - Y, T Lp(Hbibj

(Gir)EN (isi) (Gp)EN(ij) B

djij dyirvi + di iy vy diij dp jpv; + dj jpv
- Z d]] d; bi’"bz; + Z d'? IE ]d- 2 pbjpb;g'a V(vi)ieT CR.
(G.r)eN (ii) " " (Gp)EN(iG) j.p
(5.24)

Les conditions sont des contraintes qui restreignent ’anisotropie des cellules. L’ensemble des
maillages qui vérifie ces conditions est non vide puisque les grilles cartésiennes conviennent. Dans ce
cas, M; = I, et par conséquent, les conditions sont trivialement satisfaites. Les maillages obtenus
par déformation des maillages cartésiens satisfont la contrainte d’inversibilité au moins tant que
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M; reste a diagonale strictement dominante. Dans la pratique, il semble que les maillages constitués
de triangles ou de quadrangles convexes non structurés vérifient .

La propriété est une conséquence directe du Théoreme de Green-Gauss appliqué a une
fonction constante. En effet, et comme détaillé dans [28, 201] par exemple, ce théoréme permet d’écrire

> [Tylni; =o0.
JEN (@)

Ainsi, et d’apres la définition de b;; donnée par , la multiplication a gauche de I’égalité ci-dessus
par M, '/|c;| permet de déduire la propriété .

L’assertion i) est également une contrainte sur ’anisotropie des cellules qui se traduit par 1'unicité
des solutions de I’équation posée dans M 2 (R). La notation N (v, §) désigne la produit cartésien
N(a) x N(B) et par conséquent, les sommes utilisées dans se lisent formellement

o= > et o= > . (5.25)
(Gr)EN(ii)  JEN(i) reN (i) (GP)EN(.3)  JEN (i) PEN()
Avec la convention d’écriture des sommes doubles ([5.25)) et en s’appuyant sur les symétries d’une

grille cartésienne uniforme de taille A > 0, il est possible de déduire

d; i 1

(Gr)EN (yi) ) () EN (i,6)
Par conséquent, en notant (I,k) dans (N*)? le couple d’entier désignant la cellule C; d'une grille
cartésienne uniforme, I’équation s’écrit
H,, — 1 ( Vg2, — 20 + Vg2 Uk 111~ Ok 1,0=1 — Vk—1041 + Vk—10-1 )
' Ah? \ Vp41041 = Vka10—1 — Vk—1,141 + Vk—1,—1 Vgi42 — 2V + Vg2
(5.27)

Ainsi, d’apres ’égalité ci-dessus, les grilles cartésiennes uniformes satisfont la Définition zz) et
comme le montrera la section d’autres maillages vérifient également cette condition. Numéri-
quement, il semble une nouvelle fois que les maillages non structurés constitués de triangles ou de
quadrangles convexes vérifient la Définition u)

Avec la notion de maillage admissible donnée dans la Définition [5.2.1] il est désormais possible
d’établir une approximation des gradients et des matrices hessiennes.

5.2.2 Gradients discrets du premier et du second ordre

Pour une fonction réguliere u : R?> — R™ donnée, des gradients discrets de u au premier et au
second ordre sont proposés dans cette section. Ces gradients discrets sont chacun désignés par un
exposant Ok pour k dans {1,2} et ils s’écrivent dans May, 1(R) de la maniere suivante :

[ T
Ve " = (3,0 8,0%) . vieT, (5.28)

La définition des gradients du second ordre repose sur des matrices hessiennes discretes de u qui
sont notées Hy ,, dans Mo, 2(R) et telles que

_ <8x1 o1ty Ozyan

Tu;

) . VieT. (5.29)

Osai Uy Oy Uy

Comme ces hessiennes discretes sont des matrices par bloc de Moy, 2(R), les conventions d’écritures
de Q(Hy y,) et de L(H,,,,) données par sont maintenant utilisées et elles seront conservées dans
la suite de ce chapitre. De plus, et par simplicité, I’ensemble My 1 (R) sera désormais assimilé a R2.

Avec les définitions ci-dessus, des approximations consistantes des gradients peuvent maintenant
étre énoncées. Ces approximations dépendent des matrices hessiennes discretes (m)zeT qui seront
définies dans la section suivante.
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Lemme 5.2.2.1 (Gradients discrets). Soit T un maillage admissible au sens de la Définition |5.2.1,
Pour u : R? — R™ une fonction réguliére donnée, considérons la séquence (u;)ie dans R™ définie par

u; = |C’lz\ /Cz u(x) de. (5.30)

Considérons ensuite (Hyy,)ieT une approzimation consistante au premier ordre de la matrice hes-
sienne de u dans Mapm 2(R). Considérons enfin les distances d, les vecteurs b et les formes linéaires £
respectivement définis dans (5.17)), (5.23a)) et (5.19). En utilisant la convention d’écriture de ﬁzy( ;)

énoncée dans | m des approximations consistantes des gradients de u sont données par

Vo = (0" miol)T: > WM (bisy bz’jz)T7 (5.31a)
JEN (D) I

Vo = (Tl m?Q)T: 2. (W—FEU(HL’M)) (b, bz‘jz)T- (5.31b)
JEN (D) e

Démonstration. Pour z dans R?, et en notant u()(z) la l-iéme composante du vecteur u(z), le gradient
et la matrice hessienne de u() respectivement dans R? et dans M 2(R) sont donnés par

T

Vol (@) = (9,u0 (@) 0pul(2)) € R2, (5.32a)
_ 8931901“(”(5”) lexzu(l)(:r)

Hz,u(l)(z)_ (amzlu(l)(x) 8$2x2u(l)(m) €M2,2(R)- (5.32b>

Avec ces notations, 'application du Théoreme de Green-Gauss au gradient ([5.32al) donne les égalités
suivantes dans R? :

1
D3, — ) (T
/Ci Vuldz il e (Opyu Og,ut’)  de,

|C
1 1 T

— (2 [ o, w04 7/ w4
(rc@w/ci e o [ dendr)

.
- |0| 2 / &) iy 48, |0| 2 / () nijade)

JEN(1) JEN(3)
-G = / () € )iy (5.:33)
]GN

En utilisant la définition de Q explicitée dans , un développement de Taylor au voisinage de x;;
permet d’écrire

[ O @@y e = [ @O ay)+ @) = a)T Voul () s g
r iy

ij

T3 / — xi5)" Hy o) (@) (@ (§) — @i5) d€ngj + O(h"),
= [Tisl (" () + @i — 237)" Voul (2i))nig
(5.34)
Lyl 1y
+! ;'QUJ(Hx,um(@j))mj +O(hY).

L’objectif est maintenant de récrire les quantités du membre de droite de I’équation ci-dessus avec
des approximations consistantes définies a l'aide de la séquence (u;);e7. Cette réécriture s’effec-

tue en considérant successivement les quantités réelles ul¥) (x;;) puis (Ti; — xij)T V,u®(z;;) et enfin

i
Qijj (Hx,u(l) (m”))
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Tout d’abord, pour approcher v (xi;), des développements de Taylor usuels ainsi que les définitions
de Q7 et de u; respectivement données dans ([5.18) et dans (5.30) permettent d’écrire

uz(l) = u(l) (ZE”) + (sz - xij)Tvxu( )(371]) + Qz] ( x u(l)( )) + O(hs)’ (5'353‘)
ugl) = u® ({E”) + ($j - ZUij)Tvmu( )(5313) + Qz] ( z,u® (z )) + O(h3) (5.35b)

En multipliant 1’égalité (5.35al) (resp. (5.35b))) par djij/d; ; (resp. par diij/d; ;) puis en sommant les
résultats, le terme multiplicatif de V,u( (xi;) s’annule et il suit
l l
djsguy) + diggu)
di,j

ul () + “JQU< H, ) + “”Q (Hy () + O(R).

D’apres sa définition (5.18]), 7; est d’ordre O(h?) et par hypothese, H,, est une approximation
consistante au premier ordre de la matrice hessienne de u. Par conséquent, I’équation ci-dessus peut
se récrire

O] 0

+ diiju; disij ACij 57— i
e - SQG I, )~ QG5 + O, (530
1,] 2y T

djqju;
ul) (xm) 2

Cette derniére égalité donne la réécriture de u(®) (xi;) souhaitée.

Ensuite, pour approcher les quantités (z;; — mij)T Vv ul )(acl]) et Qw (H 2 (z; )), des développe-
ments de Taylor, des arguments de consistances comparables et la formule du point mlheux, permettent
de déduire

(Tij — 245) " Vaul) (z5)

= (fij - :Cij)Tqu(l) () + (fij — xij)THx,u(l)(mi) (acij —x;) + O(hg),

1
= (Tij — wij)T(,C,| /C qu(”dw) + @iy — i) H o (@i — 2:) + O(h%), (5.37)
Qi (Hy(a,y) = Q" (H, ) + OGF). (5.38)

L’utilisation des estimations (5.36)), (5.37) et (5.38) dans le membre de droite de (5.34) permet de
déduire la réécriture de 1'égalité (5.34) attendue. En s’appuyant sur I'expression de la forme linéaire
L;; définie par (5.19)), et comme |I';;| = O(h), cette réécriture est donnée par

/F u (@ (©)nijde = |Tij|(@sj — )T |C|/ Vouldz )n;

ij
3,13 Ui — A5 +£ij(qu(l)>)nij+O<h4)-
0,] >

),

+ |0y (

Puisque 1'égalité (a"b)c = (ca' )b est satisfaite pour tout vecteur (a, b, ¢) de (R?)3, 'estimation ci-dessus
se réécrit également sous la forme

1
(1) de = Tl @ — 245)T 7/ v,u®d
Jo @ @ng e = Wyl i) (g [, V)

@ MO

+d“j 5
d; ;

)

<d] ij U

+ |yl + Eij(Ha:,ugl)))nij + O(h4).
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En introduisant le résultat ci-dessus dans 1’égalité ([5.33)) et en utilisant la définition des matrices M;

données par (5.21), il suit

1 d; u( ) +d; O, ]
X ) o 3,8 1,17 N g 9
MKKH[;VW mﬁ—ﬂ%%( y j +QAHW9DQOMW)+OM) (5.39)

Par hypothese du maillage admissible, Ml-_1 existe et elle satisfait Ml-_1 = O(1). Par conséquent, en
multipliant & gauche I’équation ([5.39)) par Mi_l, on en déduit le résultat (5.31b)) relatif aux gradients
discrets du second ordre.

Concernant les gradients discrets du premier ordre (5.31a} m d’apres les définitions ([5.19)) et ( m,
il est clair que L;; et b;; vérifient respectivement

Li; =O(h?), by=0h").

L’utilisation des estimations ci-dessus dans ’expression ([5.31b|) donne le résultat attendu quant aux
gradients discrets du premier ordre ([5.31al) ce qui conclut la preuve. O

Pour une séquence (u;);e7 donnée, le lemme ci-dessus propose dans des gradients discrets
locaux, linéaires, explicites, sans technique de limitation additionnelle et qui sont consistants au premier
ordre.

Les gradients discrets sont des versions dégradées des approximations du second ordre
données par . Ces approximations du second ordre demandent la connaissance des matrices
hessiennes discretes (H , )icT et la définition de ces objets est maintenant détaillée.

5.2.3 Matrices hessiennes discrétes du premier ordre

Cette section s’intéresse a I’approximation de la matrice hessienne d’une fonction réguliere u donnée.
Le premier résultat est une équation linéaire vérifiée par la quantité H, ,, qui désigne une approximation
consistante d’ordre un.

Lemme 5.2.3.1. Soit T un maillage admissible qui vérifie la Définition [5.2.1. Pour une fonction
réguliére u : R — R™ donnée, notons H, o, dans Moy, 2(R) une approzimation consistante au premier
ordre de la matrice hessienne de u a la cellule C;. Considérons ensuite la séquence (u;);eT, les distances
d, les vecteurs b et les formes linéaires L respectivement définis dans (5.30)). (5.17), (5.23a) et (5.19).
En utilisant les conventz’ons d’écritures de L (Hyu,;) et des sommes doubles respectivement énoncées

dans (5.20b)) et dans , H ., vérifie

Hx,ui - Z Ezr( T ul)bzrb;l; - Z Z"LJ EJP( T ul)bjpb;l;‘
(i) N (i)~ (Gp)EN (i)

d] tj

Q,&.

_ Z Cil],zg dr,iruid"f_ di,irur bz bT + Z Cfillj dp ]Pu]d+ dJ jpUp b]pb;l;a VieT. (540)
(Gr)EN (i) “r (4.p)EN (i,5) P

Démonstration. Pour z dans R?, et en notant vV (z) la l-iéme composante du vecteur u(x), 'application
directe du Théoreme de Green-Gauss donne

1

JEN(3)
En utilisant la notation de la matrice hessienne de u(!) définie dans (5.32h), les quatre égalités ci-dessus
se récrivent dans Mo 2(R) de la manieére suivante :

1
ol /C H, ) dx— Z / v uld) )dg) (5.41)

]EN(z
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Comme |Ty;|d(T;j, xi;) = O(h?), un développement de Taylor autour de z;; permet d’écrire

/F Vo (@(€)) d€ = [Tyl (Voul (wi5) + Hy o o,y @5 = 35) ) + O(B).
ij

= IV w) + 101 [, Haaioe) do) (55 = 5) + O(B).

En introduisant 1’égalité ci-dessus dans 1'égalité (5.41)), il suit dans My (R)
|C | / xum (z) dIE) (IQ ’C | Z )|F1]| Tij — ‘Tl] z])

Comme le maillage T vérifie la Définition i), il est possible d’utiliser les matrices M; et les vecteurs
(bij)jen(iy respectivement donnés dans (5.21)) et dans (5.23a). Avec ces quantités, '’équation ci-dessus
posée dans Ms 2(R) se reformule

Z T35V ull xw)n + O(h).
JEN)

(e / H, oy d2)MT =37 04 Vau® (i) (Mibi))T + O(h).
JENG)

Par hypothese ((5.22)), Mi_1 existe et d’apres (5.22)), elle vérifie Mi_1 = O(1). Par conséquent, en
multipliant a droite I’équation ci-dessus par M, ', il suit

1
IC’W/ Hy @ dz = D [y Vaul (2i)b] + O(h). (5.42)
' FEN(3)

Il est désormais nécessaire de récrire Vu(®) (xi;) avec des approximations consistantes définies a l'aide
de la séquence (u;);e7. En considérant les gradients discrets du second ordre donnés dans ([5.31b)), des
développements de Taylor usuels permettent de déduire

02 —F02
di7ijvxu(~l) + djyijvxul(l)

J
dij

),

Vaou (i) = + O(h?).

Ainsi, en utilisant la convention d’écriture des sommes doubles énoncée dans ([5.25)) et puisque biTj =

O(h™1Y), I'équation ([5.42) se lit

1 Ve 4 i VouD
|C|/ H, o@mde= Y ——— I CEIpL+O(h),
il /G JENTi) g
dz dr ir (l) dz i 1(”l) -
(G,r)EN (ii) ) LT o
disi dpiput? + dj jpull (543
+ Z dZ,Z] ( P,JP ™5 - J,JP P + [’jp(ch,u(,l)))bjpb;l; + O(h)
GpEN(iG) P !

D’apreés ’hypothese du Lemme [5.2.2.1) les quantités (Hx u(l>)ae{z‘,j} dans ’équation ci-dessus sont

consistantes au premier ordre avec la matrice hessienne de u. De plus, il est clair que la forme li-
néaire £ définie par (5.19) est d’ordre O(h?). En conséquence, il suit

LT, ) |0|/ H, o) + Oh®), Va e {i,j}.

Puisque l'introduction de I'estimation ci-dessus dans I’équation (5.43) permet de déduire le résultat

(5.40)), ceci termine la preuve. O
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Avec la convention d’écriture de L;j(Hy,,) donnée dans (5.20D)), I’équation s’identifie a
I’équation qui par hypothese de maillage admissible admet une unique solution. Par conséquent,
d’apres le lemme ci-dessus, ’équation définit une approximation de la matrice hessienne de wu.
Cette approximation est consistante au premier ordre sur maillage admissible quelconque et d’apres
I’expression , elle dégénere vers une approximation du second ordre sur grilles cartésiennes.

En s’appuyant sur la linéarité de I’équation , il est maintenant possible de proposer une expres-
sion des matrices hessiennes discrétes (Hy o, )ie7- Cette expression ainsi qu'une propriété additionnelle
sont maintenant établies.

Lemme 5.2.3.2 (Matrices hessiennes discrétes). Soit T un maillage admissible qui vérifie la Défi-
nition . Pour une fonction réguliére u : R> — R™ donnée, considérons la séquence (Hyu,)ieT
dans Maom 2(R) définie par ’équation (5.40). Pour chaque cellule C; dans T définie par ses interfaces

orientées (L'ij)jen(i), les assertions suivantes sont vérifiées.

i) Pour chaque couple (C;,Tyj) fivé, il existe deuz séquences de matrices (Birij)ren) et
(Bjp,ij)penj) toutes deux dans Ma2(R) et telles que

Hm’ui = Z MBW{LJ + Z p’]pu]d' 3, Up ij,ija Vi e T, (544)
(4,m) €N (i.0) or (.p)EN (i.) 3P

ii) Pour chaque couple (C;,T'i;) fivé, les séquences de matrices (Birij)ren) €t (Bjpij)pen(j) ne
dépendent que de la géométrie du maillage T et elles vérifient de plus

> Banij =0, Vo€ {i,j}. (5.45)
reN(a)

1) Pour Q : Maoa(R) — R une forme linéaire quelconque, la convention d’écriture de Q(Hy ;)

définie par (5.20a) et appliquée a l’expression (5.44) se lit dans R™

drirt; + di irty dp jpuj + dj jpu
Q(Hx,uz) = Z J—’Q(Bzr,z]) + Z D.JP Jd' 2IE pQ(ijﬂ;j). (546)
(4,m) €N (i,0) or (4,p)EN (i.9) P

Démonstration. Pour montrer I’assertion i), il est d’abord nécessaire de reformuler 1’équation (5.40)).
Pour une cellule C; donnée et d’apres cette équation, la matrice hessienne discrete de la [-ieme com-
posante de u satisfait dans Mg 2(R)

H o= > Lol obably— > Ly, a)bipbi

T

(Gr)EN (i) (J.p)eN (i) ~

diii dpir (-l)—l-dmr q(nl) diij Ap,j U(-l)+d‘,‘ U(l)
_ Z grig Qriirt; it birb;l;‘+ Z g _PIP 7] TIPP bjpbiTj. (5.47)

GryeN () T iy GpeN(ig) B dip

Comme L;; défini dans (5.19)) est une forme linéaire, il existe des réels (LiJ}W)M ve{1,2)2 tels que

Eij (A) = Z Lij:ﬂl’AH,W VA e MZQ(R).
(nv)e{1,2}?

Par conséquent, I’équation (5.47)) d’inconnus réels ((%;Hgﬁyu(l)i)(uyy) cf1,2)2 8¢ réécrit

Hx,ugl) - Z ( Z #Lir,uubirb;’ + Z #Ljp,yybjpb;l;‘)amuxyuz(‘l)

pre{1,2y?  (Gr)eN(q) 7 (p)EN(irj) )
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dyij drvl” + di gy di iy vl + djpuf’
= Y R Y d{r LA A . BIP - P bipbis. (5.48)
(r)eN(ii) or (J.p)eN (i) ~* I

L’équation ci-dessus est linéaire et elle impose une égalité dans Ms 2(R). Par conséquent, cette équation
est équivalente & la résolution d’un systeme linéaire de taille quatre et I’objectif est maintenant d’exhiber
ce systéme. Pour ce faire, plusieurs notations et définitions sont introduites.

La premiere définition concerne une application ® : M 2(R) — R? telle que

Mas(R) — R4,
Q| (a a (5.49)
< 1 12) = (a117a12,a21,a22)T~
az1  G22

D’apres son expression ci-dessus, il est clair que ® est linéaire, bijective et elle permet la notation
Xi(l) = ®(H ) dans R*. En s’appuyant sur la bijectivité de ® et par abus de notation sur les indices

z,u,;

(u,v) dans {1, 2}2, la convention d’écriture suivante est adoptée :
(1,12, 13, ls) = (11,12,21,22). (5.50)
Enfin, des matrices A; ;,, dans Ma2(R) sont considérées et elles sont données par

d A7. . T d}‘ . T
A = Y %Lir,uvbirsz + %Ljp,uvbjpbij-
(Gr)eN (i) ) () EN(irg) 47

Avec les matrices ci-dessus et les notations (Ij) ke{l,....4}, l'application de la fonction ® définie par

(5.49) a I’équation (5.48) donne dans R*

djij dy il + di g dii‘d,'u('l)‘Fd}‘“(l)
Z ng iUy p U (I)(birbiTj)—i- Z d] PPy - J,JpHp (I)(bjpb;'r')
Gr)EN (i) v (Gp)EN (ig) " e

—x- ¥ @(Aw)mv
H,VE{LQ}Q
4

= xS @A) (xY),.
k=1

En définissant une matrice A; dans My 4(R) telle que sa k-iéme colonne est donnée par ®(A;;, ), et en
notant I, la matrice identité de taille quatre, on en déduit que I’équation (5.48)) est équivalente a

(I - A) X =
djij dm,imugl) + di,imuq(vlz) T d; ;j dp,ij§l) + depu]()l) T
> O(bimbly) + > ®(bjpbl).  (5.51)

Gimyenti) i dim Gpenti) B djp

Comme I’équation ci-dessus est une réécriture équivalente de I’équation ([5.24]) qui admet, par hypothese
de maillage admissible, une unique solution, la matrice Iy — A; est nécessairement inversible. Par
conséquent il suit

@ (@)

Xi(l) _ Z szm dyirtt; d+ d; ity I - Ai)_lq)(birb;l;-)
Gr)EN (i) I ir
ddyout +di P (5.52)
+ Z dzzy PP - J,3pp (I4—Ai)_1¢)(bjpb;5‘).
(J,p)EN (i,5) ¥ Jip



Pour montrer ’assertion ) avec cette derniére expression, et comme ® est bijective, il est suffisant de
définir
Birij = @7 ((Is = A) 7' @(birb;)),  Bipay = 271 ((Is — A) @ (bjpb;)). (5.53)
Concernant l'assertion ii) et d’apreés la définition ci-dessus, il est clair que les matrices B.;; ne
dépendent que la géométrie du maillage. Pour la propriété , par linéarité de ®~! puis de @, il
suit immédiatement

Z Bar,ij = Z @_1((14 - Ai)_lq)(barb;l;))7

reN(a) reN(a)

=o7'( D (L4 —Ai)_1<1>(bwb;';-)),
reN(a)

=& (I —A)'®( D barb)y)), Va € {ij}. (5.54)
reN(a)

D’apres la définition de maillages admissible donnée en Section Définition z'), les vecteurs
(bar)ren(a) Vérifient
> bar =0, Vace({ij}. (5.55)
reN(a)
L’utilisation de cette derniere égalité dans ’équation permet de déduire le résultat .
L’assertion #i¢) est immédiate en appliquant la convention d’écriture a Q(Hyu,) avec Hy

donné par (|5.44)), puis en utilisant la linéarité de Q. Ces derniers arguments concluent la démonstration.
O

D’apres la démonstration ci-dessus, la condition d’unicité de la Définition zz) est équivalente
A Pexistence de la matrice (I — A;)~! définie par 1’équation .. Par construction, la matrice A; ne
dépend que des géométries voisines a C; et les égalités permettent de déduire que cette matrice est
nulle dans le cas d’une grille cartésienne uniforme. Par conséquent, la matrice A; est une quantification
de l'anisotropie des cellules. L’ensemble des maillages 7 pour lesquels Iy — A; est inversible pour toute
cellule C; est visiblement plus vaste que ’ensemble des grilles cartésienne de R2.

Lorsque Pexistence de (I; — A;)~! est vérifiée, le Lemme donne dans une expression
des matrices hessiennes discretes. Pour étre mise en ceuvre, cette expression nécessite néanmoins la
connaissance des matrices B. ;; dans Ms 2(R) et définies par . Seule une expression symbolique de
ces matrices est donnée dans mais la preuve du Lemmeest une stratégie de programmation
possible.

Les gradients discrets (5.31)) et les matrices hessiennes discretes sont linéaires, locaux, consis-
tants et ils ne nécessitent pas de technique de limitation additionnelle. Ces quantités discretes sont
obtenues a ’aide du Théoreme de Green-Gauss puis par des reformulations consistantes des dévelop-
pements de Taylor. De tels stratégies sont par exemple évoquées dans [28], 201] mais 1'originalité des
méthodes proposées tient a leurs formulations locales.

Ces formulations sont définies a I’aide des vecteurs (b ),ear(i) et des matrices (Barij) (a,r)e{i,j} x N (a)
et leur intérét est double. D’abord, (bir)reni) €t (Barij)(a,r)efij}xN(a) Verifient respectivement les
propriétés et qui sont utilisables pour des démonstrations théoriques. Ensuite, sur un
plan pratique, une méthode locale est en général plus simple a programmer que des méthodes globales
qui couplent toutes les quantités u;.

La premiere application directe des résultats et sont les approximations des dérivées
des fonctions de flux fi et fo.

5.2.4 Gradients et matrices hessiennes discrets des fonctions de flux

En notant r dans {1, 2} et en considérant une fonction de flux réguliére f, : R™ — R™ cette section
présente des approximations consistantes des dérivées de la fonction composée f,(u) : RZ — R™.
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D’abord, la matrice jacobienne de u +— f,(u) est notée V f,(u) dans M, ,,(R). La l-itme compo-
sante de f, est notée f,gl) et la matrice hessienne de u +— f,gl) (u) est notée Hfu) dans M, ., (R). Cette

matrice hessienne est définie par ses coefficients (H f(z)) wv qui s’écrivent
T

a2f7§l)
(H r(l))u,u - 8uuauy’

V(r, ) € {1,2} x {1,...,m}>. (5.56)

Ensuite, pour = dans R?, les gradients discrets du premier et du second ordre de la fonction
x — fr(u(z)) sont chacun désignés par un exposant Ok pour k dans {1, 2}. Ils s’écrivent dans Moy, 1(R)
de la maniere suivante :

Vol = (0wl anf @) . vieT. (5.57)

Les matrices hessiennes discrétes du premier ordre de z — f,.(u(z)) sont notées Hy y, . dans May, 2(R)
et sont telles que

- <6m111fr(u)i oo fr ()
x:f’l‘ u);
) amgzlfr(u)i 8932$2f7"(u)i

Enfin, les notations des gradients discrets et des matrices hessiennes discrétes de u définies dans la
section [5.2.2] sont conservées et par conséquent ces objets se lisent respectivement

) . VieT. (5.58)

T
VinOk = (axluOk axzu?k) € Mapm1(R), (5.59a)

)

B (&Elxlui 12U

Z‘?”l -

) € Moma(R). (5.59b)

8332351 U, 8902902 Uy

En considérant que les quantités quiOk et H, ,, écrites ci-dessus sont respectivement données par
- Ok -
(5.31)) et par (5.44)), des expressions de V. f,(u); et de Hy ¢ (,, sont maintenant établies.

Lemme 5.2.4.1 (Gradient et matrice hessienne discrets des fonctions de flux). Soit T un maillage
admissible qui vérifie la Définition|5.2.1. Pour une fonction réguliére u : R> — R™ donnée, considérons
les trois séquences (u;)icT, (mk)ig— et (Hyu,)ieT respectivement dans R™, Moy, 1(R) et dans
Mo 2(R) et respectivement définies par , et par . Pour deux fonctions de fluzx
régulieres f1, fo : R™ — R™ données et pour chaque cellule C; dans T, les assertions suivantes sont
vérifiées.

i) Un gradient discret de x — f.(u(z)) d’ordre k est donné par
Do Fr ()" =V ()™ Viyr, k) € T x {1,2), (5.60)

i1) En considérant la séquence de matrices (Hf(l))le{l,...,m} dans My, m(R) et définie par ((5.56), une
matrice hessienne discréte d’ordre un de x — fr(u(x)) s’écrit

- - - - . T
Oy (), = ((@ u(.)l)THflu)(ui)a Wt (O YTH (o (13)) )

Tp Ty ™ Tu Tv ™

(5.61)
+ Vfr(ui)ae,u;, Vi, pv) €T x {1,2}°.

Démonstration. Concernant Iassertion i), la régle des dérivations composées et la formule du point

milieux permettent d’écrire pour tout p dans {1,2}

|C11|/C’ Oppfr(u(z)) dz = |Cl’z| /C V fr(u(z)) 0z, u(z) dz,

= V/fr(u(z)) (\Cll] /C Oz, u(x) dw) +O(h?),
= V/fr(u) (|Clz\ /Cz Oz, u(x) dm) + O(h?).
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Comme les gradients discrets 0, u u ¥ donnés par sont consistants a l'ordre k, le résultat (/5.60)
se déduit de 1’égalité ci-dessus.

Pour montrer I'assertion i), en utilisant la régle des dérivations composées, il suit pour tout (u, v)
dans {1,2}?

! 1

T
- C4] /Cz <8xuuTH T(U(“)a:cuua ooy Og  uTH T(m)(U)axVu> dx

+ / Vfr(u)O0y,z,udx.

Puisque les matries hessiennes discretes H, ,, définies dans (5.44) sont consistantes au premier ordre,
il est possible d’écrire

1 1
G /C i V fr (u(@)) O,z u(z) da = Vfr(u(xi))(@ /C Or,,0(@) dz) + O(h?),

= V[ (u;)0p,z,u ez U + O(h). (5.63)

De plus, la consistance d’ordre un des gradients discrets quim définis dans (5.31a]) donne pour tout
[ dans {1, ...,m}

- —O01
’C’/ Ox LU Hf(z) )0y, udr = ( e ’C|/ H(z) OIVui + O(h),

= @) H o (i) + O(h).

L’introduction de 'estimation ci-dessus et de 'estimation ([5.63)) dans 1’égalité (5.62)) permet de déduire
le résultat ((5.61)) ce qui conclut la preuve. O

Avec les approximations des dérivées établies dans cette section ainsi que dans les sections [5.2.2] et
il est désormais possible de proposer des flux numériques qui définissent des schémas du second
et du troisieme ordre sur maillages non structurés bi-dimensionnels.

5.3 Schémas non limités d’ordre deux et trois

5.3.1 Définitions et notations

Cette section propose des schémas numériques du second et du troisieme ordre définis sur maillage
non structurés bi-dimensionnels. D’apres la Définition qui introduit la méthode des volumes
finis, de tels schémas sont entierement définis par la donnée de deux flux numériques distincts. Ces
flux numériques sont respectivement notés J; 02 et Fij O3 dans R™ et les schémas associés s’écrivent

wit = | Z \rwyfg’f, V(i k) € T x {2,3}. (5.64)
]EN

Pour k dans {2,3} et pour un doublet (Sgk , AOk) dans (R™)? complété pour un réel A > 0 donné,

les flux numériques d’ordre élevé considérés sont de la forme

A
Ok _ Ok n_,m Ok
Fij =Sij — 5(%’ —wji') + Ajjdij (5.65)

Ces flux numériques généralisent au cas des maillages non structurés les flux numériques (4.55)) proposés
dans le cadre d’une dimension d’espace. Ils se composent tout d’abord de la quantité S?jk qui doit
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assurer une discrétisation d’ordre k des intégrales des fonctions de flux fi et fo. Ensuite, et pour ne
pas dégrader cet ordre, la quantité —%(w}1 —wl) + Agkdiyj doit étre un résidu de la forme O(h*)
avec h = max;jce d; j. Enfin, les choix retenus pour le doublet (301“ AOk

doivent assurer le caractére
ij )
conservatif du flux numérique ([5.65)) ce qui s’écrit

Ok Ok
Fk = —FQ*. (5.66)

D’apres la Définition |5.1.5.1}4), U'expression ci-dessus est nécessaire a la propriété de conservation.
Ainsi, et & partir de la définition du flux numérique F; 9% donnée par (5.65)), I'objectif est désormais
de déterminer les quantités 8’8’“ et Agk selon les cond1t10ns

o= —FGF, AQF = —AGK, (5.67a)
Sgk = ’FU| / ),t”)mjl + fo (w(:v({),t")nijz) dé + O(hk), (5.67b)
AOFd; 5 = 5(w;l wl) + O(hF). (5.67c)

Les égalités sont imposées car elles assurent le caractére conservatif . Les estimations
5.67b— sont retenues car elles garantissent 1’ordre formel des schémas tel que donné dans la
Définition zn) Ainsi, un flux numérique qui satisfait les conditions donne un
schéma numérique conservatif et formellement d’ordre k.

La prochaine section concerne une définition de &'iojk qui satisfait les conditions —.

5.3.2 Discrétisation des intégrales des fonctions de flux

Cette section est consacrée & une expression de la quantités 30k dans R™ utilisée pour les flux

numérique .EQk définis dans . Pour assurer ’ordre des schémas, cette quantité SOk doit satisfaire
I’estimation ([5.67b)). Une formulatlon possible est maintenant proposée.

Lemme 5.3.2.1 (Discrétisation des intégrales de flux de SO’“) Soient T un maillage admissible qui vé-
rifie la Définition une fonction réguliére u : R? — Rm et deux fonctwns de ﬂum regulzeres fi, fo:

R™ — R™, C’onsidemns les séquences (ui)iet, (Ve fr(uw) )Z )(Z meTx{1,2} et (Hy fr(u) 1,2} Tes-
pectivement dans R™, Moy, 1(R) et dans Moy, 2(R) et respectivement deﬁmes par i et par

(5.61)).
Pour une interface orientée I';; fizée, considérons ensuite les distances d, les formes linéaires

(Q5%)ac{ci,c; v,y Tespectivement données par (5.17), (5.18) ainsi que H, o). Sr(w)i; dans Moy, 2(R) défini
de la maniere suivante :

. d ’L for +d12 7f’r
ooty = 22 (’d j Il Wiy (1,2} (5.68)

Pour (&Ojﬁ)re{m} dans R™, considérons enfin S?jk sous la forme

%8 Szy 1Mij; + gzojf%"ijz- (5.69)

En notant (ggi) la l-iéme composante du vecteur FE les trois assertions suivantes sont vérifiées.

i) Si pour tout (I,7) dans {1,....,m} x {1,2}

’Lj T

N N 1
l !
de,z-jvxﬁﬁ)(u)i +di Vo £ (w),

dij

[ l
di i £ () + di i 17 ()
d7/7]

(3327»)@ + (Tij — 45) , (5.70)

alors

8 yrwy ONnijy + fo(u(@(€))nizy ) A€ + O(h?).
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i1) Si pour tout (I,7) dans {1,...,m} x {1,2}

——a —
1diiiVafr (Wi +diijVafr (u);
dz’]

di g £ () + digs 1 () |
(Sg?r)(l) — 9,49 ( )dz] L] ( ]) +($ij_xij)

diij ~Cj i S S S SEEE—
_2@2Q”“H£5%mu)_2ijw( e fO)) T Q T 10 w,)
(5.71)

alors

i y%| O)nijy + fo(u(@(€))nis, ) A€ + O(h?).

iii) Si Sglﬁ, est donné par l’expression (5.71) ou par (5.70)), alors Sgk est conservatif ce qui s’écrit
3Ok = _gOk,

Démonstration. Pour z dans R?, et en notant fy) (u(z)) la l-itme composante du vecteur f,(u(z)),

le gradient et la matrice hessienne de = +— fr(l) (u(z)) respectivement dans R? et dans Ms2(R) sont
donnés par

Ve (@)@ = (0 (£ @)@) 0 (1 W) (@) € R

(e (P (W) () 3x1x2(f7§l)(U))(:v)>
e = (aml(fﬁ”(u))@) Orrn (£ () () € 220

Pour montrer I’assertion i), en utilisant la définition des formes linéaires (Q%) ae{ly;,0;,0;) donnée dans

li des développements de Taylor de x — j}gl) (u(x)) au voisinage de x;; permettent d’écrire

0 (u
. / O (u(x(€))) de

— |I‘”|/ u(ij)) +(x(f)—a:ij)TVx(f7£)( )) (i) A€ + Q ( o )(xij))—i-(,)(hs),

= fO(u(xij) + @i — i) Vi (D () (i) + Q 7 (H it (u )(ﬂﬁij)) +O(h?).

Tout d’abord, en considérant les approximations consistantes de Hx ® () (xi;) données dans ([5.68)

et comme @), 19 est d’ordre O(h?), lestimation ci-dessus se récrit

) € = £ (u(iy)) + @5 — 20) TV (SO W) () + 5 Qw (H, 10)(,,) + O(R?).
(5.73)

énoncées dans

|F$J‘

Ensuite, en utilisant une nouvelle fois les approximations consistantes H RICIY
ij

ainsi que la séquence (u;) définie par , deux autres developpements de Taylor donnent
FO ) = fD(w(@y)) + (20 — 2i5) "V (FP(w)) (i) + Q” (H, ;0 » )+ O(R?), (5.74a)

1 [
F0ug) = 10 (alwiy) + (@) = i) Vo (£ (W) (@) + 5Q5F (H, o, ) +O(R®). (5.74b)
En multipliant 1’égalité (5.74a)) (resp. (5.74b))) par djij/d;; (resp. par diij/d; ;) puis en sommant les

résultats, le terme multiplicatif de V( £ (u))(z4;) s’annule et il suit

d;ii £ ()i + di iy £ () . .
) N g i)i i,ij j) dijij _ ] ij 3
fr (u(xlj)) - d; j 2d; j Q ( z f(l)(u) ) ng ( l)(u)i].) + O(h )

b (5.75)
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Enfin, en utilisant une démarche analogue qui s’appuie sur les approximations du second ordre de
Vx(f,gl) (u))(z4;) définies par (5.60) et comme d(T;j, z;;) = O(h), on montre
145V (l)(u) +d .V f(l)(u)QQ
(@ij — i) Vo (SO (W) (2i5) = @i — i) T2 — i -+ 0(h).
7]

En insérant 1’expression ci-dessus ainsi que le résultat intermédiaire (5.75)) dans l'estimation (5.73), il
suit

! !
/ O (u((e))) de = i 1 () + diig 17 ()
T di
di f(l)(u)QQ +d .V f(l)(u)éz
+ (Tij _$ij)T oo : s !
dz7]
“J m

QZ] (H, 10,.) ~ 3 Q”( D (u)s;)

1 i
+ iQijJ<H l)( )i ) + O(hg)

La multiplication de 1'égalité ci-dessus par n;;, puis la sommation sur I'indice r, permet de déduire
lassertion ).

Pour D’assertion i), une démarche analogue qui néglige les termes d’ordre O(h3) au profit des
termes d’ordre O(h?) permet de déduire le résultat.

En ce qui concerne 'assertion #ii), et comme n;j = —nj;, il est suffisant de montrer Sﬂ o= SZJ .
pour tout r dans {1,2}. D’apres les définitions des quantités z;;, T;; et des distances d données en
Section il vient immédiatement

Tij = Tji, Tij = Tji, dij = dji,  dagj = daji, Vo €{i,j}.

De plus, et d’apres la définition donnee par (0.68), Hy 1. (u);; = Ha fr(u);;- Par conséquent, en utilisant
I'expression de 3@] > énoncée dans (5.71)), il suit pour tout r dans {1,2}

G
(1) (1) D) D),
dijifr (uj) + djjifr (wi) 1dijiVafr”(w); +djVafr (u),
- T + (Tji — xji) d
75t It
djji O g _ Yisgi /Cs H o
2d,; Ot o f0w,) = 5q, @i o j0 )+ Q 10 ,):
0 0 OIS Do)
 digifr (ug) +dja fr (ws) @i Vafr (u)] + djijVafr (u);
- . + (Tij — wij) i

jUQz]( :Cf<l)() )_ le Qz]( xf(l)( )+ Q ( :Cf<l)() )

= 330,

) :
Comme un calcul similaire peut étre réalisé avec I’expression de S’U - définie par ceci conclut la
preuve. O

Les deux premiéres assertions du lemme ci-dessus donnent dans - ) des approximations
respectivement consistantes au ordre deux et trois des intégrales des fonctlons de flux. D’apres I'asser-
tion #ii), ces approximations sont de plus conservatives. Ainsi, les expressions de gg.’f proposées dans

(5.70) et dans (5.71]) satisfont les criteres (5.67al))-([5.67D]).
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Pour terminer la définition des flux numériques de la forme (5.65)), il est maintenant nécessaire de
proposer une expression des quantités Aiojk .

5.3.3 Définitions des corrections dissipatives

Pour une interface orientée I';; donnée, et en considérant un flux numérique de la forme ,
cette section concerne la définition des quantités AZ-O]-2 et AinB’ toutes deux dans R™. Pour k dans {2,3}
et d’apres la section qui définit les notations générales, ces quantités doivent étre conservatives
ce qui s’écrit Aiojk = —Ajoik . Elles doivent également préserver I’ordre du schéma ce qui se traduit par
I’estimation

A
AORd; ;= 5(“1? —w}') + O(h¥). (5.76)

L’estimation ci-dessus permet de déduire qu’une définition de AOk s’ appule necessalrement sur des
gradients discrets et sur des matrices hessiennes discretes. D’apres la sectlon 2| et pour u : R — R™
une fonction réguliere donnée, ces objets se lisent respectivement

- T
Vou Ot = (&clu?k &CQU?k) € Mo 1(R), (5.77a)

(8331&?1“’1' 6&?112 u;

a332361 u; aﬂc2$2 U,

T, =

) € Moy 2(R). (5.77b)

Le lemme ci-dessous donne une définition possible de Ain? qui utilise les gradients discrets du premier
ordre établis dans le Lemme £.2.2.11

Lemme 5 3 3.1 (Définition et propriétés de AO2) Soit T un maillage admissible qui vérifie la DéEfi-
nition . Pour une fonction réguliére u : R? — R™ donnée, considérons les deux sequences (uz)zET

et (Vmui )z‘eT respectivement dans R™, Map, 1(R) et respectivement définies par , .

Pour une interface orientée I';; donnée, considérons 932 une matrice de Mmm(R) bornée lorsque

. . . . - * 2 . 7
h — 0 ainsi que des gradients discrets Vzuijl, Vfcuj’jim dans (/\/lgml(]R)) , respectivement notés

*

- T T

* o1 _ (* o1 * 01 o1 _ (* o1 * o1

Vatiig = ( Oy Wi Oz Ui i ) et Vaujji = Opujji Oz, Uj. ji ;
et chacun définis par

O1

F——0 ——o01
Oz, 15,7 = 0720, u; + (Im — ©9%)0,u - (5.78a)
Doy 100 = 0928, 0O + (I, — 092)0, u- ', Wue {1,2} (5.78b)
Tp 27500 I R e m jgi /Yxu %y o 2 ) . .
St la quantité Aiof dans R™ s’écrit
A& Op Ui ii Wi Vv d;s Op Ui LU o1
digAG =5 > (wj = wi)u el i o SR ML (5.79)
H,Zl 5J
alors
i) A82 est conservatif, i.e AgQ = A]-Of.

A
i1) lestimation suivante est vérifiée : -5 (uj —u;) + AOQd” = O(h?).
Démonstration. La preuve de Passertion i) s’obtient immédiatement en permutant les indices i et j
dans la définition de AinQ donnée par (|5.79)).

. .. N . . < 01 ,
Concernant ’assertion i), d’apres le Lemme |5.2.2.1] les gradients discrets (quio )ieT donnés par
(5.31al) sont consistants au premier ordre. Comme la matrice @32 est bornée, il suit

O, 50" = O92 (0p, u(wij) + O(R)) + (Im — O9%) (0, u(xi5) + O(h)),
(5.80)
= Oy, u(zy;) + O(h), Vpe{l,2}.
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Les mémes arguments permettent également d’écrire
* 01 _ L
Oz, ujji = Og,u(xij) +O(h), Vue{l,2}.
Par conséquent, et puisque d(z;,z;) = O(h), on en déduit que AZ-O]-2 donné par (5.79) vérifie

)\ 2
d; jAG? = 3 Zl(xj — @) 0, u(xij) + O(h?).
M:

En utilisant I'estimation ci-dessus et un développement de Taylor de u; et de u; autour de x;;, il est
alors possible d’écrire

A 2
—5 (uj — uz) + AZ’OdeiJ = — Z(mj - xi),uaxuu(l‘ij) + Ag2di7j + O(hz),

2
= % D (w5 — i) (= O, ulwij) + On,ulzij)) + O(R?),
pn=1

= O(h?).

Comme cette derniere estimation correspond au résultat attendu, ceci conclut la preuve. ]

La quantité AO-2 proposée dans est l’analogue de (a”+a?+1)/2 défini dans (4.14)) pour le cas
mono—dlmensmnnel D’apres les deﬁmtlons - A s’appuie sur des matrices (@82, 602)
dans (M, m(R))? définies relativement a une mterface Ce ch01X est retenu car il garanti la propriété

de conversation énoncée dans le Lemme [5.3.3.1}4).
Ainsi, pour une interface orientée I';; donnée, il est seulement nécessaire de définir @inQ puisque la
matrice @%2 se déduit par permutation des indices ¢ et j. Ces deux matrices sont ensuite utilisées dans

(5.78) pour définir les gradients discrets %quijl et *qujm,m qui sont tous deux des approximations
consistantes au premier ordre de Vju(x;;). D’aprés la preuve du Lemme [5.3.3.1t4i), ces gradients
assurent 1’estimation ((5.76]) & I'ordre O(h?).

Le lemme suivant propose une définition de AinS qui étend ces considérations a l’ordre trois.

Lemme 5. 3 3.2 (Définition et propriétés de A 3). Soit T un maillage admissible qui vérifie la Dé-
finition . Pour une fonction régulicre u : ]R2 R™ donnée, considérons les séquences (u;)ieT,
(Vzuioz)ig— et (Hy .y, )ieT respectivement dans R™, Moy, 1(R) et dans May, 2(R) et respectivement

définies par (5.30), (5.31b) et par (5.44).

Pour une interface orientée I'y; fixée, et en considérant les distances d données par (5.17)), notons
dans R™

d] zyaz u. + dz zgaw

Dy Uy = s y ) € {1,2)2. (5.81)
i7j

Considérons ensuite @8-3 une matrice de My, m(R) bornée lorsque h — 0 ainsi que des gradients

. % X 2 . ,
discrets qui,ijm, qumim dans (Mapm,1(R))”, respectivement notés

T I T
* 02 _ (* o2 * 02 * 02 02 * 02
Vatiig " = ( Oy Uisij " Oy Ui ) et Voujji" = ( Oy 5 ji™" Oy ji ) )

189



et chacun définis par

2

*481,#1%71']'02 — 933 (8xuui02 + Z 8xMIV ij (LUZ] xz)y)
= (5.82a)
03 02
+ ( @ )(8xﬂuj + Z 81#%, i (:L"Lj xj)l/)a
o} @) 02 2 7
O — 3 (5 _
8$uuj,ji 2 _ eji (amuuj + Zamxyu”(aﬁw a:j)l,)
v=1 (5.82b)
+ (I — 903)(a gt Zamy w(wy —2)y), Ype {1,2}.

v=1

*

. . . L, 2 .
Considérons de plus des matrices hessiennes discrétes Hywiijy Hewg i dans (M2m72(R)) , respecti-
vement notées

* * * *
*H B aaq;m Uj 455 aﬂnzgui,ij *H o a$1$1uj7ji 8£1$2uj7ji
TyUii5 * et TUjGi T ’

*

Orozi Wisij  OpgwsWiij Oppwy Wjji  Owpuy Ui ji

et chacune définies par

“Br, i = O D,y + (I — OG0, u (5.83a)
ey wigi = O5 D, + (I — O3 00,m,uy, Vpv) € {1,2)7. (5.83b)

Avec la convention d’écriture des formes linéaires (QS:

% )ac{ci,c;y donnée dans (5.20a) (voir aussi le
Lemme Biii) ), sila quantité AO3 dans R™ s’écrit

A& diii Op Uii Wi 2 4 dii; Op i LU 02
03 ) i ZJ i, 3,3t
dij A" = 2/;(%‘ — Ti)pu d;; -
- 5.84
N éch (dj,ij Hy i+ diij wum) B ﬁQci (dj,ij Hy, oy +dij a:um)
alors
i) A%g est conservatif, i.e AO3 fAOS.

A
i1) lestimation suivante est vérifiée : —3 (uj —wi) + Aioj3di,j = O(h?).

Démonstration. Pour lassertion i), le résultat est immédiat en permutant les indices i et j puis en
remarquant que la quantité aﬂﬁul‘u“ij donnée dans (5.81)) vérifie 0,4, u = axuxyuji.

En ce qui concerne 'assertion i), la séquence (u;);e7 donnée par (5.30) est pour rappel définie
comme suit : 1
u; = —/ u(z)de, VieT.
’CZ| Ci

Par conséquent, et en utilisant la convention d’écriture des formes linéaires (Q%‘)ae{c,-,cj} donnée dans
(5.20a)), un développement de Taylor usuel autour de x;; permet d’écrire

A PR A Oy 3
—w) = =5 > (@ = @)ula,ulwy) = 7Qi (Heu(@is) + 5 Qw( Hyu(i5)) + O(R%).  (5.85)

Ainsi, objectif de la preuve est de montrer que d; ]A compense la quantité ci dessus a un terme
d’erreur prés de la forme O(h?).
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La premiere étape est de montrer la consistance des quantités *qui,ijm et %unj,jim définies
dans (5.78]). En utilisant la consistance des gradients discrets (quim)@-er et des hessiennes discretes
(Hyu, )ieT respectivement donnés par ([5.31b)) et par (5.44]), il est possible d’écrire
02

*a:cuui,ij
=02 2 =02 2

= @83 (&c,ﬂi + Z 8x#myuij(:xij — :cl),,) + (I, — @83) (aruuj + Z 6xuxuuij(xij — xj)l,),

v=1 v=1

2
= 07 ((On,ulw:) + O) + Y (D, ulai) + O)) (5 — i)y )

v=1
2

+ (In — ©9?) ((%ﬂ(ﬂﬁj) +OR*) + Y (Oupa, ulxi) + O(R)) (i — %‘)u)-

v=1

Puisque les matrices 623 sont bornées et comme d(zq, x;;) = O(h) pour tout a dans {i, j}, I'estimation
ci-dessus se reformule

2
Brytiis % = O (O, ul@i) + Y O, i) (wig — 1),
v=1
2
+ (I = O9%) (Du ) + 3 Duya,ulwi) (w5 — 25)0 ) + O(h2),
v=1

= @g%zﬂu(x”) + (Im — 633)8%11(30”) + O(hQ),

= 0y, u(zij) + O(h?).

Comme un calcul similaire montre que *8xuuj,ji02 = Oy, u(zij) + O(h?) et que par ailleurs d(z;,z;) =
O(h), on en déduit une premiére estimation partielle de dmAg?’ qui s’écrit

A 2
di,inOjB =3 E:l(wj — ) O, u(Ti5)
IJ':

R (dj,ij Hy,yy + dij Ha
474

di.;j = ) B %Q’CJ (dj,ij

L’étape suivante consiste récrire les termes qui contiennent des formes linéaires @7 dans I'expression
s N o * * . . 03
(.86). D’apres les définitions de  Hy 4, ,; et Hyy, ;, données dans (5.83) et comme les matrices S
sont bornées, un calcul analogue & ([5.80) (voir le Lemme [5.3.3.1]) permet d’écrire

*

Miig T TN T8 )+0(h3). (5.86)
dZ,]

8acuzcl,ui,ij - aacuxl,u(xij) + O(h)7

O Wi ji = O, u(wif) + O(h), V(u,v) € {1,2}°.

En utilisant les estimations ci-dessus, et comme Q7; est d’ordre O(h?), il suit

(e
ij

dji; Hpms oo+ diij Hpw. .,
( Ak ,]d' ‘ J 2 ) = Q%(Hm,u(xzj)) + O(hg)a Va € {CZ’ CJ} :
2y

En introduisant cette derniére estimation dans le résultat intermédiaire ([5.86[), on en déduit que Agg
vérifie
03 _ Ao A A e 3
dij A" =5 221(%' = 2i)u0n, w(@ig) + 7Q57 (Hou(wij)) — 7 Qi (Hau(wiy)) + O(R).
ﬂ:

En sommant cette expression a l'estimation de —\(uj—wi)/2 donnée par ([5.85)), on en déduit le résultat
annoncé, ce qui conclut la preuve. O
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Pour k dans {2,3}, les Lemmes |5.3.3.1| et |5.3.3.2| définissent des expressions de Aiojk conservatives
et qui satisfont la propriété de correction a l'ordre k£ rappelée dans (5.76)). L’association de ces deux

lemmes aux résultats du Lemme [5.3.2.1] qui donnent dans (5.71) et dans (5.70)), les expressions de

Sgk termine de définir les flux numériques }"gk de la forme (5.65). Par construction, les schémas

numériques obtenus sont sans limiteur de pente, respectivement du second et du troisieme ordre et il
convient maintenant de détailler leurs propriétés de stabilité en spécifiant les matrices @iojk .

5.4 Stabilité entropique discrete

Cette section est consacrée aux propretés de stabilité entropique des schémas d’ordre deux et trois
définis dans les sections précédentes. L’objectif est de montrer que ces schémas satisfont une inégalité
d’entropie discrete globale de la forme

n+1y n
€T At

o

Pour établir ce résultat, il est nécessaire de montrer que les corrections A

2 et Aioj?’ respectivement
définies dans (5.79)) et dans (5.84]) sont dissipatives au sens de
1
/0 S V(i + s(wf — wh) (w) —wl') - AJFd; jds <0, Yk € {2,3}. (5.87)
ije€

L’inégalité ci-dessus est la version bi-dimensionnelle de l'inégalité (4.53) proposée dans le cas d’une
dimension d’espace. Par conséquent, une séquence (Al-ojk)ijeg qui satisfait ’estimation

AORd; 5 = g(wy —wi') + O(h"),
ainsi que 'inégalité est une correction dissipative d’ordre k sur maillages non structurés. Cette
estimation et cette inégalité étendent la Définition au cas de deux dimensions d’espace.

Puisque I'inégalité de dissipation est globale, il faut maintenant s’assurer de la convergence
de son membre de gauche. L’approche la plus simple et qui assura également la convergence de toutes
les sommes dorénavant exposées est la notion de support compact étendu.

Définition 5.4.1 (Support compact étendu dans un ensemble). Pour d : (R?)? — R* une fonction de
distance quelconque de R?, notons B(0, R) la boule ouverte relativement a d, centrée en (0,0)T et de
rayon R > 0. Soient A un ensemble quelconque, a dans A et (v;)ieT une séquence d valeurs dans A.
La séquence (v;)ieT est dite d support compact étendu dans A s’il existe un réel R > 0 fini tel que

VC; €T si C; ¢ B(0,R), alors v; =a. (5.88)

La notion de support compact étendu donnée dans la définition ci-dessus possede seulement un
intérét pratique. Elle signifie formellement qu’au dela d’une certaine distance de (0,0)T dans R?, la
séquence (w]');ez est constante. Par conséquent, toute somme qui contient des termes de la forme
w; — w; est convergente ce qui est par exemple le cas du membre de gauche de 'inégalité .

De plus, et puisque les entropies n sont définies & une constante additive pres, il est toujours possible
de choisir a dans tel que (n(wz"))z o7 est a support compact. Par conséquent, cette notion de
support compact étendu assure également la convergence de la somme Y, n(w)|Cjl.

Ainsi, sauf si cela est nécessaire, la sommabilité des quantités proposées ne sera pas mentionnée.
Avec ce cadre fonctionnel, la prochaine section montre que l'inégalité peut étre satisfaite pour
le schéma du second ordre.
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5.4.1 Inégalité de dissipation associée aux corrections du second ordre

Cette section concerne les propriétés de dissipation des corrections AinQ définies par (5.79). Par
conséquent, I'objectif est de montrer que I'inégalité globale (5.87)) avec k = 2 peut étre satisfaite. Cette
inégalité se lit

/ SO0 IV (wf + s(w? — wl)) (w? — w?) - A%%d; ;s < 0. (5.89)
ije€

Par construction, et d’apres le Lemme |5.3.3.1], les quantités AgQ dépendent linéairement des ma-

trices 932 et des gradients discrets Vmw?m définis dans ((5.31a)). La démonstration de I'inégalité ([5.89)
exploite cette dépendance linéaire et par conséquent, pour r dans N*, il est utile de définir la fonction

(RT)Card(T) % {17 . Card(T)} — MZT‘,].(R)
501, dy o, - Aoy ot 5.90
((vi)ieT, @) = Y = do <= bt o

leN (o) )

. . ;. . . 701 {,~ . N
L’expression ci-dessus permet d’écrire les gradients discrets V,w} " définis dans (5.31a)) de la manicre
suivante :

Vol = DO (w) et i), VieT.

La fonction définie par dépend de la géométrie du maillage 7 mais comme cela ne porte pas
a confusion, cette dépendance est omise. De plus, pour un indice « fixé, il est clair que 'application
— DO1(-, @) est linéaire.
Avec cette fonction, le lemme qui suit établit 'existence de séquences (@32
stricte globale est satisfaite.

Lemme 5.4.1.1 (Existence de I'inégalité ) Soient T un maillage admissible qui vérifie la Défini-
tion n une entropie strictement convere de classe C?(2,R) et K™ un compact de Q. Considérons
une séquence (w}')ieT non constante, @ valeurs et d support compact étendu dans K". Considérons
ensuite les distances d, les vecteurs b et la fonction DOV respectivement définis dans , et
dans puis pour une cellule C; fixzée notons

DOl

)ijee telles que I'inégalité

1
rj; = /0 (1= s)V2n(w] + s(w]’ — w}')) (W]’ —w}') - (w}' — w}')ds,

(5.91a)
= n(w') = n(w}') = Vn(wi') - (w' — wi'),
DY ((x})ier, @) = DO (x},) € R? (5.91b)
92 = (j — 2;) DO (x) — (2 — 2;)TDOL(x}). (5.91¢)
Supposons que (W} )ieT est telle que 3 ;e > jen(iy|Li 0]2 - (J?iz
I';;, considérons enfin que les matrices 922 qui définissent AgQ dans ((5.79) s’écrivent
@inQ = HgQIm, avec 032 € R.
Si, les réels 932 sont tels que
057 = —057° = — wPsign((? — (7). (5.92a)
r
2 max (0 Z Z ‘ z]’ i)TDOI(dj,ierj +di,ijrzi))
KO% > i gty ¢ , (5.92b)

> Z IT351(<

i€T jeN(3)

17]
alors l'inégalité de dissipation associée aux corrections (Aiojz),'jeg donnée par (5.89)) est satisfaite.
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Démonstration. La preuve de 'implication annoncée repose sur une réécriture du membre de gauche
de ’expression .

D’apres le Lemme 5.3.3.1“), AinQ vérifie I’égalité de conservation AinQ = —A]-Of et par conséquent,
une intégration par parties discrete telle que décrite dans le Lemme est possible. En notant - le
produit scalaire usuel de R™, cette intégration donne

/ SO VEn(wi + s(wf — wh)) (wf —w}') - APdijds = =Y > Ty Vn(w)') - AQPd; 5. (5.93)

ij€E €T jeN (i)

I est maintenant nécessaire de ré-exprimer la quantité Vn(w}') - AO d; ;. D’apres la définition de AgQ
donnée par et puisque @OQ = 9021 m, il suit

Xw( m-ASd;
. ny . * 9. ww. 01 . ny . *5. .0l
= 22:(17 - a:i)u dJ,z]vn(wi ) : a Wi i5 +d; an(wi ) - (%;ij,ji )
p=1 dij
2 ~———01 =01
_ (emvn(wy) O, w4 (1= 073 Vn(w]) - O, w? )
lu‘:
2 o1 01
Z 20)u (05290 (wp) - Dyl 4 (1= 092 Vn(w]) - Tpul" ). (5.94)

L’étape suivante consiste a réécrire les termes de la forme Vn(wl) - 8%11)30 pour « dans {i,j}.
En utilisant la propriété des vecteurs b qui vérifient ) ;¢ N(a) b o = 0 (voir la Définition de maillage

admissible i)) ainsi que 1'égalité d; o1 + do,a1 = da, il suit

0= Z balu

IEN ()
dj o Ao
oy et
leN(a) ol

n

di iV (wit) - wi + do,aVn(w}) - wj
3 " b

leN(a)

En associant cette derniere égalité a un développement de Taylor avec reste intégral dans les expressions
des gradients discrets (VmwznOl)ieT définis par (5.31a), il vient

n O1 d «a n n da,a n n
Vi(wp) G = 32 (FEVael) - wl+ V() ) ba
leN () @, @,

di,al

n n n dOé,Oé n n n
> (n(wh) = n(w}) = v) + =2 (n(wf') = n(w}) = 3)) bar:  (5.95)
leN () da,l da,l

En notant fol les applications partielles de la fonction D?! définie par (5.90)) et en utilisant la conven-
tion DO ((n(wl))ieT, @) = DO (n(wh)), cette derniere égalité se réécrit sous la forme

Vn(w) - 8y an =D (n(w)) — D' (x2y), V(e p) € {iy5} x {1,2}.

Tp o
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En considérant I’égalité ci dessus dans l'expression de Vn(w]') - AO2dZ ,j donnée par (5.94), on en
déduit que le membre de gauche de I'inégalité de dissipation formule par (5.93) se lit

/ > VEn(wi + s(w] — wi)) (wf —w}') - AGd; jds
ije€
s
= O Tl — ) (0D (n(w)) + (1~ 05D () ) S
ZGT]EN( ) i
d: -
32 3 Il )T (2207 () + (1 - 02D ()
ZET]EN (4) i
i
+3 Z > 10y — 2) T (692D (1) + (1 = 092)DO 1)) S5
zETjG,/\/’ (4) i
30 2 Ty — =) (652001 xEy) + (1 - 69D ) G
ZETjEN (4) i
Les deux premiéres contributions du membre de droite de 1’égalité ci-dessus sont des sommes de termes
conservatifs. Par conséquent, ces contributions sont nulles et en utilisant la définition de CZ%Z donnée

par (5.91c)), ’équation précédente se réécrit

A / Z VQ (wi* + s( w;')) (w;L —wy) - Aioj2diyjds
ije€E
|F'L]| d 002 d. ”902 |FZ.7| . TDO1 dsirh d; ™
= 2 2 oy il )GT + D D (@ — @) 'DN(darl + digr)-
€T jeN (i) dij i€T jEN (i) dij

(5.96)
En introduisant la quantité CJOf dans la premiere somme du membre de droite de 1’égalité ci-dessus,
on trouve

9 Z Z . JMHOZ —d; 13922) Ly

zeT]eN(z)

”+ 1 r;
Z Z : ]’1]002 _ dz Z]Qﬁ?) C C _ Z Z ’ ].| j ZJHOQ i 1]022)<

1€T FEN(3) Z’] ’LET]EN 7”3

=0 (somme de termes consevatifs)

Par conséquent, 1’égalité (5.96|) se reformule également de la maniére suivante :

)\/ ZVQ (wi' + s(w ))(w?—w?)‘A32di7jd3:

r
| ”' — 2;) DN (dj iyx; + diijriy)

> Z ) 121902_‘1@%39]012)( SO Z

zeTyeN(z) ZET]GN(?,)

En vertu de la définition de 68-2 donnée par (5.92al), cette derniére expression permet de déduire
I'inégalité (5.89) ce qui conclut la preuve. O

La démonstration ci-dessus repose essentiellement sur la linéarité des gradients discrets
(Vzw?m)ier interprétée sous la forme de 'application D! définie par . L’association de cette
linéarité :‘1 des développements de Taylor avec reste intégral autorise une écriture synthétique de I'in-
égalité (5.89) Cette écriture permet ensuite de proposer une famille de matrices (@22)2365 dissipative
et deﬁme par . La prochaine section montre comment une stratégie analogue peut étre déployée

dans le cas du schema du troisiéme ordre.

195



5.4.2 Inégalité de dissipation associée aux corrections du troisieme ordre

Cette section établit 'existence de I'inégalité globale de dissipation (5.87)) pour k = 3 et en consi-
dérant les corrections (Ag?’)ijeg données par ([5.84]). Par conséquent, cette inégalité de dissipation se
lit .

/ SO0 V2 (! + s(w? — wi) (w? — wl) - AD3d; ;ds < 0. (5.97)
0 jjee
D’apres la définition (5.84)) énoncée dans le Lemme [5.3.3.2] la quantité AZ-O]-?’ dépend linéairement des

matrices @83, des gradients discrets Vzwﬁoz définis dans (5.31b|) et des matrices hessiennes discretes
Hj » données par (5.44). L’objectif est d’exploiter cette linéarité pour montrer que I'inégalité (5.97)
peut étre satisfaite. Par conséquent, en utilisant la convention d’écriture relative a £(H) définie dans

(5.20b)) et pour r dans N*, les fonctions suivantes sont maintenant considérées :

(R™)Card(T) 5 {1, ..., Card(T)} = Mapa(R)

H : dj aiVa + do.oiVi
((vi)iETa Oé) = Z - Old | o Bal,aq +
«

Z dp,qpVq + dq,qupB (5.98)
()EN (e,a) : (¢:p)EN (2,q) dap

qp,aq>s
(RN dT) 5 {1, . Card(T)} — Map1(R)
A1, 01V + do 0V

((vi)ieT, @) = Z oy

leN(a) )

D92 . (5.99)

+ Lot (H((vi)ieT Oé))) bai-

Les fonctions H et D% définies ci-dessus dépendent également de la géométrie du maillage 7. Par

clarté, et puisqu’il n’y a pas de confusion possible, cette dépendance est volontairement omise.
Les deux fonctions H et D92 permettent une réécriture équivalente des matrices hessiennes discrétes
Hgy o et des gradients discrets wa:-‘m respectivement définis dans (5.44)) et dans (5.31b)). Cette

réécriture est donnée par

02

Hm,wz." = H((w?)lETa Z)a V:Bw;1 = DOZ((wln)leTvi)a VieT.

De plus, pour un indice a fixé, il est clair que les fonctions - — H(-,a) et - — DP2(, o) sont linéaires.

Puisque la définition de A%B‘ donnée par contient de nombreux éléments, plusieurs lemmes
intermédiaires sont maintenant présentés. En s’appuyant sur les fonctions définies dans —,
ces lemmes proposent des reformulations des quantités de la forme V7 (wj) - X;. Ces reformulations
sont nécessaires a l'expression de Vn(w}') - Agf’dm qui est utilisée pour la preuve de I'inégalité .

: 7z 7 . n T
Le premier lemme concerne une réécriture de Vo (w}') - Q(Hgg,w;z).

Lemme 5.4.2.1 (Reformulation des quantités Vn (w}") 'Q(Hx,w;z) ). Soient T un maillage admissible

qui vérifie la Définition et n une entropie strictement convexe de classe C*(2,R). Considérons
une séquence (w7)jeT incluse dans (2, les matrices hessiennes discrétes (Hx,w;?)je’T données par (|5.44)

ainsi que la fonction H définie dans (5.98). Pour une cellule C; fizée et en considérant la séquence de
réel positifs (x}})icT définie par (5.91a)), notons (H(ij))jeT une séquence dans Ma2(R) telle que

H(ry;) = H((th)ieT ), YieT. (5.100)

Pour Q : Ma2(R) — R une forme linéaire quelconque et avec la convention d’écriture de Q(H) définie

dans (5.20a)) (voir aussi le Lemme ii1) ), l’égalité suivante est vérifiée :

—_—

Vi (wi') - Q(Ha ) = QH((n(w]'))ieT 7)) — QH(T;))- (5.101)

J
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Démonstration. En utilisant tout d’abord 'expression de la matrice hessienne discréte H, ,» donnée
T, w
(]

par (5.44]), il suit
di i Vn(wi') - wi + dj aV(wy') - wi'

V() QHewy) = Y - ~Q(B1o)
(@D)EN(,j) a
(5.102)
I Z dp,qun(wZ‘) -wg + dq,qu(W?) : w;LQ(B o)
ap,jq/-
(a.p)EN(5,9) dap

En s’appuyant ensuite sur la propriété des matrices B. j, qui satisfont > o N(q) Bitja = 0 (voir le
Lemme [5.2.3.2}4i) ), et comme d; j; + d; j1 = d;, il est possible d’écrire

0= > QBjujg):
(@) EN 1)

dyig+d;;
= Y B,
(@D)EN(,j) g

di i Vn(wy) - wi + djm(wy’) - wy
—_ Z B J [ zdjl 5] i 7 Q(le,jq)-
(¢:1)eN (5.7)
Un calcul identique mutatis mutandis donne également
Z dpgpVn(w}') - Wi + dg gpn(wy}') - wan(B W) =0
ap.jg) = Y-

(¢:p)EN (5,9) dap

Par conséquent, une reformulation équivalente de I’égalité (5.102) est exprimée par
Vn(w}) - Q(Howr) =

d d; ;
> (V) - (wf —wf) + FEIn(w]) - (] —wl))Q(Bji)

(DN ) 1 b
dpﬂp n n n dq,qp n n n
Y () - (wp —wf) + PVl - (0~ wf)) Q(Bano).
(ap)eNGa) PP op

Une réécriture des termes de la forme Vn(wy') - (wj — w}') & l'aide de 'expression de r}; donnée par
(p-91a), puis une nouvelle utilisation de la propriété > . N(q) Bap,jq = 0 permettent de déduire que
I’égalité précédente est équivalente a

Vi (w) - Q(Hywr) =

J

dp,qpn(wg) + dq,qpn(wg)

3 dijin(w}) + dj jin(wp')

d Q(leﬂjq) + Z d Q(qu,jq)
(¢:1)EN(5.4) gl (¢,p)EN(j,q) &P
dl7 -lr?- + d i, -lrﬁ d , I‘?‘ + d , I'?
B Z ’ Jd, = Q(le,jq) - Z = qd 2 pQ(quJq)-
(@)EN(G.4) gl (@.P)EN (G.0) @p

—_~—

En utilisant la linéarité de ) dans ’expression ci-dessus ainsi que les définitions de H et de H(rgfj)
respectivement données par (5.98]) et par (5.100f), on en déduit le résultat attendu ce qui termine la
preuve. O

A T’aide de ce premier résultat intermédiaire, le prochain lemme établit une reformulation de n(w})-

=02
n
8xuwj
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Lemme 5.4.2.2 (Reformulation des quantités Vn(wl) - 0., w’ 2 ). Soient T un maillage admissible

xp, Wy
qui vérifie la Définition et ) une entropie strictement convexe de classe C?(Q,R). Considérons
une séquence (w;-"”)jg— incluse dans §, les gradients discrets du second ordre (wa;‘m
(5.31D) ainsi que la fonction DO? définie dans (5.99). Pour une cellule C; fizée et en considérant la

séquence de réels positifs (v12)eT définie par (5.91al), notons (DO?(r? ))geT une séquence dans R? telle
que

)jeT donnés par

DO2(r1)) = DO*((vf)ier5), VieT (5.103)

L’égalité suivante est vérifiée :

(nw?) - Borwr® In(wr) - Brur®?) " = DO (n(wfier ) — DOA(xL). (5.104)

Démonstmtz’on. Pour p dans {1,2}, et d’apres la définition des gradients discrets du second ordre

8%10] ? donnée par (5.31b)), il suit

ny A p02 d J n n d j»J n n
Vn(w}) - O wl = Y (%Vﬁ(wi ) - w} + —j‘]q Vn(wl) - wq) big,, (5.105a)
geN () 1 14
+ D Vn(wi) Lig(Hew) bjg,, (5.105b)
q€N(4)

L’expression de droite dans (5.105a)) s’identifie a la quantité Vn(w}') - 896 wy ! dont une reformulation
a été établie dans la preuve du Lemme |5.4.1.1| qui traite de Vn(w]) - A02 Cette reformulation est
donnée par ([5.95)) et elle s’écrit

dg d; n
Z ( Yagag n(wl) - wh + Ay n(w?) - wq)qu _

d; d; #
qeN(j) 754 J:q

d%jqn('w;‘l) + d]}jqn(wg) dq,]qrw + dj qulq
> ™ bjg, = D i bjq,,- (5.106)

q€N(4) q€N(4)

De plus, et puisque que Lj, est une forme linéaire, le Lemme [5.4.2.1) autorise une réécriture de la
quantité Vn(w;) - Ljq(Hz w ) En considérant H(r};) défini par (5.100)), cette réécriture est donnée par

—_—~—

Vn(w}) - ﬁjq(m) = Ljg(H((n(wi') et 7)) — qu(H(ij)-

Ainsi, en mtrodulsant I’égalité ci-dessus ainsi que le résultat intermédiaire ((5.106]) dans I’expression de

Vn(w}) - &cuw] ? donnée par (5.105)), il vient

S dq.jqn(wj) + dj jqn(wy) n .
Vn(wy') Bxuw? = Z ( 7 : d. SL . +£jq<H((77(wl ))le’ﬁ]))) quu
a€N(j) o
dg jqTi; + dj jqTh ——
S ( a.4q ]d~ 199 71q +£jq(H(r2j)) bjqy-
q€N(J) 74

En considérant les définitions de DO et de DO2(r] J) respectivement données par (5.99)) et par (5.103))

dans ’expression ci-dessus, on en déduit le résultat attendu ce qui conclut la preuve. ]
Les deux lemmes précédents donnent des écritures de Vn (w}') - Q(Hz ) et de Vn(w}) - (%uw] 2
Puisque la correction AQ?’ définie dans ([5.84)) dépend linéairement des quantltes Q(H, ) et Oy, wj 02,

une reformulation de Vn( ") - AO3 est maintenant possible. Pour établir cette reforrnulatlon, deux
fonctions supplémentaires Sont mamtenant introduites, chacune relativement au couple cellule-interface
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(C;,Ty5) et (Cj,Tj). En considérant un entier r dans N* et en utilisant la convention d’écriture de
Q(D) définie dans ([5.20a)), ces fonctions sont indicées par « dans {i,j} et elles sont données par

Min(R) X (Mzr,Q(R))?) — R"

<a1> ’ (bn b12) ’ <611 C12> D
Pl | \e2 b1 b2 ) ' \c21 c22 (5.107)
2

zbl/+dzzcu 1 Cj i
(@ — i) ( +Z by Md » = (wij—wa)V)+§(Qij] —-Q;)(D).
u=1 v=1 >

Les fonctions (735‘*)(1e {i,j} sont définies relativement & un triplet (Cj,I';;,Cj) et par conséquent, leurs
expressions dépendent de la géométrie de I'interface orientée I';;. Puisqu’il n’y pas d’ambiguité possible
cette dépendance est omise dans les arguments des fonctions et elle figure seulement dans ses indices.

En s’appuyant sur les fonctions définies dans , le lemme ci-dessous introduit une reformula-

tion de Ag?’ puis propose une expression de Vn(w ) AO3.

Lemme 5.4.2.3 (Reformulation des quantités n(w}") - A03d j ). Soient T un maillage admissible qui
vérifie la Définition et n une entropie strzctement conveze de classe C?(2,R). Considérons une
séquence (W}')1eT incluse dans Q ainsi que les fonctions H et DO? respectivement définies dans ,
(5.99) et complétées par les notations

Hn(wi')) = H((n(w]"))ieT, i) € M22(R), (5.108a)
DO (n(w}')) = DO ((n(w}))ieT,i) € R, VieT. (5.108b)

Pour un triplet cellule, interface orientée cellule (C;,T';5,C5) donné, considérons de plus les quantités

discrétes (Vywl, Hywn, H(X? ) DO2(ym (r7'2))acqijy ainsi que les fonctions (Pga)ae{m} respectivement
définies dans (]5.31b|) (|5 44D (5.100), (|5 103)), (5.107) et complétées par les notations

POt iy PC (v w H:c wnaHacw ’ ac,wg) € Rm, (5109&)
Pl = P (D2 (n(wh)), Hn(w})), H(n(w})), H(n(wy))) € R, (5.109b)
Pr. .= Poe (Doz( ), H(r;fgi),H(rgj),H(rgfa)) eR, Vae{ij}. (5.109¢)

Considérons enfin que la correction Aioj3 définie dans (5.84) est associée a une matrice @23 de la forme
933 = 98-3Im avec 053 dans R. Les assertions suivantes sont vérifiées.

i) Une reformulation équivalente de Aioj?’ est donnée par

2 di;
XAinSdiJ = P (TP, i+ (1 — 003V Pj5) + d, :
7.] 7]

(903P] i+ (1 —92;3)731',17)- (5.110)

i1) L’égalité suivante est satisfaite

2 03 03m O3\
)\77( )A d dij (0 PZ’L] (1 0 )lej) di]

), )

(0037377 ( 603)7)77 )

Jitj 1,1

dj; m " di;
d] : (eogpzzzy (1 - 903)737,] zy) - d: -
i,J 2¥)

’

03 r O3\ pr
(9 Pz]zy ( 9 )PlZ’L])

Démonstration. En associant les notations P, ;; données dans (5.109af) a I’expression de Aioj?’ telle que
définie dans ([5.84)), assertion ) est immédiate.
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, . .. . Co 170 .. .
Concernant I’assertion i), et puisque Pija définie par (5.107)) est linéaire selon toutes ses variables,
il existe des réels Ya,ij,us Taijur €t Ta,ijuw tels que

02 S Y
,POéyij - Z ,.Ya7ijvﬂa$uwg + Z O—a,ij,[.tl/alfuzyw? + Z Ta’ijhuya;l;”xuw:?. (5.111)
= (uw)€{1,2}* (uw)€{1,2}*
Par conséquent, en distribuant le produit scalaire de R™ puis en utilisant successivement les résultats
des Lemmes [5.4.2.1] et [5.4.2.3| qui donnent respectivement des réécritures de Vn (wl) - Q(Hy,up) et de
Vn(w) - 8%11;302, il suit

02 " A——
Vn(wy') - Paij = Z Vaiju VN(w5') - Oz, wi ™ + Z O Vn(wy') - O, W)
(nv)e{1,2)?
+ Z Teiju V(W) - 8%%111?,
(nv)e{1,2y?

2
= 3 Yaiiu (O () ier @), — (D7) ,)

=
Y cana((H(@)er. ), ~
(np)€{1,2}?

+ > Taau((H(O@!)er ), — (HEE
(uv)e{1,2y?

—_

xI
—
=
=3
N
S~—
S—
=
S
N———

En réorganisant les termes de I’équation ci-dessus et en utilisant les notations P ij et 77{ a,ij définies
dans ([5.109b))-(5.109¢]), il vient

Vn(w?)-Pa,ij :P 'Pzraw, Vo € {2,]}

L’association de ’égalité ci-dessus a ’expression équivalente de A03 donnée par (5.110)) permet d’écrire

V() AP = o Ol - Pus + (1= 03 Vn(w]) - Pyy)
80T ) Py + (1= Tt Py,

= B Ply ~ PE) + (=07 (Pl ~ Phi)
+ SO0 Py~ Pl + (1= 08Pl ~ PEig).

En réorganisant cette expression, on en déduit le résultat attendu ce qui conclut la démonstration. [J

Puisque le lemme ci dessus propose une reformulation de Vn(w}")- Ag?’di,j, I’inégalité de dissipation
associée a (Al-oj3)ij€7- définie par (5.97) peut maintenant étre établie.
Proposition 5.4.2.1 (Existence de l'inégalité (5.97))). Soient T un maillage admissible qui vérifie

la Définition n une entropie strictement conveze de classe C*(,R) et K™ un compact de ).
Considérons une séquence (w}')ieT non constante a valeurs et a support compact étendu dans K.

Considérons ensuite les quantités réelles 77{1 ij €t 73”” définies par (5.109c) et notons

=Py — Pl (5.112)

Z7J 17271.7

Supposons que (w}')ieT est telle que Y ;1 ZJ-GN(i)\FZ-jHCM - ij\ # 0. Pour chaque interface orientée
[;;, considérons enfin que les matrices @inB qui définissent A%:)’ dans (5.84) s’écrivent

@ioj?’ = 03317,“ avec 033 € R.
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Si, les réels 98-3 sont tels que

933 _ _923 _ _,0 s1gn( 03 _ ]Qig), (5.113a)
|T \
2 max (0 Z Z syl dzzj zzzg_'_dﬂjpz]z]))
03 €T jeN (i )
03 5 , (5.113b)
E: E: |FU‘|1J __Cﬁ?’
€T jEN(3)

alors Uinégalité de dissipation (5.97) associée aux corrections (A9?

i )ijee est satisfaite. Pour rappel, cette
inégalité se lit

/ SO0 V2 (! + s(w? — wi) (w? — wl) - AQ3d; ;ds < 0. (5.114)

J
ije€

Démonstration. La preuve de 'implication annoncée repose sur une réécriture du membre de gauche

de l'expression ([5.114)). En utilisant successivement une intégration par parties discrete ainsi que le
5.4.2.3

résultat du Lemme [5.4.2.3| qui reformule la quantité Vn(w}') - A 3d; 4, il suit
/ >V} + s(wf — w)) (wf — w)') - AGd; jds
ije€

:_*Z Z |FzJ|V77 Aogdm

zGTjeM i)
d;
> %)’Fw\( g+ (1= 050Ph) + TPy + = 07)PL,)) - (5:119)

€T jeN (e )

d;
O3 pr 03\ pr 03 r O3\ pr
+€ZT e%)myl( (05 Py + (1= 0 YPEL) + TP+ (- 2yPr ).
7 i 1 P

La contribution ([5.115)) est constituée de termes conservatifs. Par conséquent, cette somme est nulle
et I’expression ci-dessus devient

)\/ Z V2 (wi + s( wy)) (w] —wy) ~Al-oj3di7jds =

2. r r d r r
E : § :|ij‘< ],] 9031221] (1 _’Hog)izjzj) d' (eogizjzg (1 _’903)¢zzzj))
i€T jeN (i) Y

s BN ; sz Lo s 03 . . . .
En I'eCI'IT/aH‘t cette derniere égalité avec la définition de ¢;7” donnée par ([5.112)) puis en réorganisant les
termes, il vient

)\/ ZV2 w; + s(w ))(w?—w?)-A?j3di7jd52

187 \F !
> Y b~ digt + Y Y d,u P+ diPr ). (5.116)
i€T jeN (@) W7 zGTJEN(z)

En introduisant la quantité C]Oﬁ dans la premiere somme du membre de droite de 1’égalité ci-dessus,
on trouve

72 Z d'- ”JHO?’_ HJHJOZS)C
i€T jEN(3)
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03

T \ o 03 6ij T 6 Iy | 0 03\ -0
> ”. djii057 — digjb5;°) == — Z > G — i)Y
€T jeN(3) ZETJEN Z’j

=0 (somme de termes consevatifs)

Par conséquent, I’égalité ([5.116)) se reformule également de la maniére suivante :

/ Z V2 (wi* + s( ))(w;l —wy) - A83di7jds =
ije€
|F”| d 003 d 903 03 |F'L]’ d d 7)
Z Z . yEs) 1) 2,19V g1 )( 2,] +Z Z 1,1 27,7,]+ 3,83 ijj)'
zGTjEN(z) zGTJEN()

En s’appuyant sur la définition de 923 donnée par (5.113al), cette derniere expression permet de déduire
I'inégalité (5.97) ce qui conclut la preuve. O

Le lemme précédent montre I’existence de corrections (A??’)ijeg telles que I'inégalité de dissipation
(5.114) est satisfaite or le Lemme[5.3.3.2|a établi en Section que ces corrections vérifient également

I’estimation

A n n

Par conséquent, ces deux résultats montrent I’existence de corrections dissipatives du troisiéme ordre
sur maillages non structurés. En associant ces résultats aux analogues obtenus pour le second ordre en
Section il est possible de proposer un résultat de stabilité entropique discréte globale sur maillage
non structurés.

5.4.3 Stabilité entropique discréte globale

En notant |P;| > 0, le périmetre de la cellule Cj, les schémas conservatifs du second et du troisieme
définis dans la section [5.3] s’écrivent

Ty At|P|
witt = T wi — FIr), (5.117a)
Z | P ( Ci| Y )
JEN(9)
)\ n n
Foh =35 - 5 (W —wf) + AT, 5, (5.117b)

ou les quantités (]-'gk , AOk) sont respectivement données par (5.70)), (5.79) lorsque k = 2 et par (5.71)),
- lorsque k£ = 3. Le resultat de stabilité entropique de ces schémas est le suivant.

Théoréme 5.4.1 (Stabilité entropique globale discréte sur maillages non structurés). Soient T un
maillage admissible qui vérifie la Définition et n une entropie strictement convexe de classe
C?(,R). Considérons une séquence (w]")ieT non constante, incluse dans un compact de Q0 et telle que

> n(w)|Cil| < +oo, (5.118a)
€T
Yo D T Vn(w]) - F3¥| < +oo, (5.118b)
€T jEN(3)

Pl At|P;
> |c| (1-s) > |r,-jyv277(wgl—s c|* |f0k)f0k FJFds| < +oo, (5.118c¢)
z'eT| i JEN(H) |Cil
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Si les quantités conservatives Aiojk données par ((5.79), (5.84), vérifient l’inégalité stricte globale

/ >0 V(w4 s(w] — w)) (w) — wi) - AGFd; jds < 0, Vk € {2,3}, (5.119)
ijeE

alors, il existe A > 0 suffisamment grand et At > 0 suffisamment petit tels que la séquence mise a jour
(U)Z;H_l)ie‘]‘ donnée par les schémas d’ordre élevé (5.117)) est incluse dans € et tels que cette séquence

vérifie

n+1 n
) n(wi™ ) = n(wi) o) < o, (5.120)
At
€T

Démonstration. Avec I'’hypotheése de compacité énoncée sur la séquence (w}');c7, des arguments to-

pologiques tels que ceux déployés dans le Lemme [4.1.1] montreraient 'existence de At > 0 tel que

(w?H)ieT C ). En supposant que cette condition est vérifiée, la convexité de ’entropie 1 donne

n T4 At|P| o
n(with) < n(w;" — Fii)-
je%:(i) [Pl ( il )

En notant - le produit scalaire usuel de R™, et en associant la régularité C? de Ientropie & un
développement de Taylor, il vient

n Tijl (0 AP o
77(“’1“) < nmw; — Fii ),
jgf:m = ( R )

]GA/Q
A75|1Di|> Cijl oo SAUB 2ok ror . rok
+ ( / 1-s Ven(w;' — Fii ) Fig" - Fijds.
el ) b >j§m Vel =T )

En réorganisant les termes de 'inégalité ci-dessus puis en sommant sur toutes les cellules Cj, il suit

7L+1 n
n(w nmwy
D e DI DR\ OB
€T €T jEN (1)
. 1
a0 5w - s 208 F0R) por. Fong,
ier 1l JEN(3) ICil

(5.121)
En vertu des hypothéses de sommabilité énoncées dans , toutes les quantités ci-dessus sont
finies. Par conséquent, 1'objectif a ce stade est de récrire la premiére somme du membre de droite de
I'inégalité afin d’en proposer une majoration. Puisque le flux numérique est conservatif, une
intégration par parties discréte telle que décrite dans le Lemme [5.1.5.1] permet d’écrire

= > Il FEGE - Vn(w))

i€T FEN(3)

= Pyl FEGE (Vn(w)) — V),

ije€
- / Z \F”|V2 (wi' + s(w} wi')) (w? —w}) - Sgkds
s (5.122)
n n )\ n n
+/ Z \F”|V2 (wi + s(wj wi')) (wj —wy) - (— §(wj —w;') + A%kdm)ds.

ije€
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En utilisant I'inégalité (5.119]) dans 'expression ci dessus, et en notant 5?]- = wj — w;" dans R™, on en
déduit

=20 > ITylFGE - Vn(w))

i€T jeN (i)

/ Z’Fl]|v2 w! +55n)5n SOde—*/ Z|FZ]|V2 w_|_35:7‘])5:;5;;d5

ije€ ijeE

Cette derniere inégalité donne le majorant recherché et son introduction dans le résultat intermédiaire

(5.121)) permet d’écrire

n+1

3 n(w n(w?) )

€T

/ij\v? (W] + s07%) 87 Okds——/ D03 V2n(w} + s87;) 075 - 675ds

ije€ ije€

i AP,
+ALY |C|/ L—s) Y |Py|V2n(wf - c|* ’fOk)IOk FOkds. (5.123)
z‘eT| | JEN(7) | |

Il est maintenant nécessaire de montrer que si A > 0 et At > 0 sont convenablement choisis, alors
le membre de droite de I'inégalité ci-dessus peut étre négatif.
Tout d’abord, un raisonnement par ’absurde immédiat associant I’égalité ((5.122]) a la sommabilité

(5.118b]) donne

1
|/ > T3V (W] + s67) 67 - FGFds| < +oo.

ijeE
Ensuite, comme la séquence (w]');e7 n’est pas constante et puisque que I’entropie 7 est strictement
convexe, il suit

/ ST | V2 (w + 50707 - 67ds.
ije€

Enfin, en arguant une nouvelle fois que la séquence (w}');e7 n’est pas constante, la convexité stricte
de n et la sommabilité (5.118c) permettent d’écrire

|P|/ 1—s) Y |0y|Vn(w] - At‘mek)IOk FRds < +oo.
<Zic S Ci

Ainsi, si A > 0 et At > 0 sont tels que

2 max /Z|F”|V2 (wf + $075) 67 - SOkds)

A> ueE , (5.124a)
/ZMW2 (w] + s67)67 - o7 s
ije€
/ SO Py V20 (w! + 67T - 67 ds
0<At< iee (5.124b)
= BT, Al[P, ’
Z Z | 2’ J| (w?— 2’ |]_—0k)]_—0k ]_—Okds
i ienw Gl |Cil

alors, d’apres 'inégalité ((5.123]), on en déduit le résultat de stabilité annoncé dans (5.120)) ce qui termine
la preuve. O
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L’originalité du Théoreme est donnée par 'inégalité de dissipation . Cette inégalité
peut s’interpréter comme une contrainte sur les corrections (Aiojk)ijeg et elle s’obtient en sélectionnant
les séquences de matrices (@gk)ijeg qui définissent (Alo-k)ijeg dans (5.79), (5-84). Avec la donnée de
telles séquences, le résultat de stabilité entropique est ensuite établi sous la condition CFL
(-124).

Ainsi, le Théoréme [5.4.T] montre 'existence de schémas numériques explicites en temps, du second
et du troisieme ordre, sans limiteur de pente, définis sur des maillages non structurés et qui vérifient
une inégalité d’entropie discréte globale donnée par .

Toutefois, si 'existence théorique des schémas est démontrée, il est clair qu’une mise en ceuvre
pratique avec les éléments des démonstrations demeure extrémement difficile. En effet, les familles de
séquence (@iojk)ijeg proposées dans pour le second ordre et dans pour le troisieme ordre
sont toutes globales et leurs évaluations a chaque itération temporelle conduiraient nécessairement a
des temps de calcul rédhibitoires. Cette remarque est également valable pour la condition CFL
qui n’est, de plus, trés certainement pas optimale.

Par conséquent, la programmation et la mise en ceuvre des schémas énoncés dans le Théoréme
demandent des précisions complémentaires qui sont maintenant détaillées puis accompagnées de
résultats numériques.

5.5 Résultats de simulations numériques

5.5.1 Meéthodes et paramétrages

Les schémas développés dans ce chapitre ont été programmeés en langage C sans librairie particuliere
puis parallélisés avec quelques instructions OpenMP. Les éléments de géométrie du maillage tels que les
distances d, les vecteurs b, les matrices B, etc, sont tous calculés puis stockés avant la boucle temporelle.
Ainsi, les objets définis a ’aide de ces éléments comme les gradients discrets ou les matrices
hessiennes discretes s’obtiennent simplement avec des opérations de types produits scalaires.
La séquence mise a jour (w?H)z’eT est calculée a l'aide d’une boucle itérative sur les interfaces non
orientées.

Les schémas numériques ainsi programmés sont testés sur trois types de maillages : les grilles
cartésiennes uniformes, les maillages définis par des triangles structurés et les maillages non structurés
générés par le logiciel FreeFem . [120]. Quelques cellules de ces maillages sont représentées par la
Figure [5.3
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FIGURE 5.3 — De gauche a droite, illustration de cellules uniformes d’une grille cartésienne, de cellules
triangulaires structurées et de cellules triangulaires non structurées générées par le logiciel FreeFem
[120].

Les grilles cartésiennes satisfont la définition de maillage admissible donnée en Section [5.2.1] Défi-
nition Il est admis que les autres maillage employés satisfont cette définition s’il est possible de
calculer numériquement 'inverse des matrices M; et Iy — A; respectivement définies par (5.21)) et par
(5.51)).
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Ces maillages et les schémas numériques d’ordre élevé (5.117)) sont utilisés pour simuler les solu-
tions des équations d’Euler pour un un gaz parfait diatomique. L’inconnue w de ces équations est
(p, pu, pv, pE)T et elle prend ses valeurs dans I’espace

0= {(p,pu,pv,pE)T eRp>0,E - W+v)/a > 0} . (5.125)

Pour un réel v = 1,4 et pour une fonction p : Q — R telle que

les deux fonctions de flux fi, fo : @ — R?* des équations d’Euler pour un un gaz parfait diatomique
sont données par

T T
fi(w) = (pu, pu® + p, puv, (pE + p)u) *, fo(w) = (pv, puv, pv* + p, (pE + p)v)

Parmi les entropies possibles [22], 88 [138], le couple entropie convexe, flux d’entropie (7, G) retenu
pour les équations d’Euler est le suivant :

n(w) = —pln(p%), G(w) = —pln(%)(u,v)-r.

A partir de ces conditions, les schémas numériques énoncés dans le Théoréme n nécessitent la
donnée d’un triplet ( @Ok A, At). Bien que des formules explicites soient établies pour ces trois para-
meétres dans (5.92)), (5.113)), (5.124)), il est clair que les expressions proposées sont pratiquement rédhi-
bitoires. Par conséquent, une approche heuristique est utilisée pour sélectionner le triplet (@8’“ A, At).
Cette approche heuristique est fondée sur ’analyse menée en Section pour le cas d’une dimension
d’espace et elle est définie par les éléments suivants.

Tout d’abord, deux configurations sont proposées pour les matrices G)Z-Ojk dans My 4(R). La premiere
ne dépend que de la géométrie de I'interface I';; et elle est donnée par
d.

o = dfj I,. (5.126)

La seconde configuration est notée @gfj et elle dépend non linéairement des gradients discrets (/5.31))
(k—1)

. VT ’ O(k
par l'intermédiaire des réels ¢, il tels que

2
k n_ (Z_: (Bwr ~—7O0(k— 1))(1))2, Vi€ (L4},

A partir de ces coefficients, @b i est donné par

O9k = diag tanh(¢ " — (71, (5.127)
1<i<4
Ensuite, pour sélectionner les parametres A > 0 et At > 0, une montée en ordre temporel avec
les méthodes Runge Kutta Strong Stability Preserving [107, 109, 110] est effectuée. Grace a leurs
combinaisons convexes et d’apres [76], 230], ces méthodes préservent le résultat du Théoreme En
notant |y, (w)| le rayon spectral de la matrice V f1(w)nij, + V fa(w)nij,, le couple (A, At) est choisi
selon les restrictions

ANt P,
L Ll (5.128)

)\:%].'2‘?(|/"Lnij(wj)‘7|unij(w’i)’)7 |C‘ 9’

Enfin, en notant 0f les interfaces du bord de T et j* les indices des cellules fantdmes, les choix
heuristiques exposés ci-dessus sont vérifiés numériquement a l'aide de la quantité

[0 277 — n(w} |C|+Z

3% €OE

G(w). (5.129)
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La quantité AS/At est une version modifiée du membre de gauche de qui comprend les conditions
de bord. En effet, et si par simplicité le Théoreme [5.4.1| est établi sur un domaine sans bord, la quantité
AS/At est nécessaire en pratique car les conditions de bords d’un domaine fermé influencent le bilan
d’entropie globale [200]. Ainsi, le triplet (@iojk,)\, At) est convenablement choisi lorsque la quantité
AS/at définie par (5.129)) est négative : dans ce cas, la stabilité entropique discrete globale des schémas
numériques @ est satisfaite.

Pour préserver 'espace €2 défini par et accroitre qualitativement la stabilité générale, une
correction a posteriori de type MOOD [60, [79] est de plus adoptée. Par conséquent, si des quantités
calculées par les schémas d’ordre élevé (5.117)) ne sont pas dans €2 alors cette procédure de limitation

substitue localement ces quantités par des valeurs issues d’un schéma du premier ordre.

Avec ces paramétrages, les cas tests considérés sont le probléeme du vortex isentropique [55] 199],
des problémes de Riemann bi-dimensionnels [136], I’écoulement d’un fluide dans un tunnel possédant
une marche [224] et I’évolution d’une onde de choc le long d’une rampe inclinée [224]. Pour chacun de
ces problemes, les résultats sont donnés en trois temps.

Tout d’abord, le cas test est défini puis une allure de la solution est donnée par le résultat d’un
schéma, usuel du premier ordre.

Ensuite, les résultats du schéma du second ordre sont présentés par un affichage de la variable
p. Dans le cas de solutions régulieres, ce résultat graphique est complété par une mesure de ’erreur
commise avec les normes L', L? et L™. Dans le cas de solutions discontinues, 'affichage de la variable
p est complété par 1’évolution temporelle de AS/A¢ défini par ([5.129)).

Enfin, les résultats du schéma du troisieme ordre sont donnés avec une présentation analogue a
celle utilisée pour 'ordre deux.

La prochaine section utilise ces conventions pour présenter le cas test du vortex isentropique qui
permet une mesure de ’ordre sur des solutions régulieres.

5.5.2 Vortex isentropique
5.5.2.1 Définition du cas test

Le premier cas test est celui du vortex isentropique tel que décrit dans [55, [199]. Le domaine spatial
est le carré [0,10]% et pour ¢(x) = (5/2r) exp ((1-lz—=0l3)/2) avec zy = (5; 5)T dans R, les conditions
initiales sont

¥

p=(1-57¢@) L w0 =@ —a), p= (1= 10 @) L (Gs0)

Les conditions de bords sont périodiques. La solution exacte est un vortex régulier transporté le long
d’une diagonale du domaine. La Figure illustre ce probleme avec le résultat d’un schéma usuel
du premier ordre sur une grille cartésienne de 6400 cellules et au temps final de simulation ¢t = 0,1.
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FIGURE 5.4 — Résultat numérique d’un schéma usuel du premier ordre sur une grille cartésienne de
6400 cellules et pour le probleme du vortex isentropique ((5.130)) au temps final t = 0,1.

5.5.2.2 Résultats du schéma du second ordre

Les résultats graphiques du schéma du second ordre ({5.117)) pour le probléme du vortex isentropique
(5.130) sont tout d’abord donnés par la Figure Ensuite, les tableaux rapportent ses erreurs
numériques ainsi que ses ordres pour différents maillages.

X
0 2 4™ 6 8 10
1 1
X2 X2
2

0 2 4 6 8 10

m— | | —
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
p (02 ©; Cartesian Grid) p (02 6, Cartesian Grid)
0 2 4™ 6 8 10
1
X2
2
m— | | — | | | p—
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
p (02 ©, Struct Triangles) p (02 ©,, Struct Triangles)

208



me—

0.9 1.0

F | |

0.5 0.6 0.7 0.8
p (02 ©,)

0.5 0.6 0.7 0.8

p (02 ©y)

09 1.0

FIGURE 5.5 — Résultats numériques du schéma du second ordre (5.117)) pour le probleme du vortex
isentropique au temps final ¢ = 0,1 avec la légende : de gauche a droite résultats pour (@fjgj)ijeg
définie par puis pour (92%)ijes définie par . De haut en bas, résultats sur grille carté-
sienne uniforme de 6400 cellules puis sur 6400 triangles structurés et sur 5262 triangles non structurés
générés par le logiciel FreeFem, [120].

Erreurs du schéma du second ordre avec (92?j)ijeg sur grilles cartésiennes
cellules h Lt ordre L? ordre L ordre
100 1,0E+00 || 3,0E-01 - 7,3E-02 - 5,1E-02 -
400 5,0E-01 || 9,7E-02 | 1,6 2,6E-02 | 1,5 2,3E-02 1,1
1600 25501 || 2,1E02 | 22 || 5,3E-03 | 2,3 || 4,4E-03 | 2.4
6400 12E01 || 44E03 | 2,3 || ,LIE03 | 2,3 | 8,6E04| 2,3
10000 1,0E-01 || 2,7E-03 | 2,2 6,6E-04 | 2,2 5,3E-04 2,2
Erreurs du schéma du second ordre avec (@aofj)ijeg sur triangles structurés
cellules h Lt ordre L? ordre L ordre
128 9,3E-01 || 3,4E-01 - 7,6E-02 - 3,4E-02 -
512 47E0L || 9,9E02 | 1,8 | 24E02| 1,7 | 1,5E02| 1,1
1682 | 2,6E-01 || 2,98-02 | 2,1 || 6,8E-03 | 2,1 || 5,6E-03| 1,7
6272 | 1,3E01 || 7,3B-03 | 2,1 | 1,7E03 | 2,1 | 1,AE03| 2.1
10658 1,0E-01 || 4,3E-03 | 2,0 9,8E-04 | 2,1 7,9E-04 2,1
Erreurs du schéma du second ordre avec (@ggj)ijeg sur triangles non structurés
cellules h Lt ordre L? ordre Lee ordre
116 1,1IE4+00 || 3,4E-01 - 7,8E-02 - 4,0E-02 -
524 57E-0L || 9,0E02 | 2,0 || 2,0E02 | 2,1 | 1,3E-02 1,7
1148 42E01 || 47E-02 | 2,1 || L,IE02| 1,9 | 7,3E-03 18
5262 1,9E-01 || 1,1E-02 | 1,8 2,7E-03 | 1,8 3,3E-03 1,0
10394 1,4E-01 || 5,9E-03 | 2,0 1,5E-03 | 1,9 1,7E-03 2,1

TABLE 5.1 — Evaluation de Derreur et des ordres pour le schéma du second ordre (5.117]) paramétré par

(@ao?j)ijes définie dans (|5.126)), avec h = max d;; et pour le probleme du vortex isentropique ((5.130))
’ S

au temps final £ = 0,1.
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Erreurs du schéma du second ordre avec (@l?fj)ijeg sur grilles cartésiennes
2

cellules h Lt ordre L? ordre L™ ordre
100 1,0E400 || 3,0E-01 - 7,3E-02 - 5,2E-02 -
400 5,0E-01 || 9,9E-02 | 1,6 28E-02 | 1,4 2,7E-02 | 0,9
1600 2,5E-01 || 2,2E-02 | 2,2 5,8E-03 | 2,3 5,3E-03 | 24
6400 1,2E-01 || 4,6E-03 | 2,2 1,2E-03 | 2,2 1,2E-03 | 2,1
10000 1,0E-01 || 2,9E-03 | 2,0 79E-04 | 2,0 8,0E-04 | 1,7
Erreurs du schéma du second ordre avec (@I?fj)ijeg sur triangles structurés
cellules h Lt ordre L? ordre L*>® ordre
128 9,3E-01 || 3,5E-01 - 7,9E-02 - 3,5E-02 -
512 4,7E-01 || 1,0E-01 | 1,8 2,6E-02 | 1,6 1,7E-02 1,0
1682 2,6E-01 || 3,0E-02 | 2,0 72E-03 | 2,1 6,7E-03 1,6
6272 1,3E-01 || 7,5E-03 | 2,1 1,8E-03 | 2,1 1,9E-03 1,9
10658 | 1,0E-01 || 4,4E-03 | 2,1 1,0E-03 | 2,1 1,1E-03 2,1
Erreurs du schéma du second ordre avec (@bofj)ijeg sur triangles non structurés
cellules h L! ordre L? ordre L™ ordre
116 1,1E400 || 3,4E-01 - 8,2E-02 - 4,9E-02 -
524 5,7E-01 || 9,3E-02 | 2,0 2,1E-02 | 2,1 1,3E-02 2,0
1148 42E-01 || 4,4E-02 | 24 1,0E-02 | 2,3 6,8E-03 2,1
5262 1,9E-01 || 1,0E-02 | 1,8 2,4E-03 | 18 2,2E-03 1,5
10394 1,4E-01 | 5,0E-03 | 2,3 1,2E-03 | 2,3 1,1E-03 2,1

TABLE 5.2 — Evaluation de 'erreur et des ordres pour le schéma du second ordre (5.117) paramétré par

(@,?izj)ijeg définie dans ([5.127)), avec h = max d;; et pour le probleme du vortex isentropique ({5.130))
’ )€

au temps final t = 0,1.

Puisque le schéma du second ordre ([5.117)) n’utilise pas de limitation de pente, les ordres théoriques
sont exactement observés dés que le maillage est suffisamment fin.

5.5.2.3 Résultats du schéma du troisiéme ordre

Les résultats du schéma du troisiéme ordre simulant le probléeme du vortex isentropique (|5.130))
sont donnés dans cette section. Les résultats graphiques sont illustrés par la Figure [5.6| et les tableaux
3154 rapportent les erreurs numériques ainsi que les ordres pour différents maillages.
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FIGURE 5.6 — Résultats numériques du schéma du troisieme ordre pour le probleme du vor-
tex isentropique @ au temps final ¢ = 0,1 avec la légende : de gauche a droite résultats pour
(@g§j)ij€5 définie par (5.126) puis pour (@g?j)ijeg définie par . De haut en bas, résultats sur
grille cartésienne uniforme de 6400 cellules puis sur 6400 triangles structurés et sur 5262 triangles non
structurés générés par le logiciel FreeFem_ . [120].

Erreurs du schéma du troisiéme ordre avec (@ao%)ijee sur grilles cartésiennes
cellules h Lt ordre L? ordre L*> ordre
100 1,0E400 || 2,4E-01 - 5,3E-02 - 3,7E-02 -
400 5,0E-01 || 3,8E-02 | 2,7 | 9,8E-03 | 2,5 7,0E-03 2,4
1600 2,5E-01 || 3,0E-03 | 3,7 | 8§1E-04 | 3,6 | 6,4E-04 3.4
6400 1,2E-01 || 2,2E-04 | 3,8 | 6,1E-05 | 3,7 || 6,0E-05 3,4
10000 1,0E-01 || 1,0E-04 | 3,5 3,0E-05 | 3,2 | 2,9E-05 3,3
Erreurs du schéma du troisieme ordre avec (@ao?j)ijeg sur triangles structurés
cellules h L ordre L? ordre L> ordre
128 9,3E-01 || 2,7E-01 - 5,8E-02 - 2,9E-02 -

512 47E01 || 4,1E-02 | 2,7 || 1,0E-02 | 2,5 | 6,6E-03 2,2
1682 2,6E-01 || 5,5E-03 | 3,4 1,5E-03 | 3,3 1,1E-03 3,0
6272 1,3E-01 || 5,7E-04 | 34 1,6E-04 | 34 1,1E-04 3,6
10658 | 1,0E-01 || 2,5E-04 | 3,1 6,9E-05 | 3,1 4,8E-05 3,0
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Erreurs du schéma du troisieme ordre avec (©

)

ijeg sur triangles non structurés

cellules h Lt ordre L? ordre Lo ordre
116 1,1E400 || 2,4E-01 - 5,7E-02 - 2,9E-02 -
524 5 7E-01 || 2,9E-02 | 3,3 7,3E-03 | 3,2 4,9E-03 2,7
1148 4,2E-01 || 1,1E-02 | 2,9 28E-03 | 3,1 1,9E-03 2,9
5262 1,9E-01 || 1,3E-03 | 2,8 3,2E-04 | 2,8 3,3E-04 2,3
10394 1,4E-01 || 5,4E-04 | 2,7 1,5E-04 | 24 2,0E-04 1,5

TABLE 5.3 — Evaluation de Derreur et des ordres pour le schéma du troisiéme ordre ([5.117) paramétré
par (@ao?j)ijeg définie dans ([5.126), avec h = max d;; et pour le probléme du vortex isentropique ([5.130))
’ 1J€

au temps final t = 0,1.

Erreurs du schéma du troisieéme ordre avec (@g)%)ijeg sur grilles cartésiennes
2

cellules h Lt ordre L? ordre L ordre
100 1,0E400 || 2,4E-01 - 5,3E-02 - 3,7E-02 -
400 5,0E-01 || 3,8E-02 | 2,6 1,0E-02 | 24 7,8E-03 2,2
1600 2,5E-01 || 3,0E-03 | 3,7 | 82E-04 | 3,6 7,1E-04 3,5
6400 1,2E-01 || 2,3E-04 | 3,7 | 7,0E-05 | 3.6 6,3E-05 3,5
10000 1,0E-01 || 1,1E-04 | 3,4 | 3,4E-05| 3,2 2,9E-05 3,4
Erreurs du schéma du troisieme ordre avec (@(?%)ijeg sur triangles structurés
cellules h L' ordre L? ordre L™ ordre
128 9,3E-01 || 2,7E-01 - 5,8E-02 - 3,0E-02 -
512 A7E0L || 4,1E-02 | 2,7 || LLIEO02 | 2,5 | 6,9E-03 2,1
1682 2,6E-01 || 5,bE-03 | 34 1,5E-03 | 3,3 1,2E-03 3,0
6272 | 1,3E-01 || 5,7B-04 | 3,4 || 1,6BE-04 | 3,4 | 1,1E-04 3,6
10658 | 1,0E-01 || 2,5E-04 | 3,1 6,9E-05 | 3,1 4,9E-05 3,1
Erreurs du schéma du troisieme ordre avec (@g%)ijeg sur triangles non structurés
cellules h L! ordre L? ordre L™ ordre
116 1,IE+00 || 2,5E01 | - | 59E02| - | 3,2E-02 _
524 5,7E-01 || 2,9E-02 | 3,3 7,3E-03 | 3,2 4,9E-03 2,9
1148 4,2E-01 || 1,1E-02 | 29 2,8E-03 | 3,1 1,7E-03 3,4
5262 1,9E-01 || 1,3E-03 | 2,8 3,2E-04 | 28 3,3E-04 2,1
10394 1,4E-01 || 5,bE-04 | 2,7 1,5E-04 | 24 2,0E-04 1.6

TABLE 5.4 — Evaluation de Perreur et des ordres pour le schéma du troisiéme ordre (5.117) paramétré
par (@l?f’j)ijeg définie dans (5.127), avec h = magg d;; et pour le probleme du vortex isentropique (5.130))
) ’L]E

au temps final t = 0,1.

Les ordres théoriques sont une nouvelle fois exactement restitués sur grilles cartésiennes et sur maillages
triangulaires structurés. En revanche, une légere dégradation de la précision est observée sur maillages
non structurés. L’origine exacte de cette dégradation est inconnue mais les ordres observés demeurent
satisfaisants.

5.5.3 Cas des probléemes de Riemann en dimension deux
5.5.3.1 Définitions des cas tests

Cette section concerne trois problemes de Riemann en dimension deux tels que décrits par A.
Kurganov et E. Tadmor dans [I36]. Pour ces problémes, le carré unité est d’abord divisé en quatre
cadrants délimités par les droites xy /2 et xo 1/2. Ensuite, dans chaque cadrant, la quantité
(p,u,v, p)T est initialisée par une constante de €2. Les trois probleémes considérés sont notés KT3, KT5
et KT6 et le tableau [5.5] donne les valeurs des constantes d’initialisation.
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Quadrant probleme KT3 probleme KT5 probleme KT6
[0,1/2[x[0,1/2]  (0,138; 1,206; 1,206; 0,029)"  (1; 0,75; 0,5; )™ (1; —0,75; 0,5; 1)*

[0, /2] x[1/2, 1] (0,5323; 1,206; 0; 0,3)" (2; —0,75; 0,5; 1)T (2; 0,75; 0,5; 1)T
[1/2,1] x [0,1/2] (0,5323; 0; 1,206; 0,3)" (3;0,75; —0,5; )T (3; =0,75; —0,5; 1)*
[1/2,1] x [I/2,1] (1,5; 0; 0; 1,5)T (1; —0,75; —0,5; )T (1; 0,75; —0,5; 1)T

TABLE 5.5 — Données initiales des problemes de Riemann bidimensionnels.

Des conditions de bords de types Neumann homogenes sont imposées sur toutes les frontieres du
domaine et pour chaque probléme, le temps final de simulation est t = 0,3. Pour illustrer ces définitions,
une solution obtenue avec un schéma usuel du premier ordre est donnée par la Figure [5.7]

X X
! 06 08 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1

0 0.2 0.4
0.
0.
X2 X2
0.
0.2
0
| | — — | —
0.1 04 06 0.8 1 1.2 1.5 1.0 1.5 2 2.5 3 3.7
p (O1 Cartesian Grid) p (01 Cartesian Grid)
X
0 02 04" 06 08 1
0.
0.
X2
0.
0.2
— | —
0.4 1 1.5 2 2.5 3.1

p (O1 Cartesian Grid)

FIGURE 5.7 — En haut a gauche (resp. en haut a droite, en bas) résultats numériques d’un schéma usuel
du premier ordre sur une grille cartésienne ayant 1000 cellules par direction, au temps final ¢ = 0,3 et
pour le probléme de Riemann KT3 (resp. KT5, KT6) donné par le tableau

5.5.3.2 Résultats du schéma du second ordre

Cette section concerne les résultats du schéma du second ordre ([5.117)) pour les problemes de
Riemann définis ci-avant. La Figure donne les résultats pour le probleme KT3 et la Figure [5.9
montre ceux obtenus pour le probléeme KT5.
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F1GURE 5.8 — Résultats numériques du schéma du second ordre au temps final ¢ = 0,3 pour le
probleme de Riemann KT3 donné par le tableaux De gauche a droite, résultats pour (@ggj)ijeg
définie par ((5.126)) puis pour (@b%?j)ijeg définie par (5.127)). De haut en bas, évolution temporelle de
AS/At défini dans , résultats sur grille cartésienne uniforme de 1 000 000 cellules puis sur 1002 422
triangles non structurés générés par le logiciel FreeFem . [120].

Les solutions numériques obtenues pour le probleme KT3 avec le triplet (Gggj, A, At) défini par
(15.126)), (5.128]|) sont globalement moins diffuses que les solutions standard de la Figure Pour autant,
et d’apres I’évolution temporelle de AS5/At tracée en haut & gauche de la Figure les solutions calculées
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avec ce triplet ne vérifient pas 'inégalité d’entropie discréte globale.

Ce défaut de stabilité est corrigé avec les matrices @gfj données par . Néanmoins, avec ces
matrices et sur les deux types de maillages, des oscillations de AS/A¢ sont observés en haut a droite
de la Figure L’origine de ces oscillations est inconnue mais leur aspect erratique sur maillage non
structuré pourrait étre attribué a l'utilisation de la procédure MOOD. En effet, une mesure directe
montre que cette procédure est seulement activée sur ces maillages et elle concerne au plus 107%%
du total des cellules au cours de la simulation. Ce léger défaut de robustesse sur maillages non struc-
turés pourrait également expliquer les déformations des ondes observées dans les régions proches de
(w1; 2)T = (0,4; 0)T et de (z1; z2)" = (0; 0,4)T.

-2.4 -2.4
aS 4, AS 4o
At KT5, ordre deux, ©92 At KT5, ordre deux, @bo2
Cartesien  + Cartesien  +
-4 Triangles NS -~ -4 Triangles NS -~
o1 —— 01 ——
| | | |
0 0,1 " 0,2 0,3 0 0,1 " 0,2 0,3
X1 1
0.8
0.
X2
0.4
0.2
0 |
[r—— | [[—— r—— [[—
07 1 15 2 25 3 35 41 1.0 1.5 2 25 3 35 3.9
p (02 B, Cartesian Grid) p (02 B, Cartesian Grid)
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FIGURE 5.9 — Résultats numériques du schéma du second ordre au temps final £ = 0,3 pour le
probléeme de Riemann KT5 défini dans le tableaux De gauche a droite, résultats pour (@g?j)ljeg
définie par puis pour (@gé)ijeg définie par . De haut en bas, évolution temporelle de
AS/At défini par , résultats sur grille cartésienne uniforme de 1000 000 cellules puis sur 1 002 422
triangles non structurés générés par le logiciel FreeFem_ . [120].

Pour le probleme KT5, les paramétrages @g?j et @bofj respectivement donnés par et par
(5.127) assurent tous deux la stabilité entropique discrete sur grilles cartésiennes et sur maillages non
structurés. De plus, la procédure de limitation MOOD n’est pas utilisée.

Par ailleurs, des irrégularités sont observées sur les fronts des ondes calculés par le paramétrage @222]-
sur maillages non structurés (voir Fig en bas a gauche). Ces irrégularités sont des instabilités de
Kelvin-Helmholtz et d’apres [60], leurs apparitions est une mesure qualitative de la diffusion numérique.
D’apres la Figure [5.9] ces instabilités n’apparaissent pas sur grilles cartésiennes et par conséquent, les
résultats les plus précis sont probablement ceux donnés par les matrices @aofj définies par et

sur maillages non structuré.

Les mémes remarques peuvent étre formulées pour le probléeme KT6 dont les résultats sont présentés
par la Figure [5.10

r h b
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F1GURE 5.10 — Résultats numériques du schéma du second ordre au temps final ¢t = 0,3 pour
le probleme de Riemann KT6 donné par le tableau De gauche a droite, résultats pour (@ggj)ijeg
définie par puis pour (9?7%)2765 définie par . De haut en bas, évolution temporelle de
AS/At défini par , résultats sur grille cartésienne uniforme de 1000000 cellules puis sur 1002 422
triangles non structurés générés par le logiciel FreeFem_ | [120].

5.5.3.3 Résultats du schéma du troisiéme ordre

Cette section présente les résultats du schéma du troisieme ordre (5.117) pour les probléemes de
Riemann bi-dimensionnels définis dans le tableau

Malgré les efforts déployés, les triplets ((@ao’%j)ae{a,b}, A, At) proposés dans (5.126]), (5.127)), (5.128)
demeurent parfois instables pour le schéma du troisiéme ordre et certaines simulations n’ont pas pu
étre réalisées sur maillages non structurés. Dans ces cas, les résultats sont présentés sur des maillages
triangulaires structurés tel que décrit en Section [5.5.1] Figure [5.3

La Figure [5.11] montre les résultats du schéma du troisitme ordre pour le probléme KT3 et les

résultats obtenus pour le probleme KT5 sont donnés en Figure [5.12

217



3 .
-10 P04
At 15 IR KAAT3, ordre trois, 93 At -0.4 KT3, ordre trois, @bO3
Cartesien  + ’ Cartesien 4
20 Struct Triangles e Struct Triangles e
01 0.6 01
| | | |
0 0,1 " 0,2 0,3 0 0,1 " 0,2 0,3
0 02 04" 06 08 1 . 04" 06 08 1

0.
X2
0.4
0.2
0
| | L —
0.1 04 06 08 1 12 14 1.8 0.1 04 06 08 1 12 14 1.7
p (O3 ©, Cartesian Grid) p (O3 ©p Cartesian Grid)
X X
0 02 04 " 06 08 1 02 04 ' 06 08

0.
X2 X2
0.4
0.2
0 0 |
P —— f———
0.1 04 06 08 1 12 14 1.6 1.9 0.1 04 06 08 1 12 14 1.6 1.9
p (03 ©, Struct Triangles)® p (03 ©, Struct Triangles)

FIGURE 5.11 — Résultats numériques du schéma du troisieme ordre au temps final ¢ = 0,3 pour
le probléeme de Riemann KT3 donné dans le tableau De gauche a droite, résultats pour (@g?j)ijeg
définie par (5.126)) puis pour (@ggj)ijeg définie par . De haut en bas, évolution temporelle de
AS/At défini par , résultats sur grille cartésienne uniforme de 1000000 cellules puis sur 1008 200
triangles structurés.

Concernant le probleme KT3, les quatre simulations donnent des résultats différents et pour toutes
la procédure de limitation MOOD est nécessaire. Avec les matrices @aofj définies par (5.126)), cette
procédure s’active pour au plus 0,1% du total des cellules et avec les matrices G)b?% exprimées dans

(5.126), elle concerne au plus 0,0025% du total des cellules. Ces proportions suggerent que les simula-
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a.;; Mais demeure négative pour ©

Cette tendance est clairement confirmée par

03
byij

tions numériques sont plus stables avec le choix de ©
le tracé de la quantité AS/At qui est erratique pour ©
triangulaire structuré.

L’association de ces maillages au schéma d’ordre trois fait de plus apparaitre des instabilités
de Kelvin-Helmholtz dans la zone d’interaction centrale approximativement située dans le rectangle
[0,4; 1] x [0,2; 0,5]. Ces instabilités n’étaient pas présentes dans la Figure qui illustre le schéma
du second ordre. Par conséquent, le gain de précision obtenue par une montée a l'ordre trois semble

réel mais des déformations des ondes sont une nouvelle fois observées dans les régions proches de
(z1; 22)7 = (0,4; 0)7 et de (z1; 22)T = (0; 0,4)7.
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FIGURE 5.12 — Résultats numériques du schéma du troisieme ordre au temps final ¢ = 0,3 pour
le probleme de Riemann KT5 donné par le tableau De gauche a droite, résultats pour (@ggj)ijeg
définie par puis pour (@gfj)ijeg définie par . De haut en bas, évolution temporelle de
AS/At défini par , résultats sur grille cartésienne uniforme de 1000000 cellules puis sur 1002 422
triangles non structurés générés par le logiciel FreeFem_ [120].

Pour le probleme KT5, le choix de @2% défini par n’est ni fonctionnel sur maillage trian-
gulaire structuré ni sur maillage non structuré. En revanche, ce choix donne des résultats satisfaisants
sur grille cartésienne.

L’ensemble des résultats présentés en Figure [5.12] pour le cas test KT5 vérifient la stabilité entro-
pique discrete globale. La procédure MOOD n’est nécessaire que sur les maillages triangulaires non
structurés. Dans ce cas, son activation concerne au plus 1074% du total des cellules et elle se manifeste
par les oscillations de la quantité AS/A¢ visibles a la date ¢ ~ 0,25.

La montée a lordre trois pour le cas test KT5H est bénéfique sur les maillages non structurés
puisque le choix de ©¢3; assure la stabilité entropique et il permet d’observer les instabilités de Kelvin-

b,ij
Helmbholtz.

Les mémes remarques peuvent étre formulées pour le probléeme KT6 dont les résultats sont présentés
par la Figure [5.1
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FIGURE 5.13 — Résultats numériques du schéma du troisiéme ordre ((5.117)) au temps final ¢ = 0,3 pour
le probléme de Riemann KT6 donné par le tableau De gauche a droite, résultats pour (@g?j)ijeg
définie par ([5.126) puis pour (Gl)o,?j)ijeg définie par . De haut en bas, évolution temporelle de
AS/At défini par , résultats sur grille cartésienne uniforme de 1000 000 cellules puis sur 1002 422
triangles non structurés générés par le logiciel FreeFem_ [120].

5.5.4 FEcoulement dans un tunnel avec marche
5.5.4.1 Définition du cas test

Cette section concerne ’écoulement d'un gaz évoluant & mach 3 dans un tunnel avec marche [224].
La géométrie du tunnel est incluse dans le rectangle [0, 3] x [0, 1] mais a I’abscisse x; = 0,6, une marche
de hauteur 0,2 réduit le profil longitudinal. Les conditions initiales sont p = 1,4, (u; v)T = (3; 0)T,
p = 1. Une condition de Dirichlet avec les valeurs initiales est imposée sur le bord gauche tandis
qu’une condition de Neumann homogene est imposée a droite. Sur toutes les autres frontieres, le fluide
vérifie une condition de réflexion. Le temps final de simulation est ¢ = 4. Ce cas test est illustré par
la Figure qui présente les résultats d’un schéma usuel du premier ordre sur maillage triangulaire
non structuré possédant 101 182 cellules.
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FIGURE 5.14 — Résultat numérique d’un schéma usuel du premier ordre pour le probleme de la marche
[224] au temps final ¢ = 4 sur 101 182 triangles non structurés générés par le logiciel FreeFem . [120].
5.5.4.2 Résultats du schéma du second ordre

Cette section présente les résultats du schéma du second ordre pour le probléme de la marche décrit
ci-dessus. Les matrices (GZ?j)ijes données par (5.126)) ne permettent pas de simuler ce probleme et les

résultats pour les matrices (@gfj)ijeg définies par (5.127)) sont donnés par la Figure
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‘At —10
—15 Marche, 02, @?2
—20 Struct Triangles o

___l—!'\ | pe—— —25 01
1.5 2 25 3 35 4 45 5 b56.0 —30 | | |

0 (02 @y, Struct Triangles) 0 1 2 3 4
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FIGURE 5.15 — A gauche, résultats numériques du schéma du second ordre avec les matrices
CI% 13)1365 définies par ([5.127)) pour le probléme de la marche [224] au temps final ¢ = 4 puis a droite,
évolution temporelle de A8/A¢ défini par . De haut en bas, résultats numériques sur maillage
constitué 100330 triangules structurés puis sur 101 182 triangles non structurés générés par le logiciel

FreeFem  [120].

Graphiquement, les résultats sont semblables sur les deux types de maillages. En revanche, et bien
qu’imparfaite, la stabilité entropique discréte globale est nettement mieux satisfaite sur le maillage
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triangulaire structuré. La procédure MOOD concerne au plus 0.025% du total des cellules d’un tel
maillage et elle est nécessaire pour au plus 2 - 1073% du total des cellules triangulaires non structurés.

5.5.4.3 Résultats du schéma du troisiéme ordre

Cette section donne les résultats du schéma du troisieme ordre ([5.117)) pour le probleme de la marche
introduit dans [224] et décrit ci-avant. Les matrices (@g%)zjeg données par (5.126)) ne permettent pas
de simuler ce probléme et les matrices (@g?j)ijeg définies par ([5.127)) sont fonctionnelles seulement sur
les maillages triangulaires structurés. La Figure [5.16] montre les résultats obtenus.

75 o oo 2
25
—25
AS —T5

At —125 L PR R
—175 Marche, O3, @b03
Struct Triangles o
[ —— 01
0.2 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 6.5 | | !
p (03 6y, Struct Triangles) 0 1 2 3 4

FIGURE 5.16 — A gauche, résultat numérique du schéma du troisitme ordre (5.117) avec les matrices
(Gbo,fj),-jeg définies par (5.127]), sur maillage constitué 100 330 triangules structurés et pour le probleme

de la marche [224] au temps final t = 4. A droite, évolution temporelle de AS/at défini par (5.129).

Les résultats graphiques semblent précis avec une montée a l'ordre trois puisque des instabilités de
Kelvin-Helmholtz sont légérement visibles pres de la droite xo = 0,8. L’onde verticale pres de la
droite z1 = 0,5 est néanmoins restituée a une position différente de celle observée jusqu’alors dans les
Figures [5.14] et Sa taille verticale est également plus grande. Malgré ces observations, la stabilité
entropique discréte globale du schéma n’est clairement pas satisfaite pour ce cas test. La procédure
MOOD s’active sur au plus 0.015% du total des cellules du maillage.

5.5.5 Double réflexion sur une rampe
5.5.5.1 Définition du cas test

Cette section est consacrée a la simulation d’une onde de choc évoluant le long d’une rampe inclinée
telle que proposée dans [224]. La géométrie du domaine est incluse dans le rectangle [0; 1,9] x [0; 1,3]
mais & l'abscisse 21 = 1/6, une pente formant un angle 30° avec I’horizontale connecte les bords du bas
et de droite. Les conditions initiales sont p = 1,4, (u; v)T = (0; 0)T, p = 1. Sur le bord gauche, une
condition de type Dirichlet est imposée avec les valeurs p = 8, (u; v)T = (8,25; 0)7 et p = 116,5, tandis
que des conditions de Neumann homogenes sont imposées sur le bord droit du domaine. Sur toutes les
autres frontieres, des conditions de réflexions sont prescrites. Le temps final de simulation est ¢ = 0,15.
La Figure illustre ce probleme avec le résultat d’un schéma usuel du premier ordre sur maillage
triangulaire non structuré possédant 1003 193 cellules.
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FIGURE 5.17 — Résultat numérique d’un schéma usuel du premier ordre pour le probleme de la rampe
[224] au temps final ¢ = 0,15 et sur 1003 193 triangles non structurés générés par le logiciel FreeFem 4

[120].

5.5.5.2 Résultats du schéma du second ordre

Cette section donne les résultats du schéma du second ordre (5.117) pour le probleme de la rampe
défini ci-dessus. Les matrices (eggj)ijes données par (5.126]) ne permettent pas de simuler ce probleme
et les résultats pour les matrices (@2%)1565 définies par (5.127) sont donnés par la Figure
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FIGURE 5.18 — A gauche, résultat numérique du schéma du second ordre (5.117) avec les matrices
(@gfj)ijeg définies par (5.127)), sur 1003 193 triangles non structurés générés par le logiciel FreeFem

[120] et pour le probléme de la rampe [224] au temps final ¢ = 0,15. A droite, évolution temporelle de
AS/At défini par (5.129).

La montée au second est ordre est bénéfique puisque les résultats sont moins diffusifs que ceux
d’ordre un donnés par la Figure[5.17] Cependant, les instabilités de Kelvin-Helmholtz qui se développent
le long de rampe apres le passage de 'onde de choc (voir par exemple ([76, Figure 2.19], [60, Fig 14])
ne sont pas visibles sur la Figure Au début de la simulation et approximativement jusqu’a la date
t ~ 0,02, la quantité AS/At défini par est légerement positive mais elle reste négative apres cette
date. Pour ce cas test, la procédure de limitation MOOD est appliquée au plus & 107*% du total des
cellules.

5.5.5.3 Résultats du schéma du troisiéme ordre

Pour conclure, cette section s’intéresse aux résultats du schéma du troisieme ordre (5.117)) pour
le probléeme de la rampe donné ci-avant. Les matrices (@gfj)ijeg définies par (5.126)) ne sont pas
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fonctionnelles pour ce probléme et les résultats pour les matrices (@gfj)ijeg définies par (5.127]) sont
présentés par la Figure [5.19

1
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400
0
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FIGURE 5.19 — A gauche, résultat numérique du schéma du troisiéme ordre (5.117) avec les matrices
(@g,?j)ijeg définies par (5.127)), sur 1003 193 triangles non structurés générés par le logiciel FreeFem

[120] et pour le probléme de la rampe [224] au temps final t = 0,15. A droite, évolution temporelle de
AS/At défini par ((5.129).

La montée a l'ordre trois permet de restituer des instabilités de Kelvin-Helmholtz. La stabilité
entropique du schéma est tendanciellement correcte mais elle demeure nettement moins satisfaisante
que celle du second ordre. Cette difficulté se traduit également par un recours plus fréquent a la
procédure MOOD puisque pour ce cas test, elle est appliquée au plus a 0,08% du total des cellules.

5.6 Syntheése et conclusion

Ce chapitre présente les extensions bi-dimensionnelles sur maillages non structurés des schémas
numériques proposés dans le chapitre [l Cette extension est réalisée en trois temps.

Tout d’abord, et en restreignant I’anisotropie locale des cellules du maillage, des approximations des
matrices hessiennes et des gradients de w sont proposées. Les approximations des matrices hessiennes
sont connues apres résolution d’un systéme linéaire de taille quatre défini & chaque cellule du maillage.
Les approximations obtenues sont consistantes au premier ordre, linéaires, locales et elles ne nécessitent
pas de technique de limitation additionnelle. Ces matrices hessiennes discrétes permettent également
de déduire des approximations d’ordre deux du gradient de w. Ces gradients discrets possedent les
mémes propriétés que les hessiennes discrétes mais ils sont de plus totalement explicites et ils donnent,
par dégradation immédiate, une approximation au premier ordre.

Ensuite, ces dérivées discretes sont utilisées pour définir des schéma numériques explicites en temps,
d’ordre deux et trois sur maillages non structurés. Les flux numériques associés aux schémas reposent
sur une discrétisation d’ordre élevé des intégrales des fonctions de flux puis sur des corrections dissi-
patives du méme ordre paramétrées par des matrices (@3k)ijeg dans M, ,(R). Par conséquent, les
schémas proposés n’utilisent pas de limiteur de pente et ils sont définis par la donnée d’un triplet
(©5F, A\, At) dans My, m(R) x (R)?.

Enfin, I’étude de stabilité montre I'existence d’un triplet (@%k,
jour (w?“),-g— vérifie une inégalité d’entropie discrete globale pour toute entropie strictement convexe

de classe C?(£2,R) donnée. Ce résultat d’existence est publié pour le second ordre dans [160].

Des expressions explicites des triplets (@8’“, A, At) sont respectivement données dans ((5.92)), (5.113]),
(5.124]) mais il est clair que ces expressions sont malheureusement inutilisables en pratique. D’une ma-
niere générale, la mise en ceuvre des schémas proposés n’est pas simple et par conséquent les parametres

(@gk, A, At) sont choisis par une approche heuristique décrite en Section m

A, At) tel que la séquence mise a
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Pour les schémas du second et du troisieme ordre, les résultats obtenus pour la simulation de
solutions régulieres sont satisfaisants. L’absence de limiteur de pente permet de retrouver exactement
les ordres théoriques. Une tres légere dégradation de 'ordre est toutefois observée pour le schéma du
troisiéme ordre sur les maillages non structurés. L’origine de ce défaut est inconnue.

La simulation de solutions discontinues donne des résultats graphiques satisfaisants. La stabilité
entropique du schéma du second ordre est globalement correcte avec 1’'une des deux heuristiques pro-
posées. Néanmoins, des instabilités sont parfois observées sur maillages non structurés. La montée a
I’ordre trois permet un gain de precision souligné par I’apparition d’instabilités de Kelvin-Helmholtz,
mais les performances de stabilité du schéma sont décevantes avec les heuristiques proposées.
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Conclusion

L’idée directrice de ce mémoire de these est le développement de schémas numériques aux volumes
finis a partir d’éléments qui permettent de retrouver une stabilité entropique discrete. Dans les chapitres
et [3 ces éléments s’expriment sous la forme de conditions suffisantes directement incluses dans les
définitions des solveurs de Riemann. Dans les chapitres [4] et [5] ces éléments sont des parametres
additionnels laissés volontairement libres lors de la définition du schéma.

La démarche des chapitres [2] et [3] appliquée aux équations de Saint Venant, de Ripa et d’Euler,
conduit a des équations non linéaires qui définissent des solveurs de Riemann a deux états intermédiaires
constants. Sauf pour le cas des équations de Ripa, ces équations non linéaires sont quadratiques et leur
discriminant est toujours positif. Dans le chapitre [2| ce signe est une conséquence directe du schéma
HLL standard [I18] et dans le chapitre il est assuré par une condition implicite de type CFL et par une
discrétisation spécifique du terme source. Par conséquent, les équations quadratiques proposées dans
ces chapitres peuvent toujours étre résolues explicitement dans R. Une résolution explicite analogue
n’a malheureusement pas pu étre établie pour le cas des équations de Ripa dans lequel 'existence
des solutions au systeme proposé est seulement donnée sous la forme d’une conjecture étayée par les
résultats numériques.

Les schémas de type Godunov ainsi obtenus sont consistants, par construction, ils vérifient une
inégalité d’entropie discrete locale et ils sont également well-balanced lorsque le systeme d’équations
est équipé d’un terme source. Ces schémas sont de plus explicites sauf pour le cas des équations de Ripa
qui nécessite la résolution d’un systéme d’équations algébriques a I'aide d’une méthode de Newton ou
de point fixe par exemple.

Les résultats numériques sont globalement convenables et trés satisfaisant pour les simulations de
solutions discontinues. Toutefois, dans le cas des systémes avec terme source, les schémas proposés
peuvent converger vers des solutions qui ne sont pas celles de référence. Ces défauts de convergence ont
déja été observés avec d’autres schémas dans [34, [42] [59] et dans ce mémoire de these, ils se manifestent
dans les simulations des équilibres mouvants atteints apres régimes transitoires. Dans ces simulations,
la propriété well-balanced n’est donc pas restituée a la précision machine attendue.

Par ailleurs, et en considérant un systeme hyperbolique muni d’une entropie suffisamment régu-
liere, les chapitres [4] et [5| proposent d’obtenir une stabilité entropique discréte globale a partir d’une
séquence de matrice formellement notée ©. Ces matrices sont libres lors de la définition des schémas
puis contraintes en vertu de la stabilité souhaitée. Les contraintes sont explicitement données et il est
établi que plusieurs matrices © sont admissibles.

Cette stratégie permet de proposer des schémas d’ordre élevé, sans limiteurs pente et qui vérifient
une inégalité d’entropie discréte globale d’abord en une dimension d’espace dans le chapitre [d] puis
sur des maillages non structurés bi-dimensionnels dans le chapitre o} Ces résultats de stabilité sont
obtenus sous une condition CFL restrictive mais I’analyse du cas linéaire et les simulations numériques
montrent que cette CFL peut étre relaxée en utilisant une discrétisation temporelle d’ordre élevé de
type Runge-Kutta Strong Stablilty Preserving [107, 109, 110]. D’apres [76] 230], ces discrétisations
temporelles préservent les résultats de stabilité entropique.

Puisque les schémas d’ordre élevé proposés n’utilisent pas de limiteur de pente, les ordres théoriques
sont exactement retrouvés dans les simulations de solutions régulieres. Une tres légere dégradation de
Iordre est toutefois observée pour le schéma du troisieme ordre sur les maillages non structurés.
L’origine de ce défaut est inconnue.
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Dans le cas de solutions discontinues, les simulations numériques réalisées montrent clairement
que les matrices © ne sont pas toutes équivalentes. En une dimension d’espace, certaines d’entre elles
génerent peu oscillations parasites et semblent assurer le principe du maximum dans le cas de ’équation
scalaire de Burgers. Dans le cas bi-dimensionnel, le choix des matrices © est plus délicat et puisque les
expressions théoriques établies sont pratiquement rédhibitoires, des choix heuristiques sont proposés. Si
les résultats du schéma du second ordre sont corrects avec I'une des deux heuristiques, les performances
du schéma du troisieme ordre demeurent fragiles avec les choix de matrices © proposés.

Ainsi, il est possible de définir des schémas numériques a partir des conditions usuelles de consistance
complétées par des éléments liées a la stabilité entropique discrete. Les deux démarches présentés en ce
sens donnent des résultats numériques variables mais elles permettent néanmoins de proposer plusieurs
schémas qui vérifient une stabilité entropique discrete d’abord locale puis globale.

En particulier, I’ajout de conditions suffisantes de stabilité permet de proposer un schéma numé-
rique pour les équations de Saint Venant, a stabilité entropique locale et well-balanced pour toutes
les solutions stationnaires régulieres. L’utilisation de parameétres libres permet par ailleurs d’établir
des schémas numériques explicites en temps, du second et du troisiéme ordre, sans limiteur de pente,
définis sur des maillages non structurés et qui vérifient une inégalité d’entropie discrete globale.

Les perspectives et les poursuites de ce mémoire de these sont diverses et quelques pistes sont
énumérées ci-dessous.

La suite immédiate du chapitreconsisterait a démontrer la conjecture qui admet I’existence
des solutions d’un systéme d’équations algébriques non linéaires. La démonstration de cette conjecture
permettrait de conclure quant a ’existence d’un schéma numérique entropique et well-balanced pour
les équations de Ripa.

Ensuite, un prolongement possible des chapitres [4] et [f serait d’identifier I'influence exacte des ma-
trices © sur les oscillations parasites observées. Cette identification pourrait étre conduite en étudiant
les éventuelles propriétés de stabilité entropique locale des schémas proposés. Ces recherches seraient
motivées car la stabilité entropique discrete globale n’exclue pas la stabilité entropique locale et cer-
taines matrices © donnent des résultats numériques qui pourraient corroborer une telle stabilité dans
le cas de I’équation scalaire de Burgers. Ces investigations pourraient étre débutée en s’appuyant sur
les récents résultats de N. Aguillon et al qui établissent dans [10] des tests numériques qui permettent
de détecter les schémas non entropiques.

Enfin, il conviendrait de confronter les gradients et les matrices hessiennes discrets proposés en
Section aux méthodes présentées dans la bibliographie dédiée en Section D’apres [66, 201],
plusieurs critéres généraux de comparaisons pourraient étre retenus et il pourrait également étre inté-
ressant de coupler ces dérivées discretes avec d’autres schémas numériques existants.
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Annexe A

Solutions stationnaires régulieres des
équations de Saint Venant

Cette annexe concerne les solutions stationnaires régulieres des équations de Saint Venant. Les
équations algébriques et une propriété vérifiées par ces solutions stationnaires sont établies ci-dessous.

Lemme A.1 (Solutions stationnaires régulieres des équation de Saint Venant). Soit I un intervalle
fermé et borné dans R. Pour une fonction réguliére indépendante du temps z : R — R donnée, consi-
dérons le systéme d’équations de Saint Venant en une dimension d’espace donné par

) (’;) +0, <q fgh> - (—3]1) Bpz,  ¥(z,t) € Ix]0, +odl. (A1)

h 2

La fonction (z,t) — (h(z,t), q(ac,t))T prend ses valeurs dans l’espace convexe Q0 défini par
Q:{(h,q) 6R2]h>0,qeR}.

Soit x — (h(x), q(x)) une solution stationnaire réguliére du systéme de Saint Venant (A.l). Les asser-
tions sutvantes sont vérifiées.

i) 1l existe (qo, Bo) dans R x R tel que pour tout x dans I

q(z) = qo, (A.2a)

q0
2h2(x)

+g(h(z) + 2(z)) = Bo. (A.2b)

i1) En considérant qo dans R défini ci-dessus ainsi que l’ensemble Jq, inclus dans I et tel que

2

90
Jg = 11— 0 A3
q0 {I’ S ’ ghg(.'lf) 7é }7 ( )

la dérivée de h vérifie
Oz
O.h = _72(12’ Vo € Jy. (A.4)
1 -

Démonstration. Par définition, x — h(z) et x — g(z) satisfont les deux équations suivantes pour tout
x dans I :

Bpq = 0, (A.5a)
2 2
q  gh
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Pour l'assertion ), et d’apreés 'équation (A.5al), le résultat (A.2a)) est immédiat. En considérant ce
résultat dans ’équation (|A.5b)) puis en appliquant les régles usuelles de dérivation, il suit

2 2

_ g (% 90

o_ax(h +5 >+gh(9xz,
@

= —(Bsh)35 + ghdu(h + 2),

2
= (- (axh)%) + ghd, (b + 2),

2

= 10y (555 ) + ghd (h + 2).

Puisque h > 0, il est possible de multiplier 1’équation ci-dessus par 1/n pour obtenir

ax(;;j’? +g(h+2)) =0.

Cette derniére égalité permet de déduire le résultat (A.2b|) et elle est conclut donc la preuve de I'as-
sertion 7).
En ce qui concerne l'assertion i), et en utilisant les régles usuelles de dérivation, I’équation (A.5b))
s’écrit également pour tout x dans I de la maniere suivante :
gh*

—ghOyz = 8x(qh% + 7),

@

= gh@xh(l - ﬁ)

gh?
En divisant 1’équation ci-dessus par gh > 0, il suit
2
~0,z = 0,h(1- g‘%) (A.6)

En restreignant x a ’ensemble J,, défini par (A.3)), il suit le résultat (A.4]) ce qui conclut la preuve de
Passertion i7) ainsi que la preuve du lemme. O

D’apres l'assertion i7) du lemme ci-dessus, en régime stationnaire et tant que z est dans I’ensemble
Jqo, les dérivées de h et de z sont proportionnelles. Ainsi, si z est localement constant alors h est aussi
constant. De plus, le résultat montre que g est également constant en régimes stationnaires. Par
conséquent, cette assertion permet de déduire que pour = dans Jy, si z est localement constante alors
seules les constantes de () sont des solutions stationnaires régulieres du systéme .

Lorsque x n’est pas dans Jg,, I’équation devient singuliére. Dans ce cas, et comme z est une
donnée, les équations stationnaires écrites sous la forme de (A.5)) pourraient étre mal posées.
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