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Introduction

Contexte

Ce mémoire de thèse traite de l’approximation numérique des solutions de systèmes d’équations
hyperboliques de lois de conservation. Pour (x, t) dans R × R+, Ω un ensemble convexe inclus dans
Rm, et une fonction f : Ω → Rm, ces systèmes de m ≥ 1 équations sont de la forme

∂tw + ∂xf(w) = 0. (1)

Les variables x et t désignent respectivement l’espace et le temps et l’inconnue du système (1) est w :
R×R+ → Ω. Ces systèmes d’équations aux dérivées partielles (EDP) sont utilisés dans la modélisation
de phénomènes de transport tels que les écoulements en milieu peu profond [32], l’aérodynamique
rapide [105] ou faiblement compressible [72]. Les exemples usuels sont l’équation de Lighthill, Whitham,
Richards [153, 183] qui concerne la modélisation du trafic routier, l’équation de Buckley et Leverett qui
décrit un écoulement diphasique non miscible en milieux poreux [39] ou encore les équations d’Euler
[63, 88, 105] qui modélisent l’évolution d’un fluide compressible.

D’une manière générale, les solutions w des systèmes de la forme (1) sont continues en temps mais
elles peuvent développer des discontinuités en espace. Dans ce cas, leur unicité est perdue [138, 139,
143, 190] et la sélection d’une solution s’opère via un critère supplémentaire qui s’exprime sous la forme
d’inégalités d’entropie.

En notant ·T l’opération de transposition usuelle de Rm, une fonction convexe η : Ω → R est appelée
entropie s’il existe G : Ω → R une fonction de classe C1(Ω,R) telle que ∇G(w)T = ∇η(w)T∇f(w).
Pour une entropie η donnée, il est admis qu’une solution d’un système hyperbolique de la forme (1)
vérifie également une inégalité d’entropie qui s’écrit

∂tη(w) + ∂xG(w) ≤ 0. (2)

Dans le cas d’équations scalaires (i.e m = 1), et d’après [104], une solution de (1) est unique dès qu’elle
vérifie l’inégalité (2) pour tous couples (η,G).

Ainsi, l’objectif de ce mémoire de thèse est de proposer des schémas numériques qui approchent
les solutions des systèmes de la forme (1). En notant wn

i une approximation de w(xi, t
n) dans Rm, ces

schémas numériques s’écrivent

wn+1
i − wn

i

∆t +
Fi+ 1

2
− Fi− 1

2

∆x = 0. (3)

Un schéma numérique (3) est souvent défini en vertu des propriétés mathématiques du système
d’équations (1) mais d’après [119, 142], il doit nécessairement être consistant. Cette notion de consis-
tance signifie qu’un schéma numérique (3) préserve les constantes de Ω qui sont des solutions triviales
du système (1). De plus, et en vertu des théorèmes de Lax [142] et de Lax-Wendroff [140, 149], la
consistance doit être complétée par la notion de stabilité qui garantit que les erreurs d’approximations
engendrées par le schéma ne vont pas s’amplifier au cours de la simulation numérique.

Il existe plusieurs définition de stabilité [53, 74, 149], mais d’après le Théorème de Lax-Wendroff
[140, 149], il est admis que la stabilité privilégiée est entropique. Cette stabilité retranscrit au niveau
discret une inégalité d’entropie (2) et elle s’écrit formellement

η(wn+1
i ) − η(wn

i )
∆t +

Gi+ 1
2

− Gi− 1
2

∆x ≤ 0. (4)
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Cette inégalité d’entropie discrète exprime une contrainte sur la quantité wn+1
i et sa justification est

double. Elle empêche d’abord la convergence du schéma vers des solutions non entropiques du système
(1) [61, 132, 172] et elle évite ensuite l’apparition d’artefacts numériques tels que des oscillations
parasites [92]. La Figure 1 illustre le défaut de convergence qui peut s’opérer lorsque la quantité wn+1

i

donnée par un schéma numérique (3) ne satisfait pas une inégalité d’entropie discrète (4).

-0,5

0

0,5

1

-1 -0,5 0 0,5 1

w

x

Num (Rus)
Exact

-0,5

0

0,5

1

-1 -0,5 0 0,5 1

w

x

Num (Roe)
Exact

Figure 1 – À gauche (resp. à droite) résultat numérique donné par le schéma entropique de Rusanov
(Rus) [185] (resp. non entropique de Roe [149, Section 4.14]) pour l’équation de Burgers définie par
f(w) = w2/2.

La simulation présentée dans la Figure 1 utilise un cas test proposé dans [172, Section 5] pour lequel
la solution entropique de l’équation de Burgers se compose d’une onde de détente. Cette solution est
convenablement restituée par le schéma de Rusanov [185] qui satisfait la stabilité entropique (4). En
revanche, le schéma non entropique de Roe [149, Section 4.14] donne une solution constituée d’une
onde de choc et d’une onde de détente. Il s’agit bien d’une solution faible de l’équation de Burgers car
elle satisfait les relations de Rankine-Hugoniot mais cette solution n’est pas entropique.

Par ailleurs, ce mémoire de thèse s’intéresse également à l’approximation numérique des systèmes
d’équations hyperboliques équipés d’un terme source. Pour une fonction S : Ω → Rm et z : R → R une
fonction régulière donnée, les versions avec terme source du système (1) sont considérées sous la forme
suivante :

∂tw + ∂xf(w) = S(w)∂xz. (5)

Ces versions modifiées du système (1) sont par exemple utilisées pour décrire un écoulement en milieu
peu profond [32, 93] et qui s’opère sur un fond dont la topographie est modélisée par la fonction z
donnée. L’approximation numérique de leurs solutions repose également sur des schémas consistants
et qui vérifient une stabilité entropique discrète. Cependant, dans le cas de système d’équations avec
terme source de la forme (5), ces deux aspects doivent être complétés par la propriété well-balanced.

La propriété well-balanced est un critère de précision supplémentaire qui assure la préservation
exacte des solutions stationnaires non triviales (i.e non constantes). Cette propriété prévient l’appari-
tion d’erreurs numériques qui peuvent largement fausser les résultats de simulation [19, 111, 112]. Ce
phénomène est illustré par la Figure 2 qui montre qu’un schéma numérique usuel commet une erreur
de positionnement et d’amplitude pour la simulation de solution stationnaire non triviale.
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Figure 2 – À gauche (resp. à droite) résultats numériques d’un schéma well-balanced (WB) (resp.
usuel) pour une solution stationnaire non constante des équations de Saint Venant avec terme source
de topographie [32, Section 3.2].

Le développement de schémas numériques stables, précis et qui approchent les solutions des sys-
tèmes hyperboliques (1) ou (5) est un champs de recherche très actif illustré par la liste non exhaustive
de publications [7, 22, 32, 34, 77, 96, 106, 118, 125, 127, 137, 230]. Ce mémoire de thèse s’inscrit
dans ces recherches. La stabilité des schémas proposés est considérée au sens des inégalités d’entropie
discrètes locales ou globales et la précision concerne des schémas du premier ordre dans le chapitre 2,
well-balanced dans le chapitre 3 et d’ordre élevé dans les chapitres 4 et 5. Ces schémas stables et précis
sont principalement appliqués aux équations de Saint Venant, de Ripa et d’Euler qui sont rappelées
dans le chapitre 1. Les cinq chapitres de ce mémoire ainsi énoncés sont maintenant présentés à l’aide
d’un plan détaillé.

Plan détaillé et contributions

Chapitre 1 : Approximations numériques de systèmes hyperboliques de lois de conserva-
tion

La section 1.1 du premier chapitre introduit les systèmes d’équations hyperboliques ainsi que les
inégalités d’entropie qui leurs sont associées. Dans cette section, la notion de problème de Riemann ainsi
que le Lemme de Harten [118] qui donne une expression de l’intégrale de x 7→ w(x, t) sont également
rappelés.

Ces généralités sont ensuite illustrées dans la section 1.2 avec les exemples usuels des systèmes
d’équations de Saint Venant, de Ripa et d’Euler. Ces exemples montrent également l’influence du
terme source qui modifie d’une part les inégalités d’entropie et qui induit, d’autre part, des solutions
stationnaires régulières non triviales.

Ce chapitre aborde par la suite les difficultés relatives à l’approximation numérique des solutions
des systèmes hyperboliques non linéaires. En s’appuyant sur une bibliographie, le paragraphe 1.3.1
introduit formellement les notions de précision et de stabilité des schémas puis motive la recherche de
schémas précis vérifiant une stabilité entropique.

Ces éléments généraux établis, la section 1.3.2 présente des schémas numériques usuels du premier
ordre. La plupart de ces schémas satisfont une stabilité entropique mais, en général, ils sont peu
précis. Ensuite, trois difficultés particulières liées à l’approximation numérique sont détaillées dans des
paragraphes dédiés.

D’abord, le paragraphe 1.3.3 concerne la stabilité des schémas formellement d’ordre élevé. La biblio-
graphie exposée dans ce paragraphe montre d’abord une antinomie entre propriété de stabilité et ordre
élevé [32, 116, 137]. La levée de cette antinomie est l’objet de nombreuses recherches et le paragraphe
1.3.3 en propose une présentation organisée par types de méthodes numériques.
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Le second aspect évoqué dans le paragraphe 1.3.4 est la difficulté induite par la discrétisation
temporelle. Les recherches bibliographiques synthétisées dans ce paragraphe montrent une nouvelle
fois un paradoxe entre précision et stabilité. Les méthodes explicites en temps sont précises mais
sujettes aux instabilités [159, 230], alors que leurs homologues implicites sont stables mais peuvent
dégrader la qualité des résultats [230].

La dernière difficulté abordée dans le paragraphe 1.3.5 est la discrétisation des systèmes de Saint
Venant et de Ripa avec un terme source de la forme S(w)∂xz où z : R → R est une fonction régulière
donnée. Ce paragraphe établit d’abord que la solution au problème de Riemann n’est pas unique [145,
146, 208, 209] puis il détaille les conséquences de cette perte d’unicité dans le cadre des approximations
numériques. Le paragraphe 1.3.5 propose également un panorama des schémas numériques qui associent
stabilité entropique et propriété well-balanced.

Enfin, ce premier chapitre se clôture avec la section 1.4 qui présente la méthode des volumes finis
utilisée dans l’intégralité de ce mémoire. Les premiers paragraphes donnent l’expression d’un schéma
numérique volume fini consistant et conservatif puis ils décrivent une notion formelle d’ordre spatial.
Ces trois notions sont également complétées par la définition de stabilité entropique discrète. Ces
définitions sont ensuite illustrées par le schéma de Godunov [106] puis par les schémas de type de
Godunov. Pour ces derniers schémas, le formalisme général est rappelé puis un cas particulier est
détaillé : le schéma de Harten Lax et Van Leer (HLL) [118]. Cette attention portée au schéma HLL
est nécessaire car les recours à ses propriétés, et en particulier à sa stabilité entropique, sont nombreux
dans ce mémoire de thèse. Des extensions des définitions usuelles de consistances sont ensuite proposées
dans le paragraphe 1.4.4 pour le cas des systèmes avec un terme source de la forme S(w)∂xz.

Chapitre 2 : Solveurs de Riemann à deux états intermédiaires avec stabilité entropique
locale pour des systèmes homogènes

Le second chapitre propose des schémas numériques de type Godunov entropiques et définis par des
solveurs de Riemann constants par morceaux à deux états intermédiaires. Pour un système hyperbolique
homogène (1) donné, les sections 2.1 et 2.2 établissent des conditions sur le solveur de Riemann qui
permettent d’obtenir, à l’aide de l’inégalité de Jensen, la stabilité entropique du schéma. Ces conditions
de stabilité ainsi que la relation de consistance intégrale sont par exemple formulées dans [118] mais
l’originalité des résultats proposés tient à leurs introductions dans la phase de construction du solveur.

Á partir de ces conditions suffisantes de stabilité entropique et de consistance, des équations quadra-
tiques sont proposées en Section 2.3 et 2.4 pour définir des solveurs de Riemann dédiés respectivement
aux équations de Saint Venant homogènes et d’Euler. Pour les deux systèmes considérés, les proprié-
tés de stabilité du schéma HLL [118] permettent d’établir que ces équations quadratiques admettent
toujours des solutions. Chaque solution donne naissance à un schéma numérique qui, par construction,
est consistant et entropique.

Ensuite, en Section 2.5, les schémas proposés sont illustrés et comparés aux schémas standards à
l’aide de simulations numériques. Pour les cas tests usuels comme le tube à chocs de Sod [198], les
résultats produits par les schémas développés sont satisfaisants. Néanmoins, ces schémas nécessitent
parfois l’usage de limitations additionnelles qui assurent la robustesse dans les régions proches du bord
de Ω.

Enfin, ce second chapitre s’achève par la section 2.6 qui synthétise les résultats obtenus.

Chapitre 3 : Solveurs de Riemann well-balanced et à stabilité entropique locale pour les
systèmes de Saint Venant et de Ripa

Le troisième chapitre concerne l’approximation numérique des solutions des systèmes de Saint
Venant et de Ripa tous deux avec un terme source de la forme S(w)∂xz. Ce chapitre se divise en
quatre sections.

La première section 3.1 est consacrée aux équations de Saint Venant et elle débute par des rappels
sur les propriétés du système d’équations ainsi que sur les schémas de type Godunov. Un premier
résultat donné dans le paragraphe 3.1.1 établit des conditions suffisantes de consistance, de stabilité

9



entropique discrète locale et de propriété well-balanced. Les deux premières conditions sont ensuite
utilisées dans le paragraphe 3.1.2 pour déduire un système d’équations sous-déterminé qui définit un
solveur de Riemann à deux états intermédiaires constants.

Une première fermeture de ce système est proposée dans le paragraphe 3.1.3. Cette fermeture
conduit à une équation quadratique dont le discriminant est paramétré par sLR dans R qui désigne
formellement l’analogue discret de S(w)∂xz. Ce paramètre sLR est choisi pour sa consistance mais
également pour assurer l’existence de conditions telles que le discriminant de l’équation quadratique
soit positif. Ainsi, après résolution explicite de cette équation quadratique, le paragraphe 3.1.3 présente
un schéma de type Godunov consistant, entropique et well-balanced pour le lac au repos.

Une seconde fermeture est ensuite présentée dans le paragraphe 3.1.4. Cette seconde fermeture
généralise la première et elle conduit à deux équations quadratiques. Le discriminant de la première
équation est une nouvelle fois contrôlé par un choix consistant de sLR. Le signe du discriminant
de la seconde équation est assuré, si nécessaire, par une technique de limitation additionnelle. Par
conséquent, ces deux équations quadratiques peuvent être résolues explicitement. Chaque solution
donne formellement un schéma numérique consistant, entropique et le choix d’une solution particulière
s’effectue selon le critère well-balanced. Ainsi, le paragraphe 3.1.4 montre l’existence d’un schéma de
type Godunov consistant, entropique et well-balanced pour toutes les solutions stationnaires régulières.

La seconde section 3.2 est dédiée aux système de Ripa et elle se compose de trois sous-sections.
D’abord, le paragraphe 3.2.1 procède à des rappels sur les propriétés du système d’équations ainsi

que sur l’approximation numérique des solutions. Ensuite, ce paragraphe donne des conditions suffi-
santes de consistance et de stabilité entropique pour un solveur de Riemann qui définit un schéma de
type Godunov.

Ces conditions sont appliquées dans le paragraphe 3.2.2 à un solveur de Riemann constitué de deux
états intermédiaires constants. Il en résulte trois équations et deux inéquations non linéaires dont la
résolution directe reste difficile.

Par conséquent, le paragraphe 3.2.3 propose un système d’équations non linéaires qui permet de
satisfaire les conditions énoncées précédemment. Sauf pour quelques cas particuliers, l’existence des
solutions au système d’équations proposé n’a malheureusement pas pu être établie. Néanmoins, les très
nombreuses résolutions conduites avec des méthodes usuelles de Newton ou de point fixe n’ont jamais
montré de défaut de convergence. Ainsi, l’existence des solutions au système présenté à l’ouverture du
paragraphe 3.2.3 est donnée sous la forme d’une conjecture. Ensuite, ce système est utilisé pour définir
un schéma de type Godunov consistant, entropique et well-balanced pour le lac au repos.

La troisième section 3.3 est dédiée aux expériences numériques et sa première sous-section concerne
les schémas numériques définis dans les paragraphes 3.1.3 et 3.1.4 pour les équations de Saint Venant.

Dans cette première sous-section 3.3.1, la propriété well-balanced pour le lac repos ainsi que les
transitions en zone sèche-mouillée sont illustrées à l’aide du cas test usuel de l’île immergée [98]. Les
résultats sont robustes et la propriété well-balanced est observée à la précision machine attendue.

La sous-section 3.3.1 propose également des tests et des comparaisons aux standards de la littérature
[13, 35, 93] en considérant les trois problèmes de Goutal et Maurel [111]. Pour ces trois problèmes, les
solutions numériques obtenues sont parfois localement mal positionnées et la propriété well-balanced
n’est pas vérifiée dans le cas des équilibres mouvants atteints après régimes transitoires.

Enfin, les propriétés de stabilité des schémas proposés sont illustrées et comparées avec un cas test de
rupture de barrage [166] également détaillé en Sous-section 3.3.1. Pour ce cas test, les résultats produits
par les schémas des paragraphes 3.1.3 et 3.1.4 sont très satisfaisants. En particulier, les discontinuités
des ondes de choc sont restituées avec très peu de cellules.

La section 3.3 se termine par le paragraphe 3.3.2 qui illustre le schéma dédié aux équations de Ripa.
Le cas test considéré est une version modifiée de celui proposé par A. Chertock et al dans [58] et les
résultats obtenus demeurent convenables.

Ce troisième chapitre se conclut par la section 3.4 qui résume les démarches et les résultats obtenus.
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Chapitre 4 : Schémas d’ordre élevé, non limités et à stabilité entropique discrète globale

Pour un système hyperbolique (1) donné, le chapitre 4 s’intéresse à la préservation des stabilités
entropiques discrètes lorsque des montées en ordre des schémas numériques sont effectuées.

D’abord, la première section 4.1 propose une définition de schémas numériques dissipatifs. En
complétant cette notion par une condition CFL, cette première section montre ensuite que si l’entropie
η est suffisamment régulière alors un schéma numérique dissipatif satisfait une inégalité d’entropie
discrète globale. Ainsi, les sections suivantes de ce chapitre proposent des schémas numériques d’ordre
élevé et définis pour satisfaire cette propriété de dissipation.

La section 4.2 concerne des schémas numériques explicites en temps, formellement du second ordre
et obtenus par une correction du schéma HLL standard [118]. Contrairement aux montées en ordre
usuelles exposées dans la littérature [55, 57, 94, 116, 182, 194, 196, 219], les schémas proposés n’utilisent
pas de techniques de limitations additionnelles. Ils s’expriment cependant à l’aide d’une séquence de
matrices (Θn

i )i∈Z dans Mm,m(R) et dont le rôle est détaillé en Section 4.3.
Après introduction des sommabilités et des reformulations nécessaires, cette section 4.3 (paragraphe

4.3.3) donne des contraintes sur les matrices (Θn
i )i∈Z en vertu de la propriété de dissipation attendue. Ce

paragraphe 4.3.3 propose également des expressions de (Θn
i )i∈Z qui satisfont les contraintes énoncées.

Ainsi, et en utilisant la Section 4.1, la stabilité entropique discrète globale des schémas du second ordre
proposés est établie dans le paragraphe 4.3.4.

La condition CFL utilisée dans ce dernier résultat n’est très certainement pas optimale et elle
demeure très difficile à utiliser en pratique. Néanmoins, et d’après la sous-section 4.3.5, une relaxation de
cette condition CFL est possible au moins dans le cas linéaire et à condition d’utiliser une discrétisation
temporelle d’ordre élevé de type Runge-Kutta Strong Stablilty Preserving [107, 109, 110].

Ensuite, la section 4.4.1 généralise la structure d’ordre deux énoncée précédemment à un ordre k
quelconque. En s’appuyant sur des discrétisations consistantes, une application de cette généralisation
aux ordres trois et quatre est proposée en Section 4.4.2. Il en résulte des schémas numériques non limités
et paramétrés par des séquences de matrices (ΘOk

i )(i,k)∈Z×{3,4} qui permettent d’obtenir la propriété
de dissipation.

Cette propriété est établie en Section 4.4.3 à l’aide de contraintes qui restreignent le choix des
matrices (ΘOk

i )(i,k)∈Z×{3,4}. Cette section montre également que ces contraintes peuvent être satisfaites
et, par conséquent, les schémas non limités d’ordre trois et quatre proposés satisfont une stabilité
entropique discrète globale.

Enfin, la section 4.5 évalue les performances des schémas d’ordre élevé à l’aide de simulations
numériques et avec des paramétrages donnés en Section 4.5.1. Le paragraphe 4.5.2 concerne le second
ordre pour lequel l’équation de Burgers et le système d’Euler sont considérés. Pour ces deux cas,
plusieurs choix de matrices (Θn

i )i∈Z sont proposés et des solutions régulières puis discontinues [141, 198]
sont simulées. Dans le cas de solutions régulières, et puisque les schémas n’utilisent pas de limitation
additionnelle, les ordres théoriques sont exactement retrouvés. Dans le cas de solutions discontinues, les
résultats sont satisfaisants mais variables selon le choix des matrices (Θn

i )i∈Z retenues. En particulier,
une séquence de matrices génère très peu d’oscillations parasites et semble assurer le principe du
maximum dans le cas scalaire.

Le paragraphe 4.5.3 est ensuite dédié aux schémas d’ordre trois et quatre pour lesquels l’évaluation
est également conduite avec l’équation de Burgers et le système d’Euler. Des solutions régulières puis
discontinues sont une nouvelle fois simulées et les ordres sont présentés sous la forme de tableaux.

Dans le cas de solutions régulières, les ordres théoriques attendus sont une nouvelle fois exactement
mesurés. Dans le cas de solutions discontinues, les résultats sont conformes aux solutions de références
mais ils présentent parfois des oscillations parasites d’amplitudes variables selon le choix des matrices
(ΘOk

i )(i,k)∈Z×{3,4}.

La section 4.6 conclut ce chapitre en récapitulant les résultats présentés.
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Chapitre 5 : Schémas d’ordre élevé, non limités et à stabilité entropique globale sur
maillages non structurés en dimension deux

Le cinquième chapitre propose les extensions bi-dimensionnelles sur maillages non structurés des
schémas numériques introduits dans le chapitre 4.

Tout d’abord, la section 5.1.1 présente les systèmes d’équations hyperboliques ainsi que les inégalités
d’entropie dans un cadre bi-dimensionnel.

Ensuite, l’approximation numérique sur les maillages non structurés est détaillée à l’aide d’une
bibliographie dédiée. Le paragraphe 5.1.2 donne les écritures formelles des schémas numériques et des
inégalités d’entropie discrètes puis il souligne les difficultés inhérentes soulevées par les maillages non
structurés. En particulier, l’approximation consistante des gradients est abordée dans le paragraphe
5.1.3 qui dresse un panorama des méthodes existantes. Par ailleurs, le paragraphe 5.1.4 détaille les
pistes explorées pour articuler l’ordre élevé à une propriété de stabilité.

Enfin, la première section de ce chapitre s’achève par le paragraphe 5.1.5 qui présente la méthode
des volumes finis bi-dimensionnelle. Les notions de conservation, de consistance, d’ordre spatial formel
sont rappelées ainsi que la définition de stabilité entropique discrète. Un résultat technique d’intégration
par parties discrète est également donné.

Ainsi, cette première section 5.1 donne le cadre nécessaire aux extensions des schémas numériques
mono-dimensionnels proposés dans le chapitre 4. Puisqu’il s’agit de schémas d’ordre élevé, ces exten-
sions débutent par des approximations consistantes des gradients et des matrices hessiennes de w.

À l’aide d’une notion de maillage admissible définie en Section 5.2.1, des approximations consis-
tantes des gradients et des matrices hessiennes de w sont respectivement établies dans les paragraphes
5.2.2 et 5.2.3. Les approximations proposées sont linéaires, locales, consistantes et elles ne nécessitent
pas de technique de limitation additionnelle. Ces quantités discrètes sont obtenues à l’aide du Théorème
de Green-Gauss puis par des réécritures consistantes des développements de Taylor. De tels stratégies
sont par exemple évoquées dans [28, 201] mais l’originalité des méthodes proposées tient à leurs ex-
pressions locales. Ces gradients et ces matrices hessiennes discrets sont ensuite utilisés en Section 5.2.4
pour définir des approximations des dérivées de la fonction composée f(w).

Les dérivées discrètes de w et f(w) ainsi obtenues sont employées en Section 5.3 pour définir
des schéma numériques explicites en temps, d’ordre deux et trois sur des maillages non structurés.
Les flux numériques associés aux schémas reposent sur une discrétisation d’ordre élevé des intégrales
des fonctions de flux puis sur des corrections dissipatives du même ordre respectivement données
dans les paragraphes 5.3.2 et 5.3.3. Les corrections dissipatives dépendent d’une séquence de matrices
(ΘOk

ij )(ij,k)∈E×{2,3} définies sur les arêtes du maillage et qui sont destinées à assurer la stabilité des
schémas proposés.

Des contraintes sont donc établies à cet effet en Section 5.4 laquelle propose également, dans les
paragraphes 5.4.1 et 5.4.2, des expressions de matrices (ΘOk

ij )(ij,k)∈E×{2,3} admissibles. Ces expressions
permettent ensuite d’établir, sous condition CFL, l’existence de schémas numériques d’ordre élevé,
sans limiteur de pente, définis sur des maillages non structurés, explicites en temps et qui vérifient une
inégalité d’entropie discrète globale.

Ce résultat d’existence donné dans le paragraphe 5.4.3 repose sur un ensemble de paramètres pour
lesquels des expressions explicites sont proposées. Il est cependant clair que ces expressions ne peuvent
pas être utilisées en pratique. Par conséquent, la section 5.5 dédiée aux expériences numériques débute
par un descriptif de mise en œuvre.

Après avoir détaillés la programmation des schémas, le paragraphe 5.5.1 présente d’abord les
maillages utilisés pour les expériences numériques. Ces maillages se composent des grilles cartésiennes
uniformes, des maillages définis par des triangles structurés puis par des triangles non structurés gé-
nérés par le logiciel FreeFem++ [120]. Ensuite, le paragraphe 5.5.1 donne des choix heuristiques pour
paramétrer les schémas d’ordre élevé ainsi qu’un critère de vérification de ces choix.

Les sections qui succèdent au paragraphe 5.5.1 illustrent la précision et la stabilité des schémas
proposés avec des simulations numériques exclusivement dédiées aux équations d’Euler. Des résultats
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de simulations sont d’abord donnés pour des solutions régulières [55, 199] puis pour des solutions
discontinues [136, 224].

Puisque les schémas proposés n’utilisent pas de limiteurs de pente, les ordres théoriques sont exac-
tement retrouvés. Une très légère dégradation est toutefois observée numériquement pour le schéma
du troisième ordre sur des maillages non structurés.

La simulation de solutions discontinues donne des résultats acceptables. La stabilité entropique du
schéma du second ordre est satisfaisante avec l’une des deux heuristiques proposées mais des insta-
bilités sont parfois observées sur les maillages non structurés. Le schéma du troisième ordre facilite
l’apparition d’instabilités de Kelvin-Helmholtz, mais ses performances de stabilité demeurent fragiles
avec les heuristiques proposées.

L’ensemble des résultats établis sont enfin rappelés dans la section 5.6 qui clôture ce cinquième
chapitre.

Publications

Les travaux présentés dans ce mémoire de thèse ont donné naissance à trois publications. Elles
comprennent tout d’abord, un proceeding relatif au schéma entropique et well-balanced développé dans
le chapitre 3 (section 3.2) pour les équations de Ripa. Il s’intitule
i) L. Martaud and C. Berthon. The existence of well-balanced entropy stable numerical scheme

for the ripa model with the topography source term. In Proceedings book. XXVII Congreso de
Ecuaciones Diferenciales y XVII Congreso de Matemática Aplicada, pages pp 89–96, July 2022

Ensuite, les schémas du second ordre présentés dans le chapitre 4 (sections 4.2 et 4.3) sont publiés
dans l’article

ii) M. Badsi, C. Berthon, and L. Martaud. A family of second-order dissipative finite volume schemes
for hyperbolic systems of conservation laws. The SMAI Journal of computational mathematics,
9 :31–60, 01 2023

Enfin, les schémas du second ordre bi-dimensionnels définis dans le chapitre 5 sont l’objet de la
publication

iii) L. Martaud. Global entropy stability for a class of unlimited second-order schemes for 2D hyper-
bolic systems of conservation laws on unstructured meshes. Journal of Computational Physics,
487 :112176, 2023

Bien que ces publications aient été acceptées, une lecture attentive récente a montré la persistance
de trois erreurs, chacune répartie dans un des trois articles. Ces manquements ne perturbent pas les
résultats principaux mais ils requièrent néanmoins quelques corrections.

Des dispositions ont d’ores et déjà été prises en ce sens pour la publication ii). Un erratum
à été envoyé à l’éditeur de la revue et une version corrigée est disponible sur HAL à l’adresse
hal.science/hal − 03564325. Des dispositions seront également prises en ce qui concernent les publi-
cations i) et iii).

L’ensemble des corrections nécessaires figurent dans ce mémoire de thèse et par conséquent, quelques
différences mineures subsistent entre les articles i), ii), iii) et les chapitres 3, 4, 5.

Par ailleurs, un article supplémentaire est en cours de rédaction. Cet article concerne les schémas
entropiques et well-balanced développés dans le chapitre 3 (section 3.1) pour les équations de Saint
Venant. Il s’intitule

• L. Martaud and C. Berthon. Fully well-balanced entropy stable Godunov numerical schemes for
the Shallow Water equations with the topography source term. 2023.
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Chapitre 1

Approximations numériques de
systèmes hyperboliques de lois de
conservation

1.1 Quelques propriétés des systèmes hyperboliques de lois de
conservation

Pour un entier naturel non nul m, notons x la variable d’espace dans R et t la variable de temps
dans R+. Considérons un système hyperbolique de m équations de conservations en une dimension
d’espace, d’inconnue w : R × R+ → Rm et s’écrivant{

∂tw + ∂xf(w) = 0, t > 0, x ∈ R,
w(x, t = 0) = w0(x). (1.1)

L’inconnue w prend ses valeurs dans un ensemble convexe non vide Ω inclus dans Rm, f : Ω → Rm

désigne une fonction de flux donnée. Cette fonction de flux f est supposée être au moins de classe
C2(Ω,Rm). On suppose de plus que le système (1.1) est strictement hyperbolique ce qui signifie que
la matrice jacobienne de f notée ∇f(w) est diagonalisable dans R pour tous w de l’ensemble Ω et que
ses valeurs propres sont toutes de multiplicité un. À l’instant initial, w est égale à w0 une fonction
mesurable donnée de L1

Loc(R).
Pour un système hyperbolique (1.1) donné, si la fonction de flux f est linéaire, alors la solution de

ce système est connue et sa régularité est égale à celle de la donnée initiale w0. En revanche dans le
cas où f est non linéaire et même avec une donnée initiale w0 régulière, les solutions du système (1.1)
peuvent admettre des discontinuités en temps fini. Dans ce cas, les solutions de (1.1) ne sont en général
pas uniques [138, 139, 143, 190]. Il est admis dans ce mémoire de thèse que les solutions du système
d’équations (1.1) sont caractérisées par les inégalités d’entropies.

En notant ·T l’opération de transposition usuelle de Rm, une fonction convexe η : Ω → R est
appelée entropie s’il existe G : Ω → R une fonction de classe C1(Ω,R) appelé flux d’entropie associé à
η et telle que

∇G(w)T = ∇η(w)T∇f(w), ∀w ∈ Ω.

Pour un couple entropie, flux d’entropie (η,G) donné, on admet que les solutions du système (1.1)
vérifient une inégalité d’entropie qui s’écrit

∂tη(w) + ∂xG(w) ≤ 0. (1.2)

L’inégalité ci-dessus est locale car a priori définie en tout point x mais il est possible d’obtenir une
caractérisation intégrale des solutions de (1.1). En effet, l’intégration de l’inégalité (1.2) selon la variable
x donne l’inégalité globale suivante :∫

R
∂tη
(
w(x, t)

)
dx ≤ 0, ∀t > 0. (1.3)
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Les inégalités d’entropie locales (1.2) ou globales (1.3) spécifient les solutions de (1.1) mais en général,
il est impossible d’obtenir une expression analytique de w(x, t). Toutefois, lorsque la donnée initiale w0
est constituée de deux constantes séparées par une discontinuité, le problème de Cauchy (1.1) devient
un problème de Riemann. Dans ce cas et pour wL et wR deux constantes de Ω, w0 s’écrit

w0(x) =
{
wL si x < 0,
wR sinon. (1.4)

D’après le Lemme de Harten [118] rappelé ci-dessous, il est possible dans ce cas de donner une expression
de l’intégrale de w.

Lemme 1.1.1 (Lemme de Harten [118]). Soit f : Ω → Rm une fonction de flux et notons
{µk(w)}k∈{1,..,m} l’ensemble des m valeurs propres de ∇f(w). Soient wL et wR deux constantes de Ω
et considérons le problème de Riemann formé de l’équation (1.1) avec la donnée initiale (1.4). Soient
∆t > 0, ∆x > 0 tels que

∆t
∆x max

α∈{L,R},
k∈{1,...,m}

|µk(wα)| ≤ 1
2 . (1.5)

La solution du problème de Riemann (1.1)-(1.4) vérifie

1
∆x

∫ ∆x
2

− ∆x
2

w(x,∆t) dx = wL + wR

2 − ∆t
∆x

(
f(wR) − f(wL)

)
. (1.6)

Démonstration. En intégrant l’équation (1.1) sur le domaine [−∆x/2,∆x/2] × [0,∆t], il vient

0 =
∫ ∆t

0

∫ ∆x
2

− ∆x
2

(
∂tw + ∂xf(w)

)
dxdt,

=
∫ ∆x

2

− ∆x
2

w(x,∆t) dx−
∫ ∆x

2

− ∆x
2

w(x, t = 0) dx+
∫ ∆t

0

(
f
(
w(∆x/2, t)

)
− f

(
w(−∆x/2, t)

))
dt.

Sous la condition (1.5), les égalités w(∆x/2, t) = wR et w(−∆x/2, t) = wL sont satisfaites. Par conséquent,
en utilisant l’expression de la condition initiale du problème de Riemann (1.4), on obtient

0 =
∫ ∆x

2

− ∆x
2

w(x,∆t) dx− ∆xwL + wR

2 + ∆t
(
f(wR) − f(wL)

)
.

En divisant par ∆x > 0 l’équation ci-dessus, on déduit l’égalité (1.6).

Des extensions du système (1.1) seront également considérées dans ce mémoire. Ces versions se
composent d’un terme additionnel appelé terme source. Pour z : R → R une fonction régulière donnée,
indépendante du temps et S : Ω → Rm, les termes sources considérés se notent S(w)∂xz. Dans ce cas,
l’extension du système (1.1) s’écrit{

∂tw + ∂xf(w) = S(w)∂xz, t > 0, x ∈ R,
w(x, t = 0) = w0(x). (1.7)

Dans le cas d’un système de la forme (1.7), le Lemme de Harten n’est plus valide et seulement une
approximation de l’intégrale de w peut être exhibée. Ce résultat est donné dans le lemme ci-dessous.

Lemme 1.1.2. Soient f : Ω → Rm une fonction de flux, z : R → R une fonction régulière indépendante
du temps et S : Ω → Rm. Soient (wL, zL) et (wR, zR) deux constantes de Ω × R et considérons le
problème de Riemann 

∂tw + ∂xf(w) = S(w)∂xz, t > 0, x ∈ R,

w(x, t = 0) =
{
wL si x < 0,
wR sinon.
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Soient ∆t > 0, ∆x > 0. En écrivant O la notation de Landau usuelle, w vérifie

1
∆x

∫ ∆x
2

− ∆x
2

w(x,∆t) dx =

wL + wR

2 − ∆t
∆x

(
f(wR) − f(wL)

)
+ 1

∆x

∫ ∆t

0

∫ ∆x
2

− ∆x
2

S
(
w(x, t)

)
∂xz dxdt+ O(∆x) + O(∆t). (1.8)

Démonstration. En intégrant l’équation sur le domaine [−∆x/2,∆x/2] × [0,∆t], il suit

∫ ∆t

0

∫ ∆x
2

− ∆x
2

S
(
w(x, t)

)
∂xz dxdt =

∫ ∆t

0

∫ ∆x
2

− ∆x
2

(
∂tw + ∂xf(w)

)
dxdt,

=
∫ ∆x

2

− ∆x
2

w(x,∆t) dx−
∫ ∆x

2

− ∆x
2

w(x, t = 0) dx+
∫ ∆t

0

(
f
(
w(∆x/2, t)

)
− f

(
w(−∆x/2, t)

))
dt,

=
∫ ∆x

2

− ∆x
2

w(x,∆t) dx− ∆xwL + wR

2 +
∫ ∆t

0

(
f
(
w(∆x/2, t)

)
− f

(
w(−∆x/2, t)

))
dt.

Si ∆t > 0 est suffisamment petit alors, pour tout t dans [0,∆t], il existe des régions de l’espace localisées
autour de x = ∆x/2 et de x = −∆x/2 au sein desquelles la discontinuité située en x = 0 n’a pas d’effet.
Par conséquent, dans de telles régions, la donnée initiale est constante et w est régulière. Comme la
fonction de flux f est également régulière, un développement de Taylor du premier ordre en ∆t et en
∆x donne dans ce cas

f
(
w(∆x/2, t)

)
= f(wR) + O(∆x) + O(∆t),

f
(
w(−∆x/2, t)

)
= f(wL) + O(∆x) + O(∆t).

En insérant les développements ci-dessus dans l’égalité qui les précède puis en divisant par ∆x > 0, on
en déduit l’estimation (1.8).

Le terme S(w)∂xz donne également naissance à des solutions stationnaires non triviales. En ef-
fet, si les solutions stationnaires régulières d’un système homogène (1.1) se résument à des solutions
constantes, les solutions stationnaires régulières du système (1.7) vérifient

∂xf(w) = S(w)∂xz. (1.9)

Les solutions stationnaires définies ci-dessus feront l’objet d’une attention particulière dans la suite de
ce mémoire de thèse.

1.2 Exemples de systèmes hyperboliques
Cette section décrit des exemples usuels de systèmes hyperboliques homogènes (1.1) ou de systèmes

avec terme source qui s’écrivent sous la forme (1.7). Dans ce second cas, le terme S(w)∂xz induit des
solutions stationnaires non triviales définies (1.9). Ce terme source modifie également les inégalités
d’entropie (1.2) et les exemples ci-après illustrent comment ces inégalités peuvent s’écrire dans le cas
de systèmes avec terme source.

1.2.1 Le système de Saint Venant

Détaillées dans [32, 93], les équations de Saint Venant modélisent un écoulement d’eau en milieu
peu profond caractérisé par une épaisseur verticale faible par rapport à l’étendue horizontale. En notant
g > 0 la constante de gravitation, h(x, t) ≥ 0 la hauteur d’eau et u(x, t) la vitesse dans R, les équations
de Saint-Venant sont données par

∂t

(
h
hu

)
+ ∂x

(
hu

hu2 + gh2

2

)
=
(

0
−gh

)
∂xz. (1.10)
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Dans le système ci-dessus, z : R → R décrit la topographie du fond sur lequel l’écoulement s’opère.
Avec les notations introduites dans la section 1.1, l’inconnue w, la fonction de flux f et le terme source
S s’écrivent dans ce cas

w = (h, hu)T, f(w) =
(
(hu), (hu)2

h
+ gh2

2
)T
, S(w) = (0,−gh)T. (1.11)

L’inconnue w prend ses valeurs dans l’espace convexe

Ω =
{

(h, hu) ∈ R2 |h ≥ 0, hu ∈ R
}
.

Dans l’espace Ω ci-dessus, h peut être nul et dans ce cas la fonction f donnée par (1.11) n’est plus
définie. D’après [15, 166], la convention admise dans ce cas est de considérer que si h est nul alors hu/h

est également nul. Par conséquent, la variable u se définit par

u =


(hu)
h

, si h > 0,

0, sinon.

Lorsque la fonction z est constante, le terme source s’annule et le système (1.10) devient homogène.
Dans ce cas le système de Saint Venant est strictement hyperbolique ce qui veut dire que ∇f(w) est
diagonalisable dans R et que ses valeurs propres sont de plus distinctes [165, 166]. Le système de Saint
Venant (1.10) est associé au couple entropie, flux d’entropie (η,G) suivant :

η(w) = (hu)2

2h + gh2

2 , G(w) = (hu)3

2h2 + gh(hu), ∀w ∈ Ω.

L’inégalité d’entropie associée au système s’écrit

∂tη(w) + ∂xG(w) ≤ −ghu∂xz. (1.12)

D’après l’inégalité ci-dessus, l’introduction du terme S(w)∂xz dans les équations de Saint Venant (1.10)
modifie l’inégalité d’entropie (1.2) en ajoutant une quantité dépendante de z à droite de l’inégalité.
Selon les auteurs de [32, 93] et puisque ∂tz = 0, l’inégalité (1.12) peut se reformuler de manière
équivalente sous une forme conservative qui s’écrit

∂t

(
η(w) + ghz

)
+ ∂x

(
G(w) + g(hu)z

)
≤ 0.

La modification de l’inégalité (1.2) n’est pas la seule conséquence du terme S(w)∂xz dans les équa-
tions de Saint Venant (1.10). En effet, ce terme implique également l’existence de solutions stationnaires
qui vérifient

∂x

(
hu

hu2 + gh2

2

)
=
(

0
−gh

)
∂xz.

En admettant une régularité suffisante, la résolution directe du système d’équations ci-dessus donne
les solutions stationnaires suivantes :

hu = cste, u2

2 + g(h+ z) = cste. (1.13)

Ces solutions stationnaires sont aussi appelées états d’équilibres et parmi eux, le lac au repos fera
l’objet d’une attention particulière dans la suite de ce mémoire de thèse. Cet état du lac au repos est
caractérisé par une vitesse u nulle. Dans ce cas, les solutions (1.13) deviennent

u = 0, h+ z = cste. (1.14)

17



1.2.2 Le système de Ripa

Le système de Ripa est une version enrichie du système de Saint Venant qui décrit également la
température de l’eau. La hauteur d’eau et la vitesse sont respectivement notées h(x, t) > 0 et u(x, t)
dans R. À partir de φ : R+

∗ → R+
∗ une fonction positive, régulière, bijective et de θ : R × R+ → R+

∗ , le
champs de température est φ

(
θ(x, t)

)
> 0. Avec ces notations, le système de Ripa s’écrit

∂t

 h
hu
hθ

+ ∂x

 hu

hu2 + gh2φ(θ)
2

hθu

 =

 0
−ghφ(θ)

0

 ∂xz. (1.15)

Les quantités w, f(w), S(w) pour le système de Ripa s’écrivent

w = (h, hu, hθ)T,

f(w) =
(
(hu), (hu)2

h
+
gh2φ

(
(hθ)/h

)
2 ,

(hu)(hθ)
h

)T
,

S(w) =
(
0,−ghφ

(
(hθ)/h

)
, 0
)T
.

L’espace convexe dans lequel w prend ses valeurs est

Ω =
{

(h, hu, hθ) ∈ R3 |h > 0, hu ∈ R, hθ > 0
}
.

D’après [1, 78], le système de Ripa (1.15) est strictement hyperbolique lorsque z est constante. Dans
[78], Desveaux et al proposent de contraindre la fonction φ avec les conditions suivantes :

φ′′(θ)φ(θ) − φ′(θ)2

2 > 0, φ(θ) − θφ′(θ) + θ2

2 φ
′′(θ) > 0, ∀θ ∈ R+

∗ .

Si φ vérifie les conditions ci-dessus alors les auteurs de [78] montrent que le système d’équations de
Ripa (1.15) peut être équipé d’une paire entropie convexe, flux d’entropie (η,G) donnée par

η(w) = (hu)2

2h +
gφ
(

(hθ)/h
)
h2

2 , G(w) = (hu)3

2h2 + ghφ
(

(hθ)/h
)
(hu), ∀w ∈ Ω.

Les auteurs de [78] montrent également que les solutions de (1.15) vérifient l’inégalité d’entropie sui-
vante :

∂t

(
η(w) + ghφ

(
(hθ)/h

)
z
)

+ ∂x

(
G(w) + gφ

(
(hθ)/h

)
(hu)z

)
≤ 0.

Ainsi, l’introduction de S(w)∂xz dans les équations de Ripa (1.15) transforme l’inégalité (1.2) en
une autre inégalité conservative mais dépendante de la donnée z. Le terme S(w)∂xz entraîne aussi
l’existence de solutions stationnaires qui vérifient

∂x

 hu

hu2 + gh2φ(θ)
2

hθu

 =

 0
−ghφ(θ)

0

 ∂xz.

Les solutions stationnaires régulières du système d’équation ci-avant se répartissent en deux familles.
La première regroupe les solutions stationnaires à vitesse non nulle vérifiant

hu = cste, θ = cste, u2

2 + gφ(θ)(h+ z) = cste. (1.16)

La seconde famille est une version du lac au repos pour les équations de Ripa (1.15). Elle contient les
équilibres à vitesse nulle obtenus en passant à la limite u → 0 dans les expressions ci-dessus. Cette
seconde famille d’équilibre s’écrit

u = 0, θ = cste, h+ z = cste. (1.17)
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1.2.3 Les équations d’Euler

Les équations d’Euler décrivent l’évolution d’un fluide compressible et sont par exemple détaillées
dans [63, 88, 105]. Les grandeurs de ce fluide sont la masse volumique ρ(x, t) > 0, la vitesse u(x, t)
dans R, l’énergie totale ρE(x, t) > 0 et p(x, t) > 0 la pression. Les équations d’Euler sont données par

∂t

 ρ
ρu
ρE

+ ∂x

 ρu
ρu2 + p

(ρE + p)u

 = 0. (1.18)

Ces équations doivent être accompagnées d’une relation de fermeture sur p appelée équation d’état.
Dans la suite, on adoptera le modèle du gaz parfait. En notant γ la constante adiabatique dans ]1, 3],
p vérifie dans ce cas l’équation

p(w) = (γ − 1)
(
ρE − (ρu)2

2ρ
)
.

Le système (1.18) est homogène et les quantités w et f sont définies par

w = (ρ, ρu, ρE)T, f(w) =
(
(ρu), (ρu)2

ρ
+ p(w),

(
(ρE) + p(w)

)(ρu)
ρ

)T
.

L’espace des valeurs admissibles de w est

Ω =
{

(ρ, ρu, ρE) ∈ R3 | ρ > 0, ρu ∈ R, E − u2/2 > 0
}
.

Le système d’Euler (1.18) est strictement hyperbolique [105]. Les entropies associées au système d’Euler
(1.18) sont par exemple détaillées dans [22, 88, 138]. Elles reposent sur une fonction K : R → R telle
que

K′(y) > 0, K′(y) − γK′′(y) > 0, ∀y ∈ R.

Pour une fonction K satisfaisant les inégalités strictes ci-dessus, les couples d’entropies (η,G) associés
au système d’Euler (1.18) s’écrivent

η(w) = −ρK
(

ln(p/ργ)
)
, G(w) = −(ρu)K

(
ln(p/ργ)

)
, ∀w ∈ Ω.

Dans la suite, le choix K(y) = y est proposé et par conséquent le couple (η,G) s’écrit

η(w) = −ρ ln(p/ργ), G(w) = −(ρu) ln(p/ργ), ∀w ∈ Ω.

1.3 Bibliographie de l’approximation numériques des systèmes hy-
perboliques de lois de conservation

Ce mémoire de thèse est consacré à la construction de méthodes numériques approchant les solutions
du système (1.1) ou du système (1.7) et vérifiant des équivalents discrets de (1.2) ou bien de (1.3).
La construction de telles méthodes constitue un champs de recherche très actif depuis de nombreuses
années. Les critères généraux, les méthodes explorées ainsi que les résultats obtenus sont maintenant
détaillés à l’aide d’une bibliographie.

1.3.1 Quelques généralités sur les approximations numériques

Les solutions des systèmes homogènes (1.1) ou leurs versions avec terme source (1.7) sont approchées
sur des maillages du temps et de l’espace respectivement donnés par une séquence (tn)n∈N et un
ensemble d’interfaces (xi+ 1

2
)i∈Z. Ces deux maillages sont supposés uniformes et les pas constants sont

respectivement notés ∆t > 0 et ∆x > 0. À la date tn et sur chaque intervalle ]xi− 1
2
, xi+ 1

2
[, la quantité

w(·, tn) est approchée par un objet noté formellement wn
i et pour lequel de très nombreuses définitions

sont possibles. Il s’agit par exemple d’une quantité ponctuelle dans [92, 116, 184], d’une constante de
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Rm dans [32, 149, 211] ou bien d’un polynôme à valeurs dans Rm dans [7, 125, 197]. Si t0 désigne
le premier instant discret alors w0

i s’établit à l’aide de la donnée initiale w0. Par conséquent, il faut
définir un schéma numérique qui permet d’obtenir (wn+1

i )i∈Z à partir de (wn
i )i∈Z pour tout n dans

N. En notant Fi+ 1
2

un flux numérique approchant formellement la quantité f
(
w(xi+ 1

2
, tn)

)
, un schéma

dédié aux systèmes d’équations homogènes (1.1) peut s’écrire

wn+1
i − wn

i

∆t +
Fi+ 1

2
− Fi− 1

2

∆x = 0, ∀i ∈ Z.

Comme wn
i et Fi+ 1

2
sont des approximations respectives de w(·, tn) et de f

(
w(xi+ 1

2
, tn), il convient de

caractériser l’erreur commise à l’aide d’un critères de précision.

Le critère de précision le plus usuel est la notion d’ordre [18, 32, 55, 144, 219] mais l’étude biblio-
graphique menée ne montre pas l’existence d’une définition générale et unificatrice de cette notion.
Néanmoins, la notion d’ordre peut s’introduire formellement de la manière suivante. Étant donnée une
quantification de l’erreur d’approximation, un schéma numérique est dit d’ordre k en espace si cette
erreur s’écrit formellement O∆x→0(∆xk). La notion d’ordre en temps se caractérise de la même manière
en substituant ∆x par ∆t. Un schéma d’ordre spatial k est en général couplé à une discrétisation en
temps du même ordre [16, 125, 194, 230]. Les discrétisations temporelles usuelles sont détaillées dans
[41, 102, 108]. La construction de schémas numériques d’ordre élevé en espace se justifie selon au moins
deux axes.

D’abord et d’après [148], les schémas du premier ordre introduisent artificiellement des artefacts
qui régularisent les solutions numériques calculées. Cette altération de diffusion numérique conduit
souvent à sous estimer les extrema de w. Il est admis que les montées en ordre corrigent au moins
partiellement ce défaut. La seconde motivation à la recherche de schémas d’ordre élevé est que, pour
une précision de simulation numérique donnée, travailler sur des maillages grossiers avec un schéma
d’ordre élevé est plus économique en ressource et en temps de calcul que de travailler sur des maillages
fins avec un schéma du premier ordre [168, 193, 210].

Malheureusement, sans précaution particulière les schémas d’ordre élevé sont nécessairement oscil-
lants voire instables dans les zones de discontinuités [149, 193]. Un résultat célèbre à ce propos est le
théorème de Godunov [106] qui stipule qu’un schéma linéaire ne créant pas d’extrema est au plus du
premier ordre. Ainsi, la précision doit être complétée de critères de stabilités.

L’un des premiers critères de stabilité d’un schéma numérique est la préservation du domaine Ω qui
consiste à garantir que (wn

i )i∈Z demeure dans Ω pour tout n dans N. Ce critère permet par exemple
d’assurer le sens physique des grandeurs calculées (pression positive, hauteur d’eau positive, etc). Dans
le cas d’une fonction de flux f linéaire ou bien de systèmes linéarisés, la stabilité des schémas est parfois
conduite dans le cadre des fonctions de carré sommables L2 munies d’une norme notée ∥·∥2. Dans ce
cas, la séquence mise à jour (wn+1

i )i∈Z doit vérifier∑
i∈Z

∥wn+1
i ∥2

2 ∆x ≤
∑
i∈Z

∥wn
i ∥2

2 ∆x.

Cette stabilité peut s’établir grâce à l’analyse de Fourier-Von Neumann [53, 74] ou bien directement
algébriquement [75]. Dans le cas d’équations scalaires, la stabilité L2 est aussi parfois complétée d’un
critère Total Variation Diminushing (TVD) [149]. Ce critère TVD donne un contrôle sur les oscillations
numériques parasites mais est insuffisant sur le plan théorique [63].

La stabilité entropique généralise ces notions et consiste à montrer que la séquence mise à
jour (wn+1

i )i∈Z vérifie un analogue discret de (1.2). En notant Gi+ 1
2

une approximation formelle de
G
(
w(xi+ 1

2
, tn)

)
, cet analogue discret s’écrit sous la forme d’une inégalité d’entropie discrète locale

donnée par
η(wn+1

i ) − η(wn
i )

∆t +
Gi+ 1

2
− Gi− 1

2

∆x ≤ 0, ∀i ∈ Z. (1.19)

L’intérêt des stabilités entropiques est double. D’un point de vue théorique d’abord, si on dispose
d’un schéma conservatif et consistant alors d’après [119], ce schéma peut converger vers une solution
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faible de (1.1). Toutefois, la solution limite obtenue à convergence n’est pas nécessairement entropique
[61, 132]. D’après le théorème de Lax Wendroff [140, 149], ce caractère entropique peut se retrouver
à condition de retranscrire une stabilité entropique au niveau discret. D’un point de vue numérique
ensuite, une inégalité d’entropie discrète est un critère de stabilité fort et on peut citer [92] où une
expérience montre qu’une stabilité entropique élimine plus d’artefacts numériques qu’une stabilité L2

usuelle.
Les stabilités entropiques ainsi que la notion d’ordre sont valables sans distinction particulière pour

les systèmes homogènes (1.1) et leurs versions avec terme source (1.7). En revanche l’introduction du
terme S(w)∂xz et les solutions stationnaires qu’il implique nécessitent la définition d’une caractéristique
supplémentaire appelée propriété well-balanced.

Lorsque le terme source S(w)∂xz est présent, la simulation numérique des solutions stationnaires
de (1.9) doit être très précise [19, 111, 112]. Dans le cas contraire, les erreurs numériques peuvent
s’amplifier au cours du temps et rendre les résultats inexploitables. La notion de précision d’un schéma
numérique repose dans ce cas sur la propriété well-balanced. En notant S un ensemble de solutions de
(1.9) à valeurs dans Ω, un schéma numérique est dit well-balanced pour S, s’il préserve exactement les
états de S. C’est à dire,

si wn
i ∈ S, ∀i ∈ Z, alors, wn+1

i = wn
i , ∀i ∈ Z.

Un même schéma peut par exemple combiner la propriété well-balanced et être d’ordre élevé [48,
166, 170]. D’une manière générale, un schéma numérique idéal serait d’ordre élevé en espace et en
temps, vérifierait l’inégalité d’entropie discrète (1.19) et serait de plus well-balanced dans le cas de
S(w)∂xz non nul. L’élaboration d’un tel schéma constitue un champs un recherche très actif et les
sections à venir dressent l’éventail des résultats.

1.3.2 Les schémas numériques usuels du premier ordre

De très nombreux schémas numériques localement entropiques et du premier ordre ont été proposés
pour approcher les solutions des systèmes homogènes (1.1). S’il existe les E-schémas [36, 87, 149], les
schémas cinétiques [31, 134] et d’autres schémas décrits dans [99, 101, 123], la plupart des schémas
usuels peuvent se décrire avec la méthode des volumes finis. Dans cette méthode, wn

i est une constante
de Rm qui vérifie formellement

wn
i ≈ 1

∆x

∫ x
i+ 1

2

x
i− 1

2

w(x, tn) dx, ∀i ∈ Z.

Par construction et comme l’illustre la Figure 1.1, la séquence (wn
i )i∈Z peut s’interpréter comme une

juxtaposition de problèmes de Riemann locaux, chacun défini à une interface du maillage. C’est à partir
de ce constat que S. Godunov propose dans [106] un schéma numérique construit sur la donnée de
w(x, tn +∆t) qui désigne la solution exacte de la juxtaposition des problèmes de Riemann. L’obtention
de cette solution exacte est en générale difficile voire impossible en raison des non linéarités de f .
Toutefois, après résolution des problèmes de Riemann, la séquence mise à jour (wn+1

i )i∈Z se déduit en
intégrant w(x, tn + ∆t) sur l’intervalle ]xi− 1

2
, xi+ 1

2
[.

La principale difficulté du schéma de Godunov [106] réside dans le calcul de w(x, tn + ∆t). Il
est possible de contourner cet obstacle avec des schémas de type Godunov qui s’appuient sur une
approximation de w(x, tn + ∆t). Le schéma de type Godunov le plus simple est celui de Harten, Lax et
van Leer (HLL). Introduit dans [118, 119], ce schéma vérifie une inégalité d’entropie discrète de la forme
(1.19). On peut aussi citer le schéma de Harten Lax et van Leer Contact preserving (HLLC) [213]. Ce
schéma dédié aux équations d’Euler préserve exactement les ondes de contact stationnaires et satisfait
une stabilité entropique discrète locale. Une inégalité d’entropie discrète locale (1.19) est également
vérifiée par le schéma détaillé dans [118, Section b.ii]. Ce schéma de type Godunov est construit pour
une capture précise des ondes de chocs.
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Figure 1.1 – À gauche, approximation constante par morceaux de w(·, tn) sur le maillage spatial
défini par interfaces (xi+ 1

2
)i∈Z de pas constant ∆x > 0. À droite, juxtaposition dans le plan (x, t) de

problèmes de Riemann autour des interfaces xi− 1
2
, xi+ 1

2
où les zones d’influences des solutions sont

représentées en gris.

Enfin, il existe les schémas de relaxation [21, 32, 49, 64, 86] construits sur un découplage des
équations (1.1) via l’introduction de variables supplémentaires. Ces schémas de relaxation revêtent des
caractères implicites ou demandent des calculs très techniques. Par exemple, la preuve de l’inégalité
d’entropie discrète (1.19) dans [21] nécessite d’établir une équation supplémentaire, l’existence de
fonctions implicites et enfin l’existence d’un minimum local.

Les schémas numériques usuels rappelés dans cette section sont tous du premier ordre. La section
suivante présente les pistes explorées pour conjuguer ordre élevé de résolution et propriétés de stabilité.

1.3.3 La stabilité des schémas d’ordre élevé en espace

La construction d’une méthode numérique qui articule la stabilité entropique et l’ordre élevé en
espace est une tache difficile qui s’illustre par exemple avec les citations ci-dessous.

"both high resolution and strong entropy enforcement, a task that seems self-contradictory"
A. Harten, 1982, [116].

"It is extremely difficult to obtain second-order schemes that verify an entropy inequality."
F. Bouchut, 2004, [32].

"Methods that ensure the validity of local fully discrete entropy inequalities are still rare."
D. Kuzmin, 2021, [137].

Néanmoins, la littérature foisonne de méthodes formellement d’ordre élevé en espace et satisfaisants
certains critères de stabilité. Ces méthodes sont décrites dans les paragraphes ci-après qui débuteront
par les deux paradigmes ADER et MOOD.

Proposés dans [212], les schémas de type Arbitrary high order DERivative (ADER) [46, 62, 84, 214,
215] se construisent par la résolution de problèmes de Riemann généralisés. À la date tn, ces problèmes
sont obtenus en considérant des polynômes d’ordre quelconque sur chaque cellule du maillage puis
leurs résolutions consistent à donner une expression de w(x, tn + ∆t). En incorporant la solution d’un
problème de Riemann généralisé dans les flux numériques usuels [83], on obtient un schéma d’ordre
croissant avec le degré des polynômes employés. Néanmoins, les solutions analytiques de ces problèmes
étant très souvent inaccessibles, la résolution pratique est conduite avec un solveur implicite local
[84, 210].

Le paradigme Multi-dimensional Optimal Order Detection (MOOD) [60, 79] contrôle a posteriori
la stabilité des schémas d’ordre élevé. À la date tn et étant donné des critères de stabilité C, on procède
à une itération en temps du schéma d’ordre élevé. Si la solution candidate ainsi obtenue vérifie C alors
elle est retenue comme approximation à la date tn+1. Dans le cas contraire et tant que C n’est pas
vérifié, on réduit successivement et localement l’ordre du schéma pour générer une nouvelle solution
candidate. Comme les schémas du premier ordre vérifient a priori C la procédure itérative MOOD
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est nécessairement finie. Cette approche est par exemple appliquée dans [77] pour forcer une inégalité
d’entropie locale (1.19) et dans [207] pour préserver des domaine Ω. Le paradigme MOOD a aussi été
couplé aux méthodes ADER dans [158] afin d’accroître qualitativement la stabilité générale.

Dans son article fondateur [106], S. Godounov utilise la projection standard L2 pour obtenir un
schéma du premier ordre mais satisfaisant une stabilité entropique locale discrète de la forme (1.19).
L’idée suivie dans [33, 63, 65] est alors de construire des opérateurs préservant à la fois l’ordre élevé et
cette stabilité entropique. Une telle méthode est explicitement appliquée dans [63] pour les équations
d’Euler (1.18). Il en résulte une schéma du second ordre vérifiant une version discrète de toutes les
inégalités d’entropie associées aux équations d’Euler. Malheureusement, les principes de ces méthodes
sont implicites, très non linéaires et intimement liés au système étudié.

Une autre idée est de conduire les montées en ordre en corrigeant les schémas du premier ordre
qui eux possèdent une stabilité entropique locale (1.19). D’abord sans analyse de stabilité dans [233],
c’est dans cet esprit que les schémas Monotonic Upstream-centered Scheme for Conservation Laws
(MUSCL) [219] et les schémas de A. Harten [116] ont été introduits. Ces schémas sont formellement du
second ordre mais seules des preuves TVD dans le cas scalaire sont données dans [116]. Par ailleurs, les
auteurs de [22, 77, 174] montrent que les schémas MUSCL satisfont des formes incomplètes de stabilité
entropique. En notant ηi une approximation de η(wn

i ), ces premières versions incomplètes de (1.19)
s’écrivent

η(wn+1
i ) − ηi

∆t +
Gi+ 1

2
− Gi− 1

2

∆x ≤ 0, ∀i ∈ Z. (1.20)

Le second ordre des techniques MUSCL est obtenu par l’introduction d’une reconstruction affine de
la solution numérique. Ses extensions naturelles sont les méthodes Essentially Non-Oscillatory (ENO)
et Weighted Essentially Non-Oscillatory (WENO) [117] qui produisent des schémas d’ordres croissants
avec le degré du polynôme de reconstruction. L’originalité de ces schémas provient d’une reconstruction
polynomiale choisie pour limiter les oscillations parasites [94, 179, 193, 232]. Avec ce type de méthodes
des schémas d’ordre trois à cinq vérifiant un critère TVD [229] ou un critère de stabilité L2 [29] ont pu
être proposés. Pour autant, les reconstructions polynomiales sont fortement non linaires ce qui rend
souvent les méthodes (W)ENO hermétiques aux preuves de stabilité formelles. Par exemple le résultat
de stabilité L2 de [29] repose sur des expériences numériques. Ce verrou est maintenant levé et plusieurs
schémas d’ordre élevé vérifiant certaines stabilités entropiques sont établis. Dans [230], Zakerzadeh et
al montrent qu’une famille de schémas d’ordre k dérivés des méthodes (W)ENO vérifient une inégalité
d’entropie discrète globale de la forme

∑
i∈Z

η(wn+1
i ) − η(wn

i )
∆t ∆x ≤ 0. (1.21)

De leurs côtés, les auteurs de [51, 57, 94] proposent des inégalités d’entropie semi-discrètes. Ces secondes
versions incomplètes de (1.19) sont discrètes en espace mais continues en temps. Elles s’écrivent

d
dtη

(
wi(t)

)
+

Gi+ 1
2
(t) − Gi− 1

2
(t)

∆x ≤ 0, t > 0, ∀i ∈ Z. (1.22)

Enfin, un schéma numérique décrit dans [92] satisfait une version globale de l’inégalité ci-dessus donnée
par

d
dt
∑
i∈Z

η
(
wi(t)

)
∆x ≤ 0, t > 0. (1.23)

Les inégalités d’entropie de la forme (1.21)-(1.22)-(1.23) sont obtenues par un couplage des reconstruc-
tions (W)ENO avec la stratégie des variables entropiques.

La stratégie des variables entropiques [47, 144, 205] repose tout d’abord sur la connaissance d’une
fonction ψ : Ω → R appelée potentiel entropique et vérifiant ψ = ∇ηTf − G. À partir d’un potentiel
entropique donné, la méthode des variables entropiques est ensuite fondée sur la détermination d’un
flux numérique Fi+ 1

2
satisfaisant l’équation

(
∇η(wn

i+1) − ∇η(wn
i )
)TFi+ 1

2
= ψ(wn

i+1) − ψ(wn
i ), ∀i ∈ Z. (1.24)
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Un flux numérique vérifiant l’équation ci-dessus donne automatiquement un schéma numérique conser-
vant l’entropie au niveau semi-discret. Cette conservation s’écrit sous la forme de l’égalité suivante :

d
dt
∑
i∈Z

η
(
wi(t)

)
∆x = 0, t > 0. (1.25)

Néanmoins, un calcul direct et explicite de Fi+ 1
2

à partir de (1.24) n’est pas toujours possible [206] et
demande nécessairement la connaissance du potentiel ψ. Ce potentiel est explicitement établi pour les
systèmes usuels comme Saint Venant ou Euler, mais son obtention pour un système quelconque est
numériquement difficile [94]. Enfin, pour passer de la conservation de l’entropie (1.25) à une stabilité
entropique semi-discrète (1.23), un flux numérique satisfaisant l’équation (1.24) doit être corrigé. Les
approches typiques en ce sens sont l’ajout d’un opérateur de diffusion [45, 51, 94, 205] ou bien une
utilisation judicieuse des conditions de bords [7, 44].

Dans le cadre des éléments finis Galerkin discontinus (Discontinous Galerkin, DG) [56, 195, 196], les
variables entropiques sont unifiées au formalisme plus large des opérateurs Summation By Part (SBP)
[7, 55]. Ce cadre théorique autorise des calculs semi-discrets analogues à ceux du continu ce qui simplifie
considérablement les preuves de stabilité. L’ordre du schéma se sélectionne ensuite simplement avec
le choix des fonctions de base des éléments finis considérés. C’est dans ce formalisme que des schémas
DG d’ordre deux à quatre satisfaisant des inégalités d’entropie semi discrètes locales (1.22) ou globales
(1.23) sont respectivement présentés dans [137, 182] et dans [7, 45].

La méthode des éléments finis peut également servir de cadre pour les schémas numériques aux
résidus distribués (RD) [2, 69]. L’originalité de ces schémas repose d’abord sur la substitution de w
par une approximation au sein de la formulation faible des équations (1.1). Cette substitution permet
ensuite de construire un résidu distribué qui définit le schéma numérique et qui permet le calcul de
l’approximation considérée.

Plusieurs schémas RD monotones, d’ordre deux à quatre sont par exemple proposés dans [4, 6] mais
les résidus de stabilité présentés dans [3, 8, 9] permettent désormais d’obtenir une stabilité entropique.
En s’appuyant sur ces résidus et en notant t0 la date initiale de simulation et tN la date finale, les
auteurs de [5] proposent par exemple un schéma RD d’ordre quelconque pour les équations d’Euler et
qui satisfait ∑

i∈Z
η(wN

i )∆x ≤
∑
i∈Z

η(w0
i )∆x. (1.26)

Le point commun de la reconstruction polynomiale et de la méthode des variables entropiques
est qu’elles utilisent toutes deux des limiteurs [4, 55, 57, 94, 116, 182, 194, 196, 219]. La recherche
bibliographique n’a pas montré l’existence d’une définition formelle de technique de limitation mais on
peut néanmoins citer l’exemple canonique des schémas MUSCL [219]. Les oscillations parasites générées
artificiellement par ces schémas sont contrôlées par un limiteur de pente ϕ vérifiant ϕ(r)

∣∣
r≤0 = 0 et

ϕ(r)|r>0 ≤ 2 min (1, r). Une fois choisi, le limiteur est introduit dans l’approximation de la dérivée de
la manière suivante :

∂xw(xi+ 1
2
, tn) ≈ ϕ

(wn
i − wn

i−1
∆x

∆x
wn

i+1 − wn
i

)wn
i+1 − wn

i

∆x , ∀i ∈ Z.

Par conséquent, une technique de limitation peut être interprétée comme une correction ad-hoc forçant
une propriété de stabilité souhaitée. Le choix d’un limiteur n’est pas simple. Il dépend fortement du
problème étudié et peut engendrer une dégradation de l’ordre théorique [16, 196, 227].

Ainsi, plusieurs champs sont explorés pour conjuguer discrétisation spatiale d’ordre élevé et stabilité
entropique. Selon la bibliographie présentée dans ce mémoire, des schémas numériques d’ordre élevé
vérifiant (1.19) ne semblent pas exister et très peu en vérifient une version globale donnée par (1.21).
Bien que plus faible, cette stabilité entropique globale a déjà produit numériquement des solutions
ayant des comportements proches de celles présentant une stabilité entropique locale [49, 125, 127].

La très large majorité des méthodes donnent naissance à des stabilités entropiques semi-discrètes
(1.22)-(1.23) ou incomplètes (1.20). Cependant, des expériences numériques exposées dans [77] et dans
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[34] montrent respectivement qu’un schéma vérifiant une inégalité d’entropie incomplète ou semi-
discrète ne jugule pas totalement certains artefacts numériques. Ce constat contraint donc à travailler
avec des discrétisations temps et espace complètes et avec des inégalités d’entropie de la forme (1.19),
(1.21). Le transfert d’une stabilité entropique en temps discret constitue une difficulté majeure. Les
aspects et les causes de cette difficulté sont présentés dans la prochaine section.

1.3.4 L’obstacle de la discrétisation en temps

"In contrast, the entropy stability of explicit time discretization is by large an open problem"
T. Chen, 2020, [56].

Les discrétisations temporelles explicites sont intrinsèquement contraires aux inégalités d’entropie
et sont donc sujettes aux instabilités [159, 230]. Le contrôle de ces instabilités est parfois possible
[16, 230] mais peut conduire à des conditions CFL très restrictives voire rédhibitoires. D’une manière
générale, la stabilité entropique discrète des schémas d’ordre élevé et explicites en temps est vérita-
blement problématique. Dans le cadre des schémas MUSCL et (W)ENO, cette thématique fait encore
aujourd’hui l’objet de conjectures [10, 230] et dans le cadre DG, elle n’est quasiment pas explorée [56].
Remarquons toutefois que si on dispose d’un schéma explicite d’ordre un en temps et vérifiant une sta-
bilité entropique discrète, alors on peut effectuer une montée en ordre temporel à l’aide des méthodes
de Runge-Kutta Strong Stablilty Preserving (RKSSP) [107, 109, 110]. Ces méthodes explicites sont
construites à partir de combinaisons convexes de discrétisations du premier ordre. En s’appuyant sur
la convexité des entropies η, on peut alors montrer que ces méthodes RKSSP préservent les stabilités
entropiques [76, 230].

La discrétisation du temps peut en outre se réaliser avec des méthodes implicites [40, 122, 137,
144, 197, 228] qui sont par nature plus stables que leurs homologues explicites [230]. Ces méthodes
demandent néanmoins à chaque itération en temps, la résolution d’un système d’équations non linéaires
couplant généralement toutes les inconnues du maillage. Elles entraînent de plus une augmentation
significative d’artefact comme la diffusion numérique ce qui peut dégrader la qualité générale des
simulations. Ces discrétisations temporelles implicites sont formalisées dans le cadre DG sous le nom
de Discontinuous Galerkin Space and Time (DGST). Dans ce formalisme, le temps est considéré comme
une variable d’espace supplémentaire [96, 125, 127] ce qui conduit à des estimations globales temps et
espace de la forme (1.26).

Enfin, des méthodes de discrétisations temporelles de type Runge Kutta ont aussi été proposées
pour transférer une inégalité d’entropie semi-discrète (1.22)-(1.23) vers une inégalité discrète globale de
la forme (1.21). Explicites dans le cas L2 [133], ces méthodes requièrent néanmoins, dans le cas d’une
entropie η quelconque, la résolution d’une équation non linéaire à chaque itération en temps [178].

1.3.5 Le terme source de topographie

L’introduction d’une fonction z quelconque dans les équations de Saint Venant (1.10) constitue une
difficulté réelle à l’élaboration de schémas numériques approchant la quantité w = (h, hu)T.

La principale difficulté provient de ce que la solution du problème de Riemann pour les équations
de Saint Venant (1.10) n’est pas unique [145, 146]. Par conséquent, les simulations numériques peuvent
donc converger vers différentes solutions [34, 42]. L’étude du problème de Riemann avec une fonction
z discontinue est l’objet de plusieurs travaux dans lesquels des traitements différents des solutions
multiples sont avancés. Dans [12] l’unicité est assurée par la continuité du débit hu alors que dans
[20] la conservation de la masse et des relations de Rankine–Hugoniot spécifiques sont employées. De
leurs côtés, les auteurs de [231] proposent de maximiser le taux de croissance de la quantité u2/2 + gh.
Enfin, d’autres manières de sélectionner une solution sont proposées dans [11, 59, 114, 146]. Toutes ces
études produisent des méthodes numériques qui demandent malheureusement la résolution d’équations
fortement non linéaires à chaque itération en temps et pour chaque cellule du maillage. À partir de
ces constats et en notant ŵ = (h, hu, z)T, il demeure difficile de construire des schémas numériques
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well-balanced et à stabilité entropique discrète pour le couple

η̂(ŵ) = (hu)2

2h + gh2

2 + ghz, Ĝ(ŵ) = (hu)3

2h2 + g(hu)(h+ z). (1.27)

La littérature consacrée à ces schémas reste toutefois vaste. Les paragraphes ci-dessous en proposent
une présentation organisée en quatre catégories distribuées selon le critère de stabilité entropique.

Tout d’abord, la première catégorie se compose de schémas well-balanced pour lesquels aucun ré-
sultat de stabilité entropique n’est établi. La plupart de ces schémas [98, 103, 152, 165, 166, 175]
s’écrivent sous la forme de schéma de type Godunov tels qu’évoqués dans la section 1.3.2. La propriété
well-balanced est alors assurée grâce à des approximations constantes par morceaux et par une discré-
tisation judicieuse du terme source. D’autres schémas sont construits à partir de méthodes spectrales
[135] où d’éléments finis [30, 151, 226]. D’une manière générale, des montées en ordre de ces schémas
sont proposées [48, 103, 129, 135, 152, 165, 166].

Ensuite, la seconde catégorie concerne les schémas vérifiant une inégalité d’entropie semi-discrète
pour le couple (η̂, Ĝ) donné par (1.27). En notant Ĝi+ 1

2
une approximation formelle de Ĝ

(
ŵ(xi+ 1

2
, tn)

)
,

ces inégalités s’écrivent
d
dt η̂

(
ŵi(t)

)
+

Ĝi+ 1
2
(t) − Ĝi− 1

2
(t)

∆x ≤ 0, t > 0.

On peut alors inclure à cette catégorie, des schémas DG [100, 177, 223, 225] d’ordre élevé, well-
balanced pour le lac au repos et conçus à partir d’une version des opérateurs SBP décrits dans la
section 1.3.3. C’est également dans cette seconde catégorie que se trouve la méthode de reconstruction
hydrostatique [13]. Cette méthode est très utilisée et repose sur une discrétisation du terme source
déduite d’une analyse formelle des cas u ≪

√
gh. Pour un flux numérique quelconque donné, elle

permet de restituer la propriété well-balanced pour le lac au repos (1.14) [13, 14, 54]. Elle est de plus
facile à programmer [13]. Malheureusement, un résultat de [14] montre qu’une méthode numérique
construite avec les principes de la reconstruction hydrostatique ne peut donner naissance qu’à des
stabilités entropiques semi-discrètes. On peut enfin joindre à cette catégorie, des schémas well-balanced
pour des solutions stationnaires à vitesse non nulle [35, 93].

La troisième catégorie comprend des schémas vérifiant une inégalité d’entropie locale incomplète
de la forme

η̂(ŵn+1
i ) − η̂(ŵn

i )
∆t +

Ĝi+ 1
2

− Ĝi− 1
2

∆x ≤ O(∆x2). (1.28)

De tels résultats ont d’abord pu être montrés sur un schéma cinétique [14] well balanced pour le lac au
repos et ensuite sur des schémas de type Godounov. Dans ce dernier cas, on compte un schéma [15]
well-balanced pour le lac au repos et des schémas [23, 25, 26] well balanced pour un état stationnaire
quelconque (1.13).

Enfin, la dernière catégorie concerne des schémas well-balanced pour le lac au repos et présentant
une stabilité entropique discrète complète. Dans [32, 34], Bouchut et al proposent des schémas vérifiant
une inégalité d’entropie locale qui s’écrit

η̂(ŵn+1
i ) − η̂(ŵn

i )
∆t +

Ĝi+ 1
2

− Ĝi− 1
2

∆x ≤ 0. (1.29)

Ces schémas s’appuient notamment sur des techniques de relaxation et sont d’après l’auteur lui-même
complexes à mettre en œuvre : "it is possible to obtain the solution explicitly. However we shall not
describe this in detail here, because this would be too lengthy", F. Bouchut, 2004, [32]. Enfin les auteurs
de [86, 126] proposent des schémas well-balanced pour le lac au repos et satisfaisant respectivement
des estimations globales de la forme (1.21), (1.26) écrites pour le couple (η̂, Ĝ) donné par (1.27).

D’après le panorama précédent, il est clair que la littérature regorge de méthodes pour approcher
les solutions des équations de Saint Venant (1.10). Si la propriété well-balanced a largement été exhibée,
la propriété de stabilité entropique est quant à elle plus rare et souvent incomplète. Ceci s’explique
certainement par la démarche de conception des schémas numériques qui s’articule d’abord autour du
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critère well-balanced, la stabilité entropique étant analysée dans un second temps. Cette seconde tâche
est ardue compte-tenu du caractère non linéaire de l’entropie donnée par (1.27). On peut en outre
remarquer que l’étude bibliographique n’a pas montré l’existence d’un schéma numérique vérifiant une
inégalité d’entropie locale complète (1.19) et well-balanced pour tous les équilibres (1.13).

Si on s’intéresse maintenant au système de Ripa (1.15) alors comme précédemment, la solution au
problème de Riemann n’est pas unique [208, 209]. En revanche la littérature consacrée à l’approximation
numérique des solutions de (1.15) est moins riche que celle dédiée aux équations de Saint Venant. Les
schémas approchant les solutions du système de Ripa (1.15) peuvent globalement se répartir selon
deux groupes. Le premier contient des schémas well-balanced n’ayant aucun résultat de stabilité. Ils se
répartissent autour des équilibres à vitesses nulles dans [1, 95, 115, 124, 216] et autour des équilibres
mobiles dans [38]. Le second groupe concerne des schémas well-balanced pour le lac au repos, d’ordre
élevé et pour lesquels une propriété de préservation du domaine Ω est établie. Ces schémas se basent
sur des montées en ordre de type MUSCL [58, 186, 187], DG [131, 150, 176] ou bien (W)ENO [181].
Plus récemment, la propriété well-balanced a été obtenue pour des équilibres mouvant (1.16) avec des
schémas de type MUSCL [82].

D’après la description ci-dessus, il est clair que des schémas approchant les solutions de (1.15) et
vérifiant une stabilité entropique font défaut. Il ne semble exister que deux schémas numériques dédiés
aux équations de Ripa (1.15) et relatant des stabilités entropiques. Le premier, décrit dans [203], est
well-balanced pour le lac au repos (1.17) et vérifie une inégalité d’entropie locale (1.19) démontrée
seulement dans le cas où z est constante. Le second, introduit dans [78] est well-balanced pour des
équilibres à vitesses nulles et satisfait une inégalité d’entropie incomplète de la forme (1.28).

Ainsi, énormément de pistes ont été explorées pour allier précision et stabilité des schémas numé-
riques. Cependant, la précision caractérisée par une discrétisation en temps explicite, des propriétés
well-balanced et des discrétisations d’ordre élevé en espace est contraire à la stabilité entropique sou-
haitée. Les chapitres suivants vont présenter des schémas du premier ordre explicites en temps, stables
et précis. Ces schémas vont être élaborés à partir de la méthode des volumes finis et en particulier avec
des schémas de type Godunov [118] détaillés dans la prochaine section.

1.4 Approximations numériques avec la méthode des volumes finis

1.4.1 Méthode des volumes finis

La méthode des volumes finis utilise d’abord un maillage du temps dans R+. Un tel maillage est
donné par une séquence (tn)n∈N de pas uniforme ∆t > 0 et qui vérifie

t0 = 0, tn+1 = tn + ∆t, ∀n ∈ N.

Ensuite, cette méthode requière un maillage de l’espace dans R défini par un ensemble d’interfaces
(xi+ 1

2
)i∈Z de pas uniforme ∆x > 0 tel que

xi+ 1
2

= xi− 1
2

+ ∆x, xi = xi− 1
2

+ ∆x/2, ∀i ∈ Z.

En s’appuyant sur ces interfaces, la notation Ci désigne les cellules du maillage, chacune de longueur
∆x > 0 et définie par l’intervalle ouvert ]xi− 1

2
, xi+ 1

2
[. De la même manière, Ci+ 1

2
désigne l’intervalle

ouvert ]xi, xi+1[.
Avec la donnée d’un maillage du temps et de l’espace, la méthode des volumes finis permet d’ap-

procher les solutions d’un système hyperbolique homogène de m lois de conservation en une dimension
d’espace de la forme {

∂tw + ∂xf(w) = 0, t > 0, x ∈ R,
w(x, t = 0) = w0(x). (1.30)

Tout d’abord, la donnée initiale w0 est discrétisée à l’aide d’une séquence (w0
i )i∈Z dans Rm définie

par
w0

i = 1
∆x

∫
Ci

w0(x) dx, ∀i ∈ Z.
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Ensuite, en considérant (wn
i )i∈Z une suite d’éléments de Rm ainsi que χA la fonction indicatrice d’un

ensemble A quelconque, il est possible de définir w∆ : R×N → Rm une fonction constante par morceaux
telle que

w∆(x, tn) =
∑
i∈Z

wn
i χCi(x). (1.31)

Par construction, w∆(x, t0) est une approximation constante par morceaux de la fonction w0 qui
s’identifie à w(·, t0). Ainsi, pour obtenir une approximation de w(·, tn) pour tout n dans N, il est
suffisant de définir un schéma numérique permettant de calculer (wn+1

i )i∈Z à partir de (wn
i )i∈Z. Une

définition d’un schéma numérique volumes finis est donnée ci-après.

Définition 1.4.1.1 (Schéma numérique volumes finis conservatif). Soit l un entier et F : (Rm)(2l+2) →
Rm une fonction de flux numérique continue. Soit u : R → Rm une fonction régulière et notons

ui = 1
∆x

∫
Ci

u(x) dx, ∀i ∈ Z.

Un schéma numérique volumes finis approchant les solutions de (1.30) s’écrit

wn+1
i = wn

i − ∆t
∆x

(
F(wn

i−l, ..., w
n
i+l+1) − F(wn

i−l−1, ..., w
n
i+l)

)
, ∀i ∈ Z. (1.32)

Un tel schéma est dit
i) conservatif ce qui signifie qu’aux contributions des termes de bord près, la séquence (wn+1

i )i∈Z
vérifie ∑

i∈Z
wn+1

i ∆x =
∑
i∈Z

wn
i ∆x.

ii) consistant si le flux numérique F vérifie F(w, ..., w) = f(w), pour tout w dans Ω,
iii) d’ordre k si, pour une interface xi+ 1

2
fixée, le flux numérique F vérifie également

F(ui−l, ..., ui+l+1) = f
(
u(xi+ 1

2
)
)

+ O(∆xk).

L’écriture conservative (1.32) est entièrement définie par la donnée de F . Le caractère conservatif
est usuel et ne sera pas davantage détaillé. Le lecteur intéressé pourra se référer à [104, Chapitre 3]. La
condition de consistance décrite dans la Définition 1.4.1.1-ii) assure que le schéma volume finis (1.32)
préserve les constantes de Ω qui sont des solutions du système homogène (1.30). La notion d’ordre
spatiale de la Définition 1.4.1.1-iii) est une formulation forte et formelle de la notion introduite dans
[32, Proposition 2.6]. D’autres définitions d’ordre spatial sont possibles et le lecteur intéressé pourra par
exemple consulter [18]. Comme il n’y a pas de confusion possible, la notation Fi+ 1

2
= F(wn

i−l, ..., w
n
i+l+1)

sera désormais employée et par conséquent (1.32) se lit

wn+1
i = wn

i − ∆t
∆x

(
Fi+ 1

2
− Fi− 1

2

)
, ∀i ∈ Z.

Avec les éléments ci-dessus, il est possible de définir la stabilité entropique discrète d’un schéma
numérique volumes finis (1.32) de la manière suivante :

Définition 1.4.1.2 (Stabilité entropique discrète). Soit un système hyperbolique de la forme (1.30)
équipé d’un couple entropie, flux d’entropie (η,G) et dont les solutions vérifient une inégalité d’entropie
de la forme

∂tη(w) + ∂xG(w) ≤ 0.

i) Soient l un entier et G : (Rm)(2l+2) → R une fonction continue. La fonction G est dite consistante
avec G si

G(w, ..., w) = G(w), ∀w ∈ Ω.
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ii) Un schéma numérique volumes finis (1.32) approchant les solutions de (1.30) est dit à stabilité
entropique locale pour le couple (η,G) s’il existe une fonction G consistante avec G et telle que

η(wn+1
i ) − η(wn

i )
∆t +

G(wn
i−l, ..., w

n
i+l+1) − G(wn

i−l−1, ..., w
n
i+l)

∆x ≤ 0, ∀i ∈ Z. (1.33)

Dans ce cas, la fonction G est appelée flux numérique d’entropie.
iii) Un schéma numérique volumes finis (1.32) approchant les solutions de (1.30) est dit à stabilité

entropique globale pour le couple (η,G) si

∑
i∈Z

η(wn+1
i ) − η(wn

i )
∆t ∆x ≤ 0.

Comme cela ne porte pas à confusion, la notation Gi+ 1
2

= G(wn
i−l, ..., w

n
i+l+1) est adoptée et par

conséquent l’inégalité d’entropie discrète (1.33) se lit désormais

η(wn+1
i ) − η(wn

i )
∆t +

Gi+ 1
2

− Gi− 1
2

∆x ≤ 0, ∀i ∈ Z.

L’un des premiers schémas numériques volumes finis vérifiant une inégalité d’entropie discrète (1.33)
est le schéma de Godunov introduit dans [106] et dédié aux systèmes d’équations homogènes.

1.4.2 Schéma de Godunov

Pour un système hyperbolique homogène donné, considérons la séquence de problèmes de Riemann
posée sur les intervalles (Ci+ 1

2
)i∈Z et définie par

∂tw + ∂xf(w) = 0, t ∈]tn, tn + ∆t], x ∈ Ci+ 1
2
,

w(x, t = tn) =
{

wn
i si x < xi+ 1

2
,

wn
i+1 sinon,

∀i ∈ Z. (1.34)

La construction du schéma de Godunov s’articule autour de l’étude des problèmes de Riemann ci-dessus
et elle est constituée de deux étapes distinctes détaillées ci-dessous.

La première étape d’évolution consiste à résoudre les problèmes de Riemann (1.34) en supposant
qu’ils n’interagissent pas entre eux. En notant {µk(w)}k∈{1,..,m} l’ensemble des m valeurs propres de
la matrice ∇f(w), cette indépendance des problèmes de Riemann se traduit par une contrainte sur
∆t > 0 qui s’écrit

∆t
∆x max

α∈{i,i+1},
k∈{1,...,m}

|µk(wn
α)| ≤ 1

2 . (1.35)

Lorsqu’elle est satisfaite, l’inégalité ci-dessus permet d’étudier (1.34) comme une juxtaposition de
problèmes de Riemann indépendants chacun posé à une interface. Par conséquent et pour i fixé, la
solution d’un problème de Riemann (1.34) localisé autour d’une interface xi+ 1

2
ne dépend que des

quantités wn
i et wn

i+1 situées de part de d’autre de l’interface. Ainsi, pour i dans Z donné et en
définissant la fonction

ξn
i+ 1

2
: (x, t) 7→

x− xi+ 1
2

tn + t
, ∀(x, t) ∈ Ci+ 1

2
× [0,∆t],

il est possible d’écrire la solution de (1.34) de la manière suivante :

(i, x, t) 7→ wR
(
ξn

i+ 1
2
(x, t), wn

i , w
n
i+1
)
, ∀(i, x, t) ∈ Z × Ci+ 1

2
× [0,∆t].

Par définition et à i fixé, la fonction (x, t) 7→ wR(·, wn
i , w

n
i+1) vérifie

wR
(
ξn

i+ 1
2
(x, 0), wn

i , w
n
i+1
)

=
{

wn
i si x < xi+ 1

2
,

wn
i+1 sinon.
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Cette fonction vérifie également le Lemme de Harten rappelé en Section 1.1 et qui donne l’égalité
suivante :

1
∆x

∫
C

i+ 1
2

wR
(
ξn

i+ 1
2
(x,∆t), wn

i , w
n
i+1
)

dx =
wn

i + wn
i+1

2 − ∆t
∆x

(
f(wn

i+1) − f(wn
i )
)
. (1.36)

De plus, puisque les constantes sont trivialement solutions des systèmes d’équations homogènes, il
résulte

wR
(
ξn

i+ 1
2
(x, t), w, w

)
= w, ∀w ∈ Rd. (1.37)

Avec la collection des solutions wR(·, wn
i , w

n
i+1), on dispose par construction d’une approximation de

w(·, t) pour t dans [tn, tn + ∆t]. Cette approximation est notée w∆,R : R× [tn, tn + ∆t] → Rm et s’écrit

w∆,R(x, tn + t) =
∑
i∈Z

wR
(
ξn

i+ 1
2
(x, t), wn

i , w
n
i+1
)
χC

i+ 1
2
(x).

À partir de l’expression ci-dessus, la seconde étape de projection du schéma de Godunov consiste en une
projection L2 de w∆,R(·, tn + ∆t) sur l’espace des fonctions constantes par morceaux. Cette projection
conduit à l’expression de (wn+1

i )i∈Z qui suit

wn+1
i = 1

∆x

∫
Ci

w∆,R(x, tn + ∆t) dx, ∀i ∈ Z. (1.38)

Plus précisément, pour une cellule Ci donnée et en vertu de (1.35), la quantité wn+1
i est seulement

influencée par les deux problèmes de Riemann situés aux frontières de la cellule. Par conséquent pour
tout i dans Z, il suit

wn+1
i = 1

∆x

∫ xi

x
i− 1

2

wR
(
ξn

i− 1
2
(x,∆t), wn

i−1, w
n
i

)
dx+ 1

∆x

∫ x
i+ 1

2

xi

wR
(
ξn

i+ 1
2
(x,∆t), wn

i , w
n
i+1
)

dx. (1.39)

Il est possible de récrire le schéma de Godunov ci-dessus sous une forme conservative telle que proposée
dans la Définition 1.4.1.1 Cette reformulation équivalente est par exemple conduite dans [118] et donne
l’expression du flux numérique suivante :

Fi+ 1
2

= f
(
wR(0, wn

i , w
n
i+1)

)
.

En s’appuyant sur l’égalité (1.37), la consistance du flux numérique ci-dessus est immédiate. Le schéma
de Godunov (1.39) satisfait également une inégalité d’entropie rappelée dans le lemme ci-après.

Lemme 1.4.2.1 (Stabilité entropique locale du schéma de Godunov). Soit un système hyperbolique
homogène de d lois de conservation muni d’un couple entropie convexe, flux d’entropie (η,G) et dont
les solutions sont approchées par le schéma de Godunov (1.39). Un tel schéma satisfait une inégalité
d’entropie discrète locale qui s’écrit

η(wn+1
i ) − η(wn

i )
∆t +

G
(
wR(0−, wn

i , w
n
i+1)

)
−G

(
wR(0+, wn

i−1, w
n
i )
)

∆x ≤ 0, ∀i ∈ Z. (1.40)

Démonstration. Par construction, (x, t) 7→ w∆,R(x, tn + t) vérifie l’inégalité∫ ∆t

0

∫
Ci

(
∂tη(w∆,R) + ∂xG(w∆,R)

)
dxdt ≤ 0.

En considérant la fonction w∆ définie dans (1.31) et en exploitant l’égalité w∆,R(·, tn) = w∆(·, tn), il
suit∫ ∆t

0

∫
Ci

(
∂tη(w∆,R) + ∂xG(w∆,R)

)
dxdt
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=
∫

Ci

η
(
w∆,R(x, tn+1)

)
dx−

∫
Ci

η
(
w∆(x, tn)

)
dx+

∫ ∆t

0
G
(
w∆,R(x−

i+ 1
2
, t)
)
dt−

∫ ∆t

0
G
(
w∆,R(x+

i− 1
2
, t)
)
dt,

=
∫

Ci

η
(
w∆,R(x, tn+1)

)
dx− ∆xη(wn

i ) +
∫ ∆t

0
G
(
w∆,R(x−

i+ 1
2
, t)
)

dt−
∫ ∆t

0
G
(
w∆,R(x+

i− 1
2
, t)
)

dt.

(1.41)

Les quantités G
(
w∆,R(x−

i+ 1
2
, t)
)

et G
(
w∆,R(x+

i− 1
2
, t)
)

du calcul ci-dessus désignent respectivement les
limites

G
(
w∆,R(x, t)

)
−−−−→
x→x

i+ 1
2

,

x<x
i+ 1

2

G
(
w∆,R(x−

i+ 1
2
, t)
)
, G

(
w∆,R(x, t)

)
−−−−→
x→x

i− 1
2

,

x>x
i− 1

2

G
(
w∆,R(x+

i− 1
2
, t)
)
.

D’après [118, 204], il est admis que ces limites existent. En utilisant l’expression des solutions des
problèmes de Riemann wR, ces limites sont alors constantes et on en déduit∫ ∆t

0
G
(
w∆,R(x−

i+ 1
2
, t)
)

dt =
∫ ∆t

0
G
(
wR(0−, wn

i , w
n
i+1)

)
dt = ∆tG

(
wR(0−, wn

i , w
n
i+1)

)
.

Comme un calcul similaire peut être conduit pour les quantités situées aux voisinages de xi− 1
2
, on

obtient à l’aide de (1.41) l’égalité suivante :∫ ∆t

0

∫
Ci

(
∂tη(w∆,R) + ∂xG(w∆,R)

)
dxdt =

∫
Ci

η
(
w∆,R(x, tn+1)

)
dx− ∆xη(wn

i )

+ ∆tG
(
wR(0−, wn

i , w
n
i+1)

)
− ∆tG

(
wR(0+, wn

i−1, w
n
i )
)
.

(1.42)
Selon [173], l’inégalité de Jensen demeure vraie pour les fonctions convexes définies sur un espace
convexe Ω inclus dans Rm. Comme η satisfait les conditions requises, l’application de ce résultat à la
définition (1.38) donne

η(wn+1
i ) ≤ 1

∆x

∫
Ci

η
(
w∆,R(x, tn+1)

)
dx.

En combinant l’inégalité ci-dessus à (1.42) puis en divisant par ∆t > 0, on déduit que la séquence
(wn+1

i )i∈Z mise à jour par le schéma de Godunov satisfait

η(wn+1
i ) − η(wn

i )
∆t +

G
(
wR(0−, wn

i , w
n
i+1)

)
−G

(
wR(0+, wn

i−1, w
n
i )
)

∆x ≤ 0.

L’inégalité ci-dessus correspond à la forme (1.40) annoncée. D’après (1.37), il suit immédiatement la
consistance G

(
wR(0±, w, w)

)
= G(w) et par conséquent (1.40) est une inégalité d’entropie discrète

locale ce qui conclut la preuve.

Le schéma de Godunov présenté dans cette section satisfait une inégalité d’entropie donnée par
(1.40) mais est conditionné à la détermination des solutions wR des problèmes de Riemann (1.34).
Malheureusement, l’obtention de wR est en général très difficile voire impossible. C’est à partir de
ce constat que se bâtissent les schémas de type Godunov qui reposent sur une approximation de wR.
L’élaboration et quelques exemples de ces schémas de type Godunov sont décrits dans les sections
suivantes.

1.4.3 Schéma de type Godunov pour des systèmes d’équations homogènes

Pour un système hyperbolique homogène donné, considérons la juxtaposition de problèmes de
Riemann (1.34). Pour un indice i de Z fixé, un schéma numérique de type Godunov consiste à substituer
la solution exacte wR décrite dans la section 1.4.2 par une approximation. Cette approximation est
une fonction appelée solveur de Riemann approché et elle est notée w̃ : R × Rm × Rm → Rm. Par
construction, on dispose d’une séquence de solveur

(
w̃(·, wn

i , w
n
i+1)

)
i∈Z et on impose que ces solveurs

n’interagissent pas entre eux. Cette contrainte de non interaction illustrée par la Figure 1.2 se traduit
par une condition restrictive sur le pas de temps appelée condition CFL de non interaction.
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zone d’interaction

x
xi− 1

2

w̃(·, wn
i−1, wn

i ) w̃(·, wn
i , wn

i+1)

xi+ 1
2

wn
i−1 wn

i wn
i+1

∆t

t

Figure 1.2 – Juxtaposition dans le plan (x, t) de solveurs de Riemann autour des interfaces xi− 1
2
,

xi+ 1
2

où les zones d’influences de chaque solveur sont représentées en gris.

Comme un solveur de Riemann est une approximation de wR, il doit vérifier certaines conditions qui
sont détaillées dans la définition qui suit.

Définition 1.4.3.1 (Solveur de Riemann pour les systèmes hyperboliques homogènes). Pour (i, n)
dans Z × N, notons

ξn
i+ 1

2
: (x, t) 7→

x− xi+ 1
2

tn + t
, ∀(x, t) ∈ Ci+ 1

2
× [0,∆t].

Soit w̃ : R×Rm ×Rm → Rm. La fonction w̃ est appelée solveur de Riemann si les conditions suivantes
sont satisfaites.
i) Il existe ∆t > 0 tel qu’une condition CFL de non interaction est satisfaite.
ii) La fonction w̃ est localement intégrable selon sa première variable :

ξ 7→ w̃(ξ, w, v) ∈ L1
Loc(R), ∀(w, v) ∈ (Rm)2.

iii) La fonction w̃ est consistante ce qui s’écrit

w̃(ξ, w,w) = w, ∀(ξ, w) ∈ R × Rm. (1.43)

iv) Lorsque qu’une condition CFL de non interaction est satisfaite, la fonction w̃ vérifie une relation
de consistance intégrale qui s’écrit

1
∆x

∫
C

i+ 1
2

w̃
(
ξn

i+ 1
2
(x,∆t), wn

i , w
n
i+1
)

dx =
wn

i + wn
i+1

2 − ∆t
∆x

(
f(wn

i+1) − f(wn
i )
)
. (1.44)

Avec la donnée d’un solveur de Riemann satisfaisant la définition ci-dessus, on dispose d’une ap-
proximation de w(·, tn+1). En effet, d’après (1.36), la relation de consistance intégrale (1.44) impose
l’égalité entre la valeur moyenne du solveur de Riemann w̃ et la valeur moyenne de la solution exacte
wR. Un schéma de type Godunov se construit ensuite en projetant chacun des solveurs sur l’espace
des fonctions constantes par morceaux. Comme une condition CFL de non interaction est satisfaite, la
quantité wn+1

i est uniquement influencée par les deux solveurs de Riemann situés aux frontières de la
cellule Ci. Par conséquent pour tout i dans Z, un schéma de type Godunov se lit

wn+1
i = 1

∆x

∫ xi

x
i− 1

2

w̃
(
ξn

i− 1
2
(x,∆t), wn

i−1, w
n
i

)
dx+ 1

∆x

∫ x
i+ 1

2

xi

w̃
(
ξn

i+ 1
2
(x,∆t), wn

i , w
n
i+1
)

dx. (1.45)

Il est possible de récrire un schéma de type Godunov sous la forme conservative de la Définition 1.4.1.1.
Cette réécriture est proposée dans le lemme ci-dessous.
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Lemme 1.4.3.1 (Forme conservative des schémas de type Godunov). Considérons un schéma de type
Godunov (1.45) construit à partir d’un solveur de Riemann w̃ satisfaisant la Définition 1.4.3.1. Soit
F : (Rm)2 → Rm telle que

F(wn
i , w

n
i+1) =

f(wn
i+1) + f(wn

i )
2 − ∆x

4∆t
(
wn

i+1 − wn
i

)
+ 1

2∆t

∫ xi+1

x
i+ 1

2

w̃
(
ξn

i+ 1
2
(x,∆t), wn

i , w
n
i+1) dx

− 1
2∆t

∫ x
i+ 1

2

xi

w̃(ξn
i+ 1

2
(x,∆t), wn

i , w
n
i+1) dx,

(1.46)
Les assertions suivantes sont vérifiées.
i) F est un flux numérique consistant.
ii) Le schéma de type Godunov (1.45) se récrit de manière équivalente sous la forme conservative

suivante :
wn+1

i = wn
i − ∆t

∆x
(
F(wn

i , w
n
i+1) − F(wn

i−1, w
n
i )
)
, ∀i ∈ Z. (1.47)

Démonstration. La fonction F st visiblement continue et sa consistance se déduit immédiatement de
l’égalité (1.43). Par conséquent F est un flux numérique. Puisqu’une condition CFL de non interaction
est satisfaite, on peut scinder les intégrales figurant dans (1.45) afin de récrire un schéma de type
Godunov sous la forme

wn+1
i = 1

2∆x

∫ x
i+ 1

2

xi

w̃
(
ξn

i+ 1
2
(x,∆t), wn

i , w
n
i+1
)

dx+ 1
2∆x

∫ xi

x
i− 1

2

w̃
(
ξn

i− 1
2
(x,∆t), wn

i−1, w
n
i

)
dx

+ 1
2∆x

∫
C

i− 1
2

w̃
(
ξn

i− 1
2
(x,∆t), wn

i−1, w
n
i

)
dx+ 1

2∆x

∫
C

i+ 1
2

w̃
(
ξn

i+ 1
2
(x,∆t), wn

i , w
n
i+1
)

dx

− 1
2∆x

∫ x
i− 1

2

xi−1
w̃
(
ξn

i− 1
2
(x,∆t), wn

i−1, w
n
i

)
dx− 1

2∆x

∫ xi+1

x
i+ 1

2

w̃
(
ξn

i+ 1
2
(x,∆t), wn

i , w
n
i+1
)

dx.

En insérant la relation de consistance intégrale (1.44) dans l’égalité ci-dessus, il suit

wn+1
i = 1

2∆x

∫ x
i+ 1

2

xi

w̃
(
ξn

i+ 1
2
(x,∆t), wn

i , w
n
i+1
)

dx+ 1
2∆x

∫ xi

x
i− 1

2

w̃
(
ξn

i− 1
2
(x,∆t), wn

i−1, w
n
i

)
dx

+ 1
2
(wn

i−1 + wn
i

2 − ∆t
∆x

(
f(wn

i ) − f(wn
i−1)

) )
+ 1

2
(wn

i + wn
i+1

2 − ∆t
∆x

(
f(wn

i+1) − f(wn
i )
) )

− 1
2∆x

∫ x
i− 1

2

xi−1
w̃
(
ξn

i− 1
2
(x,∆t), wn

i−1, w
n
i

)
dx− 1

2∆x

∫ xi+1

x
i+ 1

2

w̃
(
ξn

i+ 1
2
(x,∆t), wn

i , w
n
i+1
)

dx.

En utilisant l’expression de F donnée dans (1.46) dans l’expression ci dessus, on en déduit la forme
conservative (1.47). Comme l’implication réciproque se montre en remontant les calculs précédents,
ceci termine également la preuve.

D’après la définition (1.45), un schéma de type Godunov est entièrement défini par la donnée du
solveur de Riemann qui lui est associé. On peut aussi remarquer que le schéma de Godunov exposé
dans la section 1.4.2 est un cas particulier des schémas de type Godunov obtenu en posant w̃ = wR. Le
solveur de Harten, Lax et van Leer [118] est un autre exemple usuel de solveur de Riemann approché.

Introduit dans [118], le solveur de Harten Lax et van Leer (HLL) s’inscrit dans la Définition 1.4.3.1.
Comme le montre cette définition, un solveur de Riemann répond à des critères qui sont tous localisés
autour d’une interface xi+ 1

2
ayant à sa gauche un état wn

i et à sa droite un état wn
i+1. Ainsi, pour

alléger les écritures et sans perdre de généralité au propos, on peut donc poser les notations

tn = 0, xi+ 1
2

= 0, wn
i = wL, wn

i+1 = wR. (1.48)
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Avec ces notations, détaillons maintenant le solveur de Riemann HLL. Considérons {µk(w)}k∈{1,...,m}
l’ensemble des m valeurs propres de la matrice ∇f(w) puis deux réels différents λL, λR de part et
d’autre de l’interface représentées sur la Figure 1.3 et tels que

λL < min
α∈{L,R},

k∈{1,...,m}

µk(wα) ≤ max
α∈{L,R},

k∈{1,...,m}

µk(wα) < λR. (1.49)

À gauche (resp. à droite) du cône illustré par la Figure 1.3 et défini par (λL, λR), le solveur de Riemann
HLL vaut wL (resp. wR). Dans le cône (λL, λR), le solveur est constitué d’un état constant noté wHLL.

∆t

x
0

t

wL

λL wHLL

wR

λR

Figure 1.3 – Solveur HLL standard [118] autour d’une interface localisée x = 0 et représenté dans le
plan (x, t).

Ainsi, le solveur de Riemann HLL, noté w̃HLL(·, wL, wR), est défini par

w̃HLL(x/∆t, wL, wR) =



wL si x

∆t ≤ λL,

wHLL si λL <
x

∆t ≤ λR,

wR si λR <
x

∆t .

(1.50)

En utilisant la définition précédente et si on impose la condition CFL de non interaction suivante :

0 < max
α∈{L,R}

|λα| ∆t
∆x ≤ 1

2 , (1.51)

alors, on peut scinder l’intégrale du solveur (1.50) sur le domaine [−∆x/2,∆x/2] comme suit :

1
∆x

∫ ∆x
2

− ∆x
2

w̃HLL(x/∆t, wL, wR) dx = 1
∆x

∫ λL∆t

− ∆x
2

wL dx+ 1
∆x

∫ λR∆t

λL∆t
wHLL dx+ 1

∆x

∫ ∆x
2

λR∆t
wR dx,

= wL + wR

2 + ∆t
∆x(λR − λL)wHLL + ∆t

∆x(λLwL − λRwR).
(1.52)

La quantité wHLL de l’équation ci-dessus est inconnue mais se détermine avec la relation de consistance
intégrale (1.44). Cette relation appliquée au solveur (1.50)-(1.52) produit l’unique expression de wHLL

qui est donnée par
wHLL = λRwR − λLwL

λR − λL
− f(wR) − f(wL)

λR − λL
. (1.53)

Avec la définition ci-dessus, il est facile de vérifier que le solveur HLL (1.50) est consistant au sens de
(1.43) et qu’il est intégrable selon sa première variable.

Un schéma de type Godunov (1.45) construit à partir du solveur HLL est nommé par abus de
langage schéma HLL [118]. Ce schéma satisfait une inégalité d’entropie discrète locale démontrée dans
le lemme suivant.
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Lemme 1.4.3.2 (Stabilité entropique locale du schéma HLL). Soit un système hyperbolique homogènes
de m lois de conservation en une dimension d’espace de la forme{

∂tw + ∂xf(w) = 0, t > 0, x ∈ R,
w(x, t = 0) = w0(x). (1.54)

Le système d’équations ci-dessus est muni d’un couple entropie convexe, flux d’entropie (η,G) et ses
solutions vérifient une inégalité d’entropie de la forme

∂tη(w) + ∂xG(w) ≤ 0. (1.55)

Si les solutions de (1.54) sont approchées par un schéma de type Godunov (1.45) associé au solveur
HLL (1.50) alors le schéma numérique satisfait une inégalité d’entropie discrète locale de la forme

η(wn+1
i ) − η(wn

i )
∆t +

Gi+ 1
2

− Gi− 1
2

∆x ≤ 0, ∀i ∈ Z.

Démonstration. Pour simplifier les écritures, les notations (1.48) sont adoptées. D’après [118], si un
solveur de Riemann satisfait l’inégalité suivante :

1
∆x

∫ ∆x
2

− ∆x
2

η
(
w̃HLL(x/∆t, wL, wR)

)
dx ≤ η(wL) + η(wR)

2 − ∆t
∆x

(
G(wR) −G(wL)

)
,

alors il existe un flux numérique d’entropie G tel que le schéma de type Godunov associé au solveur
vérifie une inégalité d’entropie discrète. Par conséquent, l’objectif est de montrer que le solveur HLL
satisfait l’inégalité ci-dessus. Un calcul analogue à (1.52) donne

1
∆x

∫ ∆x
2

− ∆x
2

η
(
w̃HLL(x/∆t, wL, wR)

)
dx = η(wL) + η(wR)

2 + ∆t
∆x(λR − λL)η(wHLL)

+ ∆t
∆x

(
λLη(wL) − λRη(wR)

)
.

En considérant les deux résultats précédents, on doit donc montrer l’inégalité large η
(
wHLL) ≤ ηHLL

avec
ηHLL = λRη(wR) − λLη(wL)

λR − λL
− G(wR) −G(wL)

λR − λL
. (1.56)

L’intégration de l’équation (1.54) sur le domaine [0,∆t] × [−∆x/2,∆x/2], jointe à la donnée initiale du
problème de Riemann donne

0 =
∫ ∆t

0

∫ ∆x
2

− ∆x
2

(
∂tw + ∂xf(w)

)
dxdt,

=
∫ ∆x

2

− ∆x
2

(
w(x,∆t) − w0(x)

)
dx+

∫ ∆t

0

(
f
(
w(∆x/2, t)

)
− f

(
w(−∆x/2, t)

))
dt,

=
∫ λL∆t

− ∆x
2

wL dx+
∫ λR∆t

λL∆t
w(x,∆t) dx+

∫ ∆x
2

λR∆t
wR dx−

( ∫ 0

− ∆x
2

wL dx+
∫ ∆x

2

0
wR dx

)
+ ∆t

(
f(wR) − f(wL)

)
,

=
∫ λR∆t

λL∆t
w(x,∆t) dx+ λL∆twL − λR∆twR + ∆t

(
f(wR) − f(wL)

)
. (1.57)

En introduisant le résultat précédent dans la définition de wHLL donnée par (1.53) on obtient

wHLL = 1
(λR − λL)∆t

∫ λR∆t

λL∆t
w(x,∆t) dx, (1.58)
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où pour rappel λL < λR. Comme η est convexe, l’inégalité de Jensen décrite dans [173] permet alors
de déduire

η(wHLL) ≤ 1
(λR − λL)∆t

∫ λR∆t

λL∆t
η
(
w(x,∆t)

)
dx. (1.59)

Or, w(x,∆t) est la solution exacte de (1.54) et vérifie l’inégalité d’entropie (1.55). En intégrant cette
inégalité sur [0,∆t] × [−∆x/2,∆x/2], un calcul analogue à (1.57) produit l’inégalité suivante :

0 ≥
∫ λR∆t

λL∆t
η
(
w(x,∆t)

)
dx+ λL∆tη(wL) − λR∆tη(wR) + ∆t

(
G(wR) −G(wL)

)
.

Finalement, avec cette dernière inégalité associée à (1.58)-(1.59), on peut déduire

η(wHLL) = η
( 1

(λR − λL)∆t

∫ λR∆t

λL∆t
w(x,∆t) dx

)
≤ 1

(λR − λL)∆t

∫ λR∆t

λL∆t
η
(
w(x,∆t)

)
dx,

≤ λRη(wR) − λLη(wL)
λR − λL

− G(wR) −G(wL)
λR − λL

,

ce qui termine la preuve.

Les schémas de type Godunov donnés dans cette section sont seulement valables pour les systèmes
d’équations homogènes de la forme (1.54). La section suivante expose la construction des schémas de
type Godunov pour le cas des systèmes hyperboliques avec terme source.

1.4.4 Schéma de type Godunov pour des systèmes d’équations avec terme source

Soit z : R → R une fonction régulière et indépendante du temps. Considérons tout d’abord la suite
de réels (zi)i∈Z telle que

zi = 1
∆x

∫
Ci

z(x) dx, ∀i ∈ Z.

Pour un système hyperbolique donné, considérons ensuite la séquence de problèmes de Riemann posée
sur les intervalles (Ci+ 1

2
)i∈Z et définie par

∂tw + ∂xf(w) = S(w)∂xz, t ∈]tn, tn + ∆t], x ∈ Ci+ 1
2
,

w(x, t = tn) =
{

wn
i si x < xi+ 1

2
,

wn
i+1 sinon,

∀i ∈ Z. (1.60)

Considérons enfin la séquence (Sn
i+ 1

2
)i∈Z d’éléments de Rm telle que

Sn
i+ 1

2
= 1

∆t∆x

∫ ∆t

0

∫
C

i+ 1
2

S
(
w(x, tn + t)

)
∂xz dxdt, ∀i ∈ Z.

D’après les sections 1.4.2 et 1.4.3, si une condition CFL de non interaction est satisfaite, alors la
séquence de problèmes de Riemann (1.60) peut s’étudier comme une juxtaposition de problèmes de
Riemann locaux et distincts. Dans ce cas, pour i dans Z fixé, le Lemme 1.1.2 de la section 1.1, montre
qu’une solution de (1.60) vérifie

1
∆x

∫
C

i+ 1
2

w(x, tn + ∆t) dx =
wn

i + wn
i+1

2 − ∆t
∆x

(
f(wn

i+1) − f(wn
i )
)

+ ∆tSn
i+ 1

2
+ O(∆x) + O(∆t).

(1.61)

Si la quantité Sn
i+ 1

2
est connue, alors aux termes d’erreur O(∆x) et O(∆t) près, l’équation ci-dessus

s’identifie à une relation de consistance intégrale. Par conséquent, il est d’abord nécessaire de définir
une approximation de Sn

i+ 1
2
.
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Définition 1.4.4.1 (Approximation consistante de (Sn
i+ 1

2
)i∈Z). Notons ŵ = (w, z)T dans Rm+1. Soient

l un entier, Σ̂ : (Rm+1)2l+2 → Rm et (Ŝn
i+ 1

2
)i∈Z une suite d’élément de Rm telle que

Ŝn
i+ 1

2
= Σ̂(ŵn

i−l, ..., ŵ
n
i+l+1)zi+1 − zi

∆x , ∀i ∈ Z.

Pour i dans Z donné, la quantité Ŝn
i+ 1

2
définie ci-dessus est dite consistante avec Sn

i+ 1
2

si

Σ̂(ŵ, ..., ŵ) = S(w). (1.62)

Avec la définition précédente, il est désormais possible de construire une relation de consistance
intégrale approchée en négligeant les termes d’erreur O(∆x) et O(∆t) dans (1.61). Cette relation
associée à des critères supplémentaires permet de définir un solveur de Riemann pour les problèmes de
Riemann de la forme (1.60).

Définition 1.4.4.2 (Solveur de Riemann pour les systèmes hyperboliques avec terme source). Notons
ŵ = (w, z)T dans Rm+1. Pour (i, n) dans Z × N, notons également

ξn
i+ 1

2
: (x, t) 7→

x− xi+ 1
2

tn + t
, ∀(x, t) ∈ Ci+ 1

2
× [0,∆t].

Soit (Ŝn
i+ 1

2
)i∈Z une suite d’élément de Rm satisfaisant la définition de consistance 1.4.4.1. Une fonction

w̃ : R×Rm+1 ×Rm+1 → Rm est appelée solveur de Riemann pour les systèmes hyperboliques avec terme
source si les conditions suivantes sont satisfaites.
i) Il existe ∆t > 0 tel qu’une condition CFL de non interaction est satisfaite.
ii) La fonction w̃ est localement intégrable selon sa première variable :

ξ 7→ w̃(ξ, ŵ, v̂) ∈ L1
Loc(R), ∀(ŵ, v̂) ∈ (Rm+1)2.

iii) La fonction w̃ est consistante ce qui s’écrit

w̃(ξ, ŵ, ŵ) = w, ∀(ξ, ŵ) ∈ R × Rm+1.

iv) Lorsque qu’une condition CFL de non interaction est satisfaite, la fonction w̃ vérifie la relation
de consistance intégrale suivante :

1
∆x

∫
C

i+ 1
2

w̃
(
ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1
)

dx =
wn

i + wn
i+1

2 − ∆t
∆x

(
f(wn

i+1) − f(wn
i )
)

+ ∆tŜn
i+ 1

2
. (1.63)

La littérature [25, 32, 38, 95, 151, 203] consacrée à l’approximation numérique des solutions des
systèmes de la forme (1.60) fait apparaître plusieurs définitions de consistance. La définition proposée
ci-dessus forme une condition suffisante à la définition de consistance suggérée dans [32, Eq 4.17] et
elle dégénère vers la Définition 1.4.3.1 lorsque la séquence (zi)i∈Z est localement constante.

Avec la Définition 1.4.4.2, un schéma de type Godunov pour les systèmes d’équations de la forme
(1.60) s’obtient en projetant chacun des solveurs sur l’espace des fonctions constantes par morceaux.
Comme une condition CFL de non interaction est satisfaite, la quantité wn+1

i est seulement influencée
par les deux solveurs de Riemann situés aux frontières de la cellule Ci. Ainsi, pour tout i dans Z, un
schéma de type Godunov pour les systèmes hyperboliques avec terme source s’écrit

wn+1
i = 1

∆x

∫ xi

x
i− 1

2

w̃
(
ξn

i− 1
2
(x,∆t), ŵn

i−1, ŵ
n
i

)
dx+ 1

∆x

∫ x
i+ 1

2

xi

w̃
(
ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1
)

dx. (1.64)

Il est possible de réécrire un schéma de type Godunov défini ci-dessus sous une forme qui fait apparaître
un flux numérique. Cette réécriture est détaillée dans le prochain lemme.
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Lemme 1.4.4.1 (Schémas numériques volumes finis pour les systèmes hyperboliques avec terme
source). Considérons un schéma de type Godunov (1.64) construit à partir d’un solveur de Riemann
w̃ satisfaisant la Définition 1.4.4.2. Soit F̂ : (Rm+1)2 → Rm telle que

F̂(ŵn
i , ŵ

n
i+1) =

f(wn
i+1) + f(wn

i )
2 − ∆x

4∆t
(
wn

i+1 − wn
i

)
+ 1

2∆t

∫ xi+1

x
i+ 1

2

w̃
(
ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1) dx

− 1
2∆t

∫ x
i+ 1

2

xi

w̃(ξn
i+ 1

2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1) dx,

En considérant la séquence (Ŝn
i+ 1

2
)i∈Z satisfaisant la Définition 1.4.4.1, le schéma de type Godunov

(1.64) se récrit de manière équivalente sous la forme

wn+1
i = wn

i − ∆t
∆x

(
F̂(ŵn

i , ŵ
n
i+1) − F̂(ŵn

i−1, ŵ
n
i )
)

+ ∆t
2
(
Ŝn

i+ 1
2

+ Ŝn
i− 1

2

)
, ∀i ∈ Z. (1.65)

Démonstration. En considérant la relation de consistance intégrale qui inclue la séquence (Ŝn
i+ 1

2
)i∈Z et

qui est donnée dans (1.63), la preuve se mène avec les mêmes calculs que ceux utilisés dans la preuve
du Lemme 1.4.3.1.
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Chapitre 2

Solveurs de Riemann à deux états
intermédiaires avec stabilité entropique
locale pour des systèmes homogènes

Ce chapitre propose des schémas de type Godunov pour approcher les solutions d’un système
hyperbolique homogène de m lois de conservation qui s’écrit{

∂tw + ∂xf(w) = 0, t > 0, x ∈ R,
w(x, t = 0) = w0(x). (2.1)

Le système ci-dessus est muni d’une entropie convexe η associée à un flux d’entropie G qui vérifie
∇G(w)T = ∇η(w)T∇f(w). En conséquence, les solutions du système (2.1) vérifient une inégalité
d’entropie de la forme

∂tη(w) + ∂xG(w) ≤ 0. (2.2)

Les schémas de type Godunov proposés sont définis par des solveurs de Riemann constants par
morceaux qui possèdent deux états intermédiaires. Par conséquent, ces schémas sont comparables au
schéma HLLC [213], aux schémas de relaxation [21, 32] ou encore au schéma de [118, Section b.ii]. En
effet, les schémas décrits dans [21, 32, 213] et dans [118, Section b.ii] sont également définis par des
solveurs de Riemann à deux états intermédiaires et ils vérifient tous une stabilité entropique discrète
locale. En revanche, le schéma [118, Section b.ii] nécessite la détermination de deux constantes pour
lesquelles les auteurs ne donnent pas de formule de calcul. Comme le choix de ces constantes n’est
pas simple, l’utilisation pratique de ce schéma peut parfois être problématique. La mise en œuvre des
schémas [21, 32, 213] est accessible mais la démonstration de l’inégalité d’entropie discrète demeure
délicate.

L’idée développée dans ce chapitre est l’introduction d’une condition suffisante de stabilité entro-
pique dès la détermination du solveur de Riemann. Ainsi, par construction, le schéma de type Godunov
résultant contient la stabilité entropique recherchée ce qui simplifie considérablement les preuves.

2.1 Condition suffisante de stabilité entropique locale
D’après la Section 1.4.3, un schéma de type Godunov approchant les solutions de (2.1) est défini

par la donnée d’un solveur de Riemann w̃ : R×Rm ×Rm → Rm qui satisfait la Définition 1.4.3.1. Avec
cette donnée et en considérant la notation

ξn
i+ 1

2
: (x, t) 7→

x− xi+ 1
2

tn + t
, ∀(i, n, x, t) ∈ Z × N×]xi, xi+1[×[0,∆t],

un schéma numérique de type Godunov s’écrit

wn+1
i = 1

∆x

∫ xi

x
i− 1

2

w̃
(
ξn

i− 1
2
(x,∆t), wn

i−1, w
n
i

)
dx+ 1

∆x

∫ x
i+ 1

2

xi

w̃
(
ξn

i+ 1
2
(x,∆t), wn

i , w
n
i+1
)

dx. (2.3)
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D’après le Lemme 1.4.3.1, le schéma numérique ci-dessus se récrit sous une forme conservative qui
s’écrit

wn+1
i = wn

i − ∆t
∆x

(
F(wn

i , w
n
i+1) − F(wn

i−1, w
n
i )
)
,

avec un flux numérique défini par

F(wn
i , w

n
i+1) =

f(wn
i+1) + f(wn

i )
2 − ∆x

4∆t
(
wn

i+1 − wn
i

)
+ 1

2∆t

∫ xi+1

x
i+ 1

2

w̃
(
ξn

i+ 1
2
(x,∆t), wn

i , w
n
i+1) dx

− 1
2∆t

∫ x
i+ 1

2

xi

w̃(ξn
i+ 1

2
(x,∆t), wn

i , w
n
i+1) dx.

Un schéma numérique ainsi rappelé définit la séquence mise à jour (wn+1
i )i∈Z or, comme le montre la

Section 1.3.1, cette séquence doit satisfaire des propriétés de stabilité. Par conséquent, la proposition
ci-dessous donne une condition suffisante à la stabilité entropique locale.

Proposition 2.1.1 (Condition suffisante à la stabilité entropique locale [118]). Soit un schéma de type
Godunov (2.3) défini par un solveur de Riemann w̃ : R × Rm × Rm → Rm qui satisfait la Définition
1.4.3.1. Si le solveur de Riemann vérifie

1
∆x

∫ xi+1

xi

η
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), wn

i , w
n
i+1)

)
dx ≤

η(wn
i ) + η(wn

i+1)
2 − ∆t

∆x
(
G(wn

i+1) −G(wn
i )
)
, ∀i ∈ Z,

(2.4)
alors le schéma de type Godunov (2.3) associé au solveur satisfait une inégalité d’entropique discrète
et locale de la forme

η(wn+1
i ) − η(wn

i )
∆t +

Gi+ 1
2

− Gi− 1
2

∆x ≤ 0, ∀i ∈ Z, (2.5)

avec,

Gi+ 1
2

=
G(wn

i+1) +G(wn
i )

2 − ∆x
4∆t

(
η(wn

i+1) − η(wn
i )
)

+ 1
2∆t

∫ xi+1

x
i+ 1

2

η
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), wn

i , w
n
i+1)

)
dx

− 1
2∆t

∫ x
i+ 1

2

xi

η
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), wn

i , w
n
i+1)

)
dx.

(2.6)

Démonstration. Comme une condition CFL de non interaction est satisfaite, on peut scinder les inté-
grales figurant dans (2.3) et comme η est convexe, l’inégalité de Jensen donne

η(wn+1
i ) ≤

1
2∆x

∫ x
i+ 1

2

xi

η
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), wn

i , w
n
i+1)

)
dx+ 1

2∆x

∫ xi

x
i− 1

2

η
(
w̃(ξn

i− 1
2
(x,∆t), wn

i−1, w
n
i )
)

dx

+ 1
2∆x

∫ xi

xi−1
η
(
w̃(ξn

i− 1
2
(x,∆t), wn

i−1, w
n
i )
)

dx+ 1
2∆x

∫ xi+1

xi

η
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), wn

i , w
n
i+1)

)
dx

− 1
2∆x

∫ x
i− 1

2

xi−1
η
(
w̃(ξn

i− 1
2
(x,∆t), wn

i−1, w
n
i )
)

dx− 1
2∆x

∫ xi+1

x
i+ 1

2

η
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), wn

i , w
n
i+1)

)
dx.

En utilisant la condition (2.4) dans l’inégalité précédente, on obtient

η(wn+1
i ) ≤

1
2∆x

∫ x
i+ 1

2

xi

η
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), wn

i , w
n
i+1)

)
dx+ 1

2∆x

∫ xi

x
i− 1

2

η
(
w̃(ξn

i− 1
2
(x,∆t), wn

i−1, w
n
i )
)

dx
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+ 1
2
(η(wn

i−1) + η(wn
i )

2 − ∆t
∆x

(
G(wn

i ) −G(wn
i−1)

) )
+ 1

2
(η(wn

i ) + η(wn
i+1)

2 − ∆t
∆x

(
G(wn

i+1) −G(wn
i )
) )

− 1
2∆x

∫ x
i− 1

2

xi−1
η
(
w̃(ξn

i− 1
2
(x,∆t), wn

i−1, w
n
i )
)

dx− 1
2∆x

∫ xi+1

x
i+ 1

2

η
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), wn

i , w
n
i+1)

)
dx.

En réorganisant les termes ci-dessus à l’aide de la définition (2.6), on obtient l’inégalité (2.5). Comme
la consistance de G avec G se déduit immédiatement de la consistance de solveur de Riemann explicitée
dans (1.43), il résulte que (2.5) est une inégalité d’entropie discrète ce qui termine la preuve.

L’inégalité (2.4) est déjà formulée dans [118, Théorème 3.1] mais elle est souvent considérée comme
un résultat à établir. C’est à dire que pour un schéma de type Godounov (2.3) donné, il faut démontrer
que le solveur de Riemann associé satisfait (2.4). Si une telle preuve existe pour le cas particulier du
solveur HLL (voir le Lemme 1.4.3.2), elle est malheureusement souvent technique à obtenir en général
[24].

La nouveauté développée dans ce chapitre réside dans l’utilisation de (2.4) dès la phase de construc-
tion du solveur de Riemann. Ainsi, les schémas de type Godunov résultants contiennent directement
les éléments suffisants à la stabilité entropique recherchée. Cette démarche lève donc une partie des
difficultés liées aux preuves de stabilité et elle est maintenant appliquée à un solveur de Riemann
constant par morceaux défini par la relation de consistance intégrale.

2.2 Solveur de Riemann à deux états intermédiaires, consistant et
entropique

Pour un système hyperbolique homogène (2.1) donné, l’ensemble desm valeurs propres de la matrice
∇f(w) est noté {µk(w)}k∈{1,...,m} et les notations suivantes sont adoptées :

tn = 0, xi+ 1
2

= 0, wn
i = wL, wn

i+1 = wR. (2.7)

De part et d’autre de l’interface ci dessus, deux réels différents sont considérés. Il sont notés λL et λR

et ils vérifient
λL < min

α∈{L,R},
k∈{1,...,m}

µk(wα) ≤ max
α∈{L,R},

k∈{1,...,m}

µk(wα) < λR. (2.8)

Avec ces définitions, la condition CFL de non interaction s’écrit

0 < max
α∈{L,R}

|λα| ∆t
∆x ≤ 1

2 . (2.9)

De plus, avec un troisième réel v∗ donné et tel que λL < v∗ < λR, il est possible de définir δL et δR de
la manière suivante :

δL = v∗ − λL

λR − λL
> 0, δR = λR − v∗

λR − λL
> 0. (2.10)

Enfin, les quantités wHLL et ηHLL respectivement dans Rm et dans R sont définies par

wHLL = λRwR − λLwL

λR − λL
− f(wR) − f(wL)

λR − λL
,

ηHLL = λRη(wR) − λLη(wL)
λR − λL

− G(wR) −G(wL)
λR − λL

.

(2.11a)

(2.11b)

D’après la Section 1.4.3, on rappelle que si les inégalités (2.8)-(2.9) sont satisfaites alors

η(wHLL) ≤ ηHLL.
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Les solveurs de Riemann choisis sont constants par morceaux et possèdent deux états intermédiaires
dans (Rm)2 respectivement notés w∗

L et w∗
R. Ces solveurs de Riemann illustrés par la Figure 2.1, sont

notés w̃(·, wL, wR) : R → Rm et ils s’écrivent

w̃(x/∆t, wL, wR) =



wL si x

∆t ≤ λL,

w∗
L si λL <

x

∆t ≤ v∗,

w∗
R si v∗ <

x

∆t ≤ λR,

wR si λR <
x

∆t .

(2.12)

∆t

x
0

t

wL

λL

w∗
L

v∗

w∗
R

wR

λR

Figure 2.1 – Solveur de Riemann approché constitué de deux états intermédiaires constants w∗
L et

w∗
R représentés dans le plan (x, t).

L’objectif est de déterminer les états constants (w∗
L, w

∗
R) de (Rm)2 en vertu de la relation de consis-

tance intégrale et de l’inégalité (2.4).

Lemme 2.2.1. Soient wL, wR deux états constants de Ω. Soit un schéma de type Godunov (2.3)
approchant les solutions de (2.1) et défini par un solveur de Riemann w̃(·, wL, wR) de la forme (2.12).
Soit (η,G) un couple entropie convexe, flux d’entropie associé au système (2.1). Supposons que la
condition CFL de non interaction (2.9) est satisfaite et considérons les quantités δL, δR, wHLL, ηHLL

respectivement donnés par (2.10)-(2.11). Les assertions suivantes sont vérifiées.
i) Si,

1
∆x

∫ ∆x
2

− ∆x
2

w̃(x/∆t, wL, wR) dx = wL + wR

2 − ∆t
∆x(f(wR) − f(wL)),

1
∆x

∫ ∆x
2

− ∆x
2

η
(
w̃(x/∆t, wL, wR)

)
dx ≤ η(wL) + η(wR)

2 − ∆t
∆x (G(wR) −G(wL)) ,

(2.13a)

(2.13b)

alors les états intermédiaires w∗
L et w∗

R du solveur de Riemann (2.12) vérifient m équations et
une inégalité respectivement données par

δLw
∗
L + δRw

∗
R = wHLL,

δLη(w∗
L) + δRη(w∗

R) ≤ ηHLL.

(2.14a)

(2.14b)

Réciproquement, si les états intermédiaires w∗
L et w∗

R du solveur de Riemann (2.12) sont définis
par le système d’équations (2.14a) sous la contrainte (2.14b) alors le solveur de Riemann satisfait
les conditions (2.13).

ii) Le système d’équations (2.14a) contraint par l’inégalité (2.14b) admet toujours au moins une
solution donnée par

w∗
L = w∗

R = wHLL. (2.15)

Dans ce cas, le solveur (2.12) dégénère vers le solveur HLL standard rappelé en Section 1.4.3.
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Démonstration. Pour un solveur de la forme (2.12), si la condition CFL (2.9) est satisfaite alors le
membre de gauche de l’égalité (2.13a) s’écrit

1
∆x

∫ ∆x
2

− ∆x
2

w̃ (x/∆t, wL, wR) dx

= 1
∆x

∫ λL∆t

− ∆x
2

wL dx+ 1
∆x

∫ v∗∆t

λL∆t
w∗

L dx+ 1
∆x

∫ λR∆t

v∗∆t
w∗

R dx+ 1
∆x

∫ ∆x
2

λR∆t
wR dx,

=
(λL∆t

∆x + 1
2
)
wL + ∆t

∆x(v∗ − λL)w∗
L + ∆t

∆x(λR − v∗)w∗
R +

(1
2 − λR∆t

∆x
)
wR.

Ainsi, l’égalité (2.13a) se réécrit de manière équivalente sous la forme

(λL∆t
∆x + 1

2
)
wL + ∆t

∆x(v∗ − λL)w∗
L + ∆t

∆x(λR − v∗)w∗
R +

(1
2 − λR∆t

∆x
)
wR =

wL + wR

2 − ∆t
∆x (f(wR) − f(wL)) .

L’introduction des quantités δL, δR et wHLL respectivement données par (2.10)-(2.11a) dans l’égalité
ci-dessus, permet d’obtenir l’expression équivalente (2.14a).

Concernant l’inégalité (2.14b), la structure du solveur de Riemann (2.12) ainsi que la condition
CFL (2.9) permettent de déduire que le membre de gauche de l’inégalité (2.13b) s’écrit

1
∆x

∫ ∆x
2

− ∆x
2

η (w̃ (x/∆t, wL, wR)) dx

= 1
∆x

∫ λL∆t

− ∆x
2

η(wL) dx+ 1
∆x

∫ v∗∆t

λL∆t
η(w∗

L) dx+ 1
∆x

∫ λR∆t

v∗∆t
η(w∗

R) dx+ 1
∆x

∫ ∆x
2

λR∆t
η(wR) dx,

=
(λL∆t

∆x + 1
2
)
η(wL) + ∆t

∆x(v∗ − λL)η(w∗
L) + ∆t

∆x(λR − v∗)η(w∗
R) +

(1
2 − λR∆t

∆x
)
η(wR).

Par conséquent, une forme équivalente de l’inégalité (2.13b) est donnée par

(λL∆t
∆x + 1

2
)
η(wL) + ∆t

∆x(v∗ − λL)η(w∗
L) + ∆t

∆x(λR − v∗)η(w∗
R) +

(1
2 − λR∆t

∆x
)
η(wR) ≤

η(wL) + η(wR)
2 − ∆t

∆x (G(wR) −G(wL)) .

En introduisant les quantités δL, δR et ηHLL respectivement données par (2.10)-(2.11b) dans l’inégalité
ci-dessus, on en déduit l’expression équivalente (2.14b) ce qui termine de montrer la première assertion.

Pour l’assertion ii) et comme δL + δR = 1, si les égalités (2.15) sont satisfaites alors l’équation
(2.14a) est trivialement vérifiée. L’inégalité (2.14b) est également satisfaite puisque dans ce cas elle
s’identifie à l’inégalité η(wHLL) ≤ ηHLL. Comme la dégénérescence vers le solveur HLL est immédiate
d’après les deux remarques précédentes, ceci conclut la preuve.

D’après le lemme ci-dessus, l’ensemble des éléments de (Rm)2 satisfaisants les m + 1 conditions
données par (2.14) est non vide. Comme le système d’équations (2.14a) est de plus sous déterminé, ces
conditions génériques peuvent donc servir de support à la construction de solveurs de Riemann de la
forme (2.12). Ainsi, les conditions (2.14) vont maintenant être appliquées aux cas équations de Saint
Venant homogènes et d’Euler.

2.3 Application aux équations de Saint Venant homogènes
Les équations de Saint Venant homogènes sont maintenant considérées. Elles sont obtenues en

fixant z constante dans le système (1.10) et par conséquent, le système d’équations s’écrit

∂t

(
h
hu

)
+ ∂x

(
hu

hu2 + gh2/2

)
= 0. (2.16)
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L’inconnue w se note (h, hu)T dans R2 et elle prend ses valeurs dans l’espace convexe

Ω =
{

(h, hu) ∈ R2 |h ≥ 0, hu ∈ R
}
. (2.17)

La fonction de flux f : Ω → R2 est donnée par

f(w) = (hu, hu2 + gh2/2)T.

Lorsque w est sur le bord de Ω, h = 0 et dans ce cas la convention admise [15, 166] est u = 0. Les
solutions de (2.16) vérifient également une inégalité d’entropie de la forme (2.2) avec le couple entropie
convexe, flux d’entropie (η,G) donné par

η(w) = (hu)2

2h + gh2

2 , G(w) = (hu)3

2h2 + gh(hu), ∀w ∈ Ω. (2.18)

Dans le cas des équations de Saint Venant homogènes ainsi rappelées, la quantité wHLL définie dans
(2.11a) se lit (hHLL, (hu)HLL)T et la définition suivante est adoptée

uHLL =


(hu)HLL

hHLL , si hHLL > 0,

0, sinon.
(2.19)

La définition ci-dessus s’inscrit dans la convention u = 0 si h = 0 puisqu’un calcul direct montre que
hHLL est nul si et seulement si hL et hR sont nuls. Ces cas particuliers du bord de Ω seront traités mais
ils ne sont pas l’objet principal de ce mémoire de thèse. Avec ces notations et si hL ou hR est positif,
il est alors possible de montrer que hHLL est également positif

Lemme 2.3.1 (Preuve de hHLL ≥ 0). Considérons l’espace convexe Ω donné dans (2.17). Soient wL

et wR deux éléments constants de Ω et considérons wHLL défini dans (2.11a). Si wL et wR sont dans
l’intérieur de Ω (resp. dans Ω) et si λL, λR satisfont les inégalités (2.8) alors hHLL est strictement
positif (resp. positif).

Démonstration. D’après sa définition donnée par (2.11a), hHLL se réécrit de manière équivalente sous
la forme

hHLL = λRhR − λLhL

λR − λL
− hRuR − hLuL

λR − λL
,

= hR

λR − λL
(λR − uR) + hL

λR − λL
(uL − λL).

Comme λL, λR vérifient les inégalités (2.8), on a λL < min(uL, uR) ≤ max(uL, uR) < λR. Par consé-
quent, hHLL est une somme de termes strictement positifs (resp. positifs) si wL et wR sont dans
l’intérieur de Ω (resp. dans Ω). On en déduit ainsi le résultat annoncé.

La preuve du lemme ci-dessus permet également de déduire que le schéma de type Godunov associé
au solveur HLL présenté en Section 1.4.3 préserve l’espace Ω si λL et λR répondent aux inégalités (2.8).
Dans la suite, ces inégalités seront supposées vérifiées.

L’objectif est de concevoir un solveur de Riemann de la forme (2.12) qui vérifie les équations (2.14a)
sous la contrainte (2.14b) dans le cas des équations de Saint Venant homogènes. Ainsi, w∗

L et w∗
R se

lisent désormais
w∗

α = (h∗
α, h

∗
αu

∗
α)T, ∀α ∈ {L,R} .

Dans le cas des équations de Saint Venant (2.16), le système (2.14a) donne deux équations or le solveur
de Riemann est constitué de quatre inconnues : h∗

L, h∗
R, u∗

L et u∗
R. Par conséquent, il est d’abord

nécessaire de compléter le système (2.14a) par deux équations complémentaires. La première proposée
est l’égalité u∗

L = u∗
R qui impose la continuité de u dans les états intermédiaires du solveur de Riemann.

Cette continuité a déjà été proposée pour le schéma HLLC par exemple [213]. En revanche, la seconde
équation complémentaire doit maintenant assurer l’inégalité (2.14b). Comme il s’agit d’une inégalité
large, le choix de l’égalité de ses deux membres est proposé. Ce choix préserve l’inégalité d’entropie
discrète en vertu de l’inégalité de Jensen utilisée dans la preuve de la Proposition 2.1.1. De plus, ce
choix permet d’obtenir un système d’équations pour lequel une résolution explicite est possible.
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Lemme 2.3.2 (Solveur de Riemann entropique pour les équations de Saint-Venant homogènes). Soient
wL, wR deux états constants de l’intérieur de Ω (hL > 0, hR > 0). Soit un schéma de type Godunov
(2.3) approchant les solutions de (2.16) et défini par un solveur de Riemann w̃(·, wL, wR) : R → R2

de la forme (2.12). Supposons que la condition CFL (2.9) est satisfaite puis considérons les quantités
δL > 0, δR > 0, wHLL, ηHLL et uHLL respectivement définies dans (2.10)-(2.11)-(2.19). Si les états
intermédiaires du solveur w∗

L et w∗
R sont définis par le système

w∗
LδL + w∗

RδR = wHLL,

η(w∗
L)δL + η(w∗

R)δR = ηHLL,

u∗
L = u∗

R,

(2.20a)

(2.20b)

(2.20c)

alors deux expressions pour w∗
L et w∗

R sont possibles. Elles sont données par

u∗
L = u∗

R = uHLL,

h∗
R = hHLL ±

√
2δL

gδR

(
ηHLL − η(wHLL)

)
,

h∗
L = hHLL ∓

√
2δR

gδL

(
ηHLL − η(wHLL)

)
.

(2.21)

Un schéma de type Godunov (2.3) associé à un des deux solveurs définis ci-dessus
i) est consistant avec les équations de Saint Venant homogènes (2.16),
ii) vérifie une inégalité d’entropie discrète locale (2.5) pour le couple (η,G) défini dans (2.18) et

dans laquelle le flux numérique d’entropie G est donné par (2.6).

Dans les définitions (2.21), les symboles ± et ∓ sont liés. Si ± est positif (resp. négatif) alors ∓ est
négatif (resp. positif). Sauf mention contraire, cette convention de notations sera conservée dans la
suite de ce manuscrit. La preuve du Lemme 2.3.2 est donnée ci-dessous.

Démonstration du Lemme 2.3.2. Il est d’abord nécessaire de montrer que les expressions (2.21) sont
les solutions du système (2.20). En utilisant la définition de uHLL donnée dans (2.19), la relation de
consistance intégrale (2.20a) vérifiée par les états w∗

L et w∗
R se lit composante par composante de la

manière suivante :
δLh

∗
L + δRh

∗
R = hHLL,

δLh
∗
Lu

∗
L + δRh

∗
Ru

∗
R = hHLLuHLL.

(2.22a)

(2.22b)

Comme u∗
L et u∗

R sont égaux, notons u∗ = u∗
L = u∗

R. Dans ce cas, l’équation (2.22b) associée à (2.22a)
donne

hHLLuHLL = δLh
∗
Lu

∗
L + δRh

∗
Ru

∗
R,

= (δLh
∗
L + δRh

∗
R)u∗,

= hHLLu∗. (2.23)

Puisque wL et wR sont dans l’intérieur de Ω et que les inégalités (2.8) sont satisfaites, l’inégalité stricte
hHLL > 0 est vérifiée. Ainsi, une multiplication de l’équation (2.23) par 1/hHLL produit le résultat
attendu quant à u∗

L et u∗
R. Il faut maintenant montrer les expressions de h∗

L et de h∗
R. En appliquant

la fonction η à l’équation (2.20a) et en utilisant l’expression de u∗
L et de u∗

R, il vient

η(wHLL) = η
(
δLw

∗
L + δRw

∗
R

)
= (δLh

∗
Lu

∗
L + δRh

∗
Lu

∗
L)2

2(δLh∗
L + δRh∗

R) + g

2(δLh
∗
L + δRh

∗
R)2,

= (uHLL)2

2 (δLh
∗
L + δRh

∗
R) + g

2(δLh
∗
L + δRh

∗
R)2. (2.24)
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Par ailleurs, en considérant l’équation (2.20b) et comme δL + δR = 1, il suit

ηHLL = δLη(w∗
L) + δRη(w∗

R),

= (uHLL)2

2 (δLh
∗
L + δRh

∗
R) + g

2
(
(h∗

L)2δL + (h∗
R)2δR

)
.

En retranchant membre à membre (2.24) à l’équation ci-dessus et en utilisant une nouvelle fois δL+δR =
1, on obtient

ηHLL − η
(
wHLL) = g

2
(
(h∗

L)2δL + (h∗
R)2δR

)
− g

2(δLh
∗
L + δRh

∗
R)2,

= g

2δL(1 − δL)(h∗
L)2 − gδLδRh

∗
Lh

∗
R + g

2δR(1 − δR)(h∗
R)2,

= g

2δRδL(h∗
R − h∗

L)2.

(2.25)

Comme les conditions (2.8)-(2.9) sont satisfaites, l’inégalité ηHLL − η
(
wHLL) ≥ 0 est assurée par la

définition du schéma HLL détaillée dans la section 1.4.3. De plus, comme δL et δR sont tous deux
strictement positifs, l’équation (2.25) est bien posée. On peut donc diviser par gδLδR/2 puis appliquer
la racine carrée de part et d’autre pour trouver

h∗
R − h∗

L = ±
√

2
(

ηHLL−η(wHLL)
)
/gδLδR.

En combinant l’équation ci-dessus à l’équation de consistance (2.22a), on peut alors déduire le résultat
attendu concernant h∗

L et h∗
R ce qui termine de montrer les expressions (2.21). Il est maintenant

nécessaire de montrer les propriétés vérifiées par un schéma de type Godunov associé à un tel solveur
de Riemann.

Pour la consistance de l’assertion i) et d’après la définition du solveur donnée par les expressions
(2.21), on obtient immédiatement w̃(·, w, w) = w. Comme l’équation δLw

∗
L + δRw

∗
R = wHLL est de

plus satisfaite, le Lemme 2.2.1 assure que le solveur de Riemann satisfait la relation de consistance
intégrale. Par conséquent, w̃ satisfait la Définition 1.4.3.1 et la consistance du schéma annoncée dans
i) se déduit du Lemme 1.4.3.1.

Enfin, l’assertion ii) qui concerne l’inégalité d’entropie discrète locale se déduit par applications
successives du Lemme 2.2.1 et de la Proposition 2.1.1, ce qui termine la preuve.

Les quantités intermédiaires (h∗
α)α∈{L,R} du solveur données dans l’équation (2.21) sont toujours

bien définies grâce à la propriété de stabilité entropique du schéma HLL qui s’écrit ηHLL −η(wHLL) ≥ 0.
En revanche, les schémas de type Godunov résultants ne préservent pas nécessairement le domaine Ω.
En conséquence, il est nécessaire de coupler les solveurs du Lemme 2.3.2 à une procédure décrite dans
[166] et qui permet de préserver l’espace convexe Ω. Une telle procédure est également essentielle à la
robustesse du schéma aux voisinages du bord de Ω caractérisé par hL = 0 ou hR = 0.

Lemme 2.3.3 (Schéma de type Godunov robuste et entropique pour les équations de Saint-Venant ho-
mogènes). Soient wL, wR deux états constants de Ω. Soit un schéma de type Godunov (2.3) approchant
les solutions de (2.16) et défini par un solveur de Riemann w̃(·, wL, wR) : R → R2 de la forme (2.12).
Supposons que la condition CFL (2.9) est satisfaite puis considérons les quantités δL > 0, δR > 0,
wHLL, ηHLL et uHLL respectivement définies dans (2.10)-(2.11)-(2.19) et notons

h̃∗
R = hHLL ±

√
2δL

gδR

(
ηHLL − η(wHLL)

)
,

h̃∗
L = hHLL ∓

√
2δR

gδL

(
ηHLL − η(wHLL)

)
.

(2.26a)

(2.26b)
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Si les états intermédiaires w∗
L, w∗

R du solveur de Riemann s’écrivent

u∗
L = u∗

R = uHLL,

h∗
R = min

(
max

(
h̃∗

R, 0
)
,
hHLL

δR

)
,

h∗
L = min

(
max

(
h̃∗

L, 0
)
,
hHLL

δL

)
,

(2.27)

alors les assertions suivantes sont vérifiées.
i) Un schéma de type Godunov (2.3) associé à un tel solveur est consistant avec les équations de

Saint Venant homogènes (2.16) et il préserve l’ensemble convexe Ω.
ii) Si de plus, h̃∗

L > 0 et h̃∗
R > 0 alors un schéma de type Godunov (2.3) associé à un tel solveur

vérifie une inégalité d’entropie discrète locale (2.5) pour le couple (η,G) défini dans (2.18). Le
flux numérique d’entropie G de cette inégalité est donné par (2.6).

Démonstration. D’abord, si h̃∗
L et h̃∗

R donnés par (2.26) sont tous deux strictement positifs alors les
expressions (2.27) coïncident avec les expressions (2.21) et dans ce cas la consistance a été montrée dans
le Lemme 2.3.2. Supposons maintenant que la quantité h̃∗

L donnée par (2.26b) est telle que h̃∗
L ≤ 0.

Dans ce cas, la technique de limitation min(max(·, ·), ·) impose h∗
L = 0 et h∗

R = hHLL/δR ≥ 0. Ainsi,
l’équation de consistance δLh

∗
L + δRh

∗
R = hHLL est maintenue. Comme des calculs identiques peuvent

être conduits dans le cas où h̃∗
R ≤ 0, on en déduit la consistance annoncée dans l’assertion i).

Ensuite, pour montrer la préservation de Ω dans le cas des équations de Saint-Venant (2.16), il
est suffisant de montrer que h∗

L ≥ 0 et h∗
R ≥ 0 or d’après les expressions (2.27) ces inégalités sont

immédiatement satisfaites.
Enfin, si les quantités h̃∗

L et h̃∗
R données par (2.26) sont toutes deux strictement positives alors

les expressions (2.27) coïncident avec les expressions (2.21) et dans ce cas l’inégalité d’entropie a été
montrée dans le Lemme 2.3.2 ce qui conclut la preuve.

La procédure de robustesse décrite dans (2.27) préserve la relation de consistance (2.14a) lorsque
h̃∗

L ≤ 0 ou h̃∗
R ≤ 0 mais pas nécessairement la condition de stabilité entropique (2.14b). En effet, en

utilisant δL + δR = 1 et les expressions (2.27), il est clair que h̃∗
L et h̃∗

R ne peuvent pas être tous deux
négatifs puis un calcul direct montre que la quantité η(w∗

L)δL + η(w∗
R)δR se lit

η(w∗
L)δL + η(w∗

R)δR =



ηHLL, si h̃∗
L ≥ 0 et h̃∗

R ≥ 0,

η(wHLL) + g(hHLL)2

2
δL

δR
, si h̃∗

L ≤ 0 et h̃∗
R ≥ 0,

η(wHLL) + g(hHLL)2

2
δR

δL
, si h̃∗

L ≥ 0 et h̃∗
R ≤ 0.

Par conséquent, sans choix particulier de δL et de δR, la stabilité entropique discrète pourrait être
localement perdue aux voisinages du bord de Ω.

La section suivante montre comment les conditions (2.14) peuvent s’articuler au design d’un solveur
dédié aux équations d’Euler.

2.4 Application aux équations d’Euler
Considérons les équations d’Euler pour un gaz parfait décrites dans la section 1.2.3. Dans ce cas,

l’inconnue w s’écrit (ρ, ρ, ρE)T dans R3 et le système d’équations est

∂t

 ρ
ρu
ρE

+ ∂x

 ρu
ρu2 + p

(ρE + p)u

 = 0. (2.28)
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L’inconnue w prend ses valeurs dans l’espace

Ω =
{

(ρ, ρu, ρE) ∈ R3 | ρ > 0, ρu ∈ R, E − u2/2 > 0
}
. (2.29)

Pour γ dans ]1, 3], la fonction p : Ω → R+ est donnée par

p : w 7→ (γ − 1)
(
ρE − ρu2

2
)
, ∀w ∈ Ω, (2.30)

et la fonction de flux f : Ω → R3 vérifie

f(w) = (ρu, ρu2 + p, (ρE + p)u)T.

Les solutions du système (2.28) vérifient de plus une inégalité d’entropie de la forme (2.2). Parmi les
entropies possibles décrites par exemple dans [22, 88, 138], le couple entropie convexe, flux d’entropie
(η,G) retenu est donné par

η(w) = −ρ ln(p/ργ), G(w) = −(ρu) ln(p/ργ), ∀w ∈ Ω. (2.31)

Dans le cas des équations d’Euler, les composantes de wHLL défini dans (2.11a) sont notées
(ρHLL, (ρu)HLL, (ρE)HLL)T. En admettant également dans ce cas que la solution du problème du Rie-
mann demeure dans Ω alors les inégalités strictes ρHLL > 0 et (ρE)HLL > 0 peuvent être montrées.

Lemme 2.4.1 (Preuve de ρHLL > 0, (ρE)HLL > 0). Considérons l’espace Ω donné par (2.29). Soient
wL et wR deux éléments constants de Ω et considérons ensuite wHLL défini dans (2.11a). Considérons
enfin le problème de Riemann pour les équations d’Euler donné par le système (2.28) associé à la
condition initiale

w0(x) =
{
wL si x < 0,
wR sinon.

Si λL et λR vérifient les inégalités (2.8) et si pour tout x dans l’intervalle [λL∆t, λR∆t], la solution du
problème de Riemann (ρ, ρu, ρE)T(x,∆t) est dans Ω alors ρHLL > 0 et (ρE)HLL > 0.

Démonstration. En notant w la solution du problème de Riemann d’un système hyperbolique homogène
quelconque, la preuve du Lemme 1.4.3.2 donne l’expression de wHLL suivante :

wHLL = 1
(λR − λL)∆t

∫ λR∆t

λL∆t
w(x,∆t) dx.

Par conséquent, en écrivant la première et la dernière composante de l’égalité ci-dessus pour le cas
particulier des équations d’Euler (2.28), il suit

ρHLL = 1
(λR − λL)∆t

∫ λR∆t

λL∆t
ρ(x,∆t) dx,

(ρE)HLL = 1
(λR − λL)∆t

∫ λR∆t

λL∆t
(ρE)(x,∆t) dx.

Comme ρ et ρE sont strictement positifs et comme λL < λR, on en déduit le résultat annoncé.

Si les conditions du lemme ci-dessus sont satisfaites alors, il est également possible de déduire que
le schéma de type Godunov associé au solveur HLL présenté en Section 1.4.3 préserve l’espace Ω. Dans
la suite, les conditions énoncées dans le Lemme 2.4.1 sont supposées vérifiées et les quantités suivantes
peuvent donc être définies :

uHLL = (ρu)HLL

ρHLL , EHLL = (ρE)HLL

ρHLL > 0. (2.32)
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L’objectif de cette section est d’adapter les conditions (2.14) à la conception d’un solveur de Rie-
mann de la forme (2.12) dédié aux équations d’Euler (2.28). Par conséquent, les états intérimaires w∗

L

et w∗
R du solveur de Riemann (2.12) sont à déterminer et ils s’écrivent dans ce cas

w∗
α = (ρ∗

α, ρ
∗
αu

∗
α, ρ

∗
αE

∗
α)T, ∀α ∈ {L,R} .

Comme le système (2.14) est sous déterminé, le premier lemme ci-dessous introduit deux équations de
fermeture qui imposent la continuité de u et de p dans les états intermédiaires du solveur de Riemann.
De telles continuités ont déjà été proposées pour le schéma HLLC par exemple [213].

Lemme 2.4.2. Soient wL, wR deux états constants de Ω et considérons w 7→ p(w) donnée par (2.30).
Soit un schéma de type Godunov (2.3) approchant les solutions de (2.28) et défini par un solveur de
Riemann w̃(·, wL, wR) : R → R3 de la forme (2.12) Supposons que la condition CFL (2.9) est satisfaite
puis considérons les quantités δL > 0, δR > 0, wHLL et uHLL respectivement définies dans (2.10)-
(2.11a)-(2.32). Si les états intermédiaires du solveur notés w∗

L et w∗
R sont définis par les équations

w∗
LδL + w∗

RδR = wHLL,

u∗
L = u∗

R

p(w∗
L) = p(w∗

R),

(2.33a)

(2.33b)

(2.33c)
alors,

u∗
L = u∗

R = uHLL,

p(w∗
L) = p(w∗

R) = p(wHLL).

(2.34a)

(2.34b)

Démonstration. Écrivons composante par composante la relation de consistance intégrale (2.33a) vé-
rifiée par les états w∗

L, w∗
R pour les équations d’Euler. En utilisant les définitions de uHLL et de EHLL

données dans (2.32), on a
δLρ

∗
L + δRρ

∗
R = ρHLL,

δLρ
∗
Lu

∗
L + δRρ

∗
Ru

∗
R = ρHLLuHLL,

δLρ
∗
LE

∗
L + δRρ

∗
RE

∗
R = ρHLLEHLL.

(2.35a)

(2.35b)

(2.35c)
Comme u∗

L et u∗
R sont égaux, notons u∗ = u∗

L = u∗
R. Dans ce cas, l’équation (2.35b) associée à (2.35a)

donnent

ρHLLuHLL = δLρ
∗
Lu

∗
L + δRρ

∗
Ru

∗
R,

= (δLρ
∗
L + δRρ

∗
R)u∗,

= ρHLLu∗. (2.36)

Comme wL et wR sont dans Ω et que les inégalités (2.8) sont satisfaites, on a ρHLL > 0. Ainsi, une
multiplication de l’équation (2.36) par 1/ρHLL produit le résultat attendu quant à u∗

L et u∗
R.

En utilisant ainsi les égalités (2.34a) on déduit que p(w∗
L) et p(w∗

R) s’écrivent

p(w∗
α) = (γ − 1)

(
ρ∗

αE
∗
α − ρ∗

α(uHLL)2

2
)
, ∀α ∈ {L,R} . (2.37)

Avec le résultat ci-dessus, on peut former la quantité δLp(w∗
L) + δRp(w∗

R) et en utilisant les équations
(2.35a)-(2.35c), on obtient alors

δLp(w∗
L) + δRp(w∗

R) = (γ − 1)
(
δLρ

∗
LE

∗
L + δRρ

∗
RE

∗
R − δLρ

∗
L + δRρ

∗
R

2 (uHLL)2
)
,

= (γ − 1)
(
ρHLLEHLL − ρHLL

2 (uHLL)2
)
,

= p(wHLL).

Comme δL + δR = 1 et que l’égalité p(w∗
L) = p(w∗

R) est imposée, on en déduit le résultat.
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Les équations de fermeture du lemme précédent permettent de déduire u∗
L, u∗

R, p(w∗
L) et p(w∗

R).
De plus, si les quantités ρ∗

L et ρ∗
R sont connues, alors le calcul de E∗

L et de E∗
R est possible d’après

les équations (2.37). Par conséquent, il reste seulement à déterminer ρ∗
L et ρ∗

R d’après l’équation sous
contrainte

ρ∗
LδL + ρ∗

RδR = ρHLL,

δLη(w∗
L) + δRη(w∗

R) ≤ ηHLL.

(2.38a)

(2.38b)
Comme les non linéarités de l’entropie η complexifie la résolution de l’équation sous contrainte (2.38), la
contrainte (2.38b) va être substituée par une équation quadratique plus simple. Cette nouvelle équation
est obtenue à partir d’une majoration de δLη(w∗

L) + δRη(w∗
R) présentée ci-dessous.

Lemme 2.4.3 (Majoration quadratique de δLη(w∗
L) + δRη(w∗

R)). Soient wL, wR deux états constants
de Ω. Considérons l’entropie w 7→ η(w) donnée par (2.31). Soit un solveur de Riemann w̃(·, wL, wR) :
R → R3 de la forme (2.12) et défini par le système d’équations (2.33). Considérons les quantités δL > 0,
δR > 0, wHLL respectivement définies dans (2.10)-(2.11a). Si ρ∗

L et ρ∗
R sont strictement positifs, alors

η(w∗
L)δL + η(w∗

R)δR ≤ γδL

ρHLL
(
ρ∗

L − ρHLL)2 + γδR

ρHLL
(
ρ∗

R − ρHLL)2 + η(wHLL). (2.39)

Démonstration. Remarquons tout d’abord que si ρ∗
L = ρ∗

R, alors l’équation (2.35a) impose ρ∗
L = ρ∗

R =
ρHLL. Dans ce cas, l’inégalité (2.39) est trivialement vérifiée au sens de l’égalité. Étudions à présent le
cas ρ∗

L ̸= ρ∗
R. En utilisant la définition de l’entropie η(w) donnée dans (2.31) ainsi que les équations

(2.34b)-(2.35a), il suit

δLη(w∗
L) + δRη(w∗

R) = −δLρ
∗
L ln

(p(wHLL)
(ρ∗

L)γ

)
− δRρ

∗
R ln

(p(wHLL)
(ρ∗

R)γ

)
. (2.40)

En considérant l’équation (2.35a) dans la quantité η(wHLL), on obtient de plus

η(wHLL) = −δLρ
∗
L ln

(p(wHLL)
(ρHLL)γ

)
− δRρ

∗
R ln

(p(wHLL)
(ρHLL)γ

)
.

En soustrayant membres à membres l’équation ci-dessus à l’équation (2.40), on peut éliminer p(wHLL)
et trouver

δLη(w∗
L) + δRη(w∗

R) − η(wHLL)
γρHLL = δL

ρ∗
L

ρHLL ln
( ρ∗

L

ρHLL

)
+ δR

ρ∗
R

ρHLL ln
( ρ∗

R

ρHLL

)
. (2.41)

Quitte à permuter, on peut supposer que ρ∗
L < ρ∗

R. Dans ce cas, un raisonnement par l’absurde immédiat
combiné à l’équation (2.35a), montre que ρ∗

L < ρHLL. Comme on suppose de plus que ρ∗
L > 0 et ρ∗

R > 0,
on en déduit alors l’existence de deux réels r∗

L, r∗
R tels que

ρ∗
L

ρHLL = 1 − r∗
L,

ρ∗
R

ρHLL = 1 + r∗
R, avec, r∗

R ≥ 0, r∗
L ∈ [0, 1[. (2.42)

En reformulant l’équation (2.41) avec r∗
L et r∗

R, on trouve

δLη(w∗
L) + δRη(w∗

R) − η(wHLL)
γρHLL = δL (1 − r∗

L) ln (1 − r∗
L) + δR (1 + r∗

R) ln (1 + r∗
R) .

En utilisant un développent de Taylor avec reste intégral, on a

ln(1 − r∗
L) = −r∗

L −
∫ r∗

L

0

(r∗
L − s)

(1 − s)2 ds, (1 + r∗
R) ln (1 + r∗

R) = r∗
R + (r∗

R)2

2 − 1
2

∫ r∗
R

0

(r∗
R − s

1 + s

)2
ds.

Puisque 0 ≤ r∗
L < 1 et 0 ≤ r∗

R, les deux restes des développements précédents sont signés et on en
déduit

δL (1 − r∗
L) ln (1 − r∗

L) + δR (1 + r∗
R) ln (1 + r∗

R) ≤ −δLr
∗
L (1 − r∗

L) + δR

(
r∗

R + (r∗
R)2

2
)
,

≤ δRr
∗
R − δLr

∗
L + δL(r∗

L)2 + δR(r∗
R)2.
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Si on reformule l’équation (2.35a) avec les quantités r∗
L et r∗

R définies dans (2.42), on trouve δLr
∗
L =

δRr
∗
R. En utilisant ce résultat dans l’inégalité ci dessus, on obtient

δLη(w∗
L) + δRη(w∗

R) − η(wHLL)
γρHLL = δL (1 − r∗

L) ln (1 − r∗
L) + δR (1 + r∗

R) ln (1 + r∗
R) ,

≤ δL(r∗
L)2 + δR(r∗

R)2.

En réutilisant la définition (2.42) pour récrire l’inégalité précédente avec ρ∗
L et ρ∗

R, on déduit l’inégalité
(2.39) ce qui termine la preuve.

Le majorant de l’inégalité (2.39) n’est clairement pas le plus optimal possible mais il est retenu en
raison de sa simplicité. Imposer ce majorant égal à ηHLL permet d’obtenir une dernière équation qui
par construction, préserve l’inégalité δLη(w∗

L) + δRη(w∗
R) ≤ ηHLL. Ainsi le solveur de Riemann (2.12)

proposé pour les équations d’Euler (2.28) est défini par les équations

w∗
LδL + w∗

RδR = wHLL,

u∗
L = u∗

R,

p(w∗
L) = p(w∗

R),
γδL

ρHLL
(
ρ∗

L − ρHLL)2 + γδR

ρHLL
(
ρ∗

R − ρHLL)2 + η(wHLL) = ηHLL.

(2.43a)

(2.43b)

(2.43c)

(2.43d)

Avec le système d’équations ci-dessus et les résultats du Lemme 2.4.2, il est désormais possible de
terminer le design du solveur et d’en déduire un schéma de type Godunov entropique.

Lemme 2.4.4 (Schéma de type Godunov entropique pour les équations d’Euler). Soient wL, wR deux
états constants de Ω. Considérons la fonction w 7→ p(w) et l’entropie w 7→ η(w) respectivement données
par (2.30)-(2.31). Soit un schéma de type Godunov (2.3) approchant les solutions de (2.28) et défini
par un solveur de Riemann w̃(·, wL, wR) : R → R3 de la forme (2.12). Supposons que la condition CFL
(2.9) est satisfaite puis considérons les quantités δL > 0, δR > 0, wHLL, ηHLL et uHLL respectivement
définies dans (2.10)-(2.11)-(2.32). Si les états intermédiaires du solveur notés w∗

L et w∗
R s’écrivent

u∗
L = u∗

R = uHLL,

p(w∗
L) = p(w∗

R) = p(wHLL),

ρ∗
L = ρHLL ∓

√
ρHLL

γ

δR

δL

(
ηHLL − η(wHLL)

)
,

ρ∗
R = ρHLL ±

√
ρHLL

γ

δL

δR

(
ηHLL − η(wHLL)

)
,

(2.44a)

(2.44b)

(2.44c)

(2.44d)

alors les assertions suivantes sont vérifiées.
i) Un schéma de type Godunov (2.3) associé à un tel solveur est consistant avec les équations d’Euler

(2.28).
ii) Si de plus, ρ∗

L > 0 et ρ∗
R > 0 alors un schéma de type Godunov (2.3) associé à un tel solveur

vérifie une inégalité d’entropie discrète locale (2.5) pour le couple (η,G) défini dans (2.31). Le
flux numérique d’entropie G de cette inégalité est donné par (2.6).

iii) Si la séquence (wn
i )i∈Z définie un état de contact stationnaire caractérisé par (un

i )i∈Z nulle et(
p(wn

i )
)

i∈Z constante alors un schéma de type Godunov (2.3) associé à un tel solveur préserve
exactement les variables u et p. Cette propriété s’écrit

si
{

un
i = 0,

p(wn
i ) = cste, ∀i ∈ Z, alors

{
un+1

i = 0,
p(wn+1

i ) = cste, ∀i ∈ Z.

51



Démonstration. Considérons un solveur de Riemann de la forme (2.12), défini par le système d’équa-
tions (2.43) et montrons que les expressions (2.44) sont les solutions de ce système d’équations. Les
résultats (2.44a)-(2.44b) concernant respectivement u∗

L, u∗
R et p(w∗

L), p(w∗
R) ont été prouvés dans le

Lemme 2.4.2. Il faut maintenant montrer les expressions de ρ∗
L et de ρ∗

R définis par l’équation (2.43a)
et par l’équation quadratique (2.43d). Ainsi, ρ∗

L et ρ∗
R vérifient les deux équations suivantes :

δLρ
∗
L + δRρ

∗
R = ρHLL,

γδL

ρHLL
(
ρ∗

L − ρHLL)2 + γδR

ρHLL
(
ρ∗

R − ρHLL)2 + η(wHLL) = ηHLL.

(2.45a)

(2.45b)

En introduisant l’équation (2.45a) dans l’équation (2.45b), on trouve

γδRδL

ρHLL (ρ∗
R − ρ∗

L)2 = ηHLL − η
(
wHLL). (2.46)

Comme les conditions (2.8)-(2.9) sont satisfaites, l’inégalité large ηHLL − η
(
wHLL) ≥ 0 est une nouvelle

fois assurée par la propriété du schéma HLL détaillée dans le Lemme 1.4.3.2. De plus, comme δL et δR

sont tous deux strictement positifs, on peut multiplier l’équation (2.46) par ρHLL/γδLδR puis appliquer
la racine carrée de part et d’autre pour en déduire

ρ∗
R − ρ∗

L = ±
√

ρHLL
(

ηHLL−η(wHLL)
)
/γδLδR.

Puisque δL + δR = 1, l’équation précédente couplée à (2.45a) permet de déduire le résultat attendu
quant à l’expression de ρ∗

L, ρ∗
R ce qui termine de montrer que (2.44) sont les solutions du système

(2.43).
Pour la consistance i), et d’après la définition du solveur donnée par les expressions (2.44), l’égalité

w̃(·, w, w) = w est satisfaite. Comme les solveurs sont de plus construits à partir de l’équation (2.14a)
équivalente à la relation de consistance intégrale (2.13a), il suit que w̃ répond à la Définition 1.4.3.1.
Par conséquent et d’après le Lemme 1.4.3.1, les schémas de type Godunov associés sont consistants
avec les équations d’Euler (2.28).

Concernant l’assertion ii), d’après le Lemme 2.4.3, l’équation (2.45b) permet d’assurer l’inégalité
δLη(w∗

L)+δRη(w∗
R) ≤ ηHLL. En conséquence et par l’intermédiaire du Lemme 2.2.1, les solveurs satisfont

la Proposition 2.1.1, ce qui permet de déduire la stabilité entropique attendue.
Enfin, pour montrer la préservation des contacts stationnaires de l’assertion iii), il est suffisant de

montrer que si
uL = uR = 0,

p(wL) = p(wR) = p0,

(2.47a)

(2.47b)

alors u∗
L = u∗

R = 0 et ραEα = ρ∗
αE

∗
α pour tout α dans {L,R}. Tout d’abord, les égalités (2.44a) donnent

u∗
L = u∗

R = uHLL or d’après la définition de uHLL (2.32) il suit

uHLL = (ρu)HLL

ρHLL ,

= 1
ρHLL(λR − λL)

(
λRρRuR − λLρLuL − ρRu

2
R + ρLu

2
L −

(
p(wR) − p(wL)

))
,

= 0. (2.48)

Par conséquent, l’équation ci-dessus permet de déduire que si les égalités (2.47) sont satisfaites alors
u∗

L = u∗
R = 0. De plus, et d’après l’expression de p(w) donnée par (2.30), lorsque les conditions (2.47)

sont vérifiées, un calcul immédiat montre que

ραEα = p0
γ − 1 , ∀α ∈ {L,R} . (2.49)
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L’utilisation du résultat ci-dessus et des égalités (2.48)-(2.47a) dans la définition de wHLL (2.11) donne

p(wHLL)
γ − 1 = (ρE)HLL − ρHLL(uHLL)2

2 ,

= λRρRER − λLρLEL

λR − λL
−
(
ρRER + p(wR)

)
uR −

(
ρLEL + p(wL)

)
uL

λR − λL
,

= λRρRER − λLρLEL

λR − λL
,

= p0
γ − 1 .

Puisque les égalités u∗
L = u∗

R = 0 ont été démontrées, l’association de l’égalité ci-dessus et des résultats
(2.44b)-(2.49) permet de déduire que si les conditions (2.47) sont satisfaites alors

ρ∗
αE

∗
α = p(w∗

α)
γ − 1 = p(wHLL)

γ − 1 = p0
γ − 1 = ραEα, ∀α ∈ {L,R} .

Ces dernières égalités terminent de montrer l’assertion iii) ainsi que la preuve du lemme.

Les schémas de type Godunov associés aux solveurs du lemme ci-dessus sont entropiques mais ils
reposent sur l’hypothèse ρ∗

L > 0 et ρ∗
R > 0 qui pourrait de pas être vérifiée. Dans ce cas, la stabilité

entropique des schémas proposés pourrait ne plus être garantie. Il est cependant possible de corriger
ce défaut de robustesse en s’appuyant sur le schéma HLL. En notant w̃∗

R et w̃∗
L deux états définis par

les expressions (2.44), une version robuste des solveurs du Lemme 2.4.4 est donnée par

(w∗
L, w

∗
R) =

 (w̃∗
L, w̃

∗
R), si (w̃∗

L, w̃
∗
R) ∈ Ω2,

(wHLL, wHLL), sinon.

D’après le Lemme 2.2.1, la procédure ci-dessus préserve la consistance ainsi que la stabilité entropique
et, d’après le Lemme 2.4.1, elle assure de plus la préservation du domaine Ω.

La section suivante présente des expériences numériques qui illustrent les schémas numériques
développés.

2.5 Résultats de simulations numériques
Les solveurs de Riemann proposés dans ce chapitre sont constants par morceaux et possèdent deux

états intermédiaires, Par conséquent, les schémas de type Godunov associés peuvent être comparés
numériquement aux schémas existants qui possèdent une structure de solveur similaire.

Dans le cas des équations de Saint Venant, les résultats sont comparés à un schéma de relaxation de
Suliciu [32] puis dans le cas des équations d’Euler, le schéma HLLC [213] est utilisé. Dans les deux cas,
une comparaison avec le schéma de [118, Section b.ii] est également réalisée. Ce schéma nécessite la
définition de deux constantes pour lesquelles les auteurs ne proposent pas de formule de calcul explicite.
Ces deux constantes sont sélectionnées empiriquement et leur valeur est fixée à 10−7. Ce schéma est
de plus symétrisé en imposant l’égalité λR = −λL.

Les conditions CFL utilisées pour ces schémas comparatifs sont les mêmes que celles employées pour
les schémas numériques proposés. Les premiers cas tests concernent les équations de Saint Venant.

2.5.1 Les équations de Saint Venant homogènes

Dans cette section, on considère les deux schémas décrits dans le Lemme 2.3.2 ainsi que leurs
versions robustes données par le Lemme 2.3.3. La constante de gravitation g vaut 9,81. Pour toutes les
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interfaces du maillage ayant de part et d’autre un état constant gauche wL et un état constant droit
wR, on considère uHLL donné par (2.19) et les trois réels λR, λL, v∗ sont tels que

λL = min
α∈{L,R}

uα ±
√
ghα, λR = max

α∈{L,R}
uα ±

√
ghα, v∗ = uHLL, ∀(L,R). (2.50)

Le pas de temps ∆t est choisi selon la condition CFL (2.9) et avec un nombre CFL égale à 0,5.
Le premier cas test étudie l’influence du choix des quantités intermédiaires h∗ décrites dans le

Lemme 2.3.2. En considérant δL > 0, δR > 0, wHLL et ηHLL respectivement donnés par (2.10)-(2.11),
trois configurations sont définies. Elles sont désignées par EC1, EC2 et EC3 avec EC3 un choix aléatoire
entre EC1 et EC2 noté random(EC1, EC2). Ces trois configurations s’écrivent

EC1 :


h∗

R = hHLL +
√

2δL
gδR

(
ηHLL − η(wHLL)

)
,

h∗
L = hHLL −

√
2δR
gδL

(
ηHLL − η(wHLL)

)
.

EC2 :


h∗

R = hHLL −
√

2δL
gδR

(
ηHLL − η(wHLL)

)
,

h∗
L = hHLL +

√
2δR
gδL

(
ηHLL − η(wHLL)

)
.

EC3 : random(EC1, EC2).

(2.51)

Le domaine [−1, 1] est discrétisé avec 400 cellules et la donnée initiale est

h0(x) =
{

3 si x < 0,5,
1 sinon,

u0(x) = 0. (2.52)

Des conditions de bords de type Neumann homogène sont imposées sur les deux frontières du domaine.
La solution exacte se compose d’une onde de détente et d’une onde de choc. La date finale de la
simulation est t = 0,1 et la Figure 2.2 montre les résultats comparés.
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Figure 2.2 – Résultats numériques à la date t = 0,1 pour la donnée initiale (2.52), avec la légende
(ECi)i∈{1,2,3} : solveurs du Lemme 2.3.2 avec les configurations (2.51), Relax : schéma de relaxation de
Suliciu [32] et HLLSE : solveur [118, Section b.ii].

Les trois configurations (ECi)i∈{1,2,3} donnent des résultats très similaires et conformes à la solution
exacte. Par conséquent, seule la configuration EC3 est conservée dans la suite.

Le second cas test illustre la procédure min(max(·, ·), ·) du Lemme 2.3.3 et pour lequel un choix
particulier de δL, δR est adopté. Tout d’abord, en considérant λL, λR, v∗ donnés par (2.50), δL et δR

sont respectivement définis par les égalités δL = (v∗−λL)/(λR−λL) et δR = (λR−v∗)/(λR−λL). Ensuite, les
valeurs de h∗

L et de h∗
R sont calculées à l’aide de la configuration EC3. Si h∗

L < 0 (resp. h∗
R) alors les

égalités δL = 0, δR = 1 (resp. δL = 1, δR = 0) sont imposées puis la procédure (2.27) est appliquée. Ce
procédé de sélection fait basculer les solveurs étudiés dans cette section vers le solveur HLL [118] aux
voisinages du bord de Ω ce qui assure la stabilité entropique dans de telles zones. Le domaine [−1, 1]
est discrétisé avec 400 cellules et la donnée initiale est

h0(x) = 0,1, u0(x) =
{

10 si x < 0,5,
0 sinon.

(2.53)

Des conditions de bords de type Neumann homogène sont imposées sur les deux frontières du domaine.
La solution exacte est constituée de deux ondes de chocs. La condition CFL est la même que celle
employée pour le cas test précédent. La date finale de la simulation est t = 0,1 et la Figure 2.3
rapporte les résultats comparés.
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Figure 2.3 – Résultats numériques à la date t = 0,1 pour la donnée initiale (2.53), avec la légende
EC3 : configuration EC3 couplée à la procédure de limitation détaillée dans le Lemme 2.3.3, Relax :
schéma de relaxation de Suliciu [32], HLLSE : solveur [118, Section b.ii].
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Les performances sont très satisfaisantes. En revanche, sans les techniques de limitations du Lemme
2.3.3, ce problème ne peut pas être simulé avec les solveurs du Lemme 2.3.2.

2.5.2 Les équations d’Euler

Les équations d’Euler (2.28) pour un gaz parfait diatomique (γ = 1,4) sont considérées dans cette
section et les schémas décrits dans le Lemme 2.4.4 sont illustrés. Pour toutes les interfaces du maillage
ayant de part et d’autre un état constant gauche wL et un état constant droit wR, on considère uHLL

donné par (2.32) et les quantités λR, λL et v∗ sont égales à

λL = min
α∈{L,R}

(
uα ±

√
γp(wα)/ρα, uα

)
, λR = max

α∈{L,R}

(
uα ±

√
γp(wα)/ρα, uα

)
, v∗ = uHLL, ∀(L,R).

(2.54)
Le pas de temps ∆t est choisi selon la condition CFL (2.9) et avec un nombre CFL égale à 0,5. Pour
chaque cas test, un des deux solveurs donnés par (2.44) est sélectionné aléatoirement.

Le premier cas test est le problème du tube à choc de Sod [198]. Le domaine spatial [0, 1] est
discrétisé avec 400 cellules. La condition initiale est

ρ0(x) =
{

1 si x < 0,5,
0,125 sinon,

u0(x) = 0, p0(x) =
{

1 si x < 0,5,
0,1 sinon.

(2.55)

Les conditions de bord aux deux extrémités du domaine sont de type Neumann homogène. La solution
exacte est composée d’une onde de détente connectée à un contact lui même connecté à une onde de
choc. La date finale de la simulation est t = 0,2 et la Figure 2.4 rapporte les résultats comparés.
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Figure 2.4 – Résultats numériques pour le cas test de Sod (2.55), à la date t = 0,2, avec la légende
EC : solveurs du Lemme 2.4.4, HLLC et HLLSE : schémas respectivement décrits dans [213]-[118,
Section b.ii].
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Les résultats des schémas du Lemme 2.4.4 sont très satisfaisants et conformes aux standards de la
littérature.

Le second cas test concerne la simulation des ondes de contact stationnaires. Comme précédemment,
le triplet λL, λR, v∗, vérifient (2.54) et la condition CFL sur le pas de temps est donnée par (2.9). La
condition initiale est

ρ0(x) =
{

1 si x < 0,5,
0,125 sinon,

u0(x) = 0, p0(x) = 1. (2.56)

Des conditions de bord de Neumann homogènes sont fixées aux deux extrémités du domaine. La solution
exacte est une onde contact stationnaire dont la discontinuité est localisée en x = 0. La date finale de
la simulation est t = 1,0. La Figure 2.5 montre les résultats graphiques et les erreurs numériques.
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Erreurs sur (ρ, u, p) pour la préservation des
contacts stationnaires.

ρ
L1 L2 L∞

EC 5,92E-02 1,49E-02 0,46E-00
HLLC 0,00E-00 0,00E-00 0,00E-00
HLLSE 4,34E-05 1,68E-07 8,18E-03

u
L1 L2 L∞

EC 4,16E-15 2,35E-29 8,07E-015
HLLC 0,00E-00 0,00E-00 0,00E-00
HLLSE 6,27E-05 4,39E-09 1,01E-04

p
L1 L2 L∞

EC 1,20E-015 1,97E-30 2,66E-015
HLLC 0,00E-00 0,00E-00 0,00E-00
HLLSE 6,74E-05 4,80E-09 8,17E-05

Figure 2.5 – Sur la gauche, résultats numériques à la date t = 1,0 pour le problème de préservation
des ondes de contact (2.56) avec la légende EC : solveurs du Lemme 2.4.4, HLLC, HLLSE : schémas
respectivement détaillés dans [213]-[118, Section b.ii]. Sur la droite, erreurs numériques commises sur
les variables ρ, u et p à la date t = 1,0.

Le schéma HLLC [213] préserve exactement la discontinuité de contact définie par la condition initiale
(2.56). Le schéma [118, Section b.ii] commet une erreur très faible sur la variable ρ et nettement infé-
rieure à l’erreur du premier ordre commise par les schémas du Lemme 2.4.4. Pour cette variable, les
schémas proposés dans le Lemme 2.4.4 sont plus sujets à la diffusion numérique que les schémas com-
parables déjà existants. En revanche, les schémas du Lemme 2.4.4 préservent exactement les quantités
u et p ce qui n’est pas le cas du schéma décrit dans [118, Section b.ii].

2.6 Synthèse et conclusion
Des schémas numériques de type Godunov pour les équations d’Euler et de Saint Venant homo-

gènes ont été introduits dans ce chapitre. Si aucun élément de la séquence (wn
i )i∈Z n’est pas dans

un voisinage immédiat du bord de Ω, les schémas développés satisfont une inégalité d’entropie locale
totalement discrète. Dans le cas contraire, la stabilité entropique pourrait être localement perdue. Ces
schémas numériques sont constitués de solveurs de Riemann ayant deux états intermédiaires constants.
Ces solveurs de Riemann sont définis par des équations quadratiques assurant par construction l’in-
égalité recherchée. Il est établi que ces équations quadratiques admettent toujours des solutions. Par
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conséquent, les schémas numériques obtenus sont simples et entièrement déterminés ce qui n’est pas
le cas par exemple d’un schéma comparable détaillé dans [118, Section b.ii]. Les deux solutions des
équations quadratiques donnent naissances à deux solveurs distincts. Ces deux solveurs produisent des
résultats numériques similaires, tous conformes aux standards de la littérature, mais parfois sujets à
la diffusion numérique.
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Chapitre 3

Solveurs de Riemann well-balanced et à
stabilité entropique locale pour les
systèmes de Saint Venant et de Ripa

Ce chapitre est consacré au développement de schémas de type Godunov pour approcher les solu-
tions des systèmes de Saint Venant et de Ripa respectivement introduits en Section 1.2.1 et 1.2.2. Pour
z : R → R une fonction régulière donnée, ces deux systèmes d’EDP avec terme source s’écrivent{

∂tw + ∂xf(w) = S(w)∂xz, t > 0, x ∈ R,
w(x, t = 0) = w0(x). (3.1)

L’inconnue w prend ses valeurs dans un espace convexe Ω inclus dans Rm et en notant ŵ = (w, z)T

dans Ω ×R, les solutions des systèmes de Saint Venant et de Ripa vérifient une inégalité d’entropie qui
s’écrit

∂tη̂(ŵ) + ∂xĜ(ŵ) ≤ 0. (3.2)
L’objectif de ce chapitre est de proposer des conditions suffisantes de stabilité entropique pour

l’approximation numérique des systèmes de Saint Venant et de Ripa. Si l’inégalité (2.4) donnée dans
le Chapitre 2 convient lorsque la fonction z est constante (voir la Proposition 2.1.1), elle devient
malheureusement inopérante dans le cas d’une fonction z régulière quelconque. En effet, l’introduction
d’une telle fonction z fait perdre la convexité des entropies or c’est cette convexité qui justifie l’inégalité
(2.4). Par conséquent, les conditions suffisantes de stabilité entropique dans le cas d’une fonction
z régulière quelconque demande une attention particulière. De plus, comme les systèmes considérés
dans ce chapitre possèdent un terme source, ces conditions de stabilité doivent nécessairement être
complétées par la propriété well-balanced qui assure la préservation des états stationnaires.

3.1 Schémas entropiques et well-balanced pour les équations de
Saint Venant

3.1.1 Condition suffisante de stabilité entropique locale

L’inconnue w du système de Saint Venant est notée (h, hu)T dans l’espace Ω ⊂ R2 tel que Ω ={
(h, hu) ∈ R2 |h ≥ 0, hu ∈ R

}
. Pour z : R → R une fonction régulière donnée, indépendante du temps,

le système d’équations s’écrit

∂t

(
h
hu

)
+ ∂x

(
hu

hu2 + gh2/2

)
=
(

0
−gh

)
∂xz. (3.3)

Par conséquent, la fonction de flux f : Ω → R2 et le terme source S : Ω → R2 des équations de Saint
Venant (3.3) sont respectivement donnés par

f(w) = (hu, hu2 + gh2/2)T,
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S(w) = (0,−gh)T.

Pour alléger les notations, la quantité ŵ = (w, z)T est introduite et par construction, cette quantité
prend ses valeurs dans un espace convexe Ω̂ qui s’écrit

Ω̂ =
{

(h, hu, z) ∈ R3 |h ≥ 0, hu ∈ R, z ∈ R
}
.

De plus, les solutions du système de Saint Venant (3.3) vérifient une inégalité d’entropie (3.2) pour le
couple entropie, flux d’entropie (η̂, Ĝ) défini par :

η̂(ŵ) = (hu)2

2h + gh2

2 + ghz, Ĝ(ŵ) = (hu)3

2h2 + g(hu)(h+ z), ∀ŵ ∈ Ω̂. (3.4)

Pour décrire le couple (η̂, Ĝ) donné ci-dessus, des fonctions η et G à valeurs dans R sont considérées.
Ces fonctions s’écrivent

η(w) = (hu)2

2h + gh2

2 , G(w) = (hu)3

2h2 + gh(hu), ∀w ∈ Ω. (3.5)

Les fonctions (η,G) ainsi définies forment un couple entropie, flux d’entropie du système de Saint
Venant (3.3) dans le cas particulier où la fonction z est constante. Un calcul direct montre de plus que
la fonction w 7→ η(w) est strictement convexe. Avec ces quantités ainsi définies, il suit immédiatement

η̂(ŵ) = η(w) + ghz, Ĝ(ŵ) = G(w) + g(hu)z, ∀ŵ ∈ Ω̂.

D’après la section 1.4.4, l’approximation numérique des solutions du système de Saint Venant (3.3)
nécessite d’abord une discrétisation de la fonction z donnée sous la forme

zi = 1
∆x

∫ x
i+ 1

2

x
i− 1

2

z(x) dx, ∀i ∈ Z.

Ensuite, les solutions du système (3.3) sont approchées par un schéma de type Godunov. Ce schéma
est défini par la donnée d’un solveur de Riemann w̃ : R × Ω̂ × Ω̂ → Ω qui satisfait la relation de
consistance intégrale (1.63). En complétant cette donnée par la notation ŵn

i = (hn
i , h

n
i u

n
i , zi)T dans Ω̂

et par

ξn
i+ 1

2
: (x, t) 7→

x− xi+ 1
2

tn + t
, ∀(i, n, x, t) ∈ Z × N×]xi, xi+1[×[0,∆t],

un schéma numérique de type Godunov pour le système de Saint Venant (3.3) s’écrit pour tout i dans
Z

wn+1
i = 1

∆x

∫ xi

x
i− 1

2

w̃
(
ξn

i− 1
2
(x,∆t), ŵn

i−1, ŵ
n
i

)
dx+ 1

∆x

∫ x
i+ 1

2

xi

w̃
(
ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1
)

dx. (3.6)

Enfin, pour (Ŝn
i+1/2)i∈Z une séquence de R2 qui vérifie la condition de consistance (1.62), la Définition

1.4.4.1 assure l’existence d’une fonction σ̂ : (Ω̂)2 → R telle que

Ŝn
i+ 1

2
=
(

0
σ̂(ŵn

i , ŵ
n
i+1)

)
zi+1 − zi

∆x , σ̂(ŵ, ŵ) = −gh, ∀(i, ŵ) ∈ Z × Ω̂. (3.7)

La fonction σ̂ est formellement un paramètre libre qui peut être choisi arbitrairement sous réserve de
satisfaire la relation de consistance σ̂(ŵ, ŵ) = −gh. D’après l’expression (3.7), cette fonction σ̂ définie
totalement la séquence (Ŝn

i+1/2)i∈Z et puisqu’il n’y a pas de confusion possible, la notation suivante est
désormais adoptée :

ŝi+ 1
2

= σ̂(ŵn
i , ŵ

n
i+1)zi+1 − zi

∆x , ∀i ∈ Z.
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En s’appuyant sur la donnée d’une telle séquence (Ŝn
i+1/2)i∈Z, le Lemme 1.4.4.1 permet une réécriture

équivalente du schéma de type Godunov (3.6) sous la forme

wn+1
i = wn

i − ∆t
∆x

(
F̂(ŵn

i , ŵ
n
i+1) − F̂(ŵn

i−1, ŵ
n
i )
)

+ ∆t
2
(
Ŝn

i+ 1
2

+ Ŝn
i− 1

2

)
, ∀i ∈ Z,

avec,

F̂(ŵn
i , ŵ

n
i+1) =

f(wn
i+1) + f(wn

i )
2 − ∆x

4∆t
(
wn

i+1 − wn
i

)
+ 1

2∆t

∫ xi+1

x
i+ 1

2

w̃
(
ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1) dx

− 1
2∆t

∫ x
i+ 1

2

xi

w̃(ξn
i+ 1

2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1) dx.

(3.8)
L’objectif de cette section est de proposer une condition suffisante de stabilité entropique locale i.e

à chaque interface du maillage et pour le couple (η̂, Ĝ) défini par (3.4). Comme le système de Saint
Venant (3.3) possède un terme source, cette proposition doit aussi s’articuler avec la préservation des
solutions stationnaires. Cette préservation est assurée par la propriété well-balanced qui est maintenant
définie.

Définition 3.1.1.1 (Équilibre local et schéma well-balanced pour les équations de Saint Venant (3.3)).
Considérons les équations de Saint Venant (3.3) complétées par la notation

B̂(ŵ) = u2

2 + g(h+ z), ∀ŵ ∈ Ω̂.

À la date tn, considérons ŵn
i et ŵn

i+1 deux états constants dans Ω̂ respectivement à gauche et à droite
de l’interface xi+ 1

2
.

i) Les deux états ŵn
i et ŵn

i+1 sont dits à l’équilibre local pour les équilibres mouvants si

hn
i u

n
i = hn

i+1u
n
i+1, B̂(ŵn

i ) = B̂(ŵn
i+1). (3.9)

ii) Les deux états ŵn
i et ŵn

i+1 sont dits à l’équilibre local pour le lac au repos si

un
i = un

i+1 = 0, hn
i + zi = hn

i+1 + zi+1. (3.10)

iii) Un schéma numérique de type Godunov (3.6) est dit well-balanced pour les équilibres mouvants
s’il préserve exactement une séquence (ŵn

i )i∈Z qui satisfait à chaque interface du maillage un
équilibre local (3.9). Cette propriété s’écrit

si ∀i ∈ Z

 hn
i u

n
i = hn

i+1u
n
i+1,

B̂(ŵn
i ) = B̂(ŵn

i+1),
alors wn+1

i = wn
i , ∀i ∈ Z.

Un schéma numérique well-balanced pour le lac au repos s’énonce mutadis mutandis en considé-
rant les équilibres locaux (3.10). Cette propriété s’écrit dans ce cas

si ∀i ∈ Z

 un
i = un

i+1 = 0,

hn
i + zi = hn

i+1 + zi+1,
alors wn+1

i = wn
i , ∀i ∈ Z.

D’après les égalités (3.9)-(3.10), les équilibres locaux des équations de Saint Venant (3.3) sont
caractérisés par la continuité de hu pour tout doublet (zi, zi+1) dans (R)2. Lorsque zi et zi+1 sont
égaux, la continuité de h est également vérifiée pour le cas du lac au repos (3.10). Ainsi, dans ce
mémoire de thèse, on suppose que les équilibres mouvants locaux (3.9) vérifient également la continuité
de h lorsque zi et zi+1 sont égaux. Cette hypothèse s’écrit

si


zi = zi+1

hn
i u

n
i = hn

i+1u
n
i+1,

B̂(ŵn
i ) = B̂(ŵn

i+1),

alors hn
i = hn

i+1. (3.11)
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En dehors des singularités, le Lemme A.1-ii) donné en Annexe A établit que les solutions stationnaires
régulières du système de Saint Venant (3.3) vérifient un analogue continu des égalités (3.11). Ces
inégalités signifient formellement que si z est localement constante alors les solutions stationnaires
régulières sont nécessairement les constantes de Ω̂.

Avec la Définition 3.1.1.1, il est maintenant possible de donner une condition suffisante à la propriété
well-balanced. Cette condition est par exemple détaillée dans [25, 165, 166] et elle est rappelée dans la
proposition suivante qui donne également une condition suffisante de stabilité entropique locale pour
le couple (η̂, Ĝ) défini par (3.4).

Proposition 3.1.1.1 (Solveur de Riemann entropique et well-balanced pour le système de Saint Ve-
nant). Considérons le couple de fonctions (η,G) à valeurs dans R donné par (3.5). Soient (Ŝn

i+1/2)i∈Z

une suite de R2 et un solveur de Riemann w̃ : R× Ω̂× Ω̂ → Ω satisfaisant respectivement les conditions
de consistances des Définitions 1.4.4.1 et 1.4.4.2. Notons Fh

i+1/2 le flux numérique de la variable h

donné par la première composante de F̂(ŵn
i , ŵ

n
i+1) défini dans (3.8). Supposons qu’une condition CFL

de non interaction est satisfaite.
i) Si le solveur de Riemann vérifie la relation de consistance intégrale

1
∆x

∫ xi+1

xi

w̃(ξn
i+ 1

2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1) dx =

wn
i + wn

i+1
2 − ∆t

∆x(f(wn
i+1) − f(wn

i )) + ∆tŜn
i+ 1

2
, ∀i ∈ Z,

(3.12)
alors le schéma de type Godunov (3.6) est consistant avec les équations de Saint Venant (3.3).

ii) Si le solveur de Riemann satisfait l’inégalité

1
∆x

∫ xi+1

xi

η
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1)

)
dx ≤

η(wn
i ) + η(wn

i+1)
2 − ∆t

∆x
(
G(wn

i+1) −G(wn
i )
)

− g
∆t
∆x(zi+1 − zi)Fh

i+ 1
2
, ∀i ∈ Z, (3.13)

alors le schéma de type Godunov (3.6) vérifie une inégalité d’entropie discrète locale pour le couple
(η̂, Ĝ) défini dans (3.4). Cette inégalité s’écrit

η̂(ŵn+1
i ) − η̂(ŵn

i )
∆t +

Ĝi+ 1
2

− Ĝi− 1
2

∆x ≤ 0, ∀i ∈ Z, (3.14)

avec,

Ĝi+ 1
2

=
G(wn

i+1) +G(wn
i )

2 + gFh
i+ 1

2

zi+1 + zi

2 − ∆x
4∆t

(
η(wn

i+1) − η(wn
i )
)

+ 1
2∆t

∫ xi+1

x
i+ 1

2

η
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1)

)
dx

− 1
2∆t

∫ x
i+ 1

2

xi

η
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1)

)
dx.

(3.15)

iii) Si le solveur de Riemann satisfait

w̃(ξn
i+ 1

2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1) =

w
n
i si x− xi+ 1

2
< 0,

wn
i+1 sinon,

∀i ∈ Z, (3.16)

dès que la séquence (ŵn
i )i∈Z vérifie, à chaque interface du maillage, un équilibre local pour les

équilibres mouvants (3.9) (resp. pour le lac au repos (3.10)) alors le schéma de type Godunov
(3.6) est well-balanced pour les équilibres mouvants (resp. pour le lac au repos).
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Démonstration. Concernant l’assertion i), d’après l’expression de Ŝn
i+1/2 donnée par (3.7) et comme z

est régulière, il est clair que Ŝn
i+1/2 est consistant avec (0,−gh∂xz)T et il vérifie de plus

Ŝ(ŵ, ŵ) = 0, ∀ŵ ∈ Ω̂. (3.17)

Par conséquent, un solveur de Riemann qui vérifie la relation de consistance intégrale (3.12) donne un
schéma consistant.

Pour montrer l’assertion ii), considérons la fonction w 7→ η(w) définie par (3.5). Comme cette
fonction est convexe et qu’elle satisfait les conditions décrites dans [173], l’inégalité de Jensen appliquée
au schéma de type Godunov (3.6) donne

η(wn+1
i ) ≤

1
2∆x

∫ x
i+ 1

2

xi

η
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1)

)
dx+ 1

2∆x

∫ xi

x
i− 1

2

η
(
w̃(ξn

i− 1
2
(x,∆t), ŵn

i−1, ŵ
n
i )
)

dx

+ 1
2∆x

∫ xi

xi−1
η
(
w̃(ξn

i− 1
2
(x,∆t), ŵn

i−1, ŵ
n
i )
)

dx+ 1
2∆x

∫ xi+1

xi

η
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1)

)
dx

− 1
2∆x

∫ x
i− 1

2

xi−1
η
(
w̃(ξn

i− 1
2
(x,∆t), ŵn

i−1, ŵ
n
i )
)

dx− 1
2∆x

∫ xi+1

x
i+ 1

2

η
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1)

)
dx.

En utilisant l’inégalité (3.13) dans l’inégalité ci-dessus, il suit

η(wn+1
i ) ≤

1
2∆x

∫ x
i+ 1

2

xi

η
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1)

)
dx+ 1

2∆x

∫ xi

x
i− 1

2

η
(
w̃(ξn

i− 1
2
(x,∆t), ŵn

i−1, ŵ
n
i )
)

dx

+ 1
2
(η(wn

i−1) + η(wn
i )

2 − ∆t
∆x

(
G(wn

i ) −G(wn
i−1)

)
− ∆t

∆xg(zi − zi−1)Fh
i− 1

2

)
+ 1

2
(η(wn

i ) + η(wn
i+1)

2 − ∆t
∆x

(
G(wn

i+1) −G(wn
i )
)

− ∆t
∆xg(zi+1 − zi)Fh

i+ 1
2

)
− 1

2∆x

∫ x
i− 1

2

xi−1
η
(
w̃(ξn

i− 1
2
(x,∆t), ŵn

i−1, ŵ
n
i )
)

dx− 1
2∆x

∫ xi+1

x
i+ 1

2

η
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1)

)
dx.

(3.18)

Par ailleurs, comme il n’y a pas de contribution du terme source pour la première équation du système
de Saint Venant (3.3), le schéma numérique pour la variable h s’écrit

hn+1
i = hn

i − ∆t
∆x

(
Fh

i+ 1
2

− Fh
i− 1

2

)
, ∀i ∈ Z. (3.19)

En multipliant l’équation (3.19) par gzi puis en additionnant le résultat à l’inégalité (3.18), on obtient
une inégalité de la forme

η(wn+1
i ) + ghn+1

i zi ≤ η(wn
i ) + ghn

i zi − ∆t
∆x

(
Ĝi+ 1

2
− Ĝi− 1

2

)
, ∀i ∈ Z,

avec Ĝi+ 1
2

défini par (3.15). Comme un calcul immédiat montre que η̂(ŵ) = η(w) + ghz et puisque la
fonction z est indépendante du temps, cette dernière inégalité se récrit sous la forme de (3.14). Avant
de conclure la preuve de l’assertion ii), il faut maintenant s’assurer que la quantité Ĝi+ 1

2
donnée par

(3.15) est consistante avec Ĝ définie par (3.5).
En considérant l’égalité de consistance w̃(ξ, ŵ, ŵ) = w donnée par la Définition 1.4.4.2-iii) ainsi

que la consistance du flux numérique Fh
i+ 1

2
, il suit

Ĝ(ŵ, ŵ) = G(w) +G(w)
2 + gFh(w,w)z − ∆x

4∆t (η(w) − η(w))
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+ 1
2∆t

∫ xi+1

x
i+ 1

2

η
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵ, ŵ)

)
dx− 1

2∆t

∫ x
i+ 1

2

xi

η
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵ, ŵ)

)
dx,

= G(w) + g(hu)z + 1
2∆t

∫ xi+1

x
i+ 1

2

η(w) dx− 1
2∆t

∫ x
i+ 1

2

xi

η(w) dx,

= G(w) + g(hu)z.

Puisqu’un calcul direct montre que Ĝ(ŵ) = G(w) + g(hu)z, cette dernière égalité termine de montrer
l’assertion ii).

Enfin, pour l’assertion iii), supposons que la séquence (ŵn
i )i∈Z est telle qu’un équilibre local est

satisfait à chaque interface du maillage. Dans ce cas, en utilisant la condition (3.16) dans un schéma
de type Godunov (3.6), il suit

wn+1
i = 1

∆x

∫ xi

x
i− 1

2

w̃(ξn
i− 1

2
(x,∆t), ŵn

i−1, ŵ
n
i ) dx+ 1

∆x

∫ x
i+ 1

2

xi

w̃(ξn
i+ 1

2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1) dx,

= 1
∆x

∫ xi

x
i− 1

2

wn
i dx+ 1

∆x

∫ x
i+ 1

2

xi

wn
i dx,

= wn
i .

D’après la Définition 3.1.1.1-iii), cette dernière égalité donne la propriété well-balanced annoncée ce
qui conclut la preuve.

Comme l’entropie ŵ 7→ η̂(ŵ) définie dans (3.4) n’est pas convexe, la preuve de l’inégalité d’entropie
discrète (3.14) s’appuie sur la condition suffisante (3.13) mais également sur l’égalité (3.19) issue du
schéma numérique. Cette preuve trouve des similitudes avec un calcul évoqué dans [32, Section 4.4]
mais l’originalité de la Proposition 3.1.1.1 tient à la définition de l’inégalité (3.13). Cette inégalité est
une extension de (2.4) au cas d’une fonction z quelconque et son utilisation dans la définition d’un
solveur de Riemann assure la stabilité entropique discrète locale (3.14).

Ainsi, la section suivante est consacrée à la construction d’un solveur de Riemann constant par
morceaux à deux états intermédiaires symétriques satisfaisant la relation de consistance intégrale (3.12)
et l’inégalité d’entropie locale (3.13).

3.1.2 Solveur de Riemann à deux états intermédiaires symétriques, consistant et
entropique

Pour définir un solveur de Riemann à deux états intermédiaires symétriques, les notations suivantes
sont tout d’abord adoptées

tn = 0,

xi+ 1
2

= 0,

(wn
i , zi) = (wL, zL) = ŵL,

(wn
i+1, zi+1) = (wR, zR) = ŵR,

ŝi+ 1
2

= ŝLR.

(3.20)

Ensuite, en considérant un réel λ > 0, une condition CFL est donnée par les inégalités

λ ≥ max
α∈{L,R}

∣∣∣uα ±
√
ghα

∣∣∣ et λ∆t
∆x ≤ 1

2 . (3.21)

Les inégalités ci-dessus sont supposées vérifiées et par conséquent, il est possible de définir un solveur
de Riemann constant par morceaux à deux états intermédiaires symétriques. Un tel solveur est noté
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w̃(·, ŵL, ŵR) : R → R2 et il s’écrit

w̃(x/∆t, ŵL, ŵR) =



wL si x

∆t ≤ −λ,

w∗
L si − λ <

x

∆t ≤ 0,

w∗
R si 0 < x

∆t ≤ λ,

wR si λ <
x

∆t .

(3.22)

Comme l’illustre la Figure 3.1, les solveurs ci-dessus sont des versions simplifiées des solveurs (2.12)
utilisés dans le Chapitre 2. Les solveurs de Riemann (2.12) pourraient être employés dans ce chapitre
à condition d’imposer v∗ = 0.

Enfin, le doublet (wHLL, ηHLL) dans R2 × R est considéré et ses éléments se lisent respectivement

wHLL = (hHLL, (hu)HLL)T = wR + wL

2 − f(wR) − f(wL)
2λ ,

ηHLL = η(wR) + η(wL)
2 − G(wR) −G(wL)

2λ .

(3.23a)

(3.23b)

Avec ces notations, le Lemme 2.3.1 permet de déduire que si les inégalités (3.21) sont satisfaites et si
hL et hR sont strictement positifs (resp. positifs) alors hHLL est strictement positif (resp. positif). De
plus, l’inégalité η(wHLL) ≤ ηHLL est toujours vérifiée dès lors que λ satisfait (3.21).

∆t

x
0

t

wL, zL

−λ w∗
L w∗

R

wR, zR

λ

Figure 3.1 – Solveur de Riemann approché constitué de deux états intermédiaires symétriques
constants w∗

L et w∗
R représentés dans le plan (x, t).

Ainsi, les états intermédiaires w∗
L et w∗

R du solveur de Riemann (3.22) doivent être déterminés et
ils sont notés

w∗
α = (h∗

α, h
∗
αu

∗
α)T, ∀α ∈ {L,R} .

On définit maintenant un solveur de Riemann de la forme (3.22) en considérant la relation de consis-
tance intégrale (3.12) et une équation supplémentaire obtenue en posant l’égalité des deux membres
de (3.13). Le lemme ci-dessous présente les équations vérifiées par w∗

L et w∗
R.

Lemme 3.1.2.1. Soient ŵL, ŵR deux états constants de l’intérieur de Ω̂, ŝLR une discrétisation
consistante de 1

∆x

∫ ∆x/2
−∆x/2(−gh∂xz) dx au sens de l’expression (3.7) et w̃(·, ŵL, ŵR) : R → R2 un solveur

de Riemann de la forme (3.22). Considérons les couples (η̂, Ĝ) et (η,G) respectivement donnés par
(3.4), (3.5). Supposons que la condition CFL de non interaction (3.21) est satisfaite.

Considérons wHLL défini dans (3.23a) et notons

hHLLûHLL = (hu)HLL + ∆xŝLR

2λ , (3.24a)

ŵHLL =
(
hHLL, hHLLûHLL,

zL + zR

2
)T
, (3.24b)
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η̂HLL = η̂(ŵR) + η̂(ŵL)
2 − Ĝ(ŵR) − Ĝ(ŵL)

2λ . (3.24c)

Il y a équivalence entre les égalités

1
∆x

∫ ∆x
2

− ∆x
2

w̃(x/∆t, ŵL, ŵR) dx = wL + wR

2 − ∆t
∆x(f(wR) − f(wL)) + ∆t (0, ŝLR)T,

1
∆x

∫ ∆x
2

− ∆x
2

η
(
w̃(x/∆t, ŵL, ŵR)

)
dx =

η(wL) + η(wR)
2 − ∆t

∆x (G(wR) −G(wL)) − g
∆t
∆x(zR − zL)Fh

LR,

(3.25a)

(3.25b)

et les égalités

h∗
L + h∗

R

2 = hHLL,

h∗
Lu

∗
L + h∗

Ru
∗
R

2 = hHLLûHLL,

h∗
Lh

∗
R

8hHLL (u∗
R − u∗

L)2 + g

8(h∗
R − h∗

L + zR − zL)2 = η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g

8(zR − zL)2.

(3.26a)

(3.26b)

(3.26c)

Avant de procéder à la démonstration du lemme ci-dessus, il est important de souligner que la quan-
tité hHLLûHLL définie dans (3.24a) est paramétrée par la donnée de ŝLR. Cette donnée doit satisfaire la
condition de consistante rappelée dans (3.7) et des expressions possibles seront proposées dans la suite
de ce mémoire de thèse. Avec cette remarque, la démonstration du Lemme 3.1.2.1 peut désormais être
établie.

Démonstration du Lemme 3.1.2.1. Dans un premier temps, on montre que le système d’équations
(3.25) implique le système (3.26), Puisqu’une condition CFL de non interaction est vérifiée et en
notant ν = λ∆t/∆x, il est possible de récrire de manière équivalente le membre de gauche de l’équation
(3.25a) de la façon suivante :

1
∆x

∫ ∆x
2

− ∆x
2

w̃ (x/∆t, ŵL, ŵR) dx

= 1
∆x

∫ −λ∆t

− ∆x
2

wL dx+ 1
∆x

∫ 0

−λ∆t
w∗

L dx+ 1
∆x

∫ λ∆t

0
w∗

R dx+ 1
∆x

∫ ∆x
2

λ∆t
wR dx,

= (−ν + 1/2)wL + νw∗
L + νw∗

R + (1/2 − ν)wR.

Par conséquent, l’équation (3.25a) est équivalente à

(−ν + 1/2)wL + νw∗
L + νw∗

R + (1/2 − ν)wR = wL + wR

2 − ν
f(wR) − f(wL)

λ
+ ν (0,∆xŝLR/λ, 0)T.

En écrivant composante par composante l’équation ci-dessus puis en divisant de part et d’autre par
2ν, on en déduit les équations (3.26a)-(3.26b).

Il s’agit maintenant de récrire l’équation (3.25b). En développant l’intégrale du membre de gauche
de (3.25b) et en conservant la notation ν = λ∆t/∆x, il suit

1
∆x

∫ ∆x
2

− ∆x
2

η (w̃ (x/∆t, ŵL, ŵR)) dx

= 1
∆x

∫ −λ∆t

− ∆x
2

η(wL) dx+ 1
∆x

∫ 0

−λ∆t
η(w∗

L) dx+ 1
∆x

∫ λ∆t

0
η(w∗

R) dx+ 1
∆x

∫ ∆x
2

λ∆t
η(wR) dx,

= (−ν + 1/2)η(wL) + νη(w∗
L) + νη(w∗

R) + (1/2 − ν)η(wR).
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Avec l’expression ci-dessus, l’équation (3.25b) est équivalente à

(−ν + 1/2)η(wL) + νη(w∗
L) + νη(w∗

R) + (1/2 − ν)η(wR) =
η(wL) + η(wR)

2 − ν
G(wR) −G(wL)

λ
− gν

zR − zL

λ
Fh

LR.

En multipliant cette égalité par 1/(2ν) > 0 et en utilisant la quantité ηHLL définie dans (3.23b), on
obtient une nouvelle forme équivalente de l’équation (3.25b) donnée par

η(w∗
L) + η(w∗

R)
2 = ηHLL − g

zR − zL

2λ Fh
LR. (3.27)

Pour récrire le flux numérique Fh
LR, la notation [·] = ·R − ·L est maintenant adoptée. D’après la forme

du solveur de Riemann (3.22), cette quantité s’écrit

Fh
LR = (hu)R + (hu)L

2 − λ

2 [h] + λ

2 [h∗].

Par conséquent, et en utilisant la définition de hHLL énoncée dans (3.23a), il suit

− [z]
2λFh

LR = − [z][h∗]
4 + [z]

4
(
[h] − (hu)L + (hu)R

λ

)
,

= − [z][h∗]
4 + zRhR + zLhL

2 − zL + zR

2 hHLL − [huz]
2λ .

À présent, et en introduisant l’expression ci-dessus dans l’équation (3.27) à l’aide de η̂HLL défini par
(3.24c) puis en explicitant les expressions de η(w∗

L) et de η(w∗
R), on obtient

h∗
R(u∗

R)2 + h∗
L(u∗

L)2

4 + g
(h∗

L)2 + (h∗
R)2

4 + g

4[z][h∗] = η̂HLL − g
zL + zR

2 hHLL. (3.28)

De plus, en élevant au carré l’équation (3.26a) puis en multipliant le résultat par g/2, il est possible
d’écrire

g

8(h∗
L + h∗

R)2 = g

2(hHLL)2.

Ainsi, en soustrayant l’équation ci-dessus à l’équation (3.28), il suit

h∗
R(u∗

R)2 + h∗
L(u∗

L)2

4 + g

8[h∗]2 + g

4[z][h∗] = η̂HLL − g

2(hHLL)2 − g
zL + zR

2 hHLL. (3.29)

L’étape de simplification suivante consiste à récrire la quantité h∗
L(u∗

L)2 + h∗
R(u∗

R)2 pour montrer que
l’équation (3.29) est équivalente à

h∗
Rh

∗
L[u∗]2

8hHLL + g

8[h∗]2 + g

4[h∗][z] = η̂HLL − η̂(ŵHLL). (3.30)

En utilisant les équations (3.26a)-(3.26b) il vient

h∗
L(u∗

L)2 + h∗
R(u∗

R)2

4 = h∗
L(u∗

L)2 + h∗
R(u∗

R)2

4
h∗

L + h∗
R

2hHLL ,

= (h∗
Lu

∗
L)2 + 2h∗

Lu
∗
Lh

∗
Ru

∗
R + (h∗

Ru
∗
R)2 + h∗

Rh
∗
L[u∗]2

8hHLL ,

= 1
2hHLL

(h∗
Lu

∗
L + h∗

Ru
∗
R

2
)2

+ h∗
Lh

∗
R[u∗]2

8hHLL ,

= (hHLLûHLL)2

2hHLL + h∗
Lh

∗
R[u∗]2

8hHLL .

(3.31)

En introduisant le résultat ci-dessus dans l’équation (3.29), il suit finalement que l’équation (3.25b)
est équivalente à l’équation (3.30). En ajoutant g[z]2/8 de part et d’autre de l’équation (3.30), on en
déduit l’équation (3.26c) ce qui termine de montrer que le système (3.25) implique le système (3.26).
La réciproque est immédiate.
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Les résultats du lemme ci-dessus sont donnés avec ŵL et ŵR dans l’intérieur de Ω̂ ce qui signifie
formellement hL ≫ 0 et hR ≫ 0. L’étude des cas hL ou hR proches de zéro est appelée transition en
zones sèches et zones mouillées (sèches-mouillées) et elle demande une attention particulière [15, 164,
166]. En effet, la quantité ûHLL donnée dans (3.24a) est définie à une multiplication près par hHLL.
Comme hHLL est nul si et seulement si hL = 0 et hR = 0, la convention admise dans [15, 164, 166]
impose de définir ûHLL dans R par une disjonction de cas qui s’écrit

ûHLL =


0, si hL = 0 et hR = 0,

(hu)HLL + ∆xŝLR/2λ

hHLL , sinon.
(3.32)

D’une manière générale, les transitions en zones sèches-mouillées seront traitées mais comme elles ne
constituent pas le sujet principal de ce mémoire de thèse, les résultats intermédiaires sont donnés
en considérant ŵL et ŵR dans l’intérieur de Ω̂. Dans ce cas, les définitions (3.24a) et (3.32) sont
équivalentes.

Les équations (3.25) sont retenues car d’après la Proposition 3.1.1.1-i)-ii), elles sont suffisantes à la
consistance et à la stabilité entropique du schéma de type Godunov associé au solveur de Riemann. À
partir des ces équations, le Lemme 3.1.2.1 établi un système de trois équations (3.26) qui se composent
de quatre inconnues h∗

L, h∗
R, u∗

L, u∗
R et d’un paramètre ŝLR. Par conséquent, le système d’équations

(3.26) qui défini w∗
L et w∗

R est sous-déterminé.
Le paramètre ŝLR intervient notamment dans la quantité η̂HLL − η̂(ŵHLL)+g(zR−zL)2/8 qui définie le

membre de droite de l’équation quadratique (3.26c). D’après son expression, il est clair que le caractère
bien posé de l’équation (3.26c) requière l’inégalité

η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g(zR − zL)2

8 ≥ 0. (3.33)

Bien que cette inégalité ne peut pas être établie à ce stade, il est néanmoins possible de donner deux
propriétés.

Lemme 3.1.2.2 (Propriétés de η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g(zR−zL)2/8). Soient ŵL, ŵR deux états constants de
l’intérieur de Ω̂, Considérons les couples (η̂, Ĝ) et (η,G) respectivement donnés par (3.4), (3.5) ainsi
que les quantités (ŵHLL, η̂HLL) et (wHLL, ηHLL) respectivement définies dans (3.24) et dans (3.23). En
supposant que la condition CFL de non interaction (3.21) est satisfaite, les assertions suivantes sont
vérifiées.
i) Si ŝLR est consistant avec 1

∆x

∫ ∆x/2
−∆x/2(−gh∂xz) dx au sens de l’expression (3.7) alors(

η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g

8(zR − zL)2
)∣∣∣

zL=zR

= ηHLL − η(wHLL) ≥ 0. (3.34)

ii) Pour toute quantité ŝLR donnée, l’estimation suivante est satisfaite :

η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g

8(zR − zL)2 =

hRhL(uR − uL)2

4(hL + hR) + g

8(hR − hL + zR − zL)2

− (uR − uL)2hRhL(hLuR − hRuL)
4λ(hL + hR)2 − hLuL + hRuR

4λ
(
g(zR − zL) + ∆xŝLR

hHLL

)
+ O

( 1
λ2

)
.

(3.35)

Démonstration. Pour l’assertion i), si ŝLR est consistant alors lorsque zL = zR, l’égalité ŝLR|zL=zR = 0
est satisfaite. Dans ce cas, un calcul immédiat qui utilise la démonstration du Lemme 3.1.2.1 permet
de montrer que (

η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g

8[z]2
)∣∣∣

[z]=0
= ηHLL − η(wHLL).
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Comme la condition CFL (3.21) est satisfaite, l’inégalité ηHLL − η
(
wHLL) ≥ 0 est assurée par la

définition du schéma HLL rappelée en Section 1.4.3.
Concernant l’assertion ii), en utilisant la notation [·] = ·R − ·L puis en développant les expressions

des quantités ûHLL, η̂HLL, η̂(ŵHLL) définies dans (3.24), il suit

η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g

8[z]2 = η̂HLL −
(
(hu)HLL + ∆xŝLR/2λ

)2
2hHLL − g

2(hHLL)2 − ghHLL zL + zR

2 + g

8[z]2,

= ηHLL + g
hLzL + hRzR

2 − g
[huz]

2λ − η(wHLL) − ghHLL zL + zR

2

− (hu)HLL

hHLL
∆xŝLR

2λ − 1
8hHLL

(∆xŝLR

λ

)2
+ g

8[z]2,

= ηHLL − η(wHLL) + g

4[z][h] + g

8[z]2

− g

4λ [z]
(
hLuL + hRuR

)
− (hu)HLL

hHLL
∆xŝLR

2λ − 1
8hHLL

(∆xŝLR

λ

)2
.

(3.36)
L’objectif à ce stade est de faire un développement limité du terme de droite de l’expression ci-dessus
en considérant que λ tend vers l’infini.

En notant q = hu et en développant les expressions de wHLL et de ηHLL respectivement données
dans (3.23a)-(3.23b), on obtient tout d’abord

ηHLL − η(wHLL) = q2
L

4hL
+ q2

R

4hR
+ g(h2

L + h2
R)

4 − [G]
2λ − g

8

(
hR + hL − [q]

λ

)2
−
(
(hu)HLL)2

2hHLL . (3.37)

Ensuite, il est nécessaire de développer la quantité
(

(hu)HLL
)2
/(2hHLL) dans l’expression ci-dessus. En

utilisant les définitions de hHLL et de (hu)HLL données par (3.23a), on a immédiatement

(hu)HLL = qL + qR

2 − 1
2λ [hu2 + gh2/2],

1
2hHLL = 1

(hL + hR)
(
1 − [q]

λ(hR+hL)

) .
(3.38a)

(3.38b)

En élevant au carré l’expression (3.38a) et en interprétant la quantité 1/
(

1− [q]
λ(hR+hL)

)
comme une série

géométrique, il vient

(
(hu)HLL)2 =

(qL + qR

2
)2 − 1

2λ
(
qL + qR

)
[hu2 + g

2h
2] + O

( 1
λ2

)
,

1
1 − [q]

λ(hR+hL)

= 1 + [q]
λ(hL + hR) + O

( 1
λ2

)
.

(3.39a)

(3.39b)

Par conséquent, en s’appuyant sur les deux égalités ci-dessus pour développer la quantité(
(hu)HLL

)2
/(2hHLL) puis en introduisant le résultat dans l’expression de ηHLL − η(wHLL) donnée par

(3.37), il suit

ηHLL − η(wHLL) = q2
L

4hL
+ q2

R

4hR
− (qL + qR)2

4(hL + hR) + g

8[h]2 − [G]
2λ + g

4(hL + hR) [q]
λ

− (qL + qR)2[q]
4λ(hL + hR)2 +

(qL + qR)[hu2 + g
2h

2]
2λ(hL + hR) + O

( 1
λ2

)
,

= hRhL[u]2

4(hL + hR) + g

8[h]2 − [u]2hRhL(hLuR − hRuL)
4λ(hL + hR)2 + O

( 1
λ2

)
.
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En utilisant les expressions (3.38), il est également possible de développer (hu)HLL/hHLL et 1/hHLL dans
l’équation (3.36) puis en introduisant l’estimation ci-dessus dans le résultat, on en déduit

η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g

8[z]2 =

hRhL[u]2

4(hL + hR) + g

8[h+ z]2 − [u]2hRhL(hLuR − hRuL)
4λ(hL + hR)2 − hLuL + hRuR

4λ

(
g[z] + ∆xŝLR

hHLL

)
+ O

( 1
λ2

)
.

Puisque cette dernière expression correspond à l’estimation annoncée, ceci conclut la preuve.

Le lemme ci-dessus souligne le rôle du paramètre ŝLR dans l’obtention de l’inégalité (3.33). Lorsque
zL et zR sont égaux, la consistance de ŝLR et la condition CFL (3.21) suffisent à obtenir l’inégalité
souhaitée. En revanche, et d’après l’estimation (3.35), la satisfaction de l’inégalité (3.33) dans le cas
zR ̸= zL dépend de la quantité ŝLR. Ainsi, cette quantité doit être choisie pour assurer la consistance
d’une part et pour obtenir l’inégalité (3.33) d’autre part.

Une expression de ŝLR et une équation de fermeture au système sous-déterminé (3.26) sont pro-
posées dans la prochaine section afin d’obtenir les conditions énoncées précédemment ainsi que la
propriété well-balanced.

3.1.3 Schéma entropique et well-balanced pour le lac au repos

Le Lemme 3.1.2.1 a permis d’établir le système d’équations sous-déterminé (3.26). D’après la Pro-
position 3.1.1.1-ii), ces équations donnent un solveur de Riemann (3.22) qui contient intrinsèquement
des conditions suffisantes à une stabilité entropique discrète pour le couple (η̂, Ĝ) défini par (3.4). Pour
totalement déterminer le solveur, il est maintenant nécessaire de compléter le système (3.26) par une
équation de fermeture et par une expression de ŝLR. Comme le système (3.26) est quadratique, sa
fermeture doit permettre l’obtention de l’inégalité (3.33) et le lemme suivant propose des expressions
possibles.

Lemme 3.1.3.1. Soient ŵL, ŵR deux états constants de l’intérieur de Ω̂ et w̃(·, ŵL, ŵR) : R → R2 un
solveur de Riemann de la forme (3.22). Il existe λ > 0 suffisamment grand tel que si la condition CFL
(3.21) est satisfaite et si les états intermédiaires du solveur notés w∗

L et w∗
R sont définis par le système

d’équations (3.26) complété par

u∗
L = u∗

R,

ŝLR = ŝWBAR
LR = − ghHLL zR − zL

∆x −
√

g

hHLL
hLuL + hRuR

hHLL
(zR − zL)2

∆x ,

(3.40a)

(3.40b)

alors deux expressions pour w∗
L et w∗

R sont possibles. En considérant les quantités ŵHLL et η̂HLL définies
dans (3.24b)-(3.24c), ces expressions sont

u∗
L = u∗

R = ûHLL,

h∗
R = hHLL +

−(zR − zL) ±
√

8
(

η̂HLL−η̂(ŵHLL)
)
/g + (zR − zL)2

2 ,

h∗
L = hHLL −

−(zR − zL) ±
√

8
(

η̂HLL−η̂(ŵHLL)
)
/g + (zR − zL)2

2 .

(3.41a)

(3.41b)

(3.41c)

Un schéma de type Godunov (3.6) défini par la donnée d’un tel solveur de Riemann
i) est consistant avec les équations de Saint Venant (3.3),
ii) satisfait une inégalité d’entropie discrète locale (3.14) pour le couple (η̂, Ĝ) défini dans (3.4). Le

flux numérique d’entropie Ĝ de cette inégalité est donné par (3.15).
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La notation ŝWBAR
LR dans (3.40b) signifie Well-Balanced At Rest. Cette convention d’écriture est in-

troduite pour distinguer l’expression (3.40b) d’une discrétisation ŝLR quelconque. Avec cette précision,
la démonstration du Lemme 3.1.3.1 peut maintenant être présentée.

Démonstration du Lemme 3.1.3.1. Il est d’abord nécessaire de montrer que les expressions (3.41) sont
les solutions du système (3.26), (3.40). Dans un premier temps, on montre les égalités u∗

L = u∗
R = ûHLL.

Comme u∗
L et u∗

R sont égaux d’après (3.40a), notons u∗ = u∗
L = u∗

R. Dans ce cas, l’équation (3.26b)
associée à (3.26a) donne

hHLLûHLL = h∗
Lu

∗
L + h∗

Ru
∗
R

2 ,

= h∗
L + h∗

R

2 u∗,

= hHLLu∗. (3.42)

Puisque ŵL et ŵR sont dans l’intérieur de Ω̂ et que la condition CFL (3.21) est satisfaite, l’inégalité
stricte hHLL > 0 est vérifiée. Ainsi, une multiplication de l’équation (3.42) par 1/hHLL produit le résultat
attendu quant à u∗

L et u∗
R.

Ensuite, pour montrer les expressions de h∗
R et de h∗

L données dans (3.41b)-(3.41c) il faut maintenant
étudier l’équation (3.26c). En utilisant l’égalité de u∗

L et u∗
R ainsi que la notation [·] = ·R − ·L, cette

équation se lit
g

8[h∗ + z]2 = η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g

8[z]2. (3.43)

Puisque l’équation ci-dessus est quadratique, il est nécessaire de montrer que son membre de droite
est positif. Procédons par disjonction de cas en considérant tout d’abord [z] = 0. Dans ce cas, puisque
ŝWBAR

LR est consistant et que la condition CFL (3.21) est satisfaite, le Lemme 3.1.2.2-i) donne immé-
diatement (

η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g

8[z]2
)∣∣∣

[z]=0
= ηHLL − η(wHLL) ≥ 0.

Dans le cas [z] ̸= 0, le Lemme 3.1.2.2-ii) donne l’estimation suivante pour tout ŝLR :

η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g

8[z]2 =

hRhL[u]2

4(hL + hR) + g

8[h+ z]2 − [u]2hRhL(hLuR − hRuL)
4λ(hL + hR)2 − hLuL + hRuR

4λ

(
g[z] + ∆xŝLR

hHLL

)
+ O

( 1
λ2

)
.

(3.44)

Ainsi, et comme hL > 0 et hR > 0, si [u] ̸= 0 ou [h + z] ̸= 0 alors il existe λ suffisamment grand tel
que l’inégalité η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g[z]2/8 ≥ 0 est satisfaite. Les cas particuliers [u] = 0 et [h + z] = 0
annulent les termes d’ordre zéro du développement limité (3.44). Il est alors nécessaire d’étudier les
termes d’ordre un et de montrer qu’ils demeurent positifs. Pour les cas [u] = 0 et [h+z] = 0, en notant
u = uL = uR et en utilisant l’expression de ŝWBAR

LR donnée par (3.40b), on a(
g[z] + ∆xŝWBAR

LR

hHLL

)∣∣∣ [u]=0,
[h+z]=0

= −√
g

(hL + hR)
(hHLL)

5
2
u[z]2,

= − 2
5
2
√
g(hL + hR)− 3

2u[z]2 + O
( 1
λ

)
.

En insérant l’équation ci-dessus dans le développement limité (3.44), il suit(
η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g

8[z]2
)∣∣∣ [u]=0,

[h+z]=0
= −(hL + hR)u

4λ
(
g[z] + ∆xŝWBAR

LR

hHLL

∣∣∣ [u]=0,
[h+z]=0

)
+ O

( 1
λ2

)
,

=
√

2g
hL + hR

u2[z]2

λ
+ O

( 1
λ2

)
.

(3.45)
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D’après l’équation précédente, et si u ̸= 0, il existe de nouveau λ > 0 suffisamment grand tel que
l’inégalité η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g[z]2/8 ≥ 0 est satisfaite pour les cas [h + z] = 0 et uL = uR ̸= 0. Avant
de conclure, il faut encore étudier le cas [h + z] = 0 et uL = uR = 0 qui s’identifie à un équilibre
local pour le lac au repos (3.10). Dans ce dernier cas, un calcul direct à partir de ŵHLL et de ŝWBAR

LR

respectivement définis par (3.24b) et par (3.40b) donne

hHLL
∣∣∣uL=uR=0,

[h+z]=0
= hL + hR

2 ,

ŝWBAR
LR

∣∣∣uL=uR=0,
[h+z]=0

= − g
hL + hR

2
zR − zL

∆x ,

(
hHLLûHLL)∣∣∣uL=uR=0,

[h+z]=0
= − g

4λ [h2] − g

4λ(hL + hR)[z] = − g

4λ(hL + hR)[h+ z] = 0.

(3.46)

En considérant les trois équations précédentes dans l’expression de η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g[z]2/8, on obtient

(
η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g

8[z]2
)∣∣∣uL=uR=0,

[h+z]=0
= hRhL[u]2

4(hL + hR) + g

8[h+ z]2 = 0. (3.47)

Ainsi, dans tous les cas, il existe toujours λ > 0 suffisamment grand tel que l’inégalité suivante est
vérifiée :

η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g[z]2

8 ≥ 0. (3.48)

Par conséquent l’équation quadratique (3.43) est bien posée. Après avoir divisé par g/8 l’équation (3.43),
il est donc possible d’appliquer la racine carrée de part est d’autre et d’en déduire

[h∗ + z] = ±
√

8
(

η̃HLL−η̃(wHLL)
)
/g + [z]2.

En associant l’équation ci-dessus à l’équation (3.26a), on peut alors en déduire les expressions des
quantités h∗

R et de h∗
L respectivement annoncées dans (3.41b)-(3.41c).

Concernant les assertions i) et ii), puisque ŝWBAR
LR est consistant et qu’un calcul direct montre que

w̃(·, ŵ, ŵ) = w, on en déduit que le solveur de Riemann satisfait la Définition 1.4.4.2-iii). De plus,
comme les états intermédiaires du solveur sont définis par le système (3.26), le Lemme 3.1.2.1 assure
que le solveur de Riemann vérifie la relation de consistance intégrale (3.12) et l’inégalité (3.13). Par
conséquent, la consistance du schéma de type Godunov i) et la stabilité entropique ii) se déduisent de
la Proposition 3.1.1.1 ce qui termine la preuve.

D’après la preuve du lemme ci-dessus, la discrétisation consistante ŝWBAR
LR donnée par (3.40b)

permet d’obtenir les égalités suivantes :

ûHLL
∣∣∣
[z]=0

= uHLL,
(
η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g

8[z]2
)∣∣∣

[z]=0
= ηHLL − η(wHLL).

Par conséquent, les expressions (3.41) dégénèrent vers (2.21) lorsque zL et zR sont égaux. Les solveurs
de Riemann du Lemme 3.1.3.1 sont donc les extensions directes des solveurs obtenus en Section 2.3
pour le cas particulier d’une fonction z constante.

Les formulations explicites de w∗
L et w∗

R données dans (3.41) définissent entièrement un solveur de
Riemann (3.22). Il est néanmoins nécessaire d’y adjoindre des procédures de limitation qui assurent la
robustesse du schéma dans les transitions en zones sèches-mouillées caractérisées par hL ou hR proches
de zéro. Par conséquent, une procédure de limitation est introduite dans le théorème suivant qui établit
également la propriété well-balanced pour le lac au repos.

Théorème 3.1.3.1 (Schéma de type Godunov robuste, entropique, et well-balanced pour le lac au
repos). Soient ŵL, ŵR deux états constants de Ω̂ et w̃(·, ŵL, ŵR) : R → R2 un solveur de Riemann
de la forme (3.22). Supposons que λ > 0 est tel que la condition CFL de non interaction (3.21) est
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satisfaite et tel que le système d’équations (3.26), (3.40) admette des solutions réelles. Considérons les
quantités ŵHLL et η̂HLL définies dans (3.24b)-(3.24c) ainsi que les quantités (h̃∗

R, h̃
∗
L) dans R2 telles

que

h̃∗
R = hHLL +

−(zR − zL) ±
√

8
(

η̂HLL−η̂(ŵHLL)
)
/g + (zR − zL)2

2 ,

h̃∗
L = hHLL −

−(zR − zL) ±
√

8
(

η̂HLL−η̂(ŵHLL)
)
/g + (zR − zL)2

2 .

(3.49a)

(3.49b)

Si ŝLR vérifie

∆xŝLR =



0, si hL = 0 et hR = 0,

gh2
R/2, si hRuR = 0 et hL = 0 et hR + zR ≤ zL,

− gh2
L/2, si hLuL = 0 et hR = 0 et hL + zL ≤ zR,

− g(hL + hR)(zR − zL)/2, si hL = 0 ou hR = 0,

∆xŝWBAR
LR , sinon,

(3.50)

avec ŝWBAR
LR défini dans (3.40b) et si les états intermédiaires du solveur notés w∗

L et w∗
R s’écrivent


h∗

L

u∗
L

h∗
R

u∗
R

 =



(
0, 0, 0, 0)T, si hL = 0 et hR = 0,(

0, 0, 2hHLL, ûHLL)T, si hL = 0 et hR > 0,(
2hHLL, ûHLL, 0, 0

)T
, si hL > 0 et hR = 0,

min
(

max
(
h̃∗

L, 0
)
, 2hHLL

)
ûHLL

min
(

max
(
h̃∗

R, 0
)
, 2hHLL

)
ûHLL


, sinon,

(3.51)

alors un schéma de type Godunov (3.6) défini par la donnée d’un tel solveur de Riemann
i) est consistant avec les équations de Saint Venant (3.3),
ii) préserve l’ensemble convexe Ω̂, i.e : si (ŵn

i )i∈Z ⊂ Ω̂ alors, (ŵn+1
i )i∈Z ⊂ Ω̂,

iii) est robuste pour les transitons dans les zones sèches-mouillées,
iv) est well-balanced pour le lac au repos, ce qui s’écrit

si ∀i ∈ Z
{

un
i = 0,

hn
i + zi = cste,

alors wn+1
i = wn

i , ∀i ∈ Z.

Si de plus, h̃∗
L > 0 et h̃∗

R > 0 alors un schéma de type Godunov (3.6) associé à un tel solveur de
Riemann satisfait une inégalité d’entropie discrète locale (3.14) pour le couple (η̂, Ĝ) défini par (3.4).
Le flux numérique d’entropie Ĝ de cette inégalité est donné par (3.15).

Les propriétés well-balanced et de stabilité entropique décrites ci-dessus sont également établies
dans [32] à l’aide d’un schéma de relaxation qui nécessite néanmoins la résolution d’une équation
cubique. Le résultat proposé dans le Théorème 3.1.3.1 s’affranchit de cette contrainte et son originalité
repose sur la résolution explicite d’une équation quadratique.

Cette résolution explicite donne deux schémas numériques distingués par le symbole ± dans les
définitions (3.51). Ces deux schémas sont entropiques, well-balanced pour le lac au repos et préserve
l’espace Ω̂ en vertu des procédures de limitations min(max(·, ·), ·). Cependant, si ces procédures de
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limitations sont actives, le système d’équations (3.26) n’est plus nécessairement vérifié et par conséquent
la stabilité entropique pourrait être localement perdue dans les transitions en zones sèches-mouillées.

Ces transitions s’opèrent également à l’aide des disjonctions de cas dans les expressions (3.50) et
(3.51). D’après [164, Section 3.1.2.4], ces disjonctions sont robustes mais il est clair que leurs expressions
ne sont pas continues avec le schéma défini par le Lemme 3.1.3.1.

Avec ces remarques, la preuve du Théorème 3.1.3.1 peut désormais être établie.

Démonstration du Théorème 3.1.3.1. En ce qui concerne i), il est seulement nécessaire de montrer la
consistance en dehors des transitions en zones sèches. Ainsi, si h̃∗

L et h̃∗
R donnés par (3.49) sont tous

deux strictement positifs alors les expressions (3.51) coïncident avec les expressions (3.41). Dans ce
cas la consistance est montrée dans le Lemme 3.1.3.1. Si h̃∗

L ≤ 0 ou h̃∗
R ≤ 0, alors les procédures de

limitation min(max(·, ·), ·) s’activent or la preuve du Lemme 2.3.3 montre que dans ce cas la relation
de consistance intégrale est préservée. Par conséquent, on en déduit la consistance annoncée.

Ensuite, pour montrer la préservation du domaine Ω̂ énoncée dans ii), il est suffisant de montrer
que h∗

L ≥ 0 et h∗
R ≥ 0 or d’après les expressions (3.51) ces inégalités sont immédiatement assurées.

Concernant l’assertion iii) et d’après [164, Section 3.1.2.4], les disjonctions proposées dans (3.50)
pour ŝLR et dans (3.51) pour les états w∗

L, w∗
R assurent la robustesse du schéma dans le cas d’une

transition en zones sèches.
Pour montrer la propriété well-balanced de l’assertion iv), il est suffisant, d’après la Proposition

3.1.1.1, de montrer que si ŵL et ŵR forment un équilibre local pour le lac au repos (3.10) alors w∗
L = wL

et w∗
R = wR. En utilisant la notation [·] = ·R − ·L, si ŵL et ŵR forment un équilibre local (3.10) alors

uL = uR = 0, [h+ z] = 0 puis ŝLR, w∗
L et w∗

R sont respectivement donnés par (3.40b) et par (3.41).
Comme u∗

L = u∗
R = ûHLL, le premier objectif est de montrer que ûHLL = 0. Lorsque les conditions

locales du lac au repos (3.10) sont satisfaites, il a été établi dans le Lemme 3.1.3.1 que hHLLûHLL = 0.
Par conséquent, il suit

0 =
(
hHLLûHLL)∣∣∣uL=uR=0,

[h+z]=0
, (3.52)

= hHLL
∣∣∣uL=uR=0,

[h+z]=0
ûHLL

∣∣∣uL=uR=0,
[h+z]=0

,

= hL + hR

2 ûHLL
∣∣∣uL=uR=0,

[h+z]=0
.

D’après l’équation ci-dessus, lorsque les conditions locales du lac au repos (3.10) sont vérifiées ûHLL = 0
et par conséquent u∗

L = u∗
R = 0.

Il reste à montrer les égalités h∗
L = hL et h∗

R = hR. Lorsque les conditions locales du lac au repos
(3.10) sont vérifiées, la preuve du Lemme 3.1.3.1 donne dans (3.47) l’égalité η̂HLL−η̂(ŵHLL)+g[z]2/8 = 0.
En associant cette égalité aux expressions de h∗

R et de h∗
L respectivement données dans (3.41b) et

(3.41c), il vient

h∗
R

∣∣∣uL=uR=0,
[h+z]=0

= hL + hR − [z]
2 = hL + hR + [h]

2 = hR,

h∗
L

∣∣∣uL=uR=0,
[h+z]=0

= hL + hR + [z]
2 = hL + hR − [h]

2 = hL.

Ces deux derniers résultats terminent de montrer la propriété well-balanced de l’assertion iv).
Enfin, concernant l’inégalité d’entropie discrète, si h̃∗

L et h̃∗
R donnés par (3.49) sont tous deux

strictement positifs alors les expressions (3.51) coïncident avec les expressions (3.41). Dans ce cas
l’inégalité d’entropie discrète est une conséquence directe de la définition du solveur de Riemann et
cette inégalité est démontrée dans le Lemme 3.1.3.1-ii) ce qui conclut la preuve.

Les schémas du Théorème 3.1.3.1 sont obtenus à partir du système (3.26) fermé par les équations
additionnelles (3.40). D’autres équations de fermeture sont maintenant proposées afin d’obtenir un
schéma numérique entropique et well-balanced pour les équilibres mouvants.
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3.1.4 Schéma entropique et well-balanced pour tous les états d’équilibres réguliers

Avec la donnée d’états intermédiaires w∗
L et w∗

R définis par le système d’équations (3.26), le Lemme
3.1.2.1 et la Proposition 3.1.1.1 assurent que le schéma de type Godunov associé au solveur de Riemann
(3.22) vérifie une stabilité entropique locale pour le couple (η̂, Ĝ) (3.4). Comme le système (3.26) est
sous déterminé, il s’agit maintenant de proposer des équations de fermeture permettant de restituer la
propriété well-balanced pour les équilibres mouvants.

Toutes les notations utilisées dans les sections 3.1.2 et 3.1.3 demeurent et en particulier la notation
[·] = ·R − ·L. Ces notations sont tout d’abord complétées par

B̂(ŵ) = (hu)2

2h2 + g(h+ z), [B̂] = B̂(ŵR) − B̂(ŵL).

Avec les notations ci-dessus, les équilibres mouvants locaux (3.9) se lisent maintenant

hLuL = hRuR, et B̂(ŵL) = B̂(ŵR). (3.53)

De plus, pour toute quantité X, si les conditions d’équilibre local écrites ci-dessus sont vérifiées alors
X devient Xeq. Cette notation s’écrit

X
∣∣
[q]=0, [B̂]=0 = Xeq.

Puisque les équilibres mouvant locaux (3.53) sont caractérisés par hLuL = hRuR, la notation qeq dans
R est adoptée sous la forme des égalités suivantes :

(hLuL)eq = (hRuR)eq = qeq.

Enfin, h désigne la moyenne arithmétique de hL et de hR qui s’écrit h = (hL+hR)/2 dans R+.
En associant ces notations à un couple λ > 0, ∆t > 0 et à wHLL (3.23a), il est désormais possible de

définir les quantités réelles qui prennent des valeurs particulières lorsque ŵL et ŵR forment un équilibre
local (3.53). Ces quantités réelles sont notées ζLR, qLR, βLR et F 2

LR et elles sont chacune définies par

ζLR = [hu]2 + h[B̂]2/g,

qLR =


0, si ζLR = 0 et [z] = 0,

min(hLuL, hRuR)(g[z]∆t)2

(g[z]∆t)2 + ζLR
, sinon,

,

βLR =


0, si ζLR = 0 et [u] = 0 et [h+ z] = 0,

(h[u])2 + gh[h+ z]2

(h[u])2 + gh[h+ z]2 + ζLR
, sinon,

,

F 2
LR = q2

LR

ghLhRhHLL .

(3.54a)

(3.54b)

(3.54c)

(3.54d)

Le lemme ci-après donne des propriétés satisfaites par ζLR, qLR et F 2
LR.

Lemme 3.1.4.1. Soient ŵL, ŵR deux états constants de l’intérieur de Ω̂ ainsi que λ > 0 et ∆t > 0
satisfaisant la condition CFL (3.21). Considérons wHLL donné dans (3.23a) ainsi que ζLR, qLR et F 2

LR

respectivement défini par (3.54a), (3.54b) et (3.54d). Les assertions suivantes sont vérifiées.
i) ζLR = 0 si et seulement si ŵL, ŵR vérifient un équilibre local (3.53).

ii) Si [z] ̸= 0 alors qeq
LR = qeq.

iii) Si [z] ̸= 0 alors (F 2
LR)eq = 2(qeq)2/(ghLhR(hL+hR)).
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Démonstration. Concernant l’assertion i) et comme ŵL, ŵR sont dans l’intérieur de Ω̂, l’inégalité stricte
h > 0 est satisfaite. Par conséquent ζLR est une somme de termes positifs et le résultat est immédiat.

Pour l’assertion ii), il s’agit de montrer une égalité dans le cas d’un équilibre local (3.53). Comme
[z] ̸= 0, l’utilisation de l’égalité ζeq

LR = 0 donne

qeq
LR =

(min(hLuL, hRuR)(g[z]∆t)2

(g[z]∆t)2 + ζLR

)eq
=
(

min(hLuL, hRuR)
)eq = qeq.

Enfin, pour l’assertion iii), en écrivant la définition de hHLL donnée par (3.23a), il suit

(hHLL)eq = hL + hR

2 − [hu]eq

2λ = hL + hR

2 .

En utilisant l’équation ci-dessus et le résultat ii) dans la définition de F 2
LR donnée dans (3.54d), on en

déduit le résultat attendu ce qui termine la preuve.

En s’appuyant sur les définitions (3.54), une fermeture du système d’équations (3.26) est maintenant
accessible. Cette fermeture est présentée dans la proposition ci-dessous qui utilise les symbole usuels ±
pour désigner + ou −. Deux symboles indépendants ±1 et ±2 sont nécessaires et le second est complété
par ∓2 tel que si ±2 est positif (resp. négatif) alors ∓2 est négatif (resp. positif).

Proposition 3.1.4.1. Soient ŵL, ŵR deux états constants de l’intérieur de Ω̂ et w̃(·, ŵL, ŵR) : R → R2

un solveur de Riemann de la forme (3.22). Il existe λ > 0 suffisamment grand et ∆t > 0 suffisamment
petit tels que si la condition CFL (3.21) est satisfaite et si les états intermédiaires du solveur notés w∗

L

et w∗
R sont définis par le système d’équations (3.26) complété par

h∗
Rh

∗
L(u∗

R − u∗
L)2 = q2

LR

hRhL
(h∗

R − h∗
L)2,

ŝLR = ŝFWB
LR = ŝWBAR

LR + βLR

(ghF 2
LR

4hLhR

(hR − hL)3

∆x + √
g
hLuL + hRuR

(hHLL)3/2

(zR − zL)2

∆x
)
,

(3.55a)

(3.55b)

alors deux expressions pour h∗
L et h∗

R sont possibles. En considérant les quantités ŵHLL et η̂HLL définies
dans (3.24b)-(3.24c), ces expressions sont

h∗
L = hHLL − [h∗]

2 ,

h∗
R = hHLL + [h∗]

2 ,

avec, [h∗] = − (zR − zL)
1 + F 2

LR

±1

√
8
g

η̂HLL − η̂(ŵHLL)
1 + F 2

LR

+ (zR − zL)2

(1 + F 2
LR)2 .

(3.56a)

(3.56b)

(3.56c)

Si de plus, h∗
R et h∗

L définis ci-dessus sont strictement positifs alors les quantités u∗
L et u∗

R s’écrivent
respectivement

u∗
L = ûHLL ∓2

qLR[h∗]
2hHLL√

hLhR

√
h∗

R

h∗
L

,

u∗
R = ûHLL ±2

qLR[h∗]
2hHLL√

hLhR

√
h∗

L

h∗
R

.

(3.57a)

(3.57b)

Enfin, un schéma de type Godunov (3.6) défini par la donnée d’un tel solveur de Riemann
i) est consistant avec les équations de Saint Venant (3.3),
ii) satisfait une inégalité d’entropie discrète locale pour le couple (η̂, Ĝ) (3.4) et dans laquelle le flux

numérique d’entropie Ĝ est donné par (3.15).
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Les symboles ±1 et ±2 respectivement employés dans les expressions (3.56) et (3.57) peuvent
s’interpréter comme des paramètres libres qui seront fixés par la suite afin de garantir la propriété
well-balanced.

La propriété well-balanced sera également obtenue avec l’expression (3.55b) pour laquelle la no-
tation ŝFWB

LR signifie Fully Well-Balanced. Cette convention d’écriture est introduite pour distinguer
l’expression (3.55b) d’une discrétisation ŝLR quelconque. D’après cette expression, ŝFWB

LR est défini
comme une correction de la quantité ŝWBAR

LR et cette propriété sera utilisée dans la suite cette section.
Avec ces remarques, et avant de démontrer la Proposition 3.1.4.1, il est maintenant nécessaire

d’établir deux résultats intermédiaires. Le premier concerne la quantité ŝFWB
LR définie dans (3.55b)

Lemme 3.1.4.2 (Propriétés de ŝFWB
LR ). Soient ŵL, ŵR deux états constants de l’intérieur de Ω̂. Si

la condition CFL (3.21) est satisfaite et si ŝLR = ŝFWB
LR dans l’expression de hHLLûHLL donnée par

(3.24a) alors

(hHLLûHLL)eq =
(
(hu)HLL + ∆xŝFWB

LR

2λ
)eq

= qeq.

Démonstration. La preuve se mème par disjonction de trois cas qui concernent
i) [z] = 0,
ii) [z] ̸= 0 et qeq = 0,
iii) [z] ̸= 0 et qeq ̸= 0.

Dans le cas i), et d’après la définition (3.55b), il est clair que ŝFWB
LR = 0. De plus, et d’après

l’hypothèse (3.11), un équilibre local défini par [z] = 0 est nécessairement caractérisé par ŵL = ŵR.
Par conséquent, en utilisant la définition de hHLLûHLL donnée par (3.24a), il suit

(hHLLûHLL)eq∣∣
[z]=0 = ((hu)HLL)eq,

= (hLuL)eq + (hRuR)eq

2 − [hu2 + gh2/2]eq

2λ ,

= qeq.

Comme l’égalité ci-dessus correspond au résultat souhaité, il est maintenant possible d’étudier le second
cas.

Le cas ii) est caractérisé par [z] ̸= 0 et qeq = 0. Dans ce cas, un calcul direct montre que l’équilibre
local mouvant (3.53) dégénère vers un équilibre local du lac au repos qui s’écrit uL = uR = 0 et
[h+ z] = 0. Selon la définition de βLR donnée par (3.54c), si les conditions d’un équilibre local du lac
au repos sont satisfaites alors βLR = 0. Ainsi, d’après l’équation (3.55b), on a dans ce cas

(ŝFWB
LR )eq∣∣

qeq=0 = (ŝWBAR
LR )eq∣∣

qeq=0 = −ghL + hR

2
zR − zL

∆x .

Par conséquent, en utilisant le résultat (3.52) du Théorème 3.1.3.1-iv), on en déduit hHLLûHLL = 0 et
comme hHLL > 0, cette égalité conduit au résultat attendu.

Considérons maintenant le cas iii) défini par [z] ̸= 0 et qeq ̸= 0. Puisque ŵL et ŵR définissent un
équilibre local mouvant (3.53) avec qeq non nul, des calculs usuels qui s’appuient sur (3.54c) et sur
(3.53) montrent respectivement que

βeq
LR|qeq ̸=0 = 1 et − (qeq)2

2h2
Lh

2
R

[h2] + g[h+ z] = 0.

En utilisant les deux résultats ci-dessus ainsi que l’égalité (F 2
LR)eq = 2(qeq)2/(ghLhR(hL+hR)) donnée par

le Lemme 3.1.4.1-iii), il suit

(∆xŝFWB
LR )eq∣∣

qeq ̸=0 = −ghL + hR

2 [z] + g

8[h]3hL + hR

hLhR
F 2

LR

∣∣
qeq ̸=0,

= − g
hL + hR

2 [z] + [h]2

4
[h2](qeq)2

h2
Lh

2
R(hL + hR)

,

= − g
hL + hR

2 [z] + g[h]2

2
[h+ z]
hL + hR

.
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En insérant l’équation ci-dessus dans la définition de hHLLûHLL donnée par (3.24a), on en déduit

(hHLLûHLL)eq∣∣
qeq ̸=0

=
(
hHLLuHLL + ∆xŝFWB

LR

2λ
)eq∣∣

qeq ̸=0,

= qeq − 1
2(hL + hR)λ

(
− (qeq)2[h2]

hRhL
+ g

2(hL + hR)2[h]
)

+ g

4λ
−(hL + hR)2[z] + [h]2[h+ z]

hL + hR
,

= qeq − g[h+ z]
4λ(hL + hR)

(
−4hLhR + (hL + hR)2 − [h]2

)
,

= qeq.

L’égalité ci-dessus termine la preuve.

Le second résultat intermédiaire nécessaire à la preuve de la Proposition 3.1.4.1 repose sur l’obten-
tion d’une inégalité large qui conditionne l’existence de réels h∗

L et h∗
R satisfaisant le système d’équations

(3.26), (3.55).

Lemme 3.1.4.3. Soient ŵL, ŵR deux états constants de l’intérieur de Ω̂. Il existe λ > 0 suffisamment
grand et ∆t > 0 suffisamment petit tels que si la condition CFL (3.21) est satisfaite et si ŝLR = ŝFWB

LR

dans l’expression de hHLLûHLL donnée par (3.24a) alors, en considérant les quantités ŵHLL, η̂HLL et
F 2

LR respectivement définies dans (3.24b), (3.24c) et dans (3.54d), l’inégalité suivante est satisfaite :

η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g

8[z]2 − g[z]2

8
F 2

LR

1 + F 2
LR

≥ 0. (3.58)

Démonstration. La preuve est conduite par disjonction de trois cas respectivement donnés par
i) [z] = 0,
ii) [z] ̸= 0 et ζLR = 0,
iii) [z] ̸= 0 et ζLR ̸= 0.

En considérant tout d’abord le cas i) défini par [z] = 0 et en utilisant d’une part la définition (3.54b),
on a qLR = 0 et en utilisant d’autre part l’équation (3.55b), on obtient ŝFWB

LR = 0. Par conséquent,
dans le cas où zL et zR sont égaux, on en déduit que F 2

LR = 0 et que ûHLL = uHLL. En s’appuyant sur
ces deux dernières égalités un calcul analogue à (3.36) donne

(
η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g

8[z]2 − g[z]2

8
F 2

LR

1 + F 2
LR

)∣∣∣
[z]=0

= ηHLL − (hHLLûHLL)2

2hHLL

∣∣∣
[z]=0

− g

2(hHLL)2 +
(g

4[z]
(
[h] − hLuL + hRuR

λ

))∣∣∣
[z]=0

= ηHLL − η(wHLL).

Comme la condition CFL (3.21) est satisfaite, l’inégalité large ηHLL −η
(
wHLL) ≥ 0 est assurée en vertu

des propriétés du solveur HLL détaillées en Section 1.4.3.
Le cas ii) est caractérisé par [z] ̸= 0 et ζLR = 0. Comme ζLR est nul, ŵL et ŵL définissent un état

d’équilibre mouvant local (3.53) et dans ce cas, un calcul direct montre que Ĝ(ŵR)−Ĝ(ŵL) = [B̂]qeq =
0. D’après le Lemme 3.1.4.2, l’égalité (hHLLûHLL)eq = qeq est également vérifiée. Par conséquent, il suit

(η̂HLL)eq − η̂(ŵHLL)eq = η(wR)eq + η(wL)eq

2 + g

2(hLzL + hRzR) − Ĝ(ŵR)eq − Ĝ(ŵL)eq

2λ

−
((hHLLûHLL)2

2hHLL

)eq
−
(g(hHLL)2

2
)eq

− g(hHLL)eq zL + zR

2 ,
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= (qeq)2

4
( 1
hL

+ 1
hR

)
+ g

4(h2
L + h2

R) + g

2(hLzL + hRzR)

− (qeq)2

hL + hR
− g(hL + hR)2

8 − g

4(hL + hR)(zL + zR).

= (qeq)2hLhR

4(hL + hR)

[1
h

]2
+ g

8[h]2 + g

4[z][h],

= g

8
(
1 + (F 2

LR)eq)[h]2 + g

4[z][h].

En utilisant l’équation ci-dessus, on obtient(
η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g

8[z]2 − g[z]2

8
F 2

LR

1 + F 2
LR

)eq
= g

8(1 + (F 2
LR)eq)[h]2 + g

4[h][z] + g

8
[z]2

1 + (F 2
LR)eq ,

= g

8
(√

1 + (F 2
LR)eq[h] + [z]√

1 + (F 2
LR)eq

)2
≥ 0.

Finalement, le dernier cas iii) est celui de [z] non nul et pour des couples ŵL et ŵL qui ne définissent
pas un état d’équilibre mouvant local (3.53). Ce dernier cas s’écrit [z] ̸= 0 et ζLR ̸= 0 et il a été établit
dans le Lemme 3.1.2.2-ii) l’estimation suivante :

η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g

8[z]2 =

hRhL[u]2

4(hL + hR) + g

8[h+ z]2 − [u]2hRhL(hLuR − hRuL)
4λ(hL + hR)2 − hLuL + hRuR

4λ
(
g[z] + ∆xŝLR

hHLL

)
+ O

( 1
λ2

)
.

(3.59)

Avec cette estimation et tant que [u] ou [h+ z] est différent de zéro, il existe λ > 0 suffisamment grand
tel que l’inégalité stricte suivante est satisfaite :

η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g[z]2

8 > 0. (3.60)

Dans les cas particuliers où [u] et [h+ z] sont nuls, les équations suivantes sont vérifiées :

βLR| [u]=0,
[h+z]=0

= 0, ŝFWB
LR |βLR=0 = ŝWBAR

LR .

Ainsi, lorsque [u] = 0 et [h + z] = 0, la définition de βLR donnée par (3.54c) fait basculer ŝFWB
LR vers

ŝWBAR
LR . Par conséquent, l’existence de l’inégalité stricte (3.60) pour ces cas particuliers relève de la

démonstration du Lemme 3.1.3.1 qui concerne l’estimation (3.59) avec ŝLR = ŝWBAR
LR . Or, d’après les

calculs (3.45) et (3.46) détaillés dans ce lemme, l’inégalité stricte (3.60) peut être maintenue sauf dans
le cas où ŵL et ŵR sont à l’équilibre local pour le lac au repos (3.10). Comme le lac au repos s’inscrit
dans les équilibres mouvants, il a déjà été traité dans le cas ii). Par conséquent, l’inégalité stricte (3.60)
peut toujours être assurée pour ce cas iii). De plus, d’après les définitions (3.54b), (3.54d) et puisque
ζLR ̸= 0, F 2

LR est proportionnel à ∆t4. Ainsi, si l’inégalité stricte (3.60) est vérifiée, l’inégalité (3.58)
s’obtient en choisissant ∆t > 0 tel que

η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g

8[z]2 ≥ g[z]2

8
F 2

LR

1 + F 2
LR

.

On en déduit ainsi le résultat attendu pour ce troisième cas d’étude ce qui termine la démonstration.

Avec les deux lemmes ci-dessus, il est maintenant possible de procéder à la démonstration de la Pro-
position 3.1.4.1.
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Démonstration de la Proposition 3.1.4.1. Il est d’abord nécessaire de montrer que les expressions
(3.56)-(3.57) sont solutions du système (3.26), (3.55). En insérant l’équation (3.55a) dans l’équation
(3.26c) et en utilisant la définition de F 2

LR donnée dans (3.54d), on en déduit que h∗
L et h∗

R vérifient
les deux équations

h∗
L + h∗

R

2 = hHLL,

g

8(1 + F 2
LR)[h∗]2 + g

4[z][h∗] = η̂HLL − η̂(ŵHLL).

(3.61a)

(3.61b)

Pour déterminer h∗
L et h∗

R, il faut d’abord montrer que l’équation quadratique ci-dessus est bien posée.
En divisant cette équation quadratique (3.61b) de part et d’autre par g/8(1+F 2

LR) puis en ajoutant
[z]2/(1+F 2

LR)2, on obtient

(
[h∗] + [z]

1 + F 2
LR

)2
= 8
g

η̂HLL − η̂(ŵHLL)
1 + F 2

LR

+ [z]2

(1 + F 2
LR)2 ,

= 8
g(1 + F 2

LR)

(
η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g

8[z]2 − g[z]2

8
F 2

LR

1 + F 2
LR

)
.

D’après le Lemme 3.1.4.3, si λ (resp. ∆t) est suffisamment grand (resp. petit) alors le terme de droite
de l’équation ci-dessus est positif. Par conséquent, si λ et ∆t sont convenablement choisis, l’équation
précédente est bien posée. On peut donc appliquer la racine carrée de part et d’autre pour en déduire
l’expression de [h∗] donnée par (3.56c). Par suite, en couplant [h∗] = h∗

R − h∗
L à l’équation (3.61a), on

en déduit les expressions de h∗
L et de h∗

R respectivement données dans (3.56a) et dans (3.56b).
Comme les quantités h∗

R et h∗
L sont désormais connues et comme elles sont supposées strictement

positives, l’équation (3.55a) se réécrit

[u∗] = ± qLR√
hLhR

[h∗]√
h∗

Lh
∗
R

. (3.62)

En utilisant l’équation ci-dessus ainsi que l’équation (3.61a) dans l’équation (h∗
Lu∗

L+h∗
Ru∗

R)/2 = hHLLûHLL,
il suit

hHLLûHLL = h∗
Lu

∗
L + h∗

Ru
∗
R

2 ,

= h∗
L + h∗

R

2
u∗

L + u∗
R

2 + [h∗][u∗]
4 ,

= hHLLu
∗
L + u∗

R

2 ± qLR

4
√
hLhR

[h∗]2√
h∗

Lh
∗
R

. (3.63)

L’équation ci-dessus associée aux égalités (3.62) et (3.61a) donne

u∗
R = ûHLL ± qLR[h∗]

2
√
hLhRh∗

Lh
∗
R

∓ qLR[h∗]2

4hHLL√
hLhR

√
h∗

Rh
∗
L

,

= ûHLL ± qLR[h∗]
2
√
hLhRh∗

Lh
∗
R

(
1 − [h∗]

2hHLL
)
,

= ûHLL ± qLR[h∗]
2
√
hLhRh∗

Lh
∗
R

h∗
L

hHLL .

Cette dernière égalité permet de déduire le résultat (3.57b) quant à u∗
R. Puisque l’expression de u∗

L

(3.57a) se déduit d’un calcul analogue ceci termine de montrer les expressions (3.56)-(3.57).
Concernant les assertions i) et ii), puisque ŝFWB

LR est consistant et qu’un calcul montre que
w̃(·, ŵ, ŵ) = w, on en déduit que le solveur de Riemann satisfait la Définition 1.4.4.2-iii). De plus,
comme w∗

L et w∗
R sont définis par le système (3.26), le Lemme 3.1.2.1 assure que le solveur de Rie-

mann vérifie la relation de consistance intégrale (3.12) et l’inégalité (3.13). Ainsi, d’après la Proposition
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3.1.1.1-i)-ii), on en déduit le résultat annoncé quant à la consistance i) et quant à la stabilité entropique
ii). Ce dernier argument conclut la preuve.

L’introduction de l’équation (3.55a) permet de décomposer les équations qui définissent w∗
L et w∗

R

en deux sous-systèmes d’équations respectivement donnés par (3.61) et par (3.55a), (3.63). Chacun de
ces sous systèmes est constitué d’une équation linéaire et d’une équation quadratique.

Si la condition implicite (3.58) qui restreint le couple (λ,∆t) est satisfaite alors la première équation
quadratique (3.61b) est bien posée. Le caractère bien posé de la seconde équation quadratique (3.55a)
repose sur l’hypothèse que les quantités h∗

L et h∗
R données par (3.56) sont strictement positives. Si cette

hypothèse n’est pas vérifiée, les inégalités h∗
L > 0 et h∗

R > 0 peuvent être imposées avec une technique
de limitation additionnelle. Par conséquent, le système d’équations (3.26), (3.55) admet toujours des
solutions.

D’après les expressions (3.56)-(3.57), ces solutions ne sont pas uniques et elles dépendent des choix
retenus pour les symboles ±1 et ±2. La sélection d’une solution s’opère selon la propriété well-balanced.

Pour satisfaire cette propriété, il est nécessaire de choisir ±2 négatif (ipso facto ∓2 positif) et un
calcul direct montre que le choix de ±1 doit se faire selon une condition obtenue lorsque ŵL et ŵR

forment un équilibre local (3.53). Cette condition s’écrit formellement

±eq
1 = sign

(
(1 + (F 2

LR)eq)[h] + [z]
)
.

Puisque l’égalité formelle ci-dessus doit être satisfaite à l’équilibre local (3.53), une expression simple
de ±1 est donnée par

±1 = sign
(
(1 + (F 2

LR))[h] + [z]
)
.

Ce choix est retenu dans l’égalité (3.65) mais d’autres expressions demeurent possibles.
En considérant la propriété well-balanced ainsi énoncée, le théorème qui suit donne des expressions

de (h∗
α, u

∗
α)α∈{L,R} complétées par une procédure de limitation.

Théorème 3.1.4.1 (Schéma de type Godunov robuste, entropique, et well-balanced pour tous les
équilibres réguliers). Soient ŵL, ŵR deux états constants de Ω̂ et w̃(·, ŵL, ŵR) : R → R2 un solveur de
Riemann de la forme (3.22). Supposons que λ > 0 et ∆t > 0 sont tels que la condition CFL (3.21)
est satisfaite et tel que le système d’équations (3.26), (3.55) admet des solutions réelles. Considérons
les quantités ŵHLL, η̂HLL, qLR et F 2

LR respectivement définies dans (3.24b), (3.24c) (3.54b) et (3.54d)
ainsi que les quantités (h̃∗

L, ũ
∗
L, h̃

∗
R, ũ

∗
R) dans R4 telle que

h̃∗
L = hHLL − [h∗]

2 ,

ũ∗
L = ûHLL + qLR[h∗]

2hHLL√
hLhR

√
h∗

R

h∗
L

,

h̃∗
R = hHLL + [h∗]

2 ,

ũ∗
R = ûHLL − qLR[h∗]

2hHLL√
hLhR

√
h∗

L

h∗
R

,

(3.64a)

(3.64b)

(3.64c)

(3.64d)

avec

[h∗] = −(zR − zL)
1 + F 2

LR

+ sign
(
(1 + F 2

LR)[h] + [z]
)√8

g

η̂HLL − η̂(ŵHLL)
1 + F 2

LR

+ (zR − zL)2

(1 + F 2
LR)2 . (3.65)
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Considérons ensuite ŝLR sous la forme

∆xŝLR =



0, si hL = 0 et hR = 0,

gh2
R/2, si hRuR = 0 et hL = 0 et hR + zR ≤ zL,

− gh2
L/2, si hLuL = 0 et hR = 0 et hL + zL ≤ zR,

− g(hL + hR)(zR − zL)/2, si hL = 0 ou hR = 0,

∆xŝFWB
LR , sinon,

(3.66)

avec ŝFWB
LR défini par (3.55b). Pour ε > 0, considérons enfin que les états intermédiaires du solveur

notés w∗
L et w∗

R s’écrivent


h∗

L

u∗
L

h∗
R

u∗
R

 =



(
0, 0, 0, 0)T, si hL = 0 et hR = 0,

(
0, 0, 2hHLL, ûHLL)T, si hL = 0 et hR > 0,

(
2hHLL, ûHLL, 0, 0

)T
, si hL > 0 et hR = 0,

min
(

max
(
h̃∗

L, ε
)
, 2hHLL − ε

)
ũ∗

L

min
(

max
(
h̃∗

R, ε
)
, 2hHLL − ε

)
ũ∗

R


, sinon.

(3.67)

Un schéma de type Godunov (3.6) défini par la donnée d’un tel solveur de Riemann
i) est consistant avec les équations de Saint Venant (3.3),
ii) préserve l’ensemble convexe Ω̂,
iii) est robuste pour les transitons en zones sèches-mouillées,
iv) est well-balanced pour toutes les solutions stationnaires régulières de la forme (1.13).

Si de plus, h̃∗
L > 0 et h̃∗

R > 0 alors un schéma de type Godunov (3.6) associé à un tel solveur de
Riemann satisfait une inégalité d’entropie discrète locale (3.14) pour le couple (η̂, Ĝ) donné par (3.4).
Le flux numérique d’entropie Ĝ de cette inégalité est donné par (3.15).

Démonstration. En ce qui concerne i), il est seulement nécessaire de montrer la consistance en dehors
des transitions en zones sèches-mouillées. Si h̃∗

L et h̃∗
R respectivement donnés par (3.64a), (3.64c) sont

tous deux strictement positifs alors les expressions (3.67) coïncident avec les expressions (3.64). Dans ce
cas, la consistance est montrée dans la Proposition 3.1.4.1-i). Si h̃∗

L ≤ 0 ou h̃∗
R ≤ 0, alors les procédures

de limitation min(max(·, ·), ·) s’activent et un calcul analogue à celui de la preuve du Lemme 2.3.3-i)
montre que ces procédures préservent la relation de consistance intégrale pour tout ε > 0 suffisamment
petit. Par conséquent, on en déduit la consistance annoncée dans l’assertion i).

Pour montrer l’assertion ii) relative à la préservation du domaine Ω̂, il est suffisant de montrer que
h∗

L ≥ 0 et h∗
R ≥ 0 or d’après les expressions (3.67) ces inégalités sont immédiatement assurées pour

ε > 0 suffisamment petit.
Concernant iii) et d’après [164, Section 3.1.2.4], les disjonctions proposées dans (3.66) pour ŝLR

et dans (3.67) pour les états w∗
L, w∗

R assurent la robustesse du schéma dans le cas d’une transition en
zones sèches-mouillées.

Pour montrer la propriété well-balanced de l’assertion iv), il est suffisant, d’après la Proposition
3.1.1.1, de montrer que si ŵL et ŵR forment un équilibre local (3.53) alors w∗

L = wL et w∗
R = wR. Dans

le cas d’un tel équilibre local, ŝLR, w∗
L et w∗

R sont donnés par (3.55b), (3.64) et la preuve du Lemme
3.1.4.2 a établi que

(hHLL)eq(ûHLL)eq = hL + hR

2 (ûHLL)eq = qeq.
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Avec la notation [·] = ·R − ·L et comme cela est détaillé dans la démonstration du Lemme 3.1.4.3-ii),
l’équation ci dessus permet de déduire

g

8
1

1 + (F 2
LR)eq

(
1 + (F 2

LR)eq[h] + [z]
)2

=
(
η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g

8[z]2 − g[z]2

8
F 2

LR

1 + F 2
LR

)eq
,

= (η̂HLL)eq − η̂(ŵHLL)eq

1 + (F 2
LR)eq + g

8
[z]

1 + (F 2
LR)eq .

En introduisant cette donnée dans l’expression (3.65), on en déduit que [h∗]eq vérifie

[h∗]eq =

− [z]
1 + (F 2

LR)eq +
(
sign

(
(1 + (F 2

LR))[h] + [z]
))eq

√
8
g

(η̂HLL)eq − η̂(ŵHLL)eq

1 + (F 2
LR)eq + [z]2

(1 + (F 2
LR)eq)2 ,

= − [z]
1 + (F 2

LR)eq + sign
(
(1 + (F 2

LR)eq)[h] + [z]
) ∣∣((1 + (F 2

LR)eq)[h] + [z]
∣∣∣∣1 + (F 2

LR)eq
∣∣ ,

= −[z] + (1 + (F 2
LR)eq)[h] + [z]

1 + (F 2
LR)eq ,

= [h].
(3.68)

En associant l’égalité ci-dessus aux définitions (3.64a), (3.64c), on déduit que (h∗
α)eq = hα pour tout α

dans {L,R}.
Il faut maintenant montrer les égalités

qeq = (h∗
R)eq(u∗

R)eq = (h∗
L)eq(u∗

L)eq.

Comme le résultat (h∗
α)eq = hα vient d’être montré, les égalités ci dessus sont équivalentes à (u∗

α)eq =
qeq/hα pour tout α dans {L,R}. D’après le Lemme 3.1.4.1, qeq

LR = qeq or en associant ce résultat à
l’égalité entre (h∗

α)eq et hα précédemment montrée, il suit

(u∗
L)eq = (ûHLL)eq + qeq

LR[h∗]eq

2(hHLL)eq√
hLhR

√
(h∗

R)eq

(h∗
L)eq ,

= 2qeq

hL + hR
+ qeq[h]

(hL + hR)hL
,

= qeq 2hL + [h]
(hL + hR)hL

,

= qeq

hL
= uL.

Comme un calcul analogue montre que (u∗
R)eq = uR, on en déduit la propriété well-balanced annoncée.

Enfin, concernant l’inégalité d’entropie discrète, si h̃∗
L et h̃∗

R respectivement donnés par (3.64a) et
par (3.64c) sont tous deux strictement positifs alors les expressions (3.67) coïncident avec les expressions
(3.64). Dans ce cas, l’inégalité d’entropie discrète est une conséquence directe de la définition du solveur
de Riemann et cette inégalité est démontrée dans la Proposition 3.1.4.1 ce qui conclut la preuve.

Les transitions en zones sèches-mouillées dans le théorème ci-dessus s’opèrent à l’aide des disjonc-
tions de cas dans les expressions (3.66) et (3.67). Ces disjonctions de cas sont robustes (voir [164,
Section 3.1.2.4]) mais leurs expressions ne sont pas continues avec le schéma initialement défini dans
la Proposition 3.1.4.1.

La procédure de limitation min(max(·, ·), ·) utilisée dans (3.67) est une version paramétrée par
ε > 0 des procédures de limitations déployées dans les sections 2.3 et 3.1.3. L’introduction de ce petit
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paramètre ε permet de garantir les inégalités strictes h∗
L > 0 et h∗

R > 0. Ces inégalités sont essentielles
sur le plan théorique puisqu’elles sont aux fondements de la résolution du système d’équations (3.26),
(3.55) exposée dans la Proposition 3.1.4.1. De plus, d’après les définitions (3.64b) et (3.64d), u∗

L et u∗
R

ne sont pas définis lorsque h∗
L = 0 ou h∗

R = 0.
Il est néanmoins d’usage de considérer en pratique le cas limite ε = 0 et le lecteur intéressé trouvera

des exemples dans [165, 166]. Ce cas limite peut se traiter sans difficulté pour le schéma numérique
du Théorème 3.1.4.1 car que la programmation du solveur de Riemann (3.22) ne nécessite que la
connaissance de h∗

L, h∗
R et des produits h∗

Lu
∗
L, h∗

Ru
∗
R. Or, en admettant h∗

L > 0 et h∗
R > 0 dans les

définitions (3.67), il suit

h∗
Lu

∗
L = h∗

Lû
HLL + qLR[h∗]

2hHLL

√
h∗

Lh
∗
R

hLhR
, h∗

Ru
∗
R = h∗

Rû
HLL − qLR[h∗]

2hHLL

√
h∗

Lh
∗
R

hLhR
. (3.69)

Puisque les deux expressions ci-dessus sont continues lorsque h∗
L ou h∗

R tendent vers zéro, il est suffisant
en pratique de programmer les quantités h∗

L et h∗
R en passant formellement à la limite ε = 0 dans (3.67)

puis de programmer les produits h∗
Lu

∗
L et h∗

Ru
∗
R données par (3.69). Enfin, lorsque les procédures de

limitations sont actives, le système d’équations (3.26) n’est plus nécessairement vérifié et par conséquent
la stabilité entropique pourrait être localement perdue dans ce cas.

Le Théorème 3.1.4.1 montre l’existence d’un schéma numérique pour les équations de Saint Venant
(3.3) à stabilité entropique locale et well-balanced pour toutes les solutions stationnaires régulières. Ce
schéma est une généralisation du schéma entropique well-balanced pour le lac au repos proposé dans le
Théorème 3.1.3.1 car un calcul direct montre que si qLR est nul alors les formulations (3.67) dégénèrent
vers (3.51). Par conséquent, cette généralisation unifie les schémas numériques entropiques présentés
dans le Théorème 3.1.3.1 (well-balanced pour le lac au repos) ainsi que dans le Lemme 2.3.3 (cas d’une
fonction z constante).

La section suivante présente un schéma numérique entropique et well-balanced pour les équations
de Ripa construit à partir d’une proposition analogue à la Proposition 3.1.1.1.

3.2 Schéma entropique et well-balanced pour les équations de Ripa

3.2.1 Condition suffisante de stabilité entropique locale

Pour la donnée d’une fonction z : R → R bornée, régulière et indépendante du temps, le système
de Ripa en une dimension d’espace est maintenant considéré. Ce système d’équations s’écrit

∂t

 h
hu
hθ

+ ∂x

 hu
hu2 + gh2φ(θ)/2

hθu

 =

 0
−ghφ(θ)

0

 ∂xz. (3.70)

L’inconnue w du système ci-dessus est (h, hu, hθ)T dans Ω =
{
(h, hu, hθ) ∈ R3 |h > 0, hu ∈ R, hθ > 0

}
et φ : R+

∗ → R+
∗ est une fonction régulière bijective donnée. La fonction de flux f : Ω → R3 et le terme

source S : Ω → R3 du système de Ripa (3.70) sont respectivement donné par

f(w) = (hu, hu2 + gh2φ(θ)/2, hθu)T,

S(w) = (0,−ghφ(θ), 0)T.

Puisque la fonction z donnée est bornée, régulière et que le système d’équations (3.70) est invariant
par translation en z, on peut supposer, sans perdre de généralité, que z ≥ 0. Par conséquent, et en
notant ŵ = (h, hu, hθ, z)T, ŵ prend ses valeurs dans un espace convexe Ω̂ défini par

Ω̂ =
{

(h, hu, hθ, z) ∈ R4 |h > 0, hu ∈ R, hθ > 0, z ≥ 0
}
.

De plus, les solutions du système de Ripa (3.70) vérifient une inégalité d’entropie (3.2) dans laquelle
le couple entropie, flux d’entropie (η̂, Ĝ) est donné par

η̂(ŵ) = (hu)2

2h +
gφ
(

(hθ)/h
)
h

2 (h+ 2z), Ĝ(ŵ) = (hu)3

2h2 + g(hu)φ
(

(hθ)/h
)
(h+ z), ∀ŵ ∈ Ω̂. (3.71)
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Pour caractériser le couple (η̂, Ĝ) défini ci-dessus, on introduit les couples (η,G) et (ψ,H) respec-
tivement donné par

η(w) = (hu)2

2h +
gφ
(

(hθ)/h
)
h2

2 , G(w) = (hu)3

2h2 + g(hu)φ
(

(hθ)/h
)
h,

ψ(w) = ghφ
(

(hθ)/h
)
, H(w) = g(hu)φ

(
(hθ)/h

)
.

(3.72a)

(3.72b)

Les fonctions (η,G) définies ci-dessus sont un couple entropie, flux d’entropie du système de Ripa
(3.70) dans le cas particulier où la fonction z est constante. Les fonctions (ψ,H) forment également
un couple entropie, flux d’entropie du système de Ripa (3.70). Ces fonctions sont introduites dans ce
mémoire de thèse car elles permettent une réécriture synthétique de η̂ et Ĝ sous la forme

η̂(ŵ) = η(w) + ψ(w)z, Ĝ(ŵ) = G(w) +H(w)z, ∀ŵ ∈ Ω̂. (3.73)

Avec ces définitions et en ajoutant des contraintes sur la fonction θ 7→ φ(θ), il est possible d’énoncer
des propriétés pour le couple (η̂, Ĝ) donnée par (3.71).

Lemme 3.2.1.1 (Propriétés du couple (η̂, Ĝ) (3.71)). Soit φ : R+
∗ → R+

∗ une fonction régulière
bijective. Considérons les couples de fonctions (η,G) et (ψ,H) à valeurs dans R et définis par (3.72).
Les assertions suivantes sont vérifiées
i) Si θ 7→ φ(θ) satisfait les inégalités strictes

φ′′(θ)φ(θ) − φ′(θ)2

2 > 0, φ(θ) − θφ′(θ) + θ2

2 φ
′′(θ) > 0, ∀θ ∈ R+

∗ , (3.74)

alors w 7→ η(w) est strictement convexe.
ii) Si θ 7→ φ(θ) est strictement convexe alors w 7→ ψ(w) est convexe.
iii) L’ensemble des fonctions régulières φ définies sur R+

∗ , à valeurs dans R+
∗ , strictement convexes,

bijectives et qui vérifient les inégalités (3.74) est non vide.

Démonstration. Comme l’assertion i) est montrée dans [78], il est seulement nécessaire de montrer ii)
et iii).

En en ce qui concerne ii), en considérant (w1, z1), (w2, z2) dans Ω̂2 et s un réel dans [0, 1], la
convexité de θ 7→ φ(θ) permet d’écrire

ψ(sw1 + (1 − s)w2) = g
(
sh1 + (1 − s)h2

)
φ
(
θ1

sh1
sh1 + (1 − s)h2

+ θ2
(1 − s)h2

sh1 + (1 − s)h2

)
,

≤ g
(
sh1 + (1 − s)h2

)( sh1
sh1 + (1 − s)h2

φ(θ1) + (1 − s)h2
sh1 + (1 − s)h2

φ(θ2)
)
,

≤ sψ(w1) + (1 − s)ψ(w2).

Puisque l’expression ci-dessus est la définition d’une fonction convexe, ce calcul termine la preuve de
l’assertion ii).

Pour montrer l’assertion iii), un calcul direct montre que la fonction φ : θ 7→ θ3 satisfait les
conditions énoncées ce qui conclut la preuve.

Le lemme ci-dessus présente une écriture de l’entropie η̂ avec les fonctions w 7→ η(w) et w 7→ ψ(w).
Quel que soit la fonction φ choisie, le critère de Sylvester montre que l’entropie ŵ 7→ η̂(ŵ) ne peut pas
être convexe. Cependant, les auteurs de [78] introduisent les contraintes (3.74) pour forcer la convexité
de w 7→ η(w).

Dans ce mémoire de thèse, la convexité stricte de la fonction θ 7→ φ(θ) est proposée comme hypo-
thèse additionnelle. Cette hypothèse garantit la convexité de w 7→ ψ(w) et d’après le Lemme 3.2.1.1-iii),
elle est également compatible avec les contraintes existantes. Par conséquent, il est possible de formuler
η̂ à l’aide des deux fonctions convexes η et ψ.
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Concernant l’approximation numérique, la fonction régulière donnée z : R → R+ est tout d’abord
discrétisée comme suit :

zi = 1
∆x

∫ x
i+ 1

2

x
i− 1

2

z(x) dx, ∀i ∈ Z. (3.75)

Puisque la fonction z est positive, la séquence (zi)i∈Z définie ci-dessus est également positive.
Ensuite, les solutions du système de Ripa (3.70) sont approchées par un schéma de type Godunov.

D’après la section 1.4.4, un tel schéma est défini par la donnée d’un solveur de Riemann w̃ : R×Ω̂×Ω̂ →
Ω qui satisfait la relation de consistance intégrale (1.63). En complétant cette donnée par la notation
ŵn

i = (hn
i , h

n
i u

n
i , h

n
i θ

n
i , zi)T dans Ω̂ et par

ξn
i+ 1

2
: (x, t) 7→

x− xi+ 1
2

tn + t
, ∀(i, n, x, t) ∈ Z × N × [xi, xi+1[×[0,∆t],

un schéma numérique de type Godunov pour le système de Ripa (3.70) s’écrit pour tout i dans Z

wn+1
i = 1

∆x

∫ xi

x
i− 1

2

w̃
(
ξn

i− 1
2
(x,∆t), ŵn

i−1, ŵ
n
i

)
dx+ 1

∆x

∫ x
i+ 1

2

xi

w̃
(
ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1
)

dx. (3.76)

Enfin, pour (Ŝn
i+1/2)i∈Z une séquence de R3 qui vérifie la condition de consistance (1.62), la Définition

1.4.4.1 donne l’existence d’une fonction σ̂ : (Ω̂)2 → R telle que

Ŝn
i+ 1

2
=

 0
σ̂(ŵn

i , ŵ
n
i+1)

0

 zi+1 − zi

∆x , σ̂(ŵ, ŵ) = −ghφ
(

(hθ)/h
)
, ∀(i, ŵ) ∈ Z × Ω̂. (3.77)

La fonction σ̂ est un paramètre libre à choisir au moins en vertu de la relation de consistance σ̂(ŵ, ŵ) =
−gh. D’après l’expression (3.77), la donnée de la fonction σ̂ définie la séquence (Ŝn

i+1/2)i∈Z et puisqu’il
n’y a pas d’ambiguïté, la notation suivante est désormais adoptée :

ŝi+ 1
2

= σ̂(ŵn
i , ŵ

n
i+1)zi+1 − zi

∆x , ∀i ∈ Z.

En utilisant la séquence ci-dessus, le Lemme 1.4.4.1 autorise une réécriture équivalente du schéma
de type Godunov (3.76) sous la forme

wn+1
i = wn

i − ∆t
∆x

(
F̂(ŵn

i , ŵ
n
i+1) − F̂(ŵn

i−1, ŵ
n
i )
)

+ ∆t
2
(
Ŝn

i+ 1
2

+ Ŝn
i− 1

2

)
, ∀i ∈ Z,

avec,

F̂(ŵn
i , ŵ

n
i+1) =

f(wn
i+1) + f(wn

i )
2 − ∆x

4∆t
(
wn

i+1 − wn
i

)
+ 1

2∆t

∫ xi+1

x
i+ 1

2

w̃
(
ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1) dx

− 1
2∆t

∫ x
i+ 1

2

xi

w̃(ξn
i+ 1

2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1) dx.

L’objectif de cette section est d’écrire la relation de consistance intégrale, des conditions suffisantes
de stabilité entropique ainsi que la propriété well-balanced pour un solveur de Riemann dédié aux
équations de Ripa (3.70).

Tout d’abord, et comme cela est indiqué dans la section 1.4.4, la relation de consistance intégrale est
valide pour tous les systèmes d’équations avec un terme source de la forme S(w)∂xz. Par conséquent, la
relation de consistance intégrale (3.12) se lit mutatis mutandis pour le cas du système de Ripa (3.70).

Ensuite, la propriété well-balanced nécessite une définition des équilibres locaux pour les solutions
stationnaires du système de Ripa (3.70). Plusieurs définitions sont possibles [78, 95] mais l’extension
directe des équilibres locaux introduits en Section 3.1.1 est donnée par la définition suivante :
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Définition 3.2.1.1 (Équilibre local et schéma well-balanced pour les équations de Ripa (3.70)). Consi-
dérons les équations de Ripa (3.70) complétées par la notation

B̂(ŵ) = u2

2 + gφ(θ)(h+ z), ∀ŵ ∈ Ω̂.

À la date tn, considérons ŵn
i et ŵn

i+1 deux états constants dans Ω̂ respectivement à gauche et à droite
de l’interface xi+ 1

2
.

i) Les deux états ŵn
i et ŵn

i+1 sont dits à l’équilibre local pour les équilibres mouvants si

hn
i u

n
i = hn

i+1u
n
i+1, B̂(ŵn

i ) = B̂(ŵn
i+1). (3.78)

ii) Les deux états ŵn
i et ŵn

i+1 sont dits à l’équilibre local pour le lac au repos si

un
i = un

i+1 = 0, θn
i = θn

i+1, hn
i + zi = hn

i+1 + zi+1. (3.79)

iii) Un schéma numérique de type Godunov (3.76) est dit well-balanced pour les équilibres mouvants
s’il préserve exactement une séquence (ŵn

i )i∈Z qui satisfait à chaque interface du maillage un
équilibre local (3.78). Cette propriété s’écrit

si ∀i ∈ Z

 hn
i u

n
i = hn

i+1u
n
i+1,

B̂(ŵn
i ) = B̂(ŵn

i+1),
alors wn+1

i = wn
i , ∀i ∈ Z.

Un schéma numérique well-balanced pour le lac au repos s’énonce mutadis mutandis en considé-
rant les équilibres locaux (3.79). Cette propriété s’écrit dans ce cas

si ∀i ∈ Z


un

i = un
i+1 = 0,

θn
i = θn

i+1,

hn
i + zi = hn

i+1 + zi+1,

alors wn+1
i = wn

i , ∀i ∈ Z.

Avec la définition ci-dessus, la condition suffisante à la propriété well-balanced donnée par (3.16) reste
valable pour le cas du système de Ripa (3.70).

En revanche, la construction d’une inégalité de la forme (3.13) pour le système de Ripa (3.70) n’est
pas simple et la difficulté provient une nouvelle fois de la perte de convexité de l’entropie ŵ 7→ η̂(ŵ).
L’idée proposée dans la suite repose sur la réécriture du couple (η̂, Ĝ) donnée par (3.73) puis sur
l’utilisation des convexités de w 7→ η(w) et w 7→ ψ(w) obtenues avec les contraintes énoncées dans le
Lemme 3.2.1.1.

Avec ces éléments, une extension de la Proposition 3.1.1.1 est maintenant accessible.

Proposition 3.2.1.1 (Solveur de Riemann entropique et well-balanced pour le système de Ripa).
Avec la donnée d’une fonction φ : R+

∗ → R+
∗ , régulière, strictement convexe, bijective et satisfaisant

les inégalités (3.74), considérons les couples (η,G) et (ψ,H) définis par (3.72).
Soient (Ŝn

i+1/2)i∈Z une suite de R3 et un solveur de Riemann w̃ : R× Ω̂× Ω̂ → Ω satisfaisant respec-
tivement les conditions de consistances des Définitions 1.4.4.1 et 1.4.4.2. Supposons qu’une condition
CFL de non interaction est satisfaite. Considérons (Hi+ 1

2
)i∈Z une séquence de réels telle que

Hi+ 1
2

=
H(wn

i ) +H(wn
i+1)

2 − ∆x
4∆t

(
ψ(wn

i+1) − ψ(wn
i )
)

+ 1
2∆t

∫ xi+1

x
i+ 1

2

ψ
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1)

)
dx

− 1
2∆t

∫ x
i+ 1

2

xi

ψ
(
w̃
(
ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1
) )

dx.

(3.80)
Les assertions suivantes sont vérifiées.
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i) Si pour tout i dans Z, le solveur de Riemann vérifie la relation de consistance intégrale

1
∆x

∫ xi+1

xi

w̃(ξn
i+ 1

2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1) dx =

wn
i + wn

i+1
2 − ∆t

∆x(f(wn
i+1) − f(wn

i )) + ∆tŜn
i+ 1

2
, (3.81)

alors le schéma de type Godunov (3.76) est consistant avec les équations de Ripa (3.70).
ii) Si le solveur de Riemann satisfait les inégalités suivantes pour tout i dans Z

1
∆x

∫ xi+1

xi

ψ
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), wn

i , w
n
i+1)

)
dx ≤

ψ(wn
i ) + ψ(wn

i+1)
2 − ∆t

∆x
(
H(wn

i+1) −H(wn
i )
)
,

1
∆x

∫ xi+1

xi

η
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), wn

i , w
n
i+1)

)
dx ≤

η(wn
i ) + η(wn

i+1)
2 − ∆t

∆x
(
G(wn

i+1) −G(wn
i )) − ∆t

∆x(zi+1 − zi)Hi+ 1
2
,

(3.82a)

(3.82b)

alors le schéma de type Godunov (3.76) vérifie une inégalité d’entropie discrète locale pour le
couple (η̂, Ĝ) donné par (3.71). Cette inégalité s’écrit

η̂(ŵn+1
i ) − η̂(ŵn

i )
∆t +

Ĝi+ 1
2

− Ĝi− 1
2

∆x ≤ 0, ∀i ∈ Z, (3.83)

avec,

Ĝi+ 1
2

=
G(wn

i+1) +G(wn
i )

2 + Hi+ 1
2

zi+1 + zi

2 − ∆x
4∆t

(
η(wn

i+1) − η(wn
i )
)

+ 1
2∆t

∫ xi+1

x
i+ 1

2

η
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1)

)
dx

− 1
2∆t

∫ x
i+ 1

2

xi

η
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1)

)
dx.

(3.84)

iii) Si le solveur de Riemann satisfait

w̃(ξn
i+ 1

2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1) =

w
n
i si x− xi+ 1

2
< 0,

wn
i+1 sinon,

∀i ∈ Z, (3.85)

dès que la séquence (ŵn
i )i∈Z vérifie, à chaque interface du maillage, un équilibre local pour les

équilibres mouvants (3.78) (resp. le lac au repos (3.79)) alors le schéma de type Godunov (3.76)
est well-balanced pour les équilibres mouvants (resp. le lac au repos)

Démonstration. Pour l’assertion i), et comme z est régulière, la quantité Ŝn
i+1/2 donnée par (3.77) est

consistante avec (0,−ghφ(θ)∂xz, 0)T et elle vérifie de plus

Ŝ(ŵ, ŵ) = 0, ∀ŵ ∈ Ω̂. (3.86)

Par conséquent, un solveur de Riemann qui vérifie la relation de consistance intégrale (3.81) donne un
schéma de type Godunov (3.76) consistant.

Concernant l’assertion ii), et comme φ satisfait les conditions (3.74), la fonction w 7→ η(w) est
strictement convexe. Ainsi, l’inégalité de Jensen appliquée au schéma de type Godunov (3.76) donne

η(wn+1
i ) ≤

1
2∆x

∫ x
i+ 1

2

xi

η
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1)

)
dx+ 1

2∆x

∫ xi

x
i− 1

2

η
(
w̃(ξn

i− 1
2
(x,∆t), ŵn

i−1, ŵ
n
i )
)

dx
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+ 1
2∆x

∫ xi

xi−1
η
(
w̃(ξn

i− 1
2
(x,∆t), ŵn

i−1, ŵ
n
i )
)

dx+ 1
2∆x

∫ xi+1

xi

η
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1)

)
dx

− 1
2∆x

∫ x
i− 1

2

xi−1
η
(
w̃(ξn

i− 1
2
(x,∆t), ŵn

i−1, ŵ
n
i )
)

dx− 1
2∆x

∫ xi+1

x
i+ 1

2

η
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1)

)
dx.

Avec l’introduction de l’inégalité (3.82b) dans le résultat ci-dessus, il suit

η(wn+1
i ) ≤

1
2∆x

∫ x
i+ 1

2

xi

η
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1)

)
dx+ 1

2∆x

∫ xi

x
i− 1

2

η
(
w̃(ξn

i− 1
2
(x,∆t), ŵn

i−1, ŵ
n
i )
)

dx

+ 1
2
(η(wn

i−1) + η(wn
i )

2 − ∆t
∆x

(
G(wn

i ) −G(wn
i−1)

)
− ∆t

∆x(zi − zi−1)Hi− 1
2

)
+ 1

2
(η(wn

i ) + η(wn
i+1)

2 − ∆t
∆x

(
G(wn

i+1) −G(wn
i )
)

− ∆t
∆x(zi+1 − zi)Hi+ 1

2

)
− 1

2∆x

∫ x
i− 1

2

xi−1
η
(
w̃(ξn

i− 1
2
(x,∆t), ŵn

i−1, ŵ
n
i )
)

dx− 1
2∆x

∫ xi+1

x
i+ 1

2

η
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵn

i , ŵ
n
i+1)

)
dx.

(3.87)

Par ailleurs, l’inégalité (3.82a) coïncide avec l’inégalité (2.4) pour le couple (ψ,H) défini dans (3.72b).
Comme θ 7→ φ(θ) est strictement convexe, la fonction w 7→ ψ(w) est convexe et par application de la
Proposition 2.1.1, il suit immédiatement

ψ(wn+1
i ) ≤ ψ(wn

i ) − ∆t
∆x

(
Hi+ 1

2
− Hi− 1

2

)
. (3.88)

Comme la fonction z est positive, la quantité zi donnée par (3.75) est également positive pour tout i
dans Z et par conséquent en multipliant l’inégalité ci-dessus par zi, on en déduit

ziψ(wn+1
i ) ≤ ziψ(wn

i ) − ∆t
∆xzi

(
Hi+ 1

2
− Hi− 1

2

)
.

La sommation membre à membre de l’inégalité ci-dessus à l’inégalité (3.87) permet d’écrire une inégalité
de la forme

η(wn+1
i ) + ψ(wn+1

i )zi ≤ η(wn
i ) + ψ(wn

i )zi − ∆t
∆x

(
Ĝi+ 1

2
− Ĝi− 1

2

)
, ∀i ∈ Z,

avec Gi+1/2 donné par (3.84). En utilisant la réécriture de η̂(ŵ) donnée par (3.73), il vient η̂(ŵ) =
η(w) + zψ(w) et comme la fonction z est indépendante du temps, l’inégalité précédente se réécrit sous
la forme de l’inégalité (3.83).

Avant de terminer la preuve de l’assertion ii), il faut vérifier que la quantité Ĝi+1/2 donnée par
(3.84) est consistante avec Ĝ. En utilisant l’égalité de consistance du solveur w̃(ξ, ŵ, ŵ) = w dans la
définition de H donnée par (3.80), il suit

H(ŵ, ŵ) = H(w) +H(w)
2 − ∆x

4∆t (ψ(w) − ψ(w))

+ 1
2∆t

∫ xi+1

x
i+ 1

2

ψ
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵ, ŵ)

)
dx− 1

2∆t

∫ x
i+ 1

2

xi

ψ
(
w̃(ξn

i+ 1
2
(x,∆t), ŵ, ŵ)

)
dx,

= H(w) + 1
2∆t

∫ xi+1

x
i+ 1

2

ψ(w) dx− 1
2∆t

∫ x
i+ 1

2

xi

ψ(w) dx,

= H(w).
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Avec l’égalité ci-dessus et un calcul analogue, on montre alors Ĝ(ŵ, ŵ) = Ĝ(w) + zH(w). Puisque
l’expression (3.73) donne Ĝ(ŵ) = G(w) + zH(w), cette dernière égalité termine de montrer l’assertion
ii).

Pour l’assertion iii), la condition suffisante de propriété well-balanced donnée par (3.85) est iden-
tique à (3.16) et par conséquent sa démonstration s’identifie mutatis mutandis à celle menée dans la
Proposition 3.1.1.1-iii). Ce dernier argument conclut la preuve.

La proposition ci-dessus fait apparaître une condition suffisante de stabilité entropique discrète sous
la forme de deux inégalités respectivement données par (3.82a)-(3.82b). La première de ces inégalités
est un support pour la démonstration mais elle produit aussi l’inégalité (3.88) qui s’identifie à une
stabilité entropique pour le couple (ψ,H) défini dans (3.72b). Pour une fonction φ donnée, un schéma
numérique défini à partir de la Proposition 3.2.1.1 vérifie donc deux stabilités entropiques locales :
une pour le couple (ψ,H) et l’autre pour le couple (η̂, Ĝ). La seconde de ces stabilités entropiques est
obtenue à partir de l’inégalité (3.82b) qui est un analogue de (3.13). On détaille maintenant un solveur
de Riemann constant par morceaux de la forme (3.22) qui satisfait la relation de consistance intégrale
(3.81) et les inégalités (3.82).

3.2.2 Solveur de Riemann à deux états intermédiaires symétriques, consistant et
entropique

Pour définir un solveur de Riemann dans le cas des équations de Ripa (3.70), les notations (3.20)
demeurent mais elles sont complétées par Hi+ 1

2
= HLR ainsi que par un réel λ > 0 et une condition

CFL de non interaction donnés par

λ ≥ max
α∈{L,R}

(|uα ±
√
ghαφ(θα)|, |uα|), λ∆t

∆x ≤ 1
2 . (3.89)

En considérant les inégalités ci-dessus satisfaites, un solveur de Riemann à deux états intermédiaires
symétriques noté w̃(·, ŵL, ŵR) : R → R3 s’écrit

w̃(x/∆t, ŵL, ŵR) =



wL si x

∆t ≤ −λ,

w∗
L si − λ <

x

∆t ≤ 0,

w∗
R si 0 < x

∆t ≤ λ,

wR si λ <
x

∆t .

(3.90)

Dans le cas du système de Ripa (3.70), les quantités wHLL et ηHLL respectivement dans R3 et dans R
se lisent

wHLL = (hHLL, (hu)HLL, (hθ)HLL)T = wR + wL

2 − f(wR) − f(wL)
2λ ,

ηHLL = η(wR) + η(wL)
2 − G(wR) −G(wL)

2λ .

(3.91a)

(3.91b)

Ces quantités sont maintenant complétées par un analogue défini avec le couple (ψ,H) et pour lequel
des propriétés peuvent être établies.

Lemme 3.2.2.1. Soient ŵL et ŵR deux éléments constants de Ω̂ et φ : R+
∗ → R+

∗ une fonction
régulière, strictement convexe, bijective. Considérons le couple (ψ,H) défini dans (3.72b) et le réel
ψHLL tel que

ψHLL = ψ(wR) + ψ(wL)
2 − H(wR) −H(wL)

2λ . (3.92)

Les deux assertions ci-dessous sont vérifiées.
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i) Si λ > 0 satisfait l’inégalité (3.89) alors

hHLL > 0, (hθ)HLL

hHLL = θHLL > 0, ψHLL ≥ ψ(wHLL). (3.93)

ii) L’égalité ψHLL = ψ(wHLL) advient si et seulement si θL = θR = θ. Dans ce cas, les égalités
suivantes sont satisfaites :

ψHLL = ψ(wHLL) = ghHLLφ(θ), θHLL = θ. (3.94)

Démonstration. L’inégalité stricte hHLL > 0 est démontrée dans le Lemme 2.3.1 en Section 2.3 et elle
permet de définir θHLL = (hθ)HLL/hHLL. Pour montrer l’inégalité stricte θHLL > 0 et pour alléger les
écritures, la notation [·] = ·R − ·L est utilisée. Par définition, θHLL s’écrit

θHLL = (hθ)HLL

hHLL = (hθ)L + (hθ)R − [hθ u/λ]
2hHLL ,

= θL
hL(1 + uL/λ)

2hHLL + θR
hR(1 − uR/λ)

2hHLL . (3.95)

Comme λ répond à l’inégalité (3.89), il vérifie en particulier λ > max(|uL|, |uR|). Par conséquent, le
membre de droite de l’égalité (3.95) est une combinaison convexe de θL et de θR qui sont tous deux
strictement positifs, ce qui permet de déduire θHLL > 0.

Concernant la preuve de l’inégalité ψ(wHLL) ≤ ψHLL, en utilisant l’expression de θHLL donnée sous
la forme d’une combinaison convexe dans (3.95) et en s’appuyant sur la convexité de θ 7→ φ(θ), il suit

ψ(wHLL) = hHLLφ(θHLL) = hHLLφ
(
θL
hL(1 + uL/λ)

2hHLL + θR
hR(1 − uR/λ)

2hHLL

)
,

≤ hL(1 + uL/λ)
2 φ(θL) + hR(1 − uR/λ)

2 φ(θR). (3.96)

En développant et en réorganisant les termes de droite de l’inégalité ci-dessus, il vient

hL(1 + uL/λ)
2 φ(θL) + hR(1 − uR/λ)

2 φ(θR) = hLφ(θL) + hRφ(θR)
2 − hRφ(θR)uR − hLφ(θL)uL

2λ
= ψHLL. (3.97)

Cette dernière expression associée à l’inégalité (3.96) permet de déduire l’inégalité ψ(wHLL) ≤ ψHLL.
Pour l’assertion ii), l’égalité (3.95) montre immédiatement que si θL = θR = θ alors θHLL = θ.

De plus, l’égalité (3.97) montre que la condition θL = θR est une condition suffisante à l’égalité
ψ(wHLL) = ψHLL et on montre maintenant qu’il s’agit également d’une condition nécessaire.

Puisque φ est régulière, un développement de Taylor avec reste intégrale permet d’écrire pour tout
α dans {L,R}

φ(θα) = φ(θHLL) + φ′(θHLL)(θα − θHLL) + (θα − θHLL)2
∫ 1

0
(1 − s)φ′′(θHLL + s(θα − θHLL)

)
ds.

Par conséquent, la quantité ψHLL définie dans (3.92) se lit également

ψHLL = hL(1 + uL/λ)
2

(
φ(θHLL) + φ′(θHLL)(θL − θHLL)

)
+ hR(1 − uR/λ)

2
(
φ(θHLL) + φ′(θHLL)(θR − θHLL)

)
+ hL(1 + uL/λ)

2 (θL − θHLL)2
∫ 1

0
(1 − s)φ′′(θHLL + s(θL − θHLL)

)
ds

+ hR(1 − uR/λ)
2 (θR − θHLL)2

∫ 1

0
(1 − s)φ′′(θHLL + s(θR − θHLL)

)
ds,
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= hHLLφ(θHLL) + φ′(θHLL)
(
(hθ)HLL − hHLLθHLL)

+ hL(1 + uL/λ)
2 (θL − θHLL)2

∫ 1

0
(1 − s)φ′′(θHLL + s(θL − θHLL)

)
ds

+ hR(1 − uR/λ)
2 (θR − θHLL)2

∫ 1

0
(1 − s)φ′′(θHLL + s(θR − θHLL)

)
ds,

= ψ(wHLL) + hL(1 + uL/λ)
2 (θL − θHLL)2

∫ 1

0
(1 − s)φ′′(θHLL + s(θL − θHLL)

)
ds

+ hR(1 − uR/λ)
2 (θR − θHLL)2

∫ 1

0
(1 − s)φ′′(θHLL + s(θR − θHLL)

)
ds. (3.98)

Puisque λ vérifie en particulier λ > max(|uL|, |uR|), les quantités hL(1 + uL/λ) et hR(1 − uR/λ) sont
strictement positives. Ainsi, si ψHLL = ψ(wHLL) alors l’expression (3.98) conduit nécessairement à

0 = (θα − θHLL)2
∫ 1

0
(1 − s)φ′′(θHLL + s(θα − θHLL)

)
ds, α ∈ {L,R} .

En utilisant la convexité stricte de θ 7→ φ(θ), le résultat ci-dessus permet de déduire que θL = θR = θHLL

est une condition nécessaire à l’égalité ψHLL = ψ(wHLL) ce qui conclut la preuve.

Avec un solveur de Riemann de la forme (3.90) donné et les propriétés du lemme ci-dessus, l’objectif
est de déterminer les états intermédiaires w∗

L et w∗
R en vertu des équations (3.81) et des inégalités (3.82).

Pour le cas des équations de Ripa (3.70), ces états intermédiaires se notent w∗
α = (h∗

α, h
∗
αu

∗
α, h

∗
αθ

∗
α)T

pour α dans {L,R}. Le lemme ci-dessous présente les équations et les inégalités qui les définissent.
Lemme 3.2.2.2 (Application des (in-)équations (3.81)-(3.82) à un solveur de Riemann (3.90)). Soient
ŵL, ŵR deux états constants de Ω̂ ainsi que φ : R+

∗ → R+
∗ une fonction régulière, strictement convexe,

bijective et satisfaisant les inégalités (3.74). Considérons les couples les couples (η̂, Ĝ), (η,G), (ψ,H)
respectivement défini par (3.71)-(3.72). Considérons ensuite ŝLR une discrétisation consistante de

1
∆x

∫ ∆x/2
−∆x/2(−ghφ(θ)∂xz) dx au sens de l’expression (3.77) et w̃(·, ŵL, ŵR) : R → R3 un solveur de

Riemann de la forme (3.90). Supposons que λ > 0 et ∆t > 0 satisfont les inégalités (3.89) puis
considérons enfin les quantités wHLL, ψHLL respectivement définies dans (3.91a)-(3.92) ainsi que les
quantités réelles

hHLLûHLL = (hu)HLL + ∆xŝLR

2λ , (3.99a)

η̂HLL = η̂(ŵR) + η̂(ŵL)
2 − Ĝ(ŵR) − Ĝ(ŵL)

2λ . (3.99b)

Si le solveur de Riemann (3.90) vérifie la relation de consistance intégrale (3.81) ainsi que les inégalités
(3.82), alors les états intermédiaires w∗

L et w∗
R du solveur de Riemann (3.90) satisfont

h∗
L + h∗

R

2 = hHLL,

h∗
Lu

∗
L + h∗

Ru
∗
R

2 = hHLLûHLL,

h∗
Lθ

∗
L + h∗

Rθ
∗
R

2 = hHLLθHLL,

ψ(w∗
L) + ψ(w∗

R)
2 ≤ ψHLL,

h∗
Lh

∗
R

8hHLL (u∗
R − u∗

L)2 + hHLL

2
ψ(w∗

L) + ψ(w∗
R)

2 +
(
h∗

R − h∗
L + 2(zR − zL)

)ψ(w∗
R) − ψ(w∗

L)
8 ≤

η̂HLL − (hHLLûHLL)2

2hHLL − ψHLL zL + zR

2 .

(3.100a)

(3.100b)

(3.100c)

(3.100d)

(3.100e)
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Réciproquement, si les états intermédiaires w∗
L et w∗

R vérifient les équations et les inégalités ci-dessus
alors le solveur de Riemann (3.90) satisfait (3.81)-(3.82).

Avant de démontrer le lemme énoncé ci-dessus, il est nécessaire de remarquer que la quantité
hHLLûHLL donnée par (3.99a) est paramétrée par ŝLR. Ce paramètre libre doit être choisi en vertu de
la condition de consistante donnée dans (3.77) et une expression possible sera proposée dans la section
suivante. Avec cette remarque, la démonstration du Lemme 3.2.2.2 est maintenant établie.

Démonstration du Lemme 3.2.2.2. Il faut d’abord montrer que (3.81)-(3.82) impliquent (3.100). Puis-
qu’une condition CFL de non interaction est vérifiée, une réécriture équivalente la relation de consis-
tance intégrale est possible. En notant ν = λ∆t/∆x, cette réécriture est donnée par

1
∆x

∫ ∆x
2

− ∆x
2

w̃ (x/∆t, ŵL, ŵR) dx

= 1
∆x

∫ −λ∆t

− ∆x
2

wL dx+ 1
∆x

∫ 0

−λ∆t
w∗

L dx+ 1
∆x

∫ λ∆t

0
w∗

R dx+ 1
∆x

∫ ∆x
2

λ∆t
wR dx,

= (−ν + 1/2)wL + νw∗
L + νw∗

R + (1/2 − ν)wR,

= wL + wR

2 − ν
f(wR) − f(wL)

λ
+ ν (0,∆xŝLR/λ, 0)T.

En écrivant composante par composante l’équation ci-dessus et en divisant de part et d’autre par 2ν,
on en déduit les équations (3.100a)-(3.100b)-(3.100c).

Comme l’inégalité (3.100d) se montre par un calcul analogue, il est maintenant nécessaire de montrer
l’inégalité (3.100e) à partir de (3.82b). En scindant l’intégrale figurant dans (3.82b) et en conservant
la notation ν = λ∆t/∆x, il suit

1
∆x

∫ ∆x
2

− ∆x
2

η (w̃ (x/∆t, ŵL, ŵR)) dx

= 1
∆x

∫ −λ∆t

− ∆x
2

η(wL) dx+ 1
∆x

∫ 0

−λ∆t
η(w∗

L) dx+ 1
∆x

∫ λ∆t

0
η(w∗

R) dx+ 1
∆x

∫ ∆x
2

λ∆t
η(wR) dx,

= (−ν + 1/2)η(wL) + νη(w∗
L) + νη(w∗

R) + (1/2 − ν)η(wR),

≤ η(wL) + η(wR)
2 − ν

G(wR) −G(wL)
λ

− HLR
ν[z]
λ
.

En simplifiant par 2ν > 0 l’expression ci-dessus puis en utilisant la quantité ηHLL définie dans (3.91b),
on en déduit que l’inégalité (3.82b) est équivalente à

η(w∗
L) + η(w∗

R)
2 ≤ ηHLL − HLR

[z]
2λ. (3.101)

L’étape de simplification suivante de l’inégalité (3.101) consiste à donner une reformulation équivalente
de −HLR[z]/(2λ). Pour clarifier les écritures, la notation [·] = ·R − ·L est utilisée et pour Φ une fonction
quelconque, cette notation est complétée par la convention [Φ] = Φ(·R) − Φ(·L). En associant la
définition de HLR énoncée dans (3.80) à la définition du solveur de Riemann constant par morceaux
(3.90), un calcul direct donne

HLR = H(wL) +H(wR)
2 − λ

2 [ψ] + λ

2 [ψ∗].
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Par conséquent, et en utilisant la quantité η̂HLL définie dans (3.99b), il vient

−HLR
[z]
2λ

= − [z][ψ∗]
4 + [z]

4
(
[ψ] − H(wL) +H(wR)

λ

)
,

= − [z][ψ∗]
4 + ψ(wL)zL + ψ(wR)zR

2 − ψ(wL) + ψ(wR)
2

zL + zR

2 − 1
2λ

H(wL) +H(wR)
2 [z],

= − [z][ψ∗]
4 + ψ(wL)zL + ψ(wR)zR

2 − ψ(wL) + ψ(wR)
2

zL + zR

2 − 1
2λ
(
[Hz] − [H]zL + zR

2
)
,

= − [z][ψ∗]
4 + η̂HLL − ηHLL − ψHLL zL + zR

2 .

En introduisant l’égalité ci-dessus dans l’expression (3.101), il est possible de déduire qu’une reformu-
lation équivalente de l’inégalité (3.82b) est donnée par

η(w∗
L) + η(w∗

R)
2 + [z][ψ∗]

4 ≤ η̂HLL − ψHLL zL + zR

2 . (3.102)

L’étape suivante consiste à récrire les quantités η(w∗
L) et η(w∗

R). D’après la définition de w 7→ η(w)
exprimée dans (3.72a) et d’après un calcul analogue à (3.31), on a

η(w∗
L) + η(w∗

R)
2 = h∗

L(u∗
L)2 + h∗

R(u∗
R)2

4 + g
(h∗

L)2φ(θ∗
L) + (h∗

R)2φ(θ∗
R)

4 ,

= (hHLLûHLL)2

2hHLL + h∗
Lh

∗
R[u∗]2

8hHLL + h∗
Lψ(w∗

L) + h∗
Rψ(w∗

R)
4 ,

= (hHLLûHLL)2

2hHLL + h∗
Lh

∗
R[u∗]2

8hHLL + 1
2
h∗

L + h∗
R

2
ψ(w∗

L) + ψ(w∗
R)

2 + [h∗][ψ∗]
8 .

En utilisant l’équation (3.100a), il est possible de substituer h∗
L +h∗

R par 2hHLL dans l’égalité ci-dessus
puis en insérant le résultat dans l’inéquation (3.102), on obtient une nouvelle forme équivalente de
(3.82b) qui s’écrit

h∗
Lh

∗
R[u∗]2

8hHLL + [h∗ + 2z][ψ∗]
8 + hHLL

2
ψ(w∗

L) + ψ(w∗
R)

2 ≤ η̂HLL − (hHLLûHLL)2

2hHLL − ψHLL zL + zR

2 .

Cette dernière expression correspond à la forme (3.100e) souhaitée et comme la preuve de l’implication
réciproque est immédiate, elle termine également la démonstration.

D’après la Proposition 3.2.1.1-i)-ii), le lemme ci-dessus donne des conditions suffisantes de consis-
tance à l’aide des équations (3.100a), (3.100b) et (3.100c) et il donne de plus des conditions suffisantes
de stabilité entropique avec les inégalités (3.100d) et (3.100e). Un système d’équations non linéaires
qui permet de satisfaire l’ensemble de ces conditions est maintenant proposé.

3.2.3 Schéma entropique et well-balanced pour le lac au repos

Définition des états w∗
L et w∗

R du solveur de Riemann

Dans l’objectif de satisfaire les équations et les inégalités (3.100), cette section propose un système
d’équations définissant les états w∗

L et w∗
R d’un solveur de Riemann de la forme (3.90).

Pour λ > 0 et ∆t > 0 donnés, la quantité wHLL définie par (3.91a) est considérée ainsi que

∆̃t2 = g∆t2

hHLL

(
θR − θL

θHLL

)2
, ϕ(λ) = e

λ√
ghHLL

(
θR−θL
θHLL

)2

. (3.103)

D’après les définitions ci-dessus, si ∆t > 0 alors trivialement ∆̃t = 0 si et seulement si θL = θR et
dans ce cas, ϕ(λ) = 1 pour tout λ. Si θL ̸= θR alors ∆̃t2 est proportionnel à ∆t2 et ϕ tend vers l’infini
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lorsque λ tend vers l’infini. Avec ces notations et en considérant la fonction w 7→ ψ(w) et la quantité
hHLLûHLL respectivement définies dans (3.72b) et dans (3.99a), on propose de définir les états w∗

L et
w∗

R d’un solveur de Riemann (3.90) par les équations suivantes :

h∗
L + h∗

R

2 = hHLL,

h∗
Lu

∗
L + h∗

Ru
∗
R

2 = hHLLûHLL,

h∗
Lθ

∗
L + h∗

Rθ
∗
R

2 = hHLLθHLL,

u∗
L = u∗

R,

ψ(w∗
L) + ψ(w∗

R)
2 = ψ(wHLL)(1 + ∆̃t2),

h∗
R − h∗

L + h∗
Lh

∗
R

hHLL
φ(θ∗

R) − φ(θ∗
L)

φ(θHLL) = − ϕ(λ)
(
h∗

R − h∗
L + 2zR − 2zL

)
.

(3.104a)

(3.104b)

(3.104c)

(3.104d)

(3.104e)

(3.104f)

Les équations (3.104a)-(3.104b)-(3.104c) sont exactement les trois premières équations de (3.100) et
elles s’identifient à la relation de consistance intégrale. Les deux équations (3.104e)-(3.104f) sont pa-
ramétrées par λ > 0 et ∆t > 0 et sont destinées à assurer les inégalités (3.100d)-(3.100e). Avant de
démontrer ces résultats, il est d’abord nécessaire d’étudier le système d’équations (3.104).

Pour conduire l’étude du système d’équations (3.104), il est utile de définir les ensembles

U =
{

(ŵL, ŵR) ∈ Ω̂2 | θL ̸= θR

}
,

Uc =
{

(ŵL, ŵR) ∈ Ω̂2 | θL = θR

}
,

V =
{

(σ∗, ζ∗) ∈ R2 | σ∗ ∈ R, θHLL − (1 + σ∗) ζ∗ > 0, θHLL + (1 − σ∗)ζ∗ > 0
}
.

Le premier lemme traite de deux cas particuliers pour lesquels une solution explicite du système (3.104)
peut être exhibée.

Lemme 3.2.3.1 (Solution explicite partielle de (3.104)). Soient ŵL, ŵR deux états constants de Ω̂.
Considérons les quantités wHLL et hHLLûHLL respectivement définies par (3.91a) et par (3.99a). Sup-
posons que la condition CFL de non interaction (3.89) est satisfaite. Les assertions suivantes sont
vérifiées.
i) Les quantités u∗

L et u∗
R du système d’équations (3.104) sont toujours explicitement connues et

leurs expression est donnée par
u∗

L = u∗
R = ûHLL. (3.105)

ii) Si (ŵL, ŵR) est dans Uc alors une solution du système d’équations (3.104) est donnée par

θ∗
L = θ∗

R = θHLL,

h∗
L = hHLL + zR − zL

2 ,

h∗
R = hHLL − zR − zL

2 .

(3.106a)

(3.106b)

(3.106c)

iii) Si ∆t est nul alors une solution du système d’équations (3.104) est donnée par

θ∗
L = θ∗

R = θHLL,

h∗
L = hHLL + ϕ(λ) zR − zL

1 + ϕ(λ) ,

h∗
R = hHLL − ϕ(λ) zR − zL

1 + ϕ(λ) .

(3.107a)

(3.107b)

(3.107c)
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Démonstration. Pour l’assertion i), puisque u∗
L et u∗

R sont égaux d’après (3.104d), notons u∗ = u∗
L =

u∗
R. Dans ce cas, les équations (3.104a) et (3.104b) permettent d’écrire

hHLLûHLL = h∗
Lu

∗
L + h∗

Ru
∗
R

2 ,

= h∗
L + h∗

R

2 u∗,

= hHLLu∗. (3.108)

Puisque que la condition CFL (3.89) est satisfaite, l’inégalité stricte hHLL > 0 est vérifiée. Par consé-
quent, une multiplication de l’équation (3.108) par 1/hHLL produit le résultat attendu quant à u∗

L et
u∗

R.
Pour montrer l’assertion ii), il est suffisant de montrer que les expressions proposées dans (3.106)

satisfont les quatre équations (3.104a)-(3.104c)-(3.104e)-(3.104f) lorsque θL = θR.
En sommant les expressions de h∗

L et de h∗
R respectivement données dans (3.106b) et dans (3.106c),

on en déduit que l’équation (3.104a) est vérifiée. Les expressions θ∗
L = θ∗

R = θHLL complétées par
l’équation (3.104a) permettent de maintenir l’équation (3.104c). D’après la quantité ∆̃t définie par
(3.103), l’équation (3.104e) s’écrit dans le cas θL = θR de la manière suivante :

ψ(w∗
L) + ψ(w∗

R)
2 = ψ(wHLL). (3.109)

En utilisant la définition de w 7→ ψ(w) donnée dans (3.72b) et les égalités θ∗
L = θ∗

R = θHLL, le membre
de gauche de l’équation ci dessus s’écrit

ψ(w∗
L) + ψ(w∗

R)
2 = g

h∗
Lφ(θ∗

L) + h∗
Rφ(θ∗

R)
2 ,

= g
h∗

L + h∗
R

2 φ(θHLL).
(3.110)

L’égalité ci-dessus associée à l’équation (3.104a) permet de déduire que l’équation (3.104e) est vérifiée
sous la forme de (3.109). Enfin, et puisque θL = θR = θHLL = θ∗

L = θ∗
R, l’équation (3.104f) se lit

h∗
R − h∗

L = −(h∗
R − h∗

L) − 2(zR − zL).

La différence des quantités h∗
R et h∗

L données dans (3.106c)-(3.106b) satisfait l’équation ci-dessus ce
qui termine de montrer l’assertion ii).

Concernant l’assertion iii), il suffit de montrer que les expressions proposées dans (3.107) permettent
de satisfaire les quatre équations (3.104a)-(3.104c)-(3.104e)-(3.104f) dans le cas ∆t = 0.

La somme des expressions de h∗
L et de h∗

R respectivement données dans (3.107b) et dans (3.107c)
montre immédiatement que l’équation (3.104a) est satisfaite. Les égalités θ∗

L = θ∗
R = θHLL associées à

l’équation (3.104a) permettent de satisfaire l’équation (3.104c). Dans le cas ∆t = 0, l’équation (3.104e)
est une nouvelle fois équivalente à (3.109). Par conséquent, le calcul (3.110) est de nouveau valable
et il permet de déduire que l’équation (3.104e) est vérifiée. Finalement, et comme θ∗

L = θ∗
R = θHLL,

l’équation (3.104f) s’écrit
h∗

R − h∗
L = −ϕ(λ)

(
h∗

R − h∗
L + 2(zR − zL)

)
.

En faisant la différence des quantités h∗
R et h∗

L données dans (3.107c)-(3.107b) on en déduit que l’équa-
tion ci-dessus est satisfaite ce qui termine la preuve.

Le lemme ci-dessus montre que les quantités u∗
L et u∗

R qui satisfont le système d’équations (3.104)
sont toujours explicitement connues et leurs expressions sont données par (3.105).

Par conséquent, la difficulté dans la résolution du système d’équations (3.104) réside dans la déter-
mination d’un quadruplet h∗

L, h∗
R, θ∗

L, θ∗
R satisfaisant les quatre équations (3.104a)-(3.104c)-(3.104e)-

(3.104f). Le lemme suivant établit une reformulation équivalente de ces quatre équations.
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Lemme 3.2.3.2 (Reformulation équivalente des équations (3.104a)-(3.104c)-(3.104e)-(3.104f)). Soient
ŵL, ŵR deux états constants de Ω̂. Considérons la quantité wHLL définie dans (3.91a) ainsi que le couple
(σ∗, ζ∗) dans R2 tel que

σ∗ = h∗
R − h∗

L

2hHLL , ζ∗ = θ∗
R − θ∗

L

2 . (3.111)

Il y a équivalence entre les quatre équations (3.104a)-(3.104c)-(3.104e)-(3.104f) et le système suivant :

hHLL = h∗
L + h∗

R

2 ,

θHLL = θ∗
L + θ∗

R

2 + σ∗ζ∗

2 ,

2φ(θHLL)(1 + ∆̃t2) = φ
(
θHLL − (1 + σ∗) ζ∗)(1 − σ∗) + φ

(
θHLL + (1 − σ∗)ζ∗)(1 + σ∗)

− ϕ(λ)zR − zL

hHLL = σ∗(1 + ϕ(λ))

+ 1 − (σ∗)2

2φ(θHLL)
(
φ
(
θHLL + (1 − σ∗)ζ∗)− φ

(
θHLL − (1 + σ∗)ζ∗)).

(3.112a)

(3.112b)

(3.112c)

(3.112d)

Démonstration. Puisque les équations (3.104a) et (3.112a) sont identiques, il faut seulement montrer
les trois équations (3.112b)-(3.112c)-(3.112d). Pour ce faire, la notation [·] = ·R − ·L est adoptée.

Pour l’équation (3.112b), en divisant l’équation (3.104c) par hHLL > 0 puis en introduisant l’équa-
tion (3.104a) dans le résultat, il suit

θHLL = h∗
Lθ

∗
L + h∗

Rθ
∗
R

2hHLL ,

= 1
hHLL

(h∗
L + h∗

R

2
θ∗

L + θ∗
R

2 + [h∗][θ∗]
4

)
,

= θ∗
L + θ∗

R

2 + [h∗][θ∗]
4hHLL .

(3.113)

L’utilisation des définitions de σ∗ et de ζ∗ données par (3.111) dans l’égalité ci-dessus permet de déduire
l’équation (3.112b).

En ce qui concerne l’équation (3.112c), en utilisant un calcul analogue à (3.113) et l’expression de
w 7→ ψ(w) donnée dans (3.72b), l’équation (3.104e) s’écrit

2φ(θHLL)(1 + ∆̃t2) = φ(θ∗
L) + φ(θ∗

R) + [h∗](φ(θ∗
R) − φ(θ∗

L))
2hHLL ,

=: (1 + σ∗)φ(θ∗
R) + (1 − σ∗)φ(θ∗

L). (3.114)

Par ailleurs, un calcul direct utilisant l’équation (3.112b) permet d’obtenir

θ∗
L = θ∗

L + θ∗
R

2 − [θ∗]
2 ,

= θHLL −
(
1 + [h∗]

2hHLL

) [θ∗]
2 ,

= θHLL − (1 + σ∗)ζ∗. (3.115)

De la même manière, il suit
θ∗

R = θHLL + (1 − σ∗)ζ∗. (3.116)

L’introduction des deux équations (3.115)-(3.116) dans l’expression (3.114) permet d’obtenir l’équation
(3.112c).
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Pour l’équation (3.112d), en divisant (3.104f) par 2hHLL > 0 et en utilisant l’équation (3.112a), il
suit

−ϕ(λ) [z]
hHLL = (1 + ϕ(λ)) [h∗]

2hHLL + h∗
Lh

∗
R

(hHLL)2
φ(θ∗

R) − φ(θ∗
L)

2φ(θHLL) ,

= (1 + ϕ(λ))σ∗ + (h∗
L + h∗

R)2 − [h∗]2

(2hHLL)2
φ(θ∗

R) − φ(θ∗
L)

2φ(θHLL) ,

= (1 + ϕ(λ))σ∗ +
(
1 − (σ∗)2)φ(θ∗

R) − φ(θ∗
L)

2φ(θHLL) .

En insérant les égalités (3.115)-(3.116) dans l’équation ci-dessus on en déduit l’expression (3.112d)
ce qui termine de montrer que (3.104a)-(3.104c)-(3.104e)-(3.104f) impliquent le système d’équations
(3.112). Comme l’implication réciproque est immédiate ceci termine la preuve du lemme.

D’après le lemme ci-dessus, il est clair que si ζ∗ et σ∗ définis dans (3.111) sont connus alors les
quantités h∗

L, h∗
R, θ∗

L et θ∗
R s’obtiennent facilement avec les équations (3.112a)-(3.112b). Par conséquent,

la difficulté initiale qui reposait sur la détermination du quadruplet h∗
L, h∗

R, θ∗
L, θ∗

R se réduit avec le
Lemme 3.2.3.2, à la détermination de σ∗ et de ζ∗ vérifiant les équations (3.112c)-(3.112d).

Si un tel doublet est explicitement exhibée dans le Lemme 3.2.3.1 pour le cas θL = θR, les recherches
menées n’ont pas permis d’établir l’existence de ce doublet dans le cas θL ̸= θR. Comme la solution
explicite du Lemme 3.2.3.1-ii) est singulière, il est malheureusement impossible d’appliquer le Théorème
des Fonctions Implicites. Néanmoins, les très nombreuses résolutions numériques du système (3.112c)-
(3.112d) réalisées dans le cas θL ̸= θL et avec une méthode de Newton ou de point fixe n’ont jamais
montré de défaut de convergence. Par conséquent, il semble légitime de supposer l’existence de (σ∗, ζ∗)
dans R2 tel que les équations (3.112c)-(3.112d) sont satisfaites. Dans la suite de ce mémoire de thèse,
cette existence ainsi que le caractère bien posé des équations (3.112c)-(3.112d) sont donc admis et on
suppose de plus que σ∗ est tel que h∗

L > 0 et h∗
R > 0. Ces hypothèses s’écrivent sous la forme de la

proposition suivante :

i) ∀(ŵL, ŵR) ∈ Ω̂2, ∃(σ∗, ζ∗, λ,∆t) ∈] − 1, 1[×R × (R+
∗ )2, tel que

2φ(θHLL)(1 + ∆̃t2) =

φ
(
θHLL − (1 + σ∗) ζ∗)(1 − σ∗) + φ

(
θHLL + (1 − σ∗)ζ∗)(1 + σ∗),

− ϕ(λ)zR − zL

hHLL =

σ∗(1 + ϕ(λ)) + 1 − (σ∗)2

2φ(θHLL)
(
φ
(
θHLL + (1 − σ∗)ζ∗)− φ

(
θHLL − (1 + σ∗)ζ∗)),

ii) (ŵL, ŵR, λ,∆t) 7→ (σ∗, ζ∗) ∈ C0(Ω̂2 × (R+
∗ )2,R2).

(3.117a)

(3.117b)

Avec les hypothèses précédentes, il est possible de caractériser les solutions du système d’équations
(3.104). Cette caractérisation est donnée dans le lemme ci-dessous et elle sera nécessaire dans la section
suivante qui concerne la stabilité entropique.

Lemme 3.2.3.3 (Propriétés des solutions du système d’équations (3.104)). Soient (ŵL, ŵR) dans U
i.e θL ̸= θR et w̃(·, ŵL, ŵR) : R → R3 un solveur de Riemann de la forme (3.90). Soit φ : R+

∗ → R+
∗ une

fonction régulière, strictement convexe, bijective et satisfaisant les inégalités (3.74). Supposons que les
hypothèses (3.117) sont vérifiées et notons w∗

L, w∗
R une solution du système d’équations (3.104). Les

assertions suivantes sont vérifiées.
i) Si ∆t → 0 alors w∗

L et w∗
R converge simplement vers les expressions (3.107).

ii) Si zL et zR sont différents alors h∗
R − h∗

L + 2(zR − zL) est différent de zero.
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Démonstration. Concernant l’assertion i), comme les expressions de u∗
L et de u∗

R sont connues d’après
le Lemme 3.2.3.1-i), il est seulement nécessaire de montrer

(θ∗
L, θ

∗
R, h

∗
L, h

∗
R)T −−−−→

∆t→0

(
θHLL, θHLL, hHLL + ϕ(λ) zR − zL

1 + ϕ(λ) , h
HLL − ϕ(λ) zR − zL

1 + ϕ(λ)
)T
.

Pour le couple (θ∗
L, θ

∗
R), et puisque les hypothèses (3.117) sont vérifiées, le système d’équations

(3.104) admet des solutions réelles. Ces solutions dépendent continûment des données et elles sont
telles que h∗

L > 0 et h∗
R > 0. En s’appuyant sur la régularité de φ, il est donc possible d’utiliser un

développement de Taylor avec reste intégral pour récrire certaines équations du système (3.104). En
associant un tel développement à l’équation h∗

L + h∗
R = 2hHLL, une solution du système (3.104) vérifie

la réécriture de l’équation (3.104e) qui suit :

ψ(w∗
L) + ψ(w∗

R)
2 = g

h∗
Lφ(θ∗

L) + h∗
Rφ(θ∗

R)
2 ,

= g
h∗

L(φ(θ∗
L) − φ(θHLL)) + h∗

R(φ(θ∗
R) − φ(θHLL))

2 + g
h∗

L + h∗
R

2 φ(θHLL),

= gh∗
L

2
(
φ′(θHLL)(θ∗

L − θHLL) + (θ∗
L − θHLL)2

∫ 1

0
(1 − s)φ′′(θHLL + s(θ∗

L − θHLL)) ds
)

+ gh∗
R

2
(
φ′(θHLL)(θ∗

R − θHLL) + (θ∗
R − θHLL)2

∫ 1

0
(1 − s)φ′′(θHLL + s(θ∗

R − θHLL)) ds
)

+ ψ(wHLL),

= ψ(wHLL) + gφ′(θHLL)
(hRθ

∗
R + h∗

Lθ
∗
L

2 − hHLLθHLL
)

+ gh∗
R

2 (θ∗
R − θHLL)2

∫ 1

0
(1 − s)φ′′(θHLL + s(θ∗

R − θHLL)) ds

+ gh∗
L

2 (θ∗
L − θHLL)2

∫ 1

0
(1 − s)φ′′(θHLL + s(θ∗

L − θHLL)) ds.

En insérant l’équation (3.104c) dans le résultat ci-dessus, l’équation (3.104e) se récrit de manière
équivalente sous la forme

∑
α∈{L,R}

h∗
α(θ∗

α − θHLL)2
∫ 1

0
(1 − s)φ′′(θHLL + s(θ∗

α − θHLL)) ds = ψ(wHLL)∆̃t2. (3.118)

Comme (ŵL, ŵR) est dans U , ∆̃t2 défini dans (3.103) est proportionnel à ∆t2 et par conséquent

∑
α∈{L,R}

h∗
α(θ∗

α − θHLL)2
∫ 1

0
(1 − s)φ′′(θHLL + s(θ∗

α − θHLL)) ds −−−−→
∆t→0

0.

Puisque les quantités h∗
L et h∗

R sont par hypothèse strictement positives et que θ 7→ φ(θ) est strictement
convexe, le membre de gauche de l’expression ci-dessus est constitué d’une somme de deux termes
positifs. Par conséquent, il suit nécessairement

h∗
α(θ∗

α − θHLL)2
∫ 1

0
(1 − s)φ′′(θHLL + s(θ∗

α − θHLL)) ds −−−−→
∆t→0

0, ∀α ∈ {L,R} .

En arguant de nouveau h∗
L > 0 et h∗

R > 0 et comme que les intégrales ci dessus ne peuvent pas être
nulles en vertu de la convexité stricte de θ 7→ φ(θ), on en déduit

θ∗
α − θHLL −−−−→

∆t→0
0, ∀α ∈ {L,R} .
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Ainsi, θ∗
L et θ∗

R tendent tous deux vers la même limite θHLL ce qui correspond à l’expression (3.107a).
Pour les expressions limites de h∗

L et de h∗
L données par (3.107b)-(3.107c), en utilisant le résultat

ci-dessus et la régularité de φ, l’équation limite de (3.104f) lorsque ∆t → 0 s’écrit

h∗
R − h∗

L = −2ϕ(λ) zR − zL

1 + ϕ(λ) .

L’égalité précédente associée à l’équation (3.104a) permet de conclure la preuve de l’assertion i).
Pour montrer l’assertion ii), raisonnons par l’absurde et supposons que zR ̸= zL et h∗

R −h∗
L +2(zR −

zL) = 0. Dans ce cas, l’équation (3.104f) se lit

h∗
R − h∗

L + h∗
Lh

∗
R

hHLL
φ(θ∗

R) − φ(θ∗
L)

φ(θHLL) = 0. (3.119)

Comme θL ̸= θR, ∆̃t2 est proportionnel à ∆t2 or l’équation ci-dessus est en particulier valable lorsque
∆t → 0 et ipso facto ∆̃t → 0. Dans ce cas, l’assertion i) montre que θ∗

L, θ
∗
R → θHLL. Par conséquent,

et comme φ est régulière, lorsque ∆t → 0 l’équation (3.119) tend vers

h∗
R − h∗

L = 0.

Le résultat ci-dessus introduit dans h∗
R − h∗

L + 2(zR − zL) = 0 conduit à conclure que zL tend néces-
sairement vers zR ce qui est absurde.

Avec les propriétés décrites dans le lemme ci-dessus, il est maintenant possible de détailler un
schéma de type Godunov entropique pour le couple (η̂, Ĝ) défini dans (3.71) et well-balanced pour le
lac au repos.

Un schéma de type Godunov entropique et well-balanced pour le lac au repos

Le schéma de type Godunov proposé est défini par un solveur de Riemann de la forme (3.90) avec
des états intermédiaires w∗

L et w∗
R qui vérifient le système (3.104). Ce système contient les équations

de consistance et il est paramétré par les réels λ > 0, ∆t > 0 et par la quantité ŝLR.
Cette dernière quantité est un paramètre libre qui intervient dans la définition de ûHLL donnée par

(3.99a) et qui pour rappel s’écrit

hHLLûHLL = (hu)HLL + ∆xŝLR

2λ .

D’après la section 3.2.1, le choix retenu pour ŝLR doit être consistant avec 1
∆x

∫ ∆x/2
−∆x/2(−ghφ(θ)∂xz) dx

au sens de l’expression (3.77). Le lemme qui suit propose une expression consistante de ŝLR qui,
accompagnée d’un choix convenable de λ > 0, ∆t > 0, permet aux équations (3.104e)-(3.104f) de
satisfaire les inégalités (3.100d)-(3.100e).

Lemme 3.2.3.4 (Satisfaction des inégalités (3.100d)-(3.100e)). Soient ŵL, ŵR deux états constants
de Ω̂ ainsi que φ : R+

∗ → R+
∗ une fonction régulière, strictement convexe, bijective et satisfaisant les

inégalités (3.74). Considérons le couple (ψ,H) défini dans (3.72b). Il existe λ > 0 suffisamment grand
et ∆t > 0 suffisamment petit tels que si les hypothèses (3.117) sont vérifiées, si la condition CFL (3.89)
est satisfaite et si

ŝLR = −ghHLLφ(θHLL)zR − zL

∆x − H(wL) +H(wR)
√
g(hHLL)3/2

(zR − zL)2

∆x , (3.120)

alors, les inégalités suivantes sont assurées :

ψ(w∗
L) + ψ(w∗

R)
2 ≤ ψHLL,

h∗
Lh

∗
R

8hHLL (u∗
R − u∗

L)2 + hHLL

2
ψ(w∗

L) + ψ(w∗
R)

2 +
(
h∗

R − h∗
L + 2(zR − zL)

)ψ(w∗
R) − ψ(w∗

L)
8 ≤

η̂HLL − (hHLLûHLL)2

2hHLL − ψHLL zL + zR

2 .

(3.121a)

(3.121b)
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Démonstration. Le première inégalité (3.121a) se montre par une disjonction des cas θL = θR puis
θL ̸= θR. Dans le cas où θL et θR sont égaux, les Lemmes 3.2.2.1-ii) et 3.2.3.1-i) donnent respectivement
ψ(wHLL) = ψHLL et θ∗

L = θ∗
R = θHLL. Par conséquent, et d’après la définition de w 7→ ψ(w) énoncée

dans (3.72b), il suit

ψ(w∗
L) + ψ(w∗

R)
2 = g

h∗
L + h∗

R

2 φ(θ),

= ghHLLφ(θHLL),

= ψ(wHLL) = ψHLL.

Ainsi, d’après l’égalité ci-dessus, lorsque θL = θR, l’inégalité (3.121a) est satisfaite au sens de l’égalité.
Dans le cas θL ̸= θR, ∆̃t défini par (3.103) est proportionnel à ∆t > 0 et l’équation (3.104e) se lit

ψ(w∗
L) + ψ(w∗

R)
2 = ψ(wHLL)(1 + ∆̃t2). (3.122)

De plus, et d’après le Lemme 3.2.2.1-ii), la convexité stricte de θ 7→ φ(θ) impose l’inégalité stricte
ψ(wHLL) < ψHLL. Par conséquent, et puisque 0 < ψ(wHLL), il existe ∆t > 0 assez petit tel que ∆̃t
vérifie

0 < ψ(wHLL)∆̃t2 ≤ ψHLL − ψ(wHLL).

L’association de cette dernière inégalité à l’équation (3.122) donne

ψ(w∗
L) + ψ(w∗

R)
2 = ψ(wHLL)(1 + ∆̃t2) ≤ ψHLL.

Le résultat ci-dessus correspond à l’inégalité (3.121a).
En ce qui concerne l’inégalité (3.121b), le premier objectif est d’obtenir une reformulation de cette

inégalité à l’aide du système d’équations (3.104). Pour effectuer cette reformulation, la notation [·] =
·R − ·L est adoptée et elle est complété par [φ∗] = φ(θ∗

R) − φ(θ∗
L).

En utilisant l’équation (3.104a) ainsi que le calcul (3.114) qui donne une expression de φ(θ∗
L)+φ(θ∗

R),
il suit

ψ(w∗
R) − ψ(w∗

L)
g

= [h∗]φ(θ∗
L) + φ(θ∗

R)
2 + h∗

L + h∗
R

2 [φ∗],

= [h∗]
(
φ(θHLL) + φ(θHLL)∆̃t2 − [h∗][φ∗]

4hHLL

)
+ hHLL[φ∗],

= φ(θHLL)
(
[h∗] + hHLL

(
1 −

( [h∗]
2hHLL

)2) [φ∗]
φ(θHLL)

)
+ [h∗]φ(θHLL)∆̃t2,

= φ(θHLL)
(
[h∗] + h∗

Rh
∗
L

hHLL
[φ∗]

φ(θHLL)
)

+ [h∗]φ(θHLL)∆̃t2.

En utilisant les équations (3.104d)-(3.104e)-(3.104f) et le résultat ci-dessus, on en déduit que le membre
de gauche de l’inégalité (3.121b) s’écrit

h∗
Lh

∗
R[u∗]2

8hHLL + hHLL

2
ψ(w∗

L) + ψ(w∗
R)

2 + [h∗ + 2z]ψ(w∗
R) − ψ(w∗

L)
8

= hHLL

2
(
ψ(wHLL)(1 + ∆̃t2)

)
+ g

8φ(θHLL)[h∗ + 2z]
(
[h∗] + h∗

Rh
∗
L

hHLL
[φ∗]

φ(θHLL) + [h∗]∆̃t2
)
,

= hHLL

2 ψ(wHLL) − g

8φ(θHLL)ϕ(λ)[h∗ + 2z]2 + g

8φ(θHLL)∆̃t2
(
4(hHLL)2 + [h∗ + 2z][h∗]

)
,

= hHLL

2 ψ(wHLL) − g

8φ(θHLL)ϕ(λ)[h∗ + 2z]2 + g

4φ(θHLL)∆̃t2
(
(h∗

L)2 + (h∗
R)2 + [z][h∗]

)
.
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Par conséquent, l’inégalité (3.121b) est équivalente à

− g

8φ(θHLL)ϕ(λ)[h∗ + 2z]2 + g

4φ(θHLL)∆̃t2
(
(h∗

L)2 + (h∗
R)2 + [z][h∗]

)
≤

η̂HLL − (hHLLûHLL)2

2hHLL − hHLL

2 ψ(wHLL) − ψHLL zL + zR

2 . (3.123)

Cette écriture de l’inégalité (3.121b) acquise, considérons tout d’abord le cas θL = θR. Dans ce cas,
ψ(wHLL) = ψHLL et en utilisant respectivement les définitions de ∆̃t, ϕ(λ) données dans (3.103) et les
expressions de (h∗

L, h
∗
R) énoncées dans le Lemme 3.2.3.1-ii), on obtient

ϕ(λ) = 1, ∆̃t2 = 0, [h∗ + z] = 0.

Ainsi, en notant ŵHLL =
(
hHLL, hHLLûHLL, hHLLθHLL, (zL+zR)/2

)T dans R4, l’inégalité (3.121b) (ou sa
forme équivalente (3.123)) devient

0 ≤ η̂HLL − (hHLLûHLL)2

2hHLL − g

2(hHLL)2φ(θHLL) − ψHLL zL + zR

2 + g

8φ(θHLL)[z]2, ‘

≤ η̂HLL − (hHLLûHLL)2

2hHLL − g

2(hHLL)2φ(θHLL) − ψ(wHLL)zL + zR

2 + g

8φ(θHLL)[z]2, ‘

≤ η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g

8φ(θHLL)[z]2. (3.124)

Lorsque θL = θR, et en considérant la quantité ŝWBAR
LR définie dans (3.40b), ŝLR donné par (3.120)

satisfait
ŝLR = φ(θHLL)ŝWBAR

LR .

Ainsi, en s’appuyant sur les définitions de ŵ 7→ η̂(ŵ) et de η̂HLL respectivement explicitées dans (3.71)
et dans (3.99), la quantité η̂HLL−η̂(ŵHLL)+gφ(θHLL)[z]2/8 du membre de droite de (3.124) peut également
être calculée en substituant g par gφ(θHLL) dans la preuve du Lemme 3.1.3.1-i). Cette remarque permet
de déduire que le membre de droite de l’inégalité (3.124) satisfait l’estimation

η̂HLL − η̂(ŵHLL) + gφ(θHLL)[z]2

8 =

hRhL[u]2

4(hL + hR) + gφ(θHLL)
8 [h+ z]2

− [u]2hRhL(hLuR − hRuL)
4λ(hL + hR)2 − φ(θHLL)hLuL + hRuR

4λ
(
g[z] + ∆xŝWBAR

LR

hHLL

)
+ O

( 1
λ2

)
.

Puisque φ est positive, on peut donc directement utiliser le Lemme 3.1.3.1-i) pour déduire l’existence
de λ > 0 suffisamment grand tel que l’inégalité (3.121b) est satisfaite dans le cas θL = θR.

Pour le second cas formé par θL ̸= θR, les définitions (3.103) donnent

∆̃t2 −−−−→
∆t→0

0, ϕ(λ) −−−−→
λ→+∞

+∞.

Si [z] ̸= 0 alors le Lemme 3.2.3.3-ii) assure que [h∗ + 2z] ̸= 0 et par conséquent, il existe alors
λ > 0 suffisamment grand et ∆t > 0 suffisamment petit tels que l’inégalité (3.123) (équivalente à
(3.121b)) est satisfaite. Si [z] = 0 et comme ŝLR donné par (3.120) est consistant, il suit immédiatement
ûHLL|[z]=0 = (hu)HLL/hHLL. Ainsi, en notant z0 = zL = zR, le membre de droite de l’inégalité (3.123)
s’écrit (

η̂HLL − (hHLLûHLL)2

2hHLL − hHLL

2 ψ(wHLL) − ψHLL zL + zR

2
)∣∣∣θL ̸=θR,

[z]=0

= ηHLL + z0ψ
HLL − ((hu)HLL)2

2hHLL − hHLL

2 ψ(wHLL) − z0ψ
HLL,

= ηHLL − η(wHLL).
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Par conséquent, lorsque θL ̸= θR et [z] = 0, l’inégalité (3.123) se lit

−g

8φ(θHLL)ϕ(λ)[h∗]2 + g

4φ(θHLL)∆̃t2
(
(h∗

L)2 + (h∗
R)2) ≤ ηHLL − η(wHLL). (3.125)

Puisque θ 7→ φ(θ) vérifie les conditions (3.74), la fonction w 7→ η(w) est strictement convexe. Comme
θL ̸= θR, cette convexité stricte associée à la définition du schéma HLL rappelée en Section 1.4.3
assurent que le terme de droite de l’inégalité ci-dessus est strictement positif. Ainsi, même dans le dans
le cas le plus défavorable caractérisé par [h∗] = 0, il est toujours possible de sélectionner ∆t > 0 pour
que l’inégalité (3.125) soit assurée. Ce dernier argument termine de montrer l’inégalité (3.121b) ainsi
que la preuve du lemme.

Le Lemme ci-dessus montre que les équations (3.104e)-(3.104f) permettent de satisfaire les inéga-
lités (3.100d)-(3.100e) (également données par (3.121a)-(3.121b)) or ces inégalités sont des conditions
suffisantes à la stabilité entropique pour le couple (η̂, Ĝ) donné par (3.71). Par conséquent, un schéma
de type Godunov entropique et well-balanced peut maintenant être détaillé.

Théorème 3.2.3.1 (Schéma de type Godunov entropique et well-balanced pour le lac au repos).
Soient ŵL, ŵR deux états constants de Ω̂, w̃(·, ŵL, ŵR) : R → R3 un solveur de Riemann de la forme
(3.90) ainsi que φ : R+

∗ → R+
∗ une fonction régulière, strictement convexe, bijective et satisfaisant les

inégalités (3.74).
En considérant la quantité ŝLR donnée par (3.120), il existe λ > 0 suffisamment grand et ∆t > 0

suffisamment petit tels que si les hypothèses (3.117) sont vérifiées, si la condition CFL (3.89) et les
inégalités (3.100d)-(3.100e) sont satisfaites et si les états intermédiaires du solveur de Riemann sont
donnés par une solution du système (3.104) alors un schéma de type Godunov (3.76) défini par la
donnée d’un tel solveur de Riemann
i) est consistant avec les équations de Ripa (3.70),
ii) satisfait une inégalité d’entropie discrète locale (3.83) pour le couple (η̂, Ĝ) donné dans (3.71) et

dans laquelle le flux numérique d’entropie Ĝ est donné par (3.84),
iii) est well-balanced pour le lac au repos.

Démonstration. Concernant l’assertion i), lorsque ŵL = ŵR = ŵ, une solution triviale du système
d’équations (3.104) est donnée par w∗

L = w∗
R = w. Par conséquent, le solveur de Riemann vérifie

w̃(·, ŵ, ŵ) = w. De plus, d’après le Lemme 3.2.2.2, les équations (3.104a)-(3.104b)-(3.104c) assurent
que le solveur de Riemann satisfait la relation de consistante intégrale (3.81). Ainsi, le solveur de
Riemann vérifie la notion de consistance donnée dans la Définition 1.4.4.2. Par suite, et comme ŝLR

défini par (3.120) est consistant, la Proposition 3.2.1.1-i) permet de déduire la consistance du schéma
associé.

Pour l’inégalité d’entropie ii) et puisque les inégalités (3.100d)-(3.100e) sont satisfaites, le Lemme
3.2.2.2 permet de déduire que le solveur de Riemann vérifie les inégalités (3.82). Par conséquent,
l’inégalité d’entropie discrète suit immédiatement par application de la Proposition 3.2.1.1-ii).

Pour montrer iii), il est suffisant, d’après la Proposition 3.2.1.1-iii), de montrer que si ŵL et ŵR

forment un équilibre local pour le lac au repos (3.79) alors w∗
L = wL et w∗

R = wR. Comme un équilibre
local (3.79) impose θL = θR = θ, les solutions du système d’équations (3.104) sont dans ce cas explicites
et elles sont données par le Lemme 3.2.3.1-i)-ii). Ainsi, dans le cas d’un équilibre local du lac au repos
(3.79) et en notant [·] = ·R − ·L, il suit

h∗
R

∣∣∣uL=uR=0,
θL=θR=θ,
[h+z]=0

= hL + hR − [z]
2 = hL + hR + [h]

2 = hR,

h∗
L

∣∣∣uL=uR=0,
θL=θR=θ,
[h+z]=0

= hL + hR + [z]
2 = hL + hR − [h]

2 = hL.
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Il faut maintenant montrer que u∗
L et u∗

R sont nuls. Dans le cas d’un équilibre local pour le lac au
repos (3.79), la quantité ŝLR définie dans (3.120) s’écrit

ŝLR = −gφ(θ)hL + hR

2
zR − zL

∆x .

Par conséquent, un calcul immédiat montre que hHLLûHLL = (hu)HLL + ∆xsLR/(2λ) = 0 et comme
hHLL > 0, on en déduit

ûHLL
∣∣∣uL=uR=0,
θL=θR=θ,
[h+z]=0

= 0

Étant donné que u∗
L = u∗

R = ûHLL, cette dernière égalité termine de montrer la propriété well-balanced
ainsi que la preuve du théorème.

Puisque l’existence des solutions du système (3.104) n’est établi que pour le cas θL = θR, le théorème
ci-dessus est un résultat très partiel d’existence d’un schéma numérique pour les équations de Ripa,
entropique et well-balanced pour le lac au repos. Pour conclure à l’existence d’un tel schéma, il serait
maintenant nécessaire de démontrer les hypothèses (3.117).

Néanmoins, les équations algébriques (3.117a) peuvent être résolues en pratique avec des méthodes
numériques usuelles. Par conséquent, le Théorème 3.2.3.1 montre que la mise on œuvre d’un schéma
entropique et well-balanced pour les équations de Ripa est possible.

La prochaine section concerne les expériences numériques pour le schéma du Théorème 3.2.3.1 ainsi
que pour les schémas développées en Section 3.1.3 et 3.1.4.

3.3 Résultats de simulations numériques

3.3.1 Les équations de Saint Venant

3.3.1.1 Schéma entropique et well-balanced pour le lac au repos du Théorème 3.1.3.1

Les cas test suivants illustrent le résultat du Théorème 3.1.3.1 qui présente deux schéma numériques
entropique et well-balanced distincts. Lorsque la fonction z est constante, les schémas du Théorème
3.1.3.1 dégénèrent vers les schémas numériques définis par (2.27) or la section 2.5.1 montre que les
schémas (2.27) produisent des résultats très similaires. Par conséquent, et pour chacun des cas tests
suivants, l’un des deux schémas du Théorème 3.1.3.1 est sélectionné aléatoirement.

La principale difficulté à la mise en œuvre du Théorème 3.1.3.1 réside dans le choix du paramètre
λ > 0 qui doit permettre l’existence de solutions réelles au système d’équations (3.26), (3.40). Si le
Théorème 3.1.3.1 assure l’existence d’un tel paramètre, il n’en donne pas de formule de calcul explicite.
Pour choisir le paramètre λ, une procédure brute de force est adoptée. Cette procédure simple consiste
à augmenter λ tant que le système (3.26), (3.40) n’admet pas de solution. Pour chaque interface du
maillage ayant à sa gauche un état constant ŵL et à sa droite un autre état constant ŵR, λ est d’abord
initialisé avec

λ0 = max
α∈{L,R}

∣∣∣uα ±
√
ghα

∣∣∣, ∀(L,R).

À partir de λ0 défini ci-dessus, λ est ensuite augmenté avec une progression arithmétique de raison λ0.
Après sélection du paramètre λ, le pas de temps ∆t > 0 est choisi en fixant le nombre CFL λ∆t/∆x.
Par construction, la condition CFL λ∆t

∆x ≤ 1
2 est satisfaite si et seulement si le nombre CFL prend ses

valeurs dans ]0, 1/2].
Le premier cas test est celui de l’île immergée introduit dans [98] et qui illustre la robustesse du

schéma dans les transitions en zones sèches. Le domaine spatial [0, 25] est discrétisé avec 400 cellules.
Les conditions initiales et la fonction z sont données par

h0(x) = max (0,15 − z(x), 0) , u0(x) = 0, z(x) = max(0, 0,2 − 0,05(x− 10)2). (3.126)

Les conditions de bord sont périodiques et la solutions exacte se compose de deux états du lac au repos
séparés par une zone où h est nul. La date finale de la simulation est t = 100 et le nombre CFL est égal
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à 0,45. La Figure 3.2 montre les résultats du schéma du Théorème 3.1.3.1 comparés à la reconstruction
hydrostatique [13] appliquée au flux numérique de Rusanov [185].

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0 5 10 15 20 25

h+ z

x

Exact
HR

WBEC
z

Erreurs commises sur les variables (h, hu)
pour le lac au repos.

h
L1 L2 L∞

WBEC 1,69E-21 4,79E-21 2,29E-41
HR 6,55E-18 8,44E-18 1,25E-17

hu
L1 L2 L∞

WBEC 9,88E-20 3,43E-20 1,14E-22
HR 3,17E-17 2,52E-17 3,07E-17

Figure 3.2 – Sur la gauche : résultats numériques à la date t = 100,0 pour le problème de l’île immergée
(3.126) avec la légende WBEC : schéma entropique et well-balanced pour le lac repos décrit dans le
Théorème 3.1.3.1, HR : reconstruction hydrostatique [13] appliquée au flux numérique de Rusanov
[185]. Sur la droite : erreurs numériques entre la solution exacte et la solution calculée.

La propriété well-balanced ainsi que la disjonction des cas présentes dans les définitions (3.50)-(3.51)
permettent de préserver les états du lac au repos à la précision machine près.

Le second cas test concerne les trois problèmes de Goutal et Maurel [111] pour lesquels le domaine
spatial [0, 25] est discrétisé avec 400 cellules et la fonction z est donnée par (3.126). Dans la suite, la
notation avec des exposants GM1, GM2 and GM3 est employée pour désigner les quantités relatives
à chacun des trois problèmes. En considérant (hGMk)k∈{1,2,3} et (qGMk)k∈{1,2,3} définis dans le tableau
3.1, les conditions initiales pour chaque problème sont

hGMk
0 (x) = hGMk , (hu)GMk

0 (x) = qGMk , ∀k ∈ {1, 2, 3} . (3.127)

Sur la frontière gauche du domaine spatial, h satisfait une condition de Neumann homogène et hu
est fixée avec les valeurs (qGMk)k∈{1,2,3}. Sur la frontière droite, si l’écoulement est sous-critique (i.e
|u| <

√
gh) alors h est fixée à la valeur hGMk , sinon h vérifie une condition de Neumann homogène.

Sur cette frontière droite, hu satisfait une condition de Neumann homogène.

Paramètres des problèmes de Goutal et Maurel.
GM1 GM2 GM3

Date finale 500 125 1000
hGMk 2 0,66 0,33
qGMk 4,42 1,53 0,18

Table 3.1 – Dates finales, valeurs initiales et conditions de bord pour les trois problèmes de Goutal
et Maurel [111].

Lorsque le régime stationnaire est atteint, les solutions des problèmes de Goutal et Maurel sont ca-
ractérisés par des valeurs de hu et de u2/2 + g(h + z) constantes. Pour les problèmes GM1 et GM2,
ces constantes sont continues et par conséquent, les solutions stationnaires s’identifient à des états
d’équilibre mouvants. En revanche, pour le problème GM3, ces valeurs sont seulement constantes par
morceaux et la surface libre h+z se compose d’une onde de choc stationnaire. Pour les trois problèmes,
des solutions stationnaires exactes sont calculées avec le logiciel SWASHES [71]. Les dates finales de
simulation sont données dans le tableau 3.1 et le nombre CFL est égal à 0,45. La Figure 3.3 montre
les résultats comparés.
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Figure 3.3 – Résultats numériques pour les trois problèmes de Goutal et Maurel (3.127) sur un
maillage constitué de 400 mailles et avec la légende WBEC : schéma entropique et well-balanced pour
le lac repos décrit dans le Théorème 3.1.3.1, HR : reconstruction hydrostatique [13] appliquée au flux
numérique de Rusanov [185].

Les résultats sont globalement corrects mais la surface libre h+ z est parfois mal placée. Ce défaut est
particulièrement flagrant pour le problème GM2. La surface libre du problème GM3 est sous évaluée
avant le choc mais elle est correctement simulée après. Malgré les propriétés de stabilité entropique et
well-balanced vérifiées par les schémas du Théorème 3.1.3.1, les solutions numériques peuvent converger
vers des solutions qui ne sont pas celles de références. De tels écarts de convergence ont déjà été observés
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avec d’autres schémas numériques [34, 42, 59]. De plus, les schémas du Théorème 3.1.3.1 produisent
des oscillations parasites pour la variable hu. Ces oscillations existent également avec la reconstruction
hydrostatique mais leurs amplitudes sont plus faibles. Pour ces trois problèmes, un schéma numérique
qui utilise la reconstruction hydrostatique [13] couplée à un flux numérique de Rusanov [185] est plus
robuste que les schémas du Théorème 3.1.3.1.

Le dernier cas test est celui de la rupture de barrage telle que décrite dans [166]. Le domaine spatial
[−1, 1] est discrétisé avec 400 cellules. Les conditions initiales et la fonction z sont données par

h0(x) + z(x) =
{

3 si x < 0,
1 sinon,

u0(x) = 0, z(x) = 1
2 cos2(πx). (3.128)

Des condtions de Neumann homogènes sont imposées aux deux frontières du domaine spatial. Une
solution de référence est calculée avec le schéma HLL [118] sur un maillage fin constitué de 50 000
cellules. La date finale de la simulation est t = 0,1 et le nombre CFL vaut 0,45. La Figure 3.4 montre
les résultats comparés.
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Figure 3.4 – Résultats numériques pour la rupture de barrage (3.128) à la date t = 0,1, sur un
maillage constitué de 400 mailles et avec la légende WBEC : schéma entropique et well-balanced pour
le lac repos décrit dans le Théorème 3.1.3.1, HR : reconstruction hydrostatique [13] appliquée au flux
numérique de Rusanov [185].

Pour ce cas test, les solutions numériques calculées par les schémas du Théorème 3.1.3.1 épousent très
bien la solution de référence. En particulier, la discontinuité localisée près de x = 0,5 est restituée avec
très peu de cellules.

3.3.1.2 Schéma entropique et well-balanced du Théorème 3.1.4.1

Cette section présente les résultats numériques du schéma du Théorème 3.1.4.1. Ce schéma vérifie
une inégalité d’entropie discrète locale et il est well-balanced pour toutes les solutions stationnaires
régulières.

Le schéma proposé est paramétré par λ > 0 et ∆t > 0 et ces paramètres doivent être choisis afin
d’assurer l’existence de solutions réelles au système d’équations (3.26), (3.55). Le Théorème 3.1.4.1
montre l’existence de tels paramètres mais il ne donne pas de formule de calcul explicite. La procédure
de choix de λ et de ∆t utilisée dans la suite repose sur le Lemme 3.1.4.3 qui donne une condition
nécessaire et suffisante à l’existence de h∗

L et de h∗
R satisfaisants le système (3.26), (3.55). La preuve

de ce lemme se décompose en trois études de cas et dans les deux premiers, il est suffisant de choisir
λ et ∆t selon les conditions

λ = max
α∈{L,R}

∣∣∣uα ±
√
ghα

∣∣∣, λ∆t
∆x ≤ 1

2 , ∀(L,R).

107



Pour le troisième cas de la preuve, le paramètre λ > 0 est d’abord sélectionné par la méthode brute
de force décrite dans la section 3.3.1.1 et il est augmenté tant que l’inégalité stricte η̂HLL − η̂(ŵHLL) +
g[z]2/8 > 0 n’est pas satisfaite. Ensuite, le pas de temps ∆t > 0 est initialisé avec ∆x/2λ puis il est
successivement diminué avec une progression géométrique de raison 1/2 et ce tant que l’inégalité large
suivante n’est pas vérifiée :

η̂HLL − η̂(ŵHLL) + g[z]2

8(1 + F 2
LR)

≥ 0.

Cette procédure de sélection, complétée si nécessaire avec les techniques de limitation exposées dans le
Théorème 3.1.4.1, assure l’existence des solutions recherchées et satisfait également la condition CFL
de non interaction. Enfin, en considérant les quantités ζLR et h définies dans (3.54), la fonction sign
nécessaire à l’équation (3.65) est programmée comme suit :

sign(r) ≈ r

|r| + ζLR/(gh)
. (3.129)

Les résultats numériques obtenus avec ces paramétrages sont comparés au résultats des schémas
présentés dans [93, Section 3.2] et dans [35]. Ces deux schémas respectivement notés FMT et BM,
sont retenus car ils sont well-balanced pour les équilibres mouvants et vérifient tous deux une inégalité
d’entropie semi-discrète. Le schéma BM préserve également l’espace convexe Ω̂ sans technique de
limitation additionnelle. Pour ce comparatif, il est associé au flux numérique de Rusanov [185].

Le premier cas test est destiné à illustré la propriété well-balanced pour les équilibres mouvants.
Le domaine spatial [0, 1] est discrétisé avec 400 cellules. En notant q0 = 5/2 et B0 = 25/98 + 4g, les
conditions initiales et la fonction z sont données par

(hu)0(x) = q0,
u2

0(x)
2 + g(h0 + z)(x) = B0, z(x) = 5

2 cos2(4πx). (3.130)

À partir des équations ci-dessus, les valeurs initiales (h0, u0)(x) sont calculées avec une méthode de
Newton. Des conditions de bord périodiques sont prescrites aux deux extrémités du domaine spatial.
La solution exacte est un équilibre mouvant (1.13). Les résultats graphiques ainsi que les erreurs
numériques à la date finale t = 1,0 sont présentés dans la Figure 3.5.
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Erreurs commises sur les variables (h, hu)
pour l’équilibre mouvant (3.130).

h
L1 L2 L∞

FWBEC 0,00E-00 0,00E-00 0,00E-00
BM 2,49E-17 4,41E-17 1,27E-17
FMT 1,84E-13 2,03E-13 3,28E-13

hu
L1 L2 L∞

FWBEC 1,13E-20 8,74E-20 7,64E-39
BM 8,58E-17 1,29E-16 9,19E-17
FMT 2,87E-13 3,75E-13 4,10E-13

Figure 3.5 – Sur la gauche : résultats numériques à la date t = 1,0 pour l’équilibre mouvant (3.130)
avec la légende FWBEC : schéma entropique et well-balanced décrit dans le Théorème 3.1.4.1, BM :
schéma décrit dans [35] associé au flux numérique de Rusanov [185], FMT : schéma proposé dans [93,
Section 3.2]. Sur la droite : erreurs numériques entre la solution exacte et la solution calculée.

Grâce à la propriété well-balanced, l’équilibre mouvant (3.130) est préservé à la précision machine près.
Le second cas test est dédié au trois problèmes de Goutal et Maurel [111] dont les données ont été

introduites en Section 3.3.1.1. La Figure 3.6 montre les résultats comparés et le tableau 3.2 rapporte
les erreurs numériques entre la solution exacte et la solution calculée par les schémas numériques.
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Figure 3.6 – Résultats numériques pour les trois problèmes de Goutal et Maurel (3.127) sur un
maillage constitué de 400 mailles et avec la légende FWBEC : schéma entropique et well-balanced
décrit dans le Théorème 3.1.4.1, BM : schéma décrit dans [35] associé au flux numérique de Rusanov
[185].

Malgré les efforts de programmation consentis, des résultats de simulation pour les problèmes de
Goutal et Maurel (3.127) n’ont pas pu être obtenus avec le schéma de [93, Section 3.2]. Ce schéma
paraît très instable dans les phases transitoires et les auteurs eux-mêmes formulent cette remarque
[93, Remarque 3.4]. Le schéma du Théorème 3.1.4.1 produit des oscillations parasites particulièrement
visibles pour la variable hu mais il corrige nettement les écarts de convergence observés dans la section
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3.3.1.1. Toutefois, un zoom sur la Figure 3.6 montre que la surface libre h+ z demeure légèrement mal
placée dans le cas du problème GM1.

Erreurs commises sur les variables (h, hu)
pour le problème GM1.

h
L1 L2 L∞

FWBEC 3,86E-02 1,41E-02 2,00E-04
BM 1,91E-15 4,16E-16 6,11E-17

hu
L1 L2 L∞

FWBEC 3,77E-02 2,10E-02 4,439E-04
BM 7,29E-15 1,49E-15 2,91E-16

Erreurs commises sur les variables (h, hu)
pour le problème GM2.

h
L1 L2 L∞

FWBEC 9,35E-02 2,13E-02 4,46E-03
BM 9,06E-03 2,37E-03 5,12E-04

hu
L1 L2 L∞

FWBEC 4,89E-02 3,53E-02 1,25E-03
BM 7,78E-05 3,38E-05 4,33E-08

Erreurs commises sur les variables (h, hu)
pour le problème GM3.

h
L1 L2 L∞

FWBEC 4,28E-02 5,11E-02 2,62E-03
BM 8,23E-03 2,20E-02 4,86E-04

hu
L1 L2 L∞

FWBEC 2,57E-02 2,00E-02 1,59E-03
BM 4,21E-03 1,15E-02 1,32E-04

Table 3.2 – Erreurs entre les solutions calculées par les schémas numériques et les solutions exactes
des problèmes de Goutal et Maurel (3.127) données par le logiciel SWASHES [71]. Les notations sont
FWBEC : schéma entropique et well-balanced décrit dans le Théorème 3.1.4.1, BM : schéma décrit
dans [35] associé au flux numérique de Rusanov [185].

Selon les tableaux 3.2, le schéma du Théorème 3.1.4.1 approche les solutions exactes avec une erreur
excessive. En effet, comme ce schéma est well-balanced pour les équilibres mouvants réguliers, il devrait
produire pour les problèmes GM1 et GM2, une solution numérique dont l’erreur est au plus de l’ordre de
la précision machine. L’origine exacte de ce défaut pratique est inconnue mais une hypothèse plausible
est la programmation de la fonction sign nécessaire à l’équation (3.65). En effet, comme la fonction sign
n’est pas continue en zéro, sa programmation demande une attention particulière. La définition (3.129)
lève la difficulté de continuité mais d’autres choix sont possibles. Chacun de ces choix de programmation
donnent un schéma numérique formellement proche du Théorème 3.1.4.1 mais qui demeure en pratique
différent. Le schéma [35] couplé au flux numérique de Rusanov [185] préserve la solution exacte du
problème GM1 et pour les trois problèmes, les erreurs commises par ce schéma sont inférieures à celles
du schéma introduit dans le Théorème 3.1.4.1.

Le dernier cas test est celui de la rupture de barrage telle que décrite dans la section 3.3.1.1. La
Figure 3.7 montre les résultats comparés.

110



0

1

2

3

-1 -0,5 0 0,5 1

h+ z

x

Ref
FMT

BM

FWBEC
z

0

1

2

3

4

-1 -0,5 0 0,5 1

u

x

Ref
FMT

BM
FWBEC

Figure 3.7 – Résultats numériques pour la rupture de barrage (3.128) à la date t = 0,1, sur un
maillage constitué de 400 mailles et avec la légende FWBEC : schéma entropique et well-balanced
décrit dans le Théorème 3.1.4.1, BM : schéma décrit dans [35] associé au flux numérique de Rusanov
[185], FMT : schéma décrit dans [93, Section 3.2].

Le schéma [93, Section 3.2] génère de fortes oscillations à proximité de la discontinuité. Le schéma [35]
associé au flux numérique de Rusanov [185] identifie ce cas test à deux états du lac au repos séparés
par une discontinuité. Par conséquent, ce schéma préserve dans ce cas la donnée initiale (3.128). Le
schéma du Théorème 3.1.4.1 restitue une solution numérique conforme à la solution de référence.

3.3.2 Les équations de Ripa

Cette section présente les résultats numériques pour les équations de Ripa (3.70) dans le cas φ =
exp. La fonction exp :]0,+∞[→]1,+∞[ est positive, bijective, strictement convexe et d’après [78], elle
satisfait les inégalités strictes (3.74). Par conséquent, cette fonction est conforme aux conditions du
Lemme 3.2.1.1 et elle peut donc être utilisée pour illustrer le schéma du Théorème 3.2.3.1.

Pour être mis en œuvre, ce théorème nécessite d’abord une méthode numérique de résolution des
équations (3.104) puis un choix de λ > 0 et de ∆t > 0 qui assure les inégalités (3.100d)-(3.100e)
(également données par (3.121a)-(3.121b)).

D’abord, pour chaque interface du maillage ayant de part et d’autre un état gauche constant ŵL

et un état droit constant ŵR, la résolution du système d’équations (3.104) est conduite par disjonction
des cas. En considérant ∆̃t défini dans (3.103), si |∆̃t| < 10−11 alors les solutions explicites du Lemme
3.2.3.1 sont utilisées, sinon, pour un couple (λ,∆t) donné, les solutions de (3.104) sont obtenue avec
une méthode de Newton appliquée aux équations (3.117a). Il est admis que l’existence des solutions
du système (3.104) est acquise si la procédure de Newton converge. Le critère de convergence choisi
est l’erreur absolue entre deux itérations consécutives et la procédure est stoppée lorsque cette erreur
est inférieure à 10−13.

Ensuite, les inégalités (3.100d)-(3.100e) sont obtenues par une méthode brute de force. Tout
d’abord, le couple (λ,∆t) est initialisé avec

λ = max
α∈{L,R}

(|uα ±
√
ghαφ(θα)|, |uα|), ∆t = ∆x

2λ ,

puis le système d’équations (3.104) est ensuite résolu tant que les inégalités (3.100d)-(3.100e) ne sont
pas satisfaites. À chaque résolution, les réels λ et ∆t sont respectivement augmentés et diminués par
des progressions linéaires et géométriques de raison respectives 23/20, 19/20. Par construction, la quantité
∆t > 0 obtenue satisfait la condition CFL de non interaction λ∆t

∆x ≤ 1
2 .

Le cas test d’illustration choisi est une version modifiée de celui proposé par A. Chertock et al dans
[58]. Dans ce cas test, la constante de gravitation g vaut 1, le domaine spatial est [−1, 1] et la fonction
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z est donnée par

z(x) =


2 cos(10π(x+ 0,3)) + 2, si − 0,4 ≤ x ≤ −0,2,

0,5 cos(10π(x− 0,3)) + 0,5, si 0,2 ≤ x ≤ 0,4,
0, sinon.

(3.131)

La donnée initiale est

(h, u, φ(θ))T(x, t = 0) =
{

(5 − z, 0, 1,5)T, si x ≤ 0,
(1 − z, 0, 5)T, sinon. (3.132)

Aux deux extrémités du domaine spatial, les conditions de bord sont de type Neumann homogènes.
Une solutions de référence est calculée avec le schéma HLL standard [118] sur un maillage fin constitué
de 50 000 cellules. La date finale de la simulation est t = 0,3. La Figure 3.8 montre les résultats du
schéma numérique de type Godunov du Théorème 3.2.3.1.
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Figure 3.8 – Résultats à la date t = 0,3 du schéma numérique de type Godunov du Théorème 3.2.3.1
pour le problème (3.131)-(3.132) et sur un maillage de 400 cellules en rouge et de 3 200 cellules en bleu.

La solution calculée épouse relativement bien la solution de référence mais elle demeure diffusive. Sur
maillage grossier, une erreur de positionnement est observée sur le front du choc situé approximative-
ment en x = 0,8. Cette erreur se corrige en raffinant le maillage.

3.4 Synthèse et conclusion
La première partie de ce chapitre donne une condition suffisante de stabilité entropique pour un

schéma de type Godunov approchant les solutions des équations de Saint Venant. L’application de
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cette condition à un solveur de Riemann à deux états intermédiaires constants produit un système
d’équations non linéaires sous-déterminé.

Deux fermetures de ce système sont proposées et toutes deux conduisent à des équations quadra-
tiques dont les solutions sont toujours explicites. En revanche, si l’existence des solutions réelles est
assurée, elle dépend néanmoins de paramètres implicites pour lesquels il n’y a pas de formule de calcul
établie.

Ces deux fermetures sont construites pour préserver la propriété well-balanced d’abord pour le lac
au repos puis pour toutes les solutions stationnaires régulières. Pour les deux fermetures, si la séquence
(ŵn

i )i∈Z n’est pas dans un voisinage immédiat du bord de Ω̂, les schémas numériques obtenus sont de
plus entropiques. Dans le cas contraire, la stabilité entropique pourrait être localement perdue.

Les deux fermetures proposées peuvent d’interpréter comme des généralisations successives des
schémas introduits en Section 2.1. En particulier, la seconde fermeture montre l’existence d’un schéma
numérique entropique et well-balanced pour toutes les solutions stationnaires régulières des équations
de Saint Venant.

Les deux schémas donnent des résultats numériques très satisfaisants en présence de solutions
constituées d’onde de choc. Toutefois, la propriété well-balanced n’est pas restituée à la précision
machine attendue dans le cas des équilibres mouvants atteints après régimes transitoires. L’origine de
ce défaut est inconnue mais une hypothèse est avancée en Section 3.3.1.2. De plus, les deux schémas
convergent parfois vers des solutions qui ne sont pas celles de référence. De tels écarts de convergence
ont déjà été observés avec d’autres schémas numériques [34, 42, 59].

La seconde partie de ce chapitre établit d’abord des conditions suffisantes de stabilité entropique
pour un schéma numérique dédié aux équations de Ripa.

Ensuite, le chapitre s’articule autour d’équations non linéaires qui définissent un solveur de Riemann
constant par morceau à deux états intermédiaires. Si des solutions explicites sont parfois accessibles,
l’existence des solutions aux équations proposées n’est malheureusement pas complètement pas établie.
Néanmoins, en admettant cette existence, ces équations permettent de satisfaire les conditions de
stabilité entropique proposées. Par conséquent, elles sont utilisées pour définir un schéma de type
Godunov entropique et well-balanced pour le lac au repos. Ces deux propriétés sont démontrées mais
l’existence théorique du schéma est de fait incomplète.

En pratique, et comme les équations proposées sont algébriques, ce schéma entropique et well-
balanced peut être mis en œuvre avec une méthode de Newton ou de point fixe par exemple. Les
résultats obtenus avec une méthode de Newton demeurent convenables.
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Chapitre 4

Schémas d’ordre élevé, non limités et à
stabilité entropique discrète globale

Ce chapitre concerne la stabilité entropique globale de schémas numériques d’ordre élevé. Ces
schémas approchent les solutions d’un système hyperbolique homogène de m lois de conservation
donné par {

∂tw + ∂xf(w) = 0, t > 0, x ∈ R,
w(x, t = 0) = w0(x). (4.1)

Les solutions w du système d’équations ci-dessus prennent leurs valeurs dans un ensemble convexe Ω
inclus dans Rm. Le système (4.1) est muni d’une entropie strictement convexe η associée à un flux
d’entropie G. Par conséquent, ce chapitre s’intéresse aux solutions de (4.1) qui vérifient une inégalité
d’entropie de la forme

∂tη(w) + ∂xG(w) ≤ 0.

Pour des solutions telles que (x, t) 7→ η
(
w(x, t)

)
est à support compact ou de limite nulle en l’infini,

l’intégration formelle de l’inégalité locale ci-dessus selon la variable x donne l’inégalité d’entropie globale
suivante :

d
dt

∫
R
η
(
w(x, t)

)
dx ≤ 0, ∀t > 0. (4.2)

Les schémas d’ordre élevé utilisent des limiteurs de pente [55, 57, 94, 116, 182, 194, 196, 219] et ils
vérifient souvent des stabilités entropiques semi-discrètes [7, 45, 51, 57, 92, 94, 137, 182]. L’objectif de
ce chapitre est de définir des schémas numériques d’ordre élevé au sens de la Définition 1.4.1.1, sans
limiteur de pente et dont la séquence mise à jour (wn+1

i )i∈Z vérifie un analogue discret de (4.2).
En faisant une hypothèse de régularité sur η, ce chapitre introduit la notion de schémas numériques

dissipatifs puis montre comment cette notion permet d’obtenir une stabilité entropique discrète globale.

4.1 Schémas numériques dissipatifs
La notion de schéma numérique dissipatif repose sur une inégalité stricte globale qui contraint le

bilan du flux numérique F relativement à une entropie η. En supposant une régularité C1 de l’entropie,
il est possible de proposer une définition de schéma numérique dissipatif.

Définition 4.1.1 (Schéma numérique volumes finis dissipatif). Soient l un entier et F : (Rm)2l+2 →
Rm une fonction continue qui satisfait

F(w, ..., w) = f(w), ∀w ∈ Ω.

Pour approcher les solutions du système d’équations (4.1), considérons un schéma numérique volumes
finis écrit sous sa forme conservative

wn+1
i = wn

i − ∆t
∆x

(
F(wn

i−l, ... , w
n
i+l+1) − F(wn

i−l−1, ... , w
n
i+l)

)
, ∀i ∈ Z.

114



Supposons que l’entropie η associée au système (4.1) est une fonction de classe C1(Ω,R) et notons ·
le produit scalaire usuel de Rm. Un schéma numérique (4.3) (resp. flux numérique F) est dit dissipatif
relativement à η si l’inégalité stricte suivante est satisfaite pour toute séquence (wn

i )i∈Z non constante
incluse dans Ω : ∑

i∈Z
∇η(wn

i ) ·
F(wn

i−l, ... , w
n
i+l+1) − F(wn

i−l−1, ... , w
n
i+l)

∆x > 0.

L’inégalité ci-dessus est appelée inégalité de dissipation (relativement à η).

Á partir de la définition 4.1.1 et puisqu’il n’y a pas de confusion possible, la notation Fi+1/2 =
F(wn

i−l, ..., w
n
i+l+1) sera désormais employée. Par conséquent, un schéma numérique conservatif (4.3)

et l’inégalité de dissipation relativement à η (4.4) se lisent respectivement

wn+1
i = wn

i − ∆t
∆x

(
Fi+ 1

2
− Fi− 1

2

)
, ∀i ∈ Z, (4.3)

∑
i∈Z

∇η(wn
i )·

Fi+ 1
2

− Fi− 1
2

∆x > 0. (4.4)

En supposant une régularité suffisante de l’entropie η, le membre de gauche de l’inégalité de
dissipation donnée ci-dessus est exactement le terme d’ordre un du développement de Taylor de∑

i∈Z η(wn+1
i )∆x où wn+1

i est donnée par (4.3). Ainsi, l’inégalité de dissipation (4.4) peut entraîner
une inégalité d’entropie discrète globale de la forme

∑
i∈Z

η(wn+1
i ) − η(wn

i )
∆t ∆x ≤ 0.

Comme cette dernière inégalité repose sur l’évaluation de
∑

i∈Z η(wn+1
i )∆x, il faut d’abord s’assurer

que la séquence mise à jour (wn+1
i )i∈Z demeure dans Ω et que les sommes utilisées pour exprimer cette

quantité sont toutes convergentes. Pour cela, deux lemmes techniques sont maintenant présentés et le
premier repose sur un argument topologique et une restriction de ∆t > 0 qui permettent d’obtenir
(wn+1

i )i∈Z ⊂ Ω.

Lemme 4.1.1 (Robustesse des schémas numériques). Soit un schéma numérique conservatif (4.3) qui
approche les solutions du système d’équations (4.1). Supposons que ces solutions prennent leurs valeurs
dans un ensemble strictement convexe non vide Ω inclus dans Rm et soit Kn un ensemble compact
inclus dans Ω. Supposons que la séquence non constante (wn

i )i∈Z est incluse dans Kn. Il existe une
constante implicite cn > 0 telle que si 0 < ∆t

∆x ≤ cn alors la séquence (wn+1
i )i∈Z donnée par le schéma

(4.3) est incluse dans Ω

Démonstration. Soit ∥·∥ une norme de Rm et considérons la fonction de distance signée au bord de Ω
associée à ∥·∥. Pour tout w de Rm, cette fonction de distance signée s’écrit

dist (w, ∂Ω) =


inf

y∈∂Ω
∥w − y∥, si w ∈ Ω,

− inf
y∈∂Ω

∥w − y∥ si w ∈ Rm \ Ω.

D’après la définition du schéma conservatif (4.3) et comme la fonction ci-dessus est une fonction
continue 1-Lipschitz de Rm, il suit pour tout i dans Z∣∣∣dist(wn+1

i , ∂Ω) − dist (wn
i , ∂Ω)

∣∣∣ ≤
∥∥∥wn+1

i − wn
i

∥∥∥ = ∆t
∆x

∥∥∥Fi+ 1
2

− Fi− 1
2

∥∥∥.
L’inégalité ci-dessus donne immédiatement

dist(wn+1
i , ∂Ω) ≥ dist (wn

i , ∂Ω) − ∆t
∆x

∥∥∥Fi+ 1
2

− Fi− 1
2

∥∥∥. (4.5)
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Comme le compact Kn est inclus dans l’ensemble ouvert Ω, on a dist(K, ∂Ω) > 0 et en particulier

dist(wn
i , ∂Ω) ≥ inf

w∈Kn
dist(w, ∂Ω) = min

w∈Kn
dist(w, ∂Ω) = dist(K, ∂Ω) > 0. (4.6)

Puisque (wn
i )i∈Z n’est pas constante, la continuité du flux numérique F sur le compact Kn permet de

déduire l’existence une constante Rn > 0 telle que pour tout i dans Z∥∥∥Fi+ 1
2

− Fi− 1
2

∥∥∥ ≤ Rn.

En introduisant l’inégalité ci-dessus ainsi que de l’inégalité (4.6) dans le résultat intermédiaire (4.5),
on en déduit

dist(wn+1
i , ∂Ω) ≥ min

w∈Kn
dist (w, ∂Ω) − ∆t

∆xR
n, ∀i ∈ Z.

Si 0 < ∆t
∆x ≤ min

w∈Kn
dist(w,∂Ω)/(2Rn) alors dist(wn+1

i , ∂Ω) ≥ minw∈Kn dist(w,∂Ω)/2 > 0 pour tout i dans Z.
Comme cette dernière inégalité signifie que wn+1

i est dans Ω, ceci conclut la preuve.

Le lemme de robustesse ci-dessus s’appuie sur des arguments topologiques qui conduisent à une
restriction implicite sur ∆t > 0. Par conséquent, cette restriction est difficile à utiliser en pratique.
D’autres preuves de robustesse existent mais elles reposent sur des techniques de limitions [55, 57, 94,
116, 182, 194, 196, 219].

À l’aide du lemme de robustesse précédent, il est désormais possible de montrer qu’un schéma dis-
sipatif tel qu’introduit dans la Définition 4.1.1 peut satisfaire une inégalité d’entropie discrète globale.

Proposition 4.1.1 (Stabilité entropique globale des schémas numériques dissipatifs). Considérons
un schéma numérique volumes finis dissipatif (4.3) vérifiant l’inégalité (4.4) et qui approche les solu-
tions du système d’équations (4.1). Considérons une séquence (wn

i )i∈Z non constante, incluse dans un
compact de Ω.

Si l’entropie η associée au système (4.1) est une fonction de classe C2(Ω,R) strictement convexe
et si pour tout ∆x > 0, (wn

i )i∈Z est telle que∣∣∣∣∣∣
∑
i∈Z

η(wn
i )∆x

∣∣∣∣∣∣ < +∞,

∣∣∣∣∣∣
∑
i∈Z

∇η(wn
i ) ·

Fi+ 1
2

− Fi− 1
2

∆x

∣∣∣∣∣∣∆x < +∞,

∫ 1

0
(1 − s)

∑
i∈Z

∇2η
(
wn

i − s
∆t
∆x(Fi+ 1

2
− Fi− 1

2
)
)Fi+ 1

2
− Fi− 1

2

∆x ·
Fi+ 1

2
− Fi− 1

2

∆x ∆x ds < +∞,

(4.7a)

(4.7b)

(4.7c)

alors il existe ∆t > 0 suffisamment petit tel que la séquence mise à jour (wn+1
i )i∈Z est incluse dans Ω

et tel que l’inégalité d’entropie discrète globale suivante est satisfaite :∑
i∈Z

η(wn+1
i ) − η(wn

i )
∆t ∆x ≤ 0. (4.8)

Démonstration. D’après le Lemme 4.1.1, il existe ∆t > 0 tel que la séquence (wn+1
i )i∈Z est incluse

dans Ω. Supposons que cette condition est vérifiée et notons

Ri = −(Fi+ 1
2

− Fi− 1
2
).

Ainsi, l’application de η au schéma numérique (4.3) s’écrit η(wn+1
i ) = η(wn

i + ∆tRi/∆x). Comme η
est une fonction de classe C2, un développement de Taylor avec reste intégral de l’expression ci-avant
donne

η(wn+1
i ) = η(wn

i ) + ∆t
∆x∇η(wn

i ) · Ri +
(∆t

∆x

)2 ∫ 1

0
(1 − s)∇2η

(
wn

i + s
∆t
∆xRi

)
Ri · Ri ds.
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En réorganisant ses termes puis en sommant sur i, l’égalité ci-dessus devient

∑
i∈Z

η(wn+1
i ) − η(wn

i )
∆t ∆x =

∑
i∈Z

∇η(wn
i ) · Ri

+ ∆t
∆x

∑
i∈Z

∫ 1

0
(1 − s)∇2η

(
wn

i + s
∆t
∆xRi

)
Ri · Ri ds.

(4.9)

Puisque la séquence (wn
i )i∈Z est incluse dans un compact de Ω, les hypothèses de sommabilités données

par (4.7) assurent que les sommes ci-dessus sont toutes convergentes. De plus, comme cette séquence
n’est pas constante, la convexité stricte de l’entropie η permet de déduire que l’inégalité stricte suivante
est satisfaite : ∫ 1

0
(1 − s)

∑
i∈Z

∇2η

(
wn

i + s
∆t
∆xRi

)
Ri · Ri ds > 0.

Comme le schéma numérique est dissipatif, l’inégalité stricte de dissipation (4.4) se lit dans ce cas∑
i∈Z

∇η(wn
i ) · Ri < 0.

Par conséquent, et d’après (4.9), l’inégalité d’entropie globale discrète (4.8) est satisfaite si ∆t > 0
vérifie

0 < ∆t
∆x ≤

−
∑
i∈Z

∇η(wn
i ) · Ri∫ 1

0
(1 − s)

∑
i∈Z

∇2η

(
wn

i + s
∆t
∆xRi

)
Ri · Ri ds

. (4.10)

En supposant une régularité C2 de l’entropie η, la preuve ci-dessus donne l’inégalité (4.10) qui
s’identifie à une condition CFL. En raison de la quantité ∇2η(wn

i + s∆tRi/∆x), cette condition CFL
demeure implicite sauf dans le cas d’une entropie quadratique pour laquelle ∇2η = Im. Par conséquent,
l’utilisation pratique de la condition CFL (4.10) nécessite en général la résolution d’une équation non
linéaire.

Cette condition CFL est globale ce qui signifie qu’elle dépend de quantités de la forme
∑

i∈Z et cette
dépendance justifie les hypothèses de sommabilité données dans (4.7). Ces hypothèses de sommabilité
peuvent par exemple être satisfaites en introduisant des espaces de Sobolev discrets homogènes pour
la séquence (wn

i )i∈Z ou bien en supposant que la séquence (wn
i+1 −wn

i )i∈Z est à support compact. Ces
deux exemples seront présentés dans les sections suivantes.

La Proposition 4.1.1 donne un cadre suffisant à la stabilité entropique discrète globale (4.8). Ce
cadre théorique repose en partie sur l’inégalité de dissipation (4.4) et l’équation (4.9) montre que cette
inégalité est nécessaire à la stabilité entropique globale. Ainsi, les schémas numériques du second ordre
proposés dans ce chapitre vont maintenant être définis pour satisfaire l’inégalité de dissipation (4.4).

4.2 Schémas non limités d’ordre deux
La famille de schémas du second ordre proposée est obtenue à partir du schéma HLL symétrique

[118] aussi appelé schéma de Rusanov [185]. Pour un réel λ > 0 donné, le flux numérique FO1
λ de ce

schéma s’écrit
FO1

λ (wn
i , w

n
i+1) =

f(wn
i ) + f(wn

i+1)
2 − λ

2
(
wn

i+1 − wn
i

)
. (4.11)

En considérant une régularité de w suffisante et en s’appuyant sur la consistance du flux numérique ci
dessus, un développement de Taylor autour de l’interface xi+ 1

2
donne

FO1
λ (wn

i , w
n
i+1) = f

(
w(xi+ 1

2
, tn)

)
− λ∆x

2 ∂xw(xi+ 1
2
, tn) + O(∆x2). (4.12)
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En utilisant la Définition 1.4.1.1 et d’après l’expression ci-dessus, une montée à l’ordre deux peut être
obtenue en ajoutant au flux numérique (4.11) un terme consistant avec la quantité +λ∂xw(x

i+ 1
2

,tn)/2. Ce
terme additionnel peut se construire à partir d’une séquence (αn

i )i∈Z de Rm telle que

αn
i = λ∆x

2 ∂xw(xi, t
n) + O(∆x2). (4.13)

La moyenne arithmétique de αn
i et de αn

i+1 est consistante avec +λ∂xw(x
i+ 1

2
,tn)/2 et par conséquent, les

schémas du second ordre proposés sont définis par un flux numérique FO2
λ de la forme

FO2
λ (wn

i−1, w
n
i , w

n
i+1, w

n
i+2) = FO1

λ (wn
i , w

n
i+1) + 1

2
(
αn

i + αn
i+1
)
,

=
f(wn

i ) + f(wn
i+1)

2 − λ

2 (wn
i+1 − wn

i ) + 1
2
(
αn

i + αn
i+1
)
.

Par construction, le flux numérique FO2
λ contient une approximation de −λ∆x∂xw héritée du terme

−λ(wn
i+1 − wn

i ). Ce flux numérique contient de plus une approximation de +λ∆x∂xw en vertu de
l’estimation (4.13) vérifiée par la quantité αn

i . Ainsi, le terme −λ(wn
i+1 −wn

i ) +αn
i +αn

i+1 est un résidu
de la forme O(∆x2). Pour ∆x > 0 donné, ce résidu n’est en général pas nul et l’idée développée est
de proposer une séquence (αn

i )i∈Z satisfaisant (4.13) et telle que −λ(wn
i+1 − wn

i ) + αn
i + αn

i+1 assure
l’inégalité stricte de dissipation (4.4).

Proposition 4.2.1 (Schéma numérique du second ordre spatial). Considérons une séquence (wn
i )i∈Z

non constante, à support compact et incluse dans Ω. Soit (Θn
i )i∈Z une séquence de matrices diagonales

de taille m × m et notons Im la matrice identité de taille m. Soit (αn
i )i∈Z la séquence de Rm donnée

par
αn

i = λ

2
(
Θn

i

(
wn

i+1 − wn
i

)
+ (Im − Θn

i )
(
wn

i − wn
i−1
) )
, ∀i ∈ Z. (4.14)

Soit un schéma numérique volumes finis conservatif (4.3) défini par un flux numérique Fn
i+ 1

2
donné

par

Fn
i+ 1

2
=
f(wn

i ) + f(wn
i+1)

2 − λ

2
(
wn

i+1 − wn
i

)
+ 1

2
(
αn

i + αn
i+1
)
. (4.15)

Si les matrices Θn
i sont uniformément bornées selon l’indice i et bornées lorsque ∆x → 0 alors le schéma

numérique ainsi défini est du second ordre spatial au sens de la Définition formelle 1.4.1.1-iii).

Démonstration. Considérons u : R × R+ → Rm une fonction régulière à support compact et notons

un
i = 1

∆x

∫
Ci

u(x, tn) dx, ∀i ∈ Z.

En introduisant (un
i )i∈Z donnée ci-dessus dans la définition (4.14), αn

i s’écrit

αn
i = λ

2
(
Θn

i (un
i+1 − un

i ) + (Im − Θn
i )(un

i − un
i−1)

)
.

Comme la fonction u est régulière et comme les matrices Θn
i sont bornées, un développement de Taylor

dans l’expression ci-dessus donne

αn
i = λ∆x

2 ∂xu(xi, t
n) + O(∆x2).

Par conséquent, le flux numérique (4.15) vérifie

Fn
i+ 1

2
= f

(
u(xi+ 1

2
, tn)

)
− λ∆x

2 ∂xu(xi+ 1
2
, tn) + λ∆x

2
∂xu(xi, t

n) + ∂xu(xi+1, t
n)

2 + O(∆x2),

= f
(
u(xi+ 1

2
, tn)

)
+ O(∆x2).

Puisque cette dernière égalité s’identifie à la condition du second ordre spatial donnée dans la Définition
1.4.1.1-iii), ceci conclut la preuve.
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À une multiplication par 2/(λ∆x) près, la quantité αn
i donnée par (4.14) est une approximation

de la dérivée de w à la cellule Ci mais contrairement aux schémas MUSCL [219], (W)ENO [171,
191, 194] ou DG [85, 125, 194], cette approximation ne nécessite pas de procédure de limitation. Par
simplicité, αn

i est défini avec des matrices Θn
i diagonales mais des matrices plus générales pourraient être

considérées. Ces matrices sont formellement des paramètres libres qui vont maintenant être sélectionnés
pour satisfaire l’inégalité stricte de dissipation (4.4). Cette inégalité entraînera ensuite, en vertu de
la Proposition 4.1.1, la stabilité entropique globale du schéma du second ordre défini par son flux
numérique (4.15).

4.3 Stabilité entropique discrète globale

4.3.1 Notations et sommabilité

Le schéma défini par la Proposition 4.2.1 est formellement du second ordre et cette section détaille
ses propriétés de stabilité. Pour établir ces propriétés, il est pratique de définir les espaces de Sobolev
discrets

l2(Z) =

v ∈ RZ|
∑
i∈Z

|vi|2∆x < +∞

 ,
h2(Z) =

{
v ∈ l2(Z)|

(
vi+1 − vi

∆x

)
i∈Z

∈ l2(Z),
(
vi+1 − 2vi + vi−1

∆x2

)
i∈Z

∈ l2(Z)
}
,

ḣ2(Z,Ω) =
{
w ∈ ΩZ :

(
wi+1 − wi

∆x

)
i∈Z

∈ l2(Z),
(
wi+1 − 2wi + wi−1

∆x2

)
i∈Z

∈ l2(Z)
}
.

Pour η une entropie strictement convexe de classe C1(Ω,R), ces espaces de Sobolev sont également
complétés par l’espace special

SO2
η (Z,Ω) =

{
w ∈ ḣ2(Z,Ω) :

m∑
j=1

∑
i∈Z

|(∇η(wi+1) − ∇η(wi−1))j ||(wi+1 − 2wi + wi−1))j | ≠ 0
}
. (4.16)

De plus, en notant M2m,2m(R) l’ensemble des matrices carrées de taille 2m×2m à coefficients réels
et avec δn

i+ 1
2

= wn
i+1 − wn

i dans Rm, des matrices par blocs Dn
i , Nn

i , Pn
i et Fn

i sont définies par

Dn
i =

δn
i− 1

2
δn

i+ 1
2

 ∈ R2m,

Nn
i (s) =

∇2η(wn
i − sδn

i− 1
2
) 0

0 ∇2η(wn
i + sδn

i+ 1
2
)

 ∈ M2m,2m(R),

Pn
i (s) =

(1 − 2s)I + Θn
i −Θn

i

Θn
i − I 2(1 − s)I − Θn

i

 ∈ M2m,2m(R),

Fn
i (s) =

−∇f(wn
i − sδn

i− 1
2
) 0

0 ∇f(wn
i + sδn

i+ 1
2
)

 ∈ M2m,2m(R), ∀s ∈ [0, 1].

(4.17a)

(4.17b)

(4.17c)

(4.17d)

L’objectif est d’utiliser la Proposition 4.1.1 pour montrer que le schéma du second ordre défini par
le flux numérique (4.15) vérifie une stabilité entropique discrète globale de la forme (4.8). Comme la
Proposition 4.1.1 repose sur des formulations sommées sur l’indice i dans Z, il est d’abord nécessaire
démontrer la convergence de certaines quantités définies avec les matrices par blocs données par (4.17).
Le premier résultat est un lemme technique qui traite des applications à valeurs dans Mm,m(R)
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Lemme 4.3.1.1. Considérons Ω un ensemble convexe non vide inclus dans Rm. Soient K un ensemble
compact convexe inclus dans Ω et (a, b) deux éléments de K. Si A : Ω → Mm,m(R) est une application
continue alors pour tout doublet (a, b) dans K2, l’application s ∈ [0, 1] 7→ A((1 − s)a+ sb) est continue
sur le segment [0, 1]. De plus, en notant ∥·∥ une norme matricielle quelconque, l’estimation suivante
est vérifiée

sup
s∈[0,1]

∥A((1 − s)a+ sb)∥ ≤ max
w∈K

∥A(w)∥.

Démonstration. Puisque a et b sont dans un compact convexe K, il suit immédiatement pour tout s
dans [0, 1]

(1 − s)a+ sb ∈ K ⊂ Ω.

Par conséquent, l’application A : s ∈ [0, 1] 7→ ∥A((1 − s)a + sb)∥ est bien définie et cette application
est continue car il s’agit d’une composée de fonctions continues.

Comme le segment [0, 1] est un compact de R, il existe s∗ dans [0, 1] tel que

sup
s∈[0,1]

∥A((1 − s)a+ sb) = ∥A((1 − s∗)a+ s∗b)∥.

Ainsi, et puisque (1 − s∗)a+ s∗b est un élément de l’ensemble compact K, il vient

∥A((1 − s∗)a+ s∗b)∥ ≤ sup
w∈K

∥A(w)∥ = max
w∈K

∥A(w)∥.

Cette dernière expression est exactement l’estimation annoncée et par conséquent, ceci conclut la
preuve.

En s’appuyant sur le lemme ci-dessus, il est maintenant possible de montrer la convergence de
certaines sommes globales.

Lemme 4.3.1.2. Soient η une entropie strictement convexe de classe C2(Ω,R) et (wn
i )i∈Z une séquence

dans SO2
η (Z,Ω). Considérons les matrices par blocs Dn

i , Nn
i (s), Pn

i (s) et Fn
i (s) définies par (4.17) et

supposons l’existence de Kn un ensemble compact convexe inclus dans Ω. Si (wn
i ) ⊂ Kn alors

∣∣∣∑
i∈Z

∫ 1

0
s

(∫ 1

0
Nn

i (us)du
)
Fn

i (s)Dn
i ·Dn

i ds
∣∣∣ < +∞,

∣∣∣∑
i∈Z

∫ 1

0
Nn

i (s)Pn
i (s)Dn

i ·Dn
i ds

∣∣∣ < +∞.

(4.18a)

(4.18b)

Démonstration. Concernant la sommabilité (4.18a), et en notant ∥·∥2 la norme euclidienne usuelle de
R2m, l’inégalité de Cauchy-Schwarz donne∣∣∣∑

i∈Z

∫ 1

0
s

(∫ 1

0
Nn

i (us)du
)
Fn

i (s)Dn
i ·Dn

i ds
∣∣∣ ≤

∑
i∈Z

sup
s∈[0,1]

∥Nn
i (s)∥2 sup

s∈[0,1]
∥Fn

i (s)∥2∥Dn
i ∥2

2. (4.19)

En s’appuyant sur l’équivalence des normes des espaces vectoriels normés en dimension finie, il existe
une constante c(m) > 0 dépendante uniquement de la dimension m et telle que

sup
s∈[0,1]

∥Fn
i (s)∥2 ≤ c(m) sup

s∈[0,1]
∥Fn

i (s)∥∞,

sup
s∈[0,1]

∥Nn
i (s)∥2 ≤ c(m) sup

s∈[0,1]
∥Nn

i (s)∥∞, ∀i ∈ Z.

Puisque (wn
i )i∈Z est incluse dans le compact convexe Kn, l’application du Lemme 4.3.1.1 aux cas des

matrices ∇2η et ∇f associées à la norme matricielle subordonnée ∥·∥∞ donne

sup
s∈[0,1]

∥f((1 − s)wi + swi−1)∥∞ ≤ max
w∈Kn

∥f(w)∥∞,
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sup
s∈[0,1]

∥∇2η((1 − s)wi + swi−1)∥∞ ≤ max
w∈Kn

∥∇2η(w)∥∞, ∀i ∈ Z.

Ainsi, en utilisant les définitions des matrices par blocs Nn
i (s) et Fn

i (s) respectivement données par
(4.17b) et par (4.17d), il suit

sup
s∈[0,1]

∥Nn
i (s)∥∞ ≤ max

w∈Kn
∥∇2η(w)∥∞, sup

s∈[0,1]
∥Fn

i (s)∥∞ ≤ max
w∈Kn

∥∇f(w)∥∞. (4.20)

En introduisant ces deux expressions dans l’estimation (4.19), et puisque (wn
i ) est dans ḣ2(Z,Ω), on

en déduit∣∣∣∑
i∈Z

∫ 1

0
s

(∫ 1

0
Nn

i (us)du
)
Fn

i (s)Dn
i ·Dn

i ds
∣∣∣

≤
∑
i∈Z

sup
s∈[0,1]

∥Nn
i (s)∥2 sup

s∈[0,1]
∥Fn

i (s)∥2∥Dn
i ∥2,

≤ c(m)2 max
w∈Kn

∥∇2η(w)∥∞ max
w∈Kn

∥∇f(w)∥∞
∑
i∈Z

∥Dn
i ∥2

2 < +∞.

Ces dernières inégalités terminent de montrer le résultat (4.18a).
Pour la sommabilité donnée dans (4.18b), l’inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire∣∣∣∑

i∈Z

∫ 1

0
Nn

i (s)Pn
i (s)Dn

i ·Dn
i ds

∣∣∣ ≤
∑
i∈Z

sup
s∈[0,1]

∥Nn
i (s)∥2 sup

s∈[0,1]
∥Pn

i (s)∥2∥Dn
i ∥2

2. (4.21)

Puisque les matrices (Θn
i )i∈Z sont bornées selon l’indice i, et d’après la définition de la matrice par

bloc Pn
i (s) donnée par (4.17c), il existe C > 0 telle que

sup
s∈[0,1]

∥Pn
i (s)∥2 ≤ C, ∀i ∈ Z.

En introduisant le résultat ci-dessus ainsi que l’estimation (4.20) dans l’inégalité (4.21), on en déduit∣∣∣∑
i∈Z

∫ 1

0
Nn

i (s)Pn
i (s)Dn

i ·Dn
i ds

∣∣∣ ≤ c(m) max
w∈Kn

∥∇2η(w)∥∞C
∑
i∈Z

∥Dn
i ∥2

2 < +∞.

Puisque cette inégalité termine de montrer le résultat (4.18b), ceci termine la preuve du lemme.

Le lemme ci-dessus montre le caractère fini des quantités (4.18). Ces quantités sont maintenant
utilisées pour reformuler l’inégalité de dissipation (4.4) dans le cas des schémas du second ordre définis
par la Proposition 4.2.1.

4.3.2 Reformulation de l’inégalité de dissipation

En considérant le flux numérique du second ordre défini dans (4.15), le membre de gauche de
l’inégalité de dissipation (4.4) s’écrit∑

i∈Z
∇η(wn

i ) ·
(
Fn

i+ 1
2

− Fn
i− 1

2

)
= 1

2
∑
i∈Z

∇η(wn
i ) ·

(
f(wn

i+1) − f(wn
i−1)

)
1
2
∑
i∈Z

∇η(wn
i ) ·

(
− λ(δn

i+ 1
2

− δn
i− 1

2
) + αn

i+1 − αn
i−1
)
.

Une reformulation des deux sommes ci-dessus à l’aide des définitions (4.17) est détaillée dans les deux
prochains lemmes. Puisque la convergence des expressions est établie dans le Lemme 4.3.1.2, seules les
reformulations sont énoncées.
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Lemme 4.3.2.1 (Reformulation du flux d’entropie global). Soit η une entropie strictement convexe
de classe C2(Ω,R). Considérons une séquence (wn

i )i∈Z dans SO2
η (Z,Ω) et supposons l’existence de Kn

un ensemble compact convexe inclus dans Ω tel que (wn
i )i∈Z ⊂ Kn. En considérant les matrices par

blocs Dn
i , Nn

i (s) et Fn
i (s) définies dans (4.17), l’égalité suivante est satisfaite :

−1
2
∑
i∈Z

∇η(wn
i ) ·

(
f(wn

i+1) − f(wn
i−1)

)
=
∑
i∈Z

∫ 1

0

s

2

(∫ 1

0
Nn

i (us)du
)
Fn

i (s)Dn
i ·Dn

i ds.

Démonstration. Puisque les fonctions η, G et f ont la régularité suffisante et que la séquence (wn
i )i∈Z

est inclue dans Ω, un développement de Taylor avec reste intégral donne

G(wn
i+1) = G(wn

i ) +
∫ 1

0
∇G(wn

i + sδn
i+ 1

2
) · δn

i+ 1
2

ds,

∇η(wn
i + sδn

i+ 1
2
) = ∇η(wn

i ) + s

∫ 1

0
∇2η(wn

i + usδn
i+ 1

2
)δn

i+ 1
2

du,

f(wn
i+1) = f(wn

i ) +
∫ 1

0
∇f(wn

i + sδn
i+ 1

2
)δn

i+ 1
2

ds.

Par suite, et puisque le flux d’entropie G satisfait ∇G(w)T = ∇η(w)T∇f(w) pour tout w dans Ω, les
trois égalités ci-dessus permettent d’écrire

∇η (wn
i ) ·

(
f(wn

i+1) − f(wn
i )
)

=
∫ 1

0
∇η(wn

i ) · ∇f(wn
i + sδn

i+ 1
2
)δn

i+ 1
2

ds,

=
∫ 1

0
∇G(wn

i + sδn
i+ 1

2
) · δn

i+ 1
2
ds−

∫ 1

0

∫ 1

0
s∇2η(wn

i + usδn
i+ 1

2
)∇f(wn

i + sδn
i+ 1

2
)δn

i+ 1
2

· δn
i+ 1

2
duds,

= G(wn
i+1) −G(wn

i ) −
∫ 1

0

∫ 1

0
s∇2η(wn

i + usδn
i+ 1

2
)∇f(wn

i + sδn
i+ 1

2
)δn

i+ 1
2

· δn
i+ 1

2
duds.

(4.22)
De la même manière, il suit

∇η(wn
i ) ·

(
f(wn

i ) − f(wn
i−1)

)
=

G(wn
i ) −G(wn

i−1) +
∫ 1

0

∫ 1

0
s∇2η(wn

i − usδn
i− 1

2
)∇f(wn

i − sδn
i− 1

2
)δn

i− 1
2

· δn
i− 1

2
duds. (4.23)

En sommant les égalités (4.22) et (4.23) sur l’indice i dans Z, on obtient

−1
2
∑
i∈Z

∇η(wn
i ) ·

(
f(wn

i+1) − f(wn
i−1)

)

= − 1
2
∑
i∈Z

(
G(wn

i+1) −G(wn
i ) −

∫ 1

0

∫ 1

0
s∇2η(wn

i + usδn
i+ 1

2
)∇f(wn

i + sδn
i+ 1

2
)δn

i+ 1
2

· δn
i+ 1

2
duds

)
− 1

2
∑
i∈Z

(
G(wn

i ) −G(wn
i−1) +

∫ 1

0

∫ 1

0
s∇2η(wn

i − usδn
i− 1

2
)∇f(wn

i − sδn
i− 1

2
)δn

i− 1
2

· δn
i− 1

2
duds

)
,

= 1
2
∑
i∈Z

∫ 1

0

∫ 1

0
s∇2η(wn

i + usδn
i+ 1

2
)∇f(wn

i + sδn
i+ 1

2
)δn

i+ 1
2

· δn
i+ 1

2
duds

− 1
2
∑
i∈Z

∫ 1

0

∫ 1

0
s∇2η(wn

i − usδn
i− 1

2
)∇f(wn

i − sδn
i− 1

2
)δn

i− 1
2

· δn
i− 1

2
duds.

En récrivant l’égalité ci-dessus avec les définitions des matrices par blocs Nn
i (s), Fn

i (s) et Dn
i données

dans (4.17), on en déduit le résultat annoncé ce qui termine la preuve.

Lemme 4.3.2.2 (Reformulation de la dissipation globale). Soit η une entropie strictement convexe de
classe C2(Ω,R). Considérons une séquence (wn

i )i∈Z dans SO2
η (Z,Ω) et supposons l’existence de Kn un
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ensemble compact convexe inclus dans Ω tel que (wn
i )i∈Z ⊂ Kn. En considérant les matrices par blocs

Dn
i , Nn

i (s) et Pn
i (s) définies dans (4.17), l’égalité suivante est satisfaite :

1
2
∑
i∈Z

∇η(wn
i ) ·

(
λ(δn

i+ 1
2

− δn
i− 1

2
) − (αn

i+1 − αn
i−1)

)
= −λ

4
∑
i∈Z

∫ 1

0
Nn

i (s)Pn
i (s)Dn

i ·Dn
i ds.

Démonstration. Puisque la séquence (wn
i )i∈Z est incluse dans Ω et que l’entropie η est un fonction de

classe C2, un développement de Taylor avec reste intégral donne

η(wn
i+1) = η(wn

i ) + ∇η(wn
i ) · δn

i+ 1
2

+
∫ 1

0
(1 − s)∇2η(wn

i + sδn
i+ 1

2
)δn

i+ 1
2

· δn
i+ 1

2
ds,

η(wn
i−1) = η(wn

i ) − ∇η(wn
i ) · δn

i− 1
2

+
∫ 1

0
(1 − s)∇2η(wn

i − sδn
i− 1

2
)δn

i− 1
2

· δn
i− 1

2
ds.

En utilisant les deux égalités ci-dessus, il suit

λ

2
∑
i∈Z

∇η(wn
i ) · (δn

i+ 1
2

− δn
i− 1

2
) = λ

2
∑
i∈Z

(
η(wn

i+1) − 2η(wn
i ) + η(wn

i−1)
)

− λ

2

∫ 1

0
(1 − s)

∑
i∈Z

∇2η(wn
i + sδn

i+ 1
2
)δn

i+ 1
2

· δn
i+ 1

2
ds

− λ

2

∫ 1

0
(1 − s)

∑
i∈Z

∇2η(wn
i − sδn

i− 1
2
)δn

i− 1
2

· δn
i− 1

2
ds,

= − λ

2

∫ 1

0
(1 − s)

∑
i∈Z

Nn
i (s)Dn

i ·Dn
i ds. (4.24)

Cette dernière égalité donne une partie du résultat attendu et il est maintenant nécessaire de reformuler
les quantités formées avec la suite (αn

i )i∈Z définie dans (4.14). Avec une translation d’indice, on obtient

−1
2
∑
i∈Z

∇η(wn
i ) · (αn

i+1 − αn
i−1)

= 1
2
∑
i∈Z

(
∇η(wn

i+1) − ∇η(wn
i−1)

)
· αn

i ,

= λ

4
∑
i∈Z

(
∇η(wn

i+1) − ∇η(wn
i−1)

)
· Θn

i δ
n
i+ 1

2
+ λ

4
∑
i∈Z

(
∇η(wn

i+1) − ∇η(wn
i−1)

)
· (Im − Θn

i )δn
i− 1

2
.

(4.25)

En utilisant par ailleurs un développement de Taylor avec reste intégral au premier ordre, il est possible
d’écrire

∇η(wn
i+1) = ∇η(wn

i ) +
∫ 1

0
∇2η(wn

i + sδn
i+ 1

2
)δn

i+ 1
2

ds,

∇η(wn
i−1) = ∇η(wn

i ) −
∫ 1

0
∇2η(wn

i − sδn
i− 1

2
)δn

i− 1
2

ds.
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L’introduction des deux égalités ci-dessus dans l’équation (4.25) permet de déduire

−1
2
∑
i∈Z

∇η(wn
i ) · (αn

i+1 − αn
i−1) = λ

4
∑
i∈Z

∫ 1

0
∇2η(wn

i + sδn
i+ 1

2
)Θn

i δ
n
i+ 1

2
· δn

i+ 1
2

ds,

+ λ

4
∑
i∈Z

∫ 1

0
∇2η(wn

i + sδn
i+ 1

2
)(Im − Θn

i )δn
i− 1

2
· δn

i+ 1
2

ds

+ λ

4
∑
i∈Z

∫ 1

0
∇2η(wn

i − sδn
i− 1

2
)Θn

i δ
n
i+ 1

2
· δn

i− 1
2

ds

+ λ

4
∑
i∈Z

∫ 1

0
∇2η(wn

i − sδn
i− 1

2
) (Im − Θn

i ) δn
i− 1

2
· δn

i− 1
2

ds.

En réécrivant l’égalité précédente à l’aide des matrices par blocs Dn
i et Nn

i (s) respectivement données
dans (4.17a) et dans (4.17b) et en utilisant le résultat intermédiaire (4.24), il suit

1
2
∑
i∈Z

∇η(wn
i ) ·

(
λ(δn

i+ 1
2

− δn
i− 1

2
) − (αn

i+1 − αn
i−1)

)

= − λ

2

∫ 1

0
(1 − s)

∑
i∈Z

Nn
i (s)Dn

i ·Dn
i ds+ λ

4
∑
i∈Z

∫ 1

0
Nn

i (s)
(
Im − Θn

i Θn
i

Im − Θn
i Θn

i

)
Dn

i ·Dn
i ds,

= − λ

4

∫ 1

0

∑
i∈Z

Nn
i (s)

((
(2 − 2s)Im 0

0 (2 − 2s)Im

)
−
(
Im − Θn

i Θn
i

Im − Θn
i Θn

i

))
Dn

i ·Dn
i ds.

L’introduction de la matrice par blocs Pn
i (s) définie par (4.17c) dans l’égalité ci-dessus permet de

déduire la reformulation annoncée ce qui conclut la preuve.

D’après les deux lemmes ci-dessus, l’inégalité de dissipation (4.4) du schéma du second ordre défini
par le flux numérique (4.15) s écrit

−
∑
i∈Z

∫ 1

0
s

(∫ 1

0
Nn

i (us)du
)
Fn

i (s)Dn
i ·Dn

i ds+ λ

2
∑
i∈Z

∫ 1

0
Nn

i (s)Pn
i (s)Dn

i ·Dn
i ds > 0. (4.26)

Par conséquent, et puisque toutes les sommes sont finies, si l’inégalité stricte∑
i∈Z

∫ 1

0
Nn

i (s)Pn
i (s)Dn

i ·Dn
i ds > 0, (4.27)

est satisfaite alors il existe λ > 0 suffisamment grand tel que l’inégalité de dissipation (4.26) est
satisfaite.

Par construction de la matrice par blocs Pn
i (s) définie par (4.17), le membre de gauche de l’inégalité

(4.27) dépend des matrices Θn
i qui sont formellement des paramètres libres. Ces paramètres libres

doivent donc être choisis pour satisfaire l’inégalité stricte (4.27). L’existence d’une séquence de matrices
(Θn

i )i∈Z satisfaisant l’inégalité (4.27) est maintenant établie.

4.3.3 Existence de l’inégalité de dissipation

Cette section concerne l’existence d’une séquence de matrices (Θn
i )i∈Z qui satisfait l’inégalité stricte

(4.27). Ce résultat est donné dans le lemme ci-dessous.

Lemme 4.3.3.1. Soit η une entropie strictement convexe de classe C2(Ω,R). Considérons une sé-
quence (wn

i )i∈Z dans SO2
η (Z,Ω) et supposons l’existence de Kn un ensemble compact convexe inclus

dans Ω tel que (wn
i )i∈Z ⊂ Kn. En considérant les matrices par blocs Dn

i , Nn
i (s) et Pn

i (s) définies dans
(4.17), notons Qn

i (s) et θ, respectivement dans M2m,2m(R) et dans R, tels que

Qn
i (s) =

(1 − 2s)∇2η(wn
i − sδn

i− 1
2
) −∇2η(wn

i + sδn
i+ 1

2
)

0 2(1 − s)∇2η(wn
i + sδn

i+ 1
2
)

 , ∀s ∈ [0, 1], (4.28)

124



θ >

− min
(
0,
∫ 1

0

∑
i∈Z

Qn
i (s)Dn

i ·Dn
i ds

)
∑
i∈Z

j∈{1,...,m}

∣∣∣(∇η(wn
i+1) − ∇η(wn

i−1))j(δn
i+ 1

2
− δn

i− 1
2
)j

∣∣∣ . (4.29)

Si la séquence de matrices (Θn
i )i∈Z est définie par

Θn
i = −θ diag1≤j≤m

(
sign

(
(∇η(wn

i+1) − ∇η(wn
i−1))j(δn

i+ 1
2

− δn
i− 1

2
)j
))
, (4.30)

alors l’inégalité stricte (4.27) est satisfaite.

Démonstration. Tout d’abord, et par définition de l’espace Sη(Ω,Z) donnée dans (4.16), le dénomina-
teur de (4.29) n’est pas nul. Il est maintenant nécessaire de montrer que le numérateur de (4.29) est
fini.

En notant ∥·∥2 la norme euclidienne usuelle de R2m, l’inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire∣∣∣ ∫ 1

0

∑
i∈Z

Qn
i (s)Dn

i ·Dn
i ds

∣∣∣ ≤
∑
i∈Z

( ∫ 1

0
∥Qn

i (s)∥2ds
)
∥Dn

i ∥2
2 ≤

∑
i∈Z

sup
s∈[0,1]

∥Qi(s)∥2∥Dn
i ∥2

2. (4.31)

En utilisant l’équivalence des normes dans les espaces vectoriels de dimension finie, il existe une
constante c(m) > 0 dépendante uniquement de la dimension m et telle que

sup
s∈[0,1]

∥Qi(s)∥2 ≤ c(m) sup
s∈[0,1]

∥Qi(s)∥∞.

Comme la séquence (wn
i )i∈Z est incluse dans le compact convexe Kn et notant ∥·∥∞ la norme matricielle

dans Mm,m(R), il est possible d’utiliser le Lemme 4.3.1.1 qui donne une majoration uniforme de
sups∈[0,1] ∥∇2η((1 − s)wi + swi−1)∥∞. Cette majoration s’écrit pour tout i dans Z

sup
s∈[0,1]

∥∇2η((1 − s)wi + swi−1)∥∞ ≤ max
w∈Kn

∥∇2η(w)∥∞.

Par conséquent, et d’après la définition de la matrice par blocs Qn
i (s) donnée dans (4.28), on en déduit

sup
s∈[0,1]

∥Qi(s)∥∞ ≤ 2 max
w∈Kn

∥∇2η(w)∥∞, ∀i ∈ Z.

En insérant l’inégalité ci-dessus dans l’estimation (4.31), et puisque (wn
i )i∈Z est dans ḣ2(Z,Ω), il suit∑

i∈Z
sup

s∈[0,1]
∥Qi(s)∥2∥Dn

i ∥2
2 ≤ 2c(m) max

w∈Kn
∥∇2η(w)∥∞

∑
i∈Z

∥Dn
i ∥2

2 < +∞.

Ainsi, le rapport des deux quantités qui définissent une borne inférieure de θ dans (4.29) est nécessai-
rement fini.

En ce qui concerne l’inégalité stricte (4.27), les matrices Θn
i données par (4.30) sont symétriques et

par conséquent, pour tout (a, b) dans (Rm)2, l’égalité Θn
i a · b = a · Θn

i b est vérifiée. Avec cette égalité,
et en associant la définition de la matrice Qn

i (s) donnée par (4.28) aux expressions des matrices Dn
i ,

Nn
i (s) et Pn

i (s) énoncées dans (4.17), un calcul direct montre que

∑
i∈Z

∫ 1

0
Nn

i (s)Pn
i (s)Dn

i ·Dn
i ds =

∫ 1

0

∑
i∈Z

Qn
i (s)Dn

i ·Dn
i ds−

∑
i∈Z

Θn
i

(
∇η(wn

i+1) − ∇η(wn
i−1)

)
· (δn

i+ 1
2

− δn
i− 1

2
).

En utilisant la définition de Θn
i donnée par (4.30), l’égalité ci-dessus se reformule de la manière suivante :
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∑
i∈Z

∫ 1

0
Nn

i (s)Pn
i (s)Dn

i ·Dn
i ds =

∫ 1

0

∑
i∈Z

Qn
i (s)Dn

i ·Dn
i ds+ θ

∑
i∈Z

j∈{1,...,m}

∣∣∣ ((∇η(wn
i+1) − ∇η(wn

i−1)
)

j
(δn

i+ 1
2

− δn
i− 1

2
)j

∣∣∣.
Comme θ vérifie l’inégalité (4.29), la quantité ci dessus est strictement positive, ce qui termine la
preuve.

La séquence de matrices (Θn
i )i∈Z donnée par (4.30) permet de satisfaire l’inégalité stricte (4.27).

Ainsi, le couplage de ces matrices à un choix de λ > 0 suffisamment grand assure l’existence de
l’inégalité de dissipation (4.26). Par conséquent, le schéma du second ordre (4.15) est dissipatif au sens
de la Définition 4.1.1.

Outre ces aspects théoriques, l’inégalité (4.27) a également un intérêt pratique car elle est le critère
de sélection des matrices (Θn

i )i∈Z. Le lemme qui suit donne l’expression de cette inégalité pour le cas
particulier mais usuel des équations de conservation scalaires munies de l’entropie quadratique.
Lemme 4.3.3.2 (Cas des équations scalaires munies de l’entropie η(w) = w2). Considérons une
équation scalaire (4.1) (m = 1) munie de l’entropie quadratique η(w) = w2. Considérons de plus une
séquence (wn

i )i∈Z dans h2(Z), non constante et incluse dans Ω. Dans ce cas, (Θn
i )i∈Z est une séquence

dans R et l’inégalité stricte (4.27) s’écrit∑
i∈Z

(
(δn

i+ 1
2

− δn
i− 1

2
)2 − 2Θn

i

(
(δn

i+ 1
2
)2 − (δn

i− 1
2
)2)) > 0. (4.32)

Démonstration. En utilisant le Lemme 4.3.2.2 dans le cas d’une équation scalaire et avec η(w) = w2,
le membre de gauche de l’inégalité (4.27) s’écrit∑

i∈Z

∫ 1

0
Nn

i (s)Pn
i (s)Dn

i ·Dn
i ds = −

∑
i∈Z

4wn
i

(
(δn

i+ 1
2

− δn
i− 1

2
) −

αn
i+1 − αn

i−1
λ

)
.

En distribuant wn
i puis en utilisant des translations de l’indice i, l’égalité ci-dessus se réécrit∑

i∈Z

∫ 1

0
Nn

i (s)Pn
i (s)Dn

i ·Dn
i ds = 4

∑
i∈Z

(δn
i+ 1

2
)2 +

∑
i∈Z

4wn
i

αn
i+1 − αn

i−1
λ

,

= 4
∑
i∈Z

(δn
i+ 1

2
)2 − 4

λ

∑
i∈Z

(δn
i+ 1

2
+ δn

i− 1
2
)αn

i . (4.33)

La définition de (αn
i )i∈Z donnée dans (4.14) et des translations de l’indice i permettent également

d’écrire

− 4
λ

∑
i∈Z

(δn
i+ 1

2
+ δn

i− 1
2
)αn

i = −2
∑
i∈Z

(δn
i+ 1

2
+ δn

i− 1
2
)
(
Θn

i δ
n
i+ 1

2
+ (1 − Θn

i ) δn
i− 1

2

)
,

= − 2
∑
i∈Z

Θn
i (δn

i+ 1
2

+ δn
i− 1

2
)(δn

i+ 1
2

− δn
i− 1

2
) − 2

∑
i∈Z

δn
i+ 1

2
δn

i− 1
2

− 2
∑
i∈Z

(δn
i+ 1

2
)2.

En utilisant le résultat ci-dessus dans l’égalité (4.33), il suit∑
i∈Z

∫ 1

0
Nn

i (s)Pn
i (s)Dn

i ·Dn
i ds

= 2
∑
i∈Z

(δn
i+ 1

2
)2 − 2

∑
i∈Z

δn
i+ 1

2
δn

i− 1
2

− 2
∑
i∈Z

Θn
i (δn

i+ 1
2

+ δn
i− 1

2
)(δn

i+ 1
2

− δn
i− 1

2
),

=
∑
i∈Z

(
(δn

i+ 1
2
)2 − 2δn

i+ 1
2
δn

i− 1
2

+ (δn
i− 1

2
)2)− 2

∑
i∈Z

Θn
i

(
(δn

i+ 1
2
)2 − (δn

i− 1
2
)2),

=
∑
i∈Z

(
δn

i+ 1
2

− δn
i− 1

2

)2 − 2
∑
i∈Z

Θn
i

(
(δn

i+ 1
2
)2 − (δn

i− 1
2
)2).
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Comme cette dernière expression correspond au résultat annoncé, ceci conclut la preuve.

Dans le cas scalaire et d’après le lemme ci-dessus, plusieurs choix de Θn
i sont possibles puisque

Θn
i = cste ou Θn

i = −sign
(
(wn

i+1 −wn
i−1)(wn

i+1 −2wn
i +wn

i−1)
)

permettent de satisfaire l’inégalité stricte
(4.32).

Avec l’existence de l’inégalité de dissipation (4.26) montrée par les Lemmes 4.3.3.1 et 4.3.3.2,
la stabilité entropique globale des schémas du second ordre définis dans la Proposition 4.2.1 peut
maintenant être présentée.

4.3.4 Stabilité entropique discrète globale

Cette section établit la stabilité entropique globale du schéma du second ordre défini dans la
Proposition 4.2.1. Cette stabilité est obtenue à l’aide du caractère dissipatif défini en Section 4.1.
D’après la section ci-dessus, cette propriété de dissipation repose sur l’inégalité (4.27) qui est paramétrée
par une séquence de matrices (Θn

i )i∈Z. Les Lemmes 4.3.3.1 et 4.3.3.2 montrent que plusieurs choix de
matrices (Θn

i )i∈Z sont possibles et par conséquent, le théorème suivant concerne une famille de schémas
du second ordre.
Théorème 4.3.4.1 (Stabilité entropique discrète globale de schémas du second ordre). Soit η une
entropie strictement convexe de classe C2(Ω,R) associée au système (4.1). Considérons une séquence
(wn

i )i∈Z dans SO2
η (Ω,Z) telle que

∑
i∈Z η(wn

i )∆x est fini puis supposons l’existence de Kn un ensemble
compact convexe inclus dans Ω tel que (wn

i )i∈Z ⊂ Kn. Considérons les matrices par blocs Dn
i , Nn

i (s)
et Pn

i (s) définies dans (4.17). Soit (Θn
i )i∈Z une séquence de matrices diagonales de taille m × m,

uniformément bornées selon l’indice i, bornées lorsque ∆x → 0 et satisfaisant l’inégalité stricte∑
i∈Z

∫ 1

0
Nn

i (s)Pn
i (s)Dn

i ·Dn
i ds > 0. (4.34)

Pour λ > 0, considérons le schéma numérique du second ordre défini dans la Proposition 4.2.1 pour
lequel le flux numérique s’écrit

Fn
i+ 1

2
=
f(wn

i ) + f(wn
i+1)

2 − λ

2
(
wn

i+1 − wn
i

)
+ 1

2
(
αn

i + αn
i+1
)
,

αn
i = λ

2
(
Θn

i

(
wn

i+1 − wn
i

)
+ (Im − Θn

i )
(
wn

i − wn
i−1
) )
, ∀i ∈ Z.

(4.35a)

(4.35b)

Il existe λ > 0 suffisamment grand et ∆t > 0 suffisamment petit tels que (wn+1
i )i∈Z est incluse dans Ω

et tels que ∑
i∈Z

η(wn+1
i ) − η(wn

i )
∆t ∆x ≤ 0. (4.36)

Le théorème ci-dessus énonce seulement l’existence de λ > 0 et de ∆t > 0 tel que l’inégalité
d’entropie discrète globale (4.36) est satisfaite mais une condition CFL plus précise est spécifiée dans
(4.10) et une borne inférieure explicite du paramètre λ > 0 est donnée dans la preuve qui suit.

Démonstration du Théorème 4.3.4.1. L’objectif est de montrer l’inégalité d’entropie discrète globale
(4.36) en utilisant la Proposition 4.1.1. Par conséquent, il est d’abord nécessaire de montrer les som-
mabilités∣∣∣∣∣∣

∑
i∈Z

η(wn
i )∆x

∣∣∣∣∣∣ < +∞,

∣∣∣∣∣∣
∑
i∈Z

∇η(wn
i ) ·

Fn
i+ 1

2
− Fn

i− 1
2

∆x

∣∣∣∣∣∣∆x < +∞,

∫ 1

0
(1 − s)

∑
i∈Z

∇2η
(
wn

i − s
∆t
∆x(Fn

i+ 1
2

− Fn
i− 1

2
)
)Fn

i+ 1
2

− Fn
i− 1

2

∆x ·
Fn

i+ 1
2

− Fn
i− 1

2

∆x ∆x ds < +∞.

(4.37a)

(4.37b)

(4.37c)
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La sommabilité (4.37a) est satisfaite par hypothèse. La sommabilité (4.37b) correspond à la somma-
bilité du membre de gauche de l’inégalité de dissipation (4.4). Les Lemmes 4.3.2.1 et 4.3.2.2 donnent
une reformulation équivalente de cette quantité et les sommabilités établies dans le Lemme 4.3.1.2
permettent de déduire∣∣∣∣∣∑

i∈Z
∇η(wn

i ) ·
Fn

i+ 1
2

− Fn
i− 1

2

∆x

∣∣∣∣∣∆x
=

∣∣∣∣∣∣−
∑
i∈Z

∫ 1

0
s

(∫ 1

0
Nn

i (us)du
)
Fn

i (s)Dn
i ·Dn

i ds+ λ

2
∑
i∈Z

∫ 1

0
Nn

i (s)Pn
i (s)Dn

i ·Dn
i ds

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣
∑
i∈Z

∫ 1

0
s

(∫ 1

0
Nn

i (us)du
)
Fn

i (s)Dn
i ·Dn

i ds

∣∣∣∣∣∣+ λ

2

∣∣∣∣∣∣
∑
i∈Z

∫ 1

0
Nn

i (s)Pn
i (s)Dn

i ·Dn
i ds

∣∣∣∣∣∣ < +∞.

Il reste à montrer la sommabilité (4.37c) pour laquelle la notation Rn
i = −(Fn

i+1/2 −Fn
i−1/2) est adoptée.

Puisque (wn
i )i∈Z est incluse dans le compact Kn, le Lemme de robustesse 4.1.1 assure l’existence de

∆t > 0 et de Rn > 0 tels qu’en notant B(0, ∆t
∆xR

n) la boule fermée contrée en 0, de rayon ∆t
∆xR

n

relativement à une norme ∥·∥ de Rm, l’inclusion suivante est vérifiée :

wn
i + s

∆t
∆xRn

i ∈ Kn +B(0, ∆t
∆xR

n) ⊂ Ω, ∀(s, i) ∈ [0, 1] × Z.

Puisque Kn et B(0, ∆t
∆xR

n) sont deux ensembles compacts, leur somme définie également un ensemble
compact. Par conséquent, il est possible de redéployer les arguments avancés dans les Lemmes 4.3.1.2
et 4.3.3.1 pour déduire l’existence d’une constante c(m) > 0 telle que

∣∣∣ ∫ 1

0
(1 − s)

∑
i∈Z

∇2η

(
wn

i + s
∆t
∆xRn

i

)
Rn

i · Rn
i ds

∣∣∣ ≤ c(m) max
w∈Kn+1

∥∇2η(w)∥∞
∑
i∈Z

∥Rn
i ∥2

2.

D’après l’expression du flux numérique Fn
i+1/2 donnée par (4.35) et puisque les matrices (Θn

i )i∈Z sont
bornées et que (wn

i )i∈Z est dans ḣ2(Z,Ω), la quantité
∑

i∈Z ∥Rn
i ∥2

2 est nécessairement finie. Par consé-
quent, la sommabilité (4.37c) est satisfaite.

Puisque les sommabilités (4.37) sont maintenant établies, il est nécessaire de montrer que le schéma
numérique du second ordre défini par le flux numérique (4.35) est dissipatif. D’après les Lemmes 4.3.2.1
et 4.3.2.2, l’inégalité de dissipation (4.4) de ce schéma s’écrit

−
∑
i∈Z

∫ 1

0
s

(∫ 1

0
Nn

i (us)du
)
Fn

i (s)Dn
i ·Dn

i ds+ λ

2
∑
i∈Z

∫ 1

0
Nn

i (s)Pn
i (s)Dn

i ·Dn
i ds > 0. (4.38)

Comme (Θn
i )i∈Z vérifie l’inégalité stricte (4.34), il est possible de définir un réel λn ≥ 0 de la manière

suivante :

λn =
2 max

(
0,
∑
i∈Z

∫ 1

0
s

(∫ 1

0
Nn

i (us)du
)
Fn

i (s)Dn
i ·Dn

i ds
)

∑
i∈Z

∫ 1

0
Nn

i (s)Pn
i (s)Dn

i ·Dn
i ds

≥ 0. (4.39)

D’après le Lemme 4.3.1.2, le rapport des quantités ci dessus est nécessairement fini. Par conséquent,
et en imposant la contrainte λ > λn, l’inégalité de dissipation (4.38) est satisfaite. Ainsi, l’inégalité
d’entropie discrète globale (4.36) se déduit de la Proposition 4.1.1, ce qui conclut la preuve.

Le théorème ci-dessus montre l’existence d’un schéma du second ordre sans limiteur de pente et
qui satisfait une inégalité d’entropie discrète globale de la forme (4.36).

La mise en œuvre pratique du Théorème 4.3.4.1 demeure simple et elle se résume en trois étapes.
D’abord, il est nécessaire de choisir (Θn

i )i∈Z selon l’inégalité (4.34) et les Lemmes 4.3.3.1 et 4.3.3.2
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donnent des exemples possibles. Ensuite le paramètre λ > 0 doit être sélectionné selon une borne
inférieure explicite définie par (4.39) puis ∆t > 0 doit satisfaire la condition CFL établie dans la
Proposition 4.1.1. En notant Ri = −(Fn

i+ 1
2

− Fn
i− 1

2
), cette condition CFL s’écrit

0 < ∆t
∆x ≤

−
∑
i∈Z

∇η(wn
i ) · Ri∫ 1

0
(1 − s)

∑
i∈Z

∇2η

(
wn

i + s
∆t
∆xRi

)
Ri · Ri ds

. (4.40)

La condition CFL ci-dessus n’est sans doute pas optimale et son utilisation pratique nécessite,
en général, la résolution d’une équation non linéaire. La construction de cette équation demande
l’évaluation du flux numérique, du gradient et de la matrice hessienne de η pour chaque élément
de la séquence (wn

i )i∈Z. Par conséquent, l’obtention du paramètre ∆t > 0 à partir de l’inégalité (4.40)
implique un temps de calcul supplémentaire non négligeable.

Par simplicité, le résultat du Théorème 4.3.4.1 est présenté avec une discrétisation temporelle
du premier ordre mais il est d’usage d’associer des discrétisations temps et espace du même ordre
[16, 125, 194, 230]. La section suivante justifie cette montée en ordre temporel par l’étude de la condition
CFL (4.40) pour le cas de l’équation d’advection linéaire.

4.3.5 Étude de la condition CFL pour l’advection linéaire

L’objectif de cette section est de justifier la discrétisation en temps du second ordre pour le schéma
numérique défini dans la Proposition 4.2.1. D’après le Théorème 4.3.4.1, la stabilité entropique globale
de ce schéma repose en partie sur la condition CFL non standard (4.40). La justification de la montée
en ordre temporel repose sur l’étude de cette condition CFL dans le cas de l’équation d’advection
linéaire scalaire. Pour a dans R∗, ce problème s’écrit{

∂tw + a∂xw = 0, t > 0, x ∈ R,
w(x, t = 0) = w0(x). (4.41)

En considérant (αn
i )i∈Z définie dans (4.14) puis en notant ν = λ∆t

∆x > 0 et δn
i+ 1

2
= wn

i+1 − wn
i dans R,

le schéma du second ordre en espace et d’ordre un en temps de la Proposition 4.2.1 s’écrit dans ce cas

wn+1
i = wn

i − ν

2
(a
λ

(δn
i+ 1

2
+ δn

i− 1
2
) − δn

i+ 1
2

+ δn
i− 1

2
+ 1
λ

(αn
i+1 − αn

i−1)
)
. (4.42)

Puisque le problème de l’advection linéaire (4.41) est usuellement associé à l’entropie quadratique
η(w) = w2, il est maintenant possible de donner une formulation de la condition CFL (4.40) dans le
cadre de la stabilité L2 su schéma (4.42).

Lemme 4.3.5.1 (Stabilité quadratique sous condition CFL parabolique). Considérons une séquence
non nul (wn

i )i∈Z dans h2(Z) ainsi qu’une séquence de réels (Θn
i )i∈Z telle que l’inégalité stricte (4.32)

est satisfaite. Soit λ > 0 un réel donné et notons ν = λ∆t
∆x . Si ν vérifie

0 < ν ≤

∑
i∈Z

(
(δn

i+ 1
2

− δn
i− 1

2
)2 − 2Θn

i

(
(δn

i+ 1
2
)2 − (δn

i− 1
2
)2))

∑
i∈Z

(a
λ

(
δn

i+ 1
2

+ δn
i− 1

2

)
− δn

i+ 1
2

+ δn
i− 1

2
+ 1
λ

(
αn

i+1 − αn
i−1
) )2 , (4.43)

alors le schéma du premier ordre en temps et du second ordre en espace (4.42) est L2-stable ce qui
s’écrit ∑

i∈Z
|wn+1

i |2∆x ≤
∑
i∈Z

|wn
i |2∆x.
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Démonstration. En élevant le schéma (4.42) au carré puis en sommant sur les indices i, il est possible
d’écrire ∑

i∈Z
(wn+1

i )2∆x =
∑
i∈Z

(wn
i )2∆x

− ν
∑
i∈Z

wn
i

(a
λ

(
δn

i+ 1
2

+ δn
i− 1

2

)
− δn

i+ 1
2

+ δn
i− 1

2
+ 1
λ

(
αn

i+1 − αn
i−1
) )

∆x

+ ν2

4
∑
i∈Z

(a
λ

(
δn

i+ 1
2

+ δn
i− 1

2

)
− δn

i+ 1
2

+ δn
i− 1

2
+ 1
λ

(αn
i+1 − αn

i−1)
)2

∆x.

(4.44)

En développant le second terme de l’équation ci-dessus et en utilisant des translations de l’indice i, il
suit ∑

i∈Z
wn

i

(a
λ

(δn
i+ 1

2
+ δn

i− 1
2
) − δn

i+ 1
2

+ δn
i− 1

2
+ 1
λ

(
αn

i+1 − αn
i−1
) )

= a

λ

∑
i∈Z

wn
i

(
wn

i+1 − wn
i−1
)

−
∑
i∈Z

wn
i δ

n
i+ 1

2
+
∑
i∈Z

wn
i δ

n
i− 1

2
− 1
λ

∑
i∈Z

αn
i (δn

i+ 1
2

+ δn
i− 1

2
).

En utilisant l’égalité 2αn
i/λ = Θn

i δ
n
i+ 1

2
+ (1 − Θn

i )δn
i− 1

2
ainsi qu’une nouvelle translation de l’indice i,

l’égalité ci-dessus se réécrit∑
i∈Z

wn
i

(a
λ

(
δn

i+ 1
2

+ δn
i− 1

2

)
− δn

i+ 1
2

+ δn
i− 1

2
+ 1
λ

(
αn

i+1 − αn
i−1
) )

= 1
2
∑
i∈Z

(δn
i+ 1

2
)2 − 1

2
∑
i∈Z

Θn
i

(
(δn

i+ 1
2
)2 − (δn

i− 1
2
)2)− 1

2
∑
i∈Z

δn
i+ 1

2
δn

i− 1
2
,

= 1
4
∑
i∈Z

(δn
i+ 1

2
− δn

i− 1
2
)2 − 1

2
∑
i∈Z

Θn
i

(
(δn

i+ 1
2
)2 − (δn

i− 1
2
)2).

L’introduction de l’expression ci-dessus dans l’égalité (4.44) permet de déduire∑
i∈Z

(wn+1
i )2∆x =

∑
i∈Z

(wn
i )2∆x

− ν

4
∑
i∈Z

(
(δn

i+ 1
2

− δn
i− 1

2
)2 − 2Θn

i

(
(δn

i+ 1
2
)2 − (δn

i− 1
2
)2))∆x

+ ν2

4
∑
i∈Z

(a
λ

(δn
i+ 1

2
+ δn

i− 1
2
) − δn

i+ 1
2

+ δn
i− 1

2
+ 1
λ

(αn
i+1 − αn

i−1)
)2

∆x.

Comme la séquence (Θn
i )i∈Z assure que la somme multiplicative de ν est strictement positive et comme

ν > 0 vérifie la condition CFL (4.43), on en déduit le résultat de stabilité L2 annoncé ce qui termine
la preuve.

Dans le cas de solutions régulières, une analyse de consistance montre que le comportement asymp-
totique de la condition CFL (4.43) lorsque ∆x → 0 est de la forme ∆t

∆x2 = O(1). Par conséquent, le
schéma du premier ordre en temps et du second ordre en espace (4.42) est L2-stable sous une condition
CFL parabolique. De telles conditions CFL ont déjà été observées dans la littérature [73, 74, 230] mais
elles demeurent restrictives en pratique.

Pour les schémas du second ordre spatial proposés dans ce chapitre, il est possible de retrouver
une condition CFL hyperbolique de la forme ∆t

∆x = O(1) en utilisant une discrétisation en temps du
second ordre de type Runge-Kutta Strong Stablilty Preserving (RKSSP) [107, 109, 110]. Dans le cas du
problème de l’advection linéaire (4.41), l’application d’une telle discrétisation temporelle au schéma de
la Proposition 4.2.1 donne

w
n+ 1

2
i = wn

i − ν

2
(a
λ

(δn
i+ 1

2
+ δn

i− 1
2
) − δn

i+ 1
2

+ δn
i− 1

2
+ 1
λ

(αn
i+1 + αn

i−1)
)
,

wn+1
i = wn

i

2 + 1
2
(
w

n+ 1
2

i − ν

2
(a
λ

(δn+ 1
2

i+ 1
2

+ δ
n+ 1

2
i− 1

2
) − δ

n+ 1
2

i+ 1
2

+ δ
n+ 1

2
i− 1

2
+ 1
λ

(αn+ 1
2

i+1 + α
n+ 1

2
i−1 )

))
.

(4.45)
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En choisissant des séquences (Θr
i )(i,r)∈Z×{n,n+1/2} constantes, l’analyse de Fourier-Von Neumann [53, 74]

est maintenant utilisée pour déduire une condition CFL de stabilité L2 du schéma (4.45).

Lemme 4.3.5.2 (Stabilité quadratique sous condition CFL hyperbolique). Considérons une séquence
non nul (wn

i )i∈Z dans l2(Z) ainsi que Θ dans R puis deux séquences de réels (Θn
i )i∈Z et (Θn+ 1

2
i )i∈Z

telles que
Θn

i = Θn+ 1
2

i = Θ, ∀i ∈ Z.

Soit λ > 0 un réel donné et notons ν = λ∆t
∆x . Si ν vérifie

0 < νmax
(
1, (a/λ)2 , (1 − 2Θ + a/λ)2 ) ≤ 1, (4.46)

alors le schéma numérique du second ordre en temps et en espace (4.45) est L2-stable ce qui s’écrit∑
i∈Z

|wn+1
i |2∆x ≤

∑
i∈Z

|wn
i |2∆x. (4.47)

Démonstration. Pour ξ dans R, notons ŵ∆(ξ, tn) la transformée de Fourier de la fonction w∆(x, tn)
dont l’expression est donnée par

w∆(x, tn) =
∑
j∈Z

wn
j χCj (x).

En notant i2 = −1, un calcul usuel montre que la transformée de Fourier de la fonction ci-dessus s’écrit

ŵ∆(ξ, tn) = sin(πξ∆x)
πξ

∑
j∈Z

wn
j e

−2πiξj∆x.

Comme les séquences (Θr
i )(i,r)∈Z×{n,n+1/2} sont constantes, le schéma numérique (4.45) est linéaire. Par

conséquent, il existe une fonction ξ 7→ g(ξ∆x) telle que ŵ∆(ξ, tn+1) = g(ξ∆x)ŵ∆(ξ, tn). Par isométrie
de la transformée de Fourier, la stabilité L2 (4.47) est équivalente à l’inégalité

|g(ξ∆x)| ≤ 1, ∀ξ ∈ R. (4.48)

Ainsi, l’objectif de la preuve est de montrer l’inégalité ci-dessus. Dans le cas Θr
i = Θ et en notant

ϕξ = sin2(πξ∆x) et hΘ = (1 − 2Θ) sin(πξ∆x) + a/λ, un calcul direct montre que la fonction g(ξ∆x)
pour le schéma (4.45) vérifie

|g(ξ∆x)|2 =
(
1 − 2νϕξ

(
ϕξ − νϕ3

ξ + ν(1 − ϕξ)h2
Θ
))2 + 4ϕξ(1 − ϕξ)

(
νhΘ(1 − 2νϕ2

ξ)
)2
,

= 1 − 4νϕξ

(
ϕξ − νϕ3

ξ + ν (1 − ϕξ)h2
Θ
)

+ 4ν2ϕ2
ξ

(
ϕξ − νϕ3

ξ + ν
(
1 − ϕξ

)
h2

Θ
)2

+ 4ϕξ(1 − ϕξ)
(
νhΘ

(
1 − 2νϕ2

ξ

))2
,

= 1 − 4νϕ2
ξ(1 − νϕ2

ξ) + 4ν2ϕξ

(
1 − ϕξ

)
h2

Θ
(

− 1 + (1 − 2νϕ2
ξ)2)

+ 4ν2ϕ2
ξ

(
ϕξ − νϕ3

ξ + ν(1 − ϕξ)h2
Θ
)2
.

En utilisant l’égalité −1 +
(
1 − 2νϕ2

ξ

)2 = −4νϕ2
ξ(1 − νϕ2

ξ), l’expression ci-dessus se réécrit

|g(ξ∆x)|2 = 1 − 4νϕ2
ξ(1 − νϕ2

ξ)
(
1 + 4ν2ϕξ(1 − ϕξ)h2

Θ
)

+ 4ν2ϕ2
ξ

(
ϕξ − νϕ3

ξ + ν(1 − ϕξ)h2
Θ
)2
. (4.49)

On peut tout d’abord remarquer que la restriction de |g(ξ∆x)| au cas ϕξ = 1 s’écrit

|g(ξ∆x)|2
∣∣∣
|ϕξ=1

= 1 − 4ν (1 − ν) + 4ν2 (1 − ν)2 ,

= (1 − 2ν (1 − ν))2 .

En conséquence, et pour ce cas particulier, l’inégalité (4.48) est satisfaite si ν ≤ 1. Ainsi, la condition
nécessaire ν ≤ 1 est désormais imposée.
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Ensuite, et puisque 0 ≤ ϕξ ≤ 1 pour tout ξ dans R, les deux inégalités suivantes sont satisfaites :

0 ≤ 1 − ϕξ ≤ 1 − νϕ2
ξ ,

(
1 − νϕ2

ξ

)2 ≤ 1 − νϕ2
ξ .

Avec les deux inégalités ci-dessus et comme ν2 ≤ ν, il est possible d’écrire(
ϕξ − νϕ3

ξ + ν (1 − ϕξ)h2
Θ
)2 =

(
ϕξ(1 − νϕ2

ξ) + ν(1 − ϕξ)h2
Θ
)2
,

=
(
1 − νϕ2

ξ

)2
ϕ2

ξ + 2νϕξ(1 − νϕ2
ξ) (1 − ϕξ)h2

Θ

+ ν2(1 − ϕξ)2h4
Θ,

≤ (1 − νϕ2
ξ)
(
ϕ2

ξ + 2νϕξ (1 − ϕξ)h2
Θ + ν2(1 − νϕ2

ξ)h4
Θ
)
,

≤ (1 − νϕ2
ξ)
(
ϕ2

ξ + 2νϕξ (1 − ϕξ)h2
Θ + ν(1 − νϕ2

ξ)h4
Θ
)
.

L’utilisation de la majoration ci-dessus dans l’égalité (4.49) donne

|g(ξ∆x)|2 ≤ 1 − 4νϕ2
ξ(1 − νϕ2

ξght)
(
1 + 2ν2ϕξ(1 − ϕξ)h2

Θ − νϕ2
ξ − ν2(1 − νϕ2

ξ)h4
Θ
)
,

≤ 1 − 2ν3ϕ2
ξϕ2ξ(1 − νϕ2

ξ)h2
θ − 4νϕ2

ξ

(
1 − νϕ2

ξ

)2(1 − ν2h4
Θ). (4.50)

Par ailleurs, la définition de hΘ = (1−2Θ) sin(πξ∆x)+a/λ ainsi que la condition CFL (4.46) permettent
de déduire

0 ≤ 2ν3ϕ2
ξϕ2ξ(1 − νϕ2

ξ)h2
θ + 4νϕ2

ξ

(
1 − νϕ2

ξ

)2(1 − ν2h4
Θ) ≤ 1. (4.51)

En utilisant les inégalités ci-dessus dans la majoration (4.50), on en déduit |g(ξ∆x)|2 ≤ 1 ce qui conclut
la preuve.

Dans le cas de l’advection linéaire (4.41) et d’après le lemme ci-dessus, l’utilisation d’une discréti-
sation temporelle du second ordre de type RKSSP permet de modifier la condition CFL parabolique
(4.43) en une condition CFL hyperbolique donnée par (4.46). Cet apport de la discrétisation temporelle
est également observé numériquement dans le cas de fonctions de flux f non linéaire.

La dissipation des schémas du second ordre de la Proposition 4.2.1 est pilotée par la séquence (αn
i ) à

l’aide d’un choix de matrices (Θn
i )i∈Z. Par conséquent, le rôle de (αn

i )i∈Z est double. D’après la section
4.2, cette séquence a d’abord un rôle de correcteur qui assure le second ordre spatial. Ensuite, d’après
la section 4.3.3, (αn

i )i∈Z possède également un rôle de dissipateur qui conduit à la stabilité entropique
discrète globale. En généralisant ces deux propriétés, il est possible de définir des schémas numériques
d’ordre k en espace construits à partir de corrections dissipatives du même ordre.

4.4 Montée en ordre supérieur

4.4.1 Corrections dissipatives d’ordre k

Cette section propose une généralisation à l’ordre k ≥ 2 des schémas du second ordre présentés
en Section 4.2. La première notion nécessaire à cette généralisation est celle de correction dissipative
d’ordre k.

Définition 4.4.1 (Correction dissipative d’ordre k). Soient k un entier et λ > 0 un réel. Considérons
une séquence (wn

i )i∈Z dans Ω ainsi que η une entropie strictement convexe de classe C2(Ω,R). Une
séquence (αOk

i )i∈Z dans Rm est appelée correction dissipative d’ordre k (relativement à η) si les deux
propriétés suivantes sont satisfaites.
i) La moyenne arithmétique de αOk

i et de αOk
i+1 corrige le terme −λ(wn

i+1−wn
i )/2 à l’ordre k. Pour w

régulière, cette correction d’ordre k s’écrit

−λ

2 (wn
i+1 − wn

i ) +
αOk

i+1 + αOk
i

2 = O(∆xk). (4.52)
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ii) La séquence (αOk
i )i∈Z vérifie une inégalité stricte globale donnée par∫ 1

0

∑
i∈Z

∇2η
(
wn

i + s(wn
i+1 − wn

i )
)
(wn

i+1 − wn
i ) ·

αOk
i + αOk

i+1
2 ds < 0. (4.53)

L’inégalité ci dessus est appelée inégalité de dissipation associée à (αOk
i )i∈Z.

D’après les sections 4.2 et 4.3.3, une séquence de correction dissipative du second ordre (αO2
i )i∈Z

est donnée par (4.14) sous la contrainte (4.27) détaillée dans le Lemme 4.3.3.1.
L’inégalité de dissipation associée à (αOk

i )i∈Z donnée dans la Définition 4.4.1-ii) est une quantité
globale pour laquelle il est nécessaire de montrer la convergence. Si la section 4.3 consacrée au schéma
du second ordre utilise des espaces de Sobolev discrets homogènes pour établir ces sommabilités, cette
section propose d’utiliser la notion de support compact étendu.

Définition 4.4.2 (Support compact étendu dans un ensemble). Soit A un ensemble quelconque et
(vi)i∈Z une séquence à valeurs dans A. Pour a dans A quelconque, la séquence (vi)i∈Z est dite à
support compact étendu dans A s’il existe un entier i∗ tel que

∀i ∈ Z, si |i| ≥ i∗ alors vi = a. (4.54)

La notion de support compact étendu donnée dans la définition ci-dessus a seulement un intérêt
pratique dans ce mémoire de thèse. Tout d’abord, puisqu’elle prolonge formellement (wn

i )i∈Z à des
constantes de Ω, cette notion assure que la séquence des différences (wn

i+1 − wn
i )i∈Z est à support

compact. Ensuite, et puisque les entropies η sont définies à une constante additive prés, il est toujours
possible de choisir a dans la définition (4.54) tel que

(
η(wn

i )
)

i∈Z est également à support compact.
Ainsi, la Définition 4.4.2 entraîne la convergence de la plupart des sommes exposées dans la suite de ce
chapitre et par conséquent, sauf si cela est nécessaire, la sommabilité des quantités proposées ne sera
pas mentionnée.

Avec la définition de support compact étendu de la Définition 4.4.2, et en supposant l’existence
d’une correction dissipative d’ordre k quelconque, il est possible de proposer une structure de flux
numérique qui définie des schémas d’ordre k à stabilité entropique globale discrète.

Proposition 4.4.1 (Stabilité entropique globale des schémas numériques d’ordre k). Soit Kn un
ensemble compact de Ω. Considérons une séquence (wn

i )i∈Z non constante, à valeurs et à support
compact étendu dans Kn. Considérons ensuite (αOk

i )i∈Z une séquence de correction dissipative d’ordre
k et FOk

i+1/2 un flux numérique consistant d’ordre k satisfaisants respectivement les Définitions 4.4.1 et
1.4.1.1. Pour un réel λ > 0, soit un schéma conservatif (4.3) défini par un flux numérique FOk

i+1/2 qui
s’écrit

FOk
i+ 1

2
= FOk

i+ 1
2

− λ

2 (wn
i+1 − wn

i ) +
αOk

i + αOk
i+1

2 . (4.55)

Les assertions suivantes sont vérifiées.
i) Le schéma associé au flux numérique ci-dessus est d’ordre k en espace au sens de la Définition

formelle 1.4.1.1-iii).
ii) Si ∣∣∣∣∣∣

∑
i∈Z

∇η(wn
i ) ·

FOk
i+ 1

2
− FOk

i− 1
2

∆x

∣∣∣∣∣∣ < +∞, ∀λ > 0, ∀(wn
i )i∈Z ⊂ Ω, (4.56)

et si l’entropie η associée au système (4.1) est une fonction de classe C2(Ω,R) strictement convexe
alors il existe λ > 0 suffisamment grand et ∆t > 0 suffisamment petit tels que le schéma numé-
rique défini par (4.55) vérifie une stabilité entropique discrète globale qui s’écrit

∑
i∈Z

η(wn+1
i ) − η(wn

i )
∆t ∆x ≤ 0. (4.57)
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Démonstration. Concernant l’assertion i), soit u : R → Rm une fonction régulière et notons

ui = 1
∆x

∫
Ci

u(x) dx, ∀i ∈ Z.

Puisque le flux numérique FOk est formellement d’ordre k, la Définition 1.4.1.1-iii) assure l’existence
d’un entier l tel que

FOk
i+ 1

2
= FOk(ui−l, ..., ui+l+1) = f

(
u(xi+ 1

2
)
)

+ O(∆xk).

Avec l’estimation ci-dessus et en vertu de la correction (4.52) de la séquence (αOk
i )i∈Z, le flux numérique

FOk
i+1/2 vérifie

FOk
i+ 1

2
= f

(
u(xi+ 1

2
)
)

+ O(∆xk) − λ

2 (ui+1 − ui) +
αOk

i + αOk
i+1

2 ,

= f
(
u(xi+ 1

2
)
)

+ O(∆xk).
(4.58)

Puisque cette dernière estimation est la définition de l’ordre spatial donnée en Section 1.4.1, ceci montre
la première assertion.

La preuve de l’assertion ii) repose sur la Proposition 4.1.1. Ainsi, et puisque les hypothèses de
sommabilités (4.7) sont satisfaites, il est suffisant de montrer que le schéma numérique défini par
(4.55) satisfait l’inégalité de dissipation relativement à η donnée par (4.4).

En notant δn
i+1/2 = wn

i+1 −wn
i dans Rm, le membre de gauche de l’inégalité de dissipation (4.4) pour

les schémas (4.55) s’écrit∑
i∈Z

∇η(wn
i ) ·

(
FOk

i+ 1
2

− FOk
i− 1

2

)

= 1
2
∑
i∈Z

∇η(wn
i ) ·

(
FOk

i+ 1
2

− FOk
i− 1

2

)
− λ

2
∑
i∈Z

∇η(wn
i ) · (δn

i+ 1
2

− δn
i− 1

2
) +

∑
i∈Z

∇η(wn
i ) ·

αOk
i+1 − αOk

i−1
2 . (4.59)

L’objectif est de montrer que la quantité ci-dessus peut être strictement positive. Il est donc maintenant
nécessaire de récrire les deux dernières sommes qui figurent dans le membre de droite de (4.59). En
utilisant les définitions des matrices par blocs Dn

i et Nn
i (s) données par (4.17) ainsi que l’égalité (4.24)

établie dans la preuve du Lemme 4.3.2.2), la seconde somme du membre de droite de l’égalité (4.59)
se reformule de la manière suivante :

−λ

2
∑
i∈Z

∇η(wn
i ) · (δn

i+ 1
2

− δn
i− 1

2
) = λ

2

∫ 1

0
(1 − s)

∑
i∈Z

Nn
i (s)Dn

i ·Dn
i ds. (4.60)

En utilisant une translation de l’indice i et un développement de Taylor avec reste intégral, la troisième
somme du membre de droite de l’égalité (4.59) devient

∑
i∈Z

∇η(wn
i ) ·

αOk
i+1 − αOk

i−1
2 = −

∑
i∈Z

(
∇η(wn

i+1) − ∇η(wn
i )
)

·
αOk

i + αOk
i+1

2 ,

= −
∫ 1

0

∑
i∈Z

∇2η
(
wn

i + sδn
i+ 1

2

)
δn

i+ 1
2

·
αOk

i + αOk
i+1

2 ds. (4.61)

D’après la propriété de dissipation (4.53), la quantité ci-dessus est strictement positive et par consé-
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quent, l’introduction des reformulations (4.60)-(4.61) dans l’égalité (4.59) donne∑
i∈Z

∇η(wn
i ) ·

(
FOk

i+ 1
2

− FOk
i− 1

2

)
= 1

2
∑
i∈Z

∇η(wn
i ) ·

(
FOk

i+ 1
2

− FOk
i− 1

2

)
+ λ

2

∫ 1

0
(1 − s)

∑
i∈Z

Nn
i (s)Dn

i ·Dn
i ds

−
∫ 1

0

∑
i∈Z

∇2η
(
wn

i + sδn
i+ 1

2

)
δn

i+ 1
2

·
αOk

i + αOk
i+1

2 ds,

>
1
2
∑
i∈Z

∇η(wn
i ) ·

(
FOk

i+ 1
2

− FOk
i− 1

2

)
+ λ

2

∫ 1

0
(1 − s)

∑
i∈Z

Nn
i (s)Dn

i ·Dn
i ds.

Comme η est strictement convexe, la matrice par bloc Nn
i (s) est définie positive. Par conséquent,

le terme multiplicatif de λ > 0 dans l’expression ci-dessus est strictement positif. Comme la somme∑
i∈Z ∇η(wn

i ) ·
(
FOk

i+1/2 − FOk
i−1/2

)
est nécessairement finie d’après l’ hypothèse (4.56). il existe λ > 0

suffisamment grand tel que ∑
i∈Z

∇η(wn
i ) ·

(
FOk

i+ 1
2

− FOk
i− 1

2

)
> 0.

Puisque cette dernière expression s’identifie à l’inégalité de dissipation (4.4), l’inégalité d’entropie
discrète globale (4.57) se déduit de la Proposition 4.1.1, ce qui conclut la preuve.

D’après la proposition ci-dessus, un schéma numérique d’ordre k à stabilité entropique globale est
entièrement défini par la donnée des quantités αOk

i et FOk
i+1/2. Ainsi, la prochaine section propose une

définition possible de ces objets pour le cas de schémas numériques d’ordre trois et quatre en espace.

4.4.2 Schémas non limités d’ordre trois et quatre

Cette section propose des schémas numériques du troisième et du quatrième ordre définis à partir de
la structure générale de flux numérique (4.55). Comme ces schémas sont d’ordre élevé, ils utilisent né-
cessairement des approximations des dérivées de w et de f pour lesquelles des formulations consistantes
sont maintenant présentées.

Lemme 4.4.2.1 (Approximations consistantes des termes dérivés). Soit u : R → Ω une fonction
régulière et f : Ω → Rm une fonction de flux de classe C2(Ω,Rm). Notons

ui = 1
∆x

∫
Ci

u(x) dx, ∀i ∈ Z, (4.62)

ainsi que δi+ 1
2

= ui+1 − ui dans Rm puis définissons les quantités

∆x∂xu
O3
i+ 1

2
= 1

3(δi+ 3
2

+ δi+ 1
2

+ δi− 1
2
),

∆x∂xu
O4
i+ 1

2
= 1

24(−δi+ 3
2

+ 26 δi+ 1
2

− δi− 1
2
),

∆x2∂xxui = δi+ 1
2

− δi− 1
2
,

∆x3∂xxxui = (δi+ 3
2

− δi+ 1
2
) − (δi+ 1

2
− δi− 1

2
),

∆x2∂xxf(u)i = f(ui+1) − 2f(ui) + f(ui−1),

∆x2∇f(u)∂xxui = ∇f(ui)(δi+ 1
2

− δi− 1
2
).

(4.63a)

(4.63b)

(4.63c)

(4.63d)

(4.63e)

(4.63f)
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Alors, on a
∆x∂xu

O3
i+ 1

2
= ∆x∂xu(xi+ 1

2
) + O(∆x3),

∆x∂xu
O4
i+ 1

2
= ∆x∂xu(xi+ 1

2
) + O(∆x4),

∆x2∂xxui = ∆x2∂xxu(xi) + O(∆x4),

∆x3∂xxxui = ∆x3∂xxxu(xi) + O(∆x4),

∆x2∂xxf(u)i = ∆x2∂xxf
(
u(xi)

)
+ O(∆x4),

∆x2∇f(u)∂xxui = ∆x2∇f
(
u(xi)

)
∂xxu(xi) + O(∆x4).

(4.64a)

(4.64b)

(4.64c)

(4.64d)

(4.64e)

(4.64f)

Démonstration. Concernant l’estimation (4.64a), et comme la cellule Ci est définie par Ci =]xi− 1
2
, xi+ 1

2
[

pour tout i dans Z, un changement de variable dans l’expression (4.63a) permet d’écrire

3∆x∂xu
O3
i+ 1

2
= ui+2 − ui−1 = 1

∆x

∫
Ci+2

u(x) dx− 1
∆x

∫
Ci−1

u(x) dx,

= 1
∆x

∫ 2∆x

∆x
u(x+ xi+ 1

2
) dx− 1

∆x

∫ −∆x

−2∆x
u(x+ xi+ 1

2
) dx. (4.65)

Puisque u est régulière, un développement de Taylor au voisinage de xi+ 1
2

donne

1
∆x

∫ 2∆x

∆x
u(x+ xi+ 1

2
) dx = u(xi+ 1

2
) +

( 1
∆x

∫ 2∆x

∆x
x dx

)
∂xu(xi+ 1

2
)

+ 1
2
( 1

∆x

∫ 2∆x

∆x
x2 dx

)
∂xxu(xi+ 1

2
) + O(∆x3),

= u(xi+ 1
2
) + 3∆x

2 ∂xu(xi+ 1
2
) + 7∆x2

6 ∂xxu(xi+ 1
2
) + O(∆x3). (4.66)

De la même manière,

1
∆x

∫ −∆x

−2∆x
u(x+ xi+ 1

2
) dx = u(xi+ 1

2
) − 3∆x

2 ∂xu(xi+ 1
2
) + 7∆x2

6 ∂xxu(xi+ 1
2
) + O(∆x3).

En retranchant membres à membres l’équation ci-dessus à l’équation (4.66) puis en insérant le résultat
dans l’équation (4.65), il suit

3∆x∂xu
O3
i+ 1

2
= 3∆x∂xu(xi+ 1

2
) + O(∆x3).

À une multiplication par trois près, cette dernière égalité correspond au résultat (4.64a) attendu.
Puisque l’ensemble des autres résultats (4.64) se montrent avec la même méthode de calcul, ceci
conclut la preuve.

Pour obtenir des schémas numériques d’ordre trois et quatre de la forme (4.55), il est d’abord
nécessaire de définir deux flux numériques annexes FO3 et FO4 respectivement consistants aux ordres
trois et quatre et qui vérifient tous deux l’hypothèse de sommabilité (4.56). Une définition possible de
ces objets est donnée par une discrétisation centrée standard.

Ensuite, FO3 et FO4 doivent être respectivement complétées par des corrections dissipatives du
troisième et du quatrième ordre chacune notée (αO3

i )i∈Z et (αO4
i )i∈Z. L’idée retenue est l’introduction

de matrices (Θn
i )i∈Z qui, comme pour le schéma du second ordre des Sections 4.2 et 4.3, permettront

d’obtenir la propriété de dissipation.
Une proposition de schémas du troisième et quatrième ordre est maintenant établie selon ces consi-

dérations et à l’aide des approximations du Lemme 4.4.2.1.
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Proposition 4.4.2 (Schémas numériques du troisième et du quatrième ordre spatial). Considérons une
séquence (wn

i )i∈Z incluse dans Ω. Soient (ΘO3
i )i∈Z et (ΘO4

i )i∈Z deux séquences de matrices diagonales
de taille m × m et notons Im la matrice identité de taille m. Considérons ensuite les approximations
consistantes définies dans (4.63) puis notons pour tout i dans Z

∆x∂xwnO3
i = ΘO3

i ∆x∂xwnO3
i+ 1

2
+ (Im − ΘO3

i )∆x∂xwnO3
i− 1

2
+ 1

2(Im − 2ΘO3
i )∆x2∂xxwn

i, (4.67)

∆x∂xwnO4
i = ΘO4

i ∆x∂xwnO4
i+ 1

2
+ (Im − ΘO4

i )∆x∂xwnO4
i− 1

2

+ 1
4
(

− ΘO4
i ∆x2∂xxwn

i+1 + (Im − 2ΘO4
i )∆x2∂xxwn

i + (Im − ΘO4
i )∆x2∂xxwn

i−1
)

+ ∆x3

8 ∂xxxwn
i.

(4.68)

Soient k dans {3, 4}, λ > 0, (αOk
i )i∈Z des séquences de Rm et FO4

i+1/2 un flux numérique chacun donné
par

αO3
i = λ

2 ∆x∂xwnO3
i , (4.69)

αO4
i = λ

2 ∆x∂xwnO4
i − λ

24∆x3∂xxxwn
i, (4.70)

FO4
i+ 1

2
=
f(wn

i ) + f(wn
i+1)

2 − ∆x2∂xxf(wn)i + ∂xxf(wn)i+1
16

− ∆x2 ∇f(wn)∂xxwn
i + ∇f(wn)∂xxwn

i+1
48 .

(4.71)

Avec la convention FO3 = FO4, considérons un flux numérique FOk
i+1/2 de la forme (4.55) défini par les

quantités ci-dessus. Si les matrices ΘOk
i sont uniformément bornées selon l’indice i et bornées lorsque

∆x → 0 alors un schéma numérique défini par FOk
i+1/2 est d’ordre k en espace au sens de la Définition

formelle 1.4.1.1-iii).

Démonstration. Pour montrer le résultat, il est d’abord nécessaire de montrer que FO4 (4.71) est du
quatrième ordre tel que décrit dans la Définition formelle 1.4.1.1-iii). En réutilisant la définition de
(ui)i∈Z donnée par (4.62) et comme comme u et f sont régulières, un développement de Taylor de la
quantité f(ui) + f(ui+1) au voisinage de xi+ 1

2
permet d’écrire

FO4
i+ 1

2
= f

(
u(xi+ 1

2
)
)

+ ∆x2
∂xxf

(
u(xi+ 1

2
)
)

8 + ∆x2

24 ∇f
(
u(xi+ 1

2
)
)
∂xxu(xi+ 1

2
)

− ∆x2∂xxf(u)i + ∂xxf(u)i+1
16 − ∆x2 ∇f(u)∂xxui + ∇f(u)∂xxui+1

48 + O(∆x4).

En utilisant les estimations (4.64e)-(4.64f) dans l’égalité ci dessus, il suit

FO4
i+ 1

2
= f

(
u(xi+ 1

2
)
)

+ ∆x2
∂xxf

(
u(xi+ 1

2
)
)

8 + ∆x2

24 ∇f
(
u(xi+ 1

2
)
)
∂xxu(xi+ 1

2
)

− ∆x2∂xxf
(
u(xi)

)
+ ∂xxf

(
u(xi+1)

)
16

− ∆x2 ∇f
(
u(xi)

)
∂xxu(xi) + ∇f

(
u(xi+1)

)
∂xxu(xi+1)

48 + O(∆x4).
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Puisque que pour toutes fonctions X régulières, l’estimation X(xi) +X(xi+1) = 2X(xi+ 1
2
) + O(∆x2)

est vérifiée, l’égalité ci-dessus se récrit

FO4
i+ 1

2
= f

(
u(xi+ 1

2
)
)

+ O(∆x4). (4.72)

D’après la Définition 1.4.1.1, cette dernière égalité montre la consistance à l’ordre quatre de la quantité
FO4

i+1/2.
Il est maintenant nécessaire de montrer que les définitions des séquences (αOk

i )i∈Z données par
(4.69)-(4.70) assurent la propriété de correction (4.52). Puisque les matrices ΘOk

i sont bornées, l’utili-
sation des estimations (4.64a) et (4.64c) dans l’expression de αO3

i donne

2αO3
i

λ
= ΘO3

i ∆x∂xu(xi+ 1
2
) + (Im − ΘO3

i )∆x∂xu(xi− 1
2
) + 1

2(Im − 2ΘO3
i )∆x2∂xxu(xi) + O(∆x3).

En utilisant un développement de Taylor des dérivées premières de u autour de xi l’estimation ci-dessus
devient

2αO3
i

λ
= ΘO3

i ∆x
(
∂xu(xi) + ∆x

2 ∂xxu(xi)
)

+ (Im − ΘO3
i )∆x

(
∂xu(xi) − ∆x

2 ∂xxu(xi)
)

+ 1
2(Im − 2ΘO3

i )∆x2∂xxu(xi) + O(∆x3),

= ∆x∂xu(xi) + O(∆x3).

Comme des calculs identiques peuvent être conduits pour αO3
i+1, il suit

−λ

2 (ui+1 − ui) +
αO3

i + αO3
i+1

2 = − λ

2 ∆x∂xu(xi+ 1
2
) + λ

2 ∆x∂xu(xi) + ∂xu(xi+1)
2 + O(∆x3),

= O(∆x3).

L’association de l’égalité ci-dessus à l’estimation (4.72) termine de montrer que le flux numérique FO3
i+ 1

2
défini un schéma du troisième ordre en espace. Comme la démonstration du quatrième ordre se mène
mutatis mutandis ceci termine également la démonstration.

Par simplicité, le choix FO3 = FO4 est retenu mais d’autres définitions restent possibles. La défini-
tion proposée pour FO4 dans (4.71) est une discrétisation centrée autour de l’interface or ces discrétisa-
tions sont en général instables. Par conséquent, il est désormais nécessaire de contraindre les matrices
(ΘOk

i )i∈Z en vertu de la propriété de stabilité entropique attendue.

4.4.3 Stabilité entropique discrète globale

La famille de schémas d’ordres trois et quatre définie par la Proposition 4.4.2 est paramétrée par
la donnée d’une séquence de matrices diagonales (ΘOk

i )i∈Z dans Mm,m(R). L’objectif de cette section
est de montrer que ces matrices peuvent être choisies pour assurer l’existence de l’inégalité d’entropie
discrète globale 4.57. Puisque la preuve de cette existence repose sur la Proposition 4.4.1, il est mainte-
nant nécessaire de montrer que les matrices ΘOk

i permettent d’obtenir l’inégalité de dissipation (4.53)
associée aux séquences (αO3

i )i∈Z (4.69) et (αO4
i )i∈Z (4.70).

Pour montrer ce résultat, un espace de séquence SO34
η (Z,Ω) est introduit et il est donné par

SO34
η (Z,Ω) =

{
w ∈ ḣ2(Z,Ω) :

m∑
j=1

∑
i∈Z

|(∇η(wi+1) − ∇η(wi−1))j ||(wi+2 − 4wi+1 + 6wi − 4wi−1 + wi−2)j | ≠ 0
}
.

(4.73)

Avec cet espace, un lemme sur l’existence des matrices ΘOk
i peut maintenant être énoncé.
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Lemme 4.4.3.1 (Inégalité de dissipation associée à (αOk
i )(i,k)∈Z×{3,4}). Soient Kn un compact de Ω

et η une entropie strictement convexe de classe C2(Ω,R). Considérons une séquence (wn
i )i∈Z dans

SO34
η , non constante, à valeurs et à support compact étendu dans Kn. Considérons de plus les sé-

quences (αO3
i )i∈Z et (αO4

i )i∈Z respectivement définies dans (4.69)-(4.70). Pour k dans {3, 4}, il existe
une séquence de matrices diagonales (ΘOk

i )i∈Z dans Mm,m(R) telle que l’inégalité de dissipation (4.53)
associée à (αOk

i )i∈Z est satisfaite.

Démonstration. D’après les hypothèses de compacité énoncées sur la séquence (wn
i )i∈Z, le membre de

gauche de l’inégalité de dissipation (4.53) associée à (αOk
i )i∈Z est convergeant et il s’écrit∫ 1

0

∑
i∈Z

∇2η
(
wn

i + s(wn
i+1 − wn

i )
)
(wn

i+1 − wn
i ) ·

αOk
i + αOk

i+1
2 ds

=
∑
i∈Z

(
∇η(wn

i+1) − ∇η(wn
i )
)

·
αn

i + αOk
i+1

2 ,

= 1
2
∑
i∈Z

(
∇η(wn

i+1) − ∇η(wn
i−1)

)
· αOk

i . (4.74)

L’objectif est de montrer que la quantité ci-dessus peut être strictement négative. Selon les expressions
(4.67)-(4.68)-(4.69)-(4.70), αOk

i est proportionnel à λ et affine en ΘOk
i . Par conséquent, pour tout i dans

Z, il existe AOk
i et BOk

i des vecteurs de taille m, linéairement dépendants des quantités (δn
i+ν+ 1

2
)−2≤ν≤1

et tels que
αOk

i = λ

2 (ΘOk
i AOk

i + BOk
i ).

Comme ΘOk
i est une matrice diagonale, l’introduction de l’égalité ci-dessus dans l’expression (4.74)

donne

2
λ

∫ 1

0

∑
i∈Z

∇2η
(
wn

i + s(wn
i+1 − wn

i )
)
(wn

i+1 − wn
i ) ·

αOk
i + αOk

i+1
2 ds

=
∑
i∈Z

(
∇η(wn

i+1) − ∇η(wn
i−1)

)
· (ΘOk

i AOk
i + BOk

i ),

=
∑
i∈Z

(
∇η(wn

i+1) − ∇η(wn
i−1)

)
· BOk

i +
∑
i∈Z

ΘOk
i

(
∇η(wn

i+1) − ∇η(wn
i−1)

)
· AOk

i . (4.75)

Un calcul direct à partir des définitions de (αOk
i )i∈Z données par (4.67)-(4.68)-(4.69)-(4.70) montre

que

AO3
i =

wn
i+2 − 4wn

i+1 + 6wn
i − 4wn

i−1 + wn
i−2

3 ,

AO4
i = − 7

8AO3
i , ∀i ∈ Z.

(4.76a)

(4.76b)

Par conséquent, et puisque la séquence (wn
i )i∈Z est dans SO34

η (Z,Ω), on en déduit

m∑
j=1

∑
i∈Z

∣∣∣(∇η(wn
i+1) − ∇η(wn

i−1)
)

j
(AOk

i )j

∣∣∣ > 0.

Ainsi, et en utilisant la compacité étendue de (wn
i )i∈Z, il est possible de définir un réel θOk nécessaire-

ment fini et tel que

θOk >

max
(
0,
∑
i∈Z

(
∇η(wn

i+1) − ∇η(wn
i−1)

)
· BOk

i

)
m∑

j=1

∑
i∈Z

∣∣∣(∇η(wn
i+1) − ∇η(wn

i−1)
)

j
(AOk

i )j

∣∣∣ . (4.77)
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Par suite, si les matrices diagonales ΘOk
i de Mm,m(R) sont telles que

ΘOk
i = −θOk diag1≤j≤m

(
sign

((
∇η(wn

i+1) − ∇η(wn
i−1)

)
j
(AOk

i )j
))
, (4.78)

alors, d’après le résultat intermédiaire (4.75), l’inégalité stricte (4.53) est satisfaite ce qui termine la
preuve.

Les matrices ΘOk
i définies dans (4.78) sont des extensions des matrices proposées en Section 4.3.3

pour le schéma du second ordre. Les vecteurs BOk
i de l’inégalité (4.77) sont introduits formellement

dans la démonstration ci-dessus mais un calcul direct montre que leurs expressions sont données par

BO3
i =

5δn
i+ 1

2
− δi− 1

2
+ 2δn

i− 3
2

6 ,

BO4
i =

2δn
i+ 3

2
+ δn

i+ 1
2

+ 4δn
i− 1

2
− 7δn

i− 3
2

24 , ∀i ∈ Z.

Puisque l’inégalité stricte (4.53) est assurée, le Lemme 4.4.3.1 et la Proposition 4.4.2 montrent
ainsi que les séquences (αO3

i )i∈Z et (αO4
i )i∈Z respectivement définies dans (4.69) et dans(4.70) sont

des corrections dissipatives d’ordre trois et quatre au sens de la Définition 4.4.1. Par conséquent, un
résultat de stabilité entropique globale est désormais accessible.

Théorème 4.4.3.1 (Stabilité entropique discrète globale des schémas du troisième et du quatrième
ordre). Soient Kn un compact de Ω et η une entropie strictement convexe de classe C2(Ω,R). Consi-
dérons une séquence (wn

i )i∈Z dans SO34
η (Z,Ω), non constante, à valeurs et à support compact étendu

dans Kn. Pour k dans {3, 4}, supposons également que les séquences de matrices diagonales (ΘOk
i )i∈Z

dans Mm,m(R) utilisées dans (4.67)-(4.68) sont uniformément bornées selon l’indice i, bornées lorsque
∆x → 0 et telles que l’inégalité stricte (4.53) est satisfaite.

Il existe λ > 0 suffisamment grand et ∆t > 0 suffisamment petit tels que les schémas du troisième
et du quatrième ordre respectivement définis par (4.55), (4.71), (4.69) et (4.55), (4.71), (4.69) vérifient
chacun une stabilité entropique discrète globale de la forme.

∑
i∈Z

η(wn+1
i ) − η(wn

i )
∆t ∆x ≤ 0. (4.79)

Démonstration. Pour k dans {3, 4} et d’après la preuve de la Proposition 4.4.2, (αOk
i )i∈Z vérifient

−λ

2 (wn
i+1 − wn

i ) +
αOk

i+1 + αOk
i

2 = O(∆xk).

Ainsi, et comme les matrices ΘOk
i satisfont de plus l’inégalité stricte (4.53) (voir le Lemme 4.4.3.1), on

en déduit que les séquences (αOk
i )i∈Z sont des corrections dissipatives d’ordre k.

Avec les hypothèses énoncées sur la séquence (wn
i )i∈Z et d’après la définition de FO4

i+1/2 donnée dans
(4.71), la condition de sommabilité∣∣∣∣∣∣

∑
i∈Z

∇η(wn
i ) ·

FO4
i+ 1

2
− FO4

i− 1
2

∆x

∣∣∣∣∣∣ < +∞, ∀λ > 0,

est satisfaite.
Puisque toutes les hypothèses de la Proposition 4.4.1 sont vérifiées, on en déduit l’inégalité d’en-

tropie discrète globale (4.79) ce qui termine la preuve.

Les schémas numériques d’ordre élevé définis dans cette section sont les extensions directes du
schéma du second ordre introduit en Section 4.2. Par conséquent, la nécessité d’une discrétisation en
temps d’ordre élevé demeure également pour ces schémas.

Les mises en œuvre du Théorème 4.4.3.1 et du Théorème 4.3.4.1 qui concerne le schéma du second
ordre sont maintenant illustrées par des expériences numériques.
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4.5 Résultats de simulations numériques

4.5.1 Méthodes et paramétrages

Cette section présente les résultats numériques des schémas du second, du troisième et du quatrième
ordre définis en Sections 4.2 et 4.4.2. D’après ces sections, et pour chacun des ordres k, une famille de
schémas paramétrés par des matrices ΘOk

i dans Mm,m(R) est proposée. Ainsi, pour conserver la clarté
des graphiques, les résultats sont répartis en deux sous sections.

La première sous section est consacrée au second ordre. D’après le Théorème 4.3.4.1, les schémas
proposés nécessitent la sélection de trois paramètres : ΘO2

i dans Mm,m(R), λ > 0 et ∆t > 0. En
s’appuyant sur les Lemmes 4.3.3.1 et 4.3.3.2, plusieurs séquences de matrices (ΘO2

i )i∈Z sont proposées.
Ensuite, le Théorème 4.3.4.1 donne des formulations explicites pour λ et pour ∆t respectivement
détaillées dans (4.39) et dans (4.40). Néanmoins, et notamment d’après [105, 118], ces formulations ne
sont pas usuelles, puisqu’en notant {µk(w)}k∈{1,..,m} l’ensemble des m valeurs propres de ∇f(w), les
paramètres λ > 0 et ∆t > 0 sont généralement sélectionnés selon les conditions

λ = max
i,k

|µk(wn
i )|, λ∆t

∆x ≤ 1
2 . (4.80)

Par conséquent, un comparatif des deux paramétrages est conduit dans le cas scalaire de l’équation de
Burgers.

Ensuite, et conformément à l’analyse de la section 4.3.5, une montée à l’ordre deux en temps
est conduite à l’aide d’une discrétisation Runge-Kutta Strong Stablilty Preserving (RKSSP) [107, 109,
110]. D’après [76, 230], cette montée en ordre temporel préserve le résultat de stabilité entropique
discret global (4.36). Avec cette discrétisation, des résultats numériques pour les équations d’Euler
sont présentés avec λ > 0 et ∆t > 0 choisis selon les conditions usuelles données par (4.80). Pour
contrôler la validité de ces choix, la quantité

∆S
∆t =

∑
i∈Z

η(wn+1
i ) − η(wn

i )
∆t ∆x, (4.81)

est représentée graphiquement. D’après le Théorème 4.3.4.1, si le triplet (ΘO2
i , λ,∆t) est convenable-

ment choisis alors ∆S/∆t défini par (4.81) est négatif.
Enfin, les résultats des schémas du second ordre proposés sont comparés aux résultats du schéma

MUSCL [219] associé au flux numérique de Rusanov [185] et équipé d’un limiteur de pente minmod.
Dans le cas scalaire de l’équation de Burgers, ce schéma MUSCL est associé à une discrétisation
temporelle du premier ordre et pour le cas des équations d’Euler il est associé à une discrétisation en
temps d’ordre deux de type RKSSP.

Le seconde sous section concerne les schémas d’ordre trois et quatre. Ces schémas sont tout d’abord
associés à des discrétisations temporelles RKSSP du même ordre. Ensuite, plusieurs choix de matrices
ΘOk

i sont adoptés à l’aide du Lemme 4.4.3.1. Pour un choix de matrice ΘOk
i donné, les paramètres

λ > 0 et ∆t > 0 sont sélectionnés selon les conditions (4.80) puis la validité du triplet (ΘOk
i , λ,∆t) est

vérifiée numériquement avec le tracé de ∆S/∆t défini par (4.81)
Dans les deux sous sections, les erreurs L1, L2 et L∞ entre la solution exacte et la solution numérique

obtenue sont présentées sous forme de tableaux. Ces erreurs sont calculées avec les schémas équipés
des discrétisations en temps RKSSP du même ordre. De plus, pour les comparaisons graphiques, une
référence de la quantité ∆S/∆t donnée par (4.81) est calculée avec le schéma du premier ordre de
Rusanov [185] sur un maillage fin constitué de 50 000 cellules.

4.5.2 Schéma numérique du second ordre

4.5.2.1 L’équation de Burgers scalaire

Cette section s’intéresse à l’équation de Burgers scalaire dans laquelle l’inconnue w prend ses valeurs
dans R et la fonction de flux f vérifie f(w) = w2/2. Avec ces définitions, l’équation de Burgers est équipée
de l’entropie quadratique η(w) = w2/2.

141



Le schéma du second ordre est défini par son flux numérique (4.35) dont l’expression est donnée
par

Fn
i+ 1

2
=
f(wn

i ) + f(wn
i+1)

2 − λ

2
(
wn

i+1 − wn
i

)
+ 1

2
(
αn

i + αn
i+1
)
,

αn
i = λ

2
(
Θn

i

(
wn

i+1 − wn
i

)
+ (Im − Θn

i )
(
wn

i − wn
i−1
) )
, ∀i ∈ Z.

(4.82a)

(4.82b)

En considérant un réel θ satisfaisant l’inégalité stricte (4.29) et ε = 10−12, les matrices ΘO2
i proposées

pour l’équation de Burgers sont dans ce cas des nombres réels et ils sont donnés par

ΘO2
a,i = − θ sign

(
(δn

i+ 1
2
)2 − (δn

i− 1
2
)2),

ΘO2
b,i = − θ tanh

(
(δn

i+ 1
2
)2 − (δn

i− 1
2
)2),

ΘO2
c,i =

(
(δn

i− 1
2
)2 − (δn

i+ 1
2
)2)((δn

i− 1
2
)2 + (δn

i+ 1
2
)2)(

(δn
i− 1

2
)2 + (δn

i+ 1
2
)2)2 + ε

,

ΘO2
d,i = 1

2 .

(4.83a)

(4.83b)

(4.83c)

(4.83d)

Pour le cas de l’équation de Burgers, les paramètres λ > 0 et ∆t > 0 sont sélectionnés selon les
conditions (4.39)-(4.40). Pour conduire un comparatif, ces paramètres sont par ailleurs calculés selon
les conditions (4.80) puis appliqués à un schéma MUSCL tel que décrit en Section 4.5.1.

Le domaine spatial [−1, 1] du premier cas test est discrétisé avec 400 cellules et la condition initiale
est

w0(x) = 0,25 + 0,5 sin(πx). (4.84)

Des conditions de bord périodiques sont imposées aux deux frontières du domaine. Sous ces conditions
et en sélectionnant un temps final de simulation suffisamment court, la solution reste régulière. Par
conséquent, les ordres de précision spatiale peuvent être mesurés. La Figure 4.1 montre les résultats
comparés au temps final de simulation t = 0,3 et les tableaux 4.1 rapportent les erreurs numériques
ainsi que les ordres pour différents maillages.
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Figure 4.1 – En haut, résultats numériques produits par le schéma du second ordre du Théorème
4.3.4.1 sur un maillage de 400 cellules, avec les triplets

(
(ΘO2

α,i)α∈{a,b,c,d}, λ,∆t
)

donnés dans (4.83)-
(4.39)-(4.40) et pour des solutions régulières de l’équation de Burgers au temps final t = 0,3. En
bas, comparatif entre les paramètres (λ,∆t) donnés par les contraintes (4.39)-(4.40) et les restrictions
usuelles (4.80) appliquées au schéma MUSCL décrit en Section 4.5.1.

D’après les graphiques de la Figure 4.1, les résultats sont très satisfaisants mais la condition CFL (4.40)
est plus restrictive que la condition CFL usuelle (4.80). Cette observation peut se quantifier à l’aide
de τ > 0 le rapport des temps CPU nécessaires à la simulation pour les schémas proposés et pour le
schéma MUSCL standard. Après mesures, les valeurs de τ sont

τΘO2
i,a

= 3111,71, τΘO2
i,b

= 3250,71, τΘO2
i,c

= 1633,14, τΘO2
i,d

= 3053,29.

Selon les résultats ci-dessus, les schémas proposés associés aux paramétrages (4.39)-(4.40) demandent
un temps de calcul nettement supérieur aux schémas MUSCL. Néanmoins, une mesure directe révèle
qu’environ 97% du temps est employé au calcul du couple (λ,∆t) selon les contraintes (4.39)-(4.40)
or, à condition d’utiliser une discrétisation temporelle du second ordre, la section 4.3.5 suggère de
substituer ces contraintes par (4.80). Comme les conditions usuelles (4.80) se calculent facilement, le
temps CPU peut donc largement se réduire à l’aide d’une discrétisation en temps du second ordre
de type RKSSP. En considérant une telle discrétisation couplée aux conditions usuelles (4.80), une
nouvelle mesure de τ donne

τΘO2
i,a

= 0,78, τΘO2
i,b

= 0,94, τΘO2
i,c

= 0,61, τΘO2
i,d

= 0,59.

Dans ce cas, les temps de calcul sont comparables à ceux du schéma MUSCL standard décrit en Section
4.5.1.

Erreurs du schéma du second ordre avec Θn
i = ΘO2

a,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 5,7E-04 - 6,8E-04 - 1,8E-03 -
200 1,4E-04 2,0 1,7E-04 2,0 4,5E-04 2,0
400 3,5E-05 2,0 4,1E-05 2,0 1,1E-04 2,0
800 8,8E-06 2,0 1,0E-05 2,0 2,8E-05 2,0
1600 2,2E-06 2,0 2,6E-06 2,0 6,9E-06 2,0

Erreurs du schéma du second ordre avec Θn
i = ΘO2

b,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 5,7E-04 - 6,8E-04 - 1,8E-03 -
200 1,4E-04 2,0 1,7E-04 2,0 4,5E-04 2,0
400 3,5E-05 2,0 4,1E-05 2,0 1,1E-04 2,0
800 8,8E-06 2,0 1,0E-05 2,0 2,8E-05 2,0
1600 2,2E-06 2,0 2,6E-06 2,0 6,9E-06 2,0
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Erreurs du schéma du second ordre avec Θn
i = ΘO2

c,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 1,4E-03 - 1,6E-03 - 4,1E-03 -
200 2,4E-04 2,5 2,8E-04 2,6 7,6E-04 2,4
400 3,9E-05 2,7 4,3E-05 2,7 1,1E-04 2,8
800 8,7E-06 2,1 1,0E-05 2,1 2,7E-05 2,0
1600 2,2E-06 2,0 2,6E-06 2,0 6,8E-06 2,0

Erreurs du schéma du second ordre avec Θn
i = ΘO2

d,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 4,4E-04 - 4,8E-04 - 1,1E-03 -
200 1,1E-04 2,0 1,1E-04 2,1 2,7E-04 2,1
400 2,6E-05 2,0 2,8E-05 2,0 6,6E-05 2,0
800 6,5E-06 2,0 6,8E-06 2,0 1,6E-05 2,0
1600 1,6E-06 2,0 1,7E-06 2,0 4,0E-06 2,0

Table 4.1 – Évaluations des erreurs et des ordres numériques produits par le schéma du second ordre
temps et espace du Théorème 4.3.4.1 avec avec les triplets

(
(ΘO2

α,i)α∈{a,b,c,d}, λ,∆t
)

donnés dans (4.83)-
(4.80) et à partir de solution régulière de l’équation de Burgers au temps final 0,3.

D’après les tableaux 4.1, et comme les schémas proposés n’utilisent pas de technique de limitation, le
second ordre spatial est exactement retrouvé dans les expériences numériques. Ce second ordre n’est
pas observé avec le schéma MUSCL décrit en Section 4.5.1 puisque, pour le même cas test, la mesure
de ses ordres donne : 1,89 pour la norme L1, 1,65 pour la norme L2 et 1,29 pour la norme L∞.

Le second cas test concerne une solution discontinue. Le domaine [−1, 1] est discrétisé avec 400
cellules et la condition initiale est

w0(x) =
{

1 si − 0,25 ≤ x ≤ 0,25,
0 sinon.

(4.85)

Des conditions de bord périodiques sont imposées aux deux frontières du domaine. Si le temps final de
simulation est suffisamment court, la solution exacte se compose d’une onde de détente et d’une onde
de choc qui n’interagissent pas entre elles. La Figure 4.2 montre les résultats comparés au temps final
de simulation t = 0,3 et les tableaux 4.2 rapportent les erreurs numériques ainsi que les ordres pour
différents maillages.
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Figure 4.2 – En haut, résultats numériques produits par le schéma du second ordre du Théorème
4.3.4.1 sur un maillage de 400 cellules, avec les triplets

(
(ΘO2

α,i)α∈{a,b,c,d}, λ,∆t
)

donnés dans (4.83)-
(4.39)-(4.40) et pour des solutions discontinues de l’équation de Burgers au temps final t = 0,3. Au
milieu, comparatif entre les paramètres (λ,∆t) donnés par les contraintes (4.39)-(4.40) et les restrictions
usuelles (4.80) appliquées à un schéma MUSCL décrit en Section 4.5.1. En bas, évolution temporelle
de ∆S/∆t défini par (4.81).

D’après la Figure 4.2, pour tous les choix de ΘO2
i proposés dans (4.83), la quantité ∆S/∆t définie par

(4.81) est négative. Par conséquent, la stabilité entropique discrète globale est vérifiée. En particulier,
le choix ΘO2

c,i (4.83c) donne des résultats remarquables sans oscillations parasites autour de la dis-
continuité. La présence d’une telle discontinuité semble également améliorer la condition CFL (4.40)
puisqu’une mesure de τ pour ce cas test donne

τΘn
i,a

= 79,87, τΘn
i,b

= 77,24, τΘn
i,c

= 36,01, τΘn
i,d

= 69,33.

Les schémas proposés associés aux paramétrages (4.39)-(4.40) demandent donc une nouvelle fois un
temps de calcul nettement supérieur aux schémas MUSCL mais, comme dans le cas d’une solution
régulière, environ 97% du temps CPU est utilisé au calcul du couple (λ,∆t) selon les contraintes
(4.39)-(4.40). Cette situation se corrige en utilisant une discrétisation en temps d’ordre deux RKSSP
couplée aux conditions usuelles (4.80). Dans ce cas, une nouvelle mesure de τ donne

τΘn
i,a

= 0,89, τΘn
i,b

= 0,93, τΘn
i,c

= 0,65, τΘn
i,d

= 0,73.
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Erreurs du schéma du second ordre avec Θn
i = ΘO2

a,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 3,4E-02 - 6,4E-02 - 3,3E-01 -
200 1,7E-02 1,0 4,3E-02 0,6 3,3E-01 0,0
400 8,5E-03 1,0 3,0E-02 0,5 3,2E-01 0,0
800 4,3E-03 1,0 2,1E-02 0,5 3,2E-01 0,0
1600 2,1E-03 1,0 1,5E-02 0,5 3,2E-01 0,0

Erreurs du schéma du second ordre avec Θn
i = ΘO2

b,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 5,4E-02 - 9,0E-02 - 3,8E-01 -
200 2,7E-02 1,0 5,9E-02 0,6 3,8E-01 0,0
400 1,4E-02 1,0 4,0E-02 0,6 3,8E-01 0,0
800 7,0E-03 1,0 2,7E-02 0,6 3,8E-01 0,0
1600 3,5E-03 1,0 1,8E-02 0,5 3,8E-01 0,0

Erreurs du schéma du second ordre avec Θn
i = ΘO2

c,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 3,5E-02 - 7,1E-02 - 3,6E-01 -
200 1,8E-02 0,9 4,9E-02 0,5 3,6E-01 0,0
400 9,2E-03 1,0 3,4E-02 0,5 3,6E-01 0,0
800 4,6E-03 1,0 2,3E-02 0,5 3,6E-01 0,0
1600 2,3E-03 1,0 1,6E-02 0,5 3,6E-01 0,0

Erreurs du schéma du second ordre avec Θn
i = ΘO2

d,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 3,1E-02 - 5,8E-02 - 2,8E-01 -
200 1,4E-02 1,1 4,0E-02 0,6 2,8E-01 0,0
400 7,1E-03 1,0 2,8E-02 0,5 2,8E-01 0,0
800 3,5E-03 1,0 1,9E-02 0,5 2,8E-01 0,0
1600 1,7E-03 1,0 1,4E-02 0,5 2,8E-01 0,0

Table 4.2 – Évaluations des erreurs et des ordres numériques produits par le schéma du second ordre
temps et espace du Théorème 4.3.4.1 avec avec les triplets

(
(ΘO2

α,i)α∈{a,b,c,d}, λ,∆t
)

donnés dans (4.83)-
(4.80) et à partir de solution discontinue de l’équation de Burgers au temps final 0,3.

4.5.2.2 Les équations d’Euler

Cette section est consacrée aux équations d’Euler pour lesquelles l’inconnue w s’écrit (ρ, ρu, ρE)T

dans R3 et elle prend ses valeurs dans Ω = {(ρ, ρu, ρE) ∈ R3 : ρ > 0, E − u2/2 > 0}. La fonction de
flux est f(w) = (ρu, ρu2 +p, ρEu+pu)T et comme un gaz parfait diatomique est considéré, la fonction
p est donnée par p(w) = (γ − 1)(ρE − ρu2/2) avec γ = 1,4. Parmi les entropies possibles [22, 88, 138],
l’entropie convexe retenue pour les équations d’Euler est η(w) = −ρ ln(p/ργ).

Avec ces définitions, quatre simulations numériques sont réalisées. La première concerne une solution
régulière à partir de laquelle les ordres spatiaux sont mesurés. Les deux suivantes présentent des
solutions discontinues et la dernière illustre le comportement des schémas dans les zones proches du
bord de Ω caractérisées par ρ = 0 et p = 0.

Le schéma du second ordre est défini par son flux numérique (4.35) qui s’écrit

Fn
i+ 1

2
=
f(wn

i ) + f(wn
i+1)

2 − λ

2
(
wn
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2
(
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i = λ

2
(
Θn

i

(
wn

i+1 − wn
i

)
+ (Im − Θn

i )
(
wn

i − wn
i−1
) )
, ∀i ∈ Z.

(4.86a)

(4.86b)

En considérant un réel θ satisfaisant l’inégalité stricte (4.29) et ε = 10−12, les matrices diagonales ΘO2
i
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dans M3,3(R) proposées pour les équations d’Euler sont

ΘO2
a,i = − θ diag1≤j≤3
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sign

(
(∇η(wn

i+1) − ∇η(wn
i−1))j(δn

i+ 1
2
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2
)j
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(4.87a)

(4.87b)

(4.87c)

Le domaine spatial [−1, 1] du premier cas test est discrétisé avec 400 cellules et la condition initiale
est

ρ0(x) = 1 + 0,5 sin2 (πx) , u0(x) = 0,5, p0(x) = 1. (4.88)

Les conditions de bord sont périodiques aux deux extrémités du domaine spatial. Avec ces conditions,
les équations d’Euler se résument à un transport linéaire et la solution demeure régulière. La Figure
4.3 montre les résultats comparés au temps final de simulation t = 0,2 et les tableaux 4.3 rapportent
les erreurs numériques ainsi que les ordres pour différents maillages.
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Figure 4.3 – Résultats numériques du schéma du second ordre temps et espace du Théorème 4.3.4.1
sur un maillage de 400 cellules, avec les triplets

(
(ΘO2

α,i)α∈{a,b,c}, λ,∆t
)

donnés dans (4.87)-(4.80) et
pour des solutions régulières des équations d’Euler au temps final t = 0,2.

Erreurs du schéma du second ordre avec Θn
i = ΘO2

a,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 2,1E-03 - 1,7E-03 - 1,7E-03 -
200 5,3E-04 2,0 4,2E-04 2,0 4,2E-04 2,0
400 1,3E-04 2,0 1,1E-04 2,0 1,1E-04 2,0
800 3,3E-05 2,0 2,6E-05 2,0 2,6E-05 2,0
1600 8,4E-06 2,0 6,6E-06 2,0 6,6E-06 2,0

Erreurs du schéma du second ordre avec Θn
i = ΘO2

b,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 2,1E-03 - 1,7E-03 - 1,7E-03 -
200 5,3E-04 2,0 4,2E-04 2,0 4,2E-04 2,0
400 1,3E-04 2,0 1,1E-04 2,0 1,1E-04 2,0
800 3,3E-05 2,0 2,6E-05 2,0 2,6E-05 2,0
1600 8,4E-06 2,0 6,6E-06 2,0 6,6E-06 2,0
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Erreurs du schéma du second ordre avec Θn
i = ΘO2

c,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 7,3E-03 - 6,8E-03 - 1,1E-02 -
200 1,5E-03 2,3 1,5E-03 2,2 2,9E-03 1,9
400 2,1E-04 2,8 1,8E-04 3,0 3,7E-04 3,0
800 3,7E-05 2,5 2,8E-05 2,7 2,6E-05 3,8
1600 8,4E-06 2,1 6,6E-06 2,1 6,5E-06 2,0

Table 4.3 – Évaluations des erreurs et des ordres numériques produits par le schéma du second ordre
temps et espace du Théorème 4.3.4.1 avec les triplets

(
(ΘO2

α,i)α∈{a,b,c}, λ,∆t
)

donnés dans (4.87)-(4.80)
et à partir de solution régulière des équations d’Euler au temps final t = 0,2.

Les résultats sont très satisfaisants et le second ordre est exactement observé alors que, pour le même
cas test, les ordres spatiaux du schéma MUSCL sont : 1,88 pour la norme L1, 1,63 pour la norme L2

et 1,27 pour la norme L∞.
Le second cas test est le problème du tube à chocs de Sod [198]. Dans ce cas test, le domaine spatial

[0, 1] est discrétisé avec 400 cellules et la condition initiale est

ρ0(x) =
{

1 si x < 0,5,
0,125 sinon,

u0(x) = 0, p0(x) =
{

1 si x < 0,5,
0,1 sinon.

(4.89)

Pour imposer des conditions de bord périodiques, le problème de Sod ci-dessus est symétrisé sur le
domaine [−1, 0]. Le temps final de simulation est t = 0,2. La Figure 4.4 montre les résultats comparés
et les tableaux 4.4 rapportent les erreurs numériques ainsi que les ordres pour différents maillages.
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Figure 4.4 – Résultats numériques du schéma du second ordre temps et espace du Théorème 4.3.4.1
sur un maillage de 400 cellules, avec les triplets

(
(ΘO2

α,i)α∈{a,b,c}, λ,∆t
)

donnés dans (4.87)-(4.80) et
pour le problème de Sod (4.89) au temps final t = 0,2. En bas, évolution temporelle de ∆S/∆t défini
dans (4.81).

D’après la Figure 4.4, les triplets
(
(ΘO2

α,i)α∈{a,b,c}, λ,∆t
)

donnés dans (4.87)-(4.80) assurent des
valeurs de ∆S/∆t négatives. Par conséquent, la stabilité entropique discrète globale est vérifiée. En par-
ticulier, le choix ΘO2

c,i (4.87c) donne une nouvelle fois des résultats remarquables avec peu d’oscillations
parasites.
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Erreurs du schéma du second ordre avec Θn
i = ΘO2

a,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 1,9E-02 - 2,8E-02 - 9,5E-02 -
200 1,1E-02 0,8 1,9E-02 0,6 8,6E-02 0,1
400 6,3E-03 0,8 1,3E-02 0,5 9,2E-02 0,1
800 3,5E-03 0,8 9,1E-03 0,5 9,7E-02 0,1
1600 2,0E-03 0,8 7,0E-03 0,4 1,0E-01 0,1

Erreurs du schéma du second ordre avec Θn
i = ΘO2

b,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 1,9E-02 - 2,8E-02 - 9,6E-02 -
200 1,1E-02 0,8 1,9E-02 0,6 8,7E-02 0,1
400 6,3E-03 0,8 1,3E-02 0,5 9,2E-02 0,1
800 3,5E-03 0,8 9,2E-03 0,5 9,7E-02 0,1
1600 2,0E-03 0,8 7,0E-03 0,4 1,0E-01 0,1

Erreurs du schéma du second ordre avec Θn
i = ΘO2

c,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 1,5E-02 - 2,2E-02 - 7,9E-02 -
200 8,2E-03 0,8 1,5E-02 0,6 6,7E-02 0,2
400 4,3E-03 0,9 9,9E-03 0,6 6,9E-02 0,0
800 2,3E-03 0,9 6,9E-03 0,5 7,6E-02 0,1
1600 1,3E-03 0,9 5,4E-03 0,4 8,4E-02 0,1

Table 4.4 – Évaluations des erreurs et des ordres numériques produits par le schéma du second ordre
temps et espace du Théorème 4.3.4.1 avec les triplets

(
(ΘO2

α,i)α∈{a,b,c}, λ,∆t
)

donnés dans (4.87)-(4.80)
et pour le problème de Sod (4.89) au temps final t = 0,2.

Le troisième cas test concerne le problème du tube à chocs de Lax [141]. Pour ce cas test, le domaine
spatial [0, 1] est discrétisé avec 400 cellules et la condition initiale est

ρ0(x) =
{

0,445 si x < 0,5,
0,5 sinon,

u0(x) =
{

0,698 si x < 0,5,
0 sinon,

p0(x) =
{

3,528 si x < 0,5,
0,5710 sinon,

(4.90)
Pour imposer une nouvelle fois des conditions de bord périodiques, le problème de Lax ci-dessus est
symétrisé sur le domaine [−1, 0]. Le temps final de la simulation est t = 0,1. La Figure 4.5 montre
les résultats comparés et les tableaux 4.5 rapportent les erreurs numériques ainsi que les ordres pour
différents maillages.
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Figure 4.5 – Résultats numériques du schéma du second ordre temps et espace du Théorème 4.3.4.1
sur un maillage de 400 cellules, avec les triplets

(
(ΘO2

α,i)α∈{a,c}, λ,∆t
)

donnés dans (4.87)-(4.80) et pour
le problème de Lax (4.90) au temps final t = 0,1. En bas, évolution temporelle de ∆S/∆t donné par
(4.81).

Pour le cas test de Lax, le choix ΘO2
b,i donné dans (4.87b) n’assure pas la stabilité entropique

globale du schéma proposé. En revanche, le choix ΘO2
c,i défini dans (4.87c) donne des résultats avec peu

d’oscillations parasites.

Erreurs du schéma du second ordre avec Θn
i = ΘO2

a,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 4,0E-02 - 1,0E-01 - 5,7E-01 -
200 2,9E-02 0,5 9,2E-02 0,1 6,1E-01 0,1
400 1,7E-02 0,7 6,6E-02 0,5 5,9E-01 0,1
800 1,1E-02 0,7 5,3E-02 0,3 6,0E-01 0,0
1600 6,8E-03 0,7 4,4E-02 0,3 6,2E-01 0,0

Erreurs du schéma du second ordre avec Θn
i = ΘO2

c,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 4,9E-02 - 1,3E-01 - 6,3E-01 -
200 2,7E-02 0,9 9,7E-02 0,4 6,6E-01 0,1
400 1,5E-02 0,8 6,6E-02 0,5 5,9E-01 0,2
800 8,9E-03 0,8 5,1E-02 0,4 6,0E-01 0,0
1600 5,2E-03 0,8 4,0E-02 0,3 6,2E-01 0,0

Table 4.5 – Évaluations des erreurs et des ordres numériques produits par le schéma du second ordre
temps et espace du Théorème 4.3.4.1 avec les triplets

(
(ΘO2

α,i)α∈{a,c}, λ,∆t
)

donnés dans (4.87)-(4.80)
et pour le problème de Lax (4.90) au temps final t = 0,1.

Le dernier cas test concerne les solutions des équations d’Euler proches du bord de Ω caractérisé
par ρ et p nuls. Le domaine spatial [0, 1] est discrétisé avec 400 cellules et la condition initiale est
donnée par

ρ0(x) = 1, u0(x) =
{

− 2,7 si x < 0,5,
2,7 sinon,

p0(x) = 1. (4.91)

La condition initiale ci-dessus est symétrisée sur le domaine [−1, 0] et des conditions de bord périodiques
sont imposées. La solution exacte se compose de deux ondes de détente qui entraînent les variables ρ,
ρE et p vers zéro. Pour ce cas test λ > 0 et ∆t > 0 vérifient

λ = 1,05 max
i

(
un

i ±
√

γp(wn
i )/ρn

i , u
n
i

)
, ∆t = ∆x

20λ. (4.92)
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Le temps final de simulation est t = 0,05. La Figure 4.6 montre les résultats comparés et les tableaux
4.6 rapportent les erreurs numériques ainsi que les ordres pour différents maillages.
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Figure 4.6 – Résultats numériques du schéma du second ordre temps et espace du Théorème 4.3.4.1
sur un maillage de 400 cellules, avec le triplet

(
ΘO2

c,i , λ,∆t
)

donné dans (4.87c)-(4.92) et pour le problème
de la double détente (4.91) au temps final t = 0,05.

Pour le problème de la double détente (4.91), les matrices (ΘO2
a,i )i∈Z et (ΘO2

b,i )i∈Z respectivement
données dans (4.87a)-(4.87b) génèrent des oscillations parasites qui conduisent à des valeurs de p
négatives. Par conséquent, ces deux choix ne sont pas fonctionnels pour ce cas test. Les matrices ΘO2

c,i

(4.87c) confirment leurs robustesses puisqu’au temps final de simulation t = 0,05, la quantité p demeure
positive et sa valeur minimale est de l’ordre de 10−3.

Erreurs du schéma du second ordre avec Θn
i = ΘO2

c,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 3,1E-02 - 5,4E-02 - 2,0E-01 -
200 2,5E-02 0,3 4,7E-02 0,2 2,1E-01 0,0
400 1,4E-02 0,8 2,9E-02 0,7 1,4E-01 0,6
800 7,9E-03 0,9 1,6E-02 0,9 7,3E-02 0,9
1600 4,1E-03 1,0 8,2E-03 0,9 4,3E-02 0,8

Table 4.6 – Évaluations des erreurs et des ordres numériques produits par le schéma du second ordre
temps et espace du Théorème 4.3.4.1 avec le triplet

(
ΘO2

c,i , λ,∆t
)

donné dans (4.87c)-(4.92) et pour le
problème de la double détente (4.91) au temps final t = 0,05.
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4.5.2.3 Le cas des fonctions de flux non convexes

Cette section aborde le cas d’une fonction de flux scalaire f non convexe. Dans ce cas, et d’après
[143], l’association d’une seule inégalité d’entropie à l’équation de conservation n’assure pas l’unicité des
solutions. Par conséquent, des solutions constituées d’ondes de chocs non classiques peuvent apparaître.
Pour illustrer ce phénomène, le cas test proposé dans [147, Section 3.1] est maintenant reproduit. En
considérant l’entropie quadratique η(w) = w2/2, le problème de Cauchy dans R considéré pour ce cas
test est {

∂tw + ∂xw
3 = 0, t > 0, x ∈] − 1, 1[,

w(x, t = 0) = − sin(πx). (4.93)

Le problème ci-dessus est associé à des conditions de bord de periodiques aux deux frontières du
domaine [−1, 1]. La Figure 4.7 montre les résultats comparés au temps final de simulation t = 1.
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Figure 4.7 – À gauche, résultats numériques produits par le schéma du second ordre temps et espace
du Théorème 4.3.4.1 sur un maillage de 400 cellules, avec les triplets

(
(ΘO2

α,i)α∈{a,b,c,d}, λ,∆t
)

donnés
dans (4.83)-(4.80) et pour les solutions du problème (4.93) au temps final t = 1. À droite, évolution
temporelle du critère ∆S/∆t défini dans (4.81).

D’après la Figure 4.7, si les choix des paramètres
(
(ΘO2

α,i)α∈{a,b,c,d}, λ,∆t
)

donnés dans (4.83)-(4.80)
assurent tous la stabilité entropique discrète globale, les solutions numériques calculées diffèrent. Le
choix de (ΘO2

c,i )i∈Z (4.83c) donne une solution classique alors que pour les choix (ΘO2
α,i)α∈{a,b,d}, le schéma

du second ordre proposé converge vers une solution non classique. Cette observation est conforme aux
résultats récents de LeFloch et al qui établissent dans [147] qu’un schéma numérique d’ordre élevé
peut arbitrairement converger vers une solution non classique dans le cas d’une fonction de flux non
convexe.

4.5.3 Schémas numériques du troisième et du quatrième ordre

4.5.3.1 L’équation de Burgers scalaire

Cette section dresse les résultats numériques des schémas d’ordre trois et quatre du Théorème 4.4.3.1
et pour le cas de l’équation de Burgers scalaire telle que rappelée en Section 4.5.2.1. Les résultats des
deux schémas sont présentés conjointement et la notation Ok avec k dans {3, 4} désigne le schéma du
même ordre.

En considérant un réel θOk satisfaisant l’inégalité stricte (4.77) puis les quantités AOk
i définies dans
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(4.76) et ε = 10−12, les réels ΘOk
i proposés pour l’équation de Burgers sont

ΘOk
a,i = − θOk sign

((
∇η(wn

i+1) − ∇η(wn
i−1)

)
(AOk

i )
)
,

ΘO4
b,i =

(
(δn

i− 1
2
)2 − (δn

i+ 1
2
)2)((δn

i− 1
2
)2 + (δn

i+ 1
2
)2)(

(δn
i− 1

2
)2 + (δn

i+ 1
2
)2)2 + ε

,

ΘOk
c,i = 1

2 .

(4.94a)

(4.94b)

(4.94c)

En utilisant ces paramétrages, les cas tests réalisés en Section 4.5.2.1 pour le schéma du second ordre
sont maintenant reproduits avec les schémas d’ordre k. Les définitions des cas tests données en Section
4.5.2.1 demeurent mais comme des montées ordre temporel sont effectuées pour les schémas d’ordre k,
les paramètres λ > 0 et ∆t > 0 sont sélectionnés selon les restrictions usuelles (4.80).

Le premier cas test mesure l’ordre des schémas à partir d’une solution régulière obtenue avec la
condition initiale (4.84). La Figure 4.8 montre les résultats au temps final de simulation t = 0,3 et les
tableaux 4.7-4.8-4.9 rapportent les erreurs numériques ainsi que les ordres pour différents maillages.
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Figure 4.8 – Résultats numériques produits par les schémas du troisième et du quatrième ordre temps
et espace du Théorème 4.4.3.1 sur un maillage de 400 cellules, avec les triplets

(
(ΘOk

α,i)α∈{a,b,c}, λ,∆t
)

donnés dans (4.94)-(4.80) et pour le problème (4.84) au temps final t = 0,3.
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Erreurs du schéma du troisième ordre avec Θn
i = ΘO3

a,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 8,2E-05 - 1,3E-04 - 3,4E-05 -
200 1,0E-05 3,0 1,6E-05 3,0 2,4E-06 3,8
400 1,3E-06 3,0 2,0E-06 3,0 1,9E-07 3,7
800 1,6E-07 3,0 2,5E-07 3,0 1,6E-08 3,6
1600 2,0E-08 3,0 3,1E-08 3,0 1,4E-09 3,6

Erreurs du schéma du quatrième ordre avec Θn
i = ΘO4

a,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 6,1E-06 - 1,0E-05 - 1,2E-05 -
200 3,8E-07 4,0 6,4E-07 4,0 7,9E-07 4,0
400 2,4E-08 4,0 4,0E-08 4,0 4,9E-08 4,0
800 1,5E-09 4,0 2,5E-09 4,0 3,0E-09 4,0
1600 9,1E-11 4,0 1,5E-10 4,0 1,9E-10 4,0

Table 4.7 – Évaluations des erreurs et des ordres numériques produits par les schémas du troisième
et du quatrième ordre temps et espace du Théorème 4.4.3.1 avec le triplet

(
ΘOk

a,i , λ,∆t
)

donné dans
(4.94a)-(4.80) et pour le problème (4.84) au temps final t = 0,3.

Erreurs du schéma du quatrième ordre avec Θn
i = ΘO4

b,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 6,0E-06 - 9,8E-06 - 1,2E-05 -
200 3,7E-07 4,0 6,3E-07 4,0 7,6E-07 3,9
400 2,3E-08 4,0 3,9E-08 4,0 4,8E-08 4,0
800 1,5E-09 4,0 2,5E-09 4,0 3,0E-09 4,0
1600 9,1E-11 4,0 1,5E-10 4,0 1,9E-10 4,0

Table 4.8 – Évaluations des erreurs et des ordres numériques produits par le schéma du quatrième
ordre temps et espace du Théorème 4.4.3.1 avec le triplet

(
ΘO4

b,i , λ,∆t
)

donné dans (4.94b)-(4.80) et
pour le problème (4.84) au temps final t = 0,3.

Erreurs du schéma du troisième ordre avec Θn
i = ΘO3

c,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 8,2E-05 - 1,3E-04 - 1,3E-05 -
200 1,0E-05 3,0 1,6E-05 3,0 1,0E-06 3,7
400 1,3E-06 3,0 2,0E-06 3,0 8,7E-08 3,6
800 1,6E-07 3,0 2,5E-07 3,0 7,6E-09 3,5
1600 2,0E-08 3,0 3,1E-08 3,0 6,8E-10 3,5

Erreurs du schéma du quatrième ordre avec Θn
i = ΘO4

c,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 3,5E-06 - 5,9E-06 - 1,8E-06 -
200 2,0E-07 4,1 3,3E-07 4,1 1,1E-07 4,0
400 1,2E-08 4,1 1,9E-08 4,1 6,6E-09 4,1
800 7,2E-10 4,0 1,2E-09 4,1 4,0E-10 4,0
1600 4,5E-11 4,0 7,1E-11 4,0 2,2E-11 4,2

Table 4.9 – Évaluations des erreurs et des ordres numériques produits par les schémas du troisième
et du quatrième ordre temps et espace du Théorème 4.4.3.1 avec le triplet

(
ΘOk

c,i , λ,∆t
)

donné dans
(4.94c)-(4.80) et pour le problème (4.84) au temps final t = 0,3.

D’après les tableaux 4.7-4.8-4.9, les ordres spatiaux attendus sont exactement retrouvés dans les expé-
riences numériques.
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Le second cas test se réfère à une solution discontinue de l’équation de Burgers telle qu’obtenue
avec la condition initiale (4.85). La Figure 4.9 montre les résultats au temps final de simulation t = 0,3
et les tableaux 4.10-4.11-4.12 rapportent les erreurs numériques ainsi que les ordres pour différents
maillages.
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Figure 4.9 – À gauche, résultats numériques produits par les schémas du troisième et du qua-
trième ordre temps et espace du Théorème 4.4.3.1 sur un maillage de 400 cellules, avec les triplets(
(ΘOk

α,i)α∈{a,b,c}, λ,∆t
)

donnés dans (4.94)-(4.80) et pour le problème (4.85) au temps final t = 0,3. À
droite, évolution temporelle de ∆S/∆t défini par (4.81).

D’après les graphiques à droite de la Figure 4.9, la quantité ∆S/∆t définie par (4.81) est négative
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pour tous les triplets
(
(ΘOk

α,i)α∈{a,b,c}, λ,∆t
)

donnés dans (4.94)-(4.80). Par conséquent, la stabilité
entropique discrète globale est satisfaite. Le choix particulier ΘO4

b,i défini par (4.94b) donne un résultat
très satisfaisant avec très peu d’oscillation parasite autour de la discontinuité. Ce choix particulier du
paramètre Θi donne également des résultats satisfaisants pour le schéma du second ordre exposé en
Section 4.5.2.1 mais il n’est pas fonctionnel pour le schéma du troisième ordre.

Erreurs du schéma du troisième ordre avec Θn
i = ΘO3

a,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 3,6E-02 - 6,3E-02 - 5,3E-02 -
200 1,7E-02 1,1 4,2E-02 0,6 4,2E-02 0,3
400 8,4E-03 1,0 2,9E-02 0,5 3,3E-02 0,3
800 4,2E-03 1,0 2,0E-02 0,5 2,6E-02 0,3
1600 2,1E-03 1,0 1,4E-02 0,5 2,1E-02 0,3

Erreurs du schéma du quatrième ordre avec Θn
i = ΘO4

a,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 2,6E-02 - 4,5E-02 - 3,7E-02 -
200 1,2E-02 1,1 3,0E-02 0,6 2,9E-02 0,3
400 5,7E-03 1,0 2,1E-02 0,5 2,4E-02 0,3
800 2,8E-03 1,0 1,5E-02 0,5 1,9E-02 0,3
1600 1,4E-03 1,0 1,1E-02 0,5 1,5E-02 0,3

Table 4.10 – Évaluations des erreurs et des ordres numériques produits par les schémas du troisième
et du quatrième ordre temps et espace du Théorème 4.4.3.1 avec le triplet

(
ΘOk

a,i , λ,∆t
)

donné dans
(4.94a)-(4.80) et pour le problème (4.85) au temps final t = 0,3.

Erreurs du schéma du quatrième ordre avec Θn
i = ΘO4

b,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 2,3E-02 - 5,5E-02 - 7,3E-02 -
200 1,3E-02 0,8 3,9E-02 0,5 5,6E-02 0,4
400 6,5E-03 1,0 2,7E-02 0,5 4,4E-02 0,3
800 3,3E-03 1,0 1,9E-02 0,5 3,5E-02 0,3
1600 1,6E-03 1,0 1,3E-02 0,5 2,8E-02 0,3

Table 4.11 – Évaluations des erreurs et des ordres numériques produits par le schéma du quatrième
ordre temps et espace du Théorème 4.4.3.1 avec le triplet

(
ΘO4

b,i , λ,∆t
)

donné dans (4.94b)-(4.80) et
pour le problème (4.85) au temps final t = 0,3.

Erreurs du schéma du troisième ordre avec Θn
i = ΘO3

c,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 3,4E-02 - 5,9E-02 - 3,2E-02 -
200 1,6E-02 1,1 3,9E-02 0,6 2,6E-02 0,3
400 7,8E-03 1,0 2,7E-02 0,5 2,0E-02 0,3
800 3,9E-03 1,0 1,9E-02 0,5 1,6E-02 0,3
1600 1,9E-03 1,0 1,3E-02 0,5 1,3E-02 0,3
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Erreurs du schéma du quatrième ordre avec Θn
i = ΘO4

c,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 2,3E-02 - 4,2E-02 - 3,1E-02 -
200 9,7E-03 1,2 2,8E-02 0,6 2,5E-02 0,3
400 4,8E-03 1,0 2,0E-02 0,5 2,0E-02 0,3
800 2,4E-03 1,0 1,4E-02 0,5 1,6E-02 0,3
1600 1,2E-03 1,0 9,7E-03 0,5 1,3E-02 0,3

Table 4.12 – Évaluations des erreurs et des ordres numériques produits par les schémas du troisième
et du quatrième ordre temps et espace du Théorème 4.4.3.1 avec le triplet

(
ΘOk

c,i , λ,∆t
)

donné dans
(4.94c)-(4.80) et pour le problème (4.85) au temps final t = 0,3.

4.5.3.2 Les équations d’Euler

Cette section est consacrée aux résultats numériques des schémas d’ordre trois et quatre en espace et
en temps du Théorème 4.4.3.1 appliqués aux équations d’Euler telle que décrites en Section 4.5.2.2. Ces
résultats se composent de deux simulations numériques qui reproduisent pour les schémas d’ordre trois
et quatre deux cas tests définis en Section 4.5.2.2. Les deux cas test choisis sont le transport linéaire
(4.88) et le tube à chocs de Sod [198]. Pour chaque cas test, les résultats sont présentés conjointement
et la notation Ok pour k dans {3, 4} désigne le schéma du même ordre.

En considérant un réel θOk satisfaisant l’inégalité stricte (4.77) ainsi que les vecteurs AOk
i définis

dans (4.76) et ε = 10−12, les matrices ΘOk
i retenues pour les équations d’Euler sont

ΘOk
a,i = − θOk diag1≤j≤3

(
sign

((
∇η(wn

i+1) − ∇η(wn
i−1)

)
j

(AOk
i )j

) )
,

ΘO4
b,ε,i = diag1≤j≤3


(
(δn

i− 1
2
)2
j − (δn

i+ 1
2
)2
j

)(
(δn

i− 1
2
)2
j + (δn

i+ 1
2
)2
j

)
(
(δn

i− 1
2
)2
j + (δn

i+ 1
2
)2
j

)2
+ ε

 .

(4.95a)

(4.95b)

Le premier cas test concerne la mesure de l’ordre des schémas à partir d’un transport linéaire obtenu
avec la condition initiale (4.88). La Figure 4.10 montre les résultats au temps final de simulation t = 0,2
et les tableaux 4.13-4.14 rapportent les erreurs numériques ainsi que les ordres pour différents maillages.
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Figure 4.10 – Résultats numériques produits par les schémas du troisième et du quatrième ordre temps
et espace du Théorème 4.4.3.1 sur un maillage de 400 cellules, avec les triplets

(
(ΘOk

α,i)α∈{a,b}, λ,∆t
)

donnés dans (4.95)-(4.80) et pour le problème (4.88) au temps final t = 0,2.

Erreurs du schéma du troisième ordre avec Θn
i = ΘO3

a,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 6,3E-04 - 3,4E-04 - 3,0E-04 -
200 7,9E-05 3,0 4,3E-05 3,0 3,8E-05 3,0
400 9,9E-06 3,0 5,4E-06 3,0 4,8E-06 3,0
800 1,2E-06 3,0 6,7E-07 3,0 6,0E-07 3,0
1600 1,5E-07 3,0 8,4E-08 3,0 7,5E-08 3,0

Erreurs du schéma du quatrième ordre avec Θn
i = ΘO4

a,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 2,0E-05 - 1,1E-05 - 9,6E-06 -
200 1,3E-06 4,0 6,8E-07 4,0 6,0E-07 4,0
400 7,8E-08 4,0 4,3E-08 4,0 3,8E-08 4,0
800 4,9E-09 4,0 2,7E-09 4,0 2,4E-09 4,0
1600 3,1E-10 4,0 1,7E-10 4,0 1,5E-10 4,0

Table 4.13 – Évaluations des erreurs et des ordres numériques produits par les schémas du troisième
et du quatrième ordre temps et espace du Théorème 4.4.3.1 avec les triplets

(
ΘOk

a,i , λ,∆t
)

donnés dans
(4.95a)-(4.80) et pour le problème (4.88) au temps final t = 0,2.

Erreurs du schéma du quatrième ordre avec Θn
i = ΘO4

b,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 5,5E-05 - 3,9E-05 - 7,2E-05 -
200 3,4E-06 4,0 2,7E-06 3,9 6,4E-06 3,5
400 1,2E-07 4,9 6,8E-08 5,3 1,4E-07 5,5
800 5,3E-09 4,4 2,8E-09 4,6 2,4E-09 5,9
1600 3,1E-10 4,1 1,7E-10 4,1 1,5E-10 4,0

Table 4.14 – Évaluations des erreurs et des ordres numériques produits par le schéma du quatrième
ordre temps et espace du Théorème 4.4.3.1 avec le triplet

(
ΘO4

b,i , λ,∆t
)

donné dans (4.95b)-(4.80) et
pour le problème (4.88) au temps final t = 0,2.

D’après les tableaux 4.13-4.14, et puisque les schémas proposés n’utilisent pas de limiteurs de pente,
les ordres théoriques attendus sont une nouvelle fois retrouvés dans les expériences numériques.

Pour conclure, le cas test du tube à chocs de Sod [198] est réalisé avec les schémas du troisième et
du quatrième ordre temps et espace. Les conditions de ce cas test sont rappelées en Section 4.5.2.2.
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La Figure 4.11 montre les résultats au temps final de simulation t = 0,2 et les tableaux 4.15-4.16
rapportent les erreurs numériques ainsi que les ordres pour différents maillages.
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Figure 4.11 – Résultats numériques et évolution temporelle de ∆S/∆t défini par (4.81) avec les schémas
du troisième et du quatrième ordre temps et espace du Théorème 4.4.3.1 sur un maillage de 400 cellules,
avec les triplets

(
(ΘOk

α,i)α∈{a,b}, λ,∆t
)

donnés dans (4.95)-(4.80) et pour le problème de Sod (4.89) au
temps final t = 0,2.

Les paramètres
(
(ΘOk

α,i)α∈{a,b}, λ,∆t
)

donnés dans (4.95)-(4.80) assurent la stabilité entropique dis-
crète globale. Les résultats sont corrects pour toutes les matrices (ΘOk

α,i)α∈{a,b} mais ils sont moins
oscillants avec le choix ΘO4

b,i (4.95b) dans le cas du schéma du quatrième ordre. Ce choix de matrices
n’est pas possible pour le schéma du troisième ordre car il n’assure pas la stabilité entropique.

Erreurs du schéma du troisième ordre avec Θn
i = ΘO3

a,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 4,5E-02 - 5,0E-02 - 2,0E-01 -
200 2,3E-02 0,9 3,1E-02 0,7 1,9E-01 0,1
400 1,2E-02 1,0 2,0E-02 0,7 1,7E-01 0,1
800 5,9E-03 1,0 1,2E-02 0,7 1,3E-01 0,4
1600 3,2E-03 0,9 8,5E-03 0,5 1,0E-01 0,4
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Erreurs du schéma du quatrième ordre avec Θn
i = ΘO4

a,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 3,5E-02 - 3,8E-02 - 1,4E-01 -
200 1,9E-02 0,9 2,4E-02 0,6 1,2E-01 0,3
400 9,9E-03 0,9 1,6E-02 0,6 1,2E-01 0,0
800 4,9E-03 1,0 9,5E-03 0,7 8,1E-02 0,6
1600 2,5E-03 1,0 6,5E-03 0,6 8,5E-02 0,1

Table 4.15 – Évaluations des erreurs et des ordres numériques produits par les schémas du troisième
et du quatrième ordre temps et espace du Théorème 4.4.3.1 avec le triplet

(
ΘOk

a,i , λ,∆t
)

donné dans
(4.95a)-(4.80) et pour le problème de Sod (4.89) au temps final t = 0,2.

Erreurs du schéma du quatrième ordre avec Θn
i = ΘO4

b,i

cellule L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 3,2E-02 - 3,9E-02 - 1,7E-01 -
200 1,6E-02 1,0 2,5E-02 0,7 1,6E-01 0,1
400 8,0E-03 1,0 1,5E-02 0,7 1,4E-01 0,2
800 3,8E-03 1,1 8,8E-03 0,8 1,1E-01 0,4
1600 2,0E-03 0,9 6,0E-03 0,5 8,9E-02 0,3

Table 4.16 – Évaluations des erreurs et des ordres numériques produits par le schéma du quatrième
ordre temps et espace du Théorème 4.4.3.1 avec le triplet

(
ΘO4

b,i , λ,∆t
)

donné dans (4.95b)-(4.80) et
pour le problème de Sod (4.89) au temps final t = 0,2.

4.6 Synthèse et conclusion
À partir d’une correction du schéma HLL standard [118], des schémas du second ordre spatial sont

tout d’abord présentés dans ce chapitre. Ces schémas n’utilisent pas de limiteurs de pente [219] et ils
sont définis par la donnée d’un triplet

(
(ΘO2

i )i∈Z, λ,∆t
)

dans Mm,m(R)×(R∗
+)2. En restreignant chaque

élément de ce triplet et en supposant que la séquence (wn
i )i∈Z n’est pas dans un voisinage immédiat du

bord de Ω, ces schémas vérifient une stabilité entropique discrète globale pour une entropie strictement
convexe de classe C2(Ω,R) donnée.

Les restrictions proposées pour chaque élément du triplet
(
(ΘO2

i )i∈Z, λ,∆t
)

sont respectivement
données par les inégalités (4.34), (4.39) et (4.40). Des séquences (ΘO2

i )i∈Z et des réels λ > 0 satisfaisants
les conditions requises sont explicitement donnés. En revanche, la condition CFL (4.40) n’est explicite
que dans le cas de l’entropie quadratique et par conséquent, elle nécessite en général la résolution d’une
équation non linéaire. L’étude de cette condition CFL dans le cas du transport linéaire scalaire montre
un comportement formel de type parabolique. Une correction vers un comportement hyperbolique est
toutefois possible avec une montée en ordre temporel de type Runge-Kutta Strong Stablilty Preserving
[107, 109, 110]. D’après [76, 230], ces montées en ordre temporel préservent le résultat de stabilité
entropique.

Sur le plan numérique, et comme les schémas proposés n’utilisent pas de technique de limitation,
les ordres théoriques sont exactement retrouvés dans les simulations de solutions régulières. Dans le
cas de solutions discontinues, les résultats sont conforment aux standards de la littérature y compris
pour une fonction de flux f non convexe. Il est cependant clair que les matrices (ΘO2

i )i∈Z ne sont
pas toutes équivalentes. Dans le cas scalaire de l’équation de Burgers, certains choix semblent assurer
le principe du maximum alors que d’autres produisent des oscillations parasites. Des différences de
résultats similaires sont également observées dans le cas des équations d’Euler.

Cette famille de schémas numériques du second ordre est l’objet de la publication [16] et en gé-
néralisant sa définition, des schémas non limités du troisième et du quatrième ordre sont également
proposés dans ce chapitre. Pour une entropie strictement convexe de classe C2(Ω,R) donnée, l’existence
de triplets

(
(ΘOk

i )(i,k)∈Z×{3,4}, λ,∆t
)

assurant une inégalité d’entropie discrète globale est démontrée.
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Les résultats numériques de ces schémas d’ordre trois et quatre sont satisfaisants. Dans le cas
de solutions régulières, les ordres théoriques attendus sont exactement mesurés. Dans le cas de solu-
tions discontinues, les résultats sont conformes aux solutions de références mais ils présentent parfois
localement des oscillations parasites. Comme pour les schémas du second ordre, l’amplitude de ces
oscillations est variable selon le choix des matrices (ΘOk

i )(i,k)∈Z×{3,4}.
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Chapitre 5

Schémas d’ordre élevé, non limités et à
stabilité entropique discrète globale sur
maillages non structurés en dimension
deux

Ce chapitre propose une extension des schémas du chapitre 4 au cadre de deux dimensions d’espace.
Pour mener cette extension, il est d’abord nécessaire de présenter les systèmes hyperboliques ainsi que
leurs approximations numériques dans un cadre bi-dimensionnel.

5.1 Approximations numériques des systèmes hyperboliques de lois
de conservation en dimension deux

5.1.1 Les inégalités d’entropie des systèmes hyperboliques de lois de conservation
homogènes en dimension deux

Dans ce chapitre, et en notant ·T l’opération de transposition usuelle de R2, x = (x1, x2)T désigne
la variable d’espace dans R2 et t est la variable de temps dans R+. Pour un entier naturel non nul m,
considérons un système hyperbolique de m équations de conservations en deux dimensions d’espace,
d’inconnue w : R2 × R+ → Rm et écrit sous la forme

∂tw + ∂x1f1(w) + ∂x2f2(w) = 0. (5.1)

L’inconnue w prend ses valeurs dans un ensemble convexe non vide Ω inclus dans Rm, f1, f2 : Ω → Rm

désignent deux fonctions de flux données. Ces deux fonctions sont supposées être de classe C2(Ω,Rm) et
leurs matrices jacobiennes sont respectivement notées ∇f1(w) et ∇f2(w) dans Mm,m(R). On suppose
que le système d’équations (5.1) est hyperbolique ce qui signifie que pour tous vecteurs unitaires
n = (n1, n2)T de R2 et pour tous w de Ω, la matrice ∇f1(w)n1 + ∇f2(w)n2 est diagonalisable dans R.

Le système hyperbolique (5.1) est associé à une donnée initiale notée w0 qui désigne une fonction
mesurable de L∞(R2). En notant F = (f1, f2) : Ω → (Rm)2 et divx l’opérateur de divergence usuel,
un système de lois de conservation bidimensionnel (5.1) s’écrit sous la forme du problème de Cauchy
suivant : {

∂tw + divxF (w) = 0, t > 0, x ∈ R2,

w(x, t = 0) = w0(x). (5.2)

L’existence et l’étude des solutions des systèmes hyperboliques donnés ci-dessus sont l’objet de
plusieurs travaux [37, 104, 189]. Dans ce mémoire de thèse, l’existence des solutions du problème de
Cauchy (5.2) est admise et on admet également que ces solutions vérifient une inégalité d’entropie.

En conservant la notation ·T pour la transposition usuelle de Rm, une fonction convexe η : Ω → R
est appelée entropie s’il existe deux fonctions de flux d’entropie g1, g2 : Ω → R telles que

∇gT
µ (w) = ∇ηT(w)∇fµ(w), ∀(w, µ) ∈ Ω × {1, 2} .
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Pour une entropie η donnée, la notation G = (g1, g2) : Ω → R2 est adoptée et on admet que les solutions
du système hyperbolique (5.2) vérifient une inégalité d’entropie locale qui s’écrit

∂tη(w) + divxG(w) ≤ 0.

Par conséquent, l’intégration de l’inégalité ci-dessus selon la variable x puis l’application du Théorème
de Green donnent l’inégalité d’entropie globale suivante :∫

R2
∂tη(w)dx ≤ 0, ∀t > 0. (5.3)

L’objectif de ce chapitre est d’étendre au cas bi-dimensionnel les schémas numériques introduits
dans le chapitre précédent. Ainsi, il s’agit de présenter des méthodes numériques valides sur les maillages
non structurés, formellement d’ordre élevé et qui vérifient un analogue discret de l’inégalité d’entropie
globale (5.3). D’après la bibliographie générale présentée en Section 1.3, il demeure difficile d’obtenir
une propriété de stabilité entropique discrète à partir d’un schéma d’ordre élevé. L’ajout de maillages
non structurés bi-dimensionnels complexifie encore l’articulation de ces deux propriétés. La section
suivante en présente les aspects et les illustre à l’aide d’une bibliographie dédiée.

5.1.2 Quelques généralités sur les approximations numériques en dimension deux

Les solutions des systèmes hyperboliques (5.2) sont approchées sur un maillage du temps associé à
un maillage de l’espace non structuré. Le maillage temporel est défini par une séquence (tn)n∈N dans
R+ de pas constant ∆t > 0. Le maillage de l’espace est noté T dans R2 est il paramétré par une taille
caractéristique h > 0. Ce maillage est formé de cellules polygonales simples notées (Ci)i∈T . L’ensemble
des cellules voisines de Ci est noté N (i) et chaque cellule Ci de surface |Ci| > 0 est définie par un
ensemble d’arêtes (Γij)j∈N (i). Chaque arête est de longueur |Γij | > 0 et elle est associée à un vecteur
normal noté nij dans R2. Les vecteurs normaux (nij)j∈N (i) sont tous orientés vers l’extérieur de la
cellule Ci.

À la date tn et sur chaque cellule Ci, la quantité w(·, tn) est approchée par un objet wn
i généralement

défini par une constante de Rm [27, 174] ou bien par un polynôme à valeurs dans Rm [55, 56, 91]. La
mise à jour de wn

i à la date tn + ∆t est notée wn+1
i et elle est dépend d’une contribution de chacune

des cellules voisines à Ci. Pour une arête Γij donnée, cette contribution s’effectue à l’aide d’un flux
numérique noté Fij dans Rm et qui vérifie formellement

|Γij |Fij ≈
∫

Γij

f1
(
w(x(ξ), tn)

)
nij1 + f2

(
w(x(ξ), tn)

)
nij2 dξ.

Ainsi, à partir de la donnée de Fij , un schéma numérique approchant les solutions de (5.2) s’écrit

wn+1
i − wn

i

∆t + 1
|Ci|

∑
j∈N (i)

|Γij |Fij = 0, ∀i ∈ T . (5.4)

Une caractéristique principale d’un tel schéma formel est sa précision usuellement quantifiée par
la notion d’ordre. Plusieurs définitions de cette notion ont par exemple été proposées dans [18, 32,
55, 144, 219] mais les recherches bibliographiques menées ne montrent pas l’existence d’une définition
générale et unificatrice. Néanmoins, il demeure possible de donner une description formelle de l’ordre
d’un schéma numérique.

En supposant une régularité suffisante de w, un schéma numérique (5.4) est dit d’ordre k en
espace (resp. en temps) si une quantification de l’erreur d’approximation donnée s’écrit formellement
Oh→0(hk) (resp. O∆t→0(∆tk) ). Cette description formelle est l’analogue de celle proposée en une
dimension d’espace (voir Chapitre 1, Sections1.3.1 et 1.4.1) et son écriture au cas bi-dimensionnel sera
détaillée en Section 5.1.5. D’une manière générale, la recherche d’un schéma numérique d’ordre élevé
est justifiée par deux aspects.

D’abord et d’après [148], il est admis que les montées en ordre corrigent au moins partiellement
un défaut des schémas du premier ordre qui, par nature, régularisent artificiellement les solutions
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numériques calculées. La seconde justification des montées en ordre est que travailler sur des maillages
grossiers avec un schéma d’ordre élevé est plus économique en ressource et en temps de calcul que de
travailler sur des maillages fins avec un schéma du premier ordre [168, 193, 210].

Toutefois, sans précaution particulière, les schémas d’ordre élevé sont oscillants voire instables
dans les zones de discontinuités [149, 193]. Par conséquent, et en vertu de la bibliographie introductive
présentée en Section 1.3.1, il est admis que la stabilité des schémas bi-dimensionnels (5.4) repose sur
des inégalités d’entropie discrètes. Pour une arête Γij donnée, ces inégalités discrètes utilisent un flux
numérique d’entropie noté Gij dans R et qui satisfait formellement

|Γij |Gij ≈
∫

Γij

g1
(
w(x(ξ), tn)

)
nij1 + g2

(
w(x(ξ), tn)

)
nij2 dξ.

À partir de cette notion, un schéma numérique (5.4) est dit à stabilité entropique locale s’il existe un
flux numérique d’entropie Gij tel que

η(wn+1
i ) − η(wn

i )
∆t + 1

|Ci|
∑

j∈N (i)
|Γij |Gij ≤ 0, ∀i ∈ T . (5.5)

D’après son expression, un schéma numérique (5.4) s’appuie nécessairement sur le voisinage de
la cellule Ci. Sur les maillages non structurés, le positionnement relatif de Cj par rapport à Ci est a
priori quelconque. Cette propriété constitue donc une différence importante avec le cas d’une dimension
d’espace pour lequel la relation d’ordre de R peut être utilisée. Néanmoins, l’étude monodimensionnelle
n’est pas complètement décorrélée du cas de deux dimensions d’espace. En effet, en introduisant le
périmètre |Pi| > 0 de la cellule Ci, le schéma numérique (5.4) se récrit de manière équivalente sous la
forme

wn+1
i =

∑
j∈N (i)

|Γij |
|Pi|

(
wn

i − ∆t|Pi|
|Ci|

Fij

)
, ∀i ∈ T .

D’après cette écriture, un schéma numérique (5.4) est une combinaison convexe de schémas monodi-
mensionnels chacun définis dans la direction de nij . Par conséquent, et en utilisant la convexité des
entropies η, il suit nécessairement

η(wn+1
i ) ≤

∑
j∈N (i)

|Γij |
|Pi|

η
(
wn

i − ∆t|Pi|
|Ci|

Fij

)
, ∀i ∈ T .

Ainsi, en raisonnant direction par direction, il est possible de transférer les stabilités entropiques et
l’ordre d’un schéma défini en une dimension d’espace vers un analogue défini sur une grille cartésienne
de R2 [44, 45, 52, 63, 92, 94, 156, 179, 193, 232]. En revanche, un transfert direct sur les maillages non
structurés est impossible car la géométrie des cellules fausse les approximations usuelles des dérivées
[201]. Comme de telles approximations sont en général indispensables aux schémas numériques précis,
l’introduction de maillages non structurés requiert donc d’abord des méthodes adaptées d’approxima-
tion des gradients.

5.1.3 L’approximation des gradients en dimension deux

Les approximations des dérivées reposent en général sur des développements de Taylor. En notant
xi le centre de masse d’une cellule Ci et en supposant une régularité suffisante, le développement de
Taylor de w sur un maillage non structuré s’écrit

w(xj , t
n) =

w(xi, t
n) +

2∑
µ=1

(xj − xi)µ∂xµw(xi, t
n) + 1

2

2∑
µ,ν=1

(xj − xi)µ∂xµxνw(xi, t
n)(xj − xi)ν + O(h2). (5.6)

En une dimension d’espace et aussi par extension directe sur grilles cartésiennes, l’association de plu-
sieurs développements de Taylor permet d’obtenir des approximations du gradient et de la matrice
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hessienne de w. En revanche, comme le montre le développement (5.6), les maillages quelconques
couplent nécessairement les deux directions de l’espace. Dans ce cas, les développements de Taylor
donnent seulement accès à une projection des dérivées et par conséquent, le calcul de leurs approxi-
mations devient problématique. Plusieurs résultats ont été proposés pour surmonter cette difficulté et
les paragraphes ci-après en donnent une présentation organisée en quatre catégories réparties selon les
méthodes employées.

La première catégorie décrite dans [89] consiste a contraindre le maillage pour faire coïncider des
directions de projections avec des quantités connues et ainsi obtenir des approximations du gradient au
premier ordre. En notant di,j la distance euclidienne entre xi et xj , la contrainte de géométrie usuelle
est di,jnij = xj − xi et elle permet d’écrire

∂x1w(xi, t
n)nij1 + ∂x2w(xi, t

n)nij2 =
wn

j − wn
i

di,j
+ O(h).

La seconde catégorie de méthodes utilise le théorème de Green-Gauss pour transférer un gradient à
la cellule vers des quantités définies sur les arêtes. Ces quantités aux arêtes sont ensuite calculées avec
une procédure de point fixe [70, 201, 202] ou par la résolution d’un système linéaire couplant toutes
les inconnues du maillage [28, 169]. Bien que des approximations d’ordre deux sur des maillages non
structurés aient pu être proposées dans [28], les approximations du gradient obtenues sont en général
du premier ordre et d’ordre deux seulement sur les grilles cartésiennes.

La troisième catégorie de méthodes s’appuie sur un maillage dual pour calculer des valeurs complé-
mentaires de l’inconnue w. Avec ces valeurs additionnelles, les auteurs de [67, 81, 154] proposent des
approximations du gradient au premier ordre sur des maillages quelconques. De leurs côtés, Herbin et
al introduisent dans [121] des gradients discrets du second ordre sur les maillages contraints définis
dans [89],

La quatrième catégorie s’articule autour de problèmes d’optimisation obtenus en pondérant plu-
sieurs développements de Taylor de la forme (5.6). En notant ωij des réels positifs et p un entier, ces
problèmes d’optimisation s’écrivent formellement

min
(X,Y )

∑
ij

ωij

∣∣∣wn
j − wn

i −
2∑

µ=1
(xj − xi)µXµ − 1

2

2∑
µ,ν=1

(xj − xi)µYµ,ν(xj − xi)ν

∣∣∣p. (5.7)

Les approximations des gradients et des matrices hessiennes de w sont ensuite construites à partir du
couple (X∗, Y ∗) solution du problème ci-dessus. Dans cette optique, des gradients discrets du premier
ordre sont décrits dans [128] et du second ordre sur les grilles cartésiennes dans [222]. Néanmoins, sur
maillages quelconques, ces méthodes d’optimisation n’assurent pas systématiquement le second ordre
des approximations des gradients. D’après [43, 218] et [80, 163], cet ordre est largement influencé par
les développements de Taylor et par les pondérations choisis dans la définition du problème (5.7).
Ces problèmes de minimisations (5.7) sont parfois hybridés avec les méthodes détaillées dans les pa-
ragraphes ci-avant [68, 76, 167, 192] mais leurs résultats demeurent sujets aux oscillations parasites et
ils nécessitent donc l’emploi de limiteurs de pente.

Ainsi, plusieurs méthodes d’approximations des gradients sur les maillages non structurés sont
désormais établies. Comme le montre la recherche bibliographique exposée ci-dessus, elles ne sont pas
toutes équivalentes et d’après les comparatifs proposés dans [66, 201], le choix d’une méthode n’est pas
simple. Néanmoins, à partir d’un gradient discret, il est possible de reconstruire une approximation du
second ordre de w le long de l’arête Γij . L’introduction de cette approximation dans un flux numérique
formellement mono dimensionnel dans la direction de nij donne un schéma numérique (5.4) d’ordre
élevé. Toutefois, comme dans le cadre d’une dimension d’espace, cette propriété de précision doit
s’articuler à une propriété de stabilité.

5.1.4 La stabilité des schémas d’ordre élevé en dimension deux

À partir du schéma MUSCL usuel [219], plusieurs schémas du second ordre ont été proposés sur
des maillages non structurés. Avec des limiteurs adaptés, ces schémas préservent le domaine Ω [27, 174]
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mais ils vérifient des stabilités entropiques incomplètes [22, 77]. En notant ηi une approximation de
η(wn

i ), ces versions incomplètes de (5.5) s’écrivent

η(wn+1
i ) − ηi

∆t + 1
|Ci|

∑
j∈N (i)

|Γij |Gij ≤ 0, ∀i ∈ T .

Des schémas d’ordre deux à quatre de type (W)ENO sur maillages non structurés sont par ailleurs
établis dans [17, 90, 97, 130, 155, 157, 217] mais aucune preuve de stabilité entropique n’est proposée.
D’une manière générale, et comme le détaillent par exemple les auteurs de [157, 217], la difficulté
des méthodes (W)ENO sur les maillages non structurés réside dans les reconstructions polynomiales
d’ordre élevé. D’après la biobibliographie de la section 5.1.3, plusieurs méthodes de reconstruction sont
possibles mais leurs formulations rendent extrêmement difficile voire impossible les preuves de stabilité.
Ray et al proposent de contourner cet obstacle dans [180] par l’utilisation d’un maillage dual et une
version des variables entropiques. Il en résulte un schéma numérique du second ordre vérifiant une
version semi-discrète de (5.5) qui s’écrit

d
dtη

(
wi(t)

)
+ 1

|Ci|
∑

j∈N (i)
|Γij |Gij(t) ≤ 0, ∀i ∈ T . (5.8)

En ce qui concerne les méthodes DG, le formalisme SPB a été étendu avec succès au cas des
maillages non structurés [55, 56, 91]. Par conséquent, les auteurs de [50, 55, 56, 91, 188, 220, 228]
proposent des schémas d’ordre quatre à cinq et satisfaisant des inégalités d’entropie semi-discrètes
globales de la forme

d
dt
∑
i∈T

η
(
wi(t)

)
|Ci| ≤ 0, ∀t > 0. (5.9)

Un résultat remarquable est [137] dans lequel Kuzmin et al proposent un schéma DG explicite en
temps, défini sur des maillages non structurés, du second ordre et satisfaisant une inégalité d’entropie
discrète locale (5.5). Malheureusement, ce schéma aux éléments finis contient un terme de la forme
O(∆t) ce qui, avec la condition CFL, le réduit à un schéma du premier ordre.

Plus généralement, la méthode des éléments finis associée aux schémas RD [2, 69] lève deux diffi-
cultés quant à l’approximation sur les maillages non structurés. D’abord, la formulation intégrale des
résidus distribués est largement indépendante du maillage [3, 4, 5, 6, 9]. Ensuite, cette formulation
intégrale permet l’usage du Théorème de Green. Par conséquent, un schéma RD peut s’affranchir de
l’approximation des gradients des fonctions de flux [221, Section 1.6.2] ce qui contourne les difficultés
énoncées en Section 5.1.3. Ainsi, en complétant ces considérations par les résidus de stabilité présentés
dans [3, 8, 9], les auteurs de [5] proposent un schéma RD pour les équations d’Euler, défini sur des
maillages non structurés, d’ordre quelconque et qui satisfait∑

i∈T
η(wN

i )|Ci| ≤
∑
i∈T

η(w0
i )|Ci|,

où t0 et tN désignent respectivement la date initiale et la date finale de simulation.
D’après les paragraphes ci-dessus, les schémas bidimensionnels d’ordre élevé vérifient très souvent

des stabilités entropiques semi-discrètes (5.8)-(5.9) dont le transfert en temps discret est détaillé en
Section 1.3.4. Ensuite, l’ensemble des méthodes décrites dans cette section utilisent des limiteurs de
pente dont le choix, déjà difficile en une dimension d’espace, est encore complexifié par les effets de
géométries des maillages non structurés [27, 63, 77].

Par conséquent, l’étude bibliographique ne montre pas l’existence de schémas numériques du second
et du troisième ordre, sans limiteurs de pente, définis sur des maillages non structurés, explicites en
temps et qui vérifient une inégalité d’entropie discrète globale donnée par∑

i∈T

η(wn+1
i ) − η(wn

i )
∆t |Ci| ≤ 0, ∀t > 0.

Ce chapitre s’intéresse à l’existence de ces schémas dans le cadre de la méthode des volumes finis en
deux dimensions d’espace qui est maintenant rappelée.
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5.1.5 La méthode des volumes finis en deux dimensions d’espace

La méthode des volumes finis nécessite tout d’abord un maillage temporel dans R+. Un tel maillage
est donné par une séquence (tn)n∈N de pas uniforme ∆t > 0 et qui vérifie

t0 = 0, tn+1 = tn + ∆t, ∀n ∈ N.

Ensuite, pour N dans N∗, un maillage non structuré en dimension deux est un pavage de R2 réalisé
avec N polygones simples notés Ci et appelés cellules. Un tel maillage est noté T et son nombre de
cellules N est désigné par Card(T ). Ainsi, un maillage non structuré de R2 s’écrit

T =
Card(T )⋃

i=1
Ci.

En considérant une bijection quelconque entre l’intervalle d’entier {1, ...,Card(T )} et l’ensemble
des cellules de T , chaque cellule Ci est assimilée à son indice i. Cette convention permet la notation
abusive mais synthétique i ∈ T . De plus, la géométrie de Ci est caractérisée par N (i) côtés définis par
un ensemble d’arêtes (Γij)j∈{1,...,N (i)}. Sa surface est notée |Ci| > 0 et xi désigne son centre de masse
dans R2. La taille de chaque cellule Ci est uniformément contrôlée par un réel h > 0. Dans ce mémoire
de thèse, et en notant d : (R2)2 → R+ la function de distance euclidienne usuelle de R2, le paramètre
h est défini par h = max(i,j)∈T 2 d(xi, xj).

Par abus de notations, et pour une cellule Ci donnée, N (i) désigne également l’ensemble des cellules
voisines de Ci et l’arête Γij , de longueur |Γij | > 0, est l’interface orientée de Ci vers Cj . Le vecteur
normal de Γij est noté nij = (nij1, nij2)T dans R2 et par conséquent, nij = −nji. L’ensemble des
interfaces non orientées de T est noté E et il s’écrit formellement

E =
⋃
ij

Γij .

La Figure 5.1 illustre les notations utilisées autour d’une interface orientée Γij .

Ci Cj

nij

xi

xj

Γij

Figure 5.1 – Interface orientée Γij localisée entre deux cellules Ci et Cj de centre de masse respectif
xi et xj .

Avec la donnée de maillages temporels et spatiaux ainsi définis, il est alors possible de construire
une approximation des solutions d’un système hyperbolique de m équations de conservations de la
forme {

∂tw + divxF (w) = 0, t > 0, x ∈ R2,

w(x, t = 0) = w0(x). (5.10)

Tout d’abord, la donnée initiale w0 est discrétisée à l’aide d’une séquence de Rm notée (w0
i )i∈T et

définie par
w0

i = 1
|Ci|

∫
Ci

w0(x) dx, ∀i ∈ T .
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Ensuite, pour (wn
i )i∈T une suite d’éléments de Rm pour tout n dans N, une fonction constante par

morceaux notée w∆ : R2 × N → Rm est considérée. Cette fonction s’écrit

w∆(x, tn) =
∑
i∈T

wn
i χCi(x). (5.11)

Par construction, w∆(·, t0) est une approximation constante par morceaux de la fonction w0 qui s’iden-
tifie à w(·, t0). Ainsi, pour obtenir une approximation de

(
w(·, tn)

)
n∈N, il est suffisant de définir un

schéma numérique qui permet le calcul de (wn+1
i )i∈Z à partir de (wn

i )i∈Z.

Définition 5.1.5.1 (Schéma numérique volumes finis conservatif en dimension deux). Soit F : (Rm)2×
R2 → Rm une fonction de flux numérique continue. Soit u : R2 → Rm une fonction régulière et notons

ui = 1
|Ci|

∫
Ci

u(x) dx, ∀i ∈ T .

Un schéma numérique volumes finis en dimension deux qui approche les solutions de (1.30) s’écrit sous
la forme

wn+1
i = wn

i − ∆t
|Ci|

∑
j∈N (i)

|Γij |F(wn
i , w

n
j , nij), ∀(i, j) ∈ T × N (i). (5.12)

Un tel schéma est dit
i) conservatif si le flux numérique F satisfait F(wn

i , w
n
j , nij) = −F(wn

j , w
n
i , nji). Dans ce cas, aux

contributions des termes de bord près, la séquence (wn+1
i )i∈T vérifie∑

i∈T
wn+1

i |Ci| =
∑
i∈T

wn
i |Ci|. (5.13)

ii) consistant si le flux numérique F vérifie

F(w,w, nij) = f1(w)nij1 + f2(w)nij2, ∀(w, nij) ∈ Ω × R2.

iii) d’ordre k si, pour une interface orientée Γij fixée, le flux numérique F vérifie également

F(ui, uj , nij) = 1
|Γij |

∫
Γij

(
f1
(
u(x(ξ))

)
nij1 + f2

(
u(x(ξ)

)
nij2

)
dξ + O(hk).

Avec la définition ci-dessus, et comme il n’y a pas de confusion possible, la notation F(wn
i , w

n
j , nij) =

Fij est désormais adoptée. Par conséquent un schéma numérique conservatif (5.12) en deux dimensions
d’espace se lit

wn+1
i = wn

i − ∆t
|Ci|

∑
j∈N (i)

|Γij |Fij , ∀(i, j) ∈ T × N (i). (5.14)

D’après la Définition 5.1.5.1, l’égalité de conservation (5.13) est conditionnée par une propriété sur le
flux numérique qui s’écrit Fij = −Fji. D’une manière générale, une quantité de Rm qui vérifie une
telle égalité est qualifiée de conservative. Cette propriété permet l’utilisation d’intégrations par parties
discrètes.

Lemme 5.1.5.1 (Intégrations par parties discrètes). Considérons une séquence (Xi)i∈T à support
compact et à valeurs dans Rm. Considérons ensuite Yij dans Rm une quantité conservative qui vérifie
pour toute interface Γij l’égalité Yij = −Yji. En notant · le produit scalaire usuel de Rm, l’égalité
suivante est satisfaite :

−
∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |Xi · Yij =
∑
ij∈E

|Γij |Yij · (Xj −Xi). (5.15)

L’égalité ci-dessus est appelée intégration par parties discrète.
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Démonstration. L’égalité (5.15) est obtenue par une réorganisation de son terme de gauche. Par défi-
nition de ce terme, chaque interface Γij reçoit deux contributions : la première de i vers j et la seconde
de j vers i. Par conséquent, en utilisant la propriété Yij = −Yji, il suit∑

i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |Xi · Yij =
∑
ij∈E

(
|Γij |Xi · Yij︸ ︷︷ ︸

i→j

+ |Γji|Xj · Yji︸ ︷︷ ︸
j→i

)
,

=
∑
ij∈E

(
|Γij |Xi · Yij − |Γij |Xj · Yij

)
,

= −
∑
ij∈E

|Γij |
(
Xj −Xi

)
· Yij .

Au signe près, l’égalité ci-dessus correspond au résultat (5.15), et par conséquent ceci conclut la dé-
monstration.

Le calcul ci-dessus fait clairement apparaître la nécessité de la propriété Fij = −Fji quant à
l’obtention de l’égalité de conservation discrète (5.13). Cette propriété de conservation est également
nécessaire à la définition des inégalités d’entropie discrètes bi-dimensionnelles qui sont maintenant
détaillées.

Définition 5.1.5.2 (Stabilité entropique discrète en dimension deux). Soit un système hyperbolique
de la forme (5.10) équipé d’un couple entropie, flux d’entropie (η,G) et dont les solutions vérifient une
inégalité d’entropie de la forme

∂tη(w) + divxG(w) ≤ 0.
i) Soit G : (Rm)2 × R2 → R une fonction continue. La fonction G est dite consistante avec G si

G(w,w, nij) = g1(w)nij1 + g2(w)nij2, ∀(w, nij) ∈ Ω × R2.

ii) Un schéma numérique volumes finis conservatif (5.12) approchant les solutions de (5.10) est dit
à stabilité entropique locale pour le couple (η,G) s’il existe une fonction G consistante avec G,
qui vérifie G(wn

i , w
n
j , nij) = −G(wn

j , w
n
i , nji) et telle que

η(wn+1
i ) − η(wn

i )
∆t + ∆t

|Ci|
∑

j∈N (i)
|Γij |G(wn

i , w
n
j , nij) ≤ 0, ∀(i, j) ∈ T × N (i). (5.16)

Dans ce cas, la fonction G est appelée flux numérique d’entropie.
iii) Un schéma numérique volumes finis conservatif (5.12) approchant les solutions de (5.10) est dit

à stabilité entropique globale pour le couple (η,G) si∑
i∈Z

η(wn+1
i ) − η(wn

i )
∆t |Ci| ≤ 0.

À partir des définitions ci-dessus, un schéma numérique conservatif (5.14) est entièrement défini
par la donnée de son flux numérique Fij . Ainsi, l’objectif de ce chapitre est de définir Fij comme une
extension des flux numériques non limités mono-dimensionnels du chapitre 4. Puisqu’une extension
des ordres deux et trois est considérée, il est maintenant nécessaire de proposer des approximations
des gradients et des matrices hessiennes consistantes, non limités et définies sur des maillages non
structurés.

5.2 Gradients et matrices hessiennes discrets non limités

5.2.1 Définition de maillage admissible

Pour proposer des approximations des gradients et des matrices hessiennes, une notion de maillage
admissible est introduite dans cette section. La définition de cette notion nécessite des notations com-
plémentaires qui sont maintenant détaillées.
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Tout d’abord, la fonction de distance euclidienne usuelle de R2 est notée d : (R2)2 → R+ et elle
s’écrit

d(xa, xb) =

√√√√ 2∑
µ=1

(xa − xb)2
µ, ∀(xa, xb) ∈ (R2)2.

Comme cela ne porte pas à confusion, la quantité d(xa, xb) est notée da,b. Par conséquent, le paramètre
h > 0 qui contrôle uniformément la taille des cellules se lit désormais h = maxij∈E di,j .

Ensuite, pour une interface orientée Γij fixée, xij dans R2 est le milieux de cette interface. L’inter-
section de Γij avec le segment formé par les centres de masse des cellules Ci et Cj est noté xij dans
R2. Les quantités xij et xij sont illustrées par la Figure 5.2 et la convention d’écriture de la fonction
d donne

di,j = d(xi, xj) > 0, dj,ij = d(xij , xj) > 0, di,ij = d(xij , xi) > 0. (5.17)

Par conséquent, l’égalité dj,ij +di,ij = di,j est immédiate. Pour α dans {Ci, Cj ,Γij}, des formes linaires
Qα

ij et Lij sont aussi considérées. Ces formes linéaires sont associées à l’interface orientée Γij donnée
et elles s’écrivent respectivement

Qα
ij :

M2,2(R) → R,

A 7→ 1
|α|

∫
α
(x− xij)TA (x− xij) dx, ∀α ∈ {Ci, Cj ,Γij} ,

(5.18)

Lij :
M2,2(R) → R,

A 7→ − di,ij

2di,j
Q

Cj

ij (A) − dj,ij

2di,j
QCi

ij (A) + (xij − xij)TA (xij − xi) + 1
2Q

Γij

ij (A).
(5.19)

D’après l’expression ci-dessus, si la matrice A est indépendante de la variable x alors l’intégrale qui
définit Qα

ij(A) dans (5.18) se calcule explicitement avec les coordonnés des objets α. Ces formules de
calcul explicites sont par exemples données dans [113]. Dans le cadre des approximations développées
dans cette section, A est constante et par conséquent le calcul pratique de Qα

ij et de Lij respectivement
donnés par (5.18)-(5.19) ne pose aucune difficulté.

Enfin, pour r dans N∗ et pour (Y11, Y12, Y21, Y22) dans (Rr)4, il est possible de définir Y une matrice
par blocs dans M2r,2(R) et une séquence (Yl)l∈{1,...,r} dans M2,2(R) telles que

Y =
(
Y11 Y12
Y21 Y22

)
, Yl =

(
(Y11)l (Y12)l

(Y21)l (Y22)l

)
.

Avec les définitions ci-dessus et par abus de notations, les formes linéaires Qα
ij et L respectivement

définies dans (5.18) et dans (5.19) sont étendues dans Rr de la manière suivante :

Qα
ij (Y ) =

(
Qα

ij(Y1), ..., Qα
ij(Yl), ..., Qα

ij(Yr)
)T
,

Lij(Y ) =
(
Lij(Y1), ...,Lij(Yl), ...,Lij(Yr)

)T
.

(5.20a)

(5.20b)

Dans le cas r = 1, les notations ci-dessus dégénèrent respectivement vers les définitions (5.18) et (5.19).
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Ci Cj

nij

xi

xj

xij

xij

Γij

Figure 5.2 – Interface orientée Γij localisée entre deux cellules Ci et Cj d’un maillage non structuré
T dans lequel xij est le milieu de Γij et avec xij = Γij ∩ [xi, xj ].

Á partir des notations définies ci-avant, des hypothèses sur la géométrie des cellules du maillage
sont maintenant réunies sous la notion de maillage admissible.

Définition 5.2.1 (Maillage non structuré admissible). Soient T un maillage dans R2 tel que défini en
Section 5.1.5, I2 la matrice identité de taille deux et une séquence (vi)i∈T dans R. Pour toute cellule
Ci dans T , considérons les matrices Mi dans M2,2(R) telles que

Mi = I2 −
∑

j∈N (i)

|Γij |
|Ci|

nij(xij − xij)T. (5.21)

En notant GL2(R) l’ensemble des matrices carrées inversibles de tailles deux et avec la convention
N (α, β) = N (α) × N (β), un maillage T dans R2 est dit admissible si les conditions suivantes sont
satisfaites.
i) Pour toute cellule Ci dans T , Mi vérifie

Mi ∈ GL2 (R) et M−1
i = O(1). (5.22)

Dans ce cas, pour une cellule Ci donnée, il est possible de définir une séquence (bij)j∈N (i) dans
R2 telle que

bij = |Γij |
|Ci|

M−1
i nij , ∀j ∈ N (i),

∑
j∈N (i)

bij = 0.

(5.23a)

(5.23b)

ii) Pour toute cellule Ci dans T , il existe une unique matrice Hi dans M2,2(R) telle que

Hi −
∑

(j,r)∈N (i,i)

dj,ij

di,j
Lir(Hi)birb

T
ij −

∑
(j,p)∈N (i,j)

di,ij

di,j
Ljp(Hi)bjpb

T
ij

=
∑

(j,r)∈N (i,i)

dj,ij

di,j

dl,irvi + di,irvr

di,r
birb

T
ij +

∑
(j,p)∈N (i,j)

di,ij

di,j

dp,jpvj + dj,jpvp

dj,p
bjpb

T
ij , ∀(vi)i∈T ⊂ R.

(5.24)

Les conditions (5.22) sont des contraintes qui restreignent l’anisotropie des cellules. L’ensemble des
maillages qui vérifie ces conditions est non vide puisque les grilles cartésiennes conviennent. Dans ce
cas, Mi = I2 et par conséquent, les conditions (5.22) sont trivialement satisfaites. Les maillages obtenus
par déformation des maillages cartésiens satisfont la contrainte d’inversibilité (5.22) au moins tant que
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Mi reste à diagonale strictement dominante. Dans la pratique, il semble que les maillages constitués
de triangles ou de quadrangles convexes non structurés vérifient (5.22).

La propriété (5.23b) est une conséquence directe du Théorème de Green-Gauss appliqué à une
fonction constante. En effet, et comme détaillé dans [28, 201] par exemple, ce théorème permet d’écrire∑

j∈N (i)
|Γij |nij = 0.

Ainsi, et d’après la définition de bij donnée par (5.23a), la multiplication à gauche de l’égalité ci-dessus
par M−1

i /|Ci| permet de déduire la propriété (5.23b).
L’assertion ii) est également une contrainte sur l’anisotropie des cellules qui se traduit par l’unicité

des solutions de l’équation (5.24) posée dans M2,2(R). La notation N (α, β) désigne la produit cartésien
N (α) × N (β) et par conséquent, les sommes utilisées dans (5.24) se lisent formellement∑

(j,r)∈N (i,i)
=

∑
j∈N (i)

∑
r∈N (i)

et
∑

(j,p)∈N (i,j)
=

∑
j∈N (i)

∑
p∈N (j)

. (5.25)

Avec la convention d’écriture des sommes doubles (5.25) et en s’appuyant sur les symétries d’une
grille cartésienne uniforme de taille h > 0, il est possible de déduire∑

(j,r)∈N (i,i)

dj,ij

di,j
Lir(·)birb

T
ij = 1

2h2

∑
(j,r)∈N (i,i)

Lir(·)nirn
T
ij = 0. (5.26)

Par conséquent, en notant (l, k) dans (N∗)2 le couple d’entier désignant la cellule Ci d’une grille
cartésienne uniforme, l’équation (5.24) s’écrit

Hk,l = 1
4h2

(
vk+2,l − 2vk,l + vk−2,l vk+1,l+1 − vk+1,l−1 − vk−1,l+1 + vk−1,l−1

vk+1,l+1 − vk+1,l−1 − vk−1,l+1 + vk−1,l−1 vk,l+2 − 2vk,l + vk,l−2

)
.

(5.27)
Ainsi, d’après l’égalité ci-dessus, les grilles cartésiennes uniformes satisfont la Définition 5.2.1-ii) et
comme le montrera la section 5.2.3, d’autres maillages vérifient également cette condition. Numéri-
quement, il semble une nouvelle fois que les maillages non structurés constitués de triangles ou de
quadrangles convexes vérifient la Définition 5.2.1-ii).

Avec la notion de maillage admissible donnée dans la Définition 5.2.1, il est désormais possible
d’établir une approximation des gradients et des matrices hessiennes.

5.2.2 Gradients discrets du premier et du second ordre

Pour une fonction régulière u : R2 → Rm donnée, des gradients discrets de u au premier et au
second ordre sont proposés dans cette section. Ces gradients discrets sont chacun désignés par un
exposant Ok pour k dans {1, 2} et ils s’écrivent dans M2m,1(R) de la manière suivante :

∇xui
Ok =

(
∂x1u

Ok
i ∂x2u

Ok
i

)T
, ∀i ∈ T . (5.28)

La définition des gradients du second ordre repose sur des matrices hessiennes discrètes de u qui
sont notées Hx,ui dans M2m,2(R) et telles que

Hx,ui =
(
∂x1x1ui ∂x1x2ui

∂x2x1ui ∂x2x2ui

)
, ∀i ∈ T . (5.29)

Comme ces hessiennes discrètes sont des matrices par bloc de M2m,2(R), les conventions d’écritures
de Q(Hx,ui) et de L(Hx,ui) données par (5.20) sont maintenant utilisées et elles seront conservées dans
la suite de ce chapitre. De plus, et par simplicité, l’ensemble M2,1(R) sera désormais assimilé à R2.

Avec les définitions ci-dessus, des approximations consistantes des gradients peuvent maintenant
être énoncées. Ces approximations dépendent des matrices hessiennes discrètes (Hx,ui)i∈T qui seront
définies dans la section suivante.
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Lemme 5.2.2.1 (Gradients discrets). Soit T un maillage admissible au sens de la Définition 5.2.1.
Pour u : R2 → Rm une fonction régulière donnée, considérons la séquence (ui)i∈T dans Rm définie par

ui = 1
|Ci|

∫
Ci

u(x) dx. (5.30)

Considérons ensuite (Hx,ui)i∈T une approximation consistante au premier ordre de la matrice hes-
sienne de u dans M2m,2(R). Considérons enfin les distances d, les vecteurs b et les formes linéaires L
respectivement définis dans (5.17), (5.23a) et (5.19). En utilisant la convention d’écriture de Lij(Hx,ui)
énoncée dans (5.20b), des approximations consistantes des gradients de u sont données par

∇xui
O1 =

(
∂x1u

O1
i ∂x2u

O1
i

)T
=

∑
j∈N (i)

dj,ijui + di,ijuj

di,j

(
bij1 bij2

)T
,

∇xui
O2 =

(
∂x1u

O2
i ∂x2u

O2
i

)T
=

∑
j∈N (i)

(dj,ijui + di,ijuj

di,j
+ Lij(Hx,ui)

) (
bij1 bij2

)T
.

(5.31a)

(5.31b)

Démonstration. Pour x dans R2, et en notant u(l)(x) la l-ième composante du vecteur u(x), le gradient
et la matrice hessienne de u(l) respectivement dans R2 et dans M2,2(R) sont donnés par

∇xu
(l)(x) =

(
∂x1u

(l)(x) ∂x2u
(l)(x)

)T
∈ R2,

Hx,u(l)(x) =
(
∂x1x1u

(l)(x) ∂x1x2u
(l)(x)

∂x2x1u
(l)(x) ∂x2x2u

(l)(x)

)
∈ M2,2(R).

(5.32a)

(5.32b)

Avec ces notations, l’application du Théorème de Green-Gauss au gradient (5.32a) donne les égalités
suivantes dans R2 :

1
|Ci|

∫
Ci

∇xu
(l)dx = 1

|Ci|

∫
Ci

(
∂x1u

(l) ∂x2u
(l))Tdx,

=
( 1

|Ci|

∫
Ci

∂x1u
(l)dx 1

|Ci|

∫
Ci

∂x2u
(l)dx

)T
,

=
( 1

|Ci|
∑

j∈N (i)

∫
Γij

u(l) (x (ξ))nij1dξ, 1
|Ci|

∑
j∈N (i)

∫
Γij

u(l) (x (ξ))nij2dξ
)T
,

= 1
|Ci|

∑
j∈N (i)

( ∫
Γij

u(l) (x (ξ)) dξ
)
nij . (5.33)

En utilisant la définition de Qα
ij explicitée dans (5.18), un développement de Taylor au voisinage de xij

permet d’écrire∫
Γij

u(l) (x (ξ))nij dξ =
∫

Γij

(
u(l)(xij) + (x(ξ) − xij)T ∇xu

(l) (xij)
)
nij dξ

+ 1
2

∫
Γij

(x (ξ) − xij)THx,u(l)(xij) (x (ξ) − xij) dξnij + O(h4),

= |Γij |
(
u(l) (xij) + (xij − xij)T ∇xu

(l)(xij)
)
nij

+ |Γij |
2 Q

Γij

ij (Hx,u(l)(xij))nij + O(h4).
(5.34)

L’objectif est maintenant de récrire les quantités du membre de droite de l’équation ci-dessus avec
des approximations consistantes définies à l’aide de la séquence (ui)i∈T . Cette réécriture s’effec-
tue en considérant successivement les quantités réelles u(l) (xij) puis (xij − xij)T ∇xu

(l)(xij) et enfin
Q

Γij

ij (Hx,u(l)(xij)).
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Tout d’abord, pour approcher u(l) (xij), des développements de Taylor usuels ainsi que les définitions
de Qα

ij et de ui respectivement données dans (5.18) et dans (5.30) permettent d’écrire

u
(l)
i = u(l)(xij) + (xi − xij)T∇xu

(l)(xij) + 1
2Q

Ci
ij (Hx,u(l)(x)) + O(h3),

u
(l)
j = u(l)(xij) + (xj − xij)T∇xu

(l)(xij) + 1
2Q

Cj

ij (Hx,u(l)(x)) + O(h3).

(5.35a)

(5.35b)

En multipliant l’égalité (5.35a) (resp. (5.35b)) par dj,ij/di,j (resp. par di,ij/di,j) puis en sommant les
résultats, le terme multiplicatif de ∇xu

(l)(xij) s’annule et il suit

dj,iju
(l)
i + di,iju

(l)
j

di,j
= u(l)(xij) + di,ij

2di,j
Q

Cj

ij (Hx,u(l)(x)) + dj,ij

2di,j
QCi

ij (Hx,u(l)(x)) + O(h3).

D’après sa définition (5.18), Qα
ij est d’ordre O(h2) et par hypothèse, Hx,ui est une approximation

consistante au premier ordre de la matrice hessienne de u. Par conséquent, l’équation ci-dessus peut
se récrire

u(l)(xij) =
dj,iju

(l)
i + di,iju

(l)
j

di,j
− di,ij

2di,j
Q

Cj

ij (H
x,u

(l)
ij

) − dj,ij

2di,j
QCi

ij (H
x,u

(l)
i

) + O(h3). (5.36)

Cette dernière égalité donne la réécriture de u(l)(xij) souhaitée.
Ensuite, pour approcher les quantités (xij − xij)T ∇xu

(l)(xij) et QΓij

ij (Hx,u(l)(xij)), des développe-
ments de Taylor, des arguments de consistances comparables et la formule du point milieux, permettent
de déduire

(xij − xij)T∇xu
(l)(xij)

= (xij − xij)T∇xu
(l)(xi) + (xij − xij)THx,u(l)(xi) (xij − xi) + O(h3),

= (xij − xij)T
( 1

|Ci|

∫
Ci

∇xu
(l)dx

)
+ (xij − xij)TH

x,u
(l)
i

(xij − xi) + O(h3), (5.37)

Q
Γij

ij (Hx,u(l)(xij)) = Q
Γij

ij (H
x,u

(l)
i

) + O(h3). (5.38)

L’utilisation des estimations (5.36), (5.37) et (5.38) dans le membre de droite de (5.34) permet de
déduire la réécriture de l’égalité (5.34) attendue. En s’appuyant sur l’expression de la forme linéaire
Lij définie par (5.19), et comme |Γij | = O(h), cette réécriture est donnée par∫

Γij

u(l) (x (ξ))nij dξ = |Γij |(xij − xij)T
( 1

|Ci|

∫
Ci

∇xu
(l)dx

)
nij

+ |Γij |
(dj,iju

(l)
i + di,iju

(l)
j

di,j
+ Lij(H

x,u
(l)
i

)
)
nij + O(h4).

Puisque l’égalité (aTb)c = (caT)b est satisfaite pour tout vecteur (a, b, c) de (R2)3, l’estimation ci-dessus
se réécrit également sous la forme∫

Γij

u(l) (x (ξ))nij dξ = |Γij |nij(xij − xij)T
( 1

|Ci|

∫
Ci

∇xu
(l)dx

)

+ |Γij |
(dj,iju

(l)
i + di,iju

(l)
j

di,j
+ Lij(H

x,u
(l)
i

)
)
nij + O(h4).
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En introduisant le résultat ci-dessus dans l’égalité (5.33) et en utilisant la définition des matrices Mi

données par (5.21), il suit

Mi

( 1
|Ci|

∫
Ci

∇xu
(l)dx

)
=

∑
j∈N (i)

(dj,iju
(l)
i + di,iju

(l)
j

di,j
+ Lij(H

x,u
(l)
i

)
)( |Γij |

|Ci|
nij

)
+ O(h2). (5.39)

Par hypothèse du maillage admissible, M−1
i existe et elle satisfait M−1

i = O(1). Par conséquent, en
multipliant à gauche l’équation (5.39) par M−1

i , on en déduit le résultat (5.31b) relatif aux gradients
discrets du second ordre.

Concernant les gradients discrets du premier ordre (5.31a), d’après les définitions (5.19) et (5.23a),
il est clair que Lij et bij vérifient respectivement

Lij = O(h2), bij = O(h−1).

L’utilisation des estimations ci-dessus dans l’expression (5.31b) donne le résultat attendu quant aux
gradients discrets du premier ordre (5.31a) ce qui conclut la preuve.

Pour une séquence (ui)i∈T donnée, le lemme ci-dessus propose dans (5.31a) des gradients discrets
locaux, linéaires, explicites, sans technique de limitation additionnelle et qui sont consistants au premier
ordre.

Les gradients discrets (5.31a) sont des versions dégradées des approximations du second ordre
données par (5.31b). Ces approximations du second ordre demandent la connaissance des matrices
hessiennes discrètes (Hx,ui)i∈T et la définition de ces objets est maintenant détaillée.

5.2.3 Matrices hessiennes discrètes du premier ordre

Cette section s’intéresse à l’approximation de la matrice hessienne d’une fonction régulière u donnée.
Le premier résultat est une équation linéaire vérifiée par la quantitéHx,ui qui désigne une approximation
consistante d’ordre un.

Lemme 5.2.3.1. Soit T un maillage admissible qui vérifie la Définition 5.2.1. Pour une fonction
régulière u : R2 → Rm donnée, notons Hx,ui dans M2m,2(R) une approximation consistante au premier
ordre de la matrice hessienne de u à la cellule Ci. Considérons ensuite la séquence (ui)i∈T , les distances
d, les vecteurs b et les formes linéaires L respectivement définis dans (5.30). (5.17), (5.23a) et (5.19).
En utilisant les conventions d’écritures de Lij(Hx,ui) et des sommes doubles respectivement énoncées
dans (5.20b) et dans (5.25), Hx,ui vérifie

Hx,ui −
∑

(j,r)∈N (i,i)

dj,ij

di,j
Lir(Hx,ui)birb

T
ij −

∑
(j,p)∈N (i,j)

di,ij

di,j
Ljp(Hx,ui)bjpb

T
ij

=
∑

(j,r)∈N (i,i)

dj,ij

di,j

dr,irui + di,irur

di,r
birb

T
ij +

∑
(j,p)∈N (i,j)

di,ij

di,j

dp,jpuj + dj,jpup

dj,p
bjpb

T
ij , ∀i ∈ T . (5.40)

Démonstration. Pour x dans R2, et en notant u(l)(x) la l-ième composante du vecteur u(x), l’application
directe du Théorème de Green-Gauss donne

1
|Ci|

∫
Ci

∂xµ∂xνu
(l) (x) dx = 1

|Ci|
∑

j∈N (i)

∫
Γij

∂xνu
(l) (x(ξ)) dξnijµ, ∀(µ, ν) ∈ {1, 2}2 .

En utilisant la notation de la matrice hessienne de u(l) définie dans (5.32b), les quatre égalités ci-dessus
se récrivent dans M2,2(R) de la manière suivante :

1
|Ci|

∫
Ci

Hx,u(l)(x) dx = 1
|Ci|

∑
j∈N (i)

( ∫
Γij

∇xu
(l)(x(ξ)) dξ

)
nT

ij . (5.41)
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Comme |Γij |d(xij , xij) = O(h2), un développement de Taylor autour de xij permet d’écrire∫
Γij

∇xu
(l) (x(ξ)) dξ = |Γij |

(
∇xu

(l) (xij) +Hx,u(l)(xij) (xij − xij)
)

+ O(h3).

= |Γij |∇xu
(l)(xij) + |Γij |

( 1
|Ci|

∫
Ci

Hx,u(l)(x) dx
)

(xij − xij) + O(h3).

En introduisant l’égalité ci-dessus dans l’égalité (5.41), il suit dans M2,2(R)( 1
|Ci|

∫
Ci

Hx,u(l)(x) dx
)(
I2 − 1

|Ci|
∑

j∈N (⟩)
|Γij | (xij − xij)nT

ij

)
= 1

|Ci|
∑

j∈N (i)
|Γij |∇xu

(l)(xij)nT
ij + O(h).

Comme le maillage T vérifie la Définition 5.2.1-i), il est possible d’utiliser les matrices Mi et les vecteurs
(bij)j∈N (i) respectivement donnés dans (5.21) et dans (5.23a). Avec ces quantités, l’équation ci-dessus
posée dans M2,2(R) se reformule( 1

|Ci|

∫
Ci

Hx,u(l)(x) dx
)
MT

i =
∑

j∈N (i)
|Γij |∇xu

(l)(xij)(Mibij)T + O(h).

Par hypothèse (5.22), M−1
i existe et d’après (5.22), elle vérifie M−1

i = O(1). Par conséquent, en
multipliant à droite l’équation ci-dessus par M−T

i , il suit

1
|Ci|

∫
Ci

Hx,u(l)(x) dx =
∑

j∈N (i)
|Γij |∇xu

(l)(xij)bT
ij + O(h). (5.42)

Il est désormais nécessaire de récrire ∇xu
(l)(xij) avec des approximations consistantes définies à l’aide

de la séquence (ui)i∈T . En considérant les gradients discrets du second ordre donnés dans (5.31b), des
développements de Taylor usuels permettent de déduire

∇xu
(l) (xij) =

di,ij∇xu
(l)
j

O2
+ dj,ij∇xu

(l)
i

O2

di,j
+ O(h2).

Ainsi, en utilisant la convention d’écriture des sommes doubles énoncée dans (5.25) et puisque bT
ij =

O(h−1), l’équation (5.42) se lit

1
|Ci|

∫
Ci

Hx,u(l)(x)dx =
∑

j∈N (i)

dj,ij∇xu
(l)
i

O2
+ di,ij∇xu

(l)
j

O2

di,j
bT

ij + O (h) ,

=
∑

(j,r)∈N (i,i)

dj,ij

di,j

(dr,iru
(l)
i + di,iru

(l)
r

di,r
+ Lir(H

x,u
(l)
i

)
)
birb

T
ij

+
∑

(j,p)∈N (i,j)

di,ij

di,j

(dp,jpu
(l)
j + dj,jpu

(l)
p

dj,p
+ Ljp(H

x,u
(l)
j

)
)
bjpb

T
ij + O(h).

(5.43)

D’après l’hypothèse du Lemme 5.2.2.1, les quantités (H
x,u

(l)
α

)α∈{i,j} dans l’équation ci-dessus sont
consistantes au premier ordre avec la matrice hessienne de u. De plus, il est clair que la forme li-
néaire L définie par (5.19) est d’ordre O(h2). En conséquence, il suit

L·(Hx,u
(l)
α

) = L·
( 1

|Ci|

∫
Ci

Hx,u(l)(x)dx
)

+ O(h3), ∀α ∈ {i, j} .

Puisque l’introduction de l’estimation ci-dessus dans l’équation (5.43) permet de déduire le résultat
(5.40), ceci termine la preuve.
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Avec la convention d’écriture de Lij(Hx,ui) donnée dans (5.20b), l’équation (5.40) s’identifie à
l’équation (5.24) qui par hypothèse de maillage admissible admet une unique solution. Par conséquent,
d’après le lemme ci-dessus, l’équation (5.40) définit une approximation de la matrice hessienne de u.
Cette approximation est consistante au premier ordre sur maillage admissible quelconque et d’après
l’expression (5.27), elle dégénère vers une approximation du second ordre sur grilles cartésiennes.

En s’appuyant sur la linéarité de l’équation (5.40), il est maintenant possible de proposer une expres-
sion des matrices hessiennes discrètes (Hx,ui)i∈T . Cette expression ainsi qu’une propriété additionnelle
sont maintenant établies.

Lemme 5.2.3.2 (Matrices hessiennes discrètes). Soit T un maillage admissible qui vérifie la Défi-
nition 5.2.1. Pour une fonction régulière u : R2 → Rm donnée, considérons la séquence (Hx,ui)i∈T
dans M2m,2(R) définie par l’équation (5.40). Pour chaque cellule Ci dans T définie par ses interfaces
orientées (Γij)j∈N (i), les assertions suivantes sont vérifiées.
i) Pour chaque couple (Ci,Γij) fixé, il existe deux séquences de matrices (Bir,ij)r∈N (i) et

(Bjp,ij)p∈N (j) toutes deux dans M2,2(R) et telles que

Hx,ui =
∑

(j,r)∈N (i,i)

dr,irui + di,irur

di,r
Bir,ij +

∑
(j,p)∈N (i,j)

dp,jpuj + dj,jpup

dj,p
Bjp,ij , ∀i ∈ T , (5.44)

ii) Pour chaque couple (Ci,Γij) fixé, les séquences de matrices (Bir,ij)r∈N (i) et (Bjp,ij)p∈N (j) ne
dépendent que de la géométrie du maillage T et elles vérifient de plus∑

r∈N (α)
Bαr,ij = 0, ∀α ∈ {i, j} . (5.45)

iii) Pour Q : M2,2(R) → R une forme linéaire quelconque, la convention d’écriture de Q(Hx,ui)
définie par (5.20a) et appliquée à l’expression (5.44) se lit dans Rm

Q(Hx,ui) =
∑

(j,r)∈N (i,i)

dr,irui + di,irur

di,r
Q(Bir,ij) +

∑
(j,p)∈N (i,j)

dp,jpuj + dj,jpup

dj,p
Q(Bjp,ij). (5.46)

Démonstration. Pour montrer l’assertion i), il est d’abord nécessaire de reformuler l’équation (5.40).
Pour une cellule Ci donnée et d’après cette équation, la matrice hessienne discrète de la l-ième com-
posante de u satisfait dans M2,2(R)

H
x,u

(l)
i

−
∑

(j,r)∈N (i,i)

dj,ij

di,j
Lir(H

x,u
(l)
i

)birb
T
ij −

∑
(j,p)∈N (i,j)

di,ij

di,j
Ljp(H

x,u
(l)
i

)bjpb
T
ij

=
∑

(j,r)∈N (i,i)

dj,ij

di,j

dr,iru
(l)
i + di,iru

(l)
r

di,r
birb

T
ij +

∑
(j,p)∈N (i,j)

di,ij

di,j

dp,jpu
(l)
j + dj,jpu

(l)
p

dj,p
bjpb

T
ij . (5.47)

Comme Lij défini dans (5.19) est une forme linéaire, il existe des réels (Lij,µν)µ,ν∈{1,2}2 tels que

Lij(A) =
∑

(µ,ν)∈{1,2}2

Lij,µνAµ,ν , ∀A ∈ M2,2(R).

Par conséquent, l’équation (5.47) d’inconnus réels (∂xµxνu
(l)

i
)(µ,ν)∈{1,2}2 se réécrit

H
x,u

(l)
i

−
∑

µ,ν∈{1,2}2

( ∑
(j,r)∈N (i,i)

dj,ij

di,j
Lir,µνbirb

T
ij +

∑
(j,p)∈N (i,j)

di,ij

di,j
Ljp,µνbjpb

T
ij

)
∂xµxνu

(l)
i
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=
∑

(j,r)∈N (i,i)

dj,ij

di,j

dr,iru
(l)
i + di,iru

(l)
r

di,r
birb

T
ij +

∑
(j,p)∈N (i,j)

di,ij

di,j

dp,jpu
(l)
j + dj,jpu

(l)
p

dj,p
bjpb

T
ij . (5.48)

L’équation ci-dessus est linéaire et elle impose une égalité dans M2,2(R). Par conséquent, cette équation
est équivalente à la résolution d’un système linéaire de taille quatre et l’objectif est maintenant d’exhiber
ce système. Pour ce faire, plusieurs notations et définitions sont introduites.

La première définition concerne une application Φ : M2,2(R) → R4 telle que

Φ :
M2,2(R) → R4,(

a11 a12
a21 a22

)
7→ (a11, a12, a21, a22)T.

(5.49)

D’après son expression ci-dessus, il est clair que Φ est linéaire, bijective et elle permet la notation
X

(l)
i = Φ(H

x,u
(l)
i

) dans R4. En s’appuyant sur la bijectivité de Φ et par abus de notation sur les indices

(µ, ν) dans {1, 2}2, la convention d’écriture suivante est adoptée :

(l1, l2, l3, l4) =
(
11, 12, 21, 22

)
. (5.50)

Enfin, des matrices Ai,µν dans M2,2(R) sont considérées et elles sont données par

Ai,µν =
∑

(j,r)∈N (i,i)

dj,ij

di,j
Lir,µνbirb

T
ij +

∑
(j,p)∈N (i,j)

di,ij

di,j
Ljp,µνbjpb

T
ij .

Avec les matrices ci-dessus et les notations (lk)k∈{1,...,4}, l’application de la fonction Φ définie par
(5.49) à l’équation (5.48) donne dans R4

∑
(j,r)∈N (i,i)

dj,ij

di,j

dr,iru
(l)
i + di,iru

(l)
r

di,r
Φ
(
birb

T
ij

)
+

∑
(j,p)∈N (i,j)

di,ij

di,j

dp,jpu
(l)
j + dj,jpu

(l)
p

dj,p
Φ
(
bjpb

T
ij

)

= X
(l)
i −

∑
µ,ν∈{1,2}2

Φ
(
Ai,µν

)
∂xµxνu

(l)
i ,

= X
(l)
i −

4∑
k=1

Φ
(
Ai,lk

)(
X

(l)
i

)
k
.

En définissant une matrice Ai dans M4,4(R) telle que sa k-ième colonne est donnée par Φ
(
Ai,lk

)
, et en

notant I4 la matrice identité de taille quatre, on en déduit que l’équation (5.48) est équivalente à

(
I4 − Ai

)
X

(l)
i =

∑
(j,m)∈N (i,i)

dj,ij

di,j

dm,imu
(l)
i + di,imu

(l)
m

di,m
Φ
(
bimb

T
ij

)
+

∑
(j,p)∈N (i,j)

di,ij

di,j

dp,jpu
(l)
j + dj,jpu

(l)
p

dj,p
Φ
(
bjpb

T
ij

)
. (5.51)

Comme l’équation ci-dessus est une réécriture équivalente de l’équation (5.24) qui admet, par hypothèse
de maillage admissible, une unique solution, la matrice I4 − Ai est nécessairement inversible. Par
conséquent il suit

X
(l)
i =

∑
(j,r)∈N (i,i)

dj,ij

di,j

dr,iru
(l)
i + di,iru

(l)
r

di,r
(I4 − Ai)−1Φ

(
birb

T
ij

)
+

∑
(j,p)∈N (i,j)

di,ij

di,j

dp,jpu
(l)
j + dj,jpu

(l)
p

dj,p
(I4 − Ai)−1Φ

(
bjpb

T
ij

)
.

(5.52)
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Pour montrer l’assertion i) avec cette dernière expression, et comme Φ est bijective, il est suffisant de
définir

Bir,ij = Φ−1((I4 − Ai)−1Φ
(
birb

T
ij

))
, Bjp,ij = Φ−1((I4 − Ai)−1Φ

(
bjpb

T
ij

))
. (5.53)

Concernant l’assertion ii) et d’après la définition ci-dessus, il est clair que les matrices B·,ij ne
dépendent que la géométrie du maillage. Pour la propriété (5.45), par linéarité de Φ−1 puis de Φ, il
suit immédiatement ∑

r∈N (α)
Bαr,ij =

∑
r∈N (α)

Φ−1((I4 − Ai)−1Φ
(
bαrb

T
ij

))
,

= Φ−1( ∑
r∈N (α)

(I4 − Ai)−1Φ
(
bαrb

T
ij

))
,

= Φ−1((I4 − Ai)−1Φ
( ∑

r∈N (α)
bαrb

T
ij

))
, ∀α ∈ {i, j} . (5.54)

D’après la définition de maillages admissible donnée en Section 5.2.1, Définition 5.2.1-i), les vecteurs
(bαr)r∈N (α) vérifient ∑

r∈N (α)
bαr = 0, ∀α ∈ {i, j} . (5.55)

L’utilisation de cette dernière égalité dans l’équation (5.54) permet de déduire le résultat (5.45).
L’assertion iii) est immédiate en appliquant la convention d’écriture (5.20a) à Q(Hx,ui) avec Hx,ui

donné par (5.44), puis en utilisant la linéarité de Q. Ces derniers arguments concluent la démonstration.

D’après la démonstration ci-dessus, la condition d’unicité de la Définition 5.2.1-ii) est équivalente
à l’existence de la matrice (I4 − Ai)−1 définie par l’équation (5.51).. Par construction, la matrice Ai ne
dépend que des géométries voisines à Ci et les égalités (5.26) permettent de déduire que cette matrice est
nulle dans le cas d’une grille cartésienne uniforme. Par conséquent, la matrice Ai est une quantification
de l’anisotropie des cellules. L’ensemble des maillages T pour lesquels I4 − Ai est inversible pour toute
cellule Ci est visiblement plus vaste que l’ensemble des grilles cartésienne de R2.

Lorsque l’existence de (I4 − Ai)−1 est vérifiée, le Lemme 5.2.3.2 donne dans (5.44) une expression
des matrices hessiennes discrètes. Pour être mise en œuvre, cette expression nécessite néanmoins la
connaissance des matrices B·,ij dans M2,2(R) et définies par (5.53). Seule une expression symbolique de
ces matrices est donnée dans (5.53) mais la preuve du Lemme 5.2.3.2 est une stratégie de programmation
possible.

Les gradients discrets (5.31) et les matrices hessiennes discrètes (5.44) sont linéaires, locaux, consis-
tants et ils ne nécessitent pas de technique de limitation additionnelle. Ces quantités discrètes sont
obtenues à l’aide du Théorème de Green-Gauss puis par des reformulations consistantes des dévelop-
pements de Taylor. De tels stratégies sont par exemple évoquées dans [28, 201] mais l’originalité des
méthodes proposées tient à leurs formulations locales.

Ces formulations sont définies à l’aide des vecteurs (bir)r∈N (i) et des matrices (Bαr,ij)(α,r)∈{i,j}×N (α)
et leur intérêt est double. D’abord, (bir)r∈N (i) et (Bαr,ij)(α,r)∈{i,j}×N (α) vérifient respectivement les
propriétés (5.55) et (5.45) qui sont utilisables pour des démonstrations théoriques. Ensuite, sur un
plan pratique, une méthode locale est en général plus simple à programmer que des méthodes globales
qui couplent toutes les quantités ui.

La première application directe des résultats (5.31) et (5.44) sont les approximations des dérivées
des fonctions de flux f1 et f2.

5.2.4 Gradients et matrices hessiennes discrets des fonctions de flux

En notant r dans {1, 2} et en considérant une fonction de flux régulière fr : Rm → Rm, cette section
présente des approximations consistantes des dérivées de la fonction composée fr(u) : R2 → Rm.
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D’abord, la matrice jacobienne de u 7→ fr(u) est notée ∇fr(u) dans Mm,m(R). La l-ième compo-
sante de fr est notée f (l)

r et la matrice hessienne de u 7→ f
(l)
r (u) est notée H

f
(l)
r

dans Mm,m(R). Cette
matrice hessienne est définie par ses coefficients

(
H

f
(l)
r

)µ,ν qui s’écrivent

(
H

f
(l)
r

)
µ,ν

= ∂2f
(l)
r

∂uµ∂uν
, ∀(r, l, µ, ν) ∈ {1, 2} × {1, ...,m}3 . (5.56)

Ensuite, pour x dans R2, les gradients discrets du premier et du second ordre de la fonction
x 7→ fr(u(x)) sont chacun désignés par un exposant Ok pour k dans {1, 2}. Ils s’écrivent dans M2m,1(R)
de la manière suivante :

∇xfr(u)Ok

i =
(
∂x1fr(u)Ok

i ∂x2fr(u)Ok

i

)T
, ∀i ∈ T . (5.57)

Les matrices hessiennes discrètes du premier ordre de x 7→ fr(u(x)) sont notées Hx,fr,i
dans M2m,2(R)

et sont telles que

Hx,fr(u)i
=
(
∂x1x1fr(u)i ∂x1x2fr(u)i

∂x2x1fr(u)i ∂x2x2fr(u)i

)
, ∀i ∈ T . (5.58)

Enfin, les notations des gradients discrets et des matrices hessiennes discrètes de u définies dans la
section 5.2.2 sont conservées et par conséquent ces objets se lisent respectivement

∇xui
Ok =

(
∂x1u

Ok
i ∂x2u

Ok
i

)T
∈ M2m,1(R),

Hx,ui =
(
∂x1x1ui ∂x1x2ui

∂x2x1ui ∂x2x2ui

)
∈ M2m,2(R).

(5.59a)

(5.59b)

En considérant que les quantités ∇xui
Ok et Hx,ui écrites ci-dessus sont respectivement données par

(5.31) et par (5.44), des expressions de ∇xfr(u)Ok

i et de Hx,fr(u)i
sont maintenant établies.

Lemme 5.2.4.1 (Gradient et matrice hessienne discrets des fonctions de flux). Soit T un maillage
admissible qui vérifie la Définition 5.2.1. Pour une fonction régulière u : R2 → Rm donnée, considérons
les trois séquences (ui)i∈T , (∇xui

Ok)i∈T et (Hx,ui)i∈T respectivement dans Rm, M2m,1(R) et dans
M2m,2(R) et respectivement définies par (5.30), (5.31) et par (5.44). Pour deux fonctions de flux
régulières f1, f2 : Rm → Rm données et pour chaque cellule Ci dans T , les assertions suivantes sont
vérifiées.
i) Un gradient discret de x 7→ fr(u(x)) d’ordre k est donné par

∂xµfr(u)Ok

i
= ∇fr(ui)∂xµu

Ok

i
∀(i, r, µ, k) ∈ T × {1, 2}3 , (5.60)

ii) En considérant la séquence de matrices (H
f

(l)
r

)l∈{1,...,m} dans Mm,m(R) et définie par (5.56), une
matrice hessienne discrète d’ordre un de x 7→ fr(u(x)) s’écrit

∂xµxνfr(u)
i

=
(
(∂xµu

O1
i

)TH
f

(1)
l

(ui)∂xνu
O1
i , ..., (∂xµu

O1
i

)TH
f

(m)
r

(ui)∂xνu
O1
i

)T

+ ∇fr(ui)∂xµxνui
, ∀(i, r, µ, ν) ∈ T × {1, 2}3 .

(5.61)

Démonstration. Concernant l’assertion i), la règle des dérivations composées et la formule du point
milieux permettent d’écrire pour tout µ dans {1, 2}

1
|Ci|

∫
Ci

∂xµfr
(
u(x)

)
dx = 1

|Ci|

∫
Ci

∇fr
(
u(x)

)
∂xµu(x) dx,

= ∇fr
(
u(xi)

)( 1
|Ci|

∫
Ci

∂xµu(x) dx
)

+ O(h2),

= ∇fr
(
ui
)( 1

|Ci|

∫
Ci

∂xµu(x) dx
)

+ O(h2).
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Comme les gradients discrets ∂xµu
Ok

i
donnés par (5.31) sont consistants à l’ordre k, le résultat (5.60)

se déduit de l’égalité ci-dessus.
Pour montrer l’assertion ii), en utilisant la règle des dérivations composées, il suit pour tout (µ, ν)

dans {1, 2}2

1
|Ci|

∫
Ci

∂xµxνfr(u) dx = 1
|Ci|

∫
Ci

∂xµ (∇fr(u)∂xνu) dx,

= 1
|Ci|

∫
Ci

(
∂xµu

TH
f

(1)
r

(u)∂xνu, ..., ∂xµu
TH

f
(m)
r

(u)∂xνu
)T

dx

+ 1
|Ci|

∫
Ci

∇fr(u)∂xµxνu dx.

(5.62)

Puisque les matries hessiennes discrètes Hx,ui définies dans (5.44) sont consistantes au premier ordre,
il est possible d’écrire

1
|Ci|

∫
Ci

∇fr
(
u(x)

)
∂xµxνu(x) dx = ∇fr

(
u(xi)

)( 1
|Ci|

∫
Ci

∂xµxνu(x) dx
)

+ O(h2),

= ∇fr
(
ui
)
∂xµxνui

+ O(h). (5.63)

De plus, la consistance d’ordre un des gradients discrets ∇xui
O1 définis dans (5.31a) donne pour tout

l dans {1, ...,m}

1
|Ci|

∫
Ci

∂xµu
TH

f
(l)
r

(u)∂xνu dx = (∂xµu
O1
i

)T
( 1

|Ci|

∫
Ci

H
f

(l)
r

(u) dx
)
∂xνu

O1
i + O(h),

= (∂xµu
O1
i

)TH
f

(l)
r

(ui)∂xνu
O1
i + O(h).

L’introduction de l’estimation ci-dessus et de l’estimation (5.63) dans l’égalité (5.62) permet de déduire
le résultat (5.61) ce qui conclut la preuve.

Avec les approximations des dérivées établies dans cette section ainsi que dans les sections 5.2.2 et
5.2.3, il est désormais possible de proposer des flux numériques qui définissent des schémas du second
et du troisième ordre sur maillages non structurés bi-dimensionnels.

5.3 Schémas non limités d’ordre deux et trois

5.3.1 Définitions et notations

Cette section propose des schémas numériques du second et du troisième ordre définis sur maillage
non structurés bi-dimensionnels. D’après la Définition 5.1.5.1 qui introduit la méthode des volumes
finis, de tels schémas sont entièrement définis par la donnée de deux flux numériques distincts. Ces
flux numériques sont respectivement notés FO2

ij et FO3
ij dans Rm et les schémas associés s’écrivent

wn+1
i = wn

i − ∆t
|Ci|

∑
j∈N (i)

|Γij |FOk
ij , ∀(i, k) ∈ T × {2, 3} . (5.64)

Pour k dans {2, 3} et pour un doublet
(
FOk

ij , A
Ok
ij

)
dans (Rm)2 complété pour un réel λ > 0 donné,

les flux numériques d’ordre élevé considérés sont de la forme

FOk
ij = FOk

ij − λ

2 (wn
j − wn

i ) +AOk
ij di,j . (5.65)

Ces flux numériques généralisent au cas des maillages non structurés les flux numériques (4.55) proposés
dans le cadre d’une dimension d’espace. Ils se composent tout d’abord de la quantité FOk

ij qui doit
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assurer une discrétisation d’ordre k des intégrales des fonctions de flux f1 et f2. Ensuite, et pour ne
pas dégrader cet ordre, la quantité −λ

2 (wn
j − wn

i ) + AOk
ij di,j doit être un résidu de la forme O(hk)

avec h = maxij∈E di,j . Enfin, les choix retenus pour le doublet
(
FOk

ij , A
Ok
ij

)
doivent assurer le caractère

conservatif du flux numérique (5.65) ce qui s’écrit

FOk
ij = −FOk

ji . (5.66)

D’après la Définition 5.1.5.1-i), l’expression ci-dessus est nécessaire à la propriété de conservation.
Ainsi, et à partir de la définition du flux numérique FOk

ij donnée par (5.65), l’objectif est désormais
de déterminer les quantités FOk

ij et AOk
ij selon les conditions

FOk
ij = − FOk

ji , AOk
ij = −AOk

ji ,

FOk
ij = 1

|Γij |

∫
Γij

(
f1
(
w(x(ξ)), tn

)
nij1 + f2

(
w(x(ξ), tn

)
nij2

)
dξ + O(hk),

AOk
ij di,j = λ

2 (wn
j − wn

i ) + O(hk).

(5.67a)

(5.67b)

(5.67c)

Les égalités (5.67a) sont imposées car elles assurent le caractère conservatif (5.66). Les estimations
(5.67b)-(5.67c) sont retenues car elles garantissent l’ordre formel des schémas tel que donné dans la
Définition 5.1.5.1-iii). Ainsi, un flux numérique (5.65) qui satisfait les conditions (5.67) donne un
schéma numérique (5.64) conservatif et formellement d’ordre k.

La prochaine section concerne une définition de FOk
ij qui satisfait les conditions (5.67a)-(5.67b).

5.3.2 Discrétisation des intégrales des fonctions de flux

Cette section est consacrée à une expression de la quantités FOk
ij dans Rm utilisée pour les flux

numérique FOk
ij définis dans (5.65). Pour assurer l’ordre des schémas, cette quantité FOk

ij doit satisfaire
l’estimation (5.67b). Une formulation possible est maintenant proposée.

Lemme 5.3.2.1 (Discrétisation des intégrales de flux de FOk
ij ). Soient T un maillage admissible qui vé-

rifie la Définition 5.2.1, une fonction régulière u : R2 → Rm et deux fonctions de flux régulières f1, f2 :
Rm → Rm. Considérons les séquences (ui)i∈T , (∇xfr(u)Ok

i )(i,r)∈T ×{1,2} et (Hx,fr(u)i
))(i,r)∈T ×{1,2} res-

pectivement dans Rm, M2m,1(R) et dans M2m,2(R) et respectivement définies par (5.30), (5.60) et par
(5.61).

Pour une interface orientée Γij fixée, considérons ensuite les distances d, les formes linéaires
(Qα

ij)α∈{Ci,Cj ,Γij} respectivement données par (5.17), (5.18) ainsi que Hx,fr(u)ij
dans M2m,2(R) défini

de la manière suivante :

Hx,fr(u)ij
=
dj,ijHx,fr(u)i

+ di,ijHx,fr(u)j

di,j
, ∀r ∈ {1, 2} . (5.68)

Pour (FOk
ij,r)r∈{1,2} dans Rm, considérons enfin FOk

ij sous la forme

FOk
ij = FOk

ij,1nij1 + FOk
ij,2nij2. (5.69)

En notant (FOk
ij,r)(l) la l-ième composante du vecteur FOk

ij,r, les trois assertions suivantes sont vérifiées.
i) Si pour tout (l, r) dans {1, ...,m} × {1, 2}

(FO2
ij,r)(l) = dj,ijf

(l)
r (ui) + di,ijf

(l)
r (uj)

di,j
+ (xij − xij)Tdj,ij∇xf

(l)
r (u)

O1

i + di,ij∇xf
(l)
r (u)

O1

j

di,j
, (5.70)

alors
FO2

ij = 1
|Γij |

∫
Γij

(
f1
(
u(x(ξ))

)
nij1 + f2

(
u(x(ξ)

)
nij2

)
dξ + O(h2).
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ii) Si pour tout (l, r) dans {1, ...,m} × {1, 2}

(FO3
ij,r)(l) = dj,ijf

(l)
r (ui) + di,ijf

(l)
r (uj)

di,j
+ (xij − xij)Tdj,ij∇xf

(l)
r (u)i

O2
+ di,ij∇xf

(l)
r (u)j

O2

di,j

− di,ij

2di,j
Q

Cj

ij (H
x,f

(l)
r (u)ij

) − dj,ij

2di,j
QCi

ij (H
x,f

(l)
r (u)ij

) + 1
2Q

Γij

ij

(
H

x,f
(l)
r (u)ij

)
,

(5.71)
alors

FO3
ij = 1

|Γij |

∫
Γij

(
f1
(
u(x(ξ))

)
nij1 + f2

(
u(x(ξ)

)
nij2

)
dξ + O(h3).

iii) Si FOk
ij,r est donné par l’expression (5.71) ou par (5.70), alors FOk

ij est conservatif ce qui s’écrit

FOk
ij = −FOk

ji .

Démonstration. Pour x dans R2, et en notant f (l)
r
(
u(x)

)
la l-ième composante du vecteur fr

(
u(x)

)
,

le gradient et la matrice hessienne de x 7→ f
(l)
r (u(x)) respectivement dans R2 et dans M2,2(R) sont

donnés par
∇x
(
f (l)

r (u)
)
(x) =

(
∂x1

(
f

(l)
r (u)

)
(x) ∂x2

(
f

(l)
r (u)

)
(x)
)T

∈ R2,

H
x,f

(l)
r (u)(x) =

(
∂x1x1

(
f

(l)
r (u)

)
(x) ∂x1x2

(
f

(l)
r (u)

)
(x)

∂x2x1

(
f

(l)
r (u)

)
(x) ∂x2x2

(
f

(l)
r (u)

)
(x)

)
∈ M2,2(R).

Pour montrer l’assertion i), en utilisant la définition des formes linéaires (Qα
ij)α∈{Γij ,Ci,Cj} donnée dans

(5.18), des développements de Taylor de x 7→ f
(l)
r (u(x)) au voisinage de xij permettent d’écrire

1
|Γij |

∫
Γij

f (l)
r

(
u(x(ξ))

)
dξ

= 1
|Γij |

∫
Γij

(
f (l)

r

(
u(xij)

)
+ (x (ξ) − xij)T∇x

(
f (l)

r (u)
)
(xij)

)
dξ + 1

2Q
Γij

ij

(
H

x,f
(l)
r (u)(xij)

)
+ O(h3),

= f (l)
r

(
u(xij)

)
+ (xij − xij)T∇x

(
f (l)

r (u)
)
(xij) + 1

2Q
Γij

ij

(
H

x,f
(l)
r (u)(xij)

)
+ O(h3).

Tout d’abord, en considérant les approximations consistantes de H
x,f

(l)
r (u)(xij) données dans (5.68)

et comme QΓij

ij est d’ordre O(h2), l’estimation ci-dessus se récrit

1
|Γij |

∫
Γij

f (l)
r

(
u(x(ξ))

)
dξ = f (l)

r

(
u(xij)

)
+ (xij − xij)T∇x

(
f (l)

r (u)
)
(xij) + 1

2Q
Γij

ij

(
H

x,f
(l)
r (u)ij

)
+ O(h3).

(5.73)
Ensuite, en utilisant une nouvelle fois les approximations consistantes H

x,f
(l)
r (u)ij

énoncées dans
(5.68) ainsi que la séquence (ui) définie par (5.30), deux autres développements de Taylor donnent

f (l)
r (ui) = f (l)

r

(
u(xij)

)
+ (xi − xij)T∇x

(
f (l)

r (u)
)
(xij) + 1

2Q
Ci
ij (H

x,f
(l)
r (u)ij

) + O(h3),

f (l)
r (uj) = f (l)

r

(
u(xij)

)
+ (xj − xij)T∇x

(
f (l)

r (u)
)
(xij) + 1

2Q
Cj

ij (H
x,f

(l)
r (u)ij

) + O(h3).

(5.74a)

(5.74b)

En multipliant l’égalité (5.74a) (resp. (5.74b)) par dj,ij/di,j (resp. par di,ij/di,j) puis en sommant les
résultats, le terme multiplicatif de ∇x

(
f

(l)
r (u)

)
(xij) s’annule et il suit

f (l)
r

(
u(xij)

)
= dj,ijf

(l)
r (ui)i + di,ijf

(l)
r (uj)

di,j
− di,ij

2di,j
Q

Cj

ij (H
x,f

(l)
r (u)ij

) − dj,ij

2di,j
QCi

ij (H
x,f

(l)
r (u)ij

) + O(h3).

(5.75)
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Enfin, en utilisant une démarche analogue qui s’appuie sur les approximations du second ordre de
∇x
(
f

(l)
r (u)

)
(xij) définies par (5.60) et comme d(xij , xij) = O(h), on montre

(xij − xij)T∇x
(
f (l)

r (u)
)
(xij) = (xij − xij)Tdj,ij∇xf

(l)
r (u)

O2

i + di,ij∇xf
(l)
r (u)

O2

j

di,j
+ O(h3).

En insérant l’expression ci-dessus ainsi que le résultat intermédiaire (5.75) dans l’estimation (5.73), il
suit

1
|Γij |

∫
Γij

f (l)
r

(
u(x(ξ))

)
dξ = dj,ijf

(l)
r (ui) + di,ijf

(l)
r (uj)

di,j

+ (xij − xij)Tdj,ij∇xf
(l)
r (u)

O2

i + di,ij∇xf
(l)
r (u)

O2

j

di,j

− di,ij

2di,j
Q

Cj

ij (H
x,f

(l)
r (u)ij

) − dj,ij

2di,j
QCi

ij (H
x,f

(l)
r (u)ij

)

+ 1
2Q

Γij

ij

(
H

x,f
(l)
r (u)ij

)
+ O(h3).

La multiplication de l’égalité ci-dessus par nijr puis la sommation sur l’indice r, permet de déduire
l’assertion i).

Pour l’assertion ii), une démarche analogue qui néglige les termes d’ordre O(h3) au profit des
termes d’ordre O(h2) permet de déduire le résultat.

En ce qui concerne l’assertion iii), et comme nij = −nji, il est suffisant de montrer FOk
ji,r = FOk

ij,r

pour tout r dans {1, 2}. D’après les définitions des quantités xij , xij et des distances d données en
Section 5.2.1, il vient immédiatement

xij = xji, xij = xji, di,j = dj,i, dα,ij = dα,ji, ∀α ∈ {i, j} .

De plus, et d’après la définition donnée par (5.68), Hx,fr(u)ij
= Hx,fr(u)ji

. Par conséquent, en utilisant
l’expression de FO3

ij,r énoncée dans (5.71), il suit pour tout r dans {1, 2}

(FO3
ji )(l)

= di,jif
(l)
r (uj) + dj,jif

(l)
r (ui)

dj,i
+ (xji − xji)Tdi,ji∇xf

(l)
r (u)

O2

j + dj,ji∇xf
(l)
r (u)

O2

i

dj,i

− dj,ji

2dj,i
QCi

ji (H
x,f

(l)
r (u)ji

) − di,ji

2dj,i
Q

Cj

ji (H
x,f

(l)
r (u)ji

) + 1
2Q

Γji

ji

(
H

x,f
(l)
r (u)ji

)
,

= di,ijf
(l)
r (uj) + dj,ijf

(l)
r (ui)

di,j
+ (xij − xij)Tdi,ij∇xf

(l)
r (u)

O2

j + dj,ij∇xf
(l)
r (u)

O2

i

di,j

− dj,ij

2di,j
QCi

ij (H
x,f

(l)
r (u)ij

) − di,ij

2di,j
Q

Cj

ij (H
x,f

(l)
r (u)ij

) + 1
2Q

Γij

ij

(
H

x,f
(l)
r (u)ij

)
,

= (FO3
ij,r)(l).

Comme un calcul similaire peut être réalisé avec l’expression de FO2
ij,r définie par (5.70) ceci conclut la

preuve.

Les deux premières assertions du lemme ci-dessus donnent dans (5.70)-(5.71) des approximations
respectivement consistantes au ordre deux et trois des intégrales des fonctions de flux. D’après l’asser-
tion iii), ces approximations sont de plus conservatives. Ainsi, les expressions de FOk

ij proposées dans
(5.70) et dans (5.71) satisfont les critères (5.67a)-(5.67b).
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Pour terminer la définition des flux numériques de la forme (5.65), il est maintenant nécessaire de
proposer une expression des quantités AOk

ij .

5.3.3 Définitions des corrections dissipatives

Pour une interface orientée Γij donnée, et en considérant un flux numérique de la forme (5.65),
cette section concerne la définition des quantités AO2

ij et AO3
ij toutes deux dans Rm. Pour k dans {2, 3}

et d’après la section 5.3.1 qui définit les notations générales, ces quantités doivent être conservatives
ce qui s’écrit AOk

ij = −AOk
ji . Elles doivent également préserver l’ordre du schéma ce qui se traduit par

l’estimation
AOk

ij di,j = λ

2 (wn
j − wn

i ) + O(hk). (5.76)

L’estimation ci-dessus permet de déduire qu’une définition de AOk
ij s’appuie nécessairement sur des

gradients discrets et sur des matrices hessiennes discrètes. D’après la section 5.2.2. et pour u : R2 → Rm

une fonction régulière donnée, ces objets se lisent respectivement

∇xui
Ok =

(
∂x1u

Ok
i ∂x2u

Ok
i

)T
∈ M2m,1(R),

Hx,ui =
(
∂x1x1ui ∂x1x2ui

∂x2x1ui ∂x2x2ui

)
∈ M2m,2(R).

(5.77a)

(5.77b)

Le lemme ci-dessous donne une définition possible de AO2
ij qui utilise les gradients discrets du premier

ordre établis dans le Lemme 5.2.2.1.

Lemme 5.3.3.1 (Définition et propriétés de AO2
ij ). Soit T un maillage admissible qui vérifie la Défi-

nition 5.2.1. Pour une fonction régulière u : R2 → Rm donnée, considérons les deux séquences (ui)i∈T

et (∇xui
O1)i∈T respectivement dans Rm, M2m,1(R) et respectivement définies par (5.30), (5.31a).

Pour une interface orientée Γij donnée, considérons ΘO2
ij une matrice de Mm,m(R) bornée lorsque

h → 0 ainsi que des gradients discrets ∗∇xui,ij
O1, ∗∇xuj,ji

O1 dans
(
M2m,1(R)

)2, respectivement notés

∗∇xui,ij
O1 =

(∗
∂x1ui,ij

O1 ∗
∂x2ui,ij

O1
)T

et ∗∇xuj,ji
O1 =

(∗
∂x1uj,ji

O1 ∗
∂x2uj,ji

O1
)T

,

et chacun définis par
∗
∂xµui,ij

O1 = ΘO2
ij ∂xµu

O1
i

+ (Im − ΘO2
ij )∂xµu

O1
j
,

∗
∂xµuj,ji

O1 = ΘO2
ji ∂xµu

O1
j

+ (Im − ΘO2
ji )∂xµu

O1
i
, ∀µ ∈ {1, 2} .

(5.78a)

(5.78b)

Si la quantité AO2
ij dans Rm s’écrit

di,jA
O2
ij = λ

2

2∑
µ=1

(xj − xi)µ

dj,ij
∗
∂xµui,ij

O1 + di,ij
∗
∂xµuj,ji

O1

di,j
, (5.79)

alors
i) AO2

ij est conservatif, i.e AO2
ij = −AO2

ji .

ii) l’estimation suivante est vérifiée : −λ

2 (uj − ui) +AO2
ij di,j = O(h2).

Démonstration. La preuve de l’assertion i) s’obtient immédiatement en permutant les indices i et j
dans la définition de AO2

ij donnée par (5.79).
Concernant l’assertion ii), d’après le Lemme 5.2.2.1, les gradients discrets (∇xui

O1)i∈T donnés par
(5.31a) sont consistants au premier ordre. Comme la matrice ΘO2

ij est bornée, il suit
∗
∂xµui,ij

O1 = ΘO2
ij

(
∂xµu(xij) + O(h)

)
+ (Im − ΘO2

ij )
(
∂xµu(xij) + O(h)

)
,

= ∂xµu(xij) + O(h), ∀µ ∈ {1, 2} .
(5.80)
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Les mêmes arguments permettent également d’écrire
∗
∂xµuj,ji

O1 = ∂xµu(xij) + O(h), ∀µ ∈ {1, 2} .

Par conséquent, et puisque d(xi, xj) = O(h), on en déduit que AO2
ij donné par (5.79) vérifie

di,jA
O2
ij = λ

2

2∑
µ=1

(xj − xi)µ∂xµu(xij) + O(h2).

En utilisant l’estimation ci-dessus et un développement de Taylor de ui et de uj autour de xij , il est
alors possible d’écrire

−λ

2 (uj − ui) +AO2
ij di,j = − λ

2

2∑
µ=1

(xj − xi)µ∂xµu(xij) +AO2
ij di,j + O(h2),

= λ

2

2∑
µ=1

(xj − xi)µ
(

− ∂xµu(xij) + ∂xµu(xij)
)

+ O(h2),

= O(h2).

Comme cette dernière estimation correspond au résultat attendu, ceci conclut la preuve.

La quantité AO2
ij proposée dans (5.79) est l’analogue de (αn

i +αn
i+1)/2 défini dans (4.14) pour le cas

mono-dimensionnel. D’après les définitions (5.78)-(5.79), AO2
ij s’appuie sur des matrices (ΘO2

ij ,ΘO2
ji )

dans (Mm,m(R))2 définies relativement à une interface. Ce choix est retenu car il garanti la propriété
de conversation énoncée dans le Lemme 5.3.3.1-i).

Ainsi, pour une interface orientée Γij donnée, il est seulement nécessaire de définir ΘO2
ij puisque la

matrice ΘO2
ji se déduit par permutation des indices i et j. Ces deux matrices sont ensuite utilisées dans

(5.78) pour définir les gradients discrets ∗∇xui,ij
O1 et ∗∇xuj,ji

O1 qui sont tous deux des approximations
consistantes au premier ordre de ∇xu(xij). D’après la preuve du Lemme 5.3.3.1-ii), ces gradients
assurent l’estimation (5.76) à l’ordre O(h2).

Le lemme suivant propose une définition de AO3
ij qui étend ces considérations à l’ordre trois.

Lemme 5.3.3.2 (Définition et propriétés de AO3
ij ). Soit T un maillage admissible qui vérifie la Dé-

finition 5.2.1. Pour une fonction régulière u : R2 → Rm donnée, considérons les séquences (ui)i∈T ,
(∇xui

O2)i∈T et (Hx,ui)i∈T respectivement dans Rm, M2m,1(R) et dans M2m,2(R) et respectivement
définies par (5.30), (5.31b) et par (5.44).

Pour une interface orientée Γij fixée, et en considérant les distances d données par (5.17), notons
dans Rm

∂xµxνuij
=
dj,ij∂xµxνui

+ di,ij∂xµxνuj

di,j
, ∀(µ, ν) ∈ {1, 2}2 . (5.81)

Considérons ensuite ΘO3
ij une matrice de Mm,m(R) bornée lorsque h → 0 ainsi que des gradients

discrets ∗∇xui,ij
O2, ∗∇xuj,ji

O2 dans
(
M2m,1(R)

)2, respectivement notés

∗∇xui,ij
O2 =

(∗
∂x1ui,ij

O2 ∗
∂x2ui,ij

O2
)T

et ∗∇xuj,ji
O2 =

(∗
∂x1uj,ji

O2 ∗
∂x2uj,ji

O2
)T

,
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et chacun définis par

∗
∂xµui,ij

O2 = ΘO3
ij

(
∂xµu

O2
i

+
2∑

ν=1
∂xµxνuij

(xij − xi)ν

)

+ (Im − ΘO3
ij )
(
∂xµu

O2
j

+
2∑

ν=1
∂xµxνuij

(xij − xj)ν

)
,

∗
∂xµuj,ji

O2 = ΘO3
ji

(
∂xµu

O2
j

+
2∑

ν=1
∂xµxνuij

(xij − xj)ν

)

+ (Im − ΘO3
ji )
(
∂xµu

O2
i

+
2∑

ν=1
∂xµxνuij

(xij − xi)ν

)
, ∀µ ∈ {1, 2} .

(5.82a)

(5.82b)

Considérons de plus des matrices hessiennes discrètes ∗
Hx,ui,ij , ∗

Hx,uj,ji dans
(
M2m,2(R)

)2, respecti-
vement notées

∗
Hx,ui,ij =

(∗
∂x1x1ui,ij

∗
∂x1x2ui,ij

∗
∂x2x1ui,ij

∗
∂x2x2ui,ij

)
et ∗

Hx,uj,ji =
(∗
∂x1x1uj,ji

∗
∂x1x2uj,ji

∗
∂x2x1uj,ji

∗
∂x2x2uj,ji

)
,

et chacune définies par

∗
∂xµxνui,ij = ΘO3

ij ∂xµxνui
+ (Im − ΘO3

ij )∂xµxνuj
,

∗
∂xµxνuj,ji = ΘO3

ji ∂xµxνuj
+ (Im − ΘO3

ji )∂xµxνui
, ∀(µ, ν) ∈ {1, 2}2 .

(5.83a)

(5.83b)

Avec la convention d’écriture des formes linéaires (Qα
ij)α∈{Ci,Cj} donnée dans (5.20a) (voir aussi le

Lemme 5.2.3.2-iii)), si la quantité AO3
ij dans Rm s’écrit

di,jA
O3
ij = λ

2

2∑
µ=1

(xj − xi)µ

dj,ij
∗
∂xµui,ij

O2 + di,ij
∗
∂xµuj,ji

O2

di,j

+ λ

4Q
Cj

ij

(dj,ij
∗
Hx,ui,ij + di,ij

∗
Hx,uj,ji

di,j

)
− λ

4Q
Ci
ij

(dj,ij
∗
Hx,ui,ij + di,ij

∗
Hx,uj,ji

di,j

)
,

(5.84)

alors
i) AO3

ij est conservatif, i.e AO3
ij = −AO3

ji .

ii) l’estimation suivante est vérifiée : −λ

2 (uj − ui) +AO3
ij di,j = O(h3).

Démonstration. Pour l’assertion i), le résultat est immédiat en permutant les indices i et j puis en
remarquant que la quantité ∂xµxνuij

donnée dans (5.81) vérifie ∂xµxνuij
= ∂xµxνuji

.
En ce qui concerne l’assertion ii), la séquence (ui)i∈T donnée par (5.30) est pour rappel définie

comme suit :
ui = 1

|Ci|

∫
Ci

u(x) dx, ∀i ∈ T .

Par conséquent, et en utilisant la convention d’écriture des formes linéaires (Qα
ij)α∈{Ci,Cj} donnée dans

(5.20a), un développement de Taylor usuel autour de xij permet d’écrire

−λ

2 (uj − ui) = −λ

2

2∑
µ=1

(xj − xi)µ∂xµu(xij) − λ

4Q
Cj

ij

(
Hx,u(xij)

)
+ λ

4Q
Ci
ij

(
Hx,u(xij)

)
+ O(h3). (5.85)

Ainsi, l’objectif de la preuve est de montrer que di,jA
O3
ij compense la quantité ci dessus à un terme

d’erreur près de la forme O(h3).
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La première étape est de montrer la consistance des quantités ∗∇xui,ij
O2 et ∗∇xuj,ji

O2 définies
dans (5.78). En utilisant la consistance des gradients discrets (∇xui

O2)i∈T et des hessiennes discrètes
(Hx,ui)i∈T respectivement donnés par (5.31b) et par (5.44), il est possible d’écrire

∗
∂xµui,ij

O2

= ΘO3
ij

(
∂xµu

O2
i

+
2∑

ν=1
∂xµxνuij

(xij − xi)ν

)
+ (Im − ΘO3

ij )
(
∂xµu

O2
j

+
2∑

ν=1
∂xµxνuij

(xij − xj)ν

)
,

= ΘO3
ij

((
∂xµu(xi) + O(h2)

)
+

2∑
ν=1

(
∂xµxνu(xij) + O(h)

)
(xij − xi)ν

)
+ (Im − ΘO3

ij )
((
∂xµu(xj) + O(h2)

)
+

2∑
ν=1

(
∂xµxνu(xij) + O(h)

)
(xij − xj)ν

)
.

Puisque les matrices ΘO3
ij sont bornées et comme d(xα, xij) = O(h) pour tout α dans {i, j}, l’estimation

ci-dessus se reformule

∗
∂xµui,ij

O2 = ΘO3
ij

(
∂xµu(xi) +

2∑
ν=1

∂xµxνu(xij)(xij − xi)ν

)

+ (Im − ΘO3
ij )
(
∂xµu(xj) +

2∑
ν=1

∂xµxνu(xij)(xij − xj)ν

)
+ O(h2),

= ΘO3
ij ∂xµu(xij) + (Im − ΘO3

ij )∂xµu(xij) + O(h2),

= ∂xµu(xij) + O(h2).

Comme un calcul similaire montre que ∗
∂xµuj,ji

O2 = ∂xµu(xij) + O(h2) et que par ailleurs d(xi, xj) =
O(h), on en déduit une première estimation partielle de di,jA

O3
ij qui s’écrit

di,jA
O3
ij = λ

2

2∑
µ=1

(xj − xi)µ∂xµu(xij)

+ λ

4Q
Cj

ij

(dj,ij
∗
Hx,ui,ij + di,ij

∗
Hx,uj,ji

di,j

)
− λ

4Q
Ci
ij

(dj,ij
∗
Hx,ui,ij + di,ij

∗
Hx,uj,ji

di,j

)
+ O(h3). (5.86)

L’étape suivante consiste récrire les termes qui contiennent des formes linéaires Qα
ij dans l’expression

(5.86). D’après les définitions de ∗
Hx,ui,ij et ∗

Hx,uj,ji données dans (5.83) et comme les matrices ΘO3
ij

sont bornées, un calcul analogue à (5.80) (voir le Lemme 5.3.3.1) permet d’écrire
∗
∂xµxνui,ij = ∂xµxνu(xij) + O(h),

∗
∂xµxνuj,ji = ∂xµxνu(xij) + O(h), ∀(µ, ν) ∈ {1, 2}2 .

En utilisant les estimations ci-dessus, et comme Qα
ij est d’ordre O(h2), il suit

Qα
ij

(dj,ij
∗
Hx,ui,ij + di,ij

∗
Hx,uj,ji

di,j

)
= Qα

ij(Hx,u(xij)) + O(h3), ∀α ∈ {Ci, Cj} .

En introduisant cette dernière estimation dans le résultat intermédiaire (5.86), on en déduit que AO3
ij

vérifie

di,jA
O3
ij = λ

2

2∑
µ=1

(xj − xi)µ∂xµu(xij) + λ

4Q
Cj

ij

(
Hx,u(xij)

)
− λ

4Q
Ci
ij

(
Hx,u(xij)

)
+ O(h3).

En sommant cette expression à l’estimation de −λ(uj−ui)/2 donnée par (5.85), on en déduit le résultat
annoncé, ce qui conclut la preuve.
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Pour k dans {2, 3}, les Lemmes 5.3.3.1 et 5.3.3.2 définissent des expressions de AOk
ij conservatives

et qui satisfont la propriété de correction à l’ordre k rappelée dans (5.76). L’association de ces deux
lemmes aux résultats du Lemme 5.3.2.1 qui donnent dans (5.71) et dans (5.70), les expressions de
FOk

ij termine de définir les flux numériques FOk
ij de la forme (5.65). Par construction, les schémas

numériques obtenus sont sans limiteur de pente, respectivement du second et du troisième ordre et il
convient maintenant de détailler leurs propriétés de stabilité en spécifiant les matrices ΘOk

ij .

5.4 Stabilité entropique discrète
Cette section est consacrée aux propretés de stabilité entropique des schémas d’ordre deux et trois

définis dans les sections précédentes. L’objectif est de montrer que ces schémas satisfont une inégalité
d’entropie discrète globale de la forme

∑
i∈T

η(wn+1
i ) − η(wn

i )
∆t |Ci| ≤ 0.

Pour établir ce résultat, il est nécessaire de montrer que les corrections AO2
ij et AO3

ij respectivement
définies dans (5.79) et dans (5.84) sont dissipatives au sens de∫ 1

0

∑
ij∈E

∇2η
(
wn

i + s(wn
j − wn

i )
)(
wn

j − wn
i

)
·AOk

ij di,jds < 0, ∀k ∈ {2, 3} . (5.87)

L’inégalité ci-dessus est la version bi-dimensionnelle de l’inégalité (4.53) proposée dans le cas d’une
dimension d’espace. Par conséquent, une séquence (AOk

ij )ij∈E qui satisfait l’estimation

AOk
ij di,j = λ

2 (wn
j − wn

i ) + O(hk),

ainsi que l’inégalité (5.87) est une correction dissipative d’ordre k sur maillages non structurés. Cette
estimation et cette inégalité étendent la Définition 4.4.1 au cas de deux dimensions d’espace.

Puisque l’inégalité de dissipation (5.87) est globale, il faut maintenant s’assurer de la convergence
de son membre de gauche. L’approche la plus simple et qui assura également la convergence de toutes
les sommes dorénavant exposées est la notion de support compact étendu.

Définition 5.4.1 (Support compact étendu dans un ensemble). Pour d : (R2)2 → R+ une fonction de
distance quelconque de R2, notons B(0, R) la boule ouverte relativement à d, centrée en (0, 0)T et de
rayon R > 0. Soient A un ensemble quelconque, a dans A et (vi)i∈T une séquence à valeurs dans A.
La séquence (vi)i∈T est dite à support compact étendu dans A s’il existe un réel R > 0 fini tel que

∀Ci ∈ T si Ci /∈ B(0, R), alors vi = a. (5.88)

La notion de support compact étendu donnée dans la définition ci-dessus possède seulement un
intérêt pratique. Elle signifie formellement qu’au delà d’une certaine distance de (0, 0)T dans R2, la
séquence (wn

i )i∈Z est constante. Par conséquent, toute somme qui contient des termes de la forme
wj − wi est convergente ce qui est par exemple le cas du membre de gauche de l’inégalité (5.87).

De plus, et puisque les entropies η sont définies à une constante additive près, il est toujours possible
de choisir a dans (5.88) tel que

(
η(wn

i )
)

i∈T est à support compact. Par conséquent, cette notion de
support compact étendu assure également la convergence de la somme

∑
i∈T η(wn

i )|Ci|.
Ainsi, sauf si cela est nécessaire, la sommabilité des quantités proposées ne sera pas mentionnée.

Avec ce cadre fonctionnel, la prochaine section montre que l’inégalité (5.87) peut être satisfaite pour
le schéma du second ordre.
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5.4.1 Inégalité de dissipation associée aux corrections du second ordre

Cette section concerne les propriétés de dissipation des corrections AO2
ij définies par (5.79). Par

conséquent, l’objectif est de montrer que l’inégalité globale (5.87) avec k = 2 peut être satisfaite. Cette
inégalité se lit ∫ 1

0

∑
ij∈E

|Γij |∇2η
(
wn

i + s(wn
j − wn

i )
)(
wn

j − wn
i

)
·AO2

ij di,jds < 0. (5.89)

Par construction, et d’après le Lemme 5.3.3.1, les quantités AO2
ij dépendent linéairement des ma-

trices ΘO2
ij et des gradients discrets ∇xwn

i
O1 définis dans (5.31a). La démonstration de l’inégalité (5.89)

exploite cette dépendance linéaire et par conséquent, pour r dans N∗, il est utile de définir la fonction

DO1 :
(Rr)Card(T ) × {1, ...,Card(T )} → M2r,1(R)(

(vi)i∈T , α
)

7→
∑

l∈N (α)

dl,αlvα + dα,αlvl

dα,l
bαl.

(5.90)

L’expression ci-dessus permet d’écrire les gradients discrets ∇xwn
i

O1 définis dans (5.31a) de la manière
suivante :

∇xwn
i

O1 = DO1((wn
l )l∈T , i

)
, ∀i ∈ T .

La fonction DO1 définie par (5.90) dépend de la géométrie du maillage T mais comme cela ne porte pas
à confusion, cette dépendance est omise. De plus, pour un indice α fixé, il est clair que l’application
· 7→ DO1(·, α) est linéaire.

Avec cette fonction, le lemme qui suit établit l’existence de séquences (ΘO2
ij )ij∈E telles que l’inégalité

stricte globale (5.89) est satisfaite.

Lemme 5.4.1.1 (Existence de l’inégalité (5.89)). Soient T un maillage admissible qui vérifie la Défini-
tion 5.2.1, η une entropie strictement convexe de classe C2(Ω,R) et Kn un compact de Ω. Considérons
une séquence (wn

i )i∈T non constante, à valeurs et à support compact étendu dans Kn. Considérons
ensuite les distances d, les vecteurs b et la fonction DO1 respectivement définis dans (5.17), (5.23a) et
dans (5.90) puis pour une cellule Ci fixée notons

rn
il =

∫ 1

0
(1 − s)∇2η

(
wn

i + s(wn
l − wn

i )
)
(wn

l − wn
i ) · (wn

l − wn
i )ds,

= η(wn
l ) − η(wn

i ) − ∇η(wn
i ) · (wn

l − wn
i ),

DO1((rn
i,l)l∈T , α) = DO1(rn

i,α) ∈ R2

ζO2
i,j = (xj − xi)TDO1(rn

i,i) − (xj − xi)TDO1(rn
i,j).

(5.91a)

(5.91b)

(5.91c)

Supposons que (wn
i )i∈T est telle que

∑
i∈T

∑
j∈N (i)|Γij |

∣∣∣ζO2
i,j − ζO2

j,i

∣∣∣ ̸= 0. Pour chaque interface orientée
Γij, considérons enfin que les matrices ΘO2

ij qui définissent AO2
ij dans (5.79) s’écrivent

ΘO2
ij = θO2

ij Im, avec θO2
ij ∈ R.

Si, les réels θO2
ij sont tels que

θO2
ij = −θO2

ji = − κO2 sign(ζO2
i,j − ζO2

j,i ),

κO2 >

2 max
(
0,
∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |
di,j

(xj − xi)TDO1(dj,ijrn
i,j + di,ijrn

i,i)
)

∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |
∣∣∣ζO2

i,j − ζO2
j,i

∣∣∣ ,

(5.92a)

(5.92b)

alors l’inégalité de dissipation associée aux corrections (AO2
ij )ij∈E donnée par (5.89) est satisfaite.
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Démonstration. La preuve de l’implication annoncée repose sur une réécriture du membre de gauche
de l’expression (5.89).

D’après le Lemme 5.3.3.1-i), AO2
ij vérifie l’égalité de conservation AO2

ij = −AO2
ji et par conséquent,

une intégration par parties discrète telle que décrite dans le Lemme 5.1.5.1 est possible. En notant · le
produit scalaire usuel de Rm, cette intégration donne∫ 1

0

∑
ij∈E

∇2η
(
wn

i + s(wn
j − wn

i )
)(
wn

j − wn
i

)
·AO2

ij di,jds = −
∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |∇η(wn
i ) ·AO2

ij di,j . (5.93)

Il est maintenant nécessaire de ré-exprimer la quantité ∇η(wn
i ) ·AO2

ij di,j . D’après la définition de AO2
ij

donnée par (5.79) et puisque ΘO2
ij = θO2

ij Im, il suit

2
λ

∇η(wn
i )·AO2

ij di,j

=
2∑

µ=1
(xj − xi)µ

dj,ij∇η(wn
i ) · ∗

∂xµw
n
i,ij

O1 + di,ij∇η(wn
i ) · ∗

∂xµw
n
j,ji

O1

di,j
,

= dj,ij

di,j

2∑
µ=1

(xj − xi)µ

(
θO2

ij ∇η(wn
i ) · ∂xµw

n
i

O1 + (1 − θO2
ij )∇η(wn

i ) · ∂xµw
n
j

O1)

+ di,ij

di,j

2∑
µ=1

(xj − xi)µ

(
θO2

ji ∇η(wn
i ) · ∂xµw

n
j

O1 + (1 − θO2
ji )∇η(wn

i ) · ∂xµw
n
i

O1)
. (5.94)

L’étape suivante consiste à réécrire les termes de la forme ∇η(wn
i ) · ∂xµw

n
α

O1 pour α dans {i, j}.
En utilisant la propriété des vecteurs b qui vérifient

∑
l∈N (α) bαl = 0 (voir la Définition de maillage

admissible 5.2.1-i)) ainsi que l’égalité dl,αl + dα,αl = dα,l, il suit

0 =
∑

l∈N (α)
bαl,

=
∑

l∈N (α)

dl,αl + dα,αl

dα,l
bαl,

=
∑

l∈N (α)

dl,αl∇η(wn
i ) · wn

i + dα,αl∇η(wn
i ) · wn

i

dα,l
bαl.

En associant cette dernière égalité à un développement de Taylor avec reste intégral dans les expressions
des gradients discrets (∇xwn

i
O1)i∈T définis par (5.31a), il vient

∇η(wn
i ) · ∂xµw

n
α

O1 =
∑

l∈N (α)

(dl,αl

dα,l
∇η(wn

i ) · wn
α + dα,αl

dα,l
∇η(wn

i ) · wn
l

)
bαlµ,

=
∑

l∈N (α)

(dl,αl

dα,l
∇η(wn

i ) · (wn
α − wn

i ) + dα,αl

dα,l
∇η(wn

i ) · (wn
l − wn

i )
)
bαlµ,

=
∑

l∈N (α)

(dl,αl

dα,l

(
η(wn

α) − η(wn
i ) − rn

iα

)
+ dα,αl

dα,l

(
η(wn

l ) − η(wn
i ) − rn

il

))
bαlµ. (5.95)

En notant DO1
µ les applications partielles de la fonction DO1 définie par (5.90) et en utilisant la conven-

tion DO1((η(wn
l ))l∈T , α) = DO1(η(wn

α)), cette dernière égalité se réécrit sous la forme

∇η(wn
i ) · ∂xµw

n
α

O1 = DO1
µ

(
η(wn

α)
)

− DO1
µ (rn

i,α), ∀(α, µ) ∈ {i, j} × {1, 2} .
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En considérant l’égalité ci dessus dans l’expression de ∇η(wn
i ) · AO2

ij di,j donnée par (5.94), on en
déduit que le membre de gauche de l’inégalité de dissipation formulé par (5.93) se lit∫ 1

0

∑
ij∈E

∇2η
(
wn

i + s(wn
j − wn

i )
)(
wn

j − wn
i

)
·AO2

ij di,jds

= − λ

2
∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |(xj − xi)T
(
θO2

ij DO1(η(wn
i )
)

+ (1 − θO2
ij )DO1(η(wn

j )
))dj,ij

di,j

− λ

2
∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |(xj − xi)T
(
θO2

ji DO1(η(wn
j )
)

+ (1 − θO2
ji )DO1(η(wn

i )
))di,ij

di,j

+ λ

2
∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |(xj − xi)T
(
θO2

ij DO1(rn
i,i) + (1 − θO2

ij )DO1(rn
i,j)
)dj,ij

di,j

+ λ

2
∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |(xj − xi)T
(
θO2

ji DO1(rn
i,j) + (1 − θO2

ji )DO1(rn
i,i)
)di,ij

di,j
.

Les deux premières contributions du membre de droite de l’égalité ci-dessus sont des sommes de termes
conservatifs. Par conséquent, ces contributions sont nulles et en utilisant la définition de ζO2

i,j donnée
par (5.91c), l’équation précédente se réécrit

2
λ

∫ 1

0

∑
ij∈E

∇2η
(
wn

i + s(wn
j − wn

i )
)(
wn

j − wn
i

)
·AO2

ij di,jds

=
∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |
di,j

(dj,ijθ
O2
ij − di,ijθ

O2
ji )ζO2

i,j +
∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |
di,j

(xj − xi)TDO1(dj,ijrn
i,j + di,ijrn

i,i).

(5.96)
En introduisant la quantité ζO2

j,i dans la première somme du membre de droite de l’égalité ci-dessus,
on trouve

1
2
∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |
di,j

(dj,ijθ
O2
ij − di,ijθ

O2
ji )ζO2

i,j =

∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |
di,j

(dj,ijθ
O2
ij − di,ijθ

O2
ji )

ζO2
i,j + ζO2

j,i

2︸ ︷︷ ︸
= 0 (somme de termes consevatifs)

−1
2
∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |
di,j

(dj,ijθ
O2
ij − di,ijθ

O2
ji )ζO2

j,i .

Par conséquent, l’égalité (5.96) se reformule également de la manière suivante :

2
λ

∫ 1

0

∑
ij∈E

∇2η
(
wn

i + s(wn
j − wn

i )
)(
wn

j − wn
i

)
·AO2

ij di,jds =

∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |
2di,j

(dj,ijθ
O2
ij − di,ijθ

O2
ji )(ζO2

i,j − ζO2
j,i ) +

∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |
di,j

(xj − xi)TDO1(dj,ijrn
i,j + di,ijrn

i,i).

En vertu de la définition de θO2
ij donnée par (5.92a), cette dernière expression permet de déduire

l’inégalité (5.89) ce qui conclut la preuve.

La démonstration ci-dessus repose essentiellement sur la linéarité des gradients discrets
(∇xwn

i
O1)i∈T interprétée sous la forme de l’application DO1 définie par (5.90). L’association de cette

linéarité à des développements de Taylor avec reste intégral autorise une écriture synthétique de l’in-
égalité (5.89). Cette écriture permet ensuite de proposer une famille de matrices (ΘO2

ij )ij∈E dissipative
et définie par (5.92). La prochaine section montre comment une stratégie analogue peut être déployée
dans le cas du schéma du troisième ordre.
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5.4.2 Inégalité de dissipation associée aux corrections du troisième ordre

Cette section établit l’existence de l’inégalité globale de dissipation (5.87) pour k = 3 et en consi-
dérant les corrections (AO3

ij )ij∈E données par (5.84). Par conséquent, cette inégalité de dissipation se
lit ∫ 1

0

∑
ij∈E

|Γij |∇2η
(
wn

i + s(wn
j − wn

i )
)(
wn

j − wn
i

)
·AO3

ij di,jds < 0. (5.97)

D’après la définition (5.84) énoncée dans le Lemme 5.3.3.2, la quantité AO3
ij dépend linéairement des

matrices ΘO3
ij , des gradients discrets ∇xwn

i
O2 définis dans (5.31b) et des matrices hessiennes discrètes

Hx,wn
i

données par (5.44). L’objectif est d’exploiter cette linéarité pour montrer que l’inégalité (5.97)
peut être satisfaite. Par conséquent, en utilisant la convention d’écriture relative à L(H) définie dans
(5.20b) et pour r dans N∗, les fonctions suivantes sont maintenant considérées :

H :
(Rr)Card(T ) × {1, ...,Card(T )} → M2r,2(R)(

(vi)i∈T , α
)

7→
∑

(q,l)∈N (α,α)

dl,αlvα + dα,αlvl

dα,l
Bαl,αq +

∑
(q,p)∈N (α,q)

dp,qpvq + dq,qpvp

dq,p
Bqp,αq,

(5.98)

DO2 :
(Rr)Card(T ) × {1, ...,Card(T )} → M2r,1(R)(

(vi)i∈T , α
)

7→
∑

l∈N (α)

(dl,αlvα + dα,αlvl

dα,l
+ Lαl

(
H
(
(vi)i∈T , α

)))
bαl.

(5.99)

Les fonctions H et DO2 définies ci-dessus dépendent également de la géométrie du maillage T . Par
clarté, et puisqu’il n’y a pas de confusion possible, cette dépendance est volontairement omise.

Les deux fonctions H et DO2 permettent une réécriture équivalente des matrices hessiennes discrètes
Hx,wn

i
et des gradients discrets ∇xwn

i
O2 respectivement définis dans (5.44) et dans (5.31b). Cette

réécriture est donnée par

Hx,wn
i

= H
(
(wn

l )l∈T , i
)
, ∇xwn

i
O2 = DO2((wn

l )l∈T , i
)
, ∀i ∈ T .

De plus, pour un indice α fixé, il est clair que les fonctions · 7→ H(·, α) et · 7→ DO2(·, α) sont linéaires.
Puisque la définition de AO3

ij donnée par (5.84) contient de nombreux éléments, plusieurs lemmes
intermédiaires sont maintenant présentés. En s’appuyant sur les fonctions définies dans (5.98)-(5.99),
ces lemmes proposent des reformulations des quantités de la forme ∇η (wn

i ) · Xj . Ces reformulations
sont nécessaires à l’expression de ∇η(wn

i ) ·AO3
i,j di,j qui est utilisée pour la preuve de l’inégalité (5.97).

Le premier lemme concerne une réécriture de ∇η (wn
i ) ·Q(Hx,wn

j
).

Lemme 5.4.2.1 (Reformulation des quantités ∇η (wn
i ) ·Q(Hx,wn

j
) ). Soient T un maillage admissible

qui vérifie la Définition 5.2.1 et η une entropie strictement convexe de classe C2(Ω,R). Considérons
une séquence (wn

j )j∈T incluse dans Ω, les matrices hessiennes discrètes (Hx,wn
j
)j∈T données par (5.44)

ainsi que la fonction H définie dans (5.98). Pour une cellule Ci fixée et en considérant la séquence de
réel positifs (rn

il)l∈T définie par (5.91a), notons
(
H̃(rn

i,j)
)

j∈T une séquence dans M2,2(R) telle que

H̃(rn
i,j) = H

(
(rn

il)l∈T , j
)
, ∀j ∈ T . (5.100)

Pour Q : M2,2(R) → R une forme linéaire quelconque et avec la convention d’écriture de Q(H) définie
dans (5.20a) (voir aussi le Lemme 5.2.3.2-iii)), l’égalité suivante est vérifiée :

∇η (wn
i ) ·Q(Hx,wn

j
) = Q

(
H
(
(η(wn

l ))l∈T , j
))

−Q
(
H̃(rn

i,j)
)
. (5.101)
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Démonstration. En utilisant tout d’abord l’expression de la matrice hessienne discrète Hx,wn
j

donnée
par (5.44), il suit

∇η(wn
i ) ·Q(Hx,wn

j
) =

∑
(q,l)∈N (j,j)

dl,jl∇η(wn
i ) · wn

j + dj,jl∇η(wn
i ) · wn

l

dj,l
Q(Bjl,jq)

+
∑

(q,p)∈N (j,q)

dp,qp∇η(wn
i ) · wn

q + dq,qp∇η(wn
i ) · wn

p

dq,p
Q(Bqp,jq).

(5.102)

En s’appuyant ensuite sur la propriété des matrices B·,jq qui satisfont
∑

p∈N (q)Bjl,jq = 0 (voir le
Lemme 5.2.3.2-ii)), et comme dl,jl + dj,jl = dj,l, il est possible d’écrire

0 =
∑

(q,l)∈N (j,j)
Q(Bjl,jq),

=
∑

(q,l)∈N (j,j)

dl,jl + dj,jl

dj,l
Q(Bjl,jq),

=
∑

(q,l)∈N (j,j)

dl,jl∇η(wn
i ) · wn

i + dj,jlη(wn
i ) · wn

i

dj,l
Q(Bjl,jq).

Un calcul identique mutatis mutandis donne également

∑
(q,p)∈N (j,q)

dp,qp∇η(wn
i ) · wn

i + dq,qpη(wn
i ) · wn

i

dq,p
Q(Bqp,jq) = 0.

Par conséquent, une reformulation équivalente de l’égalité (5.102) est exprimée par

∇η(wn
i ) ·Q(Hx,wn

j
) =

∑
(q,l)∈N (j,j)

(dl,jl

dj,l
∇η(wn

i ) · (wn
j − wn

i ) + dj,jl

dj,l
∇η(wn

i ) · (wn
l − wn

i )
)
Q(Bjl,jq)

+
∑

(q,p)∈N (j,q)

(dp,qp

dq,p
∇η(wn

i ) · (wn
q − wn

i ) + dq,qp

dq,p
∇η(wn

i ) · (wn
p − wn

i )
)
Q(Bqp,jq).

Une réécriture des termes de la forme ∇η(wn
i ) · (wn

l − wn
i ) à l’aide de l’expression de rn

il donnée par
(5.91a), puis une nouvelle utilisation de la propriété

∑
p∈N (q)Bqp,jq = 0 permettent de déduire que

l’égalité précédente est équivalente à

∇η (wn
i ) ·Q(Hx,wn

j
) =

∑
(q,l)∈N (j,j)

dl,jlη(wn
j ) + dj,jlη(wn

l )
dj,l

Q(Bjl,jq) +
∑

(q,p)∈N (j,q)

dp,qpη(wn
q ) + dq,qpη(wn

p )
dq,p

Q(Bqp,jq)

−
∑

(q,l)∈N (j,j)

dl,jlrn
ij + dj,jlrn

il

dj,l
Q(Bjl,jq) −

∑
(q,p)∈N (j,q)

dp,qprn
iq + dq,qprn

ip

dq,p
Q(Bqp,jq).

En utilisant la linéarité de Q dans l’expression ci-dessus ainsi que les définitions de H et de H̃(rn
i,j)

respectivement données par (5.98) et par (5.100), on en déduit le résultat attendu ce qui termine la
preuve.

À l’aide de ce premier résultat intermédiaire, le prochain lemme établit une reformulation de η(wn
i )·

∂xµw
n
j

O2.
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Lemme 5.4.2.2 (Reformulation des quantités ∇η(wn
i ) · ∂xµw

n
j

O2 ). Soient T un maillage admissible
qui vérifie la Définition 5.2.1 et η une entropie strictement convexe de classe C2(Ω,R). Considérons
une séquence (wn

j )j∈T incluse dans Ω, les gradients discrets du second ordre (∇xwn
j

O2)j∈T donnés par
(5.31b) ainsi que la fonction DO2 définie dans (5.99). Pour une cellule Ci fixée et en considérant la
séquence de réels positifs (rn

il)l∈T définie par (5.91a), notons
( ˜DO2(rn

i,j)
)

j∈T une séquence dans R2 telle
que

˜DO2(rn
i,j) = DO2((rn

il)l∈T , j
)
, ∀j ∈ T (5.103)

L’égalité suivante est vérifiée :(
∇η(wn

i ) · ∂x1w
n
j

O2 ∇η(wn
i ) · ∂x2w

n
j

O2
)T

= DO2((η(wn
l ))l∈T , j

)
− ˜DO2(rn

i,j). (5.104)

Démonstration. Pour µ dans {1, 2}, et d’après la définition des gradients discrets du second ordre
∂xµw

n
j

O2 donnée par (5.31b), il suit

∇η(wn
i ) · ∂xµw

n
j

O2 =
∑

q∈N (j)

(dq,jq

dj,q
∇η(wn

i ) · wn
j + dj,jq

dj,q
∇η(wn

i ) · wn
q

)
bjqµ

+
∑

q∈N (j)
∇η(wn

i ) · Ljq(Hx,wn
j
) bjqµ.

(5.105a)

(5.105b)

L’expression de droite dans (5.105a) s’identifie à la quantité ∇η(wn
i ) · ∂xµw

n
j

O1 dont une reformulation
à été établie dans la preuve du Lemme 5.4.1.1 qui traite de ∇η(wn

i ) · AO2
ij . Cette reformulation est

donnée par (5.95) et elle s’écrit

∑
q∈N (j)

(dq,jq

dj,q
∇η(wn

i ) · wn
j + dj,jq

dj,q
∇η(wn

i ) · wn
q

)
bjqµ =

∑
q∈N (j)

dq,jqη(wn
j ) + dj,jqη(wn

q )
dj,q

bjqµ −
∑

q∈N (j)

dq,jqrn
ij + dj,jqrn

iq

dj,q
bjqµ. (5.106)

De plus, et puisque que Ljq est une forme linéaire, le Lemme 5.4.2.1 autorise une réécriture de la
quantité ∇η(wn

i ) · Ljq(Hx,wn
j
). En considérant H̃(rn

i,j) défini par (5.100), cette réécriture est donnée par

∇η(wn
i ) · Ljq(Hx,wn

j
) = Ljq

(
H
(
(η(wn

l ))l∈T , j
))

− Ljq
(
H̃(rn

i,j).

Ainsi, en introduisant l’égalité ci-dessus ainsi que le résultat intermédiaire (5.106) dans l’expression de
∇η(wn

i ) · ∂xµw
n
j

O2 donnée par (5.105), il vient

∇η(wn
i ) · ∂xµw

n
j

O2 =
∑

q∈N (j)

(dq,jqη(wn
j ) + dj,jqη(wn

q )
dj,q

+ Ljq
(
H
(
(η(wn

l ))l∈T , j
)))

bjqµ

−
∑

q∈N (j)

(dq,jqrn
ij + dj,jqrn

iq

dj,q
+ Ljq

(
H̃(rn

i,j)
)
bjqµ.

En considérant les définitions de DO2 et de ˜DO2(rn
i,j) respectivement données par (5.99) et par (5.103)

dans l’expression ci-dessus, on en déduit le résultat attendu ce qui conclut la preuve.

Les deux lemmes précédents donnent des écritures de ∇η (wn
i ) ·Q(Hx,wn

j
) et de ∇η(wn

i ) · ∂xµw
n
j

O2.
Puisque la correction AO3

ij définie dans (5.84) dépend linéairement des quantités Q(Hx,wn
j
) et ∂xµw

n
j

O2,
une reformulation de ∇η(wn

i ) · AO3
ij est maintenant possible. Pour établir cette reformulation, deux

fonctions supplémentaires sont maintenant introduites, chacune relativement au couple cellule-interface
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(Ci,Γij) et (Cj ,Γij). En considérant un entier r dans N∗ et en utilisant la convention d’écriture de
Q(D) définie dans (5.20a), ces fonctions sont indicées par α dans {i, j} et elles sont données par

PCα
ij :

M2r,1(R) ×
(
M2r,2(R)

)3 → Rr(
a1
a2

)
,

(
b11 b12
b21 b22

)
,

(
c11 c12
c21 c22

)
, D 7→

2∑
µ=1

(xj − xi)µ

(
aµ +

2∑
ν=1

dj,ijbµν + di,ijcµν

di,j
(xij − xα)ν

)
+ 1

2
(
Q

Cj

ij −QCi
ij

)
(D).

(5.107)

Les fonctions (PCα
ij )α∈{i,j} sont définies relativement à un triplet (Ci,Γij , Cj) et par conséquent, leurs

expressions dépendent de la géométrie de l’interface orientée Γij . Puisqu’il n’y pas d’ambiguïté possible
cette dépendance est omise dans les arguments des fonctions et elle figure seulement dans ses indices.

En s’appuyant sur les fonctions définies dans (5.107), le lemme ci-dessous introduit une reformula-
tion de AO3

ij puis propose une expression de ∇η(wn
i ) ·AO3

ij .

Lemme 5.4.2.3 (Reformulation des quantités η(wn
i ) ·AO3

ij di,j ). Soient T un maillage admissible qui
vérifie la Définition 5.2.1 et η une entropie strictement convexe de classe C2(Ω,R). Considérons une
séquence (wn

l )l∈T incluse dans Ω ainsi que les fonctions H et DO2 respectivement définies dans (5.98),
(5.99) et complétées par les notations

H(η(wn
i )) = H

(
(η(wn

l ))l∈T , i
)

∈ M2,2(R),

DO2(η(wn
i )) = DO2((η(wn

l ))l∈T , i
)

∈ R2, ∀i ∈ T .

(5.108a)

(5.108b)

Pour un triplet cellule, interface orientée, cellule (Ci,Γij , Cj) donné, considérons de plus les quantités
discrètes (∇xwn

α, Hx,wn
α
, H̃(rn

i,α), ˜DO2(rn
i,α))α∈{i,j} ainsi que les fonctions (PCα

ij )α∈{i,j} respectivement
définies dans (5.31b), (5.44), (5.100), (5.103), (5.107) et complétées par les notations

Pα,ij = PCα
ij (∇xwn

α
O2
, Hx,wn

i
, Hx,wn

j
, Hx,wn

α
) ∈ Rm,

Pη
α,ij = PCα

ij

(
DO2(η(wn

α)),H(η(wn
i )),H(η(wn

j )),H(η(wn
α))
)

∈ R,

P̃r
i,α,ij = PCα

ij

(
˜DO2(rn

i,α), H̃(rn
i,i), H̃(rn

i,j), H̃(rn
i,α)
)

∈ R, ∀α ∈ {i, j} .

(5.109a)

(5.109b)

(5.109c)

Considérons enfin que la correction AO3
ij définie dans (5.84) est associée à une matrice ΘO3

ij de la forme
ΘO3

ij = θO3
ij Im avec θO3

ij dans R. Les assertions suivantes sont vérifiées.
i) Une reformulation équivalente de AO3

ij est donnée par

2
λ
AO3

ij di,j = dj,ij

di,j

(
θO3

ij Pi,ij + (1 − θO3
ij )Pj,ij

)
+ di,ij

di,j

(
θO3

ji Pj,ij + (1 − θO3
ji )Pi,ij

)
. (5.110)

ii) L’égalité suivante est satisfaite

2
λ
η(wn

i ) ·AO3
ij di,j = dj,ij

di,j

(
θO3

ij Pη
i,ij + (1 − θO3

ij )Pη
j,ij

)
+ di,ij

di,j

(
θO3

ji Pη
j,ij + (1 − θO3

ji )Pη
i,ij

)
− dj,ij

di,j

(
θO3

ij P̃r
i,i,ij + (1 − θO3

ij )P̃r
i,j,ij

)
− di,ij

di,j

(
θO3

ji P̃r
i,j,ij + (1 − θO3

ji )P̃r
i,i,ij

)
.

Démonstration. En associant les notations Pα,ij données dans (5.109a) à l’expression de AO3
ij telle que

définie dans (5.84), l’assertion i) est immédiate.
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Concernant l’assertion ii), et puisque PCα
ij définie par (5.107) est linéaire selon toutes ses variables,

il existe des réels γα,ij,µ, σα,ij,µν et τα,ij,µν tels que

Pα,ij =
2∑

µ=1
γα,ij,µ∂xµw

n
α

O2 +
∑

(µ,ν)∈{1,2}2

σα,ij,µν∂xµxνw
n
i +

∑
(µ,ν)∈{1,2}2

τα,ij,µν∂xµxνw
n
j . (5.111)

Par conséquent, en distribuant le produit scalaire de Rm puis en utilisant successivement les résultats
des Lemmes 5.4.2.1 et 5.4.2.3 qui donnent respectivement des réécritures de ∇η (wn

i ) ·Q(Hx,wn
α
) et de

∇η(wn
i ) · ∂xµw

n
α

O2, il suit

∇η(wn
i ) · Pα,ij =

2∑
µ=1

γα,ij,µ∇η(wn
i ) · ∂xµw

n
α

O2 +
∑

(µ,ν)∈{1,2}2

σα,ij,µ∇η(wn
i ) · ∂xµxνw

n
i

+
∑

(µ,ν)∈{1,2}2

τα,ij,µ∇η(wn
i ) · ∂xµxνw

n
j ,

=
2∑

µ=1
γα,ij,µ

((
DO2((η(wn

l ))l∈T , α
))

µ
−
( ˜DO2(rn

i,α)
)

µ

)
+

∑
(µ,ν)∈{1,2}2

σα,ij,µ

((
H
(
(η(wn

l ))l∈T , i
))

µν
−
(
H̃(rn

i,i)
)

µν

)
+

∑
(µ,ν)∈{1,2}2

τα,ij,µ

((
H
(
(η(wn

l ))l∈T , j
))

µν
−
(
H̃(rn

i,j)
)

µν

)
.

En réorganisant les termes de l’équation ci-dessus et en utilisant les notations Pη
α,ij et P̃r

i,α,ij définies
dans (5.109b)-(5.109c), il vient

∇η(wn
i ) · Pα,ij = Pη

α,ij − P̃r
i,α,ij , ∀α ∈ {i, j} .

L’association de l’égalité ci-dessus à l’expression équivalente de AO3
ij donnée par (5.110) permet d’écrire

2
λ

∇η(wn
i ) ·AO3

ij di,j = dj,ij

di,j

(
θO3

ij ∇η(wn
i ) · Pi,ij + (1 − θO3

ij )∇η(wn
i ) · Pj,ij

)
+ di,ij

di,j

(
θO3

ji ∇η(wn
i ) · Pj,ij + (1 − θO3

ji )∇η(wn
i ) · Pi,ij

)
,

= dj,ij

di,j

(
θO3

ij

(
Pη

i,ij − P̃r
i,i,ij

)
+ (1 − θO3

ij )
(
Pη

j,ij − P̃r
i,j,ij

))
+ di,ij

di,j

(
θO3

ji

(
Pη

j,ij − P̃r
i,j,ij

)
+ (1 − θO3

ji )
(
Pη

i,ij − P̃r
i,i,ij

))
.

En réorganisant cette expression, on en déduit le résultat attendu ce qui conclut la démonstration.

Puisque le lemme ci dessus propose une reformulation de ∇η(wn
i ) ·AO3

ij di,j , l’inégalité de dissipation
associée à (AO3

ij )ij∈T définie par (5.97) peut maintenant être établie.

Proposition 5.4.2.1 (Existence de l’inégalité (5.97)). Soient T un maillage admissible qui vérifie
la Définition 5.2.1, η une entropie strictement convexe de classe C2(Ω,R) et Kn un compact de Ω.
Considérons une séquence (wn

i )i∈T non constante, à valeurs et à support compact étendu dans Kn.
Considérons ensuite les quantités réelles P̃r

i,i,ij et P̃r
i,j,ij définies par (5.109c) et notons

ζO3
i,j = P̃r

i,i,ij − P̃r
i,j,ij . (5.112)

Supposons que (wn
i )i∈T est telle que

∑
i∈T

∑
j∈N (i)|Γij ||ζO3

i,j − ζO3
j,i | ≠ 0. Pour chaque interface orientée

Γij, considérons enfin que les matrices ΘO3
ij qui définissent AO3

ij dans (5.84) s’écrivent

ΘO3
ij = θO3

ij Im, avec θO3
ij ∈ R.
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Si, les réels θO3
ij sont tels que

θO3
ij = −θO3

ji = − κO3 sign(ζO3
i,j − ζO3

j,i ),

κO3 >

2 max
(
0,
∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |
di,j

(di,ijP̃r
i,i,ij + dj,ijP̃r

i,j,ij)
)

∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij ||ζO3
i,j − ζO3

j,i |
,

(5.113a)

(5.113b)

alors l’inégalité de dissipation (5.97) associée aux corrections (AO3
ij )ij∈E est satisfaite. Pour rappel, cette

inégalité se lit ∫ 1

0

∑
ij∈E

|Γij |∇2η
(
wn

i + s(wn
j − wn

i )
)(
wn

j − wn
i

)
·AO3

ij di,jds < 0. (5.114)

Démonstration. La preuve de l’implication annoncée repose sur une réécriture du membre de gauche
de l’expression (5.114). En utilisant successivement une intégration par parties discrète ainsi que le
résultat du Lemme 5.4.2.3 qui reformule la quantité ∇η(wn

i ) ·AO3
ij di,j , il suit

2
λ

∫ 1

0

∑
ij∈E

∇2η
(
wn

i + s(wn
j − wn

i )
)(
wn

j − wn
i

)
·AO3

ij di,jds

= − 2
λ

∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |∇η(wn
i ) ·AO3

ij di,j ,

= −
∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |
(dj,ij

di,j
(θO3

ij Pη
i,ij + (1 − θO3

ij )Pη
j,ij) + di,ij

di,j
(θO3

ji Pη
j,ij + (1 − θO3

ji )Pη
i,ij)

)
(5.115)

+
∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |
(dj,ij

di,j

(
θO3

ij P̃r
i,i,ij + (1 − θO3

ij )P̃r
i,j,ij

)
+ di,ij

di,j

(
θO3

ji P̃r
i,j,ij + (1 − θO3

ji )P̃r
i,i,ij

))
.

La contribution (5.115) est constituée de termes conservatifs. Par conséquent, cette somme est nulle
et l’expression ci-dessus devient

2
λ

∫ 1

0

∑
ij∈E

∇2η
(
wn

i + s(wn
j − wn

i )
)(
wn

j − wn
i

)
·AO3

ij di,jds =

∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |
(dj,ij

di,j

(
θO3

ij P̃r
i,i,ij + (1 − θO3

ij )P̃r
i,j,ij

)
+ di,ij

di,j

(
θO3

ji P̃r
i,j,ij + (1 − θO3

ji )P̃r
i,i,ij

))
.

En récrivant cette dernière égalité avec la définition de ζO3
i,j donnée par (5.112) puis en réorganisant les

termes, il vient

2
λ

∫ 1

0

∑
ij∈E

∇2η
(
wn

i + s(wn
j − wn

i )
)(
wn

j − wn
i

)
·AO3

ij di,jds =

∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |
di,j

(di,ijθ
O3
ij − dj,ijθ

O3
ji )ζO3

i,j +
∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |
di,j

(di,ijP̃r
i,i,ij + dj,ijP̃r

i,j,ij). (5.116)

En introduisant la quantité ζO3
j,i dans la première somme du membre de droite de l’égalité ci-dessus,

on trouve

1
2
∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |
di,j

(dj,ijθ
O3
ij − di,ijθ

O3
ji )ζO3

i,j =
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∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |
di,j

(dj,ijθ
O3
ij − di,ijθ

O3
ji )

ζO3
i,j + ζO3

j,i

2︸ ︷︷ ︸
= 0 (somme de termes consevatifs)

−1
2
∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |
di,j

(dj,ijθ
O3
ij − di,ijθ

O3
ji )ζO3

j,i .

Par conséquent, l’égalité (5.116) se reformule également de la manière suivante :

2
λ

∫ 1

0

∑
ij∈E

∇2η
(
wn

i + s(wn
j − wn

i )
)(
wn

j − wn
i

)
·AO3

ij di,jds =

∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |
2di,j

(dj,ijθ
O3
ij − di,ijθ

O3
ji )(ζO3

i,j − ζO3
j,i ) +

∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |
di,j

(di,ijP̃r
i,i,ij + dj,ijP̃r

i,j,ij).

En s’appuyant sur la définition de θO3
ij donnée par (5.113a), cette dernière expression permet de déduire

l’inégalité (5.97) ce qui conclut la preuve.

Le lemme précédent montre l’existence de corrections (AO3
ij )ij∈E telles que l’inégalité de dissipation

(5.114) est satisfaite or le Lemme 5.3.3.2 a établi en Section 5.3.3 que ces corrections vérifient également
l’estimation

AO3
ij di,j = λ

2 (wn
j − wn

i ) + O(h3).

Par conséquent, ces deux résultats montrent l’existence de corrections dissipatives du troisième ordre
sur maillages non structurés. En associant ces résultats aux analogues obtenus pour le second ordre en
Section 5.4.1, il est possible de proposer un résultat de stabilité entropique discrète globale sur maillage
non structurés.

5.4.3 Stabilité entropique discrète globale

En notant |Pi| > 0, le périmètre de la cellule Ci, les schémas conservatifs du second et du troisième
définis dans la section 5.3 s’écrivent

wn+1
i =

∑
j∈N (i)

|Γij |
|Pi|

(
wn

i − ∆t|Pi|
|Ci|

FOk
ij

)
,

FOk
ij = FOk

ij − λ

2
(
wn

j − wn
i

)
+AOk

ij di,j ,

(5.117a)

(5.117b)

où les quantités (FOk
ij , AOk

ij ) sont respectivement données par (5.70), (5.79) lorsque k = 2 et par (5.71),
(5.84) lorsque k = 3. Le résultat de stabilité entropique de ces schémas est le suivant.

Théorème 5.4.1 (Stabilité entropique globale discrète sur maillages non structurés). Soient T un
maillage admissible qui vérifie la Définition 5.2.1 et η une entropie strictement convexe de classe
C2(Ω,R). Considérons une séquence (wn

i )i∈T non constante, incluse dans un compact de Ω et telle que∣∣∣∣∣∑
i∈T

η(wn
i )|Ci|

∣∣∣∣∣ < +∞,

∣∣∣∣∣∣
∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |∇η(wn
i ) · FOk

ij

∣∣∣∣∣∣ < +∞,

∣∣∣∣∣∣
∑
i∈T

|Pi|
|Ci|

∫ 1

0
(1 − s)

∑
j∈N (i)

|Γij |∇2η
(
wn

i − s
∆t|Pi|

|Ci|
FOk

ij

)
FOk

ij · FOk
ij ds

∣∣∣∣∣∣ < +∞,

(5.118a)

(5.118b)

(5.118c)
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Si les quantités conservatives AOk
ij données par (5.79), (5.84), vérifient l’inégalité stricte globale∫ 1

0

∑
ij∈E

|Γij |∇2η
(
wn

i + s(wn
j − wn

i )
)(
wn

j − wn
i

)
·AOk

ij di,jds < 0, ∀k ∈ {2, 3} , (5.119)

alors, il existe λ > 0 suffisamment grand et ∆t > 0 suffisamment petit tels que la séquence mise à jour
(wn+1

i )i∈T donnée par les schémas d’ordre élevé (5.117) est incluse dans Ω et tels que cette séquence
vérifie ∑

i∈T

η(wn+1
i ) − η(wn

i )
∆t |Ci| ≤ 0. (5.120)

Démonstration. Avec l’hypothèse de compacité énoncée sur la séquence (wn
i )i∈T , des arguments to-

pologiques tels que ceux déployés dans le Lemme 4.1.1 montreraient l’existence de ∆t > 0 tel que
(wn+1

i )i∈T ⊂ Ω. En supposant que cette condition est vérifiée, la convexité de l’entropie η donne

η(wn+1
i ) ≤

∑
j∈N (i)

|Γij |
|Pi|

η
(
wn

i − ∆t|Pi|
|Ci|

FOk
ij

)
.

En notant · le produit scalaire usuel de Rm, et en associant la régularité C2 de l’entropie η à un
développement de Taylor, il vient

η(wn+1
i ) ≤

∑
j∈N (i)

|Γij |
|Pi|

η
(
wn

i − ∆t|Pi|
|Ci|

FOk
ij

)
,

≤ η(wn
i ) − ∆t

|Ci|
∑

j∈N (i)
|Γij |∇η(wn

i ) · FOk
ij

+
(∆t|Pi|

|Ci|

)2 ∫ 1

0
(1 − s)

∑
j∈N (i)

|Γij |
|Pi|

∇2η
(
wn

i − s
∆t|Pi|

|Ci|
FOk

ij

)
FOk

ij · FOk
ij ds.

En réorganisant les termes de l’inégalité ci-dessus puis en sommant sur toutes les cellules Ci, il suit

∑
i∈T

η(wn+1
i ) − η(wn

i )
∆t |Ci| ≤ −

∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |∇η(wn
i ) · FOk

ij

+ ∆t
∑
i∈T

|Pi|
|Ci|

∫ 1

0
(1 − s)

∑
j∈N (i)

|Γij |∇2η
(
wn

i − s
∆t|Pi|

|Ci|
FOk

ij

)
FOk

ij · FOk
ij ds.

(5.121)
En vertu des hypothèses de sommabilité énoncées dans (5.118), toutes les quantités ci-dessus sont
finies. Par conséquent, l’objectif à ce stade est de récrire la première somme du membre de droite de
l’inégalité (5.121) afin d’en proposer une majoration. Puisque le flux numérique est conservatif, une
intégration par parties discrète telle que décrite dans le Lemme 5.1.5.1 permet d’écrire

−
∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |FOk
ij · ∇η(wn

i )

=
∑
ij∈E

|Γij |FOk
ij ·

(
∇η(wn

j ) − ∇η(wn
i )
)
,

=
∫ 1

0

∑
ij∈E

|Γij |∇2η
(
wn

i + s(wn
j − wn

i )
)(
wn

j − wn
i

)
· FOk

ij ds

+
∫ 1

0

∑
ij∈E

|Γij |∇2η
(
wn

i + s(wn
j − wn

i )
)(
wn

j − wn
i

)
·
(

− λ

2 (wn
j − wn

i ) +AOk
ij di,j

)
ds.

(5.122)
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En utilisant l’inégalité (5.119) dans l’expression ci dessus, et en notant δn
ij = wn

j −wn
i dans Rm, on en

déduit

−
∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Γij |FOk
ij · ∇η(wn

i )

≤
∫ 1

0

∑
ij∈E

|Γij |∇2η
(
wn

i + sδn
ij

)
δn

ij · FOk
ij ds− λ

2

∫ 1

0

∑
ij∈E

|Γij |∇2η
(
wn

i + sδn
ij

)
δn

ij · δn
ijds.

Cette dernière inégalité donne le majorant recherché et son introduction dans le résultat intermédiaire
(5.121) permet d’écrire

∑
i∈T

η(wn+1
i ) − η(wn

i )
∆t |Ci|

≤
∫ 1

0

∑
ij∈E

|Γij |∇2η
(
wn

i + sδn
ij

)
δn

ij · FOk
ij ds− λ

2

∫ 1

0

∑
ij∈E

|Γij |∇2η
(
wn

i + sδn
ij

)
δn

ij · δn
ijds

+ ∆t
∑
i∈T

|Pi|
|Ci|

∫ 1

0
(1 − s)

∑
j∈N (i)

|Γij |∇2η
(
wn

i − s
∆t|Pi|

|Ci|
FOk

ij

)
FOk

ij · FOk
ij ds. (5.123)

Il est maintenant nécessaire de montrer que si λ > 0 et ∆t > 0 sont convenablement choisis, alors
le membre de droite de l’inégalité ci-dessus peut être négatif.

Tout d’abord, un raisonnement par l’absurde immédiat associant l’égalité (5.122) à la sommabilité
(5.118b) donne ∣∣∣∣∣∣

∫ 1

0

∑
ij∈E

|Γij |∇2η
(
wn

i + sδn
ij

)
δn

ij · FOk
ij ds

∣∣∣∣∣∣ < +∞.

Ensuite, comme la séquence (wn
i )i∈T n’est pas constante et puisque que l’entropie η est strictement

convexe, il suit

0 <
∫ 1

0

∑
ij∈E

|Γij |∇2η
(
wn

i + sδn
ij

)
δn

ij · δn
ijds.

Enfin, en arguant une nouvelle fois que la séquence (wn
i )i∈T n’est pas constante, la convexité stricte

de η et la sommabilité (5.118c) permettent d’écrire

0 <
∑
i∈T

|Pi|
|Ci|

∫ 1

0
(1 − s)

∑
j∈N (i)

|Γij |∇2η
(
wn

i − s
∆t|Pi|

|Ci|
FOk

ij

)
FOk

ij · FOk
ij ds < +∞.

Ainsi, si λ > 0 et ∆t > 0 sont tels que

λ >

2 max
(
0,
∫ 1

0

∑
ij∈E

|Γij |∇2η
(
wn

i + sδn
ij

)
δn

ij · FOk
ij ds

)
∫ 1

0

∑
ij∈E

|Γij |∇2η
(
wn

i + sδn
ij

)
δn

ij · δn
ijds

,

0 < ∆t ≤

∫ 1

0

∑
ij∈E

|Γij |∇2η
(
wn

i + sδn
ij

)
δn

ij · δn
ijds

∫ 1

0
(1 − s)

∑
i∈T

∑
j∈N (i)

|Pi||Γij |
|Ci|

∇2η
(
wn

i − s
∆t|Pi|

|Ci|
FOk

ij

)
FOk

ij · FOk
ij ds

,

(5.124a)

(5.124b)

alors, d’après l’inégalité (5.123), on en déduit le résultat de stabilité annoncé dans (5.120) ce qui termine
la preuve.
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L’originalité du Théorème (5.4.1) est donnée par l’inégalité de dissipation (5.119). Cette inégalité
peut s’interpréter comme une contrainte sur les corrections (AOk

ij )ij∈E et elle s’obtient en sélectionnant
les séquences de matrices (ΘOk

ij )ij∈E qui définissent (AOk
ij )ij∈E dans (5.79), (5.84). Avec la donnée de

telles séquences, le résultat de stabilité entropique (5.120) est ensuite établi sous la condition CFL
(5.124).

Ainsi, le Théorème 5.4.1 montre l’existence de schémas numériques explicites en temps, du second
et du troisième ordre, sans limiteur de pente, définis sur des maillages non structurés et qui vérifient
une inégalité d’entropie discrète globale donnée par (5.120).

Toutefois, si l’existence théorique des schémas est démontrée, il est clair qu’une mise en œuvre
pratique avec les éléments des démonstrations demeure extrêmement difficile. En effet, les familles de
séquence (ΘOk

ij )ij∈E proposées dans (5.92) pour le second ordre et dans (5.113) pour le troisième ordre
sont toutes globales et leurs évaluations à chaque itération temporelle conduiraient nécessairement à
des temps de calcul rédhibitoires. Cette remarque est également valable pour la condition CFL (5.124)
qui n’est, de plus, très certainement pas optimale.

Par conséquent, la programmation et la mise en œuvre des schémas énoncés dans le Théorème
5.4.1 demandent des précisions complémentaires qui sont maintenant détaillées puis accompagnées de
résultats numériques.

5.5 Résultats de simulations numériques

5.5.1 Méthodes et paramétrages

Les schémas développés dans ce chapitre ont été programmés en langage C sans librairie particulière
puis parallélisés avec quelques instructions OpenMP. Les éléments de géométrie du maillage tels que les
distances d, les vecteurs b, les matrices B, etc, sont tous calculés puis stockés avant la boucle temporelle.
Ainsi, les objets définis à l’aide de ces éléments comme les gradients discrets (5.31) ou les matrices
hessiennes discrètes (5.44) s’obtiennent simplement avec des opérations de types produits scalaires.
La séquence mise à jour (wn+1

i )i∈T est calculée à l’aide d’une boucle itérative sur les interfaces non
orientées.

Les schémas numériques ainsi programmés sont testés sur trois types de maillages : les grilles
cartésiennes uniformes, les maillages définis par des triangles structurés et les maillages non structurés
générés par le logiciel FreeFem++ [120]. Quelques cellules de ces maillages sont représentées par la
Figure 5.3.

Figure 5.3 – De gauche à droite, illustration de cellules uniformes d’une grille cartésienne, de cellules
triangulaires structurées et de cellules triangulaires non structurées générées par le logiciel FreeFem++
[120].

Les grilles cartésiennes satisfont la définition de maillage admissible donnée en Section 5.2.1, Défi-
nition 5.2.1. Il est admis que les autres maillage employés satisfont cette définition s’il est possible de
calculer numériquement l’inverse des matrices Mi et I4 − Ai respectivement définies par (5.21) et par
(5.51).
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Ces maillages et les schémas numériques d’ordre élevé (5.117) sont utilisés pour simuler les solu-
tions des équations d’Euler pour un un gaz parfait diatomique. L’inconnue w de ces équations est
(ρ, ρu, ρv, ρE)T et elle prend ses valeurs dans l’espace

Ω =
{

(ρ, ρu, ρv, ρE)T ∈ R4 | ρ > 0, E − (u2+v2)/2 > 0
}
. (5.125)

Pour un réel γ = 1,4 et pour une fonction p : Ω → R+
∗ telle que

p(w) = (γ − 1)(ρE − ρu2

2 − ρv2

2 ),

les deux fonctions de flux f1, f2 : Ω → R4 des équations d’Euler pour un un gaz parfait diatomique
sont données par

f1(w) =
(
ρu, ρu2 + p, ρuv, (ρE + p)u

)T
, f2(w) =

(
ρv, ρuv, ρv2 + p, (ρE + p)v

)T
.

Parmi les entropies possibles [22, 88, 138], le couple entropie convexe, flux d’entropie (η,G) retenu
pour les équations d’Euler est le suivant :

η(w) = −ρln
( p
ργ

)
, G(w) = −ρln

( p
ργ

)
(u, v)T.

À partir de ces conditions, les schémas numériques énoncés dans le Théorème 5.4.1 nécessitent la
donnée d’un triplet (ΘOk

ij , λ,∆t). Bien que des formules explicites soient établies pour ces trois para-
mètres dans (5.92), (5.113), (5.124), il est clair que les expressions proposées sont pratiquement rédhi-
bitoires. Par conséquent, une approche heuristique est utilisée pour sélectionner le triplet (ΘOk

ij , λ,∆t).
Cette approche heuristique est fondée sur l’analyse menée en Section 4.3 pour le cas d’une dimension
d’espace et elle est définie par les éléments suivants.

Tout d’abord, deux configurations sont proposées pour les matrices ΘOk
ij dans M4,4(R). La première

ne dépend que de la géométrie de l’interface Γij et elle est donnée par

ΘOk
a,ij = dj,ij

di,j
I4. (5.126)

La seconde configuration est notée ΘOk
b,ij et elle dépend non linéairement des gradients discrets (5.31)

par l’intermédiaire des réels ζO(k−1)
ij,l tels que

ζ
O(k−1)
ij,l =

( 2∑
µ=1

(xj − xi)µ

di,j

(
∂µwn

i
O(k−1))(l))2

, ∀l ∈ {1, ..., 4} .

À partir de ces coefficients, ΘOk
b,ij est donné par

ΘOk
b,ij = diag

1≤l≤4
tanh(ζO(k−1)

ij,l − ζ
O(k−1)
ji,l ). (5.127)

Ensuite, pour sélectionner les paramètres λ > 0 et ∆t > 0, une montée en ordre temporel avec
les méthodes Runge Kutta Strong Stability Preserving [107, 109, 110] est effectuée. Grâce à leurs
combinaisons convexes et d’après [76, 230], ces méthodes préservent le résultat du Théorème 5.4.1. En
notant |µnij (w)| le rayon spectral de la matrice ∇f1(w)nij1 + ∇f2(w)nij2, le couple (λ,∆t) est choisi
selon les restrictions

λ = max
ij∈E

(|µnij (wn
j )|, |µnij (wn

i )|), λ∆t|Pi|
|Ci|

≤ 1
2 , ∀i ∈ T . (5.128)

Enfin, en notant ∂E les interfaces du bord de T et j∗ les indices des cellules fantômes, les choix
heuristiques exposés ci-dessus sont vérifiés numériquement à l’aide de la quantité

∆S
∆t =

∑
i∈T

η(wn+1
i ) − η(wn

i )
∆t |Ci| +

∑
Γij∗ ∈∂E

|Γij∗ |nT
ij∗G(wn

j∗). (5.129)
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La quantité ∆S/∆t est une version modifiée du membre de gauche de (5.120) qui comprend les conditions
de bord. En effet, et si par simplicité le Théorème 5.4.1 est établi sur un domaine sans bord, la quantité
∆S/∆t est nécessaire en pratique car les conditions de bords d’un domaine fermé influencent le bilan
d’entropie globale [200]. Ainsi, le triplet (ΘOk

ij , λ,∆t) est convenablement choisi lorsque la quantité
∆S/∆t définie par (5.129) est négative : dans ce cas, la stabilité entropique discrète globale des schémas
numériques (5.117) est satisfaite.

Pour préserver l’espace Ω défini par (5.125) et accroître qualitativement la stabilité générale, une
correction a posteriori de type MOOD [60, 79] est de plus adoptée. Par conséquent, si des quantités
calculées par les schémas d’ordre élevé (5.117) ne sont pas dans Ω alors cette procédure de limitation
substitue localement ces quantités par des valeurs issues d’un schéma du premier ordre.

Avec ces paramétrages, les cas tests considérés sont le problème du vortex isentropique [55, 199],
des problèmes de Riemann bi-dimensionnels [136], l’écoulement d’un fluide dans un tunnel possédant
une marche [224] et l’évolution d’une onde de choc le long d’une rampe inclinée [224]. Pour chacun de
ces problèmes, les résultats sont donnés en trois temps.

Tout d’abord, le cas test est défini puis une allure de la solution est donnée par le résultat d’un
schéma usuel du premier ordre.

Ensuite, les résultats du schéma du second ordre sont présentés par un affichage de la variable
ρ. Dans le cas de solutions régulières, ce résultat graphique est complété par une mesure de l’erreur
commise avec les normes L1, L2 et L∞. Dans le cas de solutions discontinues, l’affichage de la variable
ρ est complété par l’évolution temporelle de ∆S/∆t défini par (5.129).

Enfin, les résultats du schéma du troisième ordre sont donnés avec une présentation analogue à
celle utilisée pour l’ordre deux.

La prochaine section utilise ces conventions pour présenter le cas test du vortex isentropique qui
permet une mesure de l’ordre sur des solutions régulières.

5.5.2 Vortex isentropique

5.5.2.1 Définition du cas test

Le premier cas test est celui du vortex isentropique tel que décrit dans [55, 199]. Le domaine spatial
est le carré [0, 10]2 et pour ϕ(x) = (5/2π) exp

(
(1−∥x−x0∥2

2)/2
)

avec x0 = (5; 5)T dans R2, les conditions
initiales sont

ρ =
(

1 − γ − 1
2γ ϕ2(x)

) 1
γ−1

, (1 − u; 1 − v)T = ϕ(x)(x− x0)T, p =
(

1 − γ − 1
2γ ϕ2(x)

) γ
γ−1

. (5.130)

Les conditions de bords sont périodiques. La solution exacte est un vortex régulier transporté le long
d’une diagonale du domaine. La Figure 5.4 illustre ce problème avec le résultat d’un schéma usuel
du premier ordre sur une grille cartésienne de 6400 cellules et au temps final de simulation t = 0,1.
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Figure 5.4 – Résultat numérique d’un schéma usuel du premier ordre sur une grille cartésienne de
6400 cellules et pour le problème du vortex isentropique (5.130) au temps final t = 0,1.

5.5.2.2 Résultats du schéma du second ordre

Les résultats graphiques du schéma du second ordre (5.117) pour le problème du vortex isentropique
(5.130) sont tout d’abord donnés par la Figure 5.5. Ensuite, les tableaux 5.1-5.2 rapportent ses erreurs
numériques ainsi que ses ordres pour différents maillages.
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Figure 5.5 – Résultats numériques du schéma du second ordre (5.117) pour le problème du vortex
isentropique (5.130) au temps final t = 0,1 avec la légende : de gauche à droite résultats pour (ΘO2

a,ij)ij∈E
définie par (5.126) puis pour (ΘO2

b,ij)ij∈E définie par (5.127). De haut en bas, résultats sur grille carté-
sienne uniforme de 6400 cellules puis sur 6400 triangles structurés et sur 5262 triangles non structurés
générés par le logiciel FreeFem++ [120].

Erreurs du schéma du second ordre avec (ΘO2
a,ij)ij∈E sur grilles cartésiennes

cellules h L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 1,0E+00 3,0E-01 - 7,3E-02 - 5,1E-02 -
400 5,0E-01 9,7E-02 1,6 2,6E-02 1,5 2,3E-02 1,1
1600 2,5E-01 2,1E-02 2,2 5,3E-03 2,3 4,4E-03 2,4
6400 1,2E-01 4,4E-03 2,3 1,1E-03 2,3 8,6E-04 2,3
10000 1,0E-01 2,7E-03 2,2 6,6E-04 2,2 5,3E-04 2,2
Erreurs du schéma du second ordre avec (ΘO2

a,ij)ij∈E sur triangles structurés
cellules h L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
128 9,3E-01 3,4E-01 - 7,6E-02 - 3,4E-02 -
512 4,7E-01 9,9E-02 1,8 2,4E-02 1,7 1,5E-02 1,1
1682 2,6E-01 2,9E-02 2,1 6,8E-03 2,1 5,6E-03 1,7
6272 1,3E-01 7,3E-03 2,1 1,7E-03 2,1 1,4E-03 2,1
10658 1,0E-01 4,3E-03 2,0 9,8E-04 2,1 7,9E-04 2,1

Erreurs du schéma du second ordre avec (ΘO2
a,ij)ij∈E sur triangles non structurés

cellules h L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
116 1,1E+00 3,4E-01 - 7,8E-02 - 4,0E-02 -
524 5,7E-01 9,1E-02 2,0 2,0E-02 2,1 1,3E-02 1,7
1148 4,2E-01 4,7E-02 2,1 1,1E-02 1,9 7,3E-03 1,8
5262 1,9E-01 1,1E-02 1,8 2,7E-03 1,8 3,3E-03 1,0
10394 1,4E-01 5,9E-03 2,0 1,5E-03 1,9 1,7E-03 2,1

Table 5.1 – Évaluation de l’erreur et des ordres pour le schéma du second ordre (5.117) paramétré par
(ΘO2

a,ij)ij∈E définie dans (5.126), avec h = max
ij∈E

dij et pour le problème du vortex isentropique (5.130)
au temps final t = 0,1.
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Erreurs du schéma du second ordre avec (ΘO2
b,ij)ij∈E sur grilles cartésiennes

cellules h L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 1,0E+00 3,0E-01 - 7,3E-02 - 5,2E-02 -
400 5,0E-01 9,9E-02 1,6 2,8E-02 1,4 2,7E-02 0,9
1600 2,5E-01 2,2E-02 2,2 5,8E-03 2,3 5,3E-03 2,4
6400 1,2E-01 4,6E-03 2,2 1,2E-03 2,2 1,2E-03 2,1
10000 1,0E-01 2,9E-03 2,0 7,9E-04 2,0 8,5E-04 1,7
Erreurs du schéma du second ordre avec (ΘO2

b,ij)ij∈E sur triangles structurés
cellules h L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
128 9,3E-01 3,5E-01 - 7,9E-02 - 3,5E-02 -
512 4,7E-01 1,0E-01 1,8 2,6E-02 1,6 1,7E-02 1,0
1682 2,6E-01 3,0E-02 2,0 7,2E-03 2,1 6,7E-03 1,6
6272 1,3E-01 7,5E-03 2,1 1,8E-03 2,1 1,9E-03 1,9
10658 1,0E-01 4,4E-03 2,1 1,0E-03 2,1 1,1E-03 2,1

Erreurs du schéma du second ordre avec (ΘO2
b,ij)ij∈E sur triangles non structurés

cellules h L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
116 1,1E+00 3,4E-01 - 8,2E-02 - 4,9E-02 -
524 5,7E-01 9,3E-02 2,0 2,1E-02 2,1 1,3E-02 2,0
1148 4,2E-01 4,4E-02 2,4 1,0E-02 2,3 6,8E-03 2,1
5262 1,9E-01 1,0E-02 1,8 2,4E-03 1,8 2,2E-03 1,5
10394 1,4E-01 5,0E-03 2,3 1,2E-03 2,3 1,1E-03 2,1

Table 5.2 – Évaluation de l’erreur et des ordres pour le schéma du second ordre (5.117) paramétré par
(ΘO2

b,ij)ij∈E définie dans (5.127), avec h = max
ij∈E

dij et pour le problème du vortex isentropique (5.130)
au temps final t = 0,1.

Puisque le schéma du second ordre (5.117) n’utilise pas de limitation de pente, les ordres théoriques
sont exactement observés dès que le maillage est suffisamment fin.

5.5.2.3 Résultats du schéma du troisième ordre

Les résultats du schéma du troisième ordre simulant le problème du vortex isentropique (5.130)
sont donnés dans cette section. Les résultats graphiques sont illustrés par la Figure 5.6 et les tableaux
5.3-5.4 rapportent les erreurs numériques ainsi que les ordres pour différents maillages.
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Figure 5.6 – Résultats numériques du schéma du troisième ordre (5.117) pour le problème du vor-
tex isentropique (5.130) au temps final t = 0,1 avec la légende : de gauche à droite résultats pour
(ΘO3

a,ij)ij∈E définie par (5.126) puis pour (ΘO3
b,ij)ij∈E définie par (5.127). De haut en bas, résultats sur

grille cartésienne uniforme de 6400 cellules puis sur 6400 triangles structurés et sur 5262 triangles non
structurés générés par le logiciel FreeFem++ [120].

Erreurs du schéma du troisième ordre avec (ΘO3
a,ij)ij∈E sur grilles cartésiennes

cellules h L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 1,0E+00 2,4E-01 - 5,3E-02 - 3,7E-02 -
400 5,0E-01 3,8E-02 2,7 9,8E-03 2,5 7,0E-03 2,4
1600 2,5E-01 3,0E-03 3,7 8,1E-04 3,6 6,4E-04 3,4
6400 1,2E-01 2,2E-04 3,8 6,1E-05 3,7 6,0E-05 3,4
10000 1,0E-01 1,0E-04 3,5 3,0E-05 3,2 2,9E-05 3,3
Erreurs du schéma du troisième ordre avec (ΘO3

a,ij)ij∈E sur triangles structurés
cellules h L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
128 9,3E-01 2,7E-01 - 5,8E-02 - 2,9E-02 -
512 4,7E-01 4,1E-02 2,7 1,0E-02 2,5 6,6E-03 2,2
1682 2,6E-01 5,5E-03 3,4 1,5E-03 3,3 1,1E-03 3,0
6272 1,3E-01 5,7E-04 3,4 1,6E-04 3,4 1,1E-04 3,6
10658 1,0E-01 2,5E-04 3,1 6,9E-05 3,1 4,8E-05 3,0
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Erreurs du schéma du troisième ordre avec (ΘO3
a,ij)ij∈E sur triangles non structurés

cellules h L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
116 1,1E+00 2,4E-01 - 5,7E-02 - 2,9E-02 -
524 5,7E-01 2,9E-02 3,3 7,3E-03 3,2 4,9E-03 2,7
1148 4,2E-01 1,1E-02 2,9 2,8E-03 3,1 1,9E-03 2,9
5262 1,9E-01 1,3E-03 2,8 3,2E-04 2,8 3,3E-04 2,3
10394 1,4E-01 5,4E-04 2,7 1,5E-04 2,4 2,0E-04 1,5

Table 5.3 – Évaluation de l’erreur et des ordres pour le schéma du troisième ordre (5.117) paramétré
par (ΘO3

a,ij)ij∈E définie dans (5.126), avec h = max
ij∈E

dij et pour le problème du vortex isentropique (5.130)
au temps final t = 0,1.

Erreurs du schéma du troisième ordre avec (ΘO3
b,ij)ij∈E sur grilles cartésiennes

cellules h L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
100 1,0E+00 2,4E-01 - 5,3E-02 - 3,7E-02 -
400 5,0E-01 3,8E-02 2,6 1,0E-02 2,4 7,8E-03 2,2
1600 2,5E-01 3,0E-03 3,7 8,2E-04 3,6 7,1E-04 3,5
6400 1,2E-01 2,3E-04 3,7 7,0E-05 3,6 6,3E-05 3,5
10000 1,0E-01 1,1E-04 3,4 3,4E-05 3,2 2,9E-05 3,4
Erreurs du schéma du troisième ordre avec (ΘO3

b,ij)ij∈E sur triangles structurés
cellules h L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
128 9,3E-01 2,7E-01 - 5,8E-02 - 3,0E-02 -
512 4,7E-01 4,1E-02 2,7 1,1E-02 2,5 6,9E-03 2,1
1682 2,6E-01 5,5E-03 3,4 1,5E-03 3,3 1,2E-03 3,0
6272 1,3E-01 5,7E-04 3,4 1,6E-04 3,4 1,1E-04 3,6
10658 1,0E-01 2,5E-04 3,1 6,9E-05 3,1 4,9E-05 3,1

Erreurs du schéma du troisième ordre avec (ΘO3
b,ij)ij∈E sur triangles non structurés

cellules h L1 ordre L2 ordre L∞ ordre
116 1,1E+00 2,5E-01 - 5,9E-02 - 3,2E-02 -
524 5,7E-01 2,9E-02 3,3 7,3E-03 3,2 4,9E-03 2,9
1148 4,2E-01 1,1E-02 2,9 2,8E-03 3,1 1,7E-03 3,4
5262 1,9E-01 1,3E-03 2,8 3,2E-04 2,8 3,3E-04 2,1
10394 1,4E-01 5,5E-04 2,7 1,5E-04 2,4 2,0E-04 1,6

Table 5.4 – Évaluation de l’erreur et des ordres pour le schéma du troisième ordre (5.117) paramétré
par (ΘO3

b,ij)ij∈E définie dans (5.127), avec h = max
ij∈E

dij et pour le problème du vortex isentropique (5.130)
au temps final t = 0,1.

Les ordres théoriques sont une nouvelle fois exactement restitués sur grilles cartésiennes et sur maillages
triangulaires structurés. En revanche, une légère dégradation de la précision est observée sur maillages
non structurés. L’origine exacte de cette dégradation est inconnue mais les ordres observés demeurent
satisfaisants.

5.5.3 Cas des problèmes de Riemann en dimension deux

5.5.3.1 Définitions des cas tests

Cette section concerne trois problèmes de Riemann en dimension deux tels que décrits par A.
Kurganov et E. Tadmor dans [136]. Pour ces problèmes, le carré unité est d’abord divisé en quatre
cadrants délimités par les droites x1 = 1/2 et x2 = 1/2. Ensuite, dans chaque cadrant, la quantité
(ρ, u, v, p)T est initialisée par une constante de Ω. Les trois problèmes considérés sont notés KT3, KT5
et KT6 et le tableau 5.5 donne les valeurs des constantes d’initialisation.
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Quadrant problème KT3 problème KT5 problème KT6

[0, 1/2[×[0, 1/2] (0,138; 1,206; 1,206; 0,029)T (1; 0,75; 0,5; 1)T (1; −0,75; 0,5; 1)T

[0, 1/2[×[1/2, 1] (0,5323; 1,206; 0; 0,3)T (2; −0,75; 0,5; 1)T (2; 0,75; 0,5; 1)T

[1/2, 1] × [0, 1/2] (0,5323; 0; 1,206; 0,3)T (3; 0,75; −0,5; 1)T (3; −0,75; −0,5; 1)T

[1/2, 1] × [1/2, 1] (1,5; 0; 0; 1,5)T (1; −0,75; −0,5; 1)T (1; 0,75; −0,5; 1)T

Table 5.5 – Données initiales des problèmes de Riemann bidimensionnels.

Des conditions de bords de types Neumann homogènes sont imposées sur toutes les frontières du
domaine et pour chaque problème, le temps final de simulation est t = 0,3. Pour illustrer ces définitions,
une solution obtenue avec un schéma usuel du premier ordre est donnée par la Figure 5.7.

Figure 5.7 – En haut à gauche (resp. en haut à droite, en bas) résultats numériques d’un schéma usuel
du premier ordre sur une grille cartésienne ayant 1000 cellules par direction, au temps final t = 0,3 et
pour le problème de Riemann KT3 (resp. KT5, KT6) donné par le tableau 5.5.

5.5.3.2 Résultats du schéma du second ordre

Cette section concerne les résultats du schéma du second ordre (5.117) pour les problèmes de
Riemann définis ci-avant. La Figure 5.8 donne les résultats pour le problème KT3 et la Figure 5.9
montre ceux obtenus pour le problème KT5.
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Figure 5.8 – Résultats numériques du schéma du second ordre (5.117) au temps final t = 0,3 pour le
problème de Riemann KT3 donné par le tableaux 5.5. De gauche à droite, résultats pour (ΘO2

a,ij)ij∈E
définie par (5.126) puis pour (ΘO2

b,ij)ij∈E définie par (5.127). De haut en bas, évolution temporelle de
∆S/∆t défini dans (5.129), résultats sur grille cartésienne uniforme de 1 000 000 cellules puis sur 1 002 422
triangles non structurés générés par le logiciel FreeFem++ [120].

Les solutions numériques obtenues pour le problème KT3 avec le triplet (ΘO2
a,ij , λ,∆t) défini par

(5.126), (5.128) sont globalement moins diffuses que les solutions standard de la Figure 5.7. Pour autant,
et d’après l’évolution temporelle de ∆S/∆t tracée en haut à gauche de la Figure 5.8, les solutions calculées
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avec ce triplet ne vérifient pas l’inégalité d’entropie discrète globale.
Ce défaut de stabilité est corrigé avec les matrices ΘO2

b,ij données par (5.127). Néanmoins, avec ces
matrices et sur les deux types de maillages, des oscillations de ∆S/∆t sont observés en haut à droite
de la Figure 5.8. L’origine de ces oscillations est inconnue mais leur aspect erratique sur maillage non
structuré pourrait être attribué à l’utilisation de la procédure MOOD. En effet, une mesure directe
montre que cette procédure est seulement activée sur ces maillages et elle concerne au plus 10−4%
du total des cellules au cours de la simulation. Ce léger défaut de robustesse sur maillages non struc-
turés pourrait également expliquer les déformations des ondes observées dans les régions proches de
(x1; x2)T = (0,4; 0)T et de (x1; x2)T = (0; 0,4)T.
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Figure 5.9 – Résultats numériques du schéma du second ordre (5.117) au temps final t = 0,3 pour le
problème de Riemann KT5 défini dans le tableaux 5.5. De gauche à droite, résultats pour (ΘO2

a,ij)ij∈E
définie par (5.126) puis pour (ΘO2

b,ij)ij∈E définie par (5.127). De haut en bas, évolution temporelle de
∆S/∆t défini par (5.129), résultats sur grille cartésienne uniforme de 1 000 000 cellules puis sur 1 002 422
triangles non structurés générés par le logiciel FreeFem++ [120].

Pour le problème KT5, les paramétrages ΘO2
a,ij et ΘO2

b,ij respectivement donnés par (5.126) et par
(5.127) assurent tous deux la stabilité entropique discrète sur grilles cartésiennes et sur maillages non
structurés. De plus, la procédure de limitation MOOD n’est pas utilisée.

Par ailleurs, des irrégularités sont observées sur les fronts des ondes calculés par le paramétrage ΘO2
a,ij

sur maillages non structurés (voir Fig 5.9 en bas à gauche). Ces irrégularités sont des instabilités de
Kelvin-Helmholtz et d’après [60], leurs apparitions est une mesure qualitative de la diffusion numérique.
D’après la Figure 5.9, ces instabilités n’apparaissent pas sur grilles cartésiennes et par conséquent, les
résultats les plus précis sont probablement ceux donnés par les matrices ΘO2

a,ij définies par (5.126) et
sur maillages non structuré.

Les mêmes remarques peuvent être formulées pour le problème KT6 dont les résultats sont présentés
par la Figure 5.10.
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Figure 5.10 – Résultats numériques du schéma du second ordre (5.117) au temps final t = 0,3 pour
le problème de Riemann KT6 donné par le tableau 5.5. De gauche à droite, résultats pour (ΘO2

a,ij)ij∈E
définie par (5.126) puis pour (ΘO2

b,ij)ij∈E définie par (5.127). De haut en bas, évolution temporelle de
∆S/∆t défini par (5.129), résultats sur grille cartésienne uniforme de 1 000 000 cellules puis sur 1 002 422
triangles non structurés générés par le logiciel FreeFem++ [120].

5.5.3.3 Résultats du schéma du troisième ordre

Cette section présente les résultats du schéma du troisième ordre (5.117) pour les problèmes de
Riemann bi-dimensionnels définis dans le tableau 5.5.

Malgré les efforts déployés, les triplets
(
(ΘO3

α,ij)α∈{a,b}, λ,∆t) proposés dans (5.126), (5.127), (5.128)
demeurent parfois instables pour le schéma du troisième ordre et certaines simulations n’ont pas pu
être réalisées sur maillages non structurés. Dans ces cas, les résultats sont présentés sur des maillages
triangulaires structurés tel que décrit en Section 5.5.1, Figure 5.3.

La Figure 5.11 montre les résultats du schéma du troisième ordre pour le problème KT3 et les
résultats obtenus pour le problème KT5 sont donnés en Figure 5.12.
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Figure 5.11 – Résultats numériques du schéma du troisième ordre (5.117) au temps final t = 0,3 pour
le problème de Riemann KT3 donné dans le tableau 5.5. De gauche à droite, résultats pour (ΘO3

a,ij)ij∈E
définie par (5.126) puis pour (ΘO3

b,ij)ij∈E définie par (5.127). De haut en bas, évolution temporelle de
∆S/∆t défini par (5.129), résultats sur grille cartésienne uniforme de 1 000 000 cellules puis sur 1 008 200
triangles structurés.

Concernant le problème KT3, les quatre simulations donnent des résultats différents et pour toutes
la procédure de limitation MOOD est nécessaire. Avec les matrices ΘO3

a,ij définies par (5.126), cette
procédure s’active pour au plus 0,1% du total des cellules et avec les matrices ΘO3

b,ij exprimées dans
(5.126), elle concerne au plus 0,0025% du total des cellules. Ces proportions suggèrent que les simula-
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tions numériques sont plus stables avec le choix de ΘO3
b,ij . Cette tendance est clairement confirmée par

le tracé de la quantité ∆S/∆t qui est erratique pour ΘO3
a,ij mais demeure négative pour ΘO3

b,ij sur maillage
triangulaire structuré.

L’association de ces maillages au schéma d’ordre trois fait de plus apparaître des instabilités
de Kelvin-Helmholtz dans la zone d’interaction centrale approximativement située dans le rectangle
[0,4; 1] × [0,2; 0,5]. Ces instabilités n’étaient pas présentes dans la Figure 5.8 qui illustre le schéma
du second ordre. Par conséquent, le gain de précision obtenue par une montée à l’ordre trois semble
réel mais des déformations des ondes sont une nouvelle fois observées dans les régions proches de
(x1; x2)T = (0,4; 0)T et de (x1; x2)T = (0; 0,4)T.
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Figure 5.12 – Résultats numériques du schéma du troisième ordre (5.117) au temps final t = 0,3 pour
le problème de Riemann KT5 donné par le tableau 5.5. De gauche à droite, résultats pour (ΘO3

a,ij)ij∈E
définie par (5.126) puis pour (ΘO3

b,ij)ij∈E définie par (5.127). De haut en bas, évolution temporelle de
∆S/∆t défini par (5.129), résultats sur grille cartésienne uniforme de 1 000 000 cellules puis sur 1 002 422
triangles non structurés générés par le logiciel FreeFem++ [120].

Pour le problème KT5, le choix de ΘO3
a,ij défini par (5.126) n’est ni fonctionnel sur maillage trian-

gulaire structuré ni sur maillage non structuré. En revanche, ce choix donne des résultats satisfaisants
sur grille cartésienne.

L’ensemble des résultats présentés en Figure 5.12 pour le cas test KT5 vérifient la stabilité entro-
pique discrète globale. La procédure MOOD n’est nécessaire que sur les maillages triangulaires non
structurés. Dans ce cas, son activation concerne au plus 10−4% du total des cellules et elle se manifeste
par les oscillations de la quantité ∆S/∆t visibles à la date t ≈ 0,25.

La montée à l’ordre trois pour le cas test KT5 est bénéfique sur les maillages non structurés
puisque le choix de ΘO3

b,ij assure la stabilité entropique et il permet d’observer les instabilités de Kelvin-
Helmholtz.

Les mêmes remarques peuvent être formulées pour le problème KT6 dont les résultats sont présentés
par la Figure 5.13.
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Figure 5.13 – Résultats numériques du schéma du troisième ordre (5.117) au temps final t = 0,3 pour
le problème de Riemann KT6 donné par le tableau 5.5. De gauche à droite, résultats pour (ΘO3

a,ij)ij∈E
définie par (5.126) puis pour (ΘO3

b,ij)ij∈E définie par (5.127). De haut en bas, évolution temporelle de
∆S/∆t défini par (5.129), résultats sur grille cartésienne uniforme de 1 000 000 cellules puis sur 1 002 422
triangles non structurés générés par le logiciel FreeFem++ [120].

5.5.4 Écoulement dans un tunnel avec marche

5.5.4.1 Définition du cas test

Cette section concerne l’écoulement d’un gaz évoluant à mach 3 dans un tunnel avec marche [224].
La géométrie du tunnel est incluse dans le rectangle [0, 3]× [0, 1] mais à l’abscisse x1 = 0,6, une marche
de hauteur 0,2 réduit le profil longitudinal. Les conditions initiales sont ρ = 1,4, (u; v)T = (3; 0)T,
p = 1. Une condition de Dirichlet avec les valeurs initiales est imposée sur le bord gauche tandis
qu’une condition de Neumann homogène est imposée à droite. Sur toutes les autres frontières, le fluide
vérifie une condition de réflexion. Le temps final de simulation est t = 4. Ce cas test est illustré par
la Figure 5.14 qui présente les résultats d’un schéma usuel du premier ordre sur maillage triangulaire
non structuré possédant 101 182 cellules.
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Figure 5.14 – Résultat numérique d’un schéma usuel du premier ordre pour le problème de la marche
[224] au temps final t = 4 sur 101 182 triangles non structurés générés par le logiciel FreeFem++ [120].

5.5.4.2 Résultats du schéma du second ordre

Cette section présente les résultats du schéma du second ordre pour le problème de la marche décrit
ci-dessus. Les matrices (ΘO2

a,ij)ij∈E données par (5.126) ne permettent pas de simuler ce problème et les
résultats pour les matrices (ΘO2

b,ij)ij∈E définies par (5.127) sont donnés par la Figure 5.15.
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Figure 5.15 – À gauche, résultats numériques du schéma du second ordre (5.117) avec les matrices
(ΘO2

b,ij)ij∈E définies par (5.127) pour le problème de la marche [224] au temps final t = 4 puis à droite,
évolution temporelle de ∆S/∆t défini par (5.129). De haut en bas, résultats numériques sur maillage
constitué 100 330 triangules structurés puis sur 101 182 triangles non structurés générés par le logiciel
FreeFem++ [120].

Graphiquement, les résultats sont semblables sur les deux types de maillages. En revanche, et bien
qu’imparfaite, la stabilité entropique discrète globale est nettement mieux satisfaite sur le maillage
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triangulaire structuré. La procédure MOOD concerne au plus 0.025% du total des cellules d’un tel
maillage et elle est nécessaire pour au plus 2 · 10−3% du total des cellules triangulaires non structurés.

5.5.4.3 Résultats du schéma du troisième ordre

Cette section donne les résultats du schéma du troisième ordre (5.117) pour le problème de la marche
introduit dans [224] et décrit ci-avant. Les matrices (ΘO3

a,ij)ij∈E données par (5.126) ne permettent pas
de simuler ce problème et les matrices (ΘO3

b,ij)ij∈E définies par (5.127) sont fonctionnelles seulement sur
les maillages triangulaires structurés. La Figure 5.16 montre les résultats obtenus.
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Figure 5.16 – À gauche, résultat numérique du schéma du troisième ordre (5.117) avec les matrices
(ΘO3

b,ij)ij∈E définies par (5.127), sur maillage constitué 100 330 triangules structurés et pour le problème
de la marche [224] au temps final t = 4. À droite, évolution temporelle de ∆S/∆t défini par (5.129).

Les résultats graphiques semblent précis avec une montée à l’ordre trois puisque des instabilités de
Kelvin-Helmholtz sont légèrement visibles près de la droite x2 = 0,8. L’onde verticale près de la
droite x1 = 0,5 est néanmoins restituée à une position différente de celle observée jusqu’alors dans les
Figures 5.14 et 5.15. Sa taille verticale est également plus grande. Malgré ces observations, la stabilité
entropique discrète globale du schéma n’est clairement pas satisfaite pour ce cas test. La procédure
MOOD s’active sur au plus 0.015% du total des cellules du maillage.

5.5.5 Double réflexion sur une rampe

5.5.5.1 Définition du cas test

Cette section est consacrée à la simulation d’une onde de choc évoluant le long d’une rampe inclinée
telle que proposée dans [224]. La géométrie du domaine est incluse dans le rectangle [0; 1,9] × [0; 1,3]
mais à l’abscisse x1 = 1/6, une pente formant un angle 30◦ avec l’horizontale connecte les bords du bas
et de droite. Les conditions initiales sont ρ = 1,4, (u; v)T = (0; 0)T, p = 1. Sur le bord gauche, une
condition de type Dirichlet est imposée avec les valeurs ρ = 8, (u; v)T = (8,25; 0)T et p = 116,5, tandis
que des conditions de Neumann homogènes sont imposées sur le bord droit du domaine. Sur toutes les
autres frontières, des conditions de réflexions sont prescrites. Le temps final de simulation est t = 0,15.
La Figure 5.17 illustre ce problème avec le résultat d’un schéma usuel du premier ordre sur maillage
triangulaire non structuré possédant 1 003 193 cellules.
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Figure 5.17 – Résultat numérique d’un schéma usuel du premier ordre pour le problème de la rampe
[224] au temps final t = 0,15 et sur 1 003 193 triangles non structurés générés par le logiciel FreeFem++
[120].

5.5.5.2 Résultats du schéma du second ordre

Cette section donne les résultats du schéma du second ordre (5.117) pour le problème de la rampe
défini ci-dessus. Les matrices (ΘO2

a,ij)ij∈E données par (5.126) ne permettent pas de simuler ce problème
et les résultats pour les matrices (ΘO2

b,ij)ij∈E définies par (5.127) sont donnés par la Figure 5.18.
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Figure 5.18 – À gauche, résultat numérique du schéma du second ordre (5.117) avec les matrices
(ΘO2

b,ij)ij∈E définies par (5.127), sur 1 003 193 triangles non structurés générés par le logiciel FreeFem++

[120] et pour le problème de la rampe [224] au temps final t = 0,15. À droite, évolution temporelle de
∆S/∆t défini par (5.129).

La montée au second est ordre est bénéfique puisque les résultats sont moins diffusifs que ceux
d’ordre un donnés par la Figure 5.17. Cependant, les instabilités de Kelvin-Helmholtz qui se développent
le long de rampe après le passage de l’onde de choc (voir par exemple ([76, Figure 2.19], [60, Fig 14])
ne sont pas visibles sur la Figure 5.18. Au début de la simulation et approximativement jusqu’à la date
t ≈ 0,02, la quantité ∆S/∆t défini par (5.129) est légèrement positive mais elle reste négative après cette
date. Pour ce cas test, la procédure de limitation MOOD est appliquée au plus à 10−4% du total des
cellules.

5.5.5.3 Résultats du schéma du troisième ordre

Pour conclure, cette section s’intéresse aux résultats du schéma du troisième ordre (5.117) pour
le problème de la rampe donné ci-avant. Les matrices (ΘO2

a,ij)ij∈E définies par (5.126) ne sont pas
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fonctionnelles pour ce problème et les résultats pour les matrices (ΘO2
b,ij)ij∈E définies par (5.127) sont

présentés par la Figure 5.19.
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Figure 5.19 – À gauche, résultat numérique du schéma du troisième ordre (5.117) avec les matrices
(ΘO3

b,ij)ij∈E définies par (5.127), sur 1 003 193 triangles non structurés générés par le logiciel FreeFem++

[120] et pour le problème de la rampe [224] au temps final t = 0,15. À droite, évolution temporelle de
∆S/∆t défini par (5.129).

La montée à l’ordre trois permet de restituer des instabilités de Kelvin-Helmholtz. La stabilité
entropique du schéma est tendanciellement correcte mais elle demeure nettement moins satisfaisante
que celle du second ordre. Cette difficulté se traduit également par un recours plus fréquent à la
procédure MOOD puisque pour ce cas test, elle est appliquée au plus à 0,08% du total des cellules.

5.6 Synthèse et conclusion
Ce chapitre présente les extensions bi-dimensionnelles sur maillages non structurés des schémas

numériques proposés dans le chapitre 4. Cette extension est réalisée en trois temps.
Tout d’abord, et en restreignant l’anisotropie locale des cellules du maillage, des approximations des

matrices hessiennes et des gradients de w sont proposées. Les approximations des matrices hessiennes
sont connues après résolution d’un système linéaire de taille quatre défini à chaque cellule du maillage.
Les approximations obtenues sont consistantes au premier ordre, linéaires, locales et elles ne nécessitent
pas de technique de limitation additionnelle. Ces matrices hessiennes discrètes permettent également
de déduire des approximations d’ordre deux du gradient de w. Ces gradients discrets possèdent les
mêmes propriétés que les hessiennes discrètes mais ils sont de plus totalement explicites et ils donnent,
par dégradation immédiate, une approximation au premier ordre.

Ensuite, ces dérivées discrètes sont utilisées pour définir des schéma numériques explicites en temps,
d’ordre deux et trois sur maillages non structurés. Les flux numériques associés aux schémas reposent
sur une discrétisation d’ordre élevé des intégrales des fonctions de flux puis sur des corrections dissi-
patives du même ordre paramétrées par des matrices (ΘOk

ij )ij∈E dans Mm,m(R). Par conséquent, les
schémas proposés n’utilisent pas de limiteur de pente et ils sont définis par la donnée d’un triplet
(ΘOk

ij , λ,∆t) dans Mm,m(R) × (R+
∗ )2.

Enfin, l’étude de stabilité montre l’existence d’un triplet (ΘOk
ij , λ,∆t) tel que la séquence mise à

jour (wn+1
i )i∈T vérifie une inégalité d’entropie discrète globale pour toute entropie strictement convexe

de classe C2(Ω,R) donnée. Ce résultat d’existence est publié pour le second ordre dans [160].

Des expressions explicites des triplets (ΘOk
ij , λ,∆t) sont respectivement données dans (5.92), (5.113),

(5.124) mais il est clair que ces expressions sont malheureusement inutilisables en pratique. D’une ma-
nière générale, la mise en œuvre des schémas proposés n’est pas simple et par conséquent les paramètres
(ΘOk

ij , λ,∆t) sont choisis par une approche heuristique décrite en Section 5.5.1.
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Pour les schémas du second et du troisième ordre, les résultats obtenus pour la simulation de
solutions régulières sont satisfaisants. L’absence de limiteur de pente permet de retrouver exactement
les ordres théoriques. Une très légère dégradation de l’ordre est toutefois observée pour le schéma du
troisième ordre sur les maillages non structurés. L’origine de ce défaut est inconnue.

La simulation de solutions discontinues donne des résultats graphiques satisfaisants. La stabilité
entropique du schéma du second ordre est globalement correcte avec l’une des deux heuristiques pro-
posées. Néanmoins, des instabilités sont parfois observées sur maillages non structurés. La montée à
l’ordre trois permet un gain de precision souligné par l’apparition d’instabilités de Kelvin-Helmholtz,
mais les performances de stabilité du schéma sont décevantes avec les heuristiques proposées.
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Conclusion

L’idée directrice de ce mémoire de thèse est le développement de schémas numériques aux volumes
finis à partir d’éléments qui permettent de retrouver une stabilité entropique discrète. Dans les chapitres
2 et 3, ces éléments s’expriment sous la forme de conditions suffisantes directement incluses dans les
définitions des solveurs de Riemann. Dans les chapitres 4 et 5, ces éléments sont des paramètres
additionnels laissés volontairement libres lors de la définition du schéma.

La démarche des chapitres 2 et 3, appliquée aux équations de Saint Venant, de Ripa et d’Euler,
conduit à des équations non linéaires qui définissent des solveurs de Riemann à deux états intermédiaires
constants. Sauf pour le cas des équations de Ripa, ces équations non linéaires sont quadratiques et leur
discriminant est toujours positif. Dans le chapitre 2, ce signe est une conséquence directe du schéma
HLL standard [118] et dans le chapitre 3, il est assuré par une condition implicite de type CFL et par une
discrétisation spécifique du terme source. Par conséquent, les équations quadratiques proposées dans
ces chapitres peuvent toujours être résolues explicitement dans R. Une résolution explicite analogue
n’a malheureusement pas pu être établie pour le cas des équations de Ripa dans lequel l’existence
des solutions au système proposé est seulement donnée sous la forme d’une conjecture étayée par les
résultats numériques.

Les schémas de type Godunov ainsi obtenus sont consistants, par construction, ils vérifient une
inégalité d’entropie discrète locale et ils sont également well-balanced lorsque le système d’équations
est équipé d’un terme source. Ces schémas sont de plus explicites sauf pour le cas des équations de Ripa
qui nécessite la résolution d’un système d’équations algébriques à l’aide d’une méthode de Newton ou
de point fixe par exemple.

Les résultats numériques sont globalement convenables et très satisfaisant pour les simulations de
solutions discontinues. Toutefois, dans le cas des systèmes avec terme source, les schémas proposés
peuvent converger vers des solutions qui ne sont pas celles de référence. Ces défauts de convergence ont
déjà été observés avec d’autres schémas dans [34, 42, 59] et dans ce mémoire de thèse, ils se manifestent
dans les simulations des équilibres mouvants atteints après régimes transitoires. Dans ces simulations,
la propriété well-balanced n’est donc pas restituée à la précision machine attendue.

Par ailleurs, et en considérant un système hyperbolique muni d’une entropie suffisamment régu-
lière, les chapitres 4 et 5 proposent d’obtenir une stabilité entropique discrète globale à partir d’une
séquence de matrice formellement notée Θ. Ces matrices sont libres lors de la définition des schémas
puis contraintes en vertu de la stabilité souhaitée. Les contraintes sont explicitement données et il est
établi que plusieurs matrices Θ sont admissibles.

Cette stratégie permet de proposer des schémas d’ordre élevé, sans limiteurs pente et qui vérifient
une inégalité d’entropie discrète globale d’abord en une dimension d’espace dans le chapitre 4 puis
sur des maillages non structurés bi-dimensionnels dans le chapitre 5. Ces résultats de stabilité sont
obtenus sous une condition CFL restrictive mais l’analyse du cas linéaire et les simulations numériques
montrent que cette CFL peut être relaxée en utilisant une discrétisation temporelle d’ordre élevé de
type Runge-Kutta Strong Stablilty Preserving [107, 109, 110]. D’après [76, 230], ces discrétisations
temporelles préservent les résultats de stabilité entropique.

Puisque les schémas d’ordre élevé proposés n’utilisent pas de limiteur de pente, les ordres théoriques
sont exactement retrouvés dans les simulations de solutions régulières. Une très légère dégradation de
l’ordre est toutefois observée pour le schéma du troisième ordre sur les maillages non structurés.
L’origine de ce défaut est inconnue.
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Dans le cas de solutions discontinues, les simulations numériques réalisées montrent clairement
que les matrices Θ ne sont pas toutes équivalentes. En une dimension d’espace, certaines d’entre elles
génèrent peu oscillations parasites et semblent assurer le principe du maximum dans le cas de l’équation
scalaire de Burgers. Dans le cas bi-dimensionnel, le choix des matrices Θ est plus délicat et puisque les
expressions théoriques établies sont pratiquement rédhibitoires, des choix heuristiques sont proposés. Si
les résultats du schéma du second ordre sont corrects avec l’une des deux heuristiques, les performances
du schéma du troisième ordre demeurent fragiles avec les choix de matrices Θ proposés.

Ainsi, il est possible de définir des schémas numériques à partir des conditions usuelles de consistance
complétées par des éléments liées à la stabilité entropique discrète. Les deux démarches présentés en ce
sens donnent des résultats numériques variables mais elles permettent néanmoins de proposer plusieurs
schémas qui vérifient une stabilité entropique discrète d’abord locale puis globale.

En particulier, l’ajout de conditions suffisantes de stabilité permet de proposer un schéma numé-
rique pour les équations de Saint Venant, à stabilité entropique locale et well-balanced pour toutes
les solutions stationnaires régulières. L’utilisation de paramètres libres permet par ailleurs d’établir
des schémas numériques explicites en temps, du second et du troisième ordre, sans limiteur de pente,
définis sur des maillages non structurés et qui vérifient une inégalité d’entropie discrète globale.

Les perspectives et les poursuites de ce mémoire de thèse sont diverses et quelques pistes sont
énumérées ci-dessous.

La suite immédiate du chapitre 3 consisterait à démontrer la conjecture (3.117) qui admet l’existence
des solutions d’un système d’équations algébriques non linéaires. La démonstration de cette conjecture
permettrait de conclure quant à l’existence d’un schéma numérique entropique et well-balanced pour
les équations de Ripa.

Ensuite, un prolongement possible des chapitres 4 et 5 serait d’identifier l’influence exacte des ma-
trices Θ sur les oscillations parasites observées. Cette identification pourrait être conduite en étudiant
les éventuelles propriétés de stabilité entropique locale des schémas proposés. Ces recherches seraient
motivées car la stabilité entropique discrète globale n’exclue pas la stabilité entropique locale et cer-
taines matrices Θ donnent des résultats numériques qui pourraient corroborer une telle stabilité dans
le cas de l’équation scalaire de Burgers. Ces investigations pourraient être débutée en s’appuyant sur
les récents résultats de N. Aguillon et al qui établissent dans [10] des tests numériques qui permettent
de détecter les schémas non entropiques.

Enfin, il conviendrait de confronter les gradients et les matrices hessiennes discrets proposés en
Section 5.2 aux méthodes présentées dans la bibliographie dédiée en Section 5.1.3. D’après [66, 201],
plusieurs critères généraux de comparaisons pourraient être retenus et il pourrait également être inté-
ressant de coupler ces dérivées discrètes avec d’autres schémas numériques existants.
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Annexe A

Solutions stationnaires régulières des
équations de Saint Venant

Cette annexe concerne les solutions stationnaires régulières des équations de Saint Venant. Les
équations algébriques et une propriété vérifiées par ces solutions stationnaires sont établies ci-dessous.

Lemme A.1 (Solutions stationnaires régulières des équation de Saint Venant). Soit I un intervalle
fermé et borné dans R. Pour une fonction régulière indépendante du temps z : R → R donnée, consi-
dérons le système d’équations de Saint Venant en une dimension d’espace donné par

∂t

(
h
q

)
+ ∂x

(
q

q2

h + gh2

2

)
=
(

0
−gh

)
∂xz, ∀(x, t) ∈ I×]0,+∞[. (A.1)

La fonction (x, t) 7→
(
h(x, t), q(x, t)

)T prend ses valeurs dans l’espace convexe Ω défini par

Ω =
{

(h, q) ∈ R2 |h > 0, q ∈ R
}
.

Soit x 7→ (h(x), q(x)) une solution stationnaire régulière du système de Saint Venant (A.1). Les asser-
tions suivantes sont vérifiées.
i) Il existe (q0, B0) dans R × R∗

+ tel que pour tout x dans I

q(x) = q0,

q0
2h2(x) + g

(
h(x) + z(x)

)
= B0.

(A.2a)

(A.2b)

ii) En considérant q0 dans R défini ci-dessus ainsi que l’ensemble Jq0 inclus dans I et tel que

Jq0 =
{
x ∈ I | 1 − q2

0
gh3(x) ̸= 0

}
, (A.3)

la dérivée de h vérifie
∂xh = − ∂xz

1 − q2
0

gh3(x)

, ∀x ∈ Jq0 . (A.4)

Démonstration. Par définition, x 7→ h(x) et x 7→ q(x) satisfont les deux équations suivantes pour tout
x dans I :

∂xq = 0,

∂x

(q2

h
+ gh2

2
)

= − gh∂xz.

(A.5a)

(A.5b)
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Pour l’assertion i), et d’après l’équation (A.5a), le résultat (A.2a) est immédiat. En considérant ce
résultat dans l’équation (A.5b) puis en appliquant les règles usuelles de dérivation, il suit

0 = ∂x

(q2
0
h

+ gh2

2
)

+ gh∂xz,

= − (∂xh) q
2
0
h2 + gh∂x

(
h+ z

)
,

= h
(

− (∂xh) q
2
0
h3

)
+ gh∂x

(
h+ z

)
,

= h∂x

( q2
0

2h2

)
+ gh∂x

(
h+ z

)
.

Puisque h > 0, il est possible de multiplier l’équation ci-dessus par 1/h pour obtenir

∂x

( q2
0

2h2 + g(h+ z)
)

= 0.

Cette dernière égalité permet de déduire le résultat (A.2b) et elle est conclut donc la preuve de l’as-
sertion i).

En ce qui concerne l’assertion ii), et en utilisant les règles usuelles de dérivation, l’équation (A.5b)
s’écrit également pour tout x dans I de la manière suivante :

−gh∂xz = ∂x

(q2
0
h

+ gh2

2
)
,

= − ∂xh
q2

0
h2 + gh∂xh,

= gh∂xh
(
1 − q2

0
gh3

)
.

En divisant l’équation ci-dessus par gh > 0, il suit

−∂xz = ∂xh
(
1 − q2

0
gh3

)
. (A.6)

En restreignant x à l’ensemble Jq0 défini par (A.3), il suit le résultat (A.4) ce qui conclut la preuve de
l’assertion ii) ainsi que la preuve du lemme.

D’après l’assertion ii) du lemme ci-dessus, en régime stationnaire et tant que x est dans l’ensemble
Jq0 , les dérivées de h et de z sont proportionnelles. Ainsi, si z est localement constant alors h est aussi
constant. De plus, le résultat (A.2a) montre que q est également constant en régimes stationnaires. Par
conséquent, cette assertion permet de déduire que pour x dans Jq0 , si z est localement constante alors
seules les constantes de Ω̂ sont des solutions stationnaires régulières du système (A.1).

Lorsque x n’est pas dans Jq0 , l’équation (A.6) devient singulière. Dans ce cas, et comme z est une
donnée, les équations stationnaires écrites sous la forme de (A.5) pourraient être mal posées.
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Titre : Schémas aux volumes finis avec inégalités d’entropie discrètes pour des systèmes
hyperboliques non linéaires.

Mot clés : Systèmes hyperboliques, schémas volume finis, inégalités d’entropie discrètes,

schémas well-balanced, schémas d’ordre élevé

Résumé : Ce mémoire de thèse concerne le
développement de schémas numériques aux
volumes finis qui approchent les solutions de
systèmes d’équations hyperboliques non li-
néaires. Ces schémas doivent respecter des
critères de stabilité considérés au sens des
inégalités d’entropie discrètes et des critères
de précisions tels que des propriétés well-
balanced ou d’ordre élevé. L’obtention d’une
inégalité d’entropie discrète locale est propo-
sée sous la forme de conditions suffisantes
directement introduites dans la définition des
schémas numériques. Cette approche est ap-

pliquée aux cas des systèmes d’Euler, de
Saint Venant et de Ripa. Pour ces deux der-
niers systèmes, les schémas entropiques pro-
posés sont complétés d’une propriété well-
balanced. Par ailleurs, des schémas d’ordre
élevé, sans limiteurs de pente et qui vérifient
une inégalité d’entropie discrète globale sont
également proposés pour un système hyper-
bolique quelconque. Ces schémas sont dé-
finis en une dimension d’espace et des ex-
tensions sur des maillages non structurés bi-
dimensionnels sont également réalisées.

Title: Discrete entropy inequalities of finite volume schemes for nonlinear hyperbolic systems

Keywords: Hyperbolic systems, finite volume schemes, discrete entropy inequalities, well-

balanced schemes, high-order schemes

Abstract: This thesis concerns finite volume
schemes which approximate the solutions of
non linear hyperbolic system of equations.
These schemes have to satisfy stability crite-
ria in the sense of discrete entropy inequalities
and accuracy criteria such as well-balanced
or high-order properties. Sufficient conditions
are proposed to ensure a fully discrete local
entropy inequality in the definition of numer-
ical schemes. These conditions are used to

design numerical schemes for the Euler, the
Shallow Water and the Ripa systems. For the
two last systems, the entropic schemes are
completed to guarantee a well-balanced prop-
erty. In the other hand, high-order non lim-
ited finite volume schemes are also proposed.
These schemes satisfy a fully discrete global
entropy inequality in one-dimensional space
and their extensions on two-dimensional un-
structured meshes are also done.
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