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Introduction

Ce mémoire est une présentation synthétique d’une partie de mes contributions scientifiques
depuis mon doctorat. Mes activités de recherche se situent & l'interface entre les probabilités et
les algebres d’opérateurs. Elles portent plus précisément sur la théorie des matrices aléatoires et
la théorie des probabilités libres.

Mes premiers travaux en these, sous la direction de Thierry Lévy a I’Université Pierre et
Marie Curie (Paris), concernaient 1’étude de processus stochastiques dans des groupes de Lie.
J’ai alors été amené a utiliser les probabilités libres, une théorie adaptée pour décrire la limite
en grande dimension de matrices aléatoires. Dans ce mémoire, j’ai choisi de ne pas présenter les
travaux de mon manuscrit de these ainsi que les articles qui les ont suivis de pres :

— ceux portant sur les transformations de Segal-Bargmann libres [8; 16];
— ceux portant sur les processus de Lévy a valeurs dans le groupe unitaire [9; 11];
— ceux portant sur les fluctuations des distributions de grandes matrices aléatoires [7; 17].

Mon intérét pour les probabilités libres s’est renforcé pendant mon séjour post-doctoral & 'uni-
versité de Sarrebruck entre 2014 et 2016 dans 1’équipe de Roland Speicher, ou j’ai pu aussi
découvrir la théorie des groupes quantiques aupres de I’équipe de Moritz Weber. Depuis 2016,
je suis maitre de conférences a I'Institut de Mathématiques de Toulouse de I'université Paul
Sabatier. Mes plus récentes recherches peuvent se diviser arbitrairement en quatre thématiques
liées aux probabilités non-commutatives :

— T’étude de matrices aléatoires anisotropes en grande dimension [3; 4; 13 ; 15] ou 'invariance
en loi par 'action du groupe unitaire est remplacée par d’autres invariances plus faibles ;

— le comportement de valeurs propres atypiques dans des modeles de déformation de matrices
aléatoires [6; 12];

— la comparaison quantitative de distributions de variables aléatoires non-commutatives en
probabilités libres [2; 10; 14];

— et enfin ’étude de versions non-commutatives de groupes compacts [5; 18; 19].

Ce sont ces travaux, a I’exception de [6], que je vais présenter plus en détails dans les chapitres qui
suivent. Le premier chapitre présente les probabilités libres, les groupes quantiques, les groupes
duaux de Voiculescu, la méthode de Stein libre, ainsi que les résultats des articles [2; 5; 10; 14;
18; 19]. Le deuxiéme chapitre présente la liberté asymptotique des matrices aléatoires, plusieurs
autres indépendances non-commutatives, ainsi que les résultats des articles [3; 4; 13; 12; 15].
Le dernier chapitre présente quelques projets de recherche.

Afin de rendre leur compréhension plus accessible et la lecture du mémoire autant que pos-
sible auto-contenue, les théoremes ne sont pas tous énoncés dans la méme généralité qu’au sein
des 11 articles. De plus, le but principal de ce mémoire étant la présentation de mes propres
contributions au domaine, la bibliographie n’a pas la prétention d’étre exhaustive.






Chapitre

Probabilités non-commutatives

1.1 Probabilités libres

Une algébre de von Neumann, ou W*-algébre, est une x-algebre unitaire d’opérateurs bornés
sur un espace de Hilbert, et fermée pour la topologie faible. L’étude des algebres de von Neumann
a débuté sous 'impulsion de von Neumann [Von30], et la théorie a ensuite été développée par
Murray et von Neumann [MV36; MV37; Vond0; MV43] avec pour motivation la théorie des
représentations unitaires de groupes et le concept d’observables de la mécanique quantique (voir
I'introduction de [MV36]).

Pour étudier les algebres de von Neumann, on pourrait étre tenté de les écrire sous la forme
L>(Q, F,P) afin d’utiliser des outils probabilistes. En effet, 'ensemble L*°(€2, F,P) des variables
aléatoires essentiellement bornées sur un espace de probabilités (2, F,P) est une W*-algebre —
'algebre L>°(Q, F,P) agissant sur I'espace de Hilbert L?(Q2, F,P) par multiplication. Mais une
algebre de variables aléatoires est commutative, et une W*-algebre qui n’est pas commutative ne
pourra donc jamais étre écrite sous cette forme. La théorie des probabilités non-commutatives
persiste a étudier les W*-algebres comme si elles étaient des algebres de variables aléatoires,
mais sans ’espace de probabilités usuel sous-jacent. Pour un espace de probabilités (2, F,P),
la mesure P peut étre entierement reconstruite a partir de ’espérance E : L>°(Q2, F,P) — C.
Cette forme linéaire, éventuellement équipée de ses propriétés analytiques, est la structure de
base dans la définition suivante des espaces de probabilités non-commutatifs.

DEFINITION.
Un espace de probabilités non-commutatif (A, 7) est une algébre unitaire A munie d’une
forme linéaire 7 : A — C telle que T[14] = 1. Si A est une x-algébre et T est une forme *-

linéaire et positive, (A, T) est appelé x-espace de probabilités non-commutatif. Enfin, (A, 7) est
un W*-espace de probabilités tracial si, de plus, A est une W*-algébre et 7 : A — C est une
trace normale et fidele.

Comme on l'a vu, si (2, F,P) est un espace de probabilités, alors (L*(Q, F,P),E) est un
W*-espace de probabilités tracial. Inversement, parmi les W*-espaces de probabilités traciaux
(A, 7), ceux pour lesquels A est commutative correspondent exactement (& isomorphisme pres)
aux algebres de la forme (L*°(2, F,P),E) pour un certain espace de probabilités (€, F,PP) (voir
[Sak12, Section 1.18]).

Les éléments d’un espace de probabilités non-commutatif sont appelés variables (aléatoires)
non-commutatives. Dans un *-espace de probabilités non commutatif (A, 7), une variable non-
commutative a € A est normale si aa* = a*a. Dans ce cas, une mesure de probabilités fi,
a support compact sur C est appelée loi de a si nous avons le transfert suivant : pour tout
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Chapitre 1. Probabilités non-commutatives

polyndéme P en deux indéterminées,

T[P(a,a™)] :/(CP(z,z*)d,ua(z). (1.1)

L’existence et 'unicité de la loi sont assurées lorsque (A, 7) est un W*-espace de probabilités
tracial, et la mesure coincide alors avec la notion usuelle de loi de variables aléatoires dans le cas
commutatif. Le concept de loi d’une variable aléatoire se généralise a plusieurs variables non-
commutatives comme ceci. Soient a, ..., a, € A des variables non-commutatives d’un espace de
probabilités non-commutatif (A, 7). La distribution de (a1,...,ay) est la forme linéaire définie
sur lalgebre C(xy, ..., x,) des polyndémes en n indéterminées non-commutatives par

C(z1,...,xn) 2 P 1[P(ay,...,ay)] € C.

Dans un *-espace de probabilités non-commutatif, la x-distribution de a = (ay,...,a,) est la
distribution de (a1, aj, ..., an,a}).
Liberté

La notion de liberté de variables non-commutatives s’enracine dans la notion de liberté
algébrique de groupes. Le passage d’un groupe a une algebre de von Neumann provient d’une
construction-clé remontant aux travaux de Murray et von Neumann déja mentionnés, et que
nous allons maintenant détailler.

Soit I' un groupe dénombrable. Considérons I'espace de Hilbert £2(T") des fonctions de carré
sommable sur I', dont une base est donnée par les masses de Dirac d4, avec g € I'. Le groupe I'
agit sur £2(I") par la représentation réguliere gauche I' ~ ¢2(T") suivante :

g- | Dt | =D andgn ;

heG heG

ce qui permet de considérer I' comme inclus dans I'ensemble B(¢%(T)) des opérateurs bornés
sur 2(T'). L’algebre de groupe de I est alors la sous-algebre CI' C B(¢?(T")) engendrée par T, et
I’algebre de von Neumann de I' est la sous-algébre de von Neumann W*(I') € B(¢2(T")) engendrée
par CI".

Les algebres du type W*(I') sont une source importante d’algebres de von Neumann. Par
exemple, si I" est un groupe libre engendré par un nombre fini n d’éléments, une question célebre
déja connue de Murray et von Neumann est de savoir si I’algebre W*(I') dépend du nombre n
de générateur ou pas (& isomorphisme pres). Cette question, encore non-résolue actuellement,
est une des motivations de Voiculescu pour développer la théorie des probabilités libres dans les
années 80 (cf. [VSW16, Background and outlook]). A la suite de Voiculescu, nous allons munir
les algebres W*(I') d’une structure de probabilités non-commutatives et traduire la liberté au
sein des groupes en une notion de liberté pour les algebres.

En appelant e ’élément neutre du groupe dénombrable I' que I'on étudie, la forme linéaire
7 sur B(#3(T')) définie par 7[B] = (BJ.,d.) permet d’équiper les algébres CT' et W*(I') d'une
structure de probabilités non-commutatives. Plus précisément, (CT', 7) est un *-espace de pro-
babilités non-commutatif, et (W*(I'),7) est un W*-espace de probabilités tracial. La forme
linéaire 7 détecte les relations du groupe car, pour tout g € I,

) 1 sig=e
Tlol = { 0 sinon.

Il est alors possible d’exprimer la liberté de groupes en utilisant 7. Deux sous-groupes I'y,I's C T’
sont libres entre eux s’il n’existe aucune relation non-triviale entre leurs éléments : tout produit
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1.1. Probabilités libres

d’éléments non-neutres pris alternativement dans I'y ou I'y est différent de e. Autrement dit,

pour tous g1, - , g pris alternativement dans I'; ou I'y et tels que 7[g1] = ... = 7[gn] = 0, on
a 7[g1---gn] = 0. L’intérét de cette reformulation est sa linéarité : elle reste vraie en prenant
des éléments g1, ..., g, des algébres CI'y ou CI'y. Cela conduit Voiculescu [Voi85] a définir une

notion de liberté au niveau des algebres comme suit.

DEFINITION.

Soient Ay et Ay deuz sous-algébres d’un espace de probabilités non-commutatif (A, 7). Les
algébres Ay et Ay sont dites libres si, pour tous ai,...,a, (n > 1) pris alternativement dans A;
ou Ag et tels que T[a1] = ... = T[an] =0, on a T]ay -+ - a,] = 0.

Sans surprise, en partant de deux sous-groupes I';,I's C IT' libres entre eux, on obtient la
liberté des algebres CI'; et CI'y dans (CT',7). Par continuité, on a également la liberté des
algebres W*(I'1) et W*(I'y) dans (W*(I'), 7).

Une définition similaire existe pour la liberté d’un nombre fini d’algeébres Aj, ..., A,. Cette
liberté pour trois algébres ou plus peut également étre exprimée par récurrence : Aj,..., A,
sont libres dés lors que A, ..., A,_1 sont libres et que A, est libre avec I’algebre engendrée par
Ai, ..., A,—1. Enfin, des familles de variables non-commutatives (a;)ier,, - - -, (a;)icr, de A sont
dites libres si les algebres respectives Ay, ..., A, qu’elles engendrent sont libres, et elles sont
dites x-libres si les x-algebres respectives qu’elles engendrent sont libres.

En faisant jouer a la liberté de Voiculescu en probabilités non-commutatives le méme roéle
que 'indépendance en probabilités, de nombreux résultats de probabilités classiques trouvent
des analogues non-commutatifs : théoreme central limite libre, loi des événements rares libres,
calcul stochastique libre, etc [VDN92; NS06; MS17]. Le pendant libre de la mesure gaussienne
en probabilités libres est alors la mesure semi-circulaire, c’est-a-dire la mesure de probabilités
sur [—2, 2] de densité

ts i
27
par rapport a la mesure de Lebesgue. Une variable normale dont la loi est la mesure semi-
circulaire est appelée variable semi-circulaire.

Propriété d’Atiyah [2]

Grace a la forme linéaire 7 : B(¢2(T")) — C de la section précédente, il est possible de définir
une notion de dimension (dite de von Neumann) pour les sous-espaces fermés V C ¢2(T") par
la simple formule dim(V') = 7[py] € [0,1], ott py € B(¢*(T')) est la projection orthogonale de
?2(T') sur V. En utilisant cette dimension de von Neumann, Atiyah a défini des nombres de
Betti L? & valeurs non-nécessairement entiéres pour étudier les surfaces de Riemann fermées
non-compactes [Ati76]. Cette notion de nombre de Betti L2, que nous n’allons pas définir, a par
la suite été généralisée avec succes dans plusieurs directions [Dod77; Con79; CG86; Gab02;
CS05]. Atiyah s’interroge des le début sur ce que peuvent valoir ces nombres de Betti [Ati76,
page 72]. Les problémes concernant les valeurs possibles des nombres de Betti L? dans différentes
situations sont maintenant connus sous le nom de conjectures d’Atiyah. Ils peuvent se reformuler
en terme de rang de matrices, et c’est ce point de vue que nous allons maintenant adopter.

Considérons un W*-espace de probabilités tracial (A, 7) tel que A est une algebre d’opé-
rateurs agissant sur un espace de Hilbert H. Soit d € N. Une matrice A € My(A) de d x d
variables non-commutatives agit par multiplication & droite sur H%. Son rang, qui coincide avec
la dimension de von Neumann de Tm(A) C HY, est alors défini par

d
rg(A) = dim (Im(A)) = " 7[pil € [0,d],

i=1



Chapitre 1. Probabilités non-commutatives

ol (pij)gjzl € My (B(H)) est la projection orthogonale de H¢ sur Im(A).

Les conjectures d’Atiyah pour un groupe I' consistent & identifier des sous-groupes additifs
de R contenant les valeurs rg(A) pour certaines matrices A € My(CT"). Par exemple, considérons
un groupe dénombrable I' et notons ppecm(I') le plus petit commun multiple des ordres de ses
sous-groupes finis (avec la convention ppem(I') = 1 pour les groupes sans torsion). Lorsque
ppem(I') < 400, on dit que I satisfait la conjecture forte d’Atiyah [Liic02, Conjecture 10.2] si

1
{ra(4):deN, A€ My(CD)} oo (1.2)

Pour inclure des variables non-commutatives qui ne proviennent pas forcément de groupes,
Shlyakhtenko et Soufranis [SS15] ont introduit la notion similaire suivante.

DEFINITION.
Soit A un W*-espace de probabilités tracial, et K un sous-groupe additif de R. On dit qu’une
sous-algébre unitaire B C A satisfait la propriété d’Atiyah avec le groupe K si

{rg(A) cdeN,Ae Md(B)} C K.

La conjecture forte d’Atiyah pour un groupe I' signifie donc que CI' a la propriété d’Atiyah
avec le groupe mz' Nous savons que la conjecture forte d’Atiyah se comporte bien vis-a-vis
des produits libres de groupes (voir par exemple [Rei99, Theorem 7.7]), et il est légitime de
se demander si la liberté de Voiculescu au niveau des algebres conserve également la propriété

d’Atiyah. Avec Arizmendi, Speicher et Yin, nous avons pu montrer le résultat suivant.

THEOREME A. — [2, Cor. 4.6.]

Soient dy,...,d, € N*, et ay,...,a, des variables non-commutatives normales et x-libres
d’un W*-espace de probabilités tracial. Pour chaque 1 <1i < n, on suppose que l’algébre unitaire
engendrée par a; satisfait la propriété d’Atiyah avec le groupe d%Z.

Alors l'algébre unitaire engendrée par aq, ..., a, posséde la propriété d’Atiyah avec le groupe
éZ, ou d est le plus petit commun multiple de dq, ..., d,.

Shlyakhtenko et Soufranis avaient également obtenu la propriété d’Atiyah dans la situation
ci-dessus [SS15], mais avec le groupe dl._l_ 7. L. Nous améliorons ici le dénominateur, en passant
du produit au plus petit commun multiple. Le dénominateur d = ppcm(dy, ..., d,) est optimal,
et permet de retrouver comme cas particulier la conjecture forte d’Atiyah (1.2) pour les produits
libres de groupes finis.

Une seconde conséquence de notre résultat concerne les atomes de lois de variables non-
commutatives. Pour une variable non-commutative normale, la masse de la loi pu, de a en un
complexe A € C est liée au rang de a comme ceci : pg({A\}) = 1 —rg(a — A - 14) ; et nous
conserverons par la suite la notation u,({A}) pour désigner 1 —rg(a — A - 14) dans les cas ou a
n’est pas normale. Il est possible de montrer que ’algébre unitaire engendrée par une variable
non-commutative normale a possede la propriété d’Atiyah avec %Z si et seulement si tous les
atomes de la loi de a ont leurs masses contenues dans éZ. Nous en déduisons la conséquence
suivante du théoreme A.

COROLLAIRE.

Soientd € N*, etaq, ..., ay, desvariables non-commutatives normales x-libres d’un W*-espace
de probabilités tracial. Pour chaque 1 <1 < n, on suppose que les atomes de la loi de a; ont leurs
masses contenues dans éZ. Alors, les atomes de la loi d’un polynome P(aq,...,a,) normal en
les variables aq, ... ,a, ont également leurs masses contenues dans éZ.
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1.1. Probabilités libres

Pour montrer le théoréme A, nous donnons une expression algébrique du rang de polynomes

P(ay,...,a,) en des variables libres ay, . . ., a,. En principe, cela donne un moyen de calculer les
positions et les masses des atomes de la loi de P(ayq, ..., a,) connaissant les positions et les masses
des atomes des lois respectives de ay, ..., a,. Bien que le calcul ne soit pas toujours exploitable,

il permet d’étendre la description compléte des atomes bien au-dela des deux cas connus de
la somme [BV98] et du produit [Bel03] de deux variables libres. Parmi les nouveaux exemples
donnés [2] figurent le commutateur et l’anti-commutateur. L’expression algébrique nous permet
également de comparer le cas libre a d’autres situations, comme le montre le résultat suivant.

THEOREME B. — [2, Th. 1.1]

Soient a1, ...,a, et by,...,b, des variables non-commutatives normales d’un W*-espace de
probabilités tracial. Pour chaque 1 < i <mn, on suppose que les lois de a; et b; sont identiques.

Siai,...,a, sont x-libres, alors pour tout polynéme P en n indéterminées non-commutatives,
et tout A€ C, on a

1P (ar,.oan) ({AD) < 1Py, ) ({AY)-

Autrement dit, parmi les n-tuples de variables non-commutatives normales de lois marginales
fixées, les variables libres sont celles qui produisent le moins de masse atomique pour les lois
des polyndémes. Notons que ce théoréme reste vrai en prenant des fonctions rationnelles en des
indéterminées non-commutatives a la place des polynémes.
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1.2 Versions duales non-commutatives de groupes

De la méme maniere que les espaces de probabilités non-commutatifs de la section précédente
ressemblent & des algebres de variables aléatoires sans forcément en étre, nous étudions dans cette
section des versions duales non-commutatives de groupes, c’est-a-dire des algebres similaires aux
algebres de fonctions sur un groupe, mais non-nécessairement commutatives. Plus particuliere-
ment, 1'un des travaux présentés concerne les groupes quantiques de Woronowicz [19], et les deux
autres concernent les groupes duaux de Voiculescu [5; 18]. Avant de les aborder, attardons-nous
d’abord sur la théorie des groupes quantiques.

Considérons un groupe compact G. Ce qui joue le role de la mesure uniforme sur G est la
mesure de Haar A définie sur la tribu borélienne F de G : c¢’est I'unique mesure de probabilités
invariante par translation a gauche ou a droite. Comme vu précédemment, I’algebre des fonctions
essentiellement bornées L>°(G, F, h) est une W*-algebre, et nous voudrions disposer d’un ana-
logue non-commutatif de L>(G, F, h). En fait, les algebres de von Neumann W*(T') introduites
a la section précédente sont déja des versions non-commutatives des algebres L*>°(G, F,h). En
effet, dans le cas commutatif, L>°(G,F, h) et W*(I') sont deux maniéres de décrire une méme
algebre de fonctions. Soit G un groupe compact abélien et soit I' son groupe de caracteres
GcC L>(G, F,h). L'égalité G =T s'étend en un isomorphisme de W*-algebre

L®(G, F,h) ~ W*(T). (1.3)

Inversement, tout groupe dénombrable abélien I' muni de la topologie discréte est isomorphe
au groupe de caracteres d’'un groupe compact abélien G via la dualité de Pontryagin, ce qui
meéne au méme isomorphisme (1.3) d’algébres commutatives. Avec cette perspective, les algebres
non-commutatives W*(I') pour I dénombrable non-abélien deviennent des généralisations non-
commutatives des algebres L>®(G, F, h). La structure de groupes quantiques au sens de Woro-
nowicz que nous allons maintenant décrire permet d’englober les algebres L (G, F, h) et W*(I)
au sein d’une méme théorie dans les cas abéliens et non-abéliens.

Il existe au moins trois manieres de présenter la théorie des groupes quantiques compacts de
Woronowicz ; trois manieres qui s’averent completement équivalentes pour les questions qui vont
nous intéresser. Celle-ci peut étre développée dans le cadre des W*-algebres [Vanl14], ce qui inclut
naturellement les algebres de la forme L (G, F, h) et celles de la forme W*(T"). Historiquement,
c’est le cadre des C*-algebres qui est utilisé par Woronowicz [Wor87], suivant le point de vue de
Gelfand-Naimark sur les « fonctions continues non-commutatives ». Pour alléger la présentation,
nous allons suivre ici une troisieme voie purement algébrique [DK94] de la théorie des groupes
quantiques compacts. Le passage de I'un a l'autre de ces points de vue se fait par complétion
pour des topologies appropriées.

La premiere étape consiste a comprendre comment se traduisent les axiomes définissant un
groupe lorsqu’on passe par dualité de la catégorie des ensembles a la catégorie des fonctions sur
cet ensemble. Cette étape est standard et aboutit au concept d’algébres de Hopf : nous obtenons
les notions de co-produit, de co-unité et de co-inverse par simple évaluation d’une fonction sur
le produit, I’élément neutre et I'inverse d’un groupe — voir (1.4) pour un exemple. On formule
ici ces axiomes pour les x-algebres unitaires.

DEFINITION.
Une x-algebre de Hopf est une x-algébre unitaire A de produit m : A® A — A, munie d’un
x-morphisme A : A — A® A et de deur applications linéaires e : A — C, S : A — A, tels que

— A est un co-produit co-associatif : (A®Id)o A= (Id® A)oA;
— ¢ est une co-unité : (e @ Id)oc A=1Id=(Id®e)o A;
— S est un co-inverse : mo (S®Id)oA=¢clgy=mo (Id® S) o A.
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De maniere concrete, considérons un groupe compact G de matrices de dimension n X n,
unitaires. Soit Pol(G) C L*®(G,F,h) la *-algébre engendrée par les n? fonctions coordonnées
uij(g) = gij. Alors Pol(G) est une x-algebre de Hopf munie des opérations A, € et S suivantes :
pour toute fonction f € Pol(G), on a

A(f): (g:h) = flg-h), e(f)=fle) et S(f):g— flg™). (1.4)

Nous pouvons par exemple calculer (S(ul])> (9) = (9714 = uji(9)*. De méme, en utilisant
les formules habituelles du produit de matrices, nous obtenons la valeur de A, € et S sur les

fonctions coordonnées (uij)?jzl cpour 1 <4,5 <n,

Aluij) = wir @ ugg,  e(uy) =65 et S(uy) = u;.
k=1

Ces formules sont valables pour toute algebre de fonctions polynomiales d’un groupe compact
matriciel. Nous les prendrons comme définition pour I’analogue non-commutatif que sont les
algébres de GQCM, appelées CMQG algebra dans [DK94].

DEFINITION.
Une algebre de GQCM (ou algébre de groupe quantique compact matriciel) est une x-algébre
*

de Hopf (A, A, e,S) engendrée par n? éléments uij (avec 1 <i,j < n) tels (uij)%zl et (uij)l’-szl
sont inversibles dans My(A) et tels que : pour 1 <i,j <mn,

Alu) =Y wg @upj,  e(uy) =0y et S(ugy) = ul. (1.5)
k=1

Donnons les deux exemples correspondant respectivement a un groupe compact G, et au
dual d’un groupe dénombrable I" :

— Soit G groupe compact matriciel. L’algebre Pol(G) C L (G, F, h) engendrée par les fonc-
tions coordonnées comme définie précédemment est 1'algebre de GQCM associée a G.

— Soit I' un groupe dénombrable finiment engendrée par g, ..., gs. On peut interpréter I"
comme étant le dual d’un groupe quantique G, dont l'algebre de GQCM est 'algebre
CI' ¢ W*(T'), engendrée par les n? éléments d’une matrice diagonale (d;; 9i)i j—1- On note
alors CI" = Pol(G).

De maniere générale, un groupe quantique G, est définie par une algebre de GQCM engendrée
par n? éléments (Pol(G,,), A, ¢, S), et on pense a Pol(G,,) comme & I’algébre des fonctions poly-
nomiales sur G,. Il faut garder en téte que si Pol(G,) est une algébre non-commutative, alors
G, n’existe pas en tant qu'ensemble et Pol(G),) est une algeébre qui n’est pas une algebre de
fonctions.

Groupes quantiques de partitions spatiales [19]

Certaines algebres de GQCM sont des quotients de la *-algébre unitaire universelle Pol(U,})
engendrée par n? éléments u;; (avec 1 < i, < n) tels que (ug)f;—; et (uf;)}'j—; soient uni-
taires dans M, (Pol(U,})). Cette algebre Pol(U,") est l'algebre de GQCM associée au groupe
unitaire libre U,}. Ce groupe quantique fait partie d’une série de nouveaux exemples de groupes
quantiques compacts introduits par Wang [Wan95]. Son approche par quotient a été largement
étendue par Banica et Speicher [BS09] aboutissant & une classe de groupes quantiques appelées
groupes quantiques aisés (traduction libre de easy quantum groups), ou groupes quantiques de
partitions : I'idée fondamentale est d’utiliser la combinatoire des partitions pour encoder les es-
paces d’entrelaceurs de groupes quantiques. Avec Weber [19], nous définissons une nouvelle classe
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de groupes quantiques, appelés groupes quantiques de partitions spatiales, qui englobe celle de
Banica et Speicher. Nous allons maintenant donner plus de détails sur cette construction dans
le cas orthogonal, c’est-a-dire le cas ou u;; = u;;, mais cette section se généralise entierement au
cas unitaire en suivant [Frel7] ou [TW17].

Soit (A, A,¢,S) une algebre de GQCM engendrée par (u;;)i;_; telle que u;; = uj; pour
1 <i,j < n. La k-iéme puissance tensorielle u®* € M, (C)®* @ A est définie par le produit de
Kronecker de la matrice u = (uij)zjzl avec elle-méme. Pour k, ¢ € N, 'espace des entrelaceurs
de u®F vers u®* est 'ensemble des applications linéaires

Mor(k, ) = {T - (CM®k - (C™)®* linéaire telle que Tu®* = u®eT} .

Les espaces d’entrelaceurs de 'algebre de GQCM consistent alors en la collection d’espaces vec-
toriels (Mor(k,?))y ¢en. Le théoreme de Tannaka-Krein, qui permet de reconstruire un groupe
a partir de ses entrelaceurs, a été généralisé par Woronowicz aux groupes quantiques com-
pacts [Wor88]. Bien que les espaces (Mor(k, £))x ren présentés ici suffisent dans le cas orthogonal
ot u;; = uj; (voir [Mall6]), il est nécessaire de considérer des espaces d’entrelaceurs plus géné-
raux dans le cas non-orthogonal [Wor88|.

DUALITE DE TANNAKA-KREIN-WORONOWICZ.
Les espaces d’entrelaceurs caractérisent une algébre de GQCM a isomorphisme preés.

Dans le cas de lalgebre Pol(.S,,) de GQCM associée au groupe symétrique S,,, I'espace d’en-
trelaceur Mor(k, £) est engendré linéairement par des morphismes 7}, indexés par toutes les
partitions p de {1, ..., k+¢}. La définition précise de T, est donnée plus loin (1.6) dans un cadre
plus général. Cette maniére de décrire les entrelaceurs du groupe S, par des partitions remonte
aux travaux de Jones [Jon94] et Martin [Mar96]. Suivant Banica et Speicher [BS09], un groupe
quantique de partitions Gy, est une algebre de GQCM (Pol(G,,), A, g, S) pour laquelle les espaces
d’entrelaceurs sont engendrés linéairement par les mémes morphismes 7}, mais indexés par un
sous-ensemble éventuellement strict de partitions p. Par définition, les espaces d’entrelaceurs de
Pol(G),,) sont donc contenus dans les espaces d’entrelaceurs de Pol(S,,). On dit que G,, contient
S, comme sous-groupe, ou encore qu’il est homogéne. Pour les groupes quantiques de partitions
G, on a en fait I'inclusion de groupes quantiques

S, c G, Cc U,

ce qui signifie que les espaces d’entrelaceurs de Pol(.S,,) contiennent ceux de Pol(G,,), et ceux de
Pol(G,,) contiennent ceux de Pol(U,1).

Pour la suite, la dimension n est remplacée par une puissance quelconque n" (avec m > 1).
Notre travail [19] en collaboration avec Weber consiste a définir des espaces d’entrelaceurs T :
(C"™)®F — (C"™)®* indexés par des partitions plus générales que celles considérées par Banica
et Speicher de telle sorte que les groupes quantiques G,m associés ne soient pas forcément
homogenes, c’est-a-dire que

Spm & Gpm C U

Précédemment, une partition de {1, ..., k+/¢} permettait de définir un entrelaceur de Mor(k, /).
Nous raffinons cette correspondance grace au parameétre supplémentaire m > 1. Nous définissons
les entrelaceurs a partir des partitions de {1,...,k+ ¢} x {1,...,m}, représentées dans I’espace
par k x m points dans un plan supérieur et £ x m points dans un plan inférieur, reliés ensemble
selon la partition (m désignant la profondeur). Ces partitions sont appelées spatiales, par op-
position aux partitions considérées par Banica et Speicher, qui correspondent au cas m = 1
et peuvent donc étre représentées dans le plan. Considérons la base canonique (eq,...,e,) de

10
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FIGURE 1.1 — Deux exemples de partitions spatiales pour k =2, { =4, et m = 3.

C™. Une décoration i = (iy,...,igm) € {1,...,n}*™ des k x m points du plan supérieur par
des indices appartenant & {1,...,n} permet d’indexer les vecteurs d’une base ¢;, ® --- ® e;,
de (C™)®Fm ~ (C"")®*. On note alors e; le vecteur correspondant e;, ® -+ ® e;, . De méme,
une décoration j = (j1,...,jem) € {1,...,n}™ des £ x m points du plan inférieur permet d’in-
dexer les vecteurs d’'une base e; = ej, ® -+ ® e;,, de (C?)®M ~ (C"")®¢. Soit p une partition
spatiale de {1,...,k + £} x {1,...,m} points. A partir de p est définie 'application linéaire
T, : (CV")®F — (C"")®f suivante : pour tout vecteur de base e; € (C"")®* associé a une
décoration i € {1,...,n}*™ des k x m points du plan supérieur,

Tp(ei) = Zej (1.6)
J

ol la somme porte sur les décorations j € {1,... ,n}fm des £ x m points du plan inférieur telles
que tous les points d’'un méme bloc de p sont décorés par le méme indice.

Dans [19] sont considérées des dimensions nj - - - n,, (avec ny,...,ny, > 1) au lieu de simples
puissances n'™. Nous vérifions la stabilité des morphismes 7}, par les opérations naturelles por-
tant sur les entrelaceurs (comme la composition). Certains ensembles de partitions spatiales p
correspondent a des familles génératrices 7;, d’espaces d’entrelaceurs, et cela nous conduit a
définir une nouvelle classe de groupes quantiques comme ceci.

DEFINITION.

Un groupe quantique de partitions spatiales est la donnée d’une algébre de GQCM dont les
espaces d’entrelaceurs sont engendrés linéairement par Tp,, ot p parcourt un sous-ensemble des
partitions spatiales.

Les groupes quantiques ne sont alors pas forcément homogenes. L’utilisation des partitions
spatiales permet également d’effectuer certaines opérations sur les groupes quantiques qui fe-
raient naturellement sortir de la classe des groupes quantiques de partitions considérés par Banica
et Speicher. Il est par exemple possible de faire le produit encollé de groupes quantiques sans sor-
tir de la classe des groupes quantiques de partitions spatiales. Le produit encollé est défini comme
ceci [TW17] : si (uij)i<ij<ni €t (Vg1)i<k,i<n, sont les générateurs respectifs de deux algebres A;
et Ay de GQCM, l'algebre engendrée par les (ninz)? éléments (WijVkt) (1,1)<(6,k), (1) <(n1,n2) €St
I’algebre de GQCM du produit encollé, direct ou libre selon que 1'on travaille dans le produit
tensoriel ou libre des algeébres A; et As.

THEOREME C. — [19]

La classe des groupes quantiques de partitions spatiales est stable par produit encollé (direct
et libre) et contient des groupes quantiques non-homogeénes.

11
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Pour conclure cette partie concernant les groupes quantiques de partitions spatiales, men-
tionnons sans plus de détails que cette classe contient également certains groupes quantiques
d’automorphismes d’espaces quantiques finis [19, Section 5.5] et les groupes orthogonaux pro-
jectifs [Far22].

Groupe unitaire dual [5; 18]

Pour motiver I'introduction du groupe unitaire dual, présentons d’abord un analogue libre
de la mesure uniforme sur la sphere complexe. Dans le cadre classique, si v = (v;)_; € C" est un
vecteur aléatoire uniformément distribué sur la sphére complexe, et donc tel que 3°,_; |v;|? =1,
alors la loi de v est invariante par 'action du groupe unitaire. Autrement dit, pour toute matrice
aléatoire unitaire U = (Uij)ﬁjzl indépendante de v, le vecteur Uv = (33—, Ujpvg)i-; a la méme
loi que v. Avec Baraquin, Franz, Maaflen, et Weber, nous avons pu établir ’analogue libre de la
mesure uniforme sur la sphere complexe dans le théoreme D suivant, ou 'indépendance entre U
et v est remplacée par la liberté.

Dans un x-espace de probabilités non-commutatif (A, 7), rappelons que la *-distribution
d’un vecteur v = (v;)1.; € A" de variables non-commutatives est la forme linéaire définie sur
les polynoémes en des indéterminées non-commutatives par

Clx1,27,. .., Tn,2y) D P 7[P(v1,0],...,0n,0;)] € C.

Si Yt viv; = 1, la x-distribution de v est encore définie sur l'algebre C(zq,x7,..., 2, 2})
quotientée par la relation ) ;' z7z; = 1. Cette *-algebre

n

nc * * *

el = (C<a:1,a:1,...,xn,xn’ E T;w; = 1>
1=1

définie par quotient est une version non-commutative de la sphére complexe.

THEOREME D. — [5, corollaire de la Prop. 4.6]

1l existe une unique *-distribution ¢ : Sp¢ — C vérifiant la propriété suivante :

pour tout W*-espace de probabilités tracial (A, T),

tout vecteur v = (v;)_; € A" tel que Y7 viv; =1,

et toute matrice unitaire U = (Ui;)7' ;=1 € My(A) de variables x-libres avec celles de v,
si @ est la x-distribution de v, alors ¢ est aussi la x-distribution de Uv = (3_p_ Uixvr)iy -

Un vecteur de variables non-commutatives dont la x-distribution est la distribution ¢ du théo-
reme D est alors appelé vecteur unitaire librement uniforme. Lorsque la liberté de Voiculescu est
remplacée par I'indépendance tensorielle, Banica a obtenu un résultat similaire [Banl5, Propo-
sition 6.3], donnant lieu a une *-distribution uniforme sur cette autre sphére non-commutative

n n

* *
E T;T; = E Tix; = 1>.
i=1 i=1

* *
(C<IL‘1,ZL‘1,...,$n,l‘n

L’étude de la distribution uniforme est rendue possible, dans le cas classique d’un vecteur uni-
forme sur la sphere complexe comme dans le cas non-commutatif considéré dans [Banlb|, par
I’action de groupes quantiques : respectivement celle du groupe unitaire classique et celle du
groupe unitaire libre U," défini page 10. Ce qui joue le rdle de I'action d’un groupe quantique
dans le cas libre du théoréeme D est I'action d’un groupe dual au sens de Voiculescu [Voi87]. Ici
encore, nous n’en présentons que la version algébrique. La définition d’une structure duale de
groupe dans la catégorie des *-algebres unitaires reprend par dualité les axiomes correspondant
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a une structure de groupe (voir plus généralement [BD68, Chapter IV] pour les structures algé-
briques duales). Nous obtenons quasiment la méme définition que celle d’une *-algebre de Hopf
A page 8, mais le co-produit est maintenant & valeurs dans le produit libre d’algebres A x A au
lieu du produit tensoriel A ® A.

DEFINITION.
Un groupe dual (au sens de Voiculescu) est une x-algébre unitaire A, munie de trois -

morphisme A: A— Ax A, e: A—CetS: A— A tels que
— A est un co-produit co-associatif : (A xId)o A= (Id*A)o A;
— ¢ est une co-unité : (e xId)o A =1Id = (Id*xe) o A;
— S est un co-inverse : mo (S*xId)oA=clgy=mo (Id*S)o A
oum: Ax A— A est le x-morphisme induit par le produit.

C

Le groupe dual qui agit sur S;)¢ est le groupe unitaire dual U)¢, défini grace a 'algebre de
Brown suivante : I’algebre de Brown [Bro81] est la x-algébre unitaire universelle Pol(U}¢) engen-
drée par n? éléments u;; (avec 1 < 4,5 < n) tels que (uij)f j—1 est unitaire dans My, (Pol(U;°)).
Ici encore, on pense a l'algebre Pol(UR¢) comme a une algebre de fonctions polynomiales sur un
objet abstrait U alors méme que Pol(U}¢) n’est pas une algebre de fonctions. Le co-produit, la
co-unité et le co-inverse du groupe unitaire dual vérifient les mémes formules que celles valables
pour les algebres de groupes quantiques compacts matriciels, le produit tensoriel étant remplacé
par le produit libre (comparer (1.5) avec (1.7) est instructif).

DEFINITION.
Le groupe unitaire dual U}¢ est le groupe dual (Pol(Uf;C), Ae, S) tel que : pour 1 <i,j <mn,

Aluiz) = Y uiwvkj,  €(uig) =05 et S(uyy) = uj;, (1.7)
k=1

ot (uij)i' =y et (vij)ij—q sont les générateurs respectifs des deuz facteurs du produit libre Pol(Uy©)x
Pol(U}°).

Le groupe dual U}¢ agit sur S;;°; par le *-morphisme

n
T —r Z Uik Tk
k=1

de 'algebre Sp¢; vers le produit libre Pol(U}€) * S¢ ;. Pour étudier les distributions invariantes
par cette action, il est naturel de considérer une mesure uniforme sur U}¢, une mesure de Haar.
Pour les groupes quantiques compacts, 'existence d’'une mesure de Haar a été montrée par
Woronowicz [Wor87] : pour toute algebre de GQCM A, il existe une unique intégrale de Haar.
C’est une forme linéaire unitaire h : A — C telle que pour toute autre forme linéaire unitaire
p: A—C,ona

(h®@¢p)oA=(pR@h)oA=h.

On définit une intégrale de Haar libre sur US¢ comme une forme linéaire unitaire h : Pol(U}¢) —
C telle que pour toute autre forme linéaire unitaire ¢ : Pol(U}°) — C, on a

(h*p)oA=(p*xh)oA=h,

ol * désigne le produit libre de forme linéaire, c¢’est-a-dire la forme linéaire telle que les deux
facteurs du produit Pol(Ux°) % Pol(U;¢) sont libres au sens de Voiculescu. Avec Ulrich, nous
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avons montré qu’une telle intégrale de Haar libre n’existait pas pour n > 2, ce qui tranche avec
la théorie des groupes quantiques [18]. Néanmoins, en se restreignant aux traces (c’est-a-dire aux
formes linéaires ¢ telle que ¢(ab) = ¢(ba)), nous pouvons définir un forme linéaire absorbante.
On appelle trace de Haar libre sur U} toute trace h : Pol(U:°) — C telle que pour toute autre
trace ¢ : Pol(U}¢) — C, on a

(h+)oA=(pxh)oA=h.

THEOREME E. — [18, Th. 2.4]
Pour tout n > 1, il existe une unique trace de Haar libre sur le groupe unitaire dual USC.

Cette trace de Haar libre est en fait la forme linéaire déja utilisée dans [McC92] pour étudier
I’algebre de Brown. Méme si le lien n’est pas explicite dans ce texte, cette forme linéaire joue un
role important dans la preuve des théorémes A et B. Elle nous permet également d’identifier la
distribution du théoreme D : une colonne (u;;);-; du groupe unitaire dual U}, muni de sa trace
de Haar libre est un vecteur unitaire librement uniforme, c’est-a-dire que sa x-distribution est
la distribution ¢ du théoréme D.

Les différentes invariances par action de groupes donnent des théoremes du type de Finetti
pour les distributions de suites de variables aléatoires. Par exemple, 'invariance par action
du groupe unitaire classique induit des distributions gaussiennes complexes conditionnellement
indépendantes [Fre62]. Lorsqu’on passe a l'invariance par action du groupe unitaire libre U,
I'indépendance est remplacée sans surprise par la liberté de Voiculescu, et la distribution qui
joue le réle de la gaussienne complexe est la distribution circulaire [Curl0] au sens suivant : une
variable circulaire est une variables non-commutative c telle que %(C +c*) et —%(e — ¢*) sont
deux variables semi-circulaires libres.

Dans notre travail [5] avec Baraquin, Franz, Maaflen, et Weber, nous avons obtenu le premier
résultat du type de Finetti pour 'action d’un groupe dual. On dit qu'une suite de variables
non-commutative (z;);>1 de (A, 7) est invariante par Uaction du groupe dual unitaire si, pour
tout n > 1, la s-distribution de (> 5_; wikzr)i~, dans (Pol(UR°) x A, h % 7) coincide avec celle
de (zi)iLy-

THEOREME F. — [5, Prop. 5.8]

Soit (zi)i>1 une suite de variables non-commutatives d’un W*-espace de probabilités tracial
telle que la *-distribution de (z;)i>1 est invariante par laction du groupe dual unitaire.

Alors (%i)i>1 a la méme *-distribution que (c¢;r)i>1, ot (¢;)i>1 est une suite de variables
circulaires libres, v est auto-adjoint et (¢;)i>1 et r sont x-libres entre eu.

Nous obtenons également des versions de ce théoréme pour un nombre fini de variables.
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1.3. Approximation semi-circulaire — premiere partie

1.3 Approximation semi-circulaire — premiére partie

Correctement renormalisée lorsque la dimension n tend vers 'infini, la premiere coordonnée
d’un vecteur aléatoire (v;)!_; uniformément distribué sur la sphére complexe est asymptotique-
ment gaussienne. De méme, la premieére coordonnée vy d'un vecteur (v;)i—,, unitaire librement
uniforme comme défini par le théoreme D dans la section précédente, est asymptotiquement une
variable circulaire lorsque la dimension n tend vers I'infini. Dans le premier cas, la convergence
est de I'ordre de 1 pour certaines distances usuelles (voir [DF87] ou encore [Mec06]). Dans le se-
cond cas, il est aussi possible d’obtenir une convergence de ’ordre de % en utilisant la méthode de
Stein libre. C’est une version adaptée de la méthode de Stein pour les probabilités libres qui per-
met d’évaluer a quel point une variable est proche en distribution d’une variable semi-circulaire
— ou d’une variable circulaire. Nous présentons dans cette section quelques contributions a cette
méthode et nous en donnons une application concernant le théoreme du quatrieme moment libre.

Méthode de Stein libre [10; 14]

La méthode de Stein est un ensemble de technique visant a estimer les distances entre mesures
de probabilités. Elle a été inventée par Stein [Ste72] en se basant sur 'intégration par partie

/f(x):r'e_xz/de:/f’(;p).e—$2/2d$
R R

vérifiée par les intégrales gaussiennes et a ensuite été développée dans de nombreuses directions.
La version libre qui nous intéresse a été proposée par Fathi et Nelson [FN17], et s’appuie sur
I'intégration par partie non-commutative vérifiée par une variable semi-circulaire de loi o : pour
toute fonction polynomiale f,

/f x)z - do(x /R2f Ty W) ~do(x)do(y).

(2)=f(y)

Le role de la dérivée est joué ici par le taux d’accroissement ! — car il n’y a qu’une
seule variable, mais dans le cas de plusieurs variables, il faut utiliser la notion de dérivée
non-commutative. Fathi et Nelson définissent un noyau de Stein libre (relativement & la semi-
circulaire) d’une variable auto-adjointe a de loi y1, comme une fonction A € L?(juq ® ju14) telle
que

[ 5@ apate) = [[ At )ﬂ)MMMMw (18)

La fonction constante égale a 1 est donc un noyau de Stein libre d’une variable semi-circulaire
de loi . Une variable auto-adjointe est semi-circulaire si et seulement si elle admet un noyau
de Stein libre égal a 1, ce qui motive Fathi et Nelson a introduire la définition suivante pour
évaluer la proximité d’une variable a auto-adjointe & une variable semi-circulaire s.

DEFINITION.
Soit a une variable auto-adjointe d’un W*-espace de probabilités tracial. Sa discrépance de
Stein libre (relativement d une variable semi-circulaire s) est la quantité

S (als) o= inf 14 = Ul

ot Uinfimum est pris sur l’ensemble des noyaux de Stein libres A de la variable a relativement
a la semi-circulaire s.
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Chapitre 1. Probabilités non-commutatives

Nous n’allons pas les définir ici, mais Fathi et Nelson étudient plus généralement des noyaux
et discrépances de Stein libres dans le cadre de plusieurs variables, et relativement & une classe
de mesures plus grandes : les mesures de Gibbs libres. Les noyaux de Stein libres d’un vecteur
a = (ay,...,a) de variables non-commutatives relativement a un vecteur s = (s1,...,s;) de
variables semi-circulaires libres permettent de maniere analogue de définir la discrépance de Stein
libre ¥*(als) du vecteur a relativement a des variables semi-circulaires libres. Ils obtiennent
alors un équivalent libre de 'inégalité HSI de Ledoux, Peccatti et Nourdin [LNP15], qui est
une inégalité fonctionnelle raffinant l'inégalité logarithmique de Sobolev. Dans [10], je montre
quelques analogues libres d’autres inégalités fonctionnelles de [LNP15], comme 'inégalité WSI
libre (raffinement de 'inégalité de Talagrand libre), ou encore 'inégalité WS libre suivante, qui
utilise la distance de Kantorovitch W5 (ou distance de Wasserstein) entre deux variables a et s,
donnée par

2 . _ 02
W2<a78) '* 7121% R2 ‘1’ y’ dﬂ—(xay)a

ou IT désigne I’ensemble des mesures sur R? dont les marginales sont les lois jiq et s de a et s.

THEOREME G. — [10, Prop. 2.7]
Pour toute variable auto-adjointe a d’un W*-espace de probabilités tracial et toute variable
semi-circulaire s, on a
Wa(a, s) < X*(als).

La version multivariée du théoréme G est vraie, a condition d’utiliser la distance de Was-
serstein libre définie par Biane et Voiculescu [BVO01] pour des vecteurs de variables aléatoires
non-commutatives.

Contrairement au cas classique, on peut définir un noyau de Stein libre relativement a une
semi-circulaire de maniere tres générale, sans condition de régularité. Peccati et Speicher ont
par exemple remarqué que la fonction A(z,y) = 3(z — y)? est un noyau de Stein libre pour une
variable auto-adjointe a appartenant a un W*-espace de probabilités tracial (A, 7) des lors que
7la] = 0. 11 suffit de remplacer A(z,y) par 1(z —y)? dans (1.8) pour s’en convaincre. Avec Fathi
et Mai [14], nous donnons une expression explicite d’un noyau de Stein libre dans le cas d’un

vecteur a = (ay,...,a) de plus d’une variable non-commutative.

THEOREME H. — [14, Th. 1.2]

Soient ay,...,a des variables auto-adjointes d’un W*-espace de probabilités tracial (A, T).

Si Tla1] = ... = Tlag] = 0, alors il existe un noyau de Stein libre pour a = (a1,...,a)
relativement a des variables semi-circulaires libres. En particulier, ¥*(a|s) < +o0.

La formule explicite que nous donnons permet plus généralement de définir des noyaux de
Stein libres relativement & n’importe quelle mesure de Gibbs libre. En utilisant le théoreme H
avec le théoreme G, nous obtenons comme corollaire immédiat un taux de convergence en dis-
tance de Wasserstein libre pour le théoréme central limite libre. Obtenir de telles bornes quanti-
tatives dans le cas classique n’est pas immédiat : puisqu’un noyau de Stein n’existe pas toujours,
la discrépance de Stein relativement a la gaussienne n’est pas nécessairement finie.

Avec les mémes hypotheses, nous donnons dans [14] une deuxiéme construction d’un noyau
de Stein libre via le théoreme de représentation de Riesz. Cette construction plus implicite ne
donne pas le méme noyau de Stein libre que la premiére construction, montrant ainsi que les
noyaux de Stein libres ne sont jamais uniques.

Théoréme du quatriéme moment libre [10]

Donnons une application du théoréeme G concernant le théoréeme du quatriéme moment dans
les chaos de Wigner.
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1.3. Approximation semi-circulaire — premiere partie

Soit (A, 7) un W*-espace de probabilités tracial. Nous allons travailler dans I’espace de
Hilbert complexe L?(A,7) donné par la complétion de A pour le produit scalaire

(a, b>L2(A,‘r) = 7[a"b].
Soit S une famille dénombrable de variables semi-circulaires libres dans (A, 7). Pour tout entier

n > 0, notons Py, le chaos de Wigner d’ordre n, c’est-a-dire le sous-espace de Hilbert de L?(A, )
engendré par ’ensemble

{1A}U{81-"Sk21§k§n,81,...,8k65}

de tous les produits de k variables semi-circulaires pour k < n. On définit le chaos de Wigner
homogéne d’ordre n par

Hp = Pn© Pn-1 (=PnuNPry).

Ce n’est pas immédiat, mais les variables d'un chaos homogene appartiennent a A. Kemp,
Nourdin, Peccati et Speicher [Kem+12] ont montré que la convergence vers une semi-circulaire
au sein d’un chaos homogene fixé est équivalente a la convergence du quatriéeme moment. Plus
précisément, si n > 2, pour toute suite (aj)r>1 appartenant a H, et telle que T[ai] = 1, les
affirmations suivantes sont équivalentes :

— le quatrieme moment T[aﬂ converge vers 2 lorsque k tend vers l'infini;

— la loi de aj converge vers la loi d’une variable semi-circulaire s lorsque k tend vers 'infini.
De plus, ils fournissent une borne en fonction du quatrieme moment dans le cas particulier d’un
chaos d’ordre 2 : ils montrent que, si a telle que 7[a?] = 1 est dans le second chaos homogene

Ho, alors

1 /3 4 1/2
de,(a,s) < V1 (T[a | — 2)

pour une distance d¢, ad hoc plus faible que la distance de Wasserstein Wy. Obtenir une borne
similaire pour des chaos d’ordres arbitraires, comme dans le cadre commutatif [NP05; NP09],
est une question qui a été d’abord étudiée par Bourguin et Campese [BC17]. Ils montrent que

de,(a,s) < VC, (7’[&4} — 2) 2

pour les variables a telles que 7[a?] = 1 d’un chaos H, (avec n > 2) qui sont totalement
symétriques, et pour une constante C,, qui croit linéairement en n. Cette hypothese de symétrie
totale qui ne sera pas définie ici permet de s’affranchir en partie de la non-commutativité, et leur
preuve n’est pas adaptable au cas général. Le résultat suivant traite le cas général, et remplace
la distance d¢, par la distance de Wasserstein Wy qui est plus forte.

THEOREME 1. — [10, Th. 3.16]
Soit n > 2. Pour toute variable a appartenant au chaos de Wigner homogéne d’ordre n et
telle que T[a®] =1, on a

Wa(a,s) < n®/* (T[CL4] - 2) 1/4.
De plus, si a est totalement symétrique, on a
Wa(a,s) < n'/? (T[a4] - 2) 1/2.
La preuve consiste & montrer 'inégalité
S*(als) < n3/4 (T[a4] B 2) 1/4

en exhibant un bon noyau de Stein libre pour a a ’aide du calcul de Malliavin libre développé
par Biane et Speicher [BS98], puis le théoréme G permet de conclure. Le théoréeme I a été étendu
aux convergences de vecteurs multidimensionnels par Diez [Die22].
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Chapitre

Matrices aléatoires

2.1 Libertés asymptotiques

Quelques années apres avoir inventé la théorie des probabilités libres, Voiculescu établit un
lien profond entre cette théorie et celle des matrices aléatoires [Voi91]. Plus précisément, la
relation de liberté de Voiculescu apparait asymptotiquement pour des matrices aléatoires dont
la dimension tend vers 'infini. Cette liberté asymptotique permet 'analyse en grande dimension
de matrices dont la base des vecteurs propres est asymptotiquement isotrope — sans direction
privilégiée [AGZ10; MS17]. Réciproquement, les probabilités libres ont permis de tirer partie du
comportement de matrices aléatoires en grande dimension pour montrer de nouveaux résultats
en algebre d’opérateurs [Voi96 ; Ge98|.

Pour tout N > 1, I'algebre My (C) des matrices de taille N x N munie de la trace normalisée

N
1
try (aij)fyjzl — N E Aj;
=1

est un espace de probabilités non-commutatif (My(C),try). Une matrice déterministe Ay €
My (C) peut donc étre considérée comme une variable aléatoire non-commutative. On peut alors
définir la loi pt4,, d’une matrice hermitienne Ay = A}, par rapport a try grace a I’équation (1.1).
Elle correspond a sa mesure empirique spectrale, c’est-a-dire la mesure de probabilités sur R
donnée par

1 N
:U’AN = Nzé)‘i’
=1

ot {A1,...,An} C R sont les valeurs propres de Ay comptées avec leur ordre de multiplicité.
En fin de compte, pour une matrice hermitienne Ay, le calcul de sa distribution

C[.%‘] 5P~ tl“N[P(AN)] eC

est completement équivalent au calcul de son spectre.

Considérons deux suites Ay, By € My(C) (avec N > 1) de matrices déterministes hermi-
tiennes. Pour découpler les vecteurs propres de Ax de ceux de By, nous allons effectuer au
hasard un changement de base orthonormale sur la matrice Ay. Soit Uy € My (C) une matrice
unitaire aléatoire uniforme, c’est-a-dire dont la loi est la mesure de Haar sur le groupe unitaire.
Le spectre de la matrice UvAnNUjR; est le méme que celui de Ay, mais ses vecteurs propres sont
maintenant aléatoires et uniformément distribués. La liberté asymptotique de Voiculescu nous
dit que les variables non-commutatives UvAnUjR; et By se comportent comme des variables
libres dans le régime de la grande dimension.
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LIBERTE ASYMPTOTIQUE DE VOICULESCU.
Soient An, By € My (C) (avec N > 1) deux suites de matrices hermitiennes telles que :

— pour tout P € C(x), try[P(An)] converge lorsque N tend vers linfini;
— pour tout Q € Cly), try[Q(Bn)] converge lorsque N tend vers linfini.
Soit Uy € My (C) (avec N > 1) une suite de matrices unitaires aléatoires uniformes. Alors

— pour tout P € C(x,y), on a presque sirement la convergence

lim trN[P(UNANUX],BN)] =: T[P] ;
N—o00

— de plus, C{x) et C(y) sont libres pour la distribution limite .

Un corollaire important de la liberté asymptotique est la description (asymptotique) du
spectre de n’importe quel polynéme en UyANUj et By en fonction du spectre de Ay et du
spectre de By gréace a la théorie de probabilités libres.

Pour de nombreux modeéles de matrices aléatoires, la convergence moyenne de la trace nor-
malisée est aussi rapide que O(N~?) quand N tend vers I'infini. En particulier, cela signifie que
les matrices qui sont asymptotiquement libres au sens de Voiculescu sont en fait libres a un
terme d’erreur prés de l'ordre de N2, donnant lieu & une occurrence de la liberté infinitési-
male de Belinschi et Shlyakhtenko [BS12], ou de maniére équivalente a la liberté de type B de
Biane, Goodman et Nica [BGNO03]. Par exemple, le résultat pionnier de Thorbjornsen [Tho00],
qui montre que la convergence de la distribution moyenne de matrices indépendantes du GUE
(ensemble gaussien unitaire) est en O(N~2), peut étre formulé comme une liberté infinitésimale
asymptotique. Les définitions de liberté infinitésimale et de liberté de type B ne sont pas énon-
cées ici, mais mentionnons que la liberté infinitésimale a été montrée pour des distributions
moyennes asymptotiques dans plusieurs situations variées [CS11; Shl18; DF19; Au2l|. Pour la
distribution moyenne des deux matrices Ay et Uy ByUjy; considérées précédemment, la liberté
infinitésimale est une conséquence de la théorie générale des probabilités libres de surfaces par
Borot, Charbonnier, Garcia-Failde, Leid et Shadrin [Bor+21] — c¢’est en fait le cas particulier de
la (3,1)-liberté [Bor+21, Theorem 4.28].

Quelle est la conséquence de la liberté infinitésimale pour le spectre de matrices aléatoires ?
Shlyakthenko donne une belle interprétation de la liberté infinitésimale pour I’étude de modeles
matriciels de perturbations par des matrices de rangs finis [Shl18]. Elle souléve la question précise
suivante [CHS18, Problem 4.6] : est-il possible, & partir de cette liberté infinitésimale asympto-
tique, de retrouver rigoureusement le célebre phénomene de transition de phase BBP pour les
valeurs propres isolées, découvert par Baik, Ben Arous et Péché [BBP05; Péc06]? Plus géné-
ralement, est-il possible de retrouver les résultats de Benaych-Georges and Nadakuditi [BN11;
BN12] et de Belinschi, Bercovici, Capitaine et Février [Bel417] concernant les valeurs propres
au comportement atypique de modéles matriciels de perturbations ?

La prochaine section donne une réponse positive a cette question en s’appuyant sur notre
travail [12] joint avec Dahlqvist et Gabriel. Les travaux évoqués jusqu’a présent montrent la
liberté infinitésimale pour la distribution moyenne des matrices, alors qu’il nous faut en utiliser
une version presque stre pour pouvoir 'appliquer réalisation par réalisation. Ce sont Collins,
Hasebe et Sakuma [CHS18, Corollary 4.5] qui ont montré la premiére version presque stire de la
liberté infinitésimale asymptotique lorsqu’interviennent des matrices de rang fini. En utilisant
des estimations de concentration classiques, nous généralisons ce résultat [12, Théoreme 3.5] et
obtenons presque stirement de la liberté de type B sur certains idéaux en grande dimension dans
le cas général de matrices conjuguées uniformément, comme UnyAnUy. Cela ouvre la porte a
I'utilisation de la liberté infinitésimale pour montrer des résultats presque siirs, via la liberté
conditionnelle, comme nous allons maintenant le voir.
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Liberté conditionnelle [12]

L’utilisation de la liberté infinitésimale ou de la liberté asymptotique de type B pour I’étude
des valeurs propres isolées passe par un lien inédit avec la liberté conditionnelle de Bozejko,
Leinert et Speicher. En situation de variables libres d’un espace de probabilités non-commutatif
(A, 7), la forme linéaire 7 est distributive sur un produit alterné d’éléments centrés par rapport
a 7, puisqu’elle s’annule. La liberté conditionnelle, par rapport & un couple de forme linéaire
(1,¢), est la distributivité d’une autre forme linéaire ¢ sur les produits alternés d’éléments
centrés par rapport a 7. Cette indépendance non-commutative a été introduite par Bozejko,
Leinert et Speicher [BLS96] dans un contexte d’algebre d’opérateurs a priori sans lien avec les
matrices aléatoires.

DEFINITION.

Un espace de probabilités non-commutatif conditionnel (A, T, ) est une algébre unitaire A
munie de deux formes linéaires T, : A — C telles que T[14] =1 et p[l4] = 1.

Soient Ay et Ay deux sous-algébres d’un espace de probabilités non-commutatif conditionnel
(A, 7,0). Les algébres Ay et Az sont dites conditionnellement libres si, pour tous ai,...,a,
(n > 1) pris alternativement dans A1 ou Az et tels que Tlai] = ... =T[ay] =0, on a

T(ay---ay) =0,

et plar---an) =p(ar) - plan).

Nous montrons que la liberté de type B se réduit & de la liberté conditionnelle dans un espace
de probabilités non-commutatif (A, 7) en définissant a partir de 7 un état vectoriel ¢ associé
a une projection [12, Proposition 2.12]. Cette nouvelle relation compléte le diagramme suivant
liant quatre indépendances non-commutatives dans un espace de probabilités non-commutatif :
I’indépendance conditionnelle et 'indépendance de type B déja évoquées, 1'indépendance mo-
notone cyclique de Collins, Hasebe et Sakuma [CHS18] et ’indépendance monotone de Mu-
raki [Mur01]. Les fleches horizontales représentent des implications lorsqu’on restreint les fonc-
tionnelles a des idéaux ou 7 est trivial. Les fleches verticales représentent des implications lors-
qu’on s’intéresse a la distribution par rapport a un état vectoriel ¢ associé a une projection.

[CHS18, Proposition 3.10]
’Liberté de type B ‘ S ’ Indépendance monotone cyclique‘

[12, Proposition 2.12] ﬂ ﬂ [12, Proposition 2.16]

] Liberté conditionnelle ‘ _ ’ Indépendance monotone ‘
[Fra06, Proposition 3.1]

FIGURE 2.1 — Liens entre quelques indépendances non-commutatives.

Comme la liberté conditionnelle de type B apparait asymptotiquement pour des matrices
conjuguées uniformément comme UnAnUy;, le diagramme ci-dessus permet de produire dif-
férentes indépendances asymptotiques pour les matrices aléatoires (en espérance mais aussi
presque strement). En particulier, nous montrons I'indépendance conditionnelle asymptotique
suivante, qui est une extension de la liberté asymptotique de Voiculescu lorsqu’on considére la
trace normalisée try et, en outre, un état vectoriel (-vy,vn).

21



Chapitre 2. Matrices aléatoires

THEOREME J. — [12, Theorem 1.2]
Soient An,Bn € Mn(C) (avec N > 1) deux suites de matrices hermitiennes et (vy)n>1 une
suite de vecteur unitaire de CV telles que :
— pour tout P € C(x), trny[P(An)] converge lorsque N tend vers linfini;
— pour tout Q € C(y), trn[Q(BnN)] et (Q(Bn)vn,vn) convergent lorsque N tend vers 'infini.
Soit Uy € Mn(C) (avec N > 1) une suite de matrices unitaires aléatoires uniformes. Alors

— pour tout P € C(x,y), on a presque sirement les convergences

lim try [P(UNANU;MBN)] =:7[P],

N—o0
lim (P(UnANUR, By)on,on ) = ¢[P] ;
N—o00

— de plus, C(x) et C(y) sont conditionnellement libres pour les distributions limites (T, ).

Au niveau du spectre des matrices, cela donne accés a des informations sur les vecteurs
propres et les valeurs propres que le comportement de la mesure empirique spectrale ne permet
pas de détecter. En effet, la loi d’une matrice hermitienne Ay = A}, € My (C) par rapport & un
état vectoriel (-vy,vn) est la mesure de probabilités pif7 sur R donnée par

N
iy, =D low, ug)|* - 0y,
i=1

ol u1,...,uy € CV est une base orthonormale de vecteurs propres de Ay associés respective-
ment aux valeurs propres Aq,...,Ay € R de Ay.

Prenons le cas particulier de la somme de Uy AnUR; et By. La liberté asymptotique de Voi-
culescu permet de comprendre le comportement macroscopique du spectre de UnAnUy + By, en
identifiant la limite de la mesure empirique spectrale pyy 4y vy +By comme étant une convolution
libre. Cependant, I'asymptotique de pr, 4 ~U%+By Die permet pas de détecter le comportement
individuel des valeurs propres de Uy AyUR + By. Suivant une idée de Noiry [Noi21], la mesure
”UU]X; ANU% 1By donne acces a cette description locale qu’on pourrait qualifier de microscopique,
a condition de bien choisir vy. Or, le théoreme J permet justement d’identifier la limite des
densités locales d’états u}’j;’v AnU%+ By COMMe étant des convolutions libres conditionnelles. Nous
en déduisons une nouvelle preuve conceptuelle [12], complétement basée sur du calcul de mo-
ments, des résultats concernant le comportement atypique des valeurs propres de déformation
de modeles unitairement invariant, concrétisant ainsi la suggestion de Shlyakthenko [Shl18]. Le
corollaire suivant énonce le résultat de Benaych-Georges et Nadakuditi [BN11], mais nous re-
trouvons aussi la transition de phase BBP [BBPO05 ; Péc06] et plus généralement les résultats de
Belinschi, Bercovici, Capitaine et Février [Bel+17] pour des déformations de rangs quelconques
(voir [CD18] pour une synthése de ces phénomenes de valeurs propres atypiques).

COROLLAIRE.
Soient An, By € My(C) (avec N > 1) deuz suites de matrices hermitiennes, (vN)n>1 une
suite de vecteurs unitaires de CN et § € R* une constante telles que :

— LA, converge en moment vers une mesure (o d support compact lorsque N tend vers l'infini ;
— By est la matrice 0 - vyvy de rang 1.
Soit Uy € My (C) (avec N > 1) une suite de matrices unitaires aléatoires uniformes. Alors
— HUyANU%L+By COnverge en moment vers p lorsque N tend vers Uinfini;
— pour tout p € R en dehors du support de pu et tel que [p(p —x)~' du(x) = 071, il existe

une suite de valeurs propres (pn)n>1 de UNANURN + By qui a presque strement le com-
portement atypique suivant

li = p.
dhm o =
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Liberté conditionnelle cyclique [15]

Une propriété intéressante de la liberté conditionnelle est la suivante : d’autres indépendances
non-commutatives peuvent étre exprimées comme cas particuliers de la liberté conditionnelle
dans certaines configurations particulieres. Ainsi en est-il de I’indépendance monotone de Muraki
déja rencontrée, mais aussi de 'indépendance booléenne [Wal73; Boz86; Sch95; SW97]. Sans
énoncer leurs définitions, nous pouvons résumer leurs liens comme ceci.

Supposons que C(z) et C(y) soient conditionnellement libres dans ’espace de probabilités
non-commutatif conditionnel (C(z,y), T, ). Notons A; et Ay les sous-algebres de C(z) et C(y)
composées des polyndmes sans constantes. Alors,

— A; et Ay sont booléens indépendants pour ¢ dés que 7 s’annule sur A; et As.
— Aj et As sont monotones indépendants pour ¢ dés que 7 s’annule sur A; et vaut ¢ sur As.

Comme la liberté conditionnelle de C(x) et C(y) est une conclusion du théoréme J, il est tentant
d’en déduire I'indépendance booléenne ou I'indépendance monotone pour des matrices aléatoires
dans un régime de grande dimension. Ce n’est pourtant pas possible car le modele n’offre pas
toute la latitude voulue pour le choix de 7 et . Si les distributions de By par rapport a try
et (-uy,vn) peuvent étre tres différentes, les distributions de Uy AnUjR, par rapport a try et
(-vn,vn) sont indistinguables asymptotiquement. Par conséquent, 7 et ¢ coincident sur Aj.
Le théoreme J peut donc fournir des situations d’indépendance monotone asymptotique — il
suffit que la majorité des valeurs propres de By convergent vers 0 — mais certainement pas des
situations non-triviales d’indépendance booléenne asymptotique.

Cette limitation nous a conduit avec Gilliers [15] & définir le modeéle plus souple suivant.
Considérons deux suites Ay, By € Mn(C) (avec N > 1) de matrices déterministes hermitiennes,
et une suite vy € CV (avec N > 1) de vecteurs unitaires. Nous allons effectuer un changement
de base aléatoire Ay — UnyANUy de telle sorte que la distribution de Uy AnyUjR; par rapport
a (-uy,vy) soit celle de Ay. Pour cela, il suffit de prendre Uy € My (C) une matrice unitaire
laissant invariant le vecteur vy. L’ensemble des matrices unitaires laissant invariant vy est un
groupe muni d’'une mesure de Haar : une matrice unitaire aléatoire uniforme conditionnée a
laisser invariant le vecteur vy est une matrice aléatoire distribuée selon cette mesure de Haar.
Les conclusions du théoreme J restent valables pour UvAnUjy et By, mais nous obtenons des
distributions limites (7,¢) complétement arbitraires. Nous appelons ce modele le modéle du
vortex car tout 'espace est en rotation autour de ’axe dirigé par vy.

THEOREME K. — [15, Theorem 4.1.3]
Soient An,Bn € Mn(C) (avec N > 1) deux suites de matrices hermitiennes uniformément
bornées en norme d’opérateur et (vy)n>1 une suite de vecteurs unitaires de CN telles que :

— pour tout P € C(x), trny[P(An)] et (P(ANn)vn,vn) convergent lorsque N tend vers l'infini ;
— pour tout Q € C(y), trn[Q(BnN)] et (Q(Bn)vn,vn) convergent lorsque N tend vers l'infini.

Soit Un € MN(C) (avec N > 1) une suite de matrices unitaires aléatoires uniformes condition-
nées a laisser invariant le vecteur vy . Alors

— pour tout P € C(z,y), on a presque sirement les convergences

lim try [P(UNANUXDBN)} =:7[P],

N—o00
lim (P(UnANUR, By)on,on ) = @[P] ;

N—oo

— de plus, C{x) et C{y) sont conditionnellement libres pour les distributions limites (T, ).
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En particulier, si la vaste majorité des valeurs propres de Ay et By convergent vers 0, 7
s’annule sur A; et Ay et les matrices UyAnUjx et By sont asymptotiquement booléen indé-
pendants par rapport a 1’état vectoriel (-vy,vy). Selon 'asymptotique de try, le modele du
vortex permet donc de faire émerger asymptotiquement la liberté de Voiculescu, I'indépendance
booléenne ou I'indépendance monotone pour I’état vectoriel (-vn,vn).

Un deuxieme intérét du modele du vortex est la découverte d’une nouvelle indépendance pour
la trace try a ’ordre suivant. Dans le modeéle classique du théoreme J, le terme infinitésimal du
développement de la trace fait apparaitre naturellement ’indépendance infinitésimale, mais aussi
Iindépendance monotone cyclique (lorsqu’interviennent des matrices de rang fini). Pour décrire
ce terme infinitésimal dans le modele du vortex, nous sommes amenés a définir I'indépendance
conditionnelle cyclique suivante.

DEFINITION.

Soit (A, 1, ) un espace de probabilités non-commutatif conditionnel et w : A — C une forme
linéaire traciale, c’est-a-dire que w(ab) = w(ba) pour tous a,b € A. Deux sous-algébres Ay et Ay
de A sont dites cycliquement conditionnellement libres pour (7, p,w) si :

— A; et Ay sont conditionnellement libres dans (A, T, ) ;

— pour tous ai,...,a, (avec n un entier pair) pris alternativement dans Ay ou Ag et tels
que Tla1] = ... =Tla,) =0, on a

w(ay---an) = plar) - p(an).

En général, w # ¢ car bien que w(aj---a,) = ¢(a1)---p(a,) = ¢(ay---ay) lorsque n est
pair, on a w(aj - - - ap) # p(ay - - - a,) lorsque n est impair. La valeur de w(ay - - - ay,) lorsque n est
impair peut étre calculée en utilisant la tracialité de w, et la régle précédente pour n pair.

La liberté conditionnelle cyclique est donc une extension de la liberté conditionnelle. Comme
avec la liberté conditionnelle, nous retrouvons pour certaines valeurs particulieres de 7 quelques
autres indépendances non-commutatives : ’indépendance monotone cycliqgue de Collins, Hasebe
et Sakuma [CHS18], I’indépendance booléenne cyclique d’Arizmendi, Hasebe et Lehner [AHL22]
et la liberté infinitésimale de Belinschi et Shlyakhtenko [BS12]. Nous résumons ces inclusions
d’indépendances dans le diagramme suivant. Chaque indépendance au départ d’une fleche est
une généralisation de I'indépendance a l'arrivée de la méme fleche.

liberté conditionnelle

cyclique
indépendance booléenne liberté indépendance monotone
cyclique infinitésimale cyclique
indépendance booléenne liberté indépendance monotone

liberté conditionnelle

FIGURE 2.2 — Quelques autres liens entre indépendances non-commutatives.

Pour le modele du vortex, I'indépendance conditionnelle cyclique permet de décrire la conver-
gence moyenne de try a l'ordre suivant.
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THEOREME L. — [15, Theorem 4.2.1]

Soient (AN)N217 (BN)N21; ('UN)NZI; (UN)NZL T (C(a:,y> — C et QY (C(w,y> — C comme
considérés dans le théoréeme K. Supposons de plus l'existence de w : C{x) UC(y) — C tel que
— pour tout P € C(z),

trw [P(Aw)] = 71P] + %w[P] o ( 1 ) ;

— pour tout Q € C(y),

trw [Q(BN)] = Tl@) + i@l +o ()

Alors la définition de w peut étre étendue a C(x,y) de telle sorte que
— pour tout P € C(z,vy),

E [U"N [P(UNANUXDBN)H =7[P] + %w[P] +o0 (;{) :

— de plus, C(z) et C(y) sont cycliquement conditionnellement libres pour les distributions
limites (T, ¢, w).

La convergence doit étre prise au niveau de ’espérance car nous montrons également qu’il

reste un aléa asymptotiquement gaussien de l'ordre de % qui empéche d’établir une limite
presque stre [15, Proposition 4.3.1].
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2.2 Espaces de trafics

Une approche alternative pour développer la théorie des probabilités libres au-dela de son
champ d’application habituel est la théorie des espaces de trafics. Cette théorie a été constituée
par Male [Mal20] comme une extension de la théorie des probabilités libres. La motivation initiale
est d’obtenir une version de la liberté asymptotique de Voiculescu pour des matrices soumises a
une invariance beaucoup plus faible que précédemment : I'invariance par permutation. Donnons
un rapide apercu des quantités étudiées dans la théorie des espaces de trafics.

La distribution d’une matrice Ay = (a;;) par rapport a try est donnée par la trace des
moments, c’est-a-dire pour k > 1, par

N
i,j=1

N
1
trN[AIZCV] = N Z Qiyig * " Qigiy -
01 yeeeytp=1

Dans la théorie des espaces de trafics, on considere des sommes plus générales de la forme

1
N X Gt Giite):
:V—{1,..,N}
ou (v1,w1),. .., (vg,wy) sont les arétes d'un graphe G = (V, E). Pour considérer plusieurs ma-

trices a la fois, il suffit d’étiqueter les arétes du graphe. Ainsi, un graphe-test T en les variables
indéterminées x et y est un triplet 7' = (V, E,~) ou (V, E) est un graphe fini connexe et orienté,
muni d’un étiquetage v : E — {z,y} des arétes. L’ensemble des graphes-test en les variables
indéterminées x et y est noté T (z,y), avec ses sous-ensembles 7 (x) et T (y) qui contiennent les
graphes-test étiquetés respectivement par la variable x ou la variable y.

DEFINITION.

Soient Ay = (ai,j)%’:l et By = (bi,j)%-:l deuz matrices de My (C).

La distribution de trafics de (Ay, By) est la donnée, pour tout T = (V, E,~) € T{x,y), des
quantités

1
N[T (AN, BN)] = N Z H Qj(v)i(w) H bi(v)i(w)'
:V—={1,..,N} e=(v,w)€EE e=(v,w)eE
v(e)== y(e)=y

Voici deux exemples dans la figure suivante.

Yy Y
Ty T T 15 T t T
Y Y
5|[T1 (AN, By)] = try[Ay By Al By, 5 [T2(An, By)] = try[An(Byo An) Ay By].

FIGURE 2.3 — La distribution de trafics de (Ay, By) pour deux graphes-test 17,75 € T (x,y).

Cette définition peut naturellement étre étendue pour une famille d’'un nombre arbitraire
de matrices, et permet de considérer non seulement la trace de polynémes en les matrices,
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mais aussi la trace d’opérations plus générales, comme les produits de Hadamard Ay o By
de matrices, la transposée de matrices, ou encore d’autres opérations non-usuelles. De telles
sommes apparaissent naturellement en théorie des matrices aléatoires (voir [BS10, Appendix
A.4] ou [MS12]). Une des motivations pour considérer la distribution de trafics est le calcul
asymptotique, pour P € C(z,y), de la limite de

E [trN [P(S’NANSTV, BN)”

lorsque Sy € My (C) est une matrice de permutation, c’est-a-dire une matrice unitaire qui agit
sur les vecteurs de la base canonique en les permutant. Plus précisément, Sy est une matrice
de permutation s'il existe une permutation o de {1,..., N} telle que Sy = (1i:U(j))ij:1. La loi
d’une matrice de permutation aléatoire uniforme Sy € My (C) est alors la mesure uniforme sur
I’ensemble fini de taille V! des matrices de permutations. La liberté asymptotique de Voiculescu
n’est pas toujours valable dans ce contexte, et pourtant, Male montre qu’il est possible de calculer
la distribution limite de Sy An Sy et By a condition de considérer les distributions de trafics des
matrices. Le parallele avec la liberté asymptotique de Voiculescu présentée page 20 est saisissant,
avec une nouvelle relation qui joue le rdle de la liberté : 1'indépendance de trafics [Mal20].

INDEPENDANCE DE TRAFICS ASYMPTOTIQUE DE MALE.
Soient An, By € My(C) (avec N > 1) deux suites de matrices telle que :
— pour tout T € T (x), Tn[T(AN)] converge lorsque N tend vers l'infini;
— pour tout T € T(y), Tn[T(Bn)] converge lorsque N tend vers l'infini.
Soit Sy € My (C) (avec N > 1) des matrices de permutations aléatoires uniformes. Alors

— pour tout T € T{(x,y), on a la convergence
lim E [TN [T(SNANSJ*V»BN)H = T[T] N
N—o0

— la distribution de trafic T : T(x,y) — C a la limite est entiérement déterminée par sa
restriction sur T (x) U T (y) grace a une relation appelée indépendance de trafics.

En particulier, on obtient la convergence de
E [try [P(SxAnSk, Bn)]|

pour P € C(z,y) lorsque N tend vers l'infini. Un résultat similaire & I'indépendance de trafics
asymptotique de Male [Mal20] est également prouvé indépendamment par Gabriel [Gabl5c].
Dans le cas particulier de 'invariance par le groupe symétrique, le cadre développé par Ga-
briel [Gabl5b; Gabl5c; Gablba] est équivalent au cadre des trafics, mais Gabriel développe
aussi des aspects qui ne sont pas encore pris en compte pour les trafics, tels que la notion
centrale de cumulants.

Au-dela de ce résultat d’indépendance asymptotique, la théorie des espaces de trafics est
utile pour I’étude de matrices aléatoires dont la loi est invariante par permutation des vecteurs
de la base canonique [MP14; Mall7; Mal+22; Mal21], mais peut également étre utilisée pour
des modeles plus généraux, comme des invariances par permutations partielles [Cha+23], des
matrices a profil de variances [BM21], ou des matrices & bandes [Au21].

Distribution de trafics de matrices unitairement invariantes [13]

Pour les matrices, nous avons vu que la notion de distribution de trafics permet d’étendre la
notion de distribution par rapport a try, afin de considérer des traces d’opérations plus diverses
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que le calcul polynomial. Ces opérations variées refletent laction sur My (C) d’une opérade
indexée par les graphes, ce qui confére & My (C) la structure d’espace de trafics algébrique.
Nous n’allons pas détailler le cadre opéradique utilisé pour définir la notion d’espace de trafics
algébrique. Mentionnons seulement que les espaces de trafics algébriques [Mal20] sont des al-
gebres B sur une certaine opérade indexée par des graphes, et munies d’une notion compatible
de distributions de trafics 7.

Afin de pouvoir développer la théorie des espaces de trafics du point de vue des algebres
d’opérateurs, nous avons avec Male et Dahlqvist [13] introduit une notion naturelle de positivité
pour les espaces de trafics munis d’une involution . La structure finale retenue [13, Definition
3.7] pour un espace de trafics est donc celle d’un espace de trafics algébrique (B, 7) muni d’une
involution * et pour lequel la distribution de trafics est positive. Par des arguments de combi-
natoire sur les graphes, nous montrons qu’il est possible de définir le produit libre d’espaces de
trafics, ce qui permet de considérer des suites de variables qui sont indépendantes au sens des
trafics.

THEOREME M. — [13, Theorem 1.2]
Le produit libre d’espaces de trafics algébrique préserve la positivité. En conséquence, le pro-
duit libre d’espaces de trafics est bien défini comme espace de trafic.

La plupart des exemples d’espaces de trafics viennent de la limite en grande dimension de
matrices aléatoires : matrices unitaires aléatoires uniformes, matrices de permutation aléatoires
uniformes, matrices de Wigner [Mal20], graphes réguliers uniformes [MP14]. Dans le cas de ma-
trices de la forme UnAnUy;, avec Uy une matrice unitaire aléatoire uniforme, la distribution
de trafics peut étre évaluée grace au calcul de Weingarten, une méthode en grande partie dé-
veloppée par Collins [Col03; CSOG] pour calculer les moments joints des entrées de Upy. Nous
en déduisons le résultat suivant, qui induit la convergence en distribution de trafics de modeles
de matrices aléatoires unitairement invariantes a partir de la convergence de la x-distribution.
Cela donne de nouveaux exemples d’espaces de trafics, car il existe de nombreux ensembles de
matrices aléatoires unitairement invariants connus pour converger en *-distribution, mais qui
n’avaient pas encore été étudiés du point de vue des espaces de trafics.

THEOREME N. — [13, Theorem 1.1]

Soit Ay € My(C) (avec N > 1) une suite de matrices hermitiennes telles que, pour tout
polynome P € C(z), try[P(An)] converge lorsque N tend vers linfini. Soit Uy € Mpy(C)
(avec N > 1) une suite de matrices unitaires aléatoires uniformes.

Alors (UNANUR)N>1 converge en distribution de trafics lorsque N tend vers linfini au sens
suivant : pour tout T € T (z), on a la convergence

lim E|7y[T(UnANUR)]| = 7[T].
N—r00
La distribution de trafics 7 : T(z) — C a la limite est entiérement déterminée par la distri-
bution limite P — A}im try[P(An)] de An. Plus généralement, le résultat du théoreme N reste
—00

vrai pour une famille d’'un nombre arbitraire de matrices qui possédent une *-distribution jointe
limite, et nous avons une formule explicite pour exprimer la distribution de trafics a partir de
la x-distribution a la limite. Cette formule peut en fait étre appliquée a n’importe quel espace
de probabilités non-commutatif : partant d’un *-espace de probabilités non-commutatif (A, ¢)
quelconque, on peut calculer une distribution de trafics et ainsi définir un espace de trafics
algébrique.

Cette construction fournit un objet universel, appelé espace de trafics enveloppant (G(A), 7,),
qui permet de faire appel au cadre des espaces de trafics pour I’étude de n’importe quel *-espace
de probabilités non-commutatif (A, ¢). Le théoreme N peut alors étre exprimé comme ceci :
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pour des matrices unitairement invariantes, la convergence en *-distribution vers un *-espace de
probabilités non-commutatif (A, ¢) s’étend en une convergence de la distribution de trafics vers
un espace de trafics enveloppant (G(A), 7).

THEOREME O. — [13, Theorem 1.3]

Soit (A, ) un x-espace de probabilités non-commutatif tel que p est tracial.

Il existe un espace de trafics (G(A), ,), dit enveloppant, qui étend de facon canonique (A, @)
via un plongement A — G(A). De plus, la liberté de deuz sous-algébres dans A se traduit par
indépendance de trafics de ces sous-algébres dans (G(A), 7).

La difficulté du théoreme réside dans la positivité de la distribution de trafics 7, ainsi définie.
Ultérieurement, Au et Male [AM20] ont montré que I’espace de trafics enveloppant (G(A), 7,)
contient toujours trois sous-algebres libres au sens de Voiculescu. Via le théoreme N, ces trois
algebre libres permettent de retrouver le fait quune matrice Uy Ay U} unitairement invariante
est asymptotiquement libre avec sa transposée (Uny AU )! et avec sa diagonale Iy o (UyANU%)
lorsque N tend vers 'infini [MP16].

Liberté avec amalgamation sur la diagonale [3]

L’indépendance de trafics permet de calculer a I'aide d’outils combinatoires la distribution
jointe asymptotique de matrices aléatoires dont la loi est invariante par permutation des vecteurs
de la base canonique. L’étape naturelle suivante est de doter cette théorie des espaces de trafics
d’outils analytiques afin de transformer les descriptions combinatoires en méthodes numériques.
Nos efforts en ce sens se sont concrétisés dans un travail avec Au, Dahlqvist, Gabriel et Male [3]
ol nous montrons que ces matrices invariantes par permutation sont asymptotiquement libres,
non pas vis-a-vis de la trace a valeurs scalaires, mais vis-a-vis d’une application linéaire a va-
leurs opérateurs, comme exprimé dans le théoreme P. Le cadre naturel de cette indépendance
asymptotique est celui des probabilités libres a valeurs opérateurs que nous allons maintenant
présenter.

Dés le début du développement de la théorie des probabilités libres, Voiculescu en propose
une extension importante en raison de son domaine d’applicabilité plus large : la théorie des
probabilités libres a valeurs opérateurs, et son indépendance non-commutative appelée liberté
avec amalgamation [Voi85; Voi95]. La définition est analogue a celle de la liberté présentée
page b, mais la forme linéaire 7 est ici remplacée par une application linéaire E qui n’est plus a
valeurs scalaires.

DEFINITION.

Un espace de probabilités non-commutatif & valeurs opérateurs (A, B, E) est une algébre A
munie d’une sous-algébre B C A et d’une espérance conditionnelle E : A — B, ¢’est-a-dire une
application linéaire telle que :

— pour tout b € B, E[b] =b;
— pour tous a € A et by,ba € B, E[biabs] = b1 E[a]bs.

Deuzx sous-algébres As et Ay de A contenant B sont dites libres avec amalgamation sur B si,
pour tous ai,...,a, (n>1) pris alternativement dans Ay ou As, on a

E|(a1 = Ela1]) -+ (an — Elan))| = 0.
De méme que le produit libre de groupes induit la liberté au niveau des algebres de groupes,

il se trouve que le produit libre amalgamé de groupes induit la liberté avec amalgamation au
niveau des algebres de groupes, ce qui donne une motivation pour ce concept, et du méme coup
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une explication pour sa terminologie. La liberté est le cas particulier de la liberté amalgamée
lorsque l'algebre B est égale a C. La liberté amalgamée fonctionne essentiellement de la méme
fagon que la liberté, et en particulier permet de reconstruire une distribution jointe (& valeurs
opérateurs) a partir des distributions marginales (a valeurs opérateurs).

Dans la situation de matrices aléatoires invariantes en loi par permutation, la sous-algebre
sur laquelle va avoir lieu 'amalgamation est l'algebre Dy C My (C) des matrices diagonales,
comme suggéré par certains travaux antérieurs [Shl96 ; BD17] de Shlyakhtenko, Boedihardjo et
Dykema. En définissant 1’espérance conditionnelle D : My (C) — Dy par

N

N
i1 P (0i5ai5)

i,j=17

D: (aij)

nous obtenons un espace de probabilités non-commutatif (My(C), Dy, D) a valeurs opérateurs.
Pour une matrice Ay, on notera Dy (Apn) 'algebre engendrée par Dy et Ay. Pour un monéme
de type M = bgAnb1ANn -+ Anb, € Dn(AnN), on définit n comme étant le degré de M, et
bo,...,b, € Dy comme étant les coefficients de M. Une suite Py € Dy(An) (avec N > 1)
est dite uniformément bornée en longueur, degrés et coefficients s’il existe des décompositions
Py = My(1) + ...+ Myn(£y) en somme finie de monoémes My(1),..., My({n) € Dn{(An),
avec une borne (indépendante de N) sur les longueurs £y, les degrés des mondmes et les normes
d’opérateurs des coefficients des monomes. Voici ci-dessous une version de notre résultat de
liberté asymptotique avec amalgamation sur Dy.

THEOREME P. — [3, Theorem 1.3]

Soient An,By € My(C) (avec N > 1) deux suites de matrices uniformément bornées en
norme d’opérateur et Sy € Mpy(C) (avec N > 1) des matrices de permutations aléatoires
uniformes.

Alors SNANSN et By sont asymptotiquement libres avec amalgamation sur Dy en pro-
babilité dans (My(C),Dn,D) au sens suivant : pour n > 1 fixé, pour tous Pn1,...,PnNn
(avec N > 1) pris alternativement dans Dny(SnyANS¥) ou Dn(BN), et uniformément bornés

en longueur, degrés et coefficients, la norme \/tryleney] de la matrice

en = D|(Pn,y = DIPna]) -+ (Pyn — D[Py,
converge en probabilité vers 0 lorsque N tend vers l'infini.

Dans le théoreme P, les algebres Dy (SyAnSK) et Dy (By) seraient libres avec amalga-
mation sur Dy si les ey s’annulaient a N fixé. Cette liberté avec amalgamation survient donc
asymptotiquement, lorsque ey devient négligeable. En fin de compte, pour des matrices aléa-
toires de lois invariantes par permutation des vecteurs de la base canonique, I'indépendance de
trafics est remplacée par la liberté avec amalgamation. Cela permet d’utiliser la théorie générale
des probabilités libres a valeurs opérateurs, et en particulier ses outils analytiques puissants,
pour I’étude du spectre de telles matrices.

Nous avons également une version de cette liberté asymptotique dans ’espace de probabili-
tés non-commutatif des matrices aléatoires. En effet, la matrice Sy An Sy appartient a ’algebre
My (L) des matrices aléatoires & coefficients essentiellement bornées. L’espérance condition-
nelle D appliquée & My (L) est a valeurs dans la sous-algebre Dy (L) des matrices diagonales
aléatoires a coefficients essentiellement bornées. Nous montrons [3, Theorem 2.3] que Sy Ax Sy et
By sont asymptotiquement libres avec amalgamation sur Dy (L) dans (My (L), Dy (L), D).
Ce résultat est plus fort que celui du théoreme P, car les coefficients de Py 1,. .., Py, sont alors
des éléments de Dy (L), et non plus des matrices déterministes.

Nous pouvons également assouplir I’hypothese sur la norme opérateur, ce qui étend le champ
d’application du théoréme a des modeéles plus généraux, en incluant tous les modeles dont la
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distribution de trafics est uniformément bornée en la dimension (par exemple les matrices de
Wigner avec des moments explosifs, les régimes parcimonieux du modele d’Erdés-Rényi). Par
ailleurs, la liberté amalgamée du théoreme P reste valide si les matrices sont multipliées terme a
terme par des variables aléatoires indépendantes bornées (par exemple, dans le cas de matrices
ayant un profil de variances et dans les modeles de percolation).

Si le théoréme P peut s’exprimer en oubliant le formalisme des espaces de trafics, sa preuve
repose sur une méthode des moments qui utilise intensément la combinatoire des espaces de
trafics et notamment 1’étude fine des graphes qui interviennent dans le calcul de la distribution
de trafics des matrices SyAn Sy et By.

Dans la figure 2.4, nous illustrons cette liberté amalgamée par six histogrammes. Pour chaque
cas sont simulées deux matrices aléatoires X et Yy indépendantes. Les lois pour Xy et Yy
sont choisies parmi les suivantes :

— la loi ER désigne la loi d’'une matrice d’adjacence renormalisée d’un graphe d’Erdos-Rényi
parcimonieux (comme étudié dans [BBK19]), avec des coefficients diagonaux nuls, et des
coefficients hors-diagonaux indépendants (modulo la symétrie de la matrice) distribués
selon

Ber —1/(N —1)

V= (V=1

ou Ber est une variable aléatoire de Bernoulli de parametre 1/(N — 1) ;

— la loi Perm désigne la loi d’une matrice symétrique réelle, construite a partir de la matrice
de permutations uniforme Sy € My (C) en remplagant chaque coefficient Sy (i, j) soit
par (Sn(%,j) + Sn(j,i) — 2) avec probabilité 1/2, soit par 0 avec probabilité 1/2 (sous
contrainte de symétrie de la matrice) ;

— pour une matrice D diagonale, la loi FFTp est celle de la matrice hermitienne
SNFNDFN Sy,

ou N x N est la dimension de D, Sy € My (C) est une matrice de permutations uniforme
et Fy € My (C) est la matrice de transformée de Fourier discrete considérée dans [DLM15]

. I oG- (k-
Un(j, k) = ﬁe 2ri(i—Litk—1)

— pour une matrice D diagonale, la loi UBMp est celle de la matrice hermitienne
Un(T)DUN(T)*
ol N x N est la dimension de D, (Un(t)) >0 €st un mouvement brownien sur le groupe

unitaire de dimension N x N comme considéré dans [Bia97], et T' = 0,125.

Pour les lois UBMp et FFTp, la matrice diagonale D est prise parmi les matrices de taille
N x N suivantes (avec N paire) :

— Dy =diag(+1,—-1,+1,-1,...,+1,—-1);

— Dy =diag(—1,...,—1,+1,...,41) avec autant de +1 que de —1;
— D3:./%diag(—2+%,—2+%,—2+%,--- ,—1,+1+%,+1+%,+1+%,...,+2).
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FI1GURE 2.4 — Mllustrations numériques pour N = 1000.

— Histogramme : distribution spectrale p1x, 1y, de la somme.

— Courbe bleue : convolution libre avec amalgamation sur Dy de px, avec py, .

— Courbe rouge : convolution libre de ux, avec pyy.
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La mesure empirique spectrale px, 1y, de la somme est représentée par un histogramme
pour une seule réalisation des matrices X et Y. Pour comparaison, la densité de la convolution
libre avec amalgamation sur Dy est tracée en bleu. Elle correspond a la mesure px,+vy si X
et Yy étaient effectivement libres avec amalgamation sur Dy, comme prédit asymptotiquement
par le théoreme P, et est calculée grace a l'algorithme de point fixe de Belinschi, Mai, and
Speicher [BMS17]. Enfin, pour insister sur le fait que les matrices ne sont pas dans une situation
de liberté asymptotique de Voiculescu, la densité de la convolution libre de px, avec py, est
tracée en rouge : elle correspond a la mesure px, 1y, si Xy et Yy étaient juste libres (sans
amalgamation).
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2.3 Approximation semi-circulaire — seconde partie

De méme que la mesure gaussienne est stable par rapport a I'indépendance classique, la
mesure semi-circulaire est stable par rapport a la liberté de Voiculescu au sens suivant : si Sy
et So sont deux variables semi-circulaires libres, alors %(Sl + S2) est aussi une variable semi-
circulaire. Cette propriété de stabilité explique en grande partie le caractére universel de la
mesure semi-circulaire dans la théorie des probabilités libres.

Au niveau des matrices, cela se traduit par 'apparition de la mesure semi-circulaire pour de
grandes matrices gaussiennes. En effet, par le résultat de liberté asymptotique de Voiculescu, les
lois de matrices stables (pour 'addition de matrices indépendantes) convergent naturellement
vers des lois stables (pour la liberté de Voiculescu). C’est une justification possible du célebre
résultat de Wigner [Wigh8]| ci-apres qui stipule que la mesure empirique spectrale d’une matrice
hermitienne dont les coefficients sont des gaussiennes indépendantes de variances bien choisies
converge vers la mesure semi-circulaire lorsque la dimension de la matrice tend vers I'infini.

Cette section est consacrée a des extensions du théoreme de Wigner ou la loi limite n’est
plus forcément la mesure semi-circulaire, mais plus généralement une variable semi-circulaire
a valeurs opérateurs comme définie plus loin. C’est ’équivalent de la mesure semi-circulaire
dans la théorie des probabilités libres a valeurs opérateurs car une variable semi-circulaire a
valeurs opérateurs est stable pour la liberté amalgamée introduite page 29.

Loi du demi-cercle de Wigner

Dans les théorémes qui vont suivre, les convergences étroites des lois de variables aléatoires
seront quantifiées par la proximité de leurs transformées de Cauchy sur le demi-plan supérieur
Ct ={z€eC:Im(z) > 0}.

DEFINITION.
Soit (A, 7) un W*-espace de probabilités non-commutatif. Pour toute variable auto-adjointe
a=a*€ A de loi pug, la transformée de Cauchy de a est la fonction G, : C™ — CT définie par

Ga(2) :/R ! dpe(x).

z—XT

Notons que, par transfert, la transformée de Cauchy peut aussi s’écrire

1
Go(2) =71 [z — a} .
La transformée de Cauchy d’une variable a caractérise entierement sa loi et la formule d’inversion
de Stieltjes-Perron permet méme de calculer la densité de la loi de a connaissant les valeurs de
Gq(z) pour z proche de I'axe réel. Pour une suite de variables non-commutatives (ap)n>1, la
convergence étroite des lois (fiq, )n>1 est completement équivalente a la convergence simple des
transformées de Cauchy (G, )n>1 lorsque n tend vers I'infini.

Pour une matrice Xy € My (L) a coefficients aléatoires, il peut parfois y avoir une ambi-
guité entre la loi de X vue comme une variable de (My(L*>),E o try) d’un coté, et la loi de
Xn vue comme une variable de (My(C),try) de 'autre (mesure aléatoire qui correspond a la
mesure empirique spectrale et dépend alors de la réalisation de Xy ). Pour éviter toute confu-
sion, la transformée de Cauchy G x, désignera toujours la transformée de Cauchy de Xy vue
comme une variable de (My(C),try), et nous noterons E[Gx, | son espérance, qui correspond
a la transformée de Cauchy de Xy vue comme une variable de (My(L*),E o try). Enoncons
maintenant le résultat de Wigner [Wigh8] concernant la convergence de la loi d’une suite de
matrices a entrées gaussiennes.
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Lo1 DU DEMI-CERCLE DE WIGNER.
Pour tout N > 1, on considére la matrice symétrique réelle

11 -+ TIN
1

Xy —
N\/N

IN1 -*° INN

ot (45)1<i<j<n est une famille de variables aléatoires gaussiennes centrées réduites indépen-
dantes. Soit s une variable semi-circulaire.

Alors, presque siurement, la loi j1x, converge étroitement vers la mesure semi-circulaire [
lorsque N tend vers linfini. La convergence étroite de Elux,| vers ps a également lieu a la
vitesse suivante : il existe une constante C > 0 telle que, pour tout z € CT et tout N > 1,

’E[GXN<Z)] - Gs(z)) < ij\lfg

L’inégalité entre la transformée de Cauchy de X et celle de s est due a Collins, Guionnet
et Parraud [CGP22, Corollary 1.3]. C’est une version récente d’une inégalité de Haagerup et
Thorbjgrnsen [HT05, Theorem 5.7] qui a pour conséquence immédiate la convergence étroite
de Elux,] vers us. Les inégalités de ce type, ou la dépendance en z est explicite, permettent
d’étudier plus finement la convergence de la mesure empirique spectrale de Xy, et d’en tirer
des conclusions sur les valeurs propres extrémales de px, [CGP22; HT05] ou sur la vitesse de
convergence de E[ux, ] pour des distances usuelles de mesures, comme la distance de Kolmogorov
[Bai93 ; BM20] ou la métrique Lipschitz-bornée [AGZ10; CGP22].

Matrices a coefficients échangeables [4]

La loi du demi-cercle de Wigner est un résultat universel : la convergence aura toujours lieu
si les variables gaussiennes ci-dessus sont remplacées par des variables indépendantes et identi-
quement distribuées centrées et réduites. Ce n’est donc pas la loi des entrées qui fait émerger la
mesure semi-circulaire, mais I'indépendance entre les coefficients. Chatterjee a méme montré que
la limite de la distribution spectrale d’une matrice avec des coefficients aléatoires échangeables
converge également vers la mesure semi-circulaire [Cha07]. Ce résultat de Chatterjee est le point
de départ du travail joint avec Banna [4] présenté ci-dessous, qui traite de matrices dont les
coefficients échangeables sont a valeurs opérateurs et non plus scalaires.

DEFINITION.

Soit (A, T) un espace de probabilités non-commutatif.

Des variables non-commutatives ay, . ..,a, € A sont dites échangeables si, pour toute per-
mutation o de {1,...,n}, la x-distribution de Ag(1)s - - - 5 Ag(n) €St la méme que celle de ay, ..., an.

Voici deux observations motivant 1’étude générale de matrices dont les coefficients échan-
geables sont a valeurs opérateurs.

— Lorsqu’une matrice aléatoire est composée de blocs indépendants et identiquement dis-
tribués, les coefficients scalaires de la matrices ne sont ni indépendants ni échangeables.
En revanche, on peut voir cette matrice comme composée de blocs échangeables, qui sont
autant de coefficients a valeurs matricielles.

— Une matrice dont les entrées sont libres au sens de Voiculescu est une matrice dont les
coefficients sont & valeurs opérateurs et échangeables.
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Avec Banna [4], nous montrons que de telles matrices sont comparables a des variables semi-
circulaires & valeurs opérateurs, et nous donnons des estimées précises sur les transformées de
Cauchy correspondantes.

Pour énoncer ce résultat, nous avons besoin d’expliquer ce que nous entendons par variable
semi-circulaire a valeurs opérateurs. Une variable semi-circulaire s est caractérisée par sa trans-
formée de Cauchy Gy. Le calcul explicite de G4 donne, pour tout z € CT,

z2—Vz2—4

Gs(z) = —

ce qui montre que Gy satisfait 1’équation quadratique suivante : 2G4(z) = 1 + G4(2)2. Pour
les théorémes qui suivent, une variable semi-circulaire a valeurs opérateurs est une variable
d’un espace de probabilités non-commutatif & valeurs opérateurs dont la transformée de Cauchy
satisfait une équation similaire.

DEFINITION.

Soit (A, B, E) un espace de probabilités non-commutatif d valeurs opérateurs tel que A et B
sont des W*-algébres. Pour toute variable auto-adjointe a = a* € A, la transformée de Cauchy
& valeurs opérateurs de a est la fonction G, : Bt = {b € B: 3 > 0,Im(b) > ela} — B définie
par

Gngﬁﬂbix}

Soit n : B — B une application linéaire complétement positive. Une variable s = s* € A est dite
semi-circulaire & valeurs opérateurs de variance n si, pour tout b € BT,

b-Gy(b) = 1 +1(Gy(b)) - G(b). (2.1)

La définition donnée ci-dessus pour les variables semi-circulaires a valeurs opérateurs est
moins stricte que d’habitude (voir [MS17] pour la définition usuelle), mais elle suffit pour les
énoncés qui suivent. En effet, nous nous sommes uniquement intéressés aux variables semi-
circulaires a valeurs opérateurs s a travers leur loi us par rapport a un état 7: A — C.

La transformée de Cauchy scalaire G5 de s, qui détermine la loi us via la formule de Stieltjes-
Perron, peut étre obtenue a partir de la transformée de Cauchy a valeurs opérateurs G; par la
relation suivante : pour tout z € CT,

Gs(2) = T[Gs(214)],

oit Gy est déterminée par la relation (2.1). A partir de cette relation (2.1), on peut écrire
I’équation de point fixe

1

b— n(Gs (b)) 7
ce qui permet de calculer numériquement la valeur de G par un algorithme de point fixe [HFS07],
et donne donc acces a une estimée de la loi de s dans tous les exemples qui vont suivre.

Dans le théoréme suivant, nous comparons la transformée de Cauchy G'x, d'une matrice Xy
a coefficients échangeables et & valeurs dans un espace de probabilités non-commutatif (A, 7)
avec la transformée de Cauchy G5 d'une variable semi-circulaire s a valeurs opérateurs. La loi
de la matrice Xy € My(A) est calculée par rapport a I’état

try 7 : MN((C) ® A~ MN(.A) — C.

G;(b)

L’algébre de von Neumann A dans laquelle vivent les coefficients est une intégrale directe de
facteurs de dimensions bornées. Nous n’allons pas détailler cette hypothese technique indispen-
sable, mais cela inclut par exemple toutes les algebres (Mg(L>), Eotry) de matrices a coefficients
aléatoires essentiellement bornés. Par ailleurs, pour une variable a € A, la norme d’opérateur
de a au sein de A sera désignée par ||al|.
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THEOREME Q. — [4, Theorem 3.6]
Soit (A, ) un W*-espace de probabilités tracial tel que A une intégrale directe de facteurs

de dimensions inférieures a d. Soit (v:5)1<i j<n une famille de n variables échangeables de A
(avec n = N2). Soit Xy € My (A) la matrice de taille N x N et de coefficients

Xn(i,j) = (x5 + x;‘l) e A.

1
V2N
Considérons la fonction de covariance n : A — A donnée par

1

n

U(b) (.Cl_fijb:ffj + if‘;}bi’z])

ol Tjj = Tjj — %vajzl x;5. Soit B la plus petite sous-algébre de von Neumann de A invariante
pour n et soit s une variable semi-circulaire d valeurs opérateurs de variance n|p.
Alors il existe une constante C > 0 telle que, pour tout z € CT et tout N > 1,

(I2] Vllzf v D)* 1
(Im(z) A1)S /N’

Un ingrédient clé de notre preuve concerne une structure d’indépendance cachée derriere
I’échangeabilité. Nous démontrons que les sommes d’opérateurs échangeables sont proches en
distribution de ’espérance de sommes d’opérateurs gaussiens indépendants, en utilisant comme
Chatterjee [Cha07] la méthode de Lindeberg et de l'interpolation gaussienne. Cette premiére
étape, qui consiste a remplacer une famille d’opérateurs par une famille d’opérateurs aléatoires
peut sembler surprenante ou artificielle, mais c’est une conséquence du fait que 1’échangeabilité
est un concept lié a 'indépendance classique (par exemple via des théorémes de type de Finetti)
contrairement a d’autres notions d’invariance, telles que les invariances par action de groupes
quantiques ou de groupes duaux (par exemple page 14) qui sont liées a la liberté de Voiculescu.
On montre ensuite que la distribution de ces matrices a coefficients a valeurs opérateurs gaus-
siens est proche de celle d'une distribution semi-circulaire a valeurs opérateurs en utilisant des
techniques proches de celles de Haagerup et Thorbjgrnsen [HT05].

L’intérét du théoreme Q réside dans sa généralité : en fixant (A, 7) = (My(L*°),Eotry), nous
retrouvons plusieurs résultats existants de convergence pour des matrices par blocs. En effet, la
matrice aléatoire Xy du théoreme Q est alors de la forme

(G (2) = Go(2)] < C?

A - AN
1

X = — . t. . s

ANt - Ann

ou A;;j sont des matrices aléatoires de taille d x d. C’est donc une matrice aléatoire de taille dN x
dN. L’état try @7 utilisé dans le théoreme Q) correspond alors a I’espérance de la trace normalisée
Eotrgn sur les matrices aléatoires de taille dIN x dN. Nous obtenons donc des estimées concernant
la transformée de Cauchy E[Gx, ]| de Xy pour I'état E o tryy, ce qui correspond & l'espérance
de la transformée de Cauchy Gx, de Xy.

Voici trois corollaires qui sont les conséquences les plus immédiates du théoreme Q — il s’agit
essentiellement de décomposer les matrices de la bonne fagon afin d’étre en mesure d’appliquer
le théoréme Q, et d’utiliser encore une fois la méthode de Lindeberg pour alléger I’hypothese
sur les variables essentiellement bornées. Dans chacun des résultats suivants, la proximité avec
une variable semi-circulaire s a valeurs opérateurs est quantifiée non-asymptotiquement. La
convergence étroite de E[ux,] vers la mesure p; en est une conséquence immédiate pour une
suite de matrice (Xn)n>1-
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Commengons par une version quantitative d’un résultat de Girko [Gir98] concernant des
matrices de Wigner par blocs indépendants et identiquement distribués.

COROLLAIRE.

Soit {A;; = (a,(;l]))il:l € My(C) : 1 < 4,5 < N} une famille de N* matrices aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées de taille d x d fizée, et telles que E[|al(€3j)\3] < 00. Soit
XN € My4(C) la matrice aléatoire de taille dN x dN composée des N*? blocs

Xn(i,j) = \/;TV(AU A% € My(C).

Soit s une variable semi-circulaire d valeurs opérateurs de variance n: Mg(C) — My(C) donnée
par T](B) = % (E [(All — ]E[All])B(All — E[All])*} + E[(All — E[All])*B(All - E[All])}> .

Alors il existe une constante C > 0 ne dépendant que de la distribution de Aqq telle que,
pour tout z € C* et tout N > 1,

(JzlvD* 1
(Im(2) A1)6 /N~

Nous considérons maintenant des matrices qui ont une structure par blocs corrélés, mais
ou les variables au sein de chaque bloc sont indépendantes et identiquement distribuées. Cela
étend un résultat de Far, Oraby, Bryc et Speicher [Far+08] a des distributions matricielles
non-nécessairement gaussiennes, et en donne une estimée quantitative. C’est pour ainsi dire
une version du corollaire précédent, ou le découpage de la matrice Xy € Myn(C) se fait en
décomposant en d? blocs de taille N x N au lieu de N? blocs de taille d x d.

[ElGxy(2)] - Gu(2) < €

COROLLAIRE.
Soit d > 1 fizé. Soit Xy € Myn(C) la matrice aléatoire de taille AN x dN donnée par

AL o 4d)

vd Aldl) . A(dd)

r,p=1
trices aléatoires a coefficients indépendants et identiquement distribués au dessus de la diagonale,
et telles que, pour tous 1 <1i4,5,k, 1 <d :

otl, pour tous 1 < j < i < d, AU) = (AW))* et AW = (ﬁa%))N € Mn(C) sont des ma-

— Cov(ag), a,(;;l)) = 0pqOrs0 (1, J; k, 1) avec o telle que o(i,j;k,1) = o(k,l;1,7) ;
— Ellai{’] < oo.
Soit s une variable semi-circulaire d valeurs opérateurs de variance n: Ma(C) — My(C) donnée

par
d

1 , ,
n(B)ij = d Z o (i, k;l, j) Bra-
k=1
Alors il existe une constante C > 0 ne dépendant que de la distribution de (aﬁj))ﬁjzl telle que,

pour tout z € C* et tout N > 1,

(zlvD)* 1
(Im(2) A1)6 /N~

[ElGxy(2)] - Ga(2) < €
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Passons a une famille de modeles qui ont été étudiés par 1’équipe d’Erdds sous le nom de
matrices de Kronecker [Alt+19; EKS19], avec des coefficients matriciels, une répétition possible
des blocs, et ou de la corrélation peut en partie étre ajoutée entre les matrices. Méme si la
vitesse de convergence apparait ici plus faible que dans les travaux existants, nous pouvons nous
permettre une corrélation plus générale, et nous réduisons I’hypothese sur les moments a une
hypothese de moment d’ordre 3 borné.

COROLLAIRE.
Soitd>1 et L > 1 fizés. Soit Xy € Man(C) la matrice aléatoire de taille AN x dN donnée
par la somme de produits de Kronecker

L
Xnv =Y (B @Y+ Bi @ Yy),
k=1
1 (k)

ot les B, € My(C) sont des matrices déterministes et les Yy, = ﬁ(yij )%‘:1 € My(C) sont des

matrices aléatoires telles que :
— les N? familles {yi(;), - ,yi(jL)} (avec 1 < i,j < N) sont indépendantes et identiquement
distribuées ;

— Cov(ygf),yl(fr)) = dipdjro(k,l) avec o telle que o(k,l) = o(l, k) ;
k
— EllyF] < oo.
Soit s une variable semi-circulaire d valeurs opérateurs de variance n : Mg(C) — My(C) donnée
par

L

1 * T 1. 1\ Q%
n(B) =75 > (o(k.DBBB; +0(k.DGLBA).
k=1
Alors il existe une constante C' > 0 ne dépendant que de la distribution de {yﬁ), ey y%)} et de

{B1,...,8L} telle que, pour tout z € C* et tout N > 1,

(zlvD* 1
(Tm(z) A1) VN

Au-dela de ces trois situations, nous avons montré avec Banna [4] que notre travail s’applique
également pour des modeles de matrices circulantes aléatoires comme étudiées par Oraby [Ora07],
des modeles de type Wishart par blocs [Far+08] ou encore des modeles de matrices a coefficients
libres au sens de Voiculescu [Liul8; NSS02; Rya98|.

[ElGxy ()] - Gs(2)| < €
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Chapitre

Perspectives

Dans ce dernier chapitre sont présentées quelques questions qui m’intéressent en lien avec les
travaux présentés dans les chapitres précédents, a la demande de la Commission des Habilita-
tions. Certains problemes sont en cours d’investigation, dans différents projets en collaboration
avec mes collegues Arizmendi, Capitaine, Fathi, Franz, Gilliers, Kemp, Mingo, Nikitopoulos,
Skalski, Ulrich et Yin. D’autres problémes pourront faire I’objet de futurs projets, ou de futurs
encadrements de theése. Je les ai divisés arbitrairement en trois axes.

3.1 Symétries non-commutatives

Groupes quantiques

Concernant les groupes quantiques, une question qui me suit depuis quelques temps concerne
certains processus stochastiques quantiques analogues aux processus stochastiques a valeurs
dans des groupes de Lie matriciels. Plus précisément, il existe une notion de processus de Lévy
quantiques, parmi lesquels les processus gaussiens sont identifiés comme ceux ayant un générateur
de type quadratique — notion due & Schiirmann [Sch06]. Il est attendu que le caractére gaussien
d’un processus soit reflété par une propriété topologique, comme c’est le cas pour un processus
sur un groupe de Lie classique.

Prenons un processus aléatoire matriciel X = (X;);>0 & valeurs dans My (C). Le pas d’une
subdivision P = {0 <) < --- <t, =t} est

P| = tp — tp—

P lfél]fgn( k= th-1),
et la variation d’ordre p de X sur un intervalle [0,¢], si elle existe, est la limite (disons en
espérance)

i 31— X s @)
kEP,

le long de n’importe quelle suite de subdivisions (P,),>1 de [0;t] telle que la suite de pas |F,|
tende vers 0, ol || - |3 est la norme de Hilbert-Schmidt d’une matrice. Il n’est pas compliqué
de montrer que, parmi les processus de Lévy a valeurs dans un groupe de Lie compact matri-
ciel, les mouvements browniens sont ceux dont la variation d’ordre 4 s’annule, et les processus
déterministes — les dérives — sont ceux dont la variation d’ordre 2 s’annule.

Pour une notion bien choisie de variation, une telle caractérisation devrait exister pour
les processus de Lévy sur les groupes quantiques compacts matriciels. Ce serait la premiere
caractérisation topologique des processus gaussiens parmi les processus de Lévy quantiques.
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Une question subsidiaire, qui est intéressante aussi bien pour les processus de Lévy quantiques
que pour les processus de Lévy classiques, consiste a étudier la vitesse de convergence de la
limite (3.1), et de mettre a jour des fluctuations stochastiques gaussiennes lorsque cette limite
est nulle, dans 'esprit des théorémes de Jacod [Jac07] pour les variations des processus de Lévy
a valeurs dans R.

Bien entendu, la caractérisation topologique usuelle du mouvement brownien classique parmi
les processus de Lévy reste la continuité presque stire de ses trajectoires. Dans le cas d’espaces de
probabilités non-commutatifs, la notion de convergence presque siire peut aussi étre développée
en adoptant le point de vue du théoreme d’Egoroff (voir [Jaj06]), et 1'étape suivante consiste-
rait & montrer que les processus de Lévy quantiques ayant des trajectoires presque siirement
continues (au sens non-commutatif du terme) sont les processus gaussiens. Pour cela sont déja
développés quelques outils non-commutatifs, comme par exemple un critére de continuité de
Kolmogorov [GE85] pour des processus a valeurs dans des algebres de von Neumann.

Groupes duaux

Comme nous 'avons vu dans la section 1.2, une des raisons pour laquelle I’étude des groupes
duaux de Voiculescu est moins développée que ’étude des groupes quantiques est la suivante :
au contraire des groupes quantiques, il n’existe pas systématiquement d’état de Haar pour les
groupes duaux. Concernant le groupe dual unitaire, le théoreme E montre qu’il existe une trace
de Haar absorbante dans la classe des états traciaux. La théorie d’existence d’états absorbants
pour des sous-classes d’états est balbutiante, et il serait intéressant de développer a terme une
théorie plus générale des traces de Haar pour les groupes duaux.

Une premiére étape consiste a établir 'existence d’une trace de Haar pour d’autres groupes
duaux. Le cas du groupe dual bi-stochastique B¢ me semble atteignable a moyen terme. Son
algebre Pol(B)°) est similaire & I’algebre de Brown Pol(U}5°) définie page 13. C’est la x-algebre
unitaire universelle engendrée par n? éléments u;; (avec 1 < i,j < n) tels que (uij)fj—1 est
unitaire dans M, (Pol(B)°)), mais avec la relation supplémentaire suivante : pour tout 1 <1i <mn,

Zuik = Zum =1
k k

Le groupe dual bi-stochastique BJ.¢ est alors le groupe dual (Pol(BﬁC), A e, S) tel que : pour 1 <
h,j<m,

Auij) = > ugvry,  e(uij) =05 et S(ug;) = Wi
k=1

ot (uij)itj—1 et (vij)i';—y sont les générateurs respectifs des deux facteurs du produit libre
Pol(B)¢) * Pol(B)¢). En s’inspirant de la preuve du théoreme E, les cumulants libres d’une
trace de Haar doivent pouvoir étre définis pour B¢, ce qui constituerait le deuxiéme exemple
d’existence de trace de Haar.

Une autre direction dans I’étude des états absorbants est la suivante : concernant le groupe
dual unitaire, peut-on trouver un état de Haar absorbant dans des classes d’états satisfaisant
certaines conditions KMS précises ? Plus précisément, si o : A — A est un automorphisme d’un

groupe dual (A, A, e, S), un état ¢ : A — C est dit o-KMS si

¢(ab) = ¢(bo(a))

pour tout a,b € A. Pour un automorphisme o donné, on peut considérer la classe des états
o-KMS. Les états traciaux correspondent au cas particulier des états id-KMS. Comme pour les
états traciaux, on peut questionner l’existence d’états absorbants pour la convolution libre au
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sein d’une classe d’états o-KMS donnée. Certains automorphismes naturels du groupe unitaire
dual U}¢ semblent donner naissance a de tels états absorbants, ce qui encore une fois tranche
avec le cas des groupes quantiques pour lesquels il n’y a pas besoin de considérer séparément
chaque classe d’états o-KMS.

Finissons par une question a court terme qui a déja été évoquée dans le premier chapitre :
il est possible d’obtenir une version quantitative du théoreme F de type de Finetti concernant
le groupe dual unitaire en utilisant la méthode de Stein libre de la section 1.3. Soit (z1,...,2p)
une suite de variables non-commutatives d’'un W*-espace de probabilités tracial, normalisée
telle que 7(2]z;) = 1, et telle que sa *-distribution est invariante par 'action du groupe dual
unitaire. Alors, pour k fixé, la distance de Wasserstein non-commutative au sens de Biane et
Voiculescu [BVO01] entre le vecteur (z1,...,2x) et un vecteur de k variables circulaires libres est

de ordre de
Var (13 22 ) +0 <1>
T — - Zq —
a ni:lzlz -

(il est possible de donner une expression explicite). En particulier, pour k fixé, on obtient une
convergence en O(1/n) des k premiéres coordonnées (y/nuy, . .., /nuy) renormalisée d'un vecteur
unitaire librement uniforme (uq,...,u,). La limite est un vecteur de variables circulaires libres.
C’est I'analogue libre du célebre résultat de Borel, qui identifie une limite gaussienne pour les
coordonnées renormalisées d’un point uniformément tiré sur la sphere.

3.2 Indépendances non-commutatives

Entropie booléenne

Le théoreme K montre qu’il est possible, pour le modéle du vortex, d’obtenir asymptoti-
quement l'indépendance booléenne. Plus précisément, I'indépendance booléenne apparait pour
des modeles de matrices aléatoires ayant une majorité de valeurs propres nulles. Cela corres-
pond au troisiéme volet du triptyque indépendance statistique classique / indépendance libre
/ indépendance booléenne mis en avant par Speicher comme regroupant les trois seules indé-
pendances universelles pour les espaces de probabilités non-commutatifs. Ce résultat ouvre la
possibilité de définir une notion d’entropie booléenne. De la méme maniére que l’entropie libre
est définie par Voiculescu comme une fonction de taux pour une décroissance exponentielle de
probabilité [Voi94], la fonction de taux apparaissant pour des matrices du modele du vortex est
le candidat idéal pour I’entropie booléenne.

Pour une seule matrice, il s’agit d’un probleme de grandes déviations pour une matrice de
Wigner gaussienne conditionnée a avoir un grand nombre de valeurs propres nulles. Les valeurs
propres non-nulles sont alors soumises a une interaction plus faible que la force de répulsion
apportées par les valeurs propres nulles. On s’attend a ce que la mesure empirique des valeurs
propres non-nulles se stabilise en deux points symétriques autour de 0, que cette convergence
soit accompagnée d’un principe de grandes déviations. La fonction de taux correspondante serait
minimisée par la mesure de Bernoulli symétrique, ce qui en fait un candidat adapté pour jouer
le role d’entropie booléenne : la mesure de Bernoulli symétrique étant la mesure qui joue le role
de la semi-circulaire pour I'indépendance booléenne.

Le probléme & plusieurs variables est plus ambitieux : il consiste a quantifier la décroissance
exponentielle de probabilité pour plusieurs matrices de Wigner gaussiennes conditionnées comme
ci-dessus, qui interagissent entre elles grace a la symétrie du modele du vortex. Contrairement a
I’entropie libre, la distribution avec laquelle sont calculées les déviations est la distribution d’'un
état vectoriel, et non pas celle de la trace normalisée. La fonction de taux apparaissant devrait
étre minimisée pour des variables de Bernoulli sous indépendance booléenne, et pose les questions

43



Chapitre 3. Perspectives

subsidiaires suivantes : additivité de cette fonctionnelle sous indépendance booléenne, inégalités
fonctionnelles de type Talagrand ou log-Sobolev pour cette entropie booléenne, comparaison
avec 'approche intrinseque sans micro-états, etc.

Libertés asymptotiques

Lorsque, comme dans le théoreme L, on s’intéresse a 1’ordre suivant dans I’asymptotique du
modele du vortex, on est amené a définir une version cyclique de I'indépendance conditionnelle
page 24. Nous avons déja commencé a étudier 'indépendance conditionnelle cyclique en explorant
une notion de cumulants qui lui est adaptée. Dans le but de définir ces cumulants qui permettent
de linéariser I'indépendance conditionnelle cyclique, nous mettons a jour une version multilinéaire
de la transformation inverse de Markov-Krein (voir [Ker97] pour la version classique) qui pourrait
se révéler intéressante dans d’autres situations. Puisque I'indépendance booléenne cyclique est un
cas particulier de I'indépendance conditionnelle cyclique, on retrouve sans surprise les cumulants
d’Arizmendi, Hasebe et Lehner [AHL22] comme cas particulier.

Un cas particulier de cette indépendance conditionnelle cyclique est la liberté infinitésimale,
valide pour des matrices unitairement invariantes. Si la liberté asymptotique de Voiculescu
est encore valable dans le cas de matrices indépendantes orthogonalement invariantes, ce n’est
pas toujours le cas de la liberté infinitésimale. Pour décrire 'ordre infinitésimal dans le cas
orthogonal, il faut définir une nouvelle indépendance. En utilisant le calcul de Weingarten,
on se rend compte qu’interviennent les distributions des matrices et de leurs transposées. La
relation qui apparait, et qu’on pourrait appeler liberté infinitésimale réelle (par opposition au
cas complexe), est donc une indépendance pour des espaces de probabilités non-commutatifs
(A, 7) munis d’une notion de transposée a — a'. La combinatoire associée, qui permet de définir
une bonne notion de cumulants, semble faire intervenir les partitions non-croisées en anneaux
[MNO04] comme pour la liberté de second-ordre [MSO06].

Bien entendu, un espace de trafic est un exemple d’espace de probabilités non-commutatif
muni d’une notion de transposée a — a’, et le théoréme N devrait étre vrai pour une suite de
matrices orthogonalement invariantes qui convergent avec leurs transposées en distribution non-
commutative : de telles matrices convergeraient également en distribution de trafics. La relation
entre la distribution de trafics et la distribution non-commutative initiale nous permettrait de
définir un espace de trafics de maniére canonique & partir de n’importe quel espace de probabilités
non-commutatif (A, 7) muni d’une notion de transposée a — a', comme dans le théoréme O.

Enfin, de méme que le théoreme P montre asymptotiquement la liberté avec amalgamation
pour des matrices aléatoires dont la loi est invariante par permutation des vecteurs de la base
canonique, il est plausible qu’une version conditionnelle de la liberté avec amalgamation puisse
étre montrée pour ces modeles, en utilisant des outils de la théorie des trafics. Plus précisément,
une matrice de permutation laisse invariant le vecteur vy = (1/v/N,...,1/v/N)t. On peut,
comme dans le théoreme K, étudier la limite de la distribution des matrices pour I’état vectoriel
(-vn,vn). En théorie des trafics, cet état est appelé anti-trace, et se calcule grace a la distribution

de trafics. Par exemple, pour une matrice Ay = (a; ;)Y._,, les moments sont donnés par
pie, p 3 /4,5=1» P
N
& 1
(Avon,on) = + D iy iy, = T[T(AN)],
015tk +1=1

ou T est le graphe-test
T :0-"0-"50---0"50.

Pour des produits alternés de matrices indépendantes et invariantes par permutation, I'anti-
trace devrait se factoriser (au moins en espérance) lorsque les facteurs ont une diagonale nulle.
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Ce serait donc asymptotiquement une liberté conditionnelle avec amalgamation sur la diagonale
par rapport a D et (-un,vn). Un tel résultat, au carrefour des sections 2.1 et 2.2, permettrait
d’obtenir une information microscopique (sur les valeurs propres atypiques par exemple) pour
le spectre de modeles matriciels anisotropes, comme ceux apparaissant dans les modeéles non-
linéaires de réseaux de neurones.

3.3 Equations différentielles stochastiques en grande dimension

Les deux problémes présentés maintenant sont davantage liés a mes travaux de these, et
utilisent donc des notions qui n’ont pas été définies dans les chapitres précédents. Je serai par
conséquent davantage élusif, et renvoie au manuscrit de thése pour plus de détails.

Solution A’EDS

En partant d’'un mouvement brownien (X;);>o sur l'espace des matrices hermitiennes de
Mp(C), il est possible de construire d’autres processus matriciels dans My (C), solutions d’équa-
tions différentielles stochastiques multilinéaires de la forme suivante

AY; = f(¥;) - dX; - g(¥;) + h(Y;)dt (3.2)

pour f, g, h des fonctions scalaires bien choisies appliquées a la matrice Y; par un calcul fonction-
nel. Une telle formule se lit coordonnée par coordonnée, c’est-a-dire que pour tout 1 <i,57 < N,
on a I’équation différentielle stochastique

AYi(i, ) = Y _[f(Y)I(6, k) - dXe(k, 1) - [9(YD] (U, 5) + [R(Y2)] (4, ) dt.
k.l

Il est possible de donner également un sens aux équations différentielles stochastiques dirigées
par un mouvement brownien libre (x:);>0 & travers le calcul stochastique libre, développé en
particulier par Biane et Speicher [BS98]. Les processus (y:):>0 solutions d’équations de la forme

dye = f(ye) - dwy - g(ye) + h(ye)dt (3.3)

sont des processus a valeurs opérateurs dans un espace de probabilités non-commutatif.

Il est souvent remarqué qu’un objet matriciel aléatoire converge en grande dimension vers
son analogue non-commutatif. La convergence de la distribution non-commutative du processus
directeur (X¢)¢>o vers (z¢)i>0 en grande dimension ouvre la voie & la question suivante : les
conditions d’existence et d’unicité posées, la solution (Y;);>o de I’équation (3.2) converge-t-elle
en distribution non-commutative vers la solution (y;);>0 de I'’équation (3.3) lorsque N tend vers
I'infini 7 On attend une réponse positive a cette question, mais pour le moment, seuls quelques
cas particuliers ont été résolus. Ce résultat est par exemple vrai pour le mouvement brownien
unitaire, solution de dY; = 1Y; - dX; — %Y}dt, qui converge vers le mouvement brownien unitaire
libre, solution de dy; = iy, - doxy — %ytdt, d’aprés un résultat de Biane [Bia97]. La résolution
de ce probleme dans le cas du mouvement brownien sur le groupe linéaire est une de mes
contributions [8], et on y reviendra dans la prochaine section.

On voudrait bien obtenir une preuve générale en utilisant un argument de continuité : si la
solution (Y;);>0 de I’équation (3.2) dépend continument de (X¢);>0, la convergence de (X¢)i>0
entrainerait automatiquement la convergence de (Y:)¢>0. Mais la fonctionnelle d’Ité, fonction
solution (X¢)i>0 + (Y2)e>0, n'est pas une fonction continue sur 'espace ol (X;)i>0 se réalise.
Nous sommes en route pour obtenir un résultat global, pour des équations plus générales que
celles de la forme (3.2), ou les fonctions f, g et h peuvent aussi bien étre des fonctions scalaires
que des fonctions C? non-commutatives de Nikitopoulos [Nik22], ou encore des fonctions C2
non-commutatives a trace introduites par Jekel, Li et Shlyakhtenko [JLS22].
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Mouvement brownien sur le groupe linéaire

Pour finir, revenons sur la convergence en grande dimension du mouvement brownien sur
le groupe linéaire. Pour chaque entier N, considérons un mouvement brownien (Z;);>¢ dans
Mp(C), c’est-a-dire que les coefficients de la matrice sont des mouvements browniens complexes
indépendants, de variance proportionnelle a ﬁ Le mouvement brownien (G¢);>o sur le groupe
linéaire peut étre défini a partir de (Z;)i>0 en résolvant I’équation différentielle stochastique
suivante :

dGy = Gy - dZ;.

De maniere analogue, a partir d’'un mouvement brownien circulaire (¢¢);>0 dans un W*-espace
de probabilités tracial (A, 7), on définit le processus (g¢)i>0 en résolvant I’équation différentielle
stochastique libre suivante :

dgs = g¢ - dey.

Le processus (g¢)¢>0 a valeurs dans (A, 7) est la limite non-commutative de (G¢)i>0 en grande
dimension. En effet, pour tout ¢ > 0 et tout *-polynéme P, on a la convergence presque siire
suivante :

lim try [P(Gy)] = 7[P(g0)]. (3.4)

N—o0

Ce résultat est en fait une des contributions scientifiques de mon doctorat. C’est une conséquence
de la convergence [8, Theorem 4.6] car la variance décroit en O(1/N?). La convergence est
également vraie pour un *-polynéme non-commutatif de (Gy);>o pris en plusieurs temps.

La question suivante se pose depuis 2013 : peut-on renforcer la convergence de la distribu-
tion non-commutative du mouvement brownien sur le groupe linéaire en une convergence forte
de la distribution? Le terme de convergence forte est ici celui utilisé en théorie des matrices
aléatoires (voir [CM14]). Il consiste a se demander si nous avons, en plus de la convergence de
I’équation (3.4), la convergence presque siire des normes d’opérateurs

Jim PG = [1P(g0l]

et de méme pour un *-polynéme non-commutatif de (G¢)¢>0 pris en plusieurs temps. Il semble
que tous les outils existent maintenant pour écrire une preuve de ce résultat, ce qui paracheve
la convergence du mouvement brownien sur le groupe linéaire en grande dimension, et par la
méme occasion ce mémoire.
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