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Ce travaiI est consacré B 1'Ctude par simulation numérique des échanges de quantité de 

mouvement et d'énergie entre une bulle spherique et un &coulement pour des nombres de 

Reynolds compris entre 0.1 et 500. Pour cela, les equations complètes tridimensionnelles de 

Navier-Stokes et d'advection-diffusion d'un scalaire sont résoIues nnmériquement en 

coordonnées curvilignes orthogonales par une méthode de volumes finis. Plusieurs dsuItats 

nouveaux concernant les transferts interfaciaux et les forces liées h l'inertie de 1'6couIement ont 

dtd apportés. Ainsi, il apparaSt que les effets d'histoire thermique sont dans certaines situations 

d'kcoulernents instationnnires pr6pottd€tants dors que l'influence de la déformation spatiale de 

I'6coulement peut etre considérbe comme ndgligeable. L'etude de 1'6bullition et de 1a 

condensation d'une bulle de vapeur en présence d'un &coutement uniforme, oh I'bchange 

d'energie à l'interface gouverne I'évolution du rayon de Ia bulle, montre que ces deux 

phknomhes sont en fait t&ç diffkrents tant en ce qui concerne le transfert interfacial que les 

aspects hydrodynamiques. La force de masse ajoutée induite par l%volution du volume de Ia 
bulle correspond en écoulement visqueux celle obtenue pour un fluide parfait et Ia pdssence 

d'effets d'histoire notables est essentielIement liée aux conditions initiales du changement de 

phase. Une grande partie de ce travail a ensuite Bté consacde à l'dtude de la force de portance 

exex& sur une bulle par des écoulements rotationnels etlou de déformation, Le coefficient de 

portance induit par un cisaillement pur est, pour un nombre de Reynolds suffisamment grand, 

indépendant de la vorticité de l'écoulement et très proche du dsultat connu en fluide parfait. 

Lorsque Ia viscosité devient pr6ponc£érante, ce coefficient &pend ii Ia fois de la viscosig et de la 

vorticité de I'hulement. L'extension de la th6orie de S a m  a permis d'obtenir l'expression 

analytique de la force de portance sw une bulIe A petit nombre de Reynolds qui a ensuite €té 

confirmée par les simulations. En deoulement plus complexe (drcfomtion plane, rotation 

solide) la force subie par la bulle est la superposition de Ia force d'inertie induite par la 
déformation de l'écoulement et de Ia force de portance li6e au champ de vorticité. Enfin, l'&de 

de la fme #interaction dsuItant de la proximité d'une paroi ou de la pLésence d'une autre bulb 

a permis de monter que lorsque le nombre de Reynolds décroît cette force devient c6puIsive 

pour des distances de l'ordre du dimètre de la b d e  dors que la thbrie potentielle ne p a i e  que 

des forces atîractiveç. 

Mots CES : Bulle Portance Ehllition 
Simulation numérique Interaction-paroi Condensation 
Forces Hyd rod ynamiques Tmsfert de chaleur 



Abstrnct 

This work, carried out by means of numerical simuIation, is devoted to the study of 

momentum and energy transfers between a sphérical bubbie and a given fiow for Reynolds 

numbers ranging from 0.1 to Sm. The threedimensional Navier-Stokes eqvations and the 

temperature equntion are soived in an orthogonal curvilinear grid using a finfte volume 

approach. Several. oew results concerning interfacial tmsfer and inertial forces are discussed. 

For example, it is shown that history thermal effets are of importance in many unsteady flows 

though straining effeçts are unimportant. The study of boiling and condensation of a vapor 

bubble in a unifam flow, in which interfaciai energy transfer govems the evolvtion of the 

bubbIe radius, shows that these two phenornena are in fact drnmatically different mgarding 

interfacial transfer as wel1 as hydrodynamic aspects. The added mass force caused by the 

bubble volume variation is found to be described in viscous flow by the inviscid flow solution 

and a significant history farce is induced by initiai conditions. Most of this work is devoted to 

the study of the lift force in rotationai andlor straining flows. At high Reynolds number, the lift 

coefficient in a pure shear flow is found to be independent from the flow vorticity and is wel1 

described by the inviscid flow solution, When visoosity increase-s, this coefficient depends on 

both viscosity and vorticity, The andyticat expression of the lift force on a bubble at Iow 

Reynolds nurnber is aiso obtained with the extension of the Sa@n's theory and is show to 

be in good agreement with the numericd results. For a more complex flow (plane strain, solid- 

body rotation), the force on the bubble is obtained by adding the inertial force to the rotationai 

lift force. At last, the sîudy of the hydrodynarnic interaction caused by a wall or an other bubble 

shows that, when the Reynolds number decreascs, the bubbIe is ~pe l l ed  when the spacing 

becomes of the order of the diameter although the pokntiai solution aiways gives rise to an 

attractive force. 

Key words : Bubble Lift force Boiling 

Numerid simulation Wall interaction Condensation 

Hydrodyn~tmic forces Heat transfer 
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Nomenclature 



Lettres romaines : 

Ac Nombre d'accélération 

A, Distance adimensionneile = d/R 

A, Déformation ou vorticitb dimensime1le = 2Rm/U 

C Rapport de vitesses (Chapitre 3)  = 

CD Coefficient de traiCn& visqueuse 

CD, Cmficient de tra7né-e visqueuse de I'hulement stationnaire uniforme 

CH Coefficient d'histoire 

CI, Coefficient d'inertie Ii6 au changement de volume de la bulle 

C,,  CoeEcient d'interaction bulle-paroi on bulle-We 

CL Coefficient de portance lit5 h la vorticité de I'BcoUrement 

CM Coefficient de masse ajoutée 

Cp coefficient de pression 

Cn coefficient de contrainte nomale visqueuse 

c~ Chaleur massique 
C, Coeff~cient de tra~née totale 

CY Coefficient de portance total 

c Couple adimensionnel 
d distance séparant les deux bulles C t u d i h  (Chapitre 6)  

f Fréquence des oscillations de l'écauIement (Chapitre 2) 

F Résultante des forces agissant sur Ia bulle 

FD Fome de traînée visqueuse 

FG Force de gravité 

FH Force d'histoire 

FI Fom d" inertie créBe par I'acdlération temporelle m spatiale de l'écoulement 

F,, Force d'inertie créée par I~voIution tempumNe du volume de la buiIe 

FI, Force d'intezac tion bulle-paroi ou bulle-bulle 
FL Force de portance 

Ja Nombre de Jacob 

L Chaleur latente de changement de phase 

P Pression 

Pe Nombre de Peclet = Pr Re 

Pr Nombre de Prandtl = v/x 
Nu Nombre de Nusselt 
R Rayon de la bdle 

Rc Nombre de Reynolds = P R ~ ( U ,  - ~ ) / p  



'3 Référentiel 

St Nombre de Stroud = 2RfJU 

t temps 

t+ temps adimensionnel = a / ~ ~  
T temps adimensionnei = t U/R 
T Tern@rature 

U Champ de vitesse de l'écoulement non perhirM 

v Ecxt entre Les champ de vitesse V Q Vu = (Y - V,,){R~ 
V Champ de vitesse de i'écouIement autour de la bulIe 

Lettres grecque : 

6 Epaisseur de la couche limite thermique 

€P Rapport des masses voIumiques = p, Jp 

Potentiel des vitesses 

Surface 

Rayon adimensionnel = RJR, 

Conductivité thermique 

Viscosité dynamique 

Viscosité cinématique = f t /  p 

Masse volumique 

Tension interfacide 

Tenseur des contraintes 

Temps adimemionnel= 4 ~ a ' ~ / l r ~ :  

't Partie visqueuses du tenseur des contraintes 

19 Volume de la bulle 

X Diffusivité thermiqne 
indices : 

b  BU^ 

f Condition finale 

ICC Distribution à la surface de la bulle 

O Condition initiale 

sat Condition de saturation 

SI Solution de i'écoulement de Stokes 

u Solution de i'koulement uniforme U = U e, 

v Phase vapeur 
Exposants : 

* Réf4rentiel en expansion (chapitre 3) 



Introduction 



La description et la prédiction des BcouIemnts bulles sont directement conditionnbs par 

Ia connaissance des transferts interfaciaux de quantie de mouvement, d'énergie et de matilère 

entre la phase continue et la phase dispersée. La modélisation de tels tcoulements passe donc 

par une comprtihension Iocale précise des mécanismes qui gouvernent ces transferts. Meme si la 

connaissance des actions hydrodynamiques et du transfert thermique ou massique entre une 

inclusion isol6e et I 'écoulement environnant a considérablement pmgwss6 durant les quinze 

derniéres années, le champ d'investigation est encore vaste et de nombreux points restent à 

éclaircir. Pour les préciser, examinons rapidement 1'6tat actuel des principates connaissances du 

point de vue de l'hydrodynamique puis des transferts scalaires afin de mieux définir les 

objectifs de ce travail. Précisons dès B présent que, bien que des questions identiques existent 

pour les particules solides, le prksent navail est excIusivement consacré aux bules. C'est en 

effet pour cette classe dincIusions que les effets d'inertie et de vortlcité de i'6coulemen t, au tour 

desquels s'articule ce travail, prennent toute leur importance. 

Les actions hydrodynamiques exerdes sur une buIle 

La démarche actuelle pour obtenir l'expression de la force h l t a n t e  que subit une bulle 

isolée au sein d'un écoulement consiste à tenter d'exprimer cette force en fonction du champ de 

vitesse et d'acc6Iération de I 'écoulement non-prturb6. Ainsi, des expressions de Ia foree ont été 

obtenues pour differents kouIements simples en s'appuyant sur des ddmarches analytiques, 

exp6rimentales ou merne, depuis quelques années, num6rique~. U est cependant nécessaire 

avant d'envisager l'application de ces résultats A des Bcoulements plus compIexes, notamment 

turbulents, de se pencher sut les deux problémes majeurs suivants : 

- Que deviennent ces expressions en dehors des situations asymptotiques dans lesquelles 

la plupart ont €t& obtenues ? 

- Comment et sous quelles conditions peut-on les superposer lorsque différentes 

situations dejà tfîudiéeç sont regroupées dans une configuration d'écoulement plus complexe ? 

Consid6rons un dcoulement non-borné de champ de vitesse non-perturM U , de viscosite 

dynamique p et de masse volumique p. La &sultante des farces F agissant sur une buHe 

sphérique de vitesse U,, sSe volume O,, de masse volumique p, et de rayon R au sein de cet 

6couIement peut se décomposer en une force d'Archim&de FG, une force de traiîde visqueuse 

FD , une farce d'inertie Fr due 3 l'accélération tempo~1Ie ou spatide de l'éwuIement, une force 

d'inertie F, causée par l'évolution temporelle du volume de la bulle, une force de portance FL 



induite par la vorticit6 de l'écoulement non-pertusbé et une force d'histoire FH Liee 21 Ia diffusion 

de la vorticité lorsque i'hulement vu par la bulle est instationnaire : 

On notera par Ia suite V k champ de vitesse m u r  de la bufle, U, - U la vitesse relative 

de Ia bulle par rapport à I'Bcoulement non-perturbé, &galement appel& vitesse de glissement, et 

Re = 2 ~ p l ~ ~  - u I / ~  le nombre de Reynolds construit avec cette 6chelle de vitesse. 

Lorsque i'ensemble est soumis ?t un champ de gravité g, la force d'Archimède FG 
exercée sur la bulle est : 

Dans le cas d'un kcoulement stationnaire et unifme, la seule force suppl6rnenhire qui 

agit sur la bulle est une force de traînk visqueuse F, qui saexprime par : 

Pour une bula propre, c'est A dire non contaminée par des tensioactifs ou des impuretés, 

le coefficient de tr&"n&e CD, fonction du nombre de Reynolds, est donné pour i'écoulement h 

grand nombre de Reynolds par la ~Iation de Moore (1963) : 

tandis qu'en kcoulement de Stokes la solution d'Hadamard (191 1) et de Rybczynski 

(191 1) s'&rit : 

Pour l'ensemble des vdeurs intermédiaires du nombre de Reynolds, Ies simulations 

num6nques permettent d'obtenir l'€vofution de CD en fonction de Re [Magnaudet et al. 19951, 



Une force d'inertie FI apparaît lorsque l'hulement est accéléré (i. e, instationnaire evou 

non-uniforme). Elle s'écrit pour un €coulement irrotationnel et non-visqueux [Aufon 1983, 

Auton et al. 19881 : 

ah le coefficient de masse ajoutée CM est 6gal à : 

et la dérivée matérielle D/Dt est definie par : 

alors que d/dt est une simple dériv6e temporelle puisque la vitesse de la bulb U, ne 

dépend que du temps, Les simdations numériques de Riveto (199 1) [cf. i lkgnadet  et al. 

19951 ont démontn? pour des ~couIements axisyrn~triques que l'expression de la force (0.4) est 

applicable en écoulement visqueux et que CM conserve dans cc cas la valeur 1/2. Le résultat 

CM = 0.5 a &té retrouvé expérimentalement par Nain' (1992) tant que la fonne de b bulle reste 

sphérique. U est pas ailleurs maintenant 6tabli que ckst bien la dérivée eulérienne (0.6) qui 

intervient dans l'écriture de FI indépendamment de Ikxistence ou non d'effets visqueux 

[Magitaudet et al. 19951. 

Lorsque la bulle est en expansion, Uuilier (1982) a calcuIé en fluide parfait le terme 

supplémentaire qui intervient dans IVexpression de la force d'inertie : 

lies simulations nudriques instationnaires rt5alisé.e~ par Rivero (199 1) ont montré que, 

dm la g m e  de nombre de Reynolds [O. 1 , 3ûû], la force d'histoire FA agissant sur la bulle 

est géneralernent n6gligeable devant les autres forces. Les mesures expérimentales de 

Park et al. (1995) con Fment l'effet mineur de FH . La force totale F = FI + FD exercée sur la 

bulle en écoulement axisymétrique peut donc EtTe &rite dans de nombreuses situations 

instationnaires B l'aide des relations (0.3) et (0+4). 



Lorsque IVcoulement est rotationnel, Aufon (1983,1987) a montré que, pour un 

écoulement de fluide parfait faiblement cisaillé, la distribution azimutale de la pression h la 

surface de la bulle, qui résulte du champ de vorticite R = V x U, crée une force de portance FL 

donnée par : 

oh CL est le coefficient de portance qui verifie dans ces conditions CL = 0.5. 

Auton et al. (1988) ont étendu ce dsultsit au cas d'un écoulement de fluide parfait, 

instationnaire, faiblement rotationnel et non-uniforme. Ces auteurs ont montré que dans cette 

situation, la force résuItante agissant sur la bulIe est la superposition de fa force d'inertie (0.4) et 

de la force th portance (0.8) : 

Cette rapide énumération des connaissan~es actuelles lorsque I'inclusion considélde est 

une bulle "propre" montre, qu'en écoulement non-axisymétrique, les résultats connus n'ont &té 

établis que pour un fluide parfait et en @sence de faibles effets rotationnels. 

Effets de paroi et Interactions hydradynamiques entre bulles 

Lorsque l'écoulement est composé de plusieurs bulles, le bilan des forces exercées sur 

chaque bulle est modifié par la pdsence des autres bulles. Cette force d'interaction causée par la 

présence d'autres bulles est en fait, lorsgu'elle est prise en compte, calculée en sommant sur 
l'ensemble des bulles avoisinantes la force FI, résultant de l'interaction hydrodynamique de 

deux bulles. De nombreuses Iétudes se sont penchees sur le caIcul Iaborieux du potentiel des 

vitesses fom6 par la présence de deux bulles en mouvement dans un champ de vitesse 

uniforme. Bieshcuvel & Van Wijngaarden (1982) ont déterminé, h la suite des travaux de 

Jefiey (1973), le potentiel dans la situation g€nérale instationnaire. En cdcuIant la dissipation 

de cet écoulement potentiel, Kok ( 1  993) a ensuite obtenu au premier ordre en Reynolds la 

modification induite sur la force de traifée visqueuse. 

LR problème de I'infiuence d'une paroi ou tout au moins d'une surface imperméable sur la 

force subie par une bulle se raméne h celui de i'interaction rnat6rielle de deux bulles ayant des 

vitesses sym6triques par rapport à cette paroi. Ce problème est important car si l'on veut par 



exemple déterminer la trajectoire d'une bulle qui se déplace dans une conduite cy Iindrique, il est 

nécessaire que i'équation dynamique rende compte de cet effet de paroi, 

L'expression du potentiel étant tds complexe, nous donnons ici directement celle de la 

force d'interaction FINT entre deux buIles & même vitesse U, paralléle celb de l'écoulement 

non-perhirb6 U, ce qui wrrespond également au cas d'une bulle en mouvement parallelement 5L 

un plan de symétrie. La force d'interaction exercée sur chaque bulle s'&rit : 

(O. i O) 

ob d est la distance séparant les centres des deux buIles et n est le vecteur directeur port6 

par I'axe reliant le centre des deux bulles. Cette force représente donc un effet de portance et est 

amctive d'après la théorie potentielle. 

L'expression de la force de trairik calculée par Kok (1993) s'écrit dors l'ordre 1/Re : 

(O. 1 1) 

L'ensemble des travaux concernant la force d'interaction entre deux bulIes a €t6 mené; en 

écoulement potentiel afin de résoudre le problème du couplage des trajectoires de deux bulles 

dans un ecoulement non visqueux. SeuIes les récentes simulations numériques de Yuan & 

Prospereftr (1994) ont calcul6 l"kou1ement induit par le déplacement de deux bulles se suivant 

daris un fluide visqueux (20 < Re c 2003 et ont permis de mettre en évidence la modification de 

la tra3née d'une bulle placée dans le sillage d'une autre buiIe. 

Le transfert thermique ou massique la surface d'une bulle 

Le transfert thermique entre une bulle et un écoulement uniforme, stationnaire et 

axisymétrique, a fait l'objet de nombreuses &des et est actuellement bien connu [Legendre 

19911. Les effets d'tcoulements non-uniformes et instationnaires sur uns: bulle n'ont quant h 

eux pas étd trait& si ce n'est en situation asymptotique d'écoulement potentiel [Ruckensteira 

1 9583. Les lois g&n€raIement utilides pour la modélisation du transfert thermique ou msique 

en écouIement complexe sont déduites des résultats stationnaires en écoulement uniforme en 

supposant que le comportement temporel du coefficient de transfert interfacial reste quasi- 

statique. Ainsi ces rnodhles ne tiennent pas compte des tventuels effets d'aceél4ratian lids B 

Sinertie de l'écoulement . 



Ca pise en compte du transfert thermique interfacial est essentielle pour la description et 

la résolution des problèmes physiques complexes que sont î'ébullition et la condensation d'une 

bulle de vapeur au sein d'un écoulement. Les principaux kriltats disponibbs ne sont en fait 

valables que lorsque la phase liquide n'est pas animée d'un mouvement d'ensemble [Plesset & 

Zwick 1 954, O khotsmntskt i 19881. En présence d'un écoulement, le transfert thermique 

interfacial est en gBn6raI décrit en supposant I'évolution thermique quasistatique et en utilisant la 

solution asymptotique obtenue pour I'dcoulement potentiel par R~cIcenirteUr (1958). 

il reste donc dans ce domaine de nombreuses questions résoudre concemant : 

- l'influence d'un écoulement moyen sur l'évolution du rayon de la bulle et sur celle du 

transfert de chaleur 

- l'évolution des forces de nature inertielle et visqueuse subie par la bulle en &odement 

visqueux. 

Prdsentation géndroile du mkmoire 

La démarche numérique adoptée pour cette étude est motivée par les raisons suivantes : 

- Les equations dsolues sont complétes ce qui permet d'obtenir des résultats en dehors 

des domaines de validité des solutions analytiques asymptotiques qui sont cependant les bien 

venues pour s'assurer des performances de l'outil numérique. 

- La simulation numerique permet d'isoler parfaitement i'inclusion &tudi& et de contrôler 

précisément la nature et les propriktks physiques de l'écoulement ainsi que ses conditions aux 

limites, cc qui est beaucoup plus délicat expérimentalement. 

- Elle offre egalement la possibilité, si la m € W e  numdrique est adaptée, d'avoir acchs 

directement et tout instant aux forces et aux Bchanges thermiques ou massiques en chaque 

point de la surface de I'inclusion étudiée ainsi qu'A I'intégralité du champ dynamique et scalaire 

dans tout le domaine de calcul. 

- La derniere gknerarion de supers cdculiiteurs (type lCRAY C98 ou IBM SR) et le 

developpement de méthodes numériques adaptées et perfommtes offrent des possibilitës de 

caicul tant au niveau de la rapiditd d'exécution que de l'espace mgmoire disponible qui 

permettent la séJolution de problèmes physiques de plus en plus complexes. 

Le premier chapitre est consacs6 la description de l'outil de simulation numérique 

JADIM, Celui-ci résout dans des maillages curvilignes orthogonaux les 4qualtiuns 

instationnaires et tridimensionnelles de Navier-Stokes ainsi que i'équatlon d'advection- 

diffusion d'un scalaire passif. 



Le deuxibme chapitre présente les résultats numériques obtenus pour le transfert d'un 

scalaire passif h la surface d'une buile sphérique plongée dans divers écoulements 

axisymétriques temporelIement ou spatialement acc€l&rés. Son objectif est de répondre aux 

nombreuses interrogations concernant le transfert interfaciai notamment en étudiant les effets 

d'histoire Iiés l'inertie de I'Bcoulement. 

Le troisième chapitre aborde en dlétail les probl&mes liés à 1'6bulIition et la condensation 

d'une bulle de vapeur plongée dans un écoulement uniforme. La simuIation numerique de ces 

deux phénomènes physiques nécessite Ie couplage, via les équations de bilan B l'interface, de la 

dynamique et de la thermique. L'objectif de ce chapitre est double. IA premier est d'approfondir 

les connaissances concernant Ie transfert thermique interfaciaI et Ies lois d'6voIution temporelIe 

du rayon de la bulle. Le second est d'apporter des rhsultats nouveaux concernant la 

d6composition de Ia force subie par la bulle lorsque son rayon varie notamment en identifiant 

les effets de masse ajouthe et en observant les effets d'histoire lorsque I'instationnaritk de 

NcouIement provient du déplacement de finterface. 

Le quatrieme chapitre est entihrement consacd h l'étude des actions hydrodynmiques 

subies par une bulle sphérique placée dans un champ de vorticité constant. Pour cela Ia bulle est 

plongée dans un Bcoulement stationnaire linéairement cisaillé. L'objwtif principal de ce chapitre 

est de calculer numériquement les Y deurs du coefficient de portancc lorsque liécoulement est 

visqueux et d'observer i'effet du cisaillement de I'écoulement sur la force de traînée de la bulle. 

Le cinqriiéme chapitre est cansacré h I'étude de la force de portance d'une bdle sphCrique 

plong6e dans deux écoulements tridimensionnels plus compIexes, Ceux-ci sont choisis de telle 

sorte que la force de portance soit facilement identifiable et composée d'effets lies ii la 

dbformation et h la vorticit6 de l'écoulement non-perturbé. La possibilit4 d'€tendre l'expression 

(0.9) obtenu pour un fluide parfait faiblement rotationne1 au cas gdnéral de l'écoulement 

visqueux et rotationne1 est discutée. 

Enfin, Ie sixième et dernier chapitre présente queiques résultats numbriques obtenus sur h 

force de portance subie pas une bulle se déplaçant parall8lernerit à une paroi. La force 

d'attraction est btudiée pour des distances bulle-paroi de quelques diamètres, La force de 

portance ainsi que la modification de la train& sont comparées aux tésultafs (0,10) et (O. 1 1 )  

issus de Yanalyse potentielle. 
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1.1 Introduction 

Cette premiére partie est consacrée $i la présentation du code de simulation résolvant les 

dquations de Navier-Stokes et I'équation d'advection-diffusion d'un scalaire passif 

(cofkcentratimt d'une es@ chimique non réactive ou température). Le travail riumhique réalisé 

spdcifiquement pour cette étude est en fait une étape suppldmentaire vers l'écriture, lorsque les 

capacittis des calculateurs le permettront, d'un code de dsdution d'écoulements turbulents en 

présence de frontières défarmabIes. Ce code de calcul a gentiment 6td baptise JADIM en 

arrangeant dans un ordre phonétique acceptable les initiales des pdnoms des personnes l'ayant 

a ce jour fait évoluer. La premi&re 6tape significative dans i'dlaboration de JADIM a été atteinte 

au cours de la thèse de Rivero (1 991) par 1"criture d'un outil de simulation directe résolvant Ies 

équations laminaires, instationnaires et axisym6triques de Navier-Stokes ii l'ordre O(At, Axq. 
Le mvaiI suivant, [Legendre, 199 11, a permis d'y ajouter Ia &oIution, toujours en Bcoulement 

axisymétrique, de l'équation dWvection-diffusion d'un scalaire passif. A partir de cet outil 

numbrique performant [Magnaudet et al., 19951, trois ddveloppements numeriques 

compl6mentaires ont étt engagés. En suivant lkrdre chronologique, le premier a &té la 

résolution d'un buiement axisymktrique en présence d'une interface d6formable. Il a 6th initie 

par Ia résolution numérique des équations de Navier-Stokes et de l'énergie autour d'une 

interface sphérique dont le rayon dbpend du temps afin d'étudier les phénomènes complexes 

que sont I'ébullition et la condensation d'une bulle de vapeur en présence d'un écoulement. 

Cette &tu& fait l'objet du Chapitre 3. Un mailleur très performant a ensuite été 6 i t  [Blanco, 

19921 afin de générer un mailIage orthogonal qui s'adapte 3 des déformations quelconques 

d'interface. L'association de ce maiIleur avec la résolution coupl& des Iéquations de Navier- 

Stokes et du MIan des contraintes nomdes sur une interface a permis d'etudier en bulement 

axlsymétrique les modes d'oscillation et les m8canismes de déformation des bulles sous l'effet 

de la gravit& [Blanco, 19951. La deuxieme &volution de JADIM, pdsentée dans ce chapitre, est 

la résolution des équations tridimensionnelles de Navier-Stokes et de fa température A l'aide 

d'algorithmes d'inversion et de schémas numériques développb par Calmet (1995). Un soin 

particulier a été port6 au calcul des grandeurs g6om6triques afin de limiter l'influence sur les 

rksultats des mairlages présentant des courbures importantes. Le dernier déveIoppement de 

JADiM a consisté ajouter au code de cdcul tridimensionnel ainsi obtenu Ia modélisation des 

effets de sous-maille de la turbulence. L'outil de simulation des grandes échelles ainsi obtenu a 



permis dans un premier temps I'analyse de la turbulence et du transfert de masse sous des 

interfaces nondéformées [Calmet, 19951. 

Ce chapitre présente la résolution numérique des équations tridimensionnelles de Navier- 

Stokes ex de l'équation d'advection-diffusion d'un scalaire passif. Les principaux choix 

numbriques initiaux qui ont permis et qui vont encore permettre de faire dvoluer JADM sont 

rappelés ci-après : 

1- Les équations A résoudre sont Iécrites en coordonnées çwilignes orthogonales afin de 

s'adapter à des gtomktries varZes (obstacle sphérique ou de forme axisymétrique quelconque, 

canai, conduite, ..,). Ce choix de coordonnées permet 6galement la dsolution des équations en 

présence d'interfaces déformabIes cat il donne accès directement aux grandeurs normales et 

tangentielles (vitesses, contraintes, pression, ...). Le fait que le systéme de coordonnées 

cuwilignes soit orthogonai p e m t  de restreindre le tenseur métrique un tenseur diagonal ce 

qui simplifia considérablement l'écriture des équations, la contrepartie étant naturellement la 

réalisation d'un maillage orthogonal en tout point de caIcul. 

2- Les équations sont formulées en variables primitives vitesse-pression ce qui permet 

d'6ctire de façon immediate les conditions aux limites et de donner accés directement aux 

vitesses, h la pression, aux cisaillements, etc.., sur les frontiéres du domaine. 

3- La m€thode de discrétisation choisie est la mbthode des volumes finis qui est 

particuli&rement adaptée la présemation des propri6tés de consenation des équations. ElIe est 

associée b un algorithme de r6solution semi-implicite A pas fractionnaire. La prkision, 

initialement en o(A~,  Ax2),  a été augmentée a O(A? , Ax2) afin d'assurer une meilleure 

description des koulernents instationnaires. 

1.2 Formulation des dauations 

LRs tquafions qui &gissent les problèmes physiques abordés dans cette dtude sont les 

équations de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de l"6nergie. Elles sont 

Ecrites dans un réfbrentiel absolu suivant une description eul€rienne de E'écoulement pour un 

fluide incompressible et newtonien. On considkre que Ies caractt5ristiques physiques de ce 

fluide, savoir sa viçcosit€ dynamique p, sa masse votumique p, sa viscosité cinématique 

Q = p/pl sa conductivitt? thermique h et sa chaleur massique C, sont ind6pendantes de sa 

température. Ces équations s'écrivent, sous forme consesvative, en notant respectivement V, 
P et T le vecteur vitesse, la pression et la température : 



aT h 
- + V. (TV) = - VZT 
at PCP 

est la partie visqueuse du tenseur des contraintes 

et Fe est la contribution volumique des forces extérieures. L'équation de la température 

(1.l.c) est écrite en considérant l'apport de chaleur provenant de la dissipation visqueuse du 

fluide comme négligeable. Compte tenu de cette hypothèse, l'équation d'advection-diffusion de 

la température et l'équation de conservation de la concentration d'un soluté non réactif sont 

équivalentes. Ainsi le chapitre 2 traite simultanément du transfert thermique et du transfert de 

masse. Par contre dans le chapitre 3, le scalaire considéré est la température car la physique des 

phénomènes d'ébullition et de condensation qui y est traitke est contrôlée par le transfert 

thermique. Afin d'homogénéiser et de simplifier la présentation des résultats, dans toute la suite 

de cette étude le scalaire étudié est la température T et le vocabulaire employé est celui du 

transfert thermique. On note x = h/pC, la diffusivité thermique. 

Dans le repère cartésien exi =(ex, e,, e,), les coordonnées du vecteur position x et du 

vecteur vitesse V sont respectivement notées xi = (x, y, z) et Vxi = (Vx, V,, v ~ ) .  Les 

équations précédentes sont résolues dans un système de coordonnées curvilignes orthogonales 

généralisées 6 = (5, q, @) dans le repère curviligne ea = (eg, e,, e+), Vi = (vg, V,,, v$) 
désignant les coordonnées curvilignes du vecteur vitesse. Le système d'équation (1.1) est écrit 

en faisant intervenir les longueurs physiques définies par dT; = hi dei, oh hi est l'élément 

métrique donné par : 



L'écriture des différents opérateuss vectoneIs en coordonnées curvilignes orthogonales 

est rappelée dans l'annexe 1. Les équations (1.1) écrites en notation tensorielle, prennent alors 

la forme (i=l, 2 ,3  et la sommation sur j étant implicite) : 

Les composantes du tenseur des contraintes s'écrivent en caordonn6es curvilignes 

orthogonales : 

Les facteurs de courbure H;, qui apparaissent dans les équations (1.5.b) et (1.6), 

repdsentent condtement la variation suivant la coordonnée cj de la grandeur métrique calculée 

suivant la coordonnk 6 . Leur caicul, présenté au paragraphe 1.5, est réalisé en vérifiant en 

tout noeud du maillage les théorèmes de conservation appliqubs A des tenseurs particuliers 

définis h partir des vecteurs de la base cdsienne. Cette mani&re de calculer les facteurs de 

courbure permet de minimiser les ternes sources qui pourraient découler dkue 6vaIuation 

impr6cise de ces grandeurs géom6triques aux endroits oQ le maillage prtLsente des courbutes 

importantes. 

1.3 Mdthode namerique 

Le systerne #équations curvilignes (1.5) est dsolu en utilisant la méthode des volumes 

finis. Elle consiste Zt diviser le domaine de calcul en dlgments de volume 6 ddlimites par une 



surface r et II y intégrer les équations considédes en appliquant le théorème de la divergence, 

LRs 6quations de consetvation déduites du systéme (1.5) s'écrivent alors : 

Lorsque l'on résout num6riquement ces équations avec une mdthode A pas fractionnaires 

(voir plus Ioin), on est amené, à certaines etapes de l'aigorithme, h utiliser des vitesses 

intermtrdiaires qui ne sont pas à divergence nuIIe. Pour cette raison, les dquations (1.9) vont 

faire appamb la divergence de la vitesse écrite sous forme conservative : 

On doit nécessairement en tenir compte dans la hosolution nudrique pour assurer la 

consistance et la stabilité de chaque &tape intermbdiaire. Le systeme B résoudre ainsi obtenu est 

écrit en s6parant Ies termes résolus implicitement (op6rziteurs respectivement notés C et L, 

pour la vitesse et la température) et les termes &alus explicitement (opérateurs respectivement 

notés N et NT) : 



Les opétateurs L, N , L, et NT sont respectivement définis par les expressions (1.10), 

(l.ll),  (1.12) et (1.13). 

Dans les résolutions classiques et notamment dans celle proposée par Calmet (1995), les 

temies comprenant les courbures HI sont calculés de manière explicite. Cependant lorsque le 

maillage est axisyduique ou fortement distordu, certains termes 2v (If;)' V~ peuvent devenir 

localement prépondérants et le critère n&essalre pour assuret la stabilit6 du schema est alors 

pénaiisant. Leur résoiution implicite permet de lever cette contrainte ec offre en plus i'intérêt 

dqaccro5Ïre l'importance des termes diagonaux des matrices ce qui renforce la stabilité de 

t'algorithme d" inversion utilid. 

La mdthode de discrétisation choisie permet d'assurer une prBcision temporelle d'ordre 2. 

Pour cela les termes advectifs sont résolus par un schéma du type Runge-Kutta à trois pas de 

temps intemediaires qui assure une précision 0(bt3) et fournit une condition de stabilite très 



avantageuse puisque le nombre CFL de ce schéma est &gai 2t & [Canuto et al,, 1988 3. Les 

termes diffisifs sont dsolus par une méthode semi-implicite & type Crank-Nicolsan qui assure 

une stabilité inconditionnelle et une pnkision o(A~'). Le calcul des termes implicites est rCalisd 

par une &thode de factorisation approchée ne nécessitant que des inversions directes de 

matrices tridiagonales beaucoup plus rapides que l'inversion directe d'une matrice 

tridimensionnelle, qui nécessiterait une place m6moire très importante. Le cdcul de la pression 

n'est r6aiisé qu'après le dernier des trois pas internédiaires et non à chacun d'eux car Ia 

précision ne s'en trouve pas affectée et reste en 0(&t2) [Le & Moin, 19911. Ainsi l'équation de 

Poisson n'est résolue quknne seule fois par pas de kmps en combinant une dsolution directe 

biâimensionnelle avec une technique multigritle balayant la 38m" direction. Le schema 

numerique ainsi obtenu a été mis au point par Calmet (1 995) en adaptant le schema initialement 

propos6 par La & M i t t  (1 991). II se d6compose de la manikre suivante : 

h m i s p a s d e  tempsinteddiaires (t, = t+Atki k = 1 ,  2 ,  3) : 

Les pas de temps At, et les valeurs mqwtives prises par ak, Pk, yk et CL à chaque pas 

intermédiaire k qui permettent d'assurer les pdcisions escomptBes JRai & Main 199 1, C a k t  

19953 sont regroupés dans le tableau 1.1. A l'issue de ces trois pas de temps, le prédicteur 

vng3 contient toute la vorticité de la vitesse v"" mais n'est pas h divergence nulle. La 

projection de ce prédicteur sur le sous-espace à divergence nulle est rédis€ l'aide d'un 

potentiel auxiliaire 0"". Celui-ci est obtenu en dsolvsnt I'dquation de Poisson : 



Enfui le calcul de Ia vitesse finale ~ " h  divergence nuile et celui de la température T"" 

s'effectuent en écrivant ; 

tandis que la pression P"*' est donnèe par (1.17). La pression P"*' correspond en fait Zt 

la pression calculée la pkision o(A~') l'instant (n + 1/2)At. 

Le crithre de stabilité Cm. Zt respecter pour chaque maille du domaine de caicul est : 

et l'on choisit bien hidement le pas de temps At minimum assurant (1.18) sur 

!'ensemble du domaine. 

Tableau 1.1 : valeurs de At,, a,, Bk, y, et 5, aux pas interm6diaires. 



1.4 Position des variables et discrétisation spatiale 

Le choix de la position des variables est important et conditionne en particulier Ia 

souplesse d'utilisation du code, la simplicité de I'iLcriture des conditions aux limites et le 

nombre de points nhssaires aux caIcuis [Rivero, 19911. Le choix du maillage décalé 

(figure 1. l), qui positionne les vitesses normales sur les facettes de chaque mailIe de pression, 

permet d'assurer de mani& simple les flux de masse et de quantitd de mouvement sur chaque 

maifle ainsi qukux fnmtiieres du domaine. Il permet aussi d'&viter d'imposer sur ces frontiCres 

des conditions aux limites sur la pression qui sont en gh€rd inconnues. La temp6rature est 

Iocdisée au point de pression ce qui fait corncider dinectement les vitesses qui transportent ce 

scalaire avec les vitesses cunrilignes Vt. Vq et V* . Afin de se ramener Ic plus possible B des 

interpolations n'utilisant que deux points tout en assurant une précision spatiale B l'ordre 2, le 

choix le plus avantageux est de positionner les noeuds de vitesse égaie distance des noeuds de 

pressim. Cependant pour le calcul des derivées aVi/&i apparaissant dans lès contraintes 

n o d e s  aux points de pression, un déveIoppement li Ikordie 2 n'est pas possible & lkafde de 

deux points, Ces termes sont alors calcuI€s par un développement utilisant quatre points, deux 

de part et #autre du point de calcul, pour ne pas privilggier une direction particuligre de 

1' écodement. 

F i p  l. 1 : Maillage décal€ - Disposition des miables dans une die de pression. 



1.5 Calcul des grandeurs g6ométriques 

Lors de l'écriture d'un code de simulation, le calcul des grandeurs géométriques est 

souvent occulté par le dkveloppement de l'algorithme de résolution. Cependant de mauvais 

choix ne respectant pas les principes meme de la méthode de discrétisation puvent nuire h la 

performance de I'outil nurn6rique. f ar exemple, une generation artificielle de vorticité peut 

perturber l'écoulement et en modifier la dynamique. 

Ainsi, ayant adopté la m6thode des volumes finis qui permet de résoudre les équations 

sous forme conservative, nous nous sommes interrogés sur la manière dont on pouvait utiliser 

les theorèrnes de consemation pour calculer les diverses grandeurs géum€bi.jques apparaissant 

lors de l'écriture des équations en coordonn&s curvilignes (H! ) et lors de leur discdtisation 

(6, dq,  dei,  (dei)21 etc .... ). 
Les distances dci et les aires dG 4tant calculées de manihm classique, le volume de 

chaque maille fi est &duit du flux du vecteur position x (déhi B partir d'un point fixe) en 

utilisant Ia relation V.x = 3 : 

Les courbures H{ h caiculer sont h priori au nombre de neuf (i = 1, 2,3 et j = 1,2,3). 

Cependant les trois courbures H: n'apparaissent pas dans les équations de conservation. De 

plus, dans sa version actuelle, le code n'utilise que des maillages plans ou axisymétriques. 

Ainsi, suivant la troisième direction la géom&ie est invariante. Les courbures H: sont donc 

nulles. D'après les équations (1.7.b) et (1.61, Ies courbutes restant h calculer pour l'équation de 

chaque vitesse curviligne Vi sont : 

- H:, H: et H\ pour v.. 
- H:, H: et H: pour V,. 

- H: et H: pour v+. 

Leur dkfinition en coordonnées curvilignm orthogonales est la suivante : 



Cette expression fait intervenir des derivées secondes qui doivent être calculées avec 

quatre points pour assurer une précision spatiale 0(Ax2). C'est pourquoi on utilise 

g6nbralement un résultat intégral qui conduit h l'expression plus simple : 

oh A dCi est la diffgrence prise suivant la coordonnée % des longueurs ca1~111ées suivant 
j 

la coordonnee Si. Ar étant l ' a h  de la surface ainsi balayée. Cette methode est performante 

dans les zones de faible courbure mais ne permet @ndralement pas de satisfaire correctement les 

kquations de conservation. La démarche que nous avons adoptee consiste il definir un tenseur 

constant ii partir des vwteurs de la base cartésienne et iî €mire sa constance dans chaque mdle  

de calcul. 

Considérons le tenseur d'ordre deux T = (3) defifini A partir de e* et ex) par : 

Ce censeur est constant et doit donc satisfaire dans tout I"espace : 

La relation p M e n t e  projetée dans le re@e curviligne eg (relation A1.5, annexe 1) et 

int6@ suivant la dthode des volumes finis permet de dbfinir les nlations (R~) : 

Chaque relation (R, ) fait intervenir les mêmes courbures que l'équation de la composante 

curviligne Vi. Elle est alors &rite dans la maille de calcul de V, avec autant de tenseurs 

différents qu'il y a de courbures il calculer et est discsétisée de la meme mani&re que l'est 

l'équation de Vi ce qui lui assure ainsi la phis ion spatiale 0(Ax2) du sch6ma numgrique 

utilisé. Les courbures sont obtenues en résolvant les systgrnes LinGries formes des équations 

(1.24). Ces relations prCsentent en outre le double avantage de ne faire intervenir aucune 

dérivde et d'etre utilisables queIque soit le maillage. Les figures 1.2.a et I .2.b camparent les 

valeurs des facteurs de courbures H: et H: caIculds avec la rdsolution de (R,), avec 

f'expression (1.21) ou de manihre andytique A partir de (1.20). On constate que des karts 

significatifs apparaissent uniquement dans les zones de forte courbure. Ces différences 

n'affectent en fait pas de manière sensible Ies résultats tels que Ia traEnBe totale ou le nom& de 



NusseIt moyen mais perturbent IoçaItment de manière significative i'écoulemen t, effet que l'on 

retrouve par exemple sur la distribution de vorticité tiiS B'interface. 

La combinaison des relations (R,) permet en fait d'exprimer de manihm simple les 

courbures FI: i = (1, 2) 30rsque le maillage est invariant suivant la troisième d h t i o n  ce qui est 

le cas dans cette enide. Pour un maillage plan, les courbures H\ sont nulles. Pour un maillage 

axisymetrique, on montre après quelques lignes de calcul que les courbures H: i =( l ,  2 )  

s'écrivent : 

où e, correspond au vecteur radial du repère cylindrique (e,, e(, ex) résultant de la 

génération du maillage axisym6trique par rotation d'angle @ autour de l'axe ex d'un mailIage 

plan (cf. 1.6). On retrouve ainsi que pour une d6finition classique du volume de la maille par 

6 = r dg dq AQ où r est la distance du centre de la maille à l'axe ex, les courbures s'écrivent 

sous la forme H; = e,.ea/r. 

Les facteurs da courbure calcult5s par (1 24) sont ceux qui interviennent dans I'6quation 

de conservation (1.7.b). L'dcriturc du tenseur des contraintes en coordonnées curvilignes 

orthogonales (1.6) les fait Cgalement apparalstre. Cependant les facteurs de courbure H{ sont 

caicuIt5s de manière diffbnte pour les contraintes en exploitant le fait qu'un vecteur constant c 

v6rifie les relations suivantes : 

Celles-ci sont h i t e s  dans le reps= curviligne eei (dations A 1.2 et A 1.3, annexe 1) et 

prennent la fornie suivante en notant ci les prujections du vecteur c dans ce repère : 



Compte tenu de l'expression (1.6), chaque composante du tenseur des contraintes fait 

intervenir au plus deux courbures différentes ( H I  j + ipour Zii et H/ et H; pour Ti]). Le 
calcul des deux courbures considérées est réalisé en dsolvant le systéme linéaire fom6 par 

la relation (Vc), = O issue de (l.27.a) et la relation (V x c), = O (k # i, k # j) provenant de 

(1.27.b). 

Les choix du tenseur T et du vecteur constant c sont h priori arbitraires. 11 est cependant 

pdfdmble de les composer A partir de vecteurs de la base cartésienne compatibIes avec la 

s y d ü i e  du maillage et égaiement si possibIe avec celle de 1-dement non-perturbé. 

Pigun 1 -2.a : courbure H: dans la première cellule au dessus de la sphère. 



Figure 1.2.b : courbure H: dans la premi&re cellule au dessus de la sphère. 

1.6 Présentation du maiIlage 

Compte tenu des choix numériques le maillage doit êire orthogonal et doit faire co'incider 

les fmntiares de calcul avec les I i p s  de coordonnées $ l'aide d'une transformation bijective 

entre les coordonnées cartésiennes et les m r d o ~ é e s  cumiiignes (figure 1.3). 

Le mailIage axiçym6trique (k, q, $1 choisi pour la résolution d'4coulemenb autour d'un 
obstacle sphérique est le maillage obtenu par rotation d'angle 9 autour de l'axe ex du maillage 

plan (6, q) où 6 et q sont respectivement les lignes de courant et les €quipotentielles de 

I'hulement potentiel autour d'un cylindre (figure 1.4). Ce maillage, que l'on nommera par la 

suite LCE, offre1 tout comme le mainage polaire classique, les garanties suivantes : 

- Le passage de l'espace numbriqut h l'espace'cartésien skflschie de manihm andytique 
directe. 



- Le maillage est ainsi parfaitement orthogonal en tout point de calcul car aucune grandeur 

n'est evaluée aux seuls endroits ail le maillage est non orthogonal qui correspondent 

l'intmection de la surface de la sphhe, de l'axe ex et de la ligne de cmdonnées 5 = Cste . 

Figure 1.3 : Passage entre les wosdonndes cartésiennes et curvilignes. 

Le maillage LlJE a été préféré au maillage polaire pour les faisons suivantes : 

- Il permet une definition immédiate et pdcise des différentes frontihs du domaine de 

calcul (entrée, sortie, obstacle sphérique ...). 

- les lignes de coordonnées (y = Cste ) suivent beaucoup mieux les lignes de courant. Par 

cansbquent les lignes de coordonn€es (6 = Cste) qui leur sont orthogonales assurent une 

description optimde des flux transport6s. Ces deux conditions limitent I'influence du maillage 

sur la résoIution de I'&oulement. 

Les équations de passage pour le mailrage X E  entre Ie domaine numérique et le domaine 

physique sont les relations (Al .6) et (A 1 ,r) de l'Annexe 1 

La taille du domaine de calcul, si elle n'est pas adaptée au problhme physique résolu 
numériquement, peut influencer les dsultats. Pour gviter cette influence parasite, les frontières 
extdrieures doivent etre situées suffisamment Ioin de l'obstacle pour ne pas perturber 
l'écoulement et en modifier le siIlage. Cet effet de confinement est surtout observe laque  
l'écoulement est visqueux car les effets de la viscosid s'étendent trés loin. Vinfluence de Ia 
position des frontières exterieures a et6 testde en simulant l'écoulement stationnaire 
axisy métrique autour d'une bulle wpherique aux nombres de Reynolds Re = O. 1 et Re = 300 
pour différentes tailles de maillage. L'effet du confinement devient imperceptible 3 partir de 
soixante rayons lorsque I"dcou1ement est tri% visqueux [Rivero 1991, Blanco 19951. Par 
constquent, pour ne pas tue confronté 3 ces effets parrisites, les limites du domaine de cdcul 
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chaque étape cette condition lorsqu'elte evolue dans la temps de manière h respecter la pdcision 

0(bt2) du schéma d'ensemble [Kim & Moin 1985, Calmet 1995). A cet effet, les vitesses 

intermédiaires v;rk de la frontière sont calcul€es chaque pas intemgdiaire k (k = 1 . 2 . 3 )  

par interpolation linéaire des vitesses de la frunti&re entre les instants n et n+l : 

De m&me la condition sur la ternpératm s'écrit : 

1.7.2 Condition de sortie 

ElIe comspond aux frontisres oh h priori aucune condition sur la vitesse, la pression ou 

la ternp6rature nkst connue, Une telle frontière est en général pIacée en aval de Za zone de 

calcuI. Son traitement est primordia1 car il peut avoir h la fois une influence sur les hultats et 

sur la stabilité des calculs. Par consQuent, il est n4msaire d'imposer sur ce type de fnonti&re 

les conditions les plus faibles possibles pour les variables du probléme. Nous utiIisons après de 

nombreux tests les conditions suivantes : 

1.7.3 Condition sur une interface 

Les conditions aux Iimites qui sont appliquées sur une interface sont obtenues en y 

écrivant les équations de bilan de masse, de quantité de mouvement, d'energie et d'entropie 

(Annexe 2). Ces bilans ont et6 simplifi6s % l'aide des trois hypothkses suivantes : 

H l  : II n'y a pas de masse superficielle attachée l'interface. 

H2 : L'interface nkst pas la source d'une production d'entropie c'est a dire que les 

transferts moliSculaires interfaciaux irréversibles sont n6giigeables. 

8 3  : La tension interfaciale est constante c'est h dire que I'on nbglige ses possibles 

variations avec la température ou la concentration. 



Ces bilans sont rappelés ici en notant respectivement b l'aide des indices , et , la phase ' 

liquide et la phase gazeuse. 

Bilan de masse 

Le bilan de masse (A2.7) s'&rit : 

Pour obtenir la condition à la limite sur là vitesse n o d e  du liquide, l'une ou l'autre des 

hypothhses H4 ou H5 est utili*. 

H4 : 11 nty a pas de flux de masse & l'interface rii = O. 

H5 : Le rapport E, de la masse. volumique du gaz et de la masse volumique du liquide 

verifie E,, = p2/p, << 1 

L'hypothhse R5 est en particulier vérifiée pour un écoulement d'eau dont la phase 

dispers& est soit sa phase gazeuse soit de l'air. On déduit donc de H4 ou H5 : 

Bilan de quantité de mouvement 

Les projections du bilan de quantite de mouvement Li I'inbrface sirivant sa normale et sur 

son plan tangent s'écrivent respectivement (cf.annexe 2, relations A2.11 et AS. 12) : 

ob W est la courbure moyenne de l'interface. 

Dans le cadre de ce travail, l'hypothbse H6 sera toujours vérifrlée : 

HG : La bulle est sphérique, ce qui correspond h rr + - dans (1.32). 

De la sorte, nous n'utiliserons pas la projection normale du bilan de quantit6 de 

mouvement (1.32) qui pemetb.alt de d6tedner la forme de rinterfàce lorsque D est fini et que 



les actions hydrcidynamlques du fluide sur l'interface ne sont pas négIigeables (cf. Blanco, 

19951, 

En revanche la projection tangentielle du bilan de quanti té de mouvement (1.33) permet 

d'exprimer la condition sur le cisaillement ii i'interface pour la phase liquide lorsque l'hypothèse 

H3 est vérifiée : 

H7 : Le rapport des viscosités entre le gaz et le liquide vkrrfie p2 / pr << 1. 

Cette hypothése permet de nCgliger la contribution visqueuse de la phase gazeuse p,T, 

devant ceIle de la phase liquide p,%, . La condition ainsi obtenue est en fait une condition de 

cisaillement nu1 pour le liquide l'interface : 

Condition sur la température 

La diffushite thermique de la bulle '~lr est supposée suffisamment grande pour que Ia 

temperature soit constante et uniforme dans toute la bulle. Le bilan d'entropie h l'interface 

(Annexe 2) permet d'exprimer I'kgditt? des tempémtwes des deux phases et de I'interface : 

Bilan d'énergie 

LR bilan d'énergie l'interface nkst utîlisd que pour l'étude des phénomknes physiques 

de changement de phase traités dans le chapitre 3. Il s'écrit, compte tenu notamment de 

I'hypothèse H3 : 

oh h, = e, + p, Jp, est la densité massique d'enthalpie et q, est le flux d9t?nergie 

thermique dans la phase k donné par Ia loi de Fourier : qk = -XkVTk. 

La différence d'enthalpie entre l'eau et sa vapeur étant es grande, on p u t  considdrer que 

i'hy pothése H8 est largement vérifibe : 

HS : Phergie khangbe h f interface est telle que : 



OR suppose 6gaIement l'hypothése H9 vérifi6e : 

H9 : le rapport des conductivités thermiques des deux phases est tel que h2 /h, 1 . 
Compte tenu des deux hypothbses H8 et H9, le bilan d'énergie h l'interface sera utilise 

dans le chapitre 3 sous la forme : 

ob L = h, - h, est la cbaieur latente de changement de phase. La relation (1.37) montre 

que la quantite d'énergie thermique échangée entre la phase liquide et l'interface est entisrement 

utilis€e pour la vaporisation oQ la condensation de la phase vapeur selon le sens du gradient de 

tempdrature, 

1.7.4 Condition pgriodique 

Cette condition est utilisée, soit lorsque l'écoulement est périodique ce qui permet sa 

résolution sur une seule période, soit lomquSil se referme sur lui-mgme (par exemple le canal 

annulaire trait6 au paragraphe 1.8.4). Il suffit dans ces deux cas de figure de résoudre les 

équations de biJm sur une des deux frontihes correspondant au début ou a la fin de Ia période 

et d'écrire ensuite l'égalité des vitesses sut ces frontières tout en tenant compte du gradient de 

pression longitrrdind lorsque celui-ci existe (cas de I'hulement &taMi en cana]. par exemple), 

1.7.5 Condition sur un axe de symdtrfe 

Pour ce type de condition, il faut différencier Ie cas oii l k e  est Je lieu #une symdtrie B la 

fois pour la géométrie et pour Ig€couIement et Ie cas où il est le Iieu &une symbtrie p r  la 

géométrie seule. Ceci se rencontre dés lors que l'écoulement est pleinement tridimensionnel 

(sillage hblicoïdal derri&re une sphere, Bcoulernent turbulent, etc ...J ou lorsque les conditions 

aux limites ou initiales ne sont pas symétriques (écoulement cisailI4, tourbilIon, etc....). 

Axe de syrnetrie pour l'écoulement 

les conditions de symétrie s'écrivent : 



Axe de symétrie uniquement pour Ia géométrie 

Cette situation est rencontrée pour le maillage utilisé dans cette 6tude et défini au 

paragraphe 1.6. Ce maillage est gén616 par rotation d'angle @ autour de I'axe ex d'un maillage 

plan. Dans ce cas de figure, tous Ies plans Qb, = cste se recoupent sur l'axe de symétrie ex du 

maillage tridimensionnel ainsi obtenu, ce qui place en un mEme noeud des vitesses nomales de 

module et de direction diffdrents (figure 1.5). Ces vitesses se déduisent en fait Ies unes des 

autres car elIes correspondent à la projection dans le plan Q1, de la vitesse delle prise sur l'axe 

suivant la relation : 

Chaque vitesse V, de cet axe, appel6 aussi axe singulier, est calculée par extrapolation 

&disBe de mani& implicite h l'aide des vitesses V(j) et V(j+l), 

axe singulier ex 

Figure 1.5 : disposition des vitesses n o d e s  sur l'axe singulier. 

1.7.6 Condition pour la pression 

Comme un l'a vu au paragraphe 1.3, la pression est résolue par l'intem6diaIre dkun 

potentiel auxdiaire 4 cdculé par inversion d'une équation de Poisson (dquations 1.15 et 1.17). 

Pour les écoulements simul4s dans cette 6tude, bois types de conditions sont rencontriés pour Ia 

pression. 

- XR p~emier correspond la situation oil la composante de la vitesse namale h Ia frontihe 

est connue. La condition sur la frontièm (1 28.a) prise suivant la normale de l'interface devient : 



Compte tenu de (1.4Q), l'emploi de (1.16.a) permet $écrire la condition h imposes sur 
a n + f  : 

- Le second cas de figure rencontré concerne la condition de sortie. Ce type de condition 

présenté plus en détail par Rivem (1991) est obtenu en supposant que la pression vérifie la 

condition croisée qui permet à d'éventuels gradients de pression d'exister dans la section de 

sortie : 

- Enfin on suppose qu'aucune comtion de la pression n'est nécessaire h I'intgrieur d'un 

pas de temps dans le plan de sortie, ce qui se traduit par : 

Différentes conditions, notamment en utilisant des dqusttions de transport, ont et6 testées 

par CliPnent (1996) en étudiant le passage au travers de la frontihre de sortie d'un tourbillon 

aansp0rt6 par un écoulement uniforme. La performance de la condition de sortie est déterminée 

en mesurant l'intensité maximale des vitesses résidueIles dans le domaine de calcul après la 

sortie du tourbillon. Pour les conditions sur la vitesse (1.29) et sur la pression (1.421, 

l'intensite maximale est de 2 k de la vitesse de réf6rence du tourbillon ce qui constitue le 

meilleur pésultat parmi les conditions test&, 

1.8 Définitions supplémentaires : int4grations sur l'indusion 

Ce paragraphe est consac& B la présentation des diffhmntes notations inmenant dans la 

description des échanges de quantité de mouvement et d'énergie h Ia surface de l'inclusion 

étudiée, 

Les distributions locales h la surface de la bulle sont exprimees dans le repère d'angles 

(8 , $1 09 8 est l'angle polaire dont l'origine est fixée au point d ' d t  mont de i'eCouIment et 

$ est défini par ln rotation autour de l'me ex (figure 1.6). Le vecteur tangent e, h la surface de 



la bvlle suivant l'angle 0 correspond en fait au vecteur de la basse curviligne et. Par 

conséquent, la vitesse 3i la surface de la bulle est dkrite Zt l'aide de ses composantes curvilignes 

vi = (vs, Vq* v*). 

Figure 1.6 : refire l d  (0 , $) 

1.8. a Actions hydrodynamiques 

L'action hydrodynamique de I'koulement sut la bulle est calcul& par intégration directe 

du tenseur des contraintes (1.3) sur la surface ï de h bulle : 

oh Zn, = -P -I- p 'C, et n sont respectivement k contrainte normale et la normale au point 

considéré. La vitesse relative de l'écoulement par rapport & la buile est, exceptb au chapitre 6, 

dirig6e suivant l'axe ex et la dsultante F est décornph de la mani&re suivante : 



On définit t5galement Ies coefficients de pression Çp et de contrainte normale Cn & la 

surface de la bulle par : 

ofi P, et U sont ~espectivement une pression de réfg~nce et la vitesse de 12coulement 

non-perturbé au centre d'inertie de la bulle, Cp et Cn reptésentent en fait les actions n o d e s  

directes de l'écoulement Ia surface de la bulle. 

1. S. b Transfert thermique 

Le transfert thermiqae interfacial est exprimé 2 l'aide des nombres de Nusselt instantanés 

local NU,, (0, $, t ) et global Nu(t ) definis respectivement par : 

[~u,,(0*$,  t) dl- 

1.9 Tests de validation 

De nombreux écoulements tests ont dt€ simulds pour &vaIuer Ies performances de l'outil 

num6rique. Ceux-ci ont été classtSs en deux catbgories, La p~mi&re regroupe les tests faisant 

intewenir des maillages cartésiens. La seconde rassemble les tests ofi I'obstacle etudid est 

sphérique et le maillage utiiisé est le maillage LCE défini au paragraphe 1.6. 



Les maillages cartiisiens 

Les deux premiers cas (1.9.1 et 1.9.2) ont été étudig principalement par Calmet (1995). 

Nous en résumons ici le principe et les principaux enseignements. Le cas suppIémentaire 

(1.9.3) a permis de tester un écoulement tridimensionne1 de g6ométrie simple, 

D'autres tests, non reportés ici car ils concernent davantage les écouIements à grands 

nombres de Reynolds, ont ggalement 6té effectués pour s'assurer de Ia capacit6 du code Zi 

reproduire les taux de croissance de certaines instabilités ou les caractéristiques des hulements 

décoll8s [Calmet, 19951. 

1.9.1 Le tourbillon de Green-Taylor .- 

Lm prkisions spatiales et temporelIes ont kt€ verifas en simulant le tourbiïion de Green- 

Taylor (figure 1.7) pour lequel une solution andytique instationmire existe : 

Figure 1.7 : TourbiIton de Ckn-Taylor. 



Les calculs ont et4 réalis6s avec des rnailIages plus ou moins resseds pour tester la 

sensibilité spatiale puis avec des pas de temps différents pour tester la sensibilité temporeI1e. Ils 

ont permis de confirmer une prkision spatiale en O(Ax2) et une précision temporelle en O(At2) 

[Calmer, 1 9951. 

1.9.2 Ecaulement en cavité carrée 

Le deuxSrne cas test significatif est celui de l'kcoirlement dans une cavité car& 

bidimensionnelle dont la paroi supérieure se déplace vitesse constante (figure 1.8). Bien que 

bidimensionnel cet écoulement a éd traite suivant les trois plans (x, y), (x, z) et (y, z). Ceci a 

permis de constater la performance du balayage multigrille assurant l'inversion de Yéquation de 

Poisson suivant Ies plan (x, s) et (y, z). Les 6coufements cdculb dans ces deux plans sont 

identiques entre eux et également, h la pkision demandée près, i' écoulement obtenu dans le 

plan (x, y) où l'équation de Poisson est invers& directement. 

Les résuItats des simulations numériques [Calmet, 19951 pour diff6rents maillages 

(40x40 et 20x20) et pour différents nombres de Reynolds (Re = 400 et Re = 1000) sont en 

parfait accord avec ceux de Ghia et ai, ( 1982) obtenus en utilisant les variables de HeImholtz 

avec un maillage (129x129). 

Figure 1.8 : Ecouiement en cavité carrée. 

S. 9.3 Ecoulement en canal annulaire 

L'écoulement en canal annulaire entra?& par un plateau sugrieur décrit par Ia figure 1.9 a 

6galement btd simuld Zes caractéristiques de cet écoulement sont W la vitesse d'entraînement 



du plateau su@rieur au milieu du canai, H la hauteur du canal, L sa largeur et R la position du 

centre du canal par rapport A l'axe de rotation. 

Figure 1.9 : Canal annulaire. 

figure 1.10 : Vitesse azimutale au centre du canal. rn cxpénenoe, - numérique. 

11 n'existe pas de solution analytique ni de dsultats numériques concernant cet 

écoulement, mas nous disposons de &entes mcsum expérimentdes [Barjhelet et al., 19951. 

Les quatm graphes de la figure 1. IO pdsentent le profil de la vitcssc azimutale W au centre du 

canal & diff6mnu numbms de Reynolds Re = WH/V et pour des rapports d'aspect H& = l/2 et 



R/L == 20. Ils montrent une très bonne concordance entre nos simulations numeriques et les 

resultats expérimentaux, les écarts obsemes h Re = 100 et Re = 5ûû pouvant provenir d'une 

imprécision sur le nombre de ReynoIds des expériences liée aux variations de viscosité avec la 

température. 

Le maiIlage LCE : 

Les tests qui vont suivre ont été réaiisés avec le maillage LCE utilise dans la suite de 

l'étude et présenté au paragraphe 1.6 (cf. figure 1,4). Le paragraphe 1.9.4 concerne 

I'écouIement axisymétrique stationnaire uniforne autour d'une bulb sphérique dont les résultats 

serviront de réf6rence aux calcuIs ulterieurs. Les deux cas suivants (9 1.9.5) ont permis 

d%vaiuer le comportement du code sur des écou1ements tridimensionnels proches des situations 

qui vont &tse 6tudih par la suite. 

1.9.4 Ecoulement axisymdtrique autour d'une bulle sphhrique 

Les sirnulatians des Ccoultments stationnaires axisymétriques au tour d'une bulle 

spherique plongBe dans un écoulement uniforme ont été rhlisées et comparées avec les dsultats 

de M a g n a A t  d d. (1995) obtenus avec la version précbdente axisymétrigue de JADIM. h s  

coefficients de traînée sont regroupés dam Ie tableau 1.2 et sont en parfait accord avec 

l'ensemble des autres rhultats disponibles dans la Iitt6rahm 

Re Cette étude Magnaudet et al. Taylor & Acrivos Moore (1 %3) 
(1995) (1964) 

O. 1 162.4 161.8 162 - 

1 17.50 17.44 18 - 

100 0.373 0.369 - 0.374 

300 O. 140 O. 138 - 0.140 

Tableau 1.2 : Coefficient de d'une bulle spherique dans un écoulement uniforme. 



1.9.5 Sphbre en rotation dans un fluide visqueux 

L'écoulement considéré est gén6ré par une particuIe sphdrique de rayon R en rotation sur 

eIle meme avec la vitesse angulaire SZ et plongée dans un tcouiement uniforme de vitesse 

relative U = U, ex (figure 1,111. L'axe de la rotation est un diamgtre de la sphère et est 

pepndiculake la dimtion de i'&ouIement ex. Les caract6ristiques de cet écoulement sont les 

nombres de Rcynol ds Re = 2RU0 /V et Re, = GR' /V . 

Figure 1.1 1 : Sphère en rotation dans un €coulement uniforme. 

En régime de Stokes, cet &oulement tridimensionne1 présente une solution analytique 

connue, Il nous a ainsi permis de tester en particulier la condition sur lwaxe singulier car Ie bon 

calcul des vitesses qui le traversent est pour cet écoulement déterminant. Afin d'appdcier 

pleinement l'influence de la condition sur cet axe, le fluide est initialement au repos. 

Cas particulier Uo = O : 

Lorsque le nombre de Reynolds Re, est petit devant lknité, la vitesse de rotation w (r) 

du firiide autour de l'axe de rotation & la sphere s'écrit [Zamb, 1932 p. 5891 : 

Le couple M exercé par l'écoulement sut la sphhre est dirig6 suivant I'axe de rotation et 

s'exprime en fonction des caraceristiques de l'écoulement par : 

n ~ =  En posant M = -C, - ~ ( Q R Y  R , on definit le couple adimmsionnel Cn : 
2 



Les résuItats des simulations à Ren = 0.1 sont présentés dans le tableau 1.3. 

Cas g4n6rai PT, # O : 

Rubinow & Keller (1961) ont calcuI6 de mani&re analytique par une m6thode de 

développements asymptotiques raccordés la solution de cet écoulement pour le régime de 

Stokes, c'est h dire Re, 1 et Re << 1. Les expressions il l'ordre Re de la force de traînée 

FD = C ,  ~ ~ ~ 1 2  pUoU,, de la force de portance FL =CL ptl, U, xi2 et du couple 

M = -C, r r ~ ~ / 2  p ( i 2 ~ y ~  exercds sur la sphkre sont utilisables dans les situations oii U, et 

R TZ sont du meme ordre de grandeur. Lorsque Ren o Re 1, le coefficient de traînbe, le 

coefficient de portance et le couple adimensionnel s'expriment en reprenant les definitions 

introduites dans i 'introduction et précedemment (1 "5 1) par : 

16 en =- 
Re, 

Les dsultats des simulations à Re = 0.1 et Re, = 0.1 sont présentés dans Ie tableau 1.3. 

Tableau 1 -3 : Valeur des coefficients dimnsionnds; CD, CL et C, . 



L'ensemble des n5sultats CU, = 0 et U, # O) Isiisse apparaître une précision sur la valeur 

des coefficients adimensionnels CD, CL et C, meilleure que 1.5%. Ces rbsultats ont 6th 

obtenus avec Ie maillage LCE et sont d'autant plus encourageants que celui-ci n'est pas le plus 

adapte à une telle configuration d'écuulement povr les raisons évoquées au paragraphe 1.6. En 
effet, les lignes de courant sont au voisinage de la sphhre pratiquement circuIaires. Le maillage 

polaire est dans cette situation beaucoup plus performant et nous a permis &approcher le 

rbsultat théorique avec une erreur inftkieure 3 OS%. 

1.10 Conclusions 

Le code de simulation numérique JADIM resoivant directement les équations 

tridimensionnelles de Navier-Stokes et de la températlre a dté &rit en utilisant des méthodes 

numériques performantes d'inversion de systèmes tridimensionnels. De nombreux cas tests ont 

permis d'apprkier sa performance tant au niveau de la précision que de Ia stabiIité. Ceci est 

particuli+rernent vrai dans les situations non-standard oh Ies termes de courbure jouent un d e  

essentieI, Ces résultats ont pu être obtenus grâce aux méthodes mises en oeuvre pour calculer 

de fason consistante les grandeurs gBométnques et Ies facteurs de courbure. 

Cet outil numérique a été essentiellement exploite sur le Cray C98 de IqIDRIS. Sa 

vectorisation a permis d'atteindre des vitesses d'ex6cution comprises entre 140 et 200 Mflops. 

La taille du maiIlage généralement utilisé pour les simulations autour d'un obstacle sphérique est 

90 x 40 x 32 ce qui représente en considérant les cinq variables Vt , V,,, V+, P et T environ 

580000 noeuds de calcul, La taille mémoire (10 Mmots) nécessaire au stockage de tous les 

tableaux est reIativernent m d 6 h  car une attention @culi&re a été port& B 1'utiIisation d*un 

minimum de matrices tridimensionnelles. 
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2.1 Présentation 

Les effets dynamiques des &coulemen ts axisymétrique~ accblérés sur une bulle sphérique 

ont fait l'objet d'un nombre croissant d'études au cours de cas dernières andes et lem 

dynamique est d€sormais assez bien connue [cf. Magnamiet et aaL, 1995 et les dft'rences c i t h  

par ces auteurs]. Cette constatation est beaucoup moins vraie si l'on s'int6resse au transfert 

thermique ou massique entre une buile et de tels écoulements. D'un point de vue &nerai, seul le 

cas de la sphère solide a €té abondé dans quelques situations instationnaires bien particulières. 

IR premier cas de figure t&s fréquemment rencontré dans la Iitt6mtwe est l'étab1issement 

de la couche limite thermique d'une inclusion plong6e au sein d'un Bcoulement subi~smt une 

brusque variation de température. Ce problème a été traité soit en corisiddrant que Ia température 

interfaciale est constante, la 101 d'établissement de la couche limite thermique évoluant dors en 

1/&, soit en prenant en compte i'bvolution temponllc de la température interfacide en raison 

de l'échange thennique avec l'écoulement. L'6tude de ce cas de figure dalisée par Konopiiv & 

Sparrow ( 1971 et 1972) montre que 1' établissement de loi couche thermique s'effectue de 

rnaniere quasi-statique. Abrarnzon & Elara (1984) ont repris ce problème en consid6rant des 

rapports de chaleur massique fluiddparticule differents et ont mon& que selon Ie rapport choisi 

d'importants effets d'histoires entrent en jeu, I'6volution temporelle de la couche limite n'&nt 

alors pIvs quasi-statique. hfichadides d Feng (1 994) ont complét6 l'dtude de ce prob15me en 

s'intéressant, à petit nombre de Peclet, au transfert thermique lorsque le champ externe et Ia 

température interfacide sont tws deux instationnaks. Leur calcul consiste, par une méthode de 

perturbation, décomposer le champ de température en un champ non-prhirbé par la sphsre et 

un champ perturbé où lkffet advatif est négligé. X1 en résulte que le transfert interfacial peut 

&tie décrit h I'ëride d'une intégrde d'histoire da forme analogue celle intervenant dans 

I'expression de la force de Basset que l'on rencontre en régime de Stokes instationnaire. 

Le deuxi5rne cas de figure très Iargement aborde, en particulier dans le cadre du gdnie 

chimique, est la réponse du transfert interfacial il la surface d'une sph&m solide B un écou1ement 

osciilatoire, D'après la synthèse bibliographique de Al Tawel & Landau (1976)' il apparafc 

clairement que deux types de régime sont renconû6s. Le premier correspond ii une 6voIution 

quasi-statique de la couche limite massique et est observé pour de faibles fréquences de 

pulsation de 1"8coulement. Dans le second régime, l'intensité du transfert moyen d h ï t  lorsque 

la pulsation de l'~ou1ement oscillatoire augmente, mettant en évidence d'importants effets 

d'histoire. 



Plus récemment, Brunder & Brawr (1992) ont dtudié num6riquement la dk€l€ration de 

Re, = 100 h Ref = O de l'écoulement autour d'une sph&re solide h Pr = 0.73. 11s ont observ6 

un comportement quasi-statique en début de déc6lération puis l'apparition d'importants effets 

d'histoire qui se traduisent notamment par un déve1oppement consid6rable du tourbillon derSi2re 

la sph&re solide, lequel vient progressivement I'envelopper compl&tement. 

Ainsi, lorsque la couche limite thermique d'une sphère solide est rendue instationnaire, 

soit par des conditions aux limites instationnaixes, soit par un écoulement instationnaire, des 

effets d'histoire se manifestent. Ils peuvent alors modifier considérablement le transfert 

thermique entre la sphére et J'Bcoulement, 

L'objectif des travaux analytiques et numériques présentés dans ce chapitre est de combler 

Ic manque d'infomtion concernant le transfert thermique Zt la surface d'une bulle sphérique en 

Ctudiant différentes configurations acadt$miques d'€coulements axisymdtriques accél6rés. Ces 

nouveaux résultats doivent permettre une meilleure comprdhension et une meilleure description 

des transferts entre phase continue et phase dispersée dans les &oulements complexes, 

gheralernent traités en supposant un comportement thermique quasi-statique. Cette etride, qui 

fait suite au travail numérique de River0 (1 991) concernant Ies effets dynamiques subis par une 

inclusion sphérique plongde dans un dcoulement misymétrique accCléré, reprend les mtmes 

configurations d'écoulements. U s'agit de deux kouIements temporellement accé1krés et d'un 

t'coulement spatialement accéléré dont les champs de vitesse non perturbés sont définis ci- 

aprés : 

- &oulement axisyméirique uniformément &léFé : 

- tcoulement axisyrnéirique oscillatoire à vitesse moyenne nuIle : 

- écoulement axisymhtrique de d6formation pure homogène : 

Les nombres adimensionnels, dbpendant du temps pour les configurations (2.1) et (2.2), 

choisis pour décrire ces écoulements sont les suivants : 



Le nombre de Reynolds : Re(t) = 
2 R lu, (x = O, t)l 

V 

Le nombre de Palet : 

2 R la,(x = 0.t)l 
Le nombre d'accéltmtion : Ac(t) = 

lu, (x = 0, t)l 

ofi Pr =VIX est le nombre de Prandtl et a,(x =O, t) est la composante suivant ex de 

Sam51htio11 instantanée a(x, t) = aU(x, t Mat + W(x, t ) , W(xt t ) de I ' h I e m e n t  non perturbé 

évaiuée au centre de l'inclusion. Dans Ie cas de I'écoulement oscillatoire, Ie nombre de Strouhd 

St = 2 R f/U, sera égaiement utilisé. 

Les effets sur le transfert thermique dus à des conditions aux limites instationnaires pour 

la temp6rature ne sont pas abordés dans cette etude. La température loin de l'inclusion T, est 

maintenue constante. De plus, on rappelle (chapitre 1, $ 1.7.3) que la chaleur massique et la 

conductivité thermique de l'inclusion sont supposées dtre suEsamment grandes pour que sa 

température Tp soit constante et uniforme. Le transfert themique interfacial est exprime à l'aide 

des nombres de Nusselt instantanés Nu,,(B,t) et Nu(t) définis au paragraphe 1,S.b. On 

rappelle que 8 est I'angIe plaire dont l'origine est fm& au point d ' d t  amont de l'écoulement. 

Le nombre de Nusselt de I'écoulement stationnaire uniforme correspondant A Re(t) et Pr est 

not6 Nu,. Les valeurs de Nu, ut i l ish comme réf6rences pour l'interprétation des resultats 

numeriques de cette étude sont regroupks dans Le tableau A4.1 de l'annexe 4. 

La premiére partie de ce chapitre est consacrée A deux caicuIs anaIytiques du transfert 
thermique entre. une bulle et les écoulements (2.1) et (2.3). La suite de ce chapitre présente 
successivement Ies r6suItats des expériences numériques concernant les trois dcoulements 
précédemment d6fÏnis, 

S. 2 Solutions analytiques pour un kcoulement potentiel 

Les équations de la mécanique des fluides ont I'inconr6niertt, mais aussi maIgr6 tout, 

l'intket de nbffric de solutions analytiques exactes que dans de rares configurations 

d"lécou1ement. MEme lorsque la gbomgtrie du prubléme est aussi simple que celle de 

l'dcoulement autour d'un obstacle sphérique, seules les soIutions cof~e~pondant h des situations 



asymptotiques sont analytiquement accessibles. Ces solutions se radfient d'autant plus que le 

problème dynamique devient spatialement ou tempure1lernent non-uniforme et que l'on y adjoint 

de surcroît l'équation d'advection-diffusion de la température. Nous nous proposons dans cette 

partie de mettre en évidence par un calcul analytique les effets de tels écoulement sur le transfert 

thermique % la surface d'une bulle sph€rique. Dans ce but les solutions des écoulements 

tempore11emen t ou spatialement acc61érés, respectivement (2.1) et (2.31, ont et6 recherchées. 

Le calcul est conduit en considérant l'écoulement comme potentiel et en supposant la 

couche limite themique mince, hypothèses acceptables dPls lors que les nombres de Reynolds et 

de Peclet sont grands devant l'unité. Le principe de la mdthode de résolution du champ de 

température T(r, 0, t ) proposé par Ruckenstein (1 967) consiste 21 introduire un changement 

d'dcheIle q = Cr - R)/6(0, t) prenant en compte 1'6paisseur G(0, t) de la couche Iirnite 

t hennique. La résolution de l'équation aux dérivées partielles obtenues pour Tfr,B, t )  est 

rame& à celie d'une équation diff6rentielle simple du premier ordre pour T(q) et 2i  celIe d'une 

équation aux dérivées partielles du premier ordre pour 6(8, t) . 

2.2. s Résolution du problème généra1 

Compte tenu de l'axisymétrie de I'€coulement, l'léquation d'advection-diffusion de la 

température s'&rit en coordonnées sphériques : 

V, et Vo dtant les composantes radiales et tangentielles du champ de vitesse de 

IVcoulement potentiel correspondant $ la configuration étudiée. Les conditions aux limites et 

initiales du probI$me thermique s'-vent : 

Compte tenu de l'hypothbe de couche limite mince (R» s), I'équation (2.6.a) est 

simplifiée B l'aide des relations (2.7) B l'intérieur de la couche limite thermique [Ruckenstein, 

19581. 



Le systeme (2.6) est alors résolu en introduisant les grandeurs adimensionnelles : 

SR systeme adimensionnel ainsi obtenu s'&rit : 

avec Ies conditions aux limites et initiales suivautes : 

La résolution dc ~ * ( ~ , 0 , t ' )  dans la couche limite s'effectue l'aide du changement 

d'échelle = y / ~ * ( ~ ,  t' ) 05 6'(0. t* ) = 6(9, t + ) / ~  est l'épaisseur de la couche limite thermique 

adimensionnalis6e par le rayon. Le problème à l'intérieur de la couche limite thermique se 

décompose dors de la rnanihre suivante : 

en suppsant A priori que Je champ de vitesse vérifie : 



et avec les conditions aux limites : 

T ' ( ~ = o )  = 1 

T ' ( ~  + m) = o' 

s*(e, t+ = O) = s,*(e) 

ofi S,'(O) est l'kpaisseur de la couche iimite thermique du champ de temperature initial 

~,'(y, 0) et la constante C est obtenue en exploitant cette condition initiale. Le p r o b l h  en 6 

ainsi .écrit n'est pas ferme car il manque une condition sur 0. Cette condition est obtenue en 

prenant en compte la géomttrie de l"hu1ement qui est axisym6tnque : 

La dsolution de (2.10.a) est immédiate et I'expression de T' (q) est : 

Compte tenu de (2.1 1 .a) et en posant E = 6 2 / ( ~  ~ e , )  où Pe, est le nombre de Peclet de 

I"ulement h l'instant t ' = O, le nombre de NusseIt local s'exprime par : 

Le s y stérne (2.13) qui reste h résoudre pour E fait intervenir ~ e ,  (0, tt ) et pes (0, t' ) dont 

les expressions dépendent du problkme dynamique envisagé : 



2.2. b Application A I'kcouIement instationnaire 

Le calcul qui suit est utilisable pour tout Iécoulement potentiel uniforme rendu 

instationnaire à partir de 1'8coulement stationnaire dont les nombres de Reynolds et de Peclet 

sont respectivement Re, et Pe, . L'expression du champ de vitesse inscationnaire non-perturbé 

par la pdsence de la bulle s'kit U(x, t) = U, (t) e, . L'effet d'histoire dynamique (équivalent 

de la force de Basset pour une spbere solide) étant géndraiement négligeable Zt la surface d'une 

bulle (Rivero, 19911, le champ de vitesse est obtenu en consid6mnt son évolution temporelIe 

comme quasi-statique. Le potentiel instantan6 des vitesses s'&rit dors : 

Compte tenu de l'hypoth5se de couche limite mince et de E'6crihire adimensionndle 

choisie, Pe, et Pe, sont donnés par : 

~ e ,  (O, t+) = -3 ~ e ( t ' )  cos O 

Le système (2.13) est résolu en posant E(B, tC) = f (0, t+) / (s in~)~.  La nouvelle équation 

aux dériv6es partielles obtenue pour f s'écrit : 

af 3 a f - + - ~ e ( t ' )  sin 0 - = 2 Pe, sin4 0 
at+ 4 ae 

- Solution initiale f,(9) = f (8, t ' = 0) : 
La solution initiale f,(8) = f(0, t+ = O) correspond h la couche limite thermique de 

1'8coulement potentiel de nombre de Peclet Pe, . Cette solution s"krit [Rucbmcein 19581 : 



- Solution f (0, t+) &un écoulement instationnaire quelconque : 

La résolution de (2.16) s'effectue à I'aide du changement de variable suivant : 

et f (k v) est dors soIution de l'équation diffemtiele du premier ordre : 

L'intégration de (2.19) est dalis& en tenant compte de la condition initiale (2,17) et 

f (0, t4 1 s'exprime fwalement sous la forme : 

avec 

Ainsi la solution gdndrale du transfert thermique entre une bulle sphbrique et un 

&coulement potentiel devenu instationnaire A partir de l'hulement stationnaire de nombre de 

Reynolds Re, = Pe,/Pr est donn6e par le nombre de Nusselt lacal dont l 'exps ion est : 



Dans l'expression (2.21) apparaissent plusieurs intégrdes temporelles qui montrent 

nettement l'effet d'histoire pour le transfert thermique g&aM par l'instationnaritd de 

I'écoulement. Dans le paragraphe (2.3.a), la relation (221) est appliquée au cas particulier de 

IVcoulement uniformhent acdIdr6. Elle y est comparée aux expdriences numériques 

correspondant des Bcoulements satisfaisant ks hypotMses utilisées pour ce calcul h savoir des 

nombres de Reynolds et de Peclet grands devant l'unité. 

2.2. c Application à un 4couIement stationnaire spatialement accéléré 

L'hulement spatialement accél6n5 dtudi4 est I"bulement axisymdtrique de dBfomtion 

pure. Le potentiel des vitesses de cet écoulement stationnaire défini par (2.3) sf6crit autour 

d'une b u k  spherique : 

Compte tenu de l'hypothbe de couche limite mince et de l'écriture adimensionnelle 

choisie, Pe, et Pe, sont donnés par : 

5 Pe, (0) = -3 Pe, cos0 + - Ac R, (1 + 3 ~ ( 2 0 ) )  
8 

3 5 Pee (0) = -5 Pe, sin0 - - Ac Pe, sin(28) 
4 

Le problhme ttant stationnaire I'tquation (2.13.a) r6soudre est une équation 

diff&entieIle simple du premier ordre en 0 de la forme : 



La résolution de (2.24) est immédiate et la solution s'écrit : 

&(el = P@) exp[a(e>I 

a(0) = - ~n[(-6 + SAC cos 0y sin4 O] 

~ ( û ) = k - 9 6  cos0+4û ~ c c o s ~ 0 + 3 2  ~ 0 2 0 - 2 0  AC cos4e 

L'icriture du d4veloppement Iimitt? de P(0) au voisinage de 8 = O impose k = 64 - 20Ac 

pour que Nu,,(@) ait une valeur finie en 0 = O. Le nombre de Nusselt l d  s'écrit alors : 

L' intkgration de Nu ,, (8) sut toute la surface de Ia buiie aboutit au remarquable résultat : 

Ainsi, meme si localement l'effet de !'&lération spatiale se fait sentir, le transfert total 2t 

la surface de la bulle est independant de I'acc818ration spatiale et correspond A celui de 

l'écoulement non-perturbé au centre de la bulle. II est également h noter qu'aucune hypothése 

n'a été faite sw l'intensité de la dkfomtion spatiale de I'écoulement. 

2.3 Ecouiement h acc4lération temporelle constante 

2.3. a Prdsentation des experiences numhriques 

Ltzcoulement h accéi61ation temporelle constante est simule en imposant comme wndition 
de vitesse h lkntrée du domaine le profil de vitesse (2.1) : 



U(x,t) = U, (x, t) e, = (U, + a t) ex 

Les caractéristiques de cet koulernent sont le nombre de Reynolds instantané Re(t ) , le 

nombre dSaccéIdration instantané Ac(t ) = 2 R u/(u, (x = O, t )12 et le nombre de Randtl Pr. On 

note également Re, et Re, les nombres de Reynolds initial et final ainsi que Ac, et Ac, les 

nombres d'acc616ration initial et final. Les champs de vitesse et de temperature initiaux 

correspondent au résultat numerique parfaitement convergd de l'kcouiement stationnaire aux 

nombres de Prandtl Pr et de Reynolds Re,. Z'koulement est ensuite accéléré en imposant h 

chaque ittration la nouvelle condition de vitesse à l'entrée du domaine. Les simulations 

numdriques réalisées sont regroupées dans le tableau 2.1. Ces différentes exfiriences ont ét6 

choisies de façon à observer les effets d"acc4lérations ou de d6dl6rations d'intensités variées h 

différents nombres de Reynolds. 

Tableau 2. i : simulations numgriques réalisks. 

2.3, b Résultats numeriqnes 

De manihre gentsrale l'ensemble de nos dsuItats montre que d'importants effets d'histoire 

apparaissent lorsque Ac(t) > 1 et sont d'autant plus prononds que Ac(t) est grand dors qua le 

comportement est quasi-statique pour Ac(t) < 1. Ces effets d'histoire sont présents tant h petit 

qu'h grand nombre de Reynolds et se manifestent des lors que la couche Iimite thermique n'a 

pas le temps de s'adapter A t'évoIution temporelle de l'écoulement. Afin d'interpréter ces 

differences de comportement, consid6tons les temps caractéristiques de chaque phénomène 



présent dans I'établissement de la couche limite thermique et comparons Ies  avec le temps 

caractéristique de I'acc616ration de Ijécoulement en nous appuyant sur le fait que plus le temps 

caractéristique d'un phénomène physique est court plus celui-ci s'établit rapidement. La couche 

limite thermique est contrôl6e par l'advection et la diffusion dont les temps caractéristiques 

peuvent 8tre respectivement definis par : 

Les temps caractéristiques t, et td sont Iiés par Ia relation t, = Pe(t) t,. Ainsi selon la 

valeur de Pe(t), la couche limite peut etrc essentiellement cortrr8lee soit par la diffusion 

( Pe(t) « 1 car td cc t,) soit par l'advection (Pe(t) >> 1 puisque t, » t,). Le temps 

caract6ristique de l'acc6lération de I'kcoulement peut être défini quant h lui par : 

Compte tenu de leur dbfinition, t, et t, sont Iiés à t, par les relations suivantes : 

On constate donc que le temps caractéristique de la mise en accd16ration du fluide t, est 

infdrieur % t, pour une acdléraltion du fluide telle que Ac > 1 et A t, lorsque Ac Pe > 1. Dans 

l'une ou 1"utre de ces situations ou même dans les deux réunies, la couche limite thermique n'a 

pas Ie temps de suivre completement l'évoIution temporelle imposée par la dynamique de 

1"oulement et des effets d'histoire plus ou moins importants sont observés selon l'intensit6 de 

Ac(t) et selon I'influence respective de l'advection et de Ia diffusion dans le contrôle de la 

couche limite thermique. Par contre dans les situations tdfa que Ac < 1 et Ac Pe < 1, le champ 

thermique a le temps de s' adapter a l'accél6ratian de l'écoulement et son iLvolution est quasi- 

statique. Ces deux comportements distincts sont illustrés par le tracé du nombre de Nusselt 

instantan6 Nu(t) en fonction du nombre de Reynolds Re(t) . Afin de mettre en évidence ces 



effets d'histoire thermique, Nu(t ) est compad avec le nombre de Nusselt Nu, de l'écoulement 

stationnaire correspondant (figures 2.1 h 2.4). Trois types d'évoIution se dégagent en fait de 

nos résultats : 

- Le nombre de Nvsselt instantan6 est à chaque instmt celui de l'écoulement stationnaire 

de meme nombre de Reynold?. L'évoIution temporelle est dors quasi-statique pendant toute la 

durBe de l'acdlkration 4tudiée. 

- L'écart entre Nu( t) et Nus ne cesse de s'accrob. L'kvolution thermique présente dors 

des effets d'histoire de plus en plus importants et I'écart entre Nu(t) et Nu, peut devenir 

considérable, 

- Les deux comportements précédents sont observés successivement ce qui comspond 

aux situations oh le nombre d'accéI6ration passe par Ac = 1. Lorsque l'écoulement est accéléré, 

Ac(t) dkmît et la succession de ces deux comportements est donc obsemh lorsque Ac, > 1 et 

Ac, c 1 ; les effets d'histoire inteMennent alors dès le début de l' accéltiration et s'estampent 

ensuite progressivement, le comportement devenant finalement quasi-statique plus ou moins 

rapidement selon le retard accumulé. Lorsque i'écauIement est dé&18r& Ac(t) est une fonction 

croissante et ce type d'évolution est obsewé dans les cas de figure oii Ac, < 1 et Ac, > 1 ; le 

comportement thermique est alors initialement quasi-statique et présente ensuite des effets 

d'histoire croissants. Ce dernier comportement a également et6 observé par Bmnder & Bmuer 

(1992) dans le cas de la sphhre solide. Ces auteurs ont 6tudié numériquement la décélération 

d'un écoulement de Re, = 100 à Re, =O h Pr = 0.73. Dans leurs simulations, les nombres 

d'accélération initial et finai sont respectivement Ac, = 0.1 et Ac, + 1.1 ce qui leur permet 

d'observes une évolution quasi-statique en début de d6céMration et d'importants effets 

d'histoire ensuite. Consid6rons parml les résultats numériques obtenus un cas de figure ofi ce 

changement de comportement est trés marque. Prenons par exemple la simulation numérique 

correspondant h Re, = 10. Re, = 100 et Ac, = 20 (figure 2.2). A partir de l'instant initial où 

Re(t) = Re, =. 10 et Aclt) = Ac, = 20, I'ecart entre le transfert instantan6 et le transfert quasi- 

statique augmente progressivement. A un certain moment cet écart cesse de s'accmltre pour 

diminuer jusquth l'instant final oir Re(t = Re, = 100 et Ac(t ) = Ac, = 0.2. Au moment oii le 

nombre d'acdI6ration Ac(t) = 1 la vitesse de l'hIement est : 

Le nombre de Reynolds instantan4 correspondant est alors dans cet exemple 

Re(t) = Re, dAe, P. 45. Cette valeur comspond bien au moment oh la tendance concernant 



l'écart entre Nu(t) et Nu, s'inverse. On constate qu'un léger écart entre Nu(t) et NU, persiste 

ensuite dans ce cas de figure alors que le comportement temporel devient parfaitement quasi- 

statique pour I'accklération entre les mêmes nombres de Reynolds mais arec Ac, = 2. Cette 

difference vient du fait que pour Ac, = 20, la diffusion thermique Este en retard tout au long 

de la phase d'aecélkration (car Pe, Acf = 2  c'est & dire t, > t,) alors que pour Ac, = 2  la 

diffusion a le ltemps de s'adapter 3 l'accélération du fluide (car Pe, Ac, = 0.2 c'est a dire 

t, < t, dés que la vitesse de l'tcoulement vérifie : 

Pe, Ac, 
tJ,(t) = U, = U, Pe, AC, 

Pe(t) Ac(t) 

c'est à dire pour Re(t) > Re, Pe, Ac, =: 20 dans cet exemple. Cette valeur correspond 

bien au moment oti (figure 2.2) le tracé de Nu(t) cummence à se rapprocher de celui de Nu,. 

Ces comportements obsewés pour Ie transfert tbamique globai se retrouvent parfaitement 

sur la distribution locale du nombre de Nmselt Nu1, (8,t) (figures 2.5 21 2.8). On cons tate que 

I'effet de l'accélération se fait sentir sur Ikmrnbble de la surface de la bulie mais que Ia forme 

de la distribution suivant I 'angle polaire est peu affwtée. On ne retrouve bien entendu pas dans 

le cas de la buZIe le phénomène observé pour la sphère solide 03 la présence du tourbillon vient 

modifier la distnbutiun de Nuim(B, t ) par rapport h la situation stationnaire. En effet, lorsque 

l'écoulement est accéléd, ie tourbillon apparaît derriete Ia sphère solide avec un retard 

d6pndant de Ac,. Inversement, en écoulement d8oélér6, il tarde h disparam. Lorsque Ac, est 

suffisamment grand, iI enveloppe m h e  compI2tement Ia sphère en fin de décélération [Bmnder 

& Brauer, 19923. 

L'influence du nombre de Prandti a été éîudiée pour l'acdlkration et la dMl6ration entre 

Re= 10 et Re= 100 pour des nombres de Prandtl Pr -1 et Pr= 10. Outre la diffbrence 

d'intensité du transfert entre les deux situations la comparaison des figures 4.2 et 4.3 ne laisse 

apparaître aucune modification sensibIe du comportement déjà décrit. L'augmentation du 

nombre de Prandtl a p u r  effet de favoriser lhivmion par rapport à la diffusion dans la couche 

limite thermique. Ainsi puisque pour Re > 10 I'effet d'advection domine I'effet de la diffusion 

même Pr = 1, les effets d'histoire dépendent essentiellement de la mmiére dont I'adwection 

s'adapte h l'acct5l&ation de I'Bcoulement, ce qui explique leur independance par rapport A Pr. 

Le tracé des isothermes h di f f h n t s  instants permet egalement #illustrer l'effet d'histoire 

décrit précédemment (figures 2,9 et 2.10). On retrouve par exemple (figure 2.105 qu'en fin de 

ddd16ration 3 Re, = 10 pour Ac, = -2 le champ thermique est beaucoup moins diffuse que 

dans la situation stationnaire correspondant il la condition initiale Re, = IO pour Ac, = 2 



(figure 2.9) ce qui illustre un transfert interfacial plus intense. Par contre Ia représentation des 

isothermes i3 Ref = 100 pour Ac, = 2 (figure 2.9) est comparable A celle de l'écoulement 

stationnaire cornpondant B la condition initiale Re, = 100 pour la dkélération (figure 2.10). 

Ceci laisse supposer que dans ce cas de figure le transfert interfacial est proche de celui de 

l'écoulement stationnaire ce qui correspond bien au comportement quasi-statique observé; 

(figure 2,2). 

Les simulations numeriques entre Re = 200 et Re = 5ûû ont étt5 réalisées de manière 2i 

rester dans le cadre des situations physiques oh la forme de la bulle peut encore btre considMe 

comme sphdrique (pour le couple de fluides eau-air) tout en se rapprochant le plus possible des 

conditions de l'écou1ement potentiel. La solutian maIytiqwe (2.21) obtenue au paragraphe (2.2) 

a été appliquée au cas de l'bcoulement uniformément accéIi'ré. En reprenant les notations 

définies au paragraphe 2.2. l'expression de pe(tf ) est pour cet écoulement : 

Les résuItats analytiques et numériques sont en parfait accord tant pour le nombre de 

Nusselt instantand NnCt) (figure 2.4) que pour la distribution locale Nu,,(e,t) a la surface de 

Ia bulle (figures 4.7 et 4.81, Ce dsultat analytique confirmé par Ies simulations numeriques 

permet de montrer que l'évolution instantanée du transfert thermique dtpend de l'histoire de 

I'hulement au traven dYnt6graies de Ia forme : 

Ainsi les simuIations numériques r6aiistks pour i'écoulement tempor~1lement accéléd ont 

permis de mettre en évidence qu'il la surface d'une buIle, des effets d'histoire peuvent devenir 

prépondCirants pour la thennique alors qu'ils sont négligeables pour la dynamique. Cette 

diffdrence de comportement provient de la nahm meme des conditions aux limites existant 3 

I'lnterface. La vitesse tangentielle h la surface de Ia bulle n'est pas imposée mais n5suIte de 

I'annulation de la contrainte de cisaillement dors que la temp€ratute de l'interface est Imposée. 

On peut ainsi faire Ie pardble avec la différence de oomportement observée vis iî vis des effeb 

d'histoire dynamiques entre une bulle et une s p h h  solide. Pour la sph5re solide ces effets 

d'histoire ne sont pas nkessairement negligeables car la condition dPadMrence impose la nullité 

de la vitesse tangentielle. 



Figure 2.1 : Nombre de Nusselt Nu(t) entre Re = 0.1 et Re = 1 Zi  Pr = 1 
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Figure 2.3 : Nombre de Nusselt Nu(t) entre Re = 10 et Re = 100 h Pr = 10 
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Figure 2.4 : Nombre de Nusselt Nu(t) entre Re = 200 et Re = SOQ & Pr = 1 
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Figure 2,s : Nombre de Nusselt local Nu,,(B,t) à Re(t) = 20 et Pr = 1 

figure 2.6 : Nombre de Nusselt Iocal Nuh (0, t) li Re(t) = 50 et Pr = iI 
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Figure 2.7 : Nombre de Nusselt local Nu,,(B, t) h Re(t) = 200, Re(t) = SM) et Pr = 1 
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figure 2.8 : Nombre de Nusselt locd Nuk(9, t) B Re(t) = 300 et Pr = 1 



Re, = 10 

Re, = 100 

U 
I__) 

Figure 2.9 : Isoihermes entre Re, = 10 et Rer = LM) pour Ac, = 2 
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2.4 Ecoalement oscillatoire vitesse moyenne nulle 

2.4. a Présentation des expériences numériques 

L'koulemeat oscillatoire est obtenu en imposant le profil de vitesse (2.2) à l'entrée du 

domaine de calcul : 

Les caractéristiques de cet écouIemnt sont Ies nombres de Reynolds maximal 

Re, = (~Ru,)/v, de Sirmiha1 St = 2 R f/U, et de Randtl Pr. Cet écoulement peut être décrit 

h chaque instant par Ies nombres instantanés de Reynolds Re(t) et d'accélération Ac(t) dont 

l'expression est r 

On note egalement Nu le nombre & Nusselt moyen dkfini par : 

- 
ainsi que le champ de température moyen T(x) : 

et le champ de vitesse moyen V(x) : 

oh T = f-' est la +O& de I'hulement non perturbé. 

Za condition initiale a p u  d'importance pour ces simulations car seul le régime établi est 

&tudi&. Nous avons cependant pu observer que le dgime transitoice est d'autant plus long que le 

nombre de Smuuhd St est grand car, ainsi qu'il est décrit plus loin, le champ de température 



moyen est en fait contr8Ié par le champ de vitesse moyen dont la complexité croît avec St . Zes 
simulations numériques rbdides sont présentées dans le tableau 2.2 ah figurent égaiement les 

valeurs de obtenues. Ces diffgmntes exp kiences ont 6t6 choisies de façon h observer les 

effets de differents nombres de Strouhal St pour un nombre de Reynolds Re, donné, Re, 

étant fixd de mani&= h ce que l'amplitude de St4couIement soit suffisante pour que las 

oscillations aient un effet appréciable sur la dpnse thermique de la buliIe. 

Tableau 2.2 : valeurs de pour les simulations numeriques réalisées. 

De manihre gén€rale les gsultats obtenus en régime dtabli monttent que les valeurs des 

nombres de Nusscl t moyen Nu (figure 2.1 1 ), instantan6 Nu(t) (figure 2.12) et local 

Nu,,(Q,t) (figure 2.13 et 2.14) sont fortement çonditionnties par celle de la pulsation de 

l'écoulement c'est h dire par la valeur du nombre de Strouhal. Pour les memes misons que 

celles Cvoquks pour l'dcoulemetit uniformément accél6tt5, le développement du transfert 

interfacial depend des rapports instantan€s des temps caractéristiques (229.a et 2.29.b) du 

processus instationnaire et de chaque phgnomene présent dans l'établissement de Ia couche 

limite thermique. Compte tenu de son expression pour cet &oulement (relation (2.33)), Ac(t) 

varie de O h l'infini au cours d'une période. Or plus la partie de Ia pttriode correspondant ii 

1 < Ac(t) < - est grande, plus long est le temps pendant Iequel i'advection et la diffusion 

thermique ne peuvent suivre les 6volutions de I'écoulemeat externe. Par conséquent comme 
d'aprés (2.33) Ac(t) est proportionnel il St, le retard de la thennique par rapport à la 

dynamique est d'autant plus important que le nombre de Strouhd est grand. 

Ainsi, Iorsque St + P., l'évolution de la couche Iimite thermique n'a pas It temps de 

suivre l'accél&ration imposée par I'houlement externe. Le nombre de Nusselt moyen Nu 
décroît et tend alors vers le nombre de Nusselt Nu, = 2 caract6ristique du dgime diffusif pur 

(absence d'advection) tandis que le transfert local devient de moins en moins intense (figum 



2.14)- Par contre, Iorsque St + O, la couche limite thermique s'adapte de plus en plus 

longtemps pendant une periode aux évolutions temporelles de l'écoulement. Le nombre de 

Nusselt moyen & tend alors vers le nombre de Nusselt NuQ, = 8.67 calcul6 par la théorie 

quasi-statique h I'aide des résultats stationnaires de IY&oulement uniforme (Annexe 4). 

La réponse thermique de Ia bulIe est periodique et sa fréquence est le double de celle de 

l'écoulement car le transfert thermique interfacial garde toujours le meme signe et ne dépend pas 

du sens de I'&coulement externe (figure 2.12). On constate sur cette figure que Ia forme de 

Nu(!) est proche d'une sinusdide mais sa 16gk déformation fait penser à eene d'un oscillateur 

dont plusieurs harmoniques sont excités. De plus lorsque St augmente, outre la diminution de 

I'intensité du transfert interfacial, le retard de la thermique par rapport & l'évolution temporelle 

imposée par la dynamique se manifeste par un ddphasage entre Nu(t) et U,( t ) .  La 

décomposition de Nu(t) en série de Fourier permet de mettre en évidence les différents 

harmoniques présents ainsi que Ieur phase, La réponse thermique instantanée de la bulle NirCt}, 

prise sur une période de i'kuulernent, apparaît alors sous Ia forme : 

oh S,, et q,, sont respectivement Ihamplitude et la phase du mode 2n, Ieur intensite 

étant repdsent6es sur les figures 2.15 et 2.16. La valeur de N correspond au nombre 

d'harmoniques excitbs, Il est détem.int h I'aide du critère (2.38) appliqué à l'amplitude SZn et 

choisi de mani& S12tre compatible avec la pkision des calculs num6nques. 

La décomposition (2.37) ainsi obtenue confirme que la fdquence de Nu(t) est double de 

celte de l'écoulement c'est à dire que sedes les harmoniques pairs sont excités. De plus on 

constate nettement que leur nombre N et leur amplitude S,, sont inversement proportaonnels au 

nombre de Strouhal (figure 2.15). Pas exemple pour S t = 1 seul Ic premier harmonique est 

significatif alors que pour St = 0.02 six harmoniques sont présents. On retrouve ainsi le fait 

que plus la fdquence des oscillations de l'écoulement est €Xev& moins la couche limite 

thermique a le temps de se d6velopper. Les harmoniques mis en dvidence semblent apparaître 

en cascade lorsque St diminue et sont caract6ris6es par une phase rp,, dont I'mplitude est 

croissante avec le rang (figure 2.16). On note par ailleur qu% fort nombre de Strouhal le 



coefficient de transfert est en avance de phase sur lVccolement ('p,) alors qu'il est en retard 

lorsque St 1. - 
On constate sur la figure 2.1 7 que le champ de température moyen T(x) n'est pas 

composé d'isothermes sphériques comme on aurait pu s'y attendre. Ceci provient de l'existence - 
d'un 6coulemertt résidue1 moyen V(x) autour de la bulle qudi fié dans la littérature anglophone 

de "steady streamirrg". En effet, meme si la moyenne temporelle du champ de vitesse non- 

perturbb est nulle, un écoulement moyen autour de la bulle est gbnérg d m  la couche limite 

dynamique : comme b vitesse tangentielle I.e&eur de la couche limite est variabb (elle est 

en fait proportionnelle à cos(0) ms(mt)), la continuité impose i'apparition de vitesses radiaIes 
- 

dans la couche iimite. II en résulte la création &un flux de quantité de mouvement moyen UV 

non nui qui ne peut être équilibd que par un flux visqueux de quan titb de mouvement de la 
forme v dÜ/&. Cet écoulement moyen Ü constitue le "steady streaming " [Baichelor 1967, p. 

3583. La structure de cet écoulement moyen a 6t6 6tudiBe en détail pour une sphere solide par 

R i i y  (1966) et pIus doernment par Chang & M q  (1994). Selon les valeurs des nombres 

adimensionnels St , Re,. M' = Re, S t et Re, /Si, le " steady streaming " peut &tre composé 

d'un ou deux anneaux toriques de part et d'autre du plan équatorial de Ia sph&re. Ces auteurs 

ont observé par exemple que, lorsque le nombre de Stmhal St augmente, une double stnicture 

apparaft et la dtcomposition de Fourier de la vorticité montre que le nombre d'harmoniques 

cm"it avec le nombre de Strouhal [Chang & Maxey, 19941- Ces différentes structures de 

l'écoulement moyen sont également observées lorsque l'inclusion est une bulIe $phBrigue 

(figure 2,18), Par contre l'effet sur le transfert interfacial est tout autre que celui observé sur la 

vorticité, En effet, le transfert thermique interfacial moyen semble surtout dépendre de 

IYintensité de i'koulement moyen. L'intensité de I'buiement moyen obsenrBe h Re, = 100 est 

inversement proportionnelle la valeur du nombre de Strouhai (figure 2.18) car le sillage 

derriére la s p h h  solide ou la bulle se d6veIoppe d'autant plus que le nombre de Strouhal est 

faible. Ainsi, lorsque le nombre de Strouhd est faible, 1 kdvection thermique moyenne autour 

de Ia bulle développe de manière p l u  intense le transfert thennique interfacial et par cons6quent 

le nombre d'harmoniques excites, Le nombre de Nusselt moyen est alors d'autant plus dloignlë 

de celui que l'on observe en diffusion pure (Nu, =2), c'est lt dire correspondant A 

l'écoulement non perturbk moyen, On retrouve ainsi l'intgrët des bcoulements pulsés p u r  

l'augmentation des rendements de transfert de masse en @nie chimique par exemple. 

Finalement, nos résultats num€riques montrent que le transfert thermique interfacial moyen 

correspondant au régime &abli entre une bulle et un écoulement osciUatobt est essentiellement 

dépendant de l'intensité du "steridy strearning" et non pas de sa stnicture. 



Drummond & Lyman (1990) ont constate, que pour des nombres de Strouhal plus grands 

que l'unité, le d6veloppement des stnictwes de I'écouIement moyen entraiAne l'acmissement du 

nombre de Nussert moyen & la surface d'une sphkre solide, Leurs résultats sont cependant A 

prendre avec précaution car le nombre de NusseIt moyen proposé par ces auteurs pour Ie régime 

dtabli I'est apr&s 5 A 50 périodes ce qui compte tenu du nombre de périodes nécessaires pour 

obtenir le régime établi dans notre étude (A St = 1 il est > 180) a p p d t  comme insuffisant. 

Cette impression est renforcée par le trac6 des lignes de courant de l'écouiement moyen propod 

par ces auteurs qui est loin d'lêtm symétrique. Nous avons dors r6alisé une simulation 

St = 10 de l'écoulement oscillatoire autour d'une sphkre solide. L'étude du dgime transitoire 

permet de constater qu'après 20 périodes la valeur du nombre de NusseIt moyen est = 7.5 

ce qui correspond sensibIemtnt & Ja valeur proposée par Drmrnond & Lyman (1990). Le 

régime etabli n'est cependant pas atteint comme le montre la valeur = 3.50 calcuI& après 

150 périodes. le nombre de NusseIt moyen variant encore d'une @riade b l'autre de 0,295. 

Cette observation nous permet de penser que les Lésultats proposés par Drwnmorsd & L y m  

(1990) ne sont pas ceux correspondant au régime établi mais qu'ils permettent de conclure que 

pour un nombre donne d'oscillations de l'écoulement h partir de l'instant initial, Ie transfert 

themique interfacial moyen est plus important lorsque le nombre de S trouhal augmente. Ceci 

montre kgdement, comme nous l'avons obsewé dans cette étude, que le rdgime dtabli est dors 

plus long à atteindre. 
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Figure 2.14 : Evolution du nombre de Nusselt l a d  Nu,,(iB, t) A St = 1 



Figure 2.15 : Amplitude S,, des harmoniques 

Figure 2.16 : Phase cp,, des Wtl iques  





2.5 EcouIement spatialement aecél6rd 

CécouIement axisymbtrique spatialement accéMr6 est simulé en imposant le prof11 de 

vitesse (2.3) h l'entrée du domaine de calcul et sur sa frontière su@rieure : 

Ses casactéristiques sont le nombre de Reynolds Re = 2RU, IV, le nombre d' ad16ration 

Ac = SR a / U ,  et le nombre de Prandtl Pr. Les situations 09 Ac > O correspondent & un 

écoulement convergent et les situations oa Ac < O B un écoulement divergent (figure 2.19). 

Dans ce dernier cas, au dela du plan xJR = -U,/aR = -2/Ac qui est situé dans le sillage de la 

bulle, l'écoulement remonte vers la bulle. 

Figure 2.19 : Irome de I'écoulement spatialement adI€r6 selon le signe de Ac. 

Les simulations numeriques réalis& ont 6th choisies de façon ?t observer les effets de 

différentes accél&rations spatiales sur une large plage de nombres de Reynolds. Les valeurs 

convergc'es obtenues pour le nombre de Nusseft moyen Nu sont compdes avec cdles de 

î'écoulement uniforme Nu, qui correspondent en fait h la situation oii Ac = O (tableau 2.4). 

Les valeurs de Nu indexées par QC (Quasiment Converge) comspondent aux situations oa, 

lorsque Ac < O, l'écoulement parfaitement oonverg& n'a pu &ire atteint. Pour ces situations, le 

calcul, ap& avoir convergé sagement, devient brusquement ân3tab1c lorsque la varücitt5 ggéndr6e 



(t la surface de la bulle atteint une certaine intensite. Cette source d'instabilité provient de la 

natu= miime de l'écoulement. En effet, pour Ac < 0, celui-ci transpoa la vorticité gén&& par 

1'incIusion en I'amplifimt car les lignes de courant siéloignent de I'axe de i'&oulernent, ce qui 

conduit d'après I'dquation de bilan de la vorticité à une intensification de celle-ci. Sur le plan 

x/R = - 2/Ac, l'écoulement rotationnel en provenance de la bulle rencontre liBcou1ement non- 

perturbé (donc potentiel) qui remonte de l'infini avd. Une discontinuitk de vitesse tangentielle 

apparaît donc dans ce plan. Ainsi lorsque la viscosité de l'écoulement n'est pas suffisante pour 

diffuser cette discontinuité 1 %écoulement devient instable. Pour de plus amples ddtails 

concernant cette particularité dynamique de l'&ouiemnt, nous renvoyons le lecteur aux travaux 

de Magnaidet et al. (1995). Dans de teIles situations (Re> 100 et Ac < O), les résultats 

num6riques retenus et representés par QC correspondent au moment où l'écoulement devient 

instable. 

Tableau 2.4 : Nombre de Nusselt moyen Nu en écoulement de déformation pure. 

L'ensemble des résultats numériques montte que, quelque soit son intensité, I'influence 

de I'acctli5ration spatiale sur 1e transfert thennique moyen est négligeable. Ce résultat peut 

sembler surprenant si l'on se réfère aux effets dynamiques observés dans cet écoulement 
[Rivero 199 1, Magnaudet et al. 19951. En effet, en écoulement spatialement a d l & d ,  la traînée 

de la bulle est considérablement m d i é e ,  quelque soit le nombre de Reynolds, par la présence 

du terme de masse ajoutée. Pour le transferi thermique, on retrouve au contraire, en premi&re 

Re 

Q. 1 

I 

10 

1001 

300 

500 

A c = 4 . 1  

2,070 
------ 

2.38 

4.11 
------ 

1 1 . 2 1 ~  
------ 

19.58~ 
------ 

25.1 l W  

Ac=-0,2 

2.08 1 

2.43 

4.22= 

11.37~ 

1 9 . 6 ~ ~  

25.27w 

Ac = O. 

2.060 

2.37 

4.08 

11.20 

19.41 

25.1 1 

Ac = 0.1 

2.066 

2.38 

4.12 

1 1.29 

19.5 1 

25.2 1 

7 

Ac- 0.2 

2.077 

2.39 

4.15 

11.37 

19.60 

25.30 



approximation et quelque soit le nombre de Reynolds, le résultat analytique obtenu pour 

l'écoulement potentic1 (8 2.2.c). Ce calcul montre que le transfert thennique total est celui de 

I'écoulement stationnaire correspondant au meme nombre de Reynolds (relation 2-27]. On 

constate cependant une légère influence de I'accélération spatiale sur le transfert interfacid 

comme l'illustre le trac6 du rapport NulNu, (figure 2.20). Cet effet n'excue pris 4% pour les 

dkformations &tudi& ici. n diminue lorsque l'écoulement tend vers 1'8coulement potentiel, ce 
qui Btait escompté compte tenu du rdsultat analytique (2.27), mais également lorsque 

l'écoulement se rapproche du régime de Stokes. L'effet observe est en fait maximal pour 

Re = 10 et est proportionnel 3t IYnttensité de la defornation spatiale Ac sans dépendre de son 

signe. 

La déformation spatiale de Z'h lement  influence beaucoup plus nettement la distribution 

locale du nombre de Nusselt Nu,,(0) (figure 2.21 et 2.22). Cette modification provient du 

changement de 1' advection thermique autour de la bulle imposée par la déformation spatiale de 

l'écoulement. Par exemple lorsque Ac > O ,  la vitesse de I' koulement non-perturbe augmente 

avec le sens de I'écoulerneot, L'advection est donc diminu& par rapport au cas Ac = O pour 

0 < x/2 et accentuée pour 0 > n/2, ce qui entmfne une baisse puis une augmentiitiotr de 

l'&change interfacid par rapport A Ia situation uniforme. L'augmentation du transfert est 

localement supérieure à la perte occasionnée puisque le nombre de Nusselt moyen est 

légèrement accru par rapport à celui de 1'6coulement stationnaire wmspondant. Cependant, le 

nombre de Nusselt moyen étant quasiment inchangé, la modification locale du transfert 

interfacid est pratiquement antisymétrique par rapport au plan 6quatorid 8 = n/2. Dans les 

situations proches de I'hulement potentiel (Re = 5W), les distributions locales du coeff~cient 

de transfert sont en très bon accord avec la solution analytique (2.26) ( f i p  2.22) meme pour 

la situation "Quasiment Convergé" correspondant h Ac = 4.2. Dans ces situations, la 

modification du nombre de Nusselt local a donc des effets parfaitement antisym6triques sur le 

transfert total. 

L'acdl6ration spatiak de I'BcouIement modifie 6gaIernmt le champ thermique autour de la 

bulle, Lorsque l't5coulement est convergent, b sillage thermique est plus plaque sur l'axe e, 

qu'en écoulement unifornie. Inversement lorsque l'&outement est divergent le sillage thermique 

est plus développé comme I'illustrc Ie trac6 des isothermes pour Ac ~ - 0 . 2 ,  Ac =O et 

Ac = 0.2 à Re = 10 (figure 2.23). 



Re 

Figure 2.20 : Rapport Nu/Nu, 

I 

a-----O Res. num. Ac = -0.2 
: mp-a. 
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Figure 2.21 : Nombrie de NwseIt I d  Nuk (8) ( Re = f O) 



Hgure 2.22 : Nombre de Nusselt local Nuf,.(0) (Re = Sm) 





2.6 Concltusions 

E&tude pdsent6e dans ce chapitre a permis d'apporter des résultats nouveaux concernant 

les effets d"acc6lération d'un écoulement sur le transfert thermique ou massique la surface 

d'une bulle sphhrique. Les nombreuses simulations num6riques ont dtt5 compl6th par deux 

calculs analytiques concernant I'écouIement potentiel. JI en ressort que selon la nature de 

l'acd16ration de lt8coulement le transfert h l'interface peut être considérablement perturbé. 

II a p p d t  chirement que les effets d'acdIémtion spatiale sur le transfert moyen sont très 

faibles quelque soit Itintcnsit6 de l'accélération car la modification apport6 la ditribution locale 

respecte quasiment I'antisyrnétrie par rapport au plan équatorial de la bulle. 

Par contre, lorsque I'accéliSration de I'€coulement est d'origine temporelle, d'importants 

effets d'histoire thermique appardssent si le nombre d'ac&16mtion est suffisant, Lorsque celui- 

ci est supérieur h I'unité, d'importants retards thenniques viennent modifier l"intensit6 du 

transfert interfacial. Dans le cas contraire, l"6voIution temporelle de la couche limite themique 

peut être consid6rée comme quasi-statique. 
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3.1 Présentation 

Les &oulements diphasiques avec changement de phase ont connu un intéfit croissant h 

partir du moment où plusieurs .études ont confm6 que Ie coefficient d'échange thermique entre 

un liquide et une paroi est considkablement accru lorsque le liquide est en Cbullition 

[Nu&yama 1934, CrJlder & Finalbargo 19371. Ces résultats ont surtout di6 industrieilement 

appliqués lorsque Ia mise en oeuvre des récentes technologies a nécessitd l'extraction 

d'importantes puissances calorifiques sur de petites surfaces (refroidissement des dacteurs 

nucléaires, des moteurs de fusées, ...). Ces koulements ont par conséquent di6 trés largement 

étudiés et le nombre d'articles traitant en particulier de; I't5bullition ou de la condensalion d'une 

bulle de vapeur isolée, en milieu au repos est ce jour considérable. En revanche, d b  que l'on 

considère des bulles plongées dans un Iélcuulement moyen, peu de résultats concernant 

notamment les échanges & quantité de mouvement entre la phase continue et la phase dispersBe 

sont utilisables pour ta modélisation des écoulements complexes dors que ce sont les forces 

exercées aur les inclusions qui permettent de décrire leurs trajectoires. L'ensemble des &tudes 

s'est Iimité, compte tenu des conaraintes expérimentales et de la cornplexit6 des &quations à 

resoudre analytiquement, A décrire 1'4valution temporelle du rayon de la bulle et Ie profil du 

champ de température au voisinage de l'interface. Pour combler ce manque &information, 

l'objectif du travail nudrîque de ce chapitre est d'apporter, outre la clarification des résultats 

existant concernant l't5volution du rayon et les transferts d'dnergie entre la deux phases, des 

r6sultats nouveaux concernant la force de traînk exerch par un tcoulement sur une bulle en 

situation dVbulIition et de condensation. 

Dans cette &de nous n'abordons pas la manikre dont peut être gén6rh Ia bulle de vapeur 

: nucléation spontanée, nucIéation h partir de germes ow B la paroi [Cole 1974, Collier 19801. 

Nous consid6rons une bulle de vapeur'isolée de rayon initial il,, aux conditions de saturation 

TV = T,, et P, = P,(T,) en €quilibre thermodynamique au sein de l'dcoulement uniforme 

dont le champ de vitesse non-perturbe. la temphature et la pression loin de I'inclusion sont 

respectivement no&s U = U ex, T et P. Cet équilibre est facilement rompu [Cob 1974, Fabre 

I985J et Ia moindre perturbation de pression ou de temperature au sein de l%ccouIernent 

déclenche, selon son signe, l'un des deux changements de phase consid€&, 

L'ébullition et la condensation d'une bulle da vapeur sont cont&lh h la fois par 1' inertie 

de Ia phase continue et par le changement de phase .à la surface de la bulle. Ces deux 



contributions B i'évolution radiale de la bulle sont respectivement décrites par les bilans h 

l'interface de quantité de mouvement (1.32) : 

et d'hergie (1.37). L'énergie diffusée par le liquide est utiliske pour vaporiser du liquide 

ou condenser de la vapeur seIon le sens du gradient de température entre les deux phases : 

oh p, et L sont respectivement la masse volumique de la phase gazeuse et la chaleur 

latente de changement de phase. Les bilans dynamique et thermique interfaciaux qui régissent 

litvolution du rayon de h buI1e apparaissent par conséquent fortement couplés par 

l'intermédiaire de Ia température de la bulle TV = Tm, qui dépend elle même de la pression à 

l'intérieure de la bulle P, = P,(T,,). Mais il ressort des nombreuses &tudes réalisées h ce jour 

que deux régimes distincts ne nécessitant que I"écriture d'un seul bilan ii l'interface pour leur 

description sont très fréquemment rencontrés (figure 3.0). 

Régime diffusif 

P = Fv = p,r,t1 

AT < O Condensation 
AT > 0 Ebullition 

Régime inertiel 

Fi- 3.0 : Présentation de la contigumion gknéraIe et des deux régimes @diers 

l 

T = TV= Tsat 

AP r 26 1 Ro Condensation 
AP<ZG/Ro Ebull ition 



Le régime inertiel est observ6 lorsque l'kart de tempéture AT entre les deux phases est 

faibIe et que la difigrence de pression AP contrble i'4volution de la bulle. La dynamique du 

régime inertiel est uniquement d h i t e  par Ie bilan de quantitk de mouvement & l'interface (3.11, 

le transfert d'énergie entre les deux phases étant alors négligeable. 11 s'agit par exemple des 

phhénomhnts physiques 03 intervient la cavitation [Lord Rayleigh 19 17, Plesset 19491. 

Par contre lorsque la température de la bulle est proche de la température de saturation 

correspondant h la pression dans la phase liquide, I'évolution de la bulle est essentiellement 

conMl8e par le biIan d'énergie tinterface (32). Ii s'agit dans ce cas du régime diffusif. 

L'influence respective de ces deux régimes est estimge en comparant leurs temps 

caractéristiques ddfinis par les relations (3.3) et (3.4) : 

La comparaison de ces temps caractéristiques permet de montrer que pout des pressions 

aupkrieures la pression atmosphérique Ie régime diffusif est prépond6rant pour S'ébullition 

[Borie et al. 199 11. En situation de condensation, cette comparaison montre que, jusqu'g une 

certaine valeur du rapport B = ti /td < 0.05, Ie régime inertiel est t&s bref et que le changement 

de phase est entièrement contr81C par le régime diffusif I:FEorschuetz & Chao 19651. Cette 

condition est en pratique vérifi6e lorsque l'écart de température entre les deux phases reste 

modéré. Par exemple, pour une bulle de rayon R, = 3 mm pIongée dans de l'eau tem@rature 

T = 100 OC et à pression atmosph6rique P = 1 bar, si Ia perturbation initiale de pression est 

AP = 0.4 bar, l'écart de température en fin de dgime inertiel est AT = 8 OC. Le rapport des 

temps caractkristiques est dans ce cas B = O. 009 et il vbrifie largement le critére propose par 

Florschuetz & Chao (1 965). 

Lorsque la surchauffe AT est rncdh?e, la tem@mmre de la bulle devient trh rapidement 

très proche de la températum de saturation correspondant h la pression du liquide, la phase 

inertieIIe Iétant alors très b r h e  [Forster & Zuber 1954, Plesset & Zwick 19543. Le i g ime  

inertiel 6tmt dans de nombreuses situations d'dbuI1ition et de: condensation restreint aux tous 

premiers temps du changement de phase, ce chapitre est consacd 3 i'ttude du ségime diffusif 

pur. Cette simplification, dont le domaine de validitd est très large, revient ii consid6rer une 



bulle de vapeur initialement en dquilibre dans un Bcoulement uniforme et subissant une bmsque 

variation de températu= AT (le dgime inertie1 est suppos6 infiniment rapide). Cette condition 

initiale est réalhke numériquement en plaçant & t = O la bulle dms les champs de vitesse et de 

température non-perhirbCs. La condition initiale pour la vitesse interfaciale n'est pas rgaliste 

mais la bmsquc cht ion  du gradient de tempkrature entre les deux phaseç est respectée, POUF 

attdnuer le plus possible l'effet de la diswntinuité initiale de la vitesse intesfaciale, les premiers 

pas de temps sont choisis t r h  faibles. 

Le nombre adimensionnel gént?ralement utilid pour caractériser l'ébullition ou la 

condensation en tégime diffusif pur est le nombre de Jacob. II compare la quantité d'energie par 

unité de volume de la phase liquide pouvant êim cédée ou captée selon le changement de phase 

considé&, et la quantité d'lénergie nécessaire pour obtenir ou condenser une unit6 de volume de 

vapeur. Le changement de phase est d'autant plus favorisé que le nombre de Jacob est gsand. II 
est noté Ja et s'écrit : 

Lorsque la bulle de vapeur est au sein d'un écoulement uniforme, celui-ci est ddfini par 

les nombres de Reynolds et de Peclet instantanés : 

où Pr = v/x est le nombre de Prandtl. L'instant initial sera &rit par le nombre de 

Reynolds Re, = SR,U/v ou le nombre de Peclet Pe, = Pr Re,. 

Les observations &dis& au cours d'etudes experimentales montrent que, tant pour 

1'6builition [Florxhueb et al., 19691 que pour la condensation [Florschuetz & C h ,  19651, la 

fame de la bulle peut rester sphérique suffisamment longtemps p u r  que cette hypohhse soit 

utilisable. 

Finalement, les principaks hypothèses utilis8es pour cette €nide sont les suivantes : 

- Le régime qui contrôle le changement de phase &hidi6 est purement diffusif. 
- La £ m e  de Ea bulle reste sphérique tout au Iong de son 6volution. 



- La temperature de la bulle, supposée constante et uniforme (chapitre 1, 5 1.7.31, est 

Iégale 2i la température de saturation h la pression dans le liquide. 

- Les propri6téS du fluide sont suppostks indépendantes de sa température et sont celles 

prises h la temphiture de saturation Ta. Cette hypothèse ne peut s'appliquer qu'aux 

surchauffes modédes. Lorsque la surchauffe est importante, par exemple pour du sodium 

liquide oit eIle peut atteindre. plusieurs centaines de degrés, cette hypothèse n'est plus valable et 

les résultats qui l'utilisent semblent ampIifier les v6ritabIs comportements [Cole % Shulman 

1 966, Donne & Ferranti 19751. La vaiiciité de celte hypothèse a cependant 6îé vtrifiée jusqu' h 

des surchauffes de 303 degr& B pression atmosph6rique dans du sodium liquide en prenant en 

compte 1e régime inertiel [Prospreîii di Pksstd, 19781. 

- Le nombre de Prandtl sera pour toutes les simulations réalisks Pr=l ce qui 

correspond h de nombreuses situations physiques oùi le régime difusif est observé. Par 

exemple, gour de l'eau température T = 100 "C et h pression atmosphérique P = 1 bar, le 

nombre de Prandti est Pr = 1.74. 

3 -2 Méthode de résolution 

Le problème supplementaire rencontré pour résoudre num6riquement les situations 

d'&uliition et de condensation #une bulte de vapeur est c& par le mouvement de l'interface 

fluide-inclusion, Cet obstacle est très simplement levé dans le cas d'une bulle sphgrique en 

considt5rant le réfenntiel en expansion %* obtenu partir du Af6nntiel absolu 91 A l'aide du 

changement de réf6xntiel(3.7). En effet, dans 9?', bs frontières du domine de calcul sont 

fixes. 

On note dans la suite de l'étude y(t) le rayon adinmensionne1 défini par : 

Lw equations de passage de 3 vers 3' des opérateurs spatiaux et temporels s'écrivent : 



at at' (3.9) 

_#<. -II _ 
1 4 L I i  

Le systéme d'équations (1.1) qui gouvem 1"é~gluüurr du,chmp de vitesse absolu V et 
, ,' ,b ,),, . 4 

du champ de ternp6ratu-e T est écrit dans 3' l'aide dei relations (3.9) : 
> .  

Le tenseur des contraintes visqueuses Te est d6fini dans X* par : 

T* = y-' v (v'v+'v'v) (3.1 1) 

On note que le premier menbre de (3.10.b) et de (3.10.~) fait apparaEtre deux effets de la 

vitesse locale du réfdmtiel w = dy/dt* x' : 

- d'une part les grandeurs sont advectées par la vitesse relative V - w 

- d'autre part w n'étant pas divergence nulle (V. w = 3dy/dt'), il app- suivant le cas 

un terme source ou puits correspondant B la dilatation ou h la compression locale du df6mntieI. 

Les conditions à Ia surface de la bulle, décrites par les dations (1.311, (1.34), (1.35) du 

chapitre 1 et (3.21, s'écrivent respectivement dans 3' : 

dr "(F = ' ~ v L % l z  
R, 



Le système d'équations (3.10) compIét6 par Ies nouvelIes conditions h l'interface (3.12) 

est r6soIu suivant la mkthode numérique déçrite au chapitre 2. Les modifications à apporter A 

l'outil nurnb~ique defini dans ce chapitre concernent les nouvelles vitesses advectives 

(V - dy/dt* x* ) et l'écriture de 1' opérateur V qui doit tenir compte du changement d'échelle 

y(t) notamment lors de la Tésolution de l'équation de Poisson ponr le potentiel auxiliaire a. Le 
csitere de stabiIit6 est dgalement modifie par le changement de réf6rentiel. 11 s'écrit dans la 

nouveau domaine de calcul fit5 Zt 3' : 

Ce critère &tant proportionnel y(t), il est de moins en moins pénalisant au cours du 

temps pour I'ébullition alors qu'il l'est de plus en plus pour la condensation qui nécessite des 

temps de calcul nettement plus importants. 

1Le cas de l'ébuiiition en l'absence d'écoulement a ét6 t& largement étudie et l'an posséde 

à ce sujet des solutions analytiques et de nombreuses données experirnentdes. Ise résuItat 

analytique le plus fr6quemment cit€ est celui de Ples~et & Zwick (1954). kl s'agit du 

developpement asymptotique du taux de croissance de la bulle h grand nombre de Jacob obtenu 

en considérant la couche limite thermique comme mince. De par sa complexité, la solution 

analytique de Scriven ( 1959) est beaucoup moins utilish dors qukell est applicable quelque 

soit le nombre de Jacob. De nombreuses mesures expérimentales ont permis de vérifier avec 

succès ces deux solutions anaIytiques dans le cas des liquides faiblement surchauffhs 

[Dergambedian 1953, Florschue~ et al. 19691. Cette abondance de dsultats nous a permis de 

tester les modifications apportées h notre outil de simulation pour tenir compte du changement 

de dfkrentiel introduit prkédemment. A cet effet nous avons réalid de nombreuses simuiations 

num&iques sur une large plage de nombre de Jacob ( O. O I c Ja < 100). XI. ressort B Ia fois de 

nos r€suItats numlttiques et des rkfesences précédentes qu'en r6gime permanent la loi 

d "volution du rayon s'écrit T 



en notant ?: le temps adimensionnel défini par : 

Le transfert thermique h l'interface, expimd par le nombm de Nirsselt, est donné par : 

La relation (3.16) montre que le transfert thermique est indépendant du temps c'est h dire 

que la vitesse de l'interface est la meme que celIe de la couche limite themique. Un calcul 

analytique simple, prenant comme hypothhse le r€suItat (3.161, permet d'obtenir pour f (Ja) 

l'expression (3,173 : 

az 
85a (: F)I$ exp(- f - 2) dx 

f(Ja)=7F et Sa=F exp - 

Le calcul menant à (3.131, accompagne du tableau A3.1 presentant des valeurs 
- 

analytiques de f (Ja) pour diffkrents nombres de Jacob, est ddvelopp5 dans l'annexe 3, On peut 

" - aussi, en utilisant la même hypothese mais en tenant compte du rapport ep = p,/p des masses 

volumiques des deux phases, obtenir [Scriven 19591 : 

Les dsultats numériques obtenus pour f (Ta) (figure 3.1) sont en parfait accord avec les 

expressions analytiques (3.17), (3.18) et &gaiement, si te nombre de Jacob est suffisamment 

grand, avec la relation (3.19) obtenue par Plesset & Zwkk (1 954) en supposant la couche limite 

themiique mince : 

L'hypoth€se de couche limite thermique mince est applicable lorsque la diffusion dans Ia 

couche limite thermique n'a pas le temps de s'adapter aux Cvolutions instationnaires imposées 



par 13tdvection radiale. Elle est donc verifiée lorsque Ie nombre de Jacob est grand [Plesset & 

Zwick 19521. 

Ja 

Figure 3.1 : Représentation de f(Ja1. 

3.4 Ebullition en nrhence d'un écoulement uniforme 

3,4. a Aspects thermiques 

La 1itkémture oonctmant l'ébuIli5ion d'une bulle de vapeur ea présencc #un &oulement 

moyen est nettement moins abondante. Ruckmtcin d Davis (1971) bit étudié l'aide d'un 

calcul analytique l'influence de la vitesse du fluide mir le taux & croissance de la buile. Leur 

d c u i  est efftctut' en considbmt I'hultment comme potentiel et en suppant fa couche limite 

thermique mince. Il aboutit $ une expression pour le rayon qui est en fait une euwtion 

différentielle. La résolution num6riquc de celle-ci montre que 1'Bcoulernent a en & n W  pour 

effet d'accéi€rer la croissance de la butle m i s  que lorsque le nombre de Jacob est suffisamment 

g m d  cet effet mt tri% faible, le taux de croIs58tlce &tant dom donné de mani& satisfahmte par 



les sol utions de Plesset & Zwa'ck (1 954) et de Scriven (1 959), Les rksultats ainsi obtenus sont 

également en bon accord avec les données expérimentdes de Florsckwtz et al. (1969). 

Nos simulations num4riques dalisées pour diff6mts nombres de Jacob ( Ja = 1, 10) et 

pour différents nombres de ReynoIds initiaux (Re, = 0.1 , 1 , 10 , I M)) montrent, w m e  chez 

l'ensemble de ces auteurs, que I'écoulement augmente le transfert interiacial et par conséquent 

le taux de croissance de la bulle. La croissance de la buile est en fait, comme l'avaient observé 

Rucknsfein & Davis (1 97 l), composée de deux dgimes distincl qui sont conditionn6s par le 
rapport C = R / u de la vitesse de l'interface celle de l'écoulement non-perturbd. Ce 

phénomène est parfaitement dkrit par Ie trad du nombre de Nvssdt instantan6 en fonction du 

nombre de Palet instantané (figure 3.2). Lorsque C est supérieur h f'unité, la coucha limite 

dynamique est conM1ée par la vitesse radide de l%tterface. Les 6votritlons du rayon de la bulle 

et du transfert interfacial sont celles obseds  en l'absence #&odement, c'est ià dire donnees 

respectivement par les relations (3.14) et (3.16). Ce régime est essentiellement rencontré en 

début d'ébullition car c'est ce stade du processus que la vitesse interfaciale est mxhde .  Elle 

décro'lt ensuite au cours du temps et, lorsque le rapport C devient plus petit que E'unité, la 

dynamique de Ea couche limite est progressivement contr61ée par l%écoulement I'infini, On 

constate alors que le transfert thermique est parfaitement prédit par la solution quasi-statique 

(3.20) obtenue par Ruckenstein ( 1958) : 

Ce remarquable résultat permet de calculer la loi de croissance de la bulle. En effet 

I'6quation différentielle vérifiée par le rayon de la bulie s'krit alors simplement en tenant 

compte de (3.20) A l'aide du bilan d'energie h l'interface (3.2) : 

L'intégration de (3.2 1) permet d'obtenir Ia vitesse de l'interface : 

Tt 
avec g(h) =- 

24 ~a~ 

La rep&entatioa graphique de la vitesse de l'interface Y montre que 1'6bullition en 

présence d'un &oulement uniforme est pratiquement dkrite par les relations (3.14) et (3.22). 

En effet, la zone de transition enm ces deux comportements asymptotiques est relativement 



b&ve (figures 3.3.a et 3.3.b). On p u t  dors es~mes l'instant Tc ( et par coaaskjuent la valeur 

da rapport C des vitesses compondant) pur  Bqael le ckaangcmnt de comportement 0bsem6 

intemient en 6gdant (3. f 4) et (3.22) : 

Le compostment quasi- statique obsed loque  C est a f l ~ r u n e n t  grand montre que les 

effets d'histoire themique sont dans cette sihaatioa n6gtigeab1a. En effet le rapport C n'est 

autre que la cornparajs~n du temps caractéristique do I'adveçtion induite par Im&oulment 

moyen et de celui de la mise en mouvement du liquide par Ie dplwement de I'interhm. Plus le 

temps cmct€fistique d'un phdnomsne physique est court plus celui-ci s'dtablit rapidement. Par 

conséquent, lorsque C est petit devant I'unid, I'dvBcdion, qui a dors le temps cmc66histiqrae le 

plus petit, s'dtablit la pmi2re et n'est pas en retard p z  rapport au m&ankme instationnabue. 

~ 8 e o = l 0  Ja=1  ' 

vWeo=lQO Ja=1 
&eo=O.d Ja=lO 

n R e o = I  Ja=10 
A Reo = tQ  Ja= 10 

rd 

NuCQ 

1 O" 

Agm 3.2 : Nombre de Nwse1t en au sein d'un hubmtait  d d m e  



Figure 3.3.a : Vitesse de l'interface y en 6buUtioa au seira d'un écoulement unifonne (Ja = 1) 

figure 3.3 b : Vitesse de IYnrnrface j en ëbullition au sein d'un &odement uniforme (Ja = 18) 



3.4. b Aspects dynamiques 

Les études qui se sont intkresst5es aux actions hydrodynamigues que subit une bulle qui 

grossit sont assez rares. Lhuilies (1982) a ddtemiin6 analytiquement la force d'inertie exercée 

par wi écoulement non-unifonne et instationnaire sur une bulle en expansion dans un fluide non 

visqueux. Gopalakrishna & Lior (1992) ont résolu l'équation de mouvement d'une bulle en 

ébullition sous l'action de la gravit4 pour €Mer l'effet des diffgrentes forces sur la vitesse 

d'ascension de la bulle en utilisant une loi arbitraire de croissance proposée par Mikic et al. 

(1970). Pour cela la &sultante des forces agissant sur la bulle est écrite comme la somme de la 

force d'Archimède, d'un terne de masse ajoutioe dQ au ddplacement du liquide induit par la 

croissance de la bulle fldentique celui caIcul6 par UEuilier Cf 982)], de la traînée stationnaire 

visqueuse et de la force dthistoire supposée; donnée par l'expression de Basset valable en 

sëgime de Stokes pour une sphère rigide. Les résultais de ces auteun montrent que l'effet de la 

force de Basset est n4gSigeabIe. Ze probI&me des forces agissant sur une bulle en expansion a 

et€ plus abondamment abordé pour 6tudier le detachement de bulles en nuclhtion de paroi 

[ K h m e r  et al. 1993, &g c i  al. 19931. forces prises en compte sont, outre les forces liées 

& la ptésence de la paroi, la force de masse ajoutée et la trahée visqueuse statiomaite. 

La synthèse de ces diverses études montre pue l'expression çommun&nent utilisée pour 

exprimer la force F = F ex qui skexerce sur m e  bulle de rayon vaciable pfongk au sein d'un 

écoulement uniforme, dont le champ de vitesse non perturbé est U = U ex, s-rit : 

oti 6, = 4rr ~ ) / 3  est le volume de la bulle. C,, = 4k(t)/~ le coefficient d'inertie et 

C&e) le coefficient de traînée visqueuse cornpondant au nombre de Reynolds instantané 

Re(t). Le coeficient de b&n6e est déàuit des expressions starionnaires B l'aide de I'hypoth&se 

d'dvolution quasi-statique c'est a d i  en n6gligeant les effets dxhiaire [GopaWshna & Lier 

1992. Klawmr et al. 19931. En fait, la force d'histoire prenmt en compte I ' a ~ l ~ m t i o n  radide 

du fluide est négligée car aucune expression n'existe lorsque I"instationnttrit6 de l'écoulement 

est causée par le d6placement de Sinterfam. 



Bien entendu I'équation (3.24) peut 8tre replacée dans le contexte de l'équation 

dynamique gén6rale d'une bulle (cf. introduction). Dans le cas où le rayon de la bulle varie, 

l'analyse de l'écoulement potentiel autour de la bulle [Uuilier, 19821 montre que la force 

d'inertie totale agissant sur la bulIe prend la forme : 

Les expressions (3.24) et (3.25) montrent bien que le terme inertiel proportionnel il kU 
est un effet de masse ajoutée qui apparaTt dès lors qu'une bulle de rayon variable est placée dans 

un Ccoulement (même stationnaire et uniforme], I'kouIement autour de la bulle &tant alors 

nécecessairement instationnaire. Le coefficient d'inertie s'&rit en fait Cm = 8 c,R(~)/u. 
Un calcul analytique, utit isant la methode de la dissipation, de la force subie par une bulle 

en expansion plongée dans un €coulement uniforme est prhnté dans l'annexe 3. Ce calcul est 

bas4 sur une hypothèse d'écoulement potentiel et confme que la force se met sous la forme 

(3.24) c'est à dire que le coefficient d'inertie est bien CI, = 4R( t ) / ~  ( CM = 1/21 et que dans 

cette situation le coefficient de irainec d'origine visqueuse est celui calcuIé pour l'dcoulement 

stationnaire à l'ordre ~ e ( t  )-' : 

Ce caicul permet dgalement de déterminer les contributions relatives de la pression et de la 

conirainte n o d e  visqueuse à la visqueuse qui valent mspsctivement y3 et 213. Dans 

la suite, les contribulions de Ia pression et de la contrainte normale visqueuse au coefficient de 

&ilnée total seront respectivement notes CD, et CD, pour I'écouIement consideré et C,, et 

Cm, pour l'tkoulement stationnaire au meme nombre de Reynolds. Cette décomposition est 

interessante car le terme #inertie est enti5rement contenu dans Ia pression et le terme da il la 

contrainte normale visqueuse représente environ 213 de la wntribution visqueuse totaie. 

L&s ksultats des simulations numeriques monmt que les effets respectifs de la pression 

et de la contrainte nomale visqueuse sont es d6pendants du nombre de Jacob c'est EL dire de 

l'intensité de la vitesse interfaciale. Lorsque le nombre de Jacob est supkrieur h l'unité la 

principale force exerck sur la bulle provient de la masse ajoutée, la connibution visqueuse &tant 

dors ndgligeable (figure 3.4.a). Dans cette situation (Ja = 101, la partie visqueuse de la trdn€e 

contenue dans la pression est de lionire de grandeur de l'erreur numhrique ce gui ne nous a pas 



permis de séparer avec une précision acceptabIe dans ce cas la force dyneaie et la trafnée 

visqueuse. Par contre lorsque le nombre de Jacob est da l'ordre de l'unit&, ces deux 

contributions B la force totale sont du même ordre de grandeur (figure 3.4.b), Ainsi, en 6tant B 

la force totale F le ternie d'inertie Fm = 2~ pU ~ ( t ) '  k(t), on accede de manière plus précise h 

Ia contribution visqueuse. On constate alors qu'A partis d'un certain nombre de Reynolds 

instantané (figure 3.53, le coefficient de traînBe CD est bien celui de l'écoulement stationnaire 

CD, au même nombre de Reynolds et Ia force exercée sur I'inclusion est alors donniije par 

(3.24). Par contre lorsque ReIt) est plus faibIe, l'effet de la vitesse interfacide radiale amincit -I 

Ia couche limite dynamique ce qui a pwr  effet d'accroître la bah& visqueuse. Cette correction 

de Mnée par rapport au cas stationnaire peut b définie par : 

Les valeurs calcuiées pour C ,  dans nos diverses expériences numdriques sont 

tegroupth et comparées aux vaIeurs de Cm dans le tableau 3.1. La modification de Ia train& 

visqueuse (Figure 3.6) est essentiellement présente iâ petit nombre de Reynolds et disparaTt 

ensuite pour approximativement Re(t) > 20 dans les diverses expBriences numdtiques 

réalisées. CH devient ensuite négiigeable devant la stationnaire ( < 5%) compte tenu des 

erreurs numdriques commises et de la différence des ordres de grandeur entre CIB et CD. 

Ueffet d'histoire contenus dans CH est analogue & celui apport6 par le terme d'histoire 

classique (force de Basset) : le =tard dfi A la diffusion de la vorticit6 par Ia Wscositd conduit 

une tra'lnée instantanlre supérieure à la trdnk stationnaire c'est h dire qu'a un nombre de 

Reynolds Re(t), la mtmoire de l'ecoulemcnt conduit la bulle il "voir*' autour d'elle 

i'koulement équivalent à ~ e ( t ! )  a m  t, < t. Ce niard n'est pas négligeable lorsque la vitesse 

de l'interface est prépondérante. On constate aussi qu'ap&s un régime transitoire, CH semble 

tendre vers un comportement identique pour toutes les simulations réalisées A un mEme nombre 

de Jacob. 

Compte tenu des expressions obtenues p&Memment pour la vitesse de l'interface 

(reEations 3.14 et 3.22) la force d'inertie peut Etre exprimée en fonction des nombres 

adirnensionnels du probEme. Le régime de transition entre les deux comportements 

asymptotiques observés est très bref et correspond approximativement au nombre de Reynolds 

instantan4 Relt) = Re,(Ja) obtenu en intégrant (3.14) de z=O & T= T~ pour accéder la 
vdew du rayon cornpondante : 

Re, (Ja) = Re,+ 48 la2 f(~a)" 
~ç Pr 



Le coefficient d'inertie seexprime alors de rnanigre très satisfaisante (figure 3.7) dans le 

cadre de i'&ullition diffusive pure à l'aide des deux expressions (3.29.a) et (3.29.b) : 

Le principal résultat de ces simuiations numériques est de confirmer que le cmfficient Cm 

est bien 6ga.i & ~ R / u ,  ou de manisre équivalente que le coefficient de masse ajouté CM est 6gai 

A 112, ceci quelque soit 'le nombre de Reynolds Re(t). Ce dsultat Btend en fait celui établi par 

Rivero (1991) pour une inclusion sphérique de rayon fixe ÇbulIe ou sphére solide) plongk dans 

un écoulement instationnaire, situation pour laquelle il avait 6té montré que CM = l/2 quelque 

soit Re(t). Nos simulations num6riques ont .également mis en évidence que la force exercée sur 

une bulle sphérique en croissance au sein d'un écoulement uniforme est compos6e d'un terme 

d'histoire piépondérent lié A I'instationnarltb de l'interface lorsque I'écouIement est: 

suffisamment visqueux. 

Enfin cette €tude a permis de montrer que l'expression de Ia force exercée sur une bulle 

sphérique en croissance au sein d'un &oulement unifonne de yitesse relative U peut se mettre 

sous la fornie : 

ob C, est le coefficient de Mnde de i'koulement stationnaire, Cm = 8 CM R/U (avec 

CM = 112) est le coefficient d'inertie dû au d6placement de l'interface et C, est un terme 

d'histoire présent lorsque l'koulement est relativement visqueux (Re(t)u20) et dont 

l'intensitd dépend fortement de celle de Ia vitesse de l'interim. 

Ce travail a également permis de proposer dans le cadre de i'6buIlition diffusive pure des 

expressions de la vitesse interfacide, du nombre de Nusselt et de la force d'inertie exercée sur 

Ia bulie en fonction des paramCtres cafacu5ristiques de i'hulement. 



I Reo = 0.1 Pression 1 
ii Reo = I Pression 
A Reo = 10 Pression 
7 Reo = 100 Pressbn 
o Reo = 0.1 Cont. vkq. 

Reo = 1 Cont. visq. 
& Reo = 1 O Cont. visq. 
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Figure 3 A.a : Contributions et C, pour Ja = 10 
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O Rea = 0.1 m. visq. 
a R e o = l  ConLvisq. 
A Reo = 1 O ConC visq. 
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Figure 3A.b : Contributions Cq et Ch pur  Ia = 1 
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Figure 3.5 : Coefficient & Wh& visqueuse CD 

Fipm 3.6 : l h r t  C, entre la coefficients de tdnk visqueuse et CDS 



Figure 3.7 : Coefficient d'inertie Cm 



3.5 Condensation en milieu au reDos 

La dynamique de la condensation est bucoup  plus capricieuse que celle de 1'6bullitfon. 

MEme en l'absence d'&oulement seules les solutions asymptotiques h petits et grands nombres 

de Jacob existent. Dans le cas général, le comportement observé pour I'lébullition et decrit par la 

relation (3,161, n'est plus oirservd en condensation. En effet la couche limite thermique et 

l'interface ne se déplaçant plus à la meme vitesse et dans le mtme sens (car la couche limite 

diffuse toujours vers l'extérieur, cf. figure 3.8), le transfert interfacial n'est plus stationnaire. 

Le calcul analytique de Scriven qui utilise cette hypothése n'est donc pas applicable à la 

condensation. 

Condensation 

4 

Figure 3.8 : Diffhnce de comportement des couches Iimites en@ l'ébrillition et la 
condensation 

FIurschueîz & Chao (1965) ont réaiisé Ie calcul andilytique de la condensation en utilisant 

la méthode de la couche Ijmite thermique mince d6veloppée par Plesset & Zwàck (1952). La loi 

temporelle (3.31) donnant 1'6volution du rayon ndirnensionnel y(z) ainsi obtenue n'est 

applicable qu'à grand nombre de Jacob : 

On rappelle que dans (3.3 1) .F est le temps adimionnel  dBfml par (3.15) : 



Compte tenu de la relation (3.3 l), l'écriture du bilan d'énergie 3 l'interface (3.2) permet 

d'exprimer le nombre du Nusselt instantan6 : 

Okhotsintskii (1988) a résolu numériquement le problhne de la condensation d'une bulle 

de vapeur au sein d'un liquide initialement au repos pour une large gamme de nombre de Jacob 

0.0 1 < Sa < 1000). La comparaison de ses résultats avec I'expressim (3.3 1) montre que celIe- 

ci peut dtre appliquée pour Ja suffisamment grand et jusqu'h une certaine valeur de y(lc). 

Okkotsimskil(T 988) a égaiement proposé un dévelappement asymptotique valable à tri% petit 

nombre de Jacob et qui est en pratique une approximation acceptable dans les situations où 

Ja < 0.0 1. La loi d'6volution de y(z) ainsi obtenue s'écrit : 

Elle cartespond B un transfert interfacial constant obtenu par un développement au 

premier ordre en Jacob : 

Nos résultats numériques (figure 3.9) sont en parfait accord avec ceux de Okhotsimskii 

(1 98 8). 11s n'apportent donc aucune information suppIt?mentaire si ce n'est que les expressions 

asymptotiques (3.33) et surtout (3.34) ne sont pas v61ifiées de manière acceptable meme B 

Ja = 0.1. Aucune loi générde permettant de décrire Ia condensation d'une bulle de vapeur en 

l'absence d'écoulement ne semble se dégager de nos résultats numdriques. Cependant nous 

avons tracé dans le diagramme (y,~a) (figure 3.10) le domaine de validité de I'hypoth&se de 

couche limite thermique mince c'est 21 dire le domaine dam lequel Ies résultats (3.3 1) et (3.32) 

de Florschuetz & Cho (1965) permettent de décrire la physique .étudiée. A cet effet le crith 

choisi est un écart de 270 entre nos rhItats  numériques et la relation (3.31). Ce tracé montre, 

comme ?'avait constat6 Okhorshkii ( 19881, que lkxpression (3.3 1) et par consdquent (3.32) 



sont représentatives de la condensation en début de processus lorsque le déplacement de 

l'interface et la diffusion de la couche limite thermique qui ~"effectuent dans des directions 

apposées n'ont pas trop épaissi la couche limite thermique. Ces dsuitats sont utilisables tant 

que la diffusion dans la couche Iimite thermique est négligeable devant l'advection radiale c'est 

21 dire d' awtant plus 1 ongtemp que le nombre de Jacob est important car la vitesse de I'interFace 

lui est proportionneIle. Par contre lorsque le nombre de Jacob est faible, la couche limite 

thermique a le temps de diffuser et devient très rapidement plus 6paisse que ne Ie toJére 

l'hypothh de couche limite mince de telle sorte que la thhie basée sur cette hypothèse ne peut 

sYappIiquer. On peut 6galement noter (figure 3.1 1) que cette hypothèse a pour effet de sous- 

estimer le transfert interfacial et par conskquent, ce qui p u t  paraW paradoxal, de surestimer 

l'hpaisseur réelle de la couche Iirnite thermique. En effet I'appruximation du champ de 

tem@rature, utilisée pour dsoudre ce probléme par Florschiretz & C h o  (1965), est réalisée en 

négligeant un terme advectif et un terme diffusif dans la résulution de la couche limite thermique 

ce qui a pour effet, dans le cas de Ia condensation, de surestimer la diffusion thermique. Par 

rapport h la situation réelle, l'epaisseur de la couche limite thermique ainsi calculk est 

augmentée, le transfert interfacial est diminué ce qui a pour effet de retarder la condensation 

(figure 3.9). 

La r6sotution du probl&me de 1a condensation par voie numkrîque ne permet pas la 
simulation complète du processus jusqu'au collapse frnaI de Ia bulle. C'est la raison pour 

laquelle Okhotsimkii (1988) s'interroge sur la valeur finale de Ia vitesse de l'interface, ne 

sachant concIure si celle-ci est finie ou infinie au moment de la disparition de 19nclusion, En 

effet, lorsque que I'on observe IXvolution temporelle du rayon p-ntee par la figure 3.9, on 

constate un changement de pnte qui traduit lW€rat ion  de i'interfaw en fin de condensation. 

La représentation de cette vitesse dans l'espace des phases (y ,~)  (figure 3.12) montre 

effectivement qu'elle augmente lorsque Ia condensation de la bulle arrive Zt terme. Cependant, 

au moment de la disparition compléte de la M e ,  b rayon de celle-ci 6tmt de plus en plus. petit, 

les effets dQnertie, au travers de la tension superfîçieIIe, deviehnent pdpondarants. Le 

probIème initialement purement diffusif ne sera dors plus contr6Ié uniquement par le 

changement de phase l'interface. ks 6tudes expérimentales de la condensation complkte ont 

permi d'observer que la forme de la bulle n'est plus sphérique en fin de condensation. Dans 

certaines situations, 15nterface devient meme instabIe et des jets de liquide peuvent alors 

traverser la bulle et Ia scinder en plusieurs autres bulles de vapeur [Florschuetz & Chno 1965). 



- Florschueb & Chao (1 965) 
O Okhotsimskii (1 988) 

. . . + -. . Ja = 0.1 
- - -  3a-1  -- Ja = I O  
- - Ja=100 

Figure 3.9 : Evolution du rayon au cours de la condensation en d e u  au repos 

Figure 3.10 r Diagramme de validité da 1'- dc couche limite thermique mtncc 



Florschuetz & Chao (1 965) 
Ja = 0.1 
Ja = 1 
Ja = I O  
Ja = 100 

Figure 3.1 1 : Nombre de Nu sseIt au cours da la condensation en milieu au repos 

Figure 3.12 : Représentation dans l'espace des phases (y.?) de la condensation cn milieu 

au repos 



3.6 Condensation en pr6sence d'un dcoulement uniforme 

3.6. a Aspects thermiques 

U s  connaissances ~Iac ive s  A Ia condensation en présence d'un &oulement sont encore 

plus limitée que elles existant en dbullition. L s  dtudes qui se sont int&ressé 5 ce problhrne ont 

montré que, comme pour l'ébullition, Ia translation de la bulle a pour effet d'acc616rer la 

condensation. Wittke & Chao (1967) ont dsoIu numeriquement l'écoulement potentiel autour 

d'une bulle en condensation diffusive en considdmt le champ de température obtenu B l'aide de 

1' hypothése de couche limite thermique mince dbvelsppée par Plesset & Zwick (1 952). Leurs 

dsultats numériques srnt  en bon accard avec leurs mesures pour des nombres de Peclet initiaux 

trés Clevés C lûûû < Pe < 7 0  ), et par conséquent des nombres de Reynolds importants 

(Re > 6ûû). Leurs expériences ont 196 réalisées dans de l'eau dont la ternp€rature avoisinait 

W C  ce qui correspond A un nombre de Prmdti sensiblement iegd A 1.7. 

Nos résuItats num&iqties montrent que, wmme pour 1'6bullition, deux régimes sont 

observks selon la valeur du rapport C = R / U de La vitesse de l'interface et de celle de 

l'écoulement non-pertwbé. En d6but de processus la vitesse interfaciale est très importante et 

l'effet de I' advection due à l'dcoulement moyen est imperceptible. Celui4 influence ensuite Za 

condensation d'autant plus tardivement que Ie nombre de Jacob est grand et que le nombre de 

Reynolds initial est petit (figures 3.13.a et 3.13.b). La principde différence avec IVbultition est 

que dans certaines situations, par exemple p u r  le cas Re, = 10, Pr = 1 et Ja = 10 présent6 sur 

la figure 3.13.a, lhdvection induite par l'écoulement externe n'a aucune influence pendant 

toute la condensation de Ia bulle qui est dors parfaitement décrite pat les résultats obtenus en 

lbbbsence d'6couIemeni. 

En condensation le rayon de Ia bulie décroTt au cours du temps et i'épaisseur des couches 

limites dynamique et thermique ne cesse de s5aceroftre. Par conshuent le comportement de la 

buIle ne peut tendre vers les Iois prédites par la théorie potentielle quasi-statique tant pour Ie 

Wsfert thennique interfacial (relation 3.20) que pour Ia trdnée (relation 3.23). 

En ce qui concerne le snnsfert thermique (figure 3.15)- il est identique au transfert obtenir 

en 1 'absence dVcouIement tant que la vitesse de EYnMace est prépnd6rente. Lorsque ce n'est 

plus le cas, l'écart avsc le transfert observé dans 1'4coulement stationnaire correspondant ne 

cesse de s'accroître, Ie nombre de Nusselt descendant mEme en dessous de la valeur du 



coefficient de transfert obtenu en diffusion pure Nu, = 2. Ce comportement est fi6 ZI des effets 

d'histoire thermiques croissants amplifiés par les effets d'histoite dynamiques décrits ci-ap&. 

Figure 3,13.a : Rayon de la bulle lors de la condensation au sein dbn Bcoukment (Ja = 1) 

Figure 3.13.b : Rayon de la buHe Ion de la condensation au sein d'un bcoulcment ( Ja = IO) 



]Figure 3.15 : Nombre de Nusselt en condensation au sein diin thdement (Ja = 1 et Ja = 10) 
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Figure 3.14 : Vitesse de l'interface lors de la candensation en @sence d'un Bcoulement 



3.6. b Aspects dynamiques 

La cmctéristique dynamique essentielle de la condensation en prbçence d'un écoulement 

est le r6le de plus en plus important des effets visqueux au cours du processus sans que 

l'koulernent tende vers un comportement quasi-statique de Stokes. Ceci est d0 au fait qu'en fin 

de condensation la vitesse de l'interface augmente très rapidement et Ibn nktteeint donc jamais 

C = R/U « 1, c'est à dire que le nombre de Reynolds ~ e ( t ) k / ~  défini partir de La vitesse 

interfaciaie ne devient pas petit devant l'unité. On constate que très rapidement les conlrihtions 

de la pression et de la contrainte visqueuse il la trdnée totale deviennent du meme ordre de 

grandeur (figures 3.16.a et 3.16.b), On observe sur les memes graphes que le signe de la force 

totale change au cours de la condensation. Si l'on considére Ie sens positif cornme 6tmt celui de 

l'écoulement, h force d'inertie proportionnelle h la vitesse inkrfaciale est négative. La force liée 

aux effets visqueux est dissipative donc positive. Ainsi selon le rapport des intensitds 

respectives de ces deux fums, la sésultante sera soit dissipatlve pour l'écoulement, soit source 

de quantité de mouvement. Au début du processus, & par la brusque nise en mouvement du 

fluide induite par Yéchelon initial de température, la bulle fournit suffisamment de quantit6 de 

mouvement au fluide pour compenser la dissipation visqueuse de telle sorte que la résultante 

des forces est opposée au sens de l'écoulement. Progressivement les effets de masse ajoutde 

diminuent et les effets visqueux, qui eux augmentent car le nombre de Reynolds diminue, 

deviennent prépond&zints. La force résultante est alors positive, d m  dissipative. La bulle 

fournit d'autant plus longtemps de la quantitb de mouvement au fluide que le nombre de 

Reynolds initial et le nombre de Jacob sont grands. 

LVEtde plus détaillée de Ia force w été réalisée en reprenant Ia d6composition (3.30) 

adoptée dans le paragraphe 3.4.b traitant de Yébullition : 

où C, = B C, R/u (CM = 112) est le coefficient d'inertie. La comparaison de 

l'ensemble de la trafnée dbrigine visqueuse CD = C, + CH avec la Ir&& de l'écoulement 

stationnaire C, montre que l'écart CH il la situation stationnaire est considérable (figure 3.17). 

Les effets visqueux instationnaires contenus dans C, sont significatifs et présents dans 

certaines situations tout au long du processus (figure 3.1 8). En début de condensation CH est 

positif et d'autant plus grand que le nombre de Reynolds est petit ckst à dire que la vjscosittC 

joue un sale pdpondétant. Dans Ia plupart des cas de figure, CH decroit ensuite pour 
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Figure 3.36.b : Coefficient de traiîée au cours de la condensation pour Re, = 10 



Figure 3.18 : Rapport CH /Cm au cours de la condensation B la = 1 et Jn = 10 
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3.7 Conclusions 

L'lébuflition et la condensation d'une. bulle de vapeur ont et6 dtudiks ~um6riquement en 

présence d'un &oulement unifonne. Tant que le rapport C = k / U enûe la vitesse interfaciale 

et la vitesse de l'écoulement h t "infini est favombie A la vitesse de lYnterface, le changement de 

phase n'est pas affect6 par 1'6coulement extérieur. b s  sésultats obtenus pour ces memes 

ph6nomenes en I'absence d"éccou1ement sont alors une très bonne approximation du 

comportement obsewd pour l'ç'volution temporelle du rayon et du transfert thermique 

interfaciai. Dès que le rapport C = R/ u devient favorable h I'écouIement h I'infini, le 

changement de phase est accél€d. Ce changement de est plus ou moins rapide selon la 

vaïeuï du nombre de ReynoMs initial et du nombre de Jacob. Daus la cas de l'&bullition, Ie 

nombre de NusseIt tend alors vers le comportement quasi-statique dkrit pax In relation de 

Ruckenstein (1958). On constate également que le régime de transition entre ces deux 

comportements est e s  bref ce qui permet de proposer une loi d'6volution pour le rayon 

(relation 3.22). En ce qui concerne les actions hydrodynainiques exezic8es sur Ia bulle, les effets 

d'histoire présents petit nombre de Reynolds deviennent n6gligeables lorsque ReIt) r 20. La 
force correspondante peut dors s%rire sous la forme (3.30). 

Ebullition Condensation 

Figue 3.20 : Comparaison du comportement cb couches i i i tes dynamiques et 



La dynamique de Ia condensation est beaucoup plus complexe. A l'inverse de I'ébullition 

oa Ia vitesse de 15nterface est de mgme sens que celle de la f r o n t i h  externe de la couche Iimite 

rhermique, en condensation ces vitesses sont opposées et les couches limites dynamiques et 

thermiques ne cessent de s'épaissir (figure 3.20). Les effets visqueux deviennent au cours du 

processus de plus en plus importants mais le comportement ne tend pas vers celui d'un 

écoulement de Stokes à cause de la vitesse radiale toujours sifnificative et qui augmente meme 

en fin de condensation. Des effets d'histoire sont constamment présents dans 1'Bvolutian 

dynamique et thermique de ia condensation ce qui rend la description dynamique, et par 

conséquent Ia pr8diction des trajectoires des bulles, délicate. 

Il faut également souligner que, tant en ébullition qu'en condensation, les actions 

hydrodynamiques exercées sur la bulle gardent en memoire, pendant une bonne partie du 

processus, les conditions dans lesqueues le changement de phase a été initie. 
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Figure 3.22 : h t h e m a  en ébdlitiotl B Ja = 10 eh Re, =IO 



Fi- 333 : lsoth- en m W t i m &  Ja= 1 et Re, 4 0  
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R p  324 : Isothentles en condensation h la = 10 et Re, =10 
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4.1  Introduction 

Une particule sph6rique en mouvement dans un &coulement stationnaire cisailld subit, 

outre la force de trdnée cl~tssique, une force orthogonale & sa trajectoire. MErne si son intensit€ 

est en gbnéral plus faible que ceIle de la force de traîde, cette force appelBe porcance est 

responsable par exemple de la migration Eatérde de particuIes en écoulement de Poiseuille 

[Segrd & Sihrberg, 19623. Dans ce chapitre nous nous intéressons la force exercée sur une 

bulle sphérique par un écoulement cisail16 dont b champ de vitesse non-perturbé s'&rit : 

La vorticité de cet écoulement non-perturbé. est : 

Dans le cadre de cette étude (figure 4.1),3a bulIe est immobile (U, = O) et localisée A 

l'origine du re@re cartésien (ex , e, , e,). 

L'écoulement étudié est cmctéris6.par le nombre de Reynolds : 



et par la vorttcité adimensionnelle A, définie % partir des amcttristiques de 1'6coulement 

non-pettutbe par : 

Ce nombre est construit avec le diamètre de la bulle car A, représente ainsi 

la déformation relative AUJU du champ de vitesse non-perturbt b l'échelle de la 

bulle (figure 4.2). 

Figure 4.2 : Zntetpr6tation physique de A, 

Dans cette étude, la force exercée sur la bulIe par l ' w m e n t  (4.1) est M t e  en étendant 

au cas de l'écoulement visqueux l'expression de la fore (0.9), obtenue en fluide parfait par 

Auton et al. (1988}, et en Ia superposant A l'expression de la force de t r h é e  visqueuse (0.3). 

Par condquent, pour I'huiement (4.1) 4tudié dans ce chapitre, Ia force totale F subie par la 

bulle est décomposée priori en une force de traînée visqueuse FD et une force de portance FL, 

la farce d'inertie provenant de I'acc614raiion de 1'écoulement 6tant nulle (FI = O) : 

Compte tenu de l'expression des champs de vitesse (4.1) et de vorticitt5 (4.2) de 

1"écoulement non-pertwM, la &dtante F prend la forme : 



L'expression de IF est simple et sa projection sur les axes cartésiens donne directement 

accles au coefficient de portance CL et au coefficient de tmnnée visqueuse CD. C, est en fait 

dkfini A partir du coefficient de traînée visqueuse CD, de ltécouIement stationnaire uniforme 

Vs, corsespondant h A, = O et dont le champ de vicesse non-perturbé est U = U ex, par : 

oùt Cm repdsente par conséquent h modification de la traînée visgueuse par le champ de 

vorticit6 d = -o e,. 

La figure 4.3 rappelIe les dkfinitions respectives de l'angle poIaire 0 et de l'angle azimutal 

41 qui fament le ~ @ r e  (0 , 9) dans lequel l'ensemble des distributions locales h la surface de 

la bulle sont expt.im6es (5 1 $1, On rappelle egalement que le vecteur tangent ee à Ia awface de 

la bulle suivant l'angle 0 correspond en fait au vecteur de la base curviligne eg et que par 

conséquent la vitesse à la surface de la bulle est dkrite & l'aide de ses composantes cunrilignes 

vi = (vg, v, =O, v@). 

Figure 4.3 : repkre local (0 . 0)  la surface de la bulle. 

Tant que le sillage n'est pas le si&e d'un détachement towbillannaire (ce qui ne se 

produit jamais pour une bulle sph€rique propre), l'écoulement est sym6trique par rapport au 

plan (ex , e,). Par conséquent seul un demi-espace est sirnuM et les dsultats présentes dans ce 

chapitre ainsi que ceux du chapitre 5 cornpondent à i'écoulernent contenu dans le demi-espacc 

assocf€ aux vaieiirs positives de I'rwe e, c'est a dire h O < 4 < ~li . IRs simulii2ions numdriques 



sont dalisée dans le maillage LCE présente au Chapitre 1. Les frontieres du domaine de calcul 

sont situées à 80 rayons de la bulle. Cette distance est n€cessaire pour eviter les effets de 

confinement qui influencent très nettement 19ntensité de la force de portance lorsque 

1'6coulement est h prédominance visqueuse. La demi-surface de la buIle est décrite par 22 

mailles suivant Ia coordonnée 5 et 32 mailles suivant l'angle azimutal $. 40 maiIIes sont 

utilisées suivant la direction radiale q. Le nombre total de mailles Nt x N, x Ng, est en fait 

80 x 40 x 32. Le choix de cette densitg de maillage résuIte de plusieurs tests qui ont montré 

qu'une augmentation du nombre de mailles suivant l'une ou l'autre des trois directions ne 

modifiait pas Ies résultats. Le calcul des vitesses qui traversent l'axe ex correspondant 2t l'axe 

de rotation du maillap est traité en imposant la condition @sent& au paragraphe 1.7.5. 

Les simulations numériques, réalisth en imposant Ia vitesse (4.1) comme condition 3 Ia 

limite a l'entrtce du domaine de calcul, ont dtd menaes pour une large plage de nombres de 

Reynolds [0,1 ; 5001 et pour deux intensitk de cisaillement diffhrentes A, =0.02 et 

A, = 0.2. L'intensitd A, = 0.2 correspond par exemple B une bulle de 1 mm de diam&tre se 

déplaçant une vitesse de 20 cm/s dans un &oulement dont le cisaillement est de 40 s-', 

valeur typique d'une couche limite de paroi. II s'agit donc d'une intensit6 de cisaillement 

particuliérernent intéressante dans les applications réelles et pour laquelle l'hypothhse de fome 

sphérique est bien vérifiée. 

4.2 Aperçu bibIiographique 

Le nombre de travaux et Ies résultats significatifs concernant la force de portance subie 

par une bulle ou une s p h h  soIide plongée dms un écoulement psésentant un cisaiIIement 

linéaire sont ~Iativement limités. Seules deux solutions asymptotiques reposant sur des 

hypothèses restrictives sur I'intensité du cisaillement ont h ce jour &té obtenues de manière 

analytique. U, s'agit des études en 6coulement de fluide parfait et en écoulement de Stokes, ce 

qui nous permet de classer les travaux réalisés en deux catégories diffésentes, rune baptisde de 

"fluide parfait" et I'autre de "visqueuse". 

La démarche suivie par la rnajorite des €tudes cornpondant B Ia cat6gorie .fluide parfaitn 

consiste 2t calculer le champ de vitesse a la surface de la bulle par une méthode de perturbation 

oh la vorticité de i'hulement 5li = -ai e, est considéxée: comme une petite perturbation de 

lrkouEement potentiel uniforme. Cette hypothése est nbssaire h cause du terme d'étirement 

tourbillornaire qui ne p e m t  pas d'obtenir une solution analytique de Y Quation de la vorticité 



dans le cas générai. Elle est par contre inutile pour un obstacle bidimensionnel car o>,VV = O 

dans ce cas [Auton et al., 19881. La modification de vitesse qui dsulte de IWsteistence de SZ est 

cdcul6~ ap&s avoir dsolu IQuquzition de Helmholtz d6velopp% au premier ordre, La force de 

portance est alors déduite par intégration numérique directe sur la surface de la bulle de la 

pression déterminEe l'aide du th€or6me de Bernoulli, Lighrhili (1956) a initie cette d h d t  

en reprenant Ea fonction de d€rive introduite par Darwin (1953) pour calculer au premier ordre la 

manière dont la vorticité de i'écoulement non-perturM est d i f i &  lors de son transport autour 

de I"obstac1e sphérique par l'écoulement potentiel. Ceci Iui a ensuite pwmis [Lighfhiil, 19571 de 

déterminer par intdgration numérique Ea vitesse tangentiefle le long de la ligne de courant issue 

du point d'arrêt amont dans le but de corriger Ies m m s  de vitesses faites avec un tube de 

Pitot. Cousirts ( 1970) a repris la thhrie de Lighthiil pour calculer numeriquement la valeur du 

champ de vitesse 3t la surface de la sphhre mais sur une partie seulement de celIe-ci (8 < 60°), 

toujours avec 1"objectif de recdib~r les tubes de Pitot. II a fdlu ensuite attendre les travaux de 

Auton (1983,1987) pour voir apparaîî le calcul complet de la vitesse il la surface de la bulle. 

Ce calcul est très délicat compte tenu des singularités de Pint6gde de Biot-Savart qui permet, h 

partir de la modification de Ia vorticité de l'écoulement non-perturbé, de temonter h la 

perturbation de vitesse correspondante. Auton (1987) en a également profité peur rectifier les 

inexactitudes des ca1culs de Lig&hill(1957), de Cousins (1970) et &galement de Hall ( 1956) 

qui avait obtenu une approximation de la vitesse dans fe plan de symetrie de 1'6coulement. 

Autun (2983,1987) a ahsi pu obtenir, en intégrant la pression A Ia surface de la bulle, la valeur 

de CL dans le cas d'un cisaillement lindaire faible et aboutir au dhmiai9 nésultat : 

Les hypotheses utilides pour ce calcu1 de la force de portance correspondent à un 

&oulement non-visqueux et faiblement chai116 c'est b à k  qu'eh sont v ~ f i ~  mpciivement 

pour Re>>l et A,«1. 

Depuis, cette demarche a 6t6 reprise par Nuciri (1 992) qui, par une méthode pennettnnt 

d'enlever les singularités de I'integration, a obtenu la farce de portance d'un ~llipsorde plmg6 

dans un &coulement non-visqueux faiblement cisaillé. La perturbation de vitesse est 

ddcompos8e en une partie mtationneiIr: qui est calculée & partir de Ia fonction de &rive et en une 

partie potentielIe qui wt obtenue par résolution d'une équation de Poisson. En prenant le cas 

particulier où i'ellipsdide est une sphére, Naciri (1992) a retrouvé le résuEtaï (4.8). 

Drew & h h e y  (1937,1990). après une erreur assez sqmnmte, ont finailement retroud 
(4.8) en intCgrant la pression la surface de la bulle exprimh & partir du champ de vitesse 



calculé dans un repère tournant avec la vitesse angulaire -m e,. Leur cdcul est simplifié par 

rapport à celui d'duron (1983, 1987) mais nécessite toujours l'intégration de la fonction de 

courant proposée par LighthiU (1957) c'est à dire que le résultat obmu reste soumis aux memes 

hypothéses que ceIles de (4.8). 

Auton ( 3987) a kgalement proposé une autre méthode pour démontrer le résultat (4.8). 

Le calcul andytique consiste il intégrer l'équation de quantité de mouvement linéarisée grsice B 

l'hypothèse de faible cisaillement dans un domaine dkfini par la bulle et un cylindre de grande 

taille centré sur la bulle et dont l'axe correspond $ la direction de l'écoulement, La force de 

portance est obtenue en faisant tendre la taille du cylindre vers l'infini mais de tdle sorte que sa 

longueur soit toujours supérieure au rayon de sa base pour qua l'hypothbsa de faible 

cisaillement soit toujours respectée. Naciri (1 992) en reprenant la meme d6matche Zt étendu le 

resultat h tout corps axisym6trique en montrant I'tgaIit6 du coefficient de portance et du 
coefficient de masse ajouté. Les hypothhes de ces deux d6monstrations sont toujours celles 

d'un écouIement de fluide parfait faiblement cisaill6. 

La catdgorie baptisk de "visqueuse" regpoupe les résultats analytiques concernant la force 

de portance sur une sphere h petit nombre de Reynolds. Cette force a 6t6 calculée pour une 

sphére solide par une methode de developpements asymptotiques raccordés sugg6rée par 

Proudman & Pearson Ç 1 957). Le développement intérieur est obtenu en considérant que le 

champ de vitesse est au premier ordre celui de Ia solution de Stokes, la perturbation de vitesse 

6hnt due aux effets d'inertie considérës comme faibles devant lts effets visqueux. Le 

d6veloppmnt extérieur est calculé en considérant la sphère comme une perturbation pnctuelIe 

de quantité de mouvement. Les effets visqueux et les effets d'inertie sont du meme ordre de 

grandeur dans cette partie de l'écoulement. Lei raccordement des deux développements permet 

de d6tehner la force de portance exercée sur la sphere. 

Safian (1965) a le premier appliqué avec succès cetle démarche pour calculer la fom de 

portance. Pour cela, Ie développement extgrieur a été obtenu en n6gligeant U devant m y dans 

le teme advectif. L'expression analytique du coefficient de portance qui est ainsi calculbe est 

soumise à la condition Re <c ( ~ e  A, )w <c 1 et s*exprime. par : 

Mc LaughEin (199 1) a repris le calcul développé par Su#mun (1965) en recalculant le 

développment extdrieur avec des hypothèses moins restrictives. La methode utilisée est en fait 
identique mais la force de portance est alors obtenue sous l'hypothèse Re « I et dans Ia limite 



où le rapport e = (A, / ~ e ) ~  ne devient pas trop petit devant l'unité. Le coefficient de portance 

s'exprime dans ces conditions par : 

Les vdeurs numeriqua de J(E) calculées par Mc Laughlin (199 1) sont rappelées dans le 

tableau A4.2 de i'annexe 4. Lorsque E = ( A , / R ~ ) ~  + m, c'est à dire lorsque les hypothèses 

utilisées par SaJpupl(1965) sont vérifîdes, 3 1 ~ )  4 2,255 et l'expmsion (4.10) tend vers le 

résultat (4.9). 

Les isultats obtenus pour la sphere solide ne sont bien entendu pas utilisables pour Ia 

buIle. Nous allons montrer dans la suite comment la &thode d6veloppée par S a w n  (1965) 

peut 6tre étendue au cas de la bulle, Ce calcul analytique est pAsent6 dans le paragraphe suivant 

et ses hypothèses correspondent i celes du cdcd de Mc Laughlin (1991). Par cons€quent, 

nous ne dirons ici qu'un mot du &ul tat e-6 propos6 par Mei & Klawer  (1994) concernant 

la force de portance d'une bulle en écouIement cisaillé visqueux. Ces auteurs ont tente d'adapter 

au cas de la bulle ïa résoIution proposée par Saman (1965) et Mc Laughlin (1991) en ne 

reconsiderant que le développement exterieur (ce qui est immkdiat) et n"ont pas sang€ que la 

véritable solution était également dépendante du développement intérieur c'est h dire de la nahm 
de Pinterface car comme chacun sait les conditions limites sur une bulIe et une sphere solide 

sont diffErentes. 

Enfin, 1 a seule étude numerique rUisée B ce jour [Dandy & Dwyer, 19901 concerne les 

forces de portsuice et de Mnée ainsi que le transfert thermique sur une sphère solide plongée 

dans 1'6coulement cisailld (4.1). Ces simulations ont 6tei rtialisées pour des nombres de 

Reynolds vérifiant 0.1 < Re < 100 et pour des cisaillements tels que 0.01 < A, < 0.4, Les 

résultats obtenus concernant la force de portance sont A petit nombre de Reynolds en parfait 

accord avec le résultat (4.9) de Saffman (1945). Lowque le nombre de Reynolds est supérieur 3 

l'unité, le coefficient de portance d € f d  par (0.8) est quasiment constant et sa d e u r  CL - 0.09 

est beaucoup plus faiMe que ceiies cdculées en écoulement visqueux B ]%dide de (4.95 et p u r  un 

fluide parfait avec (4.8). La force de traînée ainsi que le transfert thermique interfacial sont très 

peu modifiks par la pdsence du cisaillement. 

Cette synthke bibliographique souligne Ie manque d'information concernant la force de 

portance que subit une bulle sph4rique dans un écoulement cisaillé. SeuI le résuItat analytique 

(4.8) pour un fluide priait faiblement cisaiI16 -et de de& cette fora lorsque la viscosité 

de l'écoulement peut être consid€& comme ndgligeable. Le résuItat (4.9) de Sa$hn (1965) 



est bien souvent utilise pour exprimer cette force en écoulement fottemen t visqueux dors qu'il 

n'est applicable que pour une particule spherique pour laquelle la condition d'adhérence est 

vérifiée. 

4.3 Calcul analytique de la force de portance ii petit nombre de 
Reynolds 

Dans ce paragraphe est développée, et gén&aiidt au cas 8une bulle, la mtlthode utilisée 
par Safmm (1965) puis reprise par Mc Luughlin (1991). La force de portance est obtenue il 
l'aidé d'une méthode de dléveloppements asymptotiques raccordés. Cette procédure s'avère 
nécessaire car la solution d'ordre O en Reynolds (écoulement de Stokes) conduit h une force de 
portance nulle. C'est donc la solution d'ordre 1 en Reynolds, résuItant de la prise en compte 
des termes advectifs fom6s par la solution de Stokes, qui est responsable de la force de 

portance. Or on sait, [Van Dyke, 19751, que Ia solution de Stokes autour d'une sphhre n'est 
pas valable lorsque r/R + m. U en résulte que I'on ne peut pas construire directement h partir 

de cette solution, une solution d'ordre 1 en Reynolds car celleci ne peut vérifier les conditions 
& l'infini (paradoxe de Whitehead). Pour lever ce problhme, on est amen6 h déterminer le champ 
de vitesse en raccordant un développement intérieur et un développement extélrieur à l'endroit 
où les termes advectifs et diffusifs deviennent du meme ordre de grandeur. 

4.3. a D6veloppernent Intérieur 

La solution du développement intérieur est recherchée sous la f m e  (4.1 1). Ii n'est pas 

possible d&s à pdsent de préciser complètement quel sera le petit paramètre de ce 

développement car on peut choisir comme écheile de vitesse U ou Ru,. Cependant, Yimportant 

Zt retenir est qu'il s'agit d'un developpement en inverse de la viscosité. ritous posons donc : 

ob V,, et P, sont respectivement Ies champs de vitesse et de pression solutions de 

l'équation de Stokes. ta solution de Stokes (Vs, et P,,) est calculée analytiquement en prenant 

Ea forme g6ntrale de la solution proposBe pour un €couIement quelconque par hmb (1932, p. 

596) et en l'appliquant IVcoulement (4.1) en présence de I'inclusion cansid&ée. Cette 



solution ne prend en compte aucun effet d'inertie et i' intégration du champ de contrainte qui lui 

est ttsswié ne donne par conséquent aucune force de portance. Elle s'écrit dans le cas general: 

Les k m  non nuls donnant la solution pour la bulle sphérique sont : 

tandis que pour la sphhre solide on a [Safhan, 19651 : 

Le développement au premier ordre des équations de Navier-Stokes obtenu h partir de 

cette solution de 1'6coulement de Stokes s'&lit : 

On ddfuiit les vecteurs a, + b, et en B partir de Q = (v, . V) V,, par : 



où dT représente 1'616ment de surface d'une sphère r de rayon r > R concentrique il 

l'inclusion. Le calcul de ces vecteurs pour une sphère solide ou une bulle sph6rique permet de 

montrer que, excepté pour al, b, et el, les vecteurs constants a,, b, et c, sont tous nuls 

pour n 2 - 1. Cette infomiation sera en fait précieuse au moment de réaliser le raccordement. 

La force totale F1 induite sur r par V' et P' se met sous la forme [$afin,  19651 : 

L'integration de la vitesse V' sur la sphère de rayon r conduit h [ S a m n ,  19653 : 

où B et C et D sont des vecteurs constants résultant d'intégrations, Us sont deteminés à 

1' aide des conditions aux limites a la surface de I'inclusion et en réalisant le raccordement avec 

le developpement extbrieur. 

Dans Ie caIcul de Saffman (1965), la prise en compte de la condition à la limite sur la 

sphkse solde, qui permet d'obtenir une relation entre ces vecteurs constants, est immédiate car 

la condition dbdhérence annule la relation (4.18) en r = R . Par contre, lorsque 1' inclusion est 

une bulle sph&rique, la condition A la Iimite est beaucoup plus d6licate prendre en compte car 

elle n'est pas identique pour les trois composantes de la vitesse. Ainsi, même si la vitesse 

normale est nulle, la condition dans le plan tangent correspond il la nullité des contraintes 

tangentielles. Par consgguent la présence de vitesses tangeatielies ne permet pas de conclure que 

(4.18) s'annule en r = R et ntkessite $ priori la connaissance de l'expression analytique de ces 

vitesses pour obtenir la relation en r = R. Cependant, cet obstacle est élégamment contourné. 

sans développement analytique suppl6mentaire en déterminant I' origine réelle des deux termes 

S 1 et 52 qui apparaissent dans (4.18). 

Les deux termes S1 et S2 résultent en fait de I'intdgration sur la surface ï des deux 

contributions 3 V' notees respectivement V: et v:. Le champ de vitesse V: comspond la 

solution particuliére de (4.IS.b) qui v€rifie les conditions limites fi la surface de IPincIusion. Or, 

on sait [Van Dyke, 1975 J que cette solution ne peut satisfaire les conditions 4 l'infini et doit &tre 

corrigte par un champ de vitesse V: dont l'intensité dépend du raccordement avec le 

d4veloppement extbrieur. V: est nécessairement solution de I' equation (4.1 5 .b) sans second 
membre c'est B din que V: est en fait la solution de Stokes (4.12) comspondant A un champ 



de vitesse uniforme dont la direction et l'intensitb sont h priori inconnues, mais qui sont en fait 

imposées par le raccordement avec le développement extérieur. La solution de Stokes (4.12) 

&nt connue p u r  une vitesse a 1' inhi,  notb V,, on peut 1' intégrer sur une sXjh&re de rayon r 
et Identifier le Au1 tat obtenu avec 32. On obtient ainsi des contributions respectÎvement dgdes 

B 4lcV,(r - R) pour une sphhre soiide et 4zvPI(r - 2 1 3 ~ )  poux une bulIe sphérique. Pas 

Identification avec S2, on trouve V, = C/4z et 

Par contre, les relations entre les vecteurs C et D dépendent de la nature de l'inclusion. 

Ainsi, pour une sphére solide il vient par identification avec 52 : 

alors que pour une bulle sphérique : 

Par ailleurs, en exprimant (4,171 l'aide de (4.18) et de relations obtenues par Samm 

(1965, relations 2.13 et 2.151, on peut aishent montrer que quelque soit la nature de 

l'inclusion la force F' se met sous la forme : 

Dans le cas d'une sph& solide, la somme des vecteurs c, de (4.16) est nulle A la surface 

de 1 'inclusion compte tenu de la condition d' adherence, Les vectews c, disparaissent dors de 

l'expression (4.22). 

4.3, a D4veloppement extérieur 

Le dbveloppement extérieur peut en fait être g6nbrdisd $i un obstacle de forme 

quelconque, L'inclusion est plongée dans le champ de vitesse non-pe- (4.1). La force de 

bafnée FD = ex exercée par l'écoulement (4.1) sur cette inclusion est il l'ordre O pour les 

ternes d'inertie Isi force de trafnée exerck par l'écoulement uniforme* b i n  de l'inclusion la 

force FD est perçue comme un point puits de quantitd de mouvement pour liécoulement. 



Notons Y la perturbation de vitesse créée par la pdsence de l'inclusion. Le champ de vitesse V 
dans la région externe s'écrit : 

Les équations de Navier-Stokes A résoudre pour la perturbation de vitesse v sont alors au 

premier ordre : 

avec ia condition h vérifier loin de l~nclusion : 

v = O  pour r + =  (4.23 .c) 

où r est le vecteur position dont I'origine correspond au point singulier f m 4  par 

l'inclusion. Le champ de vitesse solution de (4.23) est recherche sous fome d'un 

d6veloppement exprimé en fonction du petit pwramktrie dont I'expression est d6tenninda en 

comparant les termes advectif et diffusif écrits en introduisant la variable externe 1. = q r/R . 
Ceux-ci doivent être du même ordre de grandeur dans le d€veloppement extérieur : 

ce qui enmCne 

Le fait que q soit un petit parametre se traduit par la condition : 

Cette analyse permet de souligner en fait deux points essentiels : 

- Le terme difisif  est équilibré par un terme advecti f dont fa direction est différente de 

celle de l'écoulement uniforme U ex . Ceci explique Sajustement de la soIution V' résu£tant du 



développement interieur par un champ de vitesse solution des équations de Stokes dont la 
direction dépend du raccordement avec le d6veloppemnt ext6rieur. 

- Elle permet de mettre en évidence le domaine de vdiditd plus restreint de rapproche de 

Saffman (1965) par rapport A celle de Mc LaughEila (1991) que nous avons adoptée. Chez 

SctJFnun (1 9651, le terme advecti f de (4.23 ,b) est approximé en supposant que U << w y : 

Ceci se traduit compte tenu de (4.24) par : 

Ceci étant, revenons maintenant h notre d6veloppement extérieur, La solution extérieure 

mcherch4e peut s'écrire saus la fornie [ S a m n ,  19651 : 

o i~  les fonctions H sont homoghnes de degr6 d m  en X, 7 et Z. h, d6velopment 

(4.29) se décrit en fonction de la variable interne F = r/R : 

On peut alors fonner : 

HO dl- +,,? rr2 dT J? = U[JT J"+.i2JT+ ...] 

En identifiant (4.31) avec l'expression (4.18) obtenue pour le développement ingrieur, le 

raccordement implique : 

On retrouve la dation (4.19) d6j(i vkrifik par B et an montre ainsi que C est d'ord~ q . 
Dans l'expression (4.22). la force F' est exprimée en fonction du seul vecteur D. Cependant 



D &nt pour les deux inclusions considérées proportionnel h C [relations (4.20) et (4.2 111, le 
premier terme dans l'expression (4.22) de la force F' est d'ordre q et correspond It la 

contribution de D, les ternes correspondants aux vecteurs a,, b, et c, dans l'expression de 

F' apportant une contribution d'ordre qz. Il est par conséquent maintenant suffisant pour 

obtenir la force de portance à I'ordre 7 de connaître la projection de C suivant e,, ce qui 

implique le calcul de H'.e, . Pour cela, SafJman (1965) et Mc Laugh[in (199 1) r€solvent le 

d6veioppement extérieur (4.23) projet6 sur e, dans l'espace de Fourier de façon à dliminer de 

maniere irnmediate la pression. lis exploitent également le fait que pour F = q r/R + O, le 

champ de vitesse v tend vers le champ de vitesse dérivant du S tokeslet -FD /BEP. On obtient 

alors [Mc iaughEin, 49911 : 

où I'on rappelle que E = ( A , / R ~ ) ~ .  Cette relation est applicable quelque soit la nature de 

l'inclusion. La vaieur de 3 ( ~ )  correspondant au calcul de S-xa est J(-) = 2,255. 

4.3.c Solution pour une sphère solide 

La solution pour une s p h k  solide est obtenue en regroupant les relations (4.201, (4.22) 

et (4.33) et le résultat concernant la force de traiAn6e = 6lytUR. L'expression de la force 

s'écrit alors [Mc Laughlin, 199 11 : 

4,3. d SoIution pour bulle sphérique 

La solution pour une bulle sphérique est obtenue en regroupant les relations (4.211, 

(4.22) et (4.33) et le résultat concernant la force de tmln& FD = 4zpUR. L'expression de la 
force s%érit : 

Le coefficient de portance correspondant est pour la bulle : 



On constate donc que Ies forces de portance pour la bulle spherique et Ia sphére soIide 

sont liées par b relation : 

et non pas par le résultat (bulle) = 2/3 J$ (sphem) de Mei & Kiuusner (1994). 

Les valeurs numériques de J(E) caIcuf6es par Mc Laughlirt (199 1) sont rappelCes dans le 

tabIeau A4.2 de I'annexe 4. On rappelle que les hypothhes de validitk de cette solution 

analytique sont : 

4.4 R6sultats des simulations : force de traînée 

La force de traîhée subie par une bulIe sphbrique plmgde dans I't5coulement cisdié (4.1) 

est &di& en cumparant Ie coefficient de trafnee CD calcul6 pour cet Bcoulefnent et le coefficient 

de traînbe CD, pour l'écoulement stationnaire comspondant h A, = O  (tableau 4.2). On 

rephsente par CD, = CD - Cm II'effet du cisaillement de tt8coulement sur la force de traînBe. 

Les valeurs prises par Ze rapport Cm/CD montrent nettement que la moditcation de la 

Mnée induite par Ie cisaillement de l'écoulement peut etre consid6rée comme négligeable. En 

effet, pour F ensemble des simulations réalis&s, I'influence de la vorticitt? Ll de l'écoulement 

non-pe-, représenth par Ca,, est toujaws Infkrieure h 2% du coefficient de tmînde CD,. 

On retrouve ainsi un résuItat comparable A celui d&jA observé par Dandy & Dwyer (1990) pour 

la sphère solide. Ces auteurs ont résolu par simulation numerique 1'~oulement (4.1) autour 

d'une sphére solide et ont ainsi mis en dvidence que sur la plage de nombre de Reynolds 

I c Re < 200 l'effet sur la tr6d.e visqueuse est également inférieur h 2%. 

La comparaison de nos LésuItats entre les situations A, = 0-02 et A, = 0.2 montre que 

la modification de induite pas la prësence du cisaillement dans l'ému1 ement semble &tm 

proportionnelle A,. i~ signe négatif de CD, pour certaines simulations correspondant A 
A, = O. ûî n'est vraiment pas significatif compte tenu de I' importance de Ch qui est dans ces 

situations inférieur A 0.7%. 



On peut donc conclure que la modification de traînt5e peut Ctre consid6rée en premiére 

approximation comme négligeable mais que l'effet le plus significatif observd, inférieus A 2%, 

semble Etre un accroissement de la traînh proportionnel h A,. 

Tableau 4.1 : hff~c ient  de traînée CD 



4,5 RbsuItats des simulations : force de portance 

Les vdeurs numériques calcuiées pour le coefficient de portance sont segroupées dans les 

tableaux 4.2 et 4-3 et représentées sur la figure 4.4. Le coefficient de portance CL est 

décomposé en CL = CL, + C, oh CL, et Ch représentent respectivement les contributions de 

la pression et de la contrainte normale visqueuse 21 CL. 

Lorsque le nombre de Reynolds est suffisamment grand, les résu1tat.s numériques sont en 

kr&s bon accord avec Je résultat (4.8) obtenu analytiquement par Auton (1987) pour un fluide 

parfait. Cet accord montre aonc que la corsection de vorticig à la surface de la bulle liée a ta 

viscosité de SécouIement réel par rappofl à l%écoulement de fluide parfait a pour cet Bcouiernent 

très peu d'influence sur la force de portance. Ainsi, la contribution visqueuse totale est 

négligeable devant la contribution- inertielle contenue dans G. Par exemple $ Re = 500, 

i'écart entre Cu et le résultat CL = 0.5, obtenu par Auton (1983) en consid6rant I'écoutement 

comme non-visqueux, est infkrieur 1% et la partie de la correction visqueuse contenue dans 

C ,  repdsente dans ce cas moins de 1 % de Cw. 

Cette prédominance des effets potentiels devant les effets visqueux sur la f m e  de 

portance reste v€riFiée tant que le nombre de Reynolds est plus grand que IO. En effet, le 

coefficient de portance est toujours essentiellement donné par la pression, la tésultante des 

contraintes nomaIes visqueuses &tant nggligeable et de signe opposé (figure 4.6). On observe 

alors que, sur la plage de A, couverte par ces simuIations, le coefficient de portance est 

indépendant de A, c"est Zi dire que la force de portance est directement propodonnelle h la 

vorticit6 de 1' émulement non-perturbé. Ces diff€rentes constatations et un rapide traitement des 

valeurs numCriques obtenues permettent de proposer la loi empirique donnant les variations de 

CL à grand nombre & Reynolds : 

Cette expression permet de reproduire de façon relativement fidéle (écart infbrieur: A 2%) 

les variations du coeff~cient de portance pour Re r 50 (figure 4.4). 

Les fésultats numkriques obtenus à petit nombre de Reynolds tendent vers la solution 

analytique (4.36) calculée au paragraphe 4.3. Pour Re = 0.1, l'accord simulation / th6urie 

asymptotique est réalisé h 5% près, ce qui conforte nos *uItats. On constate, toujours faible 
nombre de Reynolds, que Ia contribution de la contrainte normale visqueuse C, change 



brusquement de signe lorsque Re < 1 et devient du même ordre de grandeur que CS. Le 

coefficient de portance augmente assez nettement pour valoir CL -7.0 h Re = 0.1 et 

A, = 0.02. Lorsque ie nombre de Reynolds décroît, le rapport C,/CL, c o m p m t  ces deux 

contributions s'équilib~ et se rapproche de la valeur C,/C,, = 2 (figure 4.5) qui correspond 

en fait B celle drifiea par le rappott Cb/Cm des contributions respectives de la contrainte 

normale visqueuse et de la pression au coefficient de traTn6e CD. On constate également une 

dépendance assez nette du coefficient de portance avec la valeur de A, lorsque i'écoulment est 

visqueux comme l'illustre lXcart obsemé Re = 0.1 entre les cisaillements A, = 0. û2 et 

A, = O. 2, En effet, la force de portance (4.35) exer& sur la bulle n'est dors plus ditement 

proportionnelle au cisaillement de l'écoulement comme l'a démontré le calcul analytique et tend 

vers une dépendance de la forme dlZ J(c), 

La contribution locale du tenseur des contraintes la force de portance totale est 

reprikntée par le coefficient de portance Id &fini par : 

ob En, = -P + p 2, et n sont mpt i vemen t  la conkainte nomde et la normale au point 

considéré. Ce coefficient loc J permet de mettre en évidence Ies zones de plus forte contrainte 

e x c d  suivant l'axe e, , ainsi que les contributions respectives de la pression C, (Q,$) et de la 

contrainte nomale visqueuse C, (0, $) . 

Figure 4.6 : sens d'obsmation des distributions locales 



Ces distributions locales sont &tudiees en fonction de l'intensité du cisaillement et du 

nombre de Reynolds (figures 4.7 4.10). Elles n e e n t e n t  les iso- C, (0, $) h la surface de la 

bulle observées suivant la direction -e, (figure 4.6). Dans cette représentation, les projections 

C, (9, $ = n/2) et c ~ ,  (0, $ = z/2) sont nulles car, sur l'équateur $ = ~ / 2 ,  la normale n et 

l'axe e, sont orthogonaux. On retrouve comme prMdemment des répartitions très différentes 

de la force exercée sur loi bulle suivant que l'dcoulement est h pddominance visqueuse 

(Re = O, 1) ou au contraire faibIement visqueux (Re = 500). Dans ces deux situations, bs 

dparti tions de pression et de contrainte normale semblent symétriques par rapport i'ane e, et 

antisymétriques par rapport B l'axe ex. Cependant les contributions verticales maximales sont 

présentes % O = 7r/4 et 0 = 3n/4 pour Re =0.1 et h O = I C / Z  pour Re = 500. Les nombres de 

ReynoIds intenddiaires (figures 4.8 et 4.9) montrent 1e deplacement pmgressif de ce front 

maximal de contribution verticrile de 8 = lcJ2 vers 8 = 3Rj4 et par conséquent une distribution 

non-symétrique par sapport à l'angle B. L'inPemit6 du cisaillement de l'écoulement influace la 

distribution des ferces suivant l'angle 9. Ainsi lorsque A, est faible (A, = 0.02), la 

distribution de l'ensemble des composantes vaticales sppardt pratiquement antisymétrique par 

rapport h l'axe ex. Bien sQr, elle ne I'est pas, car sinon la force de portance serait nulie. Par 

contre lorsque A, est plus important (A, = Q2), Ia non-antiçymiitrie. des ces composantes 

verticdes est plus nette. 

Les distributions locales du coefficient & pression Cp et du coefficient de contrainte 

normale Cn A A, = O. 02 sont pratiquement inhantes  suivant Yangb $ et correspondent en 

fait celles observées en dcoulement stationnaire uniforme c'est A dire pour A, = O (figures 

4.1 1 4.13). Lorsque le cisaillement de i'&ouIement est plus important, Ies variations de ces 

distributions locales suivant lhg le  t$ sont perceptibles mais restent toutefois beaucoup moins 

importantes que celles observbs suivant i'angle 8. Ces informations sont int6ressantes pour 

appréhender la déformation d'une buiie dans un &oulement cisaille. En effet, Ia prise en compte 
du bilan normal de quantitg de mouvement (Annexe 2, relation A2.11) ?i la surface de la brille 

permet la dbtennination de sa déformation [Blanca, 19951. On constate que Ia présence du 

cisaillement n'entdne que des variations secondaires de l'ensemble des contraintes normaIes 

suivant l'angle azimutai $ comparks & leur distributions snivant l'angle 8.11 est cependant 

delicat d'en conclure que la forme de la bulle observée en écoulement uniforme [cf. Blanco, 

19951 sera très sensiblement la même en écoulement cisaiIlt. En effet, Ia défornation d'une 

bdle semble modifier de €%on très nette lPintensit€ et meme le sens de la force de portance 

[Enlin d Tryggvason, 19941. Ainsi lorsque la bulle est d6fomBe, les actions hydrodynamiques 



sont modifiées par rapport au cas sphgrique. Les travaux de Emin & Tryggvason (1994) ne 

précisent cependant pas si la fomie de Sa bulle reste approximativement axisynnétrique. 

Pour avoir une idée plus précise des poids respectifs des diffdrentes forces, i1 est 

intéressant de comparer I'intensit6 de la force de portance & et celle de la force de trahde 

visqueuse b. Le rapport s'exprime en fait en fonction des coefficient de trdn6e et de 

portance et, compte tenu de (4.6), les expressions de FD et de & permettent d'&rire : 

La ~p&ntation graphique de A,' k /b  permet de tirer plusieurs enseignement sur ces 

deux forces (figure 4.14). On constate tout d'abord que le rapport A: &/~i, est ind6pnidant 

du cisaillement A, ce qui n'est pas surprenant car est pratiquement inddpendante de A, (9 
4.5) et, d'après ce qui pdcède, FL est directement proportionnelle $I A, (excepte A petit 

nombre de Reynolds). On constate égaiement que I9intensité relative de la force de portance est 

beaucoup plus importante Zi grand nombre de Reynolds. h q u e  le nombre de Reynolds est 

supdrieur à ltunit6, la représentation Log-Log du rapport &' FJF~ permet de montrer que, en 

premihre approximation, ce rapport varie de manihre linéaire avec le nombre de Reynolds. Ceci 

est directement lié au fait que, en premi&re approximation, CD est proportionnel B l/Re alors 

que CL est constant. Le rapport A,' F,/% décroît donc lorsque le nombre de Reynolds 

diminue c'est à dire lorsque les effets visqueux augmentent. Lorsque le nombre de ReynoIds est 

inférieur Re = 1. l'ordre de grandeur du rapport A: ~ , / h  est sensiblement constant et la 

force de portance est dans ces situations t&s faible. Ainsi, même pour A, = 0.2, l'intensitd de 

la force de portance FL ne représente que quelques pour-cent de la force de trruiée visqueuse 

alors que, pour ce m8me cisaillement et au nombre de Reynolds Re = 500, elIe a une intensité 

supgrieure à celle de la trdnée visqueuse. Ce comportement montre que i'effet de la diffusion 

visqueuse est de diminuer I'importance relative de Ia force de portance par rapport il la force de 

train&. 
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figure 4.5 : Rapport dcs contributions C, et Cu au caefticient de portance CL 
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Figure4.13.a: Coefficient Cp Re=O.l : - A,=0.02 ; ......... A,=0.2 
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Figure 4.14 : Rapport A: des forces de portance et & Wée 



Tableau 4.2 : Coefficient de portance CL ZI Re = 500 

Tableau 4.3 : Coefficient de portance CL h A, = 0.02 et A, = 0.2 

: Non compl&temnt convergé 



4.6 Description de l'écoulement 

La force de portance &uIte de la dtfomtion de l'écoulement autour de la bulle suivant 

i'angle azimutal (8. Larsque i'écaulement contourne la bulle, la variation suivant 9 de sa 

quantitk de mouvement se traduit par exemple par une diffiérence entre les vitesses tangentielles 

Vg (€441 = O) et Vg (O& = n) . Le bilan de quantité de mouvement de part et d'autre de la bulle 

entdne dors l'apparition dhne différence de pression entre la partie supérieure QI = O et Ia 

partie inf6rieure + = '~d de Ia bulle. Lorsque la viscosité de 1'6coulement est faible, la pdsence 

de la vitesse azimutale V* est essentielIement contr616e par ce gradient de pression. Par contre 

lorsque 1'6coulement est visqueux, Ia vitesse Vg est le dsuitat de l'équilibre en@ ce gradient de 

pression et la diffusion de la quantitb de rnouvemnt suivant IhgIe 4. On constate dom que la 
composante tangentielle V4 est beaucoup moins importante. L'intensité de I'Çcoulement 

mondaire V$ à la surface de la bulle est, quelque soit le nombre de Reynolds, proportionnelle 

au cisaillement de 1'6coulement A,. Par conséquent, Iorsque l'intensitb du cisaillmennt A, est 

faible, la composante adimensiorin4e V+/U de la vites= tanpntielie h Xa surface de la buUe est 

de plusieurs ordres de grandeur inf4rieure h I'aum composante Vg/U contrô16e par 

l'écouIement d'ensemble et dont le maximum a un ordre de grandeur contenu dans l'intervalle 

[1/2 , 3/21. Le calml numerique de V* est dans ces situations delicat et fortement conditionné 

par Ia résolution du champ de pression autour de loi bulle. 

4.6.a Ecoulernent h Ia surface de la buIle 

Compte tenu de la faible intensig des vitesses induites par la présence du cisailIement, 
I'hulement tangentiel B la surface de la hile est &di6 m d6fi'missanlt le champ de vitesse de 

perturbation adimensionnel w par : 

ob V et Vu représentent les champs de vitesse calcuIés num6ripuemnt respectivement 

pour Yécoulement cisaillé étudiC (4,l) et pour l'écoulement uniforme de champ de vitesse non- 

perturbe U = U ex correspondant & A, = O ( Vq = Vq(0) et Vu$ = O). La composante 

tangenüclle VUe(9) de la vitesse Vu la surface de la bulle est représenlee pour d i f fhnts  
nombres de Reynolds sur la figure 4.15. 



L'6tude de la distribution de v = ~ ~ ( 0 . 4 )  et + v+(0,$) e+ la surface de la bulle suivant 

l'angle azimutal Qi montre que, pour A, = 0.02 et quelque soit le nombre de Reynolds, Ies 

composantes tangentielles & cette vitesse se mettent sous la forme : 

On retrouve ainsi la forme de 1 'écoulement obtenue en fluide parfait par Auton (1983) 

pour un tcouEement faiblement cisaillé. Ce résultat est en fait v6rifi6 quelque soit l'importance 

de la viscosité de 1'6couIement. Les expressions (4.42) restent encore valables lorsque le 

nombre de Reynolds est supérieur h Re = 10 meme pour un cisaillement important tel que 

A, = 0.2 comme le montrent les repbtations respectives de vt (9, $)/cos$ et v, (Q,$)/sin 0 
(figures 4.16.a et 4.I6.b) h Re=10 pour differents angles azimutaux @. On constate par 

ail leurs que les vitesses 9 (8, @ = 0) et v+ (O,$ = w2)  sont indépendantes du cisaillement de 

l'koulement A, et ne ddpendent par conséquent que du nombre de Reynolds. Ces memes 

repdsentations ii Re = 1 et A, = 0.2 montrent que la relation (4.42.a) reste encore applicable 

pour la vitesse tangentielle ~ ~ ( 8 . 0 )  (figure 4.17.a) mais ne I'est plus pour la composante 

azimutale v( (O,+) (figure 4.17.b). On trouve ainsi I'explication de la dependance du coefficient 

de portance vis à ris de I'intensitd du cisaillement A, Iorsque Ie nombre de Reynolds est 

infdrieur h la valeur Re = 10. 

Les distributions suivant L'angle polain 0 de v4 (O.$ = O) et v4 (9, $ = s/2) en fonction 

du nombre de Reynolds sont respectivement reporths sur les figures 4.18 et 4.19. EIks sont 

comparées aux distributions calculées par Auton (1983) pour un fluide parfait et à Ia solution de 

Stokes (4.12) pour l'écoulement (4.1). Le champ de vitesse tangentiel h la surface de la bulle 

correspondant $ cette soEution s'écrit : 

et la contribution v,, correspondante est : 

On constate que I'effet de la viscosité de l'écoulement Fée1 est important sur la distribution 

des composantes vg (9. + = 0) et V+ (0.9 = x/2) de la vitesse tangentieile. 



Ainsi, même à Re = 500, la viscosité influence assez nettement les distributions de 

vS(8,+ = O) à la surface de la bulle. Ce résultat n'est en fait pas très surprenant si l'on observe 

(figure 4.15) la distribution de la vitesse tangentielle Vuc(8) de l'écoulement uniforme par 

rapport à celle prédite pour I'écoulement potentiel, écoulement utilisé dans le calcul d'Auton 

(1983). On constate que, à Re = 500, Vuc(8) n'est pas symétrique par rapport à l'angle 

8 =n/2 et que, de plus, son intensité maximale est de 10% plus faible que celle de 

l'écoulement potentiel. Les intensités respectives des deux composantes tangentielles vc(8,+) et 

vo(8,+) se trouvent par conséquent, même à Re = 500, assez nettement diminuées par rapport 

à celles calculées en écoulement de fluide parfait mais l'allure générale en fonction de l'angle 8 

en reste proche de telle sorte que l'intégration sur la surface de la bulle des actions 

hydrodynamiques donne au total un coefficient de portance approchant CL = 0.5 à 1% près. 

Ainsi, même à grand nombre de Reynolds, la viscosité de l'écoulement réel modifie de façon 

très nette la distribution de la perturbation de vitesse à la surface de la bulle, mais la force de 

portance n'en est pas affectée. 

Lorsque le nombre de Reynolds de l'écoulement diminue, les distributions suivant l'angle 

8 des vitesses tangentielles vS(O,+) et v4(8.+) sont très nettement modifiées et de manière très 

différente pour les deux composantes. On constate que l'intensité maximale de v,(8,+ = O) 

reste comparable pour les différents nombres de Reynolds étudiés. L'effet de la viscosité sur 

cette composante est de la rendre symétrique par rapport à l'angle 8 = Tc/2 et de la faire devenir 

entièrement positive. La vitesse tangentielle vS(8,+ = 0) est en fait très proche de la solution de 

Stokes (4.33). L'effet de la viscosité sur la composante azimutale vo(8,+) est assez différent. 

On observe tout d'abord que l'intensité de ~~(8.41) diminue lorsque la viscosité de l'écoulement 

augmente. A Re = 0.1, l'ordre de grandeur du rapport vO/v, entre les deux composantes 

tangentielles n'est plus que de 5% alors que ces vitesses ont un module comparable à 

Re = 500. On constate également que le signe de vo(8.+), qui est celui de v0(8,$ = n/2) car 

vo(O,+) v&e comme sin+, devient négatif sur l'ensemble de la bulle. La distribution de la 

composante tangentielle vo(8,+) à la surface de la bulle est représentée par le tracé des 

isovitesses sur les figures 4.21 et 4.22. Ces différents tracés mettent en évidence deux régions 

très marquées à la surface de la bulle qui se différencient par le signe de v0(8,+). La séparation 

entre ces deux parties de la surface de la bulle correspond à un angle 8 constant tant que le 

comportement de vo(8,+) est décrit par la relation (4.42.b). Lorsque les effets visqueux 

deviennent prépondérants, on constate que la zone correspondant à une vitesse tangentielle 

v,(8,+) négative, augmente progressivement. Ainsi, à Re = 10 elle correspond à un secteur 

angulaire dont l'ordre de grandeur est A8 = n/2 et représente toute la surface de la bulle à 



Re = 0.1. La diffusion visqueuse modifie donc de manière radicale h Ia fois l'intensite et la 

distribution de la vitesse tangentielle v4(0,$) B la surface de la bulle. En effet, lorsque 

l'écoulement est visqueux, le transfert de qriantit6 de mouvement la surface de la bulle se fait 

essentiellement par diffusion de la composante tangentielle Vg et ceci influe sur la vitesse 

azimutale v, (O,+) qui devient alors de plus en plus negative. Cette particularitd des effets 

rlcsultant de la diffusion visqueuse est mEme observk à Re = 500 alors que la thborie de fluide 

parfait prédit une vitesse v4 (0.9) toujours positive. 

A Re = 0.1, la distribution Ue la vitesse tangentielle v = ~ ~ ( 0 . 4 )  et + v+(6,$) e( à la 

surface de la bulle est en fait très proche de la solution da Stokes v ,  correspondant h 

l'écouiement ttudié (4.1 ). Ladéart entre le champ de yitesse calculé et cette solution correspond 

aux effets de Ia vosticité de 1'6couIement non-perturbe qui sont responsables de la force de 

portance. On constate alors que, pour un ëcoulement fortement visqueux, la distribution de la 

vitesse tangentielle azimutale reste sous la forme (4.42.b) alors que la vitesse tangentielle 

polaire s'&rit à partir de la solution de Stokes : 

Les deux composantes tangentielles Y; (O,$ = 0) et v* (0, t$ = ~ 1 2 )  sont dors du même 

ordre de grandeur 0(10-l) (figure 4.20) et ont un module et une distribution suivant l'angle e 
qui dkpendent du cisaillement de l'kcouIement. Les résultats obtenus Re = 0.1 ne nous ant 
pas permis de mettre en dvidence la nature da cette d6pndance qui est waisembIablement 

complexe comme le laisse supposer I'expression malytique (4.35) da la force de portance 

calculLe au paragraphe 4.3. Ceci est d'autant plus vrai que le résultat propos6 A Re = 0.1 et 

A, = 0-2 n'est pas au moment où sont écrites ces lignes compl8tement convergk. 

4.6. b Ecoulement autour de la bulle 

Ces distributions locales des vitesses tangentielles sont la conséquence directe de la forme 

de 1'6cuulement autour de la bulIe. La forme de cet bulement diffèe de façon tr&s nette 

suivant les valeurs du nombre de Reynolds et du cisaillement adimensiannel A,. Les figures 

4.23 à 4.26 repdsentenr, dans le plan (ex , e,), la perturbation de vitesse de I'écoulement 

V - U cr&e par Ea présence de la bulle. On rappelle que U désigne le champ de vitesse non- 

perturbé donné par (4.1). 

On retrouve tout d'abord l'allure gen6rale obserrée en écoulement uniforme. A grand 

nombre de Reynolds, le siiiage est Ms marqué et le déplacement du fluide autour de la bulie est 



t h  proche de celle-ci. Par contre, lorsque I'BcouIement est ttès visqueux, la perturbation de 

vitesse est beaucoup plus diffus& et sa forme ressemble beaucoup la solution obtenue en 

écoulement de Stokes. 

A grand nombre de ReynoIds (Re = 5 0 )  et lorsque I'kcoulement est très faiblement 

cisaille (A, = 0.021, la diff6mnce du champ de vitesse entre les $ = O et .+ = rc est 

pratiquement imperceptible. Par contre, pour le meme nombre de Reynolds et des cisaillemerits 

plus importants, le sillage de la bulle est considhbIement modifid Ainsi h A, = 0.4, le point 

d ' M t  aval wt nettement dans le plan 4 = n et le sillage fpm6 par la bulle remonte ensuite 

comme aspid par les pressions plus faibles. On observe dors un rétrécissement t&s 

spectaculaire du sillage de la bulle lorsque I7intmsité du cisrnement augmente. 

Par contre, lorsque le nombre de Reynolds est plus faible (Re = 11, la d6fomatian da 
sillage est pratiquement imperceptibIe même pour des intensités de cisaillement laissant 

apparaître dcs ddformations sensibles des champs de vitesse et de pression Zt la surfsice de la 

bulle. La zone visqueuse autour de la buiie est alors plus 6paisse et les modifications obsenrées 

ladement sont diffus& et réparties dans une dgion plus impastante de Pespsce. 

Figure 4.15 : Vq(0) 
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Figure 4.18 : vg(O,$= 0). 
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(a) Re=O.l 

Rgun 431 : Distribution locale.de v( (O, $) A A, = 0.02 



(a) Re = O. 1 fi) Re= 10 

(b) Rc=1 (a) Re = 500 

Figure 4.22 : Distri'bution locale de v* (0,4) h A, = 0.2 



Figure 4.23 : Roulement daos le plan (ex . e,, ) B Re = 500 et A, = 0.02 



Fi- 451 : Ecouïement dans lc plan (ex , e,) a Re = 500 et A, = 0.2 



Figure 4.25 : Eaulement dans le plan (ex , e,) il Re = 500 et A, = 0.4 





4.7 Conclusions 

L'étude présenth dans ce chapitre a permis de décrire I'év~lution du coefficient de 

portance d'une bulle plongée dans un écoulement visqueux et cisaillé pour une large plage de 

nombres de Reynolds et pour diverses intensités de cisaillement. Elle a égaiement montré que 

l'effet de cet écoukment sur la force de tralkiée exercke sur la buile peut être çonsid&ré comme 

négligeable. Ce chapitre dominante numgrique a ét6 complé#é par le calcul analytique de la 

force de portance exercke sur une bulle sphérique en &oulement visqueux, La proposition 

dhue loi empirique permet également de décrire f6voIution du coefficient de portance lorsque 

Re>50. 

La description de lVcoulement autour de la buUe a montré que la distorsion de 

i'écoulem~nt est proportionnelle Zt l'intensité du cisaillement et est beaucoup plus perceptible 

lorsque les effets visqueux ont un rBle nbglgeable. Un soin particiiIier a 1-96 consacré h la 

description des distributions des vitesses tangentielles v6 (0,4) et v((8,$) la surface de la 

bulle. L'influence de la diffusion visqueuse sur v((B,4) s'est révé l i  considérable. ce qui 

explique que le coefficient de portance se comporte diffbremment pour Re < 10 et pour 

Re > ïQ. 
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Effets combinés de la déformation et de la vorticité d'un 
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5.4 Force de traînée 

5.5 Conclusions 



Ce chapitre est consacré A l'étude de la force hydrodynamique, et plus particulièrement la 

force de portarice, subie par une bulle spherique dans des écoulements plans de rotation solide 

et de dkformation pure. Son objectif est de proposer A partir des résuItats num6riques obtenus, 

l'écriture de la &sultante F des forces agissant sut la bulle de vitesse U, , de volume 6, et de 

rayon R pIongée dans un écoulement non-uniforme de champ de vitesse non-perturbé U, de 

viscosité; dynamique y et de masse voIumique p. A cet effet, la possibilité d'&rire la résoItante 

F comme &tant compos&e de la force de t&nBe visqueuse (0.3) et de la force (0.9) obtenue en 

écoulement non-visquenx et faiblement rotatiomel [Aufun et aL, 1988) est discutée : 

oh on rappelle que CM, CL et CD sont respectivement les coefficients de masse ajoutée, 

de portance et de ttaînée et R = V x U est la vorticité de I'&dement non-perturbé. 

A h  de ddiser  cette khide, deux &wIerrients ont 6té choisis. Ces houlements, selon le 

signe des gradients de vitesse constants qui les composent, exercent sur Ia bulle une force de 

portance faisant intervenir des effets de déformation pure et/ou de vorticit6. Il s'agit des 

écouiernents suivmts : 

L'€coulement de déformation pure qui correspond h la sup-position d'un écoulement 

uniforme et d'une ddformation situ& dans le plan de cet &oulement mais dont les axes propres 

sont inclines à ~c/4 : 

L1&oulement de rotation solide qui con~apond b superposition d'un tourbillon solide et 

d'un &oulement uniforme : 



La bulle est immobile ( U, = O) et placée 3 l'origine du repère csrt6sien (ex , e, , e, ) 
dans l'écoulement non-perturbé étudié. L'Bcoulement ainsi g 6 n M  est caractéis6 par le nombre 

de Reynolds : 

et par la vorticitd ou la déformation adimensionnelIe A, définie 3 partir des 

caractéristiques de l'écoulement non-pertutbé par : 

L'objectif de ce chapitre est d'apporter principalement des résultats nouveaux concernant 

la force de portance totale F, = F, e, qui correspond à la contribution de la rksultante F des 

forees suivant l'axe e, . On peut la d6finir, pour les configurations d'écoulement (5.1) et (5.2), 

par l'expression (5.5) : 

Les coefficients de portance de la bulle au sein des écoulements (5.1) et (5.2) sont 

respectivement noth C,, et C,, . 
Les effets de la vorticité ou de la déformation de l'écoulement sur la force de traînee 

visqueuse sont egalement étudiés. Pour ces écoulements, ils sont directement dkelés car la 

projection de F sur l'axe ex est directement la traînée visqueuse F, = F,. Comme pour Ie 

chapitre precédent, CD est en fait dbfini h partir du coefficient de tm1n6e visqueuse C, de 

i'écoukment stationnaire uniforme U = U e, par : 

où C, reprhente la modification de la traînée visqueuse due la vorticité ou la 

déformation spatiale de l'4couIement. 

Nous renvoyons le lecteur au chapitre 4 pour l'ensemble des définitions concernant les 

distributions h la surface de la bulle, Les conditions des simulations numériques sont également 

les memes tant au niveau du choix du maitlage que des conditions aux limites. k s  simulations A 

trés faible nombre de Reynolds n'ont pas et€ effectu6es compte tenu du coQt du calcul 

correspondant. En effet, à Re = 0.1 et A, = 0.2 1e temps CPU estim6 est de 6Q heures de 

CRAY C98 car le crithe de stabilitél impose, pour Ie calcul des termes advectifs, un pas de 



temps très faible, Ies vitesses loin de la bulle 6tmt importantes compte tenu de la taille du 

domaine de calcul nécessaire. 

Ce chapitre se décompose en trois parties. La prernihre partie (3 5.2) regroupe les 

simulations numériques realislées Iotsque l'écoulement non-perturbe est irrotationnel 

(écoulement (5.1)). Dans ces situations, la force de portance est, si l'on se dfere h (5,0), 

uniquement li6a un effet de masse: ajoutloe. La deuxibme partie (5 5.3) présente les 

sidations numeriques de I'6coulement (5.2) où la force de portance résulte de la combinaison 

d'effets de masse ajoutee et de vorticit6. La possibilité de superposer Ies r6sultats issus du 

chapitre 4 et ceux obtenus au paragraphe 5.2 pour retrouver ceux de cette partie sera discutée. 

Enfin, la derniere partie (8 5.4) pdsate l'ensemble des résultats concernant la force de td îée.  

5.2 Force de portance en 6coulement de dbfomation pure plane 

5,2. a Prksentation de 1'4couIement 

Dans ce chapitre nous nous intéressons il Ia force exesck sur une bulle sphérique par 

l'écoulement de d6fonnation pure (figure 5.1) dont le champ de vitesse non-perturM (5.1) est : 

La voaicitd C i  et le tenseur de d6fomation 5 de cet kouIement sont respectivement : 

Q=O (5.74 

Compte tenu de (5,7,a), la force de portance FL résultant de la vorticité de l'&oulement 

non-prturb6 est nulle. Suivant l'expression (5.01, la force totale F subie par Ia bulle est alors 

composée de Ia force d'inertie FI et de la force de tdn& visqueuse FD : 



Campte tenu de I'expssion du champ de vitesse (5.1) de l'écoulement non-perturôé, la 

résultante F des foms exercées par cet hulement sur la bulle prend la forme : 

Si l'on en croit (5.9), la force de portance est donc uniquement c& par l'inertie de 

I'écoulement non-perturbé et ne depend que du coefficient de masse ajoutée CM vdrifiant en 

fi uide parfait [cf. Introduction, relation (0.5)J : 

Le mficient de portance C,, defini par (5.5) vaut alors en fluide parfdt : 

E 3 
C,, =-(1+C,) =- 

2 4 

Il est noter dès & présent que le résultat (0.5) CM = l/2 n'a dt€ démont& pour l'instant 

que p u r  un &oulement de fluide parfait. En effet, Magnadei et al. (1995) ont demontré que 

CM = Y2 en fluide visqueux uniquement dans le cas d'écoulements axisym&riques Bien que 

l'on puisse penser que ce Asultat est général, la p u v e  den a pas encore &6 apportée. 

w 

Figure 5.1 : Roulement de déformation pure (5.1) 



5.2. b Solution potentielle 

Soit de façon générde, un BcouIement potentiel s'écrivant m s  Ia forme : 

où U, (t) est la vitesse de I'boulement non perturbé au cenm de la bulle et 5 le tenseur 

de d6fomtion qui verifie nécessaiment la condition tr 5 = O imposée par la continuitd. Le 

potentiel des vitesses 0 de i'icoulement géadd par le &placement d'une inclusion sphérique B 

la vitesse Ub (t) dans le champ de vitesse (S. 1 1) est [Vuhov, 19731 : 

oh z est la position de I'incIusion dans le se* fixe choisi, ta force exercée sur 

I'inclusion par le champ de vitesse V ddrivant de ce potentiel est obtenue en intégrant A sa 

surface la pression détermin& ik raide du thh&me de Bernoulli : 

Pour i'hulement (5.11, I'int&ration de (5.53) permet de monînr que la force exerde 

par Pécoulement potentiel non-visqueux est : 

On =trouve donc pow le coeff~cicnt de portance C,, le résultat (5.10) obtenu à partir de 

l'expression g€n€rale de Ia force (0.7) btablie par Auton et al, (1988) pour un écoulement non- 

uniforme, non-visqueux et faiblement rotationne1. La dation (5.14) montre en fait quo pour 

l'écoulement potentiel (5,1), l'expression (S. 10) du coefficient de portance C,, est vdrifrée 

quelque soit l'htensite de Ia d€fomtion de I'hlernent. 

D'autre part, les vitesses tangentielles d6riynnt du potentiel QI s'&rivent la d a c e  de la 

bulle : 



La perturbation de vitesse associée v = v4(0,9) eg + v~(B,$) e+ définie au chapitre 

précédent par (4.4 1) est alors : 

On constate donc que la dépendance pour ces deux vitesses tangentielIes suivant l'angle 

azimutai 4 est celle déjA observée au chapitre @Ment. 

Les rksultats des diverses expkriences numeriques concernant le coefficient de portance 

C,, sont regroupes dans les tabIeaux 5.1 et 5.2. Comme dans le chapitre prMdent, C,, est 

décomposé en C,, = C,, + C,, oh C,, et CVI reptésentent respectivement les contributians 

de la pression et de la contrainte normale visqueuse C,, . 
On constate tout d'abord pour C,, un cornpottement d'ensemble identique B celui observé 

au chapitre précédent pour le coefficient de portance CL (figure 5.2), Ainsi le coefficient de 

portance CYi est beaucoup plus important B petit nombre de Reynolds qu'a grand nombre de 

ReynoIds. A petit nombre de Reynolds il décroît, passe ensuite par un minimum entre Re = 1 et 

Re = 10 et tend finalement vers le résultat correspondant au fluide parfait (5,10). On retrouve 

aussi Ie fait que lorsque le nombre de Reynolds est supiérieur à 10, ie coefficient de portance est 

pratiquement insensible à 1' intensité de la d6forrnation de I'écoulement c'est h dire que la force 

de portance correspondante lui est proportionne'ile. La force de portance r€sulte aIors 

essentielIement de l'intégratim de la pression A la sutface de la bulle. 

Cependant, la caractéristique essentielIe des résultats obtenus est l'écart important observé 

entre le dsultat de fluide parfait (5. IO) et la valeur numkrique du coefficient de portance C,, , et 

ceci même h Re = 500. Les différentes explications possibles ce résultat inattendu sont a 

priori Ies suivantes : 



1- Le calcuI numérique de cet écoulement est peu précis. Cette possibilité qui demeure la 

hantise premiere de tout nuinéricien n'est pas A exclure malgré les nombreux tests présentés au 

chapitre 1. Ainsi d'autres tests compl6mentaixes ont été rtCalisQ et sont présentés dans la 

discussion qui suit, 

2- Cet Bcari important est do, mgme à Re = 500, h la viscosité de I'dcoulement réel qui 

modifie la distribution des vitesses tangentielles la surface de la bulle. Cet effet a déja 6té 

observié lorsque la bulle est placée au sein d'un cisaillement linléaire (Chapitre 4) mais loi 

modification significative de h distribution interfacide des vitesses ne se répercute pas, pour cet 

écoulement, sur le &ultat de I'int6gration des contraintes namaies exercees sur Ia bulle. En 

effet on constate alors que la force de portance est très proche de celle calculée en fluide parfait 

par Auton ( 1983). 

3- Le cmfficient de masse ajoutée CM n'est pas dans toutes Ies situations égal A 0.5, 

Cette hypothbse appara'it comme la plus improbable compte tenu du nombre croissant de 

confirmations du résultat CM = 0.5. Nous avons cependant daIist5 la simulation d'un 

écoulement tridimensionne1 ttès proche de (5.1) permettant de calculer une nouvelle fois CM. 

Afin de nous convaincre que notre outil numerique calcule bien les effets d'inertie induits 

par un &oulement de déformation sur une bulle sphérique, nous avons simule i'écoulement 

imtntionnel suivant pour Re = 500 et pour une déformation adimensionnelle A, = 0.2 : 

Cet &coulement diffire de I'dcoulement (51) par le sens des gradients de vitesse qui le 

composent. De ce fait il est caractérisé par le taux de déformation : 

L'écoulement (5-17) autour d'un obstacle sphérique est tridimensionnel et ks effets 

d'inertie appliqu6s sur la bulle le sont également. La force de pomce subie par la bulle dans 

cette situation est cependant nulle et le coeficient de W n &  totale C, est composé de la traînk 

visqueuse classique CD de i'&oulement stationnaire uniforme U = U ex et du terme d'inertie 

causé par la masse ajoutée : 



Pour Re = 500, la r6solution numérique de l'écoulement uniforme aboutit au résuItat 

Cm = 0.0874. Le dsultat du calcul de I'koulement (5.13, avec Ies conditions Re = 5ûû et 

A, = 0.2, est C, = 0.4885. La valeur correspondante caiculée pour CM Zi  partir de ce résultat 

est CM = 0.504. Ceci confirme par conséquent la relation (0.5) avec une précision meilleure 

que 1% et permet d%écarter la dernibre hypothése faite cidessus pour expliquer les résultats 

obtenus avec 1'8coulement (5-1). 

Les résultats présentés au chapitre 4 sont, A grand nombre de Reynolds, en parfait accord 

avec le résultat (4.8) calcul6 analytiquement par Auton (1983). Notre outil de simulation permet 

par consgquent de calculer correctement l'écoulement (4.1) ( U = (U + w y) ex) autour d'une 

bulle. 

Lt6coulement non-perturbe (5.1) n'est autre que la superposition de l'écoulement (4.1) et 

de I'écouIement défini par U= w x e,, Afin de vérifier que le code prend également 

correctement en compte ce type de gradient de vitesse, notamment Ia traversée de l'axe 

singulier ex (cf. 3 1.7.51, nous avons alors simulé Fécoulemnt linéairement cisaillé : 

Les résultats obtenus pour cet hulement & A, = 0.02 et Re = 500 sont mpectivement 

pour la traiAn& C ,  = CD = O. 0880 et pour Ia portance C, = CL = 0.492. Ces valeurs sont donc 

identiques celles obtenues au chapitre pdcbdent (cf. TabIeau 4.4) pour le même écoulement 

cisaiI1é suivant l'axe ex, la différence mesutée pour le coefficient de portance étant t&s faible et 

celle sur la traTnée étant de 0.4%. Aansi les deux écouIements (4.1) et (5.19) pris séparément 

permettent de retrouver grand nombre de Reynolds le résultat (4.8) obtenu par Auton ( 1983) 

pour un écoulement non-visqueux. 

1L"ensembIe des tests realiisl's et notamment ceux portant sur Ies ~coulements (5.17) et 

(5.19) nous conduisent h écarter le fait que les résultats obtenus pour l'&oulement (5.1) 

puissent @tre dus $ un problhne de résolution ou % une valeur de CM diffhnte de O.S. U. ne 

nous reste donc plus qu'a considgrer les effets de la viscosité. 

Tout d'abord, l'&cm observ4 mtre les simulations numériques de 1"oulment (5.1) et le 

résultat correspondant au fluide parfait aurait pu provenir d'un calcul imprécis des effets rkls 

l'inttkieur mEme de la couche limite visqueuse. Afin d"1iminer cette possibilité, deux 

simulations dans des conditions identiques ont 6t6 rédides avec des maillages différents. La 
diffkmce entre les deux maillages concerne l'épaisseur Aq de Ia premiere maille au dessus de 



la bulle. De plus, ces deux maillages ainsi que tous ceux utilisés dans l'ensemble de cette €hide 

sont construits en s'assurant que pour les nombres de Reynolds 61evds la couche limite 

visqueuse dont l'dpaisseur S est estirn6-e par S/R - ~ e - @  est ddcrite par au moins cinq noeuds 

de pression. Les résultats obtenus Re = 500 et A, = 0.05 pour les mailIages correspondant h 

Aq = 0.01 R et AT = 0.005 R sont identiques la modification de la précision o(A~~) près. 

Le résultat analytique (5.10) donnant le coefficient de portance est en fait la solution des 

équations d'Euler pour 1'tcouIement (5.1 $. La résolution de ces Bquations est possible, bien que 

délicate, avec notre outil numerigue en choisissant une viscosité de I'koulement infiniment 

faible c'est 8 dire en pratique de i'ordre de grandeur de la précision de la machine (Re = 10+'~). 

Le r6sultat obtenu pour A, = 0.05 est dans ces conditions C,, = O. 737 et correspond dors à 

celui dom6 par la relation (5.10) avec une erreur de 1.7%. 

L'effet mesuré dans les expériences numbriques concernant l'écoulement (5.13 semble 

donc bien 8tre lié A la viscosité et h la différence qu'elle induit entre l'écoulement réel et 

1'6coulement de fluide parfait. Ceci est confird par les simulations num6rique.s rkalisées pour 

A, = 0.05 et diffgtents nombres de Reynolds supérieurs 100 (tableau 5.3). Ces simulations 

ne sont bien entendu pas repdsentatives des situations t.éelles notamment concernant la forme 

sph€rique de Ia bulle pour des nombres de Reynolds supérieurs h Re = 500, Elles permettent 

cependant de montrer que lorsque fe nombre de Reynolds augmente, c'est à dire lorsque l'effet 

de la viscositd diminue, le coefficient de portance CY1 tend vers celui prédit par la théorie de 

fluide parfait (Cr, = 0.75). 

Tableau 5.3 : Valeurs de C,, à trks grand nombre de Reynolds pour A, = 0.05 

Ainsi il apparaît clairement que l'&art mwd entre les résultats numériques et la thBorie de 

fluide parfait est directement lié l'existence de la viscosit6. Celle-ci se manifeste pour 

l'écouiement réel autour d'une bulle par la création d'une voctlcitd Q d'ordre U/R dont l'effet 

est contenu dans une couche limite visqueuse dont i'dpaisseur adimensiannelle en écoulement 

uniforme est ~ e - ' ~  [Moore, 19631. La gkndration de la vortieitC 4 résulte de la condition 

limite de cisaillement nul (1.34) que doit vérifier l'éooulement réel h la surface de la bulle. Pour 

Re + =, cette wmction de vorticité Q s'&rit ?I la surface de Ia bulle pour l'écoulement 

(5.1) : 



Afin d'apprécier Ikffet r&el de la vorticité interfaciale 4, un calcul numérique a 6té 

réalisé en imposant comme condition h la surface & la bulle la nullité de la vorticité, Pour notre 

code de simulation, cette condition Q, = O n'est pas naturelle et n'est pas impos6e telle quelle il 

Ia surface de I'inclusion car les dquations sont exprimees en variables primitives vitesse- 

pression (cf. Chapitre 1). La condition Q = O est malgré tout prise en compte en modifiant la 

mani&re dont sont extrapolées les vitesses tangentielles à la surface de la bulle. Avec cette 

condition, le dsultat obtenu B Re = 500 et A, = 0, OS est C,, = 0.706. Celui-ci ne correspond 

pas parfaitement au résultat (5,lO) car la nullit6 de la vorticité à l'interface n'a pu être 

eomplttement assude. XI est cependant beaucoup plus proche de (5.10) que Ies résultats 

num6riques obtenus pour Ç,, Re = 500 (cf, 5 5.2.c) et il approche à 4% p h  le résultat 

C,, = 0.737 obtenu en résolvant uniquement l'équation d'Euler. 

5.2.e Analyse et synttiese 

Il apparast donc maintenant de mani& certaine que h a r t  observd pour C,, entre le 

dsultat (5.10) et les tésuItats numériques (tableau 5.1) est la consQuence de l'existence de la 
vorticit6 G& la surface de la bulle. C'est en fait la simulation h Re = 1 et un retour sur la partie 

andytique du chapitre 4 qui vont nous fournir l'explication du phthornene. En effet, pour 

Re = 1, l'kart C,, - i/2 (1 + c,) est considdrable puisqu'il atteint 0.63. On est donc tente 

d'examiner le comportement asymptotiqne des temes d'inertie de l'écoulement pour Re + O : 

Si lbn compare ce terme avec Ie t e m  advectif de l'équation (4.23.b) du ddveIoppement 

extérieur de Mc Laughlin (199 11, on constate une structure anaiogue h cexi près qu'il apparaît 

maintenant un terme supp16rnentain @<o(v,ey + x &/ay) provenant des gradients de la 

vitesse verticah. On imagine donc sans difficulté que s'il on reprenait le calcul de la solution 

externe de Saflinan (1965) .ou Mac hughlin (199 l), on trouverait ici aussi Ce, + O (cf. 

dquation 4.181, Le raccordement avec la solution io rérieure et I'expression de celleci A l'ordre 

dominant étant identiques, un tel calcul conduirait sans nul doute l"apparition d'une force de 

portance. Ainsi, l'effet visqueux que nous observons dans 1'Bcoulement (5.1) est 3 l'dvidence 



de même nature que la fom de portance mise en bvidence par S a m n  (1 965). C'est d' aiIleurs 

ce qui ressort de I'ttude de Drew (1978) qui, petit nombre de Reynolds, a g6nétsiiis6 l'étude 

de Saman (1965) au cas d'un 6couIement de! déformation pure et a bien mis en Cvidence 

Ikxistence d'une furce de portance. Ceci nous améne à nous poser deux questions portant l'une 

sur l'expression gén6rale de la force caIcuIée en hulement de cisailIement pur par Sa@nm et 

l'autre sur son origine profonde. 

Nous avons mis systkmtiquement dans le chapitre 4 la force de portance sous la fome : 

Puisque nous venons de faire le lien entre la force "'supp1~mentaîre'~uue nous observons 

en écoulement de déformation pure et la force mise en &idence par Safhzan , iI est clair que 

cette demi& n'est gen6ralement pas de la fume (522) puisqu'elle serait dors nulIe dans 

l'écoulement (5.1). On est donc amend h penser que cette force, que: nous appeIlerons 

dhomais "orce de SaffmM" et noterons Fs, s'écrit dans le cas g€n€rd F, = aUj/ax, U ou 

Fsi .c SfiUj. Ceci sera tranche plus loin dans ce chapitre. C'est donc par purie coïncidence que 

Fs peut Etre mise sous la forme (5.22) en écoulement de cisaiIltmcnt pur, 3a vorticit6, le 

gradient de vitesse et le taux de d6formation étant a l ~ r s  identiques & un facteur @S. 

Venons en maintenant A la seconde question. Les tests que nous avons menés ci-dessus 

ont démontré que la contribution "suppl~mentaim"" h la portance pmvieat de Ia voaicitb gMr& 

a la surface de la bulle. Peut-on dire qu'il en est de meme daas la force de S a b  et dans 

l'affirmative comment cela se traduit-il? Pour répondre B cette question, commençons par 

rappeler, que dans I'écoulement de Stokes & champ de vitesse uniforme U, autour d'une 

inclusion sphérique, la  vorticit6 s'écrit Cl = 2 ~ / $  U, sin 9 e4 tandis que la force de traîîde 

s'exprime par F,, = -8n@U, (B = -Et/2 pour une buUe sphkrique et 8 = -3v4 pour une 

sphhe solide). Ainsi on voit qu'il existe un lien direct entre i'intensit4 de la vorticie ii la surface 

de l'inclusion et la force de traînk. Par ailleurs en discutant le d6veloppement extérieur (4.23) 

nous avons vu que l'intensit6 du vecteur C qui assute le raccordement des deux 

développements est proportionnel h FS, . La force de Saffman peut alors se mettre sous Ia 

forme : 

La nature de Ia fom de Saffman s'8claire donc. Elle résulte du transport, par Ies gradients 

de vitesse de I'~coulement non-perturM, de la vorrici#6 g4trér4e par la condition de non- 



glissement ou de cisaillement nul ti Ea suj.àce de IYmXussiori, Elle nk donc strictement rien A voir 

au plan physique avec Ia force de portance mise en évidence par Auton (1983) qui est le résuItat 

de Ia distorsion de la vorticitir de I'&coulement non-pexturbJ lors de son advection autour de 

l~inclusion. A la Iurni&e de cette analyse, on peut réécrire les dsultats du chapitre 4 sous la 

forne d'une 'fforce d'kuton"' (ou 'Yom de LighthilI"') FA et d'une 'Iforce de Sa- Fs : 

où la force d'Auton est FA = CA pfi, (U - u,,) x Q. Nous supposerons dans un premier 

temps pour simplifier la discussion qui suit que CA est constant et égal à Y2. On voit alors 

(figure 4.41, en 6tant à CL la valeur CA = Y2, que Fs est positive pour Re+ 0,  devient 

rapidement nëgative pour tendre finalement asymptotiquement vers O quand Re 4 m. 

Revenons maintenant 1'écouIement (5.1). Le coefficient de portance total exercé sur la 

bulle pour cet écoulement peut donc etre écrit sous la fornie : 

Les vaIeurs num6riques calcu16es pour C,,, sont regroupBes dans le tableau 5.4. On 

constate qu'A grand nombre de ReymIds Cys, est décrit avec une excellente précision par la 

relation empirique (5.26) pour les défomtions modérées de l'écoulement (figure 5.3) : 

-1.0 
C,, =- RP 

Ceci montre qu'h grand nombre de Reynolds la force de Saffman ne se comporte pas de 

la m&ne façon en écoulement de d6formation pure et en écoulement de cisaillement pur ofi eue 

est rapidement négligeable. On note que l'effet de cette force n'intewient à grand nombre de 

Reynolds que par 1' interrnBdiaire de Iri pression, la contribution de la contrainte nomale C,, an 

coefficient de portance C,, €tant négligeable (taleau 5.1). 

Par ailleurs un point reste encore inexpllqud : pourquoi la force de SajSman appmît-eUe 

dans I'~cou1ement (5.1) ah la déformation n'est pas avec l'kcoulement moyen et non 

dans IYcouiement (S. f 7) oh les deux sont colindaires et où nous ne la retrouvons pas suivant 

l'axe ex? La r6ponse % cette question nécessite sans doute Ia résorution du developpement 

extérieur analogue de (4.23) pour le cas &une dt5formation quelconque. Nous ne l'avons pas 

entrepris pour l'instant car il apparaît beaucoup plus complexe que dans la cas cisail16 puisque 



l'on passe dans Ie pIan de Fourier d'une équation différentielle h une équation aux dérivées 

partielles. 

Cet effet de la viscosité de i'écoulement rBel est égaiement mis en évidence en comparant 

la pemirbation de vitesse tangentielle v = ~ ~ ( 0 ,  @) eq + vc (0, $) ee( avec la solution (5.16) de 

l'écoulement potentiel. Tout d'abord, les résultats num6riques obtenus montrent que, comme au 

chapiîre prbklent, elb peut s'écrire sous la forme : 

Cette décomposition de la vitesse tangentielle reste vkrifiée h Re = 1 (figure 5.4) dors que 

ce n'est pas le cas ponr I'écouIement cisail16 iitudik au chapitre p u d e n t .  Ceci explique I'kcart 

plus réduit Zt Re = 1, concernant C,, , entre les dCfomations A, = 0,02 et A, = 0.2 (tableau 

5.3) comparé celui observé, pour CL (tableau 4.3). On constate que la dépendance (5.27)- 

(5.28) en fonction de i'mgle azimutal Q est la même que celle de 1'Bcoulement potentiel (5.16). 

On constate €galement une influence nette de la viscositt5 sur les vitesses tangentidles 

V+ (0.9 = rr/2) et v4 (0.4 = O) (figures 5.5 et 5.6) dont les amplitudes sont comparables à celles 

obwées  au chapitre 4. Cependant, l'effet pour cet écoulement est diffkmt de celui obsem& 

pour l'hulement cisaillé (4.1) (chapitre 4, figures 4.18 et 4.19) et cette diff€~ence p e m t  de 

comprendre pourquoi il existe un ëcart & Re = 500 enm CY1 et b coefficient de portance 

calculé pour l'écoulement non-visqueux dors que ce n'est pas le cas pour CL. Pour cela, 

notons que les calculs analytiques de la force de portance c& par l'écoulement (4.1) et par 

l'écoulement potentiel (5.1) montrent que pratiquement toute la contribution de la pmion Ia 

force de portance provient en fait du secteur angui& 6S0< e < 135" et résulte de l'intégration 

de la partie du terme -1/2p~%orrespondant au produit des deux composantes de la vitesse 

tangentielle - 1/2p UR VU5(8) vt (0.9). Comparons maintenant les distributions de ces deux 

composantes tangentielles pour les écoulements (4.1) et (S. 1) sur cette partie de la surface de la 

bulle. Pour l'écoulement (5.1), la composante v4 (O, $) a une amplitude diminuée par rapport à 

celIe de 1"écoulement de fluide parfait ( f i p  5.5) alors que pur t'.Bcoubment cisaille (4.1) on 

observe une augmentation du module de cette composante toingentierle (figure 4. t 8). Le 

coefficient de portance CL est inchangé car, la surface de Ia bulle, la diminution de I'intensité 



de VUt(0) de l'écoulement réel (chapitre 4, figure 4.15) est compensée par l'augmentation de 

vg(€l,$) alors que la valeur prise par C,, résulte du cumul des diminutions de Vug(0) et de 

~ ~ ( 0 . 9 ) .  L'ordre de grandeur de l'écart entre C,, et le dsultat potentiel (5.10) se retrouve 

quantitativement en constatant h Re = 500 que les écarts h la solution de fluide parfait sont tous 

d'environ 10% pour 6 5 " ~  O < 135". Ainsi, pour I'Ccoulement cisaillé, le r6suItat de 

1' intégration en fluide parfait est pond6rd par 0.9 x 1.1 E 1.0, dors que pou t l'écoulement de 

dtfomation (5.1) il I'est par 0.9 x 0.9 z 0.8 1 ce qui correspond grossièrement aux résultats 

numériques obtenus ( 0.62 ÿ0.75 E 0.83). 

La distribution de la vitesse tangentielle v4(B,+) la surface de la bulle est pour les 

différents nombres de Reynolds 6tudiés de forme assez proche de celle correspondant h 

l'écoulement potentiel (figure 5.7). On constate que, comme pour l"6coulement cisaillé, la 
vitesse tangentielle v4 (O, $) est pratiquement ant isymétrique par rapport l'angle 0 = n/2 A 

grand et à petit nombre de Reynolds. Par contre, pour les nombres de Reynolds intem€diajses, 

la distribution de ~ ~ ( 0 . 4 )  n'est plus antisym6trique. traduisant ainsi l'influence d a  effets 

rotationnels. Ce rhsultat apparaÎt bgalement, mais de façon moins évidente, sur le tracé de 

v4 (O,@ = n/2) (figure 5.6) qui permet d'illustrer plus nettement la diminution de l' intensitd de 

v# (9, $) avec la viscosiké de I'koulement. 

La structure de l'écoulement autour de la bulle est également comparable ii celle observée 

pour I"&oulernent cisai216 (4.13. La perturbation de vitesse créée par la bulIe est î d s  diffusée il 

Re - I (figure 5.8) alors que le retour du fluide se fait au voisinage de la bulle A Re = 500 

(figure 5.9). Le sillage est 6gaIement plus réduit pour la défomtiion A, = 0.2 quY1 ne I'est en 

écoulement uniforme correspondant A, = O. On dklèle assez nettement l'influence de la 

d6fomation de I'hdement qui tend 3i enroder le sillage derriCre la bulle. 



figure 5.2 : Coefficient de p~wa Cg 

Figure 5.3 : thffieient de portance G, 



8 
Figure 5.4 : Distribution de v4 (0,+)/sin+ 3 Re = 1 et A, = 0.2 



Figure 5.6 : Dishiution de v, (0.4 = n/2) à A, = 0.02 



(d) bulement potentiel 

Figure 5.7 : Composante tangentielle v$(B,$) B A, = 0.02 



Figure 5.8 : Eeoulement dans le plan (ex . e,) Re = 1 et A, = 0.2 





Tableau 5.1 : Coefficient de portance C,, 5 Re = 500 

Tableau 5.2 : Coefficient de por&nce C,, A A, = 0.02 et A, = 0.2 

Tableau 5.4 : Coefficient C,,, de la force de SajJhn 



5.3 Force de partance en koolement de rotation pure 

5.3. a Présentation de I 'écoulement 

Cette deuxiéme partie est consacrée 176tude de Ia force exercée SUT une bulle sphhrique 

par I'6coulement de mtation pure (figün S. 10) dont Ic champ de vitesse non-perturbé (5.2) 

s'&rit : 

La vorticitt 0 et le an- de déformation S sont mpxtivement pnir cet koulement : 

Figure 5.1 O : EÇouIcment de rotation pure (5.2) 



L'expression (5.0) de la résultante F des forces exercées par I'écoulement (5.2) sur la 
bulIe prend la forme : 

La force de portance est donc induite par l'inertie de l'écoulement non-perturbé et par sa 

votticit6. Le coefficient de portance C,, dMmi par (5.5) est dors déduit de (5.30) : 

1 
C,, =--(MM) + CL 

2 

Avec CM = CL = Y2, on obtient donc C,, =-114. Ce résultat dtonne toujours car il 

montre que, en fluide parfait, pour un écoulement de cisaillement pur 03 C, = CL = Y2 

(chapitre 4) et un 6coulement de rotation pue dans lesquels la vorticite a la meme intemite, les 

forces de portance sont da sens opposé, L'expression (5.31) correspond au coefficient de 

portance trouvé en fluide non-visqueux pour un écoulement stationnaire et faiblement 

rotritionnel. Pour un fluide rkl, le coefficient de pomce CL correspond en fait aux résultats 

du chapiire 4 et le terme (1 + ~ , ) / 2  conespond au coefficient C,, calcul6 au paragraphe 5.2 et 

résultant h la fois de l'inertie de l'écoulement et de la vortici té génerée la surface de la bulle. 

Par conséquent, pour un &oulement de fluide visqueux, si une superposition de type (5.31) 

était possibIe, Ie coefficient & portance C,, correspondant A Ia fom exe& sur la bulle devrait 

st&& : 

CY2 = - C,, + CL (5.32) 

Le principal objectif des travaux présentés dans ce chapitre est &étudier la possibilit6 

d'une telle superposition des diff6rentes contributions A la force de portance d€j& mises en 

évidence en 6couIement visqueux (chapitre 4 et paragraphe 5.2). Pour cela les valeurs 

numdriques du coefficient C,, sont wmp&s dles  obtenues en utilisant la relation (5.32) 2t 

l 'de des dsultats numériques obtenus pour C,, et CL. 

5 -3. b Résultats nurnhriques et  discussion 

Les résultats numériques concernant le coefficient de portance C,, sont regroupés dans 

les tableaux 5.5 et 5.6. Comme pr8cédemment, le coeficient de portance C,, est décornpos6 en 

CyO = C,, + Cyv2 oii: Cni, et CF2 représentent respectivement les contributions de la pression 

et de la contrainte nomale visqueuse. C,, est compad au coefficient de portance donne par la 



relation (5.32) oir CL et Gy, sont les résultats nurndriques obtenus dans les mêmes conditions 

d'+oulement et respectivement présentés au chapitre 4 (tableau 4.2) et au paragraphe 5.2 

(tableau 5.2). 

Un constate (figure 5.11) que le coefficient de portance C,, vdrifie très bien Ia relation 

(5.32) quelque soit la nombre de Reynolds, LeJ contributions respwtives de la pression et de la 

contrainte normale visqueuse Cg2 correspondent également a la superposition des 

contributions respectives de CL et C,*. C,, ne v6rifie pas par conséquent le résultat 

C,, = 4.25 prédit pour I'Bcoulement de fluide parfait même à grand nombre de Reynolds. De 

plus, toujours ii grand nombre de Reynolds et en appliquant la superposition (5.32), l'effet de 

Ia vorticité interfaciale responsable de cette difference est entièrement contenu dans le cwfficient 

C,, . c'est Zt dire décrite par le coefficient de -ce Cys, . Le fait que la force de S-an Fs 

ne soit pas nulle dans Ie présent écoulement permet de préciser son expression, En effet, cet 

dcoulernent v4rifie = O et on ne peut donc pas €cire uniquement la force Fs sous la forme 

Fs .; SjUj, de même que l'on ne pouvait pas énire le hultat  du paragraphe (5.1) sous la 

forme Fsi = QjiUj (n désignant le taux de rotation). On pourrait alors &tre tenté de proposer 

l'expression Fsi = U Cependant, celle-ci conduirait B petit nombre de Reynolds 2t une 

force positive aussi bien dans l'écoulement (5.1) que dans I'&ouIement (5.2). Or la force de 

Saffman FS est positive dans le premier cas et negative dans Ie second. On est donc men6 h 

conclure que la vkritable expression pour Fs est de la fume Fs, =a SjiUI + P PiiUj. On peut 

mgme préciser un peu plus cette expression dans la limite Re -, O. En effet, on doit alors 

rebower la forme de l'expression (4.35) déteminBe analytiquement, On peut donc en cunclure 

que la force de Saffman Fs peut être dors M t e  sous Ia forme : 

oh le symboie : repdsente le produit contracté. Notons que l'expression (5.33) qui 

résulte da l'analyse des fésultats de nos simulations contredit le d6veloppment malytique de 

Drew (1978) qui prédit que la force de portance est nulle en écouIement de rotation pure pour 

Re<< 1. La raison de cette discordance nous par& provenir du fait que Drew base sa 

dsolution du développement extérieur sur un terme advectif approxim6 par 1/2 + xe, ) 
c'est à dire que la composante correspondant B 1'8coulement uniforme Ue, n'est pas prise en 

compte [cf. expressions (4.23.b) et (4.27) diff6renciant respectivement les hypoth8ses de 

Mc Laughlin ( 199 1) et Snffman (1 965) dans le cas d'un cisainement pur]. 



Revenons à la forme (5.33) A laquelle conduisent nos simulations. II est intbressant 

d'écrire Fs sous la f m e  (5.341 pour préciser les contri butions respectives de la déformation et 

de la rotation il partir des écouIements (5.1) et (5.2) étudibs dans ce chapitre. 

avec : 

Le graphe (5.12) montre I'évolrition de Cfl, (tableau 5.4) et de Cm (tableau 5.7) avec 

Re et A,. On constate que déformation et rotation conduisent il des forces de S m  de signe 

opposd et d'ordre de grandeur sensiblement équivaIent On comprend alors comment se 

compose Fs dans l'hulement de cisaillement pur. En effet d'ap&s (5.341, Ia f o m  de Sa* 

devrait &tre dans ce cas la somme des forces correspwidant aux écoulements (5.1) et (5.21, soit 

Fs = FSd + FS,. Examinons par exemple le cas Re = 1 et A, = 0.02. Les simulations montrent 

que pour les €coulements (5.1) et (5.2), les forces de Saffman valent respectivement 

Fsd =U.63p6,wUey et Es, = 4.75pflbroUe, et la somme de ces deux forces vaut par 

conséquent Fs, = -0.12pbbaUe, qui est exactement la vaIew trouvée dans l'écoulement de 

cisairIement pur puisque I'on a CL - CA = 0.38 - 0.5 = 4.12. 

La sede question qui reste en suspens est Ikniversalit6 des fonctions Cs, et Cs,. Il 

sembIe en effet que, d'après nos dsultats, CM varie avec l'angle que fait le gradient de vitesse 

avec l"kou1emnt principal puisque I'intensité de Fs devient négligeable lorsque la déformation 

est alignée avec l'écoulement de base (cf. &oulement S. 19), Seule la résolution complhte du 

probléme asymptotique pour les écoulements (S. 1) et (5.2) permettra de mcher d€finitivement 

ce point. 

5.3 .c Expression de la résultante des forces 

Revenons pour conclure ii la relation (5.32) v6rifiée par i'ensembIe des résultats des 

simulations. Cette reEation montre que Ia force toMe qui s'exerce sur une bulle sphbrique 



plongée dans uri &oulement visqueux dont Ia déformation et la vorticité sont non-nulles prend 

la forme : 

oa la force d'inertie FI et les forces de portance lF, et Fs s'écrivent respectivement : 

DU 1 
5 = p * b [ ( l + ~ M ) - - ~ M ]  Dt dt avec C M = -  2 

Rien ne nous permet de concIure pour I'instant sur 1'6volution du coefficient CA avec Ie 

nombre de Reynolds. En effet, CA est-il constant et 6gal h 112 corne l'est le coefficient de 

masse ajoutée ou bien CA tend41 vers O lorsque Re +O? Nous ne sommes pas encore 

&alement totaIement en mesure de pkiser l'expression des fonctions Cs, et Cs,. Nous 

savons cependant en nous inspirant de l'analyse asymptotique du chapitre 4 [qui de ce point de 

vue se transpose compl&tement aux .écoulements (5.1) et (5.2)] que Cs, et Cs, s'écrivent dans 

la limite Re 4 O : 

oiî J, et J, sont des fonctions andogues $ la fonction Ji&) déterminée par Mc hughlin 

(199 1) [cf. chapitre 4, dation (4. la)]. En ~vanche, Zt grand nombre de Reynolds, la relation 

(5.26) et les obsewations faites pour l'écoulement de rotation solide et $e cisaillement pur (pour 

lequel la force de Saffman se comporte comme ~ e " )  nous permettent d'écrire pour Re 4 = : 



Figure S. 12 : Coefficients de pomuicc C,, ct Cm 
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Tableau 5.5 : Coefficient de portance C,, A, = 0.02 

Tableau 5.6 : Cmfflcknt de portance C,, à A, = 0.2 

Tableau 5.7 : Coefficient C,,, de la force & Safmun 



5.4 Force de train& 

L'ensemble des résultats concernant Ia force de traînée d'une bulle sphérique pkngtk 

dans les écoulements (5.1) et (5.2) est présenté dans ce paragraphe [tableau 5,8), tes valeurs 

des coefficients de traînée respectivement notés CD, et CD, pour les écoulements (S. 1) et (5.2) 

sont c o m p ~ s  avec celles de ltécouIemeat stationnaire correspondant h A, = O (notd Cm) et 

&gaiement avec ce1Ies du coeffient de tdn& (noté ici Cm) calculées dans le chapitre 4 pour 

l'écoulement cisai1ié (4.1). 

Les effets sur la W d e  de la bulle des deux écoulements ttudi6s dans ce chapitre peuvent 

dtre consid6rés comme nëgIigeables. On retrouve donc Ie m€me résultat que celui déj8 obsewé 

pour i'koulement cisaillé (3 4.5) Ce comportement a Bgalement 6t6 obsemG exp6rimentdement 

par Naciri (1992) pour une bulle en équiIibre nu sein d'un hulement de rotation pure. 

Ainsi, pour ces trois écoulements, la redistribution du champ de vitesse suivant l'angle 

azimutal 4 n'affecte quasiment pas le bilan des contraintes interfaciales projetées suivant Ia 

direction de l'écoulement principal. 

Tableau 5.8 : Coefficients de M n &  



5.5  Conclusions 

Les expériences numériques présentées dans ce chapik nous ont permis de montrer : 

- qu'il existe en fait trois forces de portance d'origine bien différente. Deux sont @sentes 

en fluide parfait et résultent de l'inertie de I7&oulement de base et de sa vorticité. La troisiarne 

est baptisée "jbrce de Safian" dont l'origine totalement diffkmte provient de la vorticit6 

g€nérée h la surface de l'inclusion et du transport de cette vorticité par les gradients de 

I'&oulement de base. 

- que la superposition des forces est &galement possible dans un 6coulement visqueux. 

Ainsi, dans les écoulements (4.1 ), (5.1) et (5.2), la force tetate exende sur une bulle sph4nq~e 

est la supposition de la force de traînée visqueuse F, correspondant l'écoulement unifonne, 
de la force d'Autort FA induite par la vorticité de l'écoulement non-perturw, de la force 

d'inertie F, dsuttant de la déformation de cet écoulement et de hfbrce de S u i n  Fs. Qn peut 

donc écrire pour une bulle sphérique se mouvant dans un milieu infini la sësultante des forces 

hydrodynamiques sous la f o m  générale : 

avec : 



Chapitre 6 



Chapitre 6 

Influence d'une surface imperdable 

sur l'écoulement autour d'une bulle sphérique 

6,2 Msentation 

6 "2 Msen~tion des simuIaîions 

6.3 Force d'interaction 

6.4 Force de tmf"née 

6.5 Description de l '&oulmt  

6.6 Conclusions 



Ce chapitre est consacré ii l'étude de l'influence hydrodynamique subie par une bulle 

spherique du fait de la proximie d'une surface imperméable ou de la présence d'une autre bulle. 

Ces deux problèmes sont kquivalents pour les deux situations particulières respectivement 

decrites dans les paragraphes 6.l.a et 6.l.b. Une bulle de volume fi,, et de rayon R est 

plongée dans un houlement stationnaire et uniforme de champ de vitesse non-perturké U , de 

viscositél dynamique p et de masse volumique p. 

6.1. a Interaction hydrodynamique entre deux buIIes 

Le premier problème auquel cette étude s'applique est celui de deux b u b  identiques en 

équilibre au sein dku 6coulement uniforme et stationnaire dont le champ de vitesse U est 

orthogonal I'axe reliant les centres des deux bulles (figure 6.E). Lot distance séparant les 

centres des deux bulles est notk d. Cette configuration d'hulement est en fait srnetrique par 

rapport au plan x = d/2. L'bcoulement est alors identique dans chaque demi-plan B la situation 

décrite dans le paragraphe 6.1 .b. 

Figure 6.1 



6 , l , b  Bulle en présence d'une surface plane imperméable 

Le deuxième cas de figure correspond A une bulle située proximité d'une surface plane 

imperméable, La bulle considérée est plongée dans un écoulement dont Ia vitesse U ii l'infini 

est parallèle Z i  la surface ï (figure 6.2). 

Figure 6.2 

Ces deux configurations d'koulement sont iéquivalentes si la surface r est plane et 

permet b glissement du fluide, car les conditions limites qui y sont vériftées ( cf. 3 1.7.3) sont 

identiques à celles existant sur un plan de symétrie : 

Ces conditions s'écrivent en reprenant les notations des figures 6.1 et 6.2 : 

V.e, = O (6.3) 



e,.pZ.e, =O 

e,. pT.e, = O 

Dans ces deux situations, i'ticoulement est caractérisé par le nombre de Reynolds : 

et pat la distance adimeDsionneiie Ad : 

Cabjectif de ce chapitre est d'apporter principalement des informations nouvelles, 

lorsque IWoulement est uniforme, stationnaire et visqueux, sur Ea force d'interaction FI, 

résuhant de la présence de la surface r . Pour les deux configurations d'écoulement 6.1 .a et 

B. 1.b pr€senths @demment, la force Fm = Fm ex est exfi& en fonction du coefficient 

deportance C,par: 

L'influence de la proximité de la surface r sur la force de traînée visqueuse F, = F, est 

également éhidiée. Conme pour les chapitres pdcédents, CD est comparé au coefficient de 

trril"née visqueuse Cm de i'€coulement stationnah uniforme U = U ex autour d'une bulle 

isolée. 

6.2 Présentation des simulations 

Les simuEations num6riques ont et6 réalis& pour trois distances différentes (A, = 6, 

A, = 10 et A, = 14) et pour des nombres de Reynolds compris entre 10 et 500. Lit principale 

diffkrence avec les autres çanfiguratianç d'écoulement pdsentées dans les chapitres pnkkients 

réside dans la ghrnétrie de i'écoulement et par conslequent dans la définition du domaine de 

calcul. Jusqu'A pdsent. toutes les fronti&res extdrieures &aient ptacBes loin de la bulle. Pour 

l'étude présent& dans ce chapitre, la fmntih x = d/2, cmspondant In surface l?, est placde 



ii quelques diamètres de la bulle, Cette modification nécessite donc la construction d'un 

nouveau maillage curviligne orthogonal pour chaque distance A, étudiée. 

Les maillages orthogonaux utilisds sont construits & partir du maillage LCE (cf. f. 8.6). 

Pour les maiIIes dont la coordonnée curviligne est inférieure h 6 = 2, le maillage est identique 

au rnaiIlage LCE. Pour les mailles comprises entre 5 = 2 et la frontière x = dJ2, le maillage est 

construit en remarquant que les lignes de coordonn6es q = cste du maiIIage LCE sont 

pratiquement orthogonales la ligne & coordonnée x = d/2. Les mailles sont alors d6finies en 

se d6plaçmt sur chaque ligne de coordonnées q, = cste avec un pas Aci constant (figure 6.3). 

Les trois mailIages ainsi consttuits sont présentés sur la figure (6.4). 

Figure 6.3 : Consbriction du maillage 



(a) A, = 6 

(c) Ad = 14 

Figure 6.4 : Présentation des mailIages au voisinage de la b d e  



6.3 Force d'interaction 

Les résdtats des différentes expériences numeriques concernant Ie coefficient C, sont 

regroupés dans les tableaux 6.1,6.2 et 6.3. Comme dans les chapitres prkédents, le coefficient 

dynteraction CIm est dkcomposé en Cm = CIm +CINTV où Cm et CIm représentent 

respectivement Ies contributions de la pression et de Ia contrainte nonnale visqueuse. 

La figure 6.5 montre I'évoiution de C,, en fonction de Ia distance adimensionnelle A, 

pour les diffbrents nombres de Reynolds &tudi&, Le coefficient Cl, y est comparé avec le 

rbultat correspondant à l'écoulement potentiel. Le coefficient d'interaction en écoulement 

potentiel, calculé l'aide du potentiel des vitesses détemin6 dans le cas général par Biesheuvel 

& Van Wvftgmrdert (1 9821, s'écrit en première approximation : 

On constate tout d'abord que les résultats des simu1ations sont fort éloignés de ceux de la 

théorie potentielle. D'autre part, ils montrent &galement que le signe de la force d'interaction 

n'est pas constant. En effet, celui-ci dépend à Ia fois de la viscusite de l%coulement, c'est B dire 

du nombre de Reynolds, et de la distance entre la bulle et Ia surface T . Ce wmporternent n'est 

pas pddit par la solution potentielle pour laquelle la force d' interaction est toujours attractive. 

Ainsi ce comportement particulier apparaît lié à l'influence de la vorticite existant autour de la 

bulle comme le montre le signe de toutes les contributions des conbahtes normales visqueuses 

Cmv caî~ulées (tableaux 6.1 à 6.31, CeIIes-ci sont négatives dans toutes les configurations 

d'écoulement étudiées c'est ii dire que leur contribution est répulsive. Lorsque le nombre de 

Reynolds diminue et/ou Iorsque Ia paroi se rapproche, Ia contribution visqueuse Cmv devient 

de plus en plus significative. Sa comparaison avec la contribntion de la pression C,Im semble 

tendre vers un rapport constant I C - / C ~ I = ~  comme dans le cas des coefficients de 

portance et de trainde. On constate dors que la contribution de la pression diminue et devient 

répulsive sous l'effet de la diffusion visqueuse de la vorticité interfaciale, 

On retrouve Ie mEme comportement que celui observé par Kim et ai. (1993) lorsque 

l'inclusion est une sphkre solide. lies r6suItats des simulations numériques réalisées par ces 

auteurs montrent que, pour les nombres de Reynolds 50, Iûû et 150 €tudiés, la force 
d'interaction entre deux sphères solides est répulsive sj l'ordre de grandeur de la distance les 

séparant est inférieur à deux ou trois dim8tres dors que pour des distances supérieures elle est 

attractive. 



On observe par exempIe que pour une distance h la surface (ou l'autre bulle) donnee, II 

existe un nombre de Reynolds critique Re, pour lequel Ia force d'interaction exercée sur la 

bulle est nulle. La force d'interaction est alors nulle car les contributions visqueuse C,, et de 

pression CIm sont de m&me intensit6 et de signe contmire. Ainsi lorsque Re ReC la force 

exerck est attractive dors qu'elle est répulsive lorsque Re < R q  e. 

De même, pour un nombre de Reynolds donné on constate qu" existe une distance 

critique dc pour laquelle la force d'interaction exer& sur la bulle est nulle. Lorsque la bulle est 

placee à une distance d > d, la force d'interaction est attractive alors que pour d < d, elle est 

répulsive. Ainsi si l'on considère une bulle libre de se mouvoir perpendiculairement h 

I'tmlemeat, la position d = d, représente dans cette situation le point d'dquiiibm de la bulle. 

Le diagramme (Re,d) présentant le sens de la force pour les simulations réalides permet 

de définir deux zones distinctes pour lesquelles les conditions de lvécoulement entraTnent une 

force répulsive ou attractive (figure 6.6). La combe d, (Re) est estimh par simple interpolation 

linéaire h I'aide des valeurs num6riques de CM. On constate que dans le plan (Re,d) la partie 

correspondant à une force répulsive est beaucoup moins importante pour une bulle que pour 

une sphére solide, La vorticité produite h la surface de la sphhre solide étant beaucoup plus 

intense, ce résultat mforcc l'idée que Ia p h n m  de la paroi perturbe la diffusion de la vorticitei 

gén€rge A la surface de l'inclusion et se traduit par une conîribution répulsive 21 la force 
d'interaction. 

Le tableau 6.4 regroupe les rapports des intensités de la force d'interaction F;NT et de la 

force de portance rhultant d'un champ de vorticiû5 constant dont i'intensité est caractérisee 

par Ie nombre dimensionnel A, defini au chapitre 4. Cette comparaison est intéressante car, 

Iorsqu 'une bulle se trouve à proximid d'une paroi, la force d'interaction liée h la présence de la 

paroi et la force de portance liée ii au grsidient de vitesse présent dans la couche limite sont 

appliqwhç sur la bille suivant la m&me direction mais pas forc6ment dans le meme sens. Le 

rapport P,/h s'exprime en fait en fonction des coefficient d'interaction C,, et de portance 

CL sous la forme : 

Ce mpport est &valu& 21 l'aide des résultats numériques obtenus au chapitre 4 pour 

l'écoulement cisaillé (4.1) et de ceux p&ent€s dans les tableaux 6.1,6.2 et 6.3. Les valeurs du 

rapport Ifrn/ql correspondmi à une distance adimensionnelle A, = 6 montrent que celuici 

dépend considdrablement il la fois du nombre de Reynolds et de l'intensité du cisaif Iernent de 



l'écoulement. On ne peut en tirer par conséquent aucune tendance gen6rrtfe. Ces deux forces 

devront donc être prise en compte ensemble p u r  décrire les actions hydrodynamiques exercées 

sur une bulle proche d'une paroi, 

De rnani&e gentMe, nos &suItats soulèvent une question de fond sur la représentativite 

de toutes les &tudes d'interaction de bulles réalisées en théorie potentlelIe [Van Wijffgaarden 

1993, Sangmi & Didwania 1993, Smreka 19931. Mêmes si ces études sont en elles-memes 

intéressantes, il parait clair, au vu de nos conclusions, que les effets de vorticité contrale en fait 

la force d'interaction sur toute la plage de nombre de Reynolds d'utilite pratique. Ceci 

expliquera que loque les bulles sont plongées dans un champ de gravité, ces études prédisent 

l'apparition d'amas horizontaux, induits par les forces attractives, dors que I'exp€rience 

quotidienne montre que les bulles peuvent se fipartir uniforrntrnent. Autrement dit, nous 

sommes enclins à penser que la prise en compte des effets de Ia vorticité présente la sirrface de 

1s bulle est indispensable pour aboutir Zt des modeles dalistes d'écoulements & bulles et tout 

particulihrement pour les simulations "directes" & ces éooulements. 

6.4 Force de traînbe 

Les résultats concernant la force de û&Be sont repu@ dans Ie tableriis 6.5. Les valeurs 

des coefficients de trahée sont comparées avec celles de l'écoulement stationnaire C, 

correspondant à Ad = . 
Les effets sur la mînée  de la bulle peuvent etre considérés comme négligeables p o ~  les 

trois distances choisies. On retrouve donc le resultat dkjh observ6 pour les écoulements 

pkt5dents (chapitres 4 et 5). Ce témItat confm le calcul de Kok (1993) qui a obtenu la force 

de traînée visqueuse en calculant la dissipation de I'kouIement potentiel (relation 0.1 1). Le 

coefficient de Mnée  conespondant s'&rit 5 T'ordre YRe : 

Ce resultat montre que la correction par rapport au dsultat de k i c h  (1949) nkst 

significative que lorsque la surface imperméable (ou la bulle) est très proche. Par exemple, la 

modification de la traîn& est supérieure à 2% pour une distance infdrieure d = 3.SR c'est h 

dire lorsque la distance enm les deux bulles est inférieure à, 1,s R ou que la distance séparant la 



bulle et la surface est plus petite que 0.75 R. Dans de telles situations d'approche, la bulle se 

deforme et cette déformation est xesponsabte d'une modification de trdnée bien plus importante 

encore. 

finsi, dans les situations oii la distance skparant la bulle d'une autre bulle ou d'une paroi 

est respectivement supérieum iî deux et un rayon, la modification induite sur Ia force de traînBe 

pourra *ire considérée c o r n  négligeable. 

6.5 Description de l'écoulement 

L'écoulement autour de la bulIe sphdrique obsewd Bans cette étude est beaucoup moins 

spectaculaire que celui décrit par Kim et al. (1993) p r  une sphkre solide dans la meme 

configuration et sensimement pour les memes nombres de Reynolds. La différence provient 

bien entendu de l'absence de zone de reci~ulation derritre la bulle. tes &ultats numériques 

obtenus montrent que même pour une bulle dont le centre est distant de Ea surface impem6able 

uniquement de 1.5 diamètre (Ad = 61, I'effet sur le sillage est imperceptible mgme ii Re = 10. 

Celui-ci reste pratiquement paralE1e h I'eCouiement et nksî pas d6vi6 vers le plan de sy mdtrie 

x = dl2 comme pour une s p h h  solide. On constate encore une fois la consQuence de la 

différence de condition la limite entre une bulle sphdrique et une s p h h  solide. Pour une 

bulle, la condition de cisaillement nul permet h I'écouternent entre la bulle et la surface 

imperm6able de se faire sans résistance, i'écorilement *glissant" & la surface de la bulle. Par 

contre dans le cas de la sphére solide, la condition d"adh6mce la surface accompagnh de 

l'augmentation de la vitesse de i'€coulement entre la particule et le plan de symétrie se traduit 

pas un décollement plus prés du point d' arrêt amont mu la partie de la s p h h  la plus proche du 

plan de symétrie [Kim et al., 19931. 

Le tracé du pmfd des vitesses de part et d'autre de la bulle ilIustre I'effet de la p h n c e  de 

la paroi ou de l'autre bulle. Zes figures 6.7 pdsentent les vitesses adimensionnelles V, JU 

normales à l'axe ex dans le plan (e,,e,). Les profils de vites& de chaque cote de la bulle sont 

peu modifiés A Re = 500. Par contre I'infiuence de la paroi est croissante lorsque le nombre de 

Reynolds diminue et la vitesse tangentielre sur la partie de la bulIe faisant face l'axe de 

symétrie est accrue. On constate 6gaIement que pour le nombre de Reynolds Re = 10, la vitesse 

sur la surface r est inférieure A la vitesse de l'écouiement non-perturbé traduisant ainsi l'effet 

de la diffusion visqueuse responsabIe de Ia force de répubion. 
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Figure 6.5 : Coefficient Cm 
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6.6 : Nature de la force 



(a) Re = 10 

-1.75 
. , 

(b) Re = 100 
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Figure 6.7 : Profils des vitessa V,/U dans le plan (ex.@,) pour Ad = 6 



Tableau 4.1 : Coefficient Cm pour A, = 6 

Tableau 6.2 : Coefficient C, pour A, = 10 



Tableau 6.3 : Cmficient Cl, pour Ad = 14 

Tableau 6-4 : Rapport IF,/&[ pour Ad = 6 



6.6 Conclusions 

Ce chapitre a permis de mettre en évidence h raide de plusieurs simulations numériques Ie 
fait qu'an 6couIement visqueux Ia f o m  d'interaction entre une bulle et une paroi imperdable 
ou une autre bulle est selon la distance les séparant attractive ou répulsive. Ces résultats 
rejoignent ceux obtenus num6riquement par Kim et al. ( 1993) pour une sphère solide et sont 
primordiaux car ils demontrent ainsi les limites de la théorie potentielle pour laquelle la force 
exerc6e sur Ia bulle n'est qu'attractive. Les dsultats obtenus montrent &gaiement que, tant que 
la dis tance entre la bulle et l'axe de symétrie est su@neure h un diarnhtre, l'effet sur la traPn& 
visqueuse est imperceptible. 

La suite logique de ce travail consistera il calculer par simulation num6ricpe la force de 
portance subie par une bulle situte dans une couche limite de paroi afin d'étudier la 
combinaison des effets de vorticité pdsentés au chapitre 4 et ceux r6suItant de la prolrimit6 

d'une paroi imperméable dtirdi& dans ce chapitre. L'utilisation de mdhges issus du g6nbteur 
orthogonal d€veloppé par Blanco (1992, 1995) permettra d'ekndre cette dtude des distances 
bulle-paroi encore plus duites.  



Conclusion 



Conclusions et perspectives 



Ce travail & dominarice numérique a permis de mettre en évidence certains aspects des 

effets de lkccél6ration, de la d6fomation et de la vorticité d'un 6coulement sur les actions 

hydrodynamiques et le transfert thermique Ia surface d'une bulle sphérique. 

Du point de vue de la themique, les dsultats analytiques et numrrriques obtenus ont 

démontré que les effets majeurs résultant de l'inertie d'un €coulemeut sont d'origine 

instationnaire, L'effet de déformations spatides peut 6tre considérk en premikre approximation 

comme n6gligeable. Ainsi une description cornpl6te des transferts en écoulement complexe 

devra rendre compte des effets d'histoire thermique en elargissant aux situations 

prédominance visqueuse la solution analytique proposée pour un 6coulement potentiel, 

Les dsultats nouveaux concernant les phénoménes d'6bulIition et de condensation d'une 

bulle de vapeur ont souligné la diffhnce existant entre ces deux phdnornhes lorsque le bilan 

df6nergie $i l'interface conir6le la croissance de la hlle. La condensation apparallt comme €tant 

plus complexe et par conséquent plus délicate à dkr l le  h cause de 1'Cpaississement croissant des 

couches limites et de l'acc6Iération de Ia vitesse interfaciale en fin de processus. Cependant les 

piemiers instants sont trrès bien décrits tant que l'écouiement autour de la bulle ieste uniquement 

contr816 par la vitesse interfaciale, les lois d'6volution du rayon et du transfert themiigue 

correspondant alors B celles obtenues en milieu au repos. Bien que les e f f e l  de masse ajoutBe 

soient ceux cdcul6s en fluide parfait, Ia description hydrodynamique da la condensation est 

rendue délicate car la force d'histoire est souvent pr@ondérante, Le phénomène d'ébullition est 

quant à lui compod de deux régimes îrb distincts qui sont clésonnais parfaitement bien dkrits 

car Ies résultats numdriques obtenus ont permis de proposer les Iois donnant 1'6volution du 

transfert d'énergie 3 l'interface. ies actions h ydrod ynamiques correspondent A la superposition 

de la force de traln6e stationnaire, du terne de masse ajouge calcul6 en fluide parfait et d'une 

force d'histoire ps6sente h petit nombre de Reynolds et gardant en memoire les premiers 

instants. Une compréhension plus poussée de ces deux ph&nom&nes dépend maintenant de la 

description de cette force d'histoire. Celle-ci se décompose en une contribution résultant des 

conditions initiales et independante du sens de déplacement de l'interface et une contribution 

traduisant le retard classique provenant de In diffusion de la votticit6 dans Yhulement au cours 

d'une dvoIution instationnaire. 

Une grande pcutie de cette &tude a ensuite Bt6 consacrée aux forces hydmdynamiques et 

plus particulihrement la force de portance que peut subir une bulle sphkrique. Les dsultats 

num€fiques obtenus ont permis d'apporter de nombre- informations concemant l'ex-ion 

génerale de la force induite par la ddfomtion et la vortkit4 d'un écoulement. L'extension au 

cas d'un houlement visqueux des dsultats obtenus en fluide parfait faiblement rutationnel a pu 



êtse réalisée. Pour cela, Ies valeurs du coefficient de portance correspondant ii différentes 

intensités de vort icité d'un cisaillement lin&ire ont tout d'abord été calcul6es sur une plage de 

nombre de Reynolds allant de O. 1 à 500. De plus, une g6néralisation de la théorie de Safman 

( 1965) a permis d'obtenir l'expression de la force de portance sur une bulle petit nombre de 

Reynolds qui a ensuite été confirmée par les simulations. Les expériences numériques ont 

ensuite montré que la force de portance d'origine rotationnelle se superpose avec la force 

d'inertie 14sul tant de Ea déformation de YécuuIement lorsque celui-ci est en rotation solide. Elles 

ont également mis  en évidence l'apparition d'une force de portance provenant de la génération 

de wrticité i3 la surface de la bulle lorsque les gradients de i'écoulement ne sont pas alignés avec 

le mouvement d'ensemble. J1 est alors apparu clairement qu'il existe deux forces de portance 

d'origine bien différente, l'une liBe Zt la vorticit6 de Yécoulement de base, E'autre celle gén& 

sur l'inclusion. Enfin, 1'6nide de l'influence hydrodynrunique de la proximité d'une paroi ou 

d'une autre bulle a permis d'exprimer la focce de pottance cornpondante dont la connaissance 

est indispensable h la description par exemple des mouvements de buIles dans des écoulements 

en conduite. Lorsque la bulle est très proche de la paroi, la vorticité de 1'6coulement est 

responsable du changement de sens de la force d'interaction qui devient répulsive lorsque Ja 

r -  distance sdparant la bulle et la paroi est de I'oràre de grandeur du diamétre de la bulle. Ces 

résultats nouveaux pour une bulle mettent en defaut la théorie potentielle ainsi que ses 

applications en écoulement visqueux car la force d'interaction prEdite par cette approche ne peut 

êm qukttractive. 

La suite donner a ce travail est ditectement liée au potentiel important de lkutil 

numérique dléveloppé et aux nombreuses et diverses interrogations que posent encore les 

ecoulements h phases dispersées. Tout #abord une Chde identique A celle-ci lorsque l'inclusion 

est une sphère solide ne pkente aucune di fficultd suppldmentaire et sera rapidement engagée. 

De plus 1Vtude de la force de portance dans un écoulement de Poiseuille devrait permettre de 

compléter les infomiations d6j2 recueillies afin d'hdier notamment Ia combinaison des effets 

de portance liés h la double présence de la paroi et du cisaillement de l'koulement. Ces deux 

travaux complémentaires sont immédiatement réalisables et ne demandent aucun travail 

numérique suppI6menhït-e. 

Les connaissances relatives aux forces exerchs sur une particule sphérique ont 

considérablement progressé gtice notamment aux résultats apport& par cette étude. On peut 

maintenant raisonnablement envisager d'aborder l'ttude par simulation numérique de deux 

centres d'inter& essentiels dans les écoulements il phases dispersdes dels h savoir Ia 



d6fomtion de la buile et la turbulence qu'elle! g 6 n h  ou modifie. A cet effet, i'adjonction, d€jb 

partiellement ddisée, dans le code JADIM de moihies nurnéLjqueis d&vel@ pd&lement  2i 

I'IMFT offre des possibilités d'investigation qui devraient permettre dans les prochaines a n n h  

d'apporter des informations @cieuses p u r  la mod&lisation des écoulements réels. 

La g6néralisation B trois dimensions d'un ge'nérateur de maillage et d'un algorithme de 

résolution des Quations de Navier-Stokes autour d'une inclusion dtformable [Blanco, 19951 

devrait permettre 1'6tude des déformations queIconques d'une bulle dans diverses situations 

type. Pm exemple, Ia ~ o l u t i o n  numérique de I'mmnsion d'une bulle sous l'action de la gravig 

dans un liquide au repos apportera des informations essentielles permettant de comprendre 

notamment I'influence de la d€formation de la bulle sur la forme de sa trajectoire (h61ico'idaJe ou 

en zigzag). 

La simulation des grandes écheUes de la mbulerroe accompagnée de la prise en compte 

des effets de sous-maille [Calmei, 19951 offre Bgalement des perspectives très attractives. Par 

exemple, 1' outil numérique est déjà potentiellement capable de simuler i'écoulement autour 

d'une bulle plongh dans une turbulence contrôlh et de d k r k  entre autres choses ce que 

deviennent les expressions des différentes forces obtenues en écoulement Saminaire. La 

simulation numérique de la turbulence gén& dans la couche limite et le sillage de Ia bulle 

ouvre également des perspectives pleines de promesses pour la description des effets Iocaux 

dans les Ccoulements dispersés. 

Il est kvident que même si ces perspectives sont h portée de calculateur, elles demandent 

mal@ tout un travail nudrique non negligeable et des possibilités de caIcu1 qui le sont encore 

moins.. . 
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Annexe 1 

Al. 1 Expression des opérateurs vectoriels en coordonnées curvilignes 
orthogonales 

A 1.2 Equations de passage entre le domine numérique et le domaine physique 
du rndage  LCE 



A l . 1  Expression des opérateurs vectoriels en coordonnées 

curvilignes orthogonales 

Les differents opérateurs vectoriels utilisés dans cette étude s'écrivent en coordonnées 

curvilignes orthogonales 6, de la manière suivante : 

- Gradient B'un scalaire t) : 

- Gradient d'un vecteur A = Ai et, : 

- Rotafionnel d'un vsteur A = Ai egi : 

- Divergence d'un vectew A = Ai eu : 

- Divergence d'un tenseur d'ordre deux T = (T.,) : 

(Al. 1) 

(Al A) 



A1.2 Equatlons de passage entre le domaine numkriqae et le 

domaine physique du maillage LCE 

Le maillage axisymttrique (eV q, $1 choisi pour les simuIations numériques autour d'un 

obstacle sphérique est le maiIlage obtenu par rotation d'angle $ autunr de l'axe e, du maillage 

plan (6, q) oQ 6 et q sont respectivement les lignes de courant et les dquipotentielles de 

i'6couIernent potentiel autour d'un cylindre. Les équations de passage entre le domaine 

numbrique et le domaine physique sont, pour ce maillage, les suivantes : 

- du domaine physique (x, y, z) au domaine transformé (c,q, 0) : 

- du domaine transfomi6 (c, q, @) au domaine physique (x, y, z) : 

(Al .7.a) 



Annexe 2 

Conditions aux limites à la surface d'une bulle 

A2.1 Thermos~atique de I" interface 

A2.2 EEriture de l'équation de biim & l'interface pour une grandeur 9 

A2.3 Bilan de masse 

A2.4 Bilan d'entropie 

A2.5 Bilan de quantitt5 de mouvement 

A2.6 Bilan d'énergie 



Cette annexe est consac& ik I'kriture des conditions aux limites à l'interface d'une bulIe 

et d'un liquide. Ces conditions sont obtenues à partir des bilans interfaciaux de masse, de 

quantite de mouvement, d'énergie et dkntropie. Les grandeurs correspondant h chaque phase k 

(k=l, 2) sont indicées par et les grandeurs interfaciales par ,. On note pour la phase k 

considMe, n, et tjk (j=1,2) respectivement la normale sortante et les vecteurs tangents 

l'interface qui vérifient : 

Compte tenu de (A2.11, les vecteurs tangents seront noth indifféremment t , On note 

également par les indices , et ,, les projections des vecteurs et des tenseurs suivant la normale 

n et le plan tangent. Qn pose n = n, . 
Les bilans sont écrits dans un premier temps dans b cas g€néral A l'aide des hypotheses 

les moins restrictives pssibIes. Il s'agit des deux hypoth&ses suivantes : 

Hl : Il n" a pas de masse superficielIe a t k h k  à l'interface ( p, = 0). 

B2 : L'interface n b t  pas la source d'une production d'entropie c'est B dire que les 

transferts mol~ulaipes interfaciaux irréversibles sont ndgIigeabIes. 

Les bilans obtenus sont ensuite ecrits (5 1.7.3) dans deux cas particuliers correspondant 

aux situations abordBe$ dans cette étude, ii s'agit des situations ob la bulle est sphdrique et de 

rayon fixe (Chapitres 2,4,5 et 6) et oii Ia bulle est spheriqut, non défomable mais en présence 

d'un changement de pliase (Chapitre 3). 

A2.1 Thermostatique de l'interface 

Dans le cas oh l'interface est constitulée dbune seule: espèce, ce qui correspond b un 

équilibre entre un liquide pur et sa vapeur, I'dnergie interne de I'interface s'&rit [Fabre, 19851 : 

avec la relation de Gibbs-Duhem : 

oh e,, s,, o et T, sont respectivement l'énergie interne surfacique, l'entropie sutfacique, 

la tension superfîeielle oh densite d'énergie Iibte surfacique et la ~rnpémaire de l'interface. 



Dans le cas 05 l'interface est consituée d'un sys thme binaire d'espèces a et P , ce qui 

correspond par exemple & une bulle d'air dans de l'eau en présence de tensioactifs oh 

d'impuretés, la relation (A2.2.a) est inchangée mais la relation (A2.2.b) devient : 

OP Ca, est la concentration de I'espèce a dans la phase liquide et le potentiel 

chimique de I'esfice B. On constate donc que si Cd est constante, Ia thermostatique de 

l'interface peut Gtre ddcrite par le systérne (A2.2). De plus si a est indépendant de la 

température* (A2.2) s'dcrit dors : 

ob H3 est en fait i'hy poth&se de tension interfacide constante, 

A2.2 Ecriture de 19Cquation de bilan pour une grandeur 4) 

L'equation de bilan d'une grandeur & densité volumique et surfacique respectivement 9, 

et ql, dont les taux voIumique et surfaciqua de création sont respectivement ak et R, et  dont 

les flux surfacique et lineiques sont respectivement 54, et II, r4, s'écrit lacalement fintedace 

[Fabre, 19851 : 

oh est la courbure moyenne de l'interface au point consideré et V,. la divergence 

surfacique, 

A2.3 Bilan de masse 

Pour la masse les différentes grandeurs intervenant dans l'dquation de bilan (A2.5) sont: 

IPk = Pk 
CP, = O d'tip*~ H l .  

& = Q = O  

nk =nI = O  



L'équation de bilan (A2.5) s'écrit dors : 

On notera &gaiement par la suite h, = p, (v, - V, ). n, . 

A 2.4 Rilan d'entropie 

Z'6criture cornplete du bilan d'entropie n'est pas développée ici mais seuls les résultats 

qui en ddcoulent sont pr15sends. Ceux-ci sont en fait obtenus en combinant le bilan interfacial 

d'entropie avec les equations de conservation de la quantité de mouvement (A2.10) et de 

I'6nergie (AS. 15) qui vont suivre [Fabre, 19851. Ils sont cependant introduits à cet endroit de 

I'annexe car ils pemettent de simplifier l'&ritwe des biians suivants. 

L'écriture du bilan de l'entropie B l'interface permet #aboutir h I'égalitb des températures 

entre l'interface et las deux phases : 

et A la condition de non glissement h l'interface : 

La condition de non glissement (A2.8) permet d'ecrire en utiiisant (A2.6) la relation 

(A2.9) donnant la vitesse relative de la phase k par rapport it l'interface : 

A2.5 Bilan de quantité de mouvement 

Pour la quan tit6 de mouvement, les diffhntes grandeurs intervenant dans Ydquation da 

bilan (A2.5) sont: 

q k  = pkVk 

qI = 0 d'aprés H l  (pl = 0) 

r& = -PkI -!- p,T, 

q =al 
X, = pkg oh g est l'accélération due & la pesanteur. 



n, =O d'après H l  {pl = 0 )  

Ldquation de bilan s%rit alors : 

Le bilan de la quantité de mouvement (A2.103 est projeté suivant Ia normale et le plan 

tangent de l'interface pour donner respectivement les relations (A2.11) et (AS, 12) : 

vi<r + fi (v, - v,). t - t. ( ~ ~ 7 ,  - p,~,).n = 0 (A2.12) 

En tenant compte de la condition de non glissement à ïinterface (A2.&), la projection 

(A2.12) sur la plan tangent s'écrit dors : 

Lorsque l'hypothèse A3 est v€rifiée, le gradient surfacique de la tension interfaciale est 

nul. La projection sur le plan tangent de l'équation de quantitd de mouvement (A2.13) prend 

finailement la f m e  suivante : 

qui traduit l'dgalité des contraintes tangentielles entre Ies deux phases h l'interface. 

A2.6 Bilan d'énergie 

Pour l'énergie, les diffhntes grandeurs intemenant dans r"@uation de bilan (A2.5) sont : 

9, = pk ek + - où ek est la densite massique d'énergie interne. [ 2 )  
91 =el 

& = - P A  + T~ V, - q, ofi q, est Ie flux dvnergie thermique donn6 par la loi de 

Fourier q, = -Xkv~,. 
rII = aV1 

n, = P, g.V, 



n, = O  d'après H2 

L'équation de bilan (A2.5) s'&rit alors : 

Le bilan de l'énergie (A2.15) est simplifie : 

- en lui ajoutant le bilan de quantité de mouvement (A2.10) multiplik par V, 

- en lui ajoutant la relation suivante déduite du bilan de masse : 

- en tenant compte des relations (AL, 17) obtenues en exploitant (A2.9) : 

Le bilan inteficial (A2.185 ainsi obmu s'écrit : 

oii h, = e, + P, Jp, est Ia densité massique d'enthalpie. 

Compte tenu des relations (A2.4) decrivant la thermostatique de l'interface lorsque 

t'hypothèse H3 est vérifiee, le bilan d'energie à l'interface se met sous la forme : 



Annexe 3 

Calculs complémentaires 

A3.1 Calcul de f{Ja) 

A3.2 Cala1 de la force exercée sur une bulle de rayon variable par un &oulement 
potentiel uniforme 

A3.2.a Ecriture du théoréme de la dissipation 

A3.2.b Calcul du travaiI radiai 1, du tenseur des contraintes 

A3.2.c Calcul de la force totale 



La fonction f(Ja) intervient dans l'expression de la vitesse radiale de l'interface d'une 

bulle en phase d'bbullition diffusive en l'absence dYcou1ement (relation 3.14). Le ctlcuI 

analytique de f(1a) présenté ici est en fait une simplification, grace A I'hypothèse 

E = p, Jp « 1, de celui rédis6 par Scriven (19593. 11 s'appuie sur l'hypothbse faite par 

Scrivert et vérifiée par nos simulations num6riques (relation 3.16) : les vitesses de la couche 

limite thermique et de l'interface de la bulle sont identiques en dgime permanent. Le nombre de 

Nusselt est aiors constant et s'écrit en fonction de f(Ja) : 

Le proMerne à résoudre est purement radial et It€quation d'advection-diffusion de la 

température (1.1 .c) s'écrit en coordonndes sphbriques : 

où la vitesse radiale V, est déduite de l'équation de continuité. (1 .l .a) : 

L'équation (A3.2) est résolue dans le référentiel CR' défini au chapitre 3 par le 

changement de df6rentieI (3.7). Elle devient 3 l'aide des transformations (3.9) : 

La relation (A3.1) exprime le fait que, dans Ic r&f€ienticl %*, la couche limite thermique 

est stationnaire c'est h dire que ln  tempérahue n'y d+nd pas du temps. Cette hypothèse permet 

daBcrire (A3,4) sous Sa forme : 

J.,a combinaison de (A3,13 et du bilan d'6nergie interfaciaI (3.2) permet d'écrire : 



dT 
L'tLquation (A3.5) vérifiée par - est une équation différentielle du premier ordre dont la 

dr* 
solution est : 

Le champ de température est obtenu en intégrant Ia relation (A3.7) : 

L'écritu~ des conditions aux limites la surface de fa bulle et loin de celle-ci permet de 

calculer les constantes d'intégration, : 

Le nombre de Nusselt est calcul6 en intégrant (A3.7) la surface de la bulle. La solution 

analytique cherchBe pour f(Ja) est alors obtenue en écrivant la relation (A3.1). L'expression de 

f(Ja) est une fonction du parametre F qui s'exprime par : 

Iï f (Ja) = - F 
Na2 

Le tableau A3,l regroupe les valeurs de f(Ja) obtenues en résolvant (A3.10) pour 

différents nombres de Jacob. Ces calculs ont kt6 réalisés B Saide du logiciel Mathematica instdlé 

sur station ICBM RS6000, 



Tableau A3.1: valeurs de ffJa) 

A3.2 Calcul de Ia force exercée sur une bulle de rayon variable 

par un 6coulement potentiel uniforme 

Nous nous proposons dans cette annexe d'obtenir Ia force de traînée exerck par un 

écoulement uniforme sur une bulle de gaz dont: le rayon varie d m  le temps en calculant Ia 
dissipation d'energie de l'écoulement potentiel. Pour cela on considère une buIle spherique de 

rayon variable en translation avec la vitesse U, = U, ex au sein d'un liquide au repos. Dans ces 

conditions, le potentiel des vitesses s'écrit en coordonnées s p f i q u a  centrées sur la bulle : 

A.3.2.a EcrIture du théorbe de la dissipation 

Dans le cas qui nous intéresse, la surface de la bulle se déplace et 1"riture du h€oteme 

de la dissipation est: plus délicate que dans la situation oli l'interface est imobiIe. En effet Ie 

travail du tenseur des contraintes est dQ comme dans le cas classique au mouvement de 

translation de la bulle mais également au déplacement radial de sa surface. La force qui s'exerce 



sur la bulle est la résultante des contraintes intégrGes sur sa surface. Elle sOkcrit compte tenu de 

la condition de cisaillement nul (1 34) : 

oh Z = (-P 1 + p 2) est le tenseur des contraintes et n la n o d e  ext6deur-e à la swface 

de la bulle, Le théorème de la dissipation résulte de récriture du bilan d'dnergie ciagtique dans 

tout l'espace. L'6quation de bilan l d  de I'énergie cidtique est obtenue en rédisant le prduit 

scalaire de l'équation de conservation de la quantitk de mouvement (1.l.b) par le vecteur 

vitesse. Cette équation s'écrit. en notant D = 2p SijSij la dissipation visqueuse de 1'6coulement 

et Sii = (3vi/axj + avj/axi)/2 le tenseur des taux de d6fomtion : 

On wnsidére le domaine de fluide 6 compris entre la surface de h bulle r et une sphhre 

concentrique h la bule de surface TA et de rayon A. L'intégration de chaque terme de (A3.13) 

dans 6 s ' M t  : 

oh n, et V, sont respectivement la normale sortante par rapport au domaine 6 et la 

vitesse de dbplacernent de ta surface considérée. Sur la surface de ta bulle T, la relation entre 

nr  et n s 'kit  : 



Les différentes intégraIes sur TA tendent vers O quand A tend vers l'infini (Th, 1981). 

Elles sont ca1cuIées de manié= classique en consid6rant que, suffisamment loin de Ia bulle, le 

champ des vitesses de i%oulement potentiel constitue une bonne approximation du champ réel. 

La relation (A3.13) s'écrit alors compte tenu de (A3.14) : 

Compte tenu de la relation 11.29, déduite du bilan de masse b la surface de la bulle en 

prenant en compte le rapport des masses volumiques des deux phases, la deuxikme intégration 

dans (A.3.16) v4rifie : 

Le passage le plus délicat de ce calcul conceme l'6valuation de la puissance des 

contraintes s'exerçant sur la surface de la bulle. Lorsque l'interface est immobile, cette int6graIe 

s'derit de maniére immédiate comme &nt l'oppos€e de la puissance des efforts de traînée 

exercés par 1'Ccoulement sur la bulle. Lorsque l'interface se dépIace, cette puissance du 

tenseur des contraintes suivant 1e d6placement U, = Ub E, s'ajoute la puissance d6ve1oppée par 

les contraintes suivant le ddplaccment radiai de Finterface -R n, : 

On notera par la suite I, = E, dT . Ir 
Le principal probtbme persiste car l'dvaluation de I'int4grdc 1, nécessite la connaissance 

de la contrainte nomaie Zn, sur la surface. Evidemment, si cette contrainte &ait connue, le 

calcul de la mînBe se réaliserait de manihre directe l'aide de Ia relation (A3.12). 

A ce stade du calcul, Ie îh4orème de la dissipation s'écrit : 



A3.2.b Calcul du travail radial 1, du tenseur des contraintes 

L'utilisation du théorème de la dissipation off= le EormidabIe intéfit de pouvoir calculer la 

force de traînée F, sur la bulle sans nécessiter la connaissance des champs de vitesse et de 

pression dans la couche Iimite de celle-ci. ElIe est donc particulièrement intéressante dans le cas 

oh l'écoulement rBeI est très proche de I'écoulement potentiel mais en diffêre par la condition de 

cisaiIlement nul sur Ia bulle. En effet dans ces conditions, I'intégmtion de la contrainte normale 

(c.,)~, ~alcul€e avec le champ potentiel ne donne pas la totalitd de la tralnth car la correction 

de pression p, d'origine visqueuse, provenant de fa vorticité créée la surface de la bulle par 

Ia condition de cisaillement nul (1.34), apporte une contribution h Ia trafnk qui est du meme 

ordre (en ~ e - ' )  que le terme de contrainte normale fisqueuse [Moore 1959, Moore 1 963, 

LRvich 19621. La con trainte nomde h l'interface s'&rit en fait à i'ordre o(R~-' ) : 

La correction de pression p, est dans le cas de l'écuulement stationnaire en l'absence de 

déplacement de l'interface [Kmg & h l ,  19881 : 

Elle est antisym6trique par rapport Zi I'angle polaire 0 sur [O, R] et sa contribution à 1, est 

donc nulle. Par des considérations purement qualitatives, on constate que Ia composante radiale 

de la vitesse du fluide induite par le d6placement de I'interface est inddpendante de l'angle 

polaire 8 et ne change pas les symétries par rapport B 0 de la correction de vitesse et par 

conséquent de la correction de pression p,. Ainsi un calcul analogue à celui de Kang & 

Leal (1988), si les équations voulaient bien se laisser intégrer, aboutirait h une correction de 

pression antisyrnécrique par rapport 0. Par conséquent la contribution de p, 1, est nulIe. 

L'intégrale 1, s"expXrme donc en fonction du tenseur des contraintes calcuIé avec le champ de 

vitesse et de pression de I"ou1ement potentieI (A,3.1f) : 

A.3.2.c Calcul de Ia force totale 

Le théor&me de la dissipation (A3.19), compte tenu de (A3.22), s'écrit finalement : 



Le calcul des diffdnenres intégrales de (A3.23) est immédiat et aboutit aux expressions : 

La force totale exercée sur la bulle est constituk d'un terme d'inertie et du terme de 

traînée visqueuse classique de 1'6couIement stationnaire, Elie s'exprime finalement par : 

I'expression (A3.25) peut figalement se mettre sous Ia forme vectorielle suivante : 

oh gb = 4~ ~ ~ 1 3  est le volume de la bulle et CD est le coefficient de traînée visqueuse 

calcul6 ih i'aide de la dissipation de l'écoulement potentiel h la pkision O( ~ e - ' )  : 



Annexe 4 

Tableaux de données 

A4,1 Nombre de Nusselt pour une bulle sphgsique au sein d'un écoulement 
uniforme et stationnaire 

A4.2 Valeurs numériques de J(E) calculées par Mchughlbh (199 1) 



A4.1 Nombre de Nusselt pour une bulle sphérique au sein d'un 
&coulement uniforme et stationnaire 

Dans le LrtbIeau A4.1 sont regsoupés les r6suItats numkrîques du transfert interfacial entre 

une bulle sphkrique et un écoulement unifume et stationnaire à differents nombre de Reynolds 

Re et de Prandtl Pr [Lagendre, 199 11. Iis ont et6 compl6t6s et comparés avec des simulations 

n%iisées avec la version actuelle de JADIM pour les besoins de oette étude. 

Tableau A4.1 : nombre de NusxIt en Bçoulement uniforme et stationnaire 



A 4.2 VaIeurs nurnlériques de J(E) calculées par Mcl=aughlin (199 1) 

Dans le tableau A4,2 sont regroupées les valeurs numériques de J(E) cdculées par 

Mckughlin ( 1 99 1) qui interviennent dans i'expression du coefficient de portance (4.10) pour 

la sphère solide : 

et I'expression (4.36) pour la bulle spMrique : 

TabIeau A4.2 : Valeurs numeriques de J(E) calculées par Mckughlh ( t 99 1) 
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