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Résumé

La géométrie Kählérienne forme un domaine où les interactions entre la géométrie al-
gébrique et la géométrie différentielle sont fructueuses et, souvent, inévitables. Mon travail
de recherche porte principalement sur l’existence, ou non, de métriques Kählériennes cano-
niques sur les variétés complexes, c’est-à-dire des métriques qui respectent et révèlent des
propriétés importantes de ces variétés : symétries, courbure, possibilité d’en former de bons
espaces de modules,...

Du côté de la géométrie différentielle, mon travail porte donc sur l’existence ou non de
solutions à des équations aux dérivées partielles non linéaires sur les variétés différentielles
sous-jacentes. Du côté de la géométrie algébrique, mon travail porte sur la K-stabilité, une
notion qui a vu le jour il y a une trentaine d’années, pour devenir un des sujets d’étude
majeurs actuellement.

Si la relation entre ces deux aspects est de mieux en mieux comprise (grâce notamment à
la résolution de la conjecture YTD dans le cas des métriques Kähler-Einstein sur les variétés
Fano), chacun d’eux reste relativement mystérieux en général. Pour mieux comprendre, il
faut étudier ces problèmes sur des variétés dont on connaît déjà, un peu, la géométrie. Je
me suis concentré, depuis ma thèse, sur le cas des variétés sphériques. Il s’agit de variétés
qui ont beaucoup de symétries (tout un groupe de matrices à coefficients complexes, par
exemple GLn(C)), et qui sont encodées de manière combinatoire (généralisant la correspon-
dance mieux connues entre variétés toriques et polytopes).

J’ai obtenu, sur ces variétés, des critères combinatoires effectivement vérifiables d’exis-
tence de métriques canoniques et de K-stabilité. J’ai aussi obtenu des exemples pour lesquels
aucune métrique canonique raisonnable ne semble exister, et étudié les phénomènes de dé-
générescence lorsque les métriques canoniques n’existent pas (de manière équivalente, dans
le cas K-instable).
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CHAPITRE 1

Introduction

1.1 Contexte
Le contexte de ma recherche est bien illustré par le problème de l’existence de métriques

Kähler-Einstein sur les variétés de Kähler compactes. Celui-ci prend son origine dans les
travaux de Kähler [Käh32], mais a gagné sa célébrité grâce à sa mise en avant par Calabi, puis
à la résolution de la conjecture de Calabi par Yau à la fin des années 70 [Yau78]. Depuis cette
époque, le domaine a bien évolué, mais reste l’un des plus actifs en géométrie complexe. Les
perspectives qu’il a ouvert (je présenterai certaines dans les sections ultérieures) donneront
encore du travail à plusieurs générations de chercheurs.

1.1.1 Formes de Kähler et amplitude
Une métrique de Kähler ω sur une variété complexe X de dimension n est une 2-forme

différentielle qui s’écrit localement sous la forme

ω = i∂∂̄φ := i ∑
j,k

∂2φ

∂zj∂z̄k
dzj ∧ dz̄k

où (z1, . . . , zn) sont des coordonnées holomorphes sur un ouvert U de X, et φ : U → R

est une fonction lisse dont la matrice hessienne complexe
(

∂2 φ
∂zj∂z̄k

)
j,k

est, en tout point, une

matrice hermitienne définie positive. La variété complexe X est dite de Kähler s’il existe une
métrique de Kähler globale ω sur X. Cette notion se trouve à la confluence de diverses
géométries : la géométrie complexe bien sûr, mais aussi la géométrie symplectique (car ω
est en particulier une forme symplectique) et la géométrie riemannienne (car gω : (v, w) 7→
ω(v, w) défini une métrique Riemannienne sur X). De plus, la forme ω est fermée, et défini
donc une classe de cohomologie [ω].

Un fibré en droites (complexes) hermitien (L, h) sur X fourni une 2-forme ωh sur X,
la forme de courbure de h, qui s’exprime localement comme i∂∂̄φ pour une fonction φ. Plus
précisément, si s : U → L est une trivialisation locale (une section partout non-nulle), la
fonction φ est donnée par

φ(z) = −2 ln|s(z)|h

11



12 Chapitre 1. Introduction

Lorsque cette 2-forme est de Kähler, le fibré en droite L est dit positif.
Supposons X compacte, alors par le théorème de plongement de Kodaira [Kod54], la

positivité de L est équivalente à la propriété algébro-géométrique d’amplitude, qui assure
qu’il existe un k ∈ N tel que le morphisme (a priori rationnel) X → P(H0(X, Lk)∗) qui à
x associe l’évaluation en x d’une section, soit un plongement. Dans ce cas, la variété X se
réalise comme une sous-variété d’un espace projectif complexe, on dit qu’elle est projective.

Cette relation entre la notion métrique de positivité et la notion algébrique d’amplitude
est l’un des exemples fondamentaux des interactions entre géométrie différentielle et géo-
métrie algébrique qui sont au centre de la géométrie complexe. Mon travail s’inscrit large-
ment dans cette ligne, autour de la conjecture de Yau-Tian-Donaldson qui relie existence
de métriques de Kähler canoniques et la notion algébrique de K-stabilité. Présentons dès
maintenant le cas des métriques Kähler-Einstein.

1.1.2 Théorème de Calabi-Yau
Étant donné une métrique de Kähler ω, la forme de plus haut degré associée ωn = ω ∧

· · · ∧ω est une forme volume sur X. Localement, elle s’exprime

ωn = n! det

(
∂2φ

∂zj∂z̄k

)
(idz1 ∧ dz̄1) ∧ · · · ∧ (idzn ∧ dz̄n)

Cette forme volume détermine une métrique hermitienne hωn sur le fibré canonique KX, le
fibré des formes volumes holomorphes, dont les éléments de la fibre peuvent s’écrire

ξ = λdz1 ∧ · · · ∧ dzn

dans des coordonnées holomorphes locales, avec λ = R. En effet, il suffit de poser

|dz1 ∧ · · · ∧ dzn|hωn =
ωn

(idz1 ∧ dz̄1) ∧ · · · ∧ (idzn ∧ dz̄n)

On note la forme de courbure ωhωn associée par Ric(ω). Cette définition, au premier abord
un peu arbitraire, permet de retrouver sous une expression très simple la notion de courbure
de Ricci de la métrique Riemannienne gω : le 2-tenseur de courbure de Ricci est encodé par
la forme de courbure Ric(ω).

En géométrie Riemannienne, la courbure de Ricci est une information fondamentale sur
une variété, et on appelle métriques d’Einstein les métriques dont la courbure de Ricci est
constante, c’est-à-dire telles que le 2-tenseur de courbure de Ricci est un multiple réel du
2-tenseur de la métrique Riemannienne. Dans le cadre d’une variété de Kähler, cette relation
se traduit par l’équation

Ric(ω) = tω (1.1)

pour un t ∈ R. Localement, on peut observer que cette équation est impliquée par l’équation

det

(
∂2φ

∂zj∂z̄k

)
= e−tφ

Dans son travail fondateur [Yau78], Yau utilise cette observation de manière globale, via le
lemme du ∂∂̄, pour interpréter l’équation comme une EDP sur la variété, dont l’inconnue
est une fonction scalaire ψ : X → R. Par une méthode de continuité et en obtenant des
estimées a priori remarquables (dont certaines ont été améliorées depuis, mais d’autres sont
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encore les meilleures disponibles), Yau a montré l’existence de métriques Kähler-Einstein
sur les variétés complexes dont la première classe de Chern est définie négative, ou nulle.
La première classe de Chern de X est la classe de cohomologie définie par la forme de courbure
d’une métrique hermitienne sur le fibré anticanonique K−1

X , et elle est dite (définie) négative
si elle contient un représentant de la forme −ω, avec ω une forme de Kähler. En général,
la première classe de Chern c1(L) d’un fibré en droite L sur X est la classe de cohomologie
commune définie par les formes de courbures de métriques hermitiennes sur L.

Lorsqu’on prend les classes de cohomologie dans l’équation (1.1), on obtient c1(X) =
t[ω], donc si ω est Kähler-Einstein, on a trois possibilités selon le signe de t : soit c1(X) est
définie négative, soit c1(X) = 0, soit c1(X) est définie positive (c’est la classe d’une forme
de Kähler). Dans ce dernier cas, on dit que X est une variété Fano. Le théorème de Calabi-
Yau laisse donc ouvert le cas des variétés Fano, qui a occupé bon nombre de chercheurs en
géométrie complexe depuis.

1.1.3 Exemples et contre-exemples
L’exemple de base de variété complexe est la droite projective complexe

P1 =
C2 \ {0}

C∗
= {[x : y] | (x, y) ∈ C2 \ {0}}

recouverte par deux ouverts de coordonnées C→ P1 définis respectivement par x 7→ [x : 1]
et y 7→ [1 : y], recollés le long de x 7→ 1/x. La forme de Fubini-Study sur P1 est certaine-
ment la forme de Kähler non-triviale la mieux connue, qui s’exprime, dans un ouvert de
coordonnées, par

ωFS = i∂∂̄ ln(1 + xx̄) =
idx ∧ dx̄
(1 + xx̄)2

On a dans ce cas,

Ric(ωFS) = i∂∂̄

(
− ln

(
1

(1 + xx̄)2

))
= 2ωFS

donc ωFS est une forme Kähler-Einstein, et P1 est une variété Fano.
La variété P1 est le premier exemple, aussi, de variété projective homogène sous l’ac-

tion d’un groupe de Lie compact par biholomorphismes. Ici, c’est le groupe compact SU2
qui agit transitivement sur P1. La forme de Fubini-Study est invariante sous l’action de ce
groupe, ainsi que sa forme de Ricci, et une 2-forme fermée sur P1, invariante sous SU2, est
uniquement déterminée par sa classe de cohomologie. On peut ainsi retrouver que l’équa-
tion Kähler-Einstein est satisfaite simplement par les classes de cohomologie, et cette preuve
s’étend à toutes les variétés projectives homogènes sous l’action d’un groupe de Lie compact.
Notons qu’une variété homogène projective qui est homogène sous l’action d’un groupe de
Lie réductif complexe est aussi homogène sous l’action de ses sous-groupes compacts maxi-
maux. Ainsi, on obtient de nombreux exemples de métriques Kähler-Einstein, par exemple
sur l’espace projectif Pn (on retrouve la métrique de Fubini-Study), les Grassmanniennes,
les quadriques Qn, les variétés de drapeaux,...

Si dans ce cas, les automorphismes permettent de montrer l’existence de métriques Kähler-
Einstein, les obstructions à l’existence de telles métriques connues avant les années 90 étaient
aussi dûes aux automorphismes. La première obstruction est dûe à Matsushima [Mat57] :
le groupe d’automorphismes d’une variété qui admet une métrique Kähler-Einstein est
un groupe réductif. Ceci permet de donner de nombreux exemples de variétés sans mé-
triques Kähler-Einstein, parmi les variétés Fano. Par exemple, l’éclatement BlPk Pn de Pn le
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long d’un sous-espace linéaire Pk a un groupe d’automorphismes non-réductif. Matsushima
montre de plus que le groupe d’isométries holomorphes d’une métrique Kähler-Einstein
est un sous-groupe compact maximal du groupe d’automorphismes. C’est le mieux qu’on
puisse espérer, et le théorème d’unicité de Bando et Mabuchi [BM87] précise que, s’il existe
des métriques Kähler-Einstein sur une variété Fano, celles-ci sont précisément paramétrées
par le quotient du groupe d’automorphismes par un de ses sous-groupes compact maxi-
maux.

Une autre obstruction, qui après quelques péripéties a donné lieu à la notion de K-
stabilité, fut trouvée par Futaki [Fut83]. Si X est Fano, quitte à multiplier la forme par un
réel positif, on peut supposer t = 1 dans l’équation (1.1). Alors comme Ric(ω) et ω sont
deux formes fermées dans la même classe de cohomologie, le lemme du ∂∂̄ assure l’exis-
tence d’une fonction h telle que

Ric(ω)−ω = i∂∂̄h

et ω est Kähler-Einstein si et seulement si ∂∂̄h = 0, c’est-à-dire que h est une fonction
constante. Soit ξ un champ de vecteur sur X, qui s’identifie à un élément de l’algèbre de Lie
aut(X) du groupe d’automorphisme Aut(X). Futaki démontre que le nombre FutX(ξ) :=∫

X(ξ · h)ω
n est indépendant du choix de la métrique de Kähler ω dans c1(X). En particulier,

s’il existe une métrique Kähler-Einstein, alors cet invariant est nul. La variété BlP1,P2 P4, où
P1 et P2 sont des sous-espaces linéaires disjoints, a un groupe d’automorphismes réduc-
tif, mais son invariant de Futaki est non-nul pour certains champs de vecteurs, donc elle
n’admet pas de métriques Kähler-Einstein. De même, l’obstruction de Matsushima ne dé-
coule pas de l’obstruction de Futaki : il existe des variétés Fano dont l’invariant de Futaki
est identiquement nul, mais dont le groupe d’automorphisme n’est pas réductif.

On termine cette section avec l’exemple des variétés toriques. Une variété X est torique si
elle est munie d’une action fidèle d’un tore complexe (C∗)dim X par biholomorphismes. Ces
variétés apparaissent naturellement dans différents cadre, et fournissent l’une des familles
de variétés complexes dont la géométrie est la mieux comprise (y compris en dimensions
élevées !). Remarquablement, leur géométrie algébrique est encodée par des données com-
binatoires, et leur géométrie différentielle par de la géométrie convexe. On trouve beaucoup
de variétés Fano parmi les variétés toriques, et Wang et Zhu [WZ04] ont obtenu, par des
estimées analytique C0 le long de la méthode de continuité de Yau obtenu via l’analyse
convexe, un critère combinatoire d’existence de métriques Kähler-Einstein sur les variétés
toriques Fano. Plus précisément, une variété torique Fano est encodée par un polytope dans
un espace vectoriel réel de dimension finie, et elle admet une métrique Kähler-Einstein si et
seulement si le barycentre de ce polytope est l’origine de l’espace vectoriel.

1.1.4 K-stabilité et la conjecture de Yau-Tian-Donaldson
Ce sont Ding et Tian [DT92] qui ont démontré que les obstructions précédentes n’étaient

pas suffisantes pour caractériser l’existence de métriques Kähler-Einstein. Étant donné un
plongement de X dans un espace projectif PN (qui existe puisque X est Fano), ils considèrent
une dégénérescence induite par l’action d’un sous-groupe à un paramètre σ : C∗ → PGLN+1
de Aut(PN) = PGLN+1. Plus précisément, ils considèrent la limite plate X0 de la famille des
sous-variétés Xt = σ(t)(X), indexée par C∗. C’est a priori un schéma, non irréductible, non
réduit. Ils supposent que cette limite est en fait une variété lisse (ou au moins normale), et
montrent dans ce cas que, pour le champ de vecteur ξ sur X0 induit par l’action de σ, on a
FutX0(ξ) ≥ 0, avec inégalité stricte si X0 n’est pas isomorphe à X. Tian a de plus proposé un
exemple de variété avec un groupe d’automorphisme réductif, un invariant de Futaki iden-
tiquement nul, mais une dégénérescence qui viole cette condition [Tia97]. C’est la naissance
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de la notion de K-stabilité utilisée par la suite pour rendre précise la conjecture émise par Yau
qu’il y aurait un pendant algébro-géométrique à l’existence de métriques Kähler-Einstein.

Cette notion a plus tard été traduite en termes purement algébro-géométrique (avec, en
particulier, une nouvelle définition de l’invariant de Futaki) par Donaldson [Don02]. La défi-
nition donnée par Donaldson impliquait de considérer plus de dégénérescences que Ding et
Tian : on n’imposait pas que la limite X0 soit normale. Les dégénérescences considérées sont
appelées des configurations test, l’invariant numérique associé l’invariant de Donaldson-Futaki,
et la K-stabilité est la condition (algébro-géométrique) de positivité de tous ces invariants.
La conjecture portait maintenant le nom de conjecture de Yau-Tian-Donaldson, et concernait
également l’existence d’autres métriques de Kähler canoniques, notamment dans d’autres
classes de Kähler que les multiples de c1(X), et sur des variétés qui ne sont pas Fano.

Dans le cas Fano, Li et Xu [LX14] ont en fait montré que la restriction initialement im-
posée par Ding et Tian était valable : il suffit de considérer les configurations test spéciales,
c’est-à-dire celles dont la fibre centrale X0 est une variété normale. Peu après, Chen, Donald-
son et Sun [CDS15a, CDS15b, CDS15c] ont démontré la conjecture de Yau-Tian-Donaldson
dans le cas Fano. Loin de mettre un terme au domaine, ce résultat a motivé de nombreuses
recherches ultérieures, parmi lesquelles l’obtention de nouvelles preuves du résultat, son ex-
tension à d’autres métriques de Kähler canoniques, et la détermination explicite des variétés
Fano qui sont K-stables ou pas.

1.1.5 Métriques cscK et extrémales
La conjecture de Yau-Tian-Donaldson, comme mentionné plus tôt, ne concerne pas uni-

quement les métriques Kähler-Einstein. Une des classes principales d’autres métriques ca-
noniques a été introduite par Calabi [Cal82] sous le nom de métriques extrémales. Il s’agit,
comme leur nom le suggère, de métriques qui sont des points critiques pour une fonction-
nelle naturelle sur l’espace des métriques de Kähler dans une classe de cohomologie fixée,
la norme L2 de la courbure scalaire. Étant donné une métrique de Kähler ω, sa courbure
scalaire sω (au sens de la géométrie Riemannienne) peut être définie en termes de la forme
de Ricci de ω par l’expression :

sω :=
n Ric(ω) ∧ωn−1

ωn

C’est une fonction sur X, et la fonctionnelle de Calabi est définie par

Cal(ω) =
∫

X
s2

ωωn

Il existe (parfois) des minimiseurs naturels pour cette fonctionnelle, les métriques à cour-
bure scalaire constante (notées métriques cscK). Calabi montre, dès ce premier article [Cal82],
que la notion est plus générale : sur les surfaces de Hirzebruch on ne trouve pas de mé-
triques cscK, mais on trouve des métriques extrémales. La K-stabilité telle que définie par
Donaldson, est conjecturalement équivalente à l’existence de métriques cscK, et la variante
appelée K-stabilité relative définie par Székelyhidi [Szé07] est conjecturalement équivalente à
l’existence de métriques extrémales.

1.2 Mes travaux
Mes travaux de recherche se situent dans le contexte exposé dans les paragraphes pré-

cédents, et seront exposés en détails dans le corps du texte. Avant cela j’en donne un bref
aperçu ici.
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1.2.1 Travaux non présentés dans cette synthèse

Après un stage de Master 2 sous la direction de Philippe Eyssidieux sur les groupes Käh-
lériens qui a donné lieu à l’article [Del14], j’ai effectué ma thèse sous sa direction. Pendant ma
thèse, j’ai d’abord travaillé sur les invariants alpha et seuils log canoniques [Del15, Del17b],
qui fournissaient à l’époque l’une des méthodes les plus productives pour montrer l’exis-
tence de métriques Kähler-Einstein, via le critère de Tian. Il s’avère que ce critère est remar-
quablement mal adapté aux variétés munies d’un gros groupe d’automorphisme continu.

Le résultat principal de ma thèse se trouve dans l’article [Del17a]. Dans cet article, j’ob-
tiens un critère combinatoire d’existence de métriques Kähler-Einstein sur les compactifica-
tions biéquivariantes de groupes réductifs complexes, qui généralisent de manière naturelle
les variétés toriques. La preuve repose sur une compréhension fine de la géométrie de ces
variétés, analogue à celle des variétés toriques, et son utilisation pour traduire la méthode
de continuité de Yau en un chemin d’équations de Monge-Ampère réelles. Cette approche
analytique donne de plus très directement de l’information sur les cas où il n’existe pas
de métriques Kähler-Einstein, avec par exemple une mesure numérique du défaut d’être
Kähler-Einstein. Le résultat permet d’obtenir à la fois de nouveaux exemples de métriques
Kähler-Einstein, et de nouveaux exemples sans métriques Kähler-Einstein, avec un compor-
tement qui n’avait jamais été exhibé plus tôt. Comme on va le voir dans ce mémoire, beau-
coup de mes travaux depuis la thèse tirent leur inspiration de ce travail, que ce soit en dé-
veloppant les techniques introduites, en essayant d’obtenir d’autres critères combinatoires
explicites d’existences de métriques canoniques, ou en trouvant des exemples remarquables
de variétés Kählériennes.

La présente synthèse se concentre sur les publications produites, et ne détaillera pas
toutes mes autres activités scientifiques : enseignement supérieur, encadrement d’étudiants
de M1, organisation de séminaires, de conférences, activités d’évaluations d’articles et de
candidatures, participation à des conférences, des séminaires, des groupes de travails, des
projets ANR, responsabilité de projet ANR, etc.

1.2.2 Travaux présentés

Mes travaux depuis ma thèse ont porté sur différents thèmes, toujours en lien avec l’exis-
tence de métriques canoniques sur des variétés ayant beaucoup de symétries. J’ai utilisé à la
fois des techniques de géométrie algébrique et de géométrie différentielle (voire d’analyse
géométrique) et j’ai divisé le texte en deux parties correspondantes. Cette division, comme
l’ordre de présentation des articles dans le texte, ne suit pas l’ordre chronologique de pro-
duction. Pour remédier à ça, j’en fait ici en guise d’introduction une courte présentation
chronologique.

Mon premier travail après ma thèse est l’article [Del20a], écrit en 2016, où j’étudie la K-
stabilité des variétés sphériques Fano. Le résultat de ma thèse sur les compactifications de
groupes m’a permis, après ma soutenance de thèse en octobre 2015 et des commentaires de
Brion, de deviner le critère qui devrait exister pour l’existence de métriques Kähler-Einstein
pour les variétés sphériques. Je me suis décidé à suivre l’approche par la K-stabilité après
avoir regardé fin 2015 un exposé enregistré de Székelyhidi qui présentait le raffinement de
Chen-Donaldson-Sun obtenu par lui et Datar [DS16]. Les techniques utilisées pour [Del20a]
faisaient intervenir à la fois la géométrie algébrique et la géométrie différentielle de manière
essentielle, car je détaillais dans cet article comment étudier la géométrie différentielle des
variétés horosphériques d’une manière similaire aux variétés toriques et aux compactifica-
tions de groupes.
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Mon postdoctorat à Paris avec Olivier Biquard m’a amené a préciser la géométrie des
variétés symétriques de manière similaire à ce que j’avais fait pour les compactifications de
groupes, avec pour objectif la construction de métriques de Calabi-Yau sur les espaces symé-
triques. Avec l’idée de comprendre les cônes asymptotiques possibles, et en parallèle l’idée
de préciser les dégénérescences qui apparaissent comme fibres centrales de configurations
test pour les variétés symétriques, j’ai formulé la définition de variétés horosymétriques, et
compris leur géométrie différentielle dans [Del20b]. Une motivation supplémentaire pour
cet article est venue des articles de Li, Zhou et Zhu [LZZ18] qui reprouvaient mon critère
sur les compactifications de groupes par une approche variationnelle, et donnaient des ap-
plications pour d’autres polarisations. Je généralise leur approche dans la dernière section
de [Del20b], et la sortie, un mois après, des résultats de Chen et Cheng [CC21] a montré que
ceci donnait des conditions suffisantes d’existence de métriques cscK.

Dans ma collaboration avec Olivier Biquard, nous avons construit de nouveaux exemples
de métriques de Calabi-Yau sur des espaces symétriques de rang deux, avec des cônes
asymptotiques singuliers. Notre approche reposait sur plusieurs ingrédients : la géométrie
des variétés horosymétriques de [Del20b], la construction par Biquard et Gauduchon de mé-
triques hyperkähler explicites sur les espaces symétriques hermitiens, et les techniques gé-
nérales de construction d’une métrique Calabi-Yau à partir d’une solution asymptotique par
Tian-Yau [TY90, TY91], dans la version précisée par la thèse de Hein [Hei10]. Cette construc-
tion s’est inscrit dans un contexte où plusieurs constructions de métriques Calabi-Yau à cône
asymptotique singuliers sont apparues en même temps, suite à l’exemple de Yang Li sur C3

[Li19].
Dans l’article [DH21], nous introduisons avec Jakob Hultgren les solitons à poids cou-

plés (sous le nom de structure multiplicatives hermitiennes couplées, pour coller à la seule
terminologie à disposition à l’époque, celle de Mabuchi), et nous montrons un critère com-
binatoire d’existence de telles métriques, par une approche analytique impliquant une va-
riante de la méthode de continuité de Yau et des estimations a priori à la Wang-Zhu [WZ04]
que nous avions chacun déjà utilisés dans des contextes complémentaires [Del17a, Hul19].
J’avais participé en 2017 à une conférence à Nantes, où Jakob et moi avions donné des expo-
sés. J’en avais appris plus à cette occasion sur les métriques Kähler-Einstein couplées, et nous
avions discuté alors de l’idée de la collaboration [DH21]. Finalement, il a fallu presque un an
avant que j’envoie à Jakob un brouillon, qui contenait plus ou moins le plan général de l’ar-
ticle, avec beaucoup de trous et des preuves un peu ad hoc adaptées parfois maladroitement
de ma thèse. En plus de traiter les parties qui lui étaient réservées, Jakob a complétement
repris la preuve des estimées C0, et simplifié une partie des arguments. Je regrette que ce
soit passé un peu inaperçu faute de nouvelles applications...

En présentant les travaux précédents à l’occasion de divers séminaires et diverses confé-
rences, notamment à Cortona et à Shanghai en juin 2019, j’ai isolé dans [Del22] deux familles
particulièrement simples et parlantes de variétés sphériques (l’une horosphérique, l’autre
symétrique) qui illustrent bien les différentes situations possibles pour l’existence de soli-
tons à poids. Il s’agit de l’éclatement de Pn en deux sous-espaces linéaires complémentaires,
et de l’éclatement de la quadrique Qn en une sous-quadrique linéaire. Le second exemple en
particulier donne une famille infinie de variétés Fano K-instables, en toute dimension plus
grande que 5, sur lesquelles le flot de Kähler-Ricci développe des singularités de type 2.

En mai 2020, Yuji Odaka m’informait par email que le travail de Chi Li sur la conjec-
ture de Yau-Tian-Donaldson pour les métriques cscK permettait de montrer que, pour les
variétés sphériques, existence de métriques cscK et K-stabilité uniforme étaient équivalents.
Il en faisait la preuve en quelques lignes à partir de l’article de Chi Li. Avec son accord, j’ai
utilisé ce résultat pour démontrer une condition suffisante de K-stabilité uniforme des va-
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riétés sphériques [Del23c]. C’était une idée qui me taraudait depuis quelques temps, j’avais
d’ailleurs évoqué l’idée avec Bin Zhou lorsque Xiaohua Zhu m’avait invité à Pékin en 2018
pour un séjour de deux semaines. Avec le résultat de Chi Li, ce projet devenait bien plus
pertinent, et je complétais les pièces qui manquaient pendant l’été 2020 (en profitant du
peu de temps disponible que me laissaient Arsène et Basile, nés en mars 2020). En prélimi-
naire, il fallait en particulier étendre la description des configurations test pour les variétés
sphériques des configurations test spéciales traitées dans [Del20a] au cas général. Une ap-
plication remarquable de la condition suffisante est que pour des polarisations de variétés
sphériques proches de l’anticanonique, la K-stabilité pour les configurations test spéciales
est suffisante (elle est aussi toujours nécessaire).

L’observation d’Odaka me permettait en parallèle de pousser plus loin un projet que je
poursuivais depuis quelques années également : prouver des résultats analogues, dans le
cas sphériques, à la caractérisation de l’existence de métriques cscK sur les surfaces toriques
par Donaldson [Don02, Don09]. Pour le formuler de manière un peu imprécise, Donaldson
montre non seulement que la conjecture de Yau-Tian-Donaldson pour les surfaces toriques
était valide (sans l’adjectif uniforme), mais surtout qu’il suffit de considérer les configura-
tions test dont la fibre centrale a au plus deux composantes. Il y a un autre résultat de na-
ture similaire dans la littérature : la caractérisation par Apostolov, Calderbank, Gauduchon
et Tønnesen-Friedman de l’existence de métriques cscK sur les fibrés admissibles en droites
projectives. Finalement, je montre dans [Del23b] un résultat encore meilleur pour les varié-
tés sphériques de rang un : il suffit de considérer les configurations test spéciales. J’ai passé
du temps depuis, sans aboutir pour l’instant à un résultat satisfaisant, à étudier le cas des
variétés sphériques de rang deux.

En 2021, j’invitais en utilisant les crédits d’un projet PEPS INSMI, Simon Jubert pour
une semaine à Montpellier. Il était alors doctorant sous la co-direction de Vestislav Apos-
tolov et Eveline Legendre, entre Montréal et Toulouse. Il me présentait en détails ses tra-
vaux sur la conjecture de Yau-Tian-Donaldson sur les fibrations principales semisimples to-
riques. Les similarités avec le cas des variétés sphériques (plus précisément horosphériques)
étaient frappantes, et nous obtenions, essentiellement en parallèle, une condition suffisante
combinatoire d’existence de métriques extrémales sur ces variétés. En rédigeant la preuve
ensemble, nous avons surtout clarifié dans quelles circonstances ce critère devenait effecti-
vement facile à appliquer, et nous l’avons illustré par des programmes informatiques très
simples pour vérifier la condition [DJ23]. Une observation notable aussi est que, dans ce cas,
il n’est pas nécessaire que la polarisation soit proche de l’anticanonique pour que la condi-
tion s’applique, il suffit que la polarisation de la fibre soit proche de l’anticanonique de la
fibre, ce qui étend les situations d’application.

En 2022-2023, j’ai profité d’une demi délégation CNRS pour effectuer, en collaboration
avec Pierre-Louis Montagard, un travail chronophage mais que j’estime très utile, de clas-
sification des variétés sphériques (Fano) de petite dimension et de petit rang [DM23]. J’ai
toujours été surpris qu’il n’y ait pas ou très peu d’approche des variétés sphériques par
dimension, si ce n’est un chapitre, dans la thèse d’Hofscheier en 2015, sur les variétés sphé-
riques Fano de dimension 3. Pour y remédier, nous sommes revenus aux sources de la défi-
nition des variétés sphériques, et nous avons utilisé très peu d’outils récents sur les variétés
sphériques : nous aurions pu effectuer cette classification en 2006. Un des buts sous-jacents
est de l’appliquer pour trouver de nouveaux exemples intéressants, en rapport avec l’exis-
tence de métriques canoniques. Pour l’instant, nous nous sommes contenté de déterminer
quelles variétés parmi celles classifiées sont Kähler-Einstein, en utilisant [Del20a].

Enfin, je suis revenu aussi en 2023 sur des thèmes liés à mon postdoc avec Olivier Bi-
quard, en étudiant des limites de métriques Kähler-Einstein coniques sur les variétés ho-
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rosymétriques de rang un [Del23a]. C’est d’ailleurs Olivier Biquard qui m’avait présenté le
problème, en lien avec son travail (avec Henri Guenancia) sur l’apparition des métriques
de Tian-Yau (asymptotiquement cylindriques) comme limites de métriques Kähler-Einstein
coniques [BG22]. Mon résultat est un cas particulier d’un résultat général espéré sur les mé-
triques de Tian-Yau asymptotiquement coniques (pour lequel Henri Guenancia et Olivier
Biquard ont une approche par recollements), mais contient aussi des cas différents, et pour-
rait éclairer notre construction dans [BD19].

Je présenterai également très brièvement les travaux en cours de Tran Trung Nghiem,
que je co-encadre actuellement en thèse avec Marc Herzlich. Il travaille sur une nouvelle
construction des métriques Calabi-Yau sur les espaces symétriques de rang deux, qui devrait
finir le travail amorcé dans [BD19]. Il a déjà écrit deux articles préparatoires sur ce thème
[Ngh23a, Ngh23b].





CHAPITRE 2

Géométrie algébrique des variétés sphériques

2.1 Introduction aux variétés sphériques
Dans cette première section, nous rappelons quelques définitions, et outils fondamen-

taux pour l’étude des variétés sphériques. La meilleure référence en français sur le sujet
sont les Notes de la session de la S. M. F. "Opérations hamiltoniennes et opérations de groupes al-
gébriques" sur les variétés sphériques par Michel Brion, disponibles librement sur sa page
web.

2.1.1 Groupes réductifs
Soit G un groupe réductif linéaire complexe, connexe. Soit B un sous-groupe de Borel de

G, et T un tore maximal de B. On note X∗(T) = X∗(B) le groupe (abélien libre) des caractères
de T ou B. Le rang de G est égal au rang de ce Z-module.

Le groupe G agit sur son algèbre de Lie g par l’action adjointe Ad. La représentation de
T induite se décompose de la manière suivante :

g = t⊕
⊕
α∈Φ

gα

où Φ ⊂ X∗(T) est le système de racines de (G, T), et

gα = {x ∈ g | ∀t ∈ T, Ad(t)(x) = α(t)x}.

Le sous-groupe de Borel B correspond à un choix de racines positive Φ+ de Φ, tel que

b = t⊕
⊕

α∈Φ+

gα

et, de manière équivalente, un choix de racines simples S ⊂ Φ+.

Exemple 2.1.1. Dans le cas où G = GLn, on choisit traditionnellement pour B le sous-groupe
des matrices triangulaires supérieures, et pour T le sous-groupe des matrices diagonales,
qu’on note sous la forme diag(a1, . . . , an). Le Z-module X∗(T) est engendré par les fonctions
diag(a1, . . . , an) 7→ aj pour 1 ≤ j ≤ n. Le système des racines Φ est l’ensemble des αj,k :
diag(a1, . . . , an) 7→ aj/ak pour j ̸= k, αj,k ∈ Φ+ si et seulement si j < k, et les racines simples
sont les αj,j+1 pour 1 ≤ j ≤ n− 1.

21
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Le groupe de Weyl W de (G, T) est le groupe NG(T)/T, il agit naturellement sur X∗(T).
Notons ⟨·, ·⟩ un produit scalaire W-invariant (qui étend la forme de Killing sur la partie
semisimple). Soit V une représentation de G de dimension finie, alors V est isomorphe à un
produit direct de représentations irréductibles de G. Dans toute représentation irréductible
de G, il existe une unique droite B-stable, sur laquelle B agit via un poids λ ∈ X∗(B). De
plus, ce poids vérifie ⟨α, λ⟩ ≥ 0 pour toute racine positive α ∈ Φ+, on dit que λ est un poids
dominant, et que la représentation irréductible est de plus haut poids λ. Réciproquement, pour
tout poids dominant λ il existe des représentations irréductibles de plus haut poids λ. Pour
chaque λ, on fixe une telle représentation Vλ. On appelle

C+ := {p ∈ X∗(B)⊗R | ∀α ∈ Φ+, ⟨α, p⟩ ≥ 0}

la chambre de Weyl positive. En résumé, toute représentation de dimension finie de G est de la
forme

V =
⊕

λ∈Λ(V)

Vmλ
λ (2.1)

où Λ(V) ⊂ C+ ∩ X∗(B) est un sous-ensemble fini, et mλ ∈N∗ pour tout λ ∈ Λ.

2.1.2 Variétés sphériques

Soit X une variété algébrique complexe normale, munie d’une action régulière d’un
groupe algébrique linéaire réductif complexe, connexe G. Soit B un sous-groupe de Borel
de G.

Définition 2.1.2. La complexité c = c(X, G) de la G-variété X est la codimension minimale
d’une orbite de B dans X. Le réseau des poids M = M(X, G) de la G-variété X est le sous-
groupe de X∗(B) formé par les poids de l’action de B sur l’espace C(X) des fonctions ra-
tionnelles sur X. Autrement dit, χ ∈ M si et seulement s’il existe une fonction rationnelle f
sur X telle que, pour tout b ∈ B, tout x ∈ X, f (b−1x) = χ(b) f (x). Le rang r = r(X, G) de la
G-variété X est le rang de M comme Z-module.

Définition 2.1.3. Une variété sphérique est une G-variété normale X de complexité 0. Autre-
ment dit, X est sphérique si un sous-groupe de Borel de G opère dans X avec une orbite
ouverte dense.

Exemple 2.1.4. — Si G = T, alors B = T, et comme tout quotient d’un tore est aussi un
tore, X est une variété torique sous l’action d’un quotient de T.

— Par la décomposition de Bruhat, toute variété projective homogène est sphérique.

— Par la décomposition de Bruhat encore, si G0 est un groupe réductif connexe, et G =
G0×G0, alors G0 muni de l’action de G0×G0 par multiplication à droite et à gauche est
une variété sphérique. Par conséquent, si une G-variété normale X contient un ouvert
dense isomorphe de manière G-équivariante à G0, alors X est sphérique.

Plus généralement, on note qu’une variété sphérique X admet aussi une orbite ouverte
dense de G, et que X est sphérique si et seulement si cette orbite l’est. On appelle cette orbite
un espace homogène sphérique, et si H est le stabilisateur d’un point, on dit que H est un sous-
groupe sphérique de G.
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2.1.3 Cône des valuations et couleurs

Soit X une variété algébrique complexe. Une valuation sur X est une valuation sur le
corps des fractions rationnelles C(X), c’est-à-dire un morphisme de groupe ν : C(X)∗ → R

(pour l’addition sur R) telle que ν(C∗) = {0} et ν( f1 + f2) ≥ min(ν( f1), ν( f2)) si f1, f2 et
f1 + f2 ∈ C(X)∗.

On suppose maintenant à nouveau que X est une G-variété sphérique. Comme B a
une orbite ouverte dense, une fonction rationnelle B-équivariante sur X est déterminée, à
constante multiplicative près, par son poids. Soit N = Hom(M, Z) le Z-module dual au
réseau des poids M. La restriction d’une valuation ν aux fonctions B-équivariantes défini un
élément ν|M ∈ N⊗R. Si E est un ensemble de valuations, on notera parfois par E|M l’image
de E par l’application ·|M : ν 7→ ν|M.

Définition 2.1.5. Le cône des valuations V de X est l’ensemble des ν|M, lorsque ν parcourt les
valuations G-invariantes sur X.

C’est, comme son nom l’indique, un cône polyédral rationnel dans N ⊗R. De plus, l’ap-
plication qui a ν associe ν|M est injective sur les valuations G-invariantes. En fait, le cône V
est cosimplicial.

Définition 2.1.6. Les éléments de l’ensemble minimal (fini) Σ des éléments primitifs de M
tels que V = {x ∈ N ⊗R | ∀σ ∈ Σ, σ(x) ≤ 0} sont appelés les racines sphériques.

Notons que V est un invariant à transformation G-équivariante birationnelle près de X,
car il ne dépend que de l’action de G sur le corps des fractions rationnelles. En particulier, il
ne dépend que de l’orbite ouverte G/H de G dans X. Étant donné un modèle G-birationnel
X de G/H, les diviseurs premiers sur X donnent lieu à des valuations (divisorielles) sur X.
En fait, ces valuations, pour tous les modèles X, engendrent le cône V .

Un cas particulier est remarquable : lorsque le cône des valuations est N ⊗R tout entier.
Introduisons la terminologie correspondante.

Définition 2.1.7. La variété X est horosphérique lorsque V = N ⊗R.

D’autres diviseurs jouent un rôle fondamental dans la géométrie des variétés sphériques :
les couleurs. Les couleurs sont fréquemment interprétées de différentes manières, mais la cor-
respondance est simple. On peut définir une couleur comme une orbite de B de codimension
1 dans l’orbite ouverte G/H. On note C l’ensemble des couleurs, qui est un ensemble fini.
Chaque couleur induit un diviseur premier sur X (son adhérence), et donc une valuation
divisorielle sur X, mais l’application qui à une couleur associe son image dans N ⊗R n’est
pas nécessairement injective.

À une couleur C ∈ C, on associe aussi un sous-groupe parabolique standard ζ(C), le sta-
bilisateur dans G de la couleur. L’intersection de tous les ζ(C) est le stabilisateur de l’orbite
ouverte de B, on l’appelle le sous-groupe parabolique adapté.

Définition 2.1.8. La donnée combinatoire associée à G/H est (M, Σ, C) où M ⊂ X∗(B) est le
réseau des poids, Σ ⊂ M est l’ensemble des racines sphériques, et C est l’ensemble des
couleurs, vu comme un ensemble abstrait muni de deux applications ·|M : C → N =
Hom(M, Z) et ζ à valeur dans les sous-groupes paraboliques standards de G.

Proposition 2.1.9. [Los09] La donnée combinatoire (M, Σ, C) détermine uniquement le sous-groupe
sphérique H à conjugaison près.
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2.1.4 Classification des plongements
On fixe un sous-groupe sphérique H de G, et les données combinatoires associées (M, Σ, C).

Définition 2.1.10. Une G-variété normale X, avec un point marqué x ∈ X, est un plongement
équivariant de G/H si l’orbite de x est un ouvert (dense) de X, et son stabilisateur est égal à
H.

Toute variété sphérique X est un plongement équivariant d’un espace homogène sphé-
rique G/H. Ces plongements sont classifiés par des données combinatoires, qui généralisent
les éventails toriques.

Définition 2.1.11. Un cône colorié est une paire (A, R) où R est une partie de C (un ensemble
de couleurs) avec 0 /∈ R|M, et A ⊂ N⊗R est un cône strictement convexe engendré par R|M
et un nombre fini d’éléménts de V ∩ N, dont l’intérieur relatif a une intersection non-vide
avec V .

Si (A1, R1) et (A2, R2) sont deux cônes coloriés, on dit que (A2, R2) est une face de (A1, R1)
si A2 est une face de A1 et R2 = {D ∈ R1 | D|M ∈ A2}.

Un éventail colorié est un ensemble fini non-vide F de cônes coloriés tel que, si (A2, R2)
est une face de (A1, R1) ∈ F , alors (A2, R2) ∈ F , et tout élément de V est dans l’intérieur
relatif d’au plus un cône colorié dans F .

Théorème 2.1.12. [Kno91, Theorem 3.3] L’ensemble des éventails coloriés est en bijection avec les
classes de G-isomorphismes de plongements équivariants de G/H. Étant donné un plongement équi-
variant X d’éventail colorié F , il y a une bijection entre orbites de G dans X et cônes coloriés dans F .
De plus, une orbite est dans l’adhérence d’une autre si et seulement si le cône colorié de la première
est une face du cône colorié de la seconde.

Comme pour les variétés toriques, on peut lire beaucoup de propriétés de X directement
sur son éventail colorié. Par exemple :

Proposition 2.1.13. [Kno91, Theorem 4.2] Un plongement équivariant X est complet si et seulement
si le support |F | :=

⋃{A | (A, R) ∈ F} ⊂ N ⊗R de son éventail colorié F contient tout le cône
des valuations V .

Cependant, d’autres propriétés sont moins immédiates, par exemple, si un éventail est
constitué seulement d’un cône colorié et de ses faces, alors les plongements équivariants
associés ne sont pas, en général, affines. Il y a un cas extrème : si le cône des valuation est
lui-même strictement convexe. Dans ce cas, on peut construire un plongement équivariant
complet facilement : il suffit de considérer l’éventail formé par le cône des valuations et ses
faces, avec toujours R = ∅. Lorsque le plongement correspondant est lisse, ce plongement
est appelé la compactification magnifique de G/H (d’après la terminologie introduite par De
Concini et Procesi [DP83]).

De même, pour les singularités, la caractérisation est plus complexe que pour les variétés
toriques. Ainsi, si on peut obtenir un critère combinatoire de lissité des variétés sphériques,
celui-ci passe essentiellement par une classification des modèles locaux possibles. La notion
directement analogue, pour les éventails coloriés, à la notion d’éventail lisse, caractérise
seulement les plongements localement factoriels.

Proposition 2.1.14. Un plongement équivariant X est localement factoriel si et seulement si pour
chaque cône colorié (A, R), on peut écrire R = {r1, . . . , rk}, et

A = cone(a1, . . . , al, r1|M, . . . , rk|M)

de sorte que la famille (a1, . . . , al, r1|M, . . . , rk|M) se complète en une base du réseau N.
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Sans donner la caractérisation de la lissité, on peut en donner un cas particulier assez
général, qui reflète un comportement analogue aux variétés toriques.

Définition 2.1.15. Le plongement équivariant X d’éventail colorié F est toroidal si pour tout
cône colorié (A, R) de F , on a R = ∅.

Proposition 2.1.16. Si un plongement équivariant est toroidal et localement factoriel, alors il est
lisse.

Par exemple, si le cône des valuations est engendré par une base de N, alors il existe une
compactification magnifique, comme décrite plus haut.

2.1.5 Polytopes moments des variétés sphériques

Soit X une G-variété normale, et L un fibré en droite ample sur X. On suppose de plus
que l’action de G se relève à L, de sorte que les bijections induites entre les fibres soient des
isomorphismes linéaires (on dit que L est linéarisé). Alors l’espace H0(X, L) des sections ho-
lomorphes globales de L est une représentation de G de dimension finie. Avec les notations
de (2.1), on peut écrire

H0(X, L) =
⊕

λ∈Λ(H0(X,L))

Vmλ
λ

pour des entiers non nuls mλ. De même pour les puissances tensorielles Lk = L⊗ · · · ⊗ L.

Définition 2.1.17. Le polytope moment de (X, L) est l’ensemble

∆+ = ∆+(X, L) = conv

( ⋃
k∈N∗

1
k

Λ(H0(X, Lk))

)

Une propriété fondamentale de cet ensemble est, comme son nom l’indique, qu’il s’agit
d’un polytope convexe dans X∗(T)⊗R. Nous allons voir, dans le cas des variétés sphériques
une description explicite de ce polytope comme intersection de demi-espaces.

Notons que, quitte à passer à une puissance tensorielle, tout fibré en droite admet une
linéarisation. De plus, deux linéarisations d’un même fibré diffèrent par un caractère de
G. Par conséquent, les polytopes moments associés à deux linéarisations différentes sont
images l’un de l’autre par une translation par un élément χ de X∗(B) qui vérifie ⟨α, χ⟩ = 0
pour tout α ∈ Φ+.

Si X est Gorenstein Fano et L = K−1
X , alors il y a une linéarisation canonique de L, donc

un polytope moment canonique. À chaque fois qu’on parlera de variétés Gorenstein Fano,
on utilisera la linéarisation canonique.

Pour une G-variété générale, le polytope moment contient en général peu d’informa-
tion. Comme il ne contient pas d’information a priori sur les multiplicités λ, on ne peut pas
vraiment espérer retrouver les représentations H0(X, Lk) à partir du polytope moment seul.
Dans le cas des variétés sphériques, la situation est différente : comme B a une orbite ou-
verte, toute section B-équivariante est uniquement déterminée, à constante multiplicative
près, par son poids. Donc les multiplicités mλ sont toutes égales à 1.

Brion a donné une description combinatoire des polytopes moments [Bri89] (et du groupe
de Picard), comme suit. Soit L un fibré G-linéarisé sur X, et s une section méromorphe B-
équivariante de L, de poids χ ∈ X∗(B). Comme S est B-équivariante, le diviseur de s est
B-invariant. Or les diviseurs premiers B-stables sont en nombre fini : il s’agit des adhérences
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des couleurs, et des diviseurs premier G-stables, correspondant aux rayons sans couleurs
dans l’éventail de X. On peut ainsi écrire

div(s) = ∑
D premier B-stable

nDD

Si L est ample, le polytope moment de (X, L) est alors le polytope

∆+ = χ + ∆

où
∆ = ∆(X, L, s) = {p ∈ M⊗R | ∀D, D|M(p) + nD ≥ 0}

Les polytopes ci-dessus ont en fait du sens que L soit ample ou pas.
De plus, Brion montre que la structure de représentation de l’espace des sections est

donnée par
Λ(H0(X, L)) = χ + ∆ ∩M

Cette description permet, via la formule de la dimension de Weyl, d’exprimer le degré d’un
fibré en droite ample L en fonction de son polytope. On se servira d’un raffinement de
cette formule, donc on la rappelle dès maintenant. On appelle polynôme de Duistermaat-
Heckman de L (relatif au choix de la section s ici), le polynôme

P(p) = PL,s(p) := ∏
α∈Φ+

X

⟨α, p + χ⟩
⟨α, 1

2κB⟩
(2.2)

où Φ+
X désigne l’ensemble des racines positives qui ne s’annulent pas identiquement sur ∆+

(c’est indépendant du fibré ample considéré) et κB = ∑α∈Φ+ α. Alors

deg(L) = n!
∫

∆
P dµ

où dµ est la mesure de Lebesgue sur M⊗R normalisée par le réseau M, et n est la dimension
de X.

Dans le cas de l’anticanonique, disons si X est Gorenstein, l’anticanonique admet une
section B-équivariante sac de poids κX, la somme de toutes les racines dans Φ+

X (c’est aussi
la somme des racines du parabolique adapté). De plus, le diviseur de sac s’écrit

Dac = div(sac) = ∑
D premier B-stable

mDD

avec mD = 1 si D est G-invariant, ou si D ∈ C, et ζ(D) ∩
(

Σ ∪ 1
2 Σ
)
̸= ∅. Sinon, D ∈ C et on

a mD := ⟨α∨, κX⟩ ≥ 2 où α est une racine simple telle que −α n’est pas une racine de ζ(D)
[Bri97]. On note ∆+

ac le polytope moment pour la linéarisation canonique de l’anticanonique,
et ∆ac le polytope −κX + ∆+

ac.
De plus, si X est localement factorielle, le groupe de Picard de X est engendré par les

diviseurs premiers B-stables, avec pour seules relations données par

∑
D premier B-stable

D|M(p)D = 0

pour p ∈ M.
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2.2 Classification des variétés sphériques Fano
Je présente maintenant mon travail en collaboration avec Pierre-Louis Montagard [DM23],

qui porte sur la classification des actions sphériques fidèles d’un groupe réductif G sur une
variété localement factorielle Fano X, en imposant dim(X) ≤ 4 et r(X, G) ≤ 2. Ce travail
est motivé à la fois par le problème de classification des variétés Fano (en petite dimension),
par la recherche d’exemples remarquables de variétés sphériques, qui pourraient exhiber des
comportements intéressants relatifs à la K-stabilité et l’existence de métriques canoniques,
ou d’autres problèmes de géométrie complexe.

La classification des variétés Fano (lisses) de dimension trois a été une réussite et un ap-
port majeur en géométrie algébrique complexe. Elle a été obtenue par Iskovskikh, Mori et
Mukai [Isk77, Isk78, MM82, MM03] : il y a 105 familles de déformations de variétés Fano de
dimension trois. Cheltsov, Przyjalkowski et Shramov ont déterminé lesquelles on un groupe
d’automorphisme infini [PCS19]. Parmi celles-ci, 29 sont des plongements d’espaces homo-
gènes sphériques, mais elles ont souvent plus d’une action de groupe possible qui les rend
sphériques. Ces différentes actions sont toutes potentiellement intéressantes, par exemple
pour considérer des paires (X, D) avec X Fano et D un diviseur G-invariant de X, pour un
groupe G agissant sur X.

En dimension quatre et plus, il n’y a pas de classification complète des variétés Fano en
général, même si ça fait l’objet d’un programme de recherche actif au Royaume-Uni lié à la
symétrie miroir. Par contre, les variétés toriques Fano de dimension quatre ont été classifiées
par Batyrev [Bat99] et Sato [Sat00]. Elles ont aussi été classifiées en dimensions supérieures
(jusqu’à 8) à l’aide de programmes informatiques par Øbro [Øb07]. Avec Pierre-Louis Mon-
tagard, nous avons souhaité commencer l’exploration du cas sphérique. Il s’avère que le cas
des variétés sphériques de dimension 4 et de rang 1 ou 2 peut se faire à la main. Le cas du
rang 3 nécessite vraisemblablement l’aide d’un ordinateur, et Girtrude Hamm, étudiante de
Johannes Hofscheier et Alexander Kasprzyk travaille actuellement sur ce projet.

2.2.1 Classification des espaces homogènes
Nous avons d’abord obtenu la classification complète des espaces homogènes sphériques

G/H de dimension ≤ 4, où l’action de G est supposée fidèle, et l’image de G dans les au-
tomorphismes de G/H est supposée contenir le groupe AutG(G/H) des automorphismes
G-équivariants de G/H. Ces deux dernières hypothèses ne sont là que pour éviter des re-
dondances inutiles.

La liste des espaces homogènes sphériques de dimension 4 est longue, avec 45 familles,
dont 14 familles infinies. Pour donner une idée, on donne les détails seulement pour un
groupe réductif. Au lieu de donner pour chaque cas le groupe qui agit fidèlement, on se
contente de donner le groupe sous la forme G = Gsc ×Gn

m où Gn
m agit fidèlement et Gsc est

semisimple, simplement connexe et agit avec un noyau fini.

Théorème 2.2.1. Un espace homogène G/H qui satisfait les hypothèses ci-dessus est homogène sous
l’action d’un groupe G = Gsc ×Gn

m avec Gsc de rang inférieur ou égal à 4 parmi les groupes SLk
2,

SLk
3, Sp4× SLk

2, SL3× SLk
2, SL4× SLk

2, SL5. Si G = SL2×Gn
m, alors H est l’un des sous-groupes

suivants :

1. n = 0 et H est B−, B−1 ×T2, B−1 ×N(T2), diag(SL2), N(diag(SL2)), diag(B1), N(diag(B1)),
T1 × T2, N(T1)× T2, diag N(T1), ou N(T1)× N(T2)

2. n = 1 et H est diag(SL2)× {1}, ⟨diag(SL2), (I2,−I2,−1)⟩, N(diag(SL2))× {1}, ou dans
les familles infinies
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(a) ker((a1ϖ1 + a2ϖ2 + χ1)|B−) pour a1, a2 ∈ Z avec a1 ≥ |a2|.
(b) ker((a1ϖ1 + a2ϖ2 + χ1|)T1×B−2 ×Gm

) avec a1 ∈ Z≥0 et a2 ∈ Z

(c)
〈

T1 × ker((a2ϖ2 + χ1)|B−2 ×Gm
),
([

0 −1
1 0

]
,
[

ξ 0
0 ξ−1

]
, ε

)〉
où a2 ∈ Z≥0, ε = ±1,

ξ est une racine primitive 2l-ième de l’unité, et soit 2l divise a2 si ε = −1, ou ε = 1, 2l

divise 2a2 et 2l ne divise pas a2 sauf si l = 0

3. n = 2 et H = ker((a1ϖ1 + a2ϖ2 + χ1)|B−) ∩ ker((b2ϖ2 + χ2)|B−) où soit a2 = b2 = 0 et
0 ≤ a1, soit 0 < a1 ≤ a2 ∧ b2, et 0 ≤ a2 < b2.

Expliquons un peu d’où cette classification provient, et comment l’énumération des groupes
possibles peut largement être raffinée grâce au rang pour vérifier que les groupes de haut
rang contribuent peu de familles d’espaces homogènes sphériques. Le point clef pour ob-
tenir une classification est le résultat de structure locale des variétés sphériques prouvé par
Brion, Luna et Vust, et qui appliqué au cas particulier d’un espace homogène sphérique
s’énonce comme suit.

Proposition 2.2.2. [BLV86] On suppose que G/H est un espace homogène sphérique, et que l’orbite
BH/H de B est un ouvert dense. Soit P le stabilisateur de cette orbite. Alors il existe un sous-groupe
de Levi L de P, de centre connexe C, tel que P ∩ H = L ∩ H contient le sous-groupe dérivé [L, L] et
l’application

Pu × C/(C ∩ H)→ BH/H, (p, x) 7→ p · x

est un isomorphisme.

Ce résultat a deux conséquences simples : en prenant les dimensions dans l’isomor-
phisme, on a

dim(G/P) + r(G/H, G) = dim(Pu) + dim(C/(C ∩ H) = dim(G/H)

et de plus, un facteur semisimple de P agit trivialement sur G/H. Étant donné nos hypo-
thèses, on en déduit que P ne contient pas de facteur semisimple de G, mais aussi que G/P
est un espace homogène projectif sous Gsc, de dimension au plus 4, et que le rang de G/H
dépend de cette dimension. D’après la classification (bien connue) des espaces homogènes
projectifs, on en déduit que, si par exemple dim(G/H) = 4, on a les possibilités suivantes :

— r = 0, G/H = G/P est projectif

— r = 1, Gsc ∈ {SL3, Sp4, SL3
2, SL3× SL2, SL4}

— r = 2, Gsc ∈ {SL3, SL2
2}

— r = 3, Gsc = SL2

— r = 4, G = G4
m.

Pour aller plus loin, un outil très utile est la construction suivante :

Définition 2.2.3. Étant donné un sous-groupe parabolique propre Q de G, un quotient ré-
ductif π : Q→ G0 de Q, et un espace homogène G0/H0, on dit que l’espace homogène

G/H =
G× (G0/H0)

Q

est obtenu par induction parabolique.
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L’espace homogène G/H est sphérique si et seulement si G0/H0 l’est. De plus, cette pro-
priété peut se lire sur l’algèbre de Lie seule : G/H est obtenu par induction parabolique s’il
existe un sous-groupe parabolique Q de G tel que Lie(Qu) ⊂ Lie(H) ⊂ Lie(Q).

Les espaces homogènes sphériques de rang 1 ont été classifiés, à induction parabolique
près, par Akhiezer [Akh83]. De la liste d’Akhiezer, on déduit facilement les espaces homo-
gènes sphériques de dimension ≤ 4 et de rang 1. Pour classifier ceux de rang 2 et 3, il suffit
donc de considérer les groupes G = SL2×Gn

m, G = SL2
2×Gn

m et G = SL3×Gn
m.

Pour traiter ces cas là, nous utilisons la classification des sous-algèbres de Lie de sl22 et
sl3 à conjugaison près obtenue par Douglas et Repka [DR16b, DR16a]. Avec les restrictions
qu’on s’impose sur les dimensions, et en raisonnant selon les projections des sous-groupes
H dans Gsc, on arrive assez rapidement à établir la liste des sous-groupes sphériques.

2.2.2 Polytopes Fano coloriés

Une fois les espaces homogènes sphériques déterminés, il nous reste à en déterminer
les plongements localement factoriels Fano. Pour ceci, on utilise la théorie des plongements
sphériques, et le préalable est de déterminer les données combinatoires des espaces homo-
gènes sphériques considérés. Ces données se comportent très bien par induction parabo-
lique, ce qui permet de les obtenir en ne traitant qu’un nombre restreint de cas. Pour ces cas
restants, nous avons fourni un modèle explicite, pour déterminer explicitement les fonctions
rationnelles B-équivariantes, les couleurs, etc. Ceci permet aussi d’identifier, dans chaque
cas, plusieurs exemples explicites parmi les variétés classifiées de manière combinatoire.

Pour préciser les résultats et méthodes, rappelons la classification des plongements Go-
renstein, Fano, localement factoriels d’un espace homogène sphérique, qui découle essen-
tiellement des travaux de Brion [Bri97], et qui est énoncé sous la forme qu’on utilise par
Gagliardi et Hofscheier.

Définition 2.2.4. Un polytope Ω ⊂ N ⊗ Q dont l’ensemble de sommets est V(Ω) est dit
localement factoriel G/H-reflexif si :

1. 0 ∈ Int(Ω),

2. ∀C ∈ C, C|M
mC
∈ Ω,

3. V(Ω) ⊂
(
(N ∩ V) ∪ {C|M

mC
, C ∈ C}

)
,

4. pour toute facette F de Ω telle que cone(F)∩ Int(V) ̸= ∅, on note CF = {C ∈ C | C|M
mC
∈

F}, alors

(a) ·|M : CF → cone(F) est injective,

(b) V(F) = {C|M
mC
| C ∈ CF} ∪ IF, et {C|M | C ∈ CF} ∪ IF forme une base de N .

Proposition 2.2.5. [GH15a, Theorem 1.9] L’ensemble des classes d’isomorphismes G-équivariants
de plongements localement factoriels Fano de G/H est en bijection avec l’ensemble des polytopes
localement factoriels G/H-reflexifs.

Dans le cas du rang 1 ou du rang 2, on peut utiliser directement cette définition pour
classifier à la main les plongements possibles. Le résultat suit.

Théorème 2.2.6. Il y a 337 actions sphériques fidèles sur une variété localement factorielle Fano de
dimension 4 ou moins, et rang 2 ou moins. On a listé leurs données combinatoires dans [DM23].
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Pour chaque rang et dimension, voici le nombre de plongements sphériques obtenu :

dim 1 2 3 4

rank = 0 1 2 6 9
rank = 1 1 5 13 57
rank = 2 0 5 44 194
rank ≤ 2 2 12 63 260

Parmi ces variétés, on sait, soit parce qu’elles sont toroidales, soit parce qu’elles ont une
description explicite, qu’au moins 321 sont lisses. Notons tout de suite que ce nombre n’a
pas vraiment de sens si on s’intéresse uniquement à la variété Fano sous-jacente et qu’on
oublie l’action de groupe. En effet, il y a nécessairement de nombreuses répétitions dûes aux
nombreuses actions sphériques qu’on peut mettre sur certaines variétés très symétriques. Il
y a donc beaucoup moins que 337 variétés sous-jacentes.

Avec les données combinatoires calculées, on peut facilement déterminer des invariants
des variétés sous-jacentes, telles que le degré anticanonique, le rang de Picard, etc. Ceci
permet de montrer facilement qu’on obtient au moins 117 variétés Fano de dimension 4
sous-jacentes différentes, et au moins 42 différentes qui ne sont pas toriques sous une autre
action. Parmi les variétés toriques qui apparaissent dans notre classification, les structures
sphériques exhibées peuvent grandement en simplifier l’étude : le polytope moment d’une
variété sphérique de rang r est de dimension r.

2.3 K-stabilité des variétés sphériques Fano
Passons maintenant à l’étude de la K-stabilité des variétés sphériques, en nous concen-

trant d’abord sur les variétés sphériques Fano. Il s’agit de mon premier travail post-thèse
[Del20a], réalisé au cours de l’année 2015-2016. Motivé par le critère combinatoire d’exis-
tence de métriques Kähler-Einstein que j’avais obtenu pour les compactifications de groupes
dans ma thèse, j’ai voulu étendre ce résultat à toutes les variétés sphériques. Ne pouvant
adopter une approche purement analytique, je me suis tourné vers la K-stabilité, qui avait,
à l’époque, très rarement été vérifiée directement. En fait, c’est plutôt la K-stabilité équi-
variante que je considérais, puisque celle-ci avait été montrée équivalente à l’existence de
métriques Kähler-Einstein par Datar et Székelyhidi [DS16], raffinant le résultat de Chen,
Donaldson et Sun.

2.3.1 K-stabilité
Pour donner des résultats précis dans la suite, introduisons la définition précise de la

K-stabilité. Celle-ci repose sur deux notions, celles de configurations test qui sont certaines
dégénérescences de variétés polarisées, et celle d’invariant de Donaldson-Futaki qui associe
un nombre à une telle configuration test. Soit (X, L) une variété normale polarisée (c’est-à-
dire que L est un fibré ample sur X, on pourrait plus généralement considérer un R-fibré
ample).

Définition 2.3.1. Une configuration test pour (X, L) est la donnée d’une variété normale X ,
équipée d’une action de C∗, d’un morphisme plat C∗-équivariant π : X → C, et d’un fibré
en droite L C∗-linéarisé, tels que : L est π-ample et la fibre (X1 := π−1(1), L1 := L|X1)
est isomorphe à (X, Lr) pour un entier r > 0. La fibre centrale de la configuration test est
X0 := π−1(0), muni de la restriction L0 du fibré L. La configuration test est spéciale si X0 est
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une variété normale (en particulier, réduite et irréductible). La configuration test est produit
si X0 est isomorphe à X.

Pour une G-variété X, avec un fibré linéarisé L, on parle de configurations test G-équivariante
lorsque X est muni d’une action de G qui commute avec l’action de C∗, π est G-invariante,
L est G×C∗-linéarisé, et l’isomorphisme entre (X1, L1) et (X, Lr) est G-équivariant.

L’action de C∗ sur la fibre centrale donne lieu à des représentations de C∗ sur H0(X0, Lk
0)

pour k ∈N. On note dk la dimension de cette représentation, et wk son poids total (autrement
dit, z ∈ C∗ agit sur Λdk H0(X0, Lk

0) par multiplication par zwk). Donaldson [Don02] montre le
développement

wk
kdk

= F0 +
F1

k
+ o

(
1
k

)
Définition 2.3.2. L’invariant de Donaldson-Futaki de la configuration test (X ,L) est le nombre

DF(X ,L) := −F1

La variété polarisée (X, L) est K-semistable si DF(X ,L) ≥ 0 pour toute configuration
test (X ,L). Elle est K-stable si, de plus, DF(X ,L) = 0 seulement si la configuration test est
produit.

On ajoute par rapport aux configurations test spéciales (G-équivariantes) dans la terminologie
si on ne considère que les configurations test spéciales (G-équivariantes).

En fait, l’invariant de Donaldson-Futaki ne se comporte pas très bien sous l’opération
de changement de base z 7→ zd qui produit une nouvelle configuration test : on aimerait
que, sous cette opération, l’invariant de Donaldson-Futaki soit multiplié par d, mais il est en
général plus grand. Vu la définition de K-stabilité, on peut sans problème utiliser la variante
qui a ce comportement par rapport aux changements de base. Elle s’appelle, étant donné le
cadre dans lequel elle a été mise en valeur, fonctionnelle de Mabuchi non-Archimédienne, et on
la note MNA(X ,L). Pour calculer ce nombre pour toutes les configurations test, il suffit de
le calculer sur les configurations test dont la fibre centrale est réduite, car on peut toujours
s’y ramener par changement de base, et dans ce cas, les deux nombres coïncident.

2.3.2 Critère combinatoire et exemples
On travaille toujours avec G, B, H, etc, fixés comme à la section précédente. Rappelons

que l’anticanonique a une linéarisation canonique, et une section méromorphe B-invariante
canonique qui donne lieu au polytope ∆ac et à son polynôme de Duistermaat-Heckman Pac
comme dans (2.2). On rappelle que Σ désigne l’ensemble des racines sphériques de l’orbite
ouverte G/H de X.

Théorème 2.3.3. [Del20a] Une G-variété sphérique Q-Gorenstein Fano est K-stable pour les confi-
gurations test G-équivariantes si et seulement si :∫

∆ac
pPac(p) dµ = ∑

σ∈Σ
xσσ

avec xσ > 0 pour tout σ ∈ Σ.

La classe des variétés sphériques est beaucoup plus générale que celle des variétés to-
riques, et ça se reflète très bien sur les exemples de comportements observés en K-stabilité.
En fait, les variétés toriques sont des cas particuliers de variétés horosphériques, et que dans
ce cas il n’y a aucune racine sphérique, par conséquent, on en déduit le résultat suivant.
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Corollaire 2.3.4. [Del20a] Une variété horosphérique Q-Gorenstein Fano est K-stable si et seule-
ment si elle est K-semistable, si et seulement si son invariant de Futaki est identiquement nul.

Bien sûr, le calcul explicite de l’invariant de Futaki des variétés horosphériques est es-
sentiellement équivalent au calcul des conditions de K-stabilité des variétés sphériques gé-
nérales, mais sans calculs, le corollaire précédent fournit une infinité de contre-exemples à
une conjecture d’Odaka et Okada [OO13]. Ces derniers avaient, dans la lignée de la corres-
pondance entre propriétés algébriques et métriques, conjecturés que les briques de base de
la géométrie birationnelle des variétés Fano, les variétés Fano de rang de Picard égal à un,
devait être aussi proche que possible d’admettre des métriques Kähler-Einstein. En terme de
K-stabilité, elle devaient être K-semistables. Fujita a trouvé le premier des contre-exemples
[Fuj17], puis j’ai appliqué le corollaire précédent pour en fournir une infinité.

Ces exemples sont parmi l’une des familles les plus remarquables de variétés horosphé-
riques : les variétés horosphériques Fano lisses de rang de Picard un qui ne sont pas homo-
gènes sous l’action d’un groupe plus grand. Elles ont été classifiées par Pasquier [Pas09], et
ont donné des contre-exemples remarquables à diverses attentes naturelles, avant et après
mon résultat : la rigidité des variétés homogènes projectives [PP10], et la semi-stabilité
du fibré tangent d’une variété Fano de rang de Picard un [Kan21]. Ces variétés ont tou-
jours un groupe d’automorphisme non-réductif, donc par l’obstruction de Matsushima, elles
n’admettent pas de métriques Kähler-Einstein. Par mon résultat, elles ne sont donc pas K-
semistables. Notons que ces variétés illustrent très bien la différence entre variétés horosphé-
riques et variétés toriques : les seules variétés toriques lisses de rang de Picard un sont les
espaces projectifs.

Pour les variétés sphériques en général, la K-semistabilité est bien différente de la K-
stabilité, bien que je ne connaisse pas d’exemple de variété sphérique Fano lisse strictement
K-semistable (il est par contre facile de produire des exemples de paires sphériques Fano K-
semistables). On peut ainsi trouver des exemples de variétés Fano qui sont K-instables sans
être K-semistables, tout en ayant un groupe d’automorphisme réductif et un invariant de
Futaki nul. Les premiers tels exemples explicites de la littérature sont les compactifications
de groupes sans métriques Kähler-Einstein que j’avais trouvé dans ma thèse. La possibi-
lité de considérer les variétés sphériques permet d’obtenir de nombreux autres exemples, y
compris des familles infinies.

Théorème 2.3.5. [Del22] Soit Qn la quadrique de dimension n, et Qk une sous-quadrique linéaire
de Qn de dimension k. Si 2 ≤ k ≤ n− 3, alors l’éclatement BlQk Qn de Qn le long de Qk est une
variété Fano lisse qui est K-instable. Dans les autres cas, BlQk Qn est K-stable.

Ce résultat provient de l’application du critère combinatoire de K-stabilité de [Del20a]
à ces variétés, qui sont sphériques sous l’action de la composante neutre de leur groupe
d’automorphisme. Cependant, pour traiter des familles infinies, à paramètres, comme ici, la
condition combinatoire est loin d’être immédiate à vérifier. Nous arrivons à le faire par des
techniques d’approximation élémentaires, et nos méthodes ont plus tard été utilisées pour
d’autres familles (infinies ou non), démontrant que le critère est effectivement largement
applicable en pratique (voir par exemple [LPY22, Fan21]). Notons aussi que ce type de calcul
explicite de K-stabilité a beaucoup gagné en popularité depuis ces premiers travaux, avec
le développement du critère valuatif de K-stabilité et notamment les travaux de Abban et
Zhuang [AZ22] qui permettent de traduire la K-stabilité de variétés Fano en calcul de la
même nature, y compris pour des variétés sans symétries, lorsque leur géométrie algébrique
est assez bien comprise. Le livre [ACC+23] illustre bien les progrès que ça a rendu possible
sur les variétés Fano de dimension trois.
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2.3.3 Dégénérescences spéciales équivariantes
La preuve du critère combinatoire de K-stabilité repose sur deux étapes : d’une part,

déterminer et comprendre les configurations test spéciales équivariantes pour une variétés
sphériques Q-Gorenstein Fano, d’autre part, calculer l’invariant de Donaldson-Futaki pour
ces configurations test.

Théorème 2.3.6. Soit X une G-variété sphérique Q-Gorenstein Fano. Il y a une bijection entre
configurations test G-équivariantes à fibre centrale irréductible (X ,L) et éléments rationnels ξ dans
le cône des valuations. Une configuration test spéciale est produit si et seulement si ξ est dans la
partie linéaire du cône des valuation.

En appliquant les résultats de Gagliardi et Hofscheier donnant les données combina-
toires d’une orbite dans une variété sphérique [GH15b], on peut en dire beaucoup plus sur
les fibres centrales possibles, comme c’est fait dans un cadre un peu différent par Batyrev et
Moreau [BM20].

Corollaire 2.3.7. La classe d’isomorphisme G-équivariant de la fibre centrale X0 ne dépend que de
la face du cône des valuations dans laquelle ξ se trouve. De plus, si ξ(1) et ξ(2) sont deux éléments
rationnels du cône des valuation tels que ξ(1) est dans l’adhérence de la face à laquelle appartient ξ(2),
alors la fibre centrale X(1)

0 pour ξ(1) admet une configuration test spéciale dont la fibre centrale est
X(2)

0 (la fibre centrale pour ξ(2)).

On obtient ainsi une description très précise des configurations test spéciales équiva-
riantes, et des relations entre elles. La fibre centrale Xhs correspondant à un élément de l’in-
térieur du cône des valuations est une variété horosphérique, et toutes les autres fibres cen-
trales possibles admettent une configuration test spéciale de fibre centrale Xhs. C’est cette
image (montrée dans [Del20a] sans montrer la description plus précise ci-dessus) que j’ai
utilisée pour calculer l’invariant de Donaldson-Futaki. Plus précisément, j’ai utilisé cette
propriété pour ramener le calcul de l’invariant de Donaldson-Futaki pour n’importe quelle
configuration test à un calcul sur Xhs. Finalement, j’ai utilisé des techniques de géométrie
différentielle comme décrites plus loin pour finir ce calcul.

Il faut noter que, depuis mes travaux, le formalisme valuatif pour la K-stabilité s’est dé-
veloppé, il rend possible un calcul plus rapide de la K-stabilité. Alexei Golota [Gol20] a par
exemple revisité en partie mon résultat dans le cadre du critère valuatif, rendant la des-
cription des configurations test équivariantes moins nécessaire. Il utilise mon calcul initial
pour les invariants de Donaldson-Futaki. Chenxi Yin m’a par contre aimablement envoyé
(dans une communication personnelle) un calcul très direct de l’invariant delta qui ne re-
pose pas sur mon calcul initial, et je ne doute pas que cette simplification rendra des gé-
néralisations à d’autres contextes plus facile. Cependant, la description des configurations
test équivariantes a permis de nombreux résultats plus précis, dans le cadre de l’étude de
dégénérescence naturelles, et a aussi permis de trouver de nouveaux ansatz pour construire
des métriques de Calabi-Yau non-compacts.

2.4 K-stabilité des variétés sphériques polarisées
Donaldson avait, dans le même article [Don02] où il introduisait la notion moderne de

K-stabilité, donné une traduction de la K-stabilité des variétés toriques polarisées en général
en termes de fonctions convexes sur le polytope moment. Ce résultat avait été généralisé
à certaines variétés sphériques par Alexeev et Katzarkov [AK05] ainsi que Nyberg [Nyb].
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J’ai étendu cette traduction à toutes les variétés sphériques dans [Del23c], et j’ai montré
comment récupérer le critère de [Del20a] de cette manière, mais aussi comment obtenir une
condition suffisante de K-stabilité uniforme assez largement applicable. Plus intéressant en-
core, cette condition suffisante révèle que pour des variétés sphériques polarisées proche
d’être Fano, la K-stabilité uniforme est équivalente à la K-stabilité par rapport aux confi-
gurations test spéciales. C’est une observation qui ouvre la porte à des généralisations, à
d’autres variétés, des méthodes bien développées maintenant pour vérifier la K-stabilité des
variétés Fano.

2.4.1 K-stabilité uniforme
L’objectif premier de la K-stabilité est de traduire de manière algébro-géométrique l’exis-

tence de métriques canoniques. Après que Donaldson ait donné une définition précise dans
[Don02] de la notion de K-stabilité conjecturalement équivalente à l’existence de métriques
cscK, des exemples obtenues par Apostolov, Calderbank, Gauduchon et Tønnesen-Friedman
ont suggéré que cette notion n’était pas suffisante. Ces exemples ont motivé l’introduction
de la notion de K-stabilité uniforme par Székelyhidi [Szé15], notion qui a peu à peu évolué
[Der16, BHJ17, His20].

En utilisant le travail révolutionnaire de Chen et Cheng sur l’existence de métriques à
courbure scalaire constante via la propreté de la fonctionnelle de Mabuchi [CC21], Chi Li a
montré qu’une notion de type K-stabilité uniforme implique l’existence de métriques cscK
[Li22]. En général, cette notion est malheureusement différente de la K-stabilité uniforme,
donc la conjecture de Yau-Tian-Donaldson reste ouverte, mais Chi Li a montré (aussi dans
[Li22]) que, dans les cas des variétés toriques, sa notion coïncide avec la K-stabilité uniforme.
Yuji Odaka a observé que sa preuve s’applique aussi aux variétés sphériques, ce qui a motivé
mon travail [Del23c] (son observation est incluse dans l’appendice).

Théorème 2.4.1. [Li22] et [Del23c, Appendice par Odaka] Si une G-variété sphérique polarisée
(X, L) est G-uniformément K-stable, alors elle admet une métrique cscK.

Rappelons la définition de K-stabilité uniforme. Soit (X ,L) une configuration test pour
(X, L) variété polarisée. Alors les plurisections de la fibre centrale donnent une représenta-
tion de C∗, qui se décompose en sous-représentation irréductible de dimension un. On note
{λ1,k, . . . , λdk,k} la collection des poids qui apparaissent (avec répétitions) dans H0(X0, Lk

0).
En particulier, on a wk = ∑dk

i=1 λi,k.

Définition 2.4.2. La fonctionnelle J non-Archimédienne appliquée à (X ,L) est le nombre

JNA(X ,L) = sup
{

λi,k

k
| k ∈N∗, 1 ≤ i ≤ dk

}
− F0

Notons que les deux composantes de la définition dépendent de la linéarisation de L,
mais pas leur différence.

Définition 2.4.3. La variété (X, L) est uniformément K-stable s’il existe un ε > 0 tel que, pour
toute configuration test (X ,L),

MNA(X ,L) ≥ ε JNA(X ,L)

Cette définition ne peut pas être la bonne notion en présence d’automorphismes en géné-
ral, car dans le cas d’une configuration test produit non-triviale, on a MNA = 0 mais JNA ̸= 0.
La bonne notion, en présence d’automorphismes, fait intervenir la notion de configuration
test tordue.
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Définition 2.4.4. Soit (X ,L) une configuration test G-équivariante pour une G-variété po-
larisée (X, L). Soit µ ∈ X∗(Z(G)) ⊂ X∗(G) sous-groupe à un paramètre à valeurs dans le
centre Z(G) de G. La configuration test tordue par µ est la configuration test (X ,L)µ avec le
même espace total, même fibré en droite, même projection, mais avec une nouvelle action ·µ
de C∗ donnée en terme de l’action de G×C∗ par

z ·µ x = (µ(z), z) · x

On peut plus généralement définir des configurations test tordues par des éléments de
X∗(Z(G))⊗R (ou au moins la valeur de la fonctionnelle MNA sur ce qui y correspondrait).

Définition 2.4.5. Une G-variété (X, L) est G-uniformément K-stable s’il existe un ε > 0 tel que,
pour toute configuration test G-équivariante,

MNA(X ,L) ≥ ε inf{JNA((X ,L)µ) | µ ∈ X∗(Z(G))⊗R}

2.4.2 Traduction en termes de fonctions convexes
Soit (X, L) une G-variété sphérique polarisée, et s une section B-équivariante de L de

poids χ ∈ X∗(B). On note toujours ∆ = ∆(X, L, s) le polytope associé.

Théorème 2.4.6. Une configuration test G-équivariante (X ,L) pour (X, L) est encodée par une
fonction f rationnelle linéaire par morceaux négative sur le polytope ∆, telle que l’image de l’intérieur
de ∆ par la (multi-application) sous-différentielle de f soit incluse dans l’opposé −V du cône des
valuations. La configuration test est spéciale si elle correspond à une application linéaire f ∈ −V ∩
N ⊗Q. Elle est produit si de plus f ∈ Lin(V). En général, tordre la configuration test par un sous-
groupe à un paramètre du centre de G correspond à ajouter une fonction linéaire l ∈ Lin(V) à la
fonction convexe.

Ce résultat repose sur la même méthode que celle utilisée par Donaldson pour les va-
riétés toriques dans [Don02]. Il faut cependant trouver le bon cadre pour généraliser cette
approche aux variétés sphériques, et traduire les conditions supplémentaires liées aux don-
nées combinatoires additionnelles. La première observation clé est que l’espace total d’une
configuration test G-équivariante pour une G-variété sphérique polarisé (X, L) est une va-
riété sphérique pour l’action de G × C∗. Ensuite, on considère une compactification de la
configuration test au-dessus de P1 = C ∪ {∞} en recollant avec la famille triviale, on étend
L de sorte que ce soit un fibré ample, on construit une section s̃, B×C∗-équivariante, de L
à partir de la section donnée s de L pour comprendre le lien entre ∆(X, L, s) et ∆(X ,L, s̃).
Grâce aux résultats de Brion, ce lien est le suivant : ∆(X ,L, s̃) est la portion de (M⊕Z)⊗R

contenue entre ∆(X, L, s)×{0} et le graphe de f sur ∆(X, L, s). On vérifie enfin que la classi-
fication combinatoire des plongements sphériques et de leurs fibrés amples permet de faire
la construction dans l’autre sens.

∆(X ,L, s̃)

∆(X, L, s)

graphe de f
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Pour calculer les fonctionnelles non-Archimédiennes évaluées en (X ,L) en termes de la
fonction PL convexe f , on suit aussi la stratégie de Donaldson. Sous des bonnes hypothèses
sur les configurations test, auxquelles on peut se ramener, on a

dk

∑
j=1

λj,k = dim H0(X ,Lk)− dim H0(X0,Lk
0)

Toujours par les travaux de Brion [Bri89], on connait la décomposition isotypique des es-
paces de sections d’une variété sphérique polarisée en termes du polytope associé

H0(X, Lk) =
⊕

λ∈M∩k∆

Vkχ+λ

Par la formule de la dimension de Weyl pour les représentations irréductibles, on peut
écrire :

dim Vkλ = kdP(λ) + kd−1Q(λ) + · · ·

où P est le polynôme de Duistermaat-Heckman associé à (X, L, s). En appliquant les tech-
niques de Pukhlikov et Khovanskii [PK92], on obtient un développement asymptotique
dont on connait les deux premiers termes :

dim H0(X, Lk) = kn
∫

∆
Pdµ + kn−1

(
1
2

∫
∂∆

Pdσ +
∫

∆
Qdµ

)
+ o(kn−1)

où dσ est la mesure sur le bord du polytope, qui restreinte à une facette, est la mesure de
Lebesgue sur l’espace affine engendré par la facette, normalisée par l’intersection de M
avec la direction de cet espace affine. En revenant aux définitions des fonctionnelles non-
Archimédiennes, et en utilisant la description de ∆(X ,L, s̃) en fonction de ∆(X, L, s) et f , on
obtient leurs expressions.

Plus précisément, notons comme d’habitude P le polynôme de Duistermaat-Heckman
(voir (2.2), et introduisons

Q(x) = ∑
α∈Φ+

X

⟨1
2κB, α⟩
⟨x + χ, α⟩P(x)

V =
∫

∆
Pdµ a =

1
2V

(∫
∂∆

Pdσ−
∫

∆
Qdµ

)
Théorème 2.4.7. [Del23c] Soit f la fonction convexe PL associatée à (X ,L), alors

MNA(X ,L) = 1
2V

(∫
∂∆

f Pdσ +
∫

∆
f 2(Q− aP)dµ

)
=:

1
2V
L( f )

et

JNA(X ,L) = 1
V

∫
∆
( f −min f )Pdµ =:

1
V
J ( f )

Finalement, (X, L) est G-uniformément K-stable si et seulement si il existe ε > 0 tel que, pour
toute fonction convexe PL à pentes dans −V ,

L( f ) ≥ ε inf
l∈Lin(V)

J ( f + l)
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2.4.3 Condition suffisante combinatoire
La traduction de la K-stabilité uniforme en termes de fonctions convexes sur le polytope

ne permet pas, en général, de mieux la vérifier : l’espace des fonctions convexes rationnelles
PL reste de dimension infinie. Pour obtenir une condition suffisante combinatoire vérifiable
en pratique, je me suis inspiré de travaux analogues de Zhou et Zhu sur les variétés toriques
[ZZ08]. L’idée fondamentale est de se débarrasser, dans l’expression de la fonctionnelle L,
du terme qui dépend de l’intégrale sur le bord. On cherche donc à appliquer une intégration
par parties, et Zhou et Zhu ont trouvé une bonne manière de le faire.

On choisit un point dans l’intérieur de ∆, qu’on note 0 pour simplifier. On décompose ∆
en une réunion de pyramides TF de base une facette F de ∆, et de sommet le point 0. Soit
uF ∈ N le vecteur normal sortant primitif à la facette F, et soient nF les nombres tels que

∆ = {x | uF(x) ≤ nF}

On utilise toujours les notations des sections précédentes, et on note r le rang de la variété
sphérique X, qui est égal à la dimension du polytope ∆.

Théorème 2.4.8. On suppose que, pour toute facette F de ∆, et tout x ∈ TF,

dxP(x) + (r + 1)P(x) + 2nF(Q− aP)(x) ≥ 0 (2.3)

Alors (X, L) est G-uniformément K-stable si et seulement si (X, L) est K-stable par rapport aux
configurations test G-équivariantes spéciales.

La K-stabilité par rapport aux configurations test G-équivariantes spéciales est exacte-
ment la notion utilisée pour laquelle on a donné un critère combinatoire dans [Del20a], dans
le cas de la polarisation anticanonique. Pour un fibré général, cette condition reste tout aussi
vérifiable en pratique. La condition (2.3) n’est pas immédiate à tester en général, y compris
numériquement. Il y a cependant de nombreuses situations où elles reste simple à vérifier.
Nous allons y revenir dans le cadre sphérique, ainsi que dans le cadre des fibrations princi-
pales semisimples pour lesquelles un résultat analogue marche aussi.

Grâce à l’observation d’Odaka, cette condition suffisante devient aussi une condition
suffisante d’existence de métriques cscK.

Corollaire 2.4.9. On suppose que, pour toute facette F de ∆, et tout x ∈ TF,

dxP(x) + (r + 1)P(x) + 2nF(Q− aP)(x) ≥ 0 (2.4)

Alors il existe une métrique cscK dans c1(L) si et seulement si (X, L) est K-stable par rapport aux
configurations test G-équivariantes spéciales.

Le principe de la preuve est le suivant. Par approximation, on peut travailler sur les fonc-
tions convexes lisses sur ∆ (avec différentielles dans −V), plutôt que les fonctions convexes
PL. Il faut traiter, dans la K-stabilité G-uniforme, la difficulté venant des configurations test
tordues. L’idée pour ça était déjà présente dans [Don02] pour le cas torique : on se ramène à
des fonctions convexes normalisées au sens suivant. Une fonction convexe lisse f sur ∆ est
normalisée si inf f = 0, et la différentielle d0 f de f en 0 est dans un complémentaire fixéW
de Lin(V). On voit ici la spécificité des variétés sphériques avec le cône des valuations qui
intervient à nouveau. On peut en tout cas toujours transformer une fonction convexe lisse en
une fonction convexe lisse normalisée, en ajoutant une fonction affine dont la partie linéaire
est un élement de Lin(V). Sur les fonctions normalisées, la K-stabilité G-uniforme se traduit
en

L( f ) ≥ ε
∫

∆
f P dµ
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Pour rendre le terme L( f ) facilement comparable à l’intégrale de f P sur ∆, on utilise la
formule de la divergence, pour écrire, pour chaque facette F,∫

F
f P dσ =

1
nF

∫
TF

(P(x)dx f (x) + r f (x)P(x) + f (x)dxP(x)) dµ(x)

On injectant cette formule dans L( f ) on obtient

L( f ) =∑
F

1
nF

∫
TF

(dx f (x)− f (x))P(x) dµ(x)

+ ∑
F

1
nF

∫
TF

((r + 1)P(x) + dxP(x)− 2nF(aP−Q)(x)) f (x) dµ(x)

Et le premier terme est positif par convexité et normalisation de f . On en déduit directement
un critère de K-semistabilité équivariante, et pour la K-stabilité uniforme, il faut utiliser en
plus un argument de compacité, qui fonctionne grâce à la combinatoire précise des variétés
sphériques.

Exemple 2.4.10. On considère la SL2×C∗-variété sphérique X = BlQ1 Q3, dont on avait mon-
tré plus tôt qu’elle est Fano Kähler-Einstein. La condition suffisante combinatoire s’applique
et on obtient facilement un voisinage explicite de l’anticanonique dans le cône des classes de
Kähler de X dans lequel toute classe contient une métrique cscK.

2.4.4 Polarisations proche de l’anticanonique
La condition (2.3) est toujours satisfaite pour l’anticanonique. Ce n’est pas immédiat,

et ça re-démontre, d’une certaine manière, pourquoi les configurations test spéciales sont
suffisantes dans le cas Fano. Pour le cas général des variétés sphériques Fano, il faut bien
choisir le point fixé dans l’intérieur de ∆, et utiliser la connaissance précise des différents
types de facettes du polytope ∆, qui ne sont pas toutes associées à des diviseurs G-stables.
Le cas torique Fano est plus simple, et on vérifie facilement que la condition est satisfaite.

En effet, dans le cas torique (pas nécessairement Fano), on a d’abord P = 1 et Q = 0, de
sorte que la condition (2.3) devient

∀F, r + 1− 2nFa ≥ 0

qui est déjà une condition simple : il suffit de vérifier qu’un nombre associé à chaque face
est positif. Si on peut choisir 0 ∈ Int(∆) tel que tous les nF soient égaux, alors on n’a plus
qu’un seul nombre dont on doit s’assurer qu’il est positif. C’est le cas des variétés toriques
Fano munies de l’anticanonique, pour lesquelles le polytope ∆ est reflexif, et donc satisfait
∀F, nF = 1 en prenant pour 0 ∈ Int(∆) l’origine dans M⊗R. De plus, le nombre 2a est égal
à la courbure scalaire moyenne, qui dans le cas d’une variété Fano est égal à la dimension
de la variété, ici r. Finalement la condition devient 1 = r + 1− r ≥ 0, elle est effectivement
satisfaite.

On remarque qu’elle est même strictement satisfaite. Comme la condition (2.3) varie
continûment lorsque le polytope varie, on en déduit qu’elle est valide sur un voisinage de
l’anticanonique, ceci indépendamment de la K-stabilité de la classe anticanonique.

Dans [Del23c], nous vérifions que cette observation s’étend à diverses classes de varié-
tés sphériques. La preuve est plus délicate dans ce cadre : même si on a montré que la
condition est vérifiée pour l’anticanonique, elle ne peut plus être aussi "strictement" vérifiée.
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En effet, cette condition traduit la positivité (au sens large) de polynômes qui, nécessaire-
ment, s’annulent sur certaines facettes de ∆. De plus, le choix de point intérieur 0 ∈ Int(∆)
n’a rien de simple. Cependant, je suis persuadé que le résultat reste vrai pour toutes les
variétés sphériques, et qu’il faudrait mieux comprendre les conditions sous lesquelles la
K-stabilité (G-)uniforme est équivalente à la K-stabilité par rapport aux configurations test
(G-équivariantes) spéciales. Pour insister là-dessus, formulons une conjecture très imprécise.

Conjecture 2.4.11. Soit (X, L) une variété proche d’être Fano, alors (X, L) est uniformément
K-stable si et seulement si elle est K-stable par rapport aux configurations test spéciales.

2.5 YTD en rang 1

Si la condition suffisante combinatoire exposée ci-dessus constitue un outil efficace pour
trouver de nouvelles métriques cscK, ou pour formuler des conjectures sur la bonne notion
de K-stabilité à considérer, elle ne donne pas de réponse définitive sur une variété donnée,
car la condition (2.3) n’a aucune raison d’être nécessaire. Dans [Del23b], nous caractérisons
de manière complète la bonne notion de K-stabilité pour la sous-classe des variétés sphé-
riques de rang 1, tout en donnant un critère combinatoire très simple (un seul nombre à
calculer par intégrale de polynômes en une variables) de K-stabilité.

Les variétés sphériques de rang 1 sont un atout remarquable de la théorie des variétés
sphériques par rapport aux variétés toriques : la seule variété torique qui ait un polytope de
dimension 1 est la droite projective P1. Dans le cas des variétés sphériques, on a une infinité
d’exemples, en toutes dimensions, et parmi ceux-ci une grande variété de comportements
différents à étudier. On a déjà mentionné ces variétés de rang un dans le cadre de la classifi-
cation des variétés sphériques de dimension 4, ainsi que par la liste des variétés horosphé-
riques de nombre de Picard 1 obtenue par Pasquier. Pour ce qui est de la K-stabilité, et de
l’existence de métriques canoniques, un certains nombre d’exemples de variétés sphériques
de rang un avaient été considérés avant mes travaux, sans jamais être traités dans leur inté-
gralité. On trouve notamment dans les travaux de Hwang [Hwa94] ou Chen et Guan [GC00]
des preuves de l’existence de métriques extrémales sur ces variétés, lorsqu’elles sont toroi-
dales et horosphériques. Le cas non-horosphérique a été étudié en partie par Guan (voir
par exemple [Gua06]), mais il est difficile d’en tirer un énoncé précis. Nous démontrons le
résultat suivant.

Théorème 2.5.1. Soit (X, L) une G-variété sphérique polarisée de rang 1, non-horosphérique. Alors
il existe une métrique cscK dans c1(L) si et seulement si l’invariant de Donaldson-Futaki de sa
dégénérescence horosphérique est strictement positif.

Ces variétés ont en général un groupe de Picard de rang largement supérieur à un, de
sorte que nous prouvons, pour ces variétés, une version très forte de la conjecture de Yau-
Tian-Donaldson. En particulier, la notion de K-stabilité suffisante pour obtenir l’existence
de métriques cscK est la même que pour les variétés Fano : la K-stabilité par rapport aux
configurations test G-équivariantes spéciales. De plus, nous exhibons des exemples avec des
métriques cscK dans toutes les classes de Kähler, ainsi que des exemples avec des métriques
cscK seulement dans certaines classes de Kähler. La condition de K-stabilité n’a donc rien
d’évident et reste à vérifier, polarisation par polarisation.

Le principe de la preuve est assez simple, grâce à la formulation de la K-stabilité en
terme de fonctions convexes. Dans le cas de rang 1 non-horosphérique, on peut identifier
∆ à un segment [s−, s+] dans R, et le cône des valuations au demi-espace négatif dans R∗.
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Alors il s’agit de vérifier (sous l’hypothèse de K-stabilité par rapport à la dégénérescence
horosphérique) que la fonctionnelle

L( f ) = P(s−) f (s−) + P(s+) f (s+)−
∫ s+

s−
2 f (t)(aP(t)−Q(t)) dt

considérée pour les fonctions f : [s−, s+] → R convexes lisses, croissantes avec f (s−) = 0,
vérifie

L( f ) ≥ ε
∫ s+

s−
f (t)P(t) dt

pour un ε > 0 indépendant de f .
On raisonne par l’absurde. Par un résultat de compacité sur les fonctions convexes on

peut trouver f∞ convexe normalisée qui vérifie L( f∞) = 0 et
∫

f P = 1. Par la normalisation,
f∞ est positive. Considérons le sous-ensemble sur lequel la fonction aP− Q est positive. Il
suit des définitions de P et Q que cet ensemble est convexe, donc de la forme [t−, t+] ⊂
[s−, s+]. Alors on peut décomposer L( f∞) en une composante positive

P(s−) f∞(s−) + P(s+) f∞(s+)−
∫
[s−,t−]∪[t+,s+]

2 f∞(t)(aP(t)−Q(t)) dt

et une composante négative

−
∫ t+

t−
2 f∞(t)(aP(t)−Q(t)) dt

Alors la fonction affine ℓ qui vérifie ℓ(t−) = f∞(t−) et ℓ(t+) = f∞(t+), satisfait L(ℓ) ≤ 0,
mais elle est nécessairement non-triviale, et donne la contradiction avec l’hypothèseL(Id∆) >
0.

2.6 Cas des fibrations principales semisimples
Évoquons rapidement l’article [DJ23], qui ne traite pas directement des variétés sphé-

riques. Les fibrations principales semisimples toriques ont été introduites par Apostolov,
Calderbank, Gauduchon, Tønnesen-Friedman [ACGTF04], et généralisent en quelques sorte
l’ansatz de Calabi qui prend son origine dans l’exemple des surfaces de Hirzebruch, vue
comme fibrations homogènes sur P1 munies d’une action de SL2×C∗ (voir [Cal82]).

On considère un nombre fini de variétés polarisées (B1, L1), . . . , (Bk, Lk) telles que chacun
des Ba admette une métrique cscK dans c1(La) (pour 1 ≤ a ≤ k). On considère les fibrés
principaux en C∗ associés, donnés par les La privés de leurs section nulle, et le fibré principal
en (C∗)k produit sur le produit B := ∏k

a=1 Ba. Ce fibré est de plus équipé d’une connexion
naturelle provenant des métriques cscK sur chaque Lk. On se donne enfin une variété torique
X, sous l’action d’un tore (C∗)l. Ce n’est pas le même tore (c’est utile), mais on se donne aussi
un morphisme (C∗)k → (C∗)l, ou, de manière équivalente, k sous-groupes à un paramètres
pa ∈ X∗((C∗)l). Alors le fibré Y, de fibre X, de groupe structural (C∗)k, associé au fibré
principal décrit plus tôt est appelé une fibration principale semisimple torique.

Étant donné une classe de Kähler α sur X, on construit grâce à la connexion une classe
relative αrel sur Y. On appelle classes de Kähler admissibles sur Y les classes de Kähler qui
s’écrivent sous la forme αrel + ∑k

a=1 cac1(La) pour des ca bien choisis, où bien sûr c1(La) est
un raccourci pour parler du tiré en arrière de c1(La) par la projection naturelle Y → B→ Ba.

Jubert a montré un résultat remarquable sur l’existence de métriques extrémales sur ces
variétés, qui repose, pour sa partie la plus novatrice, sur l’application des méthodes de Chen
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et Cheng [CC21] à un sous-espace de fonctions psh adaptées à la structure de fibration.
Il montre en fait une correspondance de type Yau-Tian-Donaldson, et une traduction de
l’existence de métriques extrémales en termes de fonctions convexes sur le polytope moment
de la fibre X.

Définition 2.6.1. Le polytope ∆ est uniformément (v, w)-stable s’il existe un ε > 0 tel que, pour
toute fonction convexe f : ∆→ R, on ait

Lv,w( f ) := 2
∫

∂∆
f v dσ−

∫
∆

f w dµ ≥ ε inf
ℓ affine

∫
∆
( f + ℓ− inf( f + ℓ)) dµ

où

v(x) =
k

∏
a=1

(pa(x) + ca)
dim Ba

et

w(x) =

(
ℓext(x)−

k

∑
a=1

dim(Ba)sa

pa(x) + ca

)
v(x)

avec sa la courbure moyenne de c1(La) et ℓext l’unique fonction affine telle que Lv,w soit nulle
sur toutes les fonctions affines.

Théorème 2.6.2. [Jub23] Il existe une métrique extrémale dans la classe αrel + ∑k
a=1 cac1(La) si

et seulement si le polytope moment ∆(X, α) est uniformément (v, w)-stable. De plus, une métrique
extrémale respecte la structure de fibration (elle est construite à partir d’une métrique sur la fibre
via un procédé analogue à celui pour les classes).

La similarité avec le cas des variétés sphériques est évidente. Les deux cadres ont une
intersection non-triviale, mais beaucoup de différences. La plus notable est l’intervention
du cône des valuations pour les variétés sphériques. Pour ne pas avoir cet ingrédient qui
impacte les notions de K-stabilité, il faut se restreindre aux variétés horosphériques. Mais
les variétés horosphériques ne sont pas pour autant incluses dans les fibrations principales
semisimples toriques. Dès lors qu’elles ne sont pas toroidales, elles sont en général dépour-
vue de la structure de fibration demandée. Même dans le cadre des fibrations principales
semisimples toriques avec blowdown [ACGTF04], les conditions demandées sont réellement
différentes de celles pour les variétés horosphériques générales. Plus évident, si on consi-
dère un espace homogène projectif qui n’est pas un produit, mais qui a un nombre de Picard
supérieur ou égal à deux, alors le P1-fibré associé à un fibré non-ample sur celui-ci n’entre
pas dans le cadre des fibrations principales semisimples toriques, alors qu’il est bien sûr
horosphérique. Dans l’autre direction, il est évident par les choix de bases possibles, que
la plupart des fibrations principales semisimples toriques ne sont pas horosphériques : par
exemple, on peut prendre une base qui n’est pas une variété rationnelle, alors que toute
variété sphérique est rationnelle.

Dans [DJ23], nous montrons d’abord une condition suffisante combinatoire générale de
(v, w)-stabilité uniforme des polytopes, qui est l’analogue de celui que j’ai présenté pour les
variétés sphériques. La méthode initiée par Zhou et Zhu s’applique tout aussi bien dans ce
cadre. Pour aller plus loin, nous identifions sous quels conditions cette condition suffisante
peut vraiment être facilement vérifiée. Le cas où la fibre torique est Fano est particulièrement
sympathique.

Théorème 2.6.3. [DJ23] Soit Y une fibration principale semisimple torique de fibre X Fano. On
suppose que α = tc1(X) pour t ∈ R+. On suppose que 2 dim(Ba)ca ≥ tsa, et qu’à chaque sommet
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du polytope moment ∆ de (X, α),

2(dim(Y) + 1) + ∑
a

tsa − 2 dim(Ba)ca

pa(x) + ca
− tℓext(x) ≥ 0

Alors il existe une métrique de Kähler extrémale dans αrel + ∑ cac1(La).

En prenant encore des cas plus particuliers, on obtient par exemple :

Corollaire 2.6.4. [DJ23] Une fibration principale semisimple Fano Y admet une métrique de Kähler
extrémale dans c1(Y) si sa fonction extrémale affine lext vérifie l’inégalité

sup lext ≤ 2(dim(Y) + 1)

Notre condition suffisante permet de construire de nombreuses familles de variétés ex-
trémales, dès qu’on a des candidats pour les fibres. Comme l’existence de métriques Kähler-
Einstein sur les variétés Fano de dimension trois est très largement comprise maintenant
[ACC+23], ces variétés fournissent des exemples naturels de bases possibles.

Proposition 2.6.5. [DJ23] Soit Y = PB(OB ⊕ H−p1 ⊕ H−p2) où B une variété Fano de dimension
trois, avec une métrique Kähler-Einstein, H est le plus petit diviseur intégral de c1(X), et 1 ≤ p1 ≤
p2. Alors il existe une métrique de Kähler extrémale dans la classe de Kähler c1(X)rel + λc1(B) pour
λ ≥ 9p2.

Enfin, si l’on se restreint aux métriques cscK plutôt qu’extrémales (c’est-à-dire qu’on de-
mande que ℓext soit constante), alors on observe sur les fibrations principales semisimples le
même phénomène que sur les variétés sphériques : si (Y, αrel + ∑ cac1(La)) est proche d’être
Fano, alors l’existence de métriques cscK est équivalente à la K-stabilité par rapport aux
configurations test spéciales.

Mentionnons rapidement que des résultats remarquables ont été obtenus ces dernières
années sur la stabilité et l’existence de métriques canoniques sur les fibrations, notamment
par Dervan et Sektnan [DS21]. L’approche et les résultats sont extrêmement différents des
nôtres : leur objectif est de construire une bonne notion de connexion, pour qu’il existe des
métriques extrémales dans un régime adiabatique (courbure concentrée sur la fibre), alors
que notre intérêt premier est de comprendre l’existence de métriques extrémales dans des
classes fixées, loin du bord du cône de Kähler.

2.7 Quelques projets de recherches

2.7.1 Fibrations de Mori en petits rangs
Après des travaux fondateurs très généraux par Michel Brion [Bri93], la géométrie bira-

tionnelle équivariante explicite des variétés sphériques a surtout été étudiée dans le cas par-
ticulier des variétés horosphériques par Boris Pasquier et Enrica Floris [Pas09, Pas15, FP22].
Je souhaite explorer cette géométrie birationnelle explicite plus systématiquement, en lien
avec l’étude de la K-stabilité, des espaces de K-modules, et de la rigidité birationnelle (équi-
variante).

Mon objectif principal, qui pourrait donner lieu à un sujet de thèse après une exploration
initiale, serait de classifier les fibrations de Mori parmi les variétés sphériques de rang deux,
et d’en déduire leur ensemble de souplesse birationnelle équivariante (equivariant pliability
en anglais, voir par exemple [CS22]), c’est-à-dire essentiellement l’ensemble des fibrations
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de Mori dans la classe d’isomorphismes birationels équivariants. Il s’agit en quelque sorte
d’une large généralisation du travail de Pasquier [Pas09] qui a classifié les variétés sphé-
riques de rang un et de nombre de Picard égal à un, qui sont un cas particulier de fibrations
de Mori.

La stratégie pour obtenir une telle classification suit dans les grandes lignes la stratégie
que nous avons adoptée dans [DM23]. Une étape préalable se situe purement en théorie
des représentations, et consiste à classifier tous les espaces homogènes sphériques de rang
deux (à induction parabolique près), en généralisant la thèse de Wasserman [Was96] qui
classifie les espaces homogènes sphériques magnifiques de rang deux. Une fois cette étape
réalisée, il faut traduire la condition d’être une fibration de Mori. Celle-ci fait intervenir
deux conditions en compétition, l’une sur les singularités et l’autre sur le nombre de Picard
relatif, et de cette compétition doit résulter une liste raisonnable de candidats. S’il s’avère
que les listes deviennent trop sauvages, on pourrait soit se restreindre à des sous-classes,
soit utiliser l’outil informatique, ce qui demande une refléxion importante pour ne pas avoir
à traiter une myriade de sous-classes.

Un objectif plus raisonnable à court terme, pour vérifier que le projet est viable, est de
réaliser le même objectif, mais pour les variétés sphériques de rang un. Dans ce cadre, on
peut aussi espérer une description très précise du programme de Sarkisov, et une conjecture
folklore serait probablement simple à vérifier ou infirmer : toute variété Fano a, dans sa
classe d’isomorphisme birationnel, une variété K-semistable.

2.7.2 Complexités supérieures

Pour les G-variétés de complexité positive, il y a peu de résultats connus sur la K-stabilité.
Parmi ceux-ci, notons quand même que la K-stabilité des variétés Fano (X, K−1

X ) qui ont
une action de complexité un d’un tore (C∗)dim(X)−1 est connue, c’était, avec [Del20a] l’une
des premières utilisations de la K-stabilité pour démontrer l’existence de métriques Kähler-
Einstein. La thèse de Jack Rogers contient aussi l’étude de la K-stabilité des variétés Fano
(X, K−1

X ) qui ont une action de SL2 de complexité un. Pour des G-variétés plus générales, et
surtout pour d’autres polarisations que l’anticanonique, on n’a pas de résultats généraux.

Dans le cas de l’anticanonique, je pense que les nouvelles techniques développées par
Abban et Zhuang [AZ22] pourraient être utiles pour étudier les G-variétés de complexité
supérieures. En effet, leurs techniques reposent sur une sorte de récurrence sur la dimen-
sion, et on peut imaginer, au moins pour certaines classes de variétés, que ceci permette
de se ramener, assez vite, au cas sphérique. Par exemple, on pourrait se concentrer sur les
G-variétés dont les adhérences d’orbites sont toutes sphériques. Il est d’ailleurs toujours
possible de faire dégénérer une G-variété quelconque vers une telle variété en utilisant la
dégénérescence horosphérique de Popov. Cette direction est susceptible de constituer un
sujet de thèse.

Du point de vue des polarisations générales, on peut aussi envisager des avancées. En
effet, les G-variétés de complexité un rationnelles sont toutes des Mori Dream Space. Cet ar-
gument est utilisé par Chi Li et Yuji Odaka pour montrer que la conjecture de Yau-Tian-
Donaldson reliant K-stabilité uniforme et existence de métriques cscK est valide sur les va-
riétés toriques et sphériques. On peut donc espérer, si on sait comprendre les configurations
test à considérer, donner une traduction plus combinatoire de l’existence de métriques cscK.

Enfin, un objectif un peu en dehors des G-variétés, mais sur lequel les G-variétés de
complexité supérieures peuvent apprendre des choses. Un résultat d’Apostolov, Jubert et
Lahdili [AJL22] qui généralise celui de Jubert déjà cité [Jub23] à des fibrations principales se-
misimples dont la fibre n’est pas nécessairement torique semble impliquer que la K-stabilité
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par rapport aux configurations test qui respectent la structure de fibration implique la K-
stabilité. Je souhaite trouver une autre preuve de ce résultat seul, qui resterait uniquement
du côté de la géométrie algébrique. On peut sans peine envisager alors qu’il s’applique dans
des cadres beaucoup plus généraux (variétés singulières, moins de restrictions sur le fibré
principal avec connexion sous-jacent).



CHAPITRE 3

Géométrie différentielle des variétés horosymétriques

Passons maintenant à la géométrie différentielle des variétés sphériques. Il serait souhai-
table de pouvoir étudier la géométrie différentielle (et notamment la géométrie Kählérienne)
de toutes les variétés sphériques, mais cela reste pour le moment une tâche intimidante à la
vue de tous les exemples possibles de variétés sphériques. Dans mon travail de recherche,
j’ai identifié une sous-classe naturelle des variétés sphériques, sur laquelle je suis capable de
décrire de manière satisfaisante la géométrie différentielle (invariante sous un groupe com-
pact maximal) en termes de géométrie convexe sur un espace vectoriel. Cette sous-classe,
c’est celle des variétés horosymétriques, introduite dans [Del20b]. C’est un mot valise ob-
tenu en fusionnant les mots horosphérique et symétrique, et il ne faut pas penser que les varié-
tés horosymétriques sont aux variétés symétriques ce que les variétés horosphériques sont
aux variétés sphériques.

3.1 La classe des variétés horosymétriques

3.1.1 Définition

Définition 3.1.1. [Del20b] Une G-variété algébrique normale X est horosymétrique si elle est
sphérique, et si l’obite ouverte G/H sous l’action de G est obtenue par induction parabo-
lique à partir d’un espace symétrique complexe réductif G0/H0, c’est-à-dire qu’il existe une
involution de groupe complexe σ sur G0 telle que h0 = gσ

0 , la sous-algèbre de Lie de g0 fixée
par σ.

Pour interpréter cette définition dans un cadre de géométrie différentielle, il est utile
d’interpréter la construction par induction parabolique comme une fibration : l’espace ho-
mogène G/H = (G × G0/H0)/Q est une fibration homogène de base l’espace homogène
projectif G/Q, et de fibre l’espace homogène G0/H0.

G/H

G/Q

←↩ Q/H = G0/H0

45
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Dans le cas horosymétrique, la fibre est un espace symétrique complexe réductif, comme
défini ci-dessus. Le lien avec les espaces symétriques Riemanniens, plus familier aux géo-
métres différentiels est très fort : si Gr est un groupe de Lie réel semisimple, et Gr/Hr est un
espace symétrique sous l’action de Gr, alors en prenant Gc et Hc les groupes complexifiés
de Gr et Hr, l’espace homogène Gc/Hc obtenu est un espace symétrique complexe réductif
(en fait, semisimple). La variété différentielle sous-jacente est difféomorphe à l’espace (co-
)tangent de Gr/Hr, qu’on munit d’une structure complexe naturelle. Il faut faire attention
que, dans le cas où Gr/Hr est un espace homogène hermitien, donc muni d’une structure
complexe, la structure complexe considérée sur Gc/Hc n’est pas celle de fibré (co-)tangent
complexe.

Quand on considère les espaces symétriques complexes réductifs plutôt que semisimples,
on autorise le groupe à être réductif plutôt que semisimple, et cela autorise en particulier
des facteurs toriques. Par exemple, si G0 = (C∗)k, on peut considérer l’involution de groupe
complexe σ(t) = t−1, qui ne laisse fixe que la sous-algèbre de Lie nulle. Ainsi, H0 est un
groupe fini, par exemple trivial, et le tore (C∗)k lui-même est autorisé comme fibre. De cette
manière, on retrouve les fibrations homogènes en tores sur un espace homogène projec-
tif parmi les orbite ouvertes denses possibles. Cela montre que les variétés horosphériques
font partie des variétés horosymétriques.

En général, une variété horosymétrique n’a pas une structure globale de fibration homo-
gène sur une variété projective homogène.

3.1.2 Données combinatoires

L’involution σ de la définition se relève en une involution de Q. Soit Ts un sous-tore de Q,
maximal pour la propriété que σ agisse sur T comme l’inversion. Soit T un tore maximal de
Q, qui est σ-stable et contient Ts. Soit Φ le système de racines de (G, T). On note ΦQ le sous-
ensemble des racines de Q, et ΦQu celui des racines du radical unipotent de Q. L’involution
σ agit sur ΦQ, en laissant stable ΦQ \ΦQu .

Il existe un sous-groupe de Borel B tel que ΦB ∩ΦQu = ∅, et pour tout α ∈ ΦB \ (−ΦQu),
on a soit σ · α = α, soit σ · α ∈ −ΦB. On choisit un tel sous-groupe de Borel pour décrire les
données combinatoires.

On note Φs l’ensemble des racines α de Q telles que α /∈ ΦQu et σ · α ̸= α. L’image Φ̄
de l’application α 7→ α− σ · α restreinte aux racines dans Φs, est un système de racine (qui
peut être non-réduit, c’est-à-dire qu’une racine et son double peuvent apparaître), appelé
le système de racines restreintes. L’image des racines positives forme un ensemble de racines
positives pour Φ̄. On observe que Φ̄ ⊂ X∗(T/(T ∩ H)). À ce système de racines est associé
un réseau des racines restreintes (le groupe engendré par Φ̄) et un réseau de poids restreints.

Pour chaque racine α ∈ ΦQ telle que α /∈ ΦQu et σ · α ̸= α, on appelle multiplicité de α et
on note mα le nombre de racines qui sont envoyées sur α− σ · α. Voici quelques exemples de
systèmes de racines restreintes.

Type A1 • m

Type BC1 •
m2m1
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m2
m3

m1
m2

m3

m1

Type BC2 ou B2

m

mm

Type A2

m

mm

m

mm

Type G2

On note α∨ la coracine de α ∈ Φ, définie comme l’unique élément de X∗(T)⊗R tel que,
pour la forme de Killing ⟨·, ·⟩, et pour tout x ∈ X∗(T)⊗R,

α(x) =
2⟨x, α∨⟩
⟨α∨, α∨⟩

On note aussi ᾱ∨ la coracine restreinte de ᾱ ∈ Φ̄, définie par

— ᾱ∨ = α∨
2 si −σ · α = α

— ᾱ∨ = 1
2(α
∨ + (−σ · α)∨) si (σ · α)(α∨) = 0

— ᾱ∨ = (α− σ · α)∨ si (σ · α)(α∨) = 1, auquel cas α− σ · α est une racine.

Proposition 3.1.2. [Del20b] Le réseau des poids de G/H est M = X∗(T/(T∩H)). C’est un réseau
compris entre le réseau des poids restreints et le réseau des racines restreintes.

Le cône des valuations V de G/H est le cône dans N⊗R défini par x ∈ V si et seulement si pour
tout ᾱ ∈ Φ̄, ᾱ(x) ≤ 0, autrement dit, c’est la chambre de Weyl restreinte négative.

Les couleurs de G/H se décomposent en deux parties : C(G/H) = Cb ⊔ C f .
Une couleur dans Cb est, pour chaque racine simple α de B telle que−α ∈ Qu, le tiré en arrière de

l’unique couleur sur l’espace homogène projectif G/Qα par la projection G/H → G/Q → G/Qα,
où Qα est le sous-groupe parabolique propre maximal de G contenant Q et tel que −α ∈ ΦQu

α
. Pour

une telle couleur C ∈ Cb, on a C|M = α∨|M⊗R.
Les couleurs de C f sont exactement les orbites de codimension 1 de B dans G/H construites

en transportant, par l’action de B, les orbites de codimension 1 dans la fibre G0/H0 sous l’action
de l’image B0 de B ∩ Q dans G0. L’ensemble des C|M, pour C ∈ C f , coïncide avec l’ensemble des
coracines restreintes des racines restreintes simples. Si l’espace symétrique G0/H0 n’a pas de facteur
hermitien, alors C f est en bijection avec l’ensemble des coracines restreintes des racines restreintes
simples.

3.1.3 Diviseurs et dégénérescences
Une des raisons pour lesquelles j’ai introduit la classe des variétés horosymétriques est

la propriété suivante.

Proposition 3.1.3. [Del20b, Proposition 4.21] Soit X une G-variété horosymétrique, et D une hy-
persurface G-stable dans X. Alors D est une G-variété horosymétrique.

La preuve de cette propriété repose sur une description par Brion des limites de sous-
groupes sphériques [Bri90], qui peut s’interpréter assez simplement dans le cas horosymé-
trique.

Cette propriété est utile à plusieurs égards. Par exemple, si on considère des paires (X, D)
où X est horosymétrique et D est un diviseur G-stable, on peut étudier X et D avec les
mêmes outils. Cette propriété a aussi joué un rôle fondamental dans notre construction de
métriques Ricci plates sur les espaces symétriques avec Olivier Biquard [BD19], que je dé-
crirai plus loin. En lien avec la K-stabilité étudiée dans la première partie, cette propriété
s’applique aussi aux dégénérescences.
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Corollaire 3.1.4. Si X est l’espace total d’une configuration test pour X, et que D est une compo-
sante irréductible du support de la fibre centrale, alors D est une variété horosymétrique.

3.1.4 La sous-variété torique

Soit θ une involution de Cartan de G, qui commute avec σ sur T, et K le sous-groupe
compact maximal correspondant. Soit as = ik∩ ts l’algèbre de Lie de la partie non-compacte
du tore Ts. Cette algèbre de Lie s’identifie naturellement à X∗(Ts)⊗R, donc aussi à N ⊗R,
puisque l’application naturelle Ts → T/(T ∩ H) est une isogénie. En particulier, on peut
identifier le cône des valuations V à un sous-ensemble de as.

Proposition 3.1.5. [Del20b] L’image du cône des valuations V par l’application as → G/H, x 7→
exp(x)H est un domaine fondamental pour l’action de K sur G/H.

L’adhérence Z = TsH/H de l’orbite de Ts est une variété torique sous l’action (d’un quotient) de
Ts, elle intersecte toute orbite de K dans X le long d’une orbite du produit semi-direct du sous-tore
compact avec le groupe de Weyl restreint W̄.

Par conséquent, on peut espérer traduire toute la géométrie K-équivariante de X en de la
géométrie équivariante sur cette sous-variété torique Z, et en utilisant la géométrie torique,
à de la géométrie convexe W̄-équivariante sur l’espace vectoriel as. C’est ce qu’on a fait pour
les métriques hermitiennes à courbures positives et leurs courbures, dans le but d’appliquer
ça à l’étude des métriques canoniques.

3.1.5 Polytopes moments

Soit L un fibré en droite G-linéarisé sur une G-variété horosymétrique X. On fixe ξ ∈ LeH
un élément de la fibre au-dessus de la classe eH dans l’orbite ouverte G/H.

Proposition 3.1.6. [Del20b] Le fibré L est uniquement déterminé par :

1. son caractère d’isotropie χL : H → C∗ défini par l’action de H sur LeH

2. son diviseur spécial Ds défini comme le Q-diviseur égal à 1
k le diviseur d’une section B-

équivariante méromorphe de Lk dont le poids sous l’action de B est dans X∗(T/Ts).

En fait, on oubliera un peu d’informations sur le caractère d’isotropie, et on retiendra
uniquement le morphisme χL : t→ C défini par χL(x) = χL(exp((x + σ(x))/2)).

Au Q-diviseur B-stable Ds, ou plutôt à la section B-équivariante correspondante, on asso-
cie le polytope spécial ∆s comme plus tôt. Même si on est passé par des Q-diviseurs, essentiel-
lement par définition le polytope moment de L est toujours ∆+ = χL + ∆s. Réciproquement,
on retrouve le polytope spécial à partir du polytope moment par la projection naturelle
X∗(T)⊗R → X∗(Ts)⊗R = X∗(T/(T ∩ H))⊗R. De cette manière, on retrouve bien sûr
aussi le caractère d’isotropie comme élément de X∗(T/Ts)⊗R.

Nous pouvons maintenant relier le polytope moment de L à celui de sa restriction à L|Z.
On appelle polytope torique ∆tor associé à L le polytope de la restriction de L à Z, avec la
même définition que pour les variétés sphériques.

Proposition 3.1.7. [Del20b] Le polytope ∆tor est l’enveloppe convexe des images par W̄ du polytope
spécial ∆s.

Réciproquement, si ∆+ ∩ X∗(T/(T ∩ [L, L])⊗R ̸= 0, alors ∆s = ∆tor ∩ C̄+, où L désigne un
sous-groupe de Levi de Q, et C̄+ est la chambre de Weyl restreinte positive dans M⊗R.
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La condition dans la réciproque n’est pas toujours vérifiée ! Cependant, elle sera toujours
vérifiée pour le fibré anticanonique, et même pour tout fibré si la fibre symétrique G0/H0
n’a aucun facteur hermitien. Pour illustrer les différentes données, on peut dessiner quelques
exemples. D’abord, deux exemples horosphériques, auquel cas le polytope moment est ob-
tenu par translation à partir du polytope torique, mais le polytope moment n’est pas en
général dans M⊗R. Pour BlPp−1,Pq−1 Pn−1 par exemple, qui est une variété horosphérique
toroidale, le polytope moment est de la forme suivante, et ses bords ne peuvent pas toucher
les murs de la chambre de Weyl C+ pour un fibré ample.

•
0

∆

C+

∆tor
χL

M⊗R

BlPp−1,Pq−1 Pn−1

Par contre, dans le cas d’une variété horosphérique coloriée, le polytope moment doit
toucher certains murs de la chambre de Weyl. Par exemple, pour BlPp−1 Pn−1, les polytopes
moments sont de la forme suivante.

•
0

∆

C+

∆tor
χL

M⊗R

BlPp−1 Pn−1

Dans le cas d’une variété symétrique sans facteur hermitien, le polytope moment et le
polytope torique vivent tous deux dans M⊗R, et le polytope moment est obtenu par inter-
section du polytope torique avec la chambre de Weyl restreinte positive.

•
∆tor

C̄+

∆+

M⊗R

Dans le cas d’un espace symétrique hermitien, d’autres subtilités peuvent intervenir.
L’exemple le plus simple est P1 ×P1 équipé de l’action diagonale de SL2. C’est une variété
symétrique de rang un dont l’orbite ouverte est l’espace homogène SL2 / SO2. Les fibrés
en droites sur P1 × P1 sont les O(k, m), ils sont amples lorsque k > 0 et m > 0. Par in-
variance sous l’action du groupe de Weyl restreint, le polytope torique est nécessairement
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de la forme [−aα, aα] (où α est l’unique racine restreinte positive), il n’y a plus qu’un seul
paramètre... En fait, on montre que les polytopes moments et toriques pour O(k, m) sont
∆tor = [−(k + m)α/2, (k + m)α/2] et ∆+ = [|k−m|α/2, (k + m)α/2].

α
•

− k+m
2 α |k−m|

2 α k+m
2 α

3.2 Métriques et courbures

3.2.1 Quasipotentiel et potentiel torique
Dans [Del20b], j’ai tenté de traduire la géométrie des variétés horosymétrique de manière

aussi proche que possible de celle des variétés toriques. La sous-variété torique mentionnée
plus tôt joue un rôle important pour ça, et on verra qu’elle permet d’encoder le compor-
tement à l’infini. Par contre, des difficultés se posent pour considérer ce qu’il se passe sur
l’orbite ouverte. Le problème le plus immédiat est que sa topologie n’est pas en général tri-
viale, et par conséquent les fibrés sur l’orbite ouverte ne sont pas nécessairement triviaux
(c’est ce que le caractère d’isotropie encode), donc les métriques hermitiennes et leurs cour-
bure ne peuvent pas, a priori, être encodées par une seule fonction. Pour montrer qu’on peut,
en fait, le faire, on utilise une idée qui nous a été inspirée par les quasipotentiels de l’article
[AB03].

Soit L un fibré en droite sur une variété horosymétrique X d’orbite ouverte G/H. Soit
h une métrique hermitienne sur L. On considère le tiré en arrière π∗L sous l’application
quotient π : G → G/H de la restriction de L à G/H. Sur G, le fibré π∗L est trivialisable, de
manière équivariante. On fixe une telle section trivialisante, notée s.

Définition 3.2.1. Le quasipotentiel de h est la fonction ϕ définie sur G par

ϕ(g) = −2 ln|s(g)|π∗h

Si h est une métrique hermitienne K-invariante, son potentiel torique est la fonction définie
sur as par

u(x) = ϕ(exp(x)

Alors on vérifie facilement les propriété d’équivariances suivantes.

Proposition 3.2.2. [Del20b] Pour g1 ∈ K, g2 ∈ G, g3 ∈ H, on a

ϕ(g1g2g3) = ϕ(g2)− 2 ln|χ(g3)|

où χ est le caractère d’isotropie de L.

Comme tout élément de G s’écrit sous la forme g1g2g3 avec g1 ∈ K, g2 = exp(x) pour
x ∈ as et g3 ∈ H, ces propriétés permettent de passer de u à ϕ et à h, et réciproquement. De
plus, u est invariante sous l’action du groupe de Weyl restreint.

Le polytope torique encode le comportement asymptotique du potentiel torique, au moins
lorsque la métrique est localement bornée. Soit v∆ : as → R la fonction support du polytope
∆, définie par v∆(x) = sup{m(x) | m ∈ ∆}.

Proposition 3.2.3. [Del20b] Si h est une métrique hermitienne K-invariante sur L, fibré en droite
ample sur X. Alors h est localement bornée si et seulement la fonction x 7→ u(x) − 2v∆(−x) est
bornée sur as.
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La preuve repose d’une part sur le procédé de décoloration, qui remplace X par son
plus petit modèle birationnel G-équivariant toroidal, et le cas des variétés toriques. Pour les
variétés toriques, le résultat découle du fait que la fonction x 7→ −2v∆(−x) est le potentiel
torique d’une métrique hermitienne continue, dite métrique de Batyrev-Tschinkel [Mai00].

3.2.2 Courbure
L’autre difficulté est de traiter, dans les calculs de courbure, toutes les directions qui

sortent du domaine fondamental pour l’action de K. Ici, la théorie de Lie intervient de ma-
nière très pratique pour choisir des coordonnées adaptées au calcul. On choisit des vecteurs
de racines 0 ̸= eα ∈ gα dans les espaces de racines de g, tels que [θ(eα), eα] = α∨ pour l’in-
volution de Cartan θ qui définit le sous-groupe compact maximal K de G. Ceci permet de
donner une base explicite de l’algèbre de Lie h :

h =
⊕

α∈ΦQu

Ceα ⊕ tσ ⊕
⊕

σ·α=α

Ceα ⊕
⊕

α∈Φ+
s

C(eα + σ(eα))

On en déduit un choix de coordonnées locales en tout point de G/H : on fixe (l1, . . . , lr) une
base de as, et on considère les coordonnées complexes au voisinage de gH ∈ G/H données
par

g exp

 r

∑
j=1

zjlj + ∑
α∈ΦQu

zαe−α + ∑
β∈Φ+

s

zβ(eα − σ(eα))

H

Ce choix dépend a priori du représentant g de gH, mais fournit naturellement une base de
(1, 0)-formes exp(as)-invariantes sur exp(as)H/H, notées γ♢ pour ♢ ∈ {1, . . . , r} ∪ ΦQu ∪
Φ+

s , et des (1, 1)-formes associées ω♢,♡ = iγ♢ ∧ γ̄♡.

Théorème 3.2.4. [Del20b] Soit ω la forme de courbure d’une métrique hermitienne K-invariante,
de potentiel torique u, sur un fibré L de caractère d’isotropie χ. Soit a ∈ as tel que β(a) ̸= 0 pour
tout β ∈ Φs. Alors

ωexp(a)H = ∑ Ω♢,♡ω♢,♡

où on somme sur tous les indices possibles ♢ et ♡ dans {1, . . . , r} ∪ ΦQu ∪ Φ+
s , et les coefficients

Ω♢,♡ sont tous nuls sauf les suivants (toutes les quantités sont évaluées en a) :

Ωj1,j2 =
1
4

d2u(lj1 , lj2), Ωj,β =
1
2

β(lj)(1− tanh2(β))χ(θ(µβ)),

Ωα,α =
e−2α

2
(du− 2χ)(α∨), Ωα1,α2 =

2χ([θ(eα2), eα1 ])

e2α1 + e2α2
,

Ωβ1,β2 =
tanh(β2 − β1)

2

{ 1
sinh(2β1)

− 1
sinh(2β2)

}
χ([θ(eβ2), eβ1 ])

+
tanh(β1 + β2)

2

{ 1
sinh(2β2)

+
1

sinh(2β1)

}
χ([θ(eβ2), σ(eβ1)])

et

Ωβ,β =
du(β∨)

sinh(2β)
− 2

cosh(2β)
χ([θσ(eβ), eβ])

Tel qu’énoncé ci-dessus, le résultat semble difficile à utiliser. En fait, dans la plupart des
situations, il y a plus d’annulations dans les coefficients.



52 Chapitre 3. Géométrie différentielle des variétés horosymétriques

Corollaire 3.2.5. Si la restriction de L à la fibre symétrique est trivialisable, alors ω est diagonale
par blocs, avec un bloc de taille r donnée par

∑
j1,j2

1
4

d2
au(lj1 , lj2)ωj1,j2

et des blocs de taille 1 donnés pour α ∈ ΦQu par

e−2α(a)

2
(dau− 2χ)(α∨)ωα,α

et pour β ∈ Φ+
s par

dau(β∨

sinh(2β(a))
ωβ,β

C’est en particulier toujours le cas pour le fibré anticanonique, et c’est aussi le cas pour
tous les fibrés si la fibre symétrique n’a aucun facteur hermitien. Par contre, on montre par
des exemples dans [Del20b] que chacun des termes du théorème peut être non-nul. On va
voir que dans le cas favorable précédent, le résultat est suffisant pour traduire les équations
de type Kähler-Einstein comme des équations de Monge-Ampère réelles. Le cas général reste
un peu mystérieux. À ma connaissance, il n’a pas été exploré à l’exception peut-être du cas
des métriques Ricci plates sur les espaces symétriques complexes hermitiens de rang un. Le
fait que la théorie du point de vue algébro-géométrique ne soit pas plus complexe suggère
que l’analyse doit être réalisable, mais il est possible que le point de vue que nous avons
adopté (par exemple les coordonnées utilisées) ne soit pas le mieux adapté au problème.

La preuve du théorème repose sur l’usage de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff
pour les calculs dans les coordonnées choisies, en remontant au quasipotentiel et en utilisant
ses propriétés d’équivariance. Elle demande le calcul au cas par cas de certains crochets de
Lie qui est assez fastidieux, mais elle est susceptible de s’appliquer dans des cadres beau-
coup plus généraux (que ce soit en terme d’opérateurs comme en termes d’espaces homo-
gènes considérés).

Avant d’utiliser le théorème pour traduire des équations de Monge-Ampère complexes
en équations de Monge-Ampère réelles, observons qu’il permet essentiellement de retrouver
le résultat suivant, qui peut aussi se déduire du cas des espaces symétriques traité par Azad
et Loeb [AL92].

Corollaire 3.2.6. Soit h une métrique hermitienne K-invariante à courbure positive sur un fibré
linéarisé L sur G/H, alors son potentiel torique u est une fonction convexe.

Ceci permet aussi de réinterpréter le polytope torique ∆tor.

Corollaire 3.2.7. [Del20b] Soit h une métrique hermitienne K-invariante à courbure positive sur un
fibré linéarisé L sur X. On suppose que h est lisse sur G/H, et localement bornée sur X, alors on a

{dau | a ∈ as} = Int(−2∆tor)

3.2.3 Application à la fonctionnelle de Mabuchi
Dans la dernière partie de l’article [Del20b], nous appliquons notre compréhension de

la géométrie Kählérienne des variétés horosymétriques pour calculer leur fonctionnelle de
Mabuchi, et en tirer une condition suffisante d’existence de métriques cscK, via les résultats
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de [CC21]. Cette application était inspirée de travaux analogues de Li, Zhou et Zhu pour les
compactifications de groupes.

Le calcul des fonctionnelles classiques de l’approche variationnelle à l’existence de mé-
triques cscK me paraît d’importance indépendante de la condition suffisante, et repose no-
tamment sur le calcul de la courbure scalaire. Pour celle-ci, on peut notamment imaginer
des applications à l’étude de la prescription de courbure scalaire sur des variétés horosy-
métriques non-compactes. Il faut cependant noter que l’expression est singulièrement plus
complexe que la formule magique obtenue par Abreu pour la courbure scalaire sur les va-
riétés toriques [Abr98].

Pour la condition suffisante elle-même, je l’ai largement généralisé dans [Del23c]. Là en-
core, il est intéressant de noter que, dans l’approche analytique j’avais du imposer un certain
nombre de conditions simplificatrices. Celles-ci n’ont aucune interprétation dans le cadre de
la preuve via la K-stabilité. Cela suggère que les difficultés rencontrées pourraient être ré-
solues d’une manière analytique. J’aimerais, si une motivation supplémentaire se présente,
revenir là-dessus et mieux comprendre la géométrie analytique sous-jacente dans les cas
difficiles.

3.3 Métriques canoniques dans l’anticanonique

3.3.1 Quelques métriques canoniques alternatives
Lorsqu’une variété Fano n’admet pas de métrique Kähler-Einstein, il est naturel de cher-

cher d’autres métriques canoniques pour les remplacer. L’alternative la plus naturelle du
point de vue de la géométrie Riemannienne est la notion de soliton de Kähler-Ricci.

Définition 3.3.1. Une variété Fano X admet un soliton de Kähler-Ricci ω si ω est une forme
de Kähler sur X telle que

Ric(ω)−ω = Lξω

où ξ est un champ de vecteur holomorphe sur X, et Lξω désigne la dérivée de Lie de ω.

On se rappelle qu’on avait caractérisé plus tôt les métriques Kähler-Einstein par h =
constante, où h est le potentiel de Ricci, défini à contante additive près par Ric(ω) − ω =
i∂∂̄h. Lorsque ω est Kähler et ξ est un champ de vecteur holomorphe, il existe toujours une
fonction θξ,ω telle que Lξω = i∂∂̄θξ,ω. Là encore, cette fonction n’est bien définie qu’à une
constante additive près. On en déduit que ω est un soliton de Kähler-Ricci si et seulement si
h = θξ,ω pour un champ de vecteur holomorphe ξ.

Plus généralement, la notion de soliton à poids, qui remonte à Mabuchi [Mab03] sous un
autre nom, regroupe toutes les métriques telles que h = g ◦ θξ,ω pour un champ de vecteur
ξ et une fonction g : R → R. C’est une notion très riche. D’une part, elle permet de trouver
des métriques canoniques (si on impose une forme naturelle à g, par exemple g = id) sur X.
D’autre part, elle permet souvent d’encoder, sur X, l’existence de métriques canoniques plus
habituelles sur d’autres variétés reliées à X (par exemple, des métriques Kähler-Einstein sur
des fibrations principales semisimples de fibre X, ou des métriques de Sasaki-Einstein sur
l’entrelac du cône anticanonique sur X). Il s’agit donc de métriques très naturelles, et pour
lesquelles on a encore beaucoup à dire.

Pour autant, ce type de métrique n’a aucune chance d’exister sur une variété Fano qui
n’a pas d’automorphismes et pas de métriques Kähler-Einstein. Ou alors, en présence d’au-
tomorphisme, si on veut que la métrique canonique ait le plus grand groupe d’isométries
possibles, il faut que le champ de vecteur considéré commute à ce groupe d’isométries. C’est
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impossible, par exemple, pour un champ de vecteur non-nul si le groupe d’automorphismes
est semisimple. Une autre alternative sur les variétés Fano a été proposée par Jakob Hultgren
et David Witt Nyström [HWN19], il s’agit des métriques Kähler-Einstein couplées.

Définition 3.3.2. Un uplet de formes de Kähler (ω1, . . . , ωk) sur une variété Fano X est
Kähler-Einstein couplé si pour 1 ≤ j ≤ k,

Ric(ωj) = ω1 + · · ·+ ωk

On peut voir ça, comme dans la définition, comme un uplet de métriques de Kähler,
mais aussi comme la donnée d’une seule métrique canonique ω1 + · · ·+ ωk dans l’antica-
nonique, relative à la donnée des classes de Kähler [ωj] telles que c1(X) = [ω1] + · · ·+ [ωk].
En effet, par le Théorème de Calabi-Yau, la forme ωj se retrouve comme l’unique solution
de l’équation Ric(ω) = ω1 + · · ·+ ωk dans la classe de Kähler [ωj].

Hultgren et Witt Nyström ont montré que ces métriques partageaient de nombreuses
propriétés avec les métriques Kähler-Einstein standard, en obtenant un analogue des obs-
tructions de Matsushima, de Futaki, etc. Hultgren a, de plus, démontré qu’il existe une va-
riété sans métriques Kähler-Einstein, qui admet des métriques Kähler-Einstein couplées :
l’exemple donné par Futaki de variété Fano avec un groupe d’automorphisme réductif mais
un invariant de Futaki non-nul [Hul19].

Avec Jakob Hultgren, nous avons introduit dans [DH21] un cadre réunissant ces diffé-
rents types de métriques sur les variétés Fano, plus tard appelées solitons à poids couplés.

Définition 3.3.3. [DH21] Un uplet (ω1, · · · , ωk) de formes de Kähler sur X est un soliton à
poids couplé s’il existe des fonctions gj : X → R, des champs de vecteurs holomorphes ξ j tels
que, pour 1 ≤ j ≤ k,

Ric(ωj)− i∂∂̄gj(θξ j,ωj) = ω1 + · · ·+ ωk

3.3.2 Critère combinatoire
On suppose que, pour tous les fibrés linéarisés qui apparaissent dans cette section, la

restriction à la fibre symétrique G0/H0 est trivialisable. Avec Jakob Hultgren, nous avons
obtenu une caractérisation combinatoire de l’existence des solitons à poids couplés sur les
variétés horosymétriques Fano. Pour l’énoncer, on note ∆L le polytope spécial de L pour tout
fibré en droite linéarisé, PL le polynôme de Duistermaat-Heckman associé par (2.2), et pour
g une fonction R→ R et ξ ∈ Φ̄⊥ ⊂ a∗s , on pose :

VolL,g,ξ :=
∫

∆L

eg◦ξ(p)PL(p) dp

et
BarL,g,ξ :=

∫
∆L

eg◦ξ(p)PL(p)
dp

VolL,g,ξ

Soit de plus δ une (1, 1)-forme semi-positive K-invariante. On peut aussi y associer un poly-
tope torique ∆tor

[δ]
par interpolation.

Théorème 3.3.4. [DH21] Le système d’équations

∀j, Ric(ωj)−
√
−1∂∂̄gj(θωj,ξ j) = ω1 + · · ·+ ωk + δ

admet une solution dans c1(L1)× · · · × c1(Lk) si et seulement si

∑ BarLj,gj,ξ j − 2ρH ∈ Int
(

∆tor
[δ] + (C̄+)∨

)
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On retrouve, en première application directe, le critère combinatoire d’existence de mé-
triques Kähler-Einstein de [Del20a], pour le cas particulier des variétés horosymétriques.
L’introduction de la forme δ permet de traiter des métriques canoniques tordues. Elle per-
met en particulier d’obtenir comme corollaire direct le temps maximal d’existence d’une
solution le long de la méthode de continuité de Yau, noté GRLB(X), sur une variété (horo-
symétrique) Fano X. Cet invariant est aussi appelé greatest Ricci lower bound puisqu’on peut
le caractériser comme

GRLB(X) = sup{t > 0 | ∃ω ∈ c1(X), Ric(ω) ≥ tω}

Dans le cadre de la caractérisation valuative de la K-stabilité, GRLB(X) est très fortement
relié avec l’invariant delta δ(X), puisque ces deux nombres coïncident lorsque la variété
n’est pas K-stable.

Corollaire 3.3.5. [DH21] Le nombre GRLB(X) se calcule par

sup
{

t ∈]0, 1[ ; 2ρH +
t

1− t
(2ρH − Barac) ∈ Int(∆ac − (C̄+)∨)

}
Le résultat se spécialise aussi pour divers types de solitons classiques, illustrons cela par

le cas des solitons de Kähler-Ricci.

Corollaire 3.3.6. [DH21] Une variété horosymétrique Fano X admet un soliton de Kähler-Ricci si
et seulement s’il existe un ξ ∈ Φ̄⊥ tel que

Barac,ξ − 2ρH ∈ Int((C̄+)∨)

Exemple 3.3.7. 1. Pour 2 ≤ k ≤ n− 3, BlQk(Qn) n’admet aucun soliton de Kähler-Ricci,
ni en fait, aucun soliton à poids [Del22].

2. Toute variété horosphérique Fano admet un soliton de Kähler-Ricci [Del20a].

Enfin, dans le cas des métriques couplées, relevons le cas particulier des métriques Kähler-
Einstein couplées.

Théorème 3.3.8. [DH21] Il existe des métriques Kähler-Einstein couplées pour la décomposition
c1(X) = c1(L1) + · · ·+ c1(Lk) si et seulement si

∑
i

BarLi − 2ρH ∈ Int((C̄+)∨)

Exemple 3.3.9. 1. Plus généralement que l’exemple d’Hultgren BlP1,P2(P4) toutes les va-
riétés BlPk−1,Pk(P2k+1) pour k assez grand admettent des métriques Kähler-Einstein
couplées mais pas de métriques Kähler-Einstein [Del22].

2. Il y a d’autres tels exemples : P(OP1×P2 ⊕OP1×P2(−1, 2)) en fait partie [DH21]

3. Je conjecture qu’il n’y a pas de métriques Kähler-Einstein couplées sur BlQk(Qn) pour
2 ≤ k ≤ n− 3, mais je ne sais pas comment le démontrer pour toutes les décomposi-
tions possibles (cette variété a nombre de Picard égal à deux).
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3.3.3 Éléments de preuve
Donnons quelques éléments de la preuve qui, comme illustré dans [Del23a], produisent

des informations géométriques qu’on ne sait pour l’instant pas récupérer par la K-stabilité
seule. Il faut en effet noter que, pour ce qui est du critère seul, la généralisation du résultat
de Chen, Donaldson et Sun aux solitons à poids par Han et Li [HL23], et des raffinements de
mes résultats de K-stabilité des variétés sphériques par Li, Li et Wang [LLW22] permettent
de donner une autre preuve du critère de [DH21], et une généralisation aux variétés sphé-
riques générales.

La preuve consiste à suivre une méthode de continuité, analogue à celle de Yau pour les
métriques Kähler-Einstein. On considère la famille de systèmes d’équations :

Ric(ωj,t)−
√
−1∂∂̄gj(θωj,t,ξ j) = t ∑

l
ωl,t + (1− t)∑

l
ωl,ref + δ ∀j

Pour cette méthode de continuité, il faut adapter les arguments de Yau sur l’ouverture et les
estimées d’ordre supérieures, pour obtenir

Théorème 3.3.10. [DH21] Si on a des estimées C0 a priori sur les potentiels (normalisés de manière
adéquate) de ωl,s −ωl,ref pour s ∈ [0, t] ⊂ [0, 1], alors il existe des solutions pour tout s ∈ [0, t].

Dans cet énoncé, il n’est pas nécessaire de supposer X horosymétrique.
On utilise ensuite la formule pour la courbure des métriques hermitiennes sur les variétés

horosymétriques pour traduire les équations en des équations de Monge-Ampère réelles
sur as, invariantes sous l’action du groupe de Weyl restreint. Nous démontrons en fait des
estimées C0 a priori sur une famille plus générale de (chemins de) systèmes d’équations de
Monge-Ampère réelles sur des cônes convexes polyédraux C ⊂ Rr :

det(d2ui,t)Gi(dui,t) = J
k

∏
l=1

e−tul,t−(1−t)uj,ref sur C ⊂ Rr

où :

— les inconnues ui,t sont des fonctions convexes lisses sur Rr telles que {dxui,t | x ∈ C} =
∆i ⊂ (Rr)∗ sont des polytopes convexes fixés

— les Gi sont des fonctions continues sur ∆i, lisses et strictement positives sur Int(∆i),∫
∆i

Gi = 1, et G−ϵ
i est intégrable pour un ϵ > 0

— la fonction J est continue, elle est strictement positive sur Int(C), et s’annule sur ∂C
— j := − ln J est lisse et convexe sur Int(C)
— sa fonction de récession j∞ : ξ ∈ C 7→ limt→∞ j(x + tξ)/t satisfait quelques hypothèses

techniques.

Soit alors ∆ la somme de Minkowski de tous les ∆i, et v∆ la fonction support de ∆. Soit

Bari =
∫

∆i

pGi(p)dp ∈ (Rr)∗

On appelle condition (†t) la condition suivante :
(t ∑i Bari + (1− t)v∆ + j∞)(ξ) ≥ 0 pour ξ ∈ C,

= 0 ssi t = 1, −ξ ∈ C, j∞(−ξ) = −j∞(ξ).
Le point clef de la preuve est de démontrer :

Théorème 3.3.11. [DH21] Soit t0 > 0 et t ∈ (t0, 1].
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1. si (†t) est vraie, alors on a des estimées C0 a priori sur [t0, t]

2. si (†t) n’est pas vraie, alors il n’y a pas de solution lisse en t.

La preuve de ce résultat consiste en une généralisation et une simplification de l’approche
que j’avais développée dans ma thèse [Del17a] en m’inspirant de [WZ04].

Illustrons pourquoi la condition (†t) est nécessaire sur un exemple où le rang r est égal
à 1. En effet, un tel exemple contient déjà l’essentiel des arguments avec une présentation
largement simplifiée. On considère l’équation sur R

g(u′(t))u′′(t) = sinh(t)e−u(t)

On suppose que u est paire, strictement convexe, et que u(t)− a|t| = O(1). Alors on a en
particulier u′(R) =]− a, a[ et u′(R∗+) =]0, a[.

On multiplie l’équation par u′(t), puis on intègre sur R∗+, puis on utilise le changement
de variable p = u′(t) (familier pour la dualité convexe). On obtient∫ a

0
pg(p)dp =

∫
R∗+

u′(t) sinh(t)e−u(t)

En écrivant j(t) = − ln sinh(t), on a
∫

R∗+
(j′ + u′)e−j−u = 0, et donc

∫ a

0
pg(p)dp +

∫
R∗+

j′(t) sinh(t)e−u(t) = 0

Comme j′ < −1 partout, on a ∫ a

0
pg(p)dp− 1 < 0

Pour la preuve que la condition †t est suffisante, le raisonnement est bien plus complexe.
Il s’agit plutôt ici de raisonner par l’absurde, et de démontrer que l’inégalité ci-dessus est
violée en passant à la limite.

3.4 Limites de métriques canoniques
Peu avant les travaux de Chen, Donaldson et Sun qui ont mené à la résolution de la

conjecture de Yau-Tian-Donaldson sur les variétés Fano, Chi Li et Song Sun avaient étu-
dié les métriques Kähler-Einstein coniques dans un des cas les plus simples, (P2, tD) où
D est une quadrique dans P2. Ils avaient montré dans ce cas, dans [LS14], l’existence de
métriques Kähler-Einstein sur P2, avec des singularités coniques le long d’une quadrique
D, pour des angles coniques 2πβ, avec β ∈]1/4, 1]. De manière équivalente, il existe des
métriques Kähler-Einstein singulières sur la paire (P2, (1− β)D) pour β ∈]1/4, 1] (d’après
[GP16]). Avec cet exemple, ils conjecturaient que ces métriques convergeaient, au sens de
Gromov-Hausdorff vers l’espace projectif à poids P(1, 1, 4), muni de sa métrique Kähler-
Einstein au sens orbifold. Cette convergence est maintenant bien comprise grâce aux outils
développés par Chen, Donaldson et Sun [CDS15b], mais avant cela Chi Li avait utilisé l’ana-
lyse numérique pour conforter leur conjecture dans [Li15]. Plus intéressant, il a observé
numériquement que la bulle se formant lors de cette convergence est (le quotient par Z/2Z

de) la métrique Ricci plate d’Eguchi-Hanson. Dans l’article [Del23a], j’ai démontré ce phé-
nomène de bulle de manière exacte (plutôt que numérique), et je l’ai étendu à toute une
famille de paires, qui sont fournies par les variétés horosymétriques de rang un. Les bulles
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métriques qui apparaissent sont, dans le cas d’une variété symétrique, les métriques Ricci
plates de Stenzel sur les espaces symétriques de rang un [Ste93], et dans le cas horosymé-
trique général, ces métriques apparaissent sur chaque fibre de l’espace horosymétrique.

Le cadre est plus précisément le suivant. Soit G un groupe semisimple complexe, connexe.
On considère une G-variété horosymétrique X de rang un, qui est toroidale, donc obte-
nue comme fibré G-homogène sur une variété projective homogène G/Q, de fibre l’unique
compactification G0-équivariante de l’espace symétrique G0/H0, de rang 1. Dans ce cas, X
contient un unique diviseur premier G-stable D, qui est aussi l’unique orbite fermée de G. En
fait, X consiste en seulement deux orbites de G, l’orbite ouverte G/H, et le diviseur D. Sup-
posons que X est Kähler-Einstein, et soit [0, b[⊊ [0, 1[ l’ensemble des s tels que (X, sD) admet
une métrique log Kähler-Einstein singulière dans c1(X). On note ωs une telle métrique, qui
est invariante sous un sous-groupe compact maximal K de G.

Théorème 3.4.1. [Del23a] Quand s tend vers b, les métriques Kähler-Einstein coniques ωs, res-
treintes à X \D, convergent vers le tiré en arrière de la métrique Kähler-Einstein sur G/Q. De plus,
restreintes à la fibre symétrique G0/H0, et renormalisées, elles convergent vers la métrique Ricci plate
de Stenzel.

Remarquons que le diviseur D est un espace projectif homogène, et, ainsi, une variété
Fano Kähler-Einstein. Cependant, le diviseur D n’est pas ample en général, ni un multiple
de l’anticanonique. Ce type de situation a rarement été étudié plus tôt. L’exemple le plus
simple où la structure de fibration est non-triviale (auquel cas le diviseur n’est ni ample, ni
un multiple de l’anticanonique), est donné par P2 ×P2 muni de l’action diagonale de SL3.

La preuve repose sur le formalisme horosymétrique décrit plus tôt, ainsi que sur les es-
timées obtenues pour prouver les estimées C0 dans l’article [DH21] brièvement évoquées
plus tôt également (et les variantes dans [BD19, Del17a, WZ04] notamment). Il faut ici étu-
dier plus finement l’absence d’estimées C0 dans ce cadre, pour en tirer des estimées sur la
famille des potentiels toriques, ainsi qu’une renormalisation possible et des estimées sur
cette famille renormalisée.

Bien entendu, le principe est très général, et peut s’appliquer à l’étude de limites de mé-
triques canoniques qui ne soient pas des métriques Kähler-Einstein coniques, par exemple
toutes celles étudiées dans [DH21]. On peut donc appliquer la même méthode pour montrer
que les métriques de Stenzel (fibre à fibre) apparaissent comme bulles lors de la formation
de singularités le long de diverses méthodes de continuité ou flots. Par exemple, le long du
flot de Kähler-Ricci normalisé, ou de la méthode de continuité de Yau pour l’existence de
métriques Kähler-Einstein. De plus, ces méthodes s’appliquent tout aussi bien dans le cas
de variétés horosymétriques de rang un, y compris singulières, qui ne sont pas globalement
des fibrations. Parmi celles-ci, on avait exhibé des exemples sans métriques Kähler-Einstein
dans [BD19].

3.5 Métriques CY à cône asymptotique singuliers

3.5.1 Introduction

Le résultat précédent [Del23a] montre que les métriques Ricci plates apparaissent de
manière naturelle lors de l’étude de (familles de) métriques Kählériennes canoniques sur des
variétés Kählériennes compactes. Mieux : certaines de ces métriques sont canoniques, par
exemple sur le complémentaire d’un diviseur, si elles apparaissent comme l’unique limite
d’une suite de métriques canoniques (les métriques Kähler-Einstein coniques, avec l’angle



3.5. Métriques CY à cône asymptotique singuliers 59

qui varie). De plus, de telles métriques peuvent être utilisées comme ingrédients dans des
constructions par recollements.

Les espaces symétriques complexes sont susceptibles d’admettre de telles métriques, et
il y a en fait une longue histoire de résultats d’existence dans cette direction. On a déjà men-
tionné la métrique d’Eguchi-Hanson [EH79], et les métriques de Stenzel [Ste93], qui donnent
essentiellement toutes les métriques Ricci plates sur les espaces symétriques complexes de
rang 1. En rang supérieur, Biquard et Gauduchon ont construit des métriques hyperkäh-
lériennes (donc Ricci plates) explicites sur les espaces symétriques complexes hermitien
[BG96], et Bielawski des métriques Ricci plates sur tous les espaces symétriques complexes
[Bie04] (avec une faille dans la preuve comblée récemment par Koike [Koi23]). Si le second
résultat semble plus général, la construction dit en fait très peu de la géométrie des mé-
triques construites, alors que, dans la construction de Biquard et Gauduchon, la géométrie
est très explicite, et les métriques sont asymptotiquement coniques avec un cône singulier.

En dehors des espaces symétriques, Tian et Yau ont développé dans [TY90, TY91] une
méthode générale pour obtenir des métriques Ricci plates sur des variétés complexes non-
compactes, asymptotiquement coniques avec des cônes asymptotiques lisses (en dehors du
sommet). La méthode consiste à considérer le complémentaire d’un diviseur D dans une
variété X, en supposant que D est un multiple de l’anticanonique, et que D admet une
métrique Kähler-Einstein. Par l’ansatz de Calabi, on en tire une métrique Ricci plate sur le
cône au-dessus de D, et Tian et Yau construisent à partir de ça une solution asymptotique
à l’équation Ricci plate sur X \ D. La construction de Tian et Yau a été précisée et raffinée,
notamment dans les travaux de Conlon et Hein [CH13, CH15]. Récemment, de nouvelles
métriques Ricci plates asymptotiquement coniques ont été construites par divers auteurs,
avec maintenant un cône singulier [CDR19, Li19, Szé19], en particulier sur Cn pour n > 2.
Avec Olivier Biquard, nous avons construit de telles métriques sur de nombreux espaces
symétriques de rang deux.

3.5.2 Cônes asymptotiques horosymétriques

En suivant la philosophie de Tian-Yau, nous avons considéré les espaces symétriques de
rang deux comme complémentaires de deux diviseurs dans une compactification naturelle,
la compactification magnifique (au moins pour un espace symétrique adjoint). Notons G/H
l’espace symétrique, et X sa compactification magnifique. Le diviseur à l’infini X \ G/H est
alors un diviseur à croisements normaux simples, avec deux composantes irréductibles D1
et D2, qui est le support d’un diviseur anticanonique de X (on remarque que cette variété
n’est pas nécessairement Fano [Ruz12]). Chacune des deux composantes Di est une variété
horosymétrique de rang 1, dont la fibre symétrique est un espace symétrique de rang 1.
Nous avons cherché des métriques asymptotiquement coniques avec pour cône asympto-
tique un cône sur une variété singulière Ď2, obtenue par contraction de l’orbite fermée de
D2. Lorsque cette variété est Kähler-Einstein, et donc fourni une métrique Ricci plate sin-
gulière sur le cône, nous construisons un ansatz pour désingulariser ce cône, en utilisant
l’autre diviseur D1, et notamment les métriques de Stenzel sur les fibres de son orbite ou-
verte. Cette approche est justifiée par, et a pour origine l’analyse des exemples de Biquard et
Gauduchon, dans le formalisme que j’ai développé, et présenté plus tôt, pour la géométrie
Kählérienne des variétés horosymétriques dans [Del20b]. Il n’y a pas, en général, de choix
canonique pour la numérotation de D1 et D2. Mieux, les deux choix fournissent des mé-
triques différentes qui sont toutes deux asymptotiquement Ricci plates, sauf pour certains
exemples exceptionnels où l’un des diviseurs n’admet aucune métrique Kähler-Einstein.
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Théorème 3.5.1. [BD19] Il existe une métrique Ricci plate avec un cône asymptotique horosymé-
trique sur les espace symétriques complexes indécomposables suivants :

— pour un choix de numérotation, les espaces symétriques non-hermitiens :

Sp8 /(Sp4× Sp4), G2/ SO4, G2 × G2/G2, SO5× SO5 / SO5,

— sur chaque espace symétrique hermitien, pour un choix de numérotation une métrique Ricci
plate correspondant à celle de Biquard et Gauduchon,

— de plus, sur les espaces symétriques hermitien suivants, l’autre choix de numérotation produit
une autre métrique Ricci plate, avec un cône asymptotique différent :

SOn /S(O2 ×On−2) for n ≥ 5, SL5 /S(GL2×GL3).

Il reste un certain nombre d’espaces symétriques de rang deux non couverts par le théo-
rème, y compris l’espace symétrique le plus simple SL3 / SO3. Ceci s’explique par la géo-
métrie à l’infini de l’ansatz que nous construisons. En effet, dans tous les cas où D2 ad-
met une métrique Kähler-Einstein, nous produisons une solution asymptotique à l’équation
Ricci plate. Ceci ne suffit pas à produire une vraie solution quand la géométrie à l’infini est
trop dégénérée (courbure bisectionnelle holomorphe non bornée), de sorte que les méthodes
d’estimées connues ne s’appliquent pas.

3.5.3 Thèse de Tran Trung Nghiem : cône horosphérique
Je co-encadre depuis 2021 la thèse de Tran Trung Nghiem, avec Marc Herzlich. Ses tra-

vaux de thèse portent sur les métriques de Calabi-Yau asymptotiquement coniques, notam-
ment leur construction sur les espaces symétriques. Pour résoudre les défauts de l’approche
de [BD19], Nghiem cherche à construire des métriques Calabi-Yau dont le cône asympto-
tique est horosphérique, ce qui n’est pas le cas dans [BD19]. Dans un travail préliminaire,
Nghiem a donné une caractérisation combinatoire complète de l’existence de métriques
Calabi-Yau radiales sur les cônes horosphériques, ce qui donne les cônes asymptotiques
possibles dans un cadre très général [Ngh23b]. Pour démontrer ce résultat, il a adopté une
approche via la géométrie convexe, reposant sur la géométrie des variétés horosphériques
comme cas particuliers de variétés horosymétriques. Il a aussi montré un résultat géné-
ral d’intérêt indépendant [Ngh23a] sur la régularité des métriques Calabi-Yau radiales au
sens faible sur les cônes Fano, qui généralise des résultats de régularité pour le cas compact
[BBE+19].

Il est maintenant sur le point de donner une généralisation très forte de l’approche de
[BD19], qui permet de montrer l’existence de métriques Calabi-Yau avec un cône asymp-
totique horosphérique sur tous les espaces symétriques de rang deux (sauf deux excep-
tions). De plus, le résultat produit une diversité de comportements remarquable, et suggère
d’autres développements. Les cônes asymptotiques sont généralement singuliers (en de-
hors du sommet), donc Nghiem propose une nouvelle construction de telles métriques, qui
comme on l’a dit plus tôt on fait l’objet de recherches très actives ces dernières années. Les
exemples construits semblent se présenter sous formes de familles à deux paramètres (dont
l’un est simplement une mise à l’échelle). De plus, Nghiem construit de nombreux exemples
où le cône asymptotique Calabi-Yau a un vecteur de Reeb irrégulier. Dans le cas lisse, des
exemples explicites de tels comportements sont notablement rares. Tous les exemples ob-
tenus par Nghiem sont particulièrement intéressants pour faire un pont entre les résultats
très forts connus dans le cas d’un cône lisse dûs à Conlon, Hein [CH13, CH15], Sun, Zhang
[SZ23] etc et les nouvelles constructions avec cône singulier. Nghiem travaille également à
l’interprétation algébro-géométrique des différents phénomènes et conditions observés.
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3.6 D’autres projets de recherche

3.6.1 Bulles

Une grande partie du travail effectué dans [Del23a] pour les variétés horosymétriques
de rang un peut se généraliser au rangs supérieurs. Dans ce cadre, on s’attend à trouver un
lien entre les métriques construites dans [BD19] et les limites de métriques Kähler-Einstein
coniques sur des variétés symétriques de rang deux. Tout progrès dans cette direction serait
bon à prendre, et il reste de nombreux points à éclaircir, qui pourrait aussi laisser espérer une
construction possible dans le cas général (non horosymétrique, sans symétries). Henri Gue-
nancia et Olivier Biquard ont largement compris cette question pour les métriques Kähler-
Einstein coniques à courbure négative ou nulle [BG22], mais le cas de courbure positive est
sensiblement différent.

Par exemple, pourrait-on, par cette stratégie, démontrer l’existence des métriques Ricci
plates correspondantes aux solutions asymptotiques que nous avons construites dans [BD19],
mais dont la géométrie est trop dégénérée pour appliquer le Théorème de Tian-Yau-Hein?
Comment se traduit le fait qu’il n’existe pas de métriques Ricci plates asymptotiquement
coniques dans certains cas, comme pour un des choix de diviseurs pour les espaces symé-
triques de type G2 ? Peut-on reconstruire les solutions en temps long du flot de Kähler-Ricci
normalisé sur une variété Fano par recollements à partir d’une métrique Ricci plate asymp-
totiquement conique, et du soliton de Kähler-Ricci sur la limite de Gromov-Hausdorf du
flot?

La compréhension analytique de ces phénomènes pourrait avoir un intérêt également
dans l’étude des phénomènes de wall-crossing pour les espaces de K-modules des paires
Fano, pour lesquels on dispose maintenant de nombreux exemples explicites, par exemple
[ADL23]. Mentionnons à ce sujet que, maintenant que les espaces de K-modules sont de
mieux en mieux compris, Chenyang Xu estime qu’une prochaine étape est de considérer les
espaces de modules de solitons de Kähler-Ricci, pour pouvoir aussi considérer les variétés
Fano qui ne sont pas K-stables. Je suggérerais même de le faire pour tous les solitons à poids,
voire les solitons à poids couplés, et je ne désespère pas de trouver une notion de métrique
canonique adaptée aux exemples sans solitons de Kähler-Ricci que j’ai construit.

3.6.2 Dégénérescences

L’étude des dégénérescences d’autres familles de métriques canoniques, ou le long de
flots géométriques, fait également partie des choses que j’aimerais explorer en utilisant
les exemples des variétés horosymétriques. Plusieurs auteurs ont déjà considéré le flot de
Kähler-Ricci normalisé sur des variétés horosymétriques Fano (par exemple [TZ22]), pour
préciser des résultats généraux de Chen Sun Wang [CSW18], et l’observation de Székelyhidi
rapportée dans [Del17a] que les exemples de variétés sans solitons de Kähler-Ricci construits
dans ma thèse fournissent des exemples de variétés Fano où le flot de Kähler-Ricci déve-
loppe des singularités de type II.

Bilal Maoui, que j’ai encadré en stage de Master 2 en 2023, a commencé une thèse que je
co-encadre avec Eleonora Di Nezza, autour du programme de Song-Tian [ST12] qui vise à
apporter une approche analytique au programme du modèle minimal via le flot de Kähler-
Ricci (non-normalisé). Je pense que l’exploration d’exemples parmi les variétés horosymé-
triques serait instructif, et que, dans le cas du rang un, on peut facilement envisager l’étude
du flot sur des variétés singulières. Même le cas des variétés horosphériques de rang un mé-
rite qu’on s’y attarde, et on peut compter sur une description combinatoire du programme
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du modèle minimal (algébrique) par Pasquier pour guider l’exploration [Pas15]. Dans son
stage, Bilal a revisité le cas des espaces homogènes projectifs étudié récemment par Cor-
rea [Cor23] ainsi que le cas des fibrés en espaces projectifs étudié par Song, Székelyhidi et
Weinkove [SSW13]. Il est donc bien équipé pour étudier les variétés horosphériques.

Dans une autre direction, il semble naturel d’espérer que les progrès obtenus depuis
[CC21] permettent d’en dire plus sur le flot de Calabi, étudié par exemple par Székelyhidi
dans [Szé09] et décrit de manière conjecturale pour les variétés toriques par Donaldson dans
[Don09]. Étudier en détail le cas des variétés horosymétriques de rang un semble aussi un
problème attractif et réalisable, qui pourrait donner des indications sur le cas général. J’ai-
merais, pour faire mieux, développer un ansatz de Calabi non abélien qui serait modelé sur
les variétés horosymétriques de rang un, mais qui permettrait de traiter des variétés plus
générales, avec peu (voire pas) d’automorphismes globaux.
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