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Introduction

Ce manuscrit présente une synthèse des travaux de recherche que j’ai effectués depuis le
début de ma thèse sur le contrôle stochastique et des applications en finance et assurance.

Le titre de ma thèse était "Quelques applications du contrôle stochastique aux risques de
défaut et de liquidité". Elle m’a permis d’appréhender la théorie du contrôle stochastique et
des équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) avec quelques applications en
finance. C’est donc tout naturellement que j’ai poursuivi mes recherches dans la théorie du
contrôle stochastique avec en particulier l’utilisation des EDSR, mais également l’utilisation
des équations d’Hamilton Jacobi Bellman (HJB). Je me suis également intéressé à des pro-
duits d’assurance vie puisque les méthodes que j’ai étudiées durant ma thèse s’appliquent aux
risques de défaut mais également à l’assurance où l’on remplace le temps de défaut par un
temps de mortalité. Depuis quelques temps, je m’intéresse également au cas de la gestion de
ressource naturelle.

J’ai choisi de regrouper mes résultats en trois chapitres. Le premier chapitre est composé
de résultats théoriques sur les EDSR dans le cadre du grossissement de filtrations. Dans le
deuxième chapitre, je considère des problèmes d’optimisation en finance et assurance lorsqu’il
y a un temps de défaut/mortalité possible, résolus en utilisant les résultats présentés dans le
premier chapitre. Enfin, dans le troisième chapitre, je m’intéresse à des problèmes de gestion
de ressources naturelles, renouvelables ou non, appréhendés à l’aide d’outils de contrôle sto-
chastique.

La première section du Chapitre 1 est consacrée aux EDSR avec un nombre fini de sauts.
Je m’intéresse d’un point de vue théorique à l’existence et l’unicité d’une solution. Pour cela
j’utilise une approche par décomposition afin d’écrire une EDSR avec un nombre fini de sauts
comme un système récursif d’EDSR browniennes. Cette approche permet d’étendre plusieurs
résultats d’existence et d’unicité sur les EDSR browniennes aux EDSR avec sauts. Je me suis
également intéressé aux schémas d’approximation pour ce type d’EDSR lorsqu’il n’y a qu’un
temps de saut. Pour cela j’approxime chaque EDSR brownienne qui apparaît dans le système
récursif, puis je recolle judicieusement les approximations. Cela permet d’obtenir des vitesses
de convergence similaire à celle des schémas pour les EDSR browniennes.

Dans la deuxième section du Chapitre 1, j’adapte les résultats obtenus sur les EDSR avec
un nombre fini de sauts aux EDSR avancées avec un saut. En utilisant l’approche développée
dans la première section, j’arrive à généraliser des résultats d’existence et d’unicité pour les
EDSR avancées browniennes au cas des EDSR avancées avec un saut.

Dans la première section du Chapitre 2, je m’intéresse à des problèmes d’optimisation
dans un marché financier incomplet avec des temps de défaut. En utilisant une approche
par optimalité martingale, je montre que résoudre le problème d’optimisation est équivalent à
résoudre une EDSR à sauts, pour le cas de la maximisation d’utilité, ou un système d’EDSR à
sauts, pour le cas de l’optimisation moyenne-variance. Concernant le cas de la maximisation de
l’utilité, je considère le cas de l’information totale, lorsque l’agent observe tous les coefficients
du modèle et le mouvement brownien, et le cas de l’information partielle, lorsque l’agent
n’observe qu’une partie des coefficients. Pour le cas de l’information partielle, j’utilise d’abord
la théorie du filtrage afin de réécrire la diffusion du processus avec des coefficients adaptés à
la filtration observée, puis je m’intéresse au problème de maximisation. J’étudie également le
cas avec consommation pour le problème de maximisation de l’utilité en faisant un lien entre
problème dual et EDSR.
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La deuxième section du Chapitre 2 est consacrée au pricing des variable annuities. Je pro-
pose une nouvelle manière de déterminer le prix de ces produits d’assurance en généralisant la
théorie du prix d’indifférence. Je considère à la fois le cas où l’assuré fait des retraits aléatoires
durant la période du contrat, et également le cas où l’assuré fait les pires retraits du point de
vue de l’assureur, ce qui correspond à un problème de max-min. Dans le deuxième cas j’utilise
une approche séquentielle qui permet de travailler entre deux dates anniversaires du contrat
comme un problème de maximisation puis de faire une minimisation, à la date anniversaire,
d’une fonction continue. Pour cela j’utilise une approche par optimalité martingale qui amène
à résoudre un système récursif d’EDSR pour caractériser la fonction valeur associée au pro-
blème.

Dans le Chapitre 3, je considère le problème de gestion de ressource naturelle lorsque
l’agent peut récolter cette ressource afin de la revendre sur le marché. En utilisant les outils
du contrôle optimal, je caractérise la fonction valeur à l’aide d’une équation d’HJB et approche
la solution de celle-ci afin d’obtenir des résultats numériques que l’on s’efforce d’interpréter
de manière économique. Dans la Section 1 de ce chapitre, je considère le cas où la ressource
n’évolue pas dans le temps, comme par exemple le cas d’un puits de pétrole. Dans la Section 2,
je considère le cas où la quantité de ressource évolue au cours du temps mais l’agent ne peut pas
réintroduire de la ressource, comme par exemple un lac avec des poissons lorsqu’on s’interdit
de réintroduire des poissons dans le lac. Je traite le cas où l’agent récolte en temps continu
avec des interdictions de récolter si la quantité de ressource est en dessous d’une constante, et
également le cas impulsionnel. Dans la Section 3, je considère le cas où la quantité de ressource
évolue au cours du temps et l’agent peut réintroduire de la ressource, comme par exemple une
forêt, c’est à dire que l’on peut planter de nouveaux arbres. Je m’intéresse à l’exploitation de
cette ressource en temps discret.
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Notations

Dans tout ce manuscrit, on considérera un espace probabilisé (Ω,G,P) muni d’un mouvement
brownien d-dimensionnel W . La filtration F = (Ft)t≥0 générée par le mouvement brownien
est supposée satisfaire les conditions usuelles. On notera parfois EFt [.] au lieu de E[.|Ft].

T sera une constante positive correspondant à la date terminale du problème.

Si nous avons un n-uplet x1, . . . , xn nous le noterons x(n) ou x(n) et par convention x0 = 0 et
xn+1 =∞.

Pour n’importe quel temps aléatoire τ on définit le processus de saut pur Ht := 1τ≤t, on
note M la martingale compensée associée et λ l’intensité si le compensateur est absolument
continu par rapport à la mesure de Lebesgue, auquel cas

Mt = Ht −
∫ t

0
λsds .

Pour une filtration H, nous notons P(H) (resp. O(H)) la σ-algèbre des sous-ensembles H-
prévisible (resp. optionnel) de Ω× R+.
S∞H [a, b] est l’ensemble des processus Y de O(H) à valeurs dans R tel que

||Y ||S∞[a,b] := ess sup
t∈[a,b]

|Yt| < ∞ .

L2
H[a, b] est l’ensemble des processus Z de P(H) à valeurs dans Rd tels que

||Z||2L2[a,b] := E
[ ∫ b

a
|Zt|2dt

]
< ∞ .

L2(µ) est l’ensemble des processus U P(H) ⊗ B(E)-mesurable, avec E un sous-ensemble de
Rm et B(E) l’ensemble des boréliens de E, tels que

||U ||2L2(µ) := E
[ ∫ T

0

∫
E
|Ut(e)|2µ(de, dt)

]
< ∞ .

Le symbole
∫ t
s correspond à l’intégrale sur l’intervalle (s, t] et vaut 0 si s ≥ t.
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Chapitre 1

Equations différentielles stochastiques
rétrogrades avec grossissement de
filtrations

1.1 Equations différentielles stochastiques rétrogrades avec gros-
sissement de filtrations

Depuis une dizaine d’années, le risque de crédit est devenu un des sujets les plus prolifiques
en mathématique financière, et en particulier le risque de défauts ([3, 4]). Dans plusieurs pa-
piers liés à ce sujet [2, 12, 14] et [L5], les EDSR avec sauts apparaissent mais les résultats sur
celles-ci sont loin d’être aussi nombreux que pour les EDSR browniennes. Hormis [1] dans le-
quel les hypothèses sont fortes, il n’y a pas de résultats généraux pour les EDSR quadratiques
dans ce cadre.

Je présente dans ce chapitre les résultats que j’ai obtenus pour les EDSR avec des temps
de sauts marqués. En particulier, je me suis intéressé aux problèmes d’existence et d’unicité
de la solution pour ce type d’EDSR dans [L1] avec quelques applications en mathématique
financière dans le cadre de marché financier incomplet avec risque de défauts, et également à
des schémas de discrétisation de la solution dans [L2].

1.1.1 Grossissement progressif de filtrations et EDSR

On considère la plus petite filtration G qui contient la filtration brownienne F et qui rend
la suite croissante de temps aléatoires (τk)1≤k≤n des temps d’arrêt et la suite de marques
aléatoires (ζk)1≤k≤n, à valeurs dans un sous espace borélien E de Rm, mesurable aux temps
(τk)1≤k≤n. Ce cadre correspond à la théorie du grossissement progressif de filtration introduit
dans les années 80 par Jeulin et Yor [10, 11]. On note µ la mesure aléatoire associée à la suite
(τk, ζk)1≤k≤n :

µ([0, t]×B) =
n∑
k=1

1{τk≤t, ζk∈B} , t ≥ 0 , B ∈ B(E) .

Nous faisons l’hypothèse de densité suivante concernant les temps et marques aléatoires.

(HD) Il existe une fonction γ positive et P(F)⊗B(∆n)⊗B(En)-mesurable telle que pour tout
t ≥ 0

P[(τ(n), ζ(n)) ∈ dθde|Ft] = γt(θ(n), e(n))dθ1 . . . dθnde1 . . . den ,
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où ∆n est défini par

∆n :=
{

(θ1, . . . , θn) ∈ (R+)n : θ1 ≤ . . . ≤ θn
}
.

Cette hypothèse garantit l’existence d’un compensateur absolument continu pour la me-
sure µ que l’on notera λt(e)dedt. Elle nous permet également de pouvoir considérer les EDSR
dans la filtration G puisque l’intégrale stochastique est alors bien définie : on cherche un triplet
(Y,Z, U) ∈ S∞G [0, T ]× L2

G[0, T ]× L2(µ) tel que

Yt = ξ +

∫ T

t
f(s, Ys, Zs, Us)ds−

∫ T

t
ZsdWs −

∫ T

t

∫
E
Us(e)µ(de, ds) , 0 ≤ t ≤ T , (1.1)

où
— ξ est une variable aléatoire GT -mesurable,
— f est une fonction de [0, T ]×Ω×R×Rd ×Bor(E,R) dans R qui est P(G)⊗B(R)⊗
B(Rd) ⊗ B(Bor(E,R))-mesurable, où Bor(E,R) est l’ensemble des fonctions boré-
liennes de E dans R et B(Bor(E,R)) est la tribu borélienne engendrée par Bor(E,R).

Pour prouver l’existence d’une solution à une telle EDSR, nous utilisons le résultat suivant
de décomposition des processusG-prévisibles donné dans [16] et généralisé au cas des processus
G-optionnel dans [20] : tout processus G-prévisible X peut s’écrire

Xt = X0
t 1t≤τ1 +

n−1∑
k=1

Xk
t (τ(k), ζ(k))1τk<t≤τk+1

+Xn
t (τ(n), ζ(n))1τn<t ,

pour tout t ≥ 0, avec X0 est P(F)-mesurable et Xk est P(F) ⊗ B(∆k) ⊗ B(Ek)-mesurable
pour k = 1, . . . , n. Ces résultats de décomposition permettent d’écrire la condition terminale
et le générateur de l’EDSR (1.1) sous la forme

ξ =

n∑
k=0

ξk(τ(k), ζ(k))1τk≤T<τk+1
,

f(t, y, z, u) =

n∑
k=0

fk(t, y, z, u, τ(k), ζ(k))1τk≤t<τk+1
,

avec f0 (resp. ξ0) est P(F)⊗B(R)⊗B(Rd)⊗B(Bor(E,R)) (resp. FT )-mesurable et fk (resp.
ξk) est P(F)⊗B(R)⊗B(Rd)⊗B(Bor(E,R))⊗B(∆k)⊗B(Ek) (resp. FT ⊗B(∆k)⊗B(Ek))-
mesurable pour k = 1, . . . , n. Ces décompositions nous amènent à nous intéresser au système
récursif d’EDSR browniennes suivant

Y n
t (θ(n), e(n)) = ξn(θ(n), e(n)) +

∫ T

t
fn
(
s, Y n

s (θ(n), e(n)), Z
n
s (θ(n), e(n)), 0, θ(n), e(n)

)
ds

−
∫ T

t
Zns (θ(n), e(n))dWs , θn ∧ T ≤ t ≤ T ,

et

Y k
t (θ(k), e(k)) = ξk(θ(k), e(k)) +

∫ T

t
fk
(
s, Y k

s (θ(k), e(k)), Z
k
s (θ(k), e(k)), Y

k+1
s (θ(k), s, e(k), .)

−Y k
s (θ(k), e(k)), θ(k), e(k)

)
ds−

∫ T

t
Zks (θ(k), e(k))dWs , θk ∧ T ≤ t ≤ T .

On obtient le résultat général suivant.
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Théorème 1.1.1. Supposons que l’hypothèse (HD) soit satisfaite. Si les EDSR browniennes
admettent des solutions (Y k(θ(k), e(k)), Z

k(θ(k), e(k))), pour k = 0, . . . , n, pour tout (θ(n), e(n))
et si ces solutions satisfont

sup
(k,θ(k),e(k))

‖Y k(θ(k), e(k))‖S∞[θk∧T,T ]
< ∞ ,

et

E
[ ∫

∆n×En

(∫ θ1∧T

0
|Z0
s |2ds+

n∑
k=1

∫ θk+1∧T

θk∧T
|Zks (θ(k), e(k))|2ds

)
γT (θ(n), e(n))dθ(n)de(n)

]
< ∞ ,

alors l’EDSR (1.1) a une solution (Y,Z, U) ∈ S∞G [0, T ]× L2
G[0, T ]× L2(µ) donnée par

Yt = Y 0
t 1t<τ1 +

n∑
k=1

Y k
t (τ(k), ζ(k))1τk≤t<τk+1

,

Zt = Z0
t 1t≤τ1 +

n∑
k=1

Zkt (τ(k), ζ(k))1τk<t≤τk+1
,

Ut(.) = U0
t (.)1t≤τ1 +

n−1∑
k=1

Ukt (τ(k), ζ(k), .)1τk<t≤τk+1
,

(1.2)

avec Ukt (τ(k), ζ(k), .) = Y k+1
t (τ(k), t, ζ(k), .)− Y k

t (τ(k), ζ(k)) pour tout k = 0, . . . , n− 1.

On remarque que la composante de sauts U est écrite comme la différence de Y k+1 et Y k

pour chaque temps de sauts τk. Ce qui entraine en particulier que le processus U est borné.
La preuve de ce théorème consiste à d’abord prouver la mesurabilité et l’intégrabilité des

processus Y , Z et U donnés par (1.2) puis de montrer ω par ω que le triplet est solution de
l’équation (1.1).

Pour le cas d’un générateur à croissance quadratique avec une condition terminale bornée,
on obtient un résultat d’existence de solution si on ajoute l’hypothèse suivante

(HBI) Le processus
(∫

E
λt(e)de

)
t≥0

est borné sur [0,∞) .

Nous nous sommes également intéressés au problème d’unicité de solutions. Pour cela nous
devons ajouter l’hypothèse suivante :

(H) Toute F-martingale est une G-martingale.

Théorème 1.1.2. Soient ξ, ξ̄, f et f̄ . Supposons que ξ ≤ ξ̄, P-a.s. et sont bornés, et que
pour k = 0, . . . , n

fk(t, y, z, Y k+1
t (τ(k), t, ζ(k), .)− y) ≤ f̄k(t, y, z, Ȳ k+1

t (τ(k), t, ζ(k), .)− y) ,

∀(t, y, z) ∈ [0, T ]×R×Rd, P− a.s. et que les générateurs f̄k ou fk satisfont les hypothèses
de comparaison pour le cas d’EDSR browniennes. Alors, si Ūt = U t = 0 pour t > τn, on a
sous les hypothèses (HD) et (H)

Y t ≤ Ȳt , 0 ≤ t ≤ T P− a.s.
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La preuve de ce résultat consiste à montrer que Y k et Ȳ k sont solutions d’EDSR browniennes
sur [τk∧T, τk+1∧T ] et non plus sur [τk∧T, T ], lesquelles vérifient un théorème de comparaison.
On obtient alors l’inégalité suivante pour tout 0 ≤ k ≤ n, θ(k) et e(k)

Y k
t (θ(k), e(k)) ≤ Ȳ k

t (θ(k), e(k)) , τk ∧ T ≤ t ≤ τk+1 ∧ T .

Puis par recollement des processus on obtient que Y ≤ Ȳ .

On peut ainsi montrer l’unicité de la solution à une EDSR à croissance quadratique sous
les hypothèses (HD), (HBI) et (H).

1.1.2 Application à la gestion de portefeuille

On considère un marché financier composé d’un actif sans risque dont le prix est constant
égal à 1 et un actif risqué dont le prix S suit la dynamique suivante

St = S0 +

∫ t

0
Su−

(
budu+ σudWu +

∫
E
βu(e)µ(de, du)

)
, 0 ≤ t ≤ T .

Dans la suite nous supposons que W est unidimensionnel, et que les hypothèses (H), (HD) et
(HBI) sont satisfaites. b, σ et β satisfont des conditions de régularité que l’on ne précise pas
pour ne pas rentrer dans les détails.
On considère le problème d’optimisation suivant

V (x) := sup
π∈A

E
[
− exp(−γ(Xx,π

T −B))
]
,

où
— B est une variable aléatoire GT -mesurable correspondant à un actif contingent,
— Xx,π est la richesse en partant de x et suivant la stratégie autofinancée d’investissement

π, sa dynamique est donnée par

Xx,π
t = x+

∫ t

0
πsbsds+

∫ t

0
πsσsdWs +

∫ t

0

∫
E
πsβs(e)µ(de, ds) , 0 ≤ t ≤ T .

Par la suite on suppose que πt prend ses valeurs dans un compact C. Pour caractériser V (x)
on considère l’EDSR suivante

Yt = B +

∫ T

t
f(s, Zs, Us)ds−

∫ T

t
ZsdWs −

∫ T

t

∫
E
Us(e)µ(de, ds) , 0 ≤ t ≤ T ,

avec f définie par

f(t, z, u) := inf
π∈C

{γ
2

∣∣∣πσt − (z +
ϑt
γ

)∣∣∣2 +

∫
E

exp(γ(u(e)− πβt(e)))− 1

α
λt(e)de

}
−ϑtz −

|ϑt|2

2γ
,

pour tout (t, z, u) ∈ [0, T ]×R×Bor(E,R) avec ϑt := bt/σt. On montre qu’il existe une unique
solution (Y,Z, U) ∈ S∞G [0, T ]× L2

G[0, T ]× L2(µ) en utilisant les résultats de la Section 1.1.1.
En utilisant un théorème de vérification semblable à [9], on caractérise la fonction valeur par

V (x) = − exp(−γ(x− Y0)) .

On obtient également une stratégie d’investissement optimale

π̂t ∈ argmin
π∈C

{α
2

∣∣∣πσt − (z +
ϑt
α

)∣∣∣2 +

∫
E

exp(α(u(e)− πβt(e)))− 1

α
λt(e)de

}
.
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1.1.3 Schéma d’approximation pour les EDSR avec un saut

Dans cette section, on s’intéresse au schéma de discrétisation des EDSR avec un saut en
utilisant l’approche développée dans la Section 1.1.1. Nous avons préféré traiter le cas avec
un seul saut pour simplifier les preuves mais les résultats peuvent se généraliser à un nombre
fini de sauts et éventuellement avec des marques. On considère dans la suite de cette section
les EDSR de la forme suivante

Xt = x+

∫ t

0
b(s,Xs)ds+

∫ t

0
σ(s,Xs)dWs +

∫ t

0
β(s,Xs−)dHs ,

Yt = g(XT ) +

∫ T

t
f(s,Xs, Ys, Zs, Us)ds−

∫ T

t
ZsdWs −

∫ T

t
UsdHs .

(1.3)

Ce genre de schéma est étudié dans [5] lorsque le mouvement brownien est indépendant de
la mesure de saut. Dans ce cadre, il est possible d’utiliser le calcul de Malliavin pour avoir
des résultats de régularité sur la composante Z. Dans notre cas, on suppose uniquement que
le temps de saut admet une densité conditionnelle sachant le mouvement brownien. Nous
n’avons trouvé aucun résultat de la théorie du calcul de Malliavin dans ce cadre, donc la
méthode de [5] ne s’applique pas dans notre cadre. Pour cela nous utilisons une approche par
décomposition comme dans la Section 1.1.1 qui permet de considérer l’EDSR (1.3) comme un
système récursif d’EDSR browniennes. De plus cette approche permet d’affaiblir les conditions
sur les coefficients.

Nous commençons par montrer que l’EDSR (1.3) a une unique solution lorsque le géné-
rateur est Lipschitz ou à croissance quadratique quand les coefficients de l’EDS satisfaite par
X satisfont des conditions de régularité. Pour cela on introduit le système d’EDSR suivant

X1
t (θ) = x+

∫ t

0
b
(
s,X1

s (θ)
)
ds+

∫ t

0
σ
(
s,X1

s (θ)
)
dWs + β

(
θ,X1

θ−(θ)
)
1θ≤t , 0 ≤ t ≤ T ,

Y 1
t

(
θ
)

= g
(
X1
T (θ)

)
+

∫ T

t
f
(
s,X1

s (θ), Y 1
s (θ), Z1

s (θ), 0
)
ds−

∫ T

t
Z1
s (θ)dWs , θ ≤ t ≤ T ,

pour tout θ ∈ [0, T ] et
X0
t = x+

∫ t

0
b(s,X0

s )ds+

∫ t

0
σ(s,X0

s )dWs , 0 ≤ t ≤ T ,

Y 0
t = g(X0

T ) +

∫ T

t
f
(
s,X0

s , Y
0
s , Z

0
s , Y

1
s (s)− Y 0

s

)
ds−

∫ T

t
Z0
sdWs , 0 ≤ t ≤ T .

Puis on considère une grille de discrétisation π := {t0, . . . , tn} de [0, T ]. Pour t ∈ [0, T ], on défi-
nit π(t) := max

{
ti , i = 0, . . . , n | ti ≤ t

}
et on note |π| := max

{
ti+1−ti , i = 0, . . . , n−1

}
.

On introduit les notations ∆W π
i := Wti −Wti−1 et ∆tπi := ti − ti−1 pour 1 ≤ i ≤ n.

On introduit d’abord une approximation pour les processus X0 et X1 liés à la décomposition
du processus X.

Schéma d’Euler pour X0. On considère le schéma X0,π défini par{
X0,π
t0

= x ,

X0,π
ti

= X0,π
ti−1

+ b(ti−1, X
0,π
ti−1

)∆tπi + σ(ti−1, X
0,π
ti−1

)∆W π
i , 1 ≤ i ≤ n .

Schéma d’Euler pour X1. Puisque le processus X1 dépend des paramètres t et θ, on introduit
une discrétisation de X1 par rapport à ces deux paramètres. On considère le schéma X1,π
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défini par
X1,π
t0

(π(θ)) = x+ β(t0, x)1π(θ)=0 ,

X1,π
ti

(π(θ)) = X1,π
ti−1

(π(θ)) + b(ti−1, X
1,π
ti−1

(π(θ)))∆tπi + σ(ti−1, X
1,π
ti−1

(π(θ)))∆W π
i

+ β(ti−1, X
1,π
ti−1

(π(θ)))1ti=π(θ) , 1 ≤ i ≤ n , 0 ≤ θ ≤ T .

Puis on introduit une approximation des processus (Y 1, Z1) et (Y 0, Z0).

Schéma d’Euler rétrograde pour (Y 1, Z1). On considère le schéma implicite (Y 1,π, Z1,π) défini
par

Y 1,π
T (π(θ)) = g(X1,π

T (π(θ))) ,

Y 1,π
ti−1

(π(θ)) = E1,π(θ)
i−1

[
Y 1,π
ti

(π(θ))
]

+ f
(
ti−1, X

1,π
ti−1

(π(θ)), Y 1,π
ti−1

(π(θ)), Z1,π
ti−1

(π(θ)), 0
)
∆tπi ,

Z1,π
ti−1

(π(θ)) =
1

∆tπi
E1,π(θ)
i−1

[
Y 1,π
ti

(π(θ))∆W π
i

]
, π(θ) ≤ ti−1 , 1 ≤ i ≤ n ,

où E1,s
i [ . ] := E[ . |σ(X1,π

tj
(s), j ≤ i)] pour 0 ≤ i ≤ n et s ∈ [0, T ].

Schéma d’Euler rétrograde pour (Y 0, Z0). Puisque le terme (Y 1
t (t))t∈[0,T ] apparaît dans le gé-

nérateur de l’EDSR associée à (Y 0, Z0), on considère une discrétisation basée sur Y 1,π


Y 0,π
T = g(X0,π

T ) ,

Y 0,π
ti−1

= E0
i−1

[
Y 0,π
ti

]
+ f̄π

(
ti−1, X

0,π
ti−1

, Y 0,π
ti−1

, Z0,π
ti−1

)
∆tπi ,

Z0,π
ti−1

=
1

∆tπi
E0
i−1

[
Y 0,π
ti

∆W π
i

]
, 1 ≤ i ≤ n ,

où E0
i [ . ] := E[ . |σ(X0,π

tj
, j ≤ i)] pour 0 ≤ i ≤ n et f̄π est définie par

f̄π(t, x, y, z) := f
(
t, x, y, z, Y 1,π

π(t)(π(t))− y
)
,

pour tout (t, x, y, z) ∈ [0, T ]× R× R× R.

On considère alors le schéma suivant pour approcher la solution (X,Y, Z, U) de l’EDSR (1.3)

Xπ
t = X0,π

π(t)1t<τ +X1,π
π(t)(π(τ))1t≥τ ,

Y π
t = Y 0,π

π(t)1t<τ + Y 1,π
π(t)(π(τ))1t≥τ ,

Zπt = Z0,π
π(t)1t≤τ + Z1,π

π(t)(π(τ))1t>τ ,

Uπt =
(
Y 1,π
π(t)(π(t))− Y 0,π

π(t)

)
1t≤τ .

Théorème 1.1.3. Si les hypothèses (HD), (HBI) et (H) sont satisfaites, le générateur f est
Lipschitz ou à croissance quadratique et les coefficients de l’EDS de X sont assez réguliers,
nous obtenons l’erreur d’approximation suivante

sup
t∈[0,T ]

E
[∣∣Yt − Y π

t

∣∣2]+ E
[ ∫ T

0

∣∣Zt − Zπt ∣∣2dt]+ E
[ ∫ T

0
λt
∣∣Ut − Uπt ∣∣2dt] ≤ K|π| ,

pour une constante K indépendante de π.
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Pour la preuve, nous considérons d’abord le cas du générateur Lipschitz. Pour cela nous
obtenons des estimateurs à priori pour (X1, Y 1, Z1) puis (X0, Y 0, Z0) avec le calcul de Mal-
liavin lequel peut être utilisé car on se place dans la filtration brownienne. Puis on obtient des
résultats pour (X,Y, Z, U) en utilisant l’hypothèse de densité qui permet d’écrire E[|Yt−Y π

t |2]
en fonction de E[|Y 0

t − Y
0,π
π(t)|

2] et E[|Y 1
t (θ)− Y 1,π

π(t)(π(θ))|2], de même pour les composantes Z
et U . Concernant le cas quadratique, nous arrivons à prouver que la composante Z est bornée
en utilisant la théorie des martingales BMO comme dans [19]. Ce qui permet de montrer que
l’unique solution (X,Y, Z, U) est aussi solution d’une EDSR Lipschitz ce qui permet alors
d’obtenir la majoration de l’erreur.

1.2 Equation différentielle stochastique rétrograde avancée avec
grossissement de filtration

Je présente dans ce chapitre les résultats obtenus dans [L3] sur les équations différen-
tielles stochastiques rétrogrades avancées (EDSRA). Dans l’approche traditionnelle des EDSR
comme dans le Section 1.1 on considère que le générateur dépend de façon markovienne des
paramètres. Dans cette section, on suppose que le générateur dépend du futur de la solution,
tout en s’assurant que celui-ci est adapté, par exemple l’EDSR −dYt = EGt(Yt+1)dt−ZtdWt−
UtdHt. Dans la suite de cette section, on s’intéressera aux EDSRA de la forme suivante

−dYt = f
(
t, Yt,EGt [Yt+δ], (EGt [Yt+s])0≤s≤δ, Zt,EGt [Zt+δ], (EGt [Zt+s])0≤s≤δ,

Ut,EGt [Ut+δ], (EGt [Ut+s])0≤s≤δ
)
dt− ZtdWt − UtdHt , 0 ≤ t ≤ T ,

YT+t = ξT+t , 0 ≤ t ≤ δ ,
ZT+t = PT+t , UT+t = QT+t1{T+t≤τ} , 0 < t ≤ δ ,

(1.4)

où T et δ sont deux constantes positives et W un mouvement brownien unidimension-
nel. Contrairement aux EDSR classiques, on a besoin ici de connaître la condition termi-
nale sur l’intervalle [T, T + δ] pour tous les termes de la solution et pas uniquement à
la date T pour Y . Ce type d’EDSRA a été introduit dans [18] dans un cadre brownien.
Dans [L3], nous avons également étudié les EDSRA dont le générateur est de la forme
f(t, Yt, Yt+δ, (Yt+s)0≤s≤δ, Zt, Zt+δ, (Zt+s)0≤s≤δ, Ut, Ut+δ, (Ut+s)0≤s≤δ) mais on n’en parlera pas
dans ce chapitre pour faciliter la lecture. Ce second type d’EDSRA a été introduit dans [15]
dans un cadre avec saut poissonien pour traiter les problèmes de contrôle optimal avec délais.

En utilisant une approche semblable à celle mise en place dans la Section 1.1.1, on remarque
que l’EDSRA (1.4) est liée au système récursif d’EDSRA browniennes suivant
−dY a

t (θ) = fa
(
t, θ, Y a

t (θ),EFt [Y a
t+δ(θ)], (EFt [Y a

t+s(θ)])0≤s≤δ, Z
a
t (θ),EFt [Zat+δ(θ)],

(EFt [Zat+s(θ)])0≤s≤δ, 0, 0, 0
)
dt− Zat (θ)dWt , 0 ≤ t ≤ T ,

Y a
T+t(θ) = ξaT+t(θ) , 0 ≤ t ≤ δ ,

ZaT+t(θ) = P aT+t(θ) , 0 < t ≤ δ ,

(1.5)

et 
−dY b

t = f b
(
t, Y b

t ,EGt [Yt+δ], (EGt [Yt+s])0≤s≤δ, Z
b
t ,EGt [Zt+δ], (EGt [Zt+s])0≤s≤δ,

Y a
t (t)− Y b

t ,EGt [Ut+δ], (EGt [Ut+s])0≤s≤δ
)
dt− Zbt dWt , 0 ≤ t ≤ T ,

Y b
T+t = ξbT+t , 0 ≤ t ≤ δ ,

ZbT+t = P bT+t , U bT+t = QT+t , 0 < t ≤ δ ,

(1.6)
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les exposants a et b correspondent au cas après (after) et avant (before) le saut dans la
décomposition des processus.

Dans la suite, on supposera que les hypothèses (H), (HD) et (HBI) sont satisfaites, et on
suppose également quelques hypothèses de régularité sur les conditions terminales et que le
générateur f est Lipschitz.

Dans ce cas, on peut montrer que l’EDSRA (1.5) a une solution car les conditions termi-
nales et le générateur fa(., θ, .) héritent des hypothèses faites sur les conditions terminales de
l’EDSR (1.4) et sur f , et on peut appliquer des résultats d’existence sur les EDSRA brow-
niennes que l’on a obtenu dans [L3] en généralisant les résultats de [18].

L’EDSRA (1.6) est plus complexe à résoudre puisqu’il apparaît des termes de la forme
EGt [Y ], EGt [Z] et EGt [U ] dans le générateur f b. A l’instant t, on ne peut pas remplacer le
terme Ys, pour s ∈ (t, t + δ], simplement par Y b

s ou Y a
s (τ) puisque τ > t, il en est de même

pour Z et U . En utilisant l’hypothèse (HD) et des résultats de décomposition on peut réécrire
ces termes sous la forme

EGt [Yu] =
1

Gt
EFt [Y b

uGu] +
1

Gt
EFt
[ ∫ u

t
Y a
u (θ)γu(θ)dθ

]
,

où G est la surmartingale d’Azéma défini par Gt := EFt(1τ>t). Cela permet de réécrire
l’EDSRA (1.6) sous la forme suivante
−dY b

t = g(t, Y b
t , Y

b
t+δ, (Y

b
t+s)0≤s≤δ, Z

b
t , Z

b
t+δ, (Z

b
t+s)0≤s≤δ)dt− Zbt dWt , 0 ≤ t ≤ T ,

Y b
T+t = ξbT+t , 0 ≤ t ≤ δ ,

ZbT+t = P bT+t , 0 < t ≤ δ ,
(1.7)

où les conditions terminales et le générateur g héritent des hypothèses faites sur les conditions
terminales de l’EDSR (1.4) et sur f qui nous permettent d’utiliser des résultats d’existence
sur les EDSRA browniennes.

On définit le triplet (Y,Z, U) par

Yt = Y b
t 1t<τ + Y a

t (τ)1t≥τ ,

Zt = Zbt1t≤τ + Zat (τ)1t>τ ,

Ut = (Y a
t (t)− Y b

t )1t≤τ .

On peut montrer que le triplet (Y, Z, U) satisfait l’EDSRA (1.4) avec les conditions d’intégra-
bilité requises.

On obtient des résultats d’unicité pour l’EDSRA (1.4). La preuve est basée sur le fait que
si (Y,Z, U) est solution de l’EDSRA, alors les processus (Y b, Zb) et (Y a, Za) sont obligatoi-
rement solution des EDSRA (1.5) et (1.7). Puisque les EDSRA (1.5) et (1.7) ont une unique
solution on obtient une unique solution à l’EDSRA (1.4).

Nous avons traité en exemple le cas des EDSRA linéaire de la forme suivante
−dYt =

[
< ~at, ~Yt > +lt

]
dt− ZtdWt − UtdHt , 0 ≤ t ≤ T ,

YT+t = ξT+t , 0 ≤ t ≤ δ ,
ZT+t = PT+t , UT+t = QT+t1{T+t≤τ} , 0 < t ≤ δ ,

où < ·, · > est le produit scalaire. Le vecteur ~a est défini par

~at := (µt, µt, µt, σt, σt, σt, ρt, ρt, ρt) ,
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où les coefficients sont uniformément bornés, et le vecteur ~Y est défini par

~Yt :=
(
Yt,EGt [Yt+δ],EGt [

∫ δ
0 Yt+udu], Zt,EGt [Zt+δ],EGt [

∫ δ
0 Zt+udu],

Ut,EGt [Ut+δ],EGt [
∫ δ

0 Ut+udu]
)
.

En appliquant les résultats obtenus, on montre que l’unique solution est donnée par Yt =
Y b
t 1t<τ + Y a

t (τ)1t≥τ , où Y a est défini par

Y a
t (θ) = EFt

[
Xt,a
T (θ)ξaT (θ) +

∫ T

t
Xt,a
s (θ)las (θ)ds+

∫ T+δ

T
(P as (θ)σas−δ(θ)X

t,a
s−δ(θ)

+ ξas (θ)µas−δ(θ))ds+

∫ T+δ

T

∫ δ

0
(ξas (θ)µa

s−u(θ) + P as (θ)σas−u(θ))Xt,a
s−u(θ)duds

]
,

avec Xt,a défini pour tout s ∈ [t, T + δ] par


dXt,a

s (θ) =
[
µasX

t,a
s (θ) + µs−δ(θ)X

t,a
s−δ(θ) +

∫ δ

0
µa
s−u(θ)Xt,a

s−u(θ)du
]
ds

+
[
σas−δ(θ)X

t,a
s (θ) + σas−δX

t,a
s−δ(θ) +

∫ δ

0
σas−u(θ)Xt,a

s−u(θ)du
]
dWs ,

Xt,a
t (θ) = 1 ,

et Xt,a
s (θ) = 0 pour s ∈ [t− δ, t) . Y b est défini par

Y b
t = EFt

[
Xt,b
T ξbT +

∫ T

t
Xt,b
s Lsds+

∫ T+δ

T
(Gsξ

b
sµ

b
s−δ +GsP

b
sσ

b
s−δ)X

t,b
s−δds

+

∫ T+δ

T

∫ δ

0
(Gsξ

b
sµ

b
s−u +GsP

b
sσ

b
s−u)Xt,b

s−ududs
]
,

avec Xt,b défini pour s ∈ [t, T + δ] par

dXt,b
s =

[
(µbs − ρbs)Xt,b

s +
( µbs−δ
Gs−δ

−
ρ̄bs−δ
Gs−δ

1s≤T

)
Xt,b
s−δ +

∫ δ

0

( µb
s−u

Gs−u
−
ρb
s−u

Gs−u
1s−u≤T

)
Xt,b
s−udu

]
ds

+
[
σbsX

t,b
s +

σbs−δ
Gs−δ

Xt,b
s−δ +

∫ δ

0

σbs−u
Gs−u

Xt,b
s−udu

]
dWs ,

avec Xt,b
t = 1 et Xt,b

s = 0 pour t ∈ [t− δ, t) et L défini par

Lt = lbt + µbtJ
Y a

t (t+ δ) + µb
t

∫ δ

0
JY

a

t (t+ u)du+ σbtJ
Za

t (t+ δ) + σbt

∫ δ

0
JZ

a

t (t+ u)du

+ρbtY
a
t (t) +

ρ̄bt
Gt

EFt [Gt+δY a
t+δ1t+δ≤T +Gt+δQt+δ1t+δ>T ]

+
ρb
t

Gt
EFt
[∫ δ

0
(Y a
t+u(t+ u)1t+u≤T +Qt+u1t+u>T )Gt+udu

]
,

où JKt (u) := 1
Gt

E[
∫ u
t Ku(θ)γu(θ)dθ|Ft] pour tout processus K satisfaisant des conditions

d’intégrabilité.
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1.3 Perspectives

Dans [L2], on propose un schéma de discrétisation pour les EDSR avec un saut. On peut
généraliser la méthode proposée pour les EDSR avec un nombre fini de sauts. Par contre
dans les deux cas le temps de calcul est important même si la vitesse de convergence est
en 1/n puisqu’il faut approcher n + 1 EDSR browniennes dans le cas avec un seul saut. On
souhaiterait étudier un autre schéma qui repose toujours sur la décomposition des EDSR
à saut en un système d’EDSR browniennes, mais cette fois on aimerait étudier l’équation
satisfaite par Y 1

s (s) puisque c’est le terme qui apparaît dans l’EDSR de Y 0. Cela permettrait
alors d’approximer uniquement (Y 1

s (s))0≤s≤T au lieu de (Y 1
s (t))t≤s≤T pour tout t ∈ [0, T ].

On souhaite également utiliser l’approche développée dans [L1] et [L7] pour considérer le
problème de principal-agent quand l’un des deux peut sortir du contrat à un temps aléatoire.
Par exemple quand le principal fait faillite et n’honore pas le contrat, dans ce cas l’agent aura
travaillé sans avoir de rémunération. De manière plus général, cela permettrait de considérer
les limited liability. La littérature sur les problèmes de principal-agent montre que ce type
de problème est fortement lié aux EDSR et EDP, puisqu’on résout généralement un premier
problème de maximisation pour l’agent en utilisant les EDSR puis un deuxième problème
pour le principal en utilisant les EDP.

Une autre perspective de recherche sur les EDSR concerne la représentation des solutions
d’EDSR brownienne sous la forme analytique. Plus précisément, on aimerait prouver que la
solution à une EDSR dont la condition terminale et le générateur sont analytiques par rapport
à des paramètres est également analytique par rapport à ces paramètres. Ce résultat devrait
nous permettre d’obtenir des résultats sur l’existence de densité pour les solutions d’EDSR.
Cela permettrait aussi de trouver des approximations analytiques aux EDSR.
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Chapitre 2

Contrôle stochastique appliqué à la
finance et l’assurance

2.1 Problème d’optimisation dans un modèle avec saut

Dans cette section, nous nous intéressons aux problèmes classiques en mathématiques
financières de maximisation de l’espérance de l’utilité de la richesse terminale et de couverture
moyenne-variance. Cette section résume les résultats obtenus dans [L4], [L5], [L6] et [L7]. Dans
[L4], nous avons considéré le cas de l’utilité exponentielle, alors que dans [L5] nous avons traité
le cas de l’utilité logarithmique et puissance, et également le cas de l’information partielle
lorsque l’agent n’observe pas toute l’information. Dans [L6], nous considérons le cas avec
consommation lorsque l’agent a pour utilité la fonction puissance et il y a un changement de
régime dans le taux d’intérêt à l’instant de saut. Enfin dans [L7], nous considérons le problème
de couverture par moyenne-variance lorsqu’il y a un temps de défaut τ dans le marché et le
temps terminal du problème est le minimum entre T et τ .

2.1.1 Maximisation d’utilité avec information globale

Dans les sections 2.1.1 et 2.1.2, on considère un marché financier composé d’un actif sans
risque dont le prix est égal à 1 et d’un actif risqué dont le prix S évolue suivant l’EDS

dSt = St−
(
µtdt+ σtdWt + βtdHt

)
où les coefficients satisfont des conditions d’intégrabilité et βt > −1 pour que le prix S reste
positif.

A travers la suite de cette section, une stratégie d’investissement peut prendre deux formes
différentes. On notera π lorsque la stratégie correspond à la somme investie dans l’actif risqué
et on notera ϕ lorsque la stratégie correspond à la proportion de richesse investie dans l’actif
risqué. Une stratégie quelque soit sa définition sera dite admissible si elle satisfait certaines
conditions d’intégrabilité pour que les équations soient bien définies. On notera Xx,π (resp.
Xx,ϕ) la richesse associée à la stratégie π (resp. ϕ) si la richesse initiale est x, on notera
égalementXt,x,π (resp.Xt,x,ϕ) lorsque l’instant initial est t. On noteraG la filtration engendrée
par W et H. On supposera que l’hypothèse (H) et que la propriété de représentation des
martingales sont satisfaites, par rapport à W et M .

On suppose qu’il existe sur le marché un actif contingent ξ qui est GT -mesurable et positif.
L’agent souhaite alors maximiser son portefeuille suivant un critère de risque lié à une fonction
d’utilité

V (x, ξ) := sup
π∈A

E
[
U(Xx,π

T + ξ)
]
, (2.1)
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si la fonction d’utilité U(x) est la fonction exponentielle − exp(−γx), sinon il cherchera à
maximiser

V (x) := sup
ϕ∈A

E
[
U(Xx,ϕ

T )
]
, (2.2)

si U(x) = log(x) ou U(x) = xp/p avec 0 < p < 1.
Afin de résoudre ce problème dans le cas des fonctions puissance et exponentielle nous uti-

lisons une approche dynamique avec un principe de vérification. Pour la fonction logarithme,
nous utilisons une approche simple qui consiste à maximiser ω par ω la fonction qui se trouve
à l’intérieur de l’espérance.

Utilité logarithmique

Pour le cas de l’utilité logarithmique, nous pouvons résoudre le problème simplement ω
par ω si on suppose que β−1 est uniformément bornée et que le processus ϕ∗ défini par

ϕ∗t :=


µt

2σ2
t

− 1

2βt
+

√
(µtβt + σ2

t )
2 + 4λtβ2

t σ
2
t

2βtσ2
t

si t ≤ τ et βt 6= 0 ,

µt
σ2
t

si t ≤ τ et βt = 0 ou t > τ ,

(2.3)

est une stratégie admissible. Dans ce cas on obtient

Théorème 2.1.4. La solution du problème d’optimisation (2.2) est donnée par

V (x) = log(x) + E
[ ∫ T

0

(
ϕ∗tµt −

|ϕ∗tσt|2

2
+ λt log(1 + ϕ∗tβt)

)
dt
]
,

où ϕ∗ est la stratégie optimale donnée par (2.3).

Utilité exponentielle

Pour le cas de l’utilité exponentielle, nous introduisons la fonction valeur dynamique J(t, ξ)
(également notée J(t)) définie pour tout t ∈ [0, T ] par la variable aléatoire

J(t, ξ) := ess inf
π∈At

E
[

exp
(
− γ(Xt,0,π

T + ξ)
)∣∣Gt] ,

où At correspond à l’ensemble des stratégies d’investissement de A restreintes à l’intervalle
[t, T ].

Si les coefficients sont uniformément bornés et que les stratégies prennent des valeurs dans
un ensemble compact nous montrons de manière très simple en utilisant les EDSR Lipschitz
que J(t) est l’unique solution de l’EDSR Lipschitz

− dYt = ess inf
π∈At

{γ2

2
|πtσt|2Yt − γπt(µtYt + σtZt)− λt

(
1− e−γπtβt

)
(Yt + Ut)

}
dt

− ZtdWt − UtdMt ,

YT = exp(−γξ) ,

et la stratégie d’investissement optimale est donnée par l’argument minimum du générateur.
La preuve repose sur le théorème de représentation des martingales et le théorème de compa-
raison des EDSR.

Dans le cas où les coefficients ne sont pas uniformément bornés et que les stratégies d’in-
vestissement ne prennent pas forcément des valeurs dans un ensemble compact, l’argument
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que nous avons utilisé, à savoir, l’infimum de fonctions linéaires avec des coefficients unifor-
mément bornés est Lipschitz, n’est plus satisfait. Dans ce cas nous utilisons une approche
par programmation dynamique et pour cela nous devons considérer un ensemble admissible
particulier afin que les stratégies définies par recollement restent admissibles. C’est à dire que
si on se donne une stratégie admissible sur [t1, T ] et une stratégie admissible sur [t2, T ] alors
la combinaison des deux stratégies est une stratégie admissible sur [t1, T ] avec t1 < t2.

On peut alors caractériser la fonction valeur J(.) comme étant le plus grand processus
G-adapté tel que (exp(−γX0,π

t J(t)))0≤t≤T est une sous-martingale pour n’importe quelle stra-
tégie admissible. Ce résultat permet de caractériser la fonction valeur à l’aide d’une EDSR.

Théorème 2.1.5. Il existe un processus croissant K tel que (J, Z, U,K) est la solution maxi-
male de l’EDSR

− dJt = ess inf
π∈At

{γ2

2
|πtσt|2Jt − γπt(µtJt + σtZt)− λt(1− e−γπtβt)(Jt + Ut)

}
dt

− dKt − ZtdWt − UtdMt ,

JT = exp(−γξ) .

(2.4)

Si il existe une stratégie optimale alors celle-ci est l’argument minimal du générateur et le
processus K est nul.

La preuve de ce théorème repose sur la décomposition de Doob-Meyer des sous-martingales
et le théorème de représentation des martingales qui nous permettent d’écrire le processus J(.)
comme une somme d’une martingale et d’un processus à variation finie que l’on caractérise.

Dans le cas où la variable aléatoire ξ est bornée on montre que (J, Z, U) est une vraie
solution et non plus une sous-solution de l’EDSR (2.4). La preuve de ce résultat est basée sur
des théorèmes de convergence en introduisant la suite des processus (Jk)k∈N qui correspond
à la fonction valeur si on considère le sous-ensemble des stratégies de A qui sont bornées par
k. On montre que Jk converge vers J et que Jk est solution d’une EDSR quadratique. En
utilisant des arguments similaires à [14] on montre un résultat de stabilité pour les EDSR
quadratique.

Utilité puissance

Pour résoudre ce cas, nous utilisons une approche semblable au cas de l’utilité exponentielle
en introduisant la fonction valeur J(t) définie pour tout t ∈ [0, T ] par la variable aléatoire

J(t) := ess sup
ϕ∈At

E
[
U
(
Xt,1,ϕ
T

)∣∣Gt] .
On suppose que les coefficients du modèle sont uniformément bornés. Dans ce cas, nous
montrons que si les stratégies prennent leurs valeurs dans un ensemble compact alors nous
avons la caractérisation suivante. Il existe (Z,U) tel que le triplet (J, Z, U) est l’unique solution
de l’EDSR Lipschitz
− dJt = ess sup

ϕ∈At

{
γϕt(µtJt + σtZt) +

γ(γ − 1)

2
|ϕtσt|2Jt + λt((1 + ϕtβt)

γ − 1)(Jt + Ut)
}
dt

− ZtdWt − UtdMt ,

JT =
1

γ
.

(2.5)

La stratégie optimale est donnée par l’argument maximum du générateur. La preuve de
ce résultat est semblable au cas de l’utilité exponentielle en utilisant le fait que le supremum

27



de fonctions linéaires avec des coefficients uniformément bornés est Lipschitz, et basée sur le
théorème de comparaison des EDSR et le théorème de représentation des martingales.

Pour le cas où les stratégies ne prennent pas forcément valeur dans un compact nous
pouvons caractériser la fonction valeur comme le plus petit processus F-adapté J tel que
((X1,ϕ

t )γJ(t))0≤t≤T est une surmartingale pour toute stratégie ϕ. Cela nous permet alors de
caractériser la fonction valeur en terme d’EDSR.

Théorème 2.1.6. Il existe (Z,U) tel que (J, Z, U) est la solution minimale de l’EDSR (2.5)
et la stratégie optimale est donnée par l’argument maximum du générateur.

La preuve de ce théorème repose sur la décomposition de Doob-Meyer et le théorème
de représentation des martingales qui nous permettent d’écrire la fonction valeur comme la
somme d’une martingale et d’un processus à variation fini que l’on caractérise.

2.1.2 Maximisation d’utilité avec information partielle

Nous reprenons ici le modèle de la section précédente en ajoutant l’hypothèse que les
paramètres σ et β associés à l’actif risqué sont de la forme suivante

σt =

{
σ1(t, St) si t ≤ τ ,
σ2(t, St, τ, βτ ) si t > τ ,

et

βt = β(t, St−) si t ≤ τ .

De plus on suppose que les fonctions σ1, σ2 et β satisfont certaines conditions.
On suppose que l’agent n’observe pas la totalité de l’information G mais uniquement la

valeur S de l’actif risqué et le temps de défaut τ . On notera H la filtration engendrée par S et
H. Les problèmes d’optimisation sont les mêmes que (2.1) et (2.2), mais les stratégies ne sont
plus G-prévisibles mais H-prévisibles. Afin de résoudre ces nouveaux problèmes d’optimisa-
tion, nous utilisons une approche semblable à celle utilisée dans [17] qui consiste à faire dans
un premier temps une opération de filtrage pour réécrire les diffusions avec des coefficients
observés 

dSt = St−(µ̃tdt+ σtdW̄t + βtdHt) ,

dW̄t = dWt + (µt − µ̃t)/σtdt ,
dM̄t = dHt − λ̃tdt ,

où µ̃t := E[µt|Ht] et λ̃t := E[λt|Ht].
Dans un deuxième temps nous montrons que W̄ est un (P,H)-mouvement brownien et M̄

est une (P,H)-martingale, ce qui permet alors de montrer que la propriété de représentation
des H-martingales est satisfaite avec (W̄ , M̄). Nous pouvons alors généraliser les résultats
obtenus dans le cas de l’information globale au cas de l’information partielle en remplaçant
les coefficients non observés par leur projection, et les processus (W,M) par (W̄ , M̄).

Pour le cas de l’utilité logarithme, on a

Théorème 2.1.7. La solution du problème d’optimisation (2.2) est donnée par

V (x) = log(x) + E
[ ∫ T

0

(
ϕ̃tµ̃t −

|ϕ̃tσt|2

2
+ λ̃t log(1 + ϕ̃tβt)

)
dt
]
,
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où ϕ̃ est la stratégie optimale donnée par

ϕ̃t :=


µ̃t

2σ2
t

− 1

2βt
+

√
(µ̃tβt + σ2

t )
2 + 4λ̃tβ2

t σ
2
t

2βtσ2
t

si t ≤ τ et βt 6= 0 ,

µ̃t
σ2
t

si t ≤ τ et βt = 0 ou t > τ .

Pour le cas de l’utilité puissance, on a

Théorème 2.1.8. Il existe (Z,U) tel que (J, Z, U) est la solution minimale de l’EDSR
− dJt = ess sup

ϕ∈At

{
γϕt(µ̃tJt + σtZt) +

γ(γ − 1)

2
|ϕtσt|2Jt + λ̃t((1 + ϕtβt)

γ − 1)(Jt + Ut)
}
dt

− ZtdW̄t − UtdM̄t ,

JT =
1

γ
.

La stratégie optimale est donnée par l’argument maximum du générateur.

Pour le cas de l’utilité exponentielle, on a

Théorème 2.1.9. Il existe un processus croissant K tel que (J, Z, U,K) est la solution maxi-
male de l’EDSR

− dJt = ess inf
π∈At

{γ2

2
|πtσt|2Jt − γπt(µ̃tJt + σtZt)− λ̃t(1− e−γπtβt)(Jt + Ut)

}
dt

− dKt − ZtdW̄t − UtdM̄t ,

JT = exp(−γξ) .

Si il existe une stratégie optimale alors celle-ci est l’argument minimal du générateur et le
processus K est nul.

La plupart des résultats obtenus dans ces deux sections sont généralisables au cas avec
plusieurs sauts ou avec une infinité de sauts poissonien, et également avec un mouvement
brownien multidimensionnel. Il suffit que le théorème de représentation pour la filtration
considérée soit satisfait pour obtenir les caractérisations des fonctions valeurs puisque les
preuves sont basées sur celui-ci.

2.1.3 Optimisation avec consommation et changement de régime du taux
d’intérêt

On suppose que le marché financier est composé d’un actif risqué dont le prix S suit l’EDS

dSt = St(µtdt+ σtdWt) ,

où les coefficients µ et σ sont F-adaptés et bornés, et d’un actif sans risque dont le prix S0

suit la dynamique

dS0
t = rtS

0
t dt ,

où rt = r0
t1t<τ + r1

t (τ)1t≥τ avec r0 et r1(.) bornés. On note Rt := e−
∫ t
0 rsds.

Ce marché est incomplet, car on ne suppose pas l’existence d’obligation zéro-coupon ou
de Credit Default Swaps qui permettraient de couvrir le changement de régime dans le taux
d’intérêt.
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Dans cette partie, l’agent peut investir dans les deux actifs et il peut également consommer
de la richesse. Dans ce cas, la richesse Xx,π,c de l’agent qui commence avec la richesse initiale
x en investissant la proportion π de sa richesse dans l’actif risqué et consomme c suit la
dynamique

dXx,π,c
t = Xx,π,c

t

[
(rt + πt(µt − rt))dt+ πtσtdWt

]
− ctdt .

On considère le problème d’optimisation suivant

V (x) := sup
(π,c)∈A(x)

E
[ ∫ T

0
U(cs)ds+ U(Xx,π,c

T )
]
,

où la fonction d’utilité U(y) est égale à yp/p avec p ∈ (0, 1).
Dans la suite, on suppose que les hypothèses (H), (HD) et (HBI) sont satisfaites. Pour

résoudre ce problème, nous avons utilisé une approche duale qui consiste à résoudre le problème
associé suivant pour tout paramètre η > 0

Ṽ (η) := inf
γ∈Γ

E
[ ∫ T

0
Ũ(ηRsL

γ
s )ds+ Ũ(ηRTL

γ
T )
]

= −η
q

q
inf
γ∈Γ

E
[ ∫ T

0
(RsL

γ
s )qds+ (RTL

γ
T )q
]

où q = p/(p− 1), Ũ(y) := supx>0(U(x)− xy) pour tout y > 0 et Lγ est la densité de Radon-
Nikodym d’une nouvelle probabilité Qγ par rapport à la probabilité historique P définie par

dLγt = Lγ
t−(−θtdWt + γtdMt) ,

avec θt := (µt − rt)/σt et γ un processus G-prévisible tel qu’il existe deux constantes A et C
telles que −1 < A ≤ γt ≤ C pour t ∈ [0, T ] et γt = 0 pour t ∈ (T ∧ τ, T ].

En utilisant l’approche de [8], on montre que ce problème d’optimisation est lié à la famille
de processus (Jγ)γ∈Γ définis par

Jγt :=

∫ t

0
(RsL

γ
s )qds+ (RtL

γ
t )qϕt , 0 ≤ t ≤ T ,

où ϕ est solution de l’EDSR
dϕt =

[(
qrt −

1

2
q(q − 1)|θt|2 + (1− q)λt

)
ϕt − (1− q)λt(ϕt + ϕ̃t)

1−p ϕpt

+ qθtϕ̂t − 1
]
dt+ ϕ̂tdWt + ϕ̃tdHt ,

ϕT = 1 ,

satisfaisant ϕt− + ϕ̃t ≥ 1. Pour montrer l’existence d’une solution à cette EDSR on utilise les
résultats obtenus dans [L1] et on obtient l’unicité de celle-ci par des arguments d’unicité de
la fonction valeur.

Par un théorème de vérification on montre que le processus défini par

γ∗t :=
( ϕt−

ϕt− + ϕ̃t

) 1
q−1 − 1 ,

est admissible et optimal, et la fonction valeur Ṽ (η) est égale à ϕ0.
En revenant au problème primal, on obtient
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Théorème 2.1.10. La stratégie de consommation et d’investissement optimales sont données
par

c∗t =
(
η∗RtL

γ∗

t−

) 1
p−1 , π∗t =

1

σt

( ϕ̂t
ϕt−

+
θt

1− p

)
, 0 ≤ t ≤ T ,

où η∗ est défini par

η∗ :=
( x

E
[ ∫ T

0 (RtL
γ∗

t )qdt+ (RTL
γ∗

T )q
])p−1

.

La richesse associée est donnée par

Xx,π∗,c∗

t =
(
η∗RtL

γ∗

t

) 1
p−1ϕt .

La fonction valeur du problème primal est donnée par xpΨ0/p où Ψt = ϕ1−p
t est l’unique

solution de l’EDSR
dΨt =

(1

2

p

p− 1
(|θt|2Ψt +

ψ̂2
t

Ψt
) +

p

p− 1
θtψ̂t − (1− p)Ψq

t − prtΨt

)
dt

+ ψ̂tdWt + ψ̃tdHt ,

ΨT = 1 .

On peut remarquer dans la figure 2.1 que la fonction valeur est croissante (resp. décrois-
sante) par rapport au paramètre λ lorsque r1 > r0 (resp. r1 < r0). Cela s’explique par le
fait que le taux d’intérêt va augmenter (resp. diminuer) si le défaut apparaît. Si λ est grand
alors la probabilité pour que r devienne plus grand (resp. plus petit) est plus importante, le
marché est donc avantageux (resp. désavantageux) et la fonction valeur est plus grande (resp.
plus petite).
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Figure 2.1 – Sensibilité de la fonction valeur par rapport aux coefficients λ et r1 quand
r0 = 3%, µ = 5% et σ = 10%.

Nous avons également considéré, dans [L6], le cas avec plusieurs temps de changement de
régimes et le cas où p < 0.
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2.1.4 Couverture moyenne-variance

On considère que le marché est constitué d’un actif sans risque constant égal à 1 et un
actif risqué soumis au défaut dont le prix S suit la dynamique

dSt = St−(µtdt+ σtdWt + βtdMt) , 0 ≤ t ≤ T .

On suppose que les hypothèses (H), (HD) et (HBI) sont satisfaites et que les coefficients du
modèle sont bornés.

Il y a un actif contingent ξ sur le marché qui est GT∧τ -mesurable et s’écrit sous la forme
suivante

ξ = ξb1T<τ + ξaτ1T≥τ ,

où ξb est FT -mesurable et ξa est un processus càd-làg F-prévisible tous les deux bornés. On
souhaite résoudre le problème d’optimisation

inf
π∈A

E
[∣∣Xx,π

T∧τ − ξ
∣∣2] . (2.6)

Pour résoudre ce problème, nous utilisons une approche par principe d’optimalité martingale
comme dans [9]. Pour cela nous introduisons une famille de processus (Jπ)π∈A définis par
Yt|Xx,π

t − Yt|2 + Υt où (Y,Y,Υ) est solution d’un système d’EDSR

Yt = 1 +

∫ T∧τ

t∧τ
f(s, Ys, Zs, Us)ds−

∫ T∧τ

t∧τ
ZsdWs −

∫ T∧τ

t∧τ
UsdMs , 0 ≤ t ≤ T , (2.7)

Yt = ξ +

∫ T∧τ

t∧τ
g(s,Ys,Zs,Us)ds−

∫ T∧τ

t∧τ
ZsdWs −

∫ T∧τ

t∧τ
UsdMs , 0 ≤ t ≤ T , (2.8)

Υt =

∫ T∧τ

t∧τ
h(s,Υs,Ξs,Θs)ds−

∫ T∧τ

t∧τ
ΞsdWs −

∫ T∧τ

t∧τ
ΘsdMs , 0 ≤ t ≤ T , (2.9)

où f, g et h sont définis par

f(t, y, z, u) := − |µty + σtz + λGt βtu|2

|σt|2y + λGt |βt|2(u+ y)
,

g(t, y, z, u) :=
1

Yt

[
Ztz + λGt Utu−

(µtYt + σtZt + λGt βtUt)(σtYtz + λGt βt(Ut + Yt)u)

|σt|2Yt + λGt |βt|2(Ut + Yt)

]
,

h(t, y, z, u) := |Zt|2Yt + λGt (Ut + Yt)|Ut|2−
|σtYtZt + λGt βtUt(Ut + Yt)|2

|σt|2Yt + λGt |βt|2(Ut + Yt)
.

On remarque que le système n’est pas complètement couplé, puisqu’il suffit de résoudre
d’abord l’EDSR (2.7), puis (2.8) et enfin (2.9). Pour résoudre ce type d’EDSR nous utili-
sons une approche semblable à celle présentée dans [L1].

Théorème 2.1.11. Soit l’EDSR suivante dans la filtration G

Yt = ξ +

∫ T∧τ

t∧τ
F (s, Ys, Zs, Us)ds−

∫ T∧τ

t∧τ
ZsdWs −

∫ T∧τ

t∧τ
UsdHs , 0 ≤ t ≤ T , (2.10)
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où ξ = ξb1T<τ + ξaτ1T≥τ et F (t, .)1t≤τ = F b(t, .)1t≤τ avec F b est F-adaptée. Si l’EDSR
brownienne

Y b
t = ξb +

∫ T

t
F b(s, Y b

s , Z
b
s , ξ

a
s − Y b

s )ds−
∫ T

t
ZbsdWs , 0 ≤ t ≤ T ,

admet une solution (Y b, Zb) dans les bons espaces, alors (Y,Z, U) défini par

Yt = Y b
t 1t<τ + ξaτ1t≥τ ,

Zt = Zbt1t≤τ ,

Ut =
(
ξat − Y b

t

)
1t≤τ ,

est solution de l’EDSR (2.10).

La preuve de ce théorème est semblable à celle du Théorème 1.1.1, elle se fait en montrant
d’abord que les processus définis sont dans les bons espaces, puis que ces processus satisfont
bien les égalités ω par ω.

On applique ce théorème pour montrer que le système d’EDSR (2.7,2.8,2.9) admet une
solution, l’unicité n’est pas considérée puisqu’on utilise un théorème de vérification pour mon-
trer que la famille de processus (Jπ)π∈A satisfait les conditions nécessaires. Pour l’EDSR (2.7),
nous introduisons une EDSR modifiée puisque le dénominateur du générateur fb peut s’an-
nuler. Pour cela, nous remplaçons le terme y par y ∨ ε dans le dénominateur avec ε > 0 bien
choisi de telle sorte que la solution de l’EDSR modifiée est aussi solution de l’EDSR initiale,
c’est à dire que y ≥ ε. Pour l’EDSR (2.8), nous montrons que la composante z de la solu-
tion de l’EDSR (2.7) satisfait des propriétés de type martingale BMO et la composante y est
bornée ce qui permet alors de faire des changements de probabilité pour simplifier l’EDSR.
Enfin pour l’EDSR (2.9), nous montrons que la solution de l’EDSR (2.8) satisfait également
des propriétés de type martingale BMO et bornitude pour montrer que la solution intuitée de
cette EDSR linéaire est bien intégrable en faisant des changements de probabilité judicieux.

Une fois que l’on a montré l’existence d’une solution au système d’EDSR (2.7-2.8-2.9), nous
utilisons un théorème de vérification pour montrer que la stratégie d’investissement définie
par

π∗t :=
(Yt− − V ∗t−)(µtYt− + σtZt + λGt βtUt) + σtYt−Zt + λGt βtUt(Yt− + Ut)

|σt|2Yt− + λGt |βt|2(Ut + Yt−)
,

est admissible et optimale pour le problème (2.6). On montre finalement que la fonction valeur
vaut

E
[∣∣Xx,π∗

T∧τ − ξ
∣∣2] = min

π∈A
E
[∣∣Xx,π

T∧τ − ξ
∣∣2] = Y0|x− Y0|2 + Υ0 .

2.2 Pricing des variable annuities

Dans ce chapitre nous nous intéressons au pricing de produits d’assurance que l’on appelle
variable annuities. Ce sont des produits mixant les risques actuariels et les risques finan-
ciers. Dans [L8] et [L9], nous proposons une nouvelle approche par prix d’indifférence pour
déterminer le prix de ces produits.

La notion de prix d’indifférence a été introduite en économie et mathématiques financières
pour traiter le cas des produits dans les marchés incomplets. C’est le prix p que le vendeur fait
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payer pour que sa fonction valeur soit la même lorsqu’il vend un produit financier de pay-off
ξ payé en T ou ne le vend pas quand il a une fonction d’utilité U

sup
π

E[U(Xx+p,π
T − ξ)] = sup

π
E[U(Xx,π

T )] .

Dans ces deux travaux nous appliquons cette théorie à un produit d’assurance sachant que la
prime d’assurance n’est pas payée à l’instant initial mais de manière continue. Cela rajoute
quelques complexités pour le calcul de la prime.

On considère une compagnie d’assurance qui vend une variable annuities d’une valeur A0

à un client représentatif dont le temps de mortalité est modélisé par la variable aléatoire τ .
L’assureur investit cette somme sur un marché composé d’un actif sans risque dont le taux
d’intérêt est supposé nul pour simplifier les notations, sauf dans les applications numériques,
et d’un actif risqué correspondant à un indice financier dont le prix S évolue avec la dynamique
suivante

dSt = St(µtdt+ σtdWt) ,

avec des coefficients µ et σ bornés et F-adaptés. La valeur du compte de l’assuré suit cette
dynamique mais l’assureur lui prélève en plus des frais de gestion en continu qui sont propor-
tionnels à la valeur du compte et l’assuré a le droit de faire des retraits aux dates anniversaires
(ti)1≤i≤n−1. On modélise la valeur du compte par la dynamique suivante{

dApt = Apt
[
(µt − p)dt+ σtdWt

]
,

Apti =
(
Ap
t−i
− fi

)
∨ 0 , pour 1 ≤ i ≤ n− 1 ,

où p correspond à la prime prélevée, fi correspond à la somme que l’assureur retire du compte
de l’assuré suite à un retrait à la date ti d’un montant ξi. La valeur fi est une fonction de ξi qui
est définie de manière plus ou moins complexe. L’assureur peut retirer du compte plus que la
valeur réellement retirée par l’assuré, par exemple il peut mettre des pénalités pour un retrait
trop important. On modélisera la valeur retirée ξi par αiGi, où αi prend des valeurs dans un
ensemble fini de [0,K] et Gi correspond à la valeur maximale que l’assuré peut retirer à la
date ti sans payer de pénalité, cette valeur dépend de l’évolution du compte et également des
retraits précédents. Nous noterons par la suite F (p, ξ(n−1)) la valeur payée à la fin du contrat
par l’assureur à l’assuré qui dépend de la prime, des retraits et de l’évolution du marché

F (p, ξ(n−1)) = FL(p, T, (Apti)i≥0, ξ
(n−1))1T<τ + FD(p, τ, (Apti)i≥0, ξ

(n−1))1τ≤T ,

où FL correspond à la valeur si l’assuré est en vie en T et FD correspond à la valeur si l’assuré
est mort avant T .

Les valeurs de FL et FD sont souvent garanties par des clauses dans le contrat et prennent
la forme suivante

FQ(p, t, x, e) = xn ∨G(t, x, e)

où G est une valeur minimale définie dans le contrat que l’on appelle la garantie et xn est la
valeur du compte à la fin du contrat. Les trois cas classiques pour la valeur minimale sont

— garantie constante : soit ti ≤ t < ti+1

G(t, x, e) = x0 −
i∑

k=1

f(tk, (xj)0≤j≤k, (ej)0≤j≤k) ,
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— garantie roll-up : soit ti ≤ t < ti+1

G(t, x, e) = x0(1 + η)i −
i∑

k=1

f(tk, (xj)0≤j≤k, (ej)0≤j≤k)(1 + η)i−k ,

— garantie ratchet

G(t, x, e) =

n∑
i=0

max
(
x0 −

i∑
k=1

f(tk, x, e), . . . , xi − f(ti, x, e), xi+1

)
1{ti≤T∧τ<ti+1} ,

où f(tk, x, e) correspond à la somme retirée en tk du compte.

Afin de déterminer la prime p correspondante aux garanties fixées dans le contrat, nous
utilisons une approche par prix d’indifférence. Pour cela, on introduit la valeur du portefeuille
de l’assureur. On note πt la somme d’argent investie en t par l’assureur dans l’actif risqué, la
dynamique de sa richesse est donnée par

dXπ
t = πtµtdt+ πtσtdWt , t ≥ 0 .

On définit la prime optimale p∗ comme le plus petit réel p tel que

sup
π∈A[0,T ]

E
[
− u
(
Xπ
T

)]
≤ sup

π∈A[0,T ]
inf

ξ(n−1)∈E
E
[
− u
(
A0 +Xπ

T −
n−1∑
i=1

ξi1ti≤τ − F (p, ξ)
)]

,

avec u(y) := exp(−γy). Nous considérons donc le pire des cas pour l’assureur.
Dans la suite on suppose que les hypothèses (H), (HD) et (HBI) sont satisfaites.

Afin de résoudre ce problème, on calcule les deux termes de l’inégalité

V 0 := sup
π∈A[0,T ]

E
[
− u
(
Xπ
T

)]
,

et V (p) = − exp(−γA0)w(p) avec w définie par

w(p) := inf
π∈A[0,T ]

sup
ξ(n−1)∈E

E
[
u
(
Xπ
T −

n−1∑
i=1

ξi1ti≤τ − F (p, ξ)
)]

.

La fonction valeur V 0 est caractérisée classiquement à l’aide d’une EDSR : V0 = − exp(γy0)
où y est la solution de l’EDSR dyt =

( |θt|2
2γ

+ θtzt

)
dt+ ztdWt ,

yT = 0 ,

avec θ := µ/σ. La caractérisation de la fonction valeur V est plus compliquée, mais on peut
montrer qu’elle est croissante par rapport à la prime p, ce qui permet dans un premier temps
de dire si la prime optimale existe :

— si V (−∞) < V 0 < V (+∞) alors il existe p∗ tel que si p < p∗ alors l’assureur n’a aucun
intérêt à vendre le produit et si p ≥ p∗ alors l’assureur a tout intérêt à le vendre,

— si V (−∞) > V 0 alors l’assureur a intérêt à vendre le produit quelque soit la prime p,
— si V (+∞) < V 0 alors l’assureur n’a aucun intérêt à vendre le produit quelque soit la

prime p.
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Concernant les garanties classiques, nous avons montré qu’il existait toujours une prime opti-
male dans le cas d’une garantie ratchet, par contre pour une garantie roll-up l’existence d’une
prime optimale dépend du taux de roll-up, si celui-ci est trop important l’assureur n’a pas
intérêt à vendre le produit.

Afin de calculer la fonction valeur w, nous utilisons une approche séquentielle qui consiste
à travailler sur les intervalles [ti, ti+1], ce qui permet d’obtenir la caractérisation suivante :

w(p) = inf
π∈A[0,t1∧τ ]

E
[
u
(
Xπ
t1∧τ

)
v(1, ξ(0))

]
,

où la famille (v(i, ξ(i−1)))i∈{1,...,n} est définie récursivement par


v(n, ξ(n−1)) := eγH(p,ξ(n−1)) ,

v(i, ξ(i−1)) := ess sup
ζ∈E1i−1

ess inf
π∈A[ti∧τ,ti+1∧τ ]

E
[
u
(
Xti∧τ,π
ti+1∧τ − ζ1ti<τ

)
v
(
i+ 1, (ξ(i−1), ζ)

)∣∣∣Gti∧τ] ,
avec H(p, ξ) := F (p, ξ) + 1

γ log
[

ess infπ∈A[T∧τ,T ] E
[
u
(
XT∧τ,π
T

)∣∣GT∧τ ]].
Cette réécriture de la fonction valeur w permet d’obtenir la stratégie optimale d’investis-

sement de la part de l’assureur et le pire des retraits de la part de l’assuré sur chacun des
intervalles [ti, ti+1]. Pour cela nous traitons d’abord le problème de l’essinf avec une approche
semblable à [9] pour le caractériser à l’aide d’une EDSR

v(i, ξ(i−1)) = ess sup
ζ

exp
(
γy(i)(ξ(i−1), ζ)

)
,

où y(i)(ξ(i−1), ζ) = ζ1ti<τ + Y
(i)
ti

(
ξ(i−1), ζ

)
, et Y (i)

(
ξ(i−1), ζ

)
est la solution de l’EDSR

 −dYt =
[
λt

(eγUt − 1

γ

)
− θtZt −

|θt|2

2γ

]
dt− ZtdWt − UtdHt ,

Yti+1∧τ = y(i+1)(ξ(i−1), ζ, ζ∗i+1) ,

et la stratégie optimale est donnée par π∗,it (ξ(i−1), ζ) = Zt
σt

+ θt
γσt

. Pour résoudre cette EDSR
nous utilisons les résultats développés dans [L1]. On s’intéresse ensuite au problème de l’esssup
d’une fonction continue. La fonction valeur initiale est alors donnée par V (p) = − exp(γ(y(0)−
A0)).

Une fois la fonction valeur caractérisée par une suite d’EDSR, il est possible d’approcher
celle-ci en approchant les différentes EDSR et en obtenant étape par étape le retrait optimal.

Il reste alors à déterminer la prime d’indifférence p∗ en utilisant une méthode de dichotomie
pour l’approcher

p∗ = inf{p ∈ R , y(0)(p) ≤ y0 +A0} .

Je conclus ce chapitre avec quelques illustrations numériques de la sensibilité de la prime par
rapport aux différents paramètres lorsque l’assuré ne fait pas de retrait (cas traité dans [L7]).
Les paramètres du modèle sont γ = 1.3, T = 20, A0 = 1, µ0 = 0.15, avec µ évoluant suivant
une chaine de Markov, et σ = 0.3. Dans les figures 2.2, 2.3 et 2.4, une garantie ratchet est
considérée, tandis que dans la figure 2.5, une garantie roll-up est considérée.
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Figure 2.2 – Variation de la prime p
en fonction du paramètre µ
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Figure 2.3 – Variation de la prime p
en fonction du paramètre σ

On remarque sur ces figures que la prime est décroissante par rapport au drift alors qu’elle est
croissante par rapport à la volatilité. Ces résultats sont espérés, puisque plus le drift est grand
moins la garantie intervient car la valeur du compte sera au dessus de la garantie avec une
probabilité importante, alors que plus le marché est volatile plus la garantie est utile puisque
la valeur du compte risque d’être très en dessous de la garantie.
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Figure 2.4 – Variation de la prime p
en fonction du paramètre λ
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Figure 2.5 – Variation de la prime p
en fonction du paramètre η

On remarque sur ces figures que la prime est croissante par rapport à l’intensité de mortalité
et également par rapport au taux roll-up. Ces deux résultats expérimentaux sont espérés, car
si l’intensité est importante l’assureur reçoit une prime sur une durée moins importante et
devra augmenter la prime pour proposer la même garantie, alors que si le taux roll-up est plus
important l’assureur propose une meilleure garantie et fera payer plus cher.

2.3 Perspectives

J’envisage d’étudier la couverture Moyenne-Variance dans le cas de modèles à volatilité
incertaine. Dans le cas de modèles de semi-martingales, il existe dans la littérature un lien
entre les stratégies de couverture optimales au sens Moyenne-Variance et certaines EDSR.
Dans [L3], nous avons caractérisé une stratégie optimale, dans le cas d’un modèle à sauts,
à l’aide de la résolution d’EDSR singulières. Nous souhaitons étendre cette caractérisation
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d’optimalité au cas de modèles avec incertitude sur la volatilité par une écriture en EDSR2
avec générateur quadratique.

Je travaille actuellement sur des modèles de pricing des variable annuities lorsque le client
peut modifier aux dates anniversaires la manière dont il investit son argent. Il peut choisir
à chaque date anniversaire la proportion qu’il souhaite investir dans l’indice risqué et le
reste dans des obligations. On peut imaginer utiliser l’approche développée dans [L7] pour
considérer le pire des cas pour l’assureur.

Je souhaite également considérer le cas d’optimisation de portefeuilles lorsque la fonction
à optimiser n’est pas symétrique, par exemple considérer des fonctions qui ne prennent en
compte que les pertes.
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Chapitre 3

Contrôle stochastique appliqué à la
gestion de ressources naturelles

3.1 Cas des ressources naturelles dont le stock est constant

Je présente dans ce chapitre les résultats obtenus dans [L10] et [L11]. Dans ces papiers,
je considère la gestion d’une ressource naturelle dont le stock est constant au cours du temps
comme par exemple une réserve de pétrole. On se pose alors la question de comment gérer
au mieux cette réserve lorsque le prix de la ressource évolue au cours du temps et qu’il y a
des contraintes dans l’exploitation de la ressource, par exemple des coûts d’exploitation, des
coûts de stockage, stockage limité, quantité extraite limitée, ...

On suppose que la quantité totale de la ressource exploitable est QD et que la quantité
stockable au maximum est QS . L’agent peut agir de différentes manières en temps continu :

— extraire une quantité qet avec qet ≤ K0,
— vendre la quantité qvt de ce qu’il a extrait,
— stocker la quantité qst de ce qu’il a extrait,
— vendre la quantité qv,st de son stock en supposant que qv,st ≤ qS .

Le problème est de trouver la stratégie optimale (qst , q
v
t , q

v,s
t )t≥0 au problème d’optimisation

suivant

E
[ ∫ ∞

0
e−ρsU

(
qvsPs + qv,ss (1− ε)Ps − (qvs + qss)ce(Q

D − Es)− cstock(Ss)
)
ds
]
,

avec ρ ≥ 0, U(x) := 1 − exp(−γx), Ps est le prix au temps s correspondant à une unité de
ressource, ce(.) est la fonction de coût d’extraction qui dépend de la quantité de ressource
restante que l’on suppose décroissante (plus il y a de la ressource disponible moins ça coute
cher pour l’extraire) et cstock une fonction de coût de stockage qui dépend de la quantité stockée
que l’on suppose croissante (plus il y a de stock plus c’est cher de stocker). Les processus E
et S correspondent à la quantité extraite depuis le début et la quantité stockée.

Afin de caractériser la fonction valeur v par une EDP, on introduit les triplets q :=
(qv, qs, qv,s) et Xx,q := (P,E, S) qui correspond au processus d’état si l’agent commence
dans l’état x := (p, e, s) et suit la stratégie q, et D := R∗+ × [0, QD]× R+. On suppose que

dXx,q
t =

 µPt
qvt + qst
qst − q

v,s
t

 dt+

 σPt
0
0

 dWt .

Dans la suite on notera Lq l’opérateur local du second ordre associé au processus d’état Xx,q

Lqv := µp∂pv +
|σp|2

2
∂2
pv + (qv + qs)∂ev + (qs − qv,s)∂sv ,
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et f la fonction définie par

f(Xx,q
t , qt) := U(qvt Pt + qv,st (1− ε)Pt − (qvt + qst )ce(Q

D − Et)− cstock(St)) .

On peut alors caractériser la fonction valeur v en terme d’EDP

Théorème 3.1.12. Soit w ∈ C2(D) une fonction à croissance quadratique.
(i) Si w satisfait

ρw(x)− sup
q

[Lqw(x) + f(x, q)] ≥ 0 , x ∈ D ,

et

lim
T→∞

e−ρTE[w(Xx,q
T )] ≥ 0 , ∀x ∈ D , ∀ q ∈ A(x) .

Alors, nous avons w ≥ v sur D.
(ii) Si de plus pour tout x ∈ D, il existe une fonction mesurable q̂(x) à valeurs dans l’ensemble
admissible telle que

ρw(x)− sup
q

[Lqw(x) + f(x, q)] = ρw(x)− Lq̂(x)w(x)− f(x, q̂(x)) = 0 ,

et que l’EDS

dXt =

 µPt
q̂s(Xt) + q̂v(Xt)
q̂s(Xt)− q̂v,s(Xt)

 dt+

 σPt
0
0

 dWt ,

admet une unique solution, que l’on note X̂x,q̂, telle que

lim
T→∞

e−ρTE[w(X̂x,q̂
T )] ≤ 0 ,

et la stratégie {q̂(X̂x,q̂
t ), t ≥ 0} soit admissible. On a alors

w(x) = v(x) , ∀ x ∈ D ,

et q̂ est un contrôle optimal.

Je conclus cette section avec des résultats numériques. Pour cela nous avons utilisé la fonc-
tion coût de stockage cs(x) = exp(Csx) et la fonction coût d’extraction ce(x) = exp(−Cex).
On obtient alors la fonction valeur suivante.

Figure 3.1 – Fonction valeur en fonction de la quantité extraite et la quantité stockée
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Figure 3.2 – Fonction valeur par rapport au prix initial du baril

On remarque sur ces figures que la fonction valeur est décroissante par rapport à la quantité
extraite, mais qu’elle est croissante par rapport à la quantité stockée. Ces deux résultats
sont espérés économiquement puisque si on a déjà extrait de la ressource il y en a moins de
disponible et la richesse sera moins élevée, tandis que si le stock est plus important la quantité
de ressource utilisable est plus importante. On remarque également que la fonction valeur est
croissante par rapport au prix initial du baril dans le cas du pétrole.

On a également étudié la sensibilité de la fonction valeur par rapport aux différents para-
mètres. On obtient les résultats suivants lorsque l’on suppose que le stock est vide et que l’on
a rien extrait jusqu’à maintenant.

σ 0.02 σ + 25% σ + 50% σ + 75% σ + 100%

v 1.2595 1.2521 1.2399 1.2285 1.2155

Table 3.1 – Sensibilité de la fonction valeur par rapport à la volatilité

On remarque que la fonction valeur est décroissante par rapport à la volatilité.

µ 0.01 µ− 25% µ+ 25% µ+ 50% µ+ 75% µ+ 100%

v 1.2595 1.2083 1.3087 1.3498 1.3851 1.4151

Table 3.2 – Sensibilité de la fonction valeur par rapport au drift

On remarque que la fonction valeur est croissante par rapport au drift du prix. Ce résultat
s’explique par le fait que plus le drift est important plus le prix va être important et l’exploitant
va pouvoir vendre à un prix plus élevé.

K0 10000 5000 2000 1000
v 1.2595 0.6411 0.2583 0.1286

Table 3.3 – Sensibilité de la fonction valeur par rapport à la quantité maximum que l’on
peut extraire par unité de temps

On remarque que la fonction valeur est croissante par rapport à la quantité maximum que
l’on peut extraire par unité de temps. Ce résultat s’explique par le fait que si on augmente
K0 l’ensemble des stratégies admissibles est plus important et donc la fonction valeur est plus
grande.

41



qS 100000 50000 20000 10000
v 1.2595 1.2542 1.2476 0.12436

Table 3.4 – Sensibilité de la fonction valeur par rapport à la quantité maximum que l’on
peut vendre par unité de temps depuis le stock

On remarque que la fonction valeur est croissante par rapport à la quantité maximum que
l’on peut vendre par unité de temps depuis le stock. Ce résultat s’explique également par le
fait que si on augmente qS l’ensemble des stratégies admissibles est plus important et donc la
fonction valeur est plus grande.

ε 0 0.01 0.05 0.1
v 9.7504 9.69 9.4444 9.1281

Table 3.5 – Fonction valeur en fonction du paramètre d’impact de prix ε lorsque l’on com-
mence avec un stock plein

On remarque une décroissance de la fonction valeur en fonction du paramètre d’impact de
prix ε. Ce résultat s’explique par le fait que si ε est plus important alors on vend moins cher
le pétrole provenant du stock.

3.2 Cas des ressources avec stock dynamique mais non renou-
velable

Je présente dans ce chapitre les résultats obtenus dans [L12] et [L13]. Dans ces papiers,
je considère la gestion d’une ressource naturelle dont le stock évolue au cours du temps mais
on suppose que l’on ne peut pas renouveler la ressource par un apport externe comme par
exemple la population de poisson si on s’interdit de réintroduire des poissons. On se pose
alors la question de comment gérer au mieux cette ressource lorsque le prix évolue au cours
du temps et qu’il y a des contraintes dans l’exploitation de la ressource.

3.2.1 Cas avec des périodes d’interdiction d’exploitation

Dans [L12], on suppose que la ressource évolue dans le temps avec une diffusion logistique

dXα
t = ηXα

t (λ−Xα
t )dt+ γXα

t dBt − αtdt ,

où α est la quantité récoltée par l’agent, on suppose que α est bornée par une constante ā.
La diffusion du prix de la ressource dépend de la quantité de celle-ci

dPt = Pt(µ(Xα
t )dt+ σdWt) ,

où µ est une fonction décroissante (plus la quantité de ressource disponible est importante
plus le prix est faible). On suppose que 〈B,W 〉t = ρt.

On suppose qu’il y a un organisme de contrôle qui observe la quantité de ressource restante
en des temps déterministes (Ti)1≤i≤N et interdit l’agent de récolter si à la date du contrôle Ti
on a Xα

Ti
≤ Γ où Γ est une constante. Il ne pourra recommencer à récolter qu’à la prochaine

date de contrôle telle queXα
Tk
> Γ avec k > i, on note cette date ταi := inf{Tk , k ≥ i : Xα

Tk
>

Γ}. Enfin l’agent devra payer une pénalité f((Γ − Xα
T )+, PαT ) à la date T si la quantité de

ressource à cette date est inférieure à Γ, pénalité qui dépendra du prix de la ressource à cette
instant.
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La fonction valeur de l’agent est alors définie par

V (x) := sup
α∈A

E
[ ∫ T

0
e−βt(Ptαt − C(αt))dt− e−βT f((Γ−Xα

T )+, PαT )
]
,

où C(αt) correspond à un coût à payer pour récolter la quantité αt et β ≥ 0.
Afin de résoudre ce problème, nous utilisons une approche par programmation dynamique,

mais pour cela on doit rendre le système contrôlé markovien puisque celui-ci dépend de la
quantité de ressource au dernier instant de contrôle. Pour cela, nous utilisons une approche
semblable à celle de [6] en ajoutant une variable i au système contrôlé qui indique si l’agent
peut récolter i = 1 ou pas i = 0. Pour tout t ∈ [0, T ], x ≥ 0 et i ∈ {0, 1} on introduit
l’ensemble At,i(x)

At,i(x) :=
{
α = (αs)t≤s≤T , αs est Fs −mesurable et à valeur dans [0, ā] ,

αs = 0 sur [t, ταp(t)) si i = 0 ,

αs = 0 sur [Tk, τ
α
k ) pour p(t) + 1 ≤ k ≤ N

}
,

où p(t) := sup{i , Ti ≤ t}.
Soit Z := R+ × R∗+ × {0, 1}. Soit t ∈ [0, T ], z = (x, p, i) ∈ Z et α ∈ At,i(x), on introduit le
système contrôlé Zt,z,α := (Xt,x,α, P t,z,α, It,z,α) défini par

Xt,x,α
s = x+

∫ s

t
ηXt,x,α

u (λ−Xt,x,α
u )du+

∫ s

t
γXt,x,α

u dBu −
∫ s

t
αudu ,

P t,z,αs = p+

∫ s

t
µ(Xt,x,α

u )P t,z,αu du+

∫ s

t
σP t,z,αu dWu ,

It,z,αs = i1t≤s<Tp(t)+1
+

N−1∑
i=p(t)+1

1Xt,x,α
Ti

>Γ1Ti≤s<Ti+1 .

Pour t ∈ [0, T ] et z ∈ Z, on considère la fonction valeur v définie par

v(t, z) := sup
α∈At,i(x)

E
[ ∫ T

t
e−β(s−t)(P t,z,αs αs − C(αs))ds− e−β(T−t)f

(
(Γ−Xt,x,α

T )+, P t,p,αT )
]

et les deux fonctions valeurs v0 et v1 définies sur [0, T ]× R+ × R∗+ par

v(t, z) = v0(t, x, p)1i=0 + v1(t, x, p)1i=1 .

v0 (resp. v1) correspond à la fonction valeur lorsque l’on ne peut pas (resp. peut) récolter. On
peut alors caractériser les fonctions valeurs v0 et v1 en terme de solution de viscosité. Pour
cela on introduit l’opérateur du second ordre

Laϕ = −βϕ+ ηx(λ− x)∂xϕ+
|γx|2

2
∂2
xϕ+ µ(x)p∂pϕ+

|σp|2

2
∂2
pϕ+ ρσγpx∂2

pxϕ− a∂xϕ .

Théorème 3.2.13. Soient w0 et w1 des fonctions de C1,2([Ti, Ti+1)×R+×R∗+)∩C0([Ti, Ti+1]×
R+ × R∗+) pour tout i ∈ {0, . . . , N − 1} à croissance quadrarique.
(i) Supposons que pour tout (x, p) ∈ R+ × R∗+ on a

−∂tw0(t, x, p)− L0w0(t, x, p) ≥ 0 t ∈ [0, T ]− {Tj}1≤j≤N

w0(T−j , x, p) ≥ w0(Tj , x, p)1x≤Γ + w1(Tj , x, p)1x>Γ j ∈ {1, . . . , N − 1}

w0(T−, x, p) ≥ −f((Γ− x)+, p)
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et

−∂tw1(t, x, p)− sup
0≤a≤ā

{Law1(t, x, p) + pa− C(a)} ≥ 0 t ∈ [0, T ]− {Tj}1≤i≤N

w1(T−j , x, p) ≥ w0(Tj , x, p)1x≤Γ + w1(Tj , x, p)1x>Γ j ∈ {1, . . . N − 1}

w1(T−, x, p) ≥ −f((Γ− x)+, p) .

Alors la fonction w définie par w(t, z) := w0(t, x, p)1i=0 + w1(t, x, p)1i=1 vérifie w(t, z) ≥
v(t, z) sur [0, T ]×Z.

(ii) Supposons de plus que pour tout z ∈ Z, il existe une fonction mesurable α̂(t, z) à valeurs
dans [0, ā] telle que

— i = 0

−∂tw(t, z)− L0w(t, z) = 0 ,

— i = 1

∂tw(t, z) + sup
a∈[0,ā]

[
Law(t, z) + pa− C(a)

]
= ∂tw(t, z) + Lα̂(t,z)w(t, z) + pα̂(t, z)− C(α̂(t, z))

= 0

et

w(T−j , z) = w(Tj , x, p, 0)1x≤Γ + w(Tj , x, p, 1)1x>Γ , (j, z) ∈ {1, . . . , N − 1} × Z ,

et

w(T−, z) = −f((Γ− x)+, p) ,

tel que l’EDS

Xt,x,α̂
s = x+

∫ s

t
ηXt,x,α̂

u (λ−Xt,x,α̂
u )du+

∫ s

t
γXt,x,α̂

u dBu −
∫ s

t
α̂udu

P t,z,α̂s = p+

∫ s

t
µ(Xt,x,α̂

u )P t,z,α̂u du+

∫ s

t
σP t,z,α̂u dWu

It,z,α̂s = i1t≤s<Tp(t)+1
+

N−1∑
i=p(t)+1

1
Xt,x,α̂
Ti

>Γ
1Ti≤s<Ti+1

a une unique solution, que l’on note Ẑt,zs , et {α̂(s, Ẑt,zs ) , t ≤ s ≤ T} est dans At,i(x). Alors

w = v sur [0, T ]×Z

et α̂ est un contrôle optimal.

La preuve de ce résultat se fait par récurrence sur chaque intervalle [Tj , Tj+1] pour i = 0 et
i = 1 en commençant par j = N − 1.

Je finis cette section par des résultats numériques illustrant les résultats théoriques. Pour
cela on a pris une fonction drift pour le prix µ(x) = 0.1+0.5 exp(−0.2x), une fonction pénalité
de la forme f(x, p) = κpx et une fonction coût C(x) = x2, avec λ = 0.5 et Λ = 0.2308.
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Figure 3.3 – Fonctions valeurs v1 et v0 à t fixé

On remarque que v1 ≥ v0 comme attendu puisque la stratégie ne rien faire est admissible dans
le cas où l’on peut récolter. On remarque aussi que les deux fonctions valeurs sont croissantes
par rapport à x ce qui est naturel puisque plus il y a de ressource plus on est content. Par
contre elles sont croissantes en p si x > Γ : plus le prix est élevé plus on est content comme on
vend plus cher. Mais elles sont décroissantes en p si x ≤ Γ : cela est dû à la pénalité à payer
si en T on a x ≤ Γ, on vend plus cher mais on doit payer une amende plus importante.

Figure 3.4 – Contrôle optimal pour un prix p fixé

On remarque qu’il y a deux régimes : un régime dans lequel on récolte et un régime dans
lequel on ne récolte pas. Quand on est loin de la maturité, ce n’est pas optimal de récolter
le maximum si X ≤ λ, on préfère laisser la ressource croître naturellement, par contre si on
est proche de la maturité on récolte le maximum pour les valeurs en dessous de λ mais on ne
récolte pas si on est en dessous de Λ.
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κ = 1 κ = 2 κ = 3 κ = 4 κ = 5 κ = 6

P&L 0.0265 0.0102 −0.0012 −0.0111 −0.0215 −0.0251

XT 0.4855 0.5066 0.5182 0.5232 0.5238 0.5308

Table 1 : P&L pour différentes valeurs du paramètre κ dans la fonction de pénalité

On fixe Λ = 0.4872 et λ = 0.3. On remarque que le P&L est décroissant par rapport au
paramètre κ. Ce résultat s’explique par le fait que moins on est pénalisé plus on récolte et
plus on est riche. On remarque que pour κ = 1 on est prêt à récolter plus que la limite et à
payer l’amende puisque celle-ci n’est pas dissuasive. Pour κ ≥ 3, la quantité de la ressource
est au dessus de ce que l’on souhaite mais l’agent a une fonction valeur négative donc ce n’est
pas avantageux. Le meilleur paramètre serait donc κ = 2 pour que la quantité soit au dessus
de la constante fixée et que l’agent gagne de l’argent.

3.2.2 Cas impulsionnel

Dans [L13], on considère une ressource qui évolue dans le temps avec une diffusion logistique

dXt = ηXt(λ−Xt)dt+ γXtdBt .

Un agent peut décider de récolter cette ressource afin de vendre la récolte sur le marché au
prix P lequel suit la diffusion

dPt = Pt(µdt+ σdWt) ,

avec B et W indépendants. On note par α := (di, si)i≥1 une stratégie de récolte
— (di)i≥1 est une suite croissante de F-temps d’arrêt, où di correspond au moment où

l’agent donne l’ordre de récolter et la récolte commencera en di + `,
— (si)i≥1 est une suite croissante de F-temps d’arrêt, où si est le moment choisi par

l’agent pour stopper la récolte.
On suppose que ces deux suites satisfont pour tout i ≥ 1 les inégalités suivantes

0 ≤ si − di ≤ K

si + δ ≤ di+1 .

`, m, δ et K sont des constantes positives.

A B

C

l

mδ-m

Figure 3.5 – L’état A correspond à l’état dans lequel le manager peut donner l’ordre de
récolter à n’importe quel moment. L’état B correspond à l’état dans lequel le manager peut
donner l’ordre d’arrêter la récolte. L’état C correspond à l’état dans lequel le manager vend
la récolte.
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di (resp. si) correspond à la date où le manager décide de quitter l’état A (resp. B). ` cor-
respond au temps qu’il faut pour aller de l’état A à l’état B, c’est à dire qu’il y a un délais `
entre le moment où le manager donne l’ordre de commencer la récolte et le moment où celle-ci
commence. On ne peut pas rester plus de K − ` dans l’état B, c’est à dire qu’on ne peut pas
récolter pendant plus de K − `. m est la durée pour aller de l’état B à l’état C, c’est à dire
que lorsque le manager arrête la récolte il doit attendre la durée m pour vendre celle-ci. Il y
a une durée δ −m pour aller de l’état C à l’état A, c’est à dire que le manager ne peut pas
donner l’ordre de récolter avant une durée δ −m après avoir vendu la récolte.

Sur une période de récolte, on suppose que l’on récolte la quantité g(x) par unité de temps
lorsque la quantité de ressource disponible est x, et l’agent doit payer f(∆t) qui correspond au
coût pour récolter si la durée de la récolte est ∆t. On supposera qu’il existe deux constantes
positives amin et amax telles que aminx ≤ g(x) ≤ amaxx pour tout x ∈ R+. g et f sont des
fonctions croissantes.

Si l’agent suit une stratégie α = (di, si)i≥1, alors la quantité de ressource disponible est
donnée par

dXx,α
t = ηXx,α

t (λ−Xx,α
t )dt+ γXx,α

t dBt −
∑
i≥1

g(Xx,α
t )1di+`≤t≤sidt .

L’objectif de l’agent est de maximiser ses gains décris par la fonction

V (x, p) := sup
α∈A

E
[∑
i≥1

e−β(si+m)(Gαi − Cαi )
]
,

où β ≥ 0, la fonction coût Cαi et la fonction gain Gαi sont données par

Cαi := f(si − di − `) ,

Gαi := Psi+m

∫ si

di+`
g(Xx,α

t )dt ,

puisque l’on suppose que la récolte i est vendue au temps si +m. On supposera dans la suite
que µ+ ηλ < β, cette condition garantit que la fonction valeur est finie.

Dans la suite on notera z := (x, p) et Θ := (θ, ρ, y). On introduit également les ensembles
d’état suivants :

D0 := {(θ, ρ, y) ∈ R3
+ , y ≥ 0 , 0 ≤ θ = ρ ≤ K} ,

D1 := {(θ, ρ, y) ∈ R3
+ , y ≥ 0 , 0 ≤ θ < ρ ∧m et ρ−K ≤ θ ≤ ρ− `} ,

D2 := {(θ, ρ, y) ∈ R3
+ , y ≥ 0 , m ≤ θ < ρ et ρ−K ≤ θ ≤ ρ− `} ,

et D := D0 ∪ D1 ∪ D2.
Afin de résoudre ce problème on définit la fonction gain pour toutes les valeurs de x

correspondant à la quantité de ressource disponible, p le prix de celle-ci, θ le temps écoulé
depuis la dernière prise de décision de l’agent, ρ le temps écoulé depuis la dernière fois que
l’agent a décidé de récolter, y la quantité récoltée depuis que le dernier ordre de récolte a été
donné, qui est définie par

J(x, p, θ, ρ, y, α) := E
[∑
j≥1

e−β(sj+m)(Gαj − Cαj )
]
,

où Gα1 et Cα1 sont définis par

Gα1 := yP pm−θ1D1 +
[
y +

∫ s1

(`−θ)+
g(Xx,α

s )ds
]
P ps1+m1D0 ,

Cα1 := f(ρ− θ − `)1D1 + f(s1 + θ − `)1D0 ,
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et Gαi et Cαi , pour i ≥ 2, sont définis précédemment. On introduit également les ensembles de
stratégies admissibles suivants

A0(Θ) :=
{

(di, si)i≥1 , avec d1 = −θ , s1 est un temps d’arrêt à valeur dans [(`− θ)+,K − θ] et
(di, si)i≥2 ∈ A avec d2 ≥ s1 + δ

}
,

A1(Θ) :=
{

(di, si)i≥1 , avec (d1, s1) = (−ρ,−θ) et (di, si)i≥2 ∈ A avec d2 ≥ δ − θ
}
,

A2(Θ) :=
{

(di, si)i≥1 , avec (d1, s1) = (−ρ,−θ) et (di, si)i≥2 ∈ A avec d2 ≥ (δ − θ)+
}
.

Finalement on définit l’ensemble A(Θ) par A(Θ) = Ai(Θ) quand Θ ∈ Di. On introduit la
fonction valeur v

v(z,Θ) := sup
α∈A(Θ)

E
[
J(z,Θ, α)

]
.

On peut alors démontrer le principe de programmation dynamique pour la fonction valeur v
en introduisant le processus d’état Zz,α = (Xx,α, P p), le triplet Θ(ϑ, α) qui indique la durée
à l’instant ϑ depuis la dernière décision, la durée à l’instant ϑ depuis la dernière décision de
récolter et la quantité récoltée jusqu’en ϑ pour la dernière récolte, et κ(ϑ, α) := sup{k ≥
1 , dk ≤ ϑ}.

Proposition 3.2.1. Pour tout Θ ∈ D0 et z ∈ Z, on a

v(z,Θ) ≥ sup
α∈A(Θ)

sup
ϑ∈T

E
[
e−βϑv∗(Z

z,α
ϑ ,Θ(ϑ, α))1ϑ<s1+m

+
[
e−β(s1+m)

((
y +

∫ s1

(`−θ)+
g(Xx,α

s )ds
)
P ps1+m − f(s1 + θ − `)

)
+

κ(ϑ,α)−1∑
i=2

e−β(si+m)(Gi − Ci)

+ e−βϑv∗(Z
z,α
ϑ ,Θ(ϑ, α)) + e−β(sκ(ϑ,α)+m)(Gκ(ϑ,α) − Cκ(ϑ,α))1D2

]
1s1+m≤ϑ

]
.

Pour tout Θ ∈ D1 et z ∈ Z, on a

v(z,Θ) ≥ sup
α∈A(Θ)

sup
ϑ∈T

E
[
e−βϑv∗(Z

z,α
ϑ ,Θ(ϑ, α))1ϑ<m−θ

+
[
e−β(m−θ)

(
yP pm−θ − f(ρ− θ − `)

)
+

κ(ϑ,α)−1∑
i=2

e−β(si+m)(Gi − Ci)

+ e−βϑv∗(Z
z,α
ϑ ,Θ(ϑ, α)) + e−β(sκ(ϑ,α)+m)(Gκ(ϑ,α) − Cκ(ϑ,α))1D2

]
1m−θ≤ϑ

]
.

Pour tout Θ ∈ D2 et z ∈ Z, on a

v(z,Θ) ≥ sup
α∈A(Θ)

sup
ϑ∈T

E
[
e−βϑv∗(Z

z,α
ϑ ,Θ(ϑ, α))1ϑ<d2 +

[ κ(ϑ,α)−1∑
i=2

e−β(si+m)(Gi − Ci)

+ e−βϑv∗(Z
z,α
ϑ ,Θ(ϑ, α)) + e−β(sκ(ϑ,α)+m)(Gκ(ϑ,α) − Cκ(ϑ,α))1D2

]
1ϑ≥d2

]
.

Proposition 3.2.2. Pour tout z ∈ Z et Θ ∈ D0, on a

v(z,Θ) ≤ sup
α∈A(Θ)

inf
ϑ∈T

E
[
e−βϑv∗(Zz,αϑ ,Θ(ϑ, α))1ϑ<s1+m

+
[
e−β(s1+m)

((
y +

∫ s1

(`−θ)+
g(Xx,α

s )ds
)
P ps1+m − f(s1 + θ − `)

)
+

κ(ϑ,α)−1∑
i=2

e−β(si+m)(Gi − Ci)

+ e−βϑv∗(Zz,αϑ ,Θ(ϑ, α)) + e−β(sκ(ϑ,α)+m)(Gκ(ϑ,α) − Cκ(ϑ,α))1D2

]
1s1+m≤ϑ

]
.
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Pour tout z ∈ Z et Θ ∈ D1, on a

v(z,Θ) ≤ sup
α∈A(Θ)

inf
ϑ∈T

E
[
e−βϑv ∗ (Zz,αϑ ,Θ(ϑ, α))1ϑ<m−θ

+
(
e−β(m−θ)

(
yP pm−θ − f(ρ− θ − `)

)
+

κ(ϑ,α)−1∑
i=2

e−β(si+m)(Gi − Ci)

+ e−βϑv∗(Zz,αϑ ,Θ(ϑ, α)) + e−β(sκ(ϑ,α)+m)(Gκ(ϑ,α) − Cκ(ϑ,α))1D2

)
1m−θ≤ϑ

]
.

Pour tout z ∈ Z et Θ ∈ D2, on a

v(z,Θ) ≤ sup
α∈A(Θ)

inf
ϑ∈T

E
[
e−βϑv∗(Zz,αϑ ,Θ(ϑ, α))1ϑ<d2 +

[ κ(ϑ,α)−1∑
i=2

e−β(si+m)(Gi − Ci)

+ e−βϑv∗(Zz,αϑ ,Θ(ϑ, α)) + e−β(sκ(ϑ,α)+m)(Gκ(ϑ,α) − Cκ(ϑ,α))1D2

)
1ϑ≥d2

]
.

Afin d’obtenir l’unicité de la caractérisation de la fonction valeur v par une EDP, on a
besoin de conditions polynomiales sur la croissance de celle-ci, on obtient qu’ils existent deux
constantes positives C1 et C2 telles que

yp− C1 ≤ v(z,Θ) ≤ C2(1 + |x|2 + |p|2) .

On peut alors caractériser la fonction valeur v comme l’unique solution de viscosité contrainte
au système suivant vérifiant la condition de croissance polynomiale précédente

— Si Θ ∈ D0 avec θ ∈ [0, `), cela signifie que l’agent a donné l’ordre de récolter mais la
récolte n’a pas encore commencé

βv − L0v = 0 ,

avec L0ψ = ηx(λ− x)∂xψ + µp∂pψ + |γx|2
2 ∂xxψ + |σp|2

2 ∂ppψ + ∂θψ + ∂ρψ.
— Si Θ ∈ D0 avec θ ∈ [`,K), cela signifie que la récolte a lieu et l’agent peut décider

d’arrêter celle-ci quand il le souhaite

min(βv − L1v, v −M1v) = 0 ,

avec L1ψ = (ηx(λ− x)− g(x))∂xψ + µp∂pψ + g(x)∂yψ + |γx|2
2 ∂xxψ + |σp|2

2 ∂ppψ + ∂θψ,
et l’opérateurM1 est défini pour n’importe quelle fonction ψ ∈ C2(Z ×D1) par

M1ψ(x, p, θ, θ, y) = ψ(x, p, 0, θ, y) .

— Si Θ ∈ D0 avec θ = K, la récolte doit être stoppée et on a

v(x, p,K,K, y) = v(x, p, 0,K, y) .

— Si Θ ∈ D1 avec θ ∈ [0,m), cela signifie que la récolte est terminée mais pas encore
vendue

βv − L0v = 0 .

— Si Θ ∈ D1 avec θ = m, cela signifie que l’agent vend la récolte

v(x, p,m−, ρ, y) = yp− f(ρ− `) + v(x, p,m, ρ, 0) .
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— Si Θ ∈ D2 avec θ ∈ [m, δ), cela signifie que l’agent doit attendre avant de pouvoir
donner l’ordre de récolter

βv − L0v = 0 .

— Si Θ ∈ D2 avec θ ≥ δ, cela signifie que l’agent peut donner l’ordre de récolter quand il
le souhaite

min(βv − L0v, v −M2v) = 0 ,

l’opérateurM2 est défini pour n’importe quelle fonction ψ ∈ C2(Z ×D2) par

M2ψ(x, p, θ, ρ, y) = ψ(x, p, 0, 0, y) .

Je conclus cette partie avec un exemple numérique. Pour approcher la fonction valeur nous
avons utilisé une approche par quantification. Les paramètres du modèle sont η = 0.2, λ = 2,
γ = 0.2, µ = 0.1, σ = 0.1, β = 0.51. La fonction coût est égale à f(∆t) = 0.1∆t, et la fonction
de récolte g(x) = x.

Figure 3.6 – Stratégie optimale de sortie en fonction de la quantité x

Si la quantité de ressource est inférieure à 1.58 on ne donne pas l’ordre de récolter si elle
est supérieure à 1.58 on donne l’ordre de récolter.

Figure 3.7 – Fonction valeur en fonction de la quantité de ressource disponible x
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3.3 Cas des ressources renouvelables

Dans cette partie, je présente les résultats obtenus dans [L14]. On considère un agent
qui gère une ressource naturelle dont le stock évolue au cours du temps avec une diffusion
logistique mais contrairement à la section précédente l’agent peut augmenter la quantité de la
ressource avec un apport extérieur mais cette action a un coût. On suppose que la quantité de
ressource que l’agent peut exploiter est donnée par l’EDS suivante lorsqu’il suit une stratégie
α = (ti, ξi)1≤i≤n ∪ (τk, ζk)k≥1

Rαt = R0 +

∫ t

0
ηRαs (λ−Rαs )ds+

∫ t

0
γRαs dBs

−
∑
k≥1

ζk1τk≤t +
n∑
i=1

g(ξi)1ti+m≤t + g0

n∑
i=1

1ti≤t , t ≥ 0 ,

où (τk)k≥0 est une suite croissante de F-temps d’arrêt qui correspond aux instants de récoltes,
ζk est une variable aléatoire Fτk -mesurable qui correspond à la quantité récoltée au temps
τk, (ti)1≤i≤n est une suite de temps déterministe qui correspond aux instants où l’agent peut
réintroduire de la ressource, ξi est une variable aléatoire Fti-mesurable qui correspond à la
quantité renouvelée par l’agent à la date ti := iT/n (on suppose que ξi ≤ K), g0 correspond
au renouvellement naturelle qui apparaît aux dates (ti)1≤i≤n. On suppose que la quantité
renouvelée ξi à la date ti n’est exploitable qu’après la date ti + δ (δ = mT/n) et augmente la
quantité de ressource exploitable de g(ξi). Nous cherchons donc la meilleure politique de ges-
tion en cherchant les meilleurs instants pour récolter et les meilleurs instants pour réintroduire
de la ressource.

On suppose que le prix unitaire de la ressource à la vente suit l’EDS

Pt = P0 +

∫ t

0
µPudu+

∫ t

0
σPudWu , t ≥ 0 ,

alors que le prix à l’achat pour renouveler la ressource est

Qt = Q0 +

∫ t

0
ρQudu+

∫ t

0
ςQudWu , t ≥ 0 .

Dans la suite, les mouvements browniens W et B sont supposés indépendants.
On suppose que l’agent a également des coûts de gestion :
— il y a un coût c1ζk + c2 au temps τk pour récolter la quantité ζk,
— il y a un coût c3ξi pour réintroduire une quantité ξi en ti.

On peut alors définir la richesse de l’agent pour une stratégie α ayant une richesse initiale x

Xx,α
t = x+

∑
k≥1

[
(Pτk − c1)ζk − c2

]
1τk≤t −

n∑
i=1

(Qti + c3)ξi1ti≤t .

On définit alors la fonction liquidative

L(z) = max{x+ (p− c1)r − c2, x} , pour z = (x, r, p, q) ∈ Z ,

où Z = R× R+ × R∗+ × R∗+. On considère le problème d’optimisation suivant

V = sup
α

E
[
L(Xx,α

T , RαT , PT , QT )
]
,

et on dira qu’une stratégie α∗ est optimale si

V = E
[
L(Xx,α∗

T , Rα
∗
T , PT , QT )

]
.
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Afin de caractériser cette fonction valeur, on généralise la définition de celle-ci pour différents
états initiaux. Cette généralisation nécessite de prendre en compte les ordres de renouvellement
en stock car sinon le système n’est pas markovien à cause du délais qu’il y a entre le moment
de renouvellement et le moment où l’on peut exploiter cette ressource renouvelée. Pour cela
nous introduisons différentes variables supplémentaires comme dans [6] :

— N(t) est le nombre de dates de renouvellement possible avant t

N(t) := #
{
i ∈ {1, . . . , n} : ti ≤ t

}
,

— Dt est l’ensemble des ordres de réintroduction possibles entre t− δ et t

Dt :=
{
d = (ti, ei)N(t−δ)+1≤i≤N(t) : ei ∈ [0,K] pour i = N(t− δ) + 1, . . . , N(t)

}
.

On introduit l’ensemble des stratégies admissibles qui dépend de l’instant initial t et de la
mémoire d ∈ Dt

At,d :=
{
α = (ti, ξi)N(t−δ)+1≤i≤n ∪ (τk, ζk)k≥1 :

ξi = ei pour i = N(t− δ) + 1, . . . , N(t) ;

ξi est Fti −mesurable pour N(t) + 1 ≤ i ≤ n ;

(τk)k≥1 est une suite croissante de F− temps d’arrêt avec τ1 > t ;

ζk est Fτk −mesurable pour k ≥ 1
}
.

Pour tout état initial z = (x, r, p, q) ∈ Z à l’instant t, mémoire d ∈ Dt, et stratégie α ∈ At,d,
on note Zt,z,α = (Xt,z,α, Rt,r,α, P t,p, Qt,q) le quadruplet défini par

Rt,r,αs = r +

∫ s

t
ηRt,r,αu (λ−Rt,r,αu )du+

∫ s

t
γRt,r,αu dBu −

∑
k≥1

ζk1τk≤s

+
n∑

i=N(t−δ)+1

g(ξi)1ti+m≤s + g0

(
N(s)−N(t)

)
,

Xt,z,α
s = x+

∑
k≥1

[
(P t,pτk − c1)ζk − c2

]
1τk≤s −

n∑
i=N(t)+1

(Qt,qti + c3)ξi1ti≤s ,

P t,ps = p+

∫ s

t
µP t,pu du+

∫ s

t
σP t,pu dWu ,

Qt,qs = q +

∫ s

t
ρQt,qu du+

∫ s

t
ςQt,qu dWu ,

pour s ∈ [t, T ]. Ce qui permet d’introduire la fonction valeur dynamique suivante

v(t, z, d) := sup
α∈At,d

E
[
L(Zt,z,αT )

]
, (t, z, d) ∈ D ,

où D :=
{

(t, z, d) : (t, z) ∈ [0, T ]×Z et d ∈ Dt

}
.

On peut alors montrer que la fonction valeur v satisfait le principe de programmation
dynamique suivant, où d(u, α) est la mémoire des ordres de renouvellement qui ont eu lieu
entre u− δ et u si l’agent suit la stratégie α
(DP1) première inégalité de programmation dynamique

v(t, z, d) ≥ E
[
v(ϑ,Zt,z,αϑ , d(ϑ, α))

]
,

pour tout α ∈ At,d et tout ϑ ∈ T[t,T ].
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(DP2) deuxième inégalité de programmation dynamique : pour tout ε > 0, il existe α ∈ At,d
tel que

v(t, z, d)− ε ≤ E
[
v(ϑ,Zt,z,αϑ , d(ϑ, α))

]
,

pour tout ϑ ∈ T[t,T ].
La preuve de ces inégalités utilise les enveloppes convexes semi-continues de la fonction valeur
et les propriétés de flots du processus d’état Z.

Afin de caractériser la fonction valeur v on décompose l’ensemble D sous la forme D =⋃n
k=0(D1

k ∪ D2
k) où

D1
k =

{
(t, z, d) ∈ D : t ∈

[
tk, tk+1

)
et z = (x, 0, p, q)

}
,

D2
k =

{
(t, z, d) ∈ D : t ∈

[
tk, tk+1

)
et z = (x, r, p, q) avec r > 0

}
,

pour k = 0, . . . , n− 1 et

D1
n =

{
(t, z, d) ∈ D : t = T et z = (x, 0, p, q)

}
,

D2
n =

{
(t, z, d) ∈ D : t = T et z = (x, r, p, q) avec r > 0

}
.

On introduit les opérateurs Γc, Γrn1 , Γrn2 , H, N1, N̄1, N2 et N̄2 définis par

Γc(z, `) = (x+ (p− c1)`− c2, r − `, p, q) ,
Γrn1 (z, `) = (x− (q + c3)`, r + g0, p, q) ,

Γrn2 (z, `) = (x, r + g(`), p, q) ,

pour tout z = (x, r, p, q) ∈ Z et ` ∈ R+,

Hϕ(t, z, d) = sup
0≤a≤r

ϕ
(
t,Γc(z, a), d

)
,

pour tout (t, z, d) ∈ D et toute fonction ϕ définie sur D,

N1ϕ(tk, z, d) = sup
0≤e≤K

ϕ
(
tk,Γ

rn
1

(
Γrn2 (z, ek−m), e

)
, d ∪ (tk, e) \ (tk−m, ek−m)

)
,

N̄1ϕ(tk, z, d) = sup
0 ≤ e ≤ K
0 ≤ a ≤ r

ϕ
(
tk,Γ

rn
1

(
Γrn2
(
Γc(z, a), ek−m

)
, e
)
, d ∪ (tk, e) \ (tk−m, ek−m)

)
,

pour tout k = m+ 1, . . . , n, tout (tk, z, d) ∈ D et toute fonction ϕ définie sur D, et

N2ϕ(tk, z, d) = sup
0≤e≤K

ϕ
(
tk,Γ

rn
1

(
z, e
)
, d ∪ (tk, e)

)
,

N̄2ϕ(tk, z, d) = sup
0 ≤ e ≤ K
0 ≤ a ≤ r

ϕ
(
tk,Γ

rn
1

(
Γc(z, a), e

)
, d ∪ (tk, e)

)
,

pour tout k = 0, . . . ,m, tout (tk, z, d) ∈ D et toute fonction ϕ définie sur D.
L’opérateur local du second ordre L associé à (P,Q,R) est défini par

Lϕ(t, z) = ∂tϕ(t, z) + µp∂pϕ(t, z) + ρq∂qϕ(t, z) + ηr(λ− r)∂rϕ(t, z)

+
1

2

(
σ2p2∂2

ppϕ(t, z) + ς2q2∂2
qqϕ(t, z) + 2σςpq∂2

pqϕ(t, z) + γ2r2∂2
rrϕ(t, z)

)
,

pour tout (t, z) ∈ [0, T ]×Z avec z = (x, r, p, q) et toute fonction ϕ ∈ C1,2([0, T ]×Z).

Cela permet d’écrire la caractérisation de la fonction valeur v.
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Théorème 3.3.14. v est l’unique fonction satisfaisant

x ≤ v(t, z, d) ≤ x+ C
(

1 + |r|4 + |p|4 + |q|4
)
,

pour tout t ∈ [0, T ], z = (x, r, p, q) ∈ Z, et d ∈ Dt, et solution de viscosité du système d’EDP
suivant

−Lv(t, z, d) = 0 ,

pour (t, z, d) ∈ D1
k et k = 0, . . . , n,

min
{
− Lv(t, z, d) , v(t, z, d)−Hv(t, z, d)

}
= 0 ,

pour (t, z, d) ∈ D2
k et k = 0, . . . , n− 1,

v(T−, z, d) = max
{
N1L(z, d) , N̄1L(z, d)

}
,

pour (T, z, d) ∈ D,

v(t−k , z, d) = max{N1v(tk, z, d) , N̄1v(tk, z, d)} ,

pour (tk, z, d) ∈ Dk et k = m+ 1, . . . , n− 1, et

v(t−k , z, d) = max
{
N2v(tk, z, d) , N̄2v(tk, z, d)

}
,

pour (tk, z, d) ∈ Dk et k = 0, . . . ,m.
De plus v est continue sur Dk pour tout k = 0, . . . , n− 1.

Pour majorer la fonction v on considère le processus qui majore R en ne récoltant jamais
et en renouvelant toujours le maximum possible. Il est alors possible de majorer ce nouveau
processus en utilisant la forme fermée de la solution de l’équation de logistique.

Pour montrer que la fonction v est solution aux EDP on utilise les enveloppes convexes
semi-continues inférieur et supérieur de v et que celles-ci sont des sur et sous solutions de
viscosité en utilisant une preuve par récurrence et en distinguant les cas D1

k et D2
k, on utilise

les résultats de [13] pour le cas D2
k.

Pour approximer la fonction valeur v nous l’approximons de manière récurrente en tra-
vaillant sur chaque espace D1

k puis D2
k en commençant par k = n − 1. Sur l’espace D1

n−1, on
a

v(t, z, d) = E
[

max{N1L(Zt,z,dT , d) , N̄1L(Zt,z,dT , d)}
]
.

On approxime cette espérance avec son estimateur de Monte-Carlo. Sur D2
n−1, v est solution

de l’EDP

min
{
− Lv(t, z, d) , v(t, z, d)−Hv(t, z, d)

}
= 0 .

On approxime la solution de cette EDP en utilisant [7] avec comme condition au bord r = 0
l’approximation de v sur D1

n−1.
Une fois que l’on a une approximation v̂(t, z, d) de v(t, z, d) sur D1

k+1 et D2
k+1, on obtient une

approximation sur D1
k en prenant l’estimateur de Monte-Carlo de

v(t, z, d) = E
[

max{Niv̂(tk+1, Z
t,z,d
tk+1

, d) , N̄iv̂(tk+1, Z
t,z,d
tk+1

, d)}
]
,
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avec i = 1 si k ≥ m sinon i = 2. Sur l’espace D2
k, on approxime l’EDP en utilisant [7] et pour

les conditions aux bords on utilise les approximations de v sur D1
k pour r = 0, sur D1

k+1 et
D2
k+1 pour t = tk+1 que l’on a déjà.

Pour approcher la stratégie optimale, on utilise les techniques classiques en théorie du
contrôle impulsionnel mais en utilisant l’approximation v̂ à la place de la fonction valeur v.
L’instant du k + 1-ième ordre et la taille de l’ordre ζ̂k+1 sont donnés par

τ̂k+1 = inf
{
s ≥ τ̂k : v̂(s, Ẑks , d̂s) = Hv̂(s, Ẑks , d̂s)

}
ζ̂k+1 ∈ arg max

0≤a≤R̂kτ1
v̂(τ̂k+1,Γ

c(Ẑkτ̂k+1
, a), d̂τ̂k+1

) .

L’ordre de renouvellement à la date ti est donné par

ξ̂i = arg max
0≤e≤K

v̂
(
ti,Γ

rn
1

(
Ẑ
k̂ti
ti
, e
)
, d̂ti−1 ∪ (ti, e)

)
.

Je finis cette section en donnant quelques figures pour expliquer les résultats numériques
obtenus. On suppose que les paramètres du modèle sont η = 1, λ = 0.7, γ = 0.1, g0 = 0.03,
µ = 0.07, σ = 0.1, T = 3, c1 = c3 = 0.1, c2 = 0.01 et g(x) = x.

Figure 3.8 – Fonction valeur en fonction du prix P et de la quantité de ressource exploitable
R.

On remarque dans la figure 3.8 que la fonction valeur est croissante avec la quantité de
ressource disponible et le prix de la ressource, ce qui est prévisible. Concernant la figure 3.9,
on remarque que la région de récolte est croissante avec le prix, plus le prix est élevé plus on
récolte même si la quantité de ressource disponible est faible, ce n’est pas intéressant d’attendre
pour récolter plus tard vu que le prix est haut. Concernant la région de renouvellement, on
remarque qu’elle est décroissante avec le prix, plus le prix est bas plus on renouvelle parce
que ça ne coûte pas cher et on espère que le prix augmente dans le futur.
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Figure 3.9 – Stratégie optimale en fonction du prix P et de la quantité de ressource disponible
R. La région violette correspond à un ordre de renouvellement, la jaune à un ordre de récolte,
la verte à ne rien faire

3.4 Perspectives

Je regarde actuellement le problème de gestion d’une ressource dont le stock évolue na-
turellement lorsqu’on peut réintroduire de la ressource en temps continu en utilisant une
approche principal-agent. On suppose que l’agent peut exploiter la ressource mais doit rendre
des comptes à un principal qui lui mettra une amende si à la date terminale la quantité de la
ressource est trop faible. On regarde quelle est la meilleure politique d’amende. On souhaite
également traiter le cas lorsque l’agent ne peut pas réintroduire de la ressource, mais dans
ce cas il y a des termes non standard qui apparaissent dans l’EDP associée au problème du
principal en particulier on a des parties positives de la dérivée de la fonction valeur.
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