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�� ������'�� 
� ���	������ �	����)	� �� ������)	� 
��
>	�
�� M.���	�������� 6�	�
 "�������* .6"N* )	� ����	��� 
�� ������������ �	��	� 
������
������� 1� .6" ��� 	� ����� ����
� �� ������� ��	� �� ���������� 
������ .���� ��	� ��
��	P����* ��	���������� 
� �� .6" ��(�� � ���������%�� �	� �� 9�
����� 
�� ���	�����* )	� ��	����
&��� ����
�� ��� �����	�� ��� 
�� �#��������� �'���)	�� ���	# ��
���� �� 
�	� ��=� ��
	�� 

�� �� )	� �������� ��� ����	�� ��%��
���� ���� 
�	�� ���	������ M.6"N* ��	� ��	���� 
��+
���%	�� ����� %��	��� 
�����	�� ������������ 

$�	� ���������* ������"� �� %���+ &$� �� ��� 
�9��� ����� �� 
�E������ ����� �����	��+
���� ���� �� �� ���	���� �#���� 4�	���� ��� �� ��
(�� ���'�����)	� )	� 
����� �� ������������

	 >	�
� $�	� 	� >	�
� ���������* ��	� ��	���� �����
���� )	� ������	� 
� ��
��������� ���
�	��� $�	� 	� >	�
� �	�
	����* ��� �)	������ �	������������� �� ���
����� ��� ��	��	�� �#��+
������ �� 
�� ������������ 
� �� �	�
	����� 

1� �����
 %��	�� 
�����	�� ��� ��� � �� ���'�
� 
� �����	���� 
�� ��
(��� ���'�����)	�� 
1�����"� �� � &)��� &$� �� �� ����������� �� 
�E������ ����� �� ���	���� ������	� 
	 ��
(��
���'�����)	� �� �� ���	���� �
���	� ��� 
������������� 
	 
������ 
� ����	� M������%�N .����
����	� 
����
 
�	�� ���� 
� �� ��������� 
�� ��'���� 
� 
������������� 
�� �)	������ �����
�����*
�� 
��	��� ���� 
� �� 
������������� 
	 
������ 
� ����	� 

D���� ��
(�� ���'�����)	� 
��������� �� &��� �����	 ��� 	� �������	� �������4 1�����"� ��
)��9�����)� ��� ����� 
�9��� ����� �� 
�E������ ����� �� ���	���� �
���	� ��� �� �������	�
�������4 �� �� ���	���� �#���� 
� ����� ����(�� .���� ����	� ���������
 �	 ������(�� %��	��

�����	�� 

"� ���� �� ���	�� 
�� ���	������� ��	
��� M�
����� 
� 
����������* ��%��� ������������*   N*
������	� 
� ��
��������� ��	��� &��� �����
���� ����� ��%��%��
�� ��� ������� �	# �	���� "�
�&��* ��	� ������ ��	� ���	��� � �'�)	� 4��� 
� �� ������%���� 
	 ����	� �	����)	�* 
���
������	� 
� ������%���� ��	��� �	��� &��� ��%��%�� 5� �� ����� ��	� )	� ������	� 
� 
�������������

��� �� %���
� ������ ����
�� 
	 ������%� �'���� ��	� ���	��� �����	������ L� ��������� 
���
&��� ���	�� ����� 
�� ����������� ����%������� � �� ������#��� 
�� ���9%	������� ��������* ��
����� 
� ����	� �� �� ������ ������� �� ������� 
�� ������ ��4������)	�� 1� ������%� 
��� �����
&��� ����- 9� 
��� ��� -���� 
������&�� 
� �����	������ �� ��	� %������� 
��� 
��	���� -���� ��	�
�����4���� ��� 
�E������� ����������� 



< ������������

1� 
	� 
� �� �������� �'(�� ��� �������������� 
� �� ��������� 
�� ����	�� �	����)	�� ��	�

�� ���	������� �#������ �	�
	����� �	� 
�� ���9�� �	 
�� �����* �� 
��� ������	����� �� �� 
���+
�	���� 
� ������	� 
� 
������������� 

6���� 	�� ����	� 
� �Q �	� �� ���B��� ������ 
�	� ����� ���% ��	����� ���������
 � �������
F��A% 
� A����(�� �	� 	�� 
������� 
� �� ���A�* ���� ���)	������� 
� ���) �����%��� .���
���������� �Q 
� ���)	� � %�%��� ��	� ��� �����%���� ��������� 1�� ����	�� 
������ 
��� &���
�������� �� ��
	���� 1� ��
	����� 
� ������	� 
� 
������������� � 
��� ��� �
��
�� 
� 
�E�������
����(��� $�	� ���������* ���� 
� �� ���
	����� 
	 ������%�* ��	� ��� 4��� ��	� ��������� ���
-���� 
������&� 
� �����	������ $�� �#����� �� ������ 
� 4���� 	� 
�� ������%� ����'� 
� ��
���	 ��	� 
��� ���	��� 	�� ��	�'� ������ 
��� 	� ���	������ ���)	�	# ���'�	��	������*
��	� ��� �'����(��� �'���)	�� �� ��	���� ��� &��� ��������� "��� �� ��� ��* 
�	# ���	����� ��
���������� � ��	�* ���� 	������� ��� ���	����� �
���	� ��	� ������� �� ���	���� )	� ���� ��	�����
����� �	� 	� ������	� ������%�* ���� �
����� �� ������%� �� 4������� 
� �����	������ 

1�� ���'�
�� �#�������� 
��� ������ 
� ����� �� 
������ )	�	�� �������� �����4������ )	���
� ������	����� �� �� ������������ 
� ������	� ����� ���� �	���	� 
����� �	� �� 
�9������ ��������

� %���
�	�� �'���)	�� �����9)	�� 
������ 
��� �� ���	�� M%��
���� 
	 ���
�� 
� ���'*
%��
���� 
� ��������*    N 5� 4�	� ����� �'����� 	�� 
� ��� %���
�	�� �'���)	�� )	� ���� �
����� �
�� ���9%	������ ��	
��� 1�� ��4��������� 4�	����� ���� �	� �� �������������� �'���)	� 
� �����
%���
�	� ��� ������� �	 ������%� �� ��� �	� �� )	����� �������()	� 
	 ������%� 

L�� 
����� ���������� 
��� �� �������	� 
� �����9������ 
�� 
������ ���	�� 
� �� .6" ���

� ������ )	����� %���
�	�� ��	� ����������� "��� 	� �������	� 
� ���������� �����* ��� 
������
����������)	�� ����� ��� ���I������ 
� �������� �	 
� ���B��� ���� ��� 
������ ��	� )	���+
9�� ��� ���4�������� 
�	� ������4 1��
�������� �	 �� ��������� 
�� ���	����� 
��� ����� ��	�
�
�����4� �������������� 
	 ����	� 
� ��� ���I������ ?��������* 
�� ���'�
�� 
� ����������
�� 
�����	� 
����� �	� �� �����	� �
����� 
�	�� 4������� �
�����4 ��� ��� 
���������� �� ���+
���	��	�� D���� �
�����4 �� &��� 
��
����� �� 
�����	�� ��	� �� ��������� 
� ��� ���'�
�� ��	�
��� 4�������� �
�����4� 	�������� �'�- !��
	�* 
��� �� �����#�� 
�	� ��
� 
� ����	� .6" ���	��	�� 

.���� �'(�� �� �������	��� �	��	� 
� )	���� �'������� 3�	� 
��
��
* ��� �)	������ 
�� ���+

�(��� 
����� �� �
����� �� ��	� �����	���� �	����)	� ���� ���
��� �� ��
�� 
��������%����� 
�
����� �'(�� ���	���* ��	� �
��
����� 	�� ��	
� 
�
���%���'�)	� �	� �� 
������������ 
� ��
����������* ������	� �� ���
�������� 
� ������%� 1�� ������� ���%���	# 
� ����� �'(�� � �����
���
������)	� ������ ����� ��������� D�	� ��	��	������ ��� ������������� 
� �� ���������� 
�+
��� �	� ���������	� �
����� � 
�� ��� ����� ������ 
	 ���9� �� 
�	# 
��������� 
��� 	� >	�
�
���+���)	�	# �	�)	�� 	�� ����������� ��
	�������� 
�	� ����� ������� ���� 	� 4	����%�* 	��
����* 	� ���7�� �� 	�� ������� ���������* 
��� 	� ���	������ ���)	�	# $�	� ��� ��� �����* ��
���������� 
���� �	� ���������	� �
����� ���� 	������� ��	� 
�� ���I������ ����
�����)	�� ����
	�� ������'� �'��� ����'� ���� �	��� �'��� �������� �� )	� ��� 	�� ���%������� 
� ����� �'(�� 
"��� �� �'������ )	����* ��� ���	����� 
� ������	� ����	��� � ������ 
� �� ���������� 
���� �	�
���������	� �
����� ������ �������� �	# ����	�� ����	���� 	�	�������� M%��
���� 
	 ���
�� 
�
���'* %��
���� 
� ��������*    N ���	���* ������	� 
���� �	� ���������	� �
����� ���� 	������� ��	�
��������� �� ������%� ���� ��	� 
��
��
 	� �����'�������� 
� ������%�� �� ��� �� �	��� ��� 
�+
��������� 
�� ���	
� 
	 ������%� $�	� �� 
���������� 
�� ���	
� 
	 ������%�* �� %��
� ��

����������		�
��� �� 

���
�� ���	 ����� 	��	 �� 	���� ��� ���
����� ��	� �����
����� ��� ���	�	�� �
�	
�� �
��� 	�������� � ���������� ��	 	��	�����	 �� �� �����	 ����
�! �
�	 �� 
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�� 
� ���	
� 9#� ���� �� �'��%� �� ����������� 
��� �������� D�	� ����������� ��� 	��
�����	���� �	� ��� ���	����� 
� ����� �'(�� 



�������� �

����
���	 ������ �� �������

.� �'������ � ��	� 
	� 
� ��������� 
��� 	� ������� ����� ��� �)	������ ������	�� )	�
��%������ �����	������ >	�
� �	��	� 
� ����� ����� M�)	������ 
� D�����+���A�� �������� �	���
�)	������ 
�������N* �� 
��� 	� �����
 ����� ��� ���'�
�� �	����)	�� ����� �� ��	��� ��	�
����	
�� ��� �)	������ .� �'������ 9���� ��� �� 
���������� 
	 ���
�(�� �
����� M�)	������
�
�������N �� 
� �� �����	���� �	����)	� 

"��� �� �	��� 
� �� �'������ �� 
� ����� �'(��* ��	� 	���������� �� 
����������� ���
�(��

����� ��	� )	���9�� �� �����	���� 
�� �)	������ 
� D�����+���A�� �� ���
�(�� �
����� ��	� ��
�����	���� 
�� �)	������ �
������� 

��� ������	
� �	
��
�
�

����� ��� ����	��
� �� ��������	����

1�� �)	������ ��������������� 
� D�����+���A�� ��	� ��	� 4���� ������������ ��	� 	� >	�
�
���������
�� ���� 
�� ����
������ ������������ (x, y, z) ��	���� �������� ����� �	�� �

∂

∂t
(W ) +

∂

∂x
(f − fv) +

∂

∂y
(g − gv) +

∂

∂z
(h − hv) = 0 M� �N

���� t �� ����� �'���)	� 1� �����	� 
����� W ��� �

W =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ρ
ρu
ρv
ρw
ρE

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ M� �N

���� ��� �����	�� 
�� 
������� 
	 >	# ��������4 
�9��� ��� �

f =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ρu

ρu2 + p
ρuv
ρuw

u(ρE + p)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , g =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ρv
ρvu

ρv2 + p
ρvw

v(ρE + p)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , h =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ρw
ρwu
ρwv

ρw2 + p
w(ρE + p)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ M� �N
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�R ρ ��� �� ����� ���	��)	�* U = (u, v, w) ��� ����������� ������������ 
� �� �������* p ��
�������� �� E ������%�� ������ 1�� �����	�� 
�� 
������� 
	 >	# ���)	�	# ���� 
�9��� ��� �

fv =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

τxx

τxy

τxz

(τU)x − qx

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , gv =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

τyx

τyy

τyz

(τU)y − qy

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , hv =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

τzx

τzy

τzz

(τU)z − qz

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ M� JN

1�� ����������� 
	 �����	� 
�� ����������� ���)	�	��� τ ���� 
������ ��� �

τxx =
2

3
μ

(
2
∂u

∂x
− ∂v

∂y
− ∂w

∂z

)
τyy =

2

3
μ

(
−∂u

∂x
+ 2

∂v

∂y
− ∂w

∂z

)
τzz =

2

3
μ

(
−∂u

∂x
− ∂v

∂y
+ 2

∂w

∂z

)
τxy = τyx = μ

(
∂v

∂x
+

∂u

∂y

)
τxz = τzx = μ

(
∂w

∂x
+

∂u

∂z

)
τyz = τzy = μ

(
∂v

∂z
+

∂w

∂y

)
���� μ �� ��������� 
�����)	� 1�� �)	������ 
� �� 
���������� ���)	�	�� 
� ������%�� ���� �

(τU)x = τxxu + τxyv + τxzw

(τU)y = τyxu + τyyv + τyzw

(τU)z = τzxu + τzyv + τzzw

�� �� 
������ 
� >	# ��������4 
� �'���	� q ��� ����	�� � ����
� 
� �� ��� 
� 6�	���� �

qx = −k
∂T

∂x

qy = −k
∂T

∂y

qz = −k
∂T

∂z

�R T ��� �� ��������	�� �� k �� ���I����� 
� ���
	������� �'����)	� $�	� 	� %�- ���4���* ��
��������� 
�����)	� ��� 
����� ��� �� ��� 
� �	�'�����
 �

μ

μ∞
=

(
T

T∞

)3/2
(T∞ + S1)

(T + S1)

���� μ∞ �� ��������� � �� ��������	�� 
� ��4������ T∞ �� S1 	�� ��������� %����������� �%���
� 110.4K 
��� ��������'(�� 
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!��� ��'����'(�� 
� �� ��������� 
	 ���
�� 
� $���
�� MPr = 0.72N* �� ���I����� 
� ���
	�+
������ �'����)	� ��� �������� �� 
���� ��� �

k = μCp/Pr

1�� ��������� ������9)	�� ��	� 	� %�- ���4��� ���� Cv = r/(γ − 1) �� Cp = γCv* ����
γ = 1.4* �� r �� ��������� 
�� %�- ���4���� �%��� � 287 (J/kgK) 
��� ��������'(�� 

L�� �)	����� 
� ��	� ��� ���������� ��	� 4����� �� ����(�� 1� �������� p ��� ������ �	
�����	� 
����� W ��� �� ��� 
����� 
�� %�- ���4���� �

p = ρe(γ − 1) = ρCvT (γ − 1) = ρrT M� GN

���� e ������%�� ������� 1�����%�� ������ �� ������%�� ������� ���� ������� ��� �� �������� �

e = E − 1

2

(
u2 + v2 + w2

)
M� KN

���� ��� ����	��
� �� ��������	���� ����

���

�=�=�=� ������")� ��

"��	�� �� 
�
	� 
�� ������ �F��* ��� �)	������ 
� D�����+���A�� ���� �����
����� ����� ��
������	� ����� 
� ��%�� �����	������ 
�	� >	�
� �� �����
	����� ��� �)	������ ��� 
��������+
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������ ��� ������� �	# �E���
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�����	������ Φ ��	� &��� 
��������� �� 	�� ������� 
������
�� Φ ��	� 	�� ������ >	��	����
Φ′′ �

Φ = Φ + Φ′′ Φ′′ = 0 M� �N

1� ������� 
� ?�����
� ��� ��	���� 	������� ��	� ��� >	�
�� �����������
��� ����� )	� ��	�
��� >	�
�� ���������
��� �� �	� ���4����� �� ������� 
� 6���� V�JW ���� ��� 
�9��� ����� �	�� �

Φ = Φ̃ + Φ′ Φ̃′ = 0 M� FN

�R

Φ̃ =
ρΦ

ρ
M� HN

S� ��	� ��	��%��� )	� ��� 
�	# �������� ���� ������	���� �	� �� ������� 
������
��* )	�
Φ′ �= 0 �� )	� Φ̃′′ �= 0 $�	� 
�� ���	������� �	�
	����� ��������)	����� �������������* ����� �

��� )	� �� ������� ��������)	� ��� ��
����
���� 
	 �����* ��� �������� ��	���� &��� ����	����
��� ������� �	 ����� �

Φ =
1

T

∫ to+T

t0

Φdt M� ��N

�R �� �����
� T ��� %���
� �������� � �� �����
� �������� 
�� >	��	������ S� ��	� �����
�	������ )	� ��� �������� 
������
�� �� ����������� ���� �)	��������� �� ����(
��� ��� �&���
���������� V��W 
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1� 
������������ 
� 6���� �����)	�� �	# �)	������ 
� D�����+���A�� ��� ���%����� 	�������
��	� ��� �����	�� D�����+���A�� �� �� �����)	� ����� 
������������ �	# �����
��� 
� ���)	�����

� D�����+���A��* �� �� 
���	�� �

ρ = ρ + ρ′ ρ′ = 0 ; P = P + p′ p′ = 0

Ui = Ũi + u′
i ρu′

i = 0 i = 1, 2, 3

E = Ẽ + E ′ ρE ′ = 0 ; T = T̃ + T ′ ρT ′ = 0

���� Ui = (U, V, W ) �� u′
i = (u′, v′, w′) Mi = 1, 2, 3N 

!��(� �� ������� ��������)	� 
� ���)	����� � � 
������ �

∂W

∂t
+

∂

∂x
(f − fv) +

∂

∂y
(g − gv) +

∂

∂z
(h − hv) = 0 M� ��N

1� �����	� 
����� W ����� ��� ��
�9�* �	 ��������� 
�� �����	�� 
�� 
������� 
	 >	# ��������4
f * g �� h �

W =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ρ

ρŨ

ρṼ

ρW̃

ρẼ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ M� ��N
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f =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ρŨ

ρŨ2 + P

ρ ŨṼ

ρ ŨW̃

Ũ(ρẼ + P )

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , g =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ρṼ

ρṼ Ũ

ρṼ 2 + P

ρṼ W̃

Ṽ (ρẼ + P )

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , h =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ρW̃

ρW̃ Ũ

ρW̃ Ṽ

ρW̃ 2 + P

W̃ (ρẼ + P )

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ M� ��N

1�� �����	�� 
�� 
������� 
	 >	# ���)	�	# 
��������� ����� �

fv =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

τxx − ρ u′u′

τxy − ρ u′v′

τxz − ρ u′w′

Ũ τxx + Ṽ τxy + W̃ τxz − qx − ρ E ′u′ − Pu′ + τxxu′ + τxyu′ + τxzu′

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

gv =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

τyx − ρ v′u′

τyy − ρ v′v′

τyz − ρ v′w′

Ũ τyx + Ṽ τyy + W̃ τyz − qy − ρ E ′v′ − Pv′ + τyxv′ + τyyv′ + τyzv′

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ M� �JN

hv =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

τzx − ρ w′u′

τzy − ρ w′v′

τzz − ρ w′w′

Ũ τzx + Ṽ τzy + W̃ , τzz − qz − ρ E ′w′ − Pw′ + τzxw′ + τzyw′ + τzzw′

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
"� ��	������ ������	�� ������������ 
��� ��� �)	������ 
� ������������ 
� �� )	������ 
�

��	������ � ��� ����������� 
	 �����	� 
� ?�����
� ρu′
iu

′
j .� �����	� ���������
 �	 ��	���%�

����� �����	������ ����� �� ��� >	��	������ �	�
	������ .� �����	� ��� �������)	� �� �� �����

��� �%��� �	 
�	
�� 
� ������%�� ������)	� �	�
	����� k̃ 
�9��� ��� k̃ =
1

2
u′

iu
′
i 

1� �����	� 
�� ����������� ���)	�	��� ��������� ������� �

τij = μ

(
∂Ũi

∂xj

+
∂Ũj

∂xi

)
− 2

3
δijμ

∂Ũk

∂xk

M� �GN

.������� ������ 
� ������������ M��������+�������* ����%��+������� �� �������+
����������N �#������

��� ���)	����� 
� ������%�� $�	� 	� %�- ���4��� ��	� �
������ �� �������� �	������ �

ρ E ′u′
i = Cv ρ T ′u′

i + ρ u′
iu

′
j Ũi +

1

2
ρ u′

ju
′
ju

′
i M� �KN

�� ���)	����� 
����� 
������ �
P u′

i = (γ − 1)Cv ρ T ′u′
i M� ��N

1�� �����	�� 
�� 
������� 
	 >	# ���)	�	# 
� ������%�� ������)	� �������� ���� ����� �'��%��
�� �

f v
i 5 = Ũj τij − qi − Cp ρ T ′u′

i − ρ u′
iu

′
j Ũi +

1

2
ρ u′

ju
′
ju

′
i + τiju′

i − p′u′
i M� �FN

���� f v
i = (fv, gv, hv) �� i = 1, 2, 3 
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��� ��� ������� �	# ���������� 
� �� ����� ���	��)	�
�������� .���� '����'(�� � ��� ����9�� ��� ���A���� VJKW 
��� �� ��	�'� ������ �	�
	�����
��	� 
�� ���
��� 
� ���' ��4����	�� � 5 :�U�� � ����� '����'(��* ��� ������ τiju′

i �� −p′u′
i

��	���� &��� ��%��%�� �� �� �	�
	����� ��)	���� ����� 	� ������(�� �����������
�� 
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	����� ��� ���	��� � �� 
������ 
� >	# 
� �'���	� ��� �#��������
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qi = −k
∂T̃

∂xi
− Cp ρT ′u′

i M� �HN

1�����%�� ������)	� 
� �����	������ �������B� � ��	�� 
�� >	��	������ �	�
	������ 1��#����+
���� %������� 
� ������%�� ��� ����� ��
�9�� �� �

ρẼ = ρẽ +
1

2
(ρŨi

2
+ ρu

′2
i ) M� ��N
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� ����������� ������ 1
2
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	������* �� ��=� 
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� ���������� "� �� 4���* 
��� �� ����������� 
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1� �	�
	����� ��� �	������ �%�� �	� �����	������ ����� 	�� ��������� 
�����)	� 1� �����	�

� ?�����
� ��� ����� ����� ������������ �	 �����	� 
� 
�4�������� ������� �

−ρ u′
iu

′
j +

2

3
ρ δij k̃ = μt

(
∂Ũi

∂xj
+

∂Ũj

∂xi

)
− 2

3
δijμt

∂Ũk

∂xk
M� ��N
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���� μt �� ��������� 
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	����� 
"� �&��* �� 
������ 
� >	# �	�
	���� 
� �'���	� ��� ������ � �� ��������	�� �������� %�U��

� 	� ���I����� 
� ���
	������� �	�
	���� kt �

−Cp ρ T ′u′
i = kt

∂T̃

∂xi
M� ��N

1� ����	� 
� kt ��� 4�	���� ��� �� ���
�� �	�
	���� 
� $���
�� �	����� �������� MPrt = 0.9N �

kt =
μtCp

Prt

M� ��N

�� �� ����������� ������ 
������ �

1

2
ρ u′

ju
′
ju

′
i =

μt

σk

∂k̃

∂xi

M� �JN

���� σk 	� ���I����� 
� ��7�	�� �
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1� ����(�� 
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	����� k̃ ��� 	�� ������	� �� � �� ������ �)	����� 
� ��������� $�� �#�����* ����� �� ���

��� ��� ��
(��� 
� �	�
	����� � 
�	# �)	������ ����� �� ��
(�� k − ε 1� �����
� �)	�����

� ��������� ��	� 
������ �	��� 
��� �� 
���������� )	� �� ��������� .�� ��
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1� ��
(�� 
� �������+!������� VK�W ��� 	� ��
(�� 
� �	�
	����� � 	�� ��	�� �)	����� 
1��)	����� 
� ��������� 
����� ������	���� 
� �� ��������� ��������)	� �	�
	����� ��
�9�� ν̃

��� �����	������ .���� ��������� �	�
	����� ��
�9�� ��� �������� ��� ������� � �� 
������� � ��
����� 
��� �� -��� ����'� ����� ����� )	� 
��� �����	������ ρν̃ = μt 1��)	����� 
� ���������
��� �

∂ν̃

∂t
+ Uj

∂ν̃

∂xj︸ ︷︷ ︸
����������

= cb1S̃ν̃︸ ︷︷ ︸
	
��������

+
1

σ

[∇ · (ν̃∇(ν̃)) + cb2 (∇ν̃)2]︸ ︷︷ ︸
��
�����

− cw1fw (r̃)

(
ν̃2

d2

)
︸ ︷︷ ︸

����
������

M� �GN

����

νt = ν̃fv1 fv1 =
χ3

χ3 + c3
v1

χ =
ν̃

ν
S̃ =

∣∣∣−→rot−→U ∣∣∣ + ν̃

χ2d2
fv2

fw(r̃) = g

[
1 + c6

w3

g6 + c6
w3

] 1
6

g = r̃ + cw2

(
r̃6 − r̃

)
r̃ ≡ ν̃

S̃κ2d2

�� ��� ���������� ���� �

cb1 = 0.1355 σ = 2/3 cb2 = 0.622 κ = 0.41

cw1 = cb1/κ
2 + (1 + cb2) /σ cw2 = 0.3 cw3 = 2. cv1 = 7.1

.� ��
(�� ��� ���%����� 	������ 
��� 	� �����#�� ��
	������ ��� �� ��� ��
	���* ������������
������ �� ����� ��� ��(� ��=��	# 
�	� ����� 
� �	� ����� 
� ����	� 
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L� ���
�� 
� ?�����
� ��� �(��� ����)	� ��	� 	� ����� 
� ��������� ��� 
� 5 × 106 !
��� ���
��� 
� ?�����
�* �����	������ ��	� &��� �����
��� ����� ���������� �	�
	���� 1��
���9%	������� ��
	��������� ���� �������� ���� ��	���	�� �������� 
� ������ 1� ��=� 
� ����	� 
	
��
(�� 
� �	�
	����� 
��� &��� �	��� 4��
�� )	� �����
��* ����� 	� ��
(�� 
� �	�
	����� � 	��
��	�� �)	����� ���� ���4���
�� � 	� ��
(�� � 
�	# �)	������ 1� ��
(�� 
� �������+!�������
��� ���%����� 
�E	�� ��
	������������ � ��	�� 
� �� ��
	������* 
� �� 9�
����� �� 
� ��� ��=�
��
��� �� ����� 
� ����	� 

$�	� ��	��� ��� �������* �� ���(� ����� ��	
�� 
�� ��� ���� ��� �)	������ 
��	��� �R ��	������
��� �����	�� 
�� 
������� 
	 >	# ���)	�	# ���� ������� � ���)	����� � �* ��	� 	���������� 	��
������'� ?!D� ���� �� ��
(�� 
� �	�
	����� 
� �������+!������� 

��� ����	�
 ��������


�� �� #�����	��
 ��� ����	��
� �� ��������	���� � #���

1�� ���	������� �	����)	�� ��� ��� �E���	��� � ����
� 
	 ��
� 
� ����	� �	����)	� ���! V��W 
.� ��
� � 
��
��
 ��� 
�������� ��� ��SD�?! MSI�� D������� 
���	
�� �� 
� ?��'���'��
!������������N 1� 
������������� 
�� �)	������ 
� D�����+���A�� �� 4��� ��� 	�� 4���	������
���	�� 9�� 1� 4���	������ ���	�� 9�� 
��� �� ��
�� 
� �� .6" 4	� �����
	��� ��� �� "����

VJ�W 1�	���������� 
� ����� 4���	������ ��	� ��� ���� 
� ������������ ��	� ���	�� �� ������������

�� )	������� 4��
��������� ����� �� �����* �� )	������ 
� ��	������ �� ������%�� "� ��	�*
�� 4���	������ ���	�� 9�� ��	� �������)	�� 4��������� � 
�� %��������� ������#�� �#���������
����� 4���	������ 

1�� �)	������ 
� D�����+���A�� ��	� ��	�� 4����� ������������� ��	���� �������� �

∂W

∂t
+ divF = 0 M� �KN

1� 4���	������ ���	�� 9�� ��� �����)	�� � ���)	����� � �K ��� ����%������ �	� �� 
������ 
�
����	� Ω )	� ���� ��	� ���� �	� �� 9%	�� � � �∫

Ω

∂W

∂t
dV +

∫
Ω

divFdV = 0 M� ��N

�R F = (f − fv, g− gv, h− hv) ��� �� �����	� 
�� 
������� 
� >	# 1� �'���(�� 
� �� 
����%����
��	� ��(�� � � ∫

Ω

∂W

∂t
dV +

∮
∂Ω

F .ndS = 0 M� �FN

�R n ��� �� �����	� ������ �������� ���� ���#�����	� 
	 
������ Ω 
������� ��� ∂Ω M���� 9%	��
� �N 

�	������� ���������� )	� Ω ��� 	�� ����	�� (i, j, k) ����� ������� �	� �� 9%	�� � �* ���)	�+
���� � �F ��	� ����� �������� ����� �	�� �

Vi,j,k
∂Wi,j,k

∂t
+ Ri,j,k = 0 M� �HN
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dV

dSΩ
Ω

F

n

d

x

y

z

���� � � X "������ 
� ����	�
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s

i−direction

j−direction
k−direction

i−1/2

A

B

C

D

E

F

G

H

(i−1/2,j−1/2,k−1/2)

(i+1/2,j+1/2,k+1/2)

(i−1/2,j−1/2,k+1/2)

(i−1/2,j+1/2,k+1/2)

(i−1/2,j+1/2,k−1/2)

���� � � X D������� ��	� 	�� ����	�� (i, j, k) �� ���	�� 9��



�
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�R Wi,j,k ��� �� �����	� 
����� �����* �	����� �������� 
��� �� ����	�� (i, j, k)* Vi,j,k ��� �� ���	��

� �� ����	�� �� Ri,j,k ��� �� 
���� 
� >	# ������� �� ������� 
� �� ����	�� �

Ri,j,k = Fi+1/2,j,k − Fi−1/2,j,k + Fi,j+1/2,k − Fi,j−1/2,k + Fi,j,k+1/2 − Fi,j,k+1/2 M� ��N

���� Fi−1/2,j,k ��� �� >	# 
�� )	������� 
����������� ������ 
�9�� ����� �� >	# ������� ���
������� � �� 
�������� ������%�)	� i � ������� �� 4������ !,." M9% � �N 1� >	# �	� �����
4������ ��	� &��� 
�������� ����� ������%���� 
	 ���
	�� �������� ����� �� �����	� 
�� 
�������

� >	# F �� �� ������� 	������� n �	� �� �	�4��� !,." 1� >	# �	����)	� ��	� ����� &���
������ ��� �

Fi−1/2,j,k =

∫
ABCD

F .(−n)dS ≈ FABCD.

∫
ABCD

(−n)dS M� ��N

�R ������%���� 
� �	�4��� 
��� �� ���
�� 
� 
����� ���������
 �	 �����	� �	�4��� sABCD =
(sx, sy, sz)

T  $�	� ��	���� 
��� ������� �� 
���� 
� >	# Ri,j,k )	� ��� �	��� ������ ����
	 �#�������

��� �� ��
� .6" ���!* �� �����	� 
� >	# FABCD 
��� ���)	����� � �� 
��� &��� ����	�� �	� ��
�	�4��� 
� �� ����	�� 

1� �����
∮

∂Ω
F .n dS 
� ���)	����� � �F ��	� &��� 
�������� �� �∮

∂Ω

Fc.n dS −
∮

∂Ω

Fv.n dS M� ��N

1� ������� ����� ���������� �� �����	� 
�� >	# ��������4 �� �� �����
 �� �����	� 
�� >	#
���)	�	# �	� ��� ������%�� ���	��	���* 
� ���
��	# ��'���� ��� ��� 
��������� ��	� �
�����
	�� 
���� �����#������� 
�� >	# ��������4� 

$�	� �� 
������������� �������* ��	� ������ 	������� 
��� �� ��
�� 
� ����� �'(�� �� ��'���

������� 
� ?�� VGHW $�	� �� ��������� �	�����������* �� >	# �	����)	� ��	� �� ��'��� 
� ?��
�	� �� 4��� i + 1/2 ��� 
���� ��� �

Fi+1/2 =
1

2

[F(W L
i+1/2) + F(W R

i+1/2)
]
.si+1/2

−1

2

∣∣A(W L
i+1/2, W

R
i+1/2)

∣∣ (W R
i+1/2 − W L

i+1/2) M� ��N

�R A ��� �� ������� 
� ?�� �� W L
i+1/2 �� W R

i+1/2 ���� ��� �����
��� ������������� �#��������� �	�

�'�)	� �7�� 
� �� 4������ ML �#����������� � %�	�'� �� R �#����������� � 
�����N .�� ����	��
���� �#��������� ��� 	� ��'��� 
������� ���� 	���������� 
�	� ������	� ��� �����
* <�� 1���*
�	���
�� �� <�� !�
�
� V�W 1� 4��� 
� ����	��� ��� �� �	��� �� �����	� �
����� ��	� ����� �����+
������ ��	� ������ 
� ����
�� 	� ������	� 
�����
�� "� �� 4��� �� ������	� 	������ ���� ���	� 
�
<�� !�
�
� ��� �� ��� �����(������ 
�����
�� 

1� ��'��� 
� �����	���� �	����)	� �������� �'���� ��	� �� �����	���� 
�� �)	������ ���
	� ��'��� ��������� 
	 ������� ��
�� .� �'��# ��� ���
������� ��� �� 4��� )	� ���� � 	� %���
��������� ��	� �� ������%���� 
�� ���	������� ������������� ��� ������� � 	� ��'��� �#������� 
1��)	����� �
���	� ���(� �� 
������������� �������� �� ���	�� 9�� ��� �

V
W n+1 − W n

Δt
+ θR(W n+1) + (1 − θ)R(W n) = 0 M� �JN

�R V ��� �� ���	�� 
� �� ����	��* Δt ��� �� ��� 
� ����� �� θ ��	� 	� ��'��� ��������� ��� �%���
� � 
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.���� �� ����
	 R(W n+1) � ��������� n + 1 ����� ��� ����	* �� 4��� 	�� ������������� 
	
����
	 �� 4������� 
	 ����� �

Rn+1 = Rn +

(
∂R

∂W

)
n

ΔW n + O(Δt2) M� �GN

�R ΔW n = W n+1 − W n 
S� �����
	�� ���)	����� � �G 
��� ���)	����� � �J �� �� �
����� �(

V

Δt
I +

[
∂R

∂W

]
n

)
ΔW n = −R(W n) M� �KN

�R I ��� �� ������� �
������ 
1� �����	���� � ��������� � 
� ����� �)	����� ���� 4���� ��� �� ���'�
� 1L+��S? M��������

�	�������� S��� ?���#�����N 

�� � $���	��
� �����
	�� �����%	��

�=�=�=� ������")� �� �� +��!"$� �� $�0� ��� � &)�/��

1��� 
�	� �������	� 
������������� 
� 4���� ����
�����)	�* �� ��	'���� 
����	�� 	��
4������� �
�����4 f(xd, W )* ����)	����� �� ���B���* )	� �� 
����
�� 
� �����
��� 
� 
�������
xd ��>	��� �	� �� 4���� ����
�����)	�* �� 
	 �����	� 
����� W  5� �#���� 
�E������� 4�8���

� ����	
�� �� ���
�(��* ���� �� ������%�� �'����� ��� !��
	� ��� 
���� ���� 	�� ���'�
�

� �����	���� ��� ������ �
����� V��* JJ* JGW .���� �����	���� �������� 
��� �	# �������������
���������� 	� ���
�� ����� 
� �����(���� ����� ��� 
����� )	� 
�4������ 	�� ����	�� M
�
����
�� 
	 ������� 
� �����(����N ����� )	� �� ���
�� 
� 4�������� �
�����4� M���B���* ��������*
   N �� 
� ����������� M���	���* ��������*    N ��� 4��
�� 

D�	� ������ ���	����� ����� ���'�
� ��� 	�� ������'� 1�%���%����� 
	 ���
�(�� 1� 
	�
��� 
� ��������� 	�� 4������� �
�����4 f ��	� �� ���������� 
��%����� R(W, xd) = 0 1� 4�������
1�%���%����� �� 
�9��� ����� ��� �

L(xd, W ) = f(xd, W ) + λT R(xd, W ) M� ��N

�R λ ���������� �� �	����������	� 
� 1�%���%�* ����� )	� �� �����	� �
����� 
L�� ���
����� ���������� ��	� )	� �� �����	� ���� ������� ��� )	� �� 
������ 
� L ���

������� �	 �����	� 
�� �����
��� 
� 
������� xd ���� �	��� �

dL

dxd
=

(
∂f

∂xd
+ λT ∂R

∂xd

)
+

(
∂f

∂W
+ λT ∂R

∂W

)
∂W

∂xd
= 0 M� �FN

$�	� �� ��� ����	��� �� �����
∂W

∂xd
* �� �'����� ����� λ ��� )	� �

∂f

∂W
+ λT ∂R

∂W
= 0 M� �HN

�	 ������ � [
∂R

∂W

]T

λ = −
[

∂f

∂W

]T

M� J�N
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����� ���)	����� �
������ � R(xd, W ) 1� �����	� �
����� ���������� �� �����
����� 
	 ����
	 ���
������� � �� 4������� �
�����4 �����
���� 

1��#�������� 9���� 
	 1�%���%��� ��� ����� �

dL

dxd
=

∂f

∂xd
+ λT ∂R

∂xd
M� J�N

1��)	����� � J� ��� �����	� ��� 	�� ���'�
� 
� D�Y��� .� )	� ��	� ��������� ��� ��� �� �����	����

� ������ �
�����* ��	� �� �	��� 
� �� �����	���� 
	 ���
�(�� 
�������������* ��	� ���	����- ��	�

� 
������ 
��� ��� ��4������� ������ ��	� '�	� 

�=�=�=� ��&�+"� �� �"%�� !"� �� +��!"$� �� $�0� ��� � &)�/��

"��� ���)	����� � J�* ��	� ��	���� 
�������� 
�	# ������ � ����	
�� � �� ����� 
� %�	�'�
∂R

∂W
�� �� ����� 
� 
�����

∂f

∂W
 .�����8��� ��� �� ����� 
� 
����� 

X
∂f

∂W
���������� �� 
������ 
� �� 4������� �
�����4 ��� ������� �	# �����
��� ������������� 

"��� �� �'�B�� 
�������������* ����� )	������ �� &��� ����	��� �������)	����� ��� 	� �	���
�#�����	� � ���!* ���	��� 
� ����+���������� ���B��� 
�!��
	� 
�������� ��� ��SD�?!*
66"J� V�KW "�� �#������ 
� ����	� �������)	� 
� ����� )	������ ���� 
����� 
��� ���
��4������� V��W �� VJJW 

X
∂R

∂W
���������
 � �� �����
����� 
�� �)	������ 
� D�����+���A�� ��� ������� �	# �����
���

������������� 5� ��� ����	��
�� �������)	����� ���� �� ��� ��(� ��� � �� ���'�
� 
� ��+
���	���� 
�� �)	������ 
������� "� �� 4���* �� ��
� 
� �����	���� 
�� �)	������ 
�������
M������� � � �N ��� ��� ��� �'���� )	� ��	� �� ��
	������ ���� �	��� ����� )	� �� �����
∂R

∂W
��� ����	�� 
��� �� �����	���� ��������� 
�� �)	������ 1� 
������������ 
	 ����	�

�	����)	� 
� �� ����� � ��� �E���	� ��� 	�� �����
������� ����� !��
	� �� ��SD�?! 

���������� )	� ���� � ��� 
�	# ������ ��������	#* �� 4�	� �������� �� �������

[
∂R

∂W

]T

��	�

�'�)	� ����	�� 
	 ������%� 1� ��'��� 	������ ��	� �E���	�� ����� ��������� ��� 	� ��'���
����������� ! �'�)	� ��� 
� ����������� n* �� ����(�� � ����	
�� ��� ����� �� �	����� �[

∂R

∂W

]T

Δλn = −
([

∂f

∂W

]T

+

[
∂R

∂W

]T

λn

)
M� J�N

���� λn+1 = λn + Δλn

1�������%� 
� �� ��'��� ��� )	� ���� ��	� �����
���� 	�� ������� ������'��
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"����(� ��� �)	������ �����
����� �� �	���	� ��	� ������	� ��������* ��	� 
����� 
������� �	
�����	� 
� 
�	# �������������� 
���
�� 
�E����� .� )	� ���� �����
 ��� ��
�� 
��������������
��� 	�� ��4������ �	# �������������� ��� �����7�� 
� 
�%�� 
�E����� "��� ��� �������� ��������

� �� ���������� �
������* ��� �������������� )	� ���� 	�������� �� ���+���	��	��* ���� 
��� ��	�
��� ��� 	�� ������������� �������� )	� 4��� �I�� 
�������������� 
���
�� ��4����	� $�	� �������+
�������� 
���
�� �	�����	�* 	�� ������������� ���� 	�� ������������ 
�� ����
��� ������ ���
	������� ��� <��
���� V��W �� 	�� ������������� 	�������� ��� %��
����� ����	��� � �'�)	� �#�������

� ����&�� ����
���� �� ����� � ���������� ��� 	������� ��� C�� �� �� V�FW �� $��A VG�W 

$�	� ����� ���* ��	� ����� 
���
� 
� ����� ������ 
	 �7�� ���	��	�� 
	 ������%� ��	� 4����
	�� ������������� ����- ������ �	����� ��� ��%��� 
	 ������%� 9� M������%�)	�N ! ������ 
��
����	�� �	# ������� �	� �� ������%� %������� M9% � �M�NN* ��	� ��	���� �
����� ��� �������������
M�������� �	 �	
�)	�N ��� ����	�� �	# ���	
� 
	 ������%� 9� M9% � �M
NN ���	��� �� �	I� 
�
4���� �OF �� �" �� �OJ �� �" 
�� ����	�� �	# ���	
� ��	� �
����� �� ����	� �	# ������� 
��
����	��� 9��� M9% � �M�NN 1�������������� 	������� ��	��� &��� �������� �	 �	
�)	� 

�=�=�=� �����2�+$� �� + ��$ ��

$�	� ����� �������������* 	�� ������ �������� ���������� ��	� ���	����� 1� ���
����� ����������

� ����� ������������� ��� �� 4��� )	� �� 
����� )	� ���� �� 
��������� ����� �
��%���������� ���
��� 
�	# ������ 	������� 

������ 
�	# ������ x1 �� x2* �� ������ �������� ����� ��� 
�	# ������ �������� �

y(x) = ax + b x ∈ [x1, x2] M� �HN

����

a =
y(x2) − y(x1)

x2 − x1

�� b = y(x1) − ax1
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$�	� ��������������� �	
�)	�* ��	� ����� 	������ �� ������ 
�!A��� V�W 1� �������� 
� 
���
��� 
� ������	��� ����� ������ �	
�)	� ������	 ��� ������	 ��	� �� %��
��� ��� ���������� 
�
�� ������ $�	� ���� ��	� 
����� ��	� 
��
��
 
��������� ����������� �� ����� 
�	�� ��	�
� ��
	� ����� 
���� 

����� �� +$ )�"�.� � ������ ���) ������ 
��
������ xi �� 
���
����� yi Mi ∈ �1, 5�N "�9�������
ai ����� �� ����� ����� � ������ ������	��4� �

ai =
yi+1 − yi

xi+1 − xi
i ∈ �1, 4�

!A��� � �'���� 
� 
�9��� �� ����� �	 ����� � ����� �	�� �

t3 =
|a4 − a3| a2 + |a2 − a1| a3

|a4 − a3| + |a2 − a1| M� ��N

D�	� ������ 
��� )	� �� a1 = a2 �= a3 = a4 �� ����� t3 ����� ��� 
�9�� "��� �� ��� ��* ��	�
����
���� ����� ���������� �� 4��� )	� t3 = 1

2
(a2 + a3)

�����2�+$� �� ����� ��"> 2� ��& � D�	� ������ ������	��� 	�� ������� 
� ��	�
� ����� 
�	#
������ ������	��4� ���� ����� ����������� 
� ������ ��� ��� 
�	# ������ �� 
������ �� �&��
����� )	� ���� � 
�9�� 
��� ���)	����� � �� ������ 
�	# ������ (x1, y1) �� (x2, y2) ���� �����
������ ����������� t1 �� t2 L�� 4�8�� 
������� 	� �����7�� 
���
�� ����� ����� ��� 
�	# ������
��� �� �	������ �

y = p0 + p1 (x − x1) + p2 (x − x1)
2 + p3 (x − x1)

3 M� ��N

���� �

p0 = y1

p1 = t1

p2 =

[
3 (y2 − y1)

(x2 − x1)
− 2t1 − t2

]
1

x2 − x1

p3 =

[
t1 + t2 − 2 (y2 − y1)

(x2 − x1)

]
1

(x2 − x1)
2

D�	� ��	���� �����)	�� )	� ����� ������������� ��������� �� ������������ 
� ��# ����	�� 
5� 4�	� ����� ����	�� � �� 
����� 
	 ����� � ���������� �� ����� � %�	�'� !A��� ������� )	�
����)	��� ��	� ���)	� 
�� ������ ��	� �E���	�� ���������������* �� ���� ��� ������ ���)	����
��� 	�� �#����������� )	�
����)	� .��� ��	� ������� )	��
 �� ������ �	# 
��
� 
�� 
���� 
	
������%� "��� ����� ��� ��	� ���	���� ��� � 	������� ����� 4������������� 
� �� ������ 
�!A��� 
�� �E��* ��	� ����� ��	��� ��� ��4��������� ����������� ���� ��	���������� 
�� ����	��� 9������ ��

�� ����	�� �	# �����4���� 
�� ����	��� 
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 � �! ���������	��
 �� �&������ �����
	�

1�����	� �
������ )	� ���� � 
��������� ���� erem �� ��	� ��� &��� 	������� �� ���� )	� ���

��� 	� �������	� 
��
�������� 
� ������%� 3�	� 
��
��
 �� 4�	� ������� ������	� 
	 ������

�� ����	��� 
	 ������%� 9� M9% � �M�NN �	 ������ 
�� ����	��� 
	 ������%� %������� M9% � �M�NN 
$�	� ����* ��	� ������� �� ����	� �
���	� 
� ������	� 
�� ����	��� 9��� Meh

remN ����������� �
�'�)	� ����	�� %�����(�� ��	� ����� ������	� 
��� �� ����	�� %�����(�� MeH

remN �

eH
rem(i) =

N∑
j=1

∣∣eh
rem(l(i, j))

∣∣ M� ��N

���� l ����
��� 
�� ����	��� �	� �� ������%� 9�* � ����
��� �	� �� ������%� %�������* N = 4 �� 
�	#

��������� �� N = 8 �� ����� 
��������� "��� �� �	���* ��	� �� �����
������� ��	� )	� ������	�
�	� �� ������%� %������� eH

rem )	� ��	� �������� ��	� ������9�� erem 

���	���* ��	� ���������� ����� ����	�* ��	� ������ 	������� ������	� �	� ��	� �� 
������ 
�
������%�* ����� � 
��� �� ����� 
� ������	� �	� ��	� �� ������%� Mε = Σ |erem(i)|N 1�	��������	�
9#� 	� ��	������%� MP%N 
� �� ���������� �� ������	� ε ��� �	�����	�� �	 ��	������%� 
� ��
���������� Mε > |ecom|P%N* �� ������%� 
��� &��� �
���� "��� �� ��� �� �� ����	�� ������	� ��
�'�)	� ����� ��� �� 4���	�� �

ε(i) =
Nbcell

|ecom|P%
|erem(i)| M� ��N

���� Nbcell �� ���
�� 
� ����	��� 
��� �� ������%� 

$�� ����� ������������� �� ε(i) ��� �	�����	� � � ����� �� ������ 
��� &��� �
����� $�	� 9���
�� 	������ 	� ���I����� Mω* ����)	����� �*JN ��	� ��������� ��� ��'����� 1�����	� 9���� ��� ����� �

ε(i) =

(
Nbcell

|ecom|P%
|erem(i)|

)ω

M� �JN

"��� ��������� V��W* �� ��� ������ )	� 
�� ������������ 
	�� �	 ����	� 
	 ����
	 ��	������
���
	��� � 	�� ���������� �� 	�� ����	� �
������ ����� ���4������� $�	� ������ ����* 	� �����%�

	 ����
	 ����� 
� ����	��� �� ���������� �� ������	� ��� ������� .����
��� 
��� ��������� 
�
������� �	������ V�KW* C�� �� �� �I����� )	� ����� ���'��)	� ����� ��� ���4������� �� >	�
�
���)	�	# ���%�� ��	�* ��	� ����� ���	�� ���
�� 
	 �����%� 4��� ������������ ��	� �������� ���
���� ����� ��� ��� ������������ 
	�� �	 ����	� 
	 ����
	 �	� ������	� "� �� 4���* ����� 
� 4����
��	�� �����	������ �	� ������	�* ��	� �E���	��� 	� �����%� 
� ������	� 

��� ���	��	����	
 �
 �� ����
�
 ����� �	�
���


"��� �� ��
�� 
� ����� �'(��* ��� ���I������ ����
�����)	�� ������)	�� ����� �� ��������
�� �� ���B��� ���	� 
�	�� ������'� �'��� ����'�* ���� &��� �����%�� � ����
� 
� �� ����������
�
������ .������������ � 	�� ������'� �'��� ����'�* ��������'� �'��� �������� �������

�����%��� ���	��)	����� ��� -���� 
� ���
	����� �'���)	� 
� ���B��� ����� �� �'�� �	 ��
�����%� 

"��� �� ������� �	������* ��	� �#�������� ������� 	������� �� ���������� �
������ ��	� ���
����������� ���	�� 
� ��������'� ���B��� �'��� �������� 
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��

�=3=�=� ��)�%2�& � �� �� +$ ��$D��� �� )5$%2 2��)5�

1� ���B��� ���	� 
�	�� ������'� �'��� ����'� ��	� &��� ����	��� ��� ���#�������� �	������ �

D = Dp + Df =

∫∫
SA

(p − p∞)nxdS −
∫∫

SA

−→τ x · −→n dS M� �GN

���� −→τ x = (τxx, τxy, τxz) �� SA �� �	�4��� 
� ���
��� �����
��� 
X 1� ���B��� 
� �������� Dp ��� ������%������ 
�� 
�E������� 
� �������� �	� �� �	�4��� 
	

����� 
X 1� ���B��� 
� 4��������� Df �������� 
	 �����	� 
� ������������ � �� �	�4��� 
	 ����� 
=

� �� ��������� 

�=3=�=� ��)�%2�& � �� �� +$ ��$D��� �� )5$%2 +� ��$ �

1� ���B��� ��	� &��� 
��������� ��	� �� ������	�� ��� 
������� ���%��� �'���)	� �� �	��+
��)	� )	� ���� ������� ��� ����������� VJ* ��* KG* ��* ��W �

D = Dw + Dvp + Dsp + Df + Di

=

∫∫∫
V

−→∇ · −→f vw dV︸ ︷︷ ︸
Dw + Dvp + Dsp

−
∫∫

SA

−→
f vw · −→n dS︸ ︷︷ ︸

Df

+

∫∫∫
V

−→∇ · −→f i dV −
∫∫

SA

−→
f i · −→n dS︸ ︷︷ ︸

Di

M� �KN

����

−→
f i = −ρ (u − u∞ − Δu)

−→
U − (p − p∞)

−→
i M� ��N

−→
f vw = −ρΔu

−→
U + −→τ x M� �FN

��

Δu = u∞

(√
1 +

2 (h − h∞)

u2∞
− 2

(γ − 1)M2∞

(
e

γ−1
γ

s−s∞
r − 1

)
− 1

)
M� �HN

����
−→
U = (u, v, w) �� �����	� �������* h �����'����� �����)	� 
����&�* s ���������� �����)	�* V ��

���	�� 
	 
������ 
� ����	�*
−→
i �� �����	� 	������� 
��� �� ���� 
� �����	������ � ����9�� �� ���

����	�� ���� ����
��� ∞ ���� ������ ������ � ����9�� 1��
������� 
� ��� 4���	��� ��� 
���������

��� �� ��4������ V��W 

� 1� ���B��� 
� �'�� Dw ��� ���
	��� ��� �� �������� 
�	�� ��
� 
� �'�� 
��� ��� ��%����
���������)	� �� �	�������)	� ���� ��� �� ���	���� 
�	� �'����(�� �'����
�����)	�����
���������
�� M����
� 
� �'��N )	� ���(�� ������%�� ������� 
	 >	�
� 

� 1� ���B��� 
� �������� ���)	�	�� Dvp ��� 
	� �	 �'��%����� 
� �� 
�����
	���� 
� ��������
�	��	� 
	 ����� ��� �� �������� 
� �� ��	�'� ������ 1�� 
����������� �� �� �����%� ���)	�	#
%������� �	��� 
� �� ���B��� 
� �������� ���)	�	�� "��� 	� >	�
� ���+���)	�	# �����
���������� ���#���� ��� 



3	 �����)� ��1 ����"� �� $�$2�$� �� �� %$ ++$��

���� � � X $��
	����� 
� �� ���B��� ���� 	�� ������'� �'��� �������� �	� 	� ���9� ?!��F��

� 1� ���B��� �������� Dsp ��� %������ ��� �� ���'��)	� 	������� ��	� �� �����	���� 
�� �)	�+
����� 
� ���������� 
	 >	�
� �	� 	� ������%� 
������* �R 
�� ���������� 
��������� �	 
���+
�'����� 
����&� ���+�'���)	� �� ���
	����� .��� ������ ��������������� 
��� ��� ��
�����
�R �� ������%� ����� ��� �	I������� ��I�� ��	� ����	��� ���� ��������� ��� ����������
%��
����� 
� �������* �� ������	���� �	��	� 
	 
��
 
�����)	� �� 
��� �� -��� 
	 ��	�
�����

� 
�	� 
����� 3'����
�����)	�����* ��� ��������� 
��������� %��(���� 
� �� ���B���
���������
�� 1����%��� ����� ��� �'���)	�* ���� �	����)	� 

J 1� ���B��� ��
	��� Di �� ����4���� 
��� �� ��� 
�	�� ���9%	������ �������� ���
��������+
�����* ���� �	��� �� 
�	# 
��������� �� ��� ���
������ �	# ������� 
� ������ �� ���� ���
����- ����%���� 
	 ����� "��� �� ���* �� ���B��� ��
	��� ��	� &��� ��������� � 
� �� ���B���
�������� 

L� �#����� 
� ���
	����� 
�� 
�E������� ����������� 
� ���B��� �'��� �������� ��� 
����
�	� �� 9%	�� � � 1�������� 
� �� 
������������ 
� �� ���B��� �'��� �������� ��	� ��
�� � ��
������������ 
�	�� ����	� �� ������� 	�� ���������� ������� 
� �� ���B��� �	����)	� �� ���������
�� ���B��� �������� 

"��� �� �	��� 
� �� �'(��* ��� ���I����� 
� ���B��� ������ 	������� MCdp* Cdf * Cdw* Cdvp*
Cdsp �� CdiN 1�� �E���� 
��������� �����
������ M�)	 � �G �� � �KN ���� �
����������� ���

�� )	������
1

2
ρ∞‖−→U ∞‖2Sref M���� Sref 	�� �	�4��� 
� ��4������N ��	� �
����� ��� ���I������ 
�

���B��� 

 �!� *�	��	��
 ��� �������� 
��� �� ������ �� �� 	��)
��

.���� ��	� �� ������ �	� �� 9%	�� � �* ��	���	�� -���� 
� ���
	����� 
� ���B��� �#������

��� �� ���	�� 
� ����	�* ��������� �'���)	�� �� 
��	���� �	����)	�� 1�� -���� 
� ���B���
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� ���	��� 
�������� )	� �� ��	� ��� &���*
��	� ���������* 	������ ���� 
�� ������%�� ���������� ���� 
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�#����� 
� �� 
��� 
� 
������ !:!?" V�HW M��� �N 1����	������ ��� �	
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������ � 	�� ���� �" ���� ������ SD�?! �K M?�]�� ��� ��� �]� F�HG α]� �K◦N $�� �� �	���*
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	������ ��9� ��	� ��������� �� ���������� �
������
�	� 	� ����� ������� M4	����%�* ����* �U� �� ������� ���������N ��	
�� ��� !��
	� ��	� ����
��
�����(������ ��	���������� 
� �� ���������� �
������ 
��� 	� �����#�� ��
	������ 

!� �� 2�
���	��
 ��� ��������� ��������	����

$�	� �� %��������� 
�� ������%�� D�����+���A��* 	�� ������%�� 
�E������ 
� ����� 	������� ��	�
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� ���� �	��� � ��� �����)	�� �� �E��* �� �'����� 
� �� ���������� �
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�'��� ����'� ���� ������������ �	� �� 9%	�� � �K $�	� �� ���B��� 
� ��������* �� ���������� ���
���4���� � �� �'����� .� ����� ��� �� ��� ��	� �� ���B��� 
� 4��������� )	� ��� �	�������� .�
���
�(�� ����� 
�	�� ��	����� 
������������� 
� �� ��	�'� ������ � �� �������� 4	����%�O����	��
��� ��	���������� 
�	�� �������� �� .JG M���� 9%	�� � �FM�N ��	� 	� �#����� 
� �������� �� .JGN
��� ����- ��I��� ! ��� ��
����* �� �����	�� ��� ����
	� ��� ��	� ������ 

1�� ����������� 
� �� ���B��� �'��� �������� ���� ������������ �	� �� 9%	�� � �� L�� 4���
������ �� 4��� 
������ 	�� �������� .JG 
���� 	�� ���������� 
� �� ���B��� 
� �������� ���)	�	��

� ��	����� )	����� !	 �����	 
� �� ���B��� ��
	���* �� 4��� 
� 4���� 	�� ��	�'� ������ ��
	��

�� %��
����� ����- 4���� 
� ������%�� 
��� �� ���	�� �� �����)	� 
�� ����
	� 4���� ����� )	����
�� 
�������� ��� ����� ���	 
�&��� M����� 
��� �� ��� 
� ������ SD�?! �K D� ���� �� �������
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� �'�� �� ���������� ��� �������
�� �� 
���� 	�� 
���� ����������
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����� 	�� ���	���� �	����)	� �������
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	 ������%� 
�� �����* ���
�������� �� .JG ��%��
���� 
� %���
�� ����	�� �	����)	�� 
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� 6�������� ����	 �� 2?$ ��� 6�������� ����	 �� 2>4

���� � �F X "�	# ������%��� ��	� ������� ��� ��������� M��� 	�� �������� ����O4	����%� �� %���N
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3��%�%� J G�Q � K�Q KJ �KQ

3��B��� D6 �� ��Q �� �GQ KF ��Q
3��B��� 
� �'�� �� KKQ G K�Q JK �FQ

3��B��� 
� �������� ���)	�	�� G� JGQ �GJ �KQ +�H� ��Q
3��B��� ��
	��� �� F�Q H� GJQ +J�� FHQ

���� � �� X .��������� �
������ �� ��	������%� 
� �� %���
�	� �����
���� ��	� 	� ��� �����
�������

!� �4 $�������
	 	��
���
���� ��	��� �&�
 ����
 ���
��	 �� 	�
�
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"��� ����� ������* ��	� ����� ������ �� ��� 
�	� ����� ������� 
�����	� 
� ���� !��
	� .�
��� ��� ��(� ����'� �	 �����	 
� �� ���9%	������ 
� ��!��F:* �� 
�E������ ����� 
� �� �������
)	� ��� ��������� S� � 	�� ���
����� 
������� 4�� �� 
�� ���
������ 
� ������ ����	� �� 4��*
����� )	�	� ��	% 3�	� ��� �������� M4	����%�* ����* ���7��* ������� �� ��	%N ��� ��� ������� ����
	�� ��	�'� ������ 1� ������%� %������� ����(
� � ��K J�F ����	��� �� �� ������%� 9� ����(
� GH
��� ��� ����	��� 1�� �������� ����� ������ �� �� 4	����%� ����� )	� �� �U� �� �� ����	�� �� �� �U�
�� �� ������� ��� ��� �������� ���� 	�� �������� �� .H� M���� 9%	�� � �FM
N ��	� 	� �#����� 
�
�������� �� .H�N ��	� �� ��� ����� ��� ���
�(��� )	� ���� � �	 �����
������ 

$�	� 
�� ������� 
� ���9
���������* ��	� ����� �������� ��� ���	����� ���� 
�� ��	������%��

��� �� ��
���	 � �� 1� �����(�� ������� M����	� ���� ����������N ��� �� ����	� �
���	� 
	
������� ����� �� 
�E������ 
�� ���	����� ������%� 9� �� %������� �	� �� ���	���� ������%� 9�*

c1 =
∣∣∣fgrossier−ffin

ffin

∣∣∣ 1� 
�	#�(�� ������� M����	� ���� ����������N ��� �� ����	� �
���	� 
	

������� ����� �� 
�E������ 
�� ���	����� ������%� %������� ���� ���������� �
������ �� 9� �	�

�� ���	���� ������%� 9�* c2 =
∣∣∣fgrossier+correction adjointe−ffin

ffin

∣∣∣ 1� ������(�� ������� M������� 
��

����	��N ���������� �� ���������� 
� ���������� �
������ ��� ������� � ������	� ��������* r = c1−c2
c1

 
�� r ��� �%�� � 100%* ����� �� ���������� �
������ �	�� �����%� �� �������� 
� ������	� �������� 

1�� ���	����� ��	� ��� ����	�� �'���� ����'�� ���� ����- 
��� 1� ���B��� 
� �'�� ��� �	���

��� �����%�� !	 ���������* ��� ���B���� 
� �������� ���)	�	�� �� ��
	��� ���� ��(� ��� �����%���*
����* �� ���������� �����B� ������	� )	� ���� ����� �	 
�
	� ������ 	�� 4���* ��	� ������ 
���
	� ��� 
	 ���� 
	 ������� ������%� 
� ������ SD�?! �K 1� ������%� ����� ��� �
���� ��	�
)	��� � ��� 	�� ���������� �
������ ���4������� ��	� ��� ����������� �'��� �������� "� ��	�
��	� 
�� ������� 
� ������ ������� ��	� ������� ��� �	 4���� �� ���������� �	� �� ������%� 	������
����������� D�	� ����� 	������ �� ������%� � ����� �	� � �� )	� � ����	��� �� ���
�� 
� ������

��� �� ���	�� ��%��
���� 	�� ��	����� ���������� �
������ 

D�	� ����� ����	� �� ����� 
� ����	� )	� ��	� ����� ��� 
��� �� ��
���	 � �� ��	� ��
��� ������������4 
�	� ����� 
� ���� !��
	� ��	
�� )	���
��������� .���� ��	� ������� �	
�����
������* �� ����� 
� ����	� 
����� ���� �
����� �	� �� ������%� %������� ����� ��4����	� �
���	� �	� �� ������%� 9� 1� ���������� �
������ ����� ����� ����������� ��� ������� � 	� ������%�

�	# 4��� ��	� ��I�� 
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!� �5 /���
 �� �� ������	��
 �����
	� ��� ��� ��������
	� �������1

D���� ������� � ������� 
�� ���	������� �� 
�� ���9%	������� 
� ��	� �� ��	� ������#�* ��
������� 
�	� ��� �	
����)	� �� 
�	# 
��������� �	�)	�� �� ��
��������� 
�	� ����� �������*
��	� � ������ 
� ���� ��� ���4�������� 
� �� ���������� �
������ ���� 
��� ��	� ������* ����
��	� � ������ ������������ 
������ 	� ������%� �
���� � �����	������ )	� ���� �'���'� � ��
�+
����� 1� ���������� �� ������	� �
������� ���� 
�� �	���� ��	� �����B��� �� )	����� 
	 ������%� ���
������� � �����	������ �����
��� .�� ��
�����	�� ������ ����� 	������� 
��� �� ����'��� �'������ 

$�	� �� ����������� ����� �� ���������� �
������ �� ���#����������� 
� ?��'��
���* ��	�
��	���� �����)	�� 
�	# �'���� 3�	� 
��
��
* ���#����������� �� �������)	� ��� � ��	� ���
������%�� ��� ��� �� �� ���	���� ��� 
��� �� -��� 
�'����'(��� ��)	���� ���	��� �� ����������
�
������ 
���� 	�� ��4�������� ��	� 9�
�� )	� ���#����������� 
� ?��'��
��� 

��� �	
�����	
 ��� �� �	��
���	
 ���	�
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D�	� ����� �	 ��	� 4���� 	�� �
�� 
�� ���4�������� 
� �� ���������� �
������* � �������
��� 
�E������ �#������ 
	 >	�
� ���+���)	�	# �	 ���)	�	#* 
	 ���9� �� 
�	# 
��������� ��
������� ��� 	�� ���� ������ �	�)	�� ������� ������� 

1�� ������ ������4� ���� �

� ,�� �����%� 
� �� ���������� �
������ 
	 ������%� ���+���	��	�� �	 %$ ++$�� &��"):
�"�� � ��� ���I������ ����
�����)	�� )	� ������� 
��� �����%�� 
��� �� ��������	�� ��� ��
���������� �
������ �� ���� �	��� 
��� 
��� ����� ��� 

� ,���� �
�������� 
� �� ���������� �
������ ��	� ��� )��E) ���& �� ��$D��� )5$%2
+� ��$ � � �� ��	����� 4���	������ �
����� ��	� �� ���B��� �'��� �������� �����%� 
��� ���
���B���� 
� �'��* ��
	��� �� 
� �������� ���)	�	�� 

� ,�� ��%2& �� )$+)"+ � ��	� 	� ������%� 
����* �� ����� 
� ����	� 
� �� ����������
�
������ ��� ��	� ��	�� )	� ��	� �� ������%� ��������)	����� ��I�� ��	� 	� ���	����
����)	� �)	������� 

J !���������� 
� �� ���������� �
������ � 
�� )��B�"�$� ��&  ��"&�� �++�&

G ��"9�++�& $22+ )$� ��& � �� 4��� 
�	������� ���)	����� � �� ��	� � �	���� 
� ��	������
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 � �����B��� �� 
�%�� 
� ������%���� 
�	� ����	� �	����)	� �	 ������
������� ��� ���I������ ���� ����� � ������%�� �� ����	� �����(������ 

1�� 
�I�	���� ��������� ���� �
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�� ���������� �
������ �	� ��	� ��� ������%�� �� �� ������%� 4��� 
��� G� �������� 
� ������*
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���� %������ 	� ������%� 
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����� 
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