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�� ��	'���� �	��� �#������ ��	�� ��� ������������� � �� �(��* ��� �(��* ��� ���	��* ���
%����+������� �� ��	� ��	# )	� 4��� �� 4������ )	� ����� ��� ���������� 	���� ��� � ������
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������ ��� ��	���* ��� ���	������ �	� ����������������* ��� 9���   �� ��� �'�* ����'��	 ���	# )	�
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���
�(��� � �����%���'�� �� �������� ��	� ��	# )	� ��� ������
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���������
��� ��	� ������� ��� �� ������'������ �� ���������� �'���)	�� � �� ������)	�
�� >	��� �9� � ���	# ��� �������� .�������* ��� ������ �� ��	P���� ���� ��	���� ��	�� ��
��=��	# � ������ �� ����� 1�� ��%����	�� �� ���������� ������	��)	� ���� ������ � ��� 	�������
��	� ��������������� �� � ��������� �� ������'�� � ���	������ �	����)	� �� ������)	� ��
>	��� M.���	�������� 6�	� "�������* .6"N* )	� ����	��� �� ������������ �	��	� ������
������� 1� .6" ��� 	� ����� ����� �� ������� ��	� �� ���������� ������ .���� ��	� ��
��	P����* ��	���������� � �� .6" ��(�� � ���������%�� �	� �� 9�
����� �� ���	�����* )	� ��	����
&��� ������ ��� �����	�� ��� �� �#��������� �'���)	�� ���	# ��
���� �� �	� ��=� ��	�� 

�� �� )	� �������� ��� ����	�� ��%������ ���� �	�� ���	������ M.6"N* ��	� ��	���� ��+
���%	�� ����� %��	��� �����	�� ������������ 

$�	� ���������* ������"� �� %���+ &$� �� ��� �9��� ����� �� �E������ ����� �����	��+
���� ���� �� �� ���	���� �#���� 4�	���� ��� �� ��(�� ���'�����)	� )	� ����� �� ������������
	 >	�� $�	� 	� >	�� ���������* ��	� ��	���� ��������� )	� ������	� � ����������� ���
�	��� $�	� 	� >	�� �	�
	����* ��� �)	������ �	������������� �� �������� ��� ��	��	�� �#��+
������ �� 
�� ������������ � �� �	�
	����� 

1� ����� %��	�� �����	�� ��� ��� � �� ���'�� � �����	���� �� ��(��� ���'�����)	�� 
1�����"� �� � &)��� &$� �� �� ����������� �� �E������ ����� �� ���	���� ������	� 	 ��(��
���'�����)	� �� �� ���	���� �
���	� ��� ������������� 	 ������ � ����	� M������%�N .����
����	� ���� �	�� ���� � �� ��������� �� ��'���� � ������������� �� �)	������ ����������*
�� ��	��� ���� � �� ������������� 	 ������ � ����	� 

D���� ��(�� ���'�����)	� ��������� �� &��� �����	 ��� 	� �������	� �������4 1�����"� ��
)��9�����)� ��� ����� �9��� ����� �� �E������ ����� �� ���	���� �
���	� ��� �� �������	�
�������4 �� �� ���	���� �#���� � ����� ����(�� .���� ����	� ��������� �	 ������(�� %��	��
�����	�� 

"� ���� �� ���	�� �� ���	������� ��	��� M�
����� � ����������* ��%��� ������������*   N*
������	� � ����������� ��	��� &��� ��������� ����� ��%��%��
�� ��� ������� �	# �	���� "�
�&��* ��	� ������ ��	� ���	��� � �'�)	� 4��� � �� ������%���� 	 ����	� �	����)	�* ���
������	� � ������%���� ��	��� �	��� &��� ��%��%�� 5� �� ����� ��	� )	� ������	� � �������������
��� �� %���� ������ ������ 	 ������%� �'���� ��	� ���	��� �����	������ L� ��������� ���
&��� ���	�� ����� �� ����������� ����%������� � �� ������#��� �� ���9%	������� ��������* ��
����� � ����	� �� �� ������ ������� �� ������� �� ������ ��4������)	�� 1� ������%� ��� �����
&��� ����- 9� ��� ��� -���� ������&�� � �����	������ �� ��	� %������� ��� ��	���� -���� ��	�
�����4���� ��� �E������� ����������� 



< ������������

1� 
	� � �� �������� �'(�� ��� �������������� � �� ��������� �� ����	�� �	����)	�� ��	�
�� ���	������� �#������ �	�
	����� �	� �� ���9�� �	 �� �����* �� ��� ������	����� �� �� ���+
�	���� � ������	� � ������������� 

6���� 	�� ����	� � �Q �	� �� ���B��� ������ �	� ����� ���% ��	����� ��������� � �������
F��A% � A����(�� �	� 	�� ������� � �� ���A�* ���� ���)	������� � ���) �����%��� .���
���������� �Q � ���)	� � %�%��� ��	� ��� �����%���� ��������� 1�� ����	�� ������ ��� &���
�������� �� ��	���� 1� ��	����� � ������	� � ������������� � ��� ��� �
���� � �E�������
����(��� $�	� ���������* ���� � �� ���	����� 	 ������%�* ��	� ��� 4��� ��	� ��������� ���
-���� ������&� � �����	������ $�� �#����� �� ������ � 4���� 	� 
�� ������%� ����'� � ��
���	 ��	� 
��� ���	��� 	�� ��	�'� ������ ��� 	� ���	������ ���)	�	# ���'�	��	������*
��	� ��� �'����(��� �'���)	�� �� ��	���� ��� &��� ��������� "��� �� ��� ��* �	# ���	����� ��
���������� � ��	�* ���� 	������� ��� ���	����� �
���	� ��	� ������� �� ���	���� )	� ���� ��	�����
����� �	� 	� ������	� ������%�* ���� ������ �� ������%� �� 4������� � �����	������ 

1�� ���'��� �#�������� ��� ������ � ����� �� ������ )	�	�� �������� �����4������ )	���
� ������	����� �� �� ������������ � ������	� ����� ���� �	���	� 
����� �	� �� �9������ ��������
� %����	�� �'���)	�� �����9)	�� ������ ��� �� ���	�� M%������ 	 ���
�� � ���'*
%������ � ��������*    N 5� 4�	� ����� �'����� 	�� � ��� %����	�� �'���)	�� )	� ���� ������ �
�� ���9%	������ ��	��� 1�� ��4��������� 4�	����� ���� �	� �� �������������� �'���)	� � �����
%����	� ��� ������� �	 ������%� �� ��� �	� �� )	����� �������()	� 	 ������%� 

L�� ����� ���������� ��� �� �������	� � �����9������ �� ������ ���	�� � �� .6" ���
� ������ )	����� %����	�� ��	� ����������� "��� 	� �������	� � ���������� �����* ��� ������
����������)	�� ����� ��� ���I������ � �������� �	 � ���B��� ���� ��� ������ ��	� )	���+
9�� ��� ���4�������� �	� ������4 1���������� �	 �� ��������� �� ���	����� ��� ����� ��	�
�
�����4� �������������� 	 ����	� � ��� ���I������ ?��������* �� ���'��� � ����������
�� �����	� 
����� �	� �� �����	� ������ �	�� 4������� �
�����4 ��� ��� ���������� �� ���+
���	��	�� D���� �
�����4 �� &��� ������� �� �����	�� ��	� �� ��������� � ��� ���'��� ��	�
��� 4�������� �
�����4� 	�������� �'�- !��
	�* ��� �� �����#�� �	� ��� � ����	� .6" ���	��	�� 

.���� �'(�� �� �������	��� �	��	� � )	���� �'������� 3�	� ��
��* ��� �)	������ �� ���+

�(��� ����� �� ������ �� ��	� �����	���� �	����)	� ���� ���
��� �� ���� ��������%����� �
����� �'(�� ���	���* ��	� �
������� 	�� ��	� 
�
���%���'�)	� �	� �� ������������ � ��
����������* ������	� �� ����������� � ������%� 1�� ������� ���%���	# � ����� �'(�� � �����
���
������)	� ������ ����� ��������� D�	� ��	��	������ ��� ������������� � �� ���������� 
�+
��� �	� ���������	� ������ � �� ��� ����� ������ 	 ���9� �� �	# ��������� ��� 	� >	��
���+���)	�	# �	�)	�� 	�� ����������� ��	�������� �	� ����� ������� ���� 	� 4	����%�* 	��
����* 	� ���7�� �� 	�� ������� ���������* ��� 	� ���	������ ���)	�	# $�	� ��� ��� �����* ��
���������� 
���� �	� ���������	� ������ ���� 	������� ��	� �� ���I������ ���������)	�� ����
	�� ������'� �'��� ����'� ���� �	��� �'��� �������� �� )	� ��� 	�� ���%������� � ����� �'(�� 
"��� �� �'������ )	����* ��� ���	����� � ������	� ����	��� � ������ � �� ���������� 
���� �	�
���������	� ������ ������ �������� �	# ����	�� ����	���� 	�	�������� M%������ 	 ���
�� �
���'* %������ � ��������*    N ���	���* ������	� 
���� �	� ���������	� ������ ���� 	������� ��	�
��������� �� ������%� ���� ��	� ��
�� 	� �����'�������� � ������%�� �� ��� �� �	��� ��� �+
��������� �� ���	� 	 ������%� $�	� �� ���������� �� ���	� 	 ������%�* �� %��� ��

����������		�
��� �� 
����� ���	 ����� 	��	 �� 	���� ��� �������� ��	� �����
����� ��� ���	�	�� ��	
�� ���� 	�������� � ���������� ��	 	��	�����	 �� �� �����	 �����! ��	 �� 
����� ����� � 	������ "#$#"�
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���
�� � ���	� 9#� ���� �� �'��%� �� ����������� ��� �������� D�	� ����������� ��� 	��
�����	���� �	� ��� ���	����� � ����� �'(�� 



�������� �

�������	 ������ �� �������

.� �'������ � ��	� 
	� � ��������� ��� 	� ������� ����� ��� �)	������ ������	�� )	�
��%������ �����	������ >	�� �	��	� � ����� ����� M�)	������ � D�����+���A�� �������� �	���
�)	������ �������N* �� ��� 	� ����� ����� ��� ���'��� �	����)	�� ����� �� ��	��� ��	�
����	�� ��� �)	������ .� �'������ 9���� ��� �� ���������� 	 ���
�(�� ������ M�)	������
��������N �� � �� �����	���� �	����)	� 

"��� �� �	��� � �� �'������ �� � ����� �'(��* ��	� 	���������� �� ����������� ���
�(��
����� ��	� )	���9�� �� �����	���� �� �)	������ � D�����+���A�� �� ���
�(�� ������ ��	� ��
�����	���� �� �)	������ �������� 

��� ������	
� �	
��
��

����� ��� ����	��
� �� ��������	����

1�� �)	������ ��������������� � D�����+���A�� ��	� ��	� 4���� ������������ ��	� 	� >	��
���������
�� ���� �� ���������� ������������ (x, y, z) ��	���� �������� ����� �	�� �

∂

∂t
(W ) +

∂

∂x
(f − fv) +

∂

∂y
(g − gv) +

∂

∂z
(h − hv) = 0 M� �N

���� t �� ����� �'���)	� 1� �����	� ����� W ��� �

W =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ρ
ρu
ρv
ρw
ρE

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ M� �N

���� ��� �����	�� �� ������� 	 >	# ��������4 �9��� ��� �

f =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ρu

ρu2 + p
ρuv
ρuw

u(ρE + p)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , g =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ρv
ρvu

ρv2 + p
ρvw

v(ρE + p)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , h =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ρw
ρwu
ρwv

ρw2 + p
w(ρE + p)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ M� �N
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�R ρ ��� �� ����� ���	��)	�* U = (u, v, w) ��� ����������� ������������ � �� �������* p ��
�������� �� E ������%�� ������ 1�� �����	�� �� ������� 	 >	# ���)	�	# ���� �9��� ��� �

fv =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

τxx

τxy

τxz

(τU)x − qx

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , gv =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

τyx

τyy

τyz

(τU)y − qy

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , hv =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

τzx

τzy

τzz

(τU)z − qz

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ M� JN

1�� ����������� 	 �����	� �� ����������� ���)	�	��� τ ���� ������ ��� �

τxx =
2

3
μ

(
2
∂u

∂x
− ∂v

∂y
− ∂w

∂z

)
τyy =

2

3
μ

(
−∂u

∂x
+ 2

∂v

∂y
− ∂w

∂z

)
τzz =

2

3
μ

(
−∂u

∂x
− ∂v

∂y
+ 2

∂w

∂z

)
τxy = τyx = μ

(
∂v

∂x
+

∂u

∂y

)
τxz = τzx = μ

(
∂w

∂x
+

∂u

∂z

)
τyz = τzy = μ

(
∂v

∂z
+

∂w

∂y

)
���� μ �� ��������� �����)	� 1�� �)	������ � �� ���������� ���)	�	�� � ������%�� ���� �

(τU)x = τxxu + τxyv + τxzw

(τU)y = τyxu + τyyv + τyzw

(τU)z = τzxu + τzyv + τzzw

�� �� ������ � >	# ��������4 � �'���	� q ��� ����	�� � ����� � �� ��� � 6�	���� �

qx = −k
∂T

∂x

qy = −k
∂T

∂y

qz = −k
∂T

∂z

�R T ��� �� ��������	�� �� k �� ���I����� � ���	������� �'����)	� $�	� 	� %�- ���4���* ��
��������� �����)	� ��� ����� ��� �� ��� � �	�'����� �

μ

μ∞
=

(
T

T∞

)3/2
(T∞ + S1)

(T + S1)

���� μ∞ �� ��������� � �� ��������	�� � ��4������ T∞ �� S1 	�� ��������� %����������� �%���
� 110.4K ��� ��������'(�� 



�8 ���.+/%�& � ��)� �� $�0� ��

!��� ��'����'(�� � �� ��������� 	 ���
�� � $����� MPr = 0.72N* �� ���I����� � ���	�+
������ �'����)	� ��� �������� �� ���� ��� �

k = μCp/Pr

1�� ��������� ������9)	�� ��	� 	� %�- ���4��� ���� Cv = r/(γ − 1) �� Cp = γCv* ����
γ = 1.4* �� r �� ��������� �� %�- ���4���� �%��� � 287 (J/kgK) ��� ��������'(�� 

L�� �)	����� � ��	� ��� ���������� ��	� 4����� �� ����(�� 1� �������� p ��� ������ �	
�����	� ����� W ��� �� ��� ����� �� %�- ���4���� �

p = ρe(γ − 1) = ρCvT (γ − 1) = ρrT M� GN

���� e ������%�� ������� 1�����%�� ������ �� ������%�� ������� ���� ������� ��� �� �������� �

e = E − 1

2

(
u2 + v2 + w2

)
M� KN

���� ��� ����	��
� �� ��������	���� ����

���

�=�=�=� ������")� ��

"��	�� �� �
	� �� ������ �F��* ��� �)	������ � D�����+���A�� ���� ���������� ����� ��
������	� ����� � ��%�� �����	������ �	� >	�� �� �����	����� ��� �)	������ ��� ��������+
���� ��	� 	� >	�� ���������
��* ��	� ��	���� �� %������ ������ �	# ���
��� ���� ���������

��������	# � �� ���
�� � ���'
Vref

aref
�� �� ���
�� � ?������

ρref lrefVref

μref
MVref �� �������

� ��4������* aref �� ������� 	 ��� � ��4������* ρref �� ����� ���	��)	� � ��4������* lref ��
���%	�	� � ��4������ �� μref �� ��������� �����)	� � ��4������N S� � 	�� �������	� ������
����� �	# ���	������� �� �� � ��� �&��� ���
�� � ���' �� � ?������ .���� �������	�
��� ��(� �I���� � �������� ����� 	� ����� �� ��� �� 	�� ��)	���� �	 	� ����� �	����)	�* ��
������	���� � ��	�� � �� �E������ �� ��'����� � ���%	�	� �� �� �������� $�	� ����	� � ��
�	�
	�����* �� ����������� �� �������� �	 ���
�� � ?������ T	�� �� ���
�� � ?������ ���
4��
��* ��� ���+���������� ��	���� &��� ���������� ����� ������� �� �� ���	���� ��	� &��� ������+
������ ������'�� $�	� ��� ���	�������* ��� �E��� ���)	�	# ���� �������� ��� ������� �	#
�E��� ��������4� 1�� ������������ ������� ��� �� ������	��� �U�'��� ��� �����	������ 4������
�� ��	�'�� ������(��� �	��	� 	 �����* �� �� )	� �����	������ ��� ��������� $�	� ��� %����
���
��� � ?������* ��� �E��� ��������4� ��������� ������������ ��� ������� �	# �E���
���)	�	# 1�� ����������� ��� �� >	�� ��������� ��	� ����������� �� ��� ��%��� � ��	����
��������� �'����)	��* �� �� )	� �����	������ ��� �	�
	���� 

�=�=�=� ��$22��)5� %�#�����

1� ��	������ �	�
	���� 	 >	�� ��	� &��� ����� ��������)	����� L�� ������'� ��������
��� ����� �����)	�� �	# �)	������ � D�����+���A�� ?������ VG�W ������� � ��������� ���
���������� � �����	������ �	�
	���� �� 	�� ������ �������� �� 	�� ������ >	��	���� D�	�
��	���� ����� �����	��� ��� �)	������ � D�����+���A�� ��������� ��� �� ������� � ?��+
����� �	� ���	������ �	�
	���� "� �� 4��� ��	� �� ������� � ?������* 	�� ��������� �

���%����	 ������ &�����'��(�	 ) ��&'
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�����	������ Φ ��	� &��� ��������� �� 	�� ������� ������
�� Φ ��	� 	�� ������ >	��	����
Φ′′ �

Φ = Φ + Φ′′ Φ′′ = 0 M� �N

1� ������� � ?������ ��� ��	���� 	������� ��	� ��� >	��� �����������
��� ����� )	� ��	�
��� >	��� ���������
��� �� �	� ���4����� �� ������� � 6���� V�JW ���� ��� �9��� ����� �	�� �

Φ = Φ̃ + Φ′ Φ̃′ = 0 M� FN

�R

Φ̃ =
ρΦ

ρ
M� HN

S� ��	� ��	��%��� )	� ��� �	# �������� ���� ������	���� �	� �� ������� ������
��* )	�
Φ′ �= 0 �� )	� Φ̃′′ �= 0 $�	� �� ���	������� �	�
	����� ��������)	����� �������������* ����� �
��� )	� �� ������� ��������)	� ��� ���������� 	 �����* ��� �������� ��	���� &��� ����	����
��� ������� �	 ����� �

Φ =
1

T

∫ to+T

t0

Φdt M� ��N

�R �� ������ T ��� %���� �������� � �� ������ �������� �� >	��	������ S� ��	� �����
�	������ )	� ��� �������� ������
�� �� ����������� ���� �)	��������� �� ����(��� ��� �&���
���������� V��W 

�=�=�=3 ��& �!"$� ��& %�#�����&

1� ������������ � 6���� �����)	�� �	# �)	������ � D�����+���A�� ��� ���%����� 	�������
��	� ��� �����	�� D�����+���A�� �� �� �����)	� ����� ������������ �	# �����
��� � ���)	�����
� D�����+���A��* �� �� ���	�� �

ρ = ρ + ρ′ ρ′ = 0 ; P = P + p′ p′ = 0

Ui = Ũi + u′
i ρu′

i = 0 i = 1, 2, 3

E = Ẽ + E ′ ρE ′ = 0 ; T = T̃ + T ′ ρT ′ = 0

���� Ui = (U, V, W ) �� u′
i = (u′, v′, w′) Mi = 1, 2, 3N 

!��(� �� ������� ��������)	� � ���)	����� � � ������ �

∂W

∂t
+

∂

∂x
(f − fv) +

∂

∂y
(g − gv) +

∂

∂z
(h − hv) = 0 M� ��N

1� �����	� ����� W ����� ��� ���9�* �	 ��������� �� �����	�� �� ������� 	 >	# ��������4
f * g �� h �

W =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ρ

ρŨ

ρṼ

ρW̃

ρẼ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ M� ��N
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f =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ρŨ

ρŨ2 + P

ρ ŨṼ

ρ ŨW̃

Ũ(ρẼ + P )

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , g =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ρṼ

ρṼ Ũ

ρṼ 2 + P

ρṼ W̃

Ṽ (ρẼ + P )

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , h =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ρW̃

ρW̃ Ũ

ρW̃ Ṽ

ρW̃ 2 + P

W̃ (ρẼ + P )

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ M� ��N

1�� �����	�� �� ������� 	 >	# ���)	�	# ��������� ����� �

fv =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

τxx − ρ u′u′

τxy − ρ u′v′

τxz − ρ u′w′

Ũ τxx + Ṽ τxy + W̃ τxz − qx − ρ E ′u′ − Pu′ + τxxu′ + τxyu′ + τxzu′

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

gv =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

τyx − ρ v′u′

τyy − ρ v′v′

τyz − ρ v′w′

Ũ τyx + Ṽ τyy + W̃ τyz − qy − ρ E ′v′ − Pv′ + τyxv′ + τyyv′ + τyzv′

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ M� �JN

hv =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

τzx − ρ w′u′

τzy − ρ w′v′

τzz − ρ w′w′

Ũ τzx + Ṽ τzy + W̃ , τzz − qz − ρ E ′w′ − Pw′ + τzxw′ + τzyw′ + τzzw′

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
"� ��	������ ������	�� ������������ ��� ��� �)	������ � ������������ � �� )	������ �

��	������ � ��� ����������� 	 �����	� � ?������ ρu′
iu

′
j .� �����	� ��������� �	 ��	���%�

����� �����	������ ����� �� ��� >	��	������ �	�
	������ .� �����	� ��� �������)	� �� �� �����

��� �%��� �	 �	
�� � ������%�� ������)	� �	�
	����� k̃ �9��� ��� k̃ =
1

2
u′

iu
′
i 

1� �����	� �� ����������� ���)	�	��� ��������� ������� �

τij = μ

(
∂Ũi

∂xj

+
∂Ũj

∂xi

)
− 2

3
δijμ

∂Ũk

∂xk

M� �GN

.������� ������ � ������������ M��������+�������* ����%��+������� �� �������+����������N �#������
��� ���)	����� � ������%�� $�	� 	� %�- ���4��� ��	� �
������ �� �������� �	������ �

ρ E ′u′
i = Cv ρ T ′u′

i + ρ u′
iu

′
j Ũi +

1

2
ρ u′

ju
′
ju

′
i M� �KN

�� ���)	����� ����� ������ �
P u′

i = (γ − 1)Cv ρ T ′u′
i M� ��N

1�� �����	�� �� ������� 	 >	# ���)	�	# � ������%�� ������)	� �������� ���� ����� �'��%��
�� �

f v
i 5 = Ũj τij − qi − Cp ρ T ′u′

i − ρ u′
iu

′
j Ũi +

1

2
ρ u′

ju
′
ju

′
i + τiju′

i − p′u′
i M� �FN

���� f v
i = (fv, gv, hv) �� i = 1, 2, 3 
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$�	� 
��	��	� � ��(��� ?!D� 	������� �� ���������)	�* �� �	�
	����� ��� �	������
����� 	� ������(�� �����������
�� .��� ��%��9� )	� ��� �E��� �� >	��	������ � �� ������ �	�+

	����� � �� ����� ���	��)	� ���� 4��
��� ��� ������� �	# ���������� � �� ����� ���	��)	�
�������� .���� '����'(�� � ��� ����9�� ��� ���A���� VJKW ��� �� ��	�'� ������ �	�
	�����
��	� �� ���
��� � ���' ��4����	�� � 5 :�U�� � ����� '����'(��* ��� ������ τiju′

i �� −p′u′
i

��	���� &��� ��%��%�� �� �� �	�
	����� ��)	���� ����� 	� ������(�� �����������
�� 

L�� ������
	���� �	�
	����� ��� ���	��� � �� ������ � >	# � �'���	� ��� �#��������
������ �

qi = −k
∂T̃

∂xi
− Cp ρT ′u′

i M� �HN

1�����%�� ������)	� � �����	������ �������B� � ��	�� �� >	��	������ �	�
	������ 1��#����+
���� %������� � ������%�� ��� ����� ���9�� �� �

ρẼ = ρẽ +
1

2
(ρŨi

2
+ ρu

′2
i ) M� ��N

1� �����)	���� � �� �����4�������� �� �)	������ � D�����+���A�� ��� ��	�� 4�����
��������� ��� 	�� ����� ���4��������� ������� ��� �� �������� � ��	������ ������	�� �

� ��� ����������� 	 �����	� � ?������ ρu′
iu

′
j ������ � �� ���+��������� 	 ����� ��+

������� 5�� ��	���� &��� ��������� ����� �� ������ � �E	���� �	�
	����� 

� �� ����� � ������ � >	# � �'���	� �	�
	���� Cpρ T ′u′
i

� �� ����� � ����������� ������ 1
2
ρ u′

ju
′
ju

′
i )	� ��	� &��� ���������� ����� 	� ����� � �4+

4	���� �����%�� ������)	� �	�
	�����

�=�=�=	 ��$22��> %$� �� �� ,�"&& ��&!

1� 4��� � �������� ��� �)	������ � D�����+���A�� ��	� ��(�� � 	� ����(�� ���� ��	�
�������	�� )	� ��)	������ 1� �������� � �� ����������� ��� 
��� �	� 	�� ��7�	�� 	 ����(��
��� �� 
	� ��� � �������� ��� ��	������ ������	�� � 4�8�� ��	� �	 ����� ������)	�� $�	���	��
�����
������ �#������ � ��� �������� �� ��� ������� � �����	������ ����� �	 ������ ���	��� �
��	������ �)	������ �� � �� 4��� � ��	������ ������	�� 1� �'��# 	 ��(�� � �	�
	�����
��� ����� ���	����� �	 ���� ������������ )	� ���� ��	� 4���� 1� ������#��� � �����	������* ��
��������� ��	'�����* �� ��
	������ �� �� )	����� �	����)	� ���� �	��� �� �����(���� )	� ������
&��� ���� �� ������ $�	� �� ��(�� ���� ������)	�* ��	� �� ����� � ����	� ���� %��� "�
��	� ��� ��(��� � �	�
	����� ���� 	� %��� ���
�� ��)	������ ���� ��	���� ����� ��
	���� 
"��� 	� �����#�� ��	������* �� ��=� � ����	� ��� 	� 4����	� ���������� �� ��	������ �� �'���
����� �	 ������ ��	�� ����%����� M�� ��������* �� ���B��� � 4���������* � ��������* ���   N ����
������������ ��� 	�� �����'� � ���������� "� �� 4���* ��� �� ����������� � ������������
�	� �	��� ��	������* �� �� �������'��� )	�� ��������� 	� ��(�� � ��7�	�� �	 ������� ���� 

.���� �����#�������* �������� ��� ,�	������) V�GW �� �FF� ��� 	�� ��7�	�� ��	� ��� �)	������
� D�����+���A�� ��������� .���� �� ����� � ����� 	 ��(�� � �	�
	����� �	 ������� ���� 
1� �	�
	����� ��� �	������ �%�� �	� �����	������ ����� 	�� ��������� �����)	� 1� �����	�
� ?������ ��� ����� ����� ������������ �	 �����	� � �4�������� ������� �

−ρ u′
iu

′
j +

2

3
ρ δij k̃ = μt

(
∂Ũi

∂xj
+

∂Ũj

∂xi

)
− 2

3
δijμt

∂Ũk

∂xk
M� ��N
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���� μt �� ��������� �����)	� �	�
	����� 
"� �&��* �� ������ � >	# �	�
	���� � �'���	� ��� ������ � �� ��������	�� �������� %�U��

� 	� ���I����� � ���	������� �	�
	���� kt �

−Cp ρ T ′u′
i = kt

∂T̃

∂xi
M� ��N

1� ����	� � kt ��� 4�	���� ��� �� ���
�� �	�
	���� � $����� �	����� �������� MPrt = 0.9N �

kt =
μtCp

Prt

M� ��N

�� �� ����������� ������ ������ �

1

2
ρ u′

ju
′
ju

′
i =

μt

σk

∂k̃

∂xi

M� �JN

���� σk 	� ���I����� � ��7�	�� ���� ����� ����� �������� 
1� ����(�� ��)	������ ����� ��� ������ ���� ��� ������%�� ������)	� �	�
	����� ����� ��

����	�* �� 	� ����� ������� $�	� �� ��(�� ��%�
��)	�* ������%�� ������)	� �	�
	����� ���
��	� ���������� ��%��%�� �� �� ����	� � �� ��������� �	�
	����� ��� ����	��� ���� �� ����	� �����+
�������)	� � �����	������ ����� $�	� 
��	��	� � ��(��� � �	�
	�����* ������%�� ������)	�
�	�
	����� k̃ ��� 	�� ������	� �� � �� ������ �)	����� � ��������� $�� �#�����* ����� �� ���
��� ��� ��(��� � �	�
	����� � �	# �)	������ ����� �� ��(�� k − ε 1� ������ �)	�����
� ��������� ��	� ������ �	��� 
��� �� ���������� )	� �� ��������� .�� ��(��� �� ��%��%���
��� k̃ ���� �� ��=� � ����	� ��� �	%����� � ��	�� 	 ���
�� ��)	������ �	������������� �
����	�� �	����)	����� 

�=�=�=- �� %��/+� �� �"�."+��)� �� �2$+$��:�++%$�$&

1� ��(�� � �������+!������� VK�W ��� 	� ��(�� � �	�
	����� � 	�� ��	�� �)	����� 
1��)	����� � ��������� ����� ������	���� � �� ��������� ��������)	� �	�
	����� ���9�� ν̃
��� �����	������ .���� ��������� �	�
	����� ���9�� ��� �������� ��� ������� � �� ������� � ��
����� ��� �� -��� ����'� ����� ����� )	� ��� �����	������ ρν̃ = μt 1��)	����� � ���������
��� �

∂ν̃

∂t
+ Uj

∂ν̃

∂xj︸ ︷︷ ︸
����������

= cb1S̃ν̃︸ ︷︷ ︸
	
��������

+
1

σ

[∇ · (ν̃∇(ν̃)) + cb2 (∇ν̃)2]︸ ︷︷ ︸
�������

− cw1fw (r̃)

(
ν̃2

d2

)
︸ ︷︷ ︸

����
������

M� �GN

����

νt = ν̃fv1 fv1 =
χ3

χ3 + c3
v1

χ =
ν̃

ν
S̃ =

∣∣∣−→rot−→U ∣∣∣ + ν̃

χ2d2
fv2

fw(r̃) = g

[
1 + c6

w3

g6 + c6
w3

] 1
6

g = r̃ + cw2

(
r̃6 − r̃

)
r̃ ≡ ν̃

S̃κ2d2

�� ��� ���������� ���� �

cb1 = 0.1355 σ = 2/3 cb2 = 0.622 κ = 0.41

cw1 = cb1/κ
2 + (1 + cb2) /σ cw2 = 0.3 cw3 = 2. cv1 = 7.1

.� ��(�� ��� ���%����� 	������ ��� 	� �����#�� ��	������ ��� �� ��� ��
	���* ������������
������ �� ����� ��� ��(� ��=��	# �	� ����� � �	� ����� � ����	� 
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L� ���
�� � ?������ ��� �(��� ����)	� ��	� 	� ����� � ��������� ��� � 5 × 106 !
��� ���
��� � ?������* �����	������ ��	� &��� �������� ����� ���������� �	�
	���� 1��
���9%	������� ��	��������� ���� �������� ���� ��	���	�� �������� � ������ 1� ��=� � ����	� 	
��(�� � �	�
	����� ��� &��� �	��� 4��
�� )	� �����
��* ����� 	� ��(�� � �	�
	����� � 	��
��	�� �)	����� ���� ���4���
�� � 	� ��(�� � �	# �)	������ 1� ��(�� � �������+!�������
��� ���%����� �E	�� ��	������������ � ��	�� � �� ��
	������* � �� 9�
����� �� � ��� ��=�
����� �� ����� � ����	� 

$�	� ��	��� ��� �������* �� ���(� ����� ��	�� �� ��� ���� ��� �)	������ ��	��� �R ��	������
��� �����	�� �� ������� 	 >	# ���)	�	# ���� ������� � ���)	����� � �* ��	� 	���������� 	��
������'� ?!D� ���� �� ��(�� � �	�
	����� � �������+!������� 

��� ����	� ��������

�� �� #�����	��
 ��� ����	��
� �� ��������	���� � #���

1�� ���	������� �	����)	�� ��� ��� �E���	��� � ����� 	 ��� � ����	� �	����)	� ���! V��W 
.� ��� � ��
�� ��� �������� ��� ��SD�?! MSI�� D������� ���	�� �� � ?��'���'��
!������������N 1� ������������� �� �)	������ � D�����+���A�� �� 4��� ��� 	�� 4���	������
���	�� 9�� 1� 4���	������ ���	�� 9�� ��� �� ���� � �� .6" 4	� �����	��� ��� �� "����
VJ�W 1�	���������� � ����� 4���	������ ��	� ��� ���� � ������������ ��	� ���	�� �� ������������
�� )	������� 4����������� ����� �� �����* �� )	������ � ��	������ �� ������%�� "� ��	�*
�� 4���	������ ���	�� 9�� ��	� �������)	�� 4��������� � �� %��������� ������#�� �#���������
����� 4���	������ 

1�� �)	������ � D�����+���A�� ��	� ��	�� 4����� ������������� ��	���� �������� �

∂W

∂t
+ divF = 0 M� �KN

1� 4���	������ ���	�� 9�� ��� �����)	�� � ���)	����� � �K ��� ����%������ �	� �� ������ �
����	� Ω )	� ���� ��	� ���� �	� �� 9%	�� � � �∫

Ω

∂W

∂t
dV +

∫
Ω

divFdV = 0 M� ��N

�R F = (f − fv, g− gv, h− hv) ��� �� �����	� �� ������� � >	# 1� �'���(�� � �� ����%����
��	� ��(�� � � ∫

Ω

∂W

∂t
dV +

∮
∂Ω

F .ndS = 0 M� �FN

�R n ��� �� �����	� ������ �������� ���� ���#�����	� 	 ������ Ω ������� ��� ∂Ω M���� 9%	��
� �N 

�	������� ���������� )	� Ω ��� 	�� ����	�� (i, j, k) ����� ������� �	� �� 9%	�� � �* ���)	�+
���� � �F ��	� ����� �������� ����� �	�� �

Vi,j,k
∂Wi,j,k

∂t
+ Ri,j,k = 0 M� �HN
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dV

dSΩ
Ω

F

n

d

x

y

z

���� � � X "������ � ����	�
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s

i−direction

j−direction
k−direction

i−1/2

A

B

C

D

E

F

G

H

(i−1/2,j−1/2,k−1/2)

(i+1/2,j+1/2,k+1/2)

(i−1/2,j−1/2,k+1/2)

(i−1/2,j+1/2,k+1/2)

(i−1/2,j+1/2,k−1/2)

���� � � X D������� ��	� 	�� ����	�� (i, j, k) �� ���	�� 9��
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�R Wi,j,k ��� �� �����	� ����� �����* �	����� �������� ��� �� ����	�� (i, j, k)* Vi,j,k ��� �� ���	��
� �� ����	�� �� Ri,j,k ��� �� 
���� � >	# ������� �� ������� � �� ����	�� �

Ri,j,k = Fi+1/2,j,k − Fi−1/2,j,k + Fi,j+1/2,k − Fi,j−1/2,k + Fi,j,k+1/2 − Fi,j,k+1/2 M� ��N

���� Fi−1/2,j,k ��� �� >	# �� )	������� ����������� ������ �9�� ����� �� >	# ������� ���
������� � �� �������� ������%�)	� i � ������� �� 4������ !,." M9% � �N 1� >	# �	� �����
4������ ��	� &��� �������� ����� ������%���� 	 ���	�� �������� ����� �� �����	� �� �������
� >	# F �� �� ������� 	������� n �	� �� �	�4��� !,." 1� >	# �	����)	� ��	� ����� &���
������ ��� �

Fi−1/2,j,k =

∫
ABCD

F .(−n)dS ≈ FABCD.

∫
ABCD

(−n)dS M� ��N

�R ������%���� � �	�4��� ��� �� ���
�� � ����� ��������� �	 �����	� �	�4��� sABCD =
(sx, sy, sz)

T  $�	� ��	���� 
��� ������� �� 
���� � >	# Ri,j,k )	� ��� �	��� ������ ����	 �#�������
��� �� ��� .6" ���!* �� �����	� � >	# FABCD ��� ���)	����� � �� ��� &��� ����	�� �	� ��
�	�4��� � �� ����	�� 

1� �����
∮

∂Ω
F .n dS � ���)	����� � �F ��	� &��� �������� �� �∮

∂Ω

Fc.n dS −
∮

∂Ω

Fv.n dS M� ��N

1� ������� ����� ���������� �� �����	� �� >	# ��������4 �� �� ����� �� �����	� �� >	#
���)	�	# �	� ��� ������%�� ���	��	���* � ���
��	# ��'���� ��� ��� ��������� ��	� �
�����
	�� 
���� �����#������� �� >	# ��������4� 

$�	� �� ������������� �������* ��	� ������ 	������� ��� �� ���� � ����� �'(�� �� ��'���
������� � ?�� VGHW $�	� �� ��������� �	�����������* �� >	# �	����)	� ��	� �� ��'��� � ?��
�	� �� 4��� i + 1/2 ��� ���� ��� �

Fi+1/2 =
1

2

[F(W L
i+1/2) + F(W R

i+1/2)
]
.si+1/2

−1

2

∣∣A(W L
i+1/2, W

R
i+1/2)

∣∣ (W R
i+1/2 − W L

i+1/2) M� ��N

�R A ��� �� ������� � ?�� �� W L
i+1/2 �� W R

i+1/2 ���� ��� �����
��� ������������� �#��������� �	�

�'�)	� �7�� � �� 4������ ML �#����������� � %�	�'� �� R �#����������� � �����N .�� ����	��
���� �#��������� ��� 	� ��'��� ������� ���� 	���������� �	� ������	� ��� �����* <�� 1���*
�	���
�� �� <�� !�
�� V�W 1� 4��� � ����	��� ��� �� �	��� �� �����	� ������ ��	� ����� �����+
������ ��	� ������ � ������ 	� ������	� �����
�� "� �� 4��� �� ������	� 	������ ���� ���	� �
<�� !�
�� ��� �� ��� �����(������ �����
�� 

1� ��'��� � �����	���� �	����)	� �������� �'���� ��	� �� �����	���� �� �)	������ ���
	� ��'��� ��������� 	 ������� ���� .� �'��# ��� ���������� ��� �� 4��� )	� ���� � 	� %���
��������� ��	� �� ������%���� �� ���	������� ������������� ��� ������� � 	� ��'��� �#������� 
1��)	����� �
���	� ���(� �� ������������� �������� �� ���	�� 9�� ��� �

V
W n+1 − W n

Δt
+ θR(W n+1) + (1 − θ)R(W n) = 0 M� �JN

�R V ��� �� ���	�� � �� ����	��* Δt ��� �� ��� � ����� �� θ ��	� 	� ��'��� ��������� ��� �%���
� � 
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.���� �� ����	 R(W n+1) � ��������� n + 1 ����� ��� ����	* �� 4��� 	�� ������������� 	
����	 �� 4������� 	 ����� �

Rn+1 = Rn +

(
∂R

∂W

)
n

ΔW n + O(Δt2) M� �GN

�R ΔW n = W n+1 − W n 
S� �����	�� ���)	����� � �G ��� ���)	����� � �J �� �� �
����� �(

V

Δt
I +

[
∂R

∂W

]
n

)
ΔW n = −R(W n) M� �KN

�R I ��� �� ������� ������� 
1� �����	���� � ��������� � � ����� �)	����� ���� 4���� ��� �� ���'�� 1L+��S? M��������

�	�������� S��� ?���#�����N 

�� � $���	��
� �����
	�� �����%	��

�=�=�=� ������")� �� �� +��!"$� �� $�0� ��� � &)�/��

1��� �	� �������	� ������������� � 4���� ���������)	�* �� ��	'���� ����	�� 	��
4������� �
�����4 f(xd, W )* ����)	����� �� ���B���* )	� �� ������ � �����
��� � �������
xd ��>	��� �	� �� 4���� ���������)	�* �� 	 �����	� ����� W  5� �#���� �E������� 4�8���
� ����	�� �� ���
�(��* ���� �� ������%�� �'����� ��� !��
	� ��� 
���� ���� 	�� ���'��
� �����	���� ��� ������ ������ V��* JJ* JGW .���� �����	���� �������� 
��� �	# �������������
���������� 	� ���
�� ����� � �����(���� ����� ��� 
����� )	� �4������ 	�� ����	�� M�
������ 	 ������� � �����(����N ����� )	� �� ���
�� � 4�������� �
�����4� M���B���* ��������*
   N �� � ����������� M���	���* ��������*    N ��� 4��
�� 

D�	� ������ ���	����� ����� ���'�� ��� 	�� ������'� 1�%���%����� 	 ���
�(�� 1� 
	�
��� � ��������� 	�� 4������� �
�����4 f ��	� �� ���������� ��%����� R(W, xd) = 0 1� 4�������
1�%���%����� �� �9��� ����� ��� �

L(xd, W ) = f(xd, W ) + λT R(xd, W ) M� ��N

�R λ ���������� �� �	����������	� � 1�%���%�* ����� )	� �� �����	� ������ 
L�� �������� ���������� ��	� )	� �� �����	� ���� ������� ��� )	� �� ������ � L ���

������� �	 �����	� �� �����
��� � ������� xd ���� �	��� �

dL

dxd
=

(
∂f

∂xd
+ λT ∂R

∂xd

)
+

(
∂f

∂W
+ λT ∂R

∂W

)
∂W

∂xd
= 0 M� �FN

$�	� �� ��� ����	��� �� �����
∂W

∂xd
* �� �'����� ����� λ ��� )	� �

∂f

∂W
+ λT ∂R

∂W
= 0 M� �HN

�	 ������ � [
∂R

∂W

]T

λ = −
[

∂f

∂W

]T

M� J�N
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����� ���)	����� ������� � R(xd, W ) 1� �����	� ������ ���������� �� �����
����� 	 ����	 ���
������� � �� 4������� �
�����4 ��������� 

1��#�������� 9���� 	 1�%���%��� ��� ����� �

dL

dxd
=

∂f

∂xd
+ λT ∂R

∂xd
M� J�N

1��)	����� � J� ��� �����	� ��� 	�� ���'�� � D�Y��� .� )	� ��	� ��������� ��� ��� �� �����	����
� ������ ������* ��	� �� �	��� � �� �����	���� 	 ���
�(�� �������������* ��	� ���	����- ��	�
� ������ ��� ��� ��4������� ������ ��	� '�	� 

�=�=�=� ��&�+"� �� �"%�� !"� �� +��!"$� �� $�0� ��� � &)�/��

"��� ���)	����� � J�* ��	� ��	���� �������� �	# ������ � ����	�� � �� ����� � %�	�'�
∂R

∂W
�� �� ����� � �����

∂f

∂W
 .�����8��� ��� �� ����� � ����� 

X
∂f

∂W
���������� �� ������ � �� 4������� �
�����4 ��� ������� �	# �����
��� ������������� 

"��� �� �'�B�� �������������* ����� )	������ �� &��� ����	��� �������)	����� ��� 	� �	���
�#�����	� � ���!* ���	��� � ����+���������� ���B��� �!��
	� �������� ��� ��SD�?!*
66"J� V�KW "�� �#������ � ����	� �������)	� � ����� )	������ ���� ����� ��� ���
��4������� V��W �� VJJW 

X
∂R

∂W
��������� � �� �����
����� �� �)	������ � D�����+���A�� ��� ������� �	# �����
���

������������� 5� ��� ����	��
�� �������)	����� ���� �� ��� ��(� ��� � �� ���'�� � ��+
���	���� �� �)	������ ������� "� �� 4���* �� ��� � �����	���� �� �)	������ �������
M������� � � �N ��� ��� ��� �'���� )	� ��	� �� ��
	������ ���� �	��� ����� )	� �� �����
∂R

∂W
��� ����	�� ��� �� �����	���� ��������� �� �)	������ 1� ������������ 	 ����	�

�	����)	� � �� ����� � ��� �E���	� ��� 	�� �����
������� ����� !��
	� �� ��SD�?! 

���������� )	� ���� � ��� �	# ������ ��������	#* �� 4�	� �������� �� �������

[
∂R

∂W

]T

��	�

�'�)	� ����	�� 	 ������%� 1� ��'��� 	������ ��	� �E���	�� ����� ��������� ��� 	� ��'���
����������� ! �'�)	� ��� � ����������� n* �� ����(�� � ����	�� ��� ����� �� �	����� �[

∂R

∂W

]T

Δλn = −
([

∂f

∂W

]T

+

[
∂R

∂W

]T

λn

)
M� J�N

���� λn+1 = λn + Δλn

1�������%� � �� ��'��� ��� )	� ���� ��	� ��������� 	�� ������� ������'��

[
∂R

∂W

]∗T

���

�� ���
�� � %�	�'� ��	� ����� �� ������� � ��%����� �������� .��� ��	� %������� ��
������%���� �� �� ���
����� � �� �����	���� 	 ����(�� 1��)	����� � J� ��� 
��� �����	� ���
�� ����(�� � ������%���� ��� Δλn )	� ��� ���� -��� 1��)	����� ���� �����	� ��� �� ���'��
1L+��S? 

�� �! "�
������


1��������������� � ��� ���'��� �	����)	�� � ������� 	�� ������� �����
������� �����
��SD�?! �� !��
	�* � ������ ��
����� 	� ��� � ����	� ��	� �� �����	���� �� �)	������
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������� �� �������� ���
��* ������ �� �������
�� � �� ���9%	������� ��	��������� .�� �	����
������������ ��� �����)	�� ���������
��� � �����
������� �	� ��%����� � ����	� � �� ����������
�� � ������	� 
��� �	� ���������	� ������ 



�������� �

����������� ������ �� ���������� ��

������

1� 
	� � �� �'������ ��� � ������� ��� �E������� 4�8��� ���������� ��� ���	����� ���	� 	
����	�� �	����)	�� D�	� ��	���� �%�%�� �	# ��������	# �#�� �������������� 1� ������� ���
� ���������� ���������� �	� �� ������%� )	� ���� � ��	�� �� ��#�������� ��� ���	����� �	 ������
��������� �	 � ��	��� ��� -���� �����	� ��� �� ������%� .� ������� �#� ��	� ��������� ���
���	����� � ����	� .6" ���� ������� � �� ���������� � ?��'�����* �� ���������� 
���� �	�
���������	� ������ �� 	 ���������� � �� ���B��� ��� ��������'� �'��� �������� 1� �	#�(��
�#� ���������� � ���9�� �� ������%� �� �������'������ �	 �� 
�	%���� ��� ���	� �� ��������� 
L�� ����� ������������ � �� �	#�(�� �#� ���� �����
������� �	� �����	�� M�	 ����	�N ��	�
�����B��� ��� -���� ������&� 	 ������%� 

��� �
��	�����	


"��� ����� ������� ������	����� �	 �'������* ��	� ������ ���� ��� ���'��� 	�	��������
	�������� ��	� ��� �E������ �'(��� "��� 	� ������� �����* �������������� �� ���I������
���������)	�� ��� 	���������� � ��	���	�� ���	����� .6"* ���� �#����� "��� 	� �	#�(��
�����* ��� ���'��� � ����	� � �����	� 	�������� ��� �� ��� � .6" ���! ��	� ������ ��
������%� ������ ���������� 
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 �� �������
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1� 
	� �	�� ���������� � ���I����� ���������)	� ��� � ��	���� ������� �� ���	���� �	�
����	� )	��� ���4��� )	� �������� �	 ���	# �� ���	���� ������	� 	 ���
�(�� �� �	 ���� ��
������	�� �� ���	���� �	� 	� ������%� ��(� 9� .��� ����� 	� �������������� ������ �	 ��+
�����
�� �� ����� ����� � ����	� ��� ������� �	 ������%� �������� 1�� ���'��� ����������
���� 
����� �	� �� ���'��� ���������)	�� D�	� �	��������� �	��� 	�� ������������ � ������

� �� ������%���� � �� ���	���� �� ������%� "�	# ���'��� ����	������ 	�������� ���� &���
�#������ 1� ���'�� � ���������� � ���I����� ���������)	� ���� ���������	� ������ ����
��������� ��� �� ������� � � � 

�*� 	��	��� �	� ����� ��

� �� ��
� ����
���� �������� ��	 +���	 � �,��� �� � ��������#
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.��������� �	# ������%�� ����� ����� ���%	�	�� ������������)	�� h1 �� h2 Mh1Zh2N ��

�������� )	� �� ���I����� ���������)	� ������%� ����� ������ � ������������� MpN �
�� �����	���� �������� 	 ���
�(��* ��	� ��	���� ����� 4���� 	� ������������ ������ � �����
���I����� ���������)	� ��� ������� � �� ���%	�	� ������������)	� �

f = f(h1) + hp
1C + O(hp+1

1 ) M� �N

f = f(h2) + hp
2C + O(hp+1

2 ) M� �N

f ��� �� ���I����� ���������)	� � �� ���	���� ������	�* f(h1) �� f(h2) ���� ��	# �	� ���
������%�� � �� �* �� C ��� �� ���I����� 	 ������� ����� 	 ������������ �� ��%��%����
�� ����� ����� �	�����	� � p �� �� ��������� C ��	� �
������ 	�� �����#������� � �����
���I����� ���������)	� �

f ≈
f(h1) − f(h2)

hp
1

hp
2

1 − hp
1

hp
2

M� �N

"��� ����� ���* p ���� �%�� � 2 �� h1 ���� �� ������ � h2 .���� ���������� ��	� &��� 	�������
���������� �	� �� ���	����� � ����	� �	 �����* ����� ��� �� ��4������ VKFW* � ������ �
���	����� � ����	� ��� �����%�� ��� �� ���������� ������� 

�$ )����)� �� �� � )5$��&�� �����$+ &�� ?<@

�$+)"+ �� +������ �� � &)��� &$� ��
�� �(%�� %�������* ������ � ������������� p � ����� ��� ����� )	� �'����)	� �� �����)	�

�� �	���	� �� 4������� 	 ������%�* �� �� ��	� ��� �� ����	� )	� ���� � ������� $�	� ����	��
�� ���
�(��* ,�A�� VKW ������� �������� �� ��������� 	 ��'��� �� 	�������� �� ��������+
���� ������ �������� ���� ����� ������%�� �E������ � ���%	�	�� ������������)	�� h1* h2 �� h3

Mh1Zh2Zh3Z�N �� 	�������� ��� ��������� 	 ����%���'� ��������* �� �
����� ����� �

f = f(h1) + hp
1C + O(hp+1

1 ) M� JN

f = f(h2) + hp
2C + O(hp+1

2 ) M� GN

f = f(h3) + hp
3C + O(hp+1

3 ) M� KN

S� ��	� ����� �������� f �� C �

f(h3) − f(h2)

f(h2) − f(h1)
=

hp
2 − hp

3

hp
1 − hp

2

M� �N

�� �� ��I������ ����� ��� ������%�� �	������4� ���� ��� �&��� M����� � ��� h3 = rh2 ��
h2 = rh1N* ����� �� �� �	�� �� ��������� 	 ��'��� VGFW � ���)	����� � � �

p =
ln
(

f(h3)−f(h2)
f(h2)−f(h1)

)
ln r

M� FN
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5� � � 
��� �=� ��������� ��������� VKW )	� ������ ����9�� ��� �E������ f(hi) ��	� )	� �����
���'�� �	���� ����� �� ���	����� �������
���* ��� �#����� 	�� ��������� � �� ������%����
�� ������%� 

���� ��� � ��� � ������� ������ ����� ��� �E������� ���%	�	�� ������������)	��* �� �	I� ��	�
����	��� p � ����	�� ���)	����� �	������ �

(f(h3) − f(h2))hp
1 + (f(h1) − f(h3)) hp

2 + (f(h2) − f(h1))hp
3 = 0 M� HN

"��� �� ��� ��* �� ���%	�	� ������������)	� ���� ��������� ����� �� ������ �	
�)	� M�� �
���������N 	 ������� ����� �� ���	�� V 	 ������ � ����	� ����� ��� �� ���
�� ���������

Ni � hi = 3

√
V
Ni

 ����� ���� )	� �� ���	�� 	 ������ � ����	� ��� �� �&�� ��	� ��	� ���

����	�� �� )	� ���� 4��� �� �������� � ���%	�	�� ������������)	��* �� ��	� ����� ������9�� ��

���%	�	� ������������)	� �� ����	���� hi = 3

√
1

Ni
 

�$+)"+ �� +$ )����)� ��
.���� �����������* �� ��	� ����	��� 	�� ����	� E3 �� ����� ������� �� 4������� ������	�

�� ����	���� �

E3 =
f(h3) − f(h2)(

h2

h3

)p

− 1
, f ≈ f(h3) + E3 M� ��N

! ������ � ����� �#��������* �� ��	� ������� �� ���
�� � ������ � ������%� �	I���� ��	�
����� �� ���I����� ���������)	� ���� 	�� ����	� ������ )	� ���� ���� ET  1� ���%	�	� �����+

�������)	� � �� ������%� ���� ����� hT ≈ h3
p

√
ET

E3
 S� ��	� ����� �� �	��� �� ���
�� � ������

���������� MNT N �� � ��������� � NT ≈ N3

(
E3

ET

) p
3

 1� ���
�� � ������ �'����)	� ����	�� ���

� ������ � ����� �������4 

$�	� 	�� 
���� ����������� � ���#����������� � ?��'�����* ��� ������%�� 	������� ������
�� ���	��� ����- ����'� � �� ������%���� ���������)	� � �� ���	���� ��� [�����\ L� �����
��	� ���� �� ���� ��� ���� � ����� ������%���� ��� � ���	��� 	� ���� � ������������� ��4����	�

�
2

3
p �� ���� �� ���	�� ��� ����� ���	�����* �� ��	� ��%��������� �	������� 	� ���
�(�� ����

��� �� )	����� 	 ������%� ���� ��� �� �����	� 
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$�	� ����� 	�� ����	����� ��	� ������� �� ���I������ ���������)	� Mf(h)N* �� �	�����
)	���� ������� )	�����)	����� � �� ������ ������������)	� 	 ������%� MhN �� � ��������
���I������ MckN )	� ��	���� �������� ����� �	�� �

f(h) = f(h = 0) + c1h + c2h
2 M� ��N

S� ��� ��� ������� ������������)	�� �� ������%�� ���� ��������� �� ������� �� �������
������%� ����� ��4������ S� ���� ����� h = 1 ��	� �� ������%� �� ��	� 9� M�� ����	� ��+
������������N h = 0 ���������� �� ���	���� � ������ ������	� )	� ���� ���'���'� ����� ����
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)	� ��	� ����� ����� ������	��* �� ��	� 4�	� ����� �)	������ �� ��� ����� ������%�� �E������ 
"��� ����� ��� ��� ����	�� � h ������ �* � �� J ��	� ��� ������%�� �	������4� ��� ��	� 4������ 	�
��I������ �������� 	 ������%� 

.���� ���'�� ��� �#��&������ ����������� ��� ��� '����'(��� � ������%���� )	�����)	� ��
4������� 	 ������%� ��	� �� ���9%	������� ��	��������� �� ���� )	� ��(� �������� ���������� 
���� �� ���� ����� �������� )	�� �������� ��� ������ ��� ��� ������������ �� 4��� ��� ������� 
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D���� 
	� �� &��� � ���	��� 	� ����� � ����	��� ������	� � ������������� .���� ����	�
��	� ���&�'� � ����	�� �����(������ �� �#�������� ��� �)	������ ��������� ����� ���	��+
���� "��� ���
���	* ����� ����	� ��� �� �E������ ����� �� ���	���� �� ��� �)	������ ��	� 	�
������ ������	 �� �� ���	���� ����	��� ���� 	� ������ ��������� 5� ��	� ��� �������
�� ��	�
�� ��� ������#�� � ��	���� ����	��� �#�������� ����� ����	� ��� �� ��	� 4�	���� �� ���	����
������	� 1�� �E������� ����(��� �����	�� ������	� � ���������� ���� �	���	� 
����� �	� �� ���+
��������� �	�� ����	� [��������������\ � �����	������ ��� ������� �	 ������%� ���� ��)	��
���� ��� ����	��� S� ��	� ����� ������� )	�	�� %���� ��������� �	�� %����	� ���� ��	 �
����� ��	� �� ����������� ��	��� ��%����� 	�� ����	� ����- ������ $�	� ��������* �� �'��# �
������	� � ����	��� ��� &��� ����������� ��� � �� %����	� )	� ���� �'���'� � ���	# �������� 

D�	� ������ ��������� ��� �E������� ����	�� )	� ���� ��� ������������ ��� �� ��� � .6"
���! 
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.���� ����	� ���� �	� ������������ �� ����� � 3����� V��* �GW 1� 
	� ��� � ��������
�	# ���	����� � ����	� �	����)	�* ��	�� ����	��� �	� 	� ������%� %������� �� 	�� �	��� �	�
	� ������%� 9� .���� ���'�� �� ���
��� ����- ���	��������� ���� �� ���'��)	� �	���%�����
������������� � ������%���� S� �
����� ����� �	� �'�)	� ������%� �� ������������ �	����� �

φ(x) = φ(x, h1) + hp
1C(x) + O(x, hq

1) M� ��N

φ(x) = φ(x, h2) + hp
2C(x) + O(x, hq

2) M� ��N

���� h1 �� ���%	�	� ������������)	� 	 ������%� %�������* h2 ����� 	 ������%� 9�* φ(x, hi)
	�� %����	� ����	��� M��������* �������*    N �	� �� ������%� � ���%	�	� ������������)	� hi* C(x)
�� ���I����� 	 ������� ����� 	 ������������ �� p ������ � ������������� � �� �����	����
�������� L�� �� '����'(��� ����������� � ����� ������'� ��� )	� C(x) ��� �� �&�� ��� ���
�	# �)	������ ! ������ �� �)	������ � �� �� � ��* �� ��	� �� �	��� C(x) �

C(x) =
φ(x, h2) − φ(x, h1)

hp
1 − hp

2

M� �JN

! ����� � ����� �#��������* ������	� � ?��'����� )	� ��� �� �E������ ����� �� ���	����
������	� �� �� ���	���� ����	��� �	� �� ������%� 9� ������� �

ε(i) = |φ(x) − φ(i, h2)| =
|φ(i, h2) − φ(i, h1)|(

h1

h2

)p

− 1
M� �GN
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"��� �� ���� � ����� �'(��* ������ � ������������� �� ������ ��� p = 2 .���� ����	� ��� �����+
�	��(������ �������������� � ������	� � ������������� �� ���� �� ���	�� ����'� � �� ������%����
�� ������%� �� )	� ���� ������ � � ������%�� ����- ����'� ������%�)	����� �� �� 	������ ��
�	���%����� ��	� �� ����	���* �� � �
��%���������� �� �&�� ������%�� �� 	� ������� h1 �	� h2

����- ������ 
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"��� ����� ������* ��	� ������ 	������� �� ����	 �#������� MR(W )N )	� ���� � �9�� ���
�� ������ � � � :�U�� �	 ����	 �������� ����� 	�� ����	�* �� ��	� �����B��� ��� -���� �R
�� ������������� ����� ��� �	I����� ��	� 
��� ����� ������ � �� ��������� � �� %����	�
�'����� φ 1� ����	 ��	� &��� 	������ ����� ���* �������� ��	� ����� 	�� �������� '���%������
���� ������	� � ?��'�����* �� ��� &��� ������ � �� �&�� 	���� �� �E�� ��	���� 	 ����	 ���
[φ][L3][T−1] ����� )	� ��	���� � ������	� � ?��'����� ��� [φ] "� �� 4���* �� ���	�� ����� � ��
����	�� ���� �'���� ����� ���	�� ������������)	� �� 	�� ��'���� � ����� ������������)	� ���� �

T =
h

U
M� �KN

�R h ��� �� ������ ������������)	� � �� ����	�� M���	�� ����� ��� ������N �� U ��� �� �������
������� 

1��#�������� � ����� ����	� ��� ����� �

ε(i) =
R(i) × T (i)

V (i)
M� ��N

�R R(i) ��� �� ����	 �#������� �����* T (i) ��� �� ����� ������������)	�* V (i) �� ���	�� � �� ����	��
�� � ��� ������� � �� ����	�� 	 ������%� 

�=�=�=3 ������"� .$&�� &"� +��&& ��

�#��������� �� �����	� �� �	# ��������� 1� ������� 0�������� �	�� %����	� ���	��)	�
φ ������� �

H =

⎡⎢⎣
∂2φ
∂x2

∂2φ
∂x∂y

∂2φ
∂y∂x

∂2φ
∂y2

⎤⎥⎦ M� �FN

φ ��� 	�� %����	� �#������ � �� ���	���� �	����)	�* ��	���� ����� �� ���
�� � ���' �����
)	� ��� 	������ 

S� �� �'���'�� � ����� 	�� ������� �9��� �������� ��	� 4�
��)	�� 	�� �����)	� ?�����+
������ $�	� ���� �� 4�	� ��	� ��
�� ��%�������� ����� ������� �������)	� �� ����� ��� ����	��
������� ��������� �

H = RΛRT M� �HN

�R Λ ��� �� ������� ��%����� ��������� ��� ����	�� ������� � H �� R ��� �� ������� ���������
��� �����	�� ������� 

$�	� �
����� 	�� ������� �9��� ��������* �� �	I� ����� � ������ �� ����	� �
���	� ��
����	�� ������� �



�=� �����)� �� �� ����"� .$&��& &"� +��2��$��"� $�0� �� �6

M = R|Λ|RT M� ��N

S� ��	� ����� �����4����� �������� ���� ��� 	� ������ ?��������� �� ������	����* ��� �������
�� ��&��� �� ������� � �������� ���� ���� ����	��� ��� �������� � ?������ �� ����� ���%	�	�
��� ����������� ����� 	�� ����	� ��� �������� ���� $�	� �'�)	� ��&�� � ���%	�	� �* ������	�
�� ����	�� ��� ���#�������� �

ε(i) =

∫ �

0

√
x�M(s)xds M� ��N

�R x ��� �� �����	� 	������� � ����&�� �� s �� ��������� �	����������� 
,��	��	� ���	�� ��� ��� 4����� �	� �� �����	� �	���	� ��	� �� ������%�� ���+���	��	���

M��� �#����� V�*�F*��*�H*J�*J�*GK*K�WN 1� ������� 0�������� ��	� �	��� ��	� 4�	���� �� ���+
���%������� ��	� �������� �� ������ �� ����	�� <������ �� "����4�� V��W 	�������� ����� ���������
��� ��	� �������	� ���������� � ������%� 

��� �	�����	
 � ���� ����� ��� ��	������� ���	�
�

!��(� ����� ����� �� ���	� ��� �E������� ����������� �� ����	� ����	������ 	��������* ��	�
������ ��	� 4�������� �	� �� �'����� � �� ���������� �� � ������	� ����	���� � ������ � ���������	�
������ $�� �
	� � ���%�%�* ��	� ����������� �� ���������� �� ������	� 
����� �	� ���������	�
������ � ���������� �� ����	� �������� 

1�� ����������� �� ����	�� �������� ��� ��
�� ��� ���������� ��� �� �'����� ������	� ���
$����� �� :���� V�GX�F* G�* G�W ��	� �� >	��� ���+���)	�	# �� 	�� �������� .���� ���'��
4	� ��� �� �	��� ������ ��	� ��� �)	������ ����(��� �� 	�� �������� ��	� �� >	��� ���+
���)	�	# ��� <������ �� "����4�� VKK*K�W ���	��� ���� 4	� ������ ��	� ��� ��� 
�������������
��� 	� ���	������ ���������
�� ���+���)	�	# VKFW �� ���)	�	# VKHW $��A � ������	� ����
�� ������������ �� ����� ��������� ��	� ��� >	��� ���)	�	# �� ���+���)	�	# VJH* G�W �	�
�� ������ ��	���� �������� �� �'(�� ��� ���� �� �	��� V�* F* �KX�FW "��� ��	� ��� ��������*
�� �����'� � ��	��	�� ��� � ����	��� 	�� ���������� �	� 	�� 4������� �
�����4 ������ �	��
����%������ �	�4���)	� ������)	� ����� �� �������� �	 �� ���B��� �� ���	��� ������� �� ������%�
���+���	��	�� � ������ � ������	� ������� .������� 	�� �������� ���%������� � ��� �����	���
����(������ ��� $��A ���� ��	���������� �	�� 4������� �
�����4 ����� ��������������� VJ�W ��
�E�� ��	� ������ �� ������%� �	� 	�� ���9%	������ �	� ����� � ��������� �	�������)	�* $��A
� 	������ ������%������ � �� �������� �	� 	� �7�� � �����	���� ����	���� ������� $�� �� 
����* ��
� �
���	 	�� ��(� 
���� ��������� �� �'��� �����)	�� ��� ����%�� �	�������)	� 

.�� ���'��� ��� ��� �	��� ���������� ��� 	� �����#�� ��	� ������)	� ��	� ��� ��������
9��� �� ������	���� ��� ,��A�� �� ?�����'�� V��*��W �� ��	� �� ���'�� � :����A�� ��������	�
��������� ��� 0������� V��* ��W 

1�� �� � �$+ ��& ��"� + &$� �� � �� ���������� �� � ������	� 
����� �	� ���������	� ������
���� ��	� �� ������� � �'(�� �

X 1� ����	� �	� �� %$ ++$��& &��")�"��& 
X 1�	���������� � �� ���������� 
���� �	� ���������	� ������ � �� ��$�& &"))�&& A& ��

)��9�����)� 
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X 1�	���������� �	� �� ��"9�++�& A��)� ��& �.0�)� A& ���	�� ��������� � ��������'�
�'��� �������� � �� ���B��� 

X 1������������ � �� ���9%	������� �� �� ��������� � ��� 	�������� ��� �� ��"&�� � $�:
���$"� !"� 

 � �� '������ �� �� ������	��
 �����
	� �����%	�

1� �����'� ��	� �
����� �� ���������� �� ������	� 
����� �	� �������� ��� �������� � ��
��4������ V��W ������ �	# ������%�� ���	��	���* 	� %������� ���� ����� ���%	�	� ������������)	�
H �� 	� �	��� 9� ����� �� �&�� ������%�� ���� ���� 	�� ���%	�	� ������������)	� h Mh < HN S�
��	� ����	��� )	� �� ���	���� ����	��� �	� �� ������%� 9� ������ ����� 	� ���	���� ��	� ������
)	�	�� ���	���� ���	� 	 ������%� ��	� %������� .�������* �� ����	� �	� �� ������%� 9� ������
��	� � ����� )	� ���	� �	� �� ������%� %������� D���� 
	� ��� ������ 	�� 
���� ����������
	 ���I����� ���������)	� fh(Wh) M��������* ���B���*    N 	 ������%� 9� M����� hN ����
�E���	�� ���������� �� ����	� ���� �� ������%� 

�����)� �� )$+)"+�� &"� +� %$ ++$�� B�
.��������� �� ������������ �� ����� � 3����� �	 ������� ���� � �� )	������ fh(Wh) �

fh(Wh) = fh(W̃h) +
∂fh

∂Wh

∣∣∣∣
gWh

[
Wh − W̃h

]
+ ... M� ��N

"��� ����� �)	����� � ��* Wh ��� �� ���	���� �#���� 	 �����	� ����� �	� �� ������%� 9�
�� W̃h ��� 	�� ���	���� �����#���� M���	���� ����	�
��N [Wh − W̃h] ���������� ������	� �	� ��
�����	� ����� $�	� �#������ ����� ����	�* ��	� ������ ���#������ 	 ������������ �� ����� �
3����� 	 ����	 �� �)	������ ��	��� Rh �

Rh(Wh) = Rh(W̃h) +
∂Rh

∂Wh

∣∣∣∣
gWh

[
Wh − W̃h

]
+ ... M� ��N

<	 )	� �� ����	 � �� ���	���� ������%�� �	� �� ������%� 9� ��� �	����� �	�* ������	� [Wh−W̃h]
��� �#������ ��� �

Wh − W̃h ≈ −
⎡⎣ ∂Rh

∂Wh

∣∣∣∣
gWh

⎤⎦−1

Rh(W̃h) M� �JN

�� �	
����	��� ���#�������� � �J ��� ���)	����� � �� �� �
����� �

fh(Wh) ≈ fh(W̃h) − ∂fh

∂Wh

∣∣∣∣
gWh

⎡⎣ ∂Rh

∂Wh

∣∣∣∣
gWh

⎤⎦−1

Rh(W̃h) M� �GN

���� λh|
gWh

* �� �����	� ������ ����	�� �	� �� ���	���� ����	�
�� 	 ������%� 9� .� �����	�

�����4��� ���)	����� ����(�� ������� �⎡⎣ ∂Rh

∂Wh

∣∣∣∣
gWh

⎤⎦T

λh|
gWh

= −
⎡⎣ ∂fh

∂Wh

∣∣∣∣
gWh

⎤⎦T

M� �KN
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6���������* �� ���������� ����� ��	� 	� ���I����� ���������)	� ���[
λh|

gWh

]T

Rh(W̃h) �� ���)	����� � �� ������ �

fh(Wh) = fh(W̃h) +
[
λh|

gWh

]T

Rh(W̃h) M� ��N

�����)� �� )$+)"+�� C 2$�� � �" %$ ++$�� ���&& ��
$�	� 	�� ������'� ����	��* ��	� ������ ��������� )	� �� ���	���� ����	�
�� ��� 	�� �����+

�������� MLH
h N � �� ���	���� ���	� 	 ������%� %������� �	� �� ������%� 9� W̃h = LH

h WH  LH
h λH

��� ��������������� 	 �����	� ������ ����	�� �	� �� ������%� %������� $�	� �� ��� ������ �
%����	�� ����	���� �	� �� ������%� 9�* 	�� ���������� ����	��
�� ecom �� 	�� ����	� ��������
erem ���� �����	���� �� ���	���� �� ��	�������� ��� �� ���
�� � ����� � ���)	����� � �� ��
�&�� ����� ���� �� �����	� ������ ��������� �

fh(Wh) − fh(L
H
h WH) =

[
LH

h λH

]T
Rh(L

H
h WH)︸ ︷︷ ︸

��

������ ����������

+
[
λh|

gWh

− LH
h λH

]T

Rh(L
H
h WH)︸ ︷︷ ︸

�

��
 
�������

M� �FN

1� 4��� � ��	���� ����	��� �� ���������� ���� ��������������� 	 �����	� ������ �����)	�
)	� �� ������%� %������� ���� ����- 9� ��	� ��	���� ����	��� ����������� �� ������������)	�� �
�����	������ "��� �� ��� ���������* ��� �#��������� � �� �� � �� �� ���� ��	� ����
��� �� �� �'�����
� �� ���������� ������� ����� ��	� �����)	�
�� 

�	���� �� :���� VJ�W ��� 	������ �� ���������� ����	��
�� ����� 	� ����� �����	� ������*
��%��%���� ������	� �������� erem "� �� 4���* 	�� ��������� � ������%� ��	�+&��� �E���	��*
���� �� ��� �	�� ���� �� �7�� 	 ����� ��������4 �� ��	��� ���� �� �� �����B� ��� �� ���� 	
����� � ������	� �������� 

�	� �� 
��� �� �����	# � <������ �� "����4�� VKHW* 	�� ������������� ����� ��	� �����
QH

h ��� �����	��� �	� �� �����	� ������ ��	� ��������� �� ����� λh|
gWh

 

L�� ����	� �������� ���������� ��	� ���������� &��� �#������ ���� �� �����
��� ��	������
���	�� 	 ������%� %������� �

erem =
[
QH

h λH − LH
h λH

]T
Rh(L

H
h WH)

$�� �� 
���� ������������� � ��	���� ���'��� )	� ������� ��	%������ �� ��������� �	� ��
4������������ ����+�&��* �� ������ ��	�7� ��	%������ �� ��������� 	 ����	� � �� ���������� 
,��� �=�* ����� 	�� %���� �����#������� � ��������� λh|

gWh

��� 	� �����	� ��������� .����

��	� ���� )	� ��	� ����� ��	��	�� ����� 	� ��%�� �����)	� �	� ��� ���	����� 1�����	� erem

����� ���� -��� ����)	� ��� �������������� ������ �E������ �������� �� �&�� ���	���� ��
	�� ������������� �������� ���� �� �&�� ���	���� )	�	�� ������������� ����� ��	� �����* ��
��	� �	������ )	� �� ������%� ��� �	�� ����- %���� 9����� 

1�� �������������� 	 �����	� ����� �� 	 �����	� ������ ��	���� &��� �E������� ����
��� ����� ��� ��	� �������� �� �&�� ������������� ��	� ��� �	# )	������� 
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�� '������� �! ������	 ��	
�������	 �� 
����� ���		���

��� -����	 ����������	 �!
�����	 �� 
����� �� � �����
�� � 	������� �� 
����� ���	�
	��� �! ������	 ��	 �������	

��� -����	 ����������	 �!
������	 ��	 �������	 �� 
�����
�� � ����� ��	 �����	 �!
�����	 �� 
����� ��

���� � � X $����	�� �������������� 	 ������%� %������� �	 ������%� 9�

 � � (
	�����	��


"����(� ��� �)	������ ���������� �� �	���	� ��	� ������	� ��������* ��	� ����� ������� �	
�����	� � �	# �������������� ����� �E����� .� )	� ���� ����� ��� ���� ��������������
��� 	�� ��4������ �	# �������������� ��� �����7�� � �%�� �E����� "��� ��� �������� ��������
� �� ���������� �������* ��� �������������� )	� ���� 	�������� �� ���+���	��	��* ���� ��� ��	�
��� ��� 	�� ������������� �������� )	� 4��� �I�� �������������� ����� ��4����	� $�	� �������+
�������� ����� �	�����	�* 	�� ������������� ���� 	�� ������������ �� ������� ������ ���
	������� ��� <������ V��W �� 	�� ������������� 	�������� ��� %������� ����	��� � �'�)	� �#�������
� ����&�� �������� �� ����� � ���������� ��� 	������� ��� C�� �� �� V�FW �� $��A VG�W 

$�	� ����� ���* ��	� ����� ���� � ����� ������ 	 �7�� ���	��	�� 	 ������%� ��	� 4����
	�� ������������� ����- ������ �	����� ��� ��%��� 	 ������%� 9� M������%�)	�N ! ������ ��
����	�� �	# ������� �	� �� ������%� %������� M9% � �M�NN* ��	� ��	���� �
����� ��� �������������
M�������� �	 �	
�)	�N ��� ����	�� �	# ���	� 	 ������%� 9� M9% � �M
NN ���	��� �� �	I� �
4���� �OF �� �" �� �OJ �� �" �� ����	�� �	# ���	� ��	� �
����� �� ����	� �	# ������� ��
����	��� 9��� M9% � �M�NN 1�������������� 	������� ��	��� &��� �������� �	 �	
�)	� 

�=�=�=� �����2�+$� �� + ��$ ��

$�	� ����� �������������* 	�� ������ �������� ���������� ��	� ���	����� 1� �������� ����������
� ����� ������������� ��� �� 4��� )	� �� ����� )	� ���� �� ��������� ����� �
��%���������� ���
��� �	# ������ 	������� 

������ �	# ������ x1 �� x2* �� ������ �������� ����� ��� �	# ������ �������� �

y(x) = ax + b x ∈ [x1, x2] M� �HN

����

a =
y(x2) − y(x1)

x2 − x1

�� b = y(x1) − ax1
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$�	� ��������������� �	
�)	�* ��	� ����� 	������ �� ������ �!A��� V�W 1� �������� � 
���
��� � ������	��� ����� ������ �	
�)	� ������	 ��� ������	 ��	� �� %����� ��� ���������� �
�� ������ $�	� ���� ��	� ����� ��	� ��
�� ��������� ����������� �� ����� �	�� ��	�
� ��
	� ����� ���� 

����� �� +$ )�"�.� � ������ ���) ������ ��
������ xi �� �������� yi Mi ∈ �1, 5�N "�9�������
ai ����� �� ����� ����� � ������ ������	��4� �

ai =
yi+1 − yi

xi+1 − xi
i ∈ �1, 4�

!A��� � �'���� � �9��� �� ����� �	 ����� � ����� �	�� �

t3 =
|a4 − a3| a2 + |a2 − a1| a3

|a4 − a3| + |a2 − a1| M� ��N

D�	� ������ 
��� )	� �� a1 = a2 �= a3 = a4 �� ����� t3 ����� ��� �9�� "��� �� ��� ��* ��	�
�������� ����� ���������� �� 4��� )	� t3 = 1

2
(a2 + a3)

�����2�+$� �� ����� ��"> 2� ��& � D�	� ������ ������	��� 	�� ������� � ��	�
� ����� �	#
������ ������	��4� ���� ����� ����������� � ������ ��� ��� �	# ������ �� ������ �� �&��
����� )	� ���� � �9�� ��� ���)	����� � �� ������ �	# ������ (x1, y1) �� (x2, y2) ���� �����
������ ����������� t1 �� t2 L�� 4�8�� ������� 	� �����7�� ����� ����� ����� ��� �	# ������
��� �� �	������ �

y = p0 + p1 (x − x1) + p2 (x − x1)
2 + p3 (x − x1)

3 M� ��N

���� �

p0 = y1

p1 = t1

p2 =

[
3 (y2 − y1)

(x2 − x1)
− 2t1 − t2

]
1

x2 − x1

p3 =

[
t1 + t2 − 2 (y2 − y1)

(x2 − x1)

]
1

(x2 − x1)
2

D�	� ��	���� �����)	�� )	� ����� ������������� ��������� �� ������������ � ��# ����	�� 
5� 4�	� ����� ����	�� � �� ����� 	 ����� � ���������� �� ����� � %�	�'� !A��� ������� )	�
����)	��� ��	� ���)	� �� ������ ��	� �E���	�� ���������������* �� ���� ��� ������ ���)	����
��� 	�� �#����������� )	�����)	� .��� ��	� ������� )	�� �� ������ �	# 
��� �� 
���� 	
������%� "��� ����� ��� ��	� ���	���� ��� � 	������� ����� 4������������� � �� ������ �!A��� 
�� �E��* ��	� ����� ��	��� ��� ��4��������� ����������� ���� ��	���������� �� ����	��� 9������ ��
�� ����	�� �	# �����4���� �� ����	��� 
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 � �! ���������	��
 �� �&������ �����
	�

1�����	� ������� )	� ���� � ��������� ���� erem �� ��	� ��� &��� 	������� �� ���� )	� ���
��� 	� �������	� ���������� � ������%� 3�	� ��
�� �� 4�	� ������� ������	� 	 ������
�� ����	��� 	 ������%� 9� M9% � �M�NN �	 ������ �� ����	��� 	 ������%� %������� M9% � �M�NN 
$�	� ����* ��	� ������� �� ����	� �
���	� � ������	� �� ����	��� 9��� Meh

remN ����������� �
�'�)	� ����	�� %�����(�� ��	� ����� ������	� ��� �� ����	�� %�����(�� MeH

remN �

eH
rem(i) =

N∑
j=1

∣∣eh
rem(l(i, j))

∣∣ M� ��N

���� l ������� �� ����	��� �	� �� ������%� 9�* � ������� �	� �� ������%� %�������* N = 4 �� �	#
��������� �� N = 8 �� ����� ��������� "��� �� �	���* ��	� �� ������������ ��	� )	� ������	�
�	� �� ������%� %������� eH

rem )	� ��	� �������� ��	� ������9�� erem 

���	���* ��	� ���������� ����� ����	�* ��	� ������ 	������� ������	� �	� ��	� �� ������ �
������%�* ����� � ��� �� ����� � ������	� �	� ��	� �� ������%� Mε = Σ |erem(i)|N 1�	��������	�
9#� 	� ��	������%� MP%N � �� ���������� �� ������	� ε ��� �	�����	�� �	 ��	������%� � ��
���������� Mε > |ecom|P%N* �� ������%� ��� &��� ����� "��� �� ��� �� �� ����	�� ������	� ��
�'�)	� ����� ��� �� 4���	�� �

ε(i) =
Nbcell

|ecom|P%
|erem(i)| M� ��N

���� Nbcell �� ���
�� � ����	��� ��� �� ������%� 

$�� ����� ������������� �� ε(i) ��� �	�����	� � � ����� �� ������ ��� &��� ������ $�	� 9���
�� 	������ 	� ���I����� Mω* ����)	����� �*JN ��	� ��������� ��� ��'����� 1�����	� 9���� ��� ����� �

ε(i) =

(
Nbcell

|ecom|P%
|erem(i)|

)ω

M� �JN

"��� ��������� V��W* �� ��� ������ )	� �� ������������ 	�� �	 ����	� 	 ����	 ��	������
���	��� � 	�� ���������� �� 	�� ����	� ������� ����� ���4������� $�	� ������ ����* 	� �����%�
	 ����	 ����� � ����	��� �� ���������� �� ������	� ��� ������� .������� ��� ��������� �
������� �	������ V�KW* C�� �� �� �I����� )	� ����� ���'��)	� ����� ��� ���4������� �� >	��
���)	�	# ���%�� ��	�* ��	� ����� ���	�� ����� 	 �����%� 4��� ������������ ��	� �������� ���
���� ����� ��� ��� ������������ 	�� �	 ����	� 	 ����	 �	� ������	� "� �� 4���* ����� � 4����
��	�� �����	������ �	� ������	�* ��	� �E���	��� 	� �����%� � ������	� 

��� ���	��	����	
 � �� ����
� ����� �	�
���


"��� �� ���� � ����� �'(��* ��� ���I������ ���������)	�� ������)	�� ����� �� ��������
�� �� ���B��� ���	� �	�� ������'� �'��� ����'�* ���� &��� �����%�� � ����� � �� ����������
������� .������������ � 	�� ������'� �'��� ����'�* ��������'� �'��� �������� �������
�����%��� ���	��)	����� ��� -���� � ���	����� �'���)	� � ���B��� ����� �� �'�� �	 ��
�����%� 

"��� �� ������� �	������* ��	� �#�������� ������� 	������� �� ���������� ������� ��	� ���
����������� ���	�� � ��������'� ���B��� �'��� �������� 
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 �!�� �
����� ��
���
�������� �� �� ��������	��
 �� �� 	��)
��

�=3=�=� ��)�%2�& � �� �� +$ ��$D��� �� )5$%2 2��)5�

1� ���B��� ���	� �	�� ������'� �'��� ����'� ��	� &��� ����	��� ��� ���#�������� �	������ �

D = Dp + Df =

∫∫
SA

(p − p∞)nxdS −
∫∫

SA

−→τ x · −→n dS M� �GN

���� −→τ x = (τxx, τxy, τxz) �� SA �� �	�4��� � ���
��� �������� 
X 1� ���B��� � �������� Dp ��� ������%������ �� �E������� � �������� �	� �� �	�4��� 	

����� 
X 1� ���B��� � 4��������� Df �������� 	 �����	� � ������������ � �� �	�4��� 	 ����� =

� �� ��������� 

�=3=�=� ��)�%2�& � �� �� +$ ��$D��� �� )5$%2 +� ��$ �

1� ���B��� ��	� &��� ��������� ��	� �� ������	�� ��� ������� ���%��� �'���)	� �� �	��+
��)	� )	� ���� ������� ��� ����������� VJ* ��* KG* ��* ��W �

D = Dw + Dvp + Dsp + Df + Di

=

∫∫∫
V

−→∇ · −→f vw dV︸ ︷︷ ︸
Dw + Dvp + Dsp

−
∫∫

SA

−→
f vw · −→n dS︸ ︷︷ ︸

Df

+

∫∫∫
V

−→∇ · −→f i dV −
∫∫

SA

−→
f i · −→n dS︸ ︷︷ ︸

Di

M� �KN

����

−→
f i = −ρ (u − u∞ − Δu)

−→
U − (p − p∞)

−→
i M� ��N

−→
f vw = −ρΔu

−→
U + −→τ x M� �FN

��

Δu = u∞

(√
1 +

2 (h − h∞)

u2∞
− 2

(γ − 1)M2∞

(
e

γ−1
γ

s−s∞
r − 1

)
− 1

)
M� �HN

����
−→
U = (u, v, w) �� �����	� �������* h �����'����� �����)	� ����&�* s ���������� �����)	�* V ��

���	�� 	 ������ � ����	�*
−→
i �� �����	� 	������� ��� �� ���� � �����	������ � ����9�� �� ���

����	�� ���� ������� ∞ ���� ������ ������ � ����9�� 1��
������� � ��� 4���	��� ��� ���������
��� �� ��4������ V��W 

� 1� ���B��� � �'�� Dw ��� ���	��� ��� �� �������� �	�� ��� � �'�� ��� ��� ��%����
���������)	� �� �	�������)	� ���� ��� �� ���	���� �	� �'����(�� �'���������)	�����
���������
�� M����� � �'��N )	� ���(�� ������%�� ������� 	 >	�� 

� 1� ���B��� � �������� ���)	�	�� Dvp ��� 	� �	 �'��%����� � �� �����
	���� � ��������
�	��	� 	 ����� ��� �� �������� � �� ��	�'� ������ 1�� ����������� �� �� �����%� ���)	�	#
%������� �	��� � �� ���B��� � �������� ���)	�	�� "��� 	� >	�� ���+���)	�	# �����
���������� ���#���� ��� 
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���� � � X $��	����� � �� ���B��� ���� 	�� ������'� �'��� �������� �	� 	� ���9� ?!��F��

� 1� ���B��� �������� Dsp ��� %������ ��� �� ���'��)	� 	������� ��	� �� �����	���� �� �)	�+
����� � ���������� 	 >	�� �	� 	� ������%� ������* �R �� ���������� ��������� �	 ���+
�'����� ����&� ���+�'���)	� �� ���	����� .��� ������ ��������������� ��� ��� �������
�R �� ������%� ����� ��� �	I������� ��I�� ��	� ����	��� ���� ��������� ��� ����������
%������� � �������* �� ������	���� �	��	� 	 
�� �����)	� �� ��� �� -��� 	 ��	�
�����
� 
�	� ����� 3'���������)	�����* ��� ��������� ��������� %��(���� � �� ���B���
���������
�� 1����%��� ����� ��� �'���)	�* ���� �	����)	� 

J 1� ���B��� ��	��� Di �� ����4���� ��� �� ��� �	�� ���9%	������ �������� �����������+
�����* ���� �	��� �� �	# ��������� �� ��� ��������� �	# ������� � ������ �� ���� ���
����- ����%���� 	 ����� "��� �� ���* �� ���B��� ��	��� ��	� &��� ��������� � � �� ���B���
�������� 

L� �#����� � ���	����� �� �E������� ����������� � ���B��� �'��� �������� ��� ����
�	� �� 9%	�� � � 1�������� � �� ������������ � �� ���B��� �'��� �������� ��	� ���� � ��
������������ �	�� ����	� �� ������� 	�� ���������� ������� � �� ���B��� �	����)	� �� ���������
�� ���B��� �������� 

"��� �� �	��� � �� �'(��* ��� ���I����� � ���B��� ������ 	������� MCdp* Cdf * Cdw* Cdvp*
Cdsp �� CdiN 1�� �E���� ��������� ����������� M�)	 � �G �� � �KN ���� ������������ ���

�� )	������
1

2
ρ∞‖−→U ∞‖2Sref M���� Sref 	�� �	�4��� � ��4������N ��	� �
����� ��� ���I������ �

���B��� 

 �!� *�	��	��
 ��� �������� ��� �� ������ �� �� 	��)
��

.���� ��	� �� ������ �	� �� 9%	�� � �* ��	���	�� -���� � ���	����� � ���B��� �#������
��� �� ���	�� � ����	�* ��������� �'���)	�� �� ��	���� �	����)	�� 1�� -���� � ���B���
�'���)	� �� �������� ������ &��� ���������� �����9��� 1� ���B��� ������ ��� &��� ����%���
������������* ����� � ��� '��� �� -���� � ���	����� � ���B��� ����%��� �	������ �	����)	� 
1� �'��# �� ����	��� 	 ������%� �����	�� ��	� �� ����	� � �� ���B��� �'��� �������� �	�� ��
�����	�� � ���	��� � ����+���������� ���B��� �!��
	� VGW 1� ������ � ����	� V ��	� &���
�����%� ����� �	�� V = Vvp + Vw + Vsp 1� ���B��� � �������� ���)	�	�� �� �� ���B��� � �'��



�=	 �����)� �� $�0� ��� $22+ !"�� C +$ ��$D��� )5$%2 +� ��$ � 3-

���� ����	���� ��� ����%������ ��� ��� ���	��� � ���	����� MVvp �� VwN )	� ���� ���������
��� �� ����(��� �'���)	�� L� �#����� � ��� ������� �����%������ ��� ���� �	� �� 9%	��
� � ��	� ������ SD�?! �K 1�� �E������ ���	��� �����%������ ���� ��������� ����� �	�� �

� $�	� �� ���B��� � �'��* �� ���	�� �����%������ ��� ������ ��� ����������� � �� �������� �

−→
U · −→∇p

a‖−→∇p‖
≥ εs M� J�N

−→∇p ��� �� %������ � ��������* a �� ������� 	 ��� 

$�	� �'�)	� ����	�� 	 ������* ����� )	������ ��� �������� � 	�� ����	� ��	�� εs ��
���� ��� ��	� %����* ����� �� ����	�� ��� ��������� ����� ��%��� � ���	����� ��	� ��
���B��� � �'�� ! ������� �� �'��* �� ������������ ����%��� �	����)	� �	�����	��� �� ��	�
��������� M�'����(�� ��	���
���N S� ���� ��� 	�� ���%� � ���	���� �	����� ��	���
��� ��������� ����������� ��� �� �'��# 	 ���	�� �����%������ � �� ���B��� M����)	�����
�	# ����	��� �� ��	�N 

� 1� ���B��� � �������� ���)	�	�� ��� ����%��� ��� �� ��	�'� ������ �� �� �����%� ���)	�	# 
$�	� ���������* �� ��	�'� ������ ��� ���)	�� ��� 	� ����(�� 
��� �	� ��������	� ������
	 �����	� �� ����������� ���)	�	��� $�	� �'�)	� 4������ 	 ���9�* �� ����� ��#�����
��� ������� �� �� '�	��	� � �� ��	�'� ������ ��� �������� ����)	� �� �����	� �� �����������
���)	�	��� ���������� 	� ������� ��	������%� � �� ����� ��#����� ���	���* �� �����%�
���)	�	# ��� �������� ���� �� �'��� � ��������� �����)	� �	�
	����� T	�� μt/μ �+
����� 	�� ����	� ��	�� ����� ����	�� ��� �	������ &��� ��� �� ��	�'� ���)	�	�� ������ 	��
4���* 	�� ���%� � ���	���� ����	�� ��� ����	��� ���������� ����������� 

� 1� ���B��� ��	��� ��� ����%��� �	� �������
�� 	 ������ � ����	� V  .�������* 	��
������ � �� ���B��� ��	��� ��� ��������� �� ���B��� ���)	�	�� ����%��� �	����)	� ��� �
�� ���������� �������� ��� �� ��	�
����� � 
�	� ����� �� ����	���� ����� ���	�����
�������� � ���������	� �	� �7�� � �����	���� ��� �� ������ ��� ���	� �� 
�	� �����* ��
��	� �����%�� �	�� ����(�� �����4������� ������%������ � �� ���B��� ��	��� 

3�	� ��� ���	��� �����%������ �'��%��� ����� �� ��������� � �� ���	���� �	����)	� �� ���
����� �� ��I������ � ������%� 

�� �	�����	
 ���	�
� �������� ! �� ����
� ����� �	�
"

���


1� �����	� ������ ��� �������� ��� 	� �������	� ������������� �� ��������� ���)	�����
� �K* �� ���
�� � ����� ��������� �� ��������� �� ���I������ ���������)	�� ����%��	# ���
������� �	# %����	�� ������������� S� ����� ����� ���������� ��� ������ � ���������	� ��
����%����� �� �E��* ��	� �� �'��� ����'�* ��� �	�4���� �����%������ �� ������� ��� 	 ��4+
9������ 	 ������%� M���� ��� �	I������� ��I��N $�	� �� �'��� ��������* �� � �	����� )	�
�� ���	�� �����%������ ����� ��(� ��	 ����� �	# ���������� 	 �������	� ������������� "���
����� ����)	� ��	� ����� ��� ����	��� �� ��������� ��� ���	��� �����%������� �� �E�������
����������� � �� ���B��� �	� �� ������%� 9� 
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���� � � X "������ �����%������ ��	� �� ���B��� � �������� ���)	�	�� M�� ��	%�N �� �� ���B���
� �'�� M�� ����N ��	� ������ SD�?! �K

�� -���
� ������������ ��
� ��.��� �� ���� 		���� �

����� ���		��� �volH�

��� -���
� ������������ ��
� ��.��� �� ���� 		���� �

����� �� �� �volh�

��� -���
� ������������ ��
� ��.��� �� ���� 		���� �

����� �� �� ��	������� �

����� ���		��� �volHh �

���� � J X "�E������ ����� ��� ���	��� �����%������ � �� ���B��� � �'�� ��� ?!��F�� M�������
� � �N
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�� ���������� �� ���	�� �����%������ vol ��	� ��� ����������� � ���B��� ���	�� �	��
������'� �'��� ��������* ���)	����� � �F ������ �

fh,volh(Wh) − fh,volh(LH
h WH) =

[
LH

h λH,volHh

]T

Rh(L
H
h WH)

+
[
QH

h λH,volHh
− LH

h λH,volHh

]T

Rh(L
H
h WH)

M� J�N

volh ��� �� ���	�� �����%������ 	 ������%� 9� ���� �� ���	���� ����	�
�� $�	� ������ ��
������ volh ��� �� ����	� 	 �����	� ������* �� ��������� �� ���	�� �	 ������%� %������� ��
�� �
����� �� ���	�� volHh  L� ����(�� � ��������� ��� �����)	� ��	� �����B��� )	����� ����	���
%�����(��� ���� ���%�
��� ��	� &��� ���)	��� $�� �#����� ��	� 	� ��� �"* )	���� ����	��� 9���
������������ � 	�� ����	�� %�����(��* �� ����(�� � ��������� ���� � ������ ���
��� � ����	���
���)	��� 	 ������%� 9� ���� ����������� ��	� ���)	�� �� ����	�� 	 ������%� %������� D�	�
����� �'���� �� ����(�� )	� ���� �� ���B��� �	� �� ������%� %������� �� ��	� ����'� � ����� �	� ��
������%� 9� Mfh,volh(LH

h WH) ≈ fH,volHh
(WH)N 

5��	������ �� �������	� � ����� � �� 9%	�� � J 1� 9%	�� � JM�N ������ �� ���	�� �����%������
�������� �	� �� ������%� %������� 1���)	� ��	� ��������� �� ���	���� 	 ������%� %������� �	
������%� 9� �� )	� �� ���	�� �����%������ ��� ����	��* ��	� �
������ �� ���	�� ���	���� ��� ��
9%	�� � JM
N .�� �	# ���	��� �����%������ ���� ����- �E������ .���� ��	� ���� )	� ���� ��(��
	�� ����������� 	 ������%� 9� �	 ������%� %������� �� )	� ���� �
����� �� ���	�� �����%������
volHh )	� ��� �	� �� 9%	�� � JM�N 

��# $�%
�
� � ��������	
 � ������&

 �+�� (
	�����	��
 , �&���	�	��
 �� ��������

$�	� �	%������ �� ��������� �	� ����	� �	����)	� �� ����� ����	�� ������	� �	����)	�*
��	� �������� � ����� ���'��� �E������� �

� 1� 5:��B��%��� � �� ������ ���� ���	��� ���������� ��� �� ������%� 5� ��� �	��� �����
��
�������� �� ������ �	��� ���� ��� �� ������%� 1� ���'�� �������� ��(� 
��� �	#
���	������� ���������� �� ��������	���� ��� 	� �'�� 

� 1� �:��B��%��� � �� %��� �� �&�� ���
�� � ������ ��� �� ������%� ���� ��� ����
�������
	�� ����� �� ����������� � ������	� 1� ���	��	�� 	 ������%� ��� ��������� ��
)	� ��� ����������� ��	� ��� ������%�� ���	��	��� 1� ��	� ���
�(�� ��� � ��	���� 
���
�����7��� ��� �4��������� 	 ������%� )	� ��	���� ����� �� ������� ��(� ���������� �	 ���
������� 

� 1� 2:��B��%��� � �� ��� ������	��(������ ����� �	# ����	�� �E���	�� ��� �� ���'�� ��
�������� 9��� .���� ���'�� � ��	� 
	� �	������� �� 4�������� � �����	���� ��)	�����
����� ����� �� �R ������	� �	����)	� ��� %���� 

"��� ����� ��� ����� ���� )	� ��	� ������ �� ���	�� 9��* �� 2:��B��%��� ����� ���
������%��
�� 1� ���'�� � 5:��B��%��� ���� ������ ��� �� ������� � G � 1� ���'�� �
�:��B��%��� ���� ������ ��� �� ������� � G � 

 �+� #��
���
	 �� �������� ���	�	�-

.���� ���'�� 4	� �������� ��� ��� ������ �HF� ��� ,��%�� �� .������ V��* ��W 
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���� � G X ?�I������ '������'��� ���� ������%�� ���%���

�� '��	��� ��� ���� ��	 �������	
� �,����

��� /������� 	���� 0���( ��� /������� 	���� 1����� ��
������	�	

���� � K X .���������� �� ��%����'��� � �������� � ��	�+
����

1� ���'�� '������'���� � ��I������ � ������%� ������ !�? � ��	� 
	� ������'��
���������� 	� ������%� � 4�� �9� � ����	��� �� �'����(��� ����� �� ��'����� �E�������
��� �����	������ M9% � GN 1� ����	� �	� ��� �E������ �����	# '������'�)	�� ���E���	��� �
����(�� �����%	� �	 �	���%����� %��
��� 

!���� ��E���	�� �� ����	� �	� ����� ������%� '������'���* ��	� ����� �E���	�� �	# ���+
������� ����������� ��	� �� ������������ �� ��	�+
���� 3�	� ��
�� �� 4�	� ��������� 	�
�����	� ��	� �����B��� ��� ����	��� ���%�
��� ��	� �� ��I������ M9% � KM�NN "��� ����� ���
��	� 	���������� �� �����	� 4�	��� ��� ������	� ������� 1���)	� �� �����	� ��� 9#�* �� �	#�(��
����� ���� � ������	��� ��� �E������ ��	�+
���� 5� 4�	� 	������� 	� ��%����'�� ��	� ���������
� 4�8�� �������� �� ���
�� �� ������������� �� ��	�+
���� "�	# �#������ ���%����'�� ��+
���� ��������� ��� �� �	��� � ����%����'�� � T	��A M9% � KM
NN )	� ����� 	������ �'�- !��
	� ��
����%����'�� � ,��%�� �� ?�%�	���� M9% � KM�NN )	� � ��� ���������� ���� � ����� �'(�� 
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.�� ��%����'�� � ������������ � ��	�+
���� ��	� �� ���	��� ��� �� �'(�� � � T	��A VGJW 
$�	� ��	� � 4�������* ��	� ������ �#���)	�� �� �������� �� �	# ��������� 

3�	� ��
�� �� �������� �� ��	� ����� ������%�� ����	���� ��	��� ��� ����	��� ���)	���
��	� &��� ��I���� M9%	�� � �M
NN ���	��� �� ��%��� �� �� ����(�� 	 ���
�� � ����	��� ���+
)	��� ����� ��� �� ���
�� � ����	��� ��� �� ������%�� ��� �	�����	� �	 ��4����	� �	 ��	�� 9#�
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��� ���������	� �� ����� ����	� ��� ��4����	�� � �� ��	�� ����� �� ������%�� ��� ���%�
�� ��	� ��
��I������ �� �� �������	� �����&�� ��* ����� �� ������%�� ��� ��	�� �� �	# ����� �� ���%	�	� 
S� ������ ��
�� 	� �� �	# ������� ��������� �� ��������8��� �� �&�� �������	� �
������������ 	 ��	� ����� ������%�� �	�� �� �E���	� �� ���� �	� �� ����(�� ����&� �� �� ���	�+��
����� ��� ������* �� ��(�� �	�)	�� ������%���� S� 4��� � �&�� ��	� ���	��� ������ 	 ������ 

"��� ����� ���* �	� �� 9%	�� � �M�N* ��	� ����� �������� ��� �� ������ %�	�'� 	 ������ 
���	���* ��	� ����� �������� �� ������%�� ������� ����	���� ��� ����	��� ���)	��� M������%��
��	%�N $�	� �� ��� ��* �� ����(�� ����&� � ��� �'���� � ��Q � ����	��� ���)	��� ��� �� ������%�� 
5� � � J� ����	��� ���)	��� ��	� 	� ����� � GK ����	��� .��� ��	� 4��� ��Q � ����	��� ���)	���
��� �� �������	� ��	� �����&��� �	� �� ������%�� 1� ������ "� ��� ���� D�	� �������� ���	���
�� ������ ����� 	 ������ S� �
����� � �� 9� 	 ���������� �� ���	��%� )	� ���� ��	� ����
�	� �� 9%	�� � �MN 

1�������%� � ��� ��%����'�� ��� �� ���������� � ���� �� ��	��� 1� ��������%� ��� )	� ����
�� �� ��� 4�������� ��������� ��� ������� ��� ��	� ������	# ��	� �� �������� � ��	�+
���� 
"� ��	� ���� ��	� �����B��� �� ���	��%�� ��	���� �
�	��� � �� ��	�+
���� � ��(� �������
������� �� �� ����(�� ����&� ��� ����� �	 �� �� ���	��%� ����� �������� � � ��	���� ������� 

�=-=�=� �+��� �5%� �� ,����� �� � ��"�&�&

.�� ��%����'�� � ������������ � ��	�+
���� � ��� ������� ��� V�JW $�	� ��	� � 4�������*
��	� ������ �#���)	�� �� �������� �� �	# ��������� 

3�	� ��
�� �� �������� �� ��	� ����� ������%�� ����	���� ��	��� ��� ����	��� ���)	���
��	� &��� ��I���� 1�� ����	��� ���)	��� ���� �9���� ���� �������
	� A(i, j) = 1 �� ��� �	����
����	��� ���� �9���� ���� �������
	� A(i, j) = 0 M9% � FM�NN "�9������� ��� ��%���	��� SI �� SJ

)	� ���� �� ���
�� � ����	��� ���)	��� �� ���% � �'�)	� �#� ������%�)	� M9% � FM
NN �

SI(i) =
∑

j

A(i, j) SJ(j) =
∑

i

A(i, j) M� J�N

�� �� ��%���	�� ��� �%��� � -���* ��� �#� �� �������� ��� � ����	��� ���)	��� �� ��� ���
��������������� 	� �#� � ��	�	�� ���� �#���� ��	���	�� �#�� �%�	# � -���* �� ������	� ���� ���	�
)	� ���� �� ��	� ������� ����� ��� ������ �#� �� �� ���� 	������ ��	� �����%�� �� ������ M9% 
� FM
NN 

.�������* ��� ��	���	�� ���* ��� ��%���	��� ���� ��	��� �E������� � -��� "��� ��� ���
��* �� 1�������� �� ��%���	��� ��� 	������ �

LI(i) = SI(i + 1) − 2SI(i) + SI(i − 1) M� J�N

LJ(j) = SJ(j + 1) − 2SJ(j) + SJ(j − 1) M� JJN

1� �����%� ��� -��� ��� ���)	� ��� �� �'��%����� � ��%�� � L* �� ��	� �����%� ��� -���
��	� &��� 	� �#� � ��	�	�� ��� �� �������� 	� ����� ���>�#��� ��� �� ������ � ����	� 1�
������	� �#� ���� ���	� )	� �	�� ��������	� ΔI(i + 1

2
) = |LI(i + 1) − LI(i)| �� ��	� %���� M9% 

� FM�NN ��� ����� �� �R �� �'��%����� � ������%�� ���� �� ��	� %��� 
1���%����'�� � ���	��%� �� ��	�+
���� ���������� ����� �	� �'��	� �� ��	�+�����
��� 

1� ��������4 ���	���4 �����&�� ����)	� ���� ������� �� ����(�� ����&� )	� ��� �9�� ��� �� �������
����� �� ���
�� � ����	��� ���)	��� �	� �� ���
�� � ����	��� ����������� � �� ��%���* ���
�	�����	� � 	� ��	�� �'���� ��� ��	��������	� M9% � FMNN 
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1� ���'�� ��� ����- 4����� � �#���)	�� �� 	�� ��	�� �������� �� ���� ���	��� %���������� ��
����� ��������� 1���������� ��� �������
	���� �� ������ � ������%� ��� 
���� �	� �� ����+
���� ��)	������
	���� � ������	� .� �������� �� ��� �� ���� � ����� �������� �� ���	�� �
������������ M������ �	�� ��&�� � ������%�N �� � �� 4������� ���� B(x) M������	�N ��	� ��	�
��� ������ 	 ������%� 1� �����
	���� � ����� 	 ������%� x(ξ) ���� � ξ* 	�� ���������
������%�)	� ������� �	� ��������� 	������� ����� �	# ������ Δξ = 1 �� 	�������� �� �'��%�+
���� � ���������� xξ = dx
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B(x)xξ = �������� M� JGN
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�� 4������� ���� ��� ������ �� 	��� 	���� 1��)	����� ��������� ��	� &��� %���������� �� �����
��������� VK�W 1��)	����� � JG ��� ������� �)	����� ������ ��� x ��� �� �����
�� ���������� 1�
4���	������ ������� ��� ��	� 	���� ��	� ������	��� ��� �)	������ "��� �� ���* ξ(x) ��� �� �����
��
���������� �� ξx ���������� �� ���
�� � ������ � ������%� ��� 	���� � ���%	�	� M������ �
�����N 
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∇2ξk = Pk, k = 1, 2, 3 M� JKN

���� ξk ��� ����� ���������� ������%�)	� �� Pk ��� 	� ����� ��	��� ��	���� 	������ ��	� %��+
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∂ξi∂ξj
+ Pm

∂xk

∂ξm
= 0, k = 1, 2, 3 M� J�N

���� xk = (x, y, z) �� �R gij ��� �

gij =
∂ξi

∂xk

∂ξj

∂xk
M� JFN

$�	� 4���� � ���)	������
	���� � ������	� �� �����	�� 	�� ������� ���� B V��W* �� 4���	+
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∇ · (B∇ξk
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= Pk, k = 1, 2, 3 M� JHN
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∂xn
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∂xm
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1�� bmn ���� ��� �E������ ������ � �� ������� � �� 4������� ���� 
"��� ����� ��� ��� ������ ��	���� ���� �%�	# � -��� �� �� ������� B ���� 	�� �������

��%����� ������� ��� ��� ������ �����	� ������� 
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�� �����#��* ��� ���'��)	�� ���������� � ������%� ���� ����� ���
��	��� )	� ��	� ��
������%�� ���+���	��	��� "�	# ������'�� ��� ��� ������������� � 	�� ���'��)	� ������'����+
���� � ������%� �� 	�� ���'��)	� � ���������� �� ���	� 	 ������%� .�� �	# ���'���
�%������ �E�������� �	� �����	������ "�	� �7�� ���� �������'�������� � ������%�* �� �� �+
9��� ��	� 9������ �������� �'����(��� �'���)	�� �� � ���	��� �7�� ���� �� ���������� ��
���	� 	 ������%�* �� �� ���	# �������� ������	� ��� �� ������ � ����	� $�� ����� ������
�E������ �	� �� ������%�* ��� ���'��� ���� ��������������� 
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1� ���������� ������� �� &��� 	������� ��	� �� >	��� ���4���� �� ���)	�	# 1� 4��� ���	���
��� ���	������� ���+���)	�	# �� ��	� ��������� ���������� �� ���������� ������� �	� �� ���
�� ���������� ��� � �'����(��� ���� � �� ��������� ����� �� ��	�'� ������* �� %��������� �
���B��� � 4��������� �	 � �������� ���)	�	�� "� ��	�* ��� ������%�� ������� ����� �
������ ��������������� � ��	# ��	� ��� >	��� ���)	�	#* ���� ������ �� ����� � ����	� ��	�
��	�� �� 	�� �����	������ ��	� ������ �� ������%�� ��	� �� ������������ � ���	��� � ����	�
� �� ���������� ������� 
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4����� ���������)	�� �� 4��� ���� �� ����	�� �� >	�� ���)	�	# 1��	��� � ����	� � ��
���������� ��� ��	���� &��� ����
�� � ������� ��� ��� ��	� &��� �������
�� ��� 	� �����#��
��	������ "� ��	�* ��� ����������� �	� ��� ������%�� ���� �E������� � ������ ��	� �� ����	��
�� >	�� ���+���)	�	# � ��	�� � �� �������� � �� ��	�'� ������ )	��� 4�	� 
��� �9��� �����
)	� 	 �����%� 5� �� &��� ����������� � ���� �� ������������ � �� ���������� ������� �	� ��
��	���	 %���� � ������%� 
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�� ��	��� ��	� 	�� ������'� �'��� �������� �� � �� ���B��� � �������� ��	� 	�� ������'�
�'��� ����'� "� ��	�* �� ���� �����(�� 	� ���9� ����� 
�������������� ��� 	� ���	������
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����)	�* �� ���������� � ���B��� ��� �	��� .� ��� �� �����	��� �� ����	� � �� ����������
������� �	� 	� ���
�� ��	�� � ���I������ ���������)	�� �� 	� ���	������ ����- ������ 
.� ������� ��� ���� �� ���9� ?!��F�� � 	� ���
�� � ���' � � K �� 	�� �������� � � G◦ 

D���� �	#�(�� �#����� ���� �� ���9� ?!��F�� � 	� ���
�� ���' � � ��* ���������)	�*
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��� 	� ���	������ ���������)	� M���� SD�?! �K � 	� ���
�� � ���' � � FJ �� 	��
�������� � � �◦N $�	� 9��� ����� ��	� �	� ��� >	��� ���+���)	�	# 	�� ���9%	������ ��	�
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1� ���9� ?!��F�� ��� ��� 	� ���	������ � 	� ���
�� � ���' � � K �� 	�� ��������
� � G◦ 1����	������ �	��	� 	 ���9� ?!��F�� M9% � �N ��� ����- ������ D�	� ������ ��
�������� �	� ��� �" �	
����)	� ���� �'��* �� ���B��� ��	��� �� ��� ���� 	�� ���B��� �'����)	�+
���� �	��� .���� ������ �� ������ �� �	# ��	�+������� 1� �����(�� �� ������� �	�� ������'�
������ )	� �� ������ �� ���������� ������� �	� 	� ����	� ���+������%� 1� ������ �����)	���
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����	 ���(� ������%���� �	� ����	� ����� ������������ �� �E��* ���� � �� ������%���� �	�
����	�* ��� �����
��� ������������� ������%��� ����� � ����� ���� 	� ���� ���
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��� ������%�� �����)	�� �� ���������� ������� �� ����	���� �	� �� ������%� ���� �� �����	�
������ �� �� �#������� �� ����	 � ������%���� M�) � ��N 
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�+
�	� � ��� �	���������� 	 �	���%�����* .61 4��
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���� � � X .��������� �� ���I������ ���������)	�� ���� J ������%�� �E������ M?!��F��
�	��� �]� KN

	� ���	���� ������	� )	� ����� 	�������� ��������������� �������� 

D�������� ���(� ��� �������� ���	����� 	�� )	������ �	
����� � )	�� ��� �� 4����	� ������+
���� ��	� ����� 	�� ���������� �����4������� ^ ���+�� ��������������� �	� �� �����	� ����� �	 �	�
�� �����	� ������ ^ �	� �� ��
���	 � �* ��	� ��	���� ��������� )	� ��������� ���������� �����
��� �E������� �������������� ��� ��������������� 	 ����	 )	� ���� �� ������ �����)	���� 5�
���� ��� ��������� �	������� ��������������� � ��	� %��� ���� ��	� �
����� 	� 
�� ����	 

$�	� �� ���B���* ��	� �
������� ��� 	�� ���B��� �'��� ����'� �E������ � -��� .��� ���
= � �� ���B��� �������� �� � �� ���B��� ��	���� ��� ��� ��������� �	# ������� �#�����	��� ��
���� )	�� �� ����� 	 ���9� �� )	� ����� ��� �	I���� ��	� ������� ����� ���B��� ��	��� ����+
���� L�� ������'� ���� ���	��� �������� �'��� �������� ��	� ���� 
��� �� ���B��� �%��� � -��� 

$�	� ��������* ��	� ����� ����	�� ������ 	 ��'��� � ������������� p ���� ���)	�����
� F ����� ��� �� ���������� � ?��'����� %���������� ����� ���� )	� ��	� ����� 
�����
� � ������%�� ������	��4�* �� ������%� �� ��	� %������� � ��� �	������ � �� �� ������%� �� ��	�
9� G "��� �� ��
���	 � �* �� �����(�� ������� M������%��N ��������� �	# ������%�� 	������� 
1� ������ MpnormalN ��������� � ������ � ������������� ����	�� ���� ��� ����	�� � ���B���
4�	����� ��� �� ����	� .6" 1� ������(�� ������� MpadjN ��������� � ������ � �������������
����	�� ���� ��� ����	�� � ���B��� �����%��� ��� �� ���������� ������� M������������� �	
�)	�N 1�
)	����(�� ������� MCdN �������� ��� ���I������ � ���B��� �� ������%�� ��� ��	� 9�� ���������
�	� �� �&�� ��%�� "��� �� ���)	�(�� ������� MCdrich

N* �� ���I����� ���B��� Cd ��� �����%� ���

�2���� ��.��� ������� �	� ���	������ ��	 �� �	 �� ��

� ��� ��.��� ��	���# ��	 ���� ���� �� ��
 ��
��.��� ������� �� ���� ��		��� ��	 
8
�	 �������	�����	 ��

� �� �!�
��� 	�� ��������� �� 9������� ��
���� �� � �������#
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������%�� pnormal padj Cd Cdrich
Cdadj

Cdadj+rich

�+�+� � ��K � G�� �� � �� � �� � �H G
�+�+J � �JG � HF� �� � �F H �H J �H �
�+J+G � �J� O �H G �H � O O

���� � � X S��� � ������������� ��� ������� � �� ���B��� ��	� �� ?!��F�� �	��� �]� K
M������%� � � ������%� �� ��	� %�������* ������%� G � ������%� �� ��	� 9�N

������%�� pnormal padj Cl Clrich
Cladj

Cladj+rich

�+�+� � HJF � �JF � KH�� � KH�� � KHJ� � KHJJ
�+�+J � FH� � �JF � KH�� � KHK� � KHJG � KHJ�
�+J+G � KK� O � KHJ� � KHJJ O O

���� � � X S��� � ������������� ��� ������� � �� �������� ��	� �� ?!��F�� �	��� �]� K
M������%� � � ������%� �� ��	� %�������* ������%� G � ������%� �� ��	� 9�N

�� 4���	�� � ?��'����� � ����� � pnormal 1� ��#�(�� ������� MCdadj
N �������� ��� ���I������

� ���B��� ���� ���������� ������� �� ������%�� ��� ��	� 9�� ��������� �	� �� �&�� ��%�� 
"��� �� �����(�� ������� MCdadj+rich

N* �� ���I����� � ���B��� Cdadj
��� �����%� ��� �� 4���	�� �

?��'����� � ����� � padj  

D���������� ������ 	 ��'��� ��� � � D�	� ��	���� ���� )	� ��� ����	�� � pnormal

>	��	��� ����� ��� �E������ ������%�� ��������� .������� �� �'����� 	 ����	� � ������ �
������������� ��� ?��'����� ����� ����
�� )	� ��	� �� ������%�� ����'� � �� ������%���� ��
������%� "� �� 4��� ��� ����	�� ����� � ��'��� � ������������� � ��������� ���� ������ ��
������%�� ��� ��	� ��I���* ��� �	���� ����	�� ��	���� ������ � 4���� �� ������������ ���� padj  
D�	� ��	���� �����)	�� )	� ������ �	%����� ����)	� ���� 	������ ��� ���I������ �����%�� ����
�� ���������� ������� $�	� �� ���B���* �� ���������� ������� ���� � ������	�� ���	����� )	�
���#����������� � ?��'����� �� ������	���� �	� �� �	#�(�� ��� �R �� ���B��� ��� ��	�+�������
��� ���#����������� � ?��'����� ����� )	����� ��� 
��� ������� ��� �� ���������� ������� 

1�� ��
���	# � � �� � J ������ ��� ���	����� ��	� �������������� �� �������� �� �� ������
� ���%�%� D�	� ��	���� �����)	�� )	� ��� ����� � ������������� ����	��� ���� ����������
MpnormalN ���� ��4����	�� � ��	# ����	��� ��	� �� ���B��� .������� ����� ��	� �� ���B���*
��� �	%������� )	�� �� 	������ ��� ����	�� ���	�� � �� ���������� ������� ������ 	�� 4���
�� ���������� ������� ���� �� ���	����� ��(� �����4������� ��� ������� � ���#����������� �
?��'����� 

������%�� pnormal padj Cmy Cmyrich
Cmyadj

Cmyadj+rich

�+�+� � GGK � �H� +� ���� +� ���� +� ���G +� ����
�+�+J � �F� � J�� +� ���� +� ��J� +� ���F +�*���H
�+J+G � JJF O +� ���K +� ���F O O

���� � J X S��� � ������������� ��� ������� �	 ���%�%� ��	� �� ?!��F�� �	��� �]� K
M������%� � � ������%� �� ��	� %�������* ������%� G � ������%� �� ��	� 9�N
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1� ���9� ?!��F�� �� ���	�� ���� 	� ���
�� � ���' � � �� �� 	�� �������� � � G◦ 1�
���9� ?!��F�� ��� ��� 	� ���	������ ���������)	� M9% � JN* � �� 4��� 	� �'�� �� ��������
� K�Q � �� ���� �	� ���#����� 	 ���9� "��� ��� ��������� �� ��	�� ���	����� � ���B���
�� 4��� ��� �� �'�� 1� ���������� ������� �� ����� ��	���� &��� �����)	�� �	� ����� �����(��
���������� � ���B��� ���	� � ��������'� �'��� ��������* �� ���B��� � �'�� 

3=�=�=� �����)� �� $�0� ���

�	� �� 9%	�� � GM�N* ��	� ����� ������ 	�� 4��� �� �&�� ������������ M�4 ��� �	
����)	�N
�	� 	� ���I����� �'��� ����'� M���B��� � ��������N ��	� ��� �E������� ����������� �������� 
!	 �����	 � �� ���B��� � �'�� M9% � GM
NN* �	# ����������� �E������� ���� ��	���� �

X �� ���������� ������� 
���� �	� �� ���	�� �����%������ � �� ���B��� � �'�� 	 ������%�
� �����

X �� ���������� ������� 
���� �	� �� ���	�� �����%������ � �� ���B��� � �'�� 	 ������%�
�	����� ���� �� ���	���� ����	�
��* ������ �	 ������%� ��	���� M�) � J�N

D�	� ������ 
��� )	� �� ���������� ���� �� ���	�� �����%������ 	 ������%� 9� ��� ������	��
)	� ���	��� $�	� ��� ������%�� ��� ��	� 9��* �� �E������ ��� ��(� 4��
�� ��� �� ���	�� �����%��+
���� �� �'��%� ��	� ���� �	� ������%� � ���	��� 

$�	� ��� ������%�� ��� ��	� 9��* ��	� ������� ����� 	�� �%����� ���4���� ����� �� ���B���
�'��� ����'� �� �� ���B��� �'��� �������� ���'�	��	������* ����� ��� �� ��� ��������
��� ������� 	 ������ �� ���	���� ���� ����'� 	 ���9� ��R 	�� ���	����� ��� �'���)	� �
���B��� ��	��� )	� ���� �����(�� ����� 	�� ������ � �� ���B��� �������� �	� �� 9%	�� � KM�N*
�� ���B��� ��	��� ����	� 4�������� ���� ������%������ �� ������� 	 ������ � ����	�* �����
)	� �� ���B��� �������� )	� ��� �������()	� �	 ������%� �� 
�	%� ����)	� ��� �	 )	� �� ������
�� ������� �� �'��%� ��� "� �&�� �	� �� 9%	�� � KM
N* ��	� ��	���� ���� �� ������%���� ��
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���� � G X .��������� �� ����������� �'��� ����'� �� �'��� �������� ���� J ������%�� �E�+
����� M?!��F�� �	��� �]� ��N

������%�� pnormal padj Cd Cdrich
Cdadj

Cdadj+rich

�+�+� � JK� � JJH �G� � �JF F �JF � �J� H
�+�+J � G�H � HJF �JF � �J� � �J� F �J� �
�+J+G � F�� O �J� G �J� � O O

���� � G X S��� � ������������� ��� ������� � �� ���B��� ��	� �� ?!��F�� �	��� �]� ��
M������%� � � ������%� �� ��	� %�������* ������%� G � ������%� �� ��	� 9�N

���B���� �'���� ����'� �� �������� 1� ��	�� ���������� � ����	�� ��� �� ���B��� ��	��� 5� ���

��� �=� ���������
�� � 4���� �� ������%�� ��	������� �	�� ����� ������ ��	� �������� ��� ���B���
��������� .���� ��	� ���� )	� ���	��� �������� � ���B��� 66"J� � ��� 4��� �� ��	� ��	���� ����
)	� �� ���B��� �'��� �������� �� ����� ��� ����)	� ���� ����%�� ��� ������� 	 ������ � ����	� 

1� ��
���	 � G ��������* ����� ��� �� ��� ��������* ������ � ������������� 	 ��'���
����	� ��� ������� � �� ���B��� � �������� �'��� ����'� .���� ��	� ��� ��� �	 &��� 4���� ����
�� �������� �� �� ���%�%� ��� ��� ��	�
�� � ������%���� �� ���� ��� ��������� D�	� ��	����
	�� 4��� � ��	� �����)	�� )	� ������ 	 ��'��� �	%����� )	�� �� ���������� ������� ���
�����)	�� "� ��	�* �� ���������� ������� 4�	���� �� ���	����� ������	�� ��� ������� � ����� �
?��'����� )	� ��	� ����� �� �	������������ � �� ���������� �	� 	� ����	� ����- ����%�� �
������ ������%� 
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���� � K X ����	���� �� ����������� � ���B��� ��� ������� � �� ������� ����� ��� ������� 	
������ � ����	� �� �� ���9� � ���+�������� M��� ?!��F�� �]� �� �	���N
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1����� SD�?! �K ��� ��	��� ���� 	� ���
�� � ���' � � FJ �� 	� ��%�� ���������
� � �◦ :�U�� � �����+���' � �� 9%	�� � �* ��	� ������� 	� �'�� �� ���
� �	� ���#�����
� ������ SD�?! �K "	 ����� � �	� �� ����������� � ���B���* ��	� ����	���� 	�� �	���
���	����� �'���)	� � ���B��� ��� ������� �	 ��� �������� � �� ���B��� ��	��� 1�� �	# ��	���
���	������ �'���)	�� � ���B��� ������ �� ���B��� � �'�� �� �� ���B��� ��	��� 

$�	� �� ��� ����* ��	� ��	���� �� ���������� ������� �	� ��� ���I������ � ������� � ��������
M�'��� ����'�N ��	��� �� � �'�� $�� �� �	���* ��� ���	����� ���� &��� �������� � ��	# � ��
��������	�� $�	� �����	��* ��� ������'�� �'���� ����'� �� �'���� �������� ���� &��� ���������
�� ������ � ������������� ��� ������� � ���#����������� � ?��'����� ���� ����	�� 

3=�=3=� �����)� �� $�0� ���

�����)� �� $�0� ���
D�	� ��	���� ������ �����)	�� 	� 
�� ������������ � �� ���������� ������� ��	� ��

���B��� ��	��� M9% � FM�NN �� �� ���B��� � �������� ����	��� ���� ��������'� �'��� ����'� M9% 
� FM
NN 

.������������ � �� ���B��� ��	��� �R �� ������ � ����	� �'��%� ��	 ����� �	# ��I��+
����� � ������%�� �	������4�* �� ������ �����%������ � �� ���B��� � �'�� �'��%� ����������
M���� 9%	�� � HN �	� �����%� � HM�N* �	��� 	�� ������ 	 �'�� �� ���
� ��� ������� 1� ������+
���� ������� ��� 4�	��� �� ���� ��� ����	��� ���� ����� 
��� �� ������ 1� ���������� ������� �
����� ��� ����	��� ����� ��� ���#����� �������� ���� ���)	����� � J� .���� ���������� ��	�+
&��� �������� � �� ���������� )	� ���� �	���� �
���	 �� %����� �� ������ �����%������ 	
������%� %������� �	� �� 9%	�� � ��M�N 
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.�������* ��	� ������� )	� �� ���������� ������� �� ���� ��� 	� ���	���� ��� ���� ��
������ 	 ������%� %������� MDHN* ��	� ����� ����	�� �� ���B��� � �'�� )	� ���� �	���� �
���	�
�� ���� ����� %��� �� �&�� ������ �����%������ 	 ������%� %������� �	 ������%� 9� �	� ��
9%	�� � ��M
N* ��	� ��	���� ��������� )	� �� ���������� ������� ��� ���� �� ����	� )	��	����
�	 �� ���B��� � �'�� �� ��	� ������ %��� �� ������ �����%������ 	 ������%� %������� MDHN
��	� �� ������%� 9� "� �� ����� � �	� �� ���������� ������� ��� ���� ���� �� ����� ��� ��
���	���� )	� ��	� ���'���'��� 

��%2$�$ &�� $9�) +�& ������& �� +$ + ����$�"��
.���� ���9%	������ ���� ��� ��������� ����	������ � ��� ���%����� 	������� ����� ��� ����

��� �� ��������	�� D�	� ����� ������
�� ��� �E������ ���	����� ��	� �� ���B��� � ��������
�'��� ����'� �	� �� 9%	�� � �� 3�	� ��
��* ��� ��	�
�� �� ���� MC��N* ���� �#������� �
��������� � 0��	�%+��� C�� V�FW ���	��� ��� ��	�
�� �� ��	%� M?���N* ���� �#������� � �� �'(��
� ?����'��A�� ,����	
�������� V�W 1�� ��	�
�� �� 
��	 M$��AN* ���� �#������ � ��������� �
���'��� !���Y $��A VG�W $�	� ��������* ��� ��	�
�� �� ������ M,���'��N* ���� ��� ���	����� 
$�	� ��	� � ������* ��	� ������� ���������� )	� ��� ��	�
�� � ������%���� �� ������%� ����
����������* ������ ���� ���������� M������������� ����� ������N �� ��	� �������� ��� ����	��
������� �	 [������\ )	� �������� &��� �
���	�� �� ���� ��	���� ����� �� ���	���� ������	� $�	�
$��A �� C��* ����� ����	� ������ � ��� ��������� ��� ���#����������� � ?��'����� ����� )	�
�� ����	� ������ ��	� ����� �'(�� � ��� ��������� ��	� 	� ������%� �#��&������ 9� �	� �����
9%	�� ��	� ��	���� 4���� ��	���	�� �����)	�� �

X %F%� )��9�����)� � �&�� �� ��� ������%�� �� ��� ���� � ����	� ���� �E������ ���
���	����� ������%��� ��	��� ���� �� �&�� ����	� ������ �	 [�����\ 1� �E������ ����� ���
�	# ����	�� �#��&��� � ������%���� ����� )	� � � ������ � ���B��� 

X %F%� ����$�)� � �� � � 	�� %���� �������� )	�� ��� ������%�� ���� %�������� )	�
������	��� ����)	� ��� ������%�� ��������� ��	� 9�� 

X )����)� �� $�0� ��� � �� �����	�� 	�� ������	� � �� ���������� ������� ����- 	��+
4���� ����� ��� �E������� ��	��* ��	4 ��	� ��� ������%�� ��	� %�������� �R ����� �'(�� 4���
������B��� 	�� ���������� ������� � ��	� %���� ������	� ���� ���� 	� ���	���� ����
���������� ��	� ��	���� )	� ���	� �� �	���� ��	�� 
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���� � K X S��� � ������������� ��� ������� � �� ���B��� ��	� ��!��� SD�?! �K �	���
M������%� � � ������%� �� ��	� %�������* ������%� J � ������%� �� ��	� 9�N

���9�����)� ����� +�$22��)5� )5$%2 2��)5� �� )5$%2 +� ��$ �
�	� �� 9%	�� � ��* ��	� ��	���� ���� )	� ��� �	# ������'�� � ����	� � ���B��� ������%���

����� � ����� ���� �� �&�� ����	� ����)	� �� ������%� ������ � ��	� �� ��	� 9� D�	� ��	����
�	��� �����)	�� )	� �� ��������� � ���B��� ����� �	# ������%�� �	������4� ��� ��	� %����
���� 	�� ������'� �'��� ����'� )	����� 	�� ������'� �'��� �������� ��R 	�� ��(� 
����
���������� � �� ���B��� �� �'��� �������� (� ��� �������� ������%�� %�������� 

�22+ )$� �� �� +��>��$2�+$� �� �� � )5$��&��
$�	� �������� ����� �	� ��� ��� �� �	# ���������* ������ 	 ��'��� ��� �������� ����

���#����������� � ?��'����� %���������� ��� �� ��
���	 � K .������������ �	 ��� ��������*
��	������ )	���� ������%�� ��� ��� 	������� ���%�� ��	�* ��	� ��	���� 4���� ��� �&��� ��+
���)	�� )	� �����������* ����� � ��� )	� ������ � ������%���� �	%����� )	�� �� 	������
�� ���������� ������� "� ��	�* �� ���������� ������� ���� �� ���	����� ����� ��������
� �� ������%���� �� ������%� S� ��	� �� �����)	�� �	� �� ������� ��� �R �� ���������� �
?��'����� ��	�+������ �� ����	� 9���� � �� ���B��� �� )	� ����� ��	� �� ��� ����)	� ���� 	������
�� ������%�� ��	� 9�� 
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1� ��� � ��!��F: ��� ����- ����'� �	� ��� ��	������ ���� 	� 4	����%�* 	�� ����* 	� �U�
�� 	�� ������� ������
�� M9% � ��N !��� 	� ���
�� � ���' � � F� �� 	� ��%�� ���������
� � �◦* ��	� ��	� ���	���� ��� 	� ���	������ ���������)	� ���� ������������ �	� �'��
�� ���
� �	� ���#����� � ������ "� ���� �� ������#��� � �� 4���� �� �� ������ 	 ������%�*
��	� ������� �	 ����	��� �� ���������� ������� )	� ��	������ �	� � ������%��* ���� 	� ������(��
������%� � ��� %����� ��	� ������ � ��4������ 

3=�=	=� �����)� �� $�0� ���

�	� �� 9%	�� � �J* ��� ��	�
�� � ������%���� �� ������%� �� ���I������ � �� �������� �� 	
������ � ���%�%� ���� ������������ ����� )	� �� ���������� ������� �������� 1�� �����������
���� ������ 	�� 4��� ��� �� 
�� ���� �� �����%���� )	������� �� ����	� 	 ������%� �	����� 
$�	� �� ���B���* �� 9%	�� � �G ������ �� ���������� �	� �� ���I����� � ���B��� �'��� ����'�
M9% � �GM�NN �� �	� ��� ����������� � �� ���B��� �'��� �������� M9% � �GM
N �� � �GM�NN $�	�
��� ����������� ���B���� �'���� ��������� �� ��� � )	� �� ���������� ���� ���)	����� � J� )	� � ���
������� ��� ��� ���	����� 4�	���� ���� ���	��� ������'� ���� ��(� ����'�� 

!	 �����	 	 ����� � ����	�� M��
 � �N* �� ���	���� 	 ������%� ������������ � ��� ��
��	� �G J�� ������� M����	� ����� _ ����	� � �� ����������N ����� )	� �� ����	� �	� �� ������%�
�� ��	� 9� � ��� K� �J� ������� M��	������ ����	� �����N ��	� ������� )	������� �	 �&��
���	���� "� ��	� ���'��� )	� ��Q 	 ����� � ����	� 	 ������%� ���� ���������� ���������
�	 ����� � ����	� � �������� )	� �� 
���9��� ��� ������ �� ������������� ��� 
���9��� ��
����	� ����� ����� �� �	���%����� �	 �� .61 � ��� �����
�� ��	� ��������� �� ������%����* ���
���	����� ���� ��(� ����	��%����� ��	� �� �	��� 
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6�� .���	� ����� K��J� ��� K��J� ���
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���� � �J X .��������� �� ���I������ ���������)	�� ���� � ������%�� �E������ M!��F:
�	���N

���'�	��	������ ��	� ������ ��� ��� ����������� � ���	��� �������� )	� �� ��	� ��� &���*
��	� ���������* 	������ ���� �� ������%�� ���������� ���� � ���	� �� �E��* �� ����	� 	
����	 ��������� 	� �����%� ��� ���! ���� �� ������%� 9� .��� �����)	����� �� %��������� �	�
������%� ���� ��� �������� � ���	� ��	� �� ������%� �� ��	� 9� �� 	������ 5� ������ ��	� ���� �
����	��� �� ����	 ���������� ���� 	� ��I������ �����* ��	� ����	�� �� ����� �� �����	���
��4������)	� 6�	�� � ����� �� ������������ ��� �	 �� 4���� 

!���+ /���
 �� �� ������	��
 �����
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��������1

! ������� ��� �E������ �#������* ��	� ����� �	 ��������� �� ���������� ������� ���� ��
��� � ��	� �� ��	� ������#�� D�	� ����� �������� ���� 	�� �����(�� ���9%	������ �" �	
+
����)	�* �	�� ���������)	� ���� 	�� �����(�� ���������� �	�� ���������� ���	� � ��������'�
�'��� ��������* ���	��� 	� ��� �" ���������)	� ������ ����- ������ ��� �� ���������� )	�	��
����* �� ��	� �������� 	� ����� ������� ����'� �� ���9%	������� )	� ������� ��������� 	��+
������ ��� ����	����� ��� ��� ������ �HH� 1� ���������� ������� �� ����������� �'����
����'�� ��� ���4���� �	# �������� �� �� �������	� � ����	� � �� ���������� ������� ��	� ���
���I������ ���������)	�� �'��� �������� ��� �����4������ 
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���� � �G X .��������� �� ���I������ ���������)	�� ���� � ������%�� �E������ M!��F:
�	���N

!	 �����	 � �� ����������� ����� ��� ���'��� ��#����������� � ?��'����� �� �� ������+
���� �������* �� ��	� �����)	�� )	� ������ � ������������� 	 ��'��� �������� � ��	��	��
�	%����� ����)	� ���� ���������� ��� ���I������ ���	� � �� ���������� ������� "� ��	� ��
���������� ������� �����)	�� �	# ���I������ ���������)	� ���� � ������	�� ���	����� )	�
���#����������� � ?��'����� )	� ��	� ����� �� ���	����� ����- ���������� ����)	� ���� �� ��
���	�� ��� ��� �� -��� � ������%���� �� ������%� $�	� 	� ���	���� ���� �������
��* ����+
����'� ���� ���������� ������� ��� 4���� ��� 	� ������%� ��	� %������� )	����� ��������'� �
���#����������� � ?��'����� 

��� ��	���
�� (�����) " ����	�� $,�-

1��	%��������� � �	������� �� �������	�� � ������ �������	����� �� ������ � �	�+

	����� ����	�� ��� ��� ���� � ����	� ����������)	� ��	� ��� ���	������� ���)	�	# ��
�	�
	����� 1� .6" ��� ����� ����	� �� ����� �� ���������)	� 1��	��� � ����	� � �� ���+
������� ������� ��� ����� &��� ����
�� � ������� ��� ������%�� �� D�����+���A�� $�	� �� 4����*
��	� ������ �	���� �� �&�� ������%�� )	� ��	� ��� >	��� ���+���)	�	#* ��������� ��� 	��
���9%	������ ����- ������ ��	� �������� ��� 	�� ���9%	������ � ���� ��	������ 

1� �����(�� ���9%	������ ��	��� ���� �� ���9� ?!��F�� M?�]K ��� ��� �]� K α]� �G◦N
�#����� � �� 
��� � ������ !:!?" V�HW M��� �N 1����	������ ��� �	
����)	�* ��	� ����� ���
��� ������� �	 ��� ���+���)	�	# ������������ � �� ���B��� � 4��������� �� �� ���B��� � ��������
���)	�	�� :�U�� � ��� �#�����* �� ���������� ������� �	�� ��� �����)	�� � �������
�� ��
����������� � ���B��� ��	� ��� ������'�� �'���� ����'� �� �������� ���	���* ��	� ��	������
	� ���9� ����� ���� 	�� 4���� � %���� ��	����� 	�� ������	������ �	 
�� �����)	� M?�]J JGJ
J�� �]� � α]� �◦N .� ��� ��	� ��������� � ���� �� ������������ � �� ���������� �������
���� �� -���� � ������	������ 1� ���9%	������ �	������ ��� ���	� � �� �&�� 
��� � ������
)	� �� ��� !:!?" �������� M��� KN* �� �E������ ����� 	 4��� )	� �����	������ ���� �����
4��� ���������)	� M?�]K G�� ��� �]� ��G α]� ��◦N 1� ���������� ������� �� ����� ��	����
&��� ������ �	� 	�� ���9%	������ ���� 	� �'�� �� 	�� ��	�'� ������ 1�����	���� ���	����� ��� �
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������ � 	�� ���� �" ���� ������ SD�?! �K M?�]�� ��� ��� �]� F�HG α]� �K◦N $�� �� �	���*
�� ������#��� � �� ���9%	������ !��F: M?�]� J�� ��� �]� F� α]� �◦N ���� 	� �#����� �
4���� )	� ��� ��	�� ��� 	� �����#�� ��	������ ��9� ��	� ��������� �� ���������� �������
�	� 	� ����� ������� M4	����%�* ����* �U� �� ������� ���������N ��	�� ��� !��
	� ��	� ������
�����(������ ��	���������� � �� ���������� ������� ��� 	� �����#�� ��	������ 

!� �� 2�
���	��
 ��� ��������� ��������	����

$�	� �� %��������� �� ������%�� D�����+���A��* 	�� ������%�� �E������ � ����� 	������� ��	�
��� ������%�� � ���� �	��� � ��� �����)	�� �� �E��* �� �'����� � �� ���������� ������� �����
����
�� )	� �� ��� �'����(��� �'���)	�� ���� ��� ����- 
��� �9��� ��� �����	������ �� �� ��	�
%������� 	�� 
���� �9������ � �� ��	�'� ������ ��	� �� ������%� 9�* �� �� ��	� ��� %�������
�� 
���� �9������ ��	� �� ������%� �� ��	� %������� L� ��	���� ������%� ��	� �� ��	�'� ������
�����B���� 	�� ��	����� �������������� �'���)	� � �����+�� �� ��� 	�� ���������� �������
4�	��� S� ��	� �	��� ���%���� 4���� 	�� ��	�'� ������ �#��&������ 9�� ��	� �� ������%� �� ��	�
9� � 4�8�� � ��	���� ��������� 	� ��I������ �������
�� ��	� �� ������%� �� ��	� %������� 
���'�	��	������ ��� �� ��� �� ��	� ������ &��� ���4������ � �� ���
�(��� �	����)	�� �
������%����� M������ �� ����	��� ���� �������* ������������ � ���	��	��� ���������������*   N
�	 �� ���
�(��� � ������ �	���������� 	 ��(�� � �	�
	����� $�	� ��	��� ��� �������* ��
%��������� �� ������%�� D�����+���A�� � ��� 4���� � ������ 	 ������%� �	��� ������������ �
�� ������ ��������� �� ��	� ����� %����� 	�� ��	�'� ������ � �'�)	� 4��� ����� )	� ��� ������%�
9� ������� $�� �#����� ��	� �� ��� ?!��F��* �	 ���	 ������ 	������ )	���� ������%�� � ����
�	���* �� � 4���	 �� %������ '	�� ��� �� ��� D�����+���A�� 

$�	� ��������� ���9%	�������* ��	� ����� �E���	� �� ������%����� �� ������%� ��%�	��	���
���� 4���� � ���������� ������� .���� ��	� ��� ������� ��� ������#� , 

!� � $�������
	 ��0��
���� ��	��� �&�
 ���� �&����

3=�=�=� ���)�"+�%���

1� ���9� ?!��F�� ��� 	� ���	������ ���� 	� ���
�� � ?������ � K ��� ���* 	� ���
��
� ���' � � K �� 	� ��%�� �����)	� � � �G◦ ��� ���	� 	 ��� � � �� ��4������ V�HW !��� ��
������� ��� �	
����)	� ���)	�	# M9% � �KN* ��	� ��	���� �����	��� �� ����(�� ����������
�'���)	� � ���B��� � �� ���B��� ���)	�	�� .���� ���B��� �� ������� � �� ���B��� � 4���������
�� � �� ���B��� � �������� ���)	�	�� �� �'��� �������� 1� ���������� ������� �� ��	���� &���
�����)	�� �	� ��� �	# ������� ���I������ ���������)	�� 

3=�=�=� �����)� �� $�0� ���

1� ���������� ������� ���� � 
��� ���	����� ��	� ��� ���I������ � ��������* ���%�%�*
���B��� � 4���������* ���B��� � �������� �'��� ����'� �� ���B��� � �������� ���)	�	�� M9%	���
� �� �� � �FN 5� ��� ����������� � �����)	�� �� 
�� ������������ � �� ���������� �������
�����)	�� �	# ���I������ � �������� �� 	 ������ � ���%�%� �� �E��* �	 �
	� � ��
������%���� �� ������%� M������%� ��(� %�������N �� ���I����� � ��������* ��� �#�����* ���
�	�������� !	 ������ ������%� M������%� �� ��	� 9�N* ���� ��� ��	�+������� ���%�� ��	�* ��
���������� ������� ��� ��	��	�� ���� �� ����	� � ��4������ 
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���� � �K X 5��+���' ?!��F�� ?�]K ��� ���* �]� K* α]� �G◦

������%�� pnormal padj Cd Cdrich
Cdadj

Cdadj+rich

�+�+� � ��� � J�� ��� � K� J ��K � ��� �
�+�+J � ��K � H�� ��H F ��H � ��G G ��G �

���� � F X S��� � ������������� ��� ������� � �� ���B��� ��	� �� ?!��F�� ?�]K ��� ���*
�]� K M������%� � � ������%� �� ��	� %�������* ������%� J � ������%� �� ��	� 9�N

!	 �����	 � �� ���B��� � �������� ���)	�	��* �� ��� � )	������� �	�	�� �E������ ����� ���
���	��� �����%������ 	 ������%� %������� �� 	 ������%� 9� �� �E��* ��	� �'�)	� ������%� ��
� 4���	 ��4���� 	�� ����- 
���� ��	�'� ������ ��	� ����� �� �'���)	� � �����	������ �� )	� 4���
)	� ���� � 	�� 
���� �9������ � �� ��	�'� ������ �� 	 �����%� ��R 	�� 4��
�� ��������� 	
������ �����%������ ����� ��� ������%�� 

1� ��
���	 � F ������* ����� ��� �� ��� ���+���)	�	#* �� ��������� 	 ��'��� ����	�� ����
���#����������� %���������� � ?��'����� D�	� ��	���� ��� �����)	�� )	� ��	� ��� ������%��
�+�+�* ������ 	 ��'��� ��� ���� � �� ����	� �'����)	� � � 1� ������%� �� ��	� %������� �����
�=������ ��� ��� �� ������ ���������)	� � �� ������%���� �� ������%� .���� ��	� ���� )	� ��
���������� � ?��'����� �� ���� ��� � 
��� ���	����� 1����� �	%����� )	�� ���� ���� ���
���	����� �R ���� � �����)	� �� ���������� ������� ��	� �� ������� ����%�� � �� ����	� �'����)	� 
1� ����	� 	 ���I����� � ���B��� ���� �� ������	� ������%� ��� � ��� G ������ 1� ����������
������� ��� �� ��� ��� ��	� ���4������� )	� ���#����������� � ?��'����� 
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���� � �H X 5��+$3 
�� �����)	� 	 ���9� ����� ���� 4���� � %����

!� �! $�������
	 ��0��
���� ��	��� �&�
 ���� �&���� ���� -���� ��

�����

3=�=3=� ���)�"+�%���

1� ���9� ����� ���� 4���� � %���� M?�]J JGJ J��* �]� �* α]� �◦N ��� �� ��� . � �� 
���
� ����� :!?3�L?+!:�� VGGW �	� ����� ���9%	������ 	�� 4���� � %���� �� ���	�� �	 
��
�����)	� 	 ���9� M9% � �HN .��� ��	�� 	�� %���� ������	������ � ���#����� )	� ���� ��	�
���� �	� �� 9%	�� %�U�� �	# ���
���� � �������� ������* ����� )	�	�� ��	� ������ � ��������� 1�
�I�	��� � �� ��� ����� ��� �� ������	������ )	� ��	����� 4���� ����%�� �� ����	� � ��������
������ � �� ���
�� � ?������ D�	� ������ ������� )	� �� ��� 	������ ������ �� ��� ������ 
1� ���B��� � �������� ���)	�	�� ��� �� ��	�� ���������� � �� ���B��� �'��� �������� ��� ���
��������� ����	������ 
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$�	� �� ������� � ���9��������� ��� ��'����� �� ���� ��� �������� 1� 9%	�� � �� ������ ���
����������� ��	� ��� ����������� �'��� ����'� M���B��� �'��� ����'�* �������� �� ���%�%�N 
1� ���������� ������� �� �������� 
��� �&�� ����)	� �� ������%���� ����� ��� ���������)	�
����� �	� �� �������� �� �� ���%�%� D�	� ������� ��� ���������� �� ���������� ������� ��	�
�� ���B��� � �������� ���)	�	�� ��� ��� ���	����� ����	��� ���� ����- ��'�
��	��� D�	� ����� 	��
���������� ��� 4��� �	�����	�� � ������ � %����	� � �� ���B��� � �������� ���)	�	�� �� )	�
��� 	� ���	���� �
����������� 4�	# D�	� ����� ���'���'� ��� ������� � ����� �������� 

L� -��� �	� �� 9%	�� � �� ������ )	�	�� ������ � �� ������	������ ��� �	
���� ��� ��
������������ �� -���� � ����%��� ��	� �� ����	� � �� ���B��� � �������� ���)	�	�� ��� ��
������� μt/μ ��� 4��
�� 1������� �	 �����	 	 ���	���� �	� �� ���B��� �'��� �������� ��� ����-
4��
�� ���� �	 �����	 	 ����	� 	 �����	� ������* ��� ���	� ���� ����� 	� �����	� ������
�	�� %���� ��������� �� '�	� 	 ��� � %���� M���� 9%	�� � ��M
NN $�	� 4���� 	�� �����������*
�	� �� 9%	�� � ��* �� �����(�� ���������� 	 �����	� ������ ��� ������� � �� ���B��� � ��������
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���� � �� X .��������� �� ���I������ ���������)	�� M$��9�� ����� ���� 4���� � %����N

���� � �� X `��� �����%������ � �� ���B��� � �������� ���)	�	�� M��	%� � -��� ��� ����%��*
���� � -���� ���������� ��� ��� ����(��� �'���)	�* 
��	 � ���%�� �����)	��� �	# -���� ������N

�'��� ����'� �� �� ���B��� � �������� �'��� �������� ���� �������� �7�� � �7�� 1� �E������
����� ��� �	# �����	�� ��� >�%����� 	 ����� � �	� � �� ������%�� ����� )	� ��� �	# %����	��
�������� &��� ������������ ����'�� L�� �	��� �E������ ���������� ��� )	��� ������� ��
�����	� ������ ������� � �� ���B��� � �������� ���)	�	�� ��� ��� 4��� ��	� %��� )	� ���	� �������
� ���	� � �� ���B��� � �������� �'��� ����'� .�� ������ �������� 
��� )	� �� ���)	�%� ��
����	��� ��	� 	� ��� ������ ��� ����- ���4������ ��	� ����	��� �� ���B��� �'��� �������� ����
)	��� �� ����� ��� ����- ��	� 	������� �� ���������� ������� L�� ���	���� ������ �	������� 	�
����(�� ��	� ������� ��� ��	�
������ �� ��� ���)	��* ��� �#����� ���� �� ����(�� � ��� �#����� 
.������� ���� ����� 	� %��� ������������ )	��� ��� ��� ��� �����
�� � 4���� ������ ��
�'(�� .���� 	�� ����������� ���������� 



<	 �22+ )$� �� �� +$ )����)� �� .$&�� &"� +��2��$��"� $�0� ��

�� ��<���� ��� � ��.��� �� ���		��� ��
�
������

��� ��<���� ��� � ��.��� �� ���		��� ��	����	�

���� � �� X 5��
��� � �� �����(�� ���������� 	 �����	� ������ �	 
�� �����)	� ���� �
4�������� �
�����4� �E�������

!� �. $�������
	 	��
���
���� ��	��� �&�
 ���� �&����

3=�=	=� ���)�"+�%���
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�� � ���' �
� ��G �� 	� ��%�� �����)	� � � ��◦ ��� ���� 	 ��� K � �� ��4������ V�HW 1����	������ ���
���������)	� M9% � ��N �� 	� �'�� �� �������� �	� ���#����� 	 ���9� 1� �'�� ����� ��
����������� ���� �� ��	�'� ������ )	� ���������� ����� 1� ������%� ��� &��� �	I������ 9� ��	�
����	��� ���������������� � �� ��	�'� ������ S� ��	� ������� ����� 	�� ���������� �������
���4������� �� ���� )	� �� �'����(�� �'���)	� ��� 
��� ���������� 
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1� ���������� ������� ���� �� ���	����� �����4������� ��	� ��� ���I������ � ��������* 	
������ � ���%�%� �� � ���B��� � 4��������� M9% � �JN ����� )	� ��	� ��� ����������� � ���B+
��� �'��� ����'� �� �������� M9% � �GN S� ��	� �����)	�� )	� �� ���������� �	� �� ���I�����
� ���B��� � �'�� ��� ����- 
���� ���� ��	���������� 	 ���	�� �����%������ 	 ������%� ��	� 9� 
1� ���������� �	� �� ���B��� � �'�� ���� �� ���	�� �����%������ 	 ������%� %������� ��� �	���
�����4������� �� 4��� �� ���	����� � ���B��� �������� �	��	� 	 �'�� ��� ����� ����������
���� �� ��I������ � ������%� )	� ��� �� ��� ���+���)	�	# 1� ������������ � �� ���B��� �
�������� ���)	�	�� ��� ��������� �	 ��� �������� �R �� ��	�'� ������ �� �� �����%� ���� 
��� �9��� 

1� ��
���	 � H ������� )	� ��� ������%�� ��� ��	� %�������� �� ���� ��� ��� �� ������%����
���������)	� � �� ���B��� .��� ��� &��� = � �� �������� 	 �'�� )	� ��������� ��	� � ������� 
���%�� ��	�* �� ���������� ������� ���� � 
�� ���	���� �� �� �������'� � �� ����	� � �GG �
������ � ���B��� �
���	� ���� ����� ������%� �� ��	� 9� 1� ��	� ��� �R ���#����������� � ?�+
�'����� ��	� &��� ��������� ����� �������
�� ��� �� ��� ���� ��� ������%�� �+�+J �	� �� ���
�� ���
������� ����� �� ���������� ������� �� � ?��'����� ���� 	� ���	���� ��(� ����'� �
���	� ����	�� ���� �� ������%� �� ��	� ��I�� !��� ��� �	# ��� 
������������� ?!��F�� ���+
�����* ��	� ������ ��� ������� �	���������� � ���#����������� � ?��'����� )	� �����)	� )	�
�� ������%� �� ��	� %������� ���� ��� ��� �� ������ � ������%���� ���������)	� 	 ���I�����
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�������� 1� ���������� ������� ���
�� ����� ����� � ���������� � �� ����� � �	� 
1��#����������� � ?��'����� ��� �	 &��� �����)	�� �	� ��� ���I������ � �������� �� �
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1� ��� � ������ SD�?! �K M?�]�� ��� ���* �]� F�HG �� α]� �K◦N ��� �#����� � VK�W D�	�
�����	���� ����� ��	� �� ��� ���+���)	�	# �� �'�� �� ���
� �	� ���#����� � ������ SD�?!
�K M9% � �KN "��� ��� ���	������ ��	��� ��� ����������� � ���B��� ���� ������������ ����� ��
������� ��� ������� � �� ����� � �	� 1� �I�	��� � ����� ���9%	������ ����� ��� �� 
����
����	�� 	 �����%� )	� ��	� ������ � �� -��� � ����	� )	� ���� � �������� � �� ������	����� 	
������%� "� �� 4��� ��	� 	�� 
���� ������������ � �� ���������� �������* �� ������%� ���
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����� � 
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��"�� $9�) "� 2��% �� %$ ++$��
�	� �� 9%	�� � ��* ��� ����������� �	� ��� ���I������ � ��������* 	 ������ � ���%�%�* �

���B��� � 4��������� �� � �������� �'��� ����'� ���� ������������ $�	� ��� ����������� ��
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���� � �K X 5�� +.� !��� SD�?! �K ?�]�� ��� ��� �]� F�HG α]� �K◦

���I������ � �������� �� � ���B���* ��� ���	����� ���� ���4����� � ��� �������� .�������
��	� �� ���B��� � 4��������� �� �� ������ � ���%�%� ��������� ����������� �� �����%��� ���
��� �� 
�� ���� $�	� �� ���B��� � 4���������* �� ���������� ��� ��������� 4��
�� )	� ���� ���
)	� ��	 ������� �	� �� ���	���� %������� �� �� ��%��� ��� ��	��� � ��� �����* �� �����)	�
)	�	�� ��	�'� ������ ��� ��I��� � �������� ������� ��	� �	� �� ��������� 	 ����	� 	 ����	
�� 	 �����	� ������ D�	� ����� �� �&�� ���
�(�� ��	� �� ���%�%� 

$�	� ��� ����������� � �� ���B��� ���� 	�� ������'� �'��� ��������* ��� %���'�)	�� �
�� 9%	�� � �F �������� �� ����������� )	� ���� ������ 4��
��� ������ 4�	���� .� ���
�(�� �
���������� ������� ����� �	� ���
�(�� � ������%� ! �������� ������� 	 ������%� � %����
%������� ����������� � ������ �#������ D�	� ����� �E���	� 	�� ��	�� ��������	����� �	

�� � 4	��� �	 �����	 	 ��	��� ��	� ��� ������%�� �	��� �� D�����+���A�� M9% � �HN !���
�������	����� � �� ��	�'� ������ �� ���� ��������� � �� ������%�� �� . �	��	� � ������* 	�
%������ ����� ����������� � ��� ���� ��� ������� �	 ��� ���+���)	�	# "�� ����	� ������
���������� � �� �'���)	� � �����	������ ���� %������ ��� �� ���	�� �� �� ����	� � ��
���������� ������� ��� 4�	��� "��� �� ��� ���+���)	�	#* ��� ����	� ���� ��	� �E	� D�	� ��	+
���� �����)	�� )	� �������� � ����� ����	� � ����	 ����� ��� ��(� ����
�� �	� ��� �����������
�'��� ����'� 1� �����	� ������ ��	� ��� ������ �'���� ����'�� � �� ����	�� ������� ��(�
� �� ���	 M�� �R �� ������%� ��� ����- 
��� �9��N �� ��	� 4��
��� ��� �� ���	�� �� )	� ��������
�������� �� ����	� ������ ���� � �� ���	 !	 ���������* �� �����	� ������ ��	� ��� �����������
�'��� �������� � �� ����	�� ��	� ������� ��� �� ���	�� ��R 	�� %���� ����������� ���� ���
����	� ������ )	� ���� �� ���	����� �	� �� ���������� 	� ��	 ���������� $�	� ���9���� ����
	�� �	��� ��	� ���� 	� ������	� ������%� ��� &��� �E���	�� 

��"�� $9�) "� &�)��� %$ ++$��
D�	� ����� ���� � %������ 	� ��	���	 ������%� M������%� �N L�� ������%�� �� . ����	��

������ M�#����� �	� �� 9%	�� � ��N $�	� ���	# ������ �� �����%� �	� �� ������%� �* �� 4���� 	
������%� �� . � ��� ����%�� � ������ � ��Q � �� ���� �� 	� ��������� 	 
�� � 4	��� �	�)	��
����9�� !	 ���������* �� ������%� �������� M������%� �N ����(� 	�� ������%�� �� . �	����� ��
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���� � �� X 5��+
���� � �� �������� ������ ��� �E����� ���� ��� �� �����%�

��	�
	�� � ������ �� ���� 	� ��������� 	 
�� � 4	��� � ����9�� ����- 4��
�� �	� �� 9%	�� � ��*
��	� ��	���� ���� �	� �� ���� � �������� �� �E������ ����� ��� �	# ������������ � ����� �	�
�� ������%� � M9% � ��M�NN* �� ������ �#�����	�� 	 . ����� � �� �&�� ������� � ������ �����
)	� �	� �� ������%� � M9% � ��M
NN* �� ������ �#�����	�� 	 . %����� ��	� ����� �	 
�� � 4	���
	�� ������ ���) 4��� ��	� ������ )	� �� . 	 ������%� � 

.���� ���9������ )	� �� �����%� ��� ��	� �� ������%� � 
��� �=� 	�� ��>	���� �	� ��
���	���� �� ���8��� ��� ���+
���� � �������� ������ ��	� �E����� ���� � ��	�� ��� ��
�����%� M9% � ��N* �� �����)	� )	� �� �����%� ����� ��� �� . 	 ������%� � M9% � ��M
NN �� )	�
����� ��� �� ��� �	� ������%� � M9% � ��M�NN "� ��	� �� ��	�
����� � �����%� ����� �	��� ���
�� . ��	� �� ������%� �* �� )	� ��	� 4��������� �� ���� ��� �� 4���� 	 ��	�
����� ��� ��%	��(�� 
!	 ��������� ��	� �� ������%� �* �� ��	�
����� �� �� �����%�� ��������� �� �'��� 	 . ���
�� ������� ��	� %������ �� )	� �%��� �� �����	���� �� ���� 	�� 4���� �����%�� 	 ��	�
����� 
.�� ���9������� � ������%� ���� ���4����� � ��� �������� �� �������� ����� 	�� 
����
���������� ������� ��	� ��� ����������� �'���� ��������� 

1� 9%	�� � �� ������ 	�� ����������� � �� ������%���� �� ������%� ���� �� ���� ����������
����� �������� �� �� ��	���	 ������%� ��	� ��� ����������� � ���B��� � �������� ���)	�	�� ��
��	��� 1� 4��� ������ ���	# ����	�� �� ��	�
����� � �����%� �����)	� ��	� �� ���B��� ��	���
	�� ���������� ��	� ���������� M9% � ��M�NN $�	� �� ���B��� � �������� ���)	�	�� M9% � ��M
NN*
�� )	����� � �� ����� �� ������ 	 �����%� ���� 	� ���	���� ���� �� ������%� %������� ��� ����'�
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���� � �� X .��������� �� ����������� ���B��� �'��� �������� �	� � ������%�� ���� SD�?!
�K D� �E������

	 ������%� 9� 1� ���������� ������� �� ��	� ��� ��� 	� �7�� ��������� 

.���� ����������� ����� ��� �	# ������%�� ����� SD�?! �K* ��	� ������ 
��� �� ���������
�	� ������%� � )	����� � �� 
��� ��	� ������� 	�� ���������� ���������� �	������ )	� ���
������%�� ���� �� ������ ���������� 	�� ����������� �	��� �� �'����(��� �'���)	�� ��� 	��
'����'��� ��(� 4���� ��� �� �'����� � �� ���������� ������� .��� ��� ������ � �� ������%��
���������� � ���	# �� ���	# ��� -���� � �������� ���������� ��	� �����	������ 1� ����������
������� �	� ��� ����������� � �� ���B��� �'��� �������� ��	����� ����� ������ 	� 
�� �����
�������� �	� �� )	����� � �� ���	����� ������%� 

��%2$�$ &�� $9�) +$ + ����$�"��
D�	� ����� ������� ��� ���	����� ���� ��	���� ���	�� � �� ��������	�� 1� ��	� ������� ���	��

�������� �� �&�� ��� ��� ���	� � C�� V�KW 1� ��	�� �E������ ��� �� ���
�� � ���' � ����9��
)	� ��� � � FJ ��� �� ��� � C�� �� � F�HG ��� ����� ��� �	� �� 9%	�� � ��* ��	� ��	����
��� �����)	�� )	� ������������� �	 ��� ���+���)	�	# �� ����	� 9���� �	 �#�������� ����� ���
�� �&�� ��	� ��� �	# ��	�� .���� 	� ����� � �� ������ ���� ������� KQ � �� ���B��� ������
�� )	� ����� ��� ��%��%��
�� 

!	 �����	 � �� ���������� �������* ��	� �����	���� �� �&�� ������	� � ���������� ���
������� � �� ����	� �������� 	 ������%� �� ��	� ������� �� ���������� ���� �� ������%� �� ��	�
����'� �� ���
�� � ������ � �� ���������� � C��* �� ���������� ������� � �� �������� ��	�
��� � �GQ ����� )	� ����� � C�� ��� � ��Q �� )	� ��� ��(� ������ .���� ����������� ���9���
�� 4��� )	� ���� ������ � �����	��� �� ������������ � �� ���������� ������� �	�� �	��� ��	� 
1��������������� � ����� ���������� ��� ������ 

�22+ )$� �� �� +��>��$2�+$� �� �� � )5$��&��
$�	� ��������* ��	� ����� ����	�� ������ � ������������� 	 ��'��� ���� �� �'����� �
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���� � �� X .���������� � �� ���������� ������� ���� ��� ���	����� � �� ��������	�� M!���
SD�?! �K D�N

������%�� pnormal padj Cd Cdrich
Cdadj

Cdadj+rich

�+�+� � ��� � KJ� ��K � �KJ F �KH K �K� G
�+�+J � �JH O �KH � �K� � O O

���� � �� X S��� � ������������� ��� ������� � �� ���B��� ��	� ��!��� SD�?! �K D�
M������%� � � ������%� �� ��	� %�������* ������%� J � ������%� �� ��	� 9�N

?��'����� %���������� M��
 � ��N S� ��	� �����)	�� )	� �� ��������� �	%����� ����)	� ����
	������ �� ���������� ������� "� ��	�* �� ���	���� � �� ���������� ������� �	� �� ������%� �
���� ��� 	�� 
���� ����	� � �� ���B��� ����� )	� ���#����������� � ?��'����� �	������� ��
���������� .�� ������%�� ������ 	� ���� � ������������� ����'� � �� ����	� �'����)	� �
�	# 

!� �3 $�������
	 	��
���
���� ��	��� �&�
 ����
 �����	

3=�=<=� ���)�"+�%���

D�	� ���������� ��� �� ��� � ��!��F: M?�]� J�� ���* �]� F� �� α]� �◦N 1� 4���� ��
������� �	� 4	����%�* 	�� ����* 	� �U� �� 	�� ������� ������
�� .���� 4���� ��� ��������������
�� ���9%	������� ��	���� ��� 	� �����#�� ��	������ 1�� �������� ����� ��� �E������ ��������
� ������� ����� ������ �� �� 4	����%� ���� ��	��� �� ���	������� � ����� )	� ���� ��	����
�I����� � ������ "��� ��� ��������� � ��� ����������* �����	������ ��� ���������)	� �� 	�
�'�� �� ���
� ����� �������� �	� ���#����� � ������ M9% � �JN .������� ������������� �
���#����� � ������ SD�?! �K* ������ ����� ��� ������ ��� ���	������ �� &��� ����	�
� ��� ��
������� 
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���� � �J X 5��+�� !��F: ?�]� J�� ��� �]� F� α]� �◦

3=�=<=� �����)� �� $�0� ���

1�� ���I������ � �������� �� 	 ������ � ���%�%� ���� ����������� �	� �� 9%	�� � �G 
1� ���I����� 	 ������ � ���%�%� ��� ����- 
��� �����%� .�������* �� ������%� ��������
�� ����� � ����	��� ���� 	� ���
�(�� ��	� �� ���������� � �� �������� .� ���
�(�� ���
���������� ����� � 	�� ����	� �	 ����� ���� erem 	 �&�� ���� � %����	� )	� �� ���������� 
1� �E������ ����� �� ���������� ���� ��������������� �������� �� ����� ���� ��������������� �	
�)	�
��� 	 �&�� ���� � %����	� )	� �� ���������� 1�� ��������� �� ���� ��� ��	���� ��	� ��	����
����	��� 	�� 
���� ���������� 

1�� ���I������ � ���B��� � 4��������� �� �� ���B��� � �������� ����	��� ���� 	�� ������'�
�'��� ����'� ���� ������������ �	� �� 9%	�� � �K $�	� �� ���B��� � ��������* �� ���������� ���
���4���� � �� �'����� .� ����� ��� �� ��� ��	� �� ���B��� � 4��������� )	� ��� �	�������� .�
���
�(�� ����� �	�� ��	����� ������������� � �� ��	�'� ������ � �� �������� 4	����%�O����	��
��� ��	���������� �	�� �������� �� .JG M���� 9%	�� � �FM�N ��	� 	� �#����� � �������� �� .JGN
��� ����- ��I��� ! ��� ������* �� �����	�� ��� ����	� ��� ��	� ������ 

1�� ����������� � �� ���B��� �'��� �������� ���� ������������ �	� �� 9%	�� � �� L�� 4���
������ �� 4��� ������ 	�� �������� .JG ���� 	�� ���������� � �� ���B��� � �������� ���)	�	��
� ��	����� )	����� !	 �����	 � �� ���B��� ��	���* �� 4��� � 4���� 	�� ��	�'� ������ ��	��
�� %������� ����- 4���� � ������%�� ��� �� ���	�� �� �����)	� �� ����	� 4���� ����� )	����
�� �������� ��� ����� ���	 �&��� M����� ��� �� ��� � ������ SD�?! �K D� ���� �� �������
������%�N $�	� �� ���B��� � �'�� �� ���������� ��� �������
�� �� ���� 	�� 
���� ����������
	 ������%� �	����� 

.� ��� ��	������ ���� � 
��� ���	����� �� ������ �� %���� ���������� 	 ������%� ��	�
����� 	�� ���	���� �	����)	� �������
�� D�������� �	 �����	 	 ������%� �� �����* ���
�������� �� .JG ��%������ � %����� ����	�� �	����)	�� 
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�� 6�������� ����	 �� 2?$ ��� 6�������� ����	 �� 2>4

���� � �F X "�	# ������%��� ��	� ������� ��� ��������� M��� 	�� �������� ����O4	����%� �� %���N
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����	� ���� ����	� ���� ������� ��
���������� ���������� ����	��

$������� J KJQ � KG Q KJ JJQ
3��%�%� J G�Q � K�Q KJ �KQ

3��B��� D6 �� ��Q �� �GQ KF ��Q
3��B��� � �'�� �� KKQ G K�Q JK �FQ

3��B��� � �������� ���)	�	�� G� JGQ �GJ �KQ +�H� ��Q
3��B��� ��	��� �� F�Q H� GJQ +J�� FHQ

���� � �� X .��������� ������� �� ��	������%� � �� %����	� ��������� ��	� 	� ��� �����
�������

!� �4 $�������
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���0��

"��� ����� ������* ��	� ����� ������ �� ��� �	� ����� ������� 
�����	� � ���� !��
	� .�
��� ��� ��(� ����'� �	 �����	 � �� ���9%	������ � ��!��F:* �� �E������ ����� � �� �������
)	� ��� ��������� S� � 	�� �������� ������� 4�� �� �� ��������� � ������ ����	� �� 4��*
����� )	�	� ��	% 3�	� ��� �������� M4	����%�* ����* ���7��* ������� �� ��	%N ��� ��� ������� ����
	�� ��	�'� ������ 1� ������%� %������� ����(� � ��K J�F ����	��� �� �� ������%� 9� ����(� GH
��� ��� ����	��� 1�� �������� ����� ������ �� �� 4	����%� ����� )	� �� �U� �� �� ����	�� �� �� �U�
�� �� ������� ��� ��� �������� ���� 	�� �������� �� .H� M���� 9%	�� � �FM
N ��	� 	� �#����� �
�������� �� .H�N ��	� �� ��� ����� ��� ���
�(��� )	� ���� � �	 ����������� 

$�	� �� ������� � ���9���������* ��	� ����� �������� ��� ���	����� ���� �� ��	������%��
��� �� ��
���	 � �� 1� �����(�� ������� M����	� ���� ����������N ��� �� ����	� �
���	� 	
������� ����� �� �E������ �� ���	����� ������%� 9� �� %������� �	� �� ���	���� ������%� 9�*

c1 =
∣∣∣fgrossier−ffin

ffin

∣∣∣ 1� �	#�(�� ������� M����	� ���� ����������N ��� �� ����	� �
���	� 	

������� ����� �� �E������ �� ���	����� ������%� %������� ���� ���������� ������� �� 9� �	�

�� ���	���� ������%� 9�* c2 =
∣∣∣fgrossier+correction adjointe−ffin

ffin

∣∣∣ 1� ������(�� ������� M������� ��

����	��N ���������� �� ���������� � ���������� ������� ��� ������� � ������	� ��������* r = c1−c2
c1

 
�� r ��� �%�� � 100%* ����� �� ���������� ������� �	�� �����%� �� �������� � ������	� �������� 

1�� ���	����� ��	� ��� ����	�� �'���� ����'�� ���� ����- 
��� 1� ���B��� � �'�� ��� �	���

��� �����%�� !	 ���������* ��� ���B���� � �������� ���)	�	�� �� ��	��� ���� ��(� ��� �����%���*
����* �� ���������� �����B� ������	� )	� ���� ����� �	 �
	� ������ 	�� 4���* ��	� ������ ���
	� ��� 	 ���� 	 ������� ������%� � ������ SD�?! �K 1� ������%� ����� ��� ����� ��	�
)	��� � ��� 	�� ���������� ������� ���4������� ��	� ��� ����������� �'��� �������� "� ��	�
��	� �� ������� � ������ ������� ��	� ������� ��� �	 4���� �� ���������� �	� �� ������%� 	������
����������� D�	� ����� 	������ �� ������%� � ����� �	� � �� )	� � ����	��� �� ���
�� � ������
��� �� ���	�� ��%������ 	�� ��	����� ���������� ������� 

D�	� ����� ����	� �� ����� � ����	� )	� ��	� ����� ��� ��� �� ��
���	 � �� ��	� ��
��� ������������4 �	� ����� � ���� !��
	� ��	�� )	������������ .���� ��	� ������� �	
�����������* �� ����� � ����	� ����� ���� ������ �	� �� ������%� %������� ����� ��4����	� �
���	� �	� �� ������%� 9� 1� ���������� ������� ����� ����� ����������� ��� ������� � 	� ������%�
�	# 4��� ��	� ��I�� 
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������%� 3���� ������� 3���� �����
:������� .���	� ����� �H�J� ��� J�G�� ���

.���	� ������ ���H� ���
6�� .���	� ����� ��J�� ��� ��J�� ���

���� � �� X ��	� �� ����� � ����	� ��	� �� ����	� ����� �� �� ���������� ������� ��	� ��
��� ����� �������

!� �5 /���
 �� �� ������	��
 �����
	� ��� ��� ��������
	� �������1

D���� ������� � ������� �� ���	������� �� �� ���9%	������� � ��	� �� ��	� ������#�* ��
������� �	� ��� �	
����)	� �� �	# ��������� �	�)	�� �� ����������� �	� ����� �������*
��	� � ������ � ���� ��� ���4�������� � �� ���������� ������� ���� 
��� ��	� ������* ����
��	� � ������ ������������ ������ 	� ������%� ����� � �����	������ )	� ���� �'���'� � ���+
����� 1� ���������� �� ������	� �������� ���� �� �	���� ��	� �����B��� �� )	����� 	 ������%� ���
������� � �����	������ �������� .�� �������	�� ������ ����� 	������� ��� �� ����'��� �'������ 

$�	� �� ����������� ����� �� ���������� ������� �� ���#����������� � ?��'�����* ��	�
��	���� �����)	�� �	# �'���� 3�	� ��
��* ���#����������� �� �������)	� ��� � ��	� ���
������%�� ��� ��� �� �� ���	���� ��� ��� �� -��� �'����'(��� ��)	���� ���	��� �� ����������
������� ���� 	�� ��4�������� ��	� 9�
�� )	� ���#����������� � ?��'����� 

��� �	
�����	
 ��� �� �	�����	
 ���	�
�

D�	� ����� �	 ��	� 4���� 	�� ��� �� ���4�������� � �� ���������� �������* � �������
��� �E������ �#������ 	 >	�� ���+���)	�	# �	 ���)	�	#* 	 ���9� �� �	# ��������� ��
������� ��� 	�� ���� ������ �	�)	�� ������� ������� 

1�� ������ ������4� ���� �

� ,�� �����%� � �� ���������� ������� 	 ������%� ���+���	��	�� �	 %$ ++$�� &��"):
�"�� � ��� ���I������ ���������)	�� )	� ������� 
��� �����%�� ��� �� ��������	�� ��� ��
���������� ������� �� ���� �	��� 
��� ��� ����� ��� 

� ,���� ��������� � �� ���������� ������� ��	� ��� )��E) ���& �� ��$D��� )5$%2
+� ��$ � � �� ��	����� 4���	������ ������ ��	� �� ���B��� �'��� �������� �����%� 
��� ���
���B���� � �'��* ��	��� �� � �������� ���)	�	�� 

� ,�� ��%2& �� )$+)"+ � ��	� 	� ������%� ����* �� ����� � ����	� � �� ����������
������� ��� ��	� ��	�� )	� ��	� �� ������%� ��������)	����� ��I�� ��	� 	� ���	����
����)	� �)	������� 

J !���������� � �� ���������� ������� � �� )��B�"�$� ��&  ��"&�� �++�&

G ��"9�++�& $22+ )$� ��& � �� 4��� �	������� ���)	����� � �� ��	� � �	���� � ��	������
������������ )	�� � �����B��� �� �%�� � ������%���� �	� ����	� �	����)	� �	 ������
������� ��� ���I������ ���� ����� � ������%�� �� ����	� �����(������ 

1�� �I�	���� ��������� ���� �
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 �22+ )$� �� �� +$ )����)� �� .$&�� &"� +��2��$��"� $�0� ��

� 1� )$+)"+ �" ��& �" � ��	� ��������� �� ��� 4��� %�U�� �	 ��� � ����	� �	����)	� ���!
�	� �� ������%� ��������)	����� ��I�� .� ���������� ��� ��	� ��� ��������� ������� )	�
�� �������� ��� ����� ���	 �&��� ��	� �	��� �� ����	� 	 ����	 ���� )	�� �&�� �������
����� ��	� 	� ����	� ������ M�#����� � �� ����	� �� ��������N 

� 1� �$ ++� �" %$ ++$�� B� � �� ��	� ��� ��	� ��������� �������������� �������
�� �	�������
�� ���������� ������� �	� ��	� ��� ������%�� �� �� ������%� 4��� ��� G� �������� � ������*
�� 4�	���� %������ 	� ������%� �������� J�� �������� � ������ �� )	� ��� �I���� �	�
����� � �	� ���'��)	� �� �������� 1� ���	���� ������ � %������ �� ������%� 9� ������	
��� ������	 M
��� ��� 
���N ���� � �'�)	� 4��� 	� ����	� ����� 	 ����	 �� ��� ���	��
���� �� �����	� ������ 

� !��	��� +$ !"$+ �� �" %$ ++$�� � � ������� ��� �#������ ���������* �� ����B� ������
)	�	� 
�� ����	� ����� ��� 	� 
�� ������%� �� �� ���������� ������� ����	�� �� �����������
�	� �� )	����� 	 ������%� 

1�� ���	����� ���� ��(� ����	��%����� ���� ��� ������� ������ 
��	��	� � ������ � ���������
��	� ��	���� �����)	�� ����� ���'�� ��� 	� �����#�� ��	������ ��� ��� �����
�� 

$�	� ���#����������� � ?��'�����* ���� �� ��	� &��� �����)	�� )	� ��� ��������� ���������
�� )	� ������ ��� 	����������* ������������� � �� ���������� ������� )	� � 	� ������ ������+
������ ��	� ����	 .������� ��	���������� � ���#����������� � ?��'����� � ��� �� �������
���	%��������� � ������ � ������������� 	 ��'��� 



��������  

!������		����� �� ���������� �� ������

.� �'������ ���� �������� �� ����� �������� "��� 	� ������� ����� ����� �����	�� ����
&��� �#����� 1� �����	� )	� ���
�� 4�	���� ��� ��4��������� ��� ��	� ����������� ���� ����������� 
"��� 	� ����� �����* �� �����	� ���� 	������ ��	� �������'�������� � ������%� ��� �����	�����
� ��	�+
���� ��� �� ������%� "��� �� ����(�� ������� � �� �'������* �� �����	� ���� ���
��� �
	�� ���'��)	� � ���������� �� ���	� 	 ������%� L� 
���� � ��� ���'��)	�� ����������
� ������%� ���� ���� �� �����	���� � �� �'������ 

 �� ��	�) �� �
���

.���� (
	�����	��


$�	� ��������� � !��
	� VKJW* ����� �E������ �����	�� ���� 	������� � �� ��	# ��������������* ��
%������ ������%�)	� �� �� %������ %�������)	� 1� ����	� � ��������������� ����� � �� 4�������

��������� φ �� 4��� ����� �	�� �
∣∣∣φi+1−φi−1

φi

∣∣∣ 1� %������ ������%�)	� �� ����	���� ����� 	�

%������ �	����� ��� ���������� ������%�)	�� �
∣∣∣φi+1−φi−1

2

∣∣∣ 1� %������ %�������)	� �� ����	����

����� �� %������ �	����� ��� ���������� � �������� ���� �
∣∣∂φ
∂x

∣∣ .�� �����	�� ���� ��� �9������
����������� �� ���� ��	� 	� �����	� ��������* �� ����� 	 �����	� �
���	 ��� ����	��� 

!��(� ����� �'���� 	� � ��� �����	��* �� 4�	� ���	��� �'����� �	� )	���� %����	� M��������
�����)	�* �������� ������* ���
�� � ���'* ����� ���	��)	�*    N �� 4�	� �������)	�� .� ����� ���
	� �'��# ������� $�	� ��	� ���� ��� �� �'��#* ��	� ���������� 	�� ���%� ������� � �����	� 
3�	� ��
��* ��� �����	�� ��	����� � !��
	� ������ �#�����* �	�� ��� �����	�� 
���� �	� 	��
������'� ������� 1�� �����	�� ������������ ������ ���	��� 	������� ��� �� ������� J � ��	�
�������'�������� � ������%� �� ��� �� ������� J � ��	� �� ���������� �� ���	� � ������%� 

$�	� �� �	���* ��	� ����� �9��� �� ������ � [���)	�%�\ ��� 	� �����	� 1� 4��� � ���)	��
	�� -��� ��� �� ������ � ����	� ������� � ������� 	�� -��� ������&� ��	� 	� ��I������
	������	� 	 ������%� 

.��� 6���� ��
� �
 ��������
	 ��0��
���� �������1

1� ���9� ?!��F�� ��� 	� ���	������ ���� 	� ���
�� � ?������ � K ��� ���* 	�
���
�� � ���' � � K �� 	� ��%�� �����)	� � � �G◦ ��� �� �&�� )	� ���	� ��	�� ��� ��
������� � � � 
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�� 6�! �������		�
��� ��� @������ ����������� ��� @������ ���
�������

���� J � X �����	� ����	�� � ������ �� %������� � �� �������� ������ M?!��F�� D� �	
����)	�N

�� 6�! �������		�
��� ��� @������ ����������� ��� @������ ���
�������

���� J � X �����	� ����	�� � ������ �� %������� 	 ���
�� � ���' M?!��F�� D� �	
����)	�N

��& � G�����& &��&�"�& "&"�+&
"����� �� �	����	� �� �����
���* ��	� �� ����� ����������� �	# )	� ���� ��	���� 	��������

��	� ���	��� ��� -���� � ��I��� � �� �������� ������ �� �� ���
�� � ���' 1�� ���
����
�� %������� �������� � ��� �	# )	������� ���� ����������� �	� ��� 9%	��� J � �� J � $�	� ��
��� �	
����)	�* ��	� ��	���� ��	� ������� � 	� ��I������ 	 
�� �����)	� �� 	 
��
� 4	��� ���� �����	�������� 	� ��I������ ��� �� ��	�'� ������ .�����8��� ����������
���
��������� �� -���� ������������� ��� ��� �����	�� 

$�	� �� )	� ��� 	 ��	# ��������������* ��� -���� �������� ���� �� ��	�'� ������ ��	� ��
�����	� � �������� ������ M9% J �M�NN �� �� 
�� �����)	� �� � 4	��� ��	� �� �����	� 	 ���
��
� ���' M9% J �M�NN D�	� ��	���� ����� )	� �� ����� ����&� ��� ��(� 
��� ��� �� ������� ���
�� ������ 

$�	� �� %������ ������%�)	� M9% J �M
N �� J �M
NN* �� 
�� � 4	��� ��� 
��� ���)	� ��	�
��� �	# )	������� �� �� 
�� �����)	� ��� ���)	� ��� �� �����	� �	� �� ���
�� � ���' 

$�	� 9���* �� %������ %�������)	� M9% J �M�N �� J �M�NN ���)	� ��	�� �� ��	�'� ������ ��	�
��� �	# )	������� �� �� 
�� �����)	� ��	� �� )	� ��� 	 ���
�� � ���' 1� ����� ����&�
����� ��	� ��� �� ������� 

! �� �	��(�� � ��� �
����������* ��	� ��	���� ��� �������� �� �������� ������ �����
�����	� ��� �� ��	�'� ������ )	� ��	� ����� ������	��� ��� � 
���� )	����� $�	� ��� �&��
�������* �� %������ %�������)	� 	 ���
�� � ���' ��� ������� 1� ��	# �������������� 	
���
�� � ���' ���
�� &��� ��	� ��������� )	� �� %������ ������%�)	� 

D�	� ������ 
��� � ������� ��� �#����� �� ������#��� 	 �'��# 	 �����	� ��� ������� �
�� )	������ � ��������� "� ��	�* ��	� �� ������ ��� �=�� ������ �� ���	���� �������� �� ����
��	� ��� �#����� ��������� �� ����	� �	� �� �������� .���� ��	� ���� )	��� 4�	� �����	��� �
��	���	# �����	�� ���� ����� �
�����4 �������������� 	 ����	� �� ���I������ � �������� �	
� ���B��� 



	=� �5� > �" &��&�"� 
�

�� 2��������� �<����� ��� =����� �<�����

���� J � X �����	� ����	�� � ������ � �� ���������� ������� 
���� �	� �� �������� M?!��F��
D� �	
����)	�N

��& &��&�"�& &"� +�& )��E) ���& $����#�$% !"�&
"��� �� ����%���'�* ��	� ������ ���� )	����� ��4��������� ������� ��	� �������� ��	����������

� �����	�� 
���� �	� �� ���������� ������� �	 ������	� ������� 
�	� �� 9%	�� J �* �� ���������� �� ������	� �������� ����	���� ��� ������� � �� ��������

�������� )	��)	�� �������	�� �� �E��* �� ����� ����&� �	 
�� �����)	� �� �� 
�� � 4	���
���� 
��� ���)	�� 1� %���� �E������ ����� 	 4��� )	� ��	� �� ���������� ������� M9% 
J �M�NN � %����� -���� 	 ������%� � ��������� �� � ���#����� ���� ����- ����������� ��	�
�� ��I������ !���� )	� ��	� ������	� ������� M9% J �M
NN ��� -���� ��� �����	 M����� 	��
-��� � 4��
�� %������ ��	� �� �����	� ������N �� ����� �	���	� �� �	�������� ����� �� �����
����&� �� ���#����� )	� ��� ��� �� ������� 1�����	� ������� ��� ��	� ���4���� � �� )	� ����
��	����� ������� �'���)	����� �	� ��� -���� � ��I��� � �� -��� ������ ���� �� ����� ����&� �	��
�� �	�������� �� ��9� �� 
�� � 4	��� $�	� �� -��� ����'� �����* ��	������ ��� ��# �����(���
����	��� ���� ���)	��� ����� )	� ��	� ��� �����	�� ������)	�� ����� ��	�� �� ��	�'� ������ )	�
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D�	� ������ ���� ���������� ��� �����	�� �	� 	� ��� �� ����� ��������� M!��� SD�?! �K
?�]�� ��� ��� �]� F�HG α]� �K◦N 1��#����� � ������ SD�?! �K ��� 	� >	�� ���)	�	#
)	� ���� � �	 ����������� ��� �� �'(�� M���� ������� � � GN* �� &��� ��	�� ��� D�	� ����� �	
)	����� 	� ������� ������%� M�� ������%� �N ��� ���	����� �	� �� ���B��� � �������� ���)	�	�� ��
��	��� ��������� ��� �	�� %���� )	����� "� �� 4���* ��	� ����� ������	�� 	� �	��� ������%�
M�� ������%� �N .��� � �������� ��� ����������� �������� �	� ��� ���I������ ��������� .����
��	� � �	 &��� �E���	�� ��� ��	� ��������� � �	# ������%�� � )	������ �E������� �� )	�
����� ��� ��	���� �� ��� ��� ����	����� $�	� ��������� ��� ����	�� �	 ��� 4��
��� ���4�������� �
�� ���������� ������� 	�� � �� )	����� 	 ������%�* ������	� ������� ��	� &��� �	�� %���� ��� 
�� �E��* ������	� ������� ����	��� ��� ������� � �� ���B��� � �������� ���)	�	�� ��� �����������
�	� �� 9%	�� J �� ��	� �� ������%� � M9% J ��M�NN �� ��	� �� ������%� � M9% J ��M
NN �	� ��
������%� �* 	�� ���%� ������ 	 �����%� ��� ������������ ��	� ��I������ 1� ����������� � ��
-��� � ��I��� ��� ������� �	 ��� �� �	# ��������� ������ �����������* ������ 	�� ��	�
%���� -��� 	 ������%� � ��I��� �	+���	� 	 �����%� .��� ������ 
��� �� )	����� �������
� �� ������%� ��	� ����������� �� �����%� � ����� ���� !	 ��������� ��	� �� �	#�(�� ������%�*
�� -��� ������������ ��� �	��	� 	 �'�� ��� �� ������ ��>	���� ���������	� � �� ��	�'� ������ 
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�� ���B��� � �������� ���)	�	�� �	� �� ������%� � M9% J ��M�NN* �� �����%� ����� )	� �� ��	�
�����
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�	� ����� ���
���� %������ � %���� ���
�(��� � �9������ � �� ���	���� !	 ���������
�	� �� ������%� � M9% J ��M
NN* �� ������ ����� 	 ������%� ����� )	� �� �'�� ���
�� &��� ��	�
���
������)	� 1�����	� ������� ����	��� ��� ������� � �� �������� � �� �&�� ������%�� )	�
����� ����	��� ���� �� ���B��� ��	��� �	� �� ������%� � 1� ���B��� ��	��� �� �� �������� ����� ��
%����	�� ����- ����� ����� �����* �� ���
�� ������ )	� ���� ���	�� �� -���� ����- ���
��
��� �
��I��� .���� ��������� �� �� �����	�� ��� �	� �� ������%� �* ���� ��	� ��� &��� 	�� ���������
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1� �E������ ��� ������ ����� ��� ������%�� � �� � $�	� �� ������%� �* ��� -���� ���)	��� �� ����
��� �� ������� �R �� �'����(��� �'���)	�� ���)	��� ������������ ����� ��� �#�����
�� �'�� �� �� �����%� $�	� �� ������%� �* ��� -���� ���)	��� ���� �� ������� ��	� �'���)	�� 
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�� )	����� �	���� �� -���� ���)	��� ���
������	� ������� ����������� �� �'��� �� ������� ��������� �'���)	� ���)	���� .���� ��+
��	� ��	�+&��� ������ ����� 	�� ����	� �������()	� �	 ������%� �	������ �	����)	� "��� ��
��� ��������� ������	� ���� 	�� ����	� 	� �	 �'����(�� �'���)	� )	� �� ���� ��� ����- �������
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��	� �� ������%� �	� ���9� ����� �� >	�� ���+���)	�	#* �	�� �	�� ��������� ��	� 	� �����%�
�	� ���9� ����� �� >	�� ���)	�	#* �� ��	� �������� �	�� ��������� ��	� 	� �����%� �	��
���� �� >	�� ���)	�	# 
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��	� ��������� �� 4��������� ���� ��� �� ������� � G �* �� ������� ���� B ��� �� �������
������� 
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D�	� ����� �E���	� )	������ ������ �� ��	� ����� ������� ����� ��������� � ������%� �
	� ������%� ��� ��� ������� ������� ������� ���� �� �&�� ���
�� ����������� 1�� ������%�� �����
�
���	� ��	���� &��� ���	������ �	� �� 9%	�� J �� 1�� ���	����� �	����)	�� ���� �	� �� %���'�)	�
J �J D�	� ����� 	�� 
���� ������%���� ������ ���%� ���������� 	 �������	� .������� �	

�	� � ���%� ����������* �� ���
������ )	� �� �������	� ������������� 	 ������%� ���� ����
�� ������%� �����(������ ����� 1� ������%� �
���	 ��� ����- 
��� ����� �	 �����	 	 
��
�����)	�* �'�� �� 
�� � 4	��� ���'�	��	������* �� �'��� � ��� -���� �� ������%� ��������
�	 ����� ����� ������� � ��� �'��%� $�� �#����� ��� ������� �	��� ���(� �� 
�� � 4	��� ���
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�(���
��������� �� �����%� �� ������� ����'�� 	 ���9� $�	� �� �	#�(�� ������ 	�� ��4���� �����(��
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	� ��� &��� �������� ��	� ��	���� � ������� ���	��� ����������
� ������%� .� ������� ��� �� ��	�� � ����������� 
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���� � ������� � 	�� ��������� 	 ������%� ��� �� �����%� 	 ���9� ?!��F�� M�������
� � �N 1�����	� ������� ��� ����	��� ��� ������� � �� ���B��� ���	� � ��������'� �'��� ����'� 
!���� �'�)	� ��������� � ������%�* �� �����	� � ��� ����� "��� ����%����'�� ����������* ��	�
�� ���������� ����� ���#� �������� � ��� �	������ T	������ ������ ���������� ��� ��� �E���	�� 
1� �E������ ����� ��� ������� ������ 	 ������%� � ����� M9% J �GM�NN �� 	 ������%� �����
M9% J �GM
NN ��� ��(� ����
�� �	� �� ������%� �����* ��� ������� �� ���������� �	��	� 	 �����%� 
D�	� ��	���� �	��� �����)	�� )	� ��������� ������� ���� 	 �����%� �� ���� ����%����* ��%������
	� ����	���������� 	 ������%� ��� ����� -��� �� )	� ��	����� &��� ���
������)	� 

�	� �� 9%	�� J �K* )	���� %����	�� ������������)	�� � ����� �������	� ���������� ����
������������ 1� %���'�)	� J �KM�N ���������� ������	���� � �� ����	� � ����� 4������� �
�����4
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M���B��� � �������� �'��� ����'�N ��	� �	 ���% 	 �������	� ���������� � ������%� !��(�
	�� ����	���� �	 �
	� � �����������* �� ���B��� �	%����� .���� ������� ����� ��� ��+
�����
�� ��� �� ���B��� ������ 
������ ��	� �	 ���% 	 �������	� ���������� � ������%� ��
���� �� ��4(�� �	 ������%� � ��4������ 	������ ��� �� ������� � � � �	� �� %���'�)	� J �KM
N*
����������� 	 ������%� �	%����� �� ����	� � �� ���B��� �������� ��������� ���#������� �	�
���
�(�� 1�� %���'�)	�� J �KM�N �� J �KMN �������� )	� ��� ����	�� � �� ���������� �� ������	�
�	%������� �	 ��	�� �� ������ ���������� .�	# ���� �	# �������	�� ��	� ��������� ��
)	����� �	�� ��������� "��� �� ��� ������* ��	� �	%��������� ���)	� )	� �� �������	� �� ��
��� ��� �� 
�� ���� 
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������� �#�����	��� �	 �����%� ��	�� ��	� � ���� � �� ���	���� �
���	� )	� �� �������'����� ��
������� ��� �� �����%� D�	� �����	���� ������ ��� ��� ���
�(��� ���������� ���� �� ��� �������� 
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	 ���9�* ��	� ����� ���� � ������� � 	�� ��������� 	 ������%� ��� �� �����%� � ������
SD�?! �K M������� � � GN 1�����	� ������� ��� ����	��� ��� ������� � �� ���B��� ���	� � ����+
����'� �'��� ����'� "��� ����%����'�� ����������* ��	� �� ���������� ����� ���#� ��������
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1��#����� �������� ��	� � ������ � ������ �� ������� �� �������	�� ��	� �����B���
�� )	����� � ����������� � ������%� 5�� ���� ���������� ����������� �	� �� 9%	�� J �� ���
�� ��� � ������ SD�?! �K 1� ���B��� � �������� ������ ����B��� ������ ��	� �� �������	�
���������� �	� �� %���'�)	� J ��M�N* �� ���B��� � �������� ����B� �	� ��� ���%� �������� ������
�	�� �� ����	� �	%����� 1� �����(�� ������ � ����������� ���
�� ������� ������������� � ��
�	#�(�� �� �E��* �� ���� �� ��4��� �	 ������%� � �� ������� � � G* �� ������� � �������� 	
������%� �� ��	� 9� ����� ��� ������ �������� .���� �
��������� ��� ���9���� ��� ��������� �
������	���� � �� ���������� �� � ������	� M9%	��� J ��M�N �� J ��MNN 1�����	� ����	� 	���� ���
���%� �������� ������ �	�� �	%����� 1�� �&��� �
���������� ���� �������
��� � �� ���������� 
1�����	���� � �� ���B��� �������� M9% J ��M
NN ��������� �	�	� ������� ��� 

:�U�� � ��� �
���������� ��	� ����������� �� )	����� � ����� ��������� "	���� ��� ���%�
�������� ������ � �����������* ��� ������� ���� �������
	��� ��� �� �����%� )	� ��� ����'� 	
��I������ � �� ��	�'� ������ ���'�	��	������ �&�� �� ������	� ��� ����	�� ��� �� �����%�*
���� ����� 4���� �	+��� ����� ���� )	� �� ���
�� � ������� ����� 9#�* �������'�������� 	
������%� �� �'��� 	 �����%� ������	���� �� ������� �� �%��� �� ���	���� D�	� ������ ���
)	�	�� ���
������� ����� �� ���������� �� ���	� �� �������'�������� � ������%� ������ 	��

���� ���	���� 
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����	� �	� �� 9%	�� J �F* ��� ���+
���� � �� �������� ������ ���� ������������ �	� ���) �����
� ��	�� ��������	��������� �	 �����%� 1� 9%	�� J �HM�N ������ �� 4���� 	 �����%� ����
��������� � ������%� 1� �����%� ��� ����- ���%� �� �� 4���� 	 ��	�
����� � 
�	� ����� ���
�����%�� !��(� ���%� ������ ���������� � ������%� M9% J �HM
NN* �� �����%� ��� ����� �E	�� ��
�� ��	�
����� � 
�	� � 	�� 4���� ���	# �9��� !��� ����� ���������* �� ���	���� �� �������'�
	 �����%� �
���	 ���� �� ������%� � � �� ������� � � G M9% � ��M
NN D�	� ����� 	�� ������������
� �� ���	���� �	����)	� ���� 	� ���
�� �)	������� � ������ 
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	���� �
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���� � ������	� ������� ����� ���������
��� 	� ���� � ��	�� ��������	��������� �	 �����%� 1�����	� ������� � 	�� ����	� 4��
��
��� �� ��I������ )	� 4��� �	��� � �� ��	�'� ������ �� ��� ������ �	 ���	� �� �� ����	� �
�� ��I������ !��(� ���%� ������ ���������� � ������%� M9% J �HM
NN* ������	� ������� ���
��	� 	��4���� �	 �����	 	 �����%� 1�� ����	�� �� �'��� 	 �����%� ��� �	��� ����	� .����
��������� � ������%� ������� 
��� ��� �7�� �	��4���������� � ������	� ���'�	��	������
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�I�	��� � ��	���������� � ����%����'�� � ���������� �� ���	� 	 ������%� $�� �� �	���*
��	� ��	� ������ ���������� � ����������� � ��������� -���� 	 ������%� M�� �����%� �� ���� �
����� �
���N !��� ����������� ��	� 	� �����%� �	� ���9� �����* �� �������	�� � �� )	����� 	
������%� �� � ����������� ��� �	 &��� �#����� 5�� ��� ������ ������ 	�� 4��� )	� �����������
������� ��� ������������ ��B������ !��� ��� �������	��* ��	� ����� �	 �	%�� � �� )	�����
� ����������� ��	� �� �����%� �	�� ���� "��� 	� ������� ����� ����������� � ������%� ��
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������ �������� �� ������������ ���
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� ������ 9���� ���
�� 7��
 �����"
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VG�W ���'��� !���Y $��A !�����+
���* �'���+���������� ����� ��������� �� %�� ���+
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VG�W D���� ! $����� �� ���'��� , :���� !����� �������� �4 �	���������%��� 4	��������� 4���
�� �����#�������� 2������ ��� ��������� ��� ������� ���
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VG�W D���� ! $����� �� ���'��� , :���� !����� �� �4��� ����� 
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VGKW 1�A'�� ?���A�* .��	� 1���%�* �� /�%� : 0�
��'� [�I����� ����������� ���'
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� ����� �� ���	�	�* �� �'� ��Y �4 ���������� �� ��������
�'������ -
��1 0����1 *��1 2��1* ��%�� G�X��G* �FF� 
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���������
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����	� 	 ���	�� �� '�#�(��� ��� ����� ����	 	� ����� ����- ��������� ��� ����� �'(�� "���
�� �	��� � ����� ����#�* ��� ���'��)	�� ������� 	���� �� �'(�� ���� ���������� D�	� 9�������
��� 	�� ��	� ����������� �	� 	� ��� ���� D�	� ���������� � �'�)	� 4��� 	�� ����	�� ����
��� ��������� � �� 9%	�� � � 

,�� ������ �� (	��� ��� � ������
�
� � �� ������

0��	��



������ (x, y, z) ��� ���������� �'���)	�� �� (ξ, η, ζ) ��� ���������� ������%�)	�� D�	�

������� �� �������� xξ =
∂x

∂ξ
 1� ������� ����
����� J ������� �

J =

⎛⎝ xξ xη xζ

yξ yη yζ

zξ zη zζ

⎞⎠ M! �N

1� ���	�� Vjac ��� �������� �� ����	���� �� ���������� � �� ������� ����
����� �

Vjac = Det(J) = xξ(yηzζ − zηyζ) − xη(yξzζ − zξyζ) + xζ(yξzη − zξyη) M! �N

1�� ������� ������%�)	�� ���� ����	���� � ������ �� ���������� 	 ������ �� 4���� �
��'�#�(�� 

,�� ������ �� (	��� ��� ���	��	����	
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L� '�#�(�� ��	� &��� �������� �� ��# �	 ���) �����(��� M��4 V�J* �HWN 1� ���	�� �	�
�����(�� 6!,. ��� �
���	 ��� �� 4���	�� �
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VFABC =
1

6

−→
FA ·

(−→
AB ×−−→

BC
)

M! �N

�� ���� �����(�� �� ������������ � ��'�#�(�� �� ���) �����(��� ���� ����� ���%��� ��
����� D* �� ���	�� � �� ����	�� V5tet1 ���� ����� �

V5tet1 = VDABE + VDBCG + VDEGH + VDBGE + VFBEG M! JN

"��� ����� ������������* )	���� �����(��� ��� ����� ���%��� D �� 	� F  �� �� �����(��
���������� �� ����� F * �� ���#���� )	�	�� ��	�� �	��� ������������ �� ���) �����(�� 1� ���	��
� �� ����	�� V5tet2 ���� ����� �

V5tet2 = VFACB + VFAEH + VFCHG + VFAHC + VDACH M! GN

$�	� 	� '�#�(�� )	�����)	�* ��� ������ �	�� �&�� 4��� �� ���� ��� 4�������� ����������� 
1�� �)	������ ! J �� ! G ��	���� ����� 	� ���	�� �E����� 5� ��� ��������� � 4���� ��
������� � ��� �	# ���	��� �

V5tet =
V5tet1 + V5tet2

2
M! KN

,� ������ �� (	��� ��� �� 2	���� � �� ��(�&
�

1� 
��� � ����� �'����� ����� 	 4��� )	� ��	� ��	� �����	� �������� −→x * �� ����%����
−→∇ · −→x

��� �%��� � ����� �� �� ���(%�� ����� )	������ ��� ������� �	 ���	�� �� �
����� �∫∫∫ −→∇ · −→x dV = 3 V M! �N

S� ��	� ��������� ����� �#�������� ���� �� �'���(�� � :����+S����%���A� �

V =
1

3

∫∫∫ −→∇ · −→x dV

=
1

3

∮
−→x · −→dS

=
1

3

6∑
i=1

−→xi · −→Si

M! FN

���� ������� i )	� 
����� ��� ��# 4���� � ��'�#�(��*
−→
Si ��� �����	�� �����	# �	# �	�4����

�������� ���� ���#�����	� � �� ����	�� 
$�	� 	� '�#�(�� )	�����)	�* ��� ������ �	�� 4��� �� ���� ��� 4�������� ����������� 5�

4�	� ����� ���9��� ��� 4���� $������ ��� �#����� �� 4��� ABCD S� �������� �� ������ P �
�� 4��� �� ������� ��� ���
��������� �
−→
OP =

1

4

(−→
OA +

−−→
OB +

−→
OC +

−−→
OD

)
MO ��� �����%��� 	 ���(��N S� �9��� )	���� �����%��� ABP *

BCP * CDP �� DAP  5� �� ����� )	�� ����	��� �� �����	� �	�4��� � ��� �����%��� �� ��� ������
��	� ���	��� �� �����	� �	�4��� � �� 4��� � ��'�#�(�� 1� �����	� �	�4��� 	 �����%�� ABP ��
����	�� ��� �� 4���	�� �
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−→
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2

−→
AP ×−−→

BP M! HN

1� �����	� �	�4��� � �� 4��� ��� ����� �9�� ��� �

−→
S ABCD =

−→
S ABP +

−→
S BCP +

−→
S CDP +

−→
S DAP M! ��N

1� ���	�� ��� ����� ����	�� ��� �� 4���	�� �

V =
1

3

6∑
i=1

−→
OP i · −→S i M! ��N

���� Pi ��� ��# ������� �� ��# 4���� � �� ����	�� 

,�# �	�������	
 �� ����	�� � ������ � (	���

$�	� �������� ��� �E������� ���'��� � ����	� �	�� ����	��* ��	� ������ 	������� �� ���
�	�� ����	�� ������� D�	� ������ ������ �	� �	
� 	������� ABCDEFGH ����� �	� �� 9%	��
� � 1� ����� ABCD ����� 9#� �� �� ����� EFGH ��(�� 	�� �������� �	��	� � ���#� �������
��� �� ������ � �� ����	�� 	 ����� �������� 1���)	� ����%�� � �������� ��� � �◦* �� ����	��
����� ��� �'��%�� 1���)	� ����%�� � �������� ��� � �F�◦* �� ����	�� ��� �����(������ ������� 
1� ����� E �� �����	�� � ���������� ����� 	 ����� G �� 	��� 	���� "��� �� ��� � �� ����	��
�����(������ ������* �� ����	�� �� ���	�� � �	# �������� ���� ����� 
��� ��� �	# ������
��������� �� ����� ������ �� ������ � �� ����	�� 1� ���	�� � �� ����	�� ��	� ����� �� �����
	 ���	�� ������� 

�	� �� 9%	�� ! �* �� ���	�� ����	�� ���� ��� ����� ���'��� ��� ���� �� 4������� � ����%��
� ������%� 1� ���'�� 	 ����
��� �� ���� ��	� �����4������ ����)	� ����%�� � ������%� �+
����� ��� ��◦ .���� ���'�� ��� � �������� ��	� �� ������%�� ��(� ��%	����� 1� ���'�� ���
������������ �� �����(�� M3����N ���� �� ���	����� �����4������ �	�)	�� 	� ��%�� � ������%�
� H�◦ !��(� ��� ��%�� �������� �� �����(��� ���� ������� M���	�� ��%���4N ��� �� ���'��
�� ��	# ��	� &��� 	������� 1� ���'�� � �� ����%���� ���� �� ���	����� ������������ �
��� �������� ���� 	�� 
���� ����	� � 1/3 ��	� 	�� ����	�� �����(������ ������� 

1� ���'�� � ����	� ��� �� ����%���� ��� �� ��	� ���4������� �	� �� ��� ���	� .����
��	� ����� ��� �#'�	����� ���� ��	� ����� �'���� ����� ���'�� ��	� �� ����	� � �� ����������
������� 
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��� ������%����� �� ������%� ��
�E��* 	�� ������%���� �� ������%� �� 4��� �� ��I���� � �'�)	� 4��� �� ������%� ��������)	�����*
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D�	� ��������� �� ���9� ?!��F�� ��	� 	� >	�� ���)	�	# �� �	
����)	� M?�]K ��� ���
�]� K α]� �G◦N �	� �� 9%	�� , �* ��� ���I������ � ���B��� � 4���������* �������� �� ���%�%�
���� ����������� 1�� ���I������ ���
���� ����� ���� 	�� ����	� 9#� .������� ��� ������+
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	� � ����� ����#� ��� � ���	��� ��� ������ ����������* �	 ������ �� �'(��* � �����+

������� � ������%�� ��	� �� ���9%	������� ���������)	�� 5� �� ��	� )	� ��������� ��4��+
������� ������ �������� ��	� 	� �����	� ������* �������� �� ��� 
�� � �������� ��� 
�����
�����)	�� � ������%� �&�� ��� ��	� ������������ .�� ������%�� ���� &��� ���
���� ��� �������
� �� ��������� ����	������ ��	� 	� ����� � ���� !��
	� �� ��%��� � ������(�� M���	������
���������)	�* ������������* ��� ���%�� � �����%�*   N 
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1�� ��������� �	 ������ 	 ������ � ����	� ��� 	�� ��>	���� �	� �� ����	� ����� ��� 	��
��>	���� ��� ��%��%��
�� �	� �����	������ �� ����� ���� ���� ����'� 	 ����� ��	�� .��� ���
������	��������� ���� �� �	# ��������� ����� ��	� ������� ������ ��� �� ������� � � � 
$�	� ��� )��B�"�$� ��& �� ��"> � %��& ��& "�� � &�$�)� �� )��� )����& ����� +�
2��B+ �� +�& + % ��& �" ��%$ �� ��� &��� ��������� M���� 9% . �N .� ����� ��� ��	���� ��
��� ��	� �� ������%�� � ���� ��	������ 5� ��� ����� ��������� �	������� 	�� ������������
� �� ������� ��� 	�� ������'� �'��� ������� ��	� ����� 	�� ����	� � �� ������� )	� ����� ���
��>	����� ��� �� ������� ����� �� ���9� �� ��� ������� 	 ������ M���� � ��� ������ �	� �� 9%	��
� KM
NN 

"��� �� ��� �� )��B�"�$� ��& �� ��� & � %��& ��&* �������� � �� ������� ����� ��
����� �� ��� ������� 	 ������ �	� �� ���	���� 	 ����	� ��� ����� �����)	� .��������� 	�
��� ����� �����	���� �	� 	� ���� � ���������* �������	� �	�� ���� �� �	� 4	����%� ����
	� ���	������ ���� ��%�� � �����%� ���� B �� ������� ����� �� 
�	� � ������ �� �� ���� �
��������� "��� ������ ��� ��������� 	 ������ ����� ������� �� ��� ������� 	 ������ �
����	� ���� ��	� ��� + % ��& �" ��%$ �� $%���1 +$���$+�1 &"2�� �"�� ��  �A�� �"�� ��
7B �� 2�"� +$ + % �� �" ��%$ �� $9$+ �� 13B M���� 9% . �N 

��� ������&� 
 ��) ���
��	
�

.� ���� � ������%� ���������� ������ ��� 	� 
�� ��� ��	� ������ �� ����� ��	��� ���

����� �����)	�� � ������%� )	� ������ �������
��� �	� �� ��� ��������������� .���� �������



��8 ,���� 2�$� !"� �� %$ ++$��

���� . � X "������� ����� �� ����� ����	�� �� ��� 4�����(��� 	 ������ � ����	� �� �	#
��������� M�� 9%	�� ����� ��� � �� 
���� ��'����N

� ��� ��������� �� �	# ������� )	� �	����� �� �������	� � %��������� � ������%� � !��
	� 
�� �E��* �� �������	� �� �������� ��	� ��
�� ���� �� %��������� �	� ������%� � ����
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� ���� D�����+���A�� 1�� ����������� � �� %���� � ������%� ��	� 	� ���	������ ���)	�	#
������ ������ ��� �� ������ ������ � ����� ������� 1� ��� ���	� )	� ��	� ������ ��	���
��� ��� �� ������%� �	� ���9� ����� .� ��� ��	� ������ � 
��� ��	� ��	��� 4���� 

L�� ���	�������� � ��� �������������� �� ���	�� �	� �� 9%	�� . � 

"�!�� 7�������� �� 	�� $����

�=3=�=� � &)��� &$� �� �� +$ A��%�

L� ���9� ���������)	� �� �������� �� ����� ������� ����������� 1� �����(�� ������� 	
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�� .�������* ����� ���� )	� ���� ��
���� ��� �f �� ���	���� �� ����� ����&� �� 4�	� ������ �� �����	����� �� ������� �� ������ �
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�� � 4	��� 1�� ������� ������ �� ��������� ��� �������
� �� ������������� � �� ������ ��������� ��	� ��������� �� �����%� � �����	������ ��� ��
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