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Résumé

Les travaux de recherche présentés ici traitent du développement d'un modèle

équivalent préexistant en y incluant une modélisation d'interfaces imparfaites. Le

but est d'enrichir les possibilités de modélisation dans les modèles équivalents

actuels qui font généralement l'hypothèse d'une continuité parfaite du champ de

contrainte et du champ de déplacement.

Le premier chapitre de ce manuscrit correspond à la synthèse bibliographique

de la littérature utilisée pour les présents travaux. Cette synthèse détaille les prin-

cipales familles de modèles multicouches dans la littérature scienti�que actuelle,

ainsi que quelques remarques sur leur classi�cation. Une attention particulière a

été portée sur la modélisation des interfaces imparfaites ainsi que leur mise en

évidence expérimentale. Quelques éléments introductifs de mécanique du contact

sont aussi apportés en suppléments a�n de souligner l'importance de ce type de

modélisation dans l'implémentation des interfaces imparfaites.

Le second chapitre est dédié à la présentation du modèle développé au cours de

cette thèse. Le modèle équivalent est issu d'un modèle préexistant, pour lequel les

conditions de couplage aux interfaces sont modi�ées dans le but d'implémenter des

interfaces imparfaites. Ces dernières sont modélisées à l'aide d'une raideur et d'un

amortissement. Une rigidité élevée correspond à un bon couplage, à l'inverse, une

rigidité faible correspond à un mauvais couplage. Ceci est décrit à travers un seul

paramètre, le paramètre d'interface B qui est l'inverse de la rigidité d'interface. Ce

paramètre est dépendant de chaque couche, mais il peut aussi être utilisé comme

une valeur globale sur l'imperfection apparente de l'ensemble de la structure.

La méthodologie de caractérisation d'une structure plane et en particulier d'une

poutre est détaillée dans le troisième chapitre. Une synthèse bibliographique suc-
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cincte est présente autour des méthodes de mesure du champ cinématique d'une

structure, et des méthodes d'identi�cation des paramètres dynamiques d'une struc-

ture. Une vue complète de la méthodologie retenue est ensuite présentée, telle que

l'utilisation d'un vibromètre laser et du banc expérimental pour réaliser une me-

sure du champ de déplacement ou des vitesses. Finalement, le champ de dépla-

cement transverse mesuré est utilisé pour déduire les paramètres dynamiques de

la structure de �exion. Les éléments principaux de post-traitement employés sont

présentés en détails, ils ont notamment permis l'extension de la méthode de carac-

térisation jusqu'à 100 kHz. Ce chapitre se conclut sur la présentation des résultats

attendus pour une structure multicouche. Ils sont comparés à des résultats obtenus

par de l'analyse modale pour les valider car ces deux méthodes sont sensibles à

des paramètres di�érents.

La modélisation ainsi que de la méthodologie expérimentale sont �nalement

employées d'une manière complémentaire dans le quatrième chapitre. L'objectif

est de réaliser la caractérisation dynamique d'échantillons aux interfaces impar-

faites, et plus particulièrement l'identi�cation du paramètre d'interface B. Cela

permet de valider le modèle avec des résultats expérimentaux, mais aussi de pou-

voir obtenir une valeur expérimentale du paramètre d'interface en fonction de la

fréquence. Ce travail a été e�ectué sur près une dizaine d'échantillons di�érents.

L'e�et des interfaces imparfaites est visualisé en fonction de la fréquence, mais

aussi en fonction de l'espace. Une approche complémentaire entre ces deux visua-

lisations est �nalement e�ectuée a�n de procurer des résultats de caractérisation

plus détaillés.

Mots-clés : modèle équivalent, multicouche, structure sandwich, interface im-

parfaite, caractérisation dynamique, méthode inverse, rigidité de �exion
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Abstract

The work presented here aims to incorporate the imperfect interface modelling

into an equivalent model extensively used. The goal is to add new modeling possi-

bilities to the equivalent models, which usually assume that the displacement �eld

and the stresses are continuous at interfaces.

The state of the art is presented in the �rst chapter. Firstly, the classi�cation

of the equivalent models is synthesized and discussed. Then, a focus on imperfect

interface models is carried out. In addition, an introduction to contact mechanics

is given, which is a �eld of research highly connected with imperfect interface

modeling.

The second chapter is about the model developed during this PhD thesis. The

equivalent model is done on the basis of an already existing model ; only the

interface conditions are written di�erently in order to consider imperfect interfaces.

The latter are modeled thanks to a spring approach. The sti�ness of the spring

depicts the coupling of the layers in contact. This is symbolized by the interface

parameter B, which is the interface compliance.

Several characterization methodologies for a beam are detailed in the third

chapter. A complete overview of the methodology �nally used is presented, which

includes the measurement of the kinematic �eld by means of a laser vibrometer

(LDV). The transverse displacement is then used to compute the dynamical pa-

rameters of the structure under bending. These parameters are called apparent

parameters because they are estimated from the equation of the transverse displa-

cement of an equivalent beam. The post-processing used to increase the frequency

bandwidth of the results is also detailed. Finally, the typical results of a multilaye-

red beam characterization are shown and compared to modal analysis.
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In the �nal chapter, the modeling methodology and the experimental methodo-

logy are both used to characterize samples with imperfect interfaces. The goal is to

compute the dynamical parameters for di�erent samples, particularly the interface

parameter B. The results are used not only as a validation of the model, but also

to get an experimental value of the interface parameter in dynamics. This study

was done on a dozen di�erent samples. It is examined how the interface impacts

the dynamics of a sandwich panel in terms of both frequency and space.

Keywords : equivalent model, multilayered, sandwich panel, imperfect inter-

face, dynamic characterization, inverse method, �exural rigidity
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Introduction générale

Contexte scienti�que

La modélisation mécanique d'une structure consiste à décrire à l'aide de rela-

tions mathématiques, comme une équation, ou un système d'équations, le compor-

tement mécanique du système d'intérêt. Ces relations vont permettre de prédire le

comportement mécanique d'une structure en fonction de variables fondamentales.

L'intérêt de ce type de modélisation est avant tout d'obtenir un aperçu du com-

portement d'un système, une information clé dans une démarche de conception.

Les modèles mécaniques sont aussi abondamment utilisés a�n de caractériser une

structure, cela permet de comparer les structures entre elles avec des indicateurs

concrets (module de Young, dureté, etc.), et aussi de savoir si le système conçu

correspond aux conditions de fonctionnement auxquelles il sera exposé. Il existe

deux grandes familles de modèle physique : les modèles théoriques et les modèles

empiriques. Une approche complémentaire entre les deux familles existe aussi. Les

modèles théoriques sont obtenus en utilisant des équations de Physique fonda-

mentale, on utilise généralement la minimisation ou la conservation de l'énergie

d'un système a�n de savoir quelles équations gouvernent son comportement phy-

sique. C'est de cette façon que de nombreuses équations fondamentales peuvent

être démontrées telle que l'équation de la chaleur. Il est évident que ce type de

modèle ne peut être appliqué entièrement et sans limites à l'objet d'étude. Des

hypothèses sont alors explicitées, a�n de limiter la complexité du système étudié

et rendre ainsi le modèle exploitable. Quant aux modèles empiriques, ils sont com-

posés d'un ensemble de relations mathématiques obtenu sur la base d'observations

expérimentales. Ce type de modèle est construit quand la base théorique n'est
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pas encore su�samment développée ou en complément des modèles théoriques, et

constitue souvent de solides bases pour développer ensuite des modèles théoriques

si besoin. Par exemple, la gravitation de Newton, développée par Isaac Newton

dans le célèbre ouvrage Philosophiae Naturalis Principia Mathematica publié en

1687 à Londres, fut premièrement un modèle empirique basé sur l'observation de

chutes libres d'objets de di�érentes natures. Ensuite, la mécanique analytique, et

en particulier la mécanique lagrangienne développée par Joseph-Louis Lagrange à

partir de 1788, ensuite approfondie par les travaux de William Rowan Hamilton,

apporta les bases théoriques pour modéliser la gravitation universelle classique de

Newton. Les forces de Newton engendrant l'accélération des objets sont désormais

décrites à l'aide de la minimisation d'un potentiel d'énergie, ce que l'on appelle le

principe variationnel ou le principe de moindre action. L'équivalence entre les lois

de conservation et le principe variationnel n'est pas directe, mais fut démontrée à

l'aide du théorème de Noether, par la mathématicienne Emmy Noether en 1915.

Aujourd'hui encore, le principe de moindre action est abondamment utilisé dans

toutes les branches de la mécanique, comme la mécanique quantique, la mécanique

du point ou la mécanique des milieux continus.

La mécanique des milieux continus s'intéresse à la description mécanique de

l'ensemble des états de la matière que nous expérimentons au quotidien, de la

déformation des solides jusqu'à l'écoulement des �uides, tout est une question de

mouvement. Dans ce manuscrit, on s'intéressera exclusivement aux solides défor-

mables. Les modèles utilisés pour ce type de mécanique sont souvent des modèles

semi-empiriques, car ils font appel à de nombreux principes fondamentaux, mais

sont couplés à des lois de comportement basées sur des fondements empiriques. La

loi de comportement la plus utilisée est bien sûr la loi de Hooke, énoncée par le phy-

sicien Robert Hooke en 1676. C'est une loi linéaire qui est donc l'approximation au

premier ordre d'une loi plus complète non établie théoriquement. Elle est limitée

aux déformations élastiques, ce qui est généralement le cas pour des déformations

du premier ordre. Ensuite, la théorie des poutres fut développée par Jacques Ber-

noulli et Leonhard Euler vers 1750 en utilisant la déformation en �exion de la �bre

neutre. Il est intéressant de noter qu'alors le génie mécanique n'est pas considéré

comme une science et que les Mathématiques n'avaient pas pour objectif d'être
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appliquées concrètement. Ce n'est qu'avec la construction des premières grandes

roues et de la tour Ei�el au XIXème siècle que la théorie des poutres a pu démon-

trer son intérêt pratique à un large public. Ensuite, la théorie des plaques minces

fut développée en 1888 par Augustus Love basée sur les travaux de Gustav Kirch-

ho�. Ultérieurement, la théorie des plaques épaisses fut développée par Raymond

Mindlin à partir des travaux de Rayleigh, Timoshenko et Reissner. Ce type de

théorie considère toujours la �bre normale rectiligne mais elle n'est plus contrainte

à être perpendiculaire au plan moyen. Cela permet de prendre en considération le

cisaillement dans la déformation de la structure.

Les matériaux composites sont des matériaux obtenus par l'assemblage ou le

mélange de deux composants di�érents, ils sont utilisés depuis l'aube de l'humanité

car le bois, composé d'une matrice et d'un renfort, est un composite naturel. En

revanche, la production de matériaux composites arti�ciels commence dans les an-

nées 1930 lors de l'étude du plastique renforcé. En 1939, les premières applications

émergent avec en particulier l'entreprise françaiseManufacture d'Isolants et Objets

Moulés, qui combina résine et �bre de verre a�n de renforcer des hélices d'avions et

des cannes à pêche. Pendant la guerre froide, l'évolution des matériaux composites

s'accélère dans le but de soutenir les e�orts scienti�ques et industriels nécessaires

dans la course à l'espace. L'âge d'or du développement des matériaux composites

s'étend alors sur une période de 30 ans, de 1950 à 1980, avec notamment son in-

troduction au marché public. Dès lors, l'intérêt de la communauté scienti�que sur

ce sujet n'a cessé de croître. La production de modèles et d'applications sur ce

type de solutions sont toujours d'actualité grâce aux propriétés optimisées de ce

type de matériaux. Pour plus de détails sur l'histoire des matériaux composites,

je recommande vivement les écrits sur l'histoire des matériaux composites [10] par

Bensaude-Vincent, une philosophe et historienne des sciences qui a réalisé plusieurs

ouvrages sur l'histoire des sciences de l'Antiquité jusqu'aujourd'hui.

Les objectifs des présents travaux de thèse s'inscrivent donc dans une démarche

globale de modélisation dynamique de matériaux multicouches. L'objectif principal

de recherche général est de fournir davantage d'éléments de modélisation pour la

description de matériaux multicouches.
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Contexte industriel

Le principal intérêt des matériaux multicouches pour l'industrie réside dans ses

propriétés mécaniques optimisées. Ces matériaux vont allier de bonnes propriétés

mécaniques, selon les caractéristiques recherchées, telle que la résistance mécanique

par exemple, pour une masse minimisée et donc une réduction de l'inertie totale du

système conçu. Depuis leur arrivée sur le marché des matériaux, les multicouches

ont été abondamment adoptés dans tous les secteurs. Les multicouches qui allient

masse minimale et rigidité élevée vont être principalement utilisés dans l'auto-

mobile ou l'aéronautique, où la masse des di�érentes pièces assemblées a un rôle

déterminant dans les performances du produit conçu. Les multicouches ont aussi

de nombreuses applications dans le domaine du bâtiment. Ils se sont révélés déter-

minants dans la réduction du poids (et donc baisse des coûts) tout en conservant

des performances d'isolation acoustique su�sante. Parallèlement, il existe aussi

des matériaux remplissant ce type de critères tels que les matériaux microperforés

[30, 35, 77]. Ce type de matériaux parvient à générer de bonnes propriétés acous-

tiques sans avoir à faire appel à une couche absorbante, à l'inverse des matériaux

tricouches.

L'utilisation abondante des matériaux multicouches implique l'obtention de

nouveaux outils de conception. Ces outils ont évolué au cours du temps vers des

descriptions de plus en plus détaillées, a�n de décrire d'une manière su�samment

�able ces matériaux au comportement dynamique complexe et au domaine d'appli-

cation grandissant. La révolution du numérique et l'utilisation des éléments �nis

ont grandement contribué à l'essor de popularité que ces matériaux ont connu.

Mais un intérêt pour les modèles analytiques des matériaux multicouches a resurgi

principalement ces 20 à 30 dernières années. Leur avantage est, d'une part, la com-

préhension physique du système étudié apportée par ce type de modèle. D'autre

part, alliés à du calcul numérique, il est possible d'obtenir des modèles hybrides

au temps de calcul optimisé et aux résultats riches en informations. On appelle ce

type de modèle les modèles condensés.

Cependant, bien que les techniques de fabrication des matériaux multicouches

aient été abondamment développées et intégrées dans une démarche d'amélioration

continue, quelques verrous subsistent lorsqu'il s'agit de décrire des matériaux au
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couplage incertain. Il existe inévitablement des variations de la qualité du couplage

lorsque di�érents matériaux sont joints a�n de former un composite. Dans d'autres

cas, lorsque le client s'approprie le matériau multicouche fourni par un fabricant,

le couplage de ce dispositif au système que le client souhaite traiter n'est pas

assurément idéal. Des outils de conception peuvent ainsi se révéler indispensables

dans le but d'accompagner le client dans son étude. L'objectif est d'obtenir un

matériau qui resterait fonctionnel face aux conditions opératoires contrôlées ou

non contrôlées. Dans le cadre des matériaux présentant des défauts, tels que des

délaminations, des glissements de couche, ou des inclusions, il est aussi essentiel

de pouvoir modéliser correctement ce type de comportement. En e�et, dans une

démarche de surveillance des machines, savoir si notre pièce remplit toujours sa

fonction au sein de l'assemblage malgré des défauts peut être déterminant dans une

optimisation des coûts tout en conservant un haut niveau de sûreté et de sécurité.

Un exemple d'un matériau multicouche, et d'un schéma de nombreux types de

défauts sont présentés à la Figure 1. Dans une certaine mesure, certains défauts

présentent les mêmes caractéristiques d'un point de vue modélisation. Par exemple,

l'inclusion (foreign object) ou la �ssure d'une couche correspondra dans les deux

cas à une modi�cation du module de rigidité d'un point de vue macroscopique

(rigidi�cation ou assouplissement).

Un manque important à combler dans le contexte industriel actuel est le be-

soin de caractérisation des interfaces au sein des matériaux multicouches. En e�et,

il n'existe pas à l'heure actuelle de consensus sur les propriétés mécaniques d'in-

terfaces imparfaites. Il serait pourtant essentiel, même si un modèle prenant en

compte les interfaces imparfaites était implémenté, de pouvoir caractériser des

interfaces a�n de nourrir ce modèle.

Ainsi, un autre objectif de recherche principal dans les présents travaux de thèse

est d'implémenter des interfaces complexes. Cela se concentre sur les interfaces

imparfaites engendrant des discontinuités du champ de déplacement, a�n de décrire

les e�ets de couplages imparfaits, une thématique importante dans l'industrie.
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(a) (b)

Figure 1 � (a) Verre feuilleté (MSRMiroiterie) (b) Schéma exhaustif des di�érents
types de défauts dans un multicouche (réalisé par Duy Cao de Addcomposites pour
Wevolver.com)

Objectifs de recherche

Dans le cadre de cette thèse, il est d'abord recherché d'apporter de nouveaux élé-

ments de physique dans un modèle multicouche préexistant. L'objectif est d'ob-

tenir de nouveaux leviers de caractérisation et de conception des multicouches.

Ces nouveaux éléments visent à décrire le comportement d'interfaces imparfaites

au sein d'un multicouche. À l'aune de la synthèse bibliographique, présentée ul-

térieurement (Chapitre 1), des objectifs plus concrets et plus détaillés seront

fournis, avec un positionnement en fonction de la littérature actuelle, ce qui est

bien sûr un élément déterminant dans la formulation d'objectifs de recherche

précis.

Organisation du manuscrit

Ce manuscrit est organisé en 4 chapitres :

� Le Chapitre 1 est une synthèse bibliographique autour des modèles de

plaques multicouches, de la modélisation des interfaces imparfaites ainsi que

de leur caractérisation. L'objectif de ce chapitre est de situer les présents

travaux de thèse, mais aussi de donner un regard synthétique et critique sur

la littérature scienti�que utilisée. Les trois points principaux abordés dans
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cette synthèse bibliographique sont : les modèles dynamiques de structures

planes multicouches ; la modélisation des interfaces d'un multicouche ; et

les travaux expérimentaux sur le couplage imparfait de matériaux multi-

couches.

� Dans le Chapitre 2 est détaillé le modèle développé. Une introduction sur

les équations fondamentales et leurs rôles est réalisée dans une première

partie. La suite du chapitre est constituée d'un article publié durant la thèse

au Journal of Sound and Vibration [9] issu des travaux de thèse réalisés.

Finalement, des applications supplémentaires du modèle sont fournies à la

suite de l'article pour présenter le modèle dans sa globalité ainsi que ses

alternatives et ses limites.

� Le Chapitre 3 décrit la méthodologie employée dans l'étude expérimentale

réalisée. L'objectif de ce chapitre est de détailler la méthode de mesure

employée ainsi que le traitement de données implémenté a�n de caracté-

riser le comportement dynamique d'échantillons multicouches. Les choix

de la vibrométrie laser comme méthode de mesure et de la Résolution In-

verse Corrigée [65] comme méthode de caractérisation dynamique sont alors

justi�és dans une première partie à l'aide d'une brève synthèse sur les mé-

thodes similaires communément employées. Ensuite, cette méthodologie est

appliquée à un cas d'étude a�n de montrer comment ces méthodes ont été

employées dans les présents travaux.

� Le Chapitre 4 correspond à l'application des méthodologies de modélisation

et d'expérimentation. L'objectif est de montrer la capacité du modèle à pré-

dire le comportement dynamique d'un matériau multicouche aux interfaces

imparfaites, ainsi que la possibilité de l'utiliser dans le but de caractériser

des interfaces imparfaites. Premièrement, le protocole de fabrication des

échantillons étudiés y est décrit ainsi que les échantillons obtenus en appli-

quant ce protocole. Ensuite, les conditions expérimentales de mesure et leurs

e�ets sur la dynamique des échantillons étudiés sont détaillés. Finalement,

les résultats de caractérisation obtenus sont présentés et discutés.
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Ce chapitre est consacré à la synthèse bibliographique des travaux utilisés dans

la thèse et l'élaboration de ce manuscrit. La Section 1.1 est réservée à la modéli-

sation de structures planes aux conditions de couplages parfaites entre les couches

ainsi que les principales méthodes de résolution par discrétisation d'un modèle de

plaque. Ensuite, la Section 1.2 comporte une synthèse sur les modèles analytiques

aux interfaces imparfaites, ainsi que quelques éléments de mécanique du contact en

relation avec les interfaces imparfaites au sein d'une structure multicouche. La der-

nière section de cette synthèse bibliographique, la Section 1.3, porte sur les travaux

expérimentaux au sujet des matériaux multicouches aux conditions de couplages

imparfaites.

1.1 Modélisation dynamique de structures planes

multicouches

Cette section du manuscrit est dédiée à décrire brièvement les modèles dyna-

miques qui ont pour fonction de décrire le comportement mécanique de structures

planes multicouches. Cette partie du manuscrit reprend très synthétiquement les

idées générales des quelques modèles abordés ici. Pour une revue plus exhaustive

sur le sujet des modèles de plaques multicouches aux interfaces parfaites, il est

conseillé de se référer aux synthèses bibliographiques de Castel [21], Viverge [113]

et Marchetti [78], qui ont inspiré cette synthèse, cette dernière étant conçue comme

un complément de leur état de l'art.

1.1.1 Structures planes homogènes et élastiques

Pour une structure plane de type plaque ou poutre monocouche au moins une

dimension, généralement considérée comme l'épaisseur totale h du matériau, est

petite devant la longueur L et la largeur b, autrement dit h≪ (L, b). Cela permet

d'utiliser la séparation des variables du champ cinématique en trois dimensions

u(x, y, z), où z est la direction dans la dimension de l'épaisseur, très utilisée dans

la modélisation de structure plane :



1.1 Modélisation dynamique de structures planes multicouches 21

u(x, y, z) = g(x, y)F (z), (1.1)

Dès lors, le champ de déplacement admis à l'Équation (1.1) va être particuliè-

rement a�ectée par le type de modélisation de plaque que l'on choisit. La théorie

classique de Love-Kirchho� [59, 75], ou Classical Laminate Theory (CLT) est un

modèle de plaque mince car il ne prend pas en compte le cisaillement hors-plan, uni-

quement les déplacements membranaires ux(x, y, z) et uy(x, y, z) et le déplacement

uz(x, y) sont considérés. Peu après, ce type de modèle a été étendu aux déforma-

tions du premier ordre par Hencky [49], Mindlin [83] et Reissner [98], formant ainsi

les premiers modèles de plaques épaisses ou First order Shear Deformation Theory

(FSDT). Les déformations au premier ordre permettent de prendre en considé-

ration le cisaillement de la structure et augmentent ainsi la validité du modèle

dans des plus hautes fréquences que les théories classiques. Des modèles d'ordre

supérieur, ou High order Shear Deformation Theory (HSDT) ont été développés

à partir des modèles FSDT. Leur intérêt principal est de pouvoir respecter l'an-

nulation des contraintes de cisaillement aux surfaces supérieure et inférieure de la

structure, ce qui implique des prédictions d'une meilleure précision. Pour cela, les

modèles sont étendus au moins au 3ème ordre ou sont réécrits avec des fonctions

trigonométriques. Le but est d'employer une fonction impaire non linéaire a�n de

pouvoir satisfaire les conditions aux limites mentionnées précédemment.

Dans le cadre de la modélisation de structures planes multicouches, les modéli-

sations de plaque employées sont a minima au premier ordre, car cela est essentiel

a�n de pouvoir utiliser des conditions de couplage aux interfaces entre les couches.

Fondamentalement, au moins 4 éléments sont nécessaires a�n de construire un mo-

dèle analytique de plaques multicouches, la plupart de ces éléments sont propres

à la modélisation de structure d'une manière générale (monocouche notamment) :

� Une loi de comportement, par exemple la loi de Hooke (1.2) pour les défor-

mations élastiques. Celle-ci va permettre de décrire comment la structure

considérée va réagir à une contrainte mécanique spéci�que.

� Une relation entre les déplacements et les déformations de la structure, mise

en place par le tenseur de déformation.

� Une ou plusieurs hypothèses sur la distribution du déplacement transverse,
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ce qui di�érencie les modèles de plaques épaisses à ceux des plaques minces

par exemple.

� Un équilibre dynamique doit être obtenu à l'aide d'une équation ou d'un

système d'équations, le principe des travaux virtuels ou une équivalence est

généralement utilisé.

Parmi ces 4 éléments, le principal point de divergence entre les di�érents mo-

dèles de plaques multicouches qui existent est sur la distribution du déplacement

transverse et sur l'écriture même du champ de déplacement. La suite de ce cha-

pitre est donc consacrée exclusivement aux hypothèses que les di�érents modèles

formulent sur le champ de déplacement, car ce dernier constitue la principale dif-

férence entre la majorité des modèles de plaques multicouches.

σαβ = Qαβγδεγδ, (1.2)

Avec α = {x, y, z}, β = {x, y, z}, γ = {x, y, z}, δ = {x, y, z}, σαβ le tenseur des

contraintes, Qαβγδ le tenseur des raideurs et εγδ le tenseur des déformations.

Lorsque la situation s'y prête, l'écriture de l'Équation (1.2) (ou des équations

équivalentes) sous forme matricielle, où les vecteurs et matrices seront écrits en

gras, sera employée à l'image de l'Équation (1.3)

σ = Qε. (1.3)

1.1.2 Plaques multicouches aux interfaces parfaites

L'évaluation et la comparaison de plus de 40 modèles analytiques de plaques

multicouches orthotropes ont été réalisées par Carrera en 2000 [19]. Il propose

alors une classi�cation a�n de réunir l'ensemble des types de modèles qui existent,

ce qui a comme grand intérêt de noti�er les points de divergences entre les di�é-

rents modèles présents dans la littérature. À l'image de la classi�cation proposée

par Carrera, deux grandes familles sont présentes dans le paysage scienti�que des

modèles multicouches : les modèles monocouches équivalents ou Equivalent Single

Layer (ESL) models, et les modèles par couche ou Layer Wise (LW) models. Ces

deux familles de modèles sont présentées de manière sommaire par Reddy et Ro-
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(a) (b)

Figure 1.1 � (a) Représentation du déplacement ux en fonction de l'épaisseur
z généralement obtenu pour un modèle de plaque multicouche. (b) Schéma d'un
multicouche aux interfaces parfaites en 3D.

bins [97] mais avec de nombreux exemples. Une représentation schématique d'un

multicouche aux interfaces parfaites est montrée à la Figure 1.1.

Modèles monocouche équivalente ou Equivalent Single Layer models

La caractéristique propre aux modèles ESL est de parvenir à exprimer le com-

portement dynamique d'une structure multicouche complète à l'aide du champ

cinématique d'une seule couche, la couche de référence. Cette dernière peut être

une véritable couche du matériau (la première couche selon la notation adoptée

généralement), ou une couche virtuelle ayant des propriétés équivalentes capables

de décrire la dynamique du multicouche. Pour cela, un champ de déplacement

global indépendant des couches peut être émis pour commencer :
ux(x, y, z, t) = U0x(x, y, t)− z ∂W (x,y,t)

∂x
+ F (z)ϕxz(x, y, t),

uy(x, y, z, t) = U0y(x, y, t)− z ∂W (x,y,t)
∂y

+ F (z)ϕyz(x, y, t),

uz(x, y, z, t) = W (x, y, t).

(1.4)

z 

3 

2 

1 
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Où ux(x, y, z, t), uy(x, y, z, t) et uz(x, y, z, t) sont respectivement le déplacement

selon la direction x, y et z, avec t le temps. Les fonctions ϕαz(x, y, t) avec α = {x, y}
représente le cisaillement des couches.

Ce champ cinématique est un champ global qui mène à di�érentes théories

selon le choix de la fonction F (z), résumées dans le Tableau 1.1.

F (z) Théorie Références
C0 Classical Laminate Theory (CLT) [28, 29, 59, 75]
C1.z + C0 First order Shear Deformation Theory (FSDT) [29, 49, 83, 98]
C2z

2 + C1z + C0 High order Shear Deformation Theory (HSDT) [12, 13, 73]

Table 1.1 � Les di�érentes théories de plaque selon le choix de l'ordre de la
fonction F (z) et les références associées, avec, {C0, C1, C2} des constantes.

Une autre caractéristique fondamentale dans les modèles ESL, est qu'ils ré-

duisent un problème complexe 3D en un problème 2D. Cela est fait en intégrant les

travaux virtuels dans l'épaisseur h du matériau multicouche, comme dans l'Équa-

tion (1.5) par exemple, pour le moment généralisé Mxy dé�ni à l'Équation (1.5).

Mxy(x, y) =

∫ h/2

−h/2

zσxy(x, y, z)dz, (1.5)

En revanche, les modèles ESL échouent à décrire avec précision le comporte-

ment de structure épaisse car la dynamique locale de chaque couche est négligée.

Modèles par couche ou Layer Wise models

La caractéristique propre aux modèles LW est d'écrire le champ de déplacement

indépendant par couche, chaque couche notée i a ses propres variables cinématiques

considérées comme indépendantes a priori. Comme exemple, on pourrait citer le

modèle développé par Ghinet et Attala [38] :
uix(x, y, z, t) = U i

0x(x, y, t) + F (z)ϕi
xz(x, y, t),

uiy(x, y, z, t) = U i
0y(x, y, t) + F (z)ϕi

yz(x, y, t),

uiz(x, y, z, t) = W (x, y, t).

(1.6)

À l'inverse des modèles ESL, les modèles LW présentent bien plus de variables
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à identi�er. Pour cela, de nouvelles équations sont nécessaires. Dans le cadre des

modèles aux interfaces parfaites, deux conditions de continuité entre la couche

i et la couche i + 1 sont utilisées : (1) la continuité du champ de déplacement

à l'interface i, ui(x, y, z = zi, t) = ui+1(x, y, z = zi, t) ; et (2) la continuité du

champ de contrainte σi(x, y, z = zi, t) = σi+1(x, y, z = zi, t). Les modèles LW ont

l'avantage de décrire le comportement dynamique d'une manière plus détaillée,

au détriment de la simplicité de ceux-ci. Les déformations de structures épaisses

voire très épaisses peuvent être modélisées par ce type de théories. De nombreux

exemples sont disponibles dans la littérature notamment [26, 31, 38].

L'e�et Zig-Zag

L'e�et Zig-Zag (ZZ) se traduit concrètement par une discontinuité de la dérivée

du champ de déplacement aux interfaces entre les couches. Les composantes du

champ de déplacement sont donc des fonctions de classe C0
z , ou � dérivée d'ordre

0 selon z continue �, autrement dit � dérivée d'ordre 1 selon z discontinue �. Une

représentation de cet e�et ZZ est montrée à la Figure 1.1. L'e�et ZZ apparaît

lorsque les matériaux choisis pour constituer les di�érentes couches de la struc-

ture sont de natures di�érentes, il est essentiel a�n de garantir une continuité des

contraintes transverses aux interfaces entre les couches. En revanche, cet e�et peut

apparaître de di�érentes manières selon la modélisation choisie, ce qui a pu engen-

drer quelques débats dans la communauté scienti�que. Trois stratégies di�érentes

sont possibles lorsqu'il s'agit d'implémenter cet e�et comme indiqué par Carrera

[20], ce qui engendre trois types de modèles multicouches implémentant l'e�et ZZ.

� Les modèles multicouches de Lekhnitskii ou Lekhnitskii Multi-

layered Theories (LMT)

Le premier à avoir développé un champ de déplacement prenant en compte

l'e�et ZZ, c'est-à-dire en respectant la nature C0
z du champ de déplacement, était

Lekhnitskii dans son modèle LW [69]. Il développa un modèle au champ de dé-

placement cubique et prit en considération l'e�et ZZ grâce à la continuité du

champ de déplacement aux interfaces . Les changements de dérivées et de

signes des dérivées successives s'opèrent naturellement en changeant de couche
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grâce aux conditions de continuité. L'e�et ZZ est donc considéré dans le modèle

mais a posteriori : aucune hypothèse de départ ne l'intègre explicitement dans le

champ de déplacement. Ainsi, les modèles multicouches implémentant l'e�et ZZ

par leurs conditions de continuité appartiennent à la famille des modèles multi-

couches de Lekhnitskii.

� Les modèle multicouches d'Ambartsumian ou Ambartsumian Mul-

tilayered Theories (AMT)

Ce type de modélisation a été obtenu principalement a�n d'étendre les théories

de Reissner et de Mindlin pour des plaques isotropes et homogènes, en incluant les

e�ets ZZ du cas multicouche. Pour cela, le champ cinématique de Reissner-Mindlin

est utilisé par couche.
uix(x, y, z) = U i

0x(x, y, t)− z̄iϕi
x(x, y, t),

uiy(x, y, z) = U i
0y(x, y, t)− z̄iϕi

y(x, y, t),

uiz(x, y, z) = W (x, y),

(1.7)

Avec z̄i = (z − zi) la coordonnée d'épaisseur dont l'origine est placée au plan

moyen de la couche i et zi la coordonnée du plan moyen de la couche i. Ensuite,

les déformations linéaires et les contraintes élastiques sont calculées. Des relations

entre les champs cinématiques des couches successives sont trouvées grâce à la

continuité du champ de déplacement et la continuité des contraintes. Finalement,

un modèle équivalent à un modèle ESL est obtenu, car l'ensemble du champ de

déplacement est exprimé à l'aide d'une couche de référence, mais avec des para-

mètres matériaux qui dépendent des couches. À partir de là, l'e�et ZZ est bien

pris en compte car la continuité des champs de déplacement et de contrainte est

considérée. C'est le type d'implémentation que nous retrouverons dans le modèle

étudié dans ce manuscrit au Chapitre 2. Ainsi, plus de détails seront explicités sur

les di�érentes étapes de l'implémentation du modèle, dont l'e�et ZZ.

� Les modèles multicouches basés sur le théorème variationnel mixte

de Reissner ou multilayered theories based on Reissner Mixed Va-

riational Theorem (RMVT)
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Dans de nombreuses théories et particulièrement dans les modèles LW, l'e�et

ZZ est introduit à l'aide d'une fonction à l'image du modèle de Murakami

[84], illustré par l'Équation (1.8). On retrouvera ce type d'implémentation réguliè-

rement dans les modèles LW dans la Section 1.2, dédiée aux modèles aux interfaces

imparfaites. Le changement de signe lors d'un passage d'une couche à l'autre est

explicitement injecté dans le champ de déplacement de départ à l'aide de la fonc-

tion signe sgn(z) ou (−1)i avec i l'indice de la couche :


uix(x, y, z, t) = U0x(x, y, t) + zφi

x(x, y, t) + Si
x(x, y, t)(−1)i 2

nih
z̄i,

uiy(x, y, z, t) = U0y(x, y, t) + zφi
y(x, y, t) + Si

y(x, y, t)(−1)i 2
nih
z̄i,

uiz(x, y, z, t) = W (x, y, t).

(1.8)

Avec de nouveau z̄i la coordonnée d'épaisseur dont l'origine est placée au plan

moyen de la couche i. Les formulations LW sont légèrement di�érentes des autres,

car les variables du champ cinématique ne décrivent pas explicitement des modes de

déformations particuliers, telle que la �exion ou le cisaillement. L'ensemble de ces

déformations sont en revanche prises en compte par les di�érents termes du champ

de déplacement. Pour uix(x, y, z, t) par exemple : un terme constant U0x(x, y, t),

commun à toutes les couches ; un terme linéaire zϕi
x(x, y, t), dont la pente varie

en fonction des couches ; et le terme ZZ Si
x(x, y)(−1)i 2

nih
z̄i, que l'on écrira par la

suite avec la fonction Ω telle que Ωi
x(x, y, t)(z − zi) = Si

x(x, y, t)(−1)i 2
nih
z̄i.

Pour plus de détails, l'auteur suggère une revue très complète des modèles

implémentant l'e�et ZZ selon les trois catégories décrites précédemment, ainsi que

leurs développements ultérieurs, écrite par Carrera en 2003 [20].
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Classi�cation des modèles :

La frontière entre les modèles ESL et les modèles LW est en réalité perméable.

En e�et, il est relativement simple de passer d'une description LW a priori à

une description ESL a posteriori si par exemple, des équations de continuité aux

interfaces sont utilisées. Des équivalences peuvent être aussi réalisées a poste-

riori, comme le propose Guyader [44] a�n de réaliser une analyse des nombres

d'onde de son modèle multicouche. On obtient ainsi un paramètre monocouche

qui décrit à des fréquences données le comportement vibratoire d'un matériau

multicouche. Finalement, les points de divergence entre les modèles ESL et les

modèles LW sont plus de l'ordre de la �nalité de ces modèles. Un modèle comme

celui de Guyader est dans l'esprit un modèle ESL qui prend en compte les e�ets

ZZ, car sa �nalité principale est de donner aisément des paramètres de plaque

monocouche équivalente a�n de décrire le comportement de la structure.

À l'inverse, un modèle comme celui de Murakami [84] est un modèle LW dans ses

hypothèses de départ, mais aussi dans sa �nalité, car l'écriture du champ de dé-

placement (Équations (1.8)) excelle dans la description par couche du champ de

déplacement et de contrainte. Néanmoins, ce type de modèle devient encombrant

lorsqu'il s'agit de calculer simplement des paramètres décrivant le comportement

global du multicouche (tels que des paramètres équivalents).

1.1.3 Résolution de modèles par discrétisation

Une fois le modèle analytique choisi, il est bien évidemment nécessaire de le

résoudre, c'est-à-dire de combiner les équations avec les hypothèses imposées par

la prédiction que l'on souhaite établir. Par exemple, si le chargement appliqué

à la structure est connu, le but peut être de prédire la déformation qui en sera

engendrée. De nombreuses méthodes sont disponibles a�n de résoudre un modèle

analytique de plaque multicouche, et bien qu'elles soient indépendantes du modèle

choisi, une vision propre à la méthode choisie est établie à l'issue de la résolution.

Une bonne méthode de résolution consiste alors à obtenir des résultats �ables et

précis avec un temps de calcul réduit et avec une facilité d'implémentation dans
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l'idéal.

Dans le cadre des modèles de plaques, il est toujours possible de trouver une

solution analytique, mais pour des questions de simplicité (comme le besoin de

résoudre un système d'équation linéaire d'ordre 6 complexe) ou pour des questions

de faisabilité (résoudre un problème non linéaire qui ne présente pas de solution

analytique simple), employer une méthode de discrétisation peut se révéler être

le meilleur moyen de résoudre un problème e�cacement. Par ailleurs, le type de

méthode de discrétisation va principalement être imposé par le modèle analytique

lui-même, ou par les paramètres que l'on souhaite prédire. La procédure de Navier

est utile lorsqu'il s'agit de prédire e�cacement un champ cinématique grâce à sa

décomposition trigonométrique. La méthode de Rayleigh-Ritz est l'une des mé-

thodes les plus utilisées dans la résolution de modèles de plaques, car elle permet

de révéler théoriquement la dynamique d'une structure plane. D'autres types de

méthode de résolution ont été employés dans la littérature, comme une méthode

basée sur la propagation d'onde pour analyser la dynamique de structures cylin-

driques [119], ou la matrice exponentielle a�n de résoudre un problème d'équilibre

en 3D pour des plaques et des coques [15]. Cependant, ces méthodes échouent lors-

qu'il s'agit de résoudre le comportement dynamique de structures complexes. Pour

pallier cela, la méthode des éléments �nis est employée en discrétisant localement

les équations de la dynamique et en les résolvant par éléments �nis. Voici quelques

détails ci-dessous sur les principales méthodes de discrétisation utilisées dans les

modèles analytiques de plaque.

Procédure de Navier

La procédure de Navier consiste à poser une hypothèse sur la forme du champ

cinématique à partir des conditions aux limites. Il s'agit ensuite d'écrire les di�é-

rentes composantes du champ cinématique à partir de fonctions trigonométriques

a�n de respecter les di�érentes conditions aux limites. La forme la plus classique de

la procédure de Navier est son application à une plaque rectangulaire simplement

appuyée avec un chargement sinusoïdal. Par exemple, le champ de déplacement

du cas présenté précédemment avec une cinématique de Reissner-Mindlin (Équa-

tions (1.4)), pourrait être écrit à l'image des Équations (1.9).
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

U0x(x, y) = Unm
0x cos(mπx/L) sin(nπy/b),

U0y(x, ) = Unm
0y sin(mπx/L) cos(nπy/b),

W (x, y) = W nm sin(mπx/L) sin(nπy/b),

ϕxz(x, y) = ϕnm
xz cos(mπx/L) sin(nπy/b),

ϕyz(x, y) = ϕnm
yz sin(mπx/L) cos(nπy/b)

(1.9)

Avec m et n des entiers naturels correspondant respectivement aux modes dans la

direction x de longueur totale L et y de largeur totale b.

Le cas statique est simplement décrit en prenant m = n = 1. Pour le cas dyna-

mique, un couple (m,n) est d'abord choisi, les Équations (1.9) deviennent alors un

système d'équations linéaires à résoudre. La première solution positive au système

d'équations correspond à la fréquence propre du mode (m,n). Il n'est pas néces-

saire de sommer les di�érents termes pour résoudre le problème en dynamique, il

su�t de résoudre le problème pour tous les couples (m,n) nécessaires à l'étude, à

l'image de l'analyse modale.

Ce type de procédure a été utilisé dans un grand nombre d'applications a�n

de tester le modèle d'intérêt. Cela a été le cas par Guyader [45] pour tester son

modèle de plaque multicouches orthotropes. Loredo [74] appliqua le même type de

procédure a�n de comparer son modèle au modèle de Woodcock [117], un modèle

similaire à celui de Guyader.

Méthode de Rayleigh-Ritz

L'intérêt d'utiliser la méthode de Rayleigh-Ritz [95, 96, 99] est de pouvoir

implémenter simplement plusieurs types de conditions aux limites, ainsi qu'une

plus grande variété de matériaux multicouches sur une même procédure. En e�et,

son écriture sous forme de base et de déformées propres implique son adaptabilité.

Il est d'ailleurs possible d'obtenir assez facilement une procédure semblable à la

procédure de Navier si la base choisie est sinusoïdale. Néanmoins, le champ de

déplacement est généralement écrit avec des fonctions polynomiales [118]. Ensuite,

l'objectif est d'écrire le champ de déplacement en utilisant une base et des vecteurs

propres. Par exemple, le déplacement transverse W du Système d'Équations (1.9)
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pourrait être réécrit comme :

W (x, y, ω) = A(ω)λ(x, y), (1.10)

Avec A la base choisie et λ le vecteur correspondant.

Un bilan énergétique est dressé et peut ainsi être exprimé qu'avec l'aide des

bases choisies pour chaque composante du champ de déplacement. Finalement,

le bilan énergétique peut être réécrit en fonction d'une matrice de raideur K et

d'une matrice de masse M . La résolution du système obtenu, pour di�érents char-

gements si besoin, mène à la réponse de la structure étudiée. Ce type de méthode

a largement été utilisé pour des cas relativement simples, car pour des géométries

trop complexes, il peut être trop di�cile de trouver la base nécessaire à l'applica-

tion de la méthode. Ghinet et Atalla [38] ont utilisé cette méthode pour tester leur

modèle appliqué à une structure sandwich comportant un amortissement visqueux.

On retrouve aussi l'application de cette méthode dans le même article de Loredo

cité précédemment [74]. Il existe aussi dans la littérature de nombreux exemples

où la méthode de Rayleigh-Ritz est améliorée a�n de résoudre des problèmes aux

géométries plus complexes comme Guo [43] pour l'analyse de vibrations libres de

plaques aux formes arbitraires.

Méthode des éléments �nis

La méthode des éléments �nis ou Finite Element Method (FEM) est devenue

de plus en plus populaire au �l de l'amélioration technologique et des moyens de

calcul. Elle est aujourd'hui vastement utilisée et développée dans l'industrie et dans

la communauté scienti�que grâce à la robustesse des résultats qu'elle propose. Son

but est de résoudre les équations de la physique localement, sur l'ensemble des

n÷uds et des éléments dé�nis lors du maillage de la structure étudiée. Son concept

provient du couplage des équations de la mécanique des milieux continus avec les

di�érences �nies et les méthodes variationnelles [121].

L'essentiel de la FEM ainsi que ses améliorations sur certains aspects sont

présentés dans � The �nite element method � de Zienkiewicz et Taylor [120]. L'idée

principale est que la mécanique de chaque élément �ni est dé�nie à partir d'un

ensemble de paramètres. Ces paramètres sont dé�nis à l'aide de fonctions de formes,



32 Chapitre 1 � Synthèse bibliographique

ce qui engendre un état propre à chaque élément �ni. Ensuite, chaque élément �ni

est couplé avec les autres sous-systèmes à l'aide de conditions aux limites et forment

ainsi un système global complexe. Une structure modélisée par FEM pourrait être

résumée par l'Équation (1.11) dans le domaine fréquentiel.

−ω2Mq(ω) + jωCq(ω) +Kq(ω) = F (ω), (1.11)

Avec M la matrice raideur correspondant aux e�ets d'inertie du système, K la

matrice de raideur correspondant aux propriétés élastiques des milieux continus, C

la matrice d'amortissement qui modélise les pertes d'énergie lors de la déformation

de la structure, q(ω) le vecteur des degrés de liberté dans le domaine fréquentiel,

qui comportent ainsi toute la dynamique de tous les n÷uds existants, et F (ω) le

vecteur force appliqué à chaque degré de liberté dans le domaine fréquentiel.

La qualité principale de la FEM est l'analyse de structure �nie, autrement

dit, des structures dont la géométrie a un e�et non négligeable sur les résultats,

ce qui est particulièrement le cas en basses fréquences. En e�et, la géométrie et

les conditions aux limites jouent un plus grand rôle dans les grandes longueurs

d'ondes.

Cependant, comme indiqué par Castel [21], la FEM présente certaines limites

lorsqu'il s'agit de calculer des dérivées multiples successives, car il est nécessaire

d'implémenter des fonctions de formes dont leurs dérivées sont continues entre

les éléments. De plus, implémenter de nouveaux éléments ou un nouveau modèle

physique dans les éléments �nis est un projet à part entière. De plus, pour des

structures aux couches �nes comme étudiées dans ce manuscrit notamment, le

maillage nécessaire devient rapidement conséquent. Un modèle analytique devient

alors essentiel lorsqu'il s'agit d'analyser le comportement vibratoire de structures

e�cacement, mais aussi pour comprendre les phénomènes physiques que ces vibra-

tions impliquent. En revanche, l'implémentation de modèles analytiques condensés

en complément de la FEM a�n de contourner des maillages conséquents et ga-

gner en temps de calcul font l'÷uvre de nombreux travaux, à l'image des travaux

d'Uthayasuriyan [112].
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Les limites des modèles aux interfaces parfaites : L'ensemble des modèles

présentés dans cette section sont des fonctions continues de z, pour les déplace-

ments et les contraintes, car la fonction forme F (z) est admise comme continue

selon z, autrement dit une fonction de classe C0
z . Cela constitue un large pa-

nel de modèles couramment utilisés par la communauté scienti�que. Cependant,

quelques verrous subsistent lorsqu'il s'agit de décrire des e�ets de couplages

non conventionnels aux interfaces entre les couches. L'écriture de classe C0
z du

champ de déplacement échoue donc à décrire explicitement des e�ets de couplage

imparfaits aux interfaces. Dans cette optique, la prochaine section de cette syn-

thèse bibliographique est consacrée à une revue sur les modèles analytiques de

structures planes multicouches prenant en compte des couplages imparfaits aux

interfaces entre les couches.

1.2 Modélisation des interfaces d'un multicouche

Pour obtenir un modèle multicouche capable de décrire une structure multi-

couche, il est nécessaire d'écrire des équations aux interfaces entre les couches suc-

cessives a�n d'avoir su�samment d'équations pour résoudre le problème. Générale-

ment, les équations utilisées sont la continuité des déplacements et des contraintes à

l'interface, ce qui correspond à émettre l'hypothèse que les interfaces sont parfaites.

Dans le cas d'interfaces imparfaites, plusieurs équations peuvent être utilisées a�n

de prendre en compte cette hypothèse. La plus largement admise est la disconti-

nuité des déplacements et la continuité des contraintes car le contact, au moins

partiel, est toujours opéré.

La dé�nition d'interface dans un matériau multicouche ne fait pas toujours

consensus. Dans le cas des modèles équivalents dynamiques, l'interface représente

généralement une surface d'épaisseur nulle entre deux couches conjointes d'une

structure multicouche. Cependant, dans la littérature expérimentale majoritaire-

ment, l'interface peut être dé�nie comme étant un volume entre deux couches

permettant d'homogénéiser toutes les imperfections qui s'y présentent. Au sein de

cette interface d'épaisseur non nulle se trouve par exemple des mélanges de maté-
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riaux issus des deux couches couplées, des bulles d'air ou des impuretés (résidus

lors du couplage par adhésion chimique). Plus de détails seront donnés dans la

Section 1.3 dédiée aux travaux expérimentaux sur les interfaces imparfaites.

Certains modèles ont une vision micro-mécanique des e�ets d'interface, à l'image

de Lee en 2007 [67]. Néanmoins, les modèles qui ont inspiré le présent travail ont

plutôt une approche équivalente, ce qui revient à homogénéiser les e�ets des inter-

faces imparfaites en ne rendant compte que de leurs conséquences sur le compor-

tement global du matériau.

Cette section est composée d'une première partie qui synthétise l'implémen-

tation de ce type de modèle dans le but d'en comprendre les subtilités. Ensuite,

la méthode d'implémentation de l'interface imparfaite est abordée ainsi que les

principales applications qui sont généralement faites avec ces modèles. Puis, la

modélisation des interfaces imparfaites est complétée avec quelques éléments de

mécanique du contact. Les liens entre la modélisation multicouche homogénéisé et

la vision locale de la dynamique du contact sont explicités à la �n de cette section.

1.2.1 Modèles équivalents à interfaces imparfaites

Les bases des modèles pionniers

Pour conserver une clarté d'écriture et éviter l'utilisation de plusieurs indices et

notations qui s'entremêlent, les bases des modèles seront présentées avec le dépla-

cement ux principalement. Pour un modèle de plaque complet, le déplacement uy
s'écrira de la même façon. Le déplacement uz est souvent considéré constant dans

l'épaisseur a�n de rendre l'implémentation de ces modèles plus directe. Une illus-

tration d'un tricouche aux interfaces imparfaites ainsi que les sauts de déplacement

aux interfaces sont montrés à la Figure 1.2. L'ensemble des modèles synthétisés ici

regroupent principalement les travaux pionniers de : Liu publiés en 1994 [71, 72],

Cheng publiés en 1996 [22], Schmidt et Librescu publiés en 2001 [70, 105], et Sol-

datos publiés en 2001 [109]. Tous ces modèles ont pour même origine le modèle

de Pagano publié en 1969 [89], qui donna une solution exacte pour des laminés en

�exion et aux conditions aux limites simplement appuyées.

D'un point de vue modélisation, le champ de déplacement exact est écrit à

l'aide de la fonction Heaviside selon z notée H(z). Elle permet d'écrire l'ensemble
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(a) (b)

Figure 1.2 � (a) Représentation du déplacement ux en fonction de l'épaisseur z
en ordonnée avec les sauts aux interfaces ûix. (b) Schéma d'un multicouche aux
interfaces imparfaites avec l'illustration des sauts de déplacements ûiα avec α =
{x, y}.

du champ de déplacement ainsi que la contribution des N − 1 couches en une

seule équation. Un exemple est donné pour le champ de déplacement ux à l'Équa-

tion (1.12)

ux(x, y, z, t) =
N∑
i=1

uix(x, y, z, t)H(z − zi). (1.12)

Ensuite, le champ de déplacement exact est approximé en utilisant le dévelop-

pement de Taylor dans la direction transverse désignée par la variable z (Équa-

tion (1.13)). Ce type d'approche est notamment développé par Cheng [22].

ux(x, y, z, t) =
N∑
i=1

∞∑
j=0

1

j!
uijx (x, y, t)(z − zi)jH(z − zi). (1.13)

Il y a alors deux indices, l'indice i qui désigne l'indice d'interface (surface su-

périeure de la couche i), et l'indice j correspond à l'ordre d'approximation du

développement de Taylor. L'indice i = 0 correspond à la surface inférieure de

la première couche, où s'applique généralement la condition de contrainte de ci-

saillement nulle. La surface supérieure de la dernière couche d'indice i = N , où

s'applique la même condition. Le développement en série de Taylor est ensuite
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e�ectué jusqu'à l'ordre recherché. Un exemple de développement au 1er ordre est

donnée dans l'Équation (1.14).

ux(x, y, z, t) = Ux0(x, y, t) + zφx(x, y, t) +
N−1∑
i=1

[ûiα+

uix(u, y, z − zi, t)]H(z − zi)

(1.14)

Le champ de déplacement est écrit dans sa globalité dans l'Équation (1.15),

et de manière plus conventionnelle pour un modèle LW. Dans ce champ de dé-

placement, on exprime le terme de contribution globale et constante Ux0 pour

le déplacement ux, qui va a�ecter l'ensemble du tricouche indépendamment des

couches. Il est équivalent au terme homonyme vu précédemment pour les modèles

à interfaces parfaites illustré par exemple à l'Équation (1.8). Les termes locaux

propres à chaque couche sont ajoutés grâce à la somme sur les interfaces i et à

la fonction de Heaviside H(z). Di Sciuva utilise le même type de théorie, mais en

écrivant le champ de déplacement de son modèle à partir des fonctions de Lagrange

[25, 25, 27].



ux(x, y, z, t) = Ux0(x, y, t) + zφx(x, y, t) +
N−1∑
i=1

Ωi
x(x, y, t)(z − zi)H i

+
N−1∑
i=1

ûix(x, y, t)H
i

uy(x, y, z, t) = Uy0(x, y, t) + zφy(x, y, t) +
N−1∑
i=1

Ωi
y(x, y, t)(z − zi)H i

+
N−1∑
i=1

ûiy(x, y, t)H
i

uz(x, y, z, t) = Uz0(x, y, t) + zφz(x, y, t) +
N−1∑
i=1

Ωi
z(x, y, t)(z − zi)H i

+
N−1∑
i=1

ûiz(x, y, t)H
i,

(1.15)

Avec φα(x, y, t) qui représente le terme linéaire global (indépendant des couches),



1.2 Modélisation des interfaces d'un multicouche 37

il di�ère du terme ϕi
αz(x, y, t) vu précédemment pour les modèles à interfaces par-

faites. Le terme ϕi
αz(x, y, t) correspond au cisaillement de la couche i et serait

équivalent à la composition d'une partie de φα(x, y, t) et de la fonction ZZ notée

Ωi
α(x, y, t). Dans ces équations α = {x, y}.

Figure 1.3 � Décomposition du déplacement ux = ux(z) de l'Équation (1.15)
en fonction de ses quatre composantes : la composante constante pour toutes les
couches Ux0(x, y, t) ; la composante linéaire pour toutes les couches zϕx(x, y, t) ; la
composante linéaire par couche (ou fonction Zig-Zag)

∑N−1
i=1 Ωi

x(x, y, t)(z− zi)H i ;
la composante constante par couche (ou saut de déplacement à l'interface)∑N−1

i=1 ûix(x, y, t)H
i.

On retrouve alors un champ cinématique qui a une base commune avec le champ

cinématique de Murakama décrit à l'Équation (1.8), mais avec un terme supplé-

mentaire relatif à la discontinuité du champ de déplacement
∑N−1

i=1 ûiz(x, y, t)H
i.

Le champ de déplacement donné à l'Équation (1.15) est la forme la plus répandue

pour ce type de théorie (modèle LW au premier ordre avec e�et ZZ) comme dans

le modèle de Librescu et Schmidt [105] ou de Liu [71] mais di�érentes hypothèses

peuvent être formulées sur le déplacement transverse uz. Une illustration de ce

champ de déplacement est fournie à la Figure 1.3. Cette �gure détaille le champ

de déplacement ux(z) de l'Équation (1.15), ce dernier étant ainsi décomposé des

trois termes de la théorie des plaques multicouches aux interfaces parfaites, qui

correspondent au trois premiers termes, plus le dernier terme étant le saut de

déplacement engendré par l'interface imparfaite. Dans le cadre des modèles de

plaques, et pour des raisons de simplicité de calcul, l'hypothèse souvent admise

est que le déplacement transverse uz est constant dans l'épaisseur z, à l'image de

Librescu dans l'article qui suivit ses travaux [70], de Di Sciuva [25, 27] ou encore

de Cheng [22].
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L'implémentation de l'interface imparfaite

L'interface imparfaite s'implémente dans le champ de déplacement à partir

du terme ûα, le saut de déplacement, qui contient la composante discontinue du

champ de déplacement du multicouche. La grande majorité des modèles à inter-

faces imparfaites commencent en postulant un champ de déplacement LW prenant

en compte l'e�et ZZ, à l'image de Murakami [84] ou de l'Équation (1.15). Dans ce

champ de déplacement se trouve une nouvelle composante : le saut de déplacement

dans le plan horizontal décomposé dans les deux directions ûx et ûy dé�nis par

l'Équation (1.16). Quant aux contraintes, elles restent constantes aux interfaces

(Équation (1.17)) car malgré le découplage partiel entre les couches, le contact a

toujours lieu. Certains font l'hypothèse d'avoir aussi une discontinuité transverse

du déplacement à l'image de Liu [71], mais cela doit aller de pair avec un dé-

placement transverse W (x, y, t) qui n'est pas constant dans l'épaisseur, ce qui va

grandement augmenter la complexité du modèle.ui+1
x (x, y, z = hi)− uix(x, y, z = hi) = ûix,

ui+1
y (x, y, z = hi)− uiy(x, y, z = hi) = ûiy,

(1.16)

σi+1
xz (x, y, z = hi) = σi

xz(x, y, z = hi) = σ̂i
xz,

σi+1
yz (x, y, z = hi) = σi

yz(x, y, z = hi) = σ̂i
yz,

(1.17)

avec, hi la position selon l'axe transverse de la surface supérieure de la couche

i.

Cependant, la valeur de la discontinuité du champ de déplacement nécessite

davantage de modélisation, car elle ajoute au moins une inconnue dans le système

d'équations à résoudre. Un choix arbitraire de la valeur aurait déjà peu d'intérêt

d'un point de vue modélisation, mais plusieurs aspects de la modélisation seraient

ainsi négligés par cette hypothèse. A�n de rendre compte de l'e�et du couplage

aux interfaces, ces dernières sont généralement modélisées avec une raideur (Équa-

tions (1.18)-(1.19) en écriture matricielle). La notation utilisée ici ne correspond

pas exactement à l'ensemble des modélisations mentionnées dans cette section,

mais correspond au formalisme utilisé dans ce manuscrit de thèse. Bien sûr ces

di�érentes notations sont équivalentes, le choix a donc été fait de présenter uni-
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quement celle utilisée dans mes travaux. La raideur d'interface va permettre de

faire varier le couplage entre un couplage parfait, à l'image des modèles aux in-

terfaces parfaites, et un découplage total. Ainsi, si Ki
xx → 0, alors σ̂i

xz → 0, ce

qui décrit le cas d'un découplage total, car aucune énergie n'est communiquée

entre les couches successives. Si Bi
xx → 0, alors ûnx → 0, ce qui correspond au

cas parfaitement couplé à l'image des modèles aux interfaces parfaites vus à la

Section 1.1. (
σ̂i
xz

σ̂i
yz

)
=

(
Ki

xx Ki
xy

Ki
yx Ki

yy

)(
ûix

ûiy

)
(1.18)

(
ûix

ûiy

)
=

(
Bi

xx Bi
xy

Bi
yx Bi

yy

)(
σ̂i
xz

σ̂i
yz

)
(1.19)

Avec, Ki
αβ la raideur à l'interface i et Bi

αβ la souplesse à l'interface i ou para-

mètre d'interface i avec α = {x; y} et β = {x; y}. Les Équations (1.18)-(1.19) sont
l'écriture générale, on fera en revanche souvent l'hypothèse qu'il n'y a pas de cou-

plage entre les directions x et y. Autrement dit, Bi
xy = Bi

yx = 0 et Ki
xy = Ki

yx = 0.

A�n d'avoir une idée plus concrète de l'implémentation des interfaces imparfaites,

l'Équation (1.19) peut être injectée dans la loi de Hooke (Équation (1.2)), ce qui

va permettre d'écrire le glissement en fonction de la déformation (Équation (1.20))

et donc du champ de déplacement, avec l'hypothèse de découplage des directions

x et y.

ûix = 2Bi
xxQ

i
xzxzεixz (1.20)

Les diverses applications statiques des modèles

Il est intéressant de s'attarder sur le type d'application qu'un modèle implique,

car le champ des applications possibles est intrinsèquement lié aux choix de mo-

délisation. Les modèles détaillés précédemment cherchent à appliquer leur modé-

lisation dans le but de calculer principalement 3 paramètres : la �èche centrale ;

le champ de déplacement ; le champ de contrainte, dans le cadre d'un chargement

de forme sinusoïdale et statique, aux conditions aux limites simplement appuyées.
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Ces applications sont réalisées dans les travaux de Pagano [89], et donc dans tous

les articles pionniers sur les interfaces imparfaites qui s'en inspirent, par exemple

[22, 71, 72, 109]. Les structures étudiées dans ces travaux correspondent souvent à

un matériau tricouche avec les mêmes matériaux et les mêmes épaisseurs pour les

couches successives, car le premier intérêt est de démontrer l'e�et des interfaces

imparfaites. Cependant, ces mêmes travaux font aussi l'objet de matériau bicouche

ou de plus de trois couches selon les auteurs, aux épaisseurs di�érentes.

� Calcul de la �èche

Le premier paramètre calculé et utilisé pour montrer l'e�et des interfaces impar-

faites dans un multicouche est la �èche, et plus particulièrement la �èche centrale.

Celle-ci est adimensionnée et est tracée en fonction d'un ratio longueur l sur épais-

seur totale h noté S = l/h. Comme montré sur la Figure 1.4, on observe sur ce

type de courbe deux comportements asymptotiques : pour un rapport S = 5, la

�èche tend vers l'in�ni ; pour un rapport S → ∞ la �èche adimensionnée tend

vers une valeur constante et commune à tous les taux d'imperfection. Ces com-

portements asymptotiques sont indépendants de l'imperfection des interfaces. Les

interfaces ont un e�et sur la transition entre ces deux asymptotes : plus les inter-

faces sont découplées, plus cette transition se fera pour un ratio S = l/h élevé.

D'une manière générale, pour un ratio S �xé, la �èche sera toujours plus élevée

pour un multicouche aux interfaces imparfaites. On a ainsi une perte de rigidité

virtuelle, ou un gain de souplesse virtuelle pour le multicouche, lorsque

les couches se découplent . Ces résultats sont illustrés dans les articles de Cheng

[22], de Massabò [82] et de Lee [68] par exemple.

� Calcul du champ de déplacement

Le calcul du champ de déplacement est sans doute l'application la plus cou-

rante pour les modèles LW aux interfaces imparfaites. Les résultats d'un tel calcul

sont illustrés à la Figure 1.5a. Généralement les couches successives choisies sont

identiques, elles sont composées du même matériau et ont la même géométrie,

dans le but de faciliter la visualisation des e�ets d'interfaces. Le comportement

observé dans le déplacement est une discontinuité proportionnelle au paramètre

d'interface : plus les couches sont découplées, plus le saut de déplacement entre les



1.2 Modélisation des interfaces d'un multicouche 41

Figure 1.4 � Flèche au centre uz noté v3 dans le graphique, d'une plaque sim-
plement supportée en fonction d'un ratio longueur sur épaisseur S = l/h, pour
di�érents paramètres de couplage de l'interface R̄. Résultats obtenus par Cheng
[22].

couches successives est important. Si une seule interface est imparfaite, alors cette

discontinuité ne s'observera qu'à cette interface. Cela est un comportement attendu

par le modèle et a été explicité plus tôt dans cette synthèse à l'Équation (1.20).

En e�et, le paramètre Bi
xx correspond au paramètre de déocuplage de l'interface

i, plus sa valeur est importante plus le saut de déplacement dans la direction x de

la couche i ûix est important. De plus, une perte de rigidité de toutes les couches

de la structure peut être déduite à partir du champ de déplacement. La pente

du déplacement est plus importante à contrainte constante lorsque l'interface est

imparfaite, ce qui signi�e que la rigidité du matériau a chuté virtuellement. Bien

sûr les caractéristiques intrinsèques des matériaux ne changent pas en fonction de

l'interface. Cependant, cela signi�e que le découplage progressif d'une structure

multicouche entraîne une baisse de rigidité globale de l'ensemble.

� Calcul du champ de contrainte

La dernière application la plus commune des modèles multicouches à interfaces

imparfaites est le calcul du champ de contrainte en fonction de l'épaisseur, illustré
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(a) (b)

Figure 1.5 � (a) En abscisse, le déplacement ux (Équation (1.16)) (v1 dans le
graphique) adimensionné au centre d'une plaque simplement supportée avec di�é-
rentes valeurs du paramètre de couplage de l'interface R̄ engendrant une disconti-
nuité aux interfaces en fonction de l'épaisseur z = x3 adimensionné par l'épaisseur
totale h en ordonnée. (b) En abscisse, la contrainte transverse σxz (σ13 dans le
graphique) adimensionnée par le chargement q0 calculé au centre d'une plaque sim-
plement supportée avec di�érentes valeurs du paramètre de couplage de l'interface
R̄ engendrant une baisse des contraintes aux interfaces en fonction de l'épaisseur
adimensionnée en ordonnée. Résultats obtenus par Cheng [22].

à la Figure 1.5b. Le calcul de la contrainte σxz (ou σyz) est l'application la plus

représentative de l'e�et des interfaces imparfaites, car elle rend compte directement

des e�ets du saut de déplacement sur le comportement de la structure concernée. Le

champ de déplacement doit être minimum d'ordre 3 par couche, a�n de contenir des

informations d'intérêts pour les interfaces imparfaites, car pour un ordre inférieur,

les contraintes de cisaillement ne peuvent pas s'annuler aux surfaces supérieure

et inférieure de chaque couche. Ainsi, un champ de déplacement d'ordre 3 par

couche, et donc de contrainte d'ordre 2 par couche, peut permettre dans le cas d'un

découplage parfait des couches, une annulation des contraintes à chaque interface.
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Il est important de noter qu'en revanche, une écriture du champ de déplacement

d'ordre 3 global, c'est-à-dire, un champ de déplacement d'ordre 3 qui ne prend

pas en compte les cinématiques locales, va échouer à décrire l'e�et d'interfaces

imparfaites. En e�et, un champ de contrainte d'ordre 2 qui ne dépend pas des

couches ne peut pas s'annuler à chaque interface. Il ne peut s'annuler que deux

fois, une fois à la surface inférieure du multicouche et une deuxième fois à la surface

supérieure du multicouche.

Cheng réalise ce type d'application sur un champ de déplacement cubique en

1996 [22]. Cela est aussi visible dans le travail de Lee en 2020 [68] qui utilise

la méthode de Navier, précédemment mentionnée, permettant alors d'écrire son

champ de déplacement avec des fonctions sinusoïdales. Lee approxime alors son

champ de déplacement �nal de l'ordre 1 à l'ordre 7 (par pas de 2) et calcule un

champ de contrainte de l'ordre 0 à l'ordre 6.

L'e�et des interfaces imparfaites sur le champ de contrainte est double :

� La contrainte à l'interface est réduite, ce qui est montré explicitement par

l'Équation (1.18). Si la raideur d'interface Ki
xx est nulle, la contrainte σi

xz

s'annule également.

� Les contraintes se répartissent alors di�éremment, ce qui fait augmenter

les contraintes locales au sein des couches respectives. Ainsi, la contrainte

maximale atteinte pour une couche augmente. Cela fait écho avec le champ

de déplacement vu précédemment. En e�et, puisque la contrainte transverse

augmente au sein d'une couche, il est normal d'observer un déplacement plus

important de cette couche.

Cependant, une erreur dans le calcul du champ de contrainte est souvent pré-

sente. Cette erreur est de calculer le champ de contrainte à l'aide de l'équilibre

dynamique pour un modèle tricouche émettant une approximation d'ordre selon

la variable z, au lieu d'utiliser classiquement l'équation de comportement. Concrè-

tement, les contraintes sont le résultat de déformations issues d'un chargement

extérieur, mais proviennent bien d'e�orts intérieurs issus des déformations de la

structure. Les contraintes sont classiquement calculées à l'aide des déformations et

de la loi de Hooke. Mais dans certains articles, tel que Di Sciuva en 1992 [26], puis

repris par Cheng en 1996 [22] et puis par Massabò en 2014 [82], le calcul du champ
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de contrainte s'e�ectue à partir d'un équilibre des contraintes (Équation(1.21)).

Cette idée se base sur les travaux de Pagano en 1969 [89] qui avait développé des

solutions exactes pour des laminés. Cette méthode est tout à fait viable dans le

cadre des solutions exactes, car elle véri�e l'unicité des solutions grâce à l'écriture

sinusoïdale du champ de déplacement et du champ de contrainte. En revanche,

pour tous les modèles non exacts, cette méthode échoue à décrire correctement

des champs de contrainte. En e�et, un champ de déplacement du 1er ordre per-

mettrait d'obtenir une contrainte de cisaillement transverse d'ordre 2 à partir de

l'Équation (1.21), ce qui est physiquement incorrect car le champ de contrainte

est issu de la dérivée du champ de déplacement, pas de son intégration. De plus,

réutiliser le champ de contrainte obtenu et intégrer ses composantes a�n d'obtenir

un champ de déplacement, donne un champ de déplacement du 3ème ordre, ce qui

ne correspond évidemment pas aux hypothèses de base.

∂σxx
∂x

+
∂σxy
∂y

+
∂σxz
∂z

= 0,
∂σyx
∂x

+
∂σyy
∂y

+
∂σyz
∂z

= 0. (1.21)

Modélisation d'interfaces à l'aide de couches �nes

Une solution alternative, qui prend en compte les e�ets des interfaces impar-

faites sans ajouter de nouveaux éléments de modélisation directement, est d'ajouter

une couche relativement �ne par rapport à la structure, qui servira d'interface ar-

ti�cielle. Une raideur lui est alors attribuée, permettant de faire varier autant que

nécessaire le champ de déplacement au sein de cette �ne couche. Il est possible de

cette façon de recaler un modèle qui ne prend pas en compte explicitement les e�ets

des interfaces imparfaites. Implémenter ce substitut dans un modèle plus complexe

est aussi une manière d'intégrer simplement la modélisation des interfaces, c'est

ce qui est généralement fait en FEM.

Par exemple, Rokhlin [101] proposa l'utilisation d'une couche intermédiaire

a�n de modéliser les e�ets d'interfaces dans un multicouche anisotropes. C'est

aussi l'approche proposée par Hosten en 2005 [51] dans son modèle éléments �nis

pour la propagation d'ondes guidées dans une structure multicouche aux interfaces

imparfaites. Ces modèles ont de bonnes correspondances avec des mesures expé-

rimentales, mais pour fonctionner, ils nécessitent des valeurs non physiques pour
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modéliser cette couche intermédiaire. En e�et, une épaisseur factice est injectée

dans la structure, changeant ainsi l'épaisseur totale du multicouche. Il est bien

entendu possible de faire tendre cette épaisseur vers 0 a�n de minimiser ce biais,

mais ce dernier ne pourra être annulé. De plus, les propriétés mécaniques utilisées

pour cette couche ne représentent pas les propriétés physiques d'une couche, et

sont donc choisies d'une manière arbitraire. Par exemple, la valeur que la raideur

Cxy doit prendre pour correspondre au bon comportement physique dans [51] est

négative, ce qui implique un module de Young négatif. L'e�et �nal est d'assouplir

la structure, mais la cause n'est pas physique. Ceci fait écho aux résultats vus pour

les modèles aux interfaces imparfaites comme la Figure 1.5. Ce type d'alternative

ne permet pas non plus une prédiction plus précise du comportement d'un ma-

tériau multicouches aux interfaces imparfaites, car ces valeurs-là sont avant tout

choisies a�n de recaler un modèle a posteriori, à partir de mesure par exemple.

En e�et, les valeurs à a�ecter aux paramètres physiques des couches qui modé-

lisent les interfaces sont entièrement arbitraires, il n'existe pas d'indications qui

permettraient de �xer a priori les paramètres d'interface.

Un exemple de la possible modélisation d'un tricouche avec deux interfaces

imparfaites à l'aide d'un 5 couches aux interfaces parfaites est montré à la �n du

Chapitre 2, et en particulier à partir de la Figure 2.5. La modélisation avec un 5

couches y est donc montrée mais celle-ci implique l'usage de nouveaux paramètres

pour chaque couche ajoutée dont principalement : son épaisseur ; son module de

rigidité et autres paramètres physiques (masse volumique, coe�cient de Poisson,

etc.). D'une part, ces valeurs sont non représentatives d'une interface imparfaite :

elles ne décrivent pas le comportement physique d'une interface, mais d'une couche

arti�cielle. D'autre part, une quantité non négligeable de paramètres à �xer est

ajoutée, ce qui augmente la complexité d'un modèle autant que l'interprétation de

ses résultats.

1.2.2 Introduction à la mécanique du contact

La physique des interfaces imparfaites est intrinsèquement liée à la mécanique

du contact. C'est dans cette discipline que l'on pourrait trouver des théories ca-

pables de modéliser plus précisément le couplage mécanique entre deux couches
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en contact. La seule di�érence est l'échelle d'étude du système. En e�et, la mé-

canique du contact est à l'échelle microscopique du système, alors qu'un modèle

analytique d'une plaque multicouche cherche à modéliser le système dans son en-

semble, à l'échelle macroscopique. Quelques notions de mécanique du contact sont

alors abordées dans cette section en présentant di�érents modèles. Elle est inspi-

rée de Gilardi qui a décrit les modèles principaux du contact discret et du contact

continu en 2002 [39]. À cette échelle, mentionner uniquement l'aspect mécanique

du phénomène serait une erreur, les forces électrostatiques ou moléculaires ont

éventuellement un e�et non négligeable selon la nature des surfaces en contact.

Ainsi, l'énergie de surface, décisive dans les mécanismes de contact mécanique,

sera aussi abordée ultérieurement dans cette même section.

Dynamique des contacts discrets

La friction, et plus précisément la friction de Coulomb, est dé�nie comme étant

le résultat de deux surfaces en contact avec une vitesse relative. Ce type de friction

est représenté à l'aide d'une fonction non linéaire de la vitesse relative. Le phéno-

mène de friction est �nalement celui de micro-chocs entre les aspérités microsco-

piques de deux surfaces en contact. Lorsque ces aspérités viennent à se rencontrer,

c'est la dynamique des chocs qui intervient, autrement dit ce sont les quantités

de mouvement Pn = MnVn qui correspondent au produit de la masse Mn du

corps n et de la vitesse vectorielle Vn du corps n. Le contact discret repose alors

principalement sur le coe�cient de restitution noté e = e(Pn). C'est ce qui est

illustré à la Figure 1.6. Seulement le résultat du contact ou de l'impact est consi-

déré à partir des données d'entrée du problème, c'est-à-dire, les masses et vitesses

des corps concernés. Plusieurs modèles sur le coe�cient de restitution existent et

leurs modélisations respectives sont résumées par Gilardi [39]. Ces modèles sont

généralement consacrés au contact entre deux sphères ou une sphère sur un plan.

D'autres types de contact ont cependant été étudiés par la communauté scienti-

�que [86, 110]. Les modèles de contacts discrets constituent les fondamentaux de

la dynamique de contact, mais leur modélisation propre n'est pas directement ap-

plicable pour des modèles de plaques multicouches à cause de leur nature discrète.

Pour pallier cela, les modèles dynamiques de contacts continus sont employés.
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P2

P1

Figure 1.6 � Schéma d'un contact discret entre deux corps de quantité de mou-
vement P1 =M1V1 et P2 =M2V2.

Dynamique des contacts continus

Dans l'optique d'une étude macroscopique d'un tel système, la suite interrom-

pue de micro-chocs pourrait s'apparenter à un phénomène aléatoire et pourrait

être ainsi modélisé en tant que tel. Cela est représenté à la Figure 1.7. La moyenne

du nombre de micro-chocs ainsi que la moyenne de leurs intensités seraient ainsi

directement liées à la nature des surfaces en contact glissant. Haessig en 1991 dé-

veloppa deux nouveaux modèles dont le bristle model, ou modèle capillaire [46],

dans lequel la nature aléatoire de la friction est prise en compte.

Dans les modèles dynamiques des contacts continus, la déformation des corps

pendant le contact est explicitement écrite. Cette dynamique s'illustre en deux

étapes : la phase de compression et la phase de restitution. Dans le cadre de

contact élastique, l'énergie de compression est entière restituée. Cependant, de

l'énergie sera toujours perdue au cours de la transformation, que ce soit sous la

forme d'énergie plastique (déformation irréversible), d'amortissement des maté-

riaux en jeu, de la génération de chaleur ou de la génération d'ondes vibratoires et

acoustiques. Ainsi, les premières lois dynamiques des contacts continus sont écrites

à partir de systèmes constitués d'une raideur et d'un amortissement. La loi la plus

basique correspond à l'Équation (1.22).

Fc = kδ + bδ̇, (1.22)

Avec Fc la force de contact, k le coe�cient de raideur, b le coe�cient d'amortisse-

ment et δ le déplacement local de la matière.
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Modèle Force de contact Avantage(s) Inconvénient(s)

Classique
[14, 81]

Fc = bδ̇ + kδ
Implémentation simple

Amortissement considéré

Écriture en complexe possible

Déformation élastique

Force discontinue

Hertz [50] Fc = kδn
Force de contact continue

Non-linéarités considérées

Déformation élastique

Pas d'amortissement

Hertz
amélioré [52]

Fc = bδnδ̇ + kδn Force continue et non linéaire Amortissement linéaire

Hertz non
linéaire [61]

Fc = bδpδ̇q + kδn
Amortissement et

déformation non linéaires
Implémentation

Table 1.2 � La force de contact Fc selon les modèles principaux. Avec b le coe�-
cient d'amortissement, k le coe�cient de raideur, δ la déformation, δ̇ la vitesse de
déformation, {p, q, n} des entiers naturels.

Cependant, ce modèle présente quelques inconvénients. Les inconvénients ma-

jeurs sont que, premièrement, le terme d'amortissement rend la force de contact

initiale δ = 0 non nulle lors d'un contact, ce qui n'est pas réaliste. Dans un contact

réaliste, la force de contact initiale est de zéro, sinon des discontinuités trop im-

portantes pour des contacts progressifs sont présentes. Deuxièmement, le modèle

ne considère pas de déformations plastiques et échoue donc à modéliser des phé-

nomènes de contact avec d'importantes déformations. En revanche, cela n'est pas

un inconvénient pour les travaux présentés dans ce manuscrit, car les forces locales

en jeu restent minimes dans le cadre des vibrations de structures continues.

Si nécessaire, d'autres lois existent et peuvent être utilisées a�n de modéliser

un comportement avec plus de justesse. Plusieurs lois sur la modélisation de la

force de contact sont présentées au Tableau 1.2 avec la loi de comportement de

chaque modèle, ainsi que leurs avantages et inconvénients respectifs. Le modèle de

Hertz [50] y est présenté par exemple. C'est un modèle non linéaire, mais limité

aux impacts élastiques dans sa forme originelle. Pour remédier à cela, il est bien sûr

possible d'étendre ce modèle aux déformations plastiques en y ajoutant de l'hysté-

résis. De plus, les amortissements non linéaires sont particulièrement intéressants

dans la dynamique des contacts, mais ne sont pas considérés dans le modèle de

Hertz. Ce dernier a alors été étendu par Hunt [52] a�n de conserver les béné�ces

de ce modèle non linéaire, tout en considérant des amortissements non linéaires.
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Figure 1.7 � Schéma d'un contact continu entre deux couches en contact.

L'énergie de surface

L'énergie de surface est le résultat de l'adhésion entre deux surfaces. Ce terme

est négligé dans la théorie de Hertz du contact [50] car il n'est pas nécessaire pour

des chargements importants. En revanche, pour des chargements faibles tendant

vers 0, l'e�et des forces d'adhésions n'est pas négligeable. L'équation de Hertz,

du contact d'une sphère sur une sphère, a alors été réécrite (Équation (1.23)) en

ajoutant les termes d'énergie de surface par Johnson et al. en 1971 [54]. Cette

théorie est nommée la théorie JKF du nom de ses auteurs (Johnson, Kendall et

Roberts). Les tests actuels d'adhésion entre deux surfaces couramment employés

sont issus de cette théorie. Ces tests sont particulièrement utilisés pour caractériser

les polymères, grâce à la facilité de mise en forme de ces derniers.

a3 =
R

K
(P + 3γπR +

√
6γπRP + (3γπR)2), (1.23)

Avec a le rayon de contact, R le rayon équivalent des deux sphères, K le coe�-

cient d'élasticité équivalent des surfaces en contact, P le chargement statique, et

γ l'énergie de surface.

Cette nouvelle charge de Hertz est alors plus élevée que le chargement de Hertz

classique et met en lumière les e�ets de surface. En e�et, a�n de ne plus mettre

les surfaces en contact, autrement dit d'obtenir le rayon de contact a = 0, il est

nécessaire d'appliquer un chargement négatif P = −3
2
γπR. Davantage de travaux

sur le sujet ont permis une meilleure investigation de l'énergie de surface. L'éner-

gie d'adhésion notée γ dans les travaux de JKR est désormais identi�ée comme
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l'énergie de Dupré (souvent notée W ), cette dernière étant issue du bilan du gain

d'énergie obtenu lorsque deux surfaces se mettent en contact. À la manière de

deux atomes se mettant en cohésion a�n de réduire leur énergie respective et être

ainsi plus stable, lorsque deux surfaces vont entrer en contact, une partie de leur

tension super�cielle se met en commun a�n de minimiser leur énergie.

Cette notion d'énergie de surface se retrouve dans les travaux traitant de la

modélisation des interfaces au sein de structures complexes comme la maçonnerie.

Fouchal et al. [33] notamment, prennent en considération cette énergie de surface

dans le but de modéliser les e�ets de couplages aux interfaces dans une structure

de maçonnerie. Un modèle complet prenant en compte le contact unilatéral, la

friction de Coulomb et l'adhésion est développé par Raous [94]. L'interface entre

le mortier et la brique, donc un matériau bicouche, est étudiée avec une approche

micro-mécanique par Sacco et Lebon [103]. Dans ces articles, l'équation de contact

avec adhésion est écrite à l'image de l'Équation (1.24).

RN − CN ûNβ
2 = 0 (1.24)

Avec RN le chargement normal, CN le coe�cient de glissement perpendiculaire à

la normale, ûN le glissement ou saut de déplacement et β le coe�cient d'adhésion.

On retrouve alors une loi similaire à la loi utilisée dans les modèles multicouches

telle que l'Équation (1.18).

Des liens explicites peuvent être trouvés entre les lois de la mécanique du

contact et la modélisation des multicouches aux interfaces imparfaites.

La force de contact continue classique, écrite dans le Tableau 1.2, correspond

exactement à l'écriture de la loi d'interface de l'Équation (1.18). On retrouve une

force ou une contrainte, en fonction d'un déplacement. C'est en réalité la modé-

lisation sous la forme d'une raideur et d'un amortissement qui est équivalente.

Dans les modèles d'énergie de surface, on retrouve une loi presque identique dé-

crivant l'interface imparfaite de glissement (Équation (1.24)).
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1.3 Travaux expérimentaux sur les couplages im-

parfaits dans les matériaux multicouches

Rendre patents les e�ets des interfaces imparfaites sur le comportement global

d'une structure expérimentalement est resté un objectif qui a reçu peu d'atten-

tion dans la communauté scienti�que. Il existe néanmoins, dans le domaine du

contrôle non destructif, une littérature intéressante sur le sujet. Cette section a

ainsi pour objectif de réunir les exemples principaux de ce type d'investigation en

deux catégories : les travaux sur les interfaces à épaisseurs nulles ; et les travaux sur

les interfaces à épaisseurs non nulles. Une synthèse bibliographique plus complète

et plus détaillée peut être trouvée dans la thèse d'Attar dans le cadre spéci�que

des collages par adhésifs [4]. Notamment, elle met en évidence deux types de dé-

fauts dans son manuscrit : les défauts cohésifs, qui correspondent à des défauts

propres à l'adhésif, comme une mauvaise réticulation ; et les défauts adhésifs,

qui correspondent à des défauts à l'interface, comme un décollement par exemple.

1.3.1 Caractérisation adhésive des interfaces imparfaites

Les travaux de Kendall en 1970 [56] constituent une partie des premiers travaux

expérimentaux sur la caractérisation d'interfaces imparfaites à l'aide de mesures

ultrasonores. Ses travaux ont en plus le mérite de faire le lien avec la section

précédente sur l'énergie de surface, car ils sont consacrés à l'étude de l'aire de

contact entre des surfaces statiques en glissement. De nombreux travaux expéri-

mentaux sur les interfaces sont basés sur la modélisation de Schoenberg publiés

en 1980 [106]. Il y détaille un modèle de propagation d'ondes de cisaillement ou

Shear Horizontal (SH) waves dans un bicouche au couplage imparfait. L'interface

imparfaite est modélisée dans le même esprit que les modèles abordés précédem-

ment, c'est-à-dire à l'aide d'une raideur qui prend compte les e�ets de couplage.

Cette modélisation est entièrement consacrée aux e�ets d'adhésion ou de couplage

aux interfaces, on parle alors de modèle adhésif. Les travaux qui suivirent ont

ainsi utilisé ce type de modèle a�n de caractériser expérimentalement des défauts

d'interfaces à l'aide d'ondes ultrasonores. Nagy a notamment classé les di�érents

types d'interfaces imparfaites par mesure ultrasonore en 1992 [85]. Il met alors en
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exergue trois principaux types d'interfaces imparfaites :

� Le glissement d'interface ou slip bond, qui est la condition imparfaite

la plus souvent modélisée. Dans ce cas, le couplage d'un point de vue méca-

nique reste convenable, c'est-à-dire, que le multicouche se comporte toujours

en tant que tel malgré une détérioration de ses propriétés mécaniques. Du

point de vue des ondes ultrasonores, ce type de couplage tend même vers un

couplage quasi-parfait (ondes de ré�exion d'amplitude négligeable). C'est

le type de couplage développé dans les modèles multicouches vus dans la

section précédente.

� Le découplage partiel ou partial bond, qui correspond à une grande

quantité de découplages locaux. L'e�et de celui-ci n'est pas observé locale-

ment à l'aide des ultrasons, uniquement leur e�et global sur le couplage est

révélé. Ce type de couplage est donc à la limite du découplage parfait.

� Entre ces deux conditions se trouve le couplage par compression ou

kissing bond. Ici, les couches ne sont pas couplées à l'aide de propriétés

adhésives, mais mécaniquement. Les surfaces en contact sont compressées

l'une contre l'autre. La raideur d'une telle condition d'interface est très

faible, mais engendre très peu de ré�exion des ondes ultrasonores et est

donc proche d'un couplage parfait de ce point de vue. D'un point de vue

mécanique et particulièrement de vibration des structures, cette condition

de couplage engendre quelques inconvénients. Un couplage par compression

présenterait rapidement une condition de découplage parfait en haute fré-

quence si la compression n'est pas répartie uniformément sur la structure.

De plus, une précontrainte appliquée aux matériaux pourrait grandement

changer leur comportement dynamique, et plus particulièrement leurs mo-

dules d'élasticité.

Par la suite, Lavrentyev [62, 63] a mis davantage en évidence les e�ets de

couplage sur la propagation d'une onde au sein du matériau multicouche étudié.

En 1998, il développa une étude sur deux plaques d'aluminium mis en contact par

compression progressive. On est donc face à un couplage par compression désigné

par l'appellation kissing bond dans la littérature. La particularité de son travail est

que la qualité du couplage était mesurée en fonction de la compression appliquée
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de part et d'autre du matériau bicouche. Ainsi, au fur et à mesure que la charge

augmente, la raideur d'interface augmente, symbolisant l'amélioration du couplage

à l'interface. Lavrentyev a approfondi l'analyse en 2000 [62] en étudiant l'interface

de deux couches d'acier fusionnées à 1100°C avec des pressions de bridage comprises

entre 5 et 20 MPa. La qualité du couplage, symbolisée par sa raideur, varie ainsi

fortement avec les conditions de couplages établies pendant la fabrication.

1.3.2 Caractérisation cohésive des interphases complexes

L'usage du mot � interface � ne fait pas toujours l'unanimité dans la littérature

scienti�que. Il arrive régulièrement qu'il soit employé a�n de décrire une couche

de très faible épaisseur où les propriétés mécaniques de cette couche ne sont pas

connues. Ce type de couche est généralement obtenu à la frontière entre le substrat

et l'adhésif, où ces deux matériaux vont se mélanger, comme illustré à la Figure 1.8.

zone cohésive

interphase

interface

}

Figure 1.8 � Schéma d'un tricouche dé�nissant les di�érentes régions d'un maté-
riau multicouche. La zone cohésive correspond à la couche d'adhésif uniquement.
Les interphases sont une région où les matériaux s'entremêlent dans l'épaisseur.
L'interface dé�nit une surface à la frontière entre les deux matériaux, des discon-
tinuités lors de décollement peuvent apparaître.

Ainsi, dans cette région, que l'on nommera ici l'interphase, des modèles sont

employés a�n de lever le voile sur cette complexité. L'e�et des interphases dans

un tricouche est généralement étudié simplement à l'aide de modèles 5 couches, ou

d'un tricouche avec des intercouches au comportement simpli�é, comme le modèle

de Jones [55]. Dans ce modèle, les interphases sont supposées su�samment petites

pour que la contrainte n'évolue pas au sein de cette couche de très faible épaisseur.

Il réécrit alors les propriétés physico-chimiques à l'interphase en fonction d'un

saut de déplacement entre les couches de part et d'autre de l'interphase, et de la
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contrainte aux surfaces en contact. Cette loi de comportement correspond alors à

l'Équation (1.18) vue précédemment, mais avec la prise en compte de l'épaisseur

de l'interphase. Les modèles qui tentent de modéliser les e�ets d'une interphase

ou d'un adhésif lui-même, à l'image du modèle de Jones [55], sont des modèles

cohésifs.

La caractérisation cohésive des interphases complexes a fait l'objet de nombreux

travaux. Margetan en 1992 [80] étudie expérimentalement le couplage de deux ma-

tériaux identiques (cuivre, fer, nickel ou alliages) avec di�érents défauts comme :

des inclusions inhomogènes avec une matière di�érente ; des espaces vides pério-

diques ; ou l'inclusion de tige de métal. Lowe en 1994 [76] utilise les ondes de Lamb

a�n de caractériser les e�ets cohésifs du couplage d'un adhésif. De Barros utilise le

même type de procédure en 2004 [24] avec aussi des ondes de cisaillement sur des

échantillons qui présentent di�érentes intensités de couplage. Ismaili en 2009 [53]

étudie la couche d'adhésif d'un matériau tricouche symétrique (aluminium-époxy-

aluminium). L'objectif est d'obtenir les caractéristiques mécaniques de la couche

d'époxy à partir d'une mesure ultrasonore. Attar en 2020 [5], traite un matériau

tricouche (aluminium, époxy, carbone+époxy) au couplage imparfait. Ce couplage

est étudié au niveau des interphases, c'est-à-dire, à la jonction entre l'époxy et

l'aluminium (ou l'époxy et le carbone+époxy), où se trouve un mélange des deux

couches consécutives aux caractéristiques incertaines.

Remarque sur l'usage du mot interface

L'usage du mot interface varie selon les auteurs dans les travaux traitant de

la mise en évidence expérimentale des e�ets des interfaces imparfaites. L'inter-

face désigne parfois une surface entre deux couches successives, parfois une couche

d'épaisseur non nulle au sein de laquelle les propriétés mécaniques ne sont pas clai-

rement dé�nies. Cette dernière correspond dans les faits plus �dèlement à ce que

l'on appelle l'interphase. En revanche, une modélisation qui ne fait pas cas de la

distinction interphase/interface peut réussir à avoir un comportement qui est phy-

sique. En e�et, la modélisation d'une interphase se réalise à partir d'une raideur,

tout comme l'interface. On trouve par exemple dans la littérature des auteurs qui

utilisent des modèles adhésifs (qui modélisent les e�ets d'interface) et des modèles
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cohésifs (qui modélisent les e�ets de l'adhésif lui-même) dans les mêmes travaux

et parviennent toutefois à décrire correctement le comportement physique du phé-

nomène [36, 80, 114]. En revanche, l'interphase fait l'hypothèse d'une contrainte

qui n'évolue pas dans cette couche de faible épaisseur, et échoue donc à décrire

des comportements de découplage comme le décollement ou le glissement total.

Cette ambiguïté peut aussi engendrer une mauvaise interprétation des résultats

expérimentaux, en confondant un e�et adhésif avec à un défaut cohésif, et inver-

sement, ce qui donnerait des valeurs erronées sur les caractéristiques mécaniques

de l'adhésif imparfait par exemple.

A�n de limiter les incompréhensions dans les présents travaux, dans la suite

de ce mémoire l'interface quali�era toute couche d'épaisseur nulle (ou

surface) entre deux couches successives. Les interfaces permettent ainsi

de modéliser les e�ets de couplage entre deux surfaces de di�érentes couches en

contact. Alors que l'interphase correspondra à une couche de faible épaisseur où

les couches en contact s'entremêlent. L'adhésif en tant que tel, ou toute autre

couche intermédiaire de faible épaisseur, sera considéré comme une couche

parmi les autres sans aucune distinction. Les défauts associés à l'adhésif lui-

même sont dé�nis comme des défauts cohésifs et ne sont pas les enjeux des

travaux présentés ici.

1.4 Conclusion

L'intérêt de cette synthèse bibliographique est de faire état de la littérature

scienti�que actuelle autour des modèles multicouches aux interfaces imparfaites,

a�n de pouvoir situer les objectifs de la présente thèse. Divisée en trois parties,

elle résume les travaux actuels avec quelques exemples non exhaustifs sur : la

modélisation dynamique de plaques et de plaques multicouches, accompagnée des

méthodes de résolution par discrétisation principales ; la modélisation de plaques

multicouches à interfaces imparfaites, accompagnée de quelques notions de méca-

nique du contact ; et les principaux travaux expérimentaux que l'on peut trouver
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sur les interfaces imparfaites.

À l'aune de cette synthèse bibliographique, plusieurs remarques ont été

tirées et sont résumées ci-dessous :

� La classi�cation de modèles de plaques multicouches en deux catégories

principales, les modèles ESL (Equivalent Single Layer) et les modèles LW

(Layer Wise), sont plus de l'ordre de l'application des modèles en question.

Il est relativement simple de passer d'une écriture à l'autre, mais la modé-

lisation intrinsèque de chaque modèle rendra son application en ESL ou en

LW plus adaptée, ce qui dé�nit alors sa famille de modèles.

� La loi d'interface utilisée dans les modèles multicouches actuels est simpliste

(raideur + amortissement), mais réussit tout à fait à décrire des e�ets d'in-

terface, à l'image des lois classiques de la dynamique des contacts continus.

Pour l'implémentation d'interfaces complexes plus variées, se tourner vers

les lois de dynamiques des contacts continus développées dans les sections

précédentes sera sûrement une première étape primordiale.

� Une divergence est parfois visible sur l'usage du terme � interface �, ce qui

peut mener à des incompréhensions quant à la nature de l'objet étudié dans

un article. Ainsi, dans les présents travaux de thèse, le terme interface est

utilisé uniquement pour décrire une surface (d'épaisseur nulle) entre deux

couches. Accessoirement, le terme interphase sera utilisé a�n de décrire une

couche se situant de part et d'autre d'une interface, où les di�érentes couches

du matériau s'entremêlent à l'échelle microscopique. L'adhésif en lui-même

est considéré ici comme une couche à part entière.

Les éléments abordés lors de cette synthèse bibliographique apportent les deux

axes de recherche d'intérêts sur lesquels se concentre cette thèse :

� Le premier axe est la modélisation dynamique équivalente de structures

multicouches aux interfaces imparfaites. De nombreux modèles LW existent,

mais de par leur nature, ils sont principalement employés pour prédire les

déformations et les contraintes par couche. Leur application en dynamique

est possible et existe, mais ce type de modèle échoue à décrire simplement le

comportement dynamique d'une structure multicouche aux interfaces com-

plexes avec des paramètres équivalents uniques. Pour pallier cela, l'implé-
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mentation d'interfaces imparfaites dans un modèle équivalent a été réalisée

au cours de ces travaux de thèse et est présentée au Chapitre 2.

� Le second axe est l'étude expérimentale du comportement vibratoire de ma-

tériaux multicouches aux interfaces complexes. Cette étude est un moyen

de valider le modèle établi dans les présents travaux. De plus, la commu-

nauté scienti�que a déjà publié sur l'étude des interfaces imparfaites dans

une structure multicouche, mais cela concernait majoritairement la propa-

gation d'ondes ultrasonores dans ces milieux dans le domaine du contrôle

non destructif. Il y a un manque notable d'études sur les conséquences des

interfaces imparfaites sur le comportement dynamique global de la structure

multicouche. Cela est étudié dans les Chapitres 3 et 4.
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Ce chapitre est consacré aux travaux de modélisation d'une structure plane

aux interfaces imparfaites réalisés au cours de la thèse. Ces travaux reposent sur le

modèle de Guyader et Lesueur [45] ainsi que sur les récents développements réalisés

par Marchetti [78]. L'objectif est d'étendre l'approche classique du modèle Guyader

vers la considération des interfaces imparfaites et ainsi d'obtenir des outils de

conception supplémentaires pour des matériaux multicouches en explorant l'e�et

des interfaces imparfaites.

Les deux premières sections de ce chapitre sont dédiées à une introduction

complète de la modélisation e�ectuée dans ces travaux. Cette introduction est sui-

vie d'une partie illustrée exclusivement par l'article que j'ai rédigé au cours de la

deuxième année de thèse sur le modèle équivalent aux interfaces imparfaites. Il a

été publié au Journal of Sound and Vibration en 2022 [9]. Ensuite, les sections

suivantes sont dédiées à apporter davantage de résultats pour exposer le modèle

dans son ensemble. Ce chapitre se termine sur les limitations actuelles du mo-

dèle ainsi que les perspectives envisagées. Ces travaux ont aussi fait l'objet d'une

communication à la conférence SAPEM 2021 [6].

2.1 Introduction de la modélisation

L'introduction au modèle ci-dessous et la Section � 3. Methodology � de l'ar-

ticle joint après sont vues comme complémentaires. En e�et, la partie introductive

présentée dans le manuscrit apporte des détails sur l'implémentation d'une loi d'in-

terface ainsi que le lien de celle-ci avec la mécanique du contact, ce qui n'est pas

présenté en détails dans l'article.

2.1.1 Champ de déplacement et implémentation d'une loi

de glissement

Le modèle de plaque développé ici a pour point d'origine le modèle de Guya-

der [45]. Son formalisme est résumé en détails par les travaux de thèse de Fabien

Marchetti qui a réalisé l'extension du modèle Guyader à des multicouches aniso-

tropes [78]. C'est un modèle LW dans ses premières étapes de modélisation, car il

postule un champ cinématique de plaque épaisse par couche comme montré aux
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Équations (2.1). Il considère alors trois modes de déformation : la déformation

membranaire, symbolisée par la variable ψ ; la �exion, symbolisée par la variable

W et plus particulièrement sa dérivée par rapport aux variables du plan horizontal

(x, y) ; et le cisaillement, symbolisée par la variable ϕ. Ces modes de déformations

sont illustrés schématiquement dans la Figure 2.1.

Flexion CisaillementMembrane

Figure 2.1 � Les 3 modes de déformations pris en compte dans le champ de
déplacement (Équations (2.1)) du modèle présenté.


unx = ψn

x(x, y, t)− (z −Rn)(
∂W (x,y,t)

∂x
+ ϕn

x(x, y, t)),

uny = ψn
y (x, y, t)− (z −Rn)(

∂W (x,y,t)
∂y

+ ϕn
y (x, y, t)),

unz = W (x, y, t),

(2.1)

Le modèle actuel débute aussi à l'Équation (2.1). Cette dernière correspond

au champ cinématique d'un multicouche exprimé dans le repère global, l'unique

repère utilisé dans ces travaux dont l'origine se situe au bord de la première couche

(confère l'article joint après Section 2.2 : � Fig. 1. Sandwich panels with perfect

interfaces. � ou � Fig. 2. Sandwich panel with imperfect interfaces modeled by

interface jump and interface sti�ness. �). La loi de comportement utilisée est clas-

siquement la loi de Hooke linéaire (Équation (2.2)) écrite par couche. Cette même

loi est utilisée dans le cadre d'un matériau multicouche orthotrope, ce qui donne

l'Équation matricielle (2.3)

σi
αβ = Qi

αβγδεiγδ (2.2)
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
σi
xx

σi
yy

σi
yz

σi
xz

σi
xy

 =


Qi

xxxx Qi
xxyy 0 0 0

Qi
yyxx Qi
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0 0 Qi
yzyz 0 0

0 0 0 Qi
xzxz 0

0 0 0 0 Qi
xyxy




εixx

εiyy

2εiyz

2εixz

2εixy

 (2.3)

Le champ de déformation en contraintes planes se calcule à l'aide des Équa-

tions (2.4).


εixx

εiyy

2εixy

2εixz

2εiyz

 =



∂
∂x

0 0

0 ∂
∂y

0
∂
∂y

∂
∂x

0
∂
∂z

0 ∂
∂x

0 ∂
∂z

∂
∂y


u

i
x

uiy

uiz

 . (2.4)

L'implémentation de la loi d'interface se réalise lors de l'homogénéisation du

multicouche, c'est-à-dire, lorsque le champ de déplacement du multicouche complet

(uix par exemple) se décrit à l'aide de la première couche, la couche de référence

(u1x). Pour cela, des équations de continuités du champ de déplacement et du

champ de contrainte sont admises, dans le cas d'un couplage parfait. Cependant,

dans le modèle actuel aux interfaces imparfaites, le champ de déplacement devient

discontinu. Les nouvelles équations aux interfaces peuvent ainsi s'écrire comme les

Équations (2.5). σi
αβ(x, y, z = zi) = σi−1

αβ (x, y, z = zi),

uiα(x, y, z = zi) = ui−1
α (x, y, z = zi) + ûi−1

α .
(2.5)

Où, ûi−1
α désigne le saut de déplacement dans la direction α = {x, y} et ne dépend

ni de x ni de y dans les présentes hypothèses, l'indice i dans ûi−1
α est relatif non

pas à la couche i − 1 mais à l'interface i − 1. Cette dernière représente la surface

supérieure de la couche i− 1. Le même indice est utilisé dans les deux cas car ils

sont équivalents. Si l'interface avait été dé�nie comme la surface inférieure de la

couche i−1, l'équation d'interface aurait été écrite simplement à l'aide de ûiα pour

permettre de nouveau cette équivalence.
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A�n d'homogénéiser le multicouche, les Équations (2.5) sont toutes réécrites

en utilisant le champ de déplacement (2.1) et la loi de Hooke (2.3). L'ensemble

des équations linéaires obtenu peut être réécrit sous la forme matricielle telle que

l'Équation (2.6).



∂W
∂x

ϕi
x

ψi
x

∂W
∂y

ϕi
y

ψi
y


=



1 0 0 0 0 0

0 Ai
xx 0 0 Ai

xy 0

Bi Ci
xx 1 0 Ci

xy 0

0 0 0 1 0 0

0 Ai
yx 0 0 Ai

yy 0

0 Ci
yx 0 Bi Ci

yy 1




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∂x

ϕi−1
x

ψi−1
x

∂W
∂y

ϕi−1
y

ψi−1
y


+



0

0

ûi−1
x

0

0

ûi−1
y


(2.6)

U i = T iU i−1 + Û i−1. (2.7)

Ainsi, a�n d'exprimer n'importe quel vecteur des variables cinématiques de la

couche i noté U i, il su�t d'appliquer l'opérateur T i et d'ajouter la contribution

du glissement pour chaque interface traversée. Par exemple, pour un tricouche la

propagation du champ cinématique s'écrit : U 3 = T 3U 2 + Û 2 = T 3(T 2U 1 +

Û 1) + Û 2. Le cas des interfaces parfaites se retrouve directement si Û i = 0. La

composante discontinue du champ cinématique se propage plus simplement au �l

des interfaces traversées car Û j est invariant à l'application de T i, autrement dit

T iÛ j = Û j. La propagation s'écrit alors comme le cas parfait plus la somme des

contributions discontinues, ce qui revient à écrire l'Équation matricielle (2.8).

U i = T iT i−1...T 2U 1 +
n=i−1∑
n=1

Ûn. (2.8)

Avec comme résultats spéci�ques : T 1 = I6, avec I6 la matrice identité de taille

6×6 ; et ÛN = 0 avec N l'indice de la couche supérieure du multicouche. Ce terme

est nul car aucune couche ne se situe au-dessus, il n'existe donc pas d'interface.

En utilisant les Équations issues de (2.8), le champ cinématique de la couche

i est réécrit uniquement en fonction de la couche i = 1. Le champ de déplace-

ment obtenu après homogénéisation ainsi que la présentation de ses di�érentes

composantes sont réunis dans la Figure 2.2
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Flexion CisaillementMembrane Glissement

Figure 2.2 � Représentation des 4 composantes considérées dans le modèle pré-
senté et l'écriture du champ de déplacement associé.

2.1.2 Loi de comportement de l'interface

La loi de comportement utilisée pour modéliser les e�ets d'interface ou e�ets de

couplage est écrite par analogie avec un ressort. Une forme similaire a été vue dans

la synthèse bibliographique au Chapitre 1 (confère les Équations (1.18)-(1.19) et

la description qui les accompagne), mais elle est rappelée dans cette section avec

les Équation (2.9)-(2.10). (
σ̂i
xz

σ̂i
yz

)
=

(
Ki

xx Ki
xy

Ki
yx Ki

yy

)(
ûix

ûiy

)
(2.9)

(
ûix

ûiy

)
=

(
Bi

xx Bi
xy

Bi
yx Bi

yy

)(
σ̂i
xz

σ̂i
yz

)
(2.10)

Où, Ki
αβ et Bi

αβ désignent respectivement la raideur et la souplesse de la couche i

avec α = {x, y} et β = {x, y}.
La dissipation de l'interface peut être prise en compte par une partie imagi-

naire, à l'image de la dissipation de déformation. De cette manière, ces lois corres-

pondent à la force de contact classique rappelée dans l'Équation (1.22) et dans le

Tableau 1.2. Il est possible d'écrire la loi de comportement de l'interface linéaire

par morceaux, en fonction des contraintes qui lui sont appliquées et donc implici-

tement en fonction de la fréquence de déformation. Cela permettrait notamment

de prendre en considération des comportements plus complexes, comme la force

\I]]! 
( - - - - --1- - . B 

\ )---------\--
1-----------

{
u~ = ïU; (x, y, t) + Fw 88~ + F7;x</>; + F7;y <Pl + I:7=1 û~, 

u~: ïUl (x, y, t) + Fw 88i: + F;)x <f>; + F;)y<Pl + I:7=1 ûi, 
Uz - W(x, y, t). 
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de contact de Hertz, voire de Hertz amélioré avec un amortissement non-linéaire,

aussi présentées dans le Tableau 1.2. Cette analyse n'a malencontreusement pas

été e�ectuée durant les présents travaux de thèse, mais les équations a�ectées par

une implémentation d'une interface non linéaire sont détaillées à l'Annexe C.

La propagation du saut de déplacement de la couche i dans la direction de α

noté ûiα, utilisée implicitement pour obtenir l'équation de la Figure 2.2, a nécessité

quelques hypothèses. Il y a bien sûr les hypothèses d'ores et déjà appliquées dans

le modèle Guyader, par exemple : l'isothermie du système, le champ de dépla-

cement linéaire selon z. Cependant, des hypothèses supplémentaires ont dû être

formulées exclusivement pour la loi de comportement de l'interface. Le saut de

déplacement de la couche i dans l'axe (Oα) noté ûiα, est supposé constant selon

les trois variables spatiales (x, y, z). Puisque c'est une surface, son indépendance

vis-à-vis de la variable z est évidente, mais pour le plan (x, y) cela n'est bien sûr

pas représentatif de la réalité. En e�et, un défaut de collage, telle qu'une inclu-

sion par exemple, ne peut pas être omniprésente dans le plan (x, y). Cependant,

cette hypothèse d'homogénéisation permet d'obtenir un seul et simple paramètre

rendant compte de l'e�et �nal apparent du couplage imparfait du système étudié.

Au sujet de la notation, les interfaces étant supposées isotropes pour l'ensemble

des applications, on a Bi
xx = Bi

yy et B
i
xy = Bi

yx = 0. Cela implique que le paramètre

d'interface sera régulièrement noté Bi directement en omettant les directions.

2.2 Equivalent dynamic model of multilayered struc-

tures with imperfect interfaces : Application to

a sandwich structured plate with sliding inter-

faces, JSV 2022

Cette section est réservée à l'article que j'ai rédigé durant les présents travaux

de thèse. Il a été publié au JSV et présente dans sa globalité le modèle développé.

L'article reprend les hypothèses initiales du champ de déplacement et parcourt

sommairement les di�érentes étapes de l'homogénéisation du champ de déplace-

ment. Ensuite, la méthodologie de calcul est explicitée, suivie de l'application à



2.2 Equivalent dynamic model of multilayered structures with imperfect interfaces :
Application to a sandwich structured plate with sliding interfaces, JSV 2022 65

des structures sandwiches. L'article est intégré dans le manuscrit tel que sa ver-

sion publiée dans le Journal of Sound and Vibration 535 (2022) 117052, en anglais

[9].
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A B S T R A C T

This works aims to build an equivalent model of multilayered structures with imperfect
interfaces for vibro-acoustic modeling and characterization. To take into account imperfections,
new interface conditions including constitutive equations, that describe the imperfections, are
implemented. Once the displacement field with imperfect interfaces is obtained, the dispersion
relation of the structure is derived from the equivalent model. The bending wavenumbers are
then used to compute the equivalent flexural rigidity and the damping of the sandwich panel.
In this paper, the methodology is applied to a sandwich panel with sliding interfaces. The
equivalent parameters are computed and compared to the reference case, i.e. perfect interfaces
model. The main impact of the imperfection on the results is a shift towards the low frequency
of the equivalent parameter curves.

1. Introduction

This work aims to develop an equivalent model able to characterize and optimize the behavior of multilayered structures with
imperfect interfaces. The structures of interest here are sandwich panels, made up of three layers with a soft layer as core, usually
thick, and hard skins from either side of the core. Sandwich panels are mainly used in the industry because of its high ratio stiffness
over mass and its effectiveness to dissipate vibrations by using the high damping of the core. Hence, such structures yield many
applications in several fields such as transport [1,2] or civil engineering [3,4], mostly for customer comfort and energy savings in
the audible spectrum.

This particular interest has found echoes in the scientific community, which has developed many models to predict the response
of such materials. Equivalent plate models are increasingly developed in the scientific community these last years [5–9], because
of their several advantages for the calculation and the understanding of the modeling. For instance: (1) a minimum calculation
time allows the testing of many configurations efficiently i.e. without using a finite element model mainly 3D with a significant
mesh. (2) A small amount of parameters which make the method easily implemented. (3) Physical meaning brought by the physical
model. Carrera [5] has gathered the models into three categories depending on their implementation types. The first category is the
Equivalent Single Layer (ESL) models, they describe the displacement of the whole structures through the displacement variables of a
reference layer. The second category is the Layer-Wise (LW) models, they describe the behavior of the structure in each layer, which
increase the calculation time but increase also the accuracy. For instance, LW description is more accurate than a corresponding ESL

∗ Corresponding author at: Univ Lyon, ENTPE, Ecole Centrale de Lyon, CNRS, LTDS, UMR5513, Vaulx-en-Velin, 69518, France.
E-mail address: nicolas.auquier@entpe.fr (N. Auquier).

https://doi.org/10.1016/j.jsv.2022.117052
Received 8 November 2021; Received in revised form 16 May 2022; Accepted 19 May 2022

-
EL<;EVIER 



Journal of Sound and Vibration 535 (2022) 117052

2

N. Auquier et al.

model, i.e. same hypothesis and order for z-expansion. The third category is for hybrid models, hereby providing the advantages of
both previous categories. Once the model is chosen, the goal is similar and consist in developing a calculation methodology from
the displacement field of the panel, to get the equivalent parameters of the multilayered system or its strains.

Guyader and Lesueur [10,11] developed a hybrid model for n-layers structures based on the work of Sun [12]. The methodology
is developed by assuming a displacement field composed of 3 types of displacement: transversal, shearing and bending displacement,
which is related to the Reissner model [13]. The latter is an extension of the Love-Kirchhoff plate theory [14] that takes into account
shear strains throughout the thickness of the plate. Firstly, each layer has a specific displacement field as a LW model, but then
interface conditions between the layers are implemented in order to propagate the kinematic field of the layer 𝑛 into the layers.
The propagation is applied until the kinematic field of the layer 𝑛 is fully described with respect to the kinematic variables of the
first layer, chosen as the reference layer in most cases. Once the kinematic field is fully propagated, the model is equivalent to an
ESL model because the kinematic of all the layers are described thanks to the reference layer only. Thus, this kinematic field can be
used to derive equivalent parameters of the multilayered structure, such as the equivalent flexural rigidity or the damping. The work
of Guyader has been recently improved by Marchetti [15,16], he extended the previous work to panel structures with anisotropic
layers and it gathers many details about the implementation of the model.

However, the interface perfection between two consecutive layers in multilayered media is not guaranteed, which yields to
uncertainties in the characterization of panels. Interface characterization for multilayered structures has found some interest in the
scientific community. Schoenberg [17] showed the impact of a slipping interface over the propagation of an elastic wave through
the media, especially at the interface between two layers, where the plane wave reaction (described by the reflection coefficient for
instance), will depend on the interface properties. In this work, the effects of the sliding between two consecutive layers are modeled
thanks to a zero-thickness interface, but interface can also refers to actual thickness inside a layer or between two layers where
inhomogeneities are present as in [18]. In the latter, the goal of using interface modeling is to simplify the model by considering a
small thickness with specific parameters that will take into account the impact of the inhomogeneities. Larentyev [19] experimentally
highlighted pure interface effect due to interface quality. He analyzed the interaction of ultrasonic waves sent through two roughened
aluminum layers in contact. Since the layers have the same properties, the interface properties are only function of the coupling
quality. Throughout the previous works, it is shown that an interface stiffness is a good tool to describe interface properties, low
interface stiffness is related to a low bonding quality and a very high interface stiffness is similar to a perfectly bonded system.

The goal of this work is to extend the latest improvement of the Guyader’s model for multilayered plates, by taking into account
imperfect interfaces, and more specifically, as a first step, sliding between the layers. The modeling of sliding interfaces is performed
as in the work of Larentyev [19], which consist of assuming interface stress resulting of sliding and interface stiffness. Thus, an
equivalent model is derived with new assumptions for the interface conditions between the layers, and several material parameters
are calculated to check the impact of such modifications. So far, the effects of imperfect interfaces in equivalent plate models
observed in simulations are mainly about internal stresses of the multilayered plate [20–24]. The interest is mainly in the evaluation
of the maximum stress for each layer of a panel under a static load. It is shown that an equivalent model with perfect interfaces
will underestimate the stresses applied to the skins, which could be a problem if the skins are too thin for example.

One original feature of this work is to implement imperfect interfaces into a dynamic model and to highlight its effect on
frequency-dependent equivalent parameters, such as the equivalent flexural rigidity. Moreover, the application chosen, instead of
being a two-layered or three-layered plate with the same thickness and the same material properties as the previous cited models,
is a sandwich panels, which implies three layers with two different thickness and two different materials. The paper is organized
as follows: Section 2 describes the model development in details. The Section 3 describes the methodology used to derive dynamic
parameters in order to show the imperfection impacts and to compare them with the perfect interfaces case. The Section 4 shows
the results of the methodology application to a sandwich panel; in Section 5 is discussed the model assumptions and the results.

2. Models

The aim of this section is to detail the models used in the current work. It starts with the Guyader–Marchetti’s model and its
assumptions, in order to see clearly the modification carried out in the proposed model and also to have a better understanding of
its starting assumptions. The modification of the model is done to take into account imperfections. In this work, the imperfections
assumed in the model are jumps of the transverse displacement, which implies uncontinuous displacement field between the layers.
This modification is implemented similarly to other imperfect interface models [20–24] but in dynamics, and is summarized by the
new displacement field. Throughout this paper, the model presented is developed in the isotropic case for the sake of simplicity.
But the model with imperfect interfaces can be developed for an anisotropic case as in Marchetti’s work for the perfect interfaces
case [15,16].

2.1. Guyader–Marchetti’s model

The beginning of our work settled in the equivalent model for multilayered plate of Guyader [10] and especially in the recent
developments of Marchetti [15] who extended the model to anisotropic plates. The Guyader’s model is categorized as a ‘‘Zig-Zag’’
model, the main characteristic of such models is that they take into account a kinematic analysis for each layer and then use perfect
interface conditions between the layers as in Fig. 1 to obtain an Equivalent Single Layer (ESL) modeling.
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Fig. 1. Sandwich panels with perfect interfaces.

The Guyader’s model starts with the displacement field introduced by Sun and Whitney [12]:

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝑢𝑛𝑥 = 𝑢𝑛0𝑥 (𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝑧
𝑛𝜙𝑛𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑡),

𝑢𝑛𝑦 = 𝑢𝑛0𝑦 (𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝑧
𝑛𝜙𝑛𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑡),

𝑢𝑛𝑧 = 𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑡),

(1)

with, 𝑢𝑛𝑖 the displacement of the layer 𝑛 for the coordinate 𝑖, 𝑧𝑛 the thickness coordinate with the origin located at the midplane of
the 𝑛th layer and 𝜙𝑛𝑖 the rotation in the (Oxz) or (Oyz) plane.

However, the displacement field is written differently in [10] by adding a new kinematic variable to the model. The Guyader’s
displacement field is assumed to be described thanks to 3 displacement terms, namely: the bending, the shearing and the membrane
displacement, respectively represented by 𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑡) and 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑡), which corresponds to a Reissner’s [13] or Mindlin’s [25]
plate.

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝑢𝑛𝑥 = 𝜓𝑛𝑥 (𝑥, 𝑦, 𝑡) − (𝑧 − 𝑅𝑛)(
𝜕𝑊 (𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑥 + 𝜙𝑛𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑡)),
𝑢𝑛𝑦 = 𝜓𝑛𝑦 (𝑥, 𝑦, 𝑡) − (𝑧 − 𝑅𝑛)(

𝜕𝑊 (𝑥,𝑦,𝑡)
𝜕𝑥 + 𝜙𝑛𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑡)),

𝑢𝑛𝑧 = 𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑡),

(2)

with, 𝜓𝑥 (𝜓𝑦) the translation over the 𝑂𝑥𝑛 (𝑂𝑦𝑛 axis), which simply describes the displacement yielded by the extensional waves in
the layer 𝑛, 𝑅𝑛 is the 𝑧 mid-plane coordinate of the layer 𝑛 with respect to the global axis. 𝜙𝑛𝑥 (𝜙𝑛𝑦) is the rotation around the Oy
(Ox) axis, which is depending on shear of the structure.

Firstly, all the layers have the same theoretical displacement field formulation but their index. Thus, to compute the displacement
field of the whole plate, one has to propagate the displacement field into the layers thanks to interface conditions between the layers.
For the Guyader model, it is done throughout continuity conditions of the kinematic field and the stresses. In the Guyader–Marchetti’s
case, the interface conditions are continuity conditions for the transverse shear stresses and the displacement field.

{

𝜎𝑛𝛼𝑧 = 𝜎𝑛−1𝛼𝑧 ,
𝑼 𝑛 = 𝑼 𝑛−1,

(3)

with, 𝛼 = {𝑥, 𝑦} and 𝑼 𝑛 = [𝑢𝑛𝑥, 𝑢
𝑛
𝑦, 𝑢

𝑛
𝑧].

The interface conditions leads to a linear system of equations that can be rewritten by means of a transfer matrix of the interface
𝑛 [𝑇 𝑛]. This linear system of equations expresses the kinematic field of the layer 𝑛 (𝑈𝑛) with respect to the kinematic field of the
layer 𝑛−1 (𝑈𝑛−1), which yields (𝑈𝑛) = [𝑇 𝑛].(𝑈𝑛−1). After all, [𝑇 𝑛] can be seen as an operator, its application to the kinematic field of
the layer (𝑈𝑛) yields the kinematic field of the next layer (𝑈𝑛+1). The operator has to be applied as much as there are layers, so one
can derive the expression of the kinematic field of the layer 𝑛 with respect the layer 𝑛 = 1 and by doing so, derive an ESL model
because the displacement field of the whole panel is described thanks to a single layer. If the reader is interested in the details of
the derivation he can refers to the work of Marchetti [15].

Once the displacement field is fully propagated, the displacement variables of the first layer are the only unknowns of the model:

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝑢𝑛𝑥 = 𝜓1
𝑥 (𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝐹𝜔

𝜕𝑊
𝜕𝑥 + 𝐹 𝑛𝑥𝑥𝜙

1
𝑥 + 𝐹

𝑛
𝑥𝑦𝜙

1
𝑦,

𝑢𝑛𝑦 = 𝜓1
𝑦 (𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝐹𝜔

𝜕𝑊
𝜕𝑦 + 𝐹 𝑛𝑦𝑥𝜙

1
𝑥 + 𝐹

𝑛
𝑦𝑦𝜙

1
𝑦,

𝑢𝑛𝑧 = 𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑡),

(4)

h 

n=2 

n=l 
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Fig. 2. Sandwich panel with imperfect interfaces modeled by interface jumps and interface stiffness.

with, 𝐹𝜔 = 𝑅1 − 𝑧, 𝐹 𝑛𝑖𝑗 = 𝛼𝑛𝑖𝑗 (𝑅𝑛 −2)+ 𝛾𝑛𝑖𝑗 . 𝛼
𝑛
𝑖𝑗 and 𝛾𝑛𝑖𝑗 are material parameters (mainly Young’s modulus ratios) yielded by the transfer

matrix [𝑇 𝑛]. The details are given in appendix of Loredo [26] or by Marchetti [15].
Thus, the Eq. (4) are the same as Eq. (2) but propagated thanks to the interface conditions. Fundamentally, the next step is

to obtain the equation of motions and then compute equivalent parameters. However, the next subsection will describe the other
model used in this paper. It introduces the interface conditions that take into account bonding imperfections, which has an impact
on the propagated displacement field seen in Eq. (2).

2.2. Imperfect interface implementation

Previously, the interface conditions are assumed to respect perfect continuity of the displacement field and the transverse and
vertical stresses, describing hereby perfect interfaces. For example, Massàbo’s model [22] also starts with a Zig-Zag model, it
takes into account transverse shear as previously but the mathematical formulation is slightly different and used only in a static
application. A displacement field for each layer is also stated, but displacement variables come from mathematical assumptions
sorted by smoothness types, defined by the number of continuous derivatives it has over a domain. This yields the global
displacement to be a composition of different function classes: a global displacement with a continuous first derivative function over
𝑧 also known as a 𝐶1 function; and perturbations with a piecewise continuous function over 𝑧 namely a 𝐶0 function. This model is
equivalent to the previous model because the displacement field takes into account the same phenomenon such as shearing, bending
and membrane effects.

The imperfect interface is implemented by assuming discontinuous displacement field at the interfaces Fig. 2. Then, a constitutive
equation is formulated for the interfaces in order to compute the sliding term in the new displacement field. A spring approach is
used to represent imperfect interface effects, the springs take into account the coupling quality between two consecutive layers.
If the equivalent stiffness approaches infinity the interface has a perfect interface behavior. However, if the equivalent stiffness
approaches 0 the consecutive layers are totally debonded. The spring stiffnesses are piecewise linear functions, which makes such
formulation quite adaptive if needed. On one hand, these functions are called ‘‘jumps’’ and are written 𝑢̂𝑥𝑛 or 𝑢̂𝑦𝑛 for interfacial slip
in the 𝑥 or the 𝑦 direction. On the other hand, they are called ‘‘openings’’ and are written 𝑢̂𝑧𝑛 for a discontinuity in the 𝑧 direction.
These discontinuities can be computed by the difference between the displacement field of two consecutive layers:

𝑼̂ 𝑖
𝑛 = 𝑼 𝑖

𝑛 − 𝑼 𝑖
𝑛−1. (5)

It is noteworthy to specify that the interface indexation depends on the indexation of the layers. In this work, the interface
index is chosen according to the upper layer, which implies that for 𝑛 = 1 there is not an interface since it indicates the first layer.
Mathematically, it is represented by writing simply 𝑈̂ 𝑖

1 = 0. Moreover, openings are not considered in the model, they are assumed
to be negligible 𝑢̂𝑧𝑛 ≈ 0.

Thus, this new term in the displacement field is implemented into the Guyader–Marchetti’s model and is represented in Fig. 2.
To do so, the interface conditions are changed to discontinuous interface conditions for the displacements but still continuous for
the stresses since contact is still occurring. The new interface conditions taken into account are modeled as:

{

𝜎𝑛𝛼𝑧 = 𝜎𝑛−1𝛼𝑧 ,
𝑼 𝑛 = 𝑼 𝑛−1 + 𝑼̂ 𝑛

𝑖 .
(6)

Once the interface conditions are modified, the derivation of the equations is done similarly as Guyader–Marchetti’s model.
Fortunately, the propagated displacement field can be written almost the same way as in Eq. (4) by gathering the terms with

û~ /_ :::···• 11 11111111 I --

interface stiffness Kyy 1 



Journal of Sound and Vibration 535 (2022) 117052

5

N. Auquier et al.

Fig. 3. Illustration of two different cases for the constitutive equation of imperfect interfaces. (a) purely elastic interface with piecewise linear interface parameter
𝐵, (b) linear non-proportional interface with piecewise linear interface parameter 𝐵.

respect to the kinematic variables:

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝑢𝑛𝑥 = 𝜓1
𝑥 (𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝐹𝜔

𝜕𝑊
𝜕𝑥 + 𝐹 𝑛𝑥𝑥𝜙

1
𝑥 + 𝐹

𝑛
𝑥𝑦𝜙

1
𝑦 +

∑𝑛
𝑖=1 𝑢̂

𝑖
𝑥,

𝑢𝑛𝑦 = 𝜓1
𝑦 (𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝐹𝜔

𝜕𝑊
𝜕𝑦 + 𝐹 𝑛𝑦𝑥𝜙

1
𝑥 + 𝐹

𝑛
𝑦𝑦𝜙

1
𝑦 +

∑𝑛
𝑖=1 𝑢̂

𝑖
𝑦,

𝑢𝑛𝑧 = 𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑡).

(7)

However, the so-called jumps are not directly quantified and need another equation in order to be physically valuable. Thus, an
equation has to be used in order to write the jumps with respect to known parameters. So the following constitutive equations are
used:

𝝈̂𝑛𝑧=𝑧𝑛 = 𝑲𝑛.𝑼̂ 𝑛, (8)

And in its inverse form:

𝑼̂ 𝑛
𝑧=𝑧𝑛 = 𝑩𝑛.𝝈̂𝑛, (9)

with, ‘‘.’’ the scalar product, 𝝈̂𝑛 = [𝜎̂𝑛𝑥𝑧, 𝜎̂
𝑛
𝑦𝑧] the vector of the interface stresses between the layers 𝑛 and 𝑛−1, 𝑲𝑛 = [𝐾𝑛

𝑥𝑥 𝐾
𝑛
𝑥𝑦, 𝐾

𝑛
𝑦𝑥 𝐾

𝑛
𝑦𝑦]

the matrix of interface stiffness, 𝑩𝑛 = [𝐵𝑛𝑥𝑥 𝐵
𝑛
𝑥𝑦, 𝐵

𝑛
𝑦𝑥 𝐵

𝑛
𝑦𝑦] the matrix of interface compliance. The stiffness matrix 𝑲𝑛 or the compliance

matrix 𝑩𝑛 are complex matrices in order to take into account interface dissipation. Nevertheless, the dissipation can be implemented
thanks to a dissipative term such as 𝝈̂𝑛𝑧=𝑧𝑛 = 𝑲𝑛.𝑼̂ 𝑛 + 𝒕𝑛 with 𝒕𝑛 = [𝑡𝑥, 𝑡𝑦] the vector of interface losses. Such equations describe the
bonding behavior between consecutive layers with 2 limit cases. Let us write 𝜎̂𝑛𝑥𝑧 = 𝐾𝑛

𝑥𝑧𝑢̂
𝑛
𝑥 or in its inverse form 𝑢̂𝑛𝑥 = 𝐵𝑛𝑥𝑧𝜎̂

𝑛
𝑥𝑧, which

corresponds to an isotropic plate. If 𝐾𝑛
𝑥𝑧 → 0, so 𝜎̂𝑛𝑥𝑧 → 0, which describes a fully debonded case because no energy communication

is carried out between the layers. If 𝐵𝑛𝑥𝑧 → 0, so 𝑢̂𝑛𝑥 → 0, which corresponds to a perfectly bonded condition such as the Guyader’s
case where no imperfections are assumed.

Moreover, since the interface stiffness (or compliance) is written as a piecewise linear function, several kind of interfaces can
be described. Such functions can, by their formulation, illustrate many kinds of interface behaviors, for instance a classic linear
function of 𝑢̂, a non-linear behavior or even non-elastic behavior. Fig. 3 shows two different cases: an elastic piecewise linear case;
and a non-elastic case.

Thus, the jumps (𝑈̂𝑛) can be written thanks to Eq. (9), by means of the material parameters and the stresses. To link the kinematic
variables to the interface variables, the Hooke’s law has to be used. Then, the displacement field can be rewritten by using only the
kinematic variables and some material parameters. In the case of 𝑢̂𝑛𝑥 for the most general case:

𝑢̂𝑛𝑥 = 𝐵𝑛𝑥𝑧(𝛷
1
𝑥(−𝛼

𝑛
𝑦𝑥𝑄

𝑛
45 − 𝛼

𝑛
𝑥𝑥𝑄

𝑛
55) +𝛷

1
𝑦(−𝛼

𝑛
𝑦𝑦𝑄

𝑛
45 − 𝛼

𝑛
𝑥𝑦𝑄

𝑛
55) − 𝑡

𝑛
𝑥), (10)

with, 𝑄𝑖𝑗 stiffness values following Voigt’s notation. After writing an equivalent equation for 𝑢̂𝑛𝑦, the propagated displacement field
Eq. (7) can be written as:

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝑢𝑛𝑥 = 𝜓1
𝑥 (𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝐹𝜔

𝜕𝑊
𝜕𝑥 + 𝐹 𝑛𝑥𝑥𝑔𝜙

1
𝑥 + 𝐹

𝑛
𝑥𝑦𝑔
𝜙1
𝑦 −

∑𝑛
𝑖=1 𝐵

𝑖
𝑥𝑧𝑡

𝑖
𝑥,

𝑢𝑛𝑦 = 𝜓1
𝑦 (𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝐹𝜔

𝜕𝑊
𝜕𝑦 + 𝐹 𝑛𝑦𝑥𝑔𝜙

1
𝑥 + 𝐹

𝑛
𝑦𝑦𝑔
𝜙1
𝑦 −

∑𝑛
𝑖=1 𝐵

𝑖
𝑦𝑧𝑡

𝑖
𝑦,

𝑢𝑛𝑧 = 𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑡).

(11)

Where, 𝐹𝑥𝑥 became 𝐹𝑥𝑥𝑔 = 𝐹𝑥𝑥 − 𝐵𝑛𝑥𝑧(𝛼
𝑛
𝑦𝑥𝑄

𝑛
45 + 𝛼𝑥𝑥𝑄𝑛55), 𝐹𝑦𝑦 became 𝐹𝑦𝑦𝑔 = 𝐹𝑦𝑦 − 𝐵𝑛𝑦𝑧(𝛼

𝑛
𝑦𝑦𝑄

𝑛
44 + 𝛼𝑛𝑥𝑦𝑄

𝑛
45), 𝐹𝑥𝑦 became 𝐹𝑥𝑦𝑔 =

𝐹𝑥𝑦 −𝐵𝑛𝑥𝑧(𝛼
𝑛
𝑦𝑦𝑄

𝑛
45 + 𝛼

𝑛
𝑥𝑦𝑄

𝑛
55) and 𝐹𝑦𝑥 became 𝐹𝑦𝑥𝑔 = 𝐹𝑦𝑥 −𝐵𝑛𝑦𝑧(𝛼

𝑛
𝑦𝑥𝑄

𝑛
44 + 𝛼

𝑛
𝑥𝑥𝑄

𝑛
45). It is noteworthy to say that in this case, no openings

are taken into account, which leaves 𝑢𝑛𝑧 unmodified. If the layers of the multilayered plate are assumed to be isotropic, it yields
𝐹𝑥𝑦 = 𝐹𝑦𝑥 = 0 and 𝐹𝑥𝑥 = 𝐹𝑦𝑦.

Once the displacement field is obtained, most of the previous applications [20,22] show the impact of the imperfections on the
displacement field or on the stresses under a static load. However, the presented model is a dynamic model for infinite plate, but the

0.5 

0.5 

0 0 

-0.5 

-0.5 
-1 

-1 -0.5 0 0.5 -1 -0.5 0 0.5 
'Û, ·û 

(a) (b) 
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displacement can still be visualized as shown in Section 3.1 and particularly thanks to Fig. 9, where the impact of the imperfection
can clearly be checked after computation: a discontinuity of the displacement at the interfaces. In this work, the impact on equivalent
dynamic parameters is shown, such as the flexural rigidity and the equivalent damping. A new displacement field Eq. (7) is used, but
the computation methodology follows the same steps as Guyader or Woodcock’s work [10,27]. Similarly to the previous model, the
coefficients can be propagated into the equations without repeating the derivation from scratch. But, this has to be done carefully
by considering every step and the changes it yields on the equations. For instance, a spatial derivative of the displacement field
could impact the new coefficients if they are functions of space.

The model has been fully described in this section. In the light of the details given throughout the model description some
limitations can be drawn:

• Dilatation motion is not yet considered in the presented model. The first dilatation modes are hereby the high frequency limit
of the model.

• The vertical displacement is assumed to be linear with respect to 𝑧. This yields the shear stresses to be constant through the
thickness. Marchetti has shown that the effect of this assumption has low impact on the dynamics of multilayered plate [15]
for the audible spectrum.

• The interface parameter, namely the interface stiffness 𝐾𝑖𝑗 or the interface compliance 𝐵𝑖𝑗 is assumed to be constant throughout
this work for the sake of simplicity. But, the parameter can be implemented frequency dependent or space dependent if needed.

• Openings 𝑢̂𝑛𝑧 are not currently considered here. They are assumed to be negligible.

3. Methodology

This section details the methodology applied in this work to visualize the impact of the imperfections on the equivalent
parameters, this gives insight into the panel behavior and particularly into the imperfection impact. It is done by considering
the multilayered plate as a single layer plate for each frequency and compute its equivalent parameters as in [28], this will
yield frequency-dependent parameters for the bending motion. In order to give evidence about the correctness of the method, the
dispersion curves are compared with the Spectral Finite Element Method (SFEM) used by Shorter [29].

The methodology detailed in this section can be summarized thanks to the workflows in Fig. 4. Firstly, the displacement field
𝒖𝑛 is used to compute the kinetic energy and the strain energy in order to use the least action principle. This yields a differential
equation system that can be written thanks to matrices. A particular solution, which describe a propagative wave in the (Ox) and
(Oy) directions, is assumed and leads to a system of equation with respect to the wavenumber 𝑘. Finally, the determinant of the
equation yields the wavenumbers with respect to the frequency. Then, the bending wavenumbers are retrieved and equivalent
dynamic parameters are computed by using a Love–Kirchhoff model. The main idea is to compute the bending wavenumber taken
into account by the displacement field assumed Eq. (7). Then, compute the frequency dependent flexural rigidity by doing a thin-
plate equivalence thanks to the Love–Kirchhoff model. All these parameters will finally be used in an application in the next section
to illustrate the impact of the imperfections on the equivalent parameters and so the behavior of an imperfect panel. All the examples
shown in the methodology section are obtained from the parameters of a three-layers multilayered plate. Their values are gathered
in Table 3.

3.1. Wavenumber calculation

Once the displacement field is obtained Eq. (11), the next step is to write the equation of motions. To do so, the Lagrangian of
the system is computed 𝐿 = 𝑇 − 𝑉 , which needs the computation of the kinetic energy 𝑇 with Eq. (12) and of the potential energy
𝑉 with Eq. (13):

𝑇 = ∫

+ 𝐿𝑥
2

− 𝐿𝑥
2

∫

+ 𝐿𝑦
2

−
𝐿𝑦
2

[

1
2
∑

𝑛 ∫

𝑧𝑛+
ℎ𝑛
2

𝑧𝑛−
ℎ𝑛
2

𝜌𝑛

(

|

|

|

|

|

𝜕𝑢𝑛𝑥
𝜕𝑡

|

|

|

|

|

2

+
|

|

|

|

|

𝜕𝑢𝑛𝑦
𝜕𝑡

|

|

|

|

|

2

+
|

|

|

|

|

𝜕𝑢𝑛𝑧
𝜕𝑡

|

|

|

|

|

2)

𝑑𝑧

]

𝑑𝑦𝑑𝑥. (12)

𝑉 = ∫

+ 𝐿𝑥
2

− 𝐿𝑥
2

∫

+ 𝐿𝑦
2

−
𝐿𝑦
2

[

1
2
∑

𝑛 ∫

𝑧𝑛+
ℎ𝑛
2

𝑧𝑛−
ℎ𝑛
2

𝝈𝑛.(𝝐𝑛)𝑇 𝑑𝑧

]

𝑑𝑦𝑑𝑥. (13)

To compute these two energy terms, one needs only to use the kinematic field previously shown in Eq. (7). The energy terms are
developed with respect to the kinematic variables. Then, the principle of least action is applied for 3 variables 𝑥, 𝑦 and 𝑡, which
yields 5 equations, one for each kinematic variables Eq. (11). The equations to solve is:

𝜕𝐿
𝜕𝛼

− 𝜕
𝜕𝑡
𝜕𝐿
𝜕𝛼,𝑡

− 𝜕
𝜕𝑥

𝜕𝐿
𝜕𝛼,𝑥

− 𝜕
𝜕𝑦

𝜕𝐿
𝜕𝛼,𝑦

+ 𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑡
𝜕𝐿
𝜕𝛼,𝑥𝑡

+ 𝜕2

𝜕𝑦𝜕𝑡
𝜕𝐿
𝜕𝛼,𝑦𝑡

+ 𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
𝜕𝐿
𝜕𝛼,𝑥𝑦

+ 𝜕2

𝜕𝑡2
𝜕𝐿
𝜕𝛼,𝑡𝑡

+ 𝜕2

𝜕𝑥2
𝜕𝐿
𝜕𝛼,𝑥𝑥

+ 𝜕2

𝜕𝑦2
𝜕𝐿
𝜕𝛼,𝑦𝑦

= 0,
(14)

with, 𝛼 = {𝑊 ,𝜙𝑥, 𝜙𝑦, 𝜓𝑥, 𝜓𝑦}, 𝛼,𝑖 =
𝜕𝛼
𝜕𝑖 and 𝛼,𝑖𝑗 =

𝜕2𝛼
𝜕𝑖𝜕𝑗 .

The set of 5 equations thus obtained can be written thanks to a matrix equation Eq. (15):
(

𝑴 𝜕2

𝜕𝑡2
+𝑲

)

𝑾 = 𝟎. (15)
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Fig. 4. (a) Complex wavenumbers 𝑘𝑖 computation workflow with the displacement 𝑼 Eq (7) as input, (b) Equivalent complex flexural rigidity 𝐷𝑓 and equivalent
damping 𝜂 workflow with the bending wavenumbers 𝑘𝑓 as input.

A particular solution 𝑾 = 𝑾 𝟎𝑒𝑗𝜔𝑡𝑒
−𝑗(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦), with 𝑘𝑥 = 𝑘 cos(𝜃), 𝑘𝑦 = 𝑘 sin(𝜃) and with 𝜃 the direction of propagation, is then

injected to remove the time differentials and write the system of equations as a mass and spring system as in Eq. (16):
(

𝑲 − 𝜔2𝑴
)

𝑾 𝟎 = 𝟎. (16)

The matrices 𝑲 and 𝑴 are written respectively with the parameters 𝜆𝑖 and 𝛿𝑖, also called Woodcock’s parameters. These parameters
have been expressed relatively to other plate models in [26]. They are functions of the material parameters such as thicknesses of
the layers or Young’s modulus of the layers. Since the 𝜆𝑖 describe strain energy they are intuitively function of the Young’s modulus
of the layers and of their thicknesses. The 𝛿𝑖 describe inertia effects and are functions of the density of each layer and also of Young’s
modulus ratio of the consecutive layers. These parameters can be expressed with respect to the coefficients of the kinematic variables
in the displacement field Eq. (7) such as 𝐹𝜔 or 𝐹𝑥𝑥𝑔 .

Moreover, the matrices 𝑲 and 𝑴 are computed with the updated coefficients that take into account the imperfections. However,
only some parameters are impacted by the imperfection implementation, these modifications are written as 𝛿𝑔𝑖 and 𝜆𝑔𝑖 and are
implemented by adding them to the right coefficient such as 𝛿𝑖 = 𝛿𝑖 + 𝛿𝑔𝑖 . All the parameters impacted for an isotropic case are
written below:

𝜆𝑔2 =
𝑛
∑

𝑖=1

[

𝑄𝑖11ℎ𝑖

(

−2𝛾𝑖
𝑖

∑

𝑗=2
𝛼𝑗𝑄

𝑗
55𝐵𝑗 +

𝑖
∑

𝑗=2

(

𝛼𝑗𝑄
𝑗
55𝐵𝑗

)2
)]

𝜆𝑔4 = −2
𝑛
∑

𝑖=1

[

𝑄𝑖11ℎ𝑖𝛽𝑖
𝑖

∑

𝑗=2
𝛼𝑗𝑄

𝑗
55𝐵𝑗

]

𝜆𝑔6 = −2
𝑛
∑

𝑖=1

[

𝑄𝑖11ℎ𝑖
𝑖

∑

𝑗=2
𝛼𝑗𝑄

𝑗
55𝐵𝑗

]

𝛿𝑔2 =
𝑛
∑

𝑖=1

[

𝜌𝑖ℎ𝑖

(

−2𝛾𝑖
𝑖

∑

𝑗=2
𝛼𝑗𝑄

𝑗
55𝐵𝑗 +

𝑖
∑

𝑗=2

(

𝛼𝑗𝑄
𝑗
55𝐵𝑗

)2
)]

𝛿𝑔4 = −2
𝑛
∑

𝑖=1

[

𝜌𝑖ℎ𝑖𝛽𝑖
𝑖

∑

𝑗=2
𝛼𝑗𝑄

𝑗
55𝐵𝑗

]

𝛿𝑔6 = −2
𝑛
∑

𝑖=1

[

𝜌𝑖ℎ𝑖
𝑖

∑

𝑗=2
𝛼𝑗𝑄

𝑗
55𝐵𝑗

]
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Table 1
Multilayered plate mechanical parameters from Shorter’s SFEM [29].

h/[mm] 𝜌/[kg m-3] E/[MPa] 𝜈 𝜂

Skins 0.6 2700 71 000 0.33 0.5%
Core 15 48 30 0.2 10%

Fig. 5. Full set of wavenumbers in 3D obtained by solving the system of equation (16), comparison between the presented model and SFEM [29]. (a) Bending
wavenumbers, (b)–(c) Extensional wavenumbers, (d)–(e) Shear wavenumbers, and (f) Dilatation wavenumbers (SFEM only).

To have details about the classic Woodcock’s coefficient in a similar case as the present work, the reader is referred to [26].
In order to solve Eq. (16) according to the bending wavenumber 𝑘 = 𝑘𝑓 , one needs to solve the determinant of Eq. (16)

det(𝑲 − 𝜔2𝑴) = 0. The equation can be solved for 𝜔 or for 𝑘, in this work the choice has been to solve it according to 𝑘, which
finally yields an 8𝑡ℎ order equation. The equation can be simply solved by using a symbolic math solver software.

The solutions yield all the wavenumbers accounted by the modeling as in Fig. 5, where they are compared with SFEM results
by Shorter [29]. In order to make the comparison between the two results, the properties of the multilayered plate were chosen
according to the case studied by Shorter. The characteristics of the multilayered are gathered in Table 1. All the wavenumbers
obtained in a two dimensions kinematic field are plotted in this figure, so 5 curves are displayed. The highest wavenumbers
correspond to the bending wavenumbers. The two curves linear with the frequency are the extensional waves in the (𝑂𝑥) and
(𝑂𝑦) directions. Then, at higher frequencies shear appears in the structure in both direction of the (𝑂𝑥𝑦) plane. The dilatation
wavenumbers are not appearing in the presented model since the vertical displacement 𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑡) is assumed constant through the
thickness Eq. (1)

For the present work, only the bending wavenumbers are of interest. Its extraction is usually simple, because of the bending
wave nature, their wavenumbers at a fixed frequency is mainly higher to the other wavenumber types. So they can be retrieve by
taking the maximum wavenumber for a frequency. Otherwise, an algorithm can be used such as Newton–Raphson to get only one
solution at the Eq. (16). The first proposition works in most of the cases but is not always a reliable technique because the bending
wavenumber curve can be sometimes lower to the membrane wavenumbers for low frequencies. Once the bending wavenumbers
have been retrieved, two parameters can be derived: the equivalent flexural rigidity 𝐷 and the equivalent damping ratio 𝜂.

3.2. Equivalent flexural rigidity

The next parameter detailed in this subsection is the equivalent flexural rigidity. The goal is to explore the imperfection impacts
thanks to another parameter. The equivalent flexural rigidity derivation will be first detailed, then compared to different cases,
i.e. with or without imperfect interfaces.

Firstly, to compute the flexural rigidity one needs the bending wavenumber. This parameter is retrieved by solving the
determinant of Eq. (16) thanks to a Newton–Raphson algorithm. Since we are interested only in the bending of the panel, the
Love-Kirchhoff theory can be applied for each frequency to model this effect. This implies that the multilayered structure studied
is, for a single frequency, seen as an equivalent thin plate. The methodology is applied for each frequency in order to have
frequency-dependent equivalent parameters of the multilayered structure.

The governing equation for vertical displacement of the Love-Kirchhoff [14] model in isotropic conditions is:

𝐷𝑓
𝜕4𝑊
𝜕𝑥4

= −𝜌ℎ𝜕
2𝑊
𝜕𝑡2

, (17)

with, 𝐷𝑓 the equivalent complex flexural rigidity of the isotropic plate, ℎ =
∑

ℎ𝑖 and 𝜌 =
∑

ℎ𝑖𝜌𝑖
∑

ℎ𝑖
.

It is noteworthy to say that the isotropic assumption is done for the sake of simplicity, the model can be developed for anisotropic
layers if needed in the same way as Marchetti’s work [15]. A particular solution can be used to solve the equation, such as:

103 

Frequency [Hz] 

104 
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Fig. 6. Flexural rigidity of a sandwich panel as a function of frequency. The characteristics of the panel considered are gathered in Table 1.

𝑊 = 𝑊0𝑒
𝑗(𝑘𝑓 𝑥−𝜔𝑡). So the Eq. (17) yields Eq. (18), which is a straightforward equation that computes the flexural rigidity by using

the bending wavenumber and the frequencies corresponding:

𝐷𝑓 =
𝜌ℎ𝜔2

𝑘4𝑓
. (18)

This equation is particularly valid for beam-like structures since only one axis of propagation is considered.
The results for a sandwich panels are shown in Fig. 6. These are typical results for this type of structure and they can be divided

into 3 zones: firstly, in low frequencies the multi-layered structure is behaving as an equivalent plate with the same flexural rigidity
as the skins, but weighted by the thickness of the layers; in higher frequencies a transition is occurring because shear is appearing
in the multi-layered structure, this makes the core, which is in most application a low rigidity material, involved in the behavior of
the panel energy; finally, in the high frequencies, the layers are unbounded and so the flexural rigidity is mainly governed by the
skins. The analysis of the first and last zones are more detailed in the next subsection.

3.3. Asymptotic analysis

The system of Eq. (16) can be used also to derive another equation of the flexural rigidity Eq. (19) as in [30,31]. The computation
is rather straightforward so only the result will be discussed here. By rearranging the system of equations the following result can
be found out:

𝐴4𝐷
3∕4
𝑓 + 𝐴3𝐷𝑓 − 𝐴1𝐴4𝐷

1∕2
𝑓 − 𝐴1𝐴3 + 𝐴2 = 0, (19)

With 𝐴1 = 𝜆1 −
𝜆25
𝜆3

, 𝐴2 = 𝜔
√

𝑀(𝜆4 −
𝜆5𝜆6
𝜆3

)2, 𝐴3 = 𝜔
√

𝑀(𝜆2 −
𝜆26
𝜆3
) and 𝐴4 = 𝜆37, where the 𝜆𝑖 are the Woodcock’s coefficient [26], and

𝑀 the total mass of the panel.
Accordingly, the asymptotic values of the flexural rigidity can be found out by computing the limits of the equation with respect

to 𝜔. If 𝜔→ 0: lim𝜔→0𝐷 = 𝐷𝑙𝑜𝑤, 𝐴2 → 0 and 𝐴3 → ∞ so

𝐷𝑙𝑜𝑤 = 𝐴1 ≈ 𝐷1(8 + 12
ℎ2
ℎ1

+ 6
ℎ22
ℎ21

). (20)

To obtain this equation approximation, the skins are assumed to be identical, which implies that the skins have the same flexural
rigidity 𝐷1 = 𝐷3, this is the case in most of the sandwich panels. Thus, the rigidity at the low frequencies is governed by the flexural
rigidity of the skins and the ratio of thickness of the core over the thickness of the skins. So, a study on the effect of the thickness
of the core shows that a thicker core yields a higher flexural rigidity at low frequencies.

On the other hand, if 𝜔→ ∞: lim𝜔→∞𝐷 = 𝐷ℎ𝑖𝑔ℎ, 𝐴2 ≫ (𝐴1, 𝐴4) and 𝐴3 ≫ (𝐴1, 𝐴4) so

𝐷ℎ𝑖𝑔ℎ = 𝐴1 −
𝐴2
𝐴3

≈ 𝐷1 +𝐷3. (21)

Thus, the high frequency limit is simply the sum of the flexural rigidity of the skins. And so, in the case of the sandwich panels
studied here, 𝐷ℎ𝑖𝑔ℎ ≈ 2𝐷1.

In this work, the asymptotic analysis has been re-implemented with imperfect interfaces in order to check what is the impact
of the imperfections on the model asymptotic behavior and so increase our understanding on the result obtained for the flexural
rigidity. When the propagation of the imperfect interface parameters is checked, one can notice that only the even 𝜆𝑖 are affected

10° ~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

100 101 102 103 104 105 106 

Frequency [Hz] 
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Table 2
Different equivalent damping parameters, the equivalent damp-
ing does not consider shear effects and is based on energy
formulation, the spatial damping is based on spatial formulation
and the energy damping is similar to the equivalent damping
but takes into account shear effects. The definition are gathered
from the work of Marchetti in [15,32].
Damping type Equation

Equivalent Damping 𝜂𝑒𝑞 = −
𝐼𝑚(𝑘4)
𝑅𝑒(𝑘4)

Spatial Damping 𝛾 =
𝐼𝑚(𝑘)
𝑅𝑒(𝑘)

Energy Damping 𝜂 = −2
𝑐𝑔
𝑐𝜙
𝐼𝑚(𝑘)
𝑅𝑒(𝑘)

by the modification. So only 𝐴2 and 𝐴3 are different from the previous results. In other words, only the high frequency limit
𝐷ℎ𝑖𝑔ℎ is impacted by the imperfections. 𝐴1 is not changed by the imperfection conversely to 𝐴2 and 𝐴3. They can be written

with respect to this modification by isolating the terms of the imperfection such as: 𝐴2 = 𝜔
√

𝑀
(

(𝜆4 + 𝜆4𝑔 ) −
𝜆5
𝜆3
(𝜆6 + 𝜆6𝑔 )

)2
and

𝐴3 = 𝜔
√

𝑀
(

(𝜆2 + 𝜆2𝑔 ) −
(𝜆6+𝜆6𝑔 )

2

𝜆3

)

. Finally they can be expressed as in Eqs. (22) and (23):

𝐴2 =
(

𝐴2 + 𝐴2𝑔 + 2
√

𝐴2𝐴2𝑔

)2
, (22)

𝐴3 =
(

𝐴3 + 𝐴3𝑔

)

, (23)

with, 𝐴2𝑔 ≈ ℎ1(ℎ1 + ℎ2)𝑄1
11𝑄

1
55
𝐵2
𝑥𝑧1𝐵

1
𝑥𝑧

2 and 𝐴3𝑔 ≈ ℎ1𝑄1
11(𝑄

1
55)

2
(

ℎ2
𝑄2
55
(𝐵1

𝑥𝑧 + 𝐵
2
𝑥𝑧) +

(𝐵1
𝑥𝑧+𝐵

2
𝑥𝑧)

2

2

)

. The 𝜔
√

(𝑀) terms have been omitted
since they vanish in the computation of 𝐷ℎ𝑖𝑔ℎ thanks to the ratio between 𝐴2 and 𝐴3. The imperfection has an impact on the
asymptotic value only for important imperfections that finally would stand for fully debonded cases. Nevertheless, the approximation
𝐷ℎ𝑖𝑔ℎ ≈ 𝐷1 +𝐷3 is still a good for small damages as it will be shown in the application section.

3.4. Damping factor modeling

Another way to explore the impact of the imperfect interfaces in the model is to derive the equivalent damping factor. The
damping implementation in the model has been done through a complex Young’s modulus: 𝐸 = 𝐸0(1 + 𝑖𝜂) of the layers, which
yields the wavenumber to be complex, and so all the equivalent parameters. A classic way to estimate the equivalent damping ratio
of the bending is by using the flexural rigidity as in Eq. (24):

𝜂𝑒𝑞 =
𝐼𝑚(𝐷𝑓 )
𝑅𝑒(𝐷𝑓 )

= −
𝐼𝑚(𝑘4)
𝑅𝑒(𝑘4)

. (24)

However, as pointed out by Marchetti [32], this equation based on Love-Kirchhoff’s model overestimate the damping of the
system because this model does not take into account the shear of the structure. At low frequencies, the behavior of a multilayered
structure is depending mainly on pure bending. At higher frequencies, the behavior of the structure is changing because shear is
appearing. However, in Love-Kirchhoff model the shear is not taken into account. This yields the ratio 𝑐𝑔∕𝑐𝜙 = 2 for any frequency,
with 𝑐𝑔 = 𝑑𝜔∕𝑑𝑘 and 𝑐𝜙 = 𝜔∕𝑘. In this case, the behavior modeled corresponds to a pure bending situation and overestimate the
damping value when shear is occurring. In case of pure shearing of the structure the ratio 𝑐𝑔∕𝑐𝜙 = 1. Thus, the ratio of group velocity
over phase velocity must vary between 2 and 1 depending on the frequency.

Furthermore, the damping ratio can be written through different formulations. The equivalent damping, as seen previously in the
current subsection, will overestimate the damping at some frequencies because of the assumptions it implies. There is the spatial
damping, which is obtained by computing the damping resulting of the propagation into space by using the particular solution
𝑾 = 𝑾 𝟎𝑒

𝑗𝑘𝑓 𝑥. The energy damping, obtained from a spatial formulation or a time formulation, which should give the same results
as the first equivalent damping under the same conditions because both are computed by the ratio of the imaginary part and the
real part of the flexural rigidity. All these damping ratio formulation are gathered into the Table 2.

The result for a sandwich panels is shown in Fig. 7. The low values for the low frequency limit and the high frequency limit
indicates the damping of the skins, which are the only layers involved in the panel in these frequency intervals. A maximum damping
is observed which corresponds to the optimum shearing zone, i.e. all the layers are involved in the behavior of the panel and
particularly the high-dissipating core thanks to the shear of the panel. According to the damping chosen for the core, the equivalent
damping shows its limits here by overestimating the maximum damping, which cannot be higher than the damping of the core.
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Fig. 7. Damping of a sandwich panel as a function of frequency. Two models used: the Equivalent Damping and the Energy Damping, where the first overestimate
the maximum damping. The characteristics of the panel considered are gathered in Table 3.

Table 3
Multilayered plate mechanical parameters.

h/[mm] 𝜌/[kg m-3] E/[MPa] 𝜈 𝜂

Skins 1 2700 71 000 0.33 0.5%
Core 5 48 30 0.2 10%

4. Application on sandwich panels

In this section is shown the results generated from the current model. The results are obtained for a three layered plate with the
same properties for all simulations in order to check similarities and behavior modifications. The characteristics of the panel are
shown in Table 3. In the previous papers [20–22], the application is mainly about a two-layer or three-layer plate with the same
thicknesses and the same material properties. In the application section, the system studied is a common type of sandwich panel
that one can find in the industry, namely thin skins made out of aluminum with a soft and dissipative core to represent a polymer.
This type of structure has been also studied and used as an example by the scientific community [29,32–36].

In the results of the application, the perfect interface condition is always used as a reference. The results shown corresponds to
the methodology previously detailed in Section 3. It first begins with the modification on the wavenumbers, to continue with the
equivalent parameters, namely the equivalent flexural rigidity and the equivalent damping. Finally a comparison of the imperfection
interfaces with a perfect interfaces model but with a softer core is shown. The parameter of defect has been chosen high enough to
be physically valuable and fit illustrations, which corresponds to 𝐵𝑠 = 5e−10 m Pa−1.

4.1. Wavenumber modifications

As seen in Section 3.1, the wavenumbers considered in the model are bending, shearing and extensional wavenumbers. At higher
frequencies other types of strain can appear such as breathing modes but are not taken into account in the presented model because
the vertical displacement is assumed to be constant through the thickness, which implies that the vertical strain 𝜖𝑧 = 0, which is a
good assumption up to high frequencies.

In Fig. 8 the wavenumbers of the structure are plotted for different type of imperfect panels. The wavenumbers in the (𝑂𝑦)
direction are omitted, since they do not add information already brought by the ones in the (𝑂𝑥) direction, in order to enhance the
readability of the figures. The impact of one imperfect interface whether it is the first or the second interface is the same, which
has been made to check the symmetry validity of the model. This could have been predicted from the impact of the imperfection
in the displacement 𝑢𝑥 in Fig. 9. Indeed, whether the interface 1 or the interface 2 is imperfect, the displacement 𝑢𝑥 is the same for
the skins. Since the behavior of a sandwich panel is mainly governed by the skins and the thickness of the layers, the equivalent
parameters must be the same. Besides, this impact is clearly seen as a shift of the transition frequency towards the low frequencies,
particularly visible on the bending mode thanks to its two slope changes. It is also particularly visible on the shear mode frequencies,
they appear at lower frequencies for the imperfect interface 1 or 2 in comparison with the reference. No changes can be noticed
for the extensional modes, they stay unchanged for any value of sliding interfaces. This is intuitive since the interface stresses are
transverse shear stresses and so have effects only on the rotation kinematic variables in this model. This can be verified by deriving
the transverse strain, which yields Eq. (25):

𝜖𝑛𝑥𝑧 = −𝛼𝑛𝑥𝑥𝛷
1
𝑥 − 𝛼

𝑛
𝑥𝑦𝛷

1
𝑦 , (25a)
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Fig. 8. Full set of wavenumbers in 2D, with perfect interfaces and one or two imperfect interfaces.

Fig. 9. Displacement 𝑢𝑥 through the thickness 𝑧 of the panel for different imperfection namely: Only perfect interfaces, first interface imperfect and second
perfect, first interface perfect and second interface imperfect, all interfaces are imperfect.

𝜖𝑛𝑦𝑧 = −𝛼𝑛𝑦𝑥𝛷
1
𝑥 − 𝛼

𝑛
𝑦𝑦𝛷

1
𝑦 . (25b)

Finally if both interfaces are imperfects, the effect is even higher since the total amount of imperfections is higher too. These
results give evidence that such imperfections facilitate the shear between the layers, which is seen in Fig. 8 but also in the following
subsection.

An example of the resulting displacement field with imperfect interfaces is displayed in Fig. 9, it shows the discontinuities
introduced in the displacement field depending on which interface is impacted by the imperfection. The displacement displayed is
obtained from the computed wavenumbers. It shows the displacement in the 𝑥 direction 𝑢𝑛𝑥 for each layer 𝑛 in case of free vibrations.
Thus, the figure provides an insight of the imperfection impact on the displacement field. An interesting result is that whether the
first or the second interface is imperfect, the strains of the skins are the same. One can see that the imperfections change the strains
evolution in the core since they are more and more independent.

4.2. Equivalent flexural rigidity and damping shift

As seen in Section 3.2, the equivalent flexural rigidity for a three layered plate is changing with respect to the frequency domain
according 3 regions namely: the low frequency domain; the transition domain; and the high frequency domain.

This behavior is seen in Fig. 10 for two kinds of simulation: a perfect interfaces panel; and a panel with imperfect interfaces.
Thus, the imperfections have a similar effect as seen previously, i.e. the whole curve is shifted towards the low frequencies, and for
this kind of structure does not show any additional impact than seen on the bending wavenumbers. Since the transition frequency
is depending on the shear of the panel, the same conclusion can be drawn from this figure.

The damping used in the current results will only be the energy damping, which as seen in Section 3.4, is corrected by the
ratio between the group velocity and phase velocity of the waves in order to take into account the shear of the structure. As we
could expect from the previous results, the frequency corresponding to the maximum damping is shifted towards the low frequencies,
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Fig. 10. (a) Equivalent Flexural Rigidity 𝐷 and (b) Equivalent damping 𝜂 with perfect interfaces, one imperfect interface and all interfaces are imperfects..

because the location of this frequency is depending on the shear of the structure. Moreover, it is noteworthy to say that the damping
of the panel is only shifted towards the low frequencies. Even if the defect is particularly high, no damping is added to the structure
nor removed, only the transition between the medium frequency behavior and the high frequency behavior happens more easily.
This indicates that the imperfections does not change the whole behavior of the panel but makes the shearing easier to happen.
This is intuitive since the imperfections taken into account are sliding in the transverse directions. However, some damping can be
added to the system if needed thanks to the imperfect parameter 𝐵𝑖, by increasing its imaginary part.

4.3. Comparison with perfect interfaces with different parameter variables

As depicted by the previous results, the main impact of this new modeling is that the imperfections shift the transition frequency
towards the low frequencies. Even though this behavior is intuitive, it can be already modeled simply with a perfect interface
equivalent model by using a softer core as shown in Fig. 11.

The advantages of keeping the previous model and to model imperfection by reducing the Young’s modulus of the core are quite
obvious since its results are already used and have been experienced, and its modeling is simpler because it does not require any
more computations to describe such effects. Nevertheless, to model imperfection with perfect interfaces by reducing the Young’s
modulus of the core is not physically valuable and can lead to errors on material parameters of the core. Thus, using the model
with imperfect interfaces gives more insight into the physics of multilayered plate. As in Fig. 11, a rather important sliding defect
is equivalent to a core approximately 8 times softer, which is too high to be acceptable as experimental uncertainties. Conversely,
small imperfections that yield a slight shift of the equivalent parameters are hardly detected experimentally. They can be mistaken
for a softer core, mainly if the variation of the rigidity is of the same order than the uncertainties.

Moreover, the application in the present work has been chosen for its simplicity as a first step for the model in order to see if
it contains some particularities. Further applications are considered, with new assumptions in the model such as 3rd order vertical
displacement or non-linear interface constitutive equation.
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Fig. 11. Equivalent flexural rigidity comparison between an imperfect interfaces equivalent model and a perfect interfaces equivalent model but with a softer
core.

Fig. 12. Equivalent flexural rigidity computation according to Table 3. Comparison between the presented model and RKU [37] in the asymptotic behaviors
namely: perfectly bonded layers 𝐵 = 0, fully debonded layers 𝐵 → ∞.

4.4. Comparison with RKU model

In order to validate the asymptotic behaviors of the dynamic model, a comparison is done with a model developed by Ross,
Kerwin and Ungar model [37], denoted here by RKU. The RKU model is a simplified model of the dynamics of a constrained layer
system. It is used to model perfectly bonded layers dynamics and so, can be compared to the presented model in the case 𝐵 = 0
m Pa−1. The comparison is made in Fig. 12 and shows good agreement between the RKU model and the presented model. For the
fully debonded layers case, no multilayered plate dynamics are involved. Thus, the flexural rigidity of the system must be the sum
of the flexural rigidity of the three layers 𝐷 = 𝐷1 + 𝐷2 + 𝐷3, which implies the flexural rigidity to not be a frequency dependent
parameter. If the interface stiffness tends towards infinity 𝐵 → ∞, the model shows good agreement with this result. Furthermore,
the equivalent dynamic model with imperfect interfaces is able to model the transition between these two asymptotic behaviors.

4.5. Application to various sandwich panels

In this section are gathered the results for various sandwich panels with different mechanical parameters and different geometry.
The cases were chosen according to the work presented here, but also to the work of Ghinet and Atalla [7]. All the results are
summarized in Table 4.

One can find the input of each case needed for the model to yields results. For each case, two results are always computed: The
first result is obtained with perfect interfaces 𝐵 = 0 m Pa−1; and the second with 𝐵 = 5e−10 m Pa−1 similarly as the first application.
Therefore, it is possible to compare the effect of the interface parameter depending on the sandwich panel characteristics. The effect
is seen thanks to 𝛥𝑓 = 𝑓𝑇 ,𝐵=0 − 𝑓𝑇 ,𝐵=5e−10. The frequency values correspond to the frequency where the maximum damping is
obtained, i.e. where the maximum shearing is obtained. So, the difference of the frequency values 𝛥𝑓 represents the frequency shift
of the dynamical parameters.
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Table 4
Multilayered plate mechanical parameters, with, 𝑓𝑇 ,𝐵=0 the frequency of maximum shearing, which correspond to
the maximum damping value, for the perfectly bonded case 𝐵 = 0 m Pa−1. 𝑓𝑇 ,𝐵=5e−10 the frequency of maximum
shearing for the imperfect case with 𝐵 = 5e−10m Pa−1. 𝛥𝑓 = 𝑓𝑇 ,𝐵=0−𝑓𝑇 ,𝐵=5e−10 the frequency shift of the dynamical
parameters. 𝐷𝑙𝑜𝑤 the low frequency asymptotic value of the flexural rigidity. 𝐷ℎ𝑖𝑔ℎ the high frequency asymptotic
value of the flexural rigidity.
Case #1: 𝐸1 = 𝐸3 = 71𝑒9 Pa, 𝐸2 = 30𝑒6 Pa, ℎ1 = ℎ3 = 1 mm,
ℎ2 = 5 mm, 𝜌1 = 𝜌3 = 2700 kg m−3, 𝜌2 = 48 kg m−3, 𝜈1 = 𝜈3 = 0.33, 𝜈2 = 0.2.

𝑓𝑇 ,𝐵=0 544 Hz ℎ1∕ℎ2 0.2 𝐷𝑙𝑜𝑤 1448 N m
𝑓𝑇 ,𝐵=5e−10 42 Hz 𝐸1∕𝐸2 2.3e3 𝐷ℎ𝑖𝑔ℎ 13 N m
𝛥𝑓 502 Hz

Case #2: 𝐸1 = 𝐸3 = 69𝑒9 Pa, 𝐸2 = 2.1𝑒6 Pa, ℎ1 = ℎ3 = 1.52 mm,
ℎ2 = 0.127 mm, 𝜌1 = 𝜌3 = 2800 kg m−3, 𝜌2 = 940 kg m−3, 𝜈1 = 𝜈3 = 0.33, 𝜈2 = 0.2.

𝑓𝑇 ,𝐵=0 132 Hz ℎ1∕ℎ2 12 𝐷𝑙𝑜𝑤 205 N m
𝑓𝑇 ,𝐵=5e−10 2 Hz 𝐸1∕𝐸2 3.3e4 𝐷ℎ𝑖𝑔ℎ 45 N m
𝛥𝑓 130 Hz

Case #3: 𝐸1 = 𝐸3 = 125𝑒9 Pa, 𝐸2 = 5𝑒6 Pa, ℎ1 = ℎ3 = 1 mm,
ℎ2 = 3 mm, 𝜌1 = 𝜌3 = 1600 kg m−3, 𝜌2 = 33 kg m−3, 𝜈1 = 𝜈3 = 0.33, 𝜈2 = 0.2.

𝑓𝑇 ,𝐵=0 87 Hz ℎ1∕ℎ2 0.33 𝐷𝑙𝑜𝑤 1145 N m
𝑓𝑇 ,𝐵=5e−10 28 Hz 𝐸1∕𝐸2 2.2e4 𝐷ℎ𝑖𝑔ℎ 23 N m
𝛥𝑓 59 Hz

Case #4: 𝐸1 = 𝐸3 = 210𝑒9 Pa, 𝐸2 = 15.8𝑒6 Pa, ℎ1 = ℎ3 = 0.453 mm,
ℎ2 = 0.035 mm, 𝜌1 = 𝜌3 = 7850 kg m−3, 𝜌2 = 1000 kg m−3, 𝜈1 = 𝜈3 = 0.33, 𝜈2 = 0.2.

𝑓𝑇 ,𝐵=0 1233 Hz ℎ1∕ℎ2 13 𝐷𝑙𝑜𝑤 16 N m
𝑓𝑇 ,𝐵=5e−10 0.03 Hz 𝐸1∕𝐸2 1.3e5 𝐷ℎ𝑖𝑔ℎ 3.7 N m
𝛥𝑓 1233 Hz

Some conclusions can be drawn in the light of the results shown in Table 4. The impact of the interface compliance 𝐵 is different
depending on the sandwich panel properties. Higher is the stiffness of the skins 𝐸1 = 𝐸3 in comparison to the core, lower will be the
impact of the interface parameter 𝐵. This can be checked by comparing the case #1 with the case #3, where the latter has stiffer
skins comparing to the core. Similarly, thicker is the core ℎ2 in comparison to the thickness of the skins ℎ1 = ℎ3, higher will be
the impact of the interface parameter 𝐵. The flexural rigidity asymptotic values 𝐷𝑙𝑜𝑤 and 𝐷ℎ𝑖𝑔ℎ are unchanged since the interface
parameter impact only the coupling of the layers and not the rigidity of the layers.

5. Discussion

Since the 3D-displacement of the plate is assumed to be linear with respect to the vertical axis and the layers have the same
properties, the vertical stress is constant through the thickness. It has been shown that this assumption has meaningless impact
on the equivalent parameters for the bending motion in case of perfect interfaces as in Appendix of [15]. But, since the interface
stresses are strongly impacted by the imperfections, especially for highly imperfect conditions such as fully debonded layers, 3rd
order vertical displacement will be considered and its influence will be checked on the results.

Moreover, it has been shown in [16] that dilatational motion represents the high frequency limit of the present model but also
have strong impact on the behavior of a multilayered structure even in low frequency range (𝑓 ∈ [200, 500]𝐻𝑧). This is a current
limitation of the presented model since no dilatation is assumed here. Thus, take into account dilatational motion would increase
the high frequency limit of the model but would also be interesting to model openings 𝑢̂𝑛𝑧 in the panel in order to implement more
imperfection types.

Furthermore, the constitutive law, and especially the interface parameters 𝐵𝑖𝑗 or 𝐾𝑖𝑗 are assumed to be constant in the present
work. This was an unavoidable step for the model development since it provides a preview on the impact of the imperfection
implementation. But this limits the present model to describe only sliding imperfect interfaces linearly with frequency. However,
in order to fully take advantage of the model, other types of interface parameters are considered to be explored, such as frequency
varying interface parameter or non-linear constitutive law described through piece-wise linear interface parameter.

6. Conclusion

This paper proposes a method to model imperfect interfaces, and in particular sliding interfaces for a better characterization and
optimization of the behavior of multilayered structures. This implementation is done into an equivalent layer model, the Guyader
model, a Zig-Zag model, recently improved by Marchetti for anisotropic plates. The advantage of such models is to yield reliable
results efficiently by describing the behavior of all the layers of the panel one by one, but thanks to a single reference layer. For
example, this allows to show the global displacement through the layers as well as equivalent parameters to model the panel as if it
was an unique layer with specific properties. It is noteworthy to say that the presented method is focused on sandwich panels but
can be used as well for other types of multilayered structures.
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The results of the method show the impact of imperfect interfaces when added to the model, that is mainly the shift towards
the low frequencies of the typical behavior of the frequency-dependent parameters for a sandwich panels. Since the transition
between the first and the second behavior of a sandwich panels is depending on the shear between the layers, it is intuitive that the
imperfection, which here is an interface sliding, will facilitate such behaviors. This effect is illustrated throughout the application
done for this paper with several parameters: firstly, the set of wavenumbers shows this shift towards the low frequencies where the
most obvious shift is the one of the shear which appears in lower frequencies. Then, the flexural rigidity shows this same effect by
the shift of the transition. Finally, the damping, which implies the imaginary part into the process, shows the same effect, that is to
say, the maximum damping is also shifted.

The model could be used to characterize the coupling conditions in a multilayered panel. It could be challenging to apply the
method experimentally on several sandwich panels and analyze them in the scope of the presented model. It would be interesting to
apply the method for Structure Health Monitoring (SHM). Adhesive defects that impact the dynamical behavior of the multilayered
structure could be detected and characterized thanks to the shift of the dynamical parameters. Furthermore, the aging of systems
could be analyzed in the light of the model, by checking the dynamical characteristics evolution.
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2.3 Recalage d'un modèle tricouche aux interfaces

parfaites

Recaler un modèle tricouche aux interfaces parfaites peut être utile pour avoir

une alternative pour des modèles numériques qui ne peuvent pas implémenter

simplement des interfaces imparfaites. Ce recalage est aussi intéressant a�n de

pouvoir calculer la surestimation des paramètres matériaux. Cela peut être né-

cessaire dans le but d'obtenir une meilleure correspondance mesure-modèle. Il est

aussi par exemple di�cile d'implémenter directement des interfaces imparfaites

dans la méthode des matrices de transfert ou Transfer Matrix Method (TMM) de

par leur épaisseur nulle.

Le recalage d'un modèle aux interfaces parfaites est réalisable en le compa-

rant avec le modèle aux interfaces imparfaites. Pour cela, les rigidités de �exion

équivalentes, qui rendent compte du comportement global du tricouche, entre les

deux approches sont égalisées en modi�ant les propriétés du c÷ur du multicouche

aux interfaces parfaites. De plus, une comparaison avec la TMM développée sur

AlphaCell 1 est réalisée à l'Annexe A. AlphaCell est un logiciel commercialisé par

MATELYS-Research Lab 2 qui implémenta les interfaces imparfaites dans la TMM

à l'aide d'une loi de mélange entre le cas parfaitement couplé et le cas totalement

découplé.

2.3.1 Comparaison des �exions de rigidité

Dans l'article, le modèle multicouche aux interfaces imparfaites est appliqué à

un tricouche, puis est comparé à un tricouche aux interfaces parfaites à la section

4.3. de l'article. L'objectif est de montrer que pour le cas des interfaces imparfaites

simples, il est possible d'obtenir le même type de comportement avec un tricouche

aux interfaces parfaites en changeant ses propriétés mécaniques.

La Figure 11 de l'article montre ainsi 3 �exions de rigidité en fonction de la

fréquence : celle pour un matériau aux interfaces parfaites avec la rigidité du c÷ur

E2 = 30 MPa ; celle pour un matériau aux interfaces parfaites avec la rigidité du

1. alphacell.matelys.com
2. matelys.com
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c÷ur E2 = 4MPa ; et la �exion de rigidité d'un matériau aux interfaces imparfaites

avec Btot = B1 + B2 = 5 10−10m.Pa−1 et avec la rigidité du c÷ur E2 = 30 MPa.

Tous les autres paramètres mécaniques sont bien sûr rigoureusement égaux, telles

que l'épaisseur des couches successives et la rigidité des peaux.

Cela montre qu'il est possible d'obtenir les mêmes résultats, mais au prix d'une

physique grandement dégradée. Pour de petites imperfections, il est alors possible

de modi�er légèrement les propriétés du c÷ur a�n de recaler le modèle. Ainsi, un

couplage légèrement imparfait peut même être confondu avec une identi�cation

incertaine des propriétés du c÷ur. Cependant, pour des défauts importants, il

est bien sûr aberrant de diviser par un facteur 2 ou plus les propriétés d'une

couche. Néanmoins, cette équivalence peut être une manière de considérer l'e�et

des interfaces imparfaites dans un modèle aux interfaces parfaites rapidement.

Cette possibilité est détaillée pour un tricouche dans la section suivante.

2.3.2 Méthode de recalage

Le paramètre d'interface par couche Bi résume en l'état actuel de nombreux

mécanismes de contact. Comme vu dans le Chapitre � Synthèse Bibliographique �,

et plus particulièrement à la Section 1.2, la dynamique des contacts est riche

en mécanismes, qu'ils soient purement mécaniques comme l'état des surfaces en

contact, la masse des objets en collision ou encore la vitesse de collision, ou qu'ils

soient électromagnétiques comme la tension de surface.

A�n de mieux comprendre les e�ets du paramètre B, une analyse approfondie

de ses répercussions sur les paramètres dynamiques a été e�ectuée en se basant

sur les travaux d'Uthayasuriyan [3], cela permet notamment d'exprimer le B en

fonction des paramètres matériaux d'un modèle plus classique. Uthayasuriyan a

développé une modélisation simpli�ée du modèle Guyader a�n de réduire considé-

rablement le temps de calcul. Ce modèle simpli�é est basé sur la �exion de rigidité

qui peut être décrite à l'aide d'une fonction sigmoïde. Uniquement 4 paramètres

sont alors nécessaires pour décrire cette courbe : l'asymptote Basse Fréquence (BF),

l'asymptote Haute Fréquence (HF), la fréquence de transition (fT ) et la courbure

ou slope factor R. Nous savons que le paramètre d'interface B a particulièrement

un e�et sur la fréquence fT , car son e�et est simplement de décaler les paramètres
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dynamiques vers les basses fréquences lorsque le taux d'imperfection augmente.

Mais cela n'est qu'une conséquence. In �ne, l'e�et que le paramètre d'interface

apporte est équivalent à une variation d'un module de cisaillement du c÷ur dit

� virtuel � noté ∗G2
xz. Ce paramètre est calculé à partir de la fréquence de transi-

tion fT du modèle sigmoïde. À partir de l'Équation (2.11), équation de l'équilibre

dynamique du multicouche, il est possible d'obtenir la formulation théorique de

cette fréquence transition, elle correspond à l'Équation (2.12).

A4D
3/2 + A3D − A1A4D

1/2 − A1A3 + A2 = 0, (2.11)

Avec, D la �exion de rigidité équivalente fonction de la pulsation ω = 2πf , A1 =

λ1− (λ5)2

λ3
, A2 = ω

√
M(λ4− λ5λ6

λ3
)2, A3 = ω

√
M(λ2− (λ6)2

λ3
) et A4 = λ37. Les λi sont

des paramètres simplement fonctions des propriétés matériaux élastiques telle que

la rigidité des peaux et du c÷ur. Ils sont détaillés dans les annexes de Marchetti [78]

et dans l'article de Loredo au sujet de l'équivalence entre le modèle de Woodcock,

rigoureusement similaire au modèle de Guyader, et les autres modèles de plaques

[74].

fT =
1

2π

A4

√
DT (A1 −D

1/4
T )

A′
3DT + A′

2 − A1A′
3

, (2.12)

Avec, DT =
√
DlowDhigh, l'asymptote de �exion de rigidité BF notée Dlow =

limω→0D(ω), l'asymptote de �exion de rigidité HF notée Dhigh = limω→∞D(ω),

A′
2 = A2/ω et A′

3 = A3/ω.

Le paramètre d'interface n'in�uence pas tous les paramètres de l'Équation (2.11),

mais uniquement les paramètres A2 et A3 qui seront ainsi notés respectivement Ã2

et Ã3 lorsqu'ils sont une fonction de B. L'e�et du paramètre d'interface est étu-

dié grâce au module de cisaillement du c÷ur G2
xz = Q2

xzxz = E2
x

2(1+ν2xyν
2
yx)

, avec

ν2xy = ν2yx = ν2 et E2
x = E2

y = E2. Le but de l'analyse est de calculer le module

de cisaillement virtuel, c'est-à-dire ∗G2
xz, qui est le module dans le multicouche

aux interfaces parfaites considérant la modi�cation due aux interfaces imparfaites.

C'est un module de cisaillement factice qui est une fonction explicite du para-

mètre B. Il permet notamment de véri�er pour quelles valeurs B devient in�uent

dans la dynamique, mais aussi de véri�er pour quelles valeurs le multicouche peut
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être considéré comme totalement découplé. Il permet aussi d'avoir une équivalence

simple entre un modèle aux interfaces imparfaites avec un modèle aux interfaces

parfaites pour un tricouche sandwich.

Cette démarche commence en calculant deux fréquences fT : la fréquence de

transition avec la modélisation des interfaces imparfaites f̃T ; et la fréquence de

transition virtuelle ∗fT issue d'une modélisation aux interfaces parfaites. On écrit

ensuite f̃T = ∗fT (Équation (2.13)) en prenant DT = ∗DT car comme précisé dans

les résultats principaux de l'article, les asymptotes ne sont pas a�ectées par le

paramètre B et DT =
√
DlowDhigh.

1

2π

∗A4

√
DT (A1 −DT )

A′
3DT + A′

2 − A1A′
3

=
1

2π

A4

√
DT (A1 −DT )

Ã′
3DT + Ã′

2 − A1Ã′
3

(2.13)

Avec A4 =
∑i=N

i=1 G
i
xzhiα

i
xz,

∗A4 =
∑i=N

i=1
∗Gi

xzhiα
i
xz,

∗G1
xz = G1

xz et
∗G3

xz = G3
xz.

L'Équation (2.13) se simpli�e ensuite en Équation (2.14).

∗G2
xz =

A4

h2α2
2

A′
3DT + A2 − A1A

′
3

Ã′
3DT + Ã2 − A1Ã′

3

; (2.14)

L'Équation (2.14) est obtenue en faisant l'hypothèse A4 ≈ G2
xzh2α

2
xz et

∗A4 ≈
∗G2

xzh2α
2
xz. Cela est équivalent à dire que le c÷ur est bien plus souple que les peaux

et/ou que le c÷ur est plus souple et plus épais que les peaux.

Dans l'Équation (2.14), les termes avec l'étoile ∗ (comme ∗G2
xz) correspondent

aux calculs avec interfaces parfaites, mais � corrigés � par les résultats du calcul

avec interfaces imparfaites, c'est-à-dire, le module de cisaillement est recalculé

a�n d'obtenir comme dynamique résultante la même �exion de rigidité dynamique

équivalente que le modèle aux interfaces imparfaites. Les termes avec un tilde

comme Ã2 correspondent au calcul avec interfaces imparfaites. Toute la démarche

est résumée à la Figure 2.3.

Finalement, puisque les termes Ã2 et Ã′
3 sont des fonctions explicites de B, il est

possible de calculer ∗G2
xz en fonction de B. La Figure 2.4 illustre les résultats de ce

calcul pour le même matériau décrit au Tableau 3 de l'article. Il y a deux manières

de voir ces résultats : en fonction de la souplesse de l'interface B, régulièrement

appelée paramètre d'interface dans ce manuscrit ; ou en fonction de la raideur de

l'interface K = 1/B. Le choix a été fait de tracer la Figure 2.4 en fonction de B.
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isoler

calcul virtuel
calcul imparfait

isoler

Figure 2.3 � Organigramme du calcul de ∗G2
xz.

On observe alors 3 zones remarquables :

� Pour une valeur de B < 10−13 m.Pa−1, l'e�et du paramètre d'interface est

négligeable sur la dynamique du tricouche sandwich étudié. Les résultats

pour une modélisation aux interfaces parfaites et imparfaites sont donc

identiques pour ces valeurs.Cela correspond alors au cas parfaitement

couplé.

� Au-delà, pour des valeurs de B tel que 10−13 < B < 10−8 m.Pa−1, la

dynamique du multicouche est a�ectée par le paramètre d'interface et plus la

valeur de B est importante, plus l'e�et est remarquable. Cela correspond

alors au cas partiellement découplé.

� Pour B > 10−8 m.Pa−1, le paramètre d'interface a�ecte toujours la dyna-

mique du multicouche et fait tendre le module de cisaillement virtuel ∗G2
xz

vers 0, ce qui correspond alors au cas totalement découplé.

L'Équation (2.14) permet ainsi de calculer facilement le module de cisaillement

virtuel du c÷ur nécessaire pour de prendre en considération l'e�et d'interfaces

imparfaites dans un modèle tricouche aux interfaces parfaites. Cependant, la fonc-

tion entre ∗G2
xz et B est di�érente selon la con�guration du tricouche choisie et ne

fonctionne bien sûr que pour un tricouche.

*fr 

fr A;= 21rfrA2 
A~= 21rfrA3 

fr 

*G2 *A ~ *G2 h 2 xz --- 4 ~ xz 2Œxz 
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Figure 2.4 � Module de cisaillement virtuel calculé à partir de l'Équation (2.14)
en fonction du logarithme du paramètre d'interface B = 1/K.

2.4 Modélisation d'un tricouche avec interfaces im-

parfaites par 5 couches aux interfaces parfaites

Il est intéressant de comparer les résultats d'un tricouche aux interfaces impar-

faites à un 5 couches aux interfaces parfaites pour au moins 2 raisons : valider le

comportement dynamique du modèle ; véri�er si le comportent d'un tricouche aux

interfaces parfaites est modélisable par un matériau avec 5 couches. En e�et, le

modèle aux interfaces parfaites et donc le modèle Guyader [45] ou le modèle Wood-

cock [117], a été largement validé par des comparaisons éléments �nis, ainsi que

par les di�érentes applications industrielles telle que son implémentation dans des

logiciels commercialisés comme Actran 3 ou AlphaCell 4. Le modèle aux interfaces

parfaites peut donc servir de référence pour valider le comportement du modèle

3. �t.be/product/actran-acoustics
4. alphacell.matelys.com

X 

I= "" 1 
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aux interfaces imparfaites. De plus, l'utilisation de couches �nes pour modéliser

les e�ets d'interfaces est une méthode de substitution fonctionnelle pour prendre

en compte les e�ets d'interfaces imparfaites, à l'image de certains travaux de mo-

délisation numérique présents dans la littérature [51, 101]. Cependant, ce type de

modélisation n'est pas physique, car les paramètres implémentés ne modélisent

pas un comportement d'interface à partir d'une équation par exemple. En e�et, ce

n'est qu'une manière détournée d'obtenir les mêmes e�ets, mais les causes ne sont

pas modélisées avec une physique propre.
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Figure 2.5 � (a) Rigidité de �exion et (b) Amortissement en fonction de la fré-
quence a�n de montrer l'équivalence entre un matériau en cinq couches aux inter-
faces parfaites et un matériau tricouche aux interfaces imparfaites.

La Figure 2.5 est issue de l'application de cette comparaison pour le tricouche

du Tableau 3 de l'article ci-dessus. La tendance habituelle de la �exion de rigidité

en fonction de la fréquence pour un multicouche est de nouveau illustrée. L'e�et du

paramètre d'interface sur les paramètres dynamiques est aussi présent. Cette �gure

montre aussi qu'il est possible de décrire le même comportement qu'un tricouche

aux interfaces imparfaites avec un matériau composé de 5 couches aux interfaces

parfaites. Pour cela, les matériaux ont été modélisés à l'identique à l'exception des

�nes couches d'épaisseur 10−6 mm qui ont été introduites de part et d'autre du

c÷ur à l'image de la Figure 2.6. Le module de Young des couches intermédiaires

sont égaux et valent Einter = 2.5 Pa, une rigidité très faible donc. Mais le paramètre

r 

/ 
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Le premier objectif de ces comparaisons est tout d'abord de valider le com-

portement du modèle aux interfaces imparfaites. En e�et, la loi d'interface im-

plémentée à l'Équation (2.5) est une loi linéaire aux paramètres d'interfaces Bi

linéaires, isotropes et avec une partie imaginaire non nulle a�n de modéliser

l'amortissement. Cette modélisation est alors très proche de la modélisation mé-

canique des couches qui sont décrites à l'aide d'un module de Young ayant les

mêmes propriétés que la loi d'interface choisie. Ainsi, obtenir des tendances si-

milaires en modi�ant directement le module de Young du c÷ur ou avec la loi

d'interface linéaire est naturel et est aussi une façon de valider l'e�et de l'implé-

mentation des interfaces imparfaites simples.

Cela est aussi une première étape dans l'implémentation des interfaces com-

plexes. En e�et, la prolongation de ces travaux serait d'implémenter des inter-

faces plus complexes que les interfaces imparfaites qui correspondent uniquement

à un saut du déplacement. En revanche, ces interfaces complexes (non linéaires

et/ou visqueuses par exemple) n'ont pas d'équivalent avec des modèles de multi-

couche à interfaces parfaites, rendant ainsi leur implémentation plus incertaine,

car il est plus complexe de valider leur comportement.

Le second objectif de cette comparaison est de montrer l'intérêt de l'implé-

mentation d'interfaces imparfaites dans un modèle multicouche. En e�et, pré-

dire le comportement d'un multicouche aux interfaces imparfaites à l'aide d'un

modèle aux interfaces parfaites emmène le modèle à introduire des paramètres

dynamiques qui ne correspondent pas à la conception réelle du multicouche.

Pour l'exemple utilisé dans l'article (Figure 11 de l'article), il a été nécessaire

de réduire d'un facteur 7, 5 la rigidité du c÷ur pour correspondre au bon com-

portement dynamique, ce qui n'est bien sûr pas réaliste et pas rigoureux dans

l'analyse dynamique d'un système ou dans sa conception.



92 Chapitre 2 � Modèle équivalent aux interfaces imparfaites

2.5 Limitations du modèle

Au cours des travaux de modélisation d'interfaces imparfaites et d'analyses

approfondies des conséquences d'une telle modélisation sur le comportement dy-

namique d'un multicouche, quelques limitations ont émergé et sont présentées ci-

dessous.

Une première limitation est la modélisation des contraintes par couche. Cela

provient de l'écriture du champ cinématique (Équations (2.1)) par type de déforma-

tion (Figure 2.1) qui rend di�cile l'écriture du champ de déplacement au troisième

ordre ou à des ordres plus élevés. Le principal inconvénient pour le modèle pré-

senté ici est qu'il n'est pas possible d'obtenir une écriture analytique e�cace d'un

champ de contrainte qui considère le découplage partiel des interfaces imparfaites.

Marchetti [78] a e�ectué l'extension au troisième ordre du champ de déplacement

dans un modèle multicouche aux interfaces parfaites. Cela a permis d'annuler le

cisaillement de part et d'autre du multicouche, mais n'a montré qu'un léger gain

de précision dans le comportement dynamique en hautes fréquences [78]. Cepen-

dant, cette description cubique du cisaillement a été réalisée à l'aide de coe�cients

supplémentaires (Équation (2.15)) qui ne dépendent pas des couches à cause du

nombre limité d'équations disponibles pour résoudre le modèle. Ainsi, cette des-

cription cubique globale du multicouche ne peut su�re à décrire le comportement

d'un multicouche aux interfaces complexes. En e�et, la potentielle nécessité d'an-

nuler les contraintes aux interfaces implique d'écrire une description cubique locale

des coe�cients, c'est-à-dire, des coe�cients qui dépendent des couches. Cela peut

être illustré par les résultats de Lee en 2020 [68] dans sa �gure 12.

F i
αβ = aαβz

3 + bαβz
2 + ciαβz + diαβ, (2.15)

Une seconde limitation du modèle actuel est son comportement HF visible

dans la Figure 2.7. En l'état, il n'est pas capable de décrire correctement des

comportements HF cohérents pour des c÷ur épais présentant des imperfections aux

conséquences notables sur le comportement dynamique (c'est-à-dire, un valeur de

B qui engendre un décalage notable des paramètres dynamiques). Cette limitation

est présente seulement pour un c÷ur très épais et un défaut important. Si le
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h [mm] ρ [kg.m−3] E [MPa] ν η [%]
Peaux 1 2700 71 000 0.33 0.5
C÷ur 15 48 30 0.2 10

Table 2.1 � Propriétés d'un tricouche sandwich au c÷ur épais.

paramètre B → 0, alors le comportement est valide. Ce comportement erroné

provient d'une description trop simple du paramètre d'interface, qui est linéaire

en fréquence et isotrope.
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Figure 2.7 � Amortissement en fonction de la fréquence pour di�érentes valeurs
du paramètre d'interface B. Les propriétés du tricouche utilisé sont résumées dans
le Tableau 2.1.

2.6 Perspectives

Pour répondre à ces limitations, ainsi que d'enrichir le modèle actuel, quelques

perspectives sont proposées ici :

� Développer la loi de comportement des interfaces (Équation (2.10)) vers une

loi non linéaire a�n de grandement enrichir les capacités de modélisation

1 1 1 1 
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du modèle aux interfaces imparfaites en ajoutant une multitude de com-

portements possibles. Une introduction d'une méthode d'implémentation

est jointe à ce manuscrit à l'Annexe C.

� L'implémentation complète de cette loi d'interface (Équation (2.10)) dans

d'autres types de modèle, comme la TMM ou la FEM. Cela permettrait

de pouvoir comparer la modélisation analytique employée ici, mais aussi,

d'avoir d'autres outils plus généraux dans leurs applications. Une compa-

raison entre le modèle équivalent ainsi présenté et la TMM, implémentant

d'une manière alternative les interfaces, est présentée à l'Annexe A.

2.7 Conclusion

Un modèle analytique équivalent de multicouches aux interfaces imparfaites a

été proposé dans ce chapitre. Ce modèle a été construit comme une extension du

modèle de Guyader et Lesueur [45], qui correspond aussi à l'extension du modèle

de Woodcock [117], ou de Castel et Loredo [74] ou de Marchetti [78, 79]. Cette

extension a été réalisée à partir d'une équation de comportement de l'interface et

d'un nouveau paramètre central, le paramètre d'interface noté B. Cette extension

constitue l'originalité principale de ces travaux de modélisation par rapport à la

littérature actuelle.

La validation du modèle a été présentée dans l'article [9] intégré en l'état dans

ce chapitre. Le cas où l'interface tend vers la perfection B → 0 a été comparé au

modèle SFEM de Shorter [108] et correspond exactement au modèle de Guyader.

Cette comparaison a été e�ectuée pour l'ensemble des nombres d'ondes obtenus

par les deux modélisations. La �exion de rigidité dynamique a été validée par

comparaison dans ses comportements asymptotiques. En e�et, par manque de

littérature sur la modélisation d'interfaces imparfaites, le choix a été fait dans

un premier temps de comparer les comportements limites du modèle, la transition

entre ces asymptotes étant ce qui constitue l'originalité de ces travaux. Pour B → 0

les résultats ont été comparés au modèle RKU [102], pour B → ∞ le modèle

a simplement été comparé à un tricouche entièrement découplé qui correspond

à la somme des �exions de rigidité des couches successives. Une comparaison
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plus complète avec la TMM pour des valeurs intermédiaires de B est montrée

à l'Annexe A. J'ai également montré quelques limites du modèle telle que la

surestimation de l'amortissement en HF pour les structures épaisses. La solution

proposée était de rendre le paramètre d'interface B dépendant de la fréquence.

Cette solution a été implémentée et montrée à l'Annexe B, et su�t en l'état

pour corriger ce comportement.

La suite de ce manuscrit est dédiée à la validation expérimentale du modèle,

a�n de véri�er sa capacité à prédire le comportement dynamique d'un multicouche

aux interfaces imparfaites expérimentalement.
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Le Chapitre 3 présente di�érentes méthodes de mesure du champ de déplace-

ment ainsi que les di�érentes méthodes de caractérisation à partir de ce champ.

Les méthodes retenues telle que la mesure par vibrométrie laser, et l'identi�cation

des paramètres dynamiques par l'analyse modale ainsi que la résolution inverse

corrigée sont plus détaillées. Ce chapitre expérimental est exclusivement réservé

à la présentation des méthodes de caractérisation, avec le traitement de données

dans son ensemble, et des résultats attendus avec ce type de méthodologie. En

revanche, l'analyse expérimentale d'échantillons complexes ainsi que la validation

du modèle aux interfaces imparfaites sont le sujet du prochain et dernier chapitre,

le Chapitre 4. Dans le présent chapitre sont alors abordées :

� Les di�érentes méthodes de mesure expérimentale a�n d'obtenir le champ

de déplacement de la structure étudiée, telle que l'holographie acoustique,

la dé�ectométrie et la vibrométrie laser.

� La présentation des di�érentes méthodes d'identi�cation des paramètres

dynamiques tel que le principe des travaux virtuels, l'analyse modale et la

caractérisation par méthode inverse.

� L'application de la méthodologie retenue sur une poutre sandwich avec

quelques détails sur les points clés de son implémentation.

3.1 Mesure non intrusive du champ de déplace-

ment d'une structure vibrante

Cette section traite de trois méthodologies di�érentes de mesure du champ

cinématique d'une structure soumise à une sollicitation dynamique. Elle se limite

aux mesures non intrusive, c'est-à-dire, aux moyens de mesure qui n'a�ectent pas

(ou d'une manière négligeable) le comportement dynamique de la structure étudiée.

Ainsi, les méthodes basées sur des capteurs à contact tels que les accéléromètres

sont exclues de cette courte synthèse sur les méthodes de mesure dynamique.

Nos critères a�n de retenir une mesure non intrusive en particulier allient en

premier lieu une possibilité matérielle, ensuite la qualité des résultats est un cri-

tère important. En e�et, une méthode qui aura tendance à être très sensible au

bruit est naturellement pénalisée. Un autre critère décisif est la largeur de bande
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fréquentielle de mesure possible. La dynamique du modèle étant large bande (l'en-

semble du spectre audible), il est essentiel que la méthode de mesure corresponde

à cela. Le temps de mesure que la méthode implique ainsi que son champ d'ap-

plication (certaines méthodes ne sont applicables qu'aux matériaux ré�échissants

et/ou d'un type de structure particulier) est aussi un critère important sur lequel

notre attention s'est portée.

3.1.1 Holographie acoustique

La première méthode de mesure présentée ici est l'holographie acoustique. Le

principe de l'holographie est la visualisation complète d'une grandeur physique en

une seule mesure (holos signi�ant � en entier � en grec). Ce procédé provient de

l'électromagnétisme, et permet de reconstruire des images en 3D. Par extension,

l'holographie acoustique est la visualisation du champ cinématique d'une struc-

ture vibrante à partir de la mesure du champ de pression à proximité de la source

acoustique que l'on souhaite étudier. Ce type de mesure s'e�ectue à l'aide d'un

réseau de microphones et est donc une mesure plein champ, c'est-à-dire, une me-

sure qui capte la grandeur physique mesurée sur l'ensemble de la structure étudiée

et généralement en un temps court. Une illustration d'un réseau de microphones

classiques et d'un réseau de microphones MEMS sont montrées à la Figure 3.1.

Une méthode d'holographie acoustique est de reconstruire le champ de vitesse de

la structure par rétropropagation du champ de pression mesuré en champ proche.

Cette méthode s'appelle la Near�eld Acoustical Holography (NAH) pour hologra-

phie acoustique en champ proche. Cette méthode est résumée dans sa globalité

par l'Équation (3.1) [116].

ẇ(x, y, z) = F−1
x F−1

y

[
FxFy[p(x, y, zh)]

kz
ρck

eikz(z−zh)

]
, (3.1)

Avec, Fx et F−1
x qui sont respectivement la transformée et la transformée inverse

de Fourier directe dans la direction x, zh la distance du réseau de microphones

normal à la structure vibrante, p(x, y, zh) le champ de pression mesuré à la distance

zh, ρ la densité de l'air, c la vitesse du son dans l'air, kz le nombre d'onde de

rétropropagation et k le nombre d'onde de l'onde évanescente acoustique.
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3.1.2 Dé�ectométrie

La dé�ectométrie est une méthode optique plein champ qui permet d'obtenir

le champ des pentes du déplacement d'une structure plane qui se déforme. Cette

méthode a été employée notamment par Giraudeau [40] dans l'objectif de caracté-

riser une plaque vibrante. Une grille est placée en face d'une surface ré�échissante

appartenant à la structure que l'on souhaite étudier. La grille est généralement

observée à l'aide d'une caméra rapide CCD, ce qui permet d'obtenir des images

hautes dé�nitions pour une résolution temporelle élevée. Les déformations de la

grille suivent les déformations de la plaque en �exion. Ce principe est illustré à

l'aide de la Figure 3.2.

Figure 3.2 � Schéma de la dé�ectometrie, image issue de Yvan Sortais's Lab [37]

C'est une méthode relativement simple à mettre en place, mais elle se limite aux

échantillons ré�échissants. Il est bien sûr possible de traiter la surface d'échantillons

non ré�échissants, mais cela ne su�ra pas à obtenir su�samment de ré�exion spé-

culaire (ré�exion non di�use). En revanche, cela peut être résolu à l'aide de la

dé�ectométrie dans les infrarouges [100]. Un autre défaut de cette méthode va être

la taille des jeux de données obtenus. En e�et, la résolution spatiale et tempo-

relle des images étant deux points déterminants a�n d'obtenir de grands nombres

d'ondes sur une large bande fréquentielle, ils impliquent l'obtention de nombreuses

images hautes dé�nitions. Plus de détails sur l'utilisation de la dé�ectométrie et

son implémentation sont disponibles dans les travaux suivants [87, 88, 100].

•=• • Il 
-f!échissante surface re , 
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L'holographie acoustique et la dé�ectométrie sont deux méthodes de mesure du

champ cinématique e�caces, elles permettent d'e�ectuer des mesures riches en

informations et rapidement. Cependant, leurs contraintes respectives telle que

principalement : la limitation fréquentielle pour la NAH ; et la di�culté d'em-

ploi de la dé�ectométrie pour les échantillons peu ré�échissants, furent décisives

dans le choix de la méthode de mesure employée. La méthode retenue fut donc

la vibrométrie laser qui a pour principal défaut son temps de mesure qui est

fortement dépendant de la taille du maillage de mesure. Ce qui n'est pas une ca-

ractéristique contraignante dans les présents travaux, car les échantillons étudiés

ici présentent des surfaces su�samment petites 60 × 3 cm2. En e�et, le temps

de mesure par échantillon se trouvait entre 30 et 45 minutes. De plus, la vibro-

métrie laser permet une mesure du champ cinématique large bande et n'est pas

limitée aux échantillons hautement ré�échissants. Ainsi, si l'échantillon n'a pas

naturellement un coe�cient de ré�exion important, il est possible de le traiter

et d'obtenir des résultats satisfaisants.

3.1.3 Vibrométrie laser

La mesure du champ de vitesse peut aussi être réalisée par un vibromètre laser,

comme avec le PSV-400 de Polytec 1 qui sera utilisé dans les présents travaux. Une

illustration de ce dispositif est montrée à la Figure 3.3. Le principe de la mesure

réside dans les interférences entre une onde de référence et l'onde de mesure, c'est ce

que l'on appelle un interféromètre hétérodyne. L'onde de mesure est orientée vers

l'objet d'étude qui vibre. La vibration de l'échantillon engendre un changement de

fréquence de l'onde de mesure par e�et Doppler rappelée à l'Équation (3.2). La

fréquence résultante de l'onde retour est donc de fretour = fincident + δfDoppler.

δfDoppler(t) =
vObjet(t)(e⃗r − e⃗i)

λ
, (3.2)

avec δfDoppler(t) la variation de fréquence par e�et Doppler en fonction du temps t,

vObjet(t) la vitesse de l'objet mesurée en fonction du temps t, e⃗r le vecteur colinéaire

1. polytec.com
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Figure 3.3 � Vibromètre laser par e�et Doppler (PSV-400) muni de son matériel
informatique associé : le boîtier d'acquisition (ou front head) et d'un PC condi-
tionné. www.polytec.com

à la propagation de l'onde ré�échie, e⃗i le vecteur colinéaire à la propagation de

l'onde incidente et λ la longueur d'onde du laser.

L'e�et Doppler peut aussi être vu comme une modi�cation de la phase par le

déplacement de la surface mesurée. Le déphasage de l'onde incidente correspond à

l'Équation (3.3) où les déplacements de l'objet étudié interviennent. La modulation

de la phase de l'onde est ainsi une fonction explicite du déplacement de l'objet,

ce qui permet de remonter directement au champ de déplacement de la structure

complète par le balayage de la surface. Ensuite, l'onde de référence et l'onde de

mesure vont interférer au sein du vibromètre laser et former une intensité lumineuse

correspondant à l'Équation (3.4).

∆ϕ =
2π

λ
(e⃗r − e⃗i)∆r, (3.3)

Avec ∆ϕ le déphasage de l'onde par e�et Doppler, ∆r le déplacement de l'objet
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étudié.

En revanche, si l'e�et Doppler n'est pas réécrit en fonction de la distance, son

e�et sur l'onde retour n'est pas une modulation de la phase, mais une modulation

de la fréquence directement comme vu au début de la section. C'est pourquoi

ce type de dispositif permet, par démodulation du signal, d'estimer à la fois le

déplacement et la vitesse de l'objet étudié.

I = I1 + I2 + 2
√
I1I2 cos(∆ϕ) (3.4)

Avec I l'intensité lumineuse de l'onde mesuré, I1 l'intensité lumineuse de l'onde

de référence et I2 l'intensité lumineuse de l'onde de mesure. A�n d'améliorer le

retour signal, ce qui est essentiel pour les échantillons les moins ré�échissants,

l'échantillon mesuré doit être placé à une distance qui maximise l'intensité lumi-

neuse. Pour cela, il su�t de se placer à une distance qui correspond à un ventre

d'intensité lumineuse. Au travers de son manuel, Polytec précise que la distance

entre les maxima successifs sont de 204 mm, ce qui correspond à la longueur de

la cavité optique du laser. Une mesure du champ de déplacement en balayage en

fonction de la fréquence pour une poutre est montrée à la Figure 3.4. Sur cette

�gure, on observe ainsi les di�érents modes de �exion que la poutre multicouche

présente en fonction de la fréquence. Les premiers modes sont particulièrement vi-

sibles, puis le niveau d'amplitude s'atténue avec la fréquence. Certaines zones sont

d'un niveau très faible (notamment autour de 15 kHz) à cause des buzzers pié-

zoélectriques qui ne transmettent pas e�cacement l'énergie de déformation pour

ces fréquences. À partir de 25 kHz les modes de �exion sont modulés par d'autres

modes de déformation qui diminuent alors le niveau d'amplitude des modes de

�exion. Pour la sollicitation de l'échantillon, deux systèmes d'excitation sont uti-

lisés de part et d'autre de la poutre, ce qui explique que les ventres des modes de

déformations successifs ont pour origines les extrémités de la structure.

La vibrométrie laser par e�et Doppler est la méthode de mesure utilisée dans

ce manuscrit. En e�et, un de ces défauts majeurs est le temps de mesure qui peut

être relativement long comparativement aux autres méthodes présentées, mais les

échantillons étudiés ici réduisent grandement ce temps de mesure. Ces échantillons

sont des structures poutres et donc 1D, ce qui réduit considérablement la taille du
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Figure 3.4 � Carte du champ de déplacement mesuré en fonction de la position de
mesure et de la fréquence. Deux buzzers piézoélectriques ont été disposés de part
et d'autre de la poutre pour maximiser le niveau mesuré. Les di�érentes colonnes
de mesure ont été moyennées entre elles pour la visualisation des données.

maillage de mesure. De plus, cette méthode permet une mesure simple à mettre

en place et robuste, car elle est très peu sensible aux erreurs d'alignement, et les

surfaces non ré�échissantes peuvent être analysées lorsque du révélateur est déposé

par-dessus. Il est aussi simple d'e�ectuer une mesure large bande fréquentielle

à l'inverse de l'holographie en champ proche par exemple. La disponibilité d'un

vibromètre laser PSV-400 capable de mesurer jusqu'au MHz a aussi été un élément

important dans le choix de la méthode de mesure employée pour les présents

travaux.

3.2 Méthodes d'identi�cation d'une structure plane

L'objectif d'une méthode d'identi�cation est d'être appliquée a�n d'estimer

des paramètres physiques de la structure étudiée. Dans le cadre de cette thèse,

le champ de déplacement est le paramètre d'entrée. Celui-ci est mesuré par la

vibrométrie laser, préalablement présentée, est peut être l'entrée de di�érentes
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méthodes d'identi�cation.

Trois di�érentes méthodes vont être présentées brièvement ci-dessous. L'ob-

jectif est de faire un état des lieux non exhaustif de quelques méthodes utilisées

actuellement par la communauté scienti�que et de justi�er la méthode d'identi�ca-

tion retenue. Premièrement, cette synthèse aborde la méthode des champs virtuels,

une méthode puissante qui montre un champ d'application très large, comme la

caractérisation structurelle et l'identi�cation des e�orts appliqués. Ensuite, des

outils d'analyse modale sont présentés. Il est relativement simple d'obtenir des

outils de caractérisation en comparant la réponse modale d'une structure à un mo-

dèle vibratoire d'une structure théorique équivalente décrit par une décomposition

modale. Finalement, une méthode de résolution inverse est présentée à la �n de

cette section. Cette méthode est la Résolution Inverse Corrigée (RIC) ou Corrected

Force Analysis Technique (CFAT), elle est une méthode qui permet d'identi�er les

paramètres dynamiques d'une structure à partir de ses nombres d'ondes. Elle base

son formalisme sur l'équation de déplacement d'une plaque ou d'une poutre mince.

3.2.1 Méthode des champs virtuels

La méthode des champs virtuels ou Virtual Field Method (VFM) est basée

sur la formulation faible de l'équation du mouvement d'une structure plane. C'est

une méthode qui peut être utilisée a�n d'identi�er les paramètres matériaux d'une

structure lorsque les champs de déplacement sont connus. Des applications expéri-

mentales ont été développées à partir d'une mesure de dé�ectométrie [40, 42]. Elle

a été utilisée notamment dans l'identi�cation locale de la rigidité d'une plaque

composite endommagée par Kim [58]. Naturellement, cette méthode permet aussi

l'identi�cation du chargement dynamique lorsque les propriétés matériaux sont

connues [11]. Pierron a appliqué la VFM [90] sur une mesure de �exion en trois

points d'une poutre d'aluminium.

La VFM repose sur le principe des travaux virtuels. Ce dernier est l'équilibre

dynamique énergétique écrit sous sa forme générale :

−
∫
V

σ : εV dV +

∫
S

T̄ .uV dS +

∫
V

b.uV dV =

∫
V

ρa.uV dV, (3.5)
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Avec, W V
int = −

∫
V
σ : εV dV le travail virtuel des e�orts internes élastiques,

W V
ext =

∫
S
T̄ .uV dS+

∫
b.uV dV la somme des travaux virtuels des e�orts externes,

W V
acc =

∫
V
ρa.uV dV le travail virtuel des e�orts d'inertie. Le terme T̄ = σ.n cor-

respond au chargement extérieur (avec n le vecteur unitaire normal à la surface du

solide étudié), uV au champ de déplacement virtuel, εV au champ de déformation

résultant, b l'ensemble des forces volumiques et a l'accélération.

La suite de la méthode consiste à réécrire d'une manière plus précise l'Équa-

tion (3.5) en fonction de la structure étudiée (membrane, poutre, ou plaque). En-

suite, il est nécessaire de trouver un champ virtuel qui résout cette nouvelle équa-

tion. Ces champs virtuels agissent comme des �ltres qui permettent d'extraire les

inconnues du champ mesuré. Il y a deux critères indispensables a�n d'obtenir le

bon champ virtuel dans le cadre de la détermination des paramètres de structure :

il doit être cinématiquement admissible ; il doit être une fonction continue d'ordre

compatible avec la déformation étudiée. Être cinématiquement admissible signi�e

que le champ cinématique (déplacement et vitesse) postulé doit s'annuler aux li-

mites de la structure. Être une fonction compatible signi�e avoir su�samment de

dérivées continues nécessaires à la structure étudiée. Par exemple, dans le cadre des

membranes une fonction C0 su�t, pour les plaques la fonction doit être au moins

de classe C1. Finalement, les équations sont résolues a�n de calculer les inconnues

du système, qui sont dans notre cas par exemple, les propriétés dynamiques de la

structure étudiée.
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La méthode des travaux virtuels a pour intérêt majeur sa faible sensibilité au

bruit grâce à sa formulation faible (sous forme d'intégrales). Cependant, son

formalisme relativement complexe peut engendrer un temps d'implémentation

important, et un temps de calcul élevé. Cela nous a mené à écarter cette méthode

au pro�t de la Résolution Inverse Corrigée (RIC, ou CFAT). En e�et, cette

méthode montre un temps de calcul très faible (quelques secondes) et est aussi

une méthode qui fut abondamment éprouvée au laboratoire, ce qui naturellement

simpli�e son implémentation. En parallèle, des outils d'analyse modale sont aussi

employés dans les présents travaux, et donc présentés ultérieurement. Ces outils

sont bien connus de la communauté et ont donc servi à valider les résultats de

caractérisation car l'analyse modale n'est pas sensible aux mêmes paramètres

que CFAT.

3.2.2 Résolution Inverse Corrigée appliquée aux poutres

La méthode principale retenue pour les présents travaux est la Résolution In-

verse Filtrée Fenêtrée (RIFF) ou Force Analysis Technique (FAT) [1, 91�93], qui est

une méthode de caractérisation locale. Cette dernière est similaire à une méthode

d'analyse des nombres d'ondes, comme l'analyse par la transformée de Fourier

spatiale par exemple, mais ajoute l'hypothèse que la structure expérimentale étu-

diée correspond à une structure théorique. Cela lui permet d'une part d'être plus

précise dans sa caractérisation d'une méthode globale, si bien sûr l'objet étudié

correspond aux hypothèses posées (structure plane et �ne), mais autorise aussi une

résolution locale des équations du mouvement et donc une visualisation locale des

paramètres mécaniques de la structure ou des contraintes appliquées. Dans le cadre

des présents travaux, uniquement le cas de la visualisation locale des paramètres

mécaniques nous intéresse.

La résolution inverse utilisée ici est plus précisément la version corrigée de

la méthode FAT. Celle-ci se nomme simplement la Résolution Inversée Corrigée

(RIC) ou Corrected Force Analysis Technique (CFAT) [65, 66]. La méthode CFAT

(tout comme FAT) se base sur l'Équation (3.6), qui correspond à l'application du
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Principe Fondamental de la Dynamique à une poutre mince en �exion.

p(x) = EI
∂4w(x)

∂x4
− ρSω2w(x), (3.6)

avec, p(x) la pression exercée au point x, E le module de Young apparent de

�exion, I le moment d'inertie, ρ la densité, S la section, ω la pulsation en rad.s−1

et w(x) le déplacement transverse en fonction de x avec l'axe transverse parallèle

à l'épaisseur du matériau.

Dans le cadre des poutres, un schéma aux di�érences �nies de 5 points dé�ni

à l'Équation (3.7) est utilisé a�n d'estimer la dérivée 4ème du déplacement w(x).

δ4x∆ =
w(x− 2∆)− 4w(x−∆) + 6w(x)− 4w(x+∆) + w(x+ 2∆)

∆4
. (3.7)

avec,∆ le pas du maillage choisi et δ4x∆ l'approximation de la dérivée 4ème du champ

de déplacement au point x et en fonction du pas ∆. Le pas optimal correspond à

un maillage spatial de trois points par longueur d'onde [65, 78]. Il dépend donc de

la fréquence d'analyse, et doit être adaptatif. Ce concept est illustré à la Figure 3.5,

et sera résolu à la section suivante.

Cependant, l'estimation du paramètre de structure s = EI
ρS

à partir de l'Équa-

tion (3.6) et du schéma aux di�érences �nies de l'Équation (3.7) est surévaluée

dans les hautes fréquences à cause d'une singularité [66]. L'atténuation de l'erreur

engendrée en HF par cette singularité est e�ectuée à partir du paramètre µ qui

réalise un fenêtrage et un �ltrage des nombres d'ondes [93]. Le paramètre structure

s s'estime alors à l'aide de l'Équation (3.8). Lorsque µ4 est écrit en fonction de

l'équation de dispersion, la forme �nale de l'application de CFAT à une poutre

dans l'identi�cation du paramètre de structure correspond à l'Équation (3.9) [65].

s =
ω2w(x)

µ4δ4x∆
, (3.8)

avec µ4 =
∆4k4N

(2−2cos(kf∆))2
et k4N = ρS

EI
ω2 l'équation de dispersion de l'onde à la

fréquence ω.
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s = ω2∆4

[
arccos(1− ∆2

2

√
δ4x∆
w(x)

]−4

. (3.9)

(a)

(b)

Figure 3.5 � Adaptation du pas∆ dans le schéma aux di�érences �nies de l'Équa-
tion (3.7) pour (a) une grande longueur d'onde et (b) une longueur d'onde plus
faible. Le pas optimal est celui qui permet d'avoir trois points par longueur d'onde
[65].

Ainsi, pour estimer le paramètre de structure s pour une fréquence unique,

seulement 5 points de mesure du champ de déplacement sont nécessaires. Mais un

balayage complet de la structure permet d'atténuer les incertitudes de mesure. En

e�et, l'utilisation de la méthode des moindres carrées sur l'ensemble des résultats

spatiaux a été utilisée et est vivement conseillée [65] a�n de réduire le bruit de

mesure à l'image de la Figure 3.6. Pour une poutre, le calcul au sens des moindres

carrés est direct. En posant C = δ4x∆ , l'estimation de A = w(x)/δ4x∆ au sens des

moindres carrés est réalisée par A = CHw
CHC

, avec CH l'hermitien de la matrice C

(transposée-conjuguée de la matrice C).

À l'inverse, il est aussi possible d'estimer une cartographie du paramètre de

structure s en appliquant une moyenne sur une faible largeur de bande fréquen-

w(x) 

X 

w(x) L1 
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tielle, su�samment faible pour que les paramètres de structure ne varient pas trop

a�n d'avoir une estimation �able de la rigidité en chaque point x de la structure.
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Figure 3.6 � Rigidité de �exion apparente en fonction de la fréquence avec ou
sans l'approximation au sens des moindres carrés. Sans cette approximation, une
simple moyenne des résultats obtenus sur l'ensemble du maillage est e�ectuée.

L'inconvénient majeur de cette méthode est sa haute sensibilité aux erreurs

expérimentales. En e�et, l'ordre 4 sur le pas ∆ diminue fortement la précision des

résultats si ce premier est mal estimé. Dans les présents travaux, la comparaison a

été e�ectuée avec l'analyse modale. La méthode CFAT montre tout son intérêt par

sa caractérisation large bande rapide à implémenter et aux résultats riches, car il est

possible d'adopter une visualisation spatiale et/ou fréquentielle, son écriture locale

est aussi e�cace a�n d'obtenir des résultats sur une zone limitée de l'échantillon, ce

qui se révèlera être décisif dans l'étude des échantillons aux interfaces imparfaites.

Ces avantages forts propres à CFAT sont issus des hypothèses formulées autour

de la structure étudiée. En e�et, la caractérisation en nombre d'onde est utilisée

dans ce traitement de données a�n d'estimer précisément le paramètre structure

s d'une structure mince académique (poutre ou plaque). Cependant, cette forte

hypothèse est aussi un inconvénient car elle limite l'application de cette méthode

à ce type de structure idéale.

La méthode retenue présentée ici se limite aux structures planes et �nes. Ce-

pendant, Wassereau [115] par exemple, a développé la méthode FAT pour la ca-

X 

I= 

X 
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ractérisation de poutre épaisse à partir de la théorie de Timoshenko.

3.2.3 Analyse modale sur champ de déplacement

L'analyse modale [48] présente un large panel de méthodes aidant à identi�er

les propriétés mécaniques d'une structure. Elle peut être utilisée dans une forme

basique a�n d'obtenir la rigidité de �exion ainsi que l'amortissement en �exion

de la structure étudiée. Si l'on considère un tricouche, il est possible d'utiliser

les modes de son champ de déplacement pour e�ectuer de l'analyse modale. En

e�et, ces modes rendent compte du comportement dynamique du multicouche, à

l'image d'une poutre monocouche, mais ils dépendront de la fréquence à la manière

d'un multicouche. La rigidité apparente de l'ensemble variera alors en fonction

des modes de déformations prédominants, et donc en fonction de la fréquence, à

l'inverse d'une poutre monocouche.

L'analyse modale d'un multicouche s'e�ectue donc en décrivant le tricouche à

l'aide d'une poutre homogène aux propriétés variables en fonction de la fréquence,

tout en correspondant aux conditions aux limites expérimentales. La variation

du comportement caractéristique d'un tricouche, qui varie entre �exion pure et

cisaillement pur, est ainsi reproduit à partir d'une poutre aux propriétés dyna-

miques fréquentiellement dépendantes. Le système ainsi obtenu est appelé une

poutre équivalente. La méthode présentée ici est restreinte au type de structure

étudiée dans les présents travaux : les structures poutres.

Identi�cation de la rigidité équivalente

Pour obtenir une rigidité de �exion modale équivalente, la méthode est d'uti-

liser l'équation d'une poutre en �exion correspondant aux conditions aux limites

expérimentales, libre-libre dans le cas des travaux présentés ici. Dans le cadre des

ondes de �exion dans une poutre libre-libre, l'Équation caractéristique (3.10) à

résoudre n'a pas de solution analytique. Il faut donc trouver les solutions numé-

riquement. Les solutions pour chaque mode n sont utilisées a�n de calculer les

fréquences des modes correspondant avec l'Équation (3.11).

cos (βnL) cosh (βnL) = 1, (3.10)
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avec βnL les solutions modales de l'équation caractéristique. Elles sont ensuite

utilisées dans le calcul des pulsations modales à l'Équation (3.11).

ωn = (βnL)
2

√
EI

ρSL4
. (3.11)

Cependant, ceci n'est qu'une équivalence par rapport au comportement du

multicouche qui résulte de la contribution de plusieurs modes de déformations. En

e�et, de la �exion pure est d'abord observée pour un multicouche, et correspondra

donc bien à l'Équation (3.11). Mais pour des fréquences plus élevées, la �exion

est couplée au cisaillement, pour �nir en HF sur du cisaillement pur. Ainsi, l'équi-

valence d'une unique poutre en �exion est e�ectuée pour chaque mode avec une

rigidité variable, et plus précisément décroissante en fonction de la fréquence. Le

but est de repérer le mode n ainsi que sa fréquence fn dans le champ de déplace-

ment mesuré, et de recaler un modèle modal de poutre en �exion en faisant varier

le module de Young a�n de minimiser l'écart entre la fréquence du mode mesuré

et la fréquence de ce même mode obtenue par le modèle. Cela permet d'obtenir

un module de Young apparent comparable à celui obtenu lors de l'application de

CFAT. Les résultats de cette méthode seront illustrés dans la Section 3.3 à la

Figure 3.15.

Identi�cation de l'amortissement apparent

L'équivalence est aussi valable dans l'identi�cation de l'amortissement équi-

valent. Cela s'e�ectue plus simplement que l'identi�cation de la rigidité équiva-

lente, car elle se fait directement sur le champ de déplacement mesuré (Figure 3.7),

sans avoir à optimiser un paramètre. La méthode d'estimation de l'amortissement

utilisée est l'estimation par la bande passante à −3 dB, ce qui correspond à une

chute de 50% de l'intensité de déplacement. Le déplacement n'étant pas une gran-

deur quadratique, cela correspond à diviser son amplitude par
√
2. Une fois la

largeur de bande à −3 dB estimée, le taux d'amortissement modal s'estime alors

classiquement avec l'Équation (3.12).

ζn =
∆f

2fn
, (3.12)
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avec, ζn le taux d'amortissement du mode n, ∆f la largeur de bande à −3 dB

et fn la fréquence du mode n. Cette équation n'est vraie que pour des ζn faibles.

L'ensemble de ces grandeurs sont représentées sur la Figure 3.7.
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Figure 3.7 � Déplacement transverse en fonction de la fréquence sur le mode à
fn = 8 kHz. Illustration des grandeurs utiles lors de l'estimation de l'amortissement
modal. Le déplacement est en échelle dB et est calculé de la façon suivante :
udB(f) = 20 log10(u(f))

3.3 Application à une poutre en structure sand-

wich

La caractérisation d'une structure est un processus fondamental dans l'ingé-

nierie et la recherche. Elle sert généralement à savoir si un produit conçu par un

bureau d'étude aura le comportement attendu, en caractérisant un prototype re-

présentatif du produit �nal par exemple. Dans le cadre de la recherche, ce type

de technique est utilisé pour valider des modèles théoriques. Une méthode inverse

consiste à estimer une grandeur physique par les conséquences d'un problème, par

opposition aux méthodes directes qui permettent par la mesure d'obtenir direc-

tement la grandeur recherchée. Dans cette section est d'abord détaillée le banc

de mesure employé dans les présents travaux. L'implémentation de la méthode de

caractérisation par résolution inverse retenue est ensuite détaillée, ainsi que l'im-

plémentation des principales techniques de traitement de données classiquement



114 Chapitre 3 � Caractérisation expérimentale de poutres multicouches

employées pour améliorer signi�cativement les résultats obtenus. Les seuls para-

mètres d'entrée de la méthodologie sont : le spectre du champ de déplacement

transverse mesuré dans le plan (x, y) noté uz(x, y, f) ; la géométrie de l'échantillon

tricouche V = L × b × h = (60.0 × 10−2) × (3.0 × 10−2) × (0.3 × 10−2) m3 ; et sa

masse m = 270 g.

3.3.1 Banc de mesure

L'objectif du banc de mesure est de réaliser une mesure vibratoire dans le but

de caractériser le comportement dynamique d'une structure plane. La Figure 3.8

illustre l'ensemble des outils qui constituent le banc ainsi que leurs connexions.

Les di�érents éléments du banc de mesure sont donc :

� L'échantillon mesuré : choisi dans un ensemble de poutres multicouches

fabriquées au laboratoire.

� Le bâti qui accueille l'échantillon mesuré.

� Le système d'excitation, qui dans les présents travaux est un buzzer

piézoélectrique.

� Le vibromètre laser accompagné de son hardware et software, a�n de

réaliser la mesure optique du champ de déplacement.

Les échantillonsmesurés sont suspendus à l'aide d'une potence par la longueur

pour correspondre à des conditions aux limites libre-libre. L'extrémité inférieure de

l'échantillon est aussi accrochée à l'aide d'une �ne �celle en polypropylène et mise

en légère tension en faisant un n÷ud coulissant dans le but d'éviter des mouvements

de pendule. Pour des échantillons en aluminium, des trous peuvent être e�ectués

aux extrémités pour y loger les �celles. Pour des échantillons en verre, un adhésif

est généralement utilisé en bout de poutre dans le but de pouvoir la suspendre.

L'excitation dynamique de la structure est réalisée à l'aide de buzzers piézo-

électriques. Leur faible masse ainsi que leur petite taille font des buzzers piézoélec-

triques des systèmes de sollicitation peu intrusifs et ne modi�ent que très peu le

comportement de la structure étudiée. Cependant, il est important de bien choisir

son buzzer piézoélectrique a�n qu'il corresponde aux analyses prévues. Son dia-

mètre est le paramètre le plus important dans le cas des buzzers sous la forme d'un

disque, il va déterminer sa fréquence de résonance et ainsi sa bande de fréquence
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d'utilisation optimale. En e�et, il est prévu par le fournisseur 2 d'utiliser ce type

de système d'excitation sur une bande de fréquences précise qui correspond à l'en-

cadrement de sa fréquence de résonance de ±1000 Hz. Il est en revanche possible

d'avoir malgré tout du signal en dehors de ces fréquences, les buzzers constituent

alors un bon outil pour de l'analyse fréquentielle large bande. Le manque de signal

dû à leur faible amplitude de sollicitation est comblé en utilisant deux buzzers

piézoélectriques ou plus, car cela augmente le niveau d'amplitude du champ de

déplacement de l'échantillon mesuré. Cependant, le traitement de données diverge

aux points de sollicitation, parce qu'il fait l'hypothèse d'une pression appliquée

nulle. Il est donc recommandé de ne pas surdimensionner la quantité de systèmes

d'excitation à ajouter, ces derniers étant des buzzers piézoélectriques dans le cas

présent.

Pour les essais présentés ici, le signal injecté est un bruit blanc cohérent pour

les deux buzzers piézoélectriques, la largeur de bande dépend de l'analyse, mais se

trouve généralement entre 1 kHz et 50 kHz. Cependant, si une analyse en basses

fréquences (BF) est recherchée, il faut alors concentrer cette largeur de bande

autour des valeurs d'intérêts. En e�et, les BF comportent les premiers modes de

déformation du buzzer piézoélectrique et vont donc utiliser la majorité de la tension

injectée pour leur déformation. De l'énergie est donc perdue à solliciter faiblement

et insu�samment les modes HF, ce qui rendra aussi les résultats BF insu�sants.

3.3.2 Adaptation du facteur d'échelle

Comme vu précédemment, le pas ou facteur d'échelle, doit être adaptatif en

fonction de la fréquence a�n de ne pas faire diverger le calcul. La Figure 3.9 montre

trois résultats pour trois di�érents pas �xes utilisés sur l'ensemble du calcul. Le

pas est ainsi valide uniquement pour une bande fréquentielle relativement réduite.

La superposition des courbes successives permet d'obtenir un résultat correct sur

l'ensemble de la bande de fréquence mesurée. Le pas optimal qui est recherché sur

l'ensemble du spectre doit être de 3 points par longueur d'onde [1, 32], a�n de

minimiser le bruit tout en estimant correctement l'onde étudiée.

L'adaptation du facteur d'échelle passe d'abord par une estimation de la lon-

2. fr.rs-online.com/web/content/m/rs-pro
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Vibromètre laser

Echan�llon

Buzzer piézoélectrique

Mesure par balayage

Figure 3.8 � Photographie du banc de mesure complet constitué de : l'échantillon
mesuré, le système de sollicitation et le vibromètre laser. La photographie est
accompagnée d'un schéma de l'échantillon vu par le vibromètre laser ainsi que le
maillage de la mesure par balayage.

gueur d'onde de �exion. Cette estimation se fait classiquement à partir de la trans-

formée de Fourier 2D du déplacement mesuré précisé à l'Équation (3.13).

U2D(k, f) =

∫ t=+∞

t=−∞

∫ x=+∞

x=−∞
u(x, t)e−ikxeiωtdxdt. (3.13)

Ensuite, uniquement les nombres d'onde de �exion sont extraits du signal et

sont utilisés dans l'estimation de longueur d'onde par l'Équation (3.14). L'ensemble

des nombres d'ondes sont visibles dans la Figure 3.11. Les nombres d'onde de

�exion correspondent généralement au nombre d'onde le plus élevé. Il est possible

cependant qu'en BF les ondes de membrane aient des nombres d'onde plus élevés.

λ�exion =
2π

k�exion
. (3.14)
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Figure 3.9 � Module de rigidité de �exion en fonction de la fréquence, pour
di�érents pas de maillage du schéma aux di�érences �nis de l'Équation (3.7).

L'adaptation du facteur d'échelle selon la procédure détaillée précédemment

permet d'obtenir la superposition des courbes successives de la Figure 3.9 sans les

divergences BF et HF. Cela permet d'avoir des résultats sur une large bande de

fréquence en une seule mesure comme cela est représenté à la Figure 3.10.
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3.3.3 Filtrage de la réponse en nombre d'onde

Les résultats obtenus si on applique directement la méthodologie abordée jusque-

là présentent quelques divergences pour certaines bandes de fréquences, principa-

lement en HF (voir Figure 3.10, autour de f = 40 kHz). La source majeure de

cette divergence est la contribution des autres modes de déformations visibles à la

transformée de Fourier du déplacement à la Figure 3.11, ainsi que le bruit de me-

sure mais aussi la contribution du buzzer piézoélectrique. Une des hypothèses de

CFAT est que l'on se trouve en plaque in�nie sans sollicitation extérieure. Ce qui

est naturellement faux près du système d'excitation. De plus, le nombre d'onde de

�exion se confond peu à peu avec le bruit dans les hautes fréquences, au pro�t des

autres modes de déformation qui deviennent donc prédominants pour ces régions

fréquentielles.

La solution triviale est donc de �ltrer dans l'espace des nombres d'onde le

champ de déplacement. Cependant, le fenêtrage empêche une reconstitution du

champ de déplacement représentative du signal d'origine, particulièrement pour

les basses fréquences. Pour pallier cela, il est recommandé d'employer un border-

padding a�n d'étendre le domaine spatial de mesure au-delà de ce qui a été mesuré.

C'est une technique qui permet de fenêtrer le signal spatialement sans détério-

rer le signal mesuré, car le fenêtrage s'appliquera ainsi sur les bords ajoutés. Le

border-padding e�ectué est obtenu uniquement à partir de données mesurées. Pre-

mièrement, un zero-padding est réalisé. Le signal d'origine ainsi que ses bords sont

alors �ltrés dans l'espace des nombres d'ondes. Les bords du signal ainsi recons-

truits ne sont plus des zéros, mais l'extrapolation réalisée n'atteint pas une qualité

su�sante à la première itération. Ainsi, dans une optique d'amélioration de l'ex-

trapolation, les bords sont conservés mais le champ de déplacement mesuré (le

signal original) est réinjecté tout en conservant le début de border-padding. Les

deux dernières étapes sont alors répétées jusqu'à ce que l'extrapolation soit satis-

faisante par convergence du border-padding. Cette méthodologie suit la logique

illustrée par l'organigramme 3.12.

Une rapide étude des paramètres permet de choisir la valeur optimale de chaque

paramètre qui maximise la qualité du �ltrage. Les trois paramètres principaux sont

ainsi : la largeur du bord ajouté, symbolisée par le nombre de pixels ajoutés au
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(a)

(b)

Figure 3.11 � Carte de la transformée de Fourier 2D (a) brute et (b) �ltrée, du
déplacement transverse U2D(k, f) en fonction du nombre d'onde et de la fréquence
e�ectuée à l'aide de l'Équation (3.13). Les conditions de mesures sont identiques
à celles pour la Figure 3.4. La Figure (a) correspond aux données en entrée du
�ltrage et la Figure (b) au résultat �nal obtenu après �ltrage selon la procédure
expliquée dans cette section.

signal (précisé en % par rapport au nombre de pixel initiaux) ; la largeur de la

fenêtre de �ltrage ; et l'ordre du �ltre. Pour cela, la boucle de �ltrage présentée à

la Figure 3.12 ne sera pas appliquée a�n de gagner une �exibilité d'analyse non

négligeable. En e�et, un �ltrage complet du signal dure environ 3 minutes, et il est

généralement nécessaire d'e�ectuer au moins 100 boucles de calcul pour avoir un

border-padding satisfaisant. Cela a pour e�et principal de dégrader grandement

les résultats BF, hautement sensibles aux e�ets de bord, qui ne seront donc pas
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Figure 3.12 � Organigramme du �ltrage avec border-padding. Le border-padding
est réalisé à l'aide d'un zero-padding et une succession de �ltrages. Pour cela, le
champ de déplacement mesuré est réinjecté à chaque cycle sans modi�er les bords
a�n d'obtenir progressivement un border-padding uniquement à partir des données
mesurées.

a�chés. Néanmoins, la qualité des résultats HF est conservée et su�t pour étudier

les e�ets des paramètres du �ltre.

L'étude des paramètres est a�chée dans l'ensemble des Figures 3.13, la �exion

de rigidité calculée avec �ltrage et le border-padding sert de référence a�n de

véri�er l'e�et des di�érents paramètres de �ltrage, et de véri�er pour quelles valeurs

u(x) 

u(x)+ zeros 

u( x) filtrés + bords filtrés 

(x) + bords filt 's 
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Figure 3.13 � Rigidité de �exion en fonction de la fréquence en faisant varier (a)
le padding avec une largeur de fenêtre de 25 rad.m−1 et d'ordre 5 (b) la largeur de
la fenêtre avec un zero-padding de 85% et un ordre de 5 et (c) l'ordre de la fenêtre
avec un zero-padding de 85% et d'une largeur de fenêtre de 25 rad.m−1. Ces calculs
ont été réalisés sans le border-padding obtenu à partir des données expérimentales
présenté à la Figure 3.12. À chaque �gure est ajoutée le résultat �nal �ltré avec le
border-padding complet, qui sert donc de référence.

ils sont optimaux. Le but est donc de tendre le plus possible vers cette courbe. La

Figure 3.13a montre l'e�et du zero-padding et donc par extension du border-

padding. À partir de seulement 30% l'e�et du zero-padding a convergé. L'e�et de

la largeur de la fenêtre (Figure 3.13b) est l'e�et le plus important du �ltrage.

Le �ltrage dénaturera le signal si sa largeur de bande est trop faible, et ne �ltrera
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pas assez si sa largeur est trop importante. Une largeur de 40 rad.m−1 de cette

�gure correspond à une largeur trop grande qui montre que le signal n'est plus

su�samment �ltré, ce qui revient aux résultats vus précédemment sans �ltrage à

la Figure 3.10. Pour une largeur inférieure à 20 rad.m−1, le signal est trop �ltré

et correspond ainsi davantage à un signal simulé qu'au signal expérimental. Une

largeur optimale se trouve donc entre 20 et 25 rad.m−1. Au sujet de l'ordre du

�ltre, la Figure 3.13c montre qu'un ordre trop faible aura pour e�et de surestimer

la rigidité de �exion et de trop tronquer le signal. À l'inverse, un ordre trop élevé

aura des e�ets indésirables sur le signal, particulièrement en BF. L'ordre idéal se

situe donc entre 3 et 5.

Finalement, le border-padding et le signal mesuré sont �ltrés en ne conservant

que les nombres d'onde de �exion. Cela permet d'obtenir la Figure 3.11b dans

l'espace des nombres d'ondes. Uniquement la portion de signal correspondant à

la région spatiale mesurée (sans le border-padding) est utilisée a�n d'appliquer le

traitement de données CFAT. L'application de l'ensemble de cette méthodologie

mène à la Figure 3.14, pour un zero-padding de 80 %, une largeur de fenêtre de

23 rad.m−1 et un �ltre d'ordre 5. On observe alors que la partie réelle est bien

�ltrée et permet ainsi d'étendre le domaine de mesure. En revanche, pour la partie

imaginaire, plusieurs artefacts sont retirés du jeu de données, mais des erreurs

subsistent lorsque le niveau mesuré est trop faible. Cela est particulièrement le

cas pour les résultats HF, l'amortissement trop sensible au bruit se retrouve ainsi

entièrement noyé par ce dernier.
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Figure 3.14 � (a) Rigidité de �exion et (b) Amortissement en fonction de la
fréquence avec ou sans �ltrage. Le �ltrage est e�ectué sur le signal d'origine enrichi
avec un border-padding réalisé selon la Figure 3.12.

3.3.4 Résultats

Les résultats issus de la méthodologie expérimentale ainsi détaillée sont a�chés

à la Figure 3.15. Le traitement de données implique aussi le �ltrage sur l'ensemble

du spectre du champ de déplacement, que ce soit pour l'analyse modale ou pour

CFAT. Les résultats sont obtenus pour une large bande fréquentielle f = [1, 100]

kHz, correspondant à la largeur de bande de mesure.

La comparaison avec l'analyse modale a été appliquée comme expliquée à la

Section 3.2.3 à l'aide d'une poutre équivalent aux conditions aux limites libre-libre.

Pour cela, les modes expérimentaux visibles à la Figure 3.4, ou plus précisément à

la Figure 3.16, sont réobtenus à l'aide d'un modèle modal de poutre en �exion avec

les conditions aux limites correspondantes. La première étape consiste à détecter

le mode concerné, ce qui est fait en comptant le nombre de ventres d'amplitude

du déplacement. Ensuite, l'Équation (3.11) est utilisée en modi�ant la valeur du

module de Young injectée a�n de minimiser l'écart entre la fréquence propre du

mode théorique et celle du mode expérimental. Le module de Young permettant

de minimiser cet écart est donc le module de Young de la poutre équivalente en

�exion choisie. Deux exemples de déformées modales théoriques obtenues pour le

6ème mode à f6 = 1635 Hz et le 8ème mode à f8 = 2760 Hz sont montrés à la
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Figure 3.16 avec les déformées expérimentales correspondantes.

(a)

103 104 105

Fréquence [Hz]

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

Am
or

tis
se

m
en

t [
-]

CFAT
Modal analysis

(b)

Figure 3.15 � (a) Module de rigidité apparent et module de rigidité modal en
fonction de la fréquence, (b) Amortissement de �exion apparent et amortissement
de �exion des modes de �exion en fonction de la fréquence. Les paramètres appa-
rents sont obtenus à partir de CFAT, présentée à la Section 3.2, et le calcul des
paramètres modaux à partir d'une poutre équivalente en �exion est présenté à la
Section 3.2.3. Peu de modes sont représentés car la sollicitation de l'échantillon
par deux buzzers piézoélectriques n'a engendré que les modes impairs.

Les résultats à la Figure 3.15 décrivent alors un comportement classique pour

une structure multicouche et suivent les mêmes tendances que les rigidités de

�exion calculées au Chapitre 2 au sujet de la modélisation. Les résultats obte-

nus grâce à CFAT, qu'ils soient en partie réelle (rigidité de �exion apparente) ou

en partie imaginaire (amortissement apparent) permettent une estimation large

bande du comportement dynamique d'une structure, même pour des taux d'amor-

tissement très faible, le pic d'amortissement réel se trouvant seulement vers 3%.

L'analyse modale permet de con�rmer en BF le comportement obtenu grâce à

l'analyse par CFAT. Cependant, en HF les modes génèrent de faibles résonances

et ne permettent ainsi pas une analyse modale convenable. CFAT montre aussi

quelques points de divergence qui correspondent à des chutes de signal injecté par

les buzzers piézoélectriques. D'une manière générale, utiliser CFAT et l'analyse

modale dans une démarche comparative est très utile car ces deux méthodes ne

sont pas sensibles aux mêmes paramètres, ce qui permet de con�rmer la �abilité
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(a) (b) (c) (d)

Figure 3.16 � Déformée modale d'une poutre libre-libre du : 6ème mode pour
E1635Hz = 62.2 GPa (a) théorique (b) expérimentale ; 8ème mode pour E2760Hz =
58.0 GPa (c) théorique (d) expérimentale.

des résultats. L'inconvénient est que cette comparaison n'est possible que si les

modes sont présents su�samment haut en fréquence et qu'ils restent dissociables.

Cela est le cas d'une structure poutre, mais pour une plaque le recouvrement mo-

dal fait que rapidement les modes ne sont plus dissociables. On rappelle que pour

une poutre, la densité modale décroît en ω−1/2.

3.4 Conclusion

L'objectif de ce chapitre était de dresser une courte revue sur les principaux

éléments de quelques méthodologies de caractérisation applicable à une poutre

multicouche. Cela a permis de justi�er le choix de la méthodologie complète re-
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tenue, c'est-à-dire, l'utilisation d'un vibromètre laser a�n de mesurer les déforma-

tions d'une poutre multicouche, et l'application de CFAT avec l'analyse modale

conjointement dans le but d'identi�er les paramètres dynamiques. Ce choix a bien

sûr été grandement conditionné par l'application �nale recherchée, qui est l'étude

expérimentale de l'e�et des interfaces imparfaites au sein des multicouches. La

caractérisation retenue passe ainsi avant tout par un banc de mesure complet

constitué : de l'échantillon étudié ; d'un système de sollicitation ; d'un système de

mesure ; et d'un système d'acquisition. Ces rôles sont assurés respectivement par :

une poutre multicouche ; un buzzer piézoélectrique ; un vibromètre laser à e�et

Doppler (PSV-400) ; et le système d'acquisition fourni par Polytec avec leur vibro-

mètre laser. Quelques détails sur la technique de mesure du champ de vitesse ou

de déplacement utilisée par le vibromètre laser et le système d'acquisition ont été

abordés. Ensuite, le traitement de données a été présenté ainsi que quelques mé-

thodes de post-traitement supplémentaires utilisées a�n d'améliorer les résultats.

L'application de l'analyse modale à la caractérisation de matériaux multicouches a

ensuite été abordée. Ces deux méthodes ont �nalement été appliquées à la �n de ce

chapitre pour mettre en évidence les résultats obtenus à l'issue de la méthodologie,

ainsi que les résultats attendus pour une poutre sandwich.
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Le Chapitre 4 utilise l'ensemble des méthodologies vues précédemment a�n de

confronter le modèle à l'expérimentation. La méthodologie de calcul a été présen-

tée au Chapitre 2. Elle est utilisée dans le but d'appliquer le modèle équivalent

aux interfaces imparfaites. La méthodologie appliquée pour caractériser le com-

portement dynamique de poutres multicouches est présentée au Chapitre 3. L'idée

dans ce chapitre est donc d'appliquer le modèle et la méthode expérimentale pour

l'analyse complète de plusieurs échantillons pour la caractérisation mécanique d'un

multicouche et de ses interfaces. Cette synergie entre les chapitres déjà présentés

représente l'aspect le plus innovant des travaux e�ectués. En e�et, il existe déjà

plusieurs travaux sur la modélisation analytique ou numérique des interfaces au

sein d'un multicouche, mais sont généralement appliqués en statique uniquement

et il n'y a pas à ma connaissance d'utilisation de l'approche équivalente dans le

cadre des interfaces imparfaites. Il existe aussi des travaux sur la mise en évidence

d'interfaces à l'aide de mesures ultrasoniques principalement, ce qui correspond

plutôt au domaine du contrôle non destructif. Il y a donc un manque important de

travaux sur la caractérisation dynamique d'interfaces au sein d'un matériau multi-

couche comme il a été relevé au Chapitre 1. Ce point avait été soulevé notamment

par Mathieu Gaborit dans les perspectives de sa thèse [34]. En e�et, détecter la

présence d'une interface imparfaite n'implique pas les mêmes outils que prédire

ou caractériser les conséquences d'une ou plusieurs interfaces imparfaites sur le

comportement dynamique d'une structure multicouche.

Ce chapitre commence alors par la présentation du banc de mesure à la Sec-

tion 4.2, il fait écho avec une partie du Chapitre 3, mais est bien plus factuel.

Son objectif est de mettre en évidence les paramètres expérimentaux. Ensuite, les

quelques paramètres expérimentaux qui ont un e�et indésirable sur la dynamique

des structures étudiées seront présentés, tel que l'e�et du vieillissement et de la

température lors de la mesure. Ensuite, la Section 4.3 présente les résultats de

caractérisation d'échantillons aux interfaces imparfaites. Cela implique l'identi�-

cation des paramètres dynamiques expérimentaux à l'aide du modèle présenté au

Chapitre 2. Des résultats sont montrés en fonction de la fréquence, pour permettre

une comparaison avec le modèle, mais aussi en fonction de l'espace, a�n de rendre

compte de l'évolution de l'interface au sein même d'un matériau. Dans cette sec-
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tion apparaît aussi la comparaison modèle/mesure. Certains des résultats joints

dans ce chapitre ont été présentés durant le Congrès Français d'Acoustique 2022

(CFA2022) [8] et l'International Conference on Noise and Vibration Engineering

en 2022 (ISMA2022-USD2022) [7]. .

4.1 Fabrication des échantillons étudiés

Dans cette partie est présentée le protocole de fabrication dans son ensemble.

Le but est principalement de montrer la reproductibilité du présent travail et des

échantillons produits. La motivation principale quant à la fabrication des échan-

tillons sur place, avec nos moyens de fabrication, était le contrôle du collage et

donc des interfaces. En e�et, nous pouvions tester toutes les con�gurations que

nous souhaitions, au prix d'une procédure essai-erreur coûteuse en temps. Cepen-

dant, une fois le procédé de fabrication maitrisé, la production d'échantillon était

rapide et con�gurable.

4.1.1 Protocole de fabrication

Le choix des matériaux

Les échantillons fabriqués sont des structures poutres, malgré l'écriture en

plaque du modèle équivalent proposé. Ce choix a été motivé pour la simplicité

de fabrication des échantillons, mais surtout pour la simplicité de génération d'in-

terfaces imparfaites. Ces interfaces étant générées en dégradant le tricouche, il

était naturellement plus aisé de contrôler cette dégradation dans une seule dimen-

sion que deux. De plus, cela évite aussi lors de la caractérisation, des incertitudes

supplémentaires quant à l'interprétation des résultats. D'un point de vue de la

modélisation, l'écriture en poutre se déduit très facilement à partir du modèle de

plaque en ne conservant que les éléments selon deux dimensions : une dimension

horizontale, perpendiculaire à l'épaisseur ; une dimension transverse, parallèle à

l'épaisseur. Les autres termes sont ainsi mis à zéro.

Le choix de la nature des échantillons a principalement été imposé par la mé-

thode de mesure qui est optimale entre 1 kHz et 40 kHz.
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� Les peaux étaient premièrement constituées d'aluminium, car ce matériau

est bien connu en mécanique, il possède un fort coe�cient de ré�exion op-

tique (très intéressant pour une mesure au laser) et il était simple de trouver

des échantillons de la forme recherchée. Elles ont ensuite été remplacées par

des peaux en verre, car il était plus simple de contrôler la fabrication lors

de la pose des échantillons grâce à la transparence du matériau. De plus, le

verre présente un module de Young E et une masse volumique ρ proche de

l'aluminium, ce qui permettait d'obtenir des comportements dynamiques

proches entre les di�érents échantillons.

� Le choix du c÷ur était décisif dans le comportement du tricouche. Le ma-

tériau choisi a été la colle époxyde bi-composante DP-190 3M 1 (Scotch

Weld DP 190 ). L'utilisation d'un adhésif en tant que c÷ur des structures

sandwiches a été choisie pour la simplicité de fabrication, mais aussi pour

permettre une détérioration des interfaces a priori plus aisément. Le choix

de la DP-190 3M en particulier a été fait car la haute rigidité de ce matériau

pour une colle époxyde (de l'ordre de 1 GPa), engendre un comportement

mécanique favorable à l'analyse dynamique par la méthode CFAT.

Les étapes de fabrication

Le protocole a évolué tout au long des présents travaux. Uniquement les derniers

échantillons (qui représentent �nalement plus de la moitié des échantillons totaux)

ont été fabriqués avec ce protocole. Le principal avantage de ce dernier est sa

haute capacité à reproduire des échantillons similaires. Ce dernier protocole a été

développé lors d'un projet de �n d'études à l'INSA en collaboration avec l'étudiant-

ingénieur T. Sacco [104].

L'essentiel de la fabrication se situe dans la matrice qui présente trois emplace-

ments de moulage, elle est présentée à la Figure 4.1. Elle a été réalisée sur-mesure au

laboratoire par notre technicien, a�n de positionner les échantillons en largeur ainsi

qu'en longueur. Un bon positionnement garantit une bonne reproductibilité lors

de la fabrication. La profondeur d'un moule correspondait, aux incertitudes près,

à l'épaisseur totale d'un échantillon verre-époxy-verre que l'on a choisie à 6,7mm.

1. 3mfrance.fr
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La largeur d'un moule correspond ainsi à la largeur des échantillons d'aluminium

qui est de 30 mm pour les échantillons en verre, et 32 mm pour les échantillons en

aluminium. La longueur correspondait ainsi à la longueur des échantillons que l'on

souhaite fabriquer, plus quelques centimètres a�n de simpli�er le démoulage. La

pression lors de la pose était exercée par les 4 sauterelles réparties sur l'ensemble

d'un 'échantillon.

Figure 4.1 � Matrice de fabrication servant à e�ectuer une pose des échantillons
pendant environ 24h. Il était possible de fabriquer 3 échantillons à la fois dans des
conditions similaires. La pression était répartie de manière homogène et reproduc-
tible par des sauterelles de bridage.

Avant d'e�ectuer le collage, la surface des peaux en verre ou en aluminium

était traitée avec de l'acétone (Figure 4.2), a�n de garantir une qualité de collage

contrôlée, qui peut être ensuite dégradée ou non. Cela permet aussi accessoirement

une meilleure visibilité du collage lorsque les peaux sont en verre.

Une étape importante est la pose de la colle époxyde sur la peau inférieure

du tricouche. En e�et, c'est celle-ci qui va déterminer la qualité du couplage en

fonction du taux de colle présent, ou de la quantité de bulles générées. Deux

exemples sont montrés à la Figure 4.3, un cas en sous-dosage et un cas en sur-

dosage. La quantité de colle à injecter peut être estimée simplement en calculant le
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Figure 4.2 � Peaux en verre et acétone utilisé pour le traitement de leur surface.
Cela permettait de contrôler la qualité de la surface des peaux qui seront en contact
avec le c÷ur.

volume injecté à partir de l'avancée du piston ainsi que de la surface des injecteurs

(au nombre de deux car l'adhésif est bi-composant). La masse peut ainsi être

calculée à partir de la masse volumique fournie par le fabricant, ou bien directement

par le volume. Le sous-dosage permet de générer une grande quantité de bulles

et/ou de générer un taux de colle en largeur minimisé. Il est cependant possible de

ne pas avoir de bulles d'air même dans ce cas. Pour cela, mettre l'échantillon sous

une presse pneumatique a�n d'exercer une compression importante su�t à chasser

les bulles d'air présentes. Néanmoins, cela minimise la capacité du protocole à

fabriquer plusieurs échantillons dans un temps court et dans les mêmes conditions

(âge/température). En e�et, la pression doit être exercée sur l'ensemble du temps

de pose qui est d'environ 24h. En revanche, le sur-dosage était une manière �able

de minimiser la quantité de bulle même lorsque la pression exercée lors de la pose
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était faible, ce qui correspond particulièrement au cas de la matrice présentée à la

Figure 4.1.

(a)

(b)

Figure 4.3 � Motifs de collage (a) en sous-dosage et (b) en sur-dosage. Le sous-
dosage permet la génération d'inclusion d'air, le sur-dosage permet d'obtenir des
échantillons avec un taux de colle plus élevé et donc un meilleur couplage des
peaux.

L'épaisseur du c÷ur, qui est un paramètre très important dans la fabrication

des échantillons, était contrôlée d'abord à l'aide de réglettes en acier de 0.3 mm,

puis de réglettes en té�on (PTFE) de 0.4mm. Celles en acier avaient comme avan-

tages d'être réutilisables et rigides, ce qui avait pour conséquence que l'épaisseur du

c÷ur était facilement reproductible peu importe la pression exercée lors de la pose.

Mais cela avait aussi pour inconvénient important leur rigidité élevée qui menait

régulièrement les échantillons en verre à casser lors du démoulage. De plus, leur

adhérence à la colle époxyde complexi�ait davantage le démoulage. Ainsi, l'utili-

sation du té�on a parfaitement résolu ces problèmes (Figure 4.4). Premièrement,

le PTFE est non-adhérent à l'époxy, et puis sa souplesse facilite le démoulage des

échantillons en verre. Le seul inconvénient est leur ductilité qui implique une faible

réutilisation a�n de �xer l'épaisseur du c÷ur. Leur plus faible rigidité rend aussi

le protocole plus sensible à la pression exercée lors de la pose, celle-ci doit donc

s'avérer être reproductible sur plusieurs fabrications.
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Figure 4.4 � Bande de té�on (PTFE) non-adhérent à la colle époxyde.

Le té�on servait à contrôler l'épaisseur du c÷ur en le disposant sur les côtés,

avec une pénétration de 5mm. La largeur du c÷ur est ainsi de 20 mm alors que

les peaux sont larges de 30 mm. L'idéal a�n de pallier cela, aurait été de fabriquer

un ensemble d'échantillons sur une large plaque, puis de découper cette plaque en

sous-structures poutres.

Le protocole de fabrication �nal est comme suit :

� Une poutre de verre dont la surface a été traitée est disposée dans un moule.

Il est recommandé de déposer un �lm �n de papier ou de cellophane a�n

de faciliter le démoulage ultérieur.

� Les bandes de té�on sont �xées au bord des peaux avec une pénétration de

5 mm en général. Cela va dépendre de la con�guration recherchée.

� Les bandes de té�on sont �xées à la matrice à l'aide de bandes adhésives

pour conserver l'intégrité du collage malgré un sur-dosage.

� La colle bi-composante époxyde est déposée sur la première peau à l'image

de la Figure 4.3.

� La deuxième peau et troisième couche est déposée sur l'ensemble.

� Une légère pression avec les mains ou un rouleau est exercée du centre vers

les extrémités a�n de sortir l'excédent de colle et de chasser les éventuelles

bulles d'air formées.

� Les sauterelles sont mises en position de bridage pendant 24h à l'image de

la Figure 4.5.

� Après le temps de pose, l'échantillon est démoulé, le té�on se retire faci-

lement à la main voire à l'aide d'une pince. La mesure est généralement

e�ectuée après une semaine, voire deux dans l'idéal, a�n de laisser les pro-

priétés mécaniques du c÷ur viscoélastique converger.



4.1 Fabrication des échantillons étudiés 135

Figure 4.5 � Pose �nale d'un échantillon verre-époxy-verre. La pression appliquée
est exercée par 4 sauterelles de bridage, le té�on permettant de gérer l'épaisseur
du matériau est �xé à l'aide de bandes adhésives.

Finalisations et préparations pour la mesure

Une fois l'échantillon démoulé et ayant su�samment vieilli selon la nature des

résultats recherchés, il est préparé en vue d'une mesure vibratoire au laser. Pour

cela, un buzzer piézoélectrique est ajouté à l'aide d'une colle acrylique à prise

rapide, lui-même soudé à un connecteur BNC. La surface du matériau est aussi

déterminante dans la mesure. Si l'échantillon est en aluminium, il est possible de le

laisser tel quel. Si l'échantillon en aluminium est trop ré�échissant, alors il peut être

intéressant d'e�ectuer un polissage de la surface. Dans le cas d'un échantillon en

verre, des mesures directes sur le c÷ur au travers de la première couche de verre

avait été réalisées mais n'étaient pas satisfaisantes. L'utilisation d'un révélateur

sur une couche extérieure était donc nécessaire. Un spray est donc utilisé pour

vaporiser la surface à mesurer, ce premier dépose une légère et �ne couche blanche
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ré�échissante qui permet de réaliser une mesure optique sur la surface vaporisée.

Une solution pour ne pas avoir besoin de traiter la surface en verre serait d'e�ectuer

une mesure en infrarouge. Il faut cependant un laser dont la longueur d'onde est

élevée dans le but de maximiser l'onde retour, ce qui correspond au domaine de

l'infrarouge lointain.

4.1.2 Présentation des échantillons produits

Les échantillons qui sont utilisés dans les présents travaux de thèse et obtenus

à l'aide du protocole présenté précédemment dans la présente section sont réunis

dans ce paragraphe. Cela peut permettre principalement une comparaison entre

les résultats présentés ultérieurement, et le pro�l de collage des échantillons, a�n

de conforter ou pas les résultats de caractérisation des interfaces imparfaites.

Les échantillons en aluminium au taux de collage variable (Échantillons (A)

(B) et (C)) sont présentés à la Figure 4.6. Le fort découplage de l'Échantillon

(D) en aluminium est mis en évidence à la Figure 4.7. Ce dernier n'est pas pré-

senté en vue de dessus à l'image des autres échantillons car sa particularité se

trouve dans son découplage, visible uniquement avec une vue de côté. L'échan-

tillon peut être considéré comme étant totalement découplé d'un point de vue

vibratoire, ce qui sera mis en évidence expérimentalement ultérieurement. Trois

échantillons similaires aux Échantillons (A) (B) et (C) ont été fabriqués en

verre. Ces échantillons (Échantillons (G1) (G2) et (G3)) présentent donc aussi

un taux de collage variable, ils sont présentés à la Figure 4.8. Les paramètres

d'intérêts de tous ces échantillons sont présentés au Tableau 4.1.

Des échantillons en verre avec une qualité d'interface variable pilotée par des

ajouts de cellophane (Échantillons (G4) et (G5)) sont présentés à la Figure 4.9.

Des échantillons en verre avec un taux de collage variable piloté par la quantité

de colle en largeur (Échantillons (Biseau 1) et (Biseau 2)) sont présentés à la

Figure 4.10. Les paramètres d'intérêts de ces derniers échantillons sont présentés

au Tableau 4.2.

Les échantillons des Figures 4.8-4.9-4.10 ont été fabriqués à l'aide du protocole

[104] présenté à la Section 4.1. Les autres échantillons ont été fabriqués avec un

protocole similaire, mais qui ne faisait pas appel à la matrice de moulage.
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(a)

(b)

(c)

Figure 4.6 � Reconstitution après ouverture du motif de collage pour trois échan-
tillons aluminium-époxy-aluminium : (a) Échantillon (A) Fabrication juin 2021,
(b) Échantillon (B) Fabrication décembre 2021, (c) Échantillon (C) Fabrica-
tion janvier 2022.

Figure 4.7 � Échantillon (D) en aluminium. Les peaux en aluminium étaient
très fortement découplées mécaniquement. Fabrication février 2022.

(a)

(b)

(c)

Figure 4.8 � Échantillons en verre à la qualité de collage variable (a) Échantillon
G1 (b) Échantillon G2 et (c) Échantillon G3. Fabrication avril 2023.
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(a)

(b)

Figure 4.9 � Échantillons en verre (a) Échantillon G4 (b) Échantillon G5
avec la mise en évidence des morceaux de cellophane par des rectangles blancs.
Fabrication juin 2023.

(a)

(b)

Figure 4.10 � Échantillons en verre de forme biseautée. (a) Biseau 1 et (b)
Biseau 2. Fabrication juin 2023.
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Échantillon A
Fabrication juin 2021

h [mm] ρ [kg.m−3] E [GPa] ν η [%] m [g]

Peaux (aluminium) 3.2 2700 71 0.33 0.05 104.0
C÷ur (époxy) 0.3 1300 1.9 0.2 6 3.8

Échantillon B
Fabrication décembre 2021

h [mm] ρ [kg.m−3] E [GPa] ν η [%] m [g]

Peaux (aluminium) 3.2 2700 71 0.33 0.05 104.0
C÷ur (époxy) 0.3 1300 1.9 0.3 6 4.5

Échantillon C
Fabrication janvier 2022

h [mm] ρ [kg.m−3] E [GPa] ν η [%] m [g]

Peaux (aluminium) 3.2 2700 71 0.33 0.05 104.0
C÷ur (époxy) 0.3 1300 1.9 0.3 6 5.0

Échantillon D
Fabrication février 2022

h [mm] ρ [kg.m−3] E [GPa] ν η [%] m [g]

Peaux (aluminium) 3.2 2700 71 0.33 0.05 104.0
C÷ur (époxy) 0.3 1300 1.9 0.3 6 4.8

Échantillon G1
Fabrication avril 2023

h [mm] ρ [kg.m−3] E [GPa] ν η [%] m [g]

Peaux (verre) 3 2700 71 0.33 0.05 129.0
C÷ur (époxy) 0.3 1300 1 0.3 5 6.3

Échantillon G2
Fabrication avril 2023

h [mm] ρ [kg.m−3] E [GPa] ν η [%] m [g]

Peaux (verre) 3 2700 71 0.33 0.05 128.0
C÷ur (époxy) 0.3 1300 1 0.3 5 9.4

Échantillon G3
Fabrication avril 2023

h [mm] ρ [kg.m−3] E [GPa] ν η [%] m [g]

Peaux (verre) 3 2700 71 0.33 0.05 129.5
C÷ur (époxy) 0.3 1300 1 0.3 5 9.8

Table 4.1 � Propriétés des échantillons caractérisés - partie 1

1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 
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Échantillon G4
Fabrication juin 2023

h [mm] ρ [kg.m−3] E [GPa] ν η [%] m [g]

Peaux (verre) 3 2700 71 0.33 0.05 129.5
C÷ur (époxy) 0.3 1300 1 0.3 5 9.6

Échantillon G5
Fabrication juin 2023

h [mm] ρ [kg.m−3] E [GPa] ν η m [g]

Peaux (verre) 3 2700 71 0.33 0.05% 130
C÷ur (époxy) 0.3 1300 1 0.3 5 8.7

Biseau 1
Fabrication juin 2023

h [mm] ρ [kg.m−3] E [GPa] ν η [%] m [g]

Peaux (verre) 3 2700 71 0.33 0.05 130.3
C÷ur (époxy) 0.3 1300 1 0.3 5 6

Biseau 2
Fabrication juin 2023

h [mm] ρ [kg.m−3] E [GPa] ν η [%] m [g]

Peaux (verre) 3 2700 71 0.33 0.05 128
C÷ur (époxy) 0.3 1300 1 0.3 5 7.5

Table 4.2 � Propriétés des échantillons caractérisés - partie 2

4.2 Conditions expérimentales et paramètres du

banc de mesure

Cette section est divisée en deux parties. Premièrement, les e�ets de trois pa-

ramètres expérimentaux ou de structures sont mis en lumière, car ils ont un e�et

proche de celui du découplage partiel des couches successives. Ainsi, a�n de ne pas

confondre leurs conséquences avec l'e�et des interfaces imparfaites ceux-ci sont

analysés expérimentalement, et leurs tendances propres exposées. Deuxièmement,

le banc d'essai choisi et plus précisément les paramètres de mesures seront mis en

lumière pour donner le maximum d'informations possibles sur les conditions de

mesure.

1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 
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4.2.1 Étude de l'e�et des conditions expérimentales

La température de l'échantillon

Le c÷ur des échantillons étant constitué d'un matériau époxy, sa nature vis-

coélastique implique une sensibilité importante à la température et peut ainsi

grandement modi�er le comportement dynamique de la structure entière. Cepen-

dant, le comportement autour de la température vitreuse, qui se situe au-delà

des 82°C selon la �che technique du produit, est naturellement exclu de l'analyse

car les mesures sont réalisées à température ambiante, su�samment loin de cette

température.

L'e�et concret de la température est illustré par la Figure 4.11. Il est important

de tracer son e�et à la fois sur l'amortissement et sur la rigidité car l'e�et n'est

pas le même selon le paramètre dynamique analysé. D'une manière générale, que

ce soit pour la partie réelle ou imaginaire, on observe un assouplissement global de

la structure apporté bien sûr par l'assouplissement du c÷ur. Cela est particulière-

ment visible sur la partie réelle comparée avec le modèle équivalent aux interfaces

parfaites, en changeant uniquement la rigidité du c÷ur réchau�é. En e�et, on re-

marque sur la Figure 4.11 que la rigidité du c÷ur est grandement a�ecté par la

température. Par exemple, une température de l'échantillon à 15°C correspond à

un c÷ur d'une rigidité de E15°C = 800 MPa, et une température de l'échantillon à

50°C correspond à un c÷ur d'une rigidité de E30°C = 500 MPa. Pour une tempéra-

ture relativement élevée (50°C et plus, plus proche de la température vitreuse), la

modi�cation du comportement du matériau est trop importante et les asymptotes

basses fréquences et hautes fréquences de rigidité a�chées à la Figure 4.11a ne

correspondent plus au comportement dynamique du tricouche. Il est probable que

sous le poids des peaux et la tenue mécanique faible du c÷ur chaud, l'épaisseur de

colle ait diminué. Cependant, ce n'est pas un domaine de température intéressant

pour la présente application, qui se réalise à température ambiante, donc entre

15°C et 30°C entre l'hiver et l'été.

L'e�et propre de la température de l'échantillon sur son comportement dyna-

mique est montré par la courbe d'amortissement à la Figure 4.11b. Il est souligné

ici car l'e�et des interfaces imparfaites est proche avec celui de la température de

l'échantillon, et n'est donc pas à confondre avec la température. Le décalage des
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paramètres dynamique vers les basses fréquences dû à l'assouplissement du c÷ur

est ainsi véri�é. Cependant, l'amortissement maximum augmente fortement avec la

température, ce qui est un point de di�érenciation avec l'e�et des interfaces impar-

faites. Ce type de comportement pour un matériau viscoélastique est bien connu

dans la communauté scienti�que. L'analyse mécanique dynamique ou Dynamic

Mechanical Analaysis (DMA) est la méthode généralement utilisée a�n de mettre

en évidence cette dépendance des propriétés dynamiques du matériau viscoélas-

tique avec la température. Cette dépendance est souvent étudiée par l'équivalence

temps-température, qui est un principe qui permet d'exprimer les grandeurs mé-

caniques linéaires, tel que le module de Young, en fonction de la température.

Les travaux suivants mettent en lumière ce comportement viscoélastique à travers

di�érents cas d'application [17, 18, 41].
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Figure 4.11 � (a) Module de Young équivalent en �exion et (b) Amortissement
équivalent en fonction de la fréquence obtenus en utilisant CFAT pour l'échantillon
montré à la Figure 4.6a pour di�érentes températures.

La température est un paramètre décisif dans la caractérisation des interfaces

imparfaites pour un multicouche comportant au moins une couche viscoélastique,

ou sensible à la température plus généralement. Si di�érents échantillons sont

comparés a�n de rendre compte de leurs di�érentes conditions de couplage, il

est primordial qu'ils soient comparés à une même température.
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Vieillissement du c÷ur viscoélastique

La nature époxyde du c÷ur implique un temps de pause su�sant pour per-

mettre la réticulation complète du matériau. Si la réticulation n'est pas complète,

le comportement mécanique n'aura pas convergé, ou le potentiel adhésif attendu

ne sera pas atteint. Il est stipulé par le fabricant de la colle bi-composante que le

matériau est opérationnel au bout de 24 heures après le mélange des deux com-

posants. Cependant, bien que l'adhésif soit opérationnel dans ces conditions, ses

propriétés mécaniques n'ont pas convergé. Il est donc essentiel de connaître l'e�et

de ce vieillissement sur le matériau, a�n de ne pas le confondre avec l'e�et du

couplage des couches successives.

La Figure 4.12 correspond à l'échantillon aluminium-époxy-aluminium mon-

tré à la Figure 4.6b, aux propriétés présentées au Tableau 4.1. Di�érentes me-

sures ont été e�ectuées à plusieurs jours d'intervalle a�n de mettre en évidence

un potentiel e�et du vieillissement. Ainsi, le vieillissement du c÷ur a pour e�et

de légèrement augmenter son module de rigidité à température constante mon-

tré à la Figure 4.12a. Cela se justi�e car l'adhésif bi-composant époxy se solidi�e

avec le temps lors du mélange des deux composants en créant de nouvelles liaisons

chimiques (principe de réticulation). Cependant, l'e�et est peu perceptible sur la

partie réelle, il pourrait facilement se confondre avec l'ensemble des incertitudes

expérimentales (masse échantillon et épaisseur totale notamment). En revanche,

pour la partie imaginaire visible à la Figure 4.12b, l'amortissement montre un e�et

non négligeable du vieillissement. Il n'y a pas de décalage notable de la dynamique

en fonction de la fréquence, comme vu pour la partie réelle, mais son maximum

est divisé par plus de 2 sur une durée de moins de 10 jours entre la courbe bleue

et la courbe rouge. Les di�érents tests, comme l'atteste la Figure 4.12, montrent

qu'après 2 semaines les paramètres ont entièrement convergé. À ce stade d'avan-

cement de la réticulation, les �uctuations encore présentes sont plus de l'ordre des

conditions de mesure.

Il est aussi intéressant de visualiser aussi le champ de déplacement des di�é-

rentes mesures de l'échantillon qui résume simplement les e�ets vus précédemment.
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(a) (b)

Figure 4.12 � (a) Module de Young équivalent en �exion et (b) Amortissement
équivalent en fonction de la fréquence obtenus en utilisant CFAT pour l'échantillon
montré à la Figure 4.6b à di�érentes dates post-fabrication.

Ces résultats sont montrés à la Figure 4.13. Les fréquences de résonances se dé-

calent vers les hautes fréquences, ce qui traduit bien la rigidi�cation du matériau.

La variation de l'amortissement est aussi visible sur l'amortissement modal pré-

senté par les résonances successives.

Le vieillissement est un paramètre important à prendre en compte lorsque des

échantillons sont comparés. Si plusieurs jours de post-fabrication séparent deux

jeux de données, il est bien possible de confondre l'e�et d'un couplage impar-

fait avec l'âge d'un échantillon. Cependant, après 2 semaines, les paramètres

mécaniques ayant convergé, il su�t de se trouver dans les mêmes conditions de

mesure comme la température pour que la comparaison soit cohérente. Cela est

montré à la Figure 4.11b, où l'amortissement mesuré 9 jours après la fabrication

et 20 jours après la fabrication sont très proches.
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Figure 4.13 � Déplacement normalisé ((U1 −min(U1))/max(U1)) en fonction de
la fréquence de l'échantillon présenté à la Figure 4.6b à di�érentes dates post-
fabrication.

Épaisseur du c÷ur

L'épaisseur du c÷ur est un paramètre qui revêt plus de la fabrication, et a

déjà été abordée dans la Section 4.1. Cependant, il est important de préciser que

c'est un paramètre qui a des e�ets très proches d'une interface imparfaite. Pour

mettre cela en évidence, des simulations à partir du modèle équivalent (détaillé au

Chapitre 2) ont été réalisées. Les résultats montrant l'e�et de l'épaisseur du c÷ur

sont présentés à la Figure 4.14. Ils correspondent au cas d'étude du Tableau 4.3

qui est un cas représentatif de l'ensemble des échantillons expérimentaux.

Échantillons 1 h [mm] ρ [kg.m−3] E [MPa] ν η
Peaux 3.2 2700 71 0.3 0.5%
C÷ur {0.25; 0.30; 0.35} 1300 2 0.22 10%

Table 4.3 � Propriétés du cas d'étude appliqué pour la Figure 4.14.

1 1 1 1 
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Figure 4.14 � In�uence de l'épaisseur du c÷ur sur (a) le module de Young équi-
valent en �exion et (b) l'amortissement équivalent en fonction de la fréquence. Ces
paramètres sont obtenus en utilisant le modèle présenté au Chapitre 2. Les pro-
priétés matériaux correspondent au Tableau 4.3. L'épaisseur du c÷ur prend ainsi
trois valeurs di�érentes pour chacune des courbes, soit h2 = {0.25; 0.30; 0.35} mm.

On véri�e donc qu'une variation de l'épaisseur du c÷ur de ±17% autour de la

valeur centrale (0.30 mm) engendre une variation de la fréquence de cisaillement

optimale fopt de±13% par rapport à la valeur centrale avec fopt = {34; 39; 44} kHz.
Cette fréquence correspond au point d'in�exion du module de Young équivalent ou

à l'amortissement maximal. Il est intéressant de noter que contrairement à ce qui

est avancé par la modélisation des interfaces imparfaites, la variation d'épaisseur

du c÷ur fait aussi varier la valeur de l'amortissement maximal. Cela est naturel

car si le matériau absorbant est plus épais, alors il va davantage prédominer dans

la déformation du multicouche.

4.2.2 Paramètres du banc de mesure

Le banc de mesure est constitué de nombreux paramètres, qu'ils soient propres

à l'échantillon mesuré, aux paramètres de mesures, ou au système d'excitation.

Le but de cette partie est de mettre en évidence les paramètres majeurs ainsi que

les valeurs qui leur sont généralement attribuées. L'objectif est de permettre une
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répétabilité des conditions expérimentales qui ont engendré les résultats montrés

ultérieurement.

Les échantillons utilisés pour cette section sont présentés dans les Figures 4.6-

4.8-4.10, présentées à la Section 4.1 qui traite du protocole de fabrication ainsi que

des échantillons présentés dans ces travaux. Les propriétés mécaniques et géomé-

triques sont connues dans leur ensemble à l'exception du module de rigidité du

c÷ur ainsi que de son amortissement propre. C'est une variable qui est alors esti-

mée en parallèle du paramètre d'interface B, ce qui implique donc une hypothèse

supplémentaire. Cette hypothèse est que l'échantillon le mieux couplé obtenu est

considéré comme parfaitement couplé, ce qui permet de �xer B = 0 m.Pa−1 et

de déterminer le module du c÷ur noté E2 pour l'échantillon choisi comme réfé-

rence. Il est à noter que certains échantillons ont des peaux en aluminium, d'autres

en verre, mais les modules de Young du verre et de l'aluminium sont similaires,

leur amortissement respectif sont su�samment faibles pour être confondus dans

la dynamique, et leur masse volumique sont aussi similaires. Finalement, le seul

paramètre qui variera en fonction des échantillons est naturellement l'interface,

l'objet d'étude de ces travaux. Ce changement de matériau a été réalisé a�n de

visualiser plus simplement l'état de l'échantillon fabriqué, tout en conservant une

dynamique semblable. Cependant, malgré la proximité des propriétés mécaniques

de ces deux matériaux, les échantillons fabriqués à partir de l'un ou de l'autre maté-

riau ne sont jamais comparés. Premièrement, cette comparaison entre échantillons

sensiblement di�érents pourrait impliquer des incertitudes sur l'interprétation des

résultats. Deuxièmement, nous avions su�samment d'échantillons pour pouvoir les

comparer au sein d'une même famille. Les caractéristiques propres aux échantillons

sont rassemblées dans le Tableau 4.1.

Au sujet du protocole de mesure, la gamme de fréquence a pu évoluer au

cours de ces travaux grâce à l'extension des résultats HF par �ltrage des nombres

d'ondes présenté au Chapitre 3. En revanche, les autres paramètres sont restés

sensiblement les mêmes a�n de conserver la qualité des résultats obtenus. Tous

ces paramètres sont résumés dans le Tableau 4.4. Dans l'objectif de conserver une

précision des résultats su�sante, il est important d'avoir su�samment de points

par longueur d'onde. Pour cela, il est généralement intéressant de relier la longueur
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Fréquence Pas de maillage Buzzer piézoélectrique

Valeurs
fmin = 1 kHz,
fmax = 100 kHz

2.8 mm
∅ = 12 mm,
frésonance = 9 kHz

Table 4.4 � Paramètres du dispositif expérimental. Ces paramètres sont à titres
indicatifs et permettent une reproductibilité des résultats montrés dans les présents
travaux.

d'onde mesurée induite par la fréquence de mesure, souvent par le biais du nombre

d'onde. Cependant, il n'est pas toujours évident d'estimer a priori le pas de maillage

nécessaire à cause du comportement complexe d'un matériau multicouche, car son

nombre d'onde change d'allure en fonction de la fréquence. En e�et, comme précisé

dans la thèse de Marchetti [78] la �exion dans une plaque épaisse est constituée de

�exion pure et de cisaillement pur, à l'inverse d'une plaque mince qui ne considère

donc que la �exion pure. Selon le type de déformation qui prédomine, l'allure du

nombre d'onde d'une plaque épaisse va être a�ectée. Ainsi, le meilleur moyen de

dimensionner le pas de maillage nécessaire est d'utiliser un modèle multicouche tel

que le modèle de Guyader pour un multicouche isotrope par exemple. Sinon, le cas

le plus défavorable peut être utilisé, ce qui correspond au nombre d'onde le plus

élevé à fréquence égale, c'est-à-dire, l'onde de �exion.

4.3 Caractérisation dynamique d'une poutre sand-

wich aux interfaces imparfaites

Cette section aborde la caractérisation dynamique d'une poutre sandwich. Le

but est donc d'apporter des résultats expérimentaux qui rendent compte du com-

portement dynamique de la structure étudiée, et particulièrement, des e�ets des

interfaces imparfaites sur le comportement dynamique. L'identi�cation des pa-

ramètres dynamiques est réalisée à l'aide de la méthode CFAT, présentée à la

Section 3.2. Les paramètres mécaniques et géométriques de la structure sont sup-

posés connus, sauf : le module de Young du c÷ur qui est toujours estimé a priori

en prenant l'échantillon le mieux couplé et en faisant l'hypothèse qu'il est par-

faitement couplé (B = 0) ; et le paramètre d'interface B, qui est donc identi�é
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à l'aide du modèle présenté au Chapitre 2 relativement à l'échantillon considéré

comme parfaitement couplé. Cette méthodologie se résume donc par le terme de

caractérisation dynamique des interfaces d'un multicouche.

Dans cette section, la résolution inverse est appliquée dans deux types de visua-

lisation : une visualisation fréquentielle ; et une visualisation spatiale, présentées

respectivement avec des résultats dans deux sous-sections di�érentes. Ces deux

types de visualisations peuvent jouer un rôle complémentaire, ce qui est une parti-

cularité très intéressante de CFAT par opposition à l'analyse modale par exemple,

qui ne peut allier directement ces deux approches. Ce travail est l'enjeu de la

troisième et dernière sous-section de la Section 4.3.

4.3.1 Résolution inverse, visualisation fréquentielle

Pour rappel, l'équation centrale de CFAT est l'Équation (4.1), détaillée au

Chapitre 3 en faisant apparaître ici explicitement les fonctions de ω. Une fois le

champ de déplacement mesuré, la rigidité apparente E(x, ω) est isolée. Pour une

résolution inverse en fréquence, l'ensemble des solutions sur x sont moyennées a�n

de minimiser le bruit de mesure.

E(x, ω)I

ρS
= ω2∆(ω)4

[
arccos(1− ∆(ω)2

2
√
A

)

]−4

, (4.1)

Avec, A = w(x, ω)/δ4x∆ estimée au sens des moindres carrés. Pour une poutre, le

calcul au sens des moindres carrés est direct. En posant C = δ4x∆ , elle est réalisée

par A = CHw
CHC

, avec CH l'hermitien de la matrice C (transposée-conjuguée de la

matrice C). Cette équation correspond à la résolution d'un système d'équations

linéaires où chaque équation est engendrée par une mesure à une fréquence donnée

comme indiqué par Leclère [65].

La Figure 4.15 montre les résultats pour trois échantillons présentés à la Fi-

gure 4.6 et correspondent donc aux échantillons A B et C du Tableau 4.1. L'échan-

tillon A est supposé parfait comme indiqué plus haut, les propriétés du c÷ur

n'étant pas connues a priori, il est nécessaire d'émettre une hypothèse a�n de pou-

voir utiliser le modèle. Le comportement expérimental est donc celui attendu par le

modèle présenté au Chapitre 2, c'est-à-dire un décalage vers les basses fréquences
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des paramètres dynamiques. Le modèle est calculé à partir des caractéristiques

des échantillons, données au Tableau 4.1. Le c÷ur est toujours �xé en amont avec

l'hypothèse d'un échantillon parfait. Après cela, le paramètre B est le seul para-

mètre qui est variable a�n de correspondre de pouvoir caractériser l'interface des

deux autres échantillons relativement à celui qui est considéré comme parfait. Cela

permet ainsi d'obtenir une valeur expérimentale des paramètres d'interface B. On

remarque naturellement que lorsque la valeur de B augmente, le modèle correspond

davantage aux échantillons les moins bien couplés. Cependant, la partie imaginaire

montre des résultats moins satisfaisants que la partie réelle pour ces échantillons.

Le but de la caractérisation était principalement de correspondre à la pente as-

cendante entre 1 kHz et 10 kHz, car au-delà de ces fréquences l'amortissement

est très variable. La divergence entre le modèle et l'amortissement expérimental

peut provenir de nombreux paramètres (température, âge, alignement des couches,

conditions aux limites, etc.) qui une fois sommés, peuvent a�ecter d'une manière

non négligeable le comportement global. L'amortissement est particulièrement af-

fecté par rapport à la rigidité équivalente, car la partie imaginaire est bien plus

sensible que la partie réelle, plus sensible au bruit de mesure, mais aussi aux condi-

tions de mesure (telle que la température).

Il est intéressant de noter que des amortissements maximaux très faibles ont

pu être calculés dans ces travaux, soit aux alentours de 2%, avec une précision

satisfaisante a�n de caractériser un matériau. Il est relativement rare d'obtenir

une variation de l'amortissement en dynamique en fonction de la fréquence pour

des valeurs maximales si faibles. On trouve par exemple dans la bibliographie des

mesures d'amortissements maximaux qui se situent entre 7% et 10% au moins.

Pour conforter les résultats apportés, d'autres échantillons ont été traités de la

même manière a�n de véri�er la robustesse de la caractérisation. Ces échantillons

sont légèrement di�érents car constitués de verre, et les peaux ont une épaisseur

0.2 mm plus faible. Leurs propriétés sont aussi présentées au Tableau 4.1 (échan-

tillons G1, G2 et G3), et les résultats sont présentés à la Figure 4.16. Ces résultats

béné�cient de l'amélioration du traitement de données avec le �ltrage présenté

au Chapitre 3, ce qui explique les résultats plus large bande. L'identi�cation du

paramètre d'interface apporte ainsi des valeurs relativement proches des résultats
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Figure 4.15 � (a) Module de Young équivalent en �exion et (b) Amortissement
équivalent en fonction de la fréquence obtenus en utilisant CFAT pour les trois
échantillons montrés à la Figure 4.6.

obtenus précédemment. Pour la rigidité équivalente, les résultats sont de moins en

moins satisfaisants lorsque la fréquence est élevée. Cette di�érence entre le modèle

et la mesure provient de la nature viscoélastique du c÷ur. En e�et, sa rigidité

augmente en fonction de la fréquence, ce qui n'est pas pris en compte par la modé-

lisation présentée ici. Pour l'amortissement, les résultats sont plus satisfaisants que

pour les échantillons en aluminium, mais il reste cependant quelques divergences

lorsque le couplage diminue.

X 
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Figure 4.16 � (a) Module d'Young équivalent en �exion et (b) Amortissement
équivalent en fonction de la fréquence obtenus en utilisant CFAT pour les trois
échantillons montrés à la Figure 4.8. Pour rappel, la masse de colle pour chaque
échantillon est de m2(G1) = 6.3 g m2(G2) = 9.4 g et m2(G3) = 9.8 g.

Dans un cas plus extrême, la Figure 4.17 montre les résultats de l'échantillon

B avec un nouvel échantillon, le D qui a pour particularité d'être très découplé. Il

était par exemple possible de bouger légèrement les couches extérieures à la main

et sans e�ort, mais elles étaient toujours couplées à la structure comme montré à la

Figure 4.7. Les résultats montrent un découplage total pour une onde de �exion, car

le module de Young apparent en �exion ne varie plus en fonction de la fréquence, et

devrait correspondre à l'asymptote HF du tricouche. En revanche, le comportement

dynamique d'un tricouche totalement découplé est toujours modélisable par le

modèle équivalent en prenant B → ∞. Cela correspond à la Figure 2.4 qui montrait

que pour une certaine valeur de B, un seuil était atteint et son augmentation

n'aurait plus aucun e�et supplémentaire. La rigidité équivalente de l'échantillon D

montre cependant une di�érence relative de 15% en moyenne avec le modèle. Cet

écart peut provenir des incertitudes de mesure, grandement liées au pas ∆ de la

méthode CFAT ou de la masse mesurée des échantillons.

Des résultats similaires aux �gures présentées ici ont été obtenus par Le Deunf

au cours de sa thèse, a�chés dans ses annexes [64]. Ils sont rappelés dans le présent

manuscrit à la Figure 4.18. Ses résultats concernaient la caractérisation dynamique
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Figure 4.17 � (a) Module de Young équivalent en �exion et (b) Amortissement
équivalent en fonction de la fréquence obtenus en utilisant CFAT pour l'échan-
tillon B et l'échantillon D. Les échantillons sont relativement similaires, sauf que
l'échantillon D a été découplé lors de la fabrication.

selon l'application de CFAT d'un bicouche acier-poreux (nommé �Plaque+mousse �

à la Figure 4.18) où le couplage entre ces deux matériaux était e�ectué selon quatre

di�érents cas : � collé � ; � comprimé � ; � posé � ; � proche �. Du point de vue

des présents travaux, cela correspond respectivement à quatre types d'interface :

couplage par l'ajout d'une couche adhésive (passage à un tricouche) ; couplage

mécanique par compression dit � kissing bond � ; découplage partiel ; totalement

découplé. On remarque notamment que dans le cas où le poreux est totalement dé-

couplé (� proche �), le comportement dynamique est identique au cas où la plaque

est seule, ce qui correspond bien à un cas où B → 0 pour un bicouche. De plus,

il est possible d'observer une augmentation du paramètre d'interface B entre les

cas où le poreux est simplement posé Bposé et compressé Bcompressé avec donc

Bposé > Bcompressé car le couplage par compression est bien sûr une condition

de couplage supérieure au cas � posé � qui correspond à un découplage partiel.

Cependant, il est possible que le couplage par compression modi�e le module de

rigidité apparent du poreux et son amortissement en lui appliquant ainsi une pré-

contrainte, ce qui rend l'interprétation des résultats du point de vue des interfaces

plus incertaine. Le cas collé présente une dynamique très di�érente des autres cas

X 
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par l'ajout d'une couche visqueuse, et ne peut donc pas être comparé dans le cadre

des interfaces.
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Figure 4.18 � Facteur de perte équivalent en fonction de la fréquence pour di�é-
rents contacts entre une mousse de 8 mm d'épaisseur et une plaque en acier de 1
mm d'épaisseur. [64]

4.3.2 Résolution inverse, visualisation spatiale

Leclère et al. notamment ont montré dans [65] que CFAT a la particularité de

pouvoir rendre compte des propriétés mécaniques d'une structure spatialement.

L'Équation (4.1) est habituellement résolue en fonction de la fréquence et en fonc-

tion de l'espace. La rigidité apparente de �exion est ensuite calculée en fonction

de l'espace pour chaque fréquence (E(x, ω) pour une poutre, E(x, y, ω) pour une

plaque). En pratique, pour limiter le bruit de mesure, cette rigidité va être au

moins moyennée sur une courte bande de fréquence, permettant ainsi une visua-

lisation spatiale correcte des paramètres dynamiques. La valeur obtenue est donc

principalement à but représentatif. Elle atteste d'un comportement moyen autour

de la fréquence centrale choisie, et non d'un comportement réel à une fréquence

donnée. En revanche, cela su�t amplement a�n de rendre compte de la dynamique

d'une structure spatialement. Un exemple est montré à la Figure 4.19. Les deux

visualisations sont montrées simultanément pour véri�er la largeur de la bande

fréquentielle utilisée pour la visualisation spatiale.

Les résultats présentés ici sont obtenus à partir des échantillons vus précé-

Plaque nue 

• Plaque + mousse 8 mm posée 

• Plaque + mousse 8 mm collée 
Plaque + mousse 8 mm proche 

Plaque + mousse 8 mm comprimée 

Valeur théorique pour une plaque en acier 
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Figure 4.19 � Exemple de l'obtention du module de Young en visualisation spa-
tiale à partir des données en visualisation fréquentielle. Ces résultats ont été ob-
tenus pour l'Échantillon G1.

demment, et permettent d'exposer cette autre visualisation possible par CFAT.

Une partie des résultats sont présentés à la Figure 4.20. L'amortissement n'est pas

a�ché pour cette visualisation car ils ne sont pas su�samment précis. En e�et,

la forte dépendance fréquentielle du comportement dynamique de la structure, la

résolution fréquentielle trop faible pour ce type d'application, et la plus grande

sensibilité au bruit de l'amortissement, impliquent une dispersion trop importante

de la partie imaginaire.
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Figure 4.20 � Module de Young équivalent en �exion en fonction de la position
obtenu à partir de CFAT pour les trois échantillons montrés à la Figure 4.6. Ces
résultats ont été obtenus sur une gamme fréquentielle allant de f = 10 kHz à
f = 11.5 kHz.
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Les résultats montrent une rigidité variable en fonction de la position sur la

longueur de la poutre. Cela est cohérent avec les structures étudiées qui possèdent

un collage d'une qualité croissante linéairement en moyenne. Pour véri�er cela, les

photographies des échantillons ont été traitées a�n d'en sortir le pro�l de collage

obtenu. Un exemple est fourni à la Figure 4.21 pour l'échantillon A. L'image d'ori-

gine a été transformée en niveaux de gris uniquement, et des seuils ont été imposés

dans le but d'obtenir la valeur 0 (totalement noir) lorsque de la colle est présente,

et la valeur 1 (totalement blanc) lorsqu'il n'y a pas de colle. L'épaisseur de colle

étant constante, la proportion largeur de colle
largeur totale rend directement compte de la quantité

de colle présente a�n d'améliorer ou non le couplage. La Figure 4.21c montre ainsi

cette proportion graphiquement et permet d'avoir un indicateur pour comparer les

modules de Young équivalents à la quantité de colle.
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Figure 4.21 � (a) Photographie de l'échantillon A (b) Photographie traitée avec
des seuils de niveaux de gris (c) Proportion de colle dans la largeur (axe transverse
des images)

Cette comparaison est faite sur l'ensemble des échantillons à la Figure 4.22,

a�n de véri�er la �abilité de cette analyse. Le résultat est très satisfaisant sur les

• 
- --= 
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trois échantillons, car la tendance globale est bien décrite, mais quelques régions

spatiales montrent des résultats à l'évolution moins corrélée (entre 0.075 et 0.175m

pour l'échantillon C par exemple). L'erreur peut principalement provenir du trai-

tement d'image qui est perfectible, avec l'utilisation de la détection des bords par

exemple, a�n d'appliquer les seuils (soit 0 soit 1) sur une région géométrique au

lieu de faire cela sur des niveaux de gris. L'erreur peut provenir aussi de la région

fréquentielle moyennée. En e�et, ces résultats ont été obtenus sur une gamme fré-

quentielle allant de f = 10 kHz à f = 11.5 kHz, et le comportement du tricouche

étant fortement lié à la fréquence, il est possible d'observer un comportement global

qui n'est pas représentatif de la réelle dynamique. Cependant, la nécessité d'obtenir

des résultats exploitables implique le fait de moyenner sur un spectre relativement

large. A�n de réduire ce biais par moyennage, une solution serait d'augmenter la

résolution fréquentielle et/ou d'e�ectuer davantage de moyennes à la mesure.

A�n de mettre en évidence d'une manière plus robuste l'e�et de la largeur

de colle sur le couplage, des échantillons en forme de biseau ont été fabriqués de

manière plus reproductible (Figure 4.10). Comme pour tous les autres échantillons,

des réglettes ont été utilisées pour gérer la largeur, mais elles ont été posées en

diagonales a�n de pouvoir produire la forme recherchée. Ces échantillons sont

présentés à la Figure 4.10. L'échantillon "Biseau 1" a une largeur de colle qui varie

de 2.8 cm à 0.2 cm de manière linéaire, l'échantillon "Biseau 2" a une largeur qui

varie de 2.7 cm à 0.9 cm de manière linéaire. Ces échantillons ont été fabriqués

en parallèle dans les mêmes conditions, et mesurés pareillement. Les résultats sont

a�chés à la Figure 4.23, et correspondent à la rigidité de �exion moyennée de 10

kHz à 11.5 kHz. On retrouve bien les pentes induites par les di�érentes largeurs

de collage produites. Les échantillons "Biseau 1" et "Biseau 2" ont plus ou moins

la même largeur maximale, mais la largeur minimale atteinte varie d'un facteur 5

environ, ce qui a des e�ets directs sur le couplage.

Il est intéressant de noter que lorsque les droites qui représentent le taux de

collage des deux échantillons respectivement se croisent, leurs rigidités équivalentes

en �exion se croisent aussi. Cela montre la répétabilité du couplage obtenu par la

largeur de colle. Il est aussi intéressant de noter que pour un certain taux de

collage (environ 60%), l'e�et du couplage semble se stabiliser. En e�et, la pente
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Figure 4.22 � Comparaison entre le module de Young équivalent (axe transverse
de gauche) en fonction de la position et la quantité de colle présente en largeur (axe
transverse de droite) pour (a) l'échantillon A, (b) l'échantillon B et (c) l'échantillon
C.

du nuage de points est plus faible, que ce soit pour l'échantillon "Biseau 1" ou

"Biseau 2" lorsque cette valeur du taux de collage est atteinte. Cela traduirait

X 
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une sensibilité limitée du couplage des peaux en fonction de la largeur de colle

appliquée, pour une valeur seuil avoisinant les 60% de largeur de colle le couplage

n'évolue plus signi�cativement. Autrement dit, pour cette valeur seuil, le couplage

semble avoir convergé vers un couplage parfait. En e�et, augmenter la proportion

de colle n'améliore plus le couplage des peaux, ce qui correspond par dé�nition à

un couplage parfait.
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Figure 4.23 � (a) Échantillon � Biseau 1 � (b) Échantillon � Biseau 2 � (c) Module
de Young équivalent en fonction de la position pour les deux échantillons avec
un c÷ur en forme de biseau montrés à la Figure 4.10. Pour rappel, l'échantillon
"Biseau 1" a une largeur qui varie de 2.8 cm à 0.2 cm, l'échantillon "Biseau 2" a
une largeur qui varie de 2.7 cm à 0.9 cm.

A�n de voir la sensibilité du plateau de couplage obtenu à partir de 60 % de

largeur de colle dans la Figure 4.23, les mêmes calculs ont été répétés sur l'Échan-

tillon � Biseau 1 � mais pour di�érentes plages fréquentielles. Ces résultats sont

a�chés à la Figure 4.24. La largeur de colle semble ainsi de moins en moins un

paramètre in�uent lorsque la fréquence d'analyse diminue. En e�et, pour la bande

__ -- - -
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fréquentielle f = 10 : 11, 5 kHz, le module de Young équivalent se stabilise vers

35 cm. En revanche, pour la bande fréquentielle f = 2, 3 : 2, 5 kHz, le module

de Young équivalent se stabilise déjà vers 25 cm. Ce dernier est aussi disponible

sur une région spatiale plus réduite car l'adaptation du pas pour le schéma aux

di�érences �nies réduit le nombre de points exploités. Finalement, cela signi�e que

les grandes longueurs d'onde (basses fréquences) sont moins sensibles à l'e�et de la

largeur de colle que les petites longueurs d'onde (hautes fréquences). Cela paraît

intuitif car plus la longueur d'onde est petite, plus l'onde sera sensible à des varia-

tions spatiales des paramètres mécaniques telle que l'hétérogénéité d'un matériau,

ou de couplage dans le cas présent. De plus, le découplage partiel des couches étant

une fonction à la fois du paramètre B et de la fréquence f de l'onde de �exion,

il est naturel que la variation du module de Young, indicateur du couplage dans

les présents travaux, soit a�ecté di�éremment selon le couplage et la fréquence.

En d'autres termes, cela signi�e que la zone du matériau la mieux couplée (au B

le plus faible), se découplera moins rapidement en fonction de la fréquence f . La

contraposée implique que la zone du matériau la moins bien couplée (au B le plus

élevé), se découplera plus rapidement en fonction de la fréquence f .
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Figure 4.24 � Module de Young équivalent en fonction de la position pour
l'Échantillon � Biseau 1 � pour 3 plages fréquentielles di�érentes.
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4.3.3 Résolution inverse pour approche complémentaire

La résolution inverse avec une visualisation fréquentielle ou spatiale a été ainsi

développée. Cependant, il est aussi intéressant d'utiliser ces deux approches d'une

manière complémentaire. En e�et, a�n de grandement diminuer le biais expéri-

mental, issu par exemple de la variation de la température ou du vieillissement

de l'échantillon vus à la Section 4.2.1, comparer un échantillon à lui-même en le

divisant en di�érentes zones peut se révéler être utile.

Premièrement, un calcul spatial est réalisé sur une bande fréquentielle raison-

nablement large. Ensuite, di�érentes régions peuvent être identi�ées si l'échantillon

ne présente pas un pro�l de rigidité homogène spatialement. Finalement, ces ré-

gions sont isolées, et le calcul pour la visualisation fréquentielle n'est e�ectué que

dans cette région. La Figure 4.25 montre les résultats issus de l'application de cette

méthode.
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Figure 4.25 � Module de rigidité avec une (a) Visualisation spatiale découpée
en trois zones (b) Visualisation fréquentielle par portion correspondant aux trois
zones découpées ci-contre. Ces résultats ont été obtenus pour l'échantillon "Biseau
2".

La variation spatiale est ainsi de nouveau présentée, mais conjointement avec

sa division en trois zones égales. L'utilisation de ces trois zones pour le calcul fré-

quentiel est montrée à la Figure 4.25b. La référence (B = 0 m.Pa−1) est choisie au
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sein même de cette structure. La variation spatiale du paramètre d'interface B est

donc mis en évidence, ainsi que simplement l'e�et de ce dernier sur la dynamique

du tricouche. En e�et, libéré de nombreuses variations expérimentales (di�érents

échantillons, di�érentes conditions de mesure), le seul paramètre qui va a�ecter la

dynamique de ce tricouche est ainsi son interface.

Une courbe supplémentaire a été réalisée sur l'échantillon "Biseau 2" a�n de

montrer son équivalence à l'analyse modale sur certains points. Ces résultats sont

montrés à la Figure 4.26. Les résultats en amortissement ne sont pas a�chés car

pour cet échantillon le bruit était trop important. On véri�e donc sur la Figure 4.26

que l'analyse modale correspondrait au 2ème tiers, autrement dit, à la valeur mé-

diane entre l'ensemble des tiers. Elle est donc encadrée par le module de rigidité

équivalent du 1er tiers et du 3ème tiers. Elle correspond aussi bien sûr à l'appli-

cation de CFAT à l'ensemble de la poutre, puisque le résultat modal correspond

à une analyse globale. Cette comparaison est une manière de valider les résultats

obtenus par CFAT, très sensible au pas du maillage. Mais aussi de montrer la

force de ce traitement de données par rapport à l'analyse modale. En e�et, il est

impossible pour l'analyse modale d'obtenir directement des résultats en fonction

de la fréquence pour di�érentes régions de l'échantillon étudié. À l'inverse, cela

est très simple avec CFAT, les seuls inconvénients étant l'augmentation du bruit

sur l'ensemble du spectre et le manque de longueur pour estimer correctement

les grandes longueurs d'onde dans le schéma aux di�érences �nies. Les déformées

modales expérimentales et théoriques pour deux modes de l'échantillon � Biseau

2 � sont comparées à la Figure 4.27. Ces déformées modales et alternativement

les rigidités obtenues par analyse modale montrées à la Figure 4.26 sont obte-

nues de la même manière qu'au Chapitre 3. La première étape consiste à détecter

le mode concerné, ce qui est fait en comptant le nombre de ventres d'amplitude

du déplacement. Ensuite, l'Équation (3.11) est utilisée en modi�ant la valeur du

module de Young injectée a�n de minimiser l'écart entre la fréquence propre du

mode théorique et celle du mode expérimental. Le module de Young permettant

de minimiser cet écart est donc le module de Young de la poutre équivalente en

�exion choisie. Cela permet de comparer les déformées modales expérimentales et

théoriques. La déformée modale théorique présente dans tous les cas une longueur
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d'onde constante dans la longueur de la poutre. En revanche, une légère variation

de la longueur d'onde est visible pour les déformées expérimentales, ce qui engendre

une variation du module de Young identi�é comme montré à la Figure 4.26
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Figure 4.26 � Modules de rigidité équivalents en fonction de la fréquence pour
le premier tiers (tiers 1) et le troisième tiers (tiers 3) montrés à la Figure 4.25
a�chés avec l'analyse modale de la rigidité équivalente et l'application de CFAT
sur l'ensemble de l'échantillon en fonction de la fréquence (La méthodologie est
expliquée au Chapitre 3).

Ce même type d'analyse est e�ectué sur un tricouche avec un �lm �n de cel-

lophane entreposé entre une interface aluminium-époxy, au centre du tricouche.

Une schématisation de cette fabrication en vue de dessus est montrée à la Fi-

gure 4.28. Un �lm de cellophane a été choisi a�n de découpler l'aluminium de la

colle époxyde, car il n'adhère pas à la colle époxyde, et permet ainsi un découplage.

L'autre avantage de ce matériau est qu'il est relativement �n, et présente alors une

épaisseur négligeable face à l'épaisseur totale et aux épaisseurs des couches suc-

cessives. Les résultats relatifs à cette structure sont montrés à la Figure 4.29.

L'échantillon montre ainsi trois zones caractéristiques qui sont dans l'ordre : par-

tiellement couplé, totalement découplé, partiellement couplé. Le premier et dernier

tiers correspondent donc aux zones couplées, et présentent alors une rigidité ap-

parente en �exion relativement élevée. Elles présentent le même taux de collage

et donc des résultats spatiaux et fréquentiels similaires. Le tiers du milieu, qui
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(a) (b) (c) (d)

Figure 4.27 � Déformée modale d'une poutre libre-libre du : 7ème mode pour
E2380Hz = 67.5 GPa (a) théorique (b) expérimentale ; 9ème mode pour E3710Hz =
63.9 GPa (c) théorique (d) expérimentale.

correspond à la zone cellophanée est quant à elle bien plus souple, ce qui est une

conséquence du découplage presque total des couches. En e�et, la valeur montrée

dans la visualisation spatiale pour cette zone, qui correspond à environ 15 GPa,

est la valeur obtenue sur l'ensemble du spectre pour son calcul en fréquence. Cette

valeur correspond au cas où B → ∞ m.Pa−1, et donc à l'asymptote HF du tri-

couche étudié. Cela prouve donc que le découplage est déjà atteint, pour toutes

les fréquences mesurées. Ces résultats font écho à la Figure 4.17 par exemple, mais

avec une meilleure correspondance modèle-mesure. Les résultats en BF pour le 1er

tiers et le 3ème tiers divergent à cause du manque de longueur utilisée dans l'esti-

mation du nombre d'onde. En e�et, la longueur utilisée pour appliquer CFAT étant

3 fois plus petite à cause de la division en trois tiers, la taille de la région utilisée
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dans l'estimation des nombres d'onde n'est pas su�sante en BF car les longueurs

d'ondes à estimer sont d'une longueur supérieure à la longueur considérée pour le

calcul.

Aluminium - 
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Aluminium

Aluminium - 

Epoxy - 

Aluminium

Aluminium - Epoxy -  

Cellophane - 

Aluminium

Figure 4.28 � Schéma du tricouche aluminium-époxy-aluminium, avec l'intro-
duction de cellophane dans une interface, sur un tiers (20 cm) du tricouche.
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Figure 4.29 � Module de rigidité avec une (a) Visualisation spatiale découpée en
trois zones obtenues sur la largeur de bande f = 4500 : 5500 Hz, (b) Visualisation
fréquentielle par portion correspondant aux trois zones découpées ci-contre. Ces
résultats ont été obtenus pour l'échantillon avec de la cellophane.

Dans le cadre du tricouche présenté ici, l'importante discontinuité spatiale du

couplage rend compte de dynamiques très di�érentes localement. Ce type de com-

portement n'est pas modélisable par le modèle actuel d'une manière globale. Au-

trement dit, il n'est pas possible d'avoir une valeur du module de Young équivalent

en fonction de la fréquence uniquement, car l'hypothèse d'homogénéité spatiale du

modèle en serait rompue. Ce qui est le cas aussi pour le traitement des données

par la méthode CFAT. Ces fortes discontinuités rendent les résultats fréquentiels
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incertains, car la dynamique globale oscille entre le découplage total et le couplage

partiel selon les fréquences. De plus, le comportement moyen ne serait �nalement

pas vraiment représentatif de la dynamique réelle. Cependant, l'écriture spatiale

de CFAT résout toutes ces problématiques, et rend ainsi l'analyse de ce type de

matériau possible. Le découpage en zone et l'application de CFAT dans ces di�é-

rentes zones spatiales montrées ici permettent ainsi une analyse en fréquence �able

et cohérente. Ces zones sont aussi visibles à partir du déplacement mesuré a�ché

à la Figure 4.30. On véri�e en e�et une forte variation de la longueur d'onde selon

la zone étudiée, comme vu pour la Figure 3.16 dans une moindre mesure. Ici, la

forte variation du paramètre d'interface engendre une forte variation du couplage

et donc de la longueur d'onde.
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Figure 4.30 � Déplacement transverse expérimental à (a) f = 3000 Hz, (b)
f = 5710 Hz.

0.05 ~ 
li;;jj) 
~ 

0.1 © 
~ 

~ 

0.15 ~ 
© 
U\\,] 

0.2 

I - - - - - -

~ 0.25 ~ 

:5 
~ 

0 
~ 

a. 0.3 ,~ 
~ 

::::, ~ 
Q) fi;:; ::::, 
g> 0.35 © 

Il\! 
0 
_J - - - - - -

0.4 

~ 
0.45 ~ 

~ 
~ 

0.5 ~ 
~ 

0.55 

(Q) 
11-\,j 

0 0.015 0.03 
Largeur poutre [m) 

0.05 

0.1 

0.15 

0.2 

:[--
~ 0.25 
:5 
0 

~ 0.3 
::::, 
Q) 
::::, 

g> 0.35 
0 
_J - -

0.4 

0.45 

0.5 

0.55 

-

-
i 

0 0.015 0.03 
Largeur poutre (m) 



4.3 Caractérisation dynamique d'une poutre sandwich aux interfaces imparfaites 167

4.3.4 Résultats expérimentaux supplémentaires sur des mul-

ticouches aux interfaces hétérogènes spatialement

Les échantillons G4 et G5, présentant respectivement 5 carrés de cellophane

avec un côté de 2 cm chacun et 10 carrés de cellophane avec un côté de 1, 5

cm chacun, ont été analysés a�n d'étudier l'e�et des morceaux de cellophane plus

discret que pour l'application présentée à la Figure 4.29. Les résultats en fréquence

pour les deux échantillons sont présentés à la Figure 4.31.

On véri�e ainsi que dans la version large bande ou plus précisément dans la

version zoomée à la Figure 4.31b que les résultats en fréquence sont confondus

alors que le taux d'imperfection est pourtant di�érent. En e�et, l'échantillon G4

présente une surface totale de 20 cm2 de cellophane, alors que l'échantillon G5

présente une surface totale de cellophane de 22.5 cm2. L'analyse modale en support

des résultats CFAT aussi présentée dans cette �gure aide à con�rmer la �abilité

de ces résultats. Cependant, l'analyse spatiale en CFAT présentée à la Figure 4.32,

accompagnée d'une photographie des deux échantillons, montre une sensibilité non

négligeable aux carrés de cellophane. Cette sensibilité n'est pas visible en basses

fréquences, mais en hautes fréquences, où le module de Young équivalent est plus

faible. Dans les HF, les carrés de cellophane parviennent à faire chuter le module

de Young équivalent, synonyme de découplage partiel exacerbé par la présence de

la cellophane. Cependant, la petite taille des cellophanes implique qu'ils n'ont un

e�et que pour les petites longueurs d'ondes, et donc pour les hautes fréquences.

Cela explique qu'aucun décalage des paramètres dynamiques en fonction de la

fréquence n'est perceptible, car l'e�et de la cellophane n'est e�ectif que dans les

hautes fréquences, à partir de 50 kHz, fréquence pour laquelle, le découplage du

tricouche est déjà très fortement amorcé.
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Figure 4.31 � Modules de rigidité en fonction de la fréquence pour les échantillons
G4 et G5 obtenus à partir de CFAT et de l'analyse modale. (a) Visualisation sur
une large bande fréquentielle, (b) Visualisation sur une faible bande fréquentielle.

4.4 Conclusion

L'objectif de ce chapitre était d'appliquer l'ensemble de la méthodologie pré-

sentée dans ce manuscrit a�n de caractériser di�érents tricouches aux interfaces

imparfaites. Cette méthodologie correspond à l'union du chapitre modélisation,

le Chapitre 2, avec le chapitre qui traite de la caractérisation expérimentale, le

Chapitre 3. Trois di�érentes approches ont été présentées dans ce chapitre a�n de

caractériser des interfaces imparfaites : une approche exclusivement fréquentielle ;

une approche exclusivement spatiale ; et une approche complémentaire. Ce travail

a ainsi permis d'obtenir des valeurs expérimentales du paramètre d'interface B

pour l'analyse dynamique de matériaux multicouches. Obtenir pour la première

fois une valeur expérimentale pour un paramètre équivalent et dynamique de cou-

plage au sein d'un tricouche est un bon point de départ pour davantage de travaux

sur les interfaces imparfaites. En e�et, le paramètre ainsi caractérisé est le para-

mètre d'interface B qui résume un ensemble de mécanismes physiques qui ont pour

e�et de découpler le multicouche. De plus, ces résultats ont été obtenus sur des

amortissements particulièrement bas pour ce type d'application, ce qui montre la

solidité de la méthodologie expérimentale qui est capable de caractériser de faibles

X 

□ L 

X 



4.4 Conclusion 169

(a)

(b)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Position [m]

0

1

2

3

4

5

6

7

8

M
od

ul
e 

d'
Y

ou
ng

 é
qu

iv
al

en
t [

P
a]

1010

f=6,6:7,7kHz
f=55:85kHz

(c)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Position [m]

0

1

2

3

4

5

6

7

8

M
od

ul
e 

d'
Y

ou
ng

 é
qu

iv
al

en
t [

P
a]

1010

f=5,6:6,6khZ
f=60:75kHz

(d)

Figure 4.32 � (a) Échantillon G4 et (b) Échantillon G5 avec la mise en valeur des
positions où se trouvent les morceaux de cellophane. Module de Young équivalent
en fonction de la position avec une variation fréquentielle pour (c) l'Échantillon
G4 et (d) l'Échantillon G5.

amortissements sur une large bande fréquentielle.

L'approfondissement de l'étude des interfaces imparfaites impliquerait inévita-

blement une description microscopique du phénomène, a�n de lier le paramètre

d'interface B à des paramètres matériaux par exemple. Plus généralement, il se-

rait aussi particulièrement intéressant d'e�ectuer les mesures dans des enceintes

climatiques si le couplage est toujours réalisé par un adhésif. En e�et, ce dernier a

habituellement une grande sensibilité à la température de mesure.
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Conclusion du manuscrit et

perspectives

Conclusion

Ce manuscrit propose des solutions de modélisation et d'expérimentation pour

l'étude des matériaux multicouches aux interfaces imparfaites. L'objectif est de

répondre aux besoins toujours croissants de modélisation des plaques multicouches

et d'enrichir les outils de conception actuels. Cela permet, par des analyses toujours

plus précises et/ou plus rapides, de se libérer de quelques verrous dans l'étape

de dimensionnement de matériaux multicouches. Le modèle ainsi développé est

une première étape dans les modèles équivalents décrivant le comportement de

structures multicouches aux interfaces complexes. Le modèle proposé a aussi été

utilisé dans les présents travaux pour caractériser expérimentalement des interfaces

imparfaites en dynamique.

Dans l'objectif de développer un modèle, les besoins actuels ont été mis en

évidence par une étude bibliographique des travaux existants. Plusieurs points ont

émergé de cette étude :

� Il n'existait pas à ma connaissance, après une recherche bibliographique

profonde sur le sujet, des modèles équivalents dynamiques qui prennent en

compte des e�ets d'interfaces imparfaites. Les applications étaient principa-

lement faites en statique, et leur formalisme favorise une visualisation par

couche des déformations et des contraintes. De plus, à l'inverse d'un modèle

équivalent, ils deviennent très encombrants quand il s'agit de modéliser avec

e�cacité le comportement dynamique d'un matériau multicouche.

� La loi d'interface employée dans ces travaux est abondamment utilisé dans la
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communauté scienti�que aujourd'hui. C'est une loi simple (raideur + amor-

tissement linéaires), mais réussit tout à fait à décrire des e�ets d'interfaces

mais qui su�t tout à fait à modéliser des e�ets d'interfaces imparfaites.

� La majorité des travaux expérimentaux sur le sujet concerne l'utilisation

des ultrasons dans la détection et la caractérisation des interfaces. Il y

avait ainsi un manque notable d'études expérimentales autour des e�ets

des interfaces imparfaites sur le comportement dynamique de matériaux

multicouches dans le domaine audible.

� Au-delà de la communauté scienti�que, il existe aussi une demande impor-

tante dans l'industrie autour de la modélisation des interfaces imparfaites

de matériaux multicouches. Par exemple, Adhex dans sa solution du rai-

disseur de pavillon de toit 2, �xé par adhésif ou par colle, vise à améliorer

le confort acoustique du véhicule tout en raidissant le toit. Le dispositif en

lui-même est contrôlé, mais sa mise en place engendre quelques incertitudes

quant aux conditions de couplage. Ce même type de problématique a aussi

été soulevé par SMAC-SAS pour sa solution SMACSONIC 3. Cette solution

vise à amortir les vibrations qui se propagent au sein d'un avion par le

couplage du dispositif amortissant au composant de la structure ciblé.

Les présents travaux de recherche se sont donc concentrés à répondre aux be-

soins ainsi rappelés, issus principalement de la synthèse bibliographique. Leur pre-

mier objectif était de développer un modèle multicouche équivalent dynamique

aux interfaces imparfaites. Ce modèle est basé sur le modèle de J.-L. Guyader, et

plus particulièrement sur les récents travaux à ce sujet de F. Marchetti. L'équation

d'interface classiquement utilisée par la communauté a été implémentée dans ce

modèle en modi�ant les conditions aux interfaces de ce dernier. La continuité des

contraintes est bien sûr conservée, car le contact est toujours maintenu pour la

présente application, mais le champ de déplacement est rendu discontinu par cette

nouvelle équation. Cela a permis l'implémentation des interfaces impar-

faites. Leurs conséquences sur le comportement dynamique du multicouche ont

été mises en évidence par le calcul de deux paramètres dynamiques : la rigidité

2. adhex.com/automotive-application/raidisseur-toit-amortissement-amelioration-raideur-
pavillons

3. smac-sas.com/amortissement-structurel-smacsonic
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équivalente de �exion ; l'amortissement équivalent en �exion. Ces paramètres sont

calculés à partir du nombre d'onde de �exion fréquentiellement dépendant qui est

injecté dans un modèle de plaque mince. L'e�et ainsi observé est un décalage des

paramètres dynamiques vers les basses fréquences, ce qui se traduit physiquement

par un découplage facilité par les interfaces imparfaites.

Les Chapitres 3-4 traitent de la partie expérimentale des présents travaux.

La méthodologie de caractérisation de structure plane a été développée dans le

Chapitre 3. Le but est de montrer comment la méthode de caractérisation a été

adaptée aux présents travaux dans le but de caractériser une poutre multicouche.

Le post-traitement des données qui a permis d'étendre la méthode jusqu'à 100 kHz

a aussi été détaillé. Cette extension fréquentielle de la méthode permettait notam-

ment une visualisation plus large bande des paramètres dynamiques, fondamentale

dans l'analyse du paramètre d'interface B. Ensuite, le protocole de fabrication des

échantillons a été présenté. L'objectif de cette section est de maximiser la reproduc-

tibilité des présents travaux et d'expliciter les propriétés des di�érents échantillons

utilisés ainsi que leurs particularités pour l'étude expérimentale. Deux moyens de

générer des interfaces imparfaites ont été employés au cours de ces travaux : le

taux de collage, en faisant varier l'épaisseur de colle ; le découplage entre le c÷ur

et une peau en intégrant une �ne feuille de cellophane.

Finalement, l'ensemble de la méthodologie, théorique et expérimentale, a été

employé dans le but de caractériser ces échantillons aux interfaces imparfaites

dans l'étude expérimentale du Chapitre 4. Cela a permis la mise en évidence des

interfaces imparfaites par la mesure, ainsi que leur caractérisation. Cela constitue

l'originalité principale de ces travaux de recherche qui est : la caractérisation

des interfaces imparfaites dans un comportement dynamique. Les résul-

tats obtenus par CFAT ont été validés dans une visualisation fréquentielle en les

comparant à des résultats similaires obtenus par analyse modale. Les résultats ob-

tenus par CFAT ont aussi été visualisés spatialement a�n de mettre en évidence des

interfaces imparfaites hétérogènes dans l'espace. Une approche complémentaire de

ces deux visualisations a aussi été utilisée pour étudier des échantillons présentant

plusieurs pro�ls d'interfaces imparfaites notables.
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Perspectives

La modèle dynamique équivalent de matériaux multicouches aux interfaces im-

parfaites proposé dans ces travaux considèrent les interfaces de glissement. Elles se

traduisent par une discontinuité du champ de déplacement à l'interface. Ce modèle

a été utilisé a�n de réaliser la caractérisation expérimentale d'interfaces impar-

faites. La caractérisation des interfaces imparfaites a notamment été un moyen de

valider la modélisation ainsi employée, mais a aussi permis de fournir pour la pre-

mière fois une valeur expérimentale du comportement dynamique d'une interface

imparfaite à l'aide d'un modèle équivalent. Cependant, il serait particulièrement

intéressant d'appliquer ce type de modélisation à des interfaces plus complexes, et

ainsi de caractériser un plus large panel de matériaux aux interfaces complexes.

Plusieurs perspectives sont ainsi proposées selon trois catégories :

1. Les perspectives de modélisation :

� Le plus intéressant serait d'implémenter une équation d'interface non

linéaire, c'est-à-dire, un glissement qui ne dépend pas linéairement de

la contrainte d'interface. Un début de démarche a�n d'implémenter des

interfaces imparfaites non linéaires est proposé à l'Annexe C.

� Il pourrait être intéressant d'écrire l'équation d'interface spatialement

dépendante. Cela permettrait une description plus locale des interfaces

imparfaites, impliquant ainsi une précision accrue du comportement dy-

namique spatialement.

� Une écriture cubique du champ de déplacement, en plus du paramètre

d'interface pourrait aussi être envisagée. Cela permettrait d'obtenir une

visualisation par couche du champ de contrainte d'un modèle multi-

couche aux interfaces imparfaites, comme cela a été réalisé par F. Mar-

chetti dans les annexes de sa thèse pour un modèle équivalent aux in-

terfaces parfaites [78]. Bien sûr, ces nouvelles modélisations implique-

raient une complexité accrue du modèle et sont donc à e�ectuer avec

précaution a�n de conserver la simplicité d'implémentation des modèles

équivalents. Cette description cubique a été abordée durant les présents

travaux de thèse, mais aucune piste satisfaisante n'a été apportée pour
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le moment. En e�et, l'ajout de coe�cients dépendants des couches, et

non globaux, est nécessaire pour décrire correctement le comportement

des contraintes aux interfaces, comme il a été abordé dans les limites

du modèle à la Section 2.5. Cependant, cet ajout de plusieurs inconnus

nécessite l'emploi de nouvelles équations pour chaque couche en plus

des équations de comportement des interfaces, ce qui constitue un point

bloquant actuellement.

� Il serait aussi intéressant d'implémenter le modèle dans une analyse

compatible en éléments �nis. En e�et, ces derniers modélisent souvent

les interfaces imparfaites comme des couches très �nes. Cela est tout

d'abord une manière inexacte de modéliser les interfaces, mais implique

aussi un maillage très �n qui augmente ainsi considérablement le temps

de calcul. L'utilisation du modèle aux interfaces imparfaites dans la si-

mulation de structures complexes permettrait de gagner à la fois en

temps de calcul, mais aussi en justesse de modélisation. Cela se réalise-

rait en remplaçant la modélisation par EF d'un multicouche composant

un assemblage, par la modélisation équivalente proposée dans ces tra-

vaux. Cette modélisation équivalente fréquentiellement dépendante du

composant impliquerait un gain de temps important puisqu'il n'aurait

plus à être maillé, et serait aussi plus justement décrit que par les al-

ternatives utilisées dans les EF actuellement pour décrire les interfaces

imparfaites.

2. Les perspectives expérimentales :

� Le besoin de caractérisation expérimentale d'interface est un besoin im-

portant dans l'industrie aujourd'hui. En e�et, même si des outils de

modélisation sont proposés, la valeur théorique que l'usager souhaiterait

donner au(x) paramètre(s) de l'interface n'a pas de référence expérimen-

tale pour le moment.

� Étudier expérimentalement l'e�et non linéaire de l'amplitude de la sol-

licitation vibratoire serait aussi particulièrement intéressant. L'objectif

serait de faire varier l'amplitude de la sollicitation dynamique, avec un

pot vibrant par exemple, et de mettre en évidence le comportement non
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linéaire des interfaces complexes.

� Il serait aussi intéressant d'étudier des interfaces imparfaites produites

à l'aide de di�érents matériaux ou de di�érentes méthodes de couplage.

La couche d'époxy, qui joue le rôle de c÷ur du tricouche mais aussi de

couplage par ses caractéristiques d'adhésion, pourrait être remplacé par

un adhésif moins performant. En e�et, la colle époxyde bi-composante

employée dans ces travaux présente de très bonnes performances adhé-

sives, mais rend ainsi di�cile une détérioration de son couplage aux

peaux. Alternativement, il pourrait être intéressant de générer des inter-

faces imparfaites par d'autres voies d'assemblage, telle que la vulcanisa-

tion adhésive assistée par plasma par exemple. Ces interfaces pourraient

ainsi présenter des comportements dynamiques distincts par rapport à

ceux observés jusqu'à présent.

3. Les perspectives industrielles :

� Le modèle est tout à fait apte à être utilisé dans un projet de conception

d'un matériau multicouche. Son principal intérêt est de véri�er si, malgré

un taux d'imperfection �xé, le matériau conçu répondra toujours aux

performances attendues.

� Il est aussi tout à fait envisageable d'utiliser l'introduction d'interfaces

imparfaites volontairement dans un multicouche, qui seraient dimen-

sionnées à l'aide du modèle proposé, dans le but d'optimiser le compor-

tement dynamique grâce à son e�et sur les paramètres dynamiques.

Par exemple, la fréquence de cisaillement optimal peut être décalée

pour un multicouche donné vers les basses fréquences en augmentant le

taux d'imperfections de l'interface. Cela permettrait d'ajuster la courbe

d'amortissement et ainsi d'amoindrir la réponse de la structure aux fré-

quences ciblées.
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Annexe A

Comparaison entre la méthode des

matrices de transfert et le modèle

équivalent aux interfaces imparfaites

A.1 Motivations de l'étude

Le modèle équivalent aux interfaces imparfaites a été comparé à la FEM, plus

particulièrement à la SFEM de Shorter [108] dans le cas où B = 0 qui correspond

au cas parfaitement couplé, et au modèle RKU [57, 102, 111] dans le cas B → 0 dit

totalement découplé. Cependant, une comparaison pour des valeurs intermédiaires

de B, entre le présent modèle et un autre modèle n'a pas été réalisée. Cela est dû

au manque de modèle multicouche implémentant les interfaces imparfaites.

MATELYS-Research Lab 1, dans son logiciel commercialisé AlphaCell 2 [60],

a implémenté dans la méthode des matrices de transfert (TMM) un modèle aux

interfaces imparfaites. D'une part, La TMM est très di�érente et fait moins d'hy-

pothèses dans son implémentation que le modèle équivalent présenté dans ces tra-

vaux. D'autre part, la manière dont ont été implémentée les interfaces imparfaites

est aussi très di�érente, cette première ayant été fortement a�ectée par l'écriture-

même de la TMM. Les deux méthodes étant très di�érentes sur plusieurs aspects,

1. matelys.com
2. alphacell.matelys.com
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il est donc intéressant de les comparer entre elles a�n de véri�er si malgré tous ces

points de divergence, les résultats obtenus sont similaires.

A.2 Introduction à la méthode des matrices de

transfert

La méthode des matrices de transfert (TMM, pour Transfer Matrix Method)

est un problème souvent écrit en 2D, mais considère bien des e�ets 3D. Les deux

paramètres modélisés sont donc généralement : l'épaisseur du matériau traversée

par l'onde incidente, modélisée dans l'axe horizontal souvent noté x3 ou z. ; et une

dimension perpendiculaire, qu'elle soit la longueur ou la largeur du matériau, mo-

délisée dans l'axe transverse généralement noté x1 ou x. Les variables intervenant

dans la TMM sont illustrées dans la Figure A.1

+ + + +

amont aval

Figure A.1 � Schéma de l'application de la TMM à un bicouche en faisant inter-
venir l'ensemble des variables qui interviennent dans la méthode.

A�n de résoudre un problème avec la TMM, il su�t de connaître les variables

d'état qui sont : la pression en un point M de coordonnées (x, y) ; et la vitesse de
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l'onde de pression dans la direction x3 enM aussi. Selon le milieu dans lequel l'onde

se propage, on parlera donc de vitesse dans un solide vsz(M) ou de vitesse dans

un �uide vfz (M), et de contrainte (σαz, avec α = {x, z}) ou de pression acoustique

p(M). Dans le cadre d'un poreux apparaissent donc à la fois les vitesses �uides

et solides, ainsi que les contraintes solides et les contraintes �uides notées σf
zz.

Ces variables d'état sont rassemblées sous la forme d'un vecteur d'état, écrit à

l'Équation (A.1).

V f (M) = [p(M), vfz (M)]T , (A.1)

Avec V f (M) la variable d'état pour une couche de �uide tel que l'air par exemple.

L'idée de la TMM est donc d'exprimer le vecteur d'état en amont d'une couche

i (�uide, solide, ou poreuse), noté pour un �uide V f (z−i ), en fonction du vecteur

d'état en aval de cette même couche noté V f (z+i ). Cela est fait à l'aide d'une

matrice de transfert notée [Ti], ce qui donne l'Équation (A.2).

V f (z−i ) = [Ti]V
f (z+i ). (A.2)

À partir de l'Équation (A.2), il su�t d'écrire les vecteurs d'état pour chaque

couche traversée, avec l'écriture qui convient selon la nature du milieu. Finalement,

le vecteur d'état de l'onde acoustique incidente est écrit en fonction de celui de

l'onde acoustique ré�échie et/ou transmise grâce à une matrice de transfert glo-

bale prenant en compte toutes les couches successives traversées. Les matrices de

couplage dépendent bien sûr de la nature des couches. Elles n'auront pas la même

forme selon le couplage créé, qu'il soit par exemple : poreux-solide, poreux-poreux

ou �uide-solide. Plus il y a de variables d'états à déterminer, plus la matrice sera

d'un ordre important. En e�et, la matrice de transfert pour les �uides, l'ordre de la

matrice carré est de 2. L'ordre est de 4 pour les solides et 6 pour les poreux. Ainsi,

les matrices de couplages à l'interface, souvent notées [Ii→j] et [Ji→j] vont per-

mettre le passage de la couche i à la couche j. Leur taille va dépendre du nombre

de variables d'états en entrées et en sorties. Elles sont donc des matrices carrées

si la nature des couches est identique, mais carré si leur nature est di�érente. Fi-

nalement, le multicouche complet est condensé dans une matrice carré d'ordre 2

en le couplant généralement avec de l'air sur sa face amont et sa face aval. Le but
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étant ainsi d'exprimer les variables d'états d'une couche de �uide (en amont) en

fonction des variables d'états d'une couche de �uide (en aval). Cela explique que la

matrice est carrée (même nombre de variables d'états) et d'ordre 2 (�uide). Pour

plus de détails sur la TMM, il est recommandé de se référer à [2, 16, 23].

A.3 Implémentation de l'interface imparfaite en

TMM dans AlphaCell

Dans AlphaCell, la TMM a été implémentée à l'aide d'un paramètre unique

et sans unité γ qui varie entre 0 et 1. Ce paramètre gère une loi de mélange qui

permet de faire le lien entre le comportement parfaitement couplé (dit bonded) et

le comportement totalement découplé (dit unbonded). Le γ est ainsi un paramètre

de couplage (et non de découplage comme le paramètre d'interface B). C'est-à-

dire, lorsqu'il est maximal (soit γ = 1) les couches sont parfaitement couplées.

Lorsqu'il est minimal (γ = 0) les couches sont totalement découplées. Ce qui est

une tendance opposée au paramètre B. Lorsqu'il minimal (B = 0), les couches

sont parfaitement couplées, et inversement.

Cette loi de mélange implémentée à l'aide du paramètre γ permet de faire donc

le lien entre une matrice de transfert décrivant le comportement d'une interface

parfaitement couplée, que nous noterons [Tbonded], avec une matrice de transfert

décrivant le comportement d'une interface totalement découplée, que nous noterons

[Tunbonded]. La matrice résultante notée [Tmix] est donc une fonction de ces trois

paramètres, soit [Tmix] = f(γ, [Tbonded], [Tunbonded]).

A.4 Comparaisons des approches

Les pertes par transmission (TL, pour Transmission Losses) calculées à

partir du modèle équivalent ont été obtenues à partir de l'impédance d'une

plaque mince en �exion (Équation (A.3)) et du couplage avec l'air à partir de

son impédance noté Z0. Les pertes par transmission pour la TMM ont été

calculées pour des modèles de solides élastiques à partir d'AlphaCell. Ces calculs

ont été e�ectués en onde incidente avec un angle incident de 60°. Les résultats
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Con�gurations bicouches h [mm] E [GPa] η % ρ [kg.m−3] ν [-]
Con�guration 1 3 71 1 2780 0.3
Con�guration 2 6 71 1 2780 0.3
Con�guration 3 6 1 1 1000 0.3

Table A.1 � Tableau des propriétés pour les trois con�gurations bicouches. Tous
ces matériaux ont deux couches du même matériau.

sont montrés sur les Figures A.2-A.3-A.4 pour respectivement trois con�gurations

di�érentes détaillées dans le Tableau A.1.

Zeq =
1

iω
(Deqk

4
0 − ρhω2); (A.3)

avec k0 le nombre d'onde de l'onde acoustique incidente.

L'objectif de cette comparaison est dans un premier temps de voir la capacité

du modèle équivalent à prédire les mêmes comportements asymptotiques que la

TMM (parfaitement couplé et totalement découplé). On véri�e sur les Figures A.2-

A.3-A.4, pour di�érentes con�gurations, que les cas extrêmes (couplé ou découplé)

sont bien similaires dans le cas du modèle équivalent et de la TMM. Les deux

modèles présentent des fréquences de coïncidence semblables, et l'allure des TL

sont relativement proches sur l'ensemble du spectre, excepté sur le comportement

asymptotique en fréquence.

Les comportements limites ayant été retrouvés pour les deux méthodes, il est

bien sûr trivial d'obtenir une valeur du paramètre d'interface B qui correspondrait

au TL en TMM pour γ = 0.5 par exemple. Cependant, cela reste intéressant de

comparer les cas intermédiaires a�n de véri�er la nature di�érente entre ces deux

paramètres qui peuvent néanmoins engendrer des comportements équivalents. Cela

a été réalisé sur les trois con�gurations aux Figures A.2-A.3-A.4. Il est intéressant

de noter que B doit varier pour correspondre à une valeur constante de γ = 0.5.

Cela signi�e que le paramètre B n'a pas le même e�et selon la con�guration du

multicouche étudiée. Ce point avait déjà été soulevé lors du Chapitre 2, à la �n

de l'article joint. Il est aussi intéressant de noter que l'e�et du paramètre γ est

stable en fonction des con�gurations. En e�et, une valeur de γ = 0.5 a le même

décalage relatif pour les trois con�gurations étudiées ici. L'ensemble des fréquences

caractéristiques ainsi que leurs rapports ont été résumés dans le Tableau A.2.
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Con�guration fmin
co [Hz] fmax

co [Hz] f 0.5
co [Hz] f0.5

co −fmin

fmax−fmin
fmax/fmin

Con�guration 1 2756 5531 3529 0.28 2.01
Con�guration 2 1387 2756 1743 0.26 1.99
Con�guration 3 6535 13189 6535 0.29 2.02

Table A.2 � Fréquences caractéristiques en pertes par transmission pour les trois
con�gurations montrées au Tableau A.1.

Ce tableau montre que l'e�et de γ = 0.5 ne semble pas varier en changeant la

con�guration du matériau bicouche étudié. La variation présentée provient d'une

variation purement numérique due à la résolution fréquentielle de calcul. Cette

indépendance à la con�guration reste cependant à véri�er pour des multicouches

ayant plus de deux couches, et surtout dans le cas de multicouches aux couches

di�érentes.
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Figure A.2 � Pertes par transmission en fonction de la fréquence pour la Con�-
guration 1 du Tableau A.1.
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Figure A.3 � Pertes par transmission en fonction de la fréquence pour la Con�-
guration 2 du Tableau A.1

2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000

Fréquence [Hz]

0

20

40

60

80

100

P
er

te
s 

pa
r 

tr
an

sm
is

si
on

 [d
B

]

TMM bounded
TMM = 0.5
TMM unbonded
B=0
B=1.5e-11
B ->

Figure A.4 � Pertes par transmission en fonction de la fréquence pour la Con�-
guration 3 du Tableau A.1

A�n de prolonger la comparaison entre les paramètres d'interface γ et B, une

étude sur le matériau bicouche aluminium (3mm) - aluminium (3mm) a été réalisée
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en faisant varier le paramètre γ de 0 à 1. Les valeurs du paramètre d'interface B

correspondantes ont aussi été calculées pour véri�er la di�érence d'e�et de ces deux

paramètres. Les résultats de cette analyse sont montrés à la Figure A.5.

� À la Figure A.5a, les paramètres sont a�chés en fonction de leurs valeurs

naturelles.

� À la Figure A.5b, le paramètre B est remplacé par un paramètre adimen-

sionné Badim = |B/max(B) − 1|, a�n de comparer uniquement les di�é-

rences de tendances entre les paramètres γ et B.

On véri�e naturellement que ces paramètres ont des comportements opposés en

termes de tendance à la Figure A.5a. Cependant, sur la Figure A.5b, lorsque le B

est dilaté et translaté a�n d'a�cher le même sens de variation et entre les mêmes

bornes que γ, il est plus simple de véri�er une di�érence notable de leurs ten-

dances respectives. En e�et, l'e�et du paramètre γ sur la fréquence de coïncidence

croît lorsqu'il se rapproche de 0. Cela signi�e qu'il est de plus en plus � facile � de

découpler le matériau bicouche lorsque l'on s'approche du comportement totale-

ment découplé. L'e�et du paramètre B (en unité naturelle, soit en m.Pa−1) décrit

une courbe sigmoïdale. Cela signi�e que la dynamique du découplage du matériau

bicouche se situe autour d'une valeur de B en particulier. Premièrement, une varia-

tion du paramètre B aura un e�et faible sur le comportement dynamique. Ensuite,

lorsque le paramètre B se rapproche du point d'in�exion, son e�et est décuplé. Fi-

nalement, lorsque le matériau atteint un taux d'imperfections su�samment élevé,

sa dégradation en fonction du paramètre B ralentit. Ce type de dynamique avait

déjà été véri�é à travers l'étude d'un tricouche à la �n du Chapitre 2, à la Figure 2.4

en particulier.
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Figure A.5 � (a) Paramètres d'interface γ et B en fonction de la fréquence (b)
Paramètres d'interface γ et B adimensionné en fonction de la fréquence
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Annexe B

Implémentation et e�ets d'un

paramètre d'interface

fréquentiellement dépendant

B.1 Motivations de l'étude

Comme stipulé dans le Chapitre 2, le paramètre d'interface B est supposé

constant. Cette forte hypothèse était nécessaire a�n d'implémenter les interfaces

imparfaites tout en conservant une simplicité relative du modèle équivalent, mais

aussi pour faciliter les interprétations des résultats qui permettent de comprendre

l'e�et de cette nouvelle description dans le modèle. L'un des points soulevés était

particulièrement le manque de dépendance fréquentielle du paramètre B. En e�et,

des comportements inattendus étaient visibles en HF pour des c÷ur épais à la

�n du Chapitre 2. Réduire l'e�et de l'interface B avec la fréquence permet de

contrebalancer cet e�et. Plusieurs types de fonction de B sont possibles selon le

comportement recherché.

B.2 Implémentation de la dépendance fréquentielle

L'implémentation dans les équations reste relativement simple par rapport à la

complexité usuelle de ce type de modèle. En e�et, au lieu de calculer directement
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B.3 E�et d'un paramètre d'interface fréquentielle-

ment dépendant

L'ensemble des résultats selon les critères de la Figure B.1 sont regroupés dans

la Figure B.2. Les paramètres matériaux choisis sont les mêmes que pour les appli-

cations du Chapitre 2, regroupés dans le Tableau 3 de l'article. Réduire la valeur

de B avec la fréquence a pour e�et d'augmenter le couplage en fonction de la fré-

quence, ce qui correspond à la courbe en pointillé. Cela n'a donc aucun e�et sur

les courbes, puisque la valeur B = 10−12 m.Pa−1 correspond déjà au cas parfai-

tement couplé. Ainsi, comme vu dans la partie modélisation, il n'est bien sûr pas

possible d'être mieux couplé que des couches parfaitement couplées. Des résultats

plus intéressants sont visibles lorsque le paramètre B augmente avec la fréquence,

c'est-à-dire, que le découplage est de plus en plus fort en fonction de la fréquence.

Le premier e�et, visible sur la partie réelle, est de faire varier la pente de rigidité

sans modi�er les asymptotes BF et HF. Cela pourrait avoir un intérêt si un type

d'interface a tendance à découpler les couches successives plus fortement avec la

fréquence. Le deuxième e�et, visible sur l'amortissement, est de pouvoir modi�er

grandement le comportement de l'amortissement. Il est possible de le décaler vers

les BF, mais cela aura aussi pour e�et de réduire l'amortissement. En e�et, la varia-

tion du paramètre d'interface B permet de découpler le multicouche su�samment

tôt sans lui permettre d'atteindre le cisaillement maximal.

Comme spéci�é plus haut, la variation fréquentielle de B permet aussi de cor-

riger la surestimation de l'amortissement en HF pour les matériaux épais et aux

interfaces imparfaites. Dans ce cas, en faisant varier entre une valeur relative-

ment haute vers une valeur relativement basse le paramètre B (Figure B.3a), il

est possible d'obtenir un amortissement η en HF qui n'est pas surestimé pour les

matériaux épais (Figure B.3b).

Il serait aussi possible d'osciller entre di�érents comportements dynamiques, ce

qui pourrait être intéressant dans le cas de matériaux fortement hétérogènes dans

leurs interfaces, comme pour les résultats montrés à la Figure 4.29. Cela pourrait

être obtenu en faisant osciller la valeur de B entre les deux paramètres d'interface

obtenus expérimentalement. Il faudrait cependant porter une attention particulière
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à la dérivée de l'amortissement en fonction de la fréquence qui pourrait diverger

si de fortes discontinuités apparaissent.
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Figure B.3 � (a) Paramètres d'interface B en fonction de la fréquence, (b) Amor-
tissement en fonction de la fréquence pour trois di�érentes variations du paramètre
d'interface B. Cela permet de corriger des comportements inattendus comme pour
la Figure 2.7. Les paramètres matériaux sont ainsi les mêmes que cette dernière.
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Annexe C

Introduction à l'implémentation

d'interfaces non linéaires

C.1 Motivations

Comme il a été précisé dans les perspectives, il serait particulièrement intéres-

sant d'implémenter une modélisation non linéaire des interfaces imparfaites dans le

modèle proposé dans ce manuscrit. L'objectif de cette annexe est ainsi de proposer

quelques conseils a�n de pouvoir implémenter cette modélisation. Dans le but de

simpli�er la visualisation de la méthode d'implémentation proposée, les équations

utiles seront rappelées directement ici, bien que déjà présentes dans le manuscrit.

L'intérêt principal dans l'implémentation d'interfaces au comportement non li-

néaire serait de modéliser la réponse d'un multicouche au couplage imparfait en

fonction de l'amplitude de la contrainte appliquée. Expérimentalement, cela cor-

respondrait à mesurer la réponse d'une structure aux interfaces imparfaites selon

di�érents niveaux d'amplitude de la sollicitation. Il est intuitif qu'une amplitude

plus forte aura pour e�et de découpler plus facilement un matériau multicouche à

l'image du frottement statique et dynamique de Coulomb. Cependant, il n'est pas

établi que le paramètre d'interface B serait croissant avec l'amplitude ou décrois-

sant par exemple. Le type d'allure qu'une interface non linéaire pourrait avoir est

illustré à la Figure C.1.
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Figure C.1 � Illustration de (a) une interface purement élastique avec un para-
mètre linéaire par morceaux, (b) une interface élastique au paramètre linéaire par
morceaux avec une ordonnée à l'origine di�érente de zéro.

C.2 Méthodologie proposée

L'implémentation d'un paramètre d'interface B non linéaire pourrait s'inspirer

dans sa forme, des lois de Hertz ou de Hertz améliorée présentées au Tableau 1.2.

Dans un premier temps, le plus simple pourrait être de prendre un B linéaire par

morceaux a�n de ne pas trop altérer la modélisation d'origine et ainsi conserver

une simplicité modérée d'implémentation. L'interface étant implémentée dès les

premières équations du modèle, modi�er son équation de comportement aura des

e�ets dès l'écriture du champ de déplacement réécrit à l'Équation (C.1). L'écriture

du glissement dans la direction x par exemple, noté ûx, est le terme directement

a�ecté par la réécriture de l'équation d'interface.
unx = ψ1

x(x, y, t) + Fω
∂W
∂x

+ F n
xxϕ

1
x + F n

xyϕ
1
y +

∑n
i=1 û

i
x,

uny = ψ1
y(x, y, t) + Fω

∂W
∂y

+ F n
yxϕ

1
x + F n

yyϕ
1
y +

∑n
i=1 û

i
y,

unz = W (x, y, t).

(C.1)

L'écriture des déformations et donc des contraintes ne changeront pas, car elles

dépendent directement de l'ordre du champ de déplacement qui est ici linéaire

(d'ordre 1 en fonction de z). Ainsi, la contrainte transverse dans la direction x
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à l'interface s'écrirait toujours comme dans l'Équation (C.2) en sachant que l'on

obtient σ̂i
xz = Qi

xzxz2εixz(z = zi)+Qi
xzyz2εiyz(z = zi) avec la loi de Hooke où zi est

la coordonnée z de l'interface i ou de la surface supérieure de la couche i.

σ̂i
xz = −2Qi

xzxz(α
i
xxϕ

1
x + αi

xyϕ
1
y)− 2Qi

xzyz(α
i
yxϕ

1
x + αi

yyϕ
1
y) (C.2)

Au lieu d'écrire l'équation de comportement de l'interface en fonction d'une

puissance du déplacement, comme σi
xz = B(ûix)

n avec n un entier naturel qui

symbolise l'ordre de la non linéarité, il est conseillé dans un premier temps d'écrire

une loi linéaire par morceaux. Le paramètre d'interface non linéaire serait fonction

de la contrainte appliquée. Cela implique que l'ordre des équations à résoudre

n'est pas modi�é et qu'aucune nouvelle contribution cinématique dans le bilan

énergétique n'est ajoutée. Cependant, la méthode de résolution du problème en

sera modi�ée. On admet alors que l'équation de comportement de l'interface dans

la direction x s'écrit à la manière de l'Équation (C.3).

ûix = Bi
xzσ̂

i
xz (C.3)

AvecBi
xz = Bi

xz(σ̂
i
xz) le paramètre d'interface à l'interface i fonction de la contrainte

de cisaillement transverse à l'interface i notée σ̂i
xz.

Ensuite, a�n de calculer toutes les fonctions de forme, toutes les contraintes de

cisaillement transverse sont calculées à l'image de l'Équation (C.2) puis injectées

dans les Équations (C.1)-(C.3). Cela rend �nalement le Système d'Équations (C.4).

F i
xxg

= αi
xx(Ri − z) + γixx −Bi

xz(α
i
xxQ

i
xzxz + αi

yxQ
i
xzyz),

F i
xyg

= αi
xy(Ri − z) + γixy −Bi

xz(α
i
xyQ

i
xzxz + αi

yyQ
i
xzyz),

F i
yxg

= αi
yx(Ri − z) + γiyx −Bi

yz(α
i
xxQ

i
xzyz + αi

yxQ
i
yzyz),

F i
yyg

= αi
yy(Ri − z) + γiyy −Bi

yz(α
i
xyQ

i
xzyz + αi

yyQ
i
yzyz).

(C.4)

Avec de nouveau Bi
xz = Bi

xz(σ̂
i
xz) le paramètre d'interface à l'interface i fonction

de la contrainte de cisaillement transverse à l'interface i notée σ̂i
xz.

Ce calcul est donc très similaire à ce qui a été fait dans le Chapitre 2. En e�et,

dans le cadre d'un paramètre B linéaire par morceaux, l'implémentation analy-

tique n'est pas explicitement a�ectée. C'est cependant la résolution numérique
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qui sera grandement modi�ée, car il sera nécessaire d'adapter la valeur de B en

fonction de la contrainte de cisaillement transverse à l'interface i notée σ̂i
xz. De

plus, même si cette dernière ne dépend pas du paramètre B explicitement (confère

Équation (C.2)), une variation du couplage a�ecte bien la valeur de la contrainte

car les nombres d'ondes de �exion sont eux modi�és par le découplage des couches.

Cela est illustré par l'ensemble des courbes de la Figure C.2. Il est à noter que

les variables cinématiques s'écrivent sous la forme d'une onde progressive, comme

W = W0e
−j(kxx+kyy)ejωt pour le déplacement transverse, ce qui explique cette mo-

di�cation implicite par le paramètre B. En e�et, une variation de B entraîne une

modi�cation des nombres d'ondes kx et ky, ces derniers entraînant à leur tour une

modi�cation du déplacement W et des autres variables cinématiques. Ce qui va

�nalement entraîner une modi�cation des déformations et donc des contraintes.

Les résultats présentés à la Figure C.2 montrent un champ de déplacement et une

contrainte très élevée, car l'amplitude choisie est égale à l'unité, soit W0 = 1 m.

Cette valeur n'est bien sûr pas réaliste et entraînerait une invalidité des équa-

tions dynamiques de vibrations des structures planes, puisque par exemple, elles

ne prendraient pas en compte des déformations non linéaires géométriques dues

à de fortes amplitudes de déplacement. Cette valeur �xée à l'unité servait juste

de cas test a�n de voir la réponse du modèle et particulièrement la variation des

contraintes et des déplacements en fonction du paramètre d'interface B.

h [mm] E [GPa] ν [-] ρ [kg.m−3]
Peaux 3.2 72 0.33 2700
C÷ur 3.2 1.4 0.3 1300

Table C.1 � Propriétés du matériau tricouche sandwich utilisé pour la simulation
montrée à la Figure C.2.

On véri�e ainsi que pour un découplage partiel des couches, visible à la Fi-

gure C.2a, le déplacement horizontal ux et la contrainte de cisaillement transverse

σxz en fonction de l'épaisseur varie selon le paramètre d'interface total B = B1+B2

dans le cadre d'un paramètre constant (et donc d'une équation d'interface linéaire).

Cette variation des variables cinématiques et dynamiques est bien entendue phy-

sique, mais impliquerait l'implémentation d'une interface linéaire par morceaux

plus di�cile à mettre en ÷uvre.
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Figure C.2 � (a) Flexion de rigidité D en fonction de la fréquence, (b) Champ
de déplacement horizontal ux et (c) contrainte de cisaillement transverse σxz en
fonction de l'épaisseur z. Ces deux dernières courbes ont été obtenues pour la
fréquence f = 4 kHz au centre du tricouche en x = y = L/2. Les propriétés du
tricouche utilisé pour obtenir ces résultats sont résumées au Tableau C.1.

Finalement, les prochaines étapes seraient consacrées à l'implémentation de

la résolution numérique des équations écrites dans cette annexe. Le dé� central

étant de prendre en compte cette variation des contraintes a�n de choisir le bon

paramètre d'interface B dans le calcul des nombres d'ondes.
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