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Résumé

Ces travaux de thèse présentent la méthode isogéométrique comme une alternative fiable
à la méthode des éléments finis lorsqu’on résout les edp sur des domaines non polygonaux
ou non polyédriques. Nous avons donné les propriétés de la base B-spline dont nous nous
sommes servis pour appliquer la méthode isogéométrique à l’approximation au sens des
moindres carrés, à l’équation de Poisson, à l’équation de la chaleur et à l’équation de
transport. Un résultat de convergence de la méthode isogéométrique a aussi été prouvé
en 2D pour l’equation de transport, généralisant le résultat d’Alexandre Ern obtenu en
éléments finis.

Mots-clés : Méthode isogéométrique, Galerkin discontinue, B-splines, résultat de
convergence

3



Table des figures

1 Maillage éléments finis d’un domaine non polygonal . . . . . . . . . . . . . 9

2.1 Vecteur nœud ouvert uniforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.2 Vecteur nœud ouvert non uniforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.3 Courbe B-spline obtenue avec Ni,1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.4 Courbe B-spline obtenue avec Ni,2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.5 Partition de l’unité de la base B-spline . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.6 Paramétrisation d’un segment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.7 Paramétrisation d’une approximation d’un quart de cercle de rayon 3 . . . 44
2.8 Paramétrisation d’une approximation du démi-cercle de rayon 3 . . . . . . 45
2.9 Paramétrisation de la courbe Ω . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
2.10 Paramétrisation d’une ligne brisée à 2 segments . . . . . . . . . . . . . . . 46
2.11 Paramétrisation d’une ligne brisée à 3 segments . . . . . . . . . . . . . . . 47

4



Liste des tableaux

2.1 Différences entre la MEF et la MIG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

5



Table des matières

Dédicaces 1

Remerciements 2

Résumé 3

Table des figures 4

Table des tableaux 4

Introduction 9
Motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
Contributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1 Préliminaires 13
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2 Présentation des modèles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2.1 Equation de Poisson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2.2 Equation de la chaleur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2.3 Equation de transport . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.3 Résultats d’existence et d’unicité de solution . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.3.1 Equation de Poisson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.3.2 Equation de la chaleur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.3.3 Equation de transport . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2 Approximation par la Méthode IsoGéométrique(MIG) 23
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.2 Présentation de la méthode isogéométrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

6



2.2.1 B-splines univariées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
Courbe B-spline . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
Propriétés des fonctions B-splines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.2.2 B-splines bivariées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.2.3 Principe de la méthode isogéométrique . . . . . . . . . . . . . . . . 41

Paramétrisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
L’espace discret . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
Forme de la solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.2.4 Raffinement en isogéométrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
Le h raffinement (Insertion des nœuds) . . . . . . . . . . . . . . . . 49
Algorithme d’Oslo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

2.2.5 Le p raffinement (élévation de degré) . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
Le k raffinement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2.2.6 Différences entre la méthode des éléments finis (MEF) et la méthode
isogéométrique (MIG) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

2.3 Approximation au sens des moindres carrés . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
2.3.1 Formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
2.3.2 Propriétés de la matrice de masse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
2.3.3 Intégration numérique des matrices de masse locales . . . . . . . . . 57
2.3.4 Calcul de l’erreur L2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

2.4 Résolution numérique de l’équation de Poisson . . . . . . . . . . . . . . . . 58
2.4.1 Formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
2.4.2 Calcul de variations sur une courbe regulière de IRd,d ∈ {1,2} . . . . 61
2.4.3 Intégration numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
2.4.4 Traitement de la condition de Dirichlet . . . . . . . . . . . . . . . . 63
2.4.5 Calcul de l’erreur L2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

2.5 Résolution numérique de l’équation de la chaleur . . . . . . . . . . . . . . 65
2.5.1 Formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
2.5.2 Intégration numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
2.5.3 Traitement de la condition initiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
2.5.4 Traitement de la condition de Dirichlet . . . . . . . . . . . . . . . . 69
2.5.5 Calcul de l’erreur L2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

2.6 Résolution numérique de l’équation de transport . . . . . . . . . . . . . . . 72
2.6.1 Formulation du problème en isogéométrie . . . . . . . . . . . . . . . 72
2.6.2 Intégration numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

7



2.7 Estimation d’erreur par la méthode isogéométrique pour l’équation de trans-
port en 2D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
2.7.1 Discrétisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

Sémi-discrétisation en espace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
Discrétisation en temps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

2.7.2 La notion de flux numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
2.7.3 Inégalités inverse et de trace isogéométriques . . . . . . . . . . . . . 84
2.7.4 Inégalité de Young-Lemme de Gronwall (version discrète) . . . . . . 85
2.7.5 Equations d’erreur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
2.7.6 Egalité d’energie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
2.7.7 Estimation de stabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
2.7.8 Théorème de convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

2.8 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

Conclusion et perspectives 127
Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
Perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

Bibliographie 128

8



Introduction

Motivation

La méthode des éléments finis présente des insuffisances : la dégradation du domaine
d’étude lorsqu’on résout les edp sur des domaines non polygonaux ou non polyédriques
et la difficulté à réaliser le maillage. En effet, pour la fabrication d’un appareil dans le
domaine industriel, la première étape consiste à concevoir sa forme. Cette tâche incombe
aux designers qui génèrent des fichiers CAO (conception assistée par l’ordinateur)[10],
utilisant les B-splines pour représenter de manière raisonnable la geométrie du domaine.

La seconde étape consiste à réaliser l’analyse éléments finis. Les analystes éléments finis
se servent de la base de Lagrange pour approcher la géométrie du domaine. L’utilisation
de cette base détériore généralement la géométrie du domaine. Cette approximation de la
géométrie peut provoquer des erreurs dans les résultats numériques [33, 20, 37]. De plus,
l’analyse éléments finis demande donc beaucoup de temps pour les industriels [33, 10, 19,
49, 36].

Fig. 1 – Maillage éléments finis d’un domaine non polygonal

Il faut donc réduire l’effort fourni pour convertir la description de la géométrie CAO
(Conception Assistée par l’Ordinateur) en un maillage convenable pour l’analyse éléments
finis en essayant d’intégrer ces deux technologies : la Conception Assistée par l’Ordina-
teur et l’Analyse Elements Finis. Cela nécessite l’utilisation d’un modèle géométrique qui
peut être utilisé directement comme modèle d’analyse. Donc, il est nécessaire de modi-
fier l’AEF(Analyse Elements Finis) en une procédure d’analyse basée sur la représentation
CAO. Cette intégration de la CAO et de l’AEF a abouti à une nouvelle méthode de discréti-
sation des EDP appelée méthode isogéométrique (MIG) [20, 49] s’appuyant sur l’utilisation
d’une unique base pour la géométrie et l’analyse [23]. Cette base est appelée la base B-
spline.

Notre étude s’articule autour de la résolution de certaines edp par la méthode isogéo-
métrique. Cette technique est mise en œuvre à travers la méthode de Galerkin discontinue
ou continue, en se servant de la base B-spline, comme base d’approximation. Des edp
elliptiques telles que l’équation de Poisson et l’équation de Laplace sont résolues dans la
littérature. Cependant, la résolution de problèmes paraboliques et problèmes hyperboliques
est moins aisée. La méthode des éléments finis nous limite d’un point de vue géométrique.
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Notre objectif consiste à résoudre l’équation de la chaleur, l’équation de transport et l’équa-
tion de Poisson par la méthode isogéométrique sur une courbe de IRd, d = {1; 2}.

Contributions

J. Evans and T. Hughes ont en 2011 obtenu des inégalités de trace pour la méthode
isogéométrique [26]. A. Tagliabue, L. Dedè et A. Quarteroni ont publié en 2012 un article
sur la résolution d’edp elliptiques par la méthode isogéométrique [50].

Des tests numériques ont été effectués et le h raffinement a été fait pour valider les
résultats de convergence obtenus.

Stéphane Bordas et Gernot Beer ont résolu en 2015 l’équation de Poisson sur le segment
[0; 1] en prenant trois nœuds distincts. Ils ont utilisé comme condition aux limites, la
condition de Dirichlet [6]. La résolution d’un tel problème conduit à résoudre un système
linéaire faisant intervenir la matrice de rigidité. En prenant trois nœuds distincts, la matrice
de rigidité obtenue est inversible. Mais lorsqu’on augmente le nombre de nœuds distincts, la
matrice de rigidité n’est pas toujours bien conditionnée. Dans ce cas de figure, les méthodes
directes ne marchent plus. Il faut utiliser ainsi les méthodes itératives comme les méthodes
de Jacobi ou de Gauss Seidel. De plus, les h et p raffinements ne sont pas abordés dans
l’article de Stéphane Bordas et Gernot Beer. De plus, l’équation n’a pas été résolue sur une
courbe de IR2. Par conséquent, nous voulons résoudre l’équation de Poisson sur des courbes
de IR2 telles qu’un démi-cercle, une ligne brisée, afin de montrer les atouts de la méthode
isogéométrique.

Y. Bazilevs, L. Beirao da Veiga, J.A. Cottrell, T.J.R. Hughes, G. Sangalli ont résolu
le problème d’advection diffusion et ont obtenu une estimation d’erreur qui a été validée
numériquement en 2006 [5].

Carla Manni, Francesca Pelosi et M. Lucia Sampoli ont résolu en 2011 cette même
équation.

Cette EDP a été résolue en utilisant la méthode de Galerkin discontinue et la base
B-spline comme base d’approximation.

L. Beirao da Veiga, A. Buffa, G. Sangalli, et R. Vazquez ont résolu l’équation d’advection-
diffusion-reaction en 2012. Des tests numériques ont aussi été effectués pour valider numé-
riquement les résultats obtenus[11].

L’équation de convection-diffusion a été aussi résolue par Liesel Schumacher en se ser-
vant de la méthode isogéometrique[47].

Dans le cadre de nos travaux de master, nous avons résolu l’équation de transport sur
un segment par la méthode isogéométrique. Nous comptons aller au-delà du travail effectué
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en master, en résolvant l’équation de transport sur des courbes de IR2.
Dans ce cas, l’équation de transport se met sous la forme :

∂u

∂t
(x,t) +∇.(β(x)u(x,t)) = 0, x ∈ Ω, t ∈ [0; tF ]

u(.,t = 0) = u0 dans Ω ⊂ IR2

u = 0 dans ∂Ω− × [0; tF ]

(1)

u : Ω× [0; tF ] 7−→ IR est l’inconnue. u est une fonction scalaire et tF est fini.

∂Ω− = {x ∈ ∂Ω, β(x).n(x) < 0} (2)

– Ω est un ouvert borné de IR2.

– n est la normale unitaire extérieure au bord du domaine.

– β est la vitesse advective, définie de IR2 vers IR2.

– Nous supposons que β ∈ [L∞(Ω)]2 tel que ∇.β ∈ L∞(Ω).

– u0 est la condition initiale.

La principale contribution de ce travail est l’obtention d’un résultat de convergence par
la méthode isogéométrique en 2D pour l’équation de transport en utilisant le schéma ex-
plicte de Heun à 2 pas. Ce résultat est une généralisation du résultat obtenu par Alexandre
Ern et al. En effet, Nous l’avons prouvé en utilisant une géométrie quelconque, contraire-
ment à Alexandre Ern et al. qui l’a obtenu en éléments finis en se servant d’un polyèdre. Il
est important de savoir que les schémas explicites Runge Kutta (RK) sont des méthodes
populaires pour approcher en temps les systèmes d’équations différentielles ordinaires. Dans
le contexte de la semi-discretisation par la méthode de Galerkin Discontinue, les schémas
explicites RK ont été dévéloppés par Cockburn et Shu [17], Cockburn, Lin, et Shu [16],
et Cockburn, Hou, et Shu [15] et appliqués à des problèmes en ingénierie [14]. Ces sché-
mas par exemple RK2 et RK3 ont été utilisés par Alexandre Ern, E. Burman, and M.
A. Fernandez, pour les lois de conservation linéaire en utilisant la méthode de Galerkin
discontinue pour prouver un résultat de convergence [13].

Par ailleurs, d’autres outils sont nécessaires pour obtenir ce résultat :

1. Une équation d’erreur.

2. Une identité d’énergie obtenue à partir d’équation d’erreur.

3. Une estimation de stabilité utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, le lemme de
Gronwall, l’inégalité de Young et des inégalités inverses et de traces éléments finis
[41].
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Dans le cadre de nos travaux, nous avons prouvé un résultat de convergence en 2D

utilisant la méthode isogéométrique. Ainsi, contrairement à la méthode des éléments finis,
nous avons :

1. Construit un maillage paramétrique en faisant un produit tensoriel de vecteurs nœuds.

2. Construit une paramétrisation du domaine physique, indispensable pour décrire ce
domaine.

3. Introduit un espace discret sur le domaine physique en utilisant notre paramétrisa-
tion.

De plus, en lieu et place des inégalités inverse et de trace éléments finis, nous utiliserons
des inégalités inverse et de trace isogéométriques.
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Chapitre Un

Préliminaires

1.1 Introduction

Dans cette partie, nous présentons les modèles soumis à notre étude. Il s’agit de l’équa-
tion de Poisson, l’équation de la chaleur et l’équation de transport. Puis, nous décrivons
certains phénomènes que ces équations modélisent. Par la suite, nous donnons une formu-
lation faible pour chaque modèle.

1.2 Présentation des modèles

1.2.1 Equation de Poisson

L’équation de Poisson se met sous la forme :{
−∆u = f(x), x ∈ Ω ⊂ IRd, (d = {1; 2}), f ∈ L2(Ω)

u = 0 sur ∂Ω.
(1.1)

Ω est une courbe de IRd.

L’équation de Poisson modélise le déplacement vertical d’une membrane élastique fixée
à ses extrémités et soumise à une force normale f [1].

1.2.2 Equation de la chaleur

L’ équation de la chaleur encore appelée équation de diffusion se met sous la forme :
∂u

∂t
(x,t)−∇.(D(x)∇u) = f(x,t), x ∈ Ω ⊂ IRd, (d = {1; 2}), t ∈ [0;T ], f ∈ L2(0,T ;H1

0 (Ω))

u(x,0) = u0(x), u0 ∈ L2(Ω), x ∈ Ω

u = 0 sur ∂Ω× [0;T ].

(1.2)
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Où D(x) est une matrice carrée d’ordre d dépendant de x, appelée coefficient de diffu-
sion.

Ω est une courbe de IRd.

L’équation de la chaleur décrit la propagaton de la chaleur à travers un milieu homogène
et isotrope [46]. Par exemple, u(x,t) peut désigner la température d’une tige métallique à
l’instant t au point x [32]. Elle modélise aussi la diffusion ou la migration d’une concen-
tration ou d’une densité à travers le domaine Ω. Par exemple, un polluant diffusant dans
l’atmosphère[1]. Cette équation est utilisée également dans le domaine de la finance et est
connue sous le nom d’équation de Black-Scholes [46, 1].

1.2.3 Equation de transport

Les phénomènes de transport apparaissent dans de multiples processus en physique
ou dans notre vie de tous les jours : le transport de particules dans un champ électrique,
le transport d’un signal le long d’un câble téléphonique, les phénomènes de conservation
(conservation de la masse, de la quantité de mouvement) ou encore l’évolution de véhicules
sur une route. Ces problèmes peuvent être modélisés par l’équation de transport [32] qui
se présente sous la forme suivante :

∂u

∂t
(x,t) +∇.(β(x)u(x,t)) = 0, x ∈ Ω, t ∈ [0; tF ]

u(.,t = 0) = u0 dans Ω ⊂ R2

u = 0 dans ∂Ω− × [0; tF ]

(1.3)

∂Ω− = {x ∈ ∂Ω, β(x).n(x) < 0}. (1.4)

– Ω est un ouvert borné de IR2.

– Ω est une surface.

– n(x) est la normale extérieure au bord du domaine.

– On suppose que β ∈ [L∞(Ω)]2 et que ∇.β ∈ L∞(Ω).

– On suppose qu’il existe un réel µ0 > 0,
1

2
∇.β ≥ µ0 p.p sur Ω.

u représente de manière générale la densité ou la concentration d’une quantité physique.
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1.3 Résultats d’existence et d’unicité de solution

1.3.1 Equation de Poisson

Le résultat d’existence et d’unicité de solution pour l’équation de Poisson est obtenu
en utilisant le théorème de Lax-Milgram.

Théorème 1 (Lax-Milgram). Soit V un espace de Hilbert réel de produit scalaire (·,·)V et
de norme ‖ · ‖V . Soit a une forme bilinéaire continue sur V × V.
Nous considérons le problème variationnel suivant : étant donné F ∈ V ′, trouver u ∈ V,

solution de :
a(u,v) = F (v), ∀v ∈ V. (1.5)

Si la forme a est coercive sur V, alors le problème 1.5 a une unique solution u ∈ V
Théorème 2. La formulation faible de l’équation de Poisson est :

Chercher u ∈ H1
0 (Ω) tel que a(u,v) = F (v), ∀v ∈ H1

0 (Ω).

Avec a(u,v) =

∫
Ω

∇u∇vdx.

F (v) =

∫
Ω

f(x)v(x)dx.

Cette formulation faible admet une unique solution [1](page 115).

Démonstration. En utilisant le théorème de Lax-Milgram, nous déduisons que la formula-
tion faible de l’équation de Poisson admet une unique solution.

1.3.2 Equation de la chaleur

Nous rappellons un critère d’existence et d’unicité de solution pour un problème d’évo-
lution.

Théorème 3. Soit V et H des espaces de hilberts tels que V s’injecte de façon continue
dans H et V est dense dans H.

Soit a une forme bilinéaire continue sur V × V telle que :

∃α ≥ 0 et ∃λ > 0 tel que a(u,u) + α‖u‖2
H ≥ λ‖u‖2

V , ∀u ∈ V (1.6)

Soient f ∈ L2(0,T,H) et u0 ∈ L2(Ω). Alors le problème :
Cherchez u ∈ L2(0,T ;V ) ∩ C1([0,T ];V ) vérifiant :
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
d

dt
(u(t),v)H + a(u(t),v) = (f,v)H , ∀v ∈ V.

(u(0),v) = (u0,v),∀v ∈ V.

(1.7)

admet une unique solution.

Théorème 4. Soient f ∈ L2(0,T,H) et u0 ∈ L2(Ω).

La formulation faible de l’équation de la chaleur est :
Chercher u ∈ L2(0,T ;H1

0 (Ω)) ∩ C0([0,T ];H1
0 (Ω)) vérifiant :

d

dt
(u(t),v)L2(Ω) + a(u(t),v) = (f,v)L2(Ω), ∀v ∈ H1

0 (Ω).

(u(0),v) = (u0,v), ∀v ∈ H1
0 (Ω).

(1.8)

Avec a(u(t),v) =

∫
Ω

(D∇u(t))∇vdx

Cette formulation admet une unique solution [1](page254).

Démonstration. En utilisant le théorème 3, nous obtenons que la formulation faible de
l’équation de la chaleur admet une unique solution.

1.3.3 Equation de transport

La formulation faible pour l’équation de transport est :
Chercher u ∈ C1([0,tF ];V ) tel que ∀v ∈ V :

d

dt
(u(t),v)L2(Ω) + (Au(t),v)L2(Ω) = 0 (1.9)

avec (Au(t),v)L2(Ω) =

∫
Ω

∇.(βu)v +

∫
∂Ω

(β.n)	uv où (β.n)	 :=
1

2
(|β.n| − β.n) (1.10)

Et V = {u ∈ L2(Ω), ∇.(βu) ∈ L2(Ω)}. (1.11)

Cette formulation faible admet une unique solution [41](page39).
L’objectif de cette partie est de montrer que le problème (1.14) est bien posé.
Introduisons l’opérateur A ∈ L(H1(Ω),L2(Ω)), tel que :

∀v ∈ H1(Ω), Av = ∇.(βv) (1.12)
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L’équation de transport devient :

dtu+ Au(t) = 0, ∀t ∈ [0,tF ] (1.13)

Le problème variationnel est : Cherchons u ∈ C1([0,tF ],V ), ∀v ∈ V :

dt(u(t),v)L2(Ω) + (Au(t),v)L2(Ω) = 0 (1.14)

Avec (Au(t),v)L2(Ω) =

∫
Ω

∇.(βu)v +

∫
∂Ω

(β.n)	uv où (β.n)	 :=
1

2
(|β.n| − β.n) (1.15)

Et V = {u ∈ L2(Ω),∇.(βu) ∈ L2(Ω)} (1.16)

Nous allons maintenant énumérer les propriètés relatives à V.
Pour l ∈ N, considérons l’espace :

C l(V ) := C l([0,tF ],V ) (1.17)

Théorème 5. V est un espace de hilbert muni du produit scalaire défini par :

(u,s)V = (u,s)L2(Ω) + (∇.(βu),∇.(βs))L2(Ω) (1.18)

La norme associée est définie par :

‖u‖2
V = ‖u‖2

L2(Ω) + ‖∇.(βu)‖2
L2(Ω) [41](page39) (1.19)

Démonstration. Soit (vn)n une suite de cauchy dans V. Montrons que (vn)n converge dans
V.

(vn)n étant de cauchy dans V, (vn)n et (∇.(βvn))n sont donc de cauchy dans L2(Ω).

L2(Ω) étant complet, (vn)n et (∇.(βvn))n converge dans L2(Ω).

Soit v et w les limites respectives de (vn)n et (∇.(βvn))n dans L2(Ω).

Montrons que w = ∇.(βv).

Soit ϕ ∈ D(Ω).

∫
Ω

∇.(βvn)ϕ = −
∫

Ω

(β.∇ϕ)vn
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vn → v dans L2(Ω) =⇒ vn → v dans D′(Ω)

=⇒ −
∫

Ω

(β.∇ϕ)vn → −
∫

Ω

(β.∇ϕ)v

=⇒
∫

Ω

∇.(βvn)ϕ→
∫

Ω

∇.(βv)ϕ

=⇒ ∇.(βvn)→ ∇.(βv) dans D′(Ω)

Ainsi w = ∇.(βv) car D′(Ω) est séparé.
Par conséquent, vn → v dans L2(Ω) et ∇.(βvn) → ∇.(βvn) dans L2(Ω) d’où vn →

v dans V.
On peut conclure que V est un espace de Hilbert.

Par ailleurs, C l(V ) est un espace de Banach muni de la norme définie par :

‖φ‖Cl(V ) = max
0≤m≤l

‖dmt φ‖C0(V ) [41](page69) (1.20)

Avec ‖φ‖C0(V ) = max
t0≤t≤tF

‖φ(t)‖V [41](page69) (1.21)

De l’égalité (1.19), nous obtenons que ∀u ∈ V, ‖u‖L2(Ω) ≤ ‖u‖V . V s’injecte donc de
façon continue dans L2(Ω).

De plus, V est dense dans L2(Ω) car D(Ω) ⊂ V ⊂ L2(Ω)[41](page40)

Pour donner un sens à la condition au bord de l’équation de transport, nous allons
introduire la notion de trace dans l’espace graphe défini par :

L2(|β.n|,∂Ω) = {v définie sur ∂Ω,

∫
∂Ω

|β.n|v2 <∞} (1.22)

Toutefois, rappellons la formule d’intégration par parties.

Théorème 6 (Formule d’intégration par parties).

∀(v,w) ∈ V 2,

∫
Ω

(β.∇v)w +

∫
Ω

(β.∇w)v +

∫
Ω

(∇.β)vw =

∫
∂Ω

(β.n)γ(v)γ(w) [41](page41)

(1.23)

Démonstration. Soit v ∈ C∞(Ω) et w ∈ C∞(Ω).
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∫
Ω

∇.(βv)w =

∫
∂Ω

(β.n)vw −
∫

Ω

(β.∇w)v∫
Ω

(∇.β)vw +

∫
Ω

(β.∇v)w =

∫
∂Ω

(β.n)vw −
∫

Ω

(β.∇w)v∫
Ω

(∇.β)vw +

∫
Ω

(β.∇v)w +

∫
Ω

(β.∇w)v =

∫
∂Ω

(β.n)vw,v ∈ V et w ∈ V

car C∞(Ω) est dense dans V [51](pages15− 19).

Théorème 7 (Théorème de trace).

– On suppose que ∂Ω− et ∂Ω+ sont séparés i.e

dist(∂Ω−,∂Ω+) = min
(x,y)∈∂Ω−×∂Ω+

‖x− y‖ > 0 (1.24)

– Considérons γ : v 7−→ γ(v) = v/∂Ω

Ainsi : ∃C,∀u ∈ V,‖γ(u)‖L2(|β.n|,∂Ω) ≤ C‖u‖V [41](page41) (1.25)

Démonstration. ∂Ω− et ∂Ω+ sont séparés, il existe deux fonctions ψ− et ψ+ dans C∞(Ω)

telles que :

ψ− + ψ+ = 1 dans Ω avec ψ−/∂Ω+ = 0 et ψ+
/∂Ω− = 0

Soit v ∈ C∞(Ω).
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∫
∂Ω

v2|β.n| =
∫
∂Ω

v2(ψ− + ψ+)|β.n|

=

∫
∂Ω−

v2ψ−|β.n|+
∫
∂Ω+

v2ψ+|β.n|

=

∫
∂Ω

−v2ψ−(β.n) +

∫
∂Ω

v2ψ+(β.n)

=

∫
∂Ω

v2(ψ+ − ψ−)(β.n)

=

∫
Ω

∇.(v2(ψ+ − ψ−)β) (Formule de Green)

=

∫
Ω

∇.((ψ+ − ψ−)β)v2 +

∫
Ω

2(ψ+ − ψ−)(β.∇v)v

(Formule d’intégration par parties)

≤‖∇.((ψ+ − ψ−)β)‖L∞(Ω)‖v‖2
L2(Ω) + 2‖ψ+ − ψ−‖L∞(Ω)‖β.∇v‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω)

Or 2‖β.∇v‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) ≤ ‖β.∇v‖2
L2(Ω) + ‖v‖2

L2(Ω)

Nous avons donc :∫
∂Ω

v2|β.n| ≤ ‖∇.((ψ+ − ψ−)β)‖L∞(Ω)‖v‖2
L2(Ω) + ‖ψ+ − ψ−‖L∞(Ω)‖β.∇v‖2

L2(Ω)

+ ‖ψ+ − ψ−‖L∞(Ω)‖v‖2
L2(Ω)

≤
(
‖ψ+ − ψ−‖L∞(Ω) + ‖∇.((ψ+ − ψ−)β)‖L∞(Ω)

)
‖v‖2

L2(Ω)

+ ‖ψ+ − ψ−‖L∞(Ω)‖β.∇v‖2
L2(Ω)

β.∇v = ∇.(βv)− (∇.β)v

Donc ‖β.∇v‖L2(Ω) ≤ ‖∇.(βv)‖L2(Ω) + ‖(∇.β)v‖L2(Ω)

Ainsi ‖β.∇v‖2
L2(Ω) ≤ 2‖∇.(βv)‖2

L2(Ω) + 2‖(∇.β)v‖2
L2(Ω)

‖β.∇v‖2
L2(Ω) ≤ 2‖∇.(βv)‖2

L2(Ω) + 2‖∇.β‖2
L∞(Ω)‖v‖2

L2(Ω)

Par conséquent, nous obtenons :
‖γ(v)‖L2(|β.n|,∂Ω) ≤ C‖v‖V ,∀v ∈ C∞(Ω).
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C∞(Ω) étant dense dans V , ‖γ(v)‖L2(|β.n|,∂Ω) ≤ C‖v‖V ,∀v ∈ V

Prouvons maintenant que le modèle équivaut au problème (1.14).

Le modèle =⇒ problème (1.14) car
∫
∂Ω

(β.n)	uv =

∫
∂Ω−
|β.n|uv.

Montrons que le problème (1.14) =⇒ le modèle.
Soit u la solution du problème (1.14). Montrons que u vérifie le modèle.
En prenant v ∈ D(Ω) dans (1.14), nous obtenons :∫

Ω

ut(x,t)v +∇.(β(x)u(x,t))v = 0.

La relation 1.3.3 est vraie pour v ∈ L2(Ω) car D(Ω) est dense dans L2(Ω).

Donc ut(x,t) +∇.(β(x)u(x,t)) = 0 pp sur Ω.

Par conséquent, nous obtenons la relation suivante :

ut(x,t) +∇.(β(x)u(x,t)) = 0 =⇒
∫
∂Ω

(β.n)	uv = 0,∀v ∈ V.

En posant v = u, on a :
∫
∂Ω

(β.n)	u2 = 0.

Or
∫
∂Ω

(β.n)	u2 =

∫
∂Ω−
|β.n|u2. Nous déduisons que u/∂Ω− = 0.

L’implication recherchée est donc obtenue.
Nous voulons nous assurer par la suite que le problème (1.14) admet une unique solution.

Pour le montrer, nous ferons référence au théorème 3 d’existence et d’unicité de solution
pour un problème d’évolution.

Théorème 8. Le problème (1.14) est bien posé.

Démonstration. V = {u ∈ L2(Ω), ∇.(βu) ∈ L2(Ω)}.
V est un hilbert s’injectant de façon continue dans H = L2(Ω) et V est dense dans H.

a(u,v) =

∫
Ω

∇.(βu)v +

∫
∂Ω

(β.n)	uv.
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Montrons que a est donc continue sur V × V. Soient (u,v) ∈ V × V.

|a(u,v)| ≤
∫

Ω

|∇.(βu)v|+
∫
∂Ω

|(β.n)	uv|

≤ ‖∇.(βu)‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) +

∫
∂Ω

|(β.n)||uv|

≤ ‖u‖V ‖v‖V + ‖γ(u)‖L2(|β.n|,∂Ω)‖γ(v)‖L2(|β.n|,∂Ω)

≤ ‖u‖V ‖v‖V + C2‖u‖V ‖v‖V
|a(u,v)| ≤ (1 + C2)‖u‖V ‖v‖V

a est donc continue sur V × V.
Vérifions l’hypothèse (1.6)
Soit u ∈ V.

a(u,u) =

∫
Ω

∇.(βu)u+

∫
∂Ω

(β.n)	u2

=

∫
Ω

(∇.β)u2 + (β.∇u)u+

∫
∂Ω

(β.n)	u2

=

∫
Ω

(∇.β)u2 − 1

2

∫
Ω

(∇.β)u2 +

∫
∂Ω

[
1

2
(β.n) + (β.n)	

]
u2

en utilisant la formule d’intégration par parties

a(u,u) =
1

2

∫
Ω

(∇.β)u2 +

∫
∂Ω

1

2
|β.n|u2

a(u,u) ≥ µ0‖u‖2
L2(Ω) +

1

2
‖u‖2

L2(|β.n|,∂Ω)

En posant ‖u‖2
V = µ0‖u‖2

L2(Ω) + 1
2
‖u‖2

L2(|β.n|,∂Ω), nous avons : a(u,u) ≥ ‖u‖2
V

Par conséquent, le problème (1.14) est bien posé.

1.4 Conclusion

Les modèles soumis à notre étude à savoir l’équation de Poisson, l’équation de la chaleur
et l’équation de transport ont été présentés ainsi que certains phenomènes physiques qu’ils
décrivent. Les résultats d’existence et d’unicité de solution ont été mentionnés pour les
différents modèles.
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Chapitre Deux

Approximation par la Méthode

IsoGéométrique(MIG)

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rassemblons les outils de base de la méthode isogéométrique,
nécessaire pour résoudre les équations que nous voulons étudier. Dans la section 2.2.1,
nous parlons des B-splines univariées en utilisant la formule de récurrence de Cox de Boor.
Nous donnons les différents types de vecteurs nœuds. Nous définissons les courbes B-splines.
Nous donnons par la suite les propriétés des B-splines à savoir la propriété du support local,
la positivité des B-splines, la partition de l’unité, la propriété de l’enveloppe convexe, le
calcul de la dérivée des fonctions B-splines. Dans la sous-section 2.2.2, nous définissons
les B-splines bivariées et donnons leurs propriétés. La sous-section 2.2.3 est consacrée au
principe de la MIG. A ce niveau, nous parlons de la paramétrisation du domaine. Nous
donnons des exemples de paramétrisation d’un segment de droite, d’un quart de cercle,
d’un démi-cercle puis d’un cercle. Par la suite, nous décrivons l’espace discret. Dans la sous-
section 2.2.4, nous abordons le raffinement en isogéométrie : nous parlons du h raffinement
en passant en revue l’algorithme de Boehm et de celui d’Oslo. Nous nous penchons après
sur les p et k raffinements.

Par ailleurs, nous approchons une fonction par une courbe B-spline. Cette approxima-
tion nous conduit à formuler le problème dans la sous-section 2.3.1. La formulation du
problème mène à un système d’équations faisant intervenir la matrice de masse. De plus,
nous abordons les propriétés de symétrie et d’inversibilité des matrices de masse locales
dans la sous-section 2.3.2. Le problème étant résolu, l’approximation au sens des moindres
carrés est obtenue. Nous calculons ensuite l’erreur L2 entre la fonction à approcher et
l’approximation dans la sous-section 2.3.4.

Dans la suite, nous résolvons l’équation de Poisson par la MIG. Cela nécessite la réso-
lution d’un système linéaire en utilisant la méthode de Jacobi pondérée.
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La sous-section 2.5.1 est consacrée à la formulation de l’équation de la chaleur. A ce niveau,
nous faisons une sémi-discrétisation en espace. Nous nous donnons un vecteur nœud ouvert,
puis nous construisons la base B-spline associée. Nous donnons la paramétrisation permet-
tant de décrire notre domaine. Nous construisons l’espace discret et nous donnons la forme
de la solution à calculer en utilisant la méthode de Galerkin discontinue et la base B-spline
comme base d’approximation. Dans la sous-section 2.5.3, nous abordons le traitement de
la condition initiale qui conduit à la résolution d’un système d’équations faisant intervenir
la matrice de masse. Nous parlons du traitement de la condition de Dirichlet dans la sous-
section 2.5.4. Par la suite, nous obtenons un système d’équations différentielles utilisant les
matrices de masse et de rigidité. Nous faisons une discrétisation en temps pour résoudre le
système obtenu, en nous servant d’une méthode de RUNGE KUTTA d’ordre 2.

La section 2.6 traite de la résolution de l’équation de transport par la méthode isogéo-
métrique. Nous formulons le problème, en nous servant de la matrice de masse et de la
matrice de rigidité pour résoudre l’edp.

Dans la section 2.7, nous présentons une estimation d’erreur entre la solution exacte
et la solution numérique de l’équation de transport en 2D. A cet effet, nous faisons une
sémi-discrétisation en espace : nous construisons un vecteur nœud ouvert ainsi que la base
B-spline associée suivant les deux directions en faisant un produit tensoriel. Nous donnons
la paramétrisation du domaine, l’espace discret et le problème discret. Nous montrons que le
problème discret est bien posé. En ce qui concerne la discrétisation en temps, nous donnons
un schéma numérique et nous introduisons la notion de flux numérique. Nous énumérons
les inégalités inverses et de traces isogéométriques. Nous donnons l’inégalité de Young et
le lemme de Gronwall. Ensuite, nous établisssons des équations d’erreur, une égalité d’́,
une estimation de stabilité ainsi qu’un théorème de convergence. Pour finir, nous montrons
que notre théorème de convergence est une généralisation du résulat obtenu par Alexandre
Ern.

2.2 Présentation de la méthode isogéométrique

La méthode isogéométrique (MIG) a été introduite par Thomas J.R. Hughes,Yuri Bazilevs
et J.A.Cottrell en 2005 [20], motivée par les défis posés par le problème de génération de
maillage [2]. Elle fournit des procédures de raffinement incluant les h et p raffinements
classiques semblables à la méthode des éléments finis et développe une nouvelle technique
de raffinement appelée le k raffinement. Elle se consacre à unifier les processus de conception
et d’analyse en utilisant le même cadre [25]. En effet, la méthode isogéométrique est une
méthode dont le principe est d’utiliser une base pour décrire exactement la géométrie du
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domaine et de s’en servir par la suite pour calculer la solution numérique. En d’autres
termes, l’idée essentielle est de construire un modèle géométrique et d’utiliser directement
les fonctions décrivant la géométrie en analyse [34]. Il s’agit des fonctions de base B-spline.

Les B-splines signifient basis splines[28, 44, 45, 12]. Elles ont été étudiées dès le debut
du 19e siècle par N.Lobachevsky [27]. En 1946, Schoenberg a utilisé les B-splines comme
base pour les techniques d’interpolation numérique [3, 48, 12]. Son papier a marqué le début
de la théorie moderne de l’approximation par les splines [27], [11]. Les méthodes pour les
courbes B-splines ont été développées grâce aux travaux de l’ingénieur français Pierre
Bézier en 1960 qui travaillait à Renault [44]. Il a conçu des courbes portant aujourd’hui
son nom, pour la fabrication des pièces automobiles à l’aide de l’ordinateur. Ces courbes
sont obtenues en se servant des points de contrôle et de la base de Bernstein.

Par ailleurs, la base de Bernstein présente certaines propriétés intéressantes d’un point
de vue géométrique telles que, la partition de l’unité, la propriété de l’enveloppe convexe,
l’invariance par transformation affine. Cependant, cette base présentent deux insuffisances
[44] :

– Elle limite la flexibilité de la courbe de bézier obtenue. En effet, le nombre de points
de contrôle fixe le degré de la courbe [44] car le degré d’une courbe de Bézier est
inférieur d’une unité au nombre de points de contrôles [31].

– Lorsqu’on déplace un point de contrôle, la forme de la courbe est totalement modifiée.
On ne peut donc pas contrôler localement une courbe en se servant de la base de
Bernstein [44].

Par exemple, dans l’industrie automobile, il est gênant que toute la pièce change de forme
lorsque nous voulons seulement faire varier une partie de la pièce [31].

Il faut donc utiliser une base qui présente les avantages de la base de Bernstein et qui
améliorent ses faiblesses[31]. Il s’agit des B-splines. Les B-splines sont une généralisation de
la base de Bernstein. Contrairement à la base de Bernstein, les B-splines nous permettent
de contrôler localement une courbe et de modifier le dégré de la base sans changer le nombre
de points de contrôle.

Suite aux travaux de Pierre Bézier, d’autres chercheurs ont développé dans les années
1970 des méthodes pour les courbes B-splines. En effet, En 1960, Carl de Boor travaillait
pour General Motors et se servait des B-splines comme outil de représentation géométrique
[28].

La définition originale des B-splines utilise les différences divisées et cette définition est
numériquement instable [28, 21, 8]. Ainsi, Carl de Boor, Maurice Cox et L.Mansfield ont
établi au début des années 1970, une relation de récurrence pour les B-splines[27, 21, 8]
afin d’améliorer leur stabilité et de faciliter leur utilisation [12].
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Par la suite, plusieurs algorithmes ont été développés pour simplifier le traitement
mathématique des courbes B-splines [28]. Nous pouvons citer :

1. L’algorithme d’Oslo écrit à Oslo en Norvège en 1979, par Elie Cohen, Tom Lyche et
Rich Riesenfield [18, 29].

2. L’algorithme d’insertion de nœuds de Wolfgang Boehm en 1980[7].

3. L’algorithme d’ élévation du degré de Piegl et Tiller [42].

D’autres chercheurs tels que Larry Schumacher, Harmut Prautschz, Robin Forrest, Bill
Gordon, Ken Versprille, Steve Coons, Lewie Knapp ont apporté également leur contribution
au développement des B-splines[44].

2.2.1 B-splines univariées

Définition 1. Soit x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xm une suite croissante
(au sens large ) de reéls, les fonctions B-splines Ni,k de dégré k (d’ordre k+1) sont définies
par la formule de récurrence de Cox de Boor par :

Pour 1 ≤ i ≤ m− 1

Ni,0(t) = 1 si t ∈ [xi,xi+1[ (1)

Ni,0(t) = 0 sinon


Pour k ≥ 1 et 1 ≤ i ≤ m− k − 1

Ni,k(t) =
t− xi

xi+k − xi
Ni,k−1(t) +

xi+k+1 − t
xi+k+1 − xi+1

Ni+1,k−1(t) (2)

Avec la convention x
0

:= 0 pour tout nombre réel x.
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La construction des fonctions de base B-spline se fait en utilisant le triangle suivant :

N1,0

↘
N1,1

↗ ↘
N2,0 N1,2

↘ ↗ ↘
N2,1 N1,3

↗ ↘ ↗ ↘
N3,0 N2,2 N1,4

↘ ↗ ↘ ↗
N3,1 N2,3

↗ ↘ ↗
N4,0 N3,2

↘ ↗
N4,1

↗
N5,0

Schéma recursif de N1,4

Le vecteur constitué des xi (1 ≤ i ≤ m) est appelé vecteur nœud.
Il existe différentes types de vecteurs nœuds utiles pour faire de l’analyse numérique

des edp.

Définition 2. Un vecteur nœud dont les valeurs extrêmes sont répétées (k + 1) fois est
appelé vecteur nœud ouvert pour une base B-spline de dégré k.

Exemple 1. [0 0 1 2 3 3] est un vecteur nœud ouvert pour une base B-spline de
dégré 1.

Définition 3. Un vecteur nœud ouvert est dit uniforme, lorsque la multiplicité des nœuds
aux extrémités du vecteur nœud est égale à l’ordre(soit le dégré plus un) de la fonction de
base B-spline et le pas interne est identique.

Exemple 2. 1. [0 0 1 2 3 4 4] est un vecteur nœud ouvert uniforme de degré
1.

2. [0 0 0 1 2 3 3 3] est un vecteur nœud ouvert uniforme de degré 2.

3. [0 0 0 0 1 2 2 2 2] est un vecteur nœud ouvert uniforme de degré 3.

Définition 4. Un vecteur nœud ouvert est dit non uniforme lorsque les conditions pour
qu’il soit uniforme ne sont pas réunies.
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Exemple 3. 1. [0 0 0 1 3 4 4 4] est un vecteur nœud ouvert non uniforme
de degré 2.

2. [0 0 0 0 1 2 5 5 5] est un vecteur nœud ouvert non uniforme de degré 3.

Nous vous proposons quelques courbes de fonctions de base B-spline construites avec
différents vecteurs nœuds.

Fig. 2.1 – Vecteur nœud ouvert uniforme

X = [ 0 0 0 1 2 3 3 3 ] k = 2 m = 8 n+ 1 = 5

Fig. 2.2 – Vecteur nœud ouvert non uniforme

X = [ 0 0 0 2 2 3 3 3 ] k = 2 m = 8 n+ 1 = 5
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Courbe B-spline

Définition 5. Soit X = [x1 x2... xm] un vecteur noeud. Soit n un entier naturel non nul
et soit (Pi)

n
i=0 une suite de points de IRd (d ∈ IN∗ et d ≤ 3). On appelle courbe B-spline

de dégré k (d’ordre k + 1) et de points de contrôle Pi, i = 0, . . . ,n la fonction P définie de
l’intervalle [x1 , xm] dans IRd par :

P (t) =
n∑
i=0

PiNi,k(t), x1 ≤ t ≤ xm, 0 ≤ k ≤ n

L’ensemble des points (Pi)
n
i=0 sont les sommets d’un polygone appelé polygone de contrôle

de la courbe P .

Fig. 2.3 – Courbe B-spline obtenue avec Ni,1

Points de contrôle :

P1(0,0) P2(3,9) P3(6,3) P4(9,6)

Vecteur nœud :

X = [0 0 1 2 3 3]

Dégré : k = 1 Nombre de fonctions de base : n+ 1 = 4
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Fig. 2.4 – Courbe B-spline obtenue avec Ni,2

Points de contrôle :

P1(0,0) P2(3,9) P3(6,3) P4(9,6)

Vecteur nœud :

X = [0 0 0 1.5 3 3 3]

Dégré : k = 2 Nombre de fonctions de base : n+ 1 = 4

Propriétés des fonctions B-splines

Soit (n + 1), le nombre de points de contrôle, k le degré de la fonction B-spline Ni,k avec
1 ≤ i ≤ n+ 1 et m le nombre de nœuds. On se donne X = [x1 x2 · · · xm]

Propriété 1. L’image d’une courbe B-spline par une transformation affine est une courbe
B-spline.

Démonstration. Montrons que l’image d’une courbe B-splines par une transformation affine
est une courbe B-splines. Soient n un entier naturel non nul et k le degré des fonctions
B-splines. Soit φ une transformation affine et P une courbe B-splines définie par :

P (t) =
n∑
i=0

PiNi,k(t)

avec Pi les points de contrôle. Comme φ est une transformation affine, Donc

φ(P (t)) =
n∑
i=0

φ(Pi)Ni,k(t)
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d’où φ(P ) est une courbe B-splines. On déduit que l’image d’une courbe B-splines par une
transformation affine est une courbe B-splines.

Propriété 2. le support de Ni,k est contenu dans [xi,xi+k+1][42] (page55).

Démonstration. Il s’agit ici de démontrer que Ni,k(t) = 0 pour tout t 6∈ [xi,xi+k+1]. On
Raisonnera par récurrence sur k. Cette preuve se fait en deux étapes :

– Démontrer que suppNi,0 ⊂ [xi,xi+1].

– Soit k ∈ N. On suppose que le support de Ni,k est contenu dans [xi,xi+k+1] i.e
∀t 6∈ [xi,xi+k+1],Ni,k(t) = 0. On montre que le support de Ni,k+1 est contenu dans
[xi,xi+k+2] i.e ∀t 6∈ [xi,xi+k+2],Ni,k+1(t) = 0.

Remarque 1. Nn+1,k ⊂ [xn+1,xn+k+2]. Comme c’est la dernière B-spline alors xn+k+2 est
égal au dernier nœud xm. Ainsi, si l’on dispose d’un vecteur nodal de longueur m et de
dégré k alors il y a exactement (n+ 1) fonctions de base avec n = m− k − 2.

Propriété 3. A l’intérieur de l’intervalle [xj;xj+1[, les seules Ni,k non nulles sont les Ni,k

pour lesquelles j − k ≤ i ≤ j [42](page56).

Démonstration. les Ni,k sont non nulles si [xj;xj+1[⊂ [xi;xi+k+1] car
suppNi,k ⊂ [xi;xi+k+1]. La suite (xi)

m
i=1 étant croissante, nous obtenons :

i ≤ j et j + 1 ≤ i+ k + 1 donc j − k ≤ i ≤ j.

xi xj xj+1 xi+k+1
× × × ×

Propriété 4. ∀t ∈ [x1;xm],Ni,k(t) ≥ 0 [42](page 57).

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur k.
Soit t ∈ [x1;xm]. Montrons que Ni,0(t) ≥ 0. Par définition de Ni,0, on a Ni,0(t) ≥ 0.

supposons que Ni,k(t) ≥ 0.

Montrons que Ni,k+1(t) ≥ 0.

Ni,k+1(t) =
t− xi

xi+k+1 − xi
Ni,k(t) +

xi+k+2 − t
xi+k+2 − xi+1

Ni+1,k(t).

∀t ∈ [xi,xi+k+2],
t− xi

xi+k+1 − xi
≥ 0 et

xi+k+2 − t
xi+k+2 − xi+1

≥ 0. De plus,

∀i,Ni,k(t) ≥ 0,∀t ∈ [x1;xm]
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donc
Ni+1,k(t) ≥ 0,∀t ∈ [x1;xm].

On en déduit ainsi que
Ni,k+1(t) ≥ 0,∀t ∈ [x1;xm]

car
∀t 6∈ [xi,xi+k+2] Ni,k(t) = 0 et Ni+1,k(t) = 0

ce qui achève la preuve.

Propriété 5.
j∑

i=j−k

Ni,k(t) = 1,∀t ∈ [xj,xj+1[ [42]( Page 57) (2.1)

On dit dans ce cas que les fonctions B-splines forment une partition de l’unité. Pour
illustrer ce resultat, on pourra examiner la figure ci-desssous :

Fig. 2.5 – Partition de l’unité de la base B-spline

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur k.
Soit t ∈ [xj,xj+1[.

Pour k = 0, la relation 2.1 est triviale car Ni,0(t) = 1.

Soit k ∈ N. Supposons que ∀t ∈ [xj,xj+1[,

j∑
i=j−k

Ni,k(t) = 1.

Montrons que ∀t ∈ [xj,xj+1[,

j∑
i=j−k−1

Ni,k(t) = 1.
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j∑
i=j−k−1

Ni,k+1(t) =

j∑
i=j−k−1

t− xi
xi+k+1 − xi

Ni,k(t) +

j∑
i=j−k−1

xi+k+2 − t
xi+k+2 − xi+1

Ni+1,k(t).

=

j∑
i=j−k−1

t− xi
xi+k+1 − xi

Ni,k(t) +

j+1∑
i=j−k

xi+k+1 − t
xi+k+1 − xi

Ni,k(t).

=
t− xj−k−1

xj − xj−k−1

Nj−k−1,k(t) +
xj+k+2 − t

xj+k+2 − xj+1

Nj+1,k(t) +

j∑
i=j−k

Ni,k(t)

xj−k−1 xj xj+1 xj+k+2
× × × ×

∀t ∈ [xj,xj+1[,

j∑
i=j−k

Ni,k(t) = 1

De plus, supp(Nj−k−1,k) ⊂ [xj−k−1,xj] donc ∀t ∈ [xj,xj+1[,Nj−k−1,k(t) = 0.

Aussi, supp(Nj+1,k) ⊂ [xj+1;xj+k+2] ainsi ∀t ∈ [xj,xj+1[,Nj+1,k(t) = 0.

D’ où
j∑

i=j−k−1

Ni,k+1(t) =

j∑
i=j−k

Ni,k(t) = 1.

On conclut que

∀i ∈ {1, . . . ,m− 1},∀t ∈ [xj,xj+1[,

j∑
i=j−k

Ni,k(t) = 1.

Propriété 6. La courbe B-spline se situe dans l’enveloppe convexe du polygone de contrôle.

Démonstration. la courbe B-Spline est donnée par P (t) =
n+1∑
i=1

BiNi,k(t).

Considérons un repère(0,−→e1 ,
−→e2 ,...,

−−→en+1), SoitM(x1(t),x2(t),...,xn+1(t)) un point de la courbe
B-Spline et Bi(Bix1 ,Bix2 ,...,Bixn+1).
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P (t) =
n+1∑
i=1

BiNi,k(t) ⇐⇒



x1(t) =
n∑
i=0

Ni,k(t)Bix1

x2(t) =
n∑
i=0

Ni,k(t)Bix2

...
...

...
...

...
...

xn+1(t) =
n∑
i=0

Ni,k(t)Bixn+1

on obtient donc
−−→
OM =

n+1∑
i=1

Ni,k(t)
−−→
OBi. Comme

n+1∑
i=1

Ni,k(t) = 1 6= 0, on déduit que

M = bar{(B1,N1,k),(B2,N2,k),...,(Bn+1,Nn+1,k)}
On déduit ainsi que la courbe B-Spline se situe dans l’enveloppe convexe du polygone de
contrôle.

Propriété 7. ∀t ∈ [x1;xm],N ′i,k(t) = k

(
Ni,k−1(t)

xi+k − xi
− Ni+1,k−1(t)

xi+k+1 − xi+1

)
[42](pages 59− 61.)

Démonstration. Soit t ∈ [x1;xm]. Montrons que N ′i,k(t) = k

(
Ni,k−1(t)

xi+k − xi
− Ni+1,k−1(t)

xi+k+1 − xi+1

)
.

Raisonnons par récurrence sur k.
Montrons premièrement que :

N ′i,1(t) =
Ni,0(t)

xi+1 − xi
− Ni+1,0(t)

xi+2 − xi+1

.

Ni,1(t) =
t− xi

xi+1 − xi
Ni,0(t) +

xi+2 − t
xi+2 − xi+1

Ni+1,0(t).

Comme Ni,0(t) et Ni+1,0(t) sont des constantes, en dérivant Ni,1(t), on obtient que :

N ′i,1(t) =
Ni,0(t)

xi+1 − xi
− Ni+1,0(t)

xi+2 − xi+1

.

Supposons que pour k ≥ 1,

N ′i,k−1(t) = (k − 1)

(
Ni,k−2(t)

xi+k−1 − xi
− Ni+1,k−2(t)

xi+k − xi+1

)
. Montrons deuxièment que

N ′i,k(t) = k

(
Ni,k−1(t)

xi+k − xi
− Ni+1,k−1(t)

xi+k+1 − xi+1

)
.
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En dérivant Ni,k(t), on obtient :

N ′i,k(t) =
Ni,k−1(t)

xi+k − xi
− Ni+1,k−1(t)

xi+k+1 − xi+1

+
t− xi

xi+k − xi
N ′i,k−1(t) +

xi+k+1 − t
xi+k+1 − xi+1

N ′i+1,k−1(t)

=
Ni,k−1(t)

xi+k − xi
− Ni+1,k−1(t)

xi+k+1 − xi+1

+
t− xi

xi+k − xi

[
(k − 1)

(
Ni,k−2(t)

xi+k−1 − xi
− Ni+1,k−2(t)

xi+k − xi+1

)]
+

xi+k+1 − t
xi+k+1 − xi+1

[
(k − 1)

(
Ni+1,k−2(t)

xi+k − xi+1

− Ni+2,k−2(t)

xi+k+1 − xi+2

)]
=
Ni,k−1(t)

xi+k − xi
− Ni+1,k−1(t)

xi+k+1 − xi+1

+
k − 1

xi+k − xi
t− xi

xi+k−1 − xi
Ni,k−2(t)

− k − 1

xi+k+1 − xi+1

xi+k+1 − t
xi+k+2 − xi+2

Ni+2,k−2(t)+

k − 1

xi+k − xi+1

[
xi+k+1 − t

xi+k+1 − xi+1

− t− xi
xi+k − xi

]
Ni+1,k−2(t)

xi+k+1 − t
xi+k+1 − xi+1

− t− xi
xi+k − xi

=
xi+k+1 − t

xi+k+1 − xi+1

− xi+k+1 − xi+1

xi+k+1 − xi+1

+
xi+k − xi
xi+k − xi

− t− xi
xi+k − xi

xi+k+1 − t
xi+k+1 − xi+1

− t− xi
xi+k − xi

=
xi+k − t
xi+k − xi

− t− xi+1

xi+k+1 − xi+1

donc nous obtenons :

N ′i,k(t) =
Ni,k−1(t)

xi+k − xi
− Ni+1,k−1(t)

xi+k+1 − xi+1

+
k − 1

xi+k − xi
t− xi

xi+k−1 − xi
Ni,k−2(t)

− k − 1

xi+k+1 − xi+1

xi+k+1 − t
xi+k+1 − xi+2

Ni+1,k−2(t)

+
k − 1

xi+k − xi+1

[
xi+k − t
xi+k − xi

− t− xi+1

xi+k+1 − xi+1

]
Ni+1,k−2(t)

=
Ni,k−1(t)

xi+k − xi
− Ni+1,k−1(t)

xi+k+1 − xi+1

+
k − 1

xi+k − xi
Ni,k−1(t)− k − 1

xi+k+1 − xi+1

Ni+1,k−2(t)

N ′i,k(t) = k

(
Ni,k−1(t)

xi+k − xi
− Ni+1,k−1(t)

xi+k+1 − xi+1

)
,

ce qui achève la démonstration

Propriété 8. Si un nœud intérieur xi a pour multiplicité pi, alors Ni,k est k − pi fois
continûment différentiable en t = xi, et C∞ partout ailleurs [40].

Démonstration. Etant donné que les fonctions B-splines sont polynomiales par morceaux,
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elles sont C∞ partout sauf en chacun des nœuds intérieurs du vecteur nœud.
Raisonnons maintenant par récurrence sur k. Supposons que xi a pour multiplicité

pi,(1 ≤ pi ≤ k).

Pour k = 1, pi = 1 et on a :

Ni,1(t) =
t− xi

xi+1 − xi
Ni,0(t) +

xi+2 − t
xi+2 − xi+1

Ni+1,0(t)

Donc nous obtenons par la suite :

Ni,1(t) =



t− xi
xi+1 − xi

si t ∈ [xi,xi+1[

xi+2 − t
xi+2 − xi+1

si t ∈ [xi+1,xi+2[

0 sinon

Pour t 6= xi,Ni,1 est C∞ et donc C0.

De plus, nous avons :

lim
t→x+

i

Ni,1(t) = lim
t→x−i

Ni,1(t) = Ni,1(xi) = 0.

Ni,1 est par conséquent continue en xi.

lim
t→x+

i+1

Ni,1(t) = lim
t→x−i+1

Ni,1(t) = Ni,1(xi+1) = 1.

Ni,1 est donc continue en xi+1.

lim
t→x+

i+2

Ni,1(t) = lim
t→x−i+2

Ni,1(t) = Ni,1(xi+2) = 0.

Ainsi Ni,1 est continue en xi+2. Donc Ni,1 est C0.

Supposons que t a pour multiplicité pi.
Montrons que Ni,k ∈ Ck−pi en t = xi.

N ′i,k(t) = k

(
Ni,k−1(t)

xi+k − xi
− Ni+1,k−1(t)

xi+k+1 − xi+1

)
.

N ′i,k ∈ Ck−pi car N ′i,k s’ écrit comme somme et produit de fonctions Ck−pi en t = xi.

Ainsi N ′i,k et ses k − 1− pi premières dérivées sont continues en t = xi d’ où
les k − pi premières dérivées de Ni,k sont continues en t = xi. Etant donné que
Ni,k est continue en t = xi, on déduit que Ni,k ∈ Ck−pi en t = xi.
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On conclut que Ni,k est k − pi fois continûment différentiable en t = xi, et C∞

partout ailleurs.

Remarque 2. De cette propriété, nous déduisons que l’augmentation de la multiplicité
d’un nœud en un point a pour conséquence de baisser la regularité en ce point [42]. Cette
technique est très importante dans la résolution des EDP dont les solutions présentent des
discontinuités sur leur domaine.

Propriété 9. Les fonctions B-splines Ni,k(t) forment une base de Pn, l’ensemble des poly-
nômes de degré au plus n.

Démonstration.

Montrons que les fonctions B-splines Ni,k(t) forment une base de Pn.
Soit λ1,...,λm−k−1 des réels. On montrera que :

m−k−1∑
i=1

λiNi,k(t) = 0 =⇒ λ1 = λ2 = ... = λm−k−1 = 0 ∀t ∈ [xk+1;xm−k[ (?)

Raisonnons par récurrence sur k.
Soit λ1,...,λm−1 des réels. Montrons que :
m−1∑
i=1

λiNi,0(t) = 0 =⇒ λ1 = λ2 = ... = λm−1 = 0, ∀t ∈ [x1;xm[.

m−1∑
i=1

λiNi,0(t) = 0 ∀i ∈ {1,...,m− 2},∀t ∈ [xi,xi+1[, Ainsi pour t = xi, on a

λi = 0,∀i ∈ {1,...,m− 2}.

Supposons que
m−k−1∑
i=1

λiNi,k(t) = 0 =⇒ λ1 = ... = λm−k−1 = 0 ∀t ∈ [xk+1;xm−k[,

Montrons que
m−k−2∑
i=1

λiNi,k(t) = 0 =⇒ λ1 = ... = λm−k−2 = 0 ∀t ∈ [xk+2;xm−k−1[,

m−k−2∑
i=1

λiNi,k(t) = 0 =⇒
m−k−2∑
i=1

λiN
′
i,k+1(t) = 0

or N ′i,k+1(t) = (k + 1)

(
Ni,k(t)

xi+k+1 − xi
− Ni+1,k(t)

xi+k+2 − xi+1

)
,

donc on a :
m−k−2∑
i=1

λi
Ni,k(t)

xi+k+1 − xi
−

m−k−2∑
i=1

λi
Ni+1,k(t)

xi+k+2 − xi+1

= 0 (??)

(??) ⇐⇒
m−k−2∑
i=1

λi
Ni,k(t)

xi+k+1 − xi
−

m−k−1∑
i=2

λi−1
Ni,k(t)

xi+k+1 − xi
= 0

⇐⇒ λ1
N1,k(t)

xk+2 − x1

+
m−k−1∑
i=2

λi
Ni,k(t)

xi+k+1 − xi
− λm−k−1

Nm−k−1,k(t)

xm − xm−k−1

−

m−k−1∑
i=2

λi−1
Ni,k(t)

xi+k+1 − xi
= 0
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⇐⇒ λ1
N1,k(t)

xk+2 − x1

− λm−k−1
Nm−k−1,k(t)

xm − xm−k−1

+
m−k−1∑
i=1

λi − λi−1

xi+k+1 − xi
Ni,k(t) = 0

⇐⇒ λ1
N1,k(t)

xk+2 − x1

− λm−k−1
Nm−k−1,k(t)

xm − xm−k−1

+
m−k−1∑
i=1

λi − λi−1

xi+k+1 − xi
Ni,k(t)−

λ1 − λ0

xk+2 − x1

N1,k(t) = 0

⇐⇒ λ0

xk+2 − x1

N1,k(t)− λm−k−1
Nm−k−1,k(t)

xm − xm−k−1

+
m−k−1∑
i=1

λi − λi−1

xi+k+1 − xi
Ni,k(t) = 0

∀t ∈ [xk+2;xm−k−1[,N1,k(t) = 0 car SuppN1,k ⊂ [x1;xk+2].

∀t ∈ [xk+2;xm−k−1[,Nm−k−1,k(t) = 0 car SuppNm−k−1,k ⊂ [xm−k−1;xm].

Ainsi (??) =⇒
m−k−1∑
i=1

λi − λi−1

xi+k+1 − xi
Ni,k(t) = 0,∀t ∈ [xk+2;xm−k−1[

car
m−k−1∑
i=1

λi − λi−1

xi+k+1 − xi
Ni,k(t) = 0,∀t ∈ [xk+1;xm−k[ et [xk+2;xm−k−1[⊂ [xk+1;xm−k[.

Ainsi Nous obtenons :

λi − λi−1 = 0,∀i ∈ {1,...,m− k − 1} (2.0)

m−k−2∑
i=1

λiNi,k(t) = 0 =⇒
m−k−2∑
i=1

λi
t− xi

xi+k − xi
Ni,k−1(t) +

m−k−2∑
i=1

λi
xi+k+1 − t

xi+k+1 − xi+1

Ni+1,k−1(t) = 0

=⇒
m−k−2∑
i=1

λi
t− xi

xi+k − xi
Ni,k−1(t) +

m−k−1∑
i=2

λi−1
xi+k − t
xi+k − xi

Ni,k−1(t) = 0

=⇒
m−k−2∑
i=2

(λi + λi−1)Ni,k−1(t) = 0

car ∀t ∈ [xk+2,xm−k−1[,N1,k−1(t) = 0 et Nm−k−1,k−1(t) = 0

=⇒ (λi + λi−1) = 0,∀i ∈ {2,..,m− k − 2} (2.1)

De 2.0 et 2.1, nous obtenons le système suivant :
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{
λi − λi−1 = 0

λi + λi−1 = 0

d’ où λi = λi−1 = 0,∀i ∈ {2,..,m− k − 2}. (2.2)

De 2.0, on déduit que λi = λi−1 = 0, pour i = 1. (2.3)

D’ après 2.2 et 2.3, λi = λi−1 = 0,∀i ∈ {1,..,m−k− 2}. ce qui achève la démonstration.

Propriété 10. soit a et b les valeurs minimale et maximale respectives de X.
Si X est un vecteur nœud ouvert de degré k alors,

Ni,k(a) =

{
1 si i = 1

0 sinon

et

Ni,k(b) =

{
1 si i = n+ 1

0 sinon
[42]

Démonstration.

Ni,0(a) =

{
1 si i = k + 1

0 si 1 ≤ i ≤ k.

Montrons maintenant que Ni,k(a) = Ni+1,k−1(a),∀i ∈ {1, . . . ,k}.

Ni,k(a) =
a− xi
xi+k − xi

Ni,k−1(a) +
xi+k+1 − a
xi+k+1 − xi+1

Ni+1,k−1(a)

Ni,k(a) =
xi − xi
xi+k − xi

Ni,k−1(a) +
xi+k+1 − xi+1

xi+k+1 − xi+1

Ni+1,k−1(a)

car ∀i ∈ {1, . . . ,k},a = xi et a = xi+1 puisque a est de multiplicité k + 1.

donc Ni,k(a) = Ni+1,k−1(a),∀i ∈ {1, . . . ,k}.

a a b b
x1 xk+1 xn+2 xn+k+2
× × × ×

Sachant que Ni,k(a) = Ni+1,k−1(a),∀i ∈ {1, . . . ,k}, on obtient :
N1,k(a) = N2,k−1(a) = N3,k−2(a) = · · · = Nk+1,0(a) = 1.
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Etant donné que les Ni,k forment une partition de l’unité et qu’elles sont toutes positives,
on déduit que Ni,k(a) = 0 si i ≥ 2

On peut donc conclure que

Ni,k(a) =

{
1 si i = 1

0 sinon

Montrons maintenant que

Ni,k(b) =

{
1 si i = n+ 1

0 sinon

On montrera par récurrence que Nn+1,k(b) = Nn+1,0(b),∀k ∈ N.
La relation est vraie pour k = 0.

Soit k ≥ 0. Supposons que Nn+1,k(b) = Nn+1,0(b) et montrons que
Nn+1,k+1(b) = Nn+1,0(b).

Nn+1,k+1(b) =
b− xn+1

xn+k+2 − xn+1

Nn+1,k(t) +
xn+k+3 − b

xn+k+3 − xn+2

Nn+2,k(b)

Nn+1,k+1(b) = Nn+1,k(b).

D’après l’hypothèse de récurrence, Nn+1,k(b) = Nn+1,0(b),

Ainsi Nn+1,k(b) = Nn+1,0(b). Etant donné que Nn+1,0(b) = 1, on déduit que :
Nn+1,k(b) = 1.

Sachant que les Ni,k forment une partition de l’unité et qu’elles sont toutes positives,
on déduit que Ni,k(b) = 0 si i 6= n+ 1

On peut donc conclure que :

Ni,k(b) =

{
1 si i = n+ 1

0 sinon

2.2.2 B-splines bivariées

Les B-splines bivariées sont définies en se servant du produit tensoriel de fonctions
B-splines univariées.

Définition 6. Soient (Ni,p)
n1
i=1 et (Nj,q)

n2
j=1 deux familles de fonctions B-splines définies
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par leur degré respectif p et q et par les vecteurs nœuds respectifs qui leur sont associés :

s = [s1, . . . ,sm1 ] et t = [t1, . . . ,tm2 ] où m1 = n1 + p+ 2 et m2 = n2 + q + 2

Les fonctions B-splines bivariées sont les fonctions N(i,j),(p,q) définies par :
N(i,j),(p,q) : [s1; sm1 ]× [t1; tm2 ] 7−→ IR définies par :

N(i,j),(p,q)(ε1,ε2) = Ni,p(ε1)⊗Nj,q(ε2) (2.4)

= Ni,p(ε1).Nj,q(ε2) (2.5)

Les vecteurs nœuds s et t définissent un maillage divisant le domaine
Ω̂ = [s1; sm1 ]× [t1; tm2 ] en des éléments rectangulaires Q̂i,j = [si; si+1]× [tj; tj+1]

Comme les B-splines univariées, les B-splines multivariées sont des fonctions polyno-
miales par morceaux. Elles forment une partition de l’unité, ont un support local et sont
positives [26].

2.2.3 Principe de la méthode isogéométrique

La méthode isogéométrique propose d’utiliser une unique base de représentation pour
la géométrie et l’analyse : les B-splines. Nous voulons résoudre une edp sur un domaine Ω.

Le domaine sur lequel l’edp est résolue, est appelé le domaine physique. La description de
ce domaine se fait en utilisant une paramétrisation.

Paramétrisation

La paramétrisation F du domaine physique est définie par :

F : Ω̂→ Ω ⊂ IRd

ε 7−→ x = F (ε) =

n1∑
i=1

CiN̂i,k(ε)

où Ω̂ est le domaine paramétrique, les Ci sont des points de contrôle et n1 est le nombre
de fonctions de base.

En ce qui concerne le choix du vecteur nœud, nous construisons un vecteur nœud ouvert
de degré k en donnant k. Ainsi les valeurs extrêmes du vecteur nœud sont écrites (k+1) fois.
Lorsque nous voulons construire une base composée de fonctions discontinues, les points
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intérieurs du vecteur sont écrits au moins k + 1 fois. Quand nous voulons construire une
base composée de fonctions continues, les points intérieurs du vecteur sont écrits au plus
k fois.

Exemple 4 (Paramétrisation d’un segment). Nous donnons une paramétrisation du seg-
ment [AB] avec A(1; 5),B(3; 8).

Pour une base B-spline de degré 2, notre vecteur nœud ouvert est :

X = [0 0 0 1 2 2 2]

Soit m le nombre de vecteur nœud et N le nombre de points de contrôle.
m = 7. Donc N = m− p− 1 ainsi N = 4.

Les points de contrôle sont : A1(1; 5);A2(2; 6.5);A3(2; 6.5) et A4(3; 8).

Fig. 2.6 – Paramétrisation d’un segment

Exemple 5 (Approximation d’un démi-cercle). La première étape de la description est
de déterminer les points de contrôle qui vont servir à représenter une approximation d’un
quart de cercle. La seconde consistera à déterminer le vecteur nœud.

Une représentation paramétrique d’un cercle de centre O(0; 0) et de rayon a se présente
sous la forme : {

x = a cos θ

y = a sin θ
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Dans notre contexte, nous avons choisi cinq points de contrôle : X1,X2,X3,X4 et X5

avec X1(a,0), X5(0,a).

Déterminons les coordonnées de X2,X3, et X4.

1. Le point X3 est défini par mes(
−−→
OX1,

−−→
OX3) = π

4
ainsi X3(a

√
2

2
,a
√

2
2

).

2. Le point X2 est l’intersection de la tangente au point X3 et de la droite d’équation
x = a. Par ailleurs un vecteur directeur de la tangente en X3 est :

−→
V


ẋ =

dx

dt
= −a sin θ

ẏ =
dy

dt
= a cos θ

avec θ = π
4
. On obtient

−→
V (−a

√
2

2
,a
√

2
2

) et il existe λ ∈ IR,
−−−→
X3X2 = λ

−→
V .

Nous avons : ∣∣∣∣∣∣∣
x2 − a

√
2

2
−a
√

2
2

y2 − a
√

2
2

a
√

2
2

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Comme x2 = a alors on trouve y2 = a(
√

2− 1). Par suite X2(a,a(
√

2− 1))

3. Le point X4 est l’intersection de la tangente au point X3 et de la droite d’équation
y = a et en utilisant le même raisonnement, on trouve X4(a(

√
2− 1),a).

On construit un vecteur noeud ouvert X de degré 2.

X = [0 0 0 0.5 0.5 1 1 1].

Nous obtenons par la suite une approximation d’un quart de cercle.
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Fig. 2.7 – Paramétrisation d’une approximation d’un quart de cercle de rayon 3

En contruisant l’image des points de contrôle, X1 X2 X3 X4 X5 par la symétrie axiale
d’axe (oy), on obtient une approximation du démi-cercle de rayon a. Nous avons donc au
total 9 points de contrôle.

On procède par la suite à la détermination du vecteur nœud. On construit un vecteur
noeud ouvert X de degré 2.

X = [0 0 0 1 1 2 2 3 3 4 4 4]
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Fig. 2.8 – Paramétrisation d’une approximation du démi-cercle de rayon 3

La courbe tracée en rouge est appelée polygone de contrôle de la courbe B-spline.

Exemple 6. – Le vecteur nœud ouvert de degré 2 est le suivant :

X = [0 0 0 1 1 2 2 3 3 4 4 4].

m = 12. Donc N = 12− 2− 1 ainsi N = 9.

– Les points de contrôle sont donnés par :

A1(0; 0),A2(0.5; 0),A3(1; 0),A4(1; 1),A5(2.5; 1),A6(4; 1),A7(4; 0),A8(4.5; 0) et A9(5; 0).
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Fig. 2.9 – Paramétrisation de la courbe Ω

Exemple 7. – Le vecteur nœud ouvert de degré 2 est le suivant :

X = [0 0 0 1 2 2 2].

m = 7. Donc N = 7− 2− 1 ainsi N = 4.

– Les points de contrôle sont donnés par :

A1(0; 0),A2(3; 6),A3(3; 6) et A4(5; 2).

Fig. 2.10 – Paramétrisation d’une ligne brisée à 2 segments
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Exemple 8. – Le vecteur nœud ouvert de degré 2 est le suivant :
X = [0 0 0 1 2 3 4 4 4].

m = 9. Donc N = 9− 2− 1 ainsi N = 6.

– Les points de contrôle sont donnés par :
A1(1; 1),A2(3; 6),A3(3; 6),A4(5; 2),A5(5; 2) et A6(6; 4).

Fig. 2.11 – Paramétrisation d’une ligne brisée à 3 segments

L’espace discret

Les espaces d’approximation discrets pour la méthode isogéométrique sont construits
en appliquant le paradigme isoparamétrique : on choisit une base capable de représenter
raisonnablement la géométrie et on l’utilise comme base pour la solution que l’on veut
approcher.

L’espace discret Vh est défini par :

Vh := span{Ni,p = N̂i,p ◦ F−1}n1
i=1[11]

N̂i,p désigne la i-ème fonction de base b-spline de degré p définie sur le domaine para-
métrique.

Forme de la solution

Soit (Nj,p)j une base B-spline de degré p permettant de construire le domaine Ω.
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Soit X = (Xi)
m
i=1 le vecteur nœud associé, avec m le nombre total de nœuds et

Xd = (χi)
Nd
i=1 l’ensemble des nœuds distincts de X.

Soit Ωi = {x ∈ IRd;x = F (t),t ∈ [χi,χi+1]}

Ainsi ∃! q(i) ∈ {1, . . . ,m} tel que χi = Xq(i) où q(i) =
i∑

k=1

nk et nk est la multiplicité

de χi dans X.

Soit Ω =
⋃

Ωi,1 ≤ i ≤ Nd − 1 avec Ωi ∩ Ωj = ∅,∀i 6= j.

Soit N i
j,p(x) =

{
Nj,p(x) si x ∈ F ([χi;χi+1])

0 sinon

Soit Ii = {k ∈ {1, . . . ,n+ 1};SuppNk,p ∩ Ωi 6= ∅}

SuppNj,p = F ([χj;χj+p+1])

SuppNj,p ∩ F ([χi;χi+1]) 6= ∅ ⇐⇒ j ∈ {q(i)− p, . . . ,q(i)}

u(x,t) =

Nd−1∑
i=1

ui(x,t) où ui(x,t) =

{
u/∂Ωi sur Ω̄i

0 sinon

On cherche ui sous la forme :

ui(x,t) =
∑
j∈Ii

uij(t)N
i
j,p(x),∀i ∈ {1, . . . ,Nd − 1}.

Lorsque le problème que nous voulons résoudre est un problème d’ évolution. Lorsque
nous voulons résoudre un problème stationnaire, la solution se met sous la forme :

ui(x) =
∑
j∈Ii

uijN
i
j,p(x),∀i ∈ {1, . . . ,Nd − 1}.

De plus N =
⋃
{N i

j,p}j∈Ii est une base de l’ensemble des polynômes de degré au plus
(Nd − 1)(p+ 1) car card(Ii) = p+ 1.

Par conséquent u(x,t) =

(Nd−1)(p+1)∑
l=1

ul(t)Ñl(x).

avec ul = uij, Ñl = N i
j et l = (i− 1)(p+ 1) + j.
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On cherche ainsi U = (ul)
(Nd−1)(p+1)
l=1 dans la base N =

⋃
{Ñl}(Nd−1)(p+1)

l=1 .

Les fonctions de base étant définies, une formulation variationnelle utilisant la méthode
de Galerkin discontinue est obtenue pour résoudre le(s) équation(s) intervenant dans notre
problème [23]. Dans la suite, on utilisera cette méthode pour résoudre l’équation de Poisson,
l’ équation de la chaleur et l’équation de transport.

2.2.4 Raffinement en isogéométrie

Il existe des techniques fondamentales pour augmenter la flexibilité d’une courbe B-
spline, sans changer géométriquement la forme de la courbe [44]. Il s’agit de l’insertion de
nœuds et de l’élévation du degré [44].

Le h raffinement (Insertion des nœuds)

L’insertion de nœud consiste à ajouter un nœud dans le vecteur nœud [42].
Soit

C(u) =
n+1∑
i=1

Ni,p(u)Pi (a)

une courbe B-spline définie sur U = {u1,u2, . . . ,uk,uk+1, . . . ,um}. Insérons u ∈ [uk,uk+1[.

Nous obtenons le nouveau vecteur nœud

U = {u1 = u1,u2 = u2, . . . ,uk = uk,uk+1 = u,uk+2 = uk+1, . . . ,um+1 = um}

Insérer u revient à déterminer les nouveaux points de contrôle (Qi)
n+2
i=1

C(u) =
n+2∑
i=1

N i,p(u)Qi (b)

où N i,p est la i− ème fonction B-spline de degré p définie sur U.
Des relations (a) et (b), nous avons:

n+1∑
i=1

Ni,p(u)Pi =
n+2∑
i=1

N i,p(u)Qi (c)

A l’intérieur de [uk,uk+1[, seules les Ni,p(u) sont non nulles ∀i,k − p ≤ i ≤ k.

Ainsi,
n+1∑
i=1

Ni,p(u)Pi =
k∑

i=k−p

Ni,p(u)Pi

A l’intérieur de [uk,uk+1[, seules les N i,p(u) sont non nulles ,∀i,k − p ≤ i ≤ k. (1)
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A l’intérieur de [uk+1,uk+2[, seules les N i,p(u) sont non nulles ,∀i,k+ 1− p ≤ i ≤ k+ 1.

(2)

De (1) et de (2), on déduit qu’a l’intérieur de [uk,uk+2[, seules les N i,p(u) sont non nulles
,∀i,k − p ≤ i ≤ k + 1.

Ainsi,
n+2∑
i=1

N i,p(u)Qi =
k+1∑
i=k−p

N i,p(u)Qi

Nous obtenons donc :

k∑
i=k−p

Ni,p(u)Pi =
k+1∑
i=k−p

N i,p(u)Qi

n+1∑
i=1

Ni,p(u)Pi =

k−p−1∑
i=1

Ni,p(u)Pi +
k∑

i=k−p

Ni,p(u)Pi +
n+1∑
i=k+1

Ni,p(u)Pi

n+2∑
i=1

N i,p(u)Qi =

k−p−1∑
i=1

N i,p(u)Qi +
k+1∑
i=k−p

N i,p(u)Qi +
n+2∑
i=k+2

N i,p(u)Qi

n+2∑
i=k+2

N i,p(u)Qi =
n+1∑
i=k+1

N i+1,p(u)Qi+1

A l’intérieur de [uk,uk+1[,

Ni,p(u) =

{
N i,p(u), ∀i ∈ {1, . . . ,k − p− 1}
N i+1,p(u), ∀i ∈ {k + 1, . . . ,n+ 1}

Par conséquent, nous avons :

n+1∑
i=1

Ni,p(u)Pi =
n+2∑
i=1

N i,p(u)Qi =⇒
k−p−1∑
i=1

Ni,p(u)(Pi −Qi) +
n+1∑
i=k+1

Ni,p(u)(Pi −Qi+1) = 0

car
k∑

i=k−p

Ni,p(u)Pi =
k+1∑
i=k−p

N i,p(u)Qi

La famille (N1,p, . . . ,Nk−p−1,p,Nk+1,p, . . . ,Nn+1,p) est une famille contenue dans la famille
(Ni,p)

n+1
i=1 qui est une famille libre d’ où

Pi =

{
Qi, ∀i ∈ {1, . . . ,k − p− 1}
Qi+1, ∀i ∈ {k + 1, . . . ,n+ 1}
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De plus,∀i ∈ {k − p, . . . ,k}

Ni,p(u) =
u− ui

ui+p+1 − ui
N i,p(u) +

ui+p+2 − u
ui+p+2 − ui+1

N i+1,p(u)

La preuve se fait par récurrence sur p [9].

k∑
i=k−p

Ni,p(u)Pi =

(
u− uk−p

uk+1 − uk−p
Nk−p,p(u) +

uk+2 − u
uk+2 − uk−p+1

Nk−p+1,p(u)

)
Pk−p

+

(
u− uk−p+1

uk+2 − uk−p+1

Nk−p+1,p(u) +
uk+3 − u

uk+3 − uk−p+2

Nk−p+2,p(u)

)
Pk−p+1

+ · · ·+
(

u− uk
uk+p+1 − uk

Nk,p(u) +
uk+p+2 − u

uk+p+2 − uk+1

Nk+1,p(u)

)
Pk

Sachant que u = uk+1,ui = ui,∀i ∈ {1, . . . k}
et que ui+1 = ui,∀i ∈ {k + 1, . . .m},

k∑
i=k−p

Ni,p(u)Pi =
k+1∑
i=k−p

N i,p(u)Qi =⇒ Nk−p,p(Pk−p −Qk−p)+

Nk−p+1,p

(
Qk−p+1 −

u− uk−p+1

uk+1 − uk−p+1

Pk−p+1 −
uk+1 − u

uk+1 − uk−p+1

Pk−p

)
+ . . .

+Nk,p

(
Qk −

u− uk
uk+p − uk

Pk −
uk+p − u
uk+p − uk

Pk−1

)
+Nk+1,p(Qk+1 − Pk) = 0

Pour i = k − p+ 1, . . . ,k, Posons

αi =
u− ui
ui+p − ui

Par conséquent

1− αi =
ui+p − u
ui+p − ui

Sachant que la famille des (N i,p)
k
i=k−p est libre, nous obtenons :

Qk−p = Pk−p

Qi = αiPi + (1− αi)Pi−1,k − p+ 1 ≤ i ≤ k

Qk+1 = Pk

On peut conclure que
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Qi = αiPi + (1− αi)Pi−1

avec

αi =



1 si 1 ≤ i ≤ k − p

u− ui
ui+p − ui

,k − p+ 1 ≤ i ≤ k [42, 43]

0 si k + 1 ≤ i ≤ n+ 2

où P0 := 0 et Pn+2 := 0

Cet algorithme est connu sous le nom d’algorithme de Boehm
Lorsqu’on insère plusieurs nœuds simultanément, on parle de raffinement de nœuds ou

de h raffinement.
Elaine Cohen,Tom Lyche et Rich Riesenfield ont developpé à cet effet un algorithme

permettant d’insérer à la fois plusieurs nœuds. Cet algorithme a été conçu à Oslo et est
appelé algorithme d’Oslo.

Algorithme d’Oslo

Considérons la courbe B-spline définie par :

P (t) =
n+1∑
i=1

BiNi,k(t)

avec X = [x1, . . . ,xn+k+2] le vecteur nœud.
Après insertion de nœuds, nous obtenons :

R(s) =
m+1∑
j=1

CjMj,k(s)

avec pour vecteur nœud Y = [y1, . . . ,ym+k+2] où n < m

L’objectif est de déterminer les (Cj) tels que P (t) = R(s).

les (Cj) sont données par :

Cj =
n+1∑
i=1

Biα
k
i,j,1 ≤ i ≤ n,1 ≤ j ≤ m

où les αki,j sont donnés par la relation de récurrence :
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α0
i,j =


1 si xi ≤ yj < xi+1

0 sinon

Pour k ≥ 1, nous avons :

αki,j =
yj+k − xi
xi+k − xi

αk−1
i,j +

xi+k+1 − yj+k
xi+k+1 − xi+1

αk−1
i+1,j [44, 4].

2.2.5 Le p raffinement (élévation de degré)

Soit Cp(u) =
n+1∑
i=1

Ni,p(u)Pi une courbe B-spline de degré p sur un vecteur nœud U.

Elever le degré d’une courbe B-spline de p à p + 1, revient à déterminer les points de
contrôle (Qi)

N
i=1 et le vecteur nœud Û tels que :

Cp+1(u) =
N∑
i=1

Ni,p+1(u)Qi [42].

Soit U = [u1, . . . ,um] = [a, . . . ,a︸ ︷︷ ︸
p+1

, u1, . . . ,u1︸ ︷︷ ︸
m1

, . . . , us, . . . ,us︸ ︷︷ ︸
ms

, a, . . . ,a︸ ︷︷ ︸
p+1

]

où m1, . . . ,ms sont la multiplicité de nœuds intérieurs.
Au nœud de multiplicité mi, la courbe Cp est de classe Cp−mi . Comme la courbe Cp+1

doit avoir la même continuité que la courbe Cp, le même nœud doit avoir la multiplicité
mi + 1 pour la courbe Cp+1.

Soit Û = [u1, . . . ,um̂] = [a, . . . ,a︸ ︷︷ ︸
p+2

, u1, . . . ,u1︸ ︷︷ ︸
m1+1

, . . . , us, . . . ,us︸ ︷︷ ︸
ms+1

, a, . . . ,a︸ ︷︷ ︸
p+2

]

Ainsi m̂ = m+ s+ 2. Sachant que m = n+ p+ 2 et que m̂ = N + p+ 2, on déduit que
N = n+ s+ 2. Pour plus de détails, cf [42]

Le k raffinement

Cette technique consiste à élever le degré d’une courbe B-spline puis à insérer un nœud
dans le vecteur nœud. Pour plus de détails, confère [20].
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2.2.6 Différences entre la méthode des éléments finis (MEF) et la

méthode isogéométrique (MIG)

MEF MIG
Méthode avec maillage Méthode sans maillage

Géométrie approximative Géometrie exacte
Points nodaux Points de contrôle
Interpolation Approximation

Signe non constant des fonctions de base Fonctions de base positives
Paramétrisation locale Paramétrisation globale

Tab. 2.1 – Différences entre la MEF et la MIG
[20]

2.3 Approximation au sens des moindres carrés

2.3.1 Formulation du problème

Considérons ε F7−→ F (ε)
g7−→ g(F (ε))

où F est la paramétrisation du domaine Ω.

Soit X = (Xi)
m
i=1 un vecteur nœud ouvert, avec m le nombre total de nœuds

et Xd = (χi)
Nd
i=1 l’ensemble des nœuds distincts de X.

Soit (Nj,p)j une base B-spline de degré p permettant de construire le domaine Ω.

Soit Ωi = {x ∈ IRd;x = F (ε),ε ∈ [χi,χi+1]}

ainsi ∃! q(i) ∈ {1, . . . ,m} tel que χi = Xq(i) où q(i) =
i∑

k=1

nk

et nk est la multiplicité de χi dans X.

Soit Ω =
⋃

Ωi,1 ≤ i ≤ Nd − 1 avec Ωi ∩ Ωj = ∅,∀i 6= j.

Soit N i
j,p(x) =

{
Nj,p(x) si x ∈ F ([χi;χi+1])

0 sinon

On veut approcher g par une courbe B-spline C sur un domaine Ω au sens
des moindres carrés.

Où C(F (ε)) =

Nd−1∑
i=1

∑
j∈Ii

P i
jN

i
j,p(F (ε))
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Approcher g par une courbe B-spline C sur un domaine Ω au sens
des moindres carrés revient à rendre minimale ‖g − C‖L2(Ω).

Nous cherchons donc les coefficients (P i
j ), sachant que :∫

Ωi

g(F (ε))N i
k,p(F (ε))dx =

∫
Ωi

Nd−1∑
i=1

∑
j∈Ii

P i
jN

i
j,p(F (ε))N i

k,p(F (ε))dx

Soit x = (xs)
d
s=1.

x = F (ε) =⇒ dx = ‖F (ε)‖IRddε (2.6)

Avec ‖F (ε)‖IRd =

√√√√ d∑
s=1

(
dxs(ε)

dε

)2

(2.7)

Nous avons successivement les égalités suivantes :

∫
Ω̂i

g(F (ε))N̂ i
k,p(ε)‖F (ε)‖IRddε =

∫
Ω̂i

∑
j∈Ii

P i
j N̂

i
j,p(ε)N̂

i
k,p(ε)‖F (ε)‖IRddε car N i

j,p ◦ F = N̂ i
j,p

∫
Ω̂i

∑
j∈Ii

P i
j N̂

i
j,p(ε)N̂

i
k,p(ε)‖F (ε)‖IRddε =

∫
Ω̂i

g(F (ε))N̂ i
k,p(ε)‖F (ε)‖IRddε

∑
j∈Ii

P i
j

∫
Ω̂i

N̂ i
j,p(ε)N̂

i
k,p(ε)‖F (ε)‖IRddε =

∫
Ω̂i

g(F (ε))N̂ i
k,p(ε)‖F (ε)‖IRddε

∑
j∈Ii

P i
jM

i
k,j = Sik,∀k ∈ Ii. (2.8)

Où M i
k,j =

∫
Ω̂i

N̂ i
j,p(ε)N̂

i
k,p(ε)‖F (ε)‖IRddε et Sik =

∫
Ω̂i

g(F (ε))N̂ i
k,p(ε)‖F (ε)‖IRddε.

Dans le soucis de calculer les P i
j , nous nous intéresserons à étudier les propriétés de la

matrice de masse M i.

2.3.2 Propriétés de la matrice de masse

Propriété 11. M i est une matrice carrée d’ordre (p+ 1) qui est symétrique.

Démonstration. Sachant que M i = (M i
kj) k,j∈Ii

1≤i≤Nd−1
, et que card(Ii) = p + 1, M i est une

55



matrice carrée d’ordre (p+1). De plus,M i est une matrice symétrique carM i
kj = M i

jk,∀1 ≤
i ≤ Nd − 1,∀k ∈ Ii et ∀j ∈ Ii.

Propriété 12. M i est une matrice inversible.

Nous montrerons que M i est une matrice définie positive pour déduire qu’elle est
inversible.

Démonstration. Soit Li = (Lij)j∈Ii un vecteur colonne.

M iLi = (λik)k∈Ii avec λ
i
k =

∑
j∈Ii

M i
kjL

i
j

Donc nous obtenons :

(Li)tM iLi =
∑
k∈Ii

λikL
i
k

=
∑
k∈Ii

(∑
j∈Ii

M i
kjL

i
j

)
Lik

=
∑
k∈Ii

∑
j∈Ii

∫
Ωi

(
N i
k,p(x)N i

j,p(x)dx
)
LijL

i
k

=

∫
Ωi

(∑
j∈Ii

N i
j,p(x)Lij

)2

dx

=

∥∥∥∥∥∑
j∈Ii

N i
j,p(x)Lij

∥∥∥∥∥
2

L2(Ωi)

Donc (Li)tM iLi ≥ 0.

(Li)tM iLi = 0 =⇒
∑
j∈Ii

N i
j,p(x)Lij = 0 (2.9)

=⇒ Lij = 0 car les N i
j,p forment une base de P(p+1)(Nd−1).

M i est donc définie positive, d’ où M i est inversible.

Propriété 13. invM i l’inverse de M i, est une matrice carrée d’ordre (p + 1) qui est
symétrique.

Démonstration. M i étant une matrice carrée d’ordre (p + 1), son inverse est aussi une
matrice carrée d’ordre (p+ 1).
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M i étant symétrique, on a : (M i)t = M i.

(M i)t = M i =⇒ inv((M i)t) = invM i

=⇒ (invM i)t = invM i car M i est une matrice carrée inversible

invM i est donc une matrice symétrique.

Les propriétés de la matrice de masse ayant été énumérées, nous obtenons
de la relation 2.8 que :

M iP i = Si où P i = (P i
j )1≤i≤Nd−1

j∈Ii
,Si = (Sik)1≤i≤Nd−1

k∈Ii
et M i = (M i

k,j)1≤i≤Nd−1

k,j∈Ii
.

On obtient donc P i = (invM i)Si.

2.3.3 Intégration numérique des matrices de masse locales

Calculer une intégrale sur Ωi revient à calculer cette intégrale sur Ω̂i au moyen de
la paramétrisation F [6]. Cette intégrale sur le domaine paramétrique est par la suite
ramenée sur le domaine parent en utilisant une transformation. Le domaine parent en 1D

est l’intervalle [−1; 1].

M i
k,j =

∫
Ω̂i

N̂ i
j,p(ε)N̂

i
k,p(ε)‖F (ε)‖IRddε (2.10)

Ainsi M i
k,j =

∫
Ω̂i

N̂ i
j,p(ε)N̂

i
k,p(ε)

√√√√ d∑
j=1

(
dxj(ε)

dε

)2

dε (2.11)

M i
k,j =

pos2(i)∑
r=pos1(i)

lirN̂
i
j,p(ε

i
r)N̂

i
k,p(ε

i
r)

√√√√ d∑
j=1

(
dxj(εir)

dε

)2

Avec lir = χi+1−χi
2

ωir puis pos1(i) = (i− 1)Npgs+ 1, pos2(i) = iNpgs et
1 ≤ i ≤ Nd − 1. Npgs est le nombre de points de Gauss par segment, les ωir et
les εir sont respectivement les poids et noeuds de Gauss.
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Sik =

∫
Ωi

g(F (ε))N i
k,p(F (ε))dF (2.12)

Sik =

pos2(i)∑
r=pos1(i)

lirg(F (εir))N̂
i
k,p(ε

i
r)

√√√√ d∑
j=1

(
dxj(εir)

dε

)2

Dans la suite, après avoir déterminé C, nous nous intéressons au calcul de l’erreur
L2 entre g et C.

2.3.4 Calcul de l’erreur L2

Soit err cette erreur.
err =

√
D

D =

Nd−1∑
i=1

∫
Ω̂i

(
g(F (ε))−

∑
j∈Ii

P i
jN

i
j,p(F (ε))

)2
√√√√ d∑

j=1

(
dxj(ε)

dε

)2

dε

D =

Nd−1∑
i=1

pos2(i)∑
r=pos1(i)

ωir

[
g(F (εir))−

∑
j∈Ii

P i
jN

i
j,p(F (εir))

]2
√√√√ d∑

j=1

(
dxj(εir)

dε

)2

D =

Nd−1∑
i=1

pos2(i)∑
r=pos1(i)

lir

[
g(F (εir))−

∑
j∈Ii

P i
j N̂

i
j,p(ε

i
r)

]2
√√√√ d∑

j=1

(
dxj(εir)

dε

)2

Avec lir = χi+1−χi
2

ωir et pos1(i) = (i− 1)Npgs+ 1, pos2(i) = iNpgs,

1 ≤ i ≤ Nd − 1.

2.4 Résolution numérique de l’équation de Poisson

2.4.1 Formulation du problème

Le but de cette partie est de résoudre numériquement par la méthode isogéométrique,
l’équation de Poisson : {

−∆u = f(x), x ∈ Ω ⊂ IRd, 1 ≤ d ≤ 2

u = 0 sur ∂Ω
(2.13)

Ω est une courbe de IRd.

Soit X = (Xi)
m
i=1 un vecteur nœud ouvert, avec m le nombre total de nœuds
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et Xd = (χi)
Nd
i=1 l’ensemble des nœuds distincts de X.

Soit (Nj,p)j une base B-spline de degré p permettant de construire le domaine Ω.

Soit Ωi = {x ∈ IRd;x = F (ε),ε ∈ [χi,χi+1]}

Ainsi ∃! q(i) ∈ {1, . . . ,m} tel que χi = Xq(i) où q(i) =
i∑

k=1

nk

et nk est la multiplicité de χi dans X.

Soit Ω =
⋃

Ωi,1 ≤ i ≤ Nd − 1 avec Ωi ∩ Ωj = ∅,∀i 6= j.

Soit N i
j,p(x) =

{
Nj,p(x) si x ∈ F ([χi;χi+1])

0 sinon

Soit Ii = {k ∈ {1, . . . ,n+ 1};SuppNk,p ∩ Ωi 6= ∅}

SuppNj,p = F ([χj;χj+p+1])

SuppNj,p ∩ F ([χi;χi+1]) 6= ∅ ⇐⇒ j ∈ {q(i)− p, . . . ,q(i)}

u(x) =

Nd−1∑
i=1

ui(x) où ui(x) =

{
u/∂Ωi sur Ω̄i

0 sinon

Avec ui(x) =
∑
j∈Ii

αijN
i
j,p(x),∀i ∈ {1, . . . ,Nd − 1}.

On cherche u ∈ Vh,∀vh ∈ Vh :

−
∫

Ωi

∇.(∇u)vh(x)dx =

∫
Ωi

f(x)vh(x)dx (2.14)

Où Vh = {vh : vih ∈ L2(Ωi);∇vih ∈ L2(Ωi),v
i
h/∂Ω = 0}

Soit x = (xs)
d
s=1.

x = F (ε) =⇒ dx = ‖F (ε)‖IRddε (2.15)

Avec ‖F (ε)‖IRd =

√√√√ d∑
s=1

(
dxs(ε)

dε

)2

(2.16)
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Pour vh = N i
k,p(x), nous avons :

−
∫

Ωi

∇.(∇u)N i
k,p(x)dx =

∫
Ωi

f(x)N i
k,p(x)dx (2.17)

∫
Ωi

∇.(∇u)N i
k,p(x)dx =

∫
∂Ωi

(∇u)N i
k,p(x)dx−

∫
Ωi

∇u∇N i
k,p(x)dx (2.18)

Sachant que suppN i
k,p ⊂ Ωi,

∫
∂Ωi

(∇u)N i
k,p(x)dx = 0.

Ainsi, nous avons :

−
∫

Ωi

∇.(∇u)N i
k,p(x)dx =

∫
Ωi

∇u∇N i
k,p(x)dx (2.19)

Etant donné que ui(x) =

{
u/∂Ωi sur Ω̄i

0 sinon

∫
Ωi

∇.(∇u)N i
k,p(x)dx = −

∫
Ωi

∇ui∇N i
k,p(x)dx (2.20)

Nous pouvons déduire que :

−
∫

Ωi

∇.(∇u)N i
k,p(x)dx =

∫
Ωi

∇ui∇N i
k,p(x)dx

=
∑
j∈Ii

αij

∫
Ωi

∇N i
j,p(x)∇N i

k,p(x)dx (2.21)

De 2.21, nous déduisons :

∑
j∈Ii

αij

∫
Ωi

∇N i
j,p(x)∇N i

k,p(x)dx =

∫
Ωi

f(x)N i
k,p(x)dx (2.22)

Ainsi, on a :

Rα = F (2.23)
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Où

1.

α =


α1

α2

...
αNd−1


Avec :

αi = (αij) j∈Ii
1≤i≤Nd−1

2.

F =


F 1

F 2

...
FNd−1


Avec :

F i = (F i
k) k∈Ii

1≤i≤Nd−1

F i
k =

∫
Ωi

f(x)N i
k,p(x)dx

3.

R =


R1 0 . . . 0

0 R2 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . RNd−1


Où R est la matrice de rigidité globale. c’est une matrice bloc diagonale qui est telle
que :

Ri = (Ri
kj) k,j∈Ii

1≤i≤Nd−1

Ri
kj =

∫
Ωi

∇N i
j,p(x)∇N i

k,p(x)dx

2.4.2 Calcul de variations sur une courbe regulière de IRd,d ∈ {1,2}

Soit d ∈ N. Soient (a,b) ∈ IR2 tel que a < b. Soit ϕ = (ϕi)
d
i=1 ∈ C1([a; b],IRq).
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Soit Ω = {M ∈ IRq tel que M = ϕ(s),s ∈ [a; b]} une courbe de IRd.

ϕ est une paramétrisation de Ω sur l’espace paramétrique [a; b].

Ainsi considérons l’application s ∈ [a; b] 7−→M(s) = ϕ(s) ∈ Ω ⊂ IRd.

M = (xi)
d
i=1 ∈ Ω.

Pour tout i, xi = ϕi(s). Comme ϕ ∈ C1([a; b],IRq), alors pour tout i = 1 à d, ϕi ∈
C1([a; b],IR) avec ϕ′i

continue sur [a; b].

Remarque 3. Soit i ∈ {1, . . . ,d} et α ∈]a; b[. Si ϕ′i(α) 6= 0, alors il existe 0 < r < |b−a|
2

tel
que :

∀s ∈]α− r;α + r[⊂]a; b[,ϕ′i(s) 6= 0.

Lemme 1. Soit d ∈ N?, soient (a,b) ∈ IR2 tel que a < b. Soit ϕ = (ϕi)
d
i=1 ∈ C1([a; b],IRq).

Soit α ∈]a; b[ tel que pour tout i ∈ {1, . . . ,d},ϕ′i(s) 6= 0 alors il existe r ∈]0; +∞[ tel que
ϕ soit injective sur ]α− r;α + r[⊂]a; b[.

Posons Iα =]α− r;α + r[.

ϕ est une bijection de Iα sur ϕ(Iα) ⊂ Ω.

ϕ−1 ∈ C1[ϕ(Iα),IR] et son gradient est :

∇ϕ−1(M(α)) =
1

d

(
1

ϕ′i(α)

)d
i=1

(2.24)

Démonstration. ϕ = (ϕi)
d
i=1 ∈ C1([a; b],IRq) avec pour α ∈]a; b[,ϕ′i(α) 6= 0 pour tout i ∈

{1, . . . ,d}. Alors il existe Iα =]α−r;α+r[⊂]a; b[ tel que ϕ′i(s) 6= 0 pour tout s ∈ Iα. D’après
le théorème d’inversion locale, la restriction de ϕ à Iα admet une réciproque ϕ−1 sur ϕ(Iα)

en M(α) = ϕ(α) ∈ ϕ(Iα). Comme ϕ−1 ◦ ϕ = idIα alors ds(α) = ∇ϕ−1(M(α)).dϕ(α)

Or pour tout i, on a :

dxi(α) = ϕ′.d.ds(α) (2.25)

Donc d.ds(α) =
dxi(α)

ϕ′i
pour tout i et pour tout M(s) = (xi(s))

d
i=1 ∈ Ω (2.26)

Ainsi
d∑
i=1

dxi(α)

ϕ′i
=

d∑
i=1

d.ds(α)

D’òu ds(α) =
1

d

d∑
i=1

dxi(α)

ϕ′i(α)
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On observe que

ds(α) =
1

d

(
1

ϕ′i(α)

)
(dxi(α))di=1

C’est à dire que :

ds(α) =
1

d

(
1

ϕ′i(α)

)
.dM(α)

On déduit alors que :

∇ϕ−1(M(α)) =
1

d

(
1

ϕ′(α)

)d
i=1

(2.27)

2.4.3 Intégration numérique

Sachant que N i
j,p = N̂ i

j,p ◦ F−1.

∇N i
j,p(x)∇N i

k,p(x) =
1

d2

d∑
s=1

dN̂ i
j,p(ε)

dε

dN̂ i
k,p(ε)

dε
×

1(
dxs(ε)
dε

)2

Ri
kj =

1

d2

pos2(i)∑
r=pos1(i)

lir

 d∑
s=1

dN̂ i
j,p(ε

i
r)

dε

dN̂ i
k,p(ε

i
r)

dε
×

1(
dxs(εir)
dε

)2


√√√√ d∑

j=1

(
dxj(εir)

dε

)2

(2.28)

Avec lir = χi+1−χi
2

ωir puis pos1(i) = (i− 1)Npgs + 1, pos2(i) = iNpgs et 1 ≤ i ≤ Nd − 1.

Npgs est le nombre de points de Gauss par segment, les ωir et les εir sont respectivement
les poids et noeuds de Gauss.

F i
k =

∫
Ωi

f(x)N i
k,p(x)dx (2.29)

F i
k =

pos2(i)∑
r=pos1(i)

lirf(F (εir))N̂
i
k,p(ε

i
r)

√√√√ d∑
j=1

(
dxj(εir)

dε

)2

2.4.4 Traitement de la condition de Dirichlet

Etant donné que u = 0 sur ∂Ω, nous avons :
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∑
j∈I1

α1
jN̂

1
j,p(χ1) = 0 =⇒ α1

1 = 0 car N̂1
j,p(χ1) =

{
1 si j = 1

0 sinon

De plus, on a :

∑
j∈INd−1

αNd−1
j N̂Nd−1

j,p (χNd) = 0 =⇒ αNd−1
p+1 = 0 car N̂Nd−1

j,p (χNd) =

{
1 si j = p+ 1

0 sinon

Résoudre l’équation de Poisson en utilisant la méthode isogéométrique revient à résoudre
le système suivant : 

Rα = F

α1
1 = 0

αNd−1
p+1 = 0

Les coefficients αij sont calculés en utilisant une méthode itérative : la méthode de Jacobi
pondérée.

2.4.5 Calcul de l’erreur L2

Soit err cette erreur. Notons uex la solution exacte.
err =

√
D

D =

Nd−1∑
i=1

∫
Ω̂i

(
uex(F (ε))−

∑
j∈Ii

αijN
i
j,p(F (ε))

)2
√√√√ d∑

j=1

(
dxj(ε)

dε

)2

dε

D =

Nd−1∑
i=1

pos2(i)∑
r=pos1(i)

ωir

[
uex(F (εir))−

∑
j∈Ii

αijN
i
j,p(F (εir))

]2
√√√√ d∑

j=1

(
dxj(εir)

dε

)2

D =

Nd−1∑
i=1

pos2(i)∑
r=pos1(i)

lir

[
uex(F (εir))−

∑
j∈Ii

αijN̂
i
j,p(ε

i
r)

]2
√√√√ d∑

j=1

(
dxj(εir)

dε

)2

Avec lir = χi+1−χi
2

ωir et pos1(i) = (i− 1)Npgs+ 1, pos2(i) = iNpgs,

1 ≤ i ≤ Nd − 1.
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2.5 Résolution numérique de l’équation de la chaleur

2.5.1 Formulation du problème

Le but de cette partie est de résoudre numériquement par la méthode isogéométrique,
l’équation de la chaleur :

∂u

∂t
(x,t)−∇.(D(x)∇u) = f(x,t), x ∈ Ω, t ∈ [0;Tfin]

u(x,0) = u0(x), x ∈ Ω, avec Ω ⊂ IRd, 1 ≤ d ≤ 2

u = 0 sur ∂Ω× [0;Tfin]

(2.30)

Ω est une courbe de IRd.

Où D(x) est une matrice carrée d’ordre d dépendant de x, D est le coefficient de
diffusion.
Soit X = (Xi)

m
i=1 un vecteur nœud ouvert, avec m le nombre total de nœuds

et Xd = (χi)
Nd
i=1 l’ensemble des nœuds distincts de X.

Soit (Nj,p)j une base B-spline de degré p permettant de construire le domaine Ω.

Soit Ωi = {x ∈ IRd;x = F (ε),ε ∈ [χi,χi+1]}

ainsi ∃! q(i) ∈ {1, . . . ,m} tel que χi = Xq(i) où q(i) =
i∑

k=1

nk

et nk est la multiplicité de χi dans X.

Soit Ω =
⋃

Ωi,1 ≤ i ≤ Nd − 1 avec Ωi ∩ Ωj = ∅,∀i 6= j.

Soit N i
j,p(x) =

{
Nj,p(x) si x ∈ F ([χi;χi+1])

0 sinon

Soit Ii = {k ∈ {1, . . . ,n+ 1};SuppNk,p ∩ Ωi 6= ∅}

SuppNj,p = F ([χj;χj+p+1])

SuppNj,p ∩ F ([χi;χi+1]) 6= ∅ ⇐⇒ j ∈ {q(i)− p, . . . ,q(i)}

u(x,t) =

Nd−1∑
i=1

ui(x,t) où ui(x,t) =

{
u/∂Ωi sur Ω̄i

0 sinon
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Avec ui(x,t) =
∑
j∈Ii

αij(t)N
i
j,p(x),∀i ∈ {1, . . . ,Nd − 1}.

On cherche u(t) ∈ Vh,∀vh ∈ Vh :∫
Ωi

∂u

∂t
(x,t)vh(x)dx−

∫
Ωi

∇.(D(x)∇u)vh(x)dx =

∫
Ωi

f(x,t)vh(x)dx (2.31)

Où Vh = {vh : vih ∈ L2(Ωi);∇.(D(x)∇vih) ∈ L2(Ωi),v
i
h/∂Ω = 0}

Pour vh = N i
k,p(x), nous avons :

∫
Ωi

∂u

∂t
(x,t)N i

k,p(x)dx−
∫

Ωi

∇.(D(x)∇u)N i
k,p(x)dx =

∫
Ωi

f(x,t)N i
k,p(x)dx (2.32)

∫
Ωi

∇.(D(x)∇u)N i
k,p(x)dx =

∫
∂Ωi

(D(x)∇u)N i
k,p(x)dx−

∫
Ωi

(D(x)∇u)∇N i
k,p(x)dx (2.33)

Sachant que suppN i
k,p ⊂ Ωi,

∫
∂Ωi

(D(x)∇u)N i
k,p(x)dx = 0.

Ainsi, nous avons :

−
∫

Ωi

∇.(D(x)∇u)N i
k,p(x)dx =

∫
Ωi

(D(x)∇u)∇N i
k,p(x)dx (2.34)

Etant donné que ui(x,t) =

{
u/∂Ωi sur Ω̄i

0 sinon

∫
Ωi

∇.(D(x)∇u)N i
k,p(x)dx = −

∫
Ωi

(D(x)∇ui)∇N i
k,p(x)dx (2.35)

nous pouvons déduire que :

−
∫

Ωi

∇.(D(x)∇u)N i
k,p(x)dx =

∫
Ωi

(D(x)∇ui)∇N i
k,p(x)dx (2.36)

=
∑
j∈Ii

αij(t)

∫
Ωi

(D(x)∇N i
j,p(x))∇N i

k,p(x)dx (2.37)
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Par ailleurs, nous avons :

∫
Ωi

∂u

∂t
(x,t)N i

k,p(x)dx =
∑
j∈Ii

d

dt
αij(t)

∫
Ωi

N i
j,p(x)N i

k,p(x)dx (2.38)

Des égalités 2.37 et 2.38, nous déduisons les égalités suivantes :

∑
j∈Ii

d

dt
αij(t)

∫
Ωi

N i
j,p(x)N i

k,p(x)dx+
∑
j∈Ii

αij(t)

∫
Ωi

(D(x)∇N i
j,p(x))∇N i

k,p(x)dx =

∫
Ωi

f(x,t)N i
k,p(x)dx

(2.39)

M i d

dt
αi(t) +Riαi(t) = F i (2.40)

Avec M i = (M i
kj) k,j∈Ii

1≤i≤Nd−1

M i
k,j =

∫
Ωi

N i
j,p(x)N i

k,p(x)dx

Ri = (Ri
kj) k,j∈Ii

1≤i≤Nd−1

Ri
kj =

∫
Ωi

(D(x)∇N i
j,p(x))∇N i

k,p(x)dx

F i = (F i
k) k∈Ii

1≤i≤Nd−1

F i
k =

∫
Ωi

f(x,t)N i
k,p(x)dx

d

dt
αi(t) = (invM i)(F i −Riαi(t)) car M i est inversible (2.41)

2.5.2 Intégration numérique

Ri
kj =

∫
Ωi

(D(x)∇N i
j,p(x))∇N i

k,p(x)dx

D(x) = (Dls) 1≤l≤d
1≤s≤d
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D(x)∇N i
j,p(x) = (βl)1≤l≤d

où βl =
d∑
s=1

Dls(x)
∂N i

j,p(x)

∂xs

βl =
1

d

d∑
s=1

Dls(x)
dN̂ i

j,p(ε)

dε
×

1(
dxs(ε)

dε

)

(D(x)∇N i
j,p(x))∇N i

k,p(x) = (λl)1≤l≤d

où λl =
d∑
l=1

βl
∂N i

k,p(x)

∂xl

λl =
1

d2

d∑
l=1

βl
dN̂ i

k,p(ε)

dε
×

1(
dxl(ε)

dε

)

λl =
1

d2

d∑
l=1


d∑
s=1

Dls(x)
dN̂ i

j,p(ε)

dε
×

1(
dxs(ε)

dε

)

dN̂ i

k,p(ε)

dε
×

1(
dxl(ε)

dε

)
On a donc :

Ri
kj =

1

d2

pos2(i)∑
r=pos1(i)

lir


d∑
l=1


d∑
s=1

Dls(F (εir))
dN̂ i

j,p(ε
i
r)

dε
×

1(
dxs(ε

i
r)

dε

)

dN̂ i

k,p(ε
i
r)

dε
×

1(
dxl(ε

i
r)

dε

)


Avec lir = χi+1−χi
2

ωir puis pos1(i) = (i− 1)Npgs+ 1, pos2(i) = iNpgs et
1 ≤ i ≤ Nd − 1. Npgs est le nombre de points de Gauss par segment, les ωir et
les εir sont respectivement les poids et noeuds de Gauss.
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F i
k =

∫
Ωi

f(x,t)N i
k,p(x)dx (2.42)

F i
k =

pos2(i)∑
r=pos1(i)

lirf(F (εir),t)N̂
i
k,p(ε

i
r)

√√√√ d∑
j=1

(
dxj(εir)

dε

)2

2.5.3 Traitement de la condition initiale

Sachant que u(x,0) = u0(x), nous obtenons les égalités suivantes :∫
Ωi

u(x,0)N i
k,p(x)dx =

∫
Ωi

u0(x)N i
k,p(x)dx

∫
Ωi

ui(x,0)N i
k,p(x)dx =

∫
Ωi

u0(x)N i
k,p(x)dx

∑
j∈Ii

αij(0)M i
kj =

∫
Ωi

u0(x)N i
k,p(x)dx

M iαi(0) = Bi

Où Bi = (Bi
k) k∈Ii

1≤i≤Nd−1
et Bi

k =

∫
Ωi

u0(x)N i
k,p(x)dx

On déduit que :

αi(0) = (invM i)Bi (2.43)

2.5.4 Traitement de la condition de Dirichlet

Etant donné que u = 0 sur ∂Ω× [0;Tfin], nous avons :

∑
j∈I1

α1
j (t)N̂

1
j,p(χ1) = 0 =⇒ α1

1(t) = 0 car N̂1
j,p(χ1) =

{
1 si j = 1

0 sinon

De plus, on a :
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∑
j∈INd−1

αNd−1
j (t)N̂Nd−1

j,p (χNd) = 0 =⇒ αNd−1
p+1 (t) = 0 car N̂Nd−1

j,p (χNd) =

{
1 si j = p+ 1

0 sinon

Résoudre l’ équation de la chaleur revient à résoudre le système suivant :

d

dt
αi(t) = invM i(F i −Riαi(t))

αi(0) = (invM i)Bi

α1
1(t) = 0

αNd−1
p+1 (t) = 0

(2.44)

sous la condition CFL :

‖D(x)‖
∆t

(∆x)2
≤

1

2
[1].

Soit ti = t0 + iδt pour i = 0, . . . ,N un réseau régulier de points, de pas δt tel que :

δt =
Tfin − t0

N
où t0 = 0.

Posons G(ti;α
i(t)) = (invM i)(F i −Riαi(t)).

Nous résolverons le système ci-dessus en utilisant la méthode de RUNGE KUTTA
d’ordre 2. Nous avons donc :
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

αi(t+ h) = αi(t) + 1
2
(Ki

1 +Ki
2)

αi(0) = (invM i)Bi

α1
1(t) = 0

αNd−1
p+1 (t) = 0

Ki
1 = δtG(t;αi(t))

Ki
2 = δtG(t̃,α̃i(t))

Avec t̃ = t+ h et α̃i(t) = αi(t) +Ki
1

(2.45)

2.5.5 Calcul de l’erreur L2

Soit err cette erreur. Notons uex la solution exacte.
err =

√
D

Avec D =

Nd−1∑
i=1

∫
Ω̂i

(
uex(F (ε),t)−

∑
j∈Ii

αij(t)N
i
j,p(F (ε))

)2
√√√√ d∑

j=1

(
dxj(ε)

dε

)2

dε

D =

Nd−1∑
i=1

pos2(i)∑
r=pos1(i)

ωir

[
uex(F (εir),t)−

∑
j∈Ii

αij(t)N
i
j,p(F (εir))

]2
√√√√ d∑

j=1

(
dxj(εir)

dε

)2

D =

Nd−1∑
i=1

pos2(i)∑
r=pos1(i)

lir

[
uex(F (εir),t)−

∑
j∈Ii

αij(t)N̂
i
j,p(ε

i
r)

]2
√√√√ d∑

j=1

(
dxj(εir)

dε

)2

Avec lir = χi+1−χi
2

ωir et pos1(i) = (i− 1)Npgs+ 1, pos2(i) = iNpgs,

1 ≤ i ≤ Nd − 1.
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2.6 Résolution numérique de l’équation de transport

2.6.1 Formulation du problème en isogéométrie

Le but de cette partie est de résoudre numériquement par la méthode isogéométrique,
l’équation de transport à vitesse variable.

∂u

∂t
(x,t) +∇.(g(u)) = 0,x ∈ Ω,t ∈ [0;Tfin]

u(x,0) = u0(x),x ∈ Ω, avec Ω ⊂ IRd,1 ≤ d ≤ 2

u = 0 sur ∂Ω× [0;Tfin]

(2.46)

Ω est une courbe de IRd.

Nous voulons résoudre l’équation de transport dans le cas où la vitesse c dépend de x.
C’est le cas où g(u(x,t)) = c(x)u(x,t),c(x) ∈ IRd.

Soit (Nj,p)j une base B-spline de degré p permettant de construire le domaine Ω.

Soit X = (Xi)
m
i=1 le vecteur nœud associé, avec m le nombre total de nœuds et

Xd = (χi)
Nd
i=1 l’ensemble des nœuds distincts de X.

Soit Ωi = {x ∈ IRd;x = F (ε),ε ∈ [χi,χi+1]}
ainsi ∃! q(i) ∈ {1, . . . ,m} tel que

χi = Xq(i) où q(i) =
i∑

k=1

nk et nk est la multiplicité de

χi dans X.

Soit Ω =
⋃

Ωi,1 ≤ i ≤ Nd − 1 avec Ωi ∩ Ωj = ∅,∀i 6= j.

Soit N i
j,p(x) =

{
Nj,p(x) si x ∈ F ([χi;χi+1])

0 sinon

Soit Ii = {k ∈ {1, . . . ,n+ 1};SuppNk,p ∩ Ωi 6= ∅}

SuppNj,p = F ([χj;χj+p+1])

SuppNj,p ∩ F ([χi;χi+1]) 6= ∅ ⇐⇒ j ∈ {q(i)− p, . . . ,q(i)}

u(x,t) =

Nd−1∑
i=1

ui(x,t) où ui(x,t) =

{
u/∂Ωi sur Ω̄i

0 sinon
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On cherche ui sous la forme :

ui(x,t) =
∑
j∈Ii

αij(t)N
i
j,p(x),∀i ∈ {1, . . . ,Nd − 1}.

On effectue une discrétisation en espace et en temps en se donnant un pas de discrétisation
en espace h. De même on se donne un pas de discrétisation en temps ∆t. Sachant que
∂u

∂t
(x,t) +∇.(g(u)) = 0, on a :

∫ tn+1

tn

∫
Ωi

∂u

∂t
(x,t)N i

k,p(x)dxdt+

∫ tn+1

tn

∫
Ωi

∇.(g(u))N i
k,p(x)dxdt = 0.

∫ tn+1

tn

∫
Ωi

∂u

∂t
(x,t)N i

k,p(x)dxdt =

∫
Ωi

∫ tn+1

tn

∂u

∂t
(x,t)N i

k,p(x)dtdx

=

∫
Ωi

[u(x,tn+1)− u(x,tn)]N i
k,p(x)dx∫ tn+1

tn

∫
Ωi

∂u

∂t
(x,t)N i

k,p(x)dxdt =
∑
j∈Ii

[
αij(tn+1)− αij(tn))

] ∫
Ωi

N i
j,p(x)N i

k,p(x)dx (2.47)

∫ tn+1

tn

∫
Ωi

∇.(g(u))N i
k,p(x)dxdt =

∫ tn+1

tn

g(u(xi+1,t))N̂
i
k,p(εi+1)dt−∫ tn+1

tn

g(u(xi,t))N̂
i
k,p(εi)dt−

∫ tn+1

tn

∫
Ωi

g(u(x,t))∇N i
k,p(x)dxdt (2.48)

= N̂ i
k,p(εi+1)

∫ tn+1

tn

g(u(xi+1,t))dt− (2.49)

N̂ i
k,p(εi)

∫ tn+1

tn

g(u(xi,t))dt−
∫ tn+1

tn

∫
Ωi

g(u(x,t))∇N i
k,p(x)dxdt

Posons Gn
i+1 =

1

∆t

∫ tn+1

tn

g(u(xi+1,t))dt.

Nous avons donc Gn
i =

1

∆t

∫ tn+1

tn

g(u(xi,t))dt.

Gn
i est le flux numérique.

Nous obtenons par la suite le système d’équations différentielles suivant :
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

∑
j∈Ii

[
αij(tn+1)− αij(tn))

]
M i

kj+

∆tGn
i+1N̂

i
k,p(εi+1)−∆tGn

i N̂
i
k,p(εi) =

∫ tn+1

tn

Aikjdt

αi(0) = (invM i)Bi

α1
1(t) = 0

αNd−1
p+1 (t) = 0

(2.50)

Avec M i = (M i
kj)k∈Ii

j∈Ii
où M i

kj =

∫
Ωi

N i
j,p(x)N i

k,p(x)dx.

Avec Ai = (Aikj)k∈Ii
j∈Ii

où Aikj =

∫
Ωi

(c(x)∇N i
k,p(x))N i

j,p(x)dx

Les αij sont obtenus en résolvant ce système d’ équations différentielles sous la condition
CFL :

‖c(x)‖∆t

∆x
≤ 1 [1]

Le calcul de M i et Ai requiert une intégration numérique.

2.6.2 Intégration numérique

Dans cette partie, nous nous intéresserons à l’intégration numérique de la matrice de
convection.

Aikj =

∫
Ωi

(c(x)∇N i
k,p(x))N i

j,p(x)dx

=

∫
Ωi

(
d∑
s=1

cs(x)
∂N i

k,p(x)

∂xs

)
N i
j,p(x)dx

N i
j,p ◦ F = N̂ i

j,p donc N
i
j,p = N̂ i

j,p ◦ F−1

∂N i
k,p(x)

∂xs
=

1

d

dN̂ i
k,p(ε)

dε

∂ε

∂xs

=
1

d

dN̂ i
k,p(ε)

dε

1
dxs(ε)
dε

en supposant que
dxs(ε)

dε
6= 0
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Par conséquent, on a :

Aikj =
1

d

∫
Ωi

(
d∑
s=1

cs(F (ε))
dN̂ i

k,p(ε)

dε

1
dxs(ε)
dε

)
N̂ i
j,p(ε)

√√√√ d∑
j=1

(
dxj(ε)

dε

)2

dε

=
1

d

pos2(i)∑
r=pos1(i)

lir

(
d∑
s=1

cs(F (εir))
dN̂ i

k,p(ε
i
r)

dε

1

dxs(εir)
dε

)
N̂ i
j,p(ε

i
r)

√√√√ d∑
j=1

(
dxj(εir)

dε

)2

Le calcul de l’erreur L2 se fait exactement comme pour l’équation de la chaleur.

2.7 Estimation d’erreur par la méthode isogéométrique

pour l’équation de transport en 2D

Dans cette partie, Ω est une surface.

2.7.1 Discrétisation

Cette partie est divisée en deux grandes parties à savoir :

1. La sémi-discrétisation en espace.

2. La discrétisation en temps.

Sémi-discrétisation en espace

Définition 7. un sous-ensemble F de Ω est une face d’un maillage (τh) si l’une des deux
conditions suivantes est vérifiée :

– Il y a des éléments distincts du maillage, T1 et T2 tel que F = ∂T1 ∩ ∂T2. Dans un
tel cas, F est appelé une interface du domaine.

– Il y a T ∈ τh tel que F = ∂T ∩ ∂Ω. Dans un tel cas, F est appelé une face du bord.

L’ensemble des interfaces est noté Fih et celui des faces du bord est noté Fbh.

Notations et hypothèses

Considérons le carré unité Ω̂ = [0; 1]2 ⊂ R2. Soient nl un entier et soit pl le degré suivant
la direction l, l = 1,2.

Introduisons le vecteur nœud ouvert El suivant la direction l : El = {ξl,1,...,ξl,nl+pl+2}.
Posons p := min(p1,p2)
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Les vecteurs nœuds correspondants sans répétition sont donnés pour chaque direction
l par :

Zl = {ζl,1,...,ζl,Nl}

Il y a un maillage cartésien paramétrique Qh associé aux vecteurs nœuds Z1 et Z2,
partitionnant le domaine paramétrique Ω̂ en un quadrillage rectangulaire. Nous avons donc :

Qh = {Q = ⊗l=1,2(ζil,l,ζil+1,l),1 ≤ il ≤ ml − 1} [26] (2.51)

Pour chaque élément du maillage paramétrique Q ∈ Qh, nous associons un pas
hQ = hQ,max où hQ,max est la longueur du plus grand bord de Q. Aussi, pour chaque

élément, nous définissons une constante de régularité :

λQ =
hQ

hQ,min
[26] (2.52)

où hQ,min est la longueur du plus petit bord de Q.
Nous associons à chaque vecteur nœud El,(l = 1,2) des fonctions de base B-spline Ni,pl

de dégré pl pour i = 1,...,nl.

Sur le maillage Qh, nous définissons le produit tensoriel des fonctions de base B-spline
par :

N(i,j),(p1,p2) = Ni,p1 ⊗Nj,p2 ,i = 1,...,n1,j = 1,...,n2 (2.53)

N(i,j),(p1,p2) = Ni,p1Nj,p2 ,i = 1,...,n1,j = 1,...,n2 (2.54)

Pour chaque élément Q dans le domaine paramétrique, il y a un élément physique
correspondant K = F (Q) où

F : [0,1]2 → Ω, où Ω est le domaine physique .

Nous supposons que F est inversible, ayant pour inverse F−1.

Sur chaque élément Q ∈ Qh, nous définissons le maillage physique :

τh = {K : K = F (Q),Q ∈ Qh} = F (Qh). (2.55)

Nous introduisons Vh, l’espace engendré par les fonctions de base B-spline dans Ω comme
le push-forward de l’espace Sh des B-splines.

Vh := span{N(i,j),(p1,p2) ◦ F−1}n1,n2

i=1,j=1.
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Etant donné une fonction v̂ ∈ L2(Ω̂), nous définissons un opérateur projectif sur l’espace
des B-splines Sh :

πSh : L2(Ω̂)→ Sh,πSh v̂ :=

n1,n2∑
i=1,j=1

ϕ(v̂)N(i,j),(p1,p2),

où la fonctionelle linéaire ϕ ∈ L2(Ω̂)′ détermine la base duale pour l’ensemble des
B-splines.

L’opérateur projectif sur l’espace des B-splines Vh, est défini comme le push-forward de
l’operateur πSh .

πh : L2(Ω)→ Vh,πhv := (πSh(v̂)) ◦ F−1

Nous définissons pour chaque élément physique K ∈ τh un pas :

hK = ‖∇F‖L∞(Q)hQ. (2.56)

Posons :

– Fh := Fbh ∪ Fih.

– ∀T ∈ τh,FT = {F ∈ Fh,F ⊂ ∂T}.

Définition 8. Soit v une fonction scalaire définie sur Ω. Soit F ∈ Fih avec F = ∂T1∩∂T2.

Pour presque tout x ∈ F, la moyenne de v est définie par :

{{v}}F (x) :=
1

2
(v/T1(x) + v/T2(x)) (2.57)

le saut de v est défini par :

[v] = nF (v/T1 − v/T2) (2.58)

Pour presque tout x ∈ F, avec F ∈ Fbh,F = ∂T ∩ ∂Ω,

{{v}}F (x) = [v]F (x) := v/T (x)

– Soit β une fonction lipschitzienne i.e

∃Lβ,∀(x,y) ∈ Ω2,‖β(x)− β(y)‖ ≤ Lβ‖x− y‖

Où ‖x− y‖ est la norme Euclidienne de (x− y) dans IR2.

– Posons τc :=
1

max{‖∇.β‖L∞(Ω);Lβ}
et βc := ‖β‖L∞(Ω)

– Posons τ? := min(tF ,τc)

– On suppose que h ≤ βcτ?
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– Soit PΩ = {Ωi}1≤i≤NΩ
une partition de Ω telle que pour la solution exacte u,

u ∈ V? = V ∩H
1
2

+ε(PΩ),ε > 0 [41]

Posons V?h := V? + Vh

On définit l’opérateur discret Ah : V?h → Vh tel que ∀(v,wh) ∈ V?h × Vh,

(Ahv,wh)L2(Ω) =

∫
Ω

∇.(βv)wh +

∫
∂Ω

(β.n)	vwh [41]

(Ahvh,vh)L2(Ω) =

∫
Ω

∇.(βvh)vh +

∫
∂Ω

(β.n)	v2
h

=

∫
Ω

(∇.β)v2
h +

∫
Ω

(β.∇vh)vh +

∫
∂Ω

(β.n)	v2
h

∫
Ω

(β.∇vh)vh =
∑
T∈τh

∫
T

(β.∇vh)vh

∫
T

(β.∇vh)vh =
1

2

(∫
∂T

(β.n)v2
h −

∫
T

(∇.β)v2
h

)
( Intégration par parties )

∑
T∈τh

∫
T

(β.∇vh)vh =
1

2

∑
T∈τh

∫
∂T

(β.n)v2
h −

1

2

∑
T∈τh

∫
T

(∇.β)v2
h

=
1

2

∑
F∈Fih

∫
F

(β.n)[v2
h] +

1

2

∑
F∈Fbh

∫
F

(β.n)v2
h −

1

2

∑
T∈τh

∫
T

(∇.β)v2
h

=
1

2

∑
F∈Fih

∫
F

(β.n)[v2
h] +

1

2

∫
∂Ω

(β.n)v2
h −

1

2

∫
Ω

(∇.β)v2
h
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Nous obtenons donc :

(Ahvh,vh)L2(Ω) =

∫
Ω

(
1

2
∇.β)v2

h +
1

2

∑
F∈Fih

∫
F

(β.n)[v2
h] +

∫
∂Ω

(β.n)	v2
h +

1

2

∫
∂Ω

(β.n)v2
h

(Ahvh,vh)L2(Ω) =

∫
Ω

(
1

2
∇.β)v2

h +
1

2

∑
F∈Fih

∫
F

(β.n)[v2
h] +

1

2

∫
∂Ω

|β.n|v2
h

1
2
[v2
h] = [vh]{{vh}}, donc nous avons :

(Ahvh,vh)L2(Ω) =

∫
Ω

(
1

2
∇.β)v2

h +
∑
F∈Fih

∫
F

(β.n)[vh]{{vh}}+
1

2

∫
∂Ω

|β.n|v2
h

i.e (Ahvh,vh)L2(Ω) −
∑
F∈Fih

∫
F

(β.n)[vh]{{vh}} =

∫
Ω

(
1

2
∇.β)v2

h +
1

2

∫
∂Ω

|β.n|v2
h

Dans la suite, considérons l’opérateur discret Ah : V?h → Vh tel que ∀(v,wh) ∈ V?h×Vh,

(Ahv,wh)L2(Ω) =

∫
Ω

∇.(βv)wh +

∫
∂Ω

(β.n)	vwh −
∑
F∈Fih

∫
F

(β.nF )[v]{{wh}} [41] (2.59)

Le problème discret est : chercher uh ∈ C1([0,tF ],Vh),∀vh ∈ Vh :

d

dt
(uh(t),vh)L2(Ω) + (Ahuh(t),vh)L2(Ω) = 0 (2.60)

avec Vh = Pk2(τh) = {v ∈ L2(Ω);∀T ∈ τh,v/T ∈ Pk2(T )} (2.61)

Théorème 9. Le problème discret est bien posé [41].

Discrétisation en temps

Définition 9. On appelle πh la L2(Ω) projection orthogonale sur Vh, l’application qui est
telle que :

∀v ∈ L2(Ω),πhv ∈ Vh avec (πhv,yh)L2(Ω) = (v,yh)L2(Ω),∀yh ∈ Vh (2.62)

Soit δt le pas de temps tel que tF = Nδt où N est un entier naturel.
Pour n ∈ {0; . . . ;N}, nous définissons le temps discret tn = nδt.

On pose unh = uh(t
n), où uh(tn) est la solution numérique à la date tn.
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πhu
0 est le projeté orthogonal de u0 sur Vh.

Supposons que δt ≤ τ? avec τ? = min(tF ,τc).

Nous nous intéressons au schéma explicite d’ordre 2 de la forme :

un,1h = unh − δtAhunh

un+1
h = 1

2
(unh + un,1h )− 1

2
δtAhu

n,1
h [41]

avec u0
h = πhu

0

2.7.2 La notion de flux numérique

Dans le soucis d’introduire la notion de flux numérique, nous allons considérer l’opéra-
teur discret suivant :

Ah : V?h → Vh tel que ∀(v,wh) ∈ V?h × Vh,

(Ahv,wh)L2(Ω) =

∫
Ω

∇.(βv)wh +

∫
∂Ω

(β.n)	vwh

−
∑
F∈Fih

∫
F

(β.nF )[v]{{wh}}+
∑
F∈Fih

1

2

∫
F

|β.nF |[v][wh] [41] où (β.n)	 :=
1

2
(|β.n| − β.n)

(2.63)
Le problème discret est : chercher uh ∈ C1([0,tF ],Vh),∀vh ∈ Vh :

d

dt
(uh(t),vh)L2(Ω) + (Ahuh(t),vh)L2(Ω) = 0 (2.64)

Théorème 10. Le problème discret 2.64 est bien posé [41].

Lemme 2. ∀(v,wh) ∈ V?h × Vh,

(Ahv,wh) = −
∫

Ω

(β.∇wh)v +

∫
∂Ω

(β.n)⊕vwh +
∑
F∈Fih

∫
F

(β.nF ){{v}}[wh] + [41] (2.65)

∑
F∈Fih

1

2

∫
F

|β.nF |[v][wh]

Avec (β.n)⊕ = 1
2
(|β.n|+ β.n)

Démonstration. Soit (v,wh) ∈ V?h × Vh.

Posons S =

∫
Ω

∇.(βv)wh +

∫
∂Ω

(β.n)	vwh −
∑
F∈Fih

∫
F

(β.nF )[v]{{wh}} (2.66)
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∫
Ω

∇.(βv)wh =
∑
T∈τh

∫
T

∇.(βv)wh

=
∑
T∈τh

∫
∂T

(β.n)vwh −
∑
T∈τh

∫
T

(β.∇wh)v

=
∑
F∈Fih

∫
F

(β.nF )[vwh] +
∑
F∈Fbh

∫
F

(β.nF )vwh

−
∫

Ω

(β.∇wh)v

=
∑
F∈Fih

∫
F

(β.nF )[v]{{wh}}+
∑
F∈Fih

∫
F

(β.nF )[wh]{{v}}

+
∑
F∈Fbh

∫
F

(β.nF )vwh −
∫

Ω

(β.∇wh)v

Nous obtenons donc que :

S =−
∫

Ω

(β.∇wh)v +
∑
F∈Fih

∫
F

(β.nF )[wh]{{v}}

+

∫
∂Ω

(β.n)	vwh +

∫
∂Ω

(β.n)vwh

S =−
∫

Ω

(β.∇wh)v +
∑
F∈Fih

∫
F

(β.nF ){{v}}[wh] +

∫
∂Ω

(β.n)⊕vwh

Par conséquent, nous avons :

(Ahv,wh) = −
∫

Ω

(β.∇wh)v +

∫
∂Ω

(β.n)⊕vwh +
∑
F∈Fih

∫
F

(β.nF ){{v}}[wh]+

∑
F∈Fih

1

2

∫
F

|β.nF |[v][wh]

Considérons un élément arbitraire T de notre maillage et un polynôme ξ ∈ Pk2(T ) avec
Pk2 l’espace des polynômes de degré au plus k à 2 variables.
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Pour S ⊂ Ω, notons χS la fonction caractéristique de S. En prenant la fonction test
wh = ξχT , l’utilisation de la relation 2.65 nous permet d’écrire que :

(Ahv,ξχT )L2(Ω) =−
∫

Ω

(β.∇(ξχT ))v +

∫
∂Ω

(β.n)⊕v(ξχT ) +
∑
F∈Fih

∫
F

(β.nF ){{v}}[ξχT ]+

∑
F∈Fih

1

2

∫
F

|β.nF |[v][ξχT ]

(Ahv,ξ)L2(T ) =−
∫
T

(β.∇ξ)v +
∑
F∈Fbh

∫
F

(β.n)⊕v[ξχT ]

+
∑
F∈Fih

∫
F

(β.nF ){{v}}[ξχT ] +
∑
F∈Fih

1

2

∫
F

|β.nF |[v][ξχT ]

=−
∫
T

(β.∇ξ)v +
∑
F∈Fbh

(nT .nF )

∫
F

(β.n)⊕vξ (2.67)

+
∑
F∈Fih

(nT .nF )

∫
F

(β.nF ){{v}}ξ +
∑
F∈Fih

(nT .nF )
1

2

∫
F

|β.nF |[v]ξ

car [ξχT ] = (nT .nF )ξ [41]

(Ahv,ξ)L2(T ) =−
∫
T

(β.∇ξ)v +
∑
F∈Fih

(nT .nF )

∫
F

φF (v)ξ

où φF (v) =

{
(β.nF ){{v}}+ η

2
|β.nF |[v] si F ∈ Fih

(β.n)⊕v si F ∈ Fbh
(2.68)

avec η = 1. φF est appelé le flux numérique. Dans ce cas, on dit que le flux est décentré.
Lorsque η = 0,

φF (v) =

{
(β.nF ){{v}} si F ∈ Fih

(β.n)⊕v si F ∈ Fbh
(2.69)

Dans ce cas, on parle de flux centré.

avec Vh = Pk2(τh) = {v ∈ L2(Ω);∀T ∈ τh,v/T ∈ Pk2(T )} (2.70)
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Lemme 3.

1. Pour la solution exacte, u ∈ C0([0,tF ],H1(Ω)) ∩ C1([0,tF ],L2(Ω)),

πh
d

dt
u(t) + Ahu(t) = 0,∀t ∈ [0,tF ] [41] (2.71)

2.
(Ahvh,vh)L2(Ω) = |vh|2β + (Λvh,vh)L2(Ω) [41] (2.72)

où Λ =
1

2
∇.β (2.73)

et |v|2β =

∫
∂Ω

1

2
|β.n|v2 +

∑
F∈Fih

∫
F

1

2
|β.nF |[v]2,∀v ∈ V?h (2.74)

Démonstration. 1. En se servant de l’égalité 1.14,

d

dt
(u(t),wh)L2(Ω) + (Au(t),wh)L2(Ω) = 0,∀wh ∈ Vh (2.75)

Etant donné que u ∈ C0(H1(Ω)),u(t)/∂Ω− = 0 et que [u(t)]F = 0,∀F ∈ Fih,

nous avons : (Au(t),wh)L2(Ω) = (Ahu(t),wh)L2(Ω)

Par définition de πh nous avons : (πh
d

dt
u,wh)L2(Ω) = (

d

dt
u,wh)L2(Ω)

Par conséquent, nous déduisons que :

(πh
d

dt
u(t),wh)L2(Ω) + (Ahu(t),wh)L2(Ω) = 0,∀wh ∈ Vh

i.e πh
d

dt
u(t) + Ahu(t) = 0 (2.76)

2. Soit vh ∈ V?h

(Ahvh,vh)L2(Ω) =

∫
Ω

(∇.β)v2
h +

∫
Ω

(β.∇vh)vh +

∫
∂Ω

(β.n)	v2
h

−
∑
F∈Fih

∫
F

(β.nF )[vh]{{vh}}+
∑
F∈Fih

1

2

∫
F

|β.nF |[vh]2

(2.77)
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En utilisant la formule d’intégration par parties, nous avons :∫
Ω

(β.∇vh)vh =
1

2

∫
∂Ω

(β.n)v2
h −

1

2

∫
Ω

(∇.β)v2
h

La relation 2.77 devient :

(Ahvh,vh)L2(Ω) =

∫
Ω

1

2
(∇.β)v2

h +
1

2

∫
∂Ω

(β.n)v2
h +

∫
∂Ω

(β.n)	v2
h

+
∑
F∈Fih

1

2

∫
F

|β.nF |[vh]2

(Ahvh,vh)L2(Ω) =

∫
Ω

1

2
(∇.β)v2

h +

∫
∂Ω

1

2
|β.n|v2

h+

+
∑
F∈Fih

1

2

∫
F

|β.nF |[vh]2

2.7.3 Inégalités inverse et de trace isogéométriques

Théorème 11.

∀h > 0,∀K ∈ τh et ∀vh ∈ Pk2(τh),‖∇vh‖[L2(K)]2 ≤ C?h
−1
K ‖vh‖L2(K) [24] (2.78)

où C? dépend du degré du polynôme, de la dimension du problème et de ∇F.
Théorème 12.

∀vh ∈ Pk2(τh),‖vh‖2
L2(∂K) ≤ CλQλKh

−1
K ‖vh‖

2
L2(K) [26] (2.79)

Où C dépend de p1 et p2, λQ est la constante de régularité locale de Q, et λK est la
constante de régularité de K.

Dans la suite on pose p := min(p1,p2) [5, 47]

Théorème 13. Etant donné les entiers l et s tels que 0 ≤ l ≤ s ≤ p + 1 et une fonction
u ∈ Hs(Ω), alors: ∑

K∈τh

|u− πhu|2Hl(K) ≤ Ch2(s−l)‖u‖2
Hs(Ω), [50] (2.80)

où C est indépendant de h.
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Théorème 14. Etant donné les entiers l et s tels que 0 ≤ l ≤ s ≤ p + 1 et une fonction
u ∈ Hs(Ω), alors: ∑

K∈τh

‖u− πhu‖2
L2(∂K) ≤ C max

K∈τh
(λQλK)h(2s−1)‖u‖2

Hs(Ω), (2.81)

Démonstration. Soit u ∈ Hs(Ω). En utilisant l’inégalité 2.79, nous avons :

∑
K∈τh

‖u− πhu‖2
L2(∂K) ≤ C

∑
K∈τh

λQλKh
−1
K ‖u− πhu‖

2
L2(K), (2.82)

(τh)h étant quasi-uniforme, h ≤ ChK .

(2.83)

h ≤ ChK =⇒ C−1h−1
K ≤ h−1

=⇒ h−1
K ≤ Ch−1

=⇒ Ch−1
K ≤ C2h−1

Donc
∑
K∈τh

‖u− πhu‖2
L2(∂K) ≤ C max

K∈τh
(λQλK)h−1

∑
K∈τh

‖u− πhu‖2
L2(K) (2.84)

En utilisant l’inégalité 2.80, nous avons :∑
K∈τh

‖u− πhu‖2
L2(K) ≤ Ch2s‖u‖2

Hs(Ω) (2.85)

Ainsi, nous obtenons :∑
K∈τh

‖u− πhu‖2
L2(∂K) ≤ C max

K∈τh
(λQλK)h(2s−1)‖u‖2

Hs(Ω) (2.86)

2.7.4 Inégalité de Young-Lemme de Gronwall (version discrète)

Théorème 15 (Inégalité de Young). Pour tous réels a et b, pour tout ε > 0,

ab ≤ a2

2ε
+
εb2

2
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Démonstration. On montrera que :

∀(a,b) ∈ IR2,ab ≤ a2

2
+
b2

2

De plus, en posant a =
a′√
ε
et b = b′

√
ε où a′ et b′ sont des réels, on obtiendra l’inégalité

de Young.

La version discrète du lemme de Gronwall 1 est utilisée pour étudier la stabilité des
méthodes numériques.

Théorème 16 (Lemme de Gronwall (version discrète)). Soit λ un réel positif. Soient
(hn)n,(θn)n des suites positives et (εn)n une suite réelle telles que :

θn+1 ≤ (1 + λhn)θn + εn.

Donc, nous obtenons :

θn ≤ exp(λ(tn − t0))θ0 +
n−1∑
i=0

exp(λ(tn − ti+1))εi [22]

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur n. Pour l’hypothèse d’ hérédité,
on utilisera l’inégalité suivante :

1 + λhn ≤ exp(λhn).

2.7.5 Equations d’erreur

Théorème 17. Posons

εnh := unh − πhun (2.87)

εnπ := un − πhun (2.88)

ζnh := wnh − πhwn (2.89)

ζnπ := wn − πhwn (2.90)

avec w := u+ δt
d

dt
u [41] (2.91)

1. Le lemme de Gronwall a été établie par thomas Hakon Gronwall en 1919.
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unh est la solution numérique uh à la date tn.
πhu

n est le projeté orthogonal de un sur Vh.
un est la solution exacte à la date tn.
De 2.87 et 2.88, nous avons un − unh = εnπ − εnh
De 2.89 et 2.90, nous avons wn − wnh = ζnπ − ζnh
Nous obtenons alors :

ζnh = εnh − δtAhεnh + δtαnh [41] (2.92)

εn+1
h =

1

2
(εnh + ζnh )− 1

2
δtAhζ

n
h +

1

2
δtβnh [41] (2.93)

où αnh = Ahε
n
π (2.94)

βnh = Ahζ
n
π − πhθn (2.95)

et θn =
1

δt

∫ tn+1

tn
(tn+1 − t)2 d

dt3

3

undt (2.96)

Démonstration.

wn = un + δt
d

dt
un =⇒ πhw

n = πhu
n + δtπh

d

dt
unt

Sachant que πh
d

dt
u(t) + Ahu(t) = 0, nous obtenons que πh

d

dt
u(t) = −Ahu(t)

donc πhwn = πhu
n − δtAhun.

De plus, en se référant au schéma RK2, wnh = unh − δtAhunh
Par conséquent, nous obtenons :
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ζnh = wnh − πhwn

= unh − δtAhunh − (πhu
n − δtAhun)

= unh − πhun − δtAhunh + δtAhu
n

= unh − πhun − δtAhunh + δtAhu
n − δtAhπhun + δtAhπhu

n

= unh − πhun − δtAh(unh − πhun) + δtAh(u
n − πhun)

= εnh − δtAhεnh + δtAhε
n
π

ζnh = εnh − δtAhεnh + δtαnh

Montrons la deuxième égalité.
En appliquant la formule de Taylor, nous avons :

un+1 = un + δt
d

dt
un +

1

2
δt2

d

dt2

2

un +
δt

2
θn

un+1 = wn +
1

2
δt2

d

dt2

2

un +
δt

2
θn

Par conséquent, nous obtenons :

πhu
n+1 = πhw

n +
δt2

2
πh

d

dt

2

un +
δt

2
πhθ

n (2.97)

πhw
n =

1

2
πhw

n +
1

2
πhw

n

=
1

2
πhu

n − δt

2
Ahu

n +
1

2
πhw

n

πhw
n =

1

2
(πhu

n + πhw
n)− δt

2
Ahu

n

L’ égalité 2.97 devient:

πhu
n+1 =

1

2
(πhu

n + πhw
n)− δt

2
Ahu

n +
δt2

2
πh

d

dt2

2

un +
δt

2
πhθ

n (2.98)

De plus, nous avons :
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δtπh
d

dt2

2

un = δtπh
d

dt

(
d

dt
un
)

= δt
d

dt
(πh

d

dt
un)

= δt
d

dt
(−Ahun)

= −δtAh
d

dt
un

= −Ah(δt
d

dt
un)

δtπh
d

dt2

2

un = −Ah(wn − un) car wn = un + δt
d

dt
un

L’ égalité 2.98 devient :

πhu
n+1 =

1

2
(πhu

n + πhw
n)− δt

2
Ahu

n − δt

2
Ah(w

n − un) +
δt

2
πhθ

n (2.99)

Sachant que

un+1
h =

1

2
(unh + wnh)− δt

2
Ahw

n
h ,

εn+1
h = un+1

h − πhun+1

=
1

2
(εnh + ζnh )− δt

2
Ahw

n
h +

δt

2
Ahw

n − δt

2
πhθ

n

Or, nous avons

−δt
2
Ahw

n
h +

δt

2
Ahw

n = −δt
2
Ahw

n
h −

δt

2
Ahπhw

n +
δt

2
Ahπhw

n +
δt

2
Ahw

n

= −δt
2
Ah(w

n
h − πhwn) +

δt

2
Ah(w

n − πhwn)

−δt
2
Ahw

n
h +

δt

2
Ahw

n = −δt
2
Ah(ζ

n
h ) +

δt

2
Ah(ζ

n
π )

Ainsi nous déduisons que :
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εn+1
h =

1

2
(εnh + ζnh )− δt

2
Ah(ζ

n
h ) +

δt

2
Ah(ζ

n
π )− δt

2
πhθ

n

Par conséquent, nous obtenons que :

εn+1
h =

1

2
(εnh + ζnh )− 1

2
δtAhζ

n
h +

1

2
δtβnh [41] (2.100)

où αnh = Ahε
n
π (2.101)

βnh = Ahζ
n
π − πhθn (2.102)

2.7.6 Egalité d’energie

Théorème 18. On suppose que :

ζnh = εnh − δtAhεnh + δtαnh

et εn+1
h =

1

2
(εnh + ζnh )− 1

2
δtAhζ

n
h +

1

2
δtβnh

Alors :

‖εn+1
h ‖2

L2(Ω) − ‖εnh‖2
L2(Ω) + δt|εnh|2β + δt|ζnh |2β = ‖εn+1

h − ζnh‖2
L2(Ω) + δt(αnh,ε

n
h)L2(Ω)

+ δt(βnh ,ζ
n
h )L2(Ω) − Λn

h [41] (2.103)

avec Λn
h = δt(Λεnh,ε

n
h)L2(Ω) + δt(Λζnh ,ζ

n
h )L2(Ω) (2.104)

et Λ =
1

2
∇.β (2.105)

Démonstration.
ζnh = εnh − δtAhεnh + δtαnh

Donc, nous obtenons :

(ζnh ,ε
n
h)L2(Ω) = ‖εnh‖2

L2(Ω) − δt(Ahεnh,εnh)L2(Ω) + δt(αnh,ε
n
h)L2(Ω) (2.106)
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εn+1
h =

1

2
(εnh + ζnh )− 1

2
δtAhζ

n
h +

1

2
δtβnh (2.107)

Ainsi, nous avons :

(εn+1
h ,2ζnh )L2(Ω) =

1

2
(εnh,2ζ

n
h )L2(Ω) +

1

2
(ζnh ,2ζ

n
h )L2(Ω)−

δt

2
(Ahζ

n
h ,2ζ

n
h )L2(Ω) +

1

2
δt(βnh ,2ζ

n
h )L2(Ω) (2.108)

2(εn+1
h ,ζnh )L2(Ω) = (εnh,ζ

n
h )L2(Ω) + ‖ζnh‖2

L2(Ω) − δt(Ahζnh ,ζnh )L2(Ω) + δt(βnh ,ζ
n
h )L2(Ω) (2.109)

En utilisant les égalités 2.106 et 2.109, nous déduisons que :

2(εn+1
h ,ζnh )L2(Ω) = ‖εnh‖2

L2(Ω) − δt(Ahεnh,εnh)L2(Ω) + δt(αnh,ε
n
h)L2(Ω)+

‖ζnh‖2
L2(Ω) − δt(Ahζnh ,ζnh )L2(Ω) + δt(βnh ,ζ

n
h )L2(Ω) (2.110)

Sachant que
(Ahvh,vh)L2(Ω) = |vh|2β + (Λζnh ,ζ

n
h )L2(Ω)

Nous pouvons écrire que :
(Ahζ

n
h ,ζ

n
h )L2(Ω) = |ζnh |2β + (Λζnh ,ζ

n
h )L2(Ω)

(Ahε
n
h,ε

n
h)L2(Ω) = |εnh|2β + (Λεnh,ε

n
h)L2(Ω)

L’ égalité 2.110 devient :

2(εn+1
h ,ζnh )L2(Ω) = ‖ζnh‖2

L2(Ω) + ‖εnh‖2
L2(Ω) + δt(αnh,ε

n
h)L2(Ω)

+ δt(βnh ,ζ
n
h )L2(Ω) − δt|ζnh |2β − δt|εnh|2β − Λn

h (2.111)

2(εn+1
h ,ζnh )L2(Ω) − ‖ζnh‖2

L2(Ω) = ‖εnh‖2
L2(Ω) + δt(αnh,ε

n
h)L2(Ω)

+ δt(βnh ,ζ
n
h )L2(Ω) − δt|ζnh |2β − δt|εnh|2β − Λn

h (2.112)

Etant donné que 2ab = a2 + b2 − (a− b)2, nous obtenons que :

2(εn+1
h ,ζnh )L2(Ω) = ‖εn+1

h ‖2
L2(Ω) + ‖ζnh‖2

L2(Ω) − ‖(εn+1
h − ζnh )‖2

L2(Ω) (2.113)

2(εn+1
h ,ζnh )L2(Ω) − ‖ζnh‖2

L2(Ω) = ‖εn+1
h ‖2

L2(Ω) − ‖(εn+1
h − ζnh )‖2

L2(Ω) (2.114)
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De 2.112 et 2.114, on a :

‖εn+1
h ‖2

L2(Ω) − ‖(εn+1
h − ζnh )‖2

L2(Ω) = ‖εnh‖2
L2(Ω) + δt(αnh,ε

n
h)L2(Ω) + δt(βnh ,ζ

n
h )L2(Ω)

− δt|ζnh |2β − δt|εnh|2β − Λn
h (2.115)

Nous pouvons déduire que

‖εn+1
h ‖2

L2(Ω) − ‖εnh‖2
L2(Ω) + δt|εnh|2β + δt|ζnh |2β = ‖εn+1

h − ζnh‖2
L2(Ω) + δt(αnh,ε

n
h)L2(Ω)

+ δt(βnh ,ζ
n
h )L2(Ω) − Λn

h

2.7.7 Estimation de stabilité

∀v ∈ V?h, posons :

‖v‖2
?? = ‖v‖2

uwb,? + βch‖∇v‖2
L2(Ω) [41] (2.116)

‖v‖2
uwb,? = ‖v‖2

uwb +
∑
K∈τh

βc‖v‖2
L2(∂K) [41] (2.117)

‖v‖2
uwb =

1

τc
‖v‖2

L2(Ω) + |v|2β [41] (2.118)

En
h = ‖εnπ‖?? + ‖ζnπ‖?? + τ

1
2
? ‖

d

dt3

3

u‖C0(L2(Ω))δt
2 + τ

− 1
2

? ‖εnh‖L2(Ω) [41] (2.119)

Par convention, a . b ⇐⇒ ∃C indépendante de β,h,δt tel que a ≤ Cb [41]

Lemme 4. ∀(v,wh) ∈ H1(Ω)× Vh,

(Ah(v − πhv),wh)L2(Ω) . ‖v − πhv‖uwb,?‖wh‖uwb (2.120)

Démonstration. Soit (v,wh) ∈ H1(Ω)× Vh. Posons y = v − πhv
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D’après la relation 2.65

(Ahy,wh) = −
∫

Ω

(β.∇wh)y +

∫
∂Ω

(β.n)⊕ywh +
∑
F∈Fih

∫
F

(β.nF ){{y}}[wh]+

∑
F∈Fih

1

2

∫
F

|β.nF |[y][wh]

∫
∂Ω

|(β.n)⊕ywh| ≤
∫
∂Ω

|(β.n)||ywh| (2.121)

≤ 2

(
1

2

∫
∂Ω

|(β.n)|y2

) 1
2
(

1

2

∫
∂Ω

|(β.n)|w2
h

) 1
2

(Inégalité de cauchy-schwarz)

≤ 2‖y‖uwb‖wh‖uwb
≤ 2‖y‖uwb,?‖wh‖uwb

Soit 〈β〉K la valeur moyenne de β sur chaque K. Nous obtenons :

‖β − 〈β〉K‖L∞(K) ≤ LβhK car β est une fonction lipschitzienne

‖β − 〈β〉K‖L∞(K) ≤ τ−1
c hK car τc :=

1

max{‖∇.β‖L∞(Ω);Lβ}

〈β〉K .∇wh ∈ Pk−1
2 (K) ⊂ Pk2(K)

Donc nous avons :

∀K ∈ τh,
∫
K

y〈β〉K .∇wh = 0 par définition de πh

Ainsi, nous obtenons :

∫
K

y〈β〉K .∇wh =
∑
K∈τh

∫
K

yβ.∇wh (2.122)

=
∑
K∈τh

∫
K

y(β − 〈β〉K).∇wh

≤
∑
K∈τh

‖y‖L2(K)τ
−1
c hK‖∇wh‖[L2(K)]2
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D’après l’ inégalité inverse 2.78, hK‖∇wh‖[L2(K)]2 ≤ C‖wh‖L2(K)

Par conséquent,

∫
K

yβ∇wh ≤ C
∑
K∈τh

‖y‖L2(K)τ
−1
c ‖wh‖L2(K)

≤ C
∑
K∈τh

1

τ
1
2
c

‖y‖L2(K)

1

τ
1
2
c

‖wh‖L2(K)

≤ C

(∑
K∈τh

1

τc
‖y‖2

L2(K)

) 1
2
(∑
K∈τh

1

τc
‖wh‖2

L2(K)

) 1
2

≤ C

(
1

τc
‖y‖2

L2(Ω)

) 1
2
(

1

τc
‖wh‖2

L2(Ω)

) 1
2

≤ C‖y‖uwb‖wh‖uwb
≤ C‖y‖uwb,?‖wh‖uwb

De plus,

∑
F∈Fih

∫
F

|(β.nF ){{y}}[wh]| ≤

∑
F∈Fih

2

∫
F

|β.nF |{{y}}2

 1
2
∑
F∈Fih

1

2

∫
F

|β.nF |[wh]2
 1

2

∀F ∈ Fih avec F = ∂K1 ∩ ∂K2, posons yi = y/Ki ,i = 1,2

2{{y}}2 = 2

(
1

2
(y1 + y2)

)2

=
1

2
(y1 + y2)2

≤ y2
1 + y2

2
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Ainsi,

∑
F∈Fih

2

∫
F

|β.nF |{{y}}2 ≤ βc
∑
F∈Fih

∫
F

2{{y}}2

≤ βc

∑
F∈Fih

∫
F

y2
1 +

∑
F∈Fih

∫
F

y2
2


≤ βc

∑
K∈τh

‖y‖2
L2(∂K)∑

F∈Fih

2

∫
F

|β.nF |{{y}}2

 1
2

≤

(∑
K∈τh

βc‖y‖2
L2(∂K)

) 1
2

≤ ‖y‖uwb,?

∑
F∈Fih

1

2

∫
F

|β.nF |[wh]2
 1

2

≤ |wh|β ≤ ‖wh‖uwb

D’où ∑
F∈Fih

∫
F

|(β.nF ){{y}}[wh]| ≤ ‖y‖uwb,?‖wh‖uwb (2.123)

En plus,

∑
F∈Fih

1

2

∫
F

|β.nF |[y][wh] ≤

∑
F∈Fih

∫
F

1

2
|β.nF |[y]2

 1
2
∑
F∈Fih

∫
F

1

2
|β.nF |[wh]2

 1
2

≤ ‖y‖uwb,?‖wh‖uwb

Par conséquent, nous pouvons déduire le résultat suivant :

(Ah(v − πhv),wh)L2(Ω) . ‖v − πhv‖uwb,?‖wh‖uwb (2.124)
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Lemme 5.

∀v ∈ V?h,‖Ahv‖L2(Ω) . rβ
1
2
c h
− 1

2‖v‖?? avec r = max

(
1,
√

max
K∈τh

(λQλK)

)
(2.125)

Démonstration. En se servant de la relation 2.63,
∀(v,wh) ∈ V?h × Vh,

(Ahv,wh)L2(Ω) =

∫
Ω

(β.∇v)wh +

∫
Ω

(∇.β)vwh +

∫
∂Ω

(β.n)	vwh

−
∑
F∈Fih

∫
F

(β.nF )[v]{{wh}}+
∑
F∈Fih

1

2

∫
F

|β.nF |[v][wh] [41] (2.126)

∫
Ω

|(β.∇v)wh| ≤ βc‖∇v‖[L2(Ω)]2‖wh‖L2(Ω)

∫
Ω

(∇.β)vwh ≤ ‖∇.β‖L∞‖v‖L2(Ω)‖wh‖L2(Ω)

≤ 1

τc
‖v‖L2(Ω)‖wh‖L2(Ω)

car τc :=
1

max{‖∇.β‖L∞(Ω);Lβ}

∫
∂Ω

|(β.n)	vwh| ≤
√

2|v|β
(∫

∂Ω

|β.n|w2
h

) 1
2

(Inégalité de Cauchy Schwarz)

≤
√

2β
1
2
c |v|β‖wh‖L2(∂Ω)

≤ C
√

2m
1
2β

1
2
c h
− 1

2 |v|β‖wh‖L2(Ω) d’ après l’ inégalité inverse 2.79

avec m = max
K∈τh

(λQλK)

96



1

2

∑
F∈Fih

∫
F

|β.nF |[v][wh] ≤ |v|β

1

2

∑
F∈Fih

∫
F

|β.nF |[wh]2
 1

2

≤ β
1
2
c |v|β

(∑
T∈τh

‖wh‖2
L2(∂K)

) 1
2

≤ β
1
2
c |v|β‖wh‖L2(∂Ω)

≤ Cm
1
2β

1
2
c h
− 1

2 |v|β‖wh‖L2(Ω) d’ après l’ inégalité inverse 2.79

∑
F∈Fih

∫
F

|β.nF |[v]{{wh}} ≤ |v|β

2
∑
F∈Fih

∫
F

|β.nF |{{wh}}2

 1
2

≤ |v|ββ
1
2
c ‖wh‖L2(∂Ω)

≤ Cm
1
2β

1
2
c h
− 1

2 |v|β‖wh‖L2(Ω)

Nous avons donc :

(Ahv,wh)L2(Ω) ≤
(

1

τc
‖v‖L2(Ω) + βc‖∇v‖[L2(Ω)]2 + 2C

√
2m

1
2β

1
2
c h
− 1

2 |v|β
)
‖wh‖L2(Ω) (2.127)

posons r = max
(

1,m
1
2

)
L’inégalité devient :

(Ahv,wh)L2(Ω) . rβ
1
2
c h
− 1

2

(
β
− 1

2
c h

1
2

1

τc
‖v‖L2(Ω) + β

1
2
c h

1
2‖∇v‖[L2(Ω)]2 + |v|β

)
‖wh‖L2(Ω)

(2.128)
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h ≤ βcτ? =⇒ h ≤ βcτc

=⇒ β−1
c h ≤ τc

=⇒ β
− 1

2
c h

1
2 ≤ τ

1
2
c

=⇒ β
− 1

2
c h

1
2

1

τc
≤ 1

τ
1
2
c

Nous pouvons en déduire que

(Ahv,wh)L2(Ω) . rβ
1
2
c h
− 1

2‖v‖??‖wh‖L2(Ω) (2.129)

Etant donné que

‖Ahv‖L2(Ω) = sup
wh∈Vh−{0}

(Ahv,wh)L2(Ω)

‖wh‖L2(Ω)

Nous obtenons par conséquent :

‖Ahv‖L2(Ω) . rβ
1
2
c h
− 1

2‖v‖??

avec r = max

(
1,
√

max
K∈τh

(λQλK)

)
Lemme 6.

‖vh‖?? . rβ
1
2
c h
− 1

2‖vh‖L2(Ω),∀vh ∈ Vh (2.130)

Démonstration. ∀vh ∈ V?h,

‖vh‖2
?? = ‖vh‖2

uwb,? + βch‖∇vh‖2
[L2(Ω)]2 (2.131)

‖vh‖2
uwb,? = ‖vh‖2

uwb +
∑
K∈τh

βc‖vh‖2
L2(∂K) (2.132)

‖vh‖2
uwb =

1

τc
‖vh‖2

L2(Ω) + |vh|2β (2.133)

|vh|2β =

∫
∂Ω

1

2
|β.n|v2

h +
∑
F∈Fih

∫
F

1

2
|β.nF |[vh]2 (2.134)

∫
∂Ω

1

2
|β.n|v2

h ≤
1

2
βc‖vh‖2

L2(∂Ω)

. mβch
−1‖vh‖2

L2(Ω)
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Soit F ∈ Fih avec F = ∂K1 ∩ ∂K2, posons vi = vh/Ki ,i = 1,2

1

2
[vh]

2 ≤ v2
1 + v2

2 =⇒
∑
F∈Fih

∫
F

1

2
|β.nF |[vh]2 ≤ βc

∑
F∈Fih

∫
F

v2
1 +

∑
F∈Fih

∫
F

v2
2


=⇒

∑
F∈Fih

∫
F

1

2
|β.nF |[vh]2 ≤ βc

∑
K∈τh

‖v‖2
L2(∂K)

=⇒
∑
F∈Fih

∫
F

1

2
|β.nF |[vh]2 ≤ mβch

−1‖vh‖2
L2(Ω)

Donc, nous déduisons que :

|vh|2β . mβch
−1‖vh‖2

L2(Ω) (2.135)

h ≤ βcτ? =⇒ h ≤ βcτc

=⇒ 1

τc
≤ βch

−1

D’où
1

τc
‖vh‖2

L2(Ω) ≤ βch
−1‖vh‖2

L2(Ω)

Donc en posant q = max(1,m)

‖vh‖2
uwb . qβch

−1‖vh‖2
L2(Ω) (2.136)

En se servant de l’inégalité inverse 2.78, nous avons :

βch‖∇vh‖2
[L2(Ω)]2 . βchh

−2‖vh‖2
L2(Ω)

≤ βch
−1‖vh‖2

L2(Ω)

En utilisant l’inégalité inverse 2.79, nous avons :

‖vh‖2
L2(∂K) . mh−1‖vh‖2

L2(K)
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Donc, ∑
T∈τh

βc‖vh‖2
L2(∂K) . mβch

−1‖vh‖2
L2(Ω)

D’où
‖vh‖2

?? . qβch
−1‖vh‖2

L2(Ω)

C ’est à dire que

‖vh‖?? . q
1
2β

1
2
c h
− 1

2‖vh‖L2(Ω)

Ainsi,

‖vh‖?? . rβ
1
2
c h
− 1

2‖vh‖L2(Ω)

Lemme 7.
∀vh ∈ Vh,‖Ahv‖L2(Ω) . r2βch

−1‖vh‖L2(Ω) (2.137)

Démonstration. Ce résultat est obtenu en utilisant les inégalités 2.125 et 2.130

Lemme 8. Supposons que la condition CFL est vérifiée :

δt ≤ %
h

βc
pour un certain réel positif %. (2.138)

Alors,

1.
δt

1
2‖αnh‖L2(Ω) . rEn

h (2.139)

2.
δt

1
2‖βnh‖L2(Ω) . rEn

h (2.140)

3.
‖ζnh‖L2(Ω) . r2

(
‖εnh‖L2(Ω) + δt

1
2‖επn‖??

)
(2.141)

4.
Λn
h . r4δt(En

h )2 (2.142)

5.
δt(αnh,ε

n
h)L2(Ω) −

δt

2
|εnh|2β . δt(En

h )2 (2.143)

6.
δt(βnh ,ζ

n
h )L2(Ω) −

δt

2
|ζnh |2β . r4δt(En

h )2 (2.144)
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Démonstration. 1. De la relation 2.101, nous avons :

δt
1
2‖αnh‖L2(Ω) = δt

1
2‖Ahεnπ‖L2(Ω)

. rδt
1
2β

1
2
c h
− 1

2‖εnπ‖?? en utilisant la relation 2.125

En se servant de la condition CFL, nous obtenons :

δt .
h

βc
=⇒ δt

1
2 . h

1
2β
− 1

2
c

=⇒ δt
1
2h−

1
2β

1
2
c . 1

Ainsi δt
1
2‖αnh‖L2(Ω) . r‖εnπ‖?? (2.145)

δt
1
2‖αnh‖L2(Ω) . rEn

h

2. De l’égalité 2.102, nous avons :

δt
1
2‖βnh‖L2(Ω) ≤ δt

1
2‖Ahζnπ‖L2(Ω) + δt

1
2‖πhθn‖L2(Ω)

δt
1
2‖Ahζnπ‖L2(Ω) . rδt

1
2h−

1
2β

1
2
c ‖ζnπ‖??

. r‖ζnπ‖??
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‖πhθn‖2
L2(Ω) ≤ ‖θn‖2

L2(Ω)

≤
∫

Ω

δt−2

(∫ tn+1

tn
(tn+1 − tn)2 d

dt3

3

u(t)dt

)2

dx

≤ δt−2

∫
Ω

(∫ tn+1

tn
(tn+1 − tn)4dt

)(∫ tn+1

tn
| d
dt3

3

u(t)|2dt

)
dx

≤ 1

5
δt3
∫

Ω

∫ tn+1

tn
| d
dt3

3

u(t)|2dtdx

≤ 1

5
δt4 max

t∈[tn;tn+1]
‖ d
dt3

3

u‖2
L2(Ω)

donc ‖πhθn‖L2(Ω) . δt2Cu

avec Cu = max
t∈[tn;tn+1]

‖ d
dt3

3

u‖L2(Ω)

Par conséquent,

δt
1
2‖βnh‖L2(Ω) . r‖ζnπ‖?? + δt

1
2Cuδt

2

. r
(
‖ζnπ‖?? + δt

1
2Cuδt

2
)

car 1 ≤ r

. rEn
h car δt ≤ τ?

3.

‖ζnh‖L2(Ω) ≤ ‖εnh‖L2(Ω) + δt‖Ahεnh‖L2(Ω) + δt‖αnh‖L2(Ω)

. ‖εnh‖L2(Ω) + r2δtβch
−1‖εnh‖L2(Ω) + δt

1
2 r‖εnπ‖??

. ‖εnh‖L2(Ω) + r2‖εnh‖L2(Ω) + δt
1
2 r‖εnπ‖??

‖ζnh‖L2(Ω) . r2
(
‖εnh‖L2(Ω) + δt

1
2‖εnπ‖??

)
(2.146)

4. De l’inégalité 2.146, on a :

‖ζnh‖2
L2(Ω) . r4

(
‖εnh‖2

L2(Ω) + δt‖εnπ‖2
??

)
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D’où δtτ−1
c ‖ζnh‖2

L2(Ω) . r4
(
δtτ−1

c ‖εnh‖2
L2(Ω) + δt2τ−1

c ‖εnπ‖2
??

)
. r4δt

(
τ−1
c ‖εnh‖2

L2(Ω) + δtτ−1
c ‖εnπ‖2

??

)
. r4δt

(
τ−1
c ‖εnh‖2

L2(Ω) + ‖εnπ‖2
??

)
car δtτ−1

c ≤ 1

δtτ−1
c ‖ζnh‖2

L2(Ω) . r4δt(En
h )2

En utilisant la relation 2.104 et l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons :

Λn
h ≤ δt‖Λ‖L∞(Ω)‖εnh‖2

L2(Ω) + δt‖Λ‖L∞(Ω)‖ζnh‖2
L2(Ω)

Λn
h ≤ δtτ−1

c ‖εnh‖2
L2(Ω) + δtτ−1

c ‖ζnh‖2
L2(Ω) car ‖Λ‖L∞(Ω) ≤ τ−1

c

. δtτ−1
c ‖εnh‖2

L2(Ω) + r4δt(En
h )2

. r4δtτ−1
c ‖εnh‖2

L2(Ω) + r4δt(En
h )2 car 1 ≤ r4

. r4δt
(
τ−1
c ‖εnh‖2

L2(Ω) + (En
h )2
)

Λn
h . r4δt(En

h )2

5.

δt(αnh,ε
n
h)L2(Ω) = δt(Ahε

n
π,ε

n
h)L2(Ω)

. δt‖εnπ‖uwb,?‖εnh‖uwb en utilisant l’inégalité 2.120

. δt‖εnπ‖??

(
1

τ
1
2
c

‖εnh‖L2(Ω) + |εnh|β

)
car ‖εnπ‖uwb,? ≤ ‖εnπ‖??

En utilisant l’inégalité de Young, nous avons :

δt(αnh,ε
n
h)L2(Ω) . δt

(
‖εnπ‖2

??

2
+

1

2τc
‖εnh‖2

L2(Ω) +
‖εnπ‖2

??

2
+

1

2
|εnh|2β

)
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Donc

δt(αnh,ε
n
h)L2(Ω) −

δt

2
|εnh|2β . δt

(
‖εnπ‖2

?? +
1

τc
‖εnh‖2

L2(Ω)

)
. δt

(
‖εnπ‖2

?? +
1

τc
‖εnh‖2

L2(Ω)

)
. δt

(
‖εnπ‖2

?? +
1

τc
‖εnh‖2

L2(Ω)

)
. δt

(
‖εnπ‖2

?? +
1

τc
‖εnh‖2

L2(Ω)

)
δt(αnh,ε

n
h)L2(Ω) −

δt

2
|εnh|2β . δt(En

h )2

6.

δt(βnh ,ζ
n
h )L2(Ω) = δt(Ahζ

n
π − πhθn,ζnh )L2(Ω)

. δt(Ahζ
n
π ,ζ

n
h )L2(Ω) + δt(−πhθn,ζnh )L2(Ω)

. δt‖ζnπ‖??‖ζnh‖uwb + δt‖πhθn‖L2(Ω)‖ζnh‖L2(Ω)

. δt‖ζnπ‖??

(
|ζnh |β +

1

τ
1
2
c

‖ζnh‖L2(Ω)

)
+ δt3Cu‖ζnh‖L2(Ω)

Ainsi, nous obtenons :

δt(βnh ,ζ
n
h )L2(Ω) −

δt

2
|ζnh |2β . δt

(
‖ζnπ‖2

?? +
1

τc
‖ζnh‖2

L2(Ω)

)
+ δt3Cu‖ζnh‖L2(Ω)

. δt‖ζnπ‖2
?? + δtτ−1

c ‖ζnh‖2
L2(Ω) + δt3Cu‖ζnh‖L2(Ω)

En se servant de l’inégalité 2.146, nous obtenons :

δt(βnh ,ζ
n
h )L2(Ω) −

δt

2
|ζnh |2β . δt‖ζnπ‖2

?? + r4δtτ−1
c ‖εnh‖2

L2(Ω)+

r4δt‖εnπ‖2
?? + r2Cuδt

3‖εnh‖L2(Ω) + r2Cuδt
3δt

1
2‖εnπ‖??

. r4δt
(
‖ζnπ‖2

?? + τ−1
c ‖εnh‖2

L2(Ω) + ‖εnπ‖2
?? + Cuδt

2‖εnh‖L2(Ω)

)
+ r4δt

(
Cuδt

2δt
1
2‖εnπ‖??

)

Cuδt
2‖εnh‖L2(Ω) ≤ 2(τ

1
2
? Cuδt

2)(τ
− 1

2
? ‖εnh‖L2(Ω))
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Cuδt
2δt

1
2‖εnπ‖?? ≤ 2(τ

1
2
? Cuδt

2)(‖εnπ‖??)

En se référant à l’expression de En
h , nous pouvons déduire que :

δt(βnh ,ζ
n
h )L2(Ω) −

δt

2
|ζnh |2β . r4δt(En

h )2

Lemme 9. Supposons que u ∈ C3(L2(Ω)) ∩ C0(H1(Ω)).
Supposons que la condition CFL est vérifiée :

δt ≤ %
h

βc
pour un certain réel positif %. (2.147)

Alors ‖εn+1
h ‖2

L2(Ω) − ‖εnh‖2
L2(Ω) +

δt

2
|εnh|2β +

δt

2
|ζnh |2β ≤ ‖εn+1

h − ζnh‖2
L2(Ω) + Cr4δt(En

h )2

(2.148)

où C ne dépend pas de h,δt et β.

Démonstration. En utilisant l’egalité 2.103 et les inégalités 2.143 et 2.144, nous obtenons :

‖εn+1
h ‖2

L2(Ω) − ‖εnh‖2
L2(Ω) +

δt

2
|εnh|2β +

δt

2
|ζnh |2β ≤ ‖εn+1

h − ζnh‖2
L2(Ω) + Cr4δt(En

h )2

(2.149)

Lemme 10. (Lemme de stabilité, k ≥ 2) Supposons que u ∈ C3(L2(Ω)) ∩ C0(H1(Ω)).
Supposons la 4

3
CFL Condition :

δt ≤ %′τ
− 1

3
?

(
h

βc

) 4
3

pour un certain réel positif %′ (2.150)

Alors ‖εn+1
h ‖2

L2(Ω) − ‖εnh‖2
L2(Ω) +

δt

2
|εnh|2β +

δt

2
|ζnh |2β ≤ Cr8δt(En

h )2 (2.151)

Démonstration. D’après 2.92 et 18

ζnh = εnh − δtAhεnh + δtαnh
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εn+1
h =

1

2
(εnh + ζnh )− 1

2
δtAhζ

n
h +

1

2
δtβnh

Ainsi εnh + ζnh = 2εnh − δtAhεnh + δtαnh

Donc
1

2
(εnh + ζnh ) = εnh −

1

2
δtAhε

n
h +

1

2
δtαnh

Par conséquent, εn+1
h = εnh −

1

2
δtAhε

n
h +

1

2
δtαnh −

1

2
δtAhζ

n
h +

1

2
δtβnh

De plus, εnh = ζnh + δtAhε
n
h − δtαnh

Donc εn+1
h = ζnh + δtAhε

n
h − δtαnh −

1

2
δtAhε

n
h +

1

2
δtαnh −

1

2
δtAhζ

n
h +

1

2
δtβnh

εn+1
h = ζnh +

1

2
δtAhε

n
h −

1

2
δtαnh −

1

2
δtAhζ

n
h +

1

2
δtβnh

εn+1
h = ζnh −

1

2
δtAh(ζ

n
h − εnh) +

1

2
δt(βnh − αnh) (2.152)

D’ après 2.92,
ζnh − εnh = −δtAhεnh + δtαnh

D’où
Ah(ζ

n
h − εnh) = −δt(Ah)2εnh + δtAhα

n
h

i.e − 1

2
δtAh(ζ

n
h − εnh) =

1

2
δt2(Ah)

2εnh −
1

2
δt2Ahα

n
h

Ainsi εn+1
h = ζnh +

1

2
δt2(Ah)

2εnh −
1

2
δt2Ahα

n
h +

1

2
δt(βnh − αnh)

i.e εn+1
h − ζnh =

1

2
δt2(Ah)

2εnh +
1

2
δt(βnh − αnh − δtAhαnh)

Posons 
τ1 =

1

2
‖δt2(Ah)

2εnh‖L2(Ω)

τ2 =
1

2
‖δt(βnh − αnh − δtAhαnh)‖L2(Ω)
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τ1 =
1

2
δt2‖Ah(Ahεnh)‖L2(Ω)

.
1

2
δt2r2βch

−1‖Ahεnh‖L2(Ω) d’ après l’inégalité 2.125

. δt2r4β2
ch
−2‖εnh‖L2(Ω)

δt2β2
ch
−2 = (δt

3
2β2

ch
−2τ

1
2
? )(δt

1
2 τ
− 1

2
? )

δt . τ
− 1

3
?

(
h

βc

) 4
3

=⇒ δt
3
2β2

ch
−2τ

1
2
? . 1

Donc, nous pouvons déduire que :

τ1 . r4δt
1
2 τ
− 1

2
? ‖εnh‖L2(Ω) (2.153)

τ2 ≤
1

2
δt‖βnh‖L2(Ω) +

1

2
δt‖αnh‖L2(Ω) +

1

2
‖Ahαnh‖L2(Ω)

. δt‖βnh‖L2(Ω) + δt‖αnh‖L2(Ω) + r2δt2βch
−1‖αnh‖L2(Ω)

. δt‖βnh‖L2(Ω) + δt‖αnh‖L2(Ω) + r2δt‖αnh‖L2(Ω)

. r2δt‖βnh‖L2(Ω) + r2δt‖αnh‖L2(Ω)

. r3δt
1
2En

h + r3δt
1
2En

h

. r3δt
1
2En

h

Par conséquent,

‖εn+1
h − εnh‖2

L2(Ω) ≤ |τ1|2 + |τ2|2

. r8δtτ−1
? ‖εnh‖2

L2(Ω) + r6δt(En
h )2

. r8δt(En
h )2

l’inégalité 2.149 devient :
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‖εn+1
h ‖2

L2(Ω) − ‖εnh‖2
L2(Ω) +

δt

2
|εnh|2β +

δt

2
|ζnh |2β ≤ Cr8δt(En

h )2 (2.154)

Lemme 11. Soit π0
h la L2 projection orthogonale sur P0

2(τh).

P0
2(τh) est l’espace engendré par les fonctions constantes par morceaux sur τh.

Alors, ∀(vh,wh) ∈ Vh × Vh,

(Ahvh,wh − π0
hwh) ≤ C??rβ

1
2
c h
− 1

2‖vh‖uwb‖wh − π0
hwh‖L2(Ω) (2.155)

où C?? est indépendant de h,δt et de β.

Démonstration. Soit (vh,wh) ∈ V?h × Vh,
Posons S = wh − π0

hwh.

En se servant de la relation 2.126,

(Ahvh,S)L2(Ω) =

∫
Ω

(β.∇vh)S +

∫
Ω

(∇.β)vhS +

∫
∂Ω

(β.n)	vhS

−
∑
F∈Fih

∫
F

(β.nF )[vh]{{S}}+
∑
F∈Fih

1

2

∫
F

|β.nF |[vh][S] (2.156)

∫
Ω

(β.∇vh)S =

∫
Ω

((β − π0
hβ).∇vh)S

≤ C?Lβhh
−1‖vh‖L2(Ω)‖S‖L2(Ω)

≤ C?τ
−1
c ‖vh‖L2(Ω)‖S‖L2(Ω)

≤ C?τ
− 1

2
c τ

− 1
2

c ‖vh‖L2(Ω)‖S‖L2(Ω)

≤ C?τ
− 1

2
c ‖vh‖uwb‖S‖L2(Ω)

≤ C?β
1
2
c h
− 1

2‖vh‖uwb‖S‖L2(Ω) car h ≤ βcτc

∫
Ω

|(∇.β)vhS| ≤ ‖∇.β‖L∞(Ω)‖vh‖L2(Ω)‖S‖L2(Ω)

≤ τ−1
c ‖vh‖L2(Ω)‖S‖L2(Ω)

≤ β
1
2
c h
− 1

2‖vh‖uwb‖S‖L2(Ω)
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∫
∂Ω

|(β.n)	vhS| ≤
√

2

(
1

2

∫
∂Ω

|β.n|v2
h

) 1
2
(∫

∂Ω

|β.n|S2

) 1
2

≤
√

2‖vh‖uwbβ
1
2
c ‖S‖L2(∂Ω)

≤ C
√

2m
1
2β

1
2
c h
− 1

2‖vh‖uwb‖S‖L2(Ω)

∑
F∈Fih

∫
F

|(β.nF )[vh]{{S}}| ≤

∑
F∈Fih

1

2

∫
F

|β.nF |[vh]2
 1

2
∑
F∈Fih

2

∫
F

|β.nF |{{S}}2

 1
2

≤ |vh|ββ
1
2
c

(∑
T∈τh

‖S‖2
L2(∂T )

) 1
2

≤ Cm
1
2β

1
2
c h
− 1

2‖vh‖uwb‖S‖L2(Ω)

∑
F∈Fih

1

2

∫
F

|β.nF |[vh][S] ≤

∑
F∈Fih

∫
F

1

2
|β.nF |[vh]2

 1
2
∑
F∈Fih

∫
F

1

2
|β.nF |[S]2

 1
2

≤ ‖vh‖uwbβ
1
2
c

(∑
T∈τh

‖S‖2
L2(∂T )

) 1
2

≤ Cm
1
2β

1
2
c h
− 1

2‖vh‖uwb‖S‖L2(Ω)

On peut donc déduire que :

(Ahvh,wh − π0
hwh) ≤ (C? + 1 + 3C

√
2)rβ

1
2
c h
− 1

2‖vh‖uwb‖wh − π0
hwh‖L2(Ω)

D’où :
(Ahvh,wh − π0

hwh) ≤ C??rβ
1
2
c h
− 1

2‖vh‖uwb‖wh − π0
hwh‖L2(Ω)

Lemme 12. (Lemme de stabilité, k = 1) Supposons que u ∈ C3(L2(Ω)) ∩ C0(H1(Ω)).
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Supposons que la condition CFL est vérifiée :

δt ≤ %
h

βc
pour un certain réel positif % avec % ≤ min{1

8
(C ′)−2;

1

2
(C?C??)

− 2
3} (2.157)

Alors ‖εn+1
h ‖2

L2(Ω) − ‖εnh‖2
L2(Ω) + δt

(
1

2
− 3

8
r2

)
|εnh|2β + δt

(
1

2
− 3

8
r2

)
|ζnh |2β ≤ Cr4δt(En

h )2

(2.158)

où C ne dépend pas de h,δt et β.

Démonstration. Posons xnh := εnh − ζnh

En se servant de l’inégalité 2.152, nous obtenons :

εn+1
h − ζnh =

δt

2
Ahx

n
h +

δt

2
(βnh − αnh) (2.159)

posons τ1 = ‖δt
2
Ahx

n
h‖L2(Ω) et τ2 = ‖δt

2
(βnh − αnh)‖L2(Ω) (2.160)

En utilisant l’inégalité 2.127,

‖Ahv‖L2(Ω) ≤
(

1

τc
‖v‖L2(Ω) + βc‖∇v‖[L2(Ω)]2 + C ′m

1
2β

1
2
c h
− 1

2 |v|β
)

(2.161)

Donc, nous avons :

τ1 ≤
δt

2
τ−1
c ‖xnh‖L2(Ω) +

δt

2
βc‖∇xnh‖[L2(Ω)]2 +

δt

2
C ′m

1
2β

1
2
c h
− 1

2 |xnh|β (2.162)

Soit vh ∈ P1
d(τh)

‖∇vh‖[L2(Ω)]2 = ‖∇(vh − π0
hvh)‖[L2(Ω)]2 ≤ C?h

−1‖vh − π0
hvh‖L2(Ω)

Donc ‖∇xnh‖[L2(Ω)]2 ≤ C?h
−1‖ynh‖L2(Ω) avec ynh = xnh − π0

hx
n
h

ζnh = εnh − δtAhεnh + δtαnh =⇒ xnh = δtAhε
n
h − δtαnh

D’où ‖ynh‖2
L2(Ω) = (xnh,y

n
h)L2(Ω) = δt(Ahε

n
h,y

n
h)L2(Ω) − δt(αnh,ynh)L2(Ω) [41]
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En utilisant la relation 2.155, nous avons :

δt|(Ahεnh,ynh)L2(Ω)| ≤ C??δtrβ
1
2
c h
− 1

2‖εnh‖uwb‖ynh‖L2(Ω)

≤ C??δtrβ
1
2
c h
− 1

2 (|εnh|β + τ
− 1

2
c ‖εnh‖L2(Ω))‖ynh‖L2(Ω)

D’ après 2.145, δt
1
2‖αnh‖L2(Ω) . r‖εnπ‖?? (2.163)

donc δt|(αnh,ynh)L2(Ω)| . δt‖αnh‖L2(Ω)‖ynh‖L2(Ω)

. rδt
1
2‖εnπ‖??‖ynh‖L2(Ω)

Ainsi ‖ynh‖2
L2(Ω) ≤

[
C??δtrβ

1
2
c h
− 1

2

(
|εnh|β + τ

− 1
2

c ‖εnh‖L2(Ω)

)
+ Crδt

1
2‖εnπ‖??

]
‖ynh‖L2(Ω)

D’où ‖ynh‖L2(Ω) ≤
[
C??δtrβ

1
2
c h
− 1

2

(
|εnh|β + τ

− 1
2

c ‖εnh‖L2(Ω)

)
+ Crδt

1
2‖εnπ‖??

]
≤ C??δtrβ

1
2
c h
− 1

2 |εnh|β + C??δtrβ
1
2
c h
− 1

2 τ
− 1

2
c ‖εnh‖L2(Ω) + Crδt

1
2‖εnπ‖??

≤ C??δtrβ
1
2
c h
− 1

2 |εnh|β + Crδt
1
2En

h

Ainsi ‖∇xnh‖[L2(Ω)]2 ≤ C?h
−1‖ynh‖L2(Ω)

≤ C?C??δtrβ
1
2
c h
− 3

2 |εnh|β + C?Crh
−1δt

1
2En

h

En remplaçant l’inégalité précédente dans 2.162, nous avons :

τ1 ≤
δt

2
τ−1
c ‖xnh‖L2(Ω) +

δt

2
βc

(
C?C??δtrβ

1
2
c h
− 3

2 |εnh|β + C?Crh
−1δt

1
2En

h

)
+
δt

2
C ′m

1
2β

1
2
c h
− 1

2 |xnh|β

τ1 ≤
δt

2
τ−1
c ‖xnh‖L2(Ω) + C?C??

δt2

2
rβ

3
2
c h
− 3

2 |εnh|β + C?Crh
−1βcδt

3
2En

h +
δt

2
C ′m

1
2β

1
2
c h
− 1

2 |xnh|β
(2.164)

111



δtτ−1
c ‖xnh‖L2(Ω) = δtτ−1

c ‖εnh − ζnh‖L2(Ω)

≤ δtτ−1
c ‖εnh‖L2(Ω) + δtτ−1

c ‖ζnh‖L2(Ω)

≤ δt
1
2 τ
− 1

2
c ‖εnh‖L2(Ω) + δt

1
2 τ
− 1

2
c ‖ζnh‖L2(Ω) car δt ≤ τc

Ainsi, on a :

δtτ−1
c ‖ζnh‖2

L2(Ω) . r4
(
δtτ−1

c ‖εnh‖2
L2(Ω) + δtδtτ−1

c ‖εnπ‖2
??

)
(2.165)

δtτ−1
c ‖ζnh‖2

L2(Ω) . r4
(
δtτ−1

c ‖εnh‖2
L2(Ω) + δt‖εnπ‖2

??

)
car δtτ−1

c ≤ 1 (2.166)

Donc δt
1
2 τ
− 1

2
c ‖ζnh‖L2(Ω) ≤ r2

(
δt

1
2 τ
− 1

2
c ‖εnh‖L2(Ω) + δt

1
2‖εnπ‖??

)
(2.167)

Ainsi δtτ−1
c ‖xnh‖L2(Ω) ≤ δt

1
2 τ
− 1

2
c ‖εnh‖L2(Ω) + r2

(
δt

1
2 τ
− 1

2
c ‖εnh‖L2(Ω) + δt

1
2‖εnπ‖??

)
(2.168)

Par conséquent, l’inégalité 2.164 devient :

τ1 ≤
1

2
δt

1
2 τ
− 1

2
c ‖εnh‖L2(Ω) +

1

2
r2δt

1
2 τ
− 1

2
c ‖εnh‖L2(Ω) +

1

2
r2δt

1
2‖εnπ‖??+ (2.169)

C?C??
δt2

2
rβ

3
2
c h
− 3

2 |εnh|β + C?Crh
−1βcδt

3
2En

h +
δt

2
C ′rβ

1
2
c h
− 1

2 |xnh|β

τ1 ≤ r2δt
1
2 τ
− 1

2
c ‖εnh‖L2(Ω) +

1

2
r2δt

1
2‖εnπ‖?? + C?C??

δt2

2
rβ

3
2
c h
− 3

2 |εnh|β (2.170)

+C?Crh
−1βcδt

3
2En

h +
δt

2
C ′rβ

1
2
c h
− 1

2 |xnh|β

τ1 ≤ C?C??
δt2

2
rβ

3
2
c h
− 3

2 |εnh|β +
δt

2
C ′rβ

1
2
c h
− 1

2 |xnh|β+ (2.171)

r2δt
1
2 τ
− 1

2
c ‖εnh‖L2(Ω) +

1

2
r2δt

1
2‖εnπ‖?? + C?Crh

−1βcδt
3
2En

h
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r2δt
1
2 τ
− 1

2
c ‖εnh‖L2(Ω) +

1

2
r2δt

1
2‖εnπ‖?? + C?Crh

−1βcδt
3
2En

h ≤ r2δt
1
2En

h + C?Cr
2δt

1
2En

h

≤ C ′′r2δt
1
2En

h

Donc τ1 ≤ C?C??
δt2

2
rβ

3
2
c h
− 3

2 |εnh|β +
δt

2
C ′rβ

1
2
c h
− 1

2 |xnh|β + C ′′r2δt
1
2En

h (2.172)

τ2 = ‖δt
2

(βnh − αnh)‖L2(Ω)

≤ δt

2
‖βnh‖L2(Ω) +

δt

2
‖αnh‖L2(Ω)

≤ Crδt
1
2En

h

‖εn+1
h − ζnh‖L2(Ω) ≤ τ1 + τ2

≤ C?C??
δt2

2
rβ

3
2
c h
− 3

2 |εnh|β +
δt

2
C ′rβ

1
2
c h
− 1

2 |xnh|β + C ′′r2δt
1
2En

h + Crδt
1
2En

h

Des relations 2.159 et 2.160, nous avons :

‖εn+1
h − ζnh‖L2(Ω) ≤ τ1 + τ2

≤ r

(
C?C??

δt2

2
β

3
2
c h
− 3

2 |εnh|β +
δt

2
C ′β

1
2
c h
− 1

2 |xnh|β
)

+ Cr2δt
1
2En

h

En se servant de la condition CFL, nous avons :

% ≤ min{1

8
(C ′)−2;

1

2
(C?C??)

− 2
3} =⇒


C?C??

δt2

2
β

3
2
c h−

3
2 ≤ δt

1
2 2−

5
2

δt
2
C ′β

1
2
c h−

1
2 ≤ δt

1
2 2−

5
2

Par conséquent
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‖εn+1
h − ζnh‖L2(Ω) ≤ rδt

1
2 2−

5
2 (|εnh|β + |εnh − ζnh |β) + Cr2δt

1
2En

h

≤ rδt
1
2 2−

5
2 (2|εnh|β + 2|ζnh |β) + Cr2δt

1
2En

h

≤ rδt
1
2 2−

3
2 (|εnh|β + |ζnh |β+) + Cr2δt

1
2En

h

≤ rδt
1
2 2−

3
2 |εnh|β + rδt

1
2 2−

3
2 |ζnh |β + Cr2δt

1
2En

h

Sachant que (a+ b+ c)2 ≤ 3a2 + 3b2 + 3c2,

‖εn+1
h − ζnh‖2

L2(Ω) ≤
3

8
δtr2|εnh|2β +

3

8
δtr2|ζnh |2β + 3C2r4δt(En

h )2

En injectant l’inégalité précédente dans la relation 2.148,

‖εn+1
h ‖2

L2(Ω) − ‖εnh‖2
L2(Ω) + δt

(
1

2
− 3

8
r2

)
|εnh|2β + δt

(
1

2
− 3

8
r2

)
|ζnh |2β ≤ Cr4δt(En

h )2

2.7.8 Théorème de convergence

Lemme 13. On suppose que :

∀vh ∈ Vh,‖vh‖2
uwb . qβch

−1‖vh‖2
L2(Ω) (2.173)

où q = max(1,m) avec m = max
K∈τh

(λQλK).

Alors ‖εmπ ‖2
uwb . r2βch

2k+1‖um‖2
Hk+1(Ω) (2.174)

Démonstration.

Sachant que ‖vh‖2
uwb . qβch

−1‖vh‖2
L2(Ω), on déduit que : (2.175)

‖εmπ ‖2
uwb . r2βch

−1‖εmπ ‖2
L2(Ω)

En se servant de l’inégalité inverse 2.80,

‖εmπ ‖2
L2(Ω) . h2(k+1)‖um‖2

Hk+1(Ω)

Donc ‖εmπ ‖2
uwb . r2βch

2k+1‖um‖2
Hk+1(Ω)
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Lemme 14. On suppose que h ≤ βcτc et que :

‖εmπ ‖2
uwb . r2βch

2k+1‖um‖2
Hk+1(Ω) (2.176)

Alors ‖εmπ ‖2
?? . r2βch

2k+1‖um‖2
Hk+1(Ω) (2.177)

Et ‖ζmπ ‖2
?? . r2βch

2k+1

(
‖um‖2

Hk+1(Ω) + β−2
c ‖

d

dt
um‖2

Hk(Ω)

)
(2.178)

Démonstration. 1.

‖εmπ ‖2
?? = ‖εmπ ‖2

uwb +
∑
T∈τh

βc‖εmπ ‖2
L2(∂T ) + βch‖∇εmπ ‖2

[L2(Ω)]2 (2.179)

‖εmπ ‖2
uwb . r2βch

2k+1‖um‖2
Hk+1(Ω) (cf lemme précédent)

En utilisant l’inégalité inverse 2.81 pour s = k + 1, nous obtenons :

∑
T∈τh

‖εmπ ‖2
L2(∂T ) ≤ mh−1h2(k+1)‖um‖2

Hk+1(Ω)

. mh2k+1‖um‖2
Hk+1(Ω)

Donc
∑
T∈τh

βc‖εmπ ‖2
L2(∂T ) . mβch

2k+1‖um‖2
Hk+1(Ω)

En se servant de l’inégalité inverse 2.78 et sachant que h ≤ βcτc, nous obtenons :

‖∇εmπ ‖2
[L2(Ω)]2 . h−2‖εmπ ‖2

L2(Ω)

. h−2h2k+2‖um‖2
Hk+1(Ω)(d’après 2.80)

‖∇εmπ ‖2
[L2(Ω)]2 . h2k‖um‖2

Hk+1(Ω)

Donc βch‖∇εmπ ‖2
[L2(Ω)]2 . βch

2k+1‖um‖2
Hk+1(Ω)
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Ainsi, nous pouvons déduire que :

‖εmπ ‖2
?? . r2βch

2k+1‖um‖2
Hk+1(Ω)

2.
‖ζmπ ‖2

?? = ‖ζmπ ‖2
uwb +

∑
T∈τh

βc‖ζmπ ‖2
L2(∂T ) + βch‖∇ζmπ ‖2

[L2(Ω)]2

‖ζmπ ‖2
uwb ≤ r2βch

−1‖ζmπ ‖2
L2(Ω)

‖ζmπ ‖2
L2(Ω) = ‖εmπ + δt

d

dt
εmπ ‖2

L2(Ω)

. ‖εmπ ‖2
L2(Ω) + δt2‖ d

dt
εmπ ‖2

L2(Ω) d’après l’inégalité de Young

. h2k+2‖um‖2
Hk+1(Ω) + δt2h2k‖ d

dt
um‖2

Hk(Ω)

Par conséquent, nous avons :

‖ζmπ ‖2
uwb . r2βch

−1h2k+2‖um‖2
Hk+1(Ω) + r2βch

−1δt2h2k‖ d
dt
um‖2

Hk(Ω)

. r2βch
2k+1‖um‖2

Hk+1(Ω) + r2βcδt
2h2k−1‖ d

dt
um‖2

Hk(Ω)

. r2βch
2k+1‖um‖2

Hk+1(Ω) + r2βcδt
2h−2h2k+1‖ d

dt
um‖2

Hk(Ω)

. r2βch
2k+1‖um‖2

Hk+1(Ω) + r2βch
2k+1β−2

c ‖
d

dt
um‖2

Hk(Ω)

car δt .
h

βc
=⇒ δt2h−2 . β−2

c

‖ζmπ ‖2
uwb . r2βch

2k+1

(
‖um‖2

Hk+1(Ω) + β−2
c ‖

d

dt
um‖2

Hk(Ω)

)

‖ζmπ ‖2
L2(∂T ) . ‖εmπ ‖2

L2(∂T ) + δt2‖ d
dt
εmπ ‖2

L2(∂T )

Donc
∑
T∈τh

βc‖ζmπ ‖2
L2(∂T ) .

∑
T∈τh

βc‖εmπ ‖2
L2(∂T ) +

∑
T∈τh

βcδt
2‖ d
dt
εmπ ‖2

L2(∂T )
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∑
T∈τh

βc‖εmπ ‖2
L2(∂T ) . mβch

−1‖εmπ ‖2
L2(Ω)

. mβch
−1h2k+2‖um‖2

Hk+1(Ω)

. mβch
2k+1‖um‖2

Hk+1(Ω)

∑
T∈τh

βcδt
2‖ d
dt
εmπ ‖2

L2(∂T ) . βcδt
2mh2k−1‖ d

dt
um‖2

Hk(Ω)

. βch
2k+1mβ−2

c ‖
d

dt
um‖2

Hk(Ω)

Ainsi
∑
T∈τh

βc‖ζmπ ‖2
L2(∂T ) . mβch

2k+1

(
‖um‖2

Hk+1(Ω) + β−2
c ‖

d

dt
um‖2

Hk(Ω)

)

‖∇ζmπ ‖2
[L2(Ω)]2 . ‖∇εmπ ‖2

[L2(Ω)]2 + δt2‖∇
(
d

dt
εmπ

)
‖2

[L2(Ω)]2

. h−2‖εmπ ‖2
L2(Ω) + δt2h−2‖ d

dt
εmπ ‖2

L2(Ω)

. h2k‖um‖2
Hk+1(Ω) + β−2

c h2k‖ d
dt
um‖2

Hk(Ω)

Donc βch‖∇ζmπ ‖2
[L2(Ω)]2 . βch

2k+1

(
‖um‖2

Hk+1(Ω) + β−2
c ‖

d

dt
um‖2

Hk(Ω)

)
Par conséquent, nous pouvons déduire que :

‖ζmπ ‖2
?? . r2βch

2k+1

(
‖um‖2

Hk+1(Ω) + β−2
c ‖

d

dt
um‖2

Hk(Ω)

)

Théorème 19. (Convergence pour k ≥ 2)
Supposons la 4

3
CFL Condition :

δt ≤ %′τ
− 1

3
?

(
h

βc

) 4
3

pour un certain réel positif %′ (2.180)
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et que ds

dts
u ∈ C0(Hk+1−s(Ω)) pour s ∈ {0,1}. Alors,

‖uN − uNh ‖L2(Ω) +

(
N−1∑
m=0

δt|um − umh |2β

) 1
2

. exp

(
4Cr8

τ?
tF

)(
χ1δt

2 + χ2h
k+ 1

2

)
(2.181)

Avec χ1 = r4t
1
2
F τ

1
2
? ‖

d

dt3

3

u‖C0(L2(Ω)) (2.182)

et χ2 = t
1
2
F r

5β
1
2
c ‖u‖C0(Hk+1(Ω)) + t

1
2
F r

5β
− 1

2
c ‖

d

dt
u‖C0(Hk(Ω)) (2.183)

Démonstration.

‖uN − uNh ‖L2(Ω) = ‖uN − πhun + πhu
n − uNh ‖L2(Ω)

≤ ‖uN − πhun‖L2(Ω) + ‖πhun − uNh ‖L2(Ω)

‖uN − uNh ‖L2(Ω) ≤ ‖εNπ ‖L2(Ω) + ‖εNh ‖L2(Ω)

En utilisant l’inégalité triangulaire et celle de Young, nous avons :

δt|um − umh |2β . δt|εmπ |2β + δt|εmh |2β
. δt‖εmπ ‖2

?? + δt|εmh |2β

Donc

(
N−1∑
m=0

δt|um − umh |2β

) 1
2

.

(
N−1∑
m=0

δt‖εmπ ‖2
?? +

N−1∑
m=0

δt|εmh |2β

) 1
2

(
N−1∑
m=0

δt|um − umh |2β

) 1
2

.
N−1∑
m=0

δt
1
2‖εmπ ‖?? +

N−1∑
m=0

δt
1
2 |εmh |β

car ∀(a,b) ∈ R+ × R+,
√
a+ b ≤

√
a+
√
b

Ainsi, nous obtenons :

‖uN − uNh ‖L2(Ω) +

(
N−1∑
m=0

δt|um − umh |2β

) 1
2

. ‖εNπ ‖L2(Ω) + ‖εNh ‖L2(Ω) (2.184)

+
N−1∑
m=0

δt
1
2‖εmπ ‖?? +

N−1∑
m=0

δt
1
2 |εmh |β

Soit n ∈ {0, . . . ,N}

Posons bn =
δt

2
|εnh|2β +

δt

2
|ζnh |2β
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Sachant que (a+ b+ c+ d)2 ≤ 4a2 + 4b2 + 4c2 + 4d2

De la relation 2.151, nous déduisons que :

‖εn+1
h ‖2

L2(Ω) + bn ≤ ‖εnh‖2
L2(Ω)+

Cr8δt

(
4‖εnπ‖2

?? + 4‖ζnπ‖2
?? + 4τ?‖

d

dt3

3

u‖2
C0(L2(Ω))δt

4 + 4δtτ−1
? ‖εnh‖2

L2(Ω)

)

posons dn = 4Cr8δt

(
‖εnπ‖2

?? + ‖ζnπ‖2
?? + τ?‖

d

dt3

3

u‖2
C0(L2(Ω))δt

4

)
(2.185)

Nous avons donc :

‖εn+1
h ‖2

L2(Ω) ≤
(
1 + 4Cr8δtτ−1

?

)
‖εnh‖2

L2(Ω) + dn − bn (2.186)

En appliquant le lemme de Gronwall discret, nous avons pour n = N − 1:

‖εNh ‖2
L2(Ω) ≤ exp

(
4Cr8

τ?
(tF − t0)

)
‖ε0

h‖2
L2(Ω)+

N−1∑
i=0

exp

(
4Cr8

τ?
(tF − ti+1)

)
(di−bi) (2.187)

Donc ‖εNh ‖2
L2(Ω) ≤

N−1∑
i=0

exp

(
4Cr8

τ?
(tF − ti+1)

)
(di−bi) car u0

h = πhu
0 =⇒ ε0

h = 0 (2.188)

2.188 =⇒ ‖εNh ‖2
L2(Ω) +

N−1∑
i=0

exp

(
4Cr8

τ?
(tF − ti+1)

)
bi ≤

N−1∑
i=0

exp

(
4Cr8

τ?
(tF − ti+1)

)
di

=⇒ ‖εNh ‖2
L2(Ω) +

N−1∑
i=0

bi ≤
N−1∑
i=0

exp

(
4Cr8

τ?
tF

)
di (2.189)

car 1 ≤ exp

(
4Cr8

τ?
(tF − ti+1)

)
et exp

(
4Cr8

τ?
(tF − ti+1)

)
≤ exp

(
4Cr8

τ?
tF

)
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=⇒ ‖εNh ‖2
L2(Ω) +

N−1∑
i=0

δt

2
|εih|2β +

N−1∑
i=0

δt

2
|ζ ih|2β ≤

N−1∑
i=0

exp

(
4Cr8

τ?
tF

)
di

Ainsi, nous avons :

(
‖εNh ‖L2(Ω) +

N−1∑
i=0

√
2

2
δt

1
2 |εih|β +

N−1∑
i=0

√
2

2
δt

1
2 |ζ ih|β

)2

. ‖εNh ‖2
L2(Ω) +

N−1∑
i=0

δt

2
|εih|2β +

N−1∑
i=0

δt

2
|ζ ih|2β

Par conséquent,

(
‖εNh ‖L2(Ω) +

N−1∑
i=0

√
2

2
δt

1
2 |εih|β +

N−1∑
i=0

√
2

2
δt

1
2 |ζ ih|β

)
.

(
N−1∑
i=0

exp

(
4Cr8

τ?
tF

)
di

) 1
2

Sachant que
√

2
2
≤ 1, nous obtenons :

√
2

2
‖εNh ‖L2(Ω) +

√
2

2
δt

1
2

(
N−1∑
i=0

|εih|β +
N−1∑
i=0

|ζ ih|β

)
.

(
N−1∑
i=0

exp

(
4Cr8

τ?
tF

)
di

) 1
2

‖εNh ‖L2(Ω) + δt
1
2

(
N−1∑
i=0

|εih|β +
N−1∑
i=0

|ζ ih|β

)
.

(
N−1∑
i=0

exp

(
4Cr8

τ?
tF

)
di

) 1
2

Donc ‖εNh ‖L2(Ω) +

(
N−1∑
i=0

δt
1
2 |εih|β

)
.

(
N−1∑
i=0

exp

(
4Cr8

τ?
tF

)
di

) 1
2

(2.190)

di = 4Cr8δt

(
‖εiπ‖2

?? + ‖ζ iπ‖2
?? + τ?‖

d

dt3

3

u‖2
C0(L2(Ω))δt

4

)
Donc 4Cr8δt‖εiπ‖2

?? = di − 4Cr8δt

(
‖ζ iπ‖2

?? + τ?‖
d

dt3

3

u‖2
C0(L2(Ω))δt

4

)
Ainsi 4Cr8δt‖εiπ‖2

?? ≤ di

4Cr8δt‖εiπ‖2
?? ≤ exp

(
4Cr8

τ?
tF

)
di (2.191)
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La relation 2.191 =⇒
N−1∑
i=0

4Cr8δt‖εiπ‖2
?? ≤

N−1∑
i=0

exp

(
4Cr8

τ?
tF

)
di

=⇒
N−1∑
i=0

δt‖εiπ‖2
?? .

1

4r8

N−1∑
i=0

exp

(
4Cr8

τ?
tF

)
di

=⇒

(
N−1∑
i=0

δt‖εiπ‖2
??

) 1
2

.
1

r4

(
N−1∑
i=0

exp

(
4Cr8

τ?
tF

)
di

) 1
2

=⇒

(
N−1∑
i=0

δt‖εiπ‖2
??

) 1
2

.

(
N−1∑
i=0

exp

(
4Cr8

τ?
tF

)
di

) 1
2

car
1

r4
≤ 1

=⇒

(
N−1∑
i=0

δt
1
2‖εiπ‖??

)
.

(
N−1∑
i=0

exp

(
4Cr8

τ?
tF

)
di

) 1
2

(2.192)

car

(
N−1∑
i=0

δt
1
2‖εiπ‖??

)
.

(
N−1∑
i=0

δt‖εiπ‖2
??

) 1
2

Des inégalités 2.184, 2.190 et 2.192, nous obtenons :

‖uN −uNh ‖L2(Ω) +

(
N−1∑
m=0

δt|um − umh |2β

) 1
2

. ‖εNπ ‖L2(Ω) +

(
N−1∑
i=0

exp

(
4Cr8

τ?
tF

)
di

) 1
2

(2.193)

i.e. ‖uN − uNh ‖L2(Ω) +

(
N−1∑
m=0

δt|um − umh |2β

) 1
2

. ‖εNπ ‖L2(Ω) + exp

(
4Cr8

τ?
tF

)(N−1∑
i=0

di

) 1
2

(2.194)

di = 4Cr8δt

(
‖εiπ‖2

?? + ‖ζ iπ‖2
?? + τ?‖

d

dt3

3

u‖2
C0(L2(Ω))δt

4

)
di . r8δt

(
‖εiπ‖2

?? + ‖ζ iπ‖2
?? + τ?‖

d

dt3

3

u‖2
C0(L2(Ω))δt

4

)
Donc

N−1∑
i=0

di . r8δt

N−1∑
i=0

‖εiπ‖2
?? + r8δt

N−1∑
i=0

‖ζ iπ‖2
?? + r8δt

N−1∑
i=0

τ?‖
d

dt3

3

u‖2
C0(L2(Ω))δt

4

Des inégalités 2.177 et 2.178, nous obtenons :
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N−1∑
i=0

di . r8δt
N−1∑
i=0

(
r2βch

2k+1‖um‖2
Hk+1(Ω)

)
+

N−1∑
i=0

r8δt

(
r2βch

2k+1

(
‖um‖2

Hk+1(Ω) + β−2
c ‖

d

dt
um‖2

Hk(Ω)

))

+ r8δt
N−1∑
i=0

τ?‖
d

dt3

3

u‖2
C0(L2(Ω))δt

4

N−1∑
i=0

di . r8Nδt
(
r2βch

2k+1‖um‖2
Hk+1(Ω)

)
+

r8Nδt

(
r2βch

2k+1

(
‖um‖2

Hk+1(Ω) + β−2
c ‖

d

dt
um‖2

Hk(Ω)

))
+ r8Nδtτ?‖

d

dt3

3

u‖2
C0(L2(Ω))δt

4

N−1∑
i=0

di . tF

(
r10βch

2k+1‖um‖2
Hk+1(Ω)

)
+

tF

(
r10βch

2k+1

(
‖um‖2

Hk+1(Ω) + β−2
c ‖

d

dt
um‖2

Hk(Ω)

))
+ r8tF τ?‖

d

dt3

3

u‖2
C0(L2(Ω))δt

4

N−1∑
i=0

di . tF r
10βch

2k+1‖um‖2
Hk+1(Ω)+

tF r
10β−1

c h2k+1‖ d
dt
um‖2

Hk(Ω) + r8tF τ?‖
d

dt3

3

u‖2
C0(L2(Ω))δt

4

D’ où

(
N−1∑
i=0

di

) 1
2

. t
1
2
F r

5β
1
2
c h

k+ 1
2‖um‖Hk+1(Ω)+

t
1
2
F r

5β
− 1

2
c hk+ 1

2‖ d
dt
um‖Hk(Ω) + r4t

1
2
F τ

1
2
? ‖

d

dt3

3

u‖C0(L2(Ω))δt
2

En se servant de l’inégalité inverse 2.80,

‖εNπ ‖2
L2(Ω) . h2k+2‖um‖2

Hk+1(Ω)

Donc ‖εNπ ‖L2(Ω) . hk+1‖u‖C0(Hk+1(Ω))

Par conséquent, l’inégalité 2.194 devient :
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‖uN − uNh ‖L2(Ω) +

(
N−1∑
m=0

δt|um − umh |2β

) 1
2

. hk+1‖u‖C0(Hk+1(Ω))+ (2.195)

exp

(
4Cr8

τ?
tF

)(
t

1
2
F r

5β
1
2
c h

k+ 1
2‖um‖Hk+1(Ω) + t

1
2
F r

5β
− 1

2
c hk+ 1

2‖ d
dt
um‖Hk(Ω)

)
+ exp

(
4Cr8

τ?
tF

)
r4t

1
2
F τ

1
2
? ‖

d

dt3

3

u‖C0(L2(Ω))δt
2

‖uN − uNh ‖L2(Ω) +

(
N−1∑
m=0

δt|um − umh |2β

) 1
2

. hk+1‖u‖C0(Hk+1(Ω))+ (2.196)

exp

(
4Cr8

τ?
tF

)(
t

1
2
F r

5β
1
2
c h

k+ 1
2‖u‖C0(Hk+1(Ω)) + t

1
2
F r

5β
− 1

2
c hk+ 1

2‖ d
dt
u‖C0(Hk(Ω))

)
+ exp

(
4Cr8

τ?
tF

)
r4t

1
2
F τ

1
2
? ‖

d

dt3

3

u‖C0(L2(Ω))δt
2

Posons χ1 = r4t
1
2
F τ

1
2
? ‖

d

dt3

3

u‖C0(L2(Ω))

et χ2 = t
1
2
F r

5β
1
2
c ‖u‖C0(Hk+1(Ω)) + t

1
2
F r

5β
− 1

2
c ‖

d

dt
u‖C0(Hk(Ω) (2.197)

hk+1‖u‖C0(Hk+1(Ω)) =
√
hhk+

1
2 ‖u‖C0(Hk+1(Ω))

. t
1
2
Fβ

1
2
c h

k+ 1
2‖u‖C0(Hk+1(Ω)) car h . tFβc

hk+1‖u‖C0(Hk+1(Ω)) . χ2h
k+ 1

2

Nous obtenons ainsi

‖uN − uNh ‖L2(Ω) +

(
N−1∑
m=0

δt|um − umh |2β

) 1
2

. exp

(
4Cr8

τ?
tF

)(
χ1δt

2 + χ2h
k+ 1

2

)

Théorème 20. (Convergence pour k = 1) Supposons la 4
3
CFL Condition

Supposons que ds

dts
u ∈ C0(Hk+1−s(Ω)) pour s ∈ {0,1} et 4− 3r2 > 0. Alors,
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‖uN − uNh ‖L2(Ω) +

(
N−1∑
m=0

δt|um − umh |2β

) 1
2

.
1√

4− 3r2
exp

(
8Cr8

τ?
tF

)(
χ1δt

2 + χ2h
k+ 1

2

)
(2.198)

Avec χ1 = r4t
1
2
F τ

1
2
? ‖

d

dt3

3

u‖C0(L2(Ω)) (2.199)

et χ2 = t
1
2
F r

5β
1
2
c ‖u‖C0(Hk+1(Ω)) + t

1
2
F r

5β
− 1

2
c ‖

d

dt
u‖C0(Hk(Ω) (2.200)

Démonstration. En utilisant l’ inégalité 2.158, nous obtenons l’ inégalité 2.189,

‖εNh ‖2
L2(Ω) +

N−1∑
i=0

bi ≤
N−1∑
i=0

exp

(
8Cr8

τ?
tF

)
di (2.201)

avec bi = δt

(
1

2
− 3

8
r2

)
|εih|2β + δt

(
1

2
− 3

8
r2

)
|ζ ih|2β

bi = δt

(
4− 3r2

2

)
|εih|2β + δt

(
4− 3r2

8

)
|ζ ih|2β

(
‖εNh ‖L2(Ω) +

N−1∑
i=0

√
4− 3r2

2
√

2
δt

1
2 |εih|β +

N−1∑
i=0

√
4− 3r2

2
√

2
δt

1
2 |ζ ih|β

)2

. ‖εNh ‖2
L2(Ω)+

N−1∑
i=0

δt
4− 3r2

8
|εih|2β +

N−1∑
i=0

δt
4− 3r2

8
|ζ ih|2β

Donc ‖εNh ‖L2(Ω)+
N−1∑
i=0

√
4− 3r2

2
√

2
δt

1
2 |εih|β+

N−1∑
i=0

√
4− 3r2

2
√

2
δt

1
2 |ζ ih|β .

(
N−1∑
i=0

exp

(
8Cr8

τ?
tF

)
di

) 1
2

Ainsi ‖εNh ‖L2(Ω) +
N−1∑
i=0

√
4− 3r2δt

1
2 |εih|β .

(
N−1∑
i=0

exp

(
8Cr8

τ?
tF

)
di

) 1
2

(2.202)
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D’où ‖εNh ‖L2(Ω) +
N−1∑
i=0

δt
1
2 |εih|β .

1√
4− 3r2

(
N−1∑
i=0

exp

(
8Cr8

τ?
tF

)
di

) 1
2

car
√

4− 3r2 ≤ 1

(2.203)
Par conséquent,

‖uN − uNh ‖L2(Ω) +

(
N−1∑
m=0

δt|um − umh |2β

) 1
2

. hk+1‖u‖C0(Hk+1(Ω))+ (2.204)

1√
4− 3r2

exp

(
8Cr8

τ?
tF

)(
t

1
2
F r

5β
1
2
c h

k+ 1
2‖u‖C0(Hk+1(Ω)) + t

1
2
F r

5β
− 1

2
c hk+ 1

2‖ d
dt
u‖C0(Hk(Ω))

)
+

1√
4− 3r2

exp

(
8Cr8

τ?
tF

)
r4t

1
2
F τ

1
2
? ‖

d

dt3

3

u‖C0(L2(Ω))δt
2

‖uN − uNh ‖L2(Ω) +

(
N−1∑
m=0

δt|um − umh |2β

) 1
2

.
1√

4− 3r2
hk+1‖u‖C0(Hk+1(Ω))+ (2.205)

1√
4− 3r2

exp

(
8Cr8

τ?
tF

)(
t

1
2
F r

5β
1
2
c h

k+ 1
2‖u‖C0(Hk+1(Ω)) + t

1
2
F r

5β
− 1

2
c hk+ 1

2‖ d
dt
u‖C0(Hk(Ω))

)
+

1√
4− 3r2

exp

(
8Cr8

τ?
tF

)
r4t

1
2
F τ

1
2
? ‖

d

dt3

3

u‖C0(L2(Ω))δt
2 car 1 ≤ 1√

4− 3r2

‖uN − uNh ‖L2(Ω) +

(
N−1∑
m=0

δt|um − umh |2β

) 1
2

.
1√

4− 3r2
exp

(
8Cr8

τ?
tF

)(
χ1δt

2 + χ2h
k+ 1

2

)
(2.206)

Remarque 4. Lorsque F est l’application identique, K = Q, donc λK = λQ = 1 [26].

Par conséquent r = 1. Nous obtenons les mêmes résultats qu’Alexandre Ern. Ainsi, notre
résulat est une généralisation du résulat d’Alexandre Ern car en éléments finis, Ern a obtenu
son résulat en travaillant sur un polyhèdre [41]. Dans le cas de nos travaux de recherche,
nous avons obtenu le même ordre de précision en temps et en espace comme Alexandre
Ern. Mais, la différence s’observe au niveau de la géométrie car nous travaillons avec une
géométrie quelconque.
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2.8 Conclusion

Nous retenons que ce chapitre présente les outils de base de la méthode isogéométrique
et fait ressortir les différences entre la MEF et la MIG. Nous avons dans ce chapitre,
établi une nouvelle estimation d’erreur pour l’ équation de transport en 2D par la méthode
isogéométrique. Par la suite, nous avons approché une fonction par une courbe B-splines.
La méthode isogéométrique est aussi appliquée à l’équation de Poisson, à l’équation de la
chaleur et à l’équation de transport.
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Conclusion et Perspectives

Conclusion

Dans nos travaux, le cadre théorique de la méthode isogéométrique a été abordé en
utilisant la base B-spline. Le principe de la méthode a été présenté. La méthode isogéo-
métrique nous a permis de construire une paramétrisation afin de décrire de manière rai-
sonnable notre domaine, ce qui n’est pas le cas de la MEF. La méthode isogéométrique
a été appliquée pour l’approximation au sens des moindres carrés, pour les équations de
Poisson, de la chaleur et celle de transport. Un résultat de convergence isogéométrique a
été aussi obtenu en 2D pour l’équation de transport. Le schéma explicite de HEUN à deux
pas a été utilisé pour la discrétisation en temps. Les résultats présentés dans la section 2.7
du chapitre 2 ont donné lieu à un article (cf [30])

Perspectives

Nous comptons à l’avenir nous pencher sur les tâches suivantes :

1. Valider numériquement l’équation de la chaleur et l’équation de transport.

2. Résoudre numériquement le problème hyperbolique de la forme ∂u
∂t

+ A(u)ux = 0 en
1D où A est une matrice diagonalisable afin de l’appliquer aux équations de Saint
Venant et d’Euler.

3. Résoudre numériquement la loi de conservation ∂u
∂t

+ div(f(u)) = 0, en 2D afin de
l’appliquer aux équations de Saint Venant et d’Euler.
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