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Résumé

Ces travaux de thése présentent la méthode isogéométrique comme une alternative fiable
a la méthode des éléments finis lorsqu’on résout les edp sur des domaines non polygonaux
ou non polyédriques. Nous avons donné les propriétés de la base B-spline dont nous nous
sommes servis pour appliquer la méthode isogéométrique & l'approximation au sens des
moindres carrés, a l’équation de Poisson, a I’équation de la chaleur et a 1’équation de
transport. Un résultat de convergence de la méthode isogéométrique a aussi été prouvé
en 2D pour I'equation de transport, généralisant le résultat d’Alexandre Ern obtenu en
éléments finis.

Mots-clés: Méthode isogéométrique, Galerkin discontinue, B-splines, résultat de

convergence



Table des figures

1 Maillage éléments finis d’'un domaine non polygonal . . . . . . . .. .. .. 9
2.1 Vecteur nceud ouvert uniforme . . . . .. ..o 28
2.2 Vecteur nceud ouvert non uniforme . . . . .. ..o 28
2.3 Courbe B-spline obtenue avec V;; . . . . . . ... ... 29
2.4 Courbe B-spline obtenue avec N;o . . . . . . ... ..o 30
2.5 Partition de 'unité de la base B-spline . . . . . .. ... ... .. ..... 32
2.6 Paramétrisation d’un segment . . . . . . ... 42
2.7 Paramétrisation d’une approximation d’'un quart de cercle de rayon 3 . . . 44
2.8 Paramétrisation d’une approximation du démi-cercle de rayon 3 . . . . . . 45
2.9 Paramétrisation de la courbe 2 . . . . ..o 46
2.10 Paramétrisation d’'une ligne brisée a 2 segments . . . . . . .. .. ... .. 46
2.11 Paramétrisation d’une ligne brisée a 3 segments . . . . . . .. .. ... .. 47



Liste des

tableaux

2.1 Différences entre la MEF et la MIG



Table des matiéres

Dédicaces
Remerciements
Résumé

Table des figures
Table des tableaux

Introduction
Motivation . . . . . . .

Contributions . . . . . . . .

1 Préliminaires
1.1 Introduction . . . . . . . . . ..
1.2 Présentation des modéles . . . . . . . . ... L
1.2.1 Equation de Poisson . . . . . . .. ... ... L L.
1.2.2  Equation de la chaleur . . . . . . ... ... ... ... ... .. ..
1.2.3 Equation de transport . . . . . . ... ... oL
1.3 Résultats d’existence et d'unicité de solution . . . . . . .. .. ... .. ..
1.3.1 Equation de Poisson . . . . .. . ... ... L.
1.3.2 Equation de la chaleur . . . . . . ... ... ... ... ...
1.3.3 Equation de transport . . . . .. ... ..o

1.4 Conclusion . . . . . . . . .

2 Approximation par la Méthode IsoGéométrique(MIG)
2.1 Introduction . . . . . . . . . . e

2.2 Présentation de la méthode isogéométrique . . . . . . . . . . ... ... ..

10

13
13
13
13
13
14
15
15
15
16
22



2.3

2.4

2.5

2.6

2.2.1 B-splines univariées . . . . . . . .. .00 26

Courbe B-spline . . . . . . . . ... ... 29
Propriétés des fonctions B-splines . . . . . .. ... .. ... ... .. 30
2.2.2  B-splines bivariées . . . . . .. ..o 40
2.2.3 Principe de la méthode isogéométrique . . . . . . . . . ... ... 41
Paramétrisation . . . . . .. .. oL 41
L’espace discret . . . . . . . .. 47
Forme de la solution . . . . . .. .. ... ... ... ........ 47
2.2.4 Raffinement en isogéométrie . . . . . . . ... 49
Le h raffinement (Insertion des nceuds) . . . . ... ... ... ... 49
Algorithme d’Oslo . . . . . . . . ... 52
2.2.5 Le p raffinement (élévation de degré) . . . . . ... ... 53
Le k raffinement . . . . . . .. ..o 53
2.2.6 Différences entre la méthode des éléments finis (MEF) et la méthode
isogeométrique (MIG) . . . . . ... Lo 54
Approximation au sens des moindres carrés . . . . . . ... ... L L. o4
2.3.1 Formulation du probléme . . . . . . .. ... 54
2.3.2 Propriétés de la matrice de masse . . . . . . ... ... 55
2.3.3 Intégration numérique des matrices de masse locales . . . . . . . .. o7
2.3.4 Calcul de Verreur L* . . . . . . . . . ... ... ... 58
Résolution numérique de I’équation de Poisson . . . . . . . . .. ... ... 58
2.4.1 Formulation du probléeme . . . . . . . . ... 0oL 58
2.4.2  Calcul de variations sur une courbe regulicre de R*,d € {1,2} . . . . 61
2.4.3 Intégration numérique . . . . . .. .o 63
2.4.4 Traitement de la condition de Dirichlet . . . . . . . ... ... ... 63
2.45 Calcul de Verreur L2 . . . . . . . . .. ... 64
Résolution numérique de I’équation de la chaleur . . . .. ... ... ... 65
2.5.1 Formulation du probléeme . . . . . . . ... ... 65
2.5.2 Intégration numérique . . . . . . ..o 67
2.5.3 Traitement de la condition initiale . . . . . . . . ... ... ... 69
2.5.4 Traitement de la condition de Dirichlet . . . . . . . ... ... ... 69
2.5.,5 Calcul de erreur L? . . . . . . . . ... ... ... ... ... 71
Résolution numérique de I’équation de transport . . . . . . . .. .. .. .. 72
2.6.1 Formulation du probléme en isogéométrie . . . . . . . . ... L. 72
2.6.2 Intégration numérique . . . . . ..o 74



2.7 Estimation d’erreur par la méthode isogéométrique pour I’équation de trans-

porten 2D . . . ..o 75

2.7.1 Discrétisation . . . . . . ..o Lo 75
Sémi-discrétisation en espace . . . . . ... Lo 75

Discrétisation en temps . . . . . . . ..o 79

2.7.2 La notion de flux numérique . . . . . . ... ... L. 80

2.7.3 Inégalités inverse et de trace isogéométriques . . . . . . .. ... .. 84

2.7.4 Inégalité de Young-Lemme de Gronwall (version discréte) . . . . . . 85

2.7.5 Equations d’erreur . . . . . ... ... 86

2.7.6 Egalité d’energie . . . . . . ..o 90

2.7.7 Estimation de stabilité . . . .. .. .. 00000 92

2.7.8 Théoréme de convergence . . . . . . . ... ... 114

2.8 Conclusion . . . . . ... 126
Conclusion et perspectives 127
Conclusion . . . . . . . . . 127
Perspectives . . . . . . . . 127
Bibliographie 128



Introduction

Motivation

La méthode des éléments finis présente des insuffisances: la dégradation du domaine
d’étude lorsqu’on résout les edp sur des domaines non polygonaux ou non polyédriques
et la difficulté a réaliser le maillage. En effet, pour la fabrication d’'un appareil dans le
domaine industriel, la premiére étape consiste a concevoir sa forme. Cette tache incombe
aux designers qui générent des fichiers CAO (conception assistée par l'ordinateur)|10],
utilisant les B-splines pour représenter de maniére raisonnable la geométrie du domaine.

La seconde étape consiste a réaliser I’analyse éléments finis. Les analystes éléments finis
se servent de la base de Lagrange pour approcher la géométrie du domaine. L’utilisation
de cette base détériore généralement la géométrie du domaine. Cette approximation de la
géométrie peut provoquer des erreurs dans les résultats numeériques |33, 20, 37]. De plus,

I'analyse éléments finis demande donc beaucoup de temps pour les industriels [33, 10, 19,

49, 36].
A

F1G. 1 — Maillage €éléments finis d’un domaine non polygonal

Il faut donc réduire I'effort fourni pour convertir la description de la géométrie CAO
(Conception Assistée par I’Ordinateur) en un maillage convenable pour 'analyse éléments
finis en essayant d’intégrer ces deux technologies: la Conception Assistée par 1’Ordina-
teur et I’Analyse Elements Finis. Cela nécessite 'utilisation d’'un modéle géométrique qui
peut étre utilisé directement comme modéle d’analyse. Donc, il est nécessaire de modi-
fier TAEF (Analyse Elements Finis) en une procédure d’analyse basée sur la représentation
CAO. Cette intégration de la CAO et de ’AEF a abouti & une nouvelle méthode de discréti-
sation des EDP appelée méthode isogéométrique (MIG) [20, 49] s’appuyant sur 1'utilisation
d’une unique base pour la géométrie et I'analyse [23]. Cette base est appelée la base B-
spline.

Notre étude s’articule autour de la résolution de certaines edp par la méthode isogéo-
métrique. Cette technique est mise en ceuvre a travers la méthode de Galerkin discontinue
ou continue, en se servant de la base B-spline, comme base d’approximation. Des edp
elliptiques telles que I’équation de Poisson et 1’équation de Laplace sont résolues dans la
littérature. Cependant, la résolution de problémes paraboliques et problémes hyperboliques

est moins aisée. La méthode des éléments finis nous limite d’un point de vue géométrique.



Notre objectif consiste & résoudre I’équation de la chaleur, I’équation de transport et I’équa-

tion de Poisson par la méthode isogéométrique sur une courbe de RY, d = {1;2}.

Contributions

J. Evans and T. Hughes ont en 2011 obtenu des inégalités de trace pour la méthode
isogéométrique [26]. A. Tagliabue, L. Dedé et A. Quarteroni ont publié en 2012 un article
sur la résolution d’edp elliptiques par la méthode isogéométrique [50].

Des tests numériques ont été effectués et le h raffinement a été fait pour valider les
résultats de convergence obtenus.

Stéphane Bordas et Gernot Beer ont résolu en 2015 ’équation de Poisson sur le segment
[0;1] en prenant trois nceuds distincts. Ils ont utilisé comme condition aux limites, la
condition de Dirichlet [6]. La résolution d’'un tel probléme conduit a résoudre un systéme
linéaire faisant intervenir la matrice de rigidité. En prenant trois nceuds distincts, la matrice
de rigidité obtenue est inversible. Mais lorsqu’on augmente le nombre de nceuds distincts, la
matrice de rigidité n’est pas toujours bien conditionnée. Dans ce cas de figure, les méthodes
directes ne marchent plus. Il faut utiliser ainsi les méthodes itératives comme les méthodes
de Jacobi ou de Gauss Seidel. De plus, les h et p raffinements ne sont pas abordés dans
Iarticle de Stéphane Bordas et Gernot Beer. De plus, I’équation n’a pas été résolue sur une
courbe de R?. Par conséquent, nous voulons résoudre I’équation de Poisson sur des courbes
de R? telles qu'un démi-cercle, une ligne brisée, afin de montrer les atouts de la méthode
isogéométrique.

Y. Bazilevs, L. Beirao da Veiga, J.A. Cottrell, T.J.R. Hughes, G. Sangalli ont résolu
le probléme d’advection diffusion et ont obtenu une estimation d’erreur qui a été validée
numériquement en 2006 [5].

Carla Manni, Francesca Pelosi et M. Lucia Sampoli ont résolu en 2011 cette méme
équation.

Cette EDP a été résolue en utilisant la méthode de Galerkin discontinue et la base
B-spline comme base d’approximation.

L. Beirao da Veiga, A. Buffa, G. Sangalli, et R. Vazquez ont résolu I’équation d’advection-
diffusion-reaction en 2012. Des tests numériques ont aussi été effectués pour valider numé-
riquement les résultats obtenus|11].

L’équation de convection-diffusion a été aussi résolue par Liesel Schumacher en se ser-
vant de la méthode isogéometriquel47].

Dans le cadre de nos travaux de master, nous avons résolu I’équation de transport sur

un segment par la méthode isogéométrique. Nous comptons aller au-dela du travail effectué

10



en master, en résolvant I’équation de transport sur des courbes de R2.

Dans ce cas, I’équation de transport se met sous la forme:

( %(:U,t) + V.(B(x)u(z,t) =0, x€Q, tel0;tp]

u(.,t = 0) = ug dans Q C R? (1)

u =0 dans 9Q~ x [0;tp]

\

u: 2 x [0;tp] — R est 'inconnue. u est une fonction scalaire et tp est fini.
o ={x €0, pB(r)n(x)<0} (2)

— Q est un ouvert borné de R>.
— n est la normale unitaire extérieure au bord du domaine.
— [ est la vitesse advective, définie de R? vers R%.

Nous supposons que 3 € [L®(Q)]” tel que V.3 € L®(1).

— ug est la condition initiale.

La principale contribution de ce travail est I'obtention d’un résultat de convergence par
la méthode isogéométrique en 2D pour ’équation de transport en utilisant le schéma ex-
plicte de Heun a 2 pas. Ce résultat est une généralisation du résultat obtenu par Alexandre
Ern et al. En effet, Nous I'avons prouvé en utilisant une géométrie quelconque, contraire-
ment & Alexandre Ern et al. qui I’a obtenu en éléments finis en se servant d’un polyédre. Il
est important de savoir que les schémas explicites Runge Kutta (RK) sont des méthodes
populaires pour approcher en temps les systémes d’équations différentielles ordinaires. Dans
le contexte de la semi-discretisation par la méthode de Galerkin Discontinue, les schémas
explicites RK ont été dévéloppés par Cockburn et Shu [17|, Cockburn, Lin, et Shu [16],
et Cockburn, Hou, et Shu [15] et appliqués a des problémes en ingénierie [14]|. Ces sché-
mas par exemple RK2 et RK3 ont été utilisés par Alexandre Ern, E. Burman, and M.
A. Fernandez, pour les lois de conservation linéaire en utilisant la méthode de Galerkin
discontinue pour prouver un résultat de convergence [13].

Par ailleurs, d’autres outils sont nécessaires pour obtenir ce résultat :
1. Une équation d’erreur.
2. Une identité d’énergie obtenue & partir d’équation d’erreur.

3. Une estimation de stabilité utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, le lemme de

Gronwall, I'inégalité de Young et des inégalités inverses et de traces éléments finis
[41].
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Dans le cadre de nos travaux, nous avons prouvé un résultat de convergence en 2D
utilisant la méthode isogéométrique. Ainsi, contrairement & la méthode des éléments finis,

nous avons:

1. Construit un maillage paramétrique en faisant un produit tensoriel de vecteurs noeuds.

2. Construit une paramétrisation du domaine physique, indispensable pour décrire ce

domaine.

3. Introduit un espace discret sur le domaine physique en utilisant notre paramétrisa-

tion.

De plus, en lieu et place des inégalités inverse et de trace éléments finis, nous utiliserons

des inégalités inverse et de trace isogéométriques.

12



CHAPITRE UN

Préliminaires

1.1 Introduction

Dans cette partie, nous présentons les modéles soumis & notre étude. Il s’agit de 1’équa-
tion de Poisson, 1’équation de la chaleur et I’équation de transport. Puis, nous décrivons
certains phénomeénes que ces équations modélisent. Par la suite, nous donnons une formu-

lation faible pour chaque modéle.

1.2 Présentation des modéles

1.2.1 Equation de Poisson

L’équation de Poisson se met sous la forme:

~Au=f(z), € QcR’ (d={1,2}), felL*Q)
uw = 0 sur 0f).

Q est une courbe de R
L’équation de Poisson modélise le déplacement vertical d’'une membrane élastique fixée

a ses extrémités et soumise a une force normale f [1].

1.2.2 Equation de la chaleur
L’ équation de la chaleur encore appelée équation de diffusion se met sous la forme:

%(w,t) —V.(D(z)Vu) = f(xt), x€QC RY, (d={1;2}), te€[0;T], feL*0,T;H;())

u(x,0) = up(z), wo € L*(Q), =€
u =0 sur 09 x [0; 7.
(1.2)

13



Ou D(x) est une matrice carrée d’ordre d dépendant de x, appelée coefficient de diffu-
sion.

Q est une courbe de R?.

L’équation de la chaleur décrit la propagaton de la chaleur a travers un milieu homogéne
et isotrope [46]. Par exemple, u(x,t) peut désigner la température d’'une tige métallique a
I'instant ¢ au point z [32]. Elle modélise aussi la diffusion ou la migration d’une concen-
tration ou d’une densité a travers le domaine (). Par exemple, un polluant diffusant dans
I'atmospheére[1]. Cette équation est utilisée également dans le domaine de la finance et est

connue sous le nom d’équation de Black-Scholes [46, 1].

1.2.3 Equation de transport

Les phénomeénes de transport apparaissent dans de multiples processus en physique
ou dans notre vie de tous les jours: le transport de particules dans un champ électrique,
le transport d’un signal le long d’un cable téléphonique, les phénoménes de conservation
(conservation de la masse, de la quantité de mouvement) ou encore ’évolution de véhicules
sur une route. Ces problémes peuvent étre modélisés par 1'équation de transport [32] qui
se présente sous la forme suivante :

( Ou

5 (@t + V.(B@u(r) =0, zeQ te0t]

u(.,t =0) = yy dans Q C R? (1.3)

u =0 dans 00~ x [0;tp]

00" ={x €09, B(x)n(x) <0} (1.4)

— Q est un ouvert borné de R?.
— {2 est une surface.
— n(x) est la normale extérieure au bord du domaine.

On suppose que [ € [L‘X’(Q)]2 et que V. € L>(Q).

1
— On suppose qu’il existe un réel py > 0, §Vﬂ > 1o p-p sur €.

u représente de maniére générale la densité ou la concentration d’une quantité physique.

14



1.3 Reésultats d’existence et d’unicité de solution

1.3.1 Equation de Poisson

Le résultat d’existence et d’unicité de solution pour I’équation de Poisson est obtenu

en utilisant le théoréme de Lax-Milgram.

Théoréme 1 (Lax-Milgram). Soit V' un espace de Hilbert réel de produit scalaire (-,-)y et
de norme || - ||v. Soit a une forme bilinéaire continue sur V -x V.
Nous considérons le probléme variationnel suivant: étant donné F € V', trouver u € V,

solution de:
a(uw) = F(v), YvelV. (1.5)

Si la forme a est coercive sur V, alors le probleme 1.5 a une unique solution u € V

Théoréme 2. La formulation faible de I’équation de Poisson est:
Chercher u € H}(Q) tel que a(u,w) = F(v), Vv e H}(Q).

Avec a(u,v) / VuVodz.

0= [ 5@
Cette formulation faible admet une unique solution [1](page 115).

Démonstration. En utilisant le théoréme de Lax-Milgram, nous déduisons que la formula-

tion faible de I’équation de Poisson admet une unique solution. O

1.3.2 Equation de la chaleur

Nous rappellons un critere d’existence et d’unicité de solution pour un probléme d’évo-

lution.

Théoréme 3. Soit V et H des espaces de hilberts tels que V' s’injecte de fagon continue
dans H et 'V est dense dans H.

Soit a une forme bilinéaire continue sur'V x 'V telle que :
Ja >0 et I\ > 0 tel que a(u,u) + allul? > Mulli, YueV (1.6)

Soient f € L*(0,T,H) et ug € L*(Q). Alors le probleme :
Cherchez u € L*(0,T;V) N CY([0,T]; V) vérifiant :

15



%(u(t),v)ﬂ— +a(u(t)w) = (fv)g, YveV.
(1.7)

(u(0),v) = (up,v),Yv € V.
admet une unique solution.
Théoréme 4. Soient f € L*(0,T,H) et uy € L*(9).

La formulation faible de l’équation de la chaleur est:

Chercher w € L*(0,T; Hy(Q)) N C°([0,T); HY(Q)) vérifiant :

%(u(t),U)LQ(Q) +a(u(t),v) = (fv)2q), YveE Hi(Q).

(w(0),v) = (ug,v), Yv € H(Q).

Avec a(u(t),v) = /(DVu(t))Vvdx

Q

Cette formulation admet une unique solution [1](page254).

Démonstration. En utilisant le théoréme 3, nous obtenons que la formulation faible de

I’équation de la chaleur admet une unique solution. O

1.3.3 Equation de transport

La formulation faible pour I’équation de transport est :
Chercher u € C'([0,tp]; V) tel que Vo € V :

%(u(t)fu)L?(Q) + (AU(t),U)Lz(Q) =0 (19)

amcmmwmpmfiévghw+l;wﬂﬁmmuwﬂﬁﬁ:;wm—ﬂﬂ)(Lm)

Et V ={ue LQ), V.(Bu)e LXQ)}. (1.11)

Cette formulation faible admet une unique solution [41]|(page39).
L’objectif de cette partie est de montrer que le probléme (1.14) est bien posé.
Introduisons 'opérateur A € L(H'(Q2),L*(Q)), tel que:

Yo € H'(Q), Av=V.(Bv) (1.12)
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L’équation de transport devient :
dyu+ Au(t) =0, Vt e [0,tr]

Le probléme variationnel est : Cherchons u € C1([0,tr],V), Vv eV :

de(u(t),v) 2 + (Au(t),v) 2 =0

Avee (Au(t),0) g = / (B.n)%uv ot (Bn)° = %(\my — B

Q

V.(Bu)v +/

o0

Et V = {u € L*(Q),V.(Bu) € L*(Q)}

Nous allons maintenant énumérer les propriétés relatives a V.

Pour [ € N, considérons l'espace :

CY(V) := CY([0,tF],V)

Théoréme 5. V est un espace de hilbert muni du produit scalaire défini par :

(u,5)v = (u,8)2(00) + (V.(Bu),V.(85))2(0)

La norme associée est définie par:

ull} = llullZ2 ) + IV-(Bu)lZ2y  [41](page39)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

Démonstration. Soit (vy,), une suite de cauchy dans V. Montrons que (v,), converge dans

V.

(Vn)n étant de cauchy dans V, (v,,), et (V.(Bvy,)), sont donc de cauchy dans L*(€2).

L*(Q) étant complet, (v,), et (V.(Bv,)), converge dans L*(Q).

Soit v et w les limites respectives de (v,), et (V.(Bv,)), dans L*(Q).
Montrons que w = V.(5v).

Soit ¢ € D(Q).

| v3ue == [ (35,
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v, — v dans L*(Q)) = v, — v dans D'(Q)

. / (B.V)n = — / 8.V

:/Vﬁvngo—>/ (Bv)p

= V.(Bv,) = V.(Bv) dans D'(Q)

Ainsi w = V.(Bv) car D'(2) est séparé.
Par conséquent, v, — v dans L*(Q) et V.(fv,) — V.(Bv,) dans L*(Q) d’ou v, —
v dans V.

On peut conclure que V' est un espace de Hilbert. O

Par ailleurs, C'(V') est un espace de Banach muni de la norme définie par :

[9llonw,) = ma, 7 dllov,  [41](page69) (1.20)
Ave [[8llcoy = max 60l [41](page69) (1.21)

De T'égalité (1.19), nous obtenons que Vu € V, ||u|r2q) < |lully. V' s’injecte donc de
facon continue dans L?(12).

De plus, V est dense dans L?(Q) car D(Q) C V C L*(Q)[41](page40)

Pour donner un sens a la condition au bord de I’équation de transport, nous allons

introduire la notion de trace dans ’espace graphe défini par:

L*(|8.n],00) = {v définie sur 99, |B.n|v? < oo} (1.22)
o0

Toutefois, rappellons la formule d’intégration par parties.

Théoréme 6 (Formule d’intégration par parties).

V(o) € V2, /Q (B.Vo)w+ /Q (B.Vw)v+ /Q (V.8)ow = /8 (Ban)w) [il(pagest)
(1.23)

Démonstration. Soit v € C®(Q) et w € C=(Q).
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/v Boyw = /BQ vw—/(,@.Vw)v
/Q(V.B)Uw—i—/ B.Vv) w:/89 —/Q(ﬁ.Vw)v

/(V.B)vw+/(ﬁ.Vu)w+/ﬁVw (Bn)rww eV etweV
Q

o0
car C™(Q) est dense dans V[51](pages15 — 19).

Théoréme 7 (Théoréme de trace).

— On suppose que 02~ et 00T sont séparés i.e

dist(0Q,00T) = i — 0 1.24
ist(0Q700%) = min e —y| > (1.24)

— Considérons y : v — v(v) = v/a0

Ainsi: 3CYu € V ||y ()l r2(p.nj00) < Cllullv  [41)(pagedl) (1.25)

Démonstration. 00~ et O sont séparés, il existe deux fonctions ¢~ et ¥+ dans C*(Q)

telles que:

P~ +¢t =1 dans Q avec 1/’/_aQ+ =0et 1/’739— =0

Soit v € C>=(Q).
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/ |B.n| = / (4 + )|l
o0 o0
= [ vripal+ [ ool
o0~ o0+

:/m —u2¢(6.n)+/ vt (B.n)
/ Pt —y7)(Bn)

/ V.(v ¥7)P) (Formule de Green)

= [Vt =018 + [ 20t =BT

(Formule d’intégration par parties)

<IVA@T = v7)B)lex@llvlzz@ + 20%" = ¢ e @I1B-Voll 2@ 10l 2(0)

Or 2[[3.V | 2oy [0l 20y < 18-V 0ll720) + 0720

Nous avons donc:

/8(2 VB8] < V(T =9 )B) e @llvliTeg + 107 = ¢ e @llB- Vol L2

+ 10" — 7 @ vl 220
< (" =97 (o) + V(1 = 97)B) @) 10172
+ 10" — 7 e I8 Vol 12 g

B.Vv =V.(pv) — (V.p)v
Donc [|8.Vv||2(0) < [[V.(Bv)[l22(0) + [[(V.B)v] L2
Ainsi [|8.V0| 2y < 2IV-(8V)[[720) + 2 (V.B)vl 720
18V |72y < 21V-(B0)F2i0) + 2V -Bll7 o 1V ]I72(0)

Par conséquent, nous obtenons:
1y ()l 22q5.01.00) < Cllvllv, Yo € C=(Q).
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C>=(Q) étant dense dans V, ||v(v)| z2qsnp00) < Cllvllv.vv € V O

Prouvons maintenant que le modéle équivaut au probléme (1.14).
Le modéle = probléme (1.14) car / (B.n)%uv = / |B.n|uw.

o9 o0~
Montrons que le probléme (1.14) = le modéle.

Soit u la solution du probléme (1.14). Montrons que u vérifie le modéle.

En prenant v € D(2) dans (1.14), nous obtenons:

/Qut(x,t)v + V.(B(z)u(z,t))v = 0.

La relation 1.3.3 est vraie pour v € L*(Q2) car D(Q) est dense dans L?(Q).

Donc uy(z,t) + V.(B(z)u(x,t)) = 0 pp sur €.

Par conséquent, nous obtenons la relation suivante :

u(z,t) + V.(B(x)u(z,t)) =0 = m(ﬁ.n)euv =0YveV.

En posant v = u, on a: / (B.n)%u* = 0.
89

Or / (B.n)%u = / |3.n]u®. Nous déduisons que u/p0- = 0.
90 o0~
L’implication recherchée est donc obtenue.

Nous voulons nous assurer par la suite que le probléme (1.14) admet une unique solution.

Pour le montrer, nous ferons référence au théoréeme 3 d’existence et d’unicité de solution

pour un probléme d’évolution.

Théoréme 8. Le probleme (1.14) est bien posé.

Démonstration. V = {u € L*(Q), V.(Bu) € L*(Q)}.

V est un hilbert s’injectant de fagon continue dans H = L*(Q) et V est dense dans H.

a(u,v) :/Qv.(ﬁu)w/m(@.n)@uv.
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Montrons que a est donc continue sur V' x V. Soient (u,v) € V' x V.

a(u,0)] < / IV.(Bu)o] + /a ()
< 9.8 2oyl 2o + / (8.
o0

< ullvllvllv + vl 2s 0017 ()l 28.n1.00)
< llullvllvlly + C*[lullv]lv]y

la(uv)| < (1+C¥)lullvlv]v

a est donc continue sur V x V.
Vérifions I'hypothése (1.6)
Soit u € V.

a(uu) = /Q V.(Bu)u + /8 (B
:/Q(Vﬂ)uQ+(6.Vu)u+/m(5.n)9u2

- /Q(v.ﬁ)u2 — %/Q(V./B)UQ + /BQ B(ﬁ.n) + (ﬁ.n)e] u?

en utilisant la formule d’intégration par parties
1 1
ofua) =5 [ (V802 + [ il
2 Jo o0 2
2 Lo
a(u,u) > pollull72q) + §||u||L2(|B‘n\,8Q)

En posant [[ull3, = pol|ull2(q) + 5lull2( .01 00), nous avons: a(u,u) > [ull3,

Par conséquent, le probléme (1.14) est bien posé.

1.4 Conclusion

Les modéles soumis a notre étude a savoir I’équation de Poisson, I’équation de la chaleur
et ’équation de transport ont été présentés ainsi que certains phenomeénes physiques qu'’ils
décrivent. Les résultats d’existence et d’unicité de solution ont été mentionnés pour les

différents modéles.
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CHAPITRE DEUX

Approximation par la Méthode
IsoGéométrique(MIG)

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rassemblons les outils de base de la méthode isogéométrique,
nécessaire pour résoudre les équations que nous voulons étudier. Dans la section 2.2.1,
nous parlons des B-splines univariées en utilisant la formule de récurrence de Cox de Boor.
Nous donnons les différents types de vecteurs noceuds. Nous définissons les courbes B-splines.
Nous donnons par la suite les propriétés des B-splines a savoir la propriété du support local,
la positivité des B-splines, la partition de 'unité, la propriété de ’enveloppe convexe, le
calcul de la dérivée des fonctions B-splines. Dans la sous-section 2.2.2, nous définissons
les B-splines bivariées et donnons leurs propriétés. La sous-section 2.2.3 est consacrée au
principe de la MIG. A ce niveau, nous parlons de la paramétrisation du domaine. Nous
donnons des exemples de paramétrisation d’un segment de droite, d'un quart de cercle,
d’un démi-cercle puis d’un cercle. Par la suite, nous décrivons ’espace discret. Dans la sous-
section 2.2.4, nous abordons le raffinement en isogéométrie : nous parlons du A raffinement
en passant en revue 'algorithme de Boehm et de celui d’Oslo. Nous nous penchons apreés
sur les p et k raffinements.

Par ailleurs, nous approchons une fonction par une courbe B-spline. Cette approxima-
tion nous conduit a formuler le probléme dans la sous-section 2.3.1. La formulation du
probléme meéne a un systéme d’équations faisant intervenir la matrice de masse. De plus,
nous abordons les propriétés de symétrie et d’inversibilité des matrices de masse locales
dans la sous-section 2.3.2. Le probléme étant résolu, I’approximation au sens des moindres
carrés est obtenue. Nous calculons ensuite 'erreur L? entre la fonction & approcher et
I’approximation dans la sous-section 2.3.4.

Dans la suite, nous résolvons I’équation de Poisson par la MIG. Cela nécessite la réso-

lution d’un systeme linéaire en utilisant la méthode de Jacobi pondérée.
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La sous-section 2.5.1 est consacrée a la formulation de I’équation de la chaleur. A ce niveau,
nous faisons une sémi-discrétisation en espace. Nous nous donnons un vecteur noeud ouvert,
puis nous construisons la base B-spline associée. Nous donnons la paramétrisation permet-
tant de décrire notre domaine. Nous construisons I’espace discret et nous donnons la forme
de la solution a calculer en utilisant la méthode de Galerkin discontinue et la base B-spline
comme base d’approximation. Dans la sous-section 2.5.3, nous abordons le traitement de
la condition initiale qui conduit a la résolution d’un systéme d’équations faisant intervenir
la matrice de masse. Nous parlons du traitement de la condition de Dirichlet dans la sous-
section 2.5.4. Par la suite, nous obtenons un systéme d’équations différentielles utilisant les
matrices de masse et de rigidité. Nous faisons une discrétisation en temps pour résoudre le
systéme obtenu, en nous servant d’'une méthode de RUNGE KUTTA d’ordre 2.

La section 2.6 traite de la résolution de I’équation de transport par la méthode isogéo-
métrique. Nous formulons le probléme, en nous servant de la matrice de masse et de la
matrice de rigidité pour résoudre I'edp.

Dans la section 2.7, nous présentons une estimation d’erreur entre la solution exacte
et la solution numérique de I’équation de transport en 2D. A cet effet, nous faisons une
sémi-discrétisation en espace : nous construisons un vecteur nceud ouvert ainsi que la base
B-spline associée suivant les deux directions en faisant un produit tensoriel. Nous donnons
la paramétrisation du domaine, ’espace discret et le probléme discret. Nous montrons que le
probléme discret est bien posé. En ce qui concerne la discrétisation en temps, nous donnons
un schéma numérique et nous introduisons la notion de flux numérique. Nous énumérons
les inégalités inverses et de traces isogéométriques. Nous donnons l'inégalité de Young et
le lemme de Gronwall. Ensuite, nous établisssons des équations d’erreur, une égalité d’;
une estimation de stabilité ainsi qu'un théoréme de convergence. Pour finir, nous montrons
que notre théoréme de convergence est une généralisation du résulat obtenu par Alexandre
Ern.

2.2 Présentation de la méthode isogéométrique

La méthode isogéométrique (MIG) a été introduite par Thomas J.R. Hughes,Yuri Bazilevs
et J.A.Cottrell en 2005 |20], motivée par les défis posés par le probléme de génération de
maillage [2]. Elle fournit des procédures de raffinement incluant les h et p raffinements
classiques semblables & la méthode des éléments finis et développe une nouvelle technique
de raffinement appelée le k£ raffinement. Elle se consacre a unifier les processus de conception
et d’analyse en utilisant le méme cadre [25|. En effet, la méthode isogéométrique est une

méthode dont le principe est d’utiliser une base pour décrire exactement la géométrie du
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domaine et de s’en servir par la suite pour calculer la solution numérique. En d’autres
termes, 1'idée essentielle est de construire un modéle géométrique et d’utiliser directement
les fonctions décrivant la géométrie en analyse [34]. Il s’agit des fonctions de base B-spline.

Les B-splines signifient basis splines|28, 44, 45, 12]. Elles ont été étudiées dés le debut
du 19¢ siécle par N.Lobachevsky [27]. En 1946, Schoenberg a utilisé les B-splines comme
base pour les techniques d’interpolation numérique [3, 48, 12]. Son papier a marqué le début
de la théorie moderne de 'approximation par les splines [27], [11]. Les méthodes pour les
courbes B-splines ont été développées grace aux travaux de l'ingénieur francais Pierre
Bézier en 1960 qui travaillait & Renault [44]. Il a cong¢u des courbes portant aujourd’hui
son nom, pour la fabrication des piéces automobiles & I'aide de 'ordinateur. Ces courbes
sont obtenues en se servant des points de controle et de la base de Bernstein.

Par ailleurs, la base de Bernstein présente certaines propriétés intéressantes d’'un point
de vue géométrique telles que, la partition de I'unité, la propriété de I'enveloppe convexe,
I'invariance par transformation affine. Cependant, cette base présentent deux insuffisances
[44] :

— Elle limite la flexibilité de la courbe de bézier obtenue. En effet, le nombre de points
de controdle fixe le degré de la courbe [44] car le degré d’une courbe de Bézier est
inférieur d’une unité au nombre de points de controles [31].

— Lorsqu’on déplace un point de controle, la forme de la courbe est totalement modifiée.
On ne peut donc pas controler localement une courbe en se servant de la base de
Bernstein [44].

Par exemple, dans l'industrie automobile, il est génant que toute la piéce change de forme
lorsque nous voulons seulement faire varier une partie de la piéce [31].

Il faut donc utiliser une base qui présente les avantages de la base de Bernstein et qui
améliorent ses faiblesses|31]. Il s’agit des B-splines. Les B-splines sont une généralisation de
la base de Bernstein. Contrairement a la base de Bernstein, les B-splines nous permettent
de contrdler localement une courbe et de modifier le dégré de la base sans changer le nombre
de points de controle.

Suite aux travaux de Pierre Bézier, d’autres chercheurs ont développé dans les années
1970 des méthodes pour les courbes B-splines. En effet, En 1960, Carl de Boor travaillait
pour General Motors et se servait des B-splines comme outil de représentation géométrique
[28].

La définition originale des B-splines utilise les différences divisées et cette définition est
numériquement instable [28, 21, 8]. Ainsi, Carl de Boor, Maurice Cox et L.Mansfield ont
établi au début des années 1970, une relation de récurrence pour les B-splines|27, 21, §|

afin d’améliorer leur stabilité et de faciliter leur utilisation [12].
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Par la suite, plusieurs algorithmes ont été développés pour simplifier le traitement
mathématique des courbes B-splines [28]. Nous pouvons citer :

1. L’algorithme d’Oslo écrit a Oslo en Norvége en 1979, par Elie Cohen, Tom Lyche et

Rich Riesenfield [18, 29].

2. L’algorithme d’insertion de noeuds de Wolfgang Boehm en 1980|7].

3. L’algorithme d’ élévation du degré de Piegl et Tiller [42].

D’autres chercheurs tels que Larry Schumacher, Harmut Prautschz, Robin Forrest, Bill
Gordon, Ken Versprille, Steve Coons, Lewie Knapp ont apporté également leur contribution

au développement des B-splines|44].

2.2.1 B-splines univariées

Définition 1. Soit 11 < 29 < --- < z,, une suite croissante
(au sens large ) de reéls, les fonctions B-splines N, i, de dégré k (d’ordre k+1) sont définies

par la formule de récurrence de Cox de Boor par:

( Pour 1<i<m-—1

Nﬂ)(lf) =1 st te [ZEi,JIi+1[ (].)

5

Nio(t) =0 sinon

\ ’

Pour k>1 et 1<i<m-k-1

t—w; Tivks1 —
Nip(t) = mNz‘,k—l(t) + ﬁixﬂj\a‘—f—l,k—l(@ (2)

Avec la convention £ := 0 pour tout nombre réel x.
0
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La construction des fonctions de base B-spline se fait en utilisant le triangle suivant :

Ny
¢
Ny
S N\
Nag Nig
e e ¢
Noy Nis
a ¢ e N\
N3 N o Nia
e e e e
N3 Nos
S ¢ e
Nyp N3
¢ e
Ny
A
Ns

Schéma recursif de N 4

Le vecteur constitué des z; (1 < i < m) est appelé vecteur nceud.

Il existe différentes types de vecteurs nceuds utiles pour faire de 'analyse numérique
des edp.
Définition 2. Un vecteur neeud dont les valeurs extrémes sont répétées (k + 1) fois est
appelé vecteur neud ouvert pour une base B-spline de dégré k.
Exemple 1. [0 0 1 2 3 3] est un vecteur neud ouvert pour une base B-spline de
dégreé 1.
Définition 3. Un vecteur neeud ouvert est dit uniforme, lorsque la multiplicité des noeuds
aux extrémités du vecteur neeud est égale a l'ordre(soit le dégré plus un) de la fonction de
base B-spline et le pas interne est identique.
Exemple 2. 1.0 0 1 2 3 4 4] est un vecteur neud ouvert uniforme de degré

1.

2.0 0 0 1 2 3 3 3] estun vecteur neud ouvert uniforme de degré 2.

300 00 01 2 2 2 2|estun vecteur neud ouvert uniforme de degré 3.
Définition 4. Un vecteur neceud ouvert est dit non uniforme lorsque les conditions pour

qu’il soit uniforme ne sont pas réunies.
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Exemple 3. 1.0 0 0 1 3 4 4 4] est un vecteur neud ouvert non uniforme

de degré 2.
2210 0 0 0 1 2 5 5 5| estun vecteur neud ouvert non uniforme de degré 3.

Nous vous proposons quelques courbes de fonctions de base B-spline construites avec

différents vecteurs nceuds.

1.0
0.8
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3—_
0.2
0.1
T T T T T i
a 05 10 15 20 25 30

FiG. 2.1 — Vecteur neud ouvert uniforme

X=[ 00012333 ] k=2 m=8 n+1=5

1.0y
0.9:
0.8:
0.7
0.6
0.57]
0.4:
0.3:
0.27]
0.17]
T T T T
10 15 2.0

0.0 T 1
0.0 0.5 25 30

FiG. 2.2 — Vecteur neud ouvert non uniforme

X=[ 0002 23 3 3] k=2 m=8 n+1=5
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Courbe B-spline

Définition 5. Soit X = [x1 xa... 2, un vecteur noeud. Soit n un entier naturel non nul
et soit (P;);_, une suite de points de R? (d e N* et d<3). On appelle courbe B-spline
de dégré k (d’ordre k + 1) et de points de controle P;, i = 0,...,n la fonction P définie de

Vintervalle [y , 2, dans R® par:
P(t) =Y PNy(t), 21<t<z, 0<k<n
i=0

L’ensemble des points (P;)}._, sont les sommets d’un polygone appelé polygone de controle

de la courbe P.

4.0 1
3.5
3.0
257
2.0
1.5
1.0

0.5

0.0

F1G. 2.3 — Courbe B-spline obtenue avec N,
Points de contréle:

Pi(0,0) Py(39) Pi(63) Py(9.6)
Vecteur noeud :
X=[0 01 2 3 3

Dégré: k =1 Nombre de fonctions de base: n+1 =4
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457

4.0

3.5

257

2.0

F1G. 2.4 — Courbe B-spline obtenue avec N; o
Points de contréle:

Pi(0,0) Py(39) Pi(63) Py(9.6)
Vecteur noeud :
X=[0 0 0 15 3 3 3

Dégré: k = 2 Nombre de fonctions de base: n+1 =4

Propriétés des fonctions B-splines

Soit (n + 1), le nombre de points de controle, k le degré de la fonction B-spline N, avec

1 <i<n+1etmlenombre de nceuds. On se donne X = [z x5 -+ X

Propriété 1. L image d’une courbe B-spline par une transformation affine est une courbe

B-spline.

Démonstration. Montrons que I'image d’une courbe B-splines par une transformation affine
est une courbe B-splines. Soient n un entier naturel non nul et k£ le degré des fonctions

B-splines. Soit ¢ une transformation affine et P une courbe B-splines définie par:
n
P(t) =  PiNii(t)
i=0
avec P; les points de controle. Comme ¢ est une transformation affine, Donc

$(P(t) = Z &(P)Nii(t)
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d’ott ¢(P) est une courbe B-splines. On déduit que I'image d’une courbe B-splines par une

transformation affine est une courbe B-splines. n
Propriété 2. le support de N, est contenu dans [x;,%iyx+1][/42] (pageds).

Démonstration. 11 s’agit ici de démontrer que N;x(t) = 0 pour tout t & [z;,Z;4x4+1]. On
Raisonnera par récurrence sur k. Cette preuve se fait en deux étapes:

— Démontrer que suppN; o C [2;,Tit1].

— Soit k& € N. On suppose que le support de N;j est contenu dans [z;,x;1r+1] i€
Vit & [i,Tivkt1),Nik(t) = 0. On montre que le support de N; ;4 est contenu dans
(25, iprr2] e VEE (25,2 p042] N1 (t) = 0.

]

Remarque 1. N1 C [Tni1,8n1k42]. Comme c’est la derniére B-spline alors x4k est
égal au dernier neud x,,. Ainsi, si l'on dispose d’un vecteur nodal de longueur m et de
dégré k alors il y a exactement (n + 1) fonctions de base avec n =m — k — 2.

Propriété 3. A lintérieur de U'intervalle [xj;xj41], les seules N,y non nulles sont les Ny,
pour lesquelles j — k < i < j [}2](page56).

Démonstration. les N;j sont non nulles si [z;; 2,41 [C [ Tiprs1] car
suppN; x C [xi; Tiyk41]. La suite (x;)7, étant croissante, nous obtenons:
1<jetj+1<i4+k+1doncj—k<i<y.

&y Lj Lj+1 Titk+1

Propriété 4. Vt € [z1;2,,],N;x(t) > 0 [42](page 57).

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur k.
Soit t € [x1; T, Montrons que N; o(t) > 0. Par définition de N; o, on a N;o(t) > 0.
supposons que N; ;(t) > 0.

Montrons que N; x41(t) > 0.

t— Titht2 — T

Nigr1(t) = ————Nig(t) + Nit1,(t).
Litk+1 — Ly Titk+2 — Tit1
t—x; T; —t
Vt € [, Tivkral, L o>Q0et 2" >0 De plus,
Titk+1 — T4 Titk+2 — Tit1

VZ,NLk(t) Z O,Vt S [.Tl; xm]
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donc
Ni+17k<t> Z O,Vt S [Il, Im]

On en déduit ainsi que
Nigt1(t) > 0Vt € [21; 7]

car
\V/t Q/ [xi,xi+k+2] Ni,k(t) = 0 et Ni+17k(t) = 0

ce qui achéve la preuve. O

Propriété 5.
J
Z Nii(t) =1Vt € [xj,x;01] [42)( Page 57) (2.1)

i=j—k
On dit dans ce cas que les fonctions B-splines forment une partition de ['unité. Pour

tllustrer ce resultat, on pourra examiner la figure ci-desssous :

0.4
0.34
0.2

0.1

0.0

F1G. 2.5 — Partition de ['unité de la base B-spline

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur k.
Soit t € [xj,x41].
Pour k = 0, la relation 2.1 est triviale car N, o(t) = 1.

J
Soit k € N. Supposons que V¢ € [z;,2j11], Z N;i(t) =1
i=j—k

J
Montrons que V¢ € [z;,2j11], Z N k(1)
i=j—k—1
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| i t—x; Tirkao — T
> Nikalt) = ————Nu()+ Y, ———Ni(t).
imj k1 imj k1 Litk+1 — Li i—j b1 Titk+2 — Lit1
J t—2x sk x t
— X itk+1l —
= —— N () + ——— N, (P).
Tivk1 — T ®) Z Tithi1 — T (t)

i=j—k—1 i=j—k
t—oTj_ g1 Tjypq2 — 1 !
— Tj k- jkt2 —
= ———Njj1k(l) + —————Njp1(t) + Nix(l
Tj— Tjf—1 ! Q Tjtk+2 — Tj+1 s1(l) Z:z]:k ®)
Lj—k-1 Lj Tj+1 Tjtk+2
j
Vt € [xj,2511], Z N i (t)
i=j—
De plus, supp(Nj_r-1%) C [xj—k—1,2;] donc Vt € [z;,241[,Nj_r—1,(t) = 0.

Aussi, supp(Njy1) C [xj+1;xj+k+2] ainsi Vt € [z;,2j11[,Nj+1.(t) = 0.

D’ ou

J J
> Nigpa(t) = ) Nip(t) =1.
i=j—k—1

i=j—k

On conclut que
J
Vi € {]_, NN (1 ]_},\V/t S [ZL’j,l‘j+1[, Z N%k(t) = 1.
i=j—k
m

Propriété 6. La courbe B-spline se situe dans [’enveloppe convexe du polygone de contrile.

n+1
Démonstration. la courbe B-Spline est donnée par P(t Z B;N; (t

Considérons un repeére(0,e1,€3,....en11), Soit M (z1(t),x (t),...,:vnﬂ(t)) un point de la courbe
B—Spline et BZ<Bm¢1 ;Bimz yeun 7Bimn+l ) .
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(

x1(t) = Nix(t)Bi,
1=0
=0

n+1
P(t) =Y BiNy(t) <
=1

Tni1(t) = Z N; i (t)Big,

\ =0
. n+1 . n+1
on obtient donc OM = ZNi7k(t)OBZ~. Comme ZNi,k(t) =1 # 0, on déduit que
i=1 i=1

M = bar{(B1,N1x),(B2,Na i) ,(Bnt1,Nns1,k) }
On déduit ainsi que la courbe B-Spline se situe dans ’enveloppe convexe du polygone de

controle. O

Nij-1(t) ~ Niyig (t)

Titk — Ti  Titk+1 — Litl

Nig-1(t)  Nipig-1(t) )

Titk — L Titk+1 — Tit1

Propriété 7. Vt € [zy;2,], N, (t) =k < ) [42](pages 59 — 61.)

Démonstration. Soit t € [x1; x| Montrons que N, (t) = k (

Raisonnons par récurrence sur k.

Montrons premiérement que:

N, ot N; t
Nz‘/,l(t) _ ,0( ) o +170( ) ‘
Tit1 — T4 Tit2 — Ti41
Nia(t) = ————Nio(t) + ———Nit10(t).
Tit1 — T4 Tit2 — Ti41

Comme N;o(t) et Niy10(t) sont des constantes, en dérivant N;;(t), on obtient que:

Nio(t)  Nitio(t)
Tit1 — Ty Tit2 — Ti41

Nz‘/,1(t) =

Supposons que pour k > 1,
Ni —a(t Ni _oft
Ny = (- 1) (et FenecalD

Tivk—1 — X4 LTipk — Tig1
N;p_1(t N; _1(2
/<t):k'< k 1()_ +1.k 1() >

ik
Tivk — Ti  Titk+1 — Tit1

). Montrons deuxiément que
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En dérivant N;(t), on obtient:

N j—1(t) Nit1p-1(1) t—x; Tivk+1 — T
Nip(t) = ——- — — ———+ ——— N () + ————— N1 (8)
Litk Z; Litk+1 Ti+1 Titk Z; Litk+1 Tit1

_ Nig-1(2) _ Nij1x-1(t) n t—x; {(k— 1) ( Nip—a(t) B Ni+1,k—2(t))1
Titk — g Titk+1 — Tit+1 Titk — L Titk—1 — Tj Titk — Tit+1

Tivkt1 — 1t {(k ) (Ni+1,k—2(t) ~ Nigpag(t) )}

+
Litk+1 — Lit1 Litk — Ti41 Titk+1 — Tig2
K— +1,k—1 i
— — + Nix—a(t)
itk — T4 LTitk+1 — Tig1 Lipk — Tf Tigpk—1 — X4
k—1 Tipht1 — 1

- Niyop—2(t)+
Litk4+1 — Li+1 Litk+2 — Li42

k—1 |: l’i+k+1—t t—.TZ

Titk+1 — Tit1 Titk — L

} Nit1-2(t)

itk — Ti41

Tigkpr =t b= T~ Tkl — Tip n Tivk — T b —@
Lithk+1 — Tit Titk — T4 Litk+1 — Lit1 Titk4+1 — Tiv1  Titk — Ty  Tijgp — Ty

Tigps1 — t t—x; Tigp — 1 t— 2

Titk+1 — Tit+1 Titk — T Titk — g Titk+1 — Tit+1
donc nous obtenons:

Nig=1(t)  Nigrg—1(t) n k-1 t—x;

/
Ni,(t) = Nir—2(?)
Tivk — Ti Titk+1 — Tit1l  Titk — i Tivk—1 — T
+k+1
- Niy1k—2(t)
Litk+1 — Li+1 LTitk+1 — Li42
k—1 Titp — 1 t—x;
+k i+1
+ - Nii1k—2(t)
Titk — LTi+1 | Ti+k — g Titk+1 — Tit+1
N;_1(t Nip1p—1(t k—1 k—1
= = @) _ Mo ) + Nig-1(t) = ——————Nij14-2(t)
Titk — T Titk+1 — Tit1 Titk — g Titk+1 — Tit+1
, Nig—1(t)  Nigipa(t)
Ni,k(t) =k - )
Titk —Ti Titk+1 — Litl
ce qui achéve la démonstration O

Propriété 8. Si un neeud intérieur x; a pour multiplicité p;, alors Ny est k —p; fois

contindment différentiable en t = x;, et C* partout ailleurs [40].

Démonstration. Etant donné que les fonctions B-splines sont polynomiales par morceaux,
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elles sont C*> partout sauf en chacun des noeuds intérieurs du vecteur nceud.
Raisonnons maintenant par récurrence sur k. Supposons que z; a pour multiplicité
Pour k=1,p;=1et on a:

No(t> + LN1+1’0@>

2y

Tit1 — L Tiyo2 — Tiy1

Ni,l (t) —

Donc nous obtenons par la suite :

( t—x; .
— 81 te€ [xi,$i+1[
Tit1 — T4
. — Tiyo — 1 .
Nl,l(t) - — 81 t e [$i+1,l’i+2[
Tiy2 — Ti41
\ 0 sinon

Pour ¢ # x;,N;1 est C* et donc C°.

De plus, nous avons :

lim N;(t) = lm Ny (t) = Nia(z;) = 0.

+ —
t—x; t—x;

Ni,l est par conséquent continue en z;.

llIil Nz,l(t) = hm NZJ(t) = Ni,l(xi—l—l) =1.

tﬁ\xi+1 t%xi;l

N;,1 est donc continue en ;.
11I£_1 szl(t) = lim Nz,l(t) = NZ‘J(IH_Q) =0.

t—)mi+2 t—>:pl_‘_2

Ainsi N;; est continue en z;45. Donc N;; est ",
Supposons que t a pour multiplicité p;.

Montrons que N;, € Ck=Pi en t = x;.

') = k (Ni,k—l(t) ~ Nigapa(t) )

ik
Titk —Ti Titk+1 — Litl

N!, € C*Pi car N/, s écrit comme somme et produit de fonctions C*7Pi en t = x;.
Ainsi N}, et ses k — 1 — p; premiéres dérivées sont continues en ¢ = z; d’ ou
les k — p; premiéres dérivées de NN, sont continues en t = z;. Etant donné que

N; i, est continue en ¢ = x;, on déduit que N;; € Ck=Pient = x;.
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On conclut que N;, est k — p; fois continiment différentiable en t = x;, et C*

partout ailleurs. O

Remarque 2. De cette propriété, nous déduisons que l’augmentation de la multiplicité
d’un neud en un point a pour conséquence de baisser la reqularité en ce point [42]. Cette
technique est trés importante dans la résolution des EDP dont les solutions présentent des
discontinuités sur leur domaine.

Propriété 9. Les fonctions B-splines N; (t) forment une base de P, l’ensemble des poly-

nomes de degré au plus n.

Démonstration.
Montrons que les fonctions B-splines N; x(t) forment une base de P,,.

Soit Ai,...,Am_k_1 des réels. On montrera que:
m—k—1

Z )\ZNZJ{(ZS) =0=AN=X=..=A\x1=0 Vite [$k+1;xmfk[ (*)
=1

Raisonnons par récurrence sur k.

Soit A1,...,A,—1 des réels. Montrons que:

m—1
Z)\lNZ,O(t) :0:?)\1 :)\2: :>\m—1 :0, \V/te [l’hl’m[
i=1

m—1
Z AilNio(t) =0 Vie{l,..,m—2}Vt € [z;,x;41], Alnsi pour t = z;, on a
i=1

\o= 0¥ € {1,...m —2).

m—k—1
Supposons que Z AiNip(t) = 0 = A\ = ... = Appgm1 = 0 Vi € [Tpp1; Tonils
i=1
m—k—2
Montrons que Z AiNip(t) =0 = A\ = .. = A2 = 0Vt € [pi2; Ti—1],
i=1
m—k—2 m—k—2
D ANt =0= D NN/, (t) =0
i=1 =1
Ni(t N; t
or M (1) = (k- 1) (20 el ),
’ Titk4+1 — Ti  Tijk42 — Tit1
m—k—2 m—k—2
donc on a: Z )\1-#()— Z )\iﬂ:O (%)
i1 Litk+1 — Li im1 Litk+2 — Lit+1
m—k—2 m—k—1
(k) = o it) S A Nult)
—1 "Tighi1 — T i—2 T ik — T
m—k—1
A\ N1 k(1) n ) Nii(t) e Np—r—1(t)
Tr+2 — L1 o ik — T " Im — Tm—k-1
m—k—1
N (t
)\FlL() —0
i—2 Titk+1 — Ti
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m—k—1
Ny (t Ny—i—1 5 (t Ai — Aie
B T DA e S
Tryo — X1 Tm — Tm—k—1 i1 Titk+1 — X4
m—k—1
Ni(t Np—p—1x(2 Ai — Aie
= a2y Nkl S Nt —
Lk+2 — L1 Tm — Tm—k-1 iz Litk+l — i
AL — A
L N () =0
Tpi2 — 1
m—k—1
A Np—r—11(t Ai — i
= — 20 N() - )\WHHL’?() + AL N () =0
Tk+2 — 11 Tm — Tm—k—1 im1 Litk+l T i

Vt € [Thy2; Tmok—1[,N1x(t) = 0 car SuppNyp C [21; Tpa].

Vt € [pt2; Tm—k—1[: Nm—k—1,k(t) = 0 car SuppNp—k—1% C [Tm—k—1; Tm]-

m—k—1

~ AN — A
Ainsi (*x) = —————N;.(t) = 0Vt € [Thao; Tn—i—1
()= 3 I Nl) = 0 € i
m—k—1 >\ . )\
car z—l_lNi,k(t) =0Vt € [Tpy1; Tm—k| €t [Tri2; Tm—k-1]C [Tri1; Tm—k].

=1 Titk+1 — X4
Ainsi Nous obtenons:

)\i - /\i—l = O,Vl S {1,...,m —k— ]_} (20)
m—k—2 m—k—2 ¢ T m—k—2 T ¢
NiNip(t) =0 = A ————N; 1 (1) + N— L Nk (8) =0
P i1 Litk — Ti —1 Litk+1 — Lit1
m—k—2 t— m—k—1 . ¢
— Ni————N; 1 (1) + Ai—lLNi,k—1<t> =0
i1 Litk — i i—o Litk — i
m—k—2
— Z ()\1 + )\ifl)Ni,kfl(t) =0
i=2

car Vt € [xk+2,$m—k—1[>N1,k:—1(t) =0et Nm—k—l,k,’—l(t) =0

De 2.0 et 2.1, nous obtenons le systéme suivant :
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)\7; — )\i—l — 0
)\i -+ )\1;1 -

d’ ou )\Z = )\i—l = O,VZ € {2,..,7’]7, — k- 2} (22)

De 2.0, on déduit que \; = \;_1 = 0, pour 7 = 1. (2.3)

D’ aprés 2.2 et 2.3, \; = N\j_1 = 0,Vi € {1,..,m —k — 2}. ce qui achéve la démonstration.
]

Propriété 10. soit a et b les valeurs minimale et maximale respectives de X.

S1 X est un vecteur neud ouvert de degré k alors,

lsti=1
Ni7k(a) :{

0 sinon
et
Mawz{lﬁi:”+1ua
0 sinon
Démonstration.

Neo(a) lsii=k+1
i,0l¢) =
o 0sil1<i<k

Montrons maintenant que N; x(a) = N1 5-1(a),Vi € {1,... k}.

a—I; x; —a
NZ"k(a) = —ZNi,k‘—l(a/) + LNi-{-l,k—l(G)
Titk — T4 Titk4+1 — Tit1
T; — T Tithtl — Ti
N@k(a) = ;Ni,k—l(a) + MNi+l,k—l(a)
Titk — T4 Litk+1 — Tit1

car Vi € {1,... k},a = z; et a = x;;1 puisque a est de multiplicité k + 1.

donc Ni,k(a) = NZ'_H’k_l((l),Vi c {1, c ,k)}

a a b b
T Tpt1 Tp42 Tntk+2

Sachant que N; x(a) = Nijy1x-1(a).Vi € {1,...,k}, on obtient:
Nig(a) = Noj—1(a) = N3p_s(a) = -+ = Ngjp10(a) = 1.
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Etant donné que les N; ; forment une partition de I'unité et qu’elles sont toutes positives,
on déduit que N;x(a) =0sii > 2

On peut donc conclure que

lsiz=1
NM(a) = {

0 sinon

Montrons maintenant que

0 sinon

lsie=n+1
Nivk(b):{

On montrera par récurrence que N, 11 x(b) = Ny110(b),Vk € N.
La relation est vraie pour k = 0.

Soit k > 0. Supposons que Ny,14(b) = Npy1,0(b) et montrons que
Nn+1,k+1(b) = Nn+1,0(b)-

b— Tnt1

Tpikts — b
Nn—&—l,k(t) + Nn+2,k(b)
Tp+k+2 — Tn+1 Tn+k+3 — Tn+2

Nis1k4+1(0) = Nyy1,1(D).

D’aprés 'hypothése de récurrence, Ny i14(b) = Nyt1,0(D),

Ainsi Ny 41 £(b) = Npy1,0(b). Etant donné que N,410(b) = 1, on déduit que:
Np1x(b) = 1.

Sachant que les N, forment une partition de 'unité et qu’elles sont toutes positives,
on déduit que N;;(b) =0sii#n+1

On peut donc conclure que:

Nyg1,41(b) =

2.2.2 B-splines bivariées

Les B-splines bivariées sont définies en se servant du produit tensoriel de fonctions
B-splines univariées.

Définition 6. Soient (N;,)i, et (N;,)i2, deux familles de fonctions B-splines définies
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par leur degré respectif p et q et par les vecteurs neuds respectifs qui leur sont associés :
S=1[81,.,Smy] €ttt =[t1,... tmy] UMy =n1+p+2etmg=ng+q+2

Les fonctions B-splines bivariées sont les fonctions N ;) p.q) d€finies par:

Nig) ) & 1513 Smy] X [t1; tm,] — R définies par :

Nij), (pa)(€1,62) = Nip(e1) @ Nj4(e2) (2.4)
= Nip(e1).Njq(e2) (2.5)

)

Les vecteurs nceuds s et ¢ définissent un maillage divisant le domaine

Q = [51; 8m,] X [t1;Tmy] en des éléments rectangulaires Q; ; = [si; 5i41] X [t5:t;11]

Comme les B-splines univariées, les B-splines multivariées sont des fonctions polyno-
miales par morceaux. Elles forment une partition de 1'unité, ont un support local et sont

positives [26].

2.2.3 Principe de la méthode isogéométrique

La méthode isogéométrique propose d’utiliser une unique base de représentation pour
la géométrie et I'analyse : les B-splines. Nous voulons résoudre une edp sur un domaine €.
Le domaine sur lequel I’edp est résolue, est appelé le domaine physique. La description de

ce domaine se fait en utilisant une paramétrisation.

Paramétrisation

La paramétrisation ' du domaine physique est définie par:

F: Q- QCR?

er—1="Fe) =Y CiNyle)
i=1

ott Q est le domaine paramétrique, les C; sont des points de contrdle et n; est le nombre
de fonctions de base.

En ce qui concerne le choix du vecteur nceud, nous construisons un vecteur nceud ouvert
de degré k en donnant k. Ainsi les valeurs extrémes du vecteur nceud sont écrites (k+1) fois.

Lorsque nous voulons construire une base composée de fonctions discontinues, les points
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intérieurs du vecteur sont écrits au moins k + 1 fois. Quand nous voulons construire une
base composée de fonctions continues, les points intérieurs du vecteur sont écrits au plus
k fois.

Exemple 4 (Paramétrisation d’un segment). Nous donnons une paramétrisation du seg-
ment [AB] avec A(1;5),B(3;8).

Pour une base B-spline de degré 2, notre vecteur neeud ouvert est :

X=[0 001 2 2 2

Soit m le nombre de vecteur neud et N le nombre de points de contréle.
m="7. Donc N=m—p—1 ainsi N = 4.
Les points de controle sont: A;(1;5); A2(2;6.5); A3(2;6.5) et Ayg(3;8).

Trace delacourbe B-spline

75 ¢

65

55

F1G. 2.6 — Paramétrisation d’un segment

Exemple 5 (Approximation d'un démi-cercle). La premiére étape de la description est
de déterminer les points de contrdle qui vont servir a représenter une approximation d’un
quart de cercle. La seconde consistera a déterminer le vecteur neeud.

Une représentation paramétrique d’un cercle de centre O(0;0) et de rayon a se présente

sous la forme :
x =acosb
y =asinf
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Dans notre contexte, nous avons choisi cing points de controle: X1,X9,X3,X4 et X5
avec X1(a,0), X5(0,a).
Déterminons les coordonnées de X9,X3, et Xy.
— ——
1. Le point X3 est défini par mes(OX,,0X3) = § ainsi X3(a\/75,(1\/7§).
2. Le point X5 est [intersection de la tangente au point X3 et de la droite d’équation

x = a. Par ailleurs un vecteur directeur de la tangente en X3 est:

. dx . 9
7 ¢ =—-=—asin

dy

= gzacose

)
avec 0 = §. On obtient 7(—@‘/75@‘/75) et il existe A e R, X3X5 = N2

Nous avons :

Tg — a‘g —a*/Ti
= 0.

Comme x5 = a alors on trouve yo = a(v/2 — 1). Par suite Xs(a,a(v/2 — 1))

3. Le point X, est l'intersection de la tangente au point X3 et de la droite d’équation

= a et en utilisant le méme raisonnement, on trouve X4(a(v/2 —1),a).

On construit un vecteur noeud ouvert X de degré 2.

X=[0 0 0 05 05 1 1 1.

Nous obtenons par la suite une approrimation d’un quart de cercle.
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1.5

0.5 -

T o T B B T s o T B o e
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3

FiG. 2.7 — Paramétrisation d’une approrimation d’un quart de cercle de rayon 3

En contruisant image des points de controle, X1 Xo X3 X4 X5 par la symétrie aziale
d’aze (oy), on obtient une approximation du démi-cercle de rayon a. Nous avons donc au
total 9 points de controle.

On procéde par la suite a la détermination du vecteur neud. On construit un vecteur

noeud ouvert X de degré 2.

X=[0 00112 2 3 3 4 4 4
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1.5

0.5 -

F1G. 2.8 — Paramétrisation d’une approximation du démi-cercle de rayon 3

La courbe tracée en rouge est appelée polygone de controle de la courbe B-spline.
Exemple 6. — Le vecteur neeud ouvert de degré 2 est le suivant :
X=[0 00 1 1 2 2 3 3 4 4 4].
m=12. Donc N =12—-2—1 ainsi N = 9.
— Les points de contrdle sont donnés par:

A1(0;0),42(0.5;0),A5(1;0),A4(1;1),A5(2.5;1),A6(4; 1),A7(4;0),Ag(4.5;0) et Ag(5;0).
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0.1

Fiac. 2.9 — Paramétrisation de la courbe 2

Exemple 7. — Le vecteur neeud ouvert de degré 2 est le suivant :
X=[0 001 2 2 2
m="7T. Donc N=T7—2—1 ainsi N = 4.
— Les points de controle sont donnés par:
A1(0;0),A5(3;6),A3(3;6) et Ay(5;2).

Ligne brisée

F1G. 2.10 — Paramétrisation d’une ligne brisée a 2 segments
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Exemple 8. — Le vecteur neeud ouvert de degré 2 est le suivant :
X=[0 0 0 1 2 3 4 4 4].
m=9. Donc N=9—2—1 ainsi N = 6.
— Les points de controle sont donnés par:
Ai(1;1),A5(3;6),A45(3;6),44(5; 2),A5(5;2) et Ag(6;4).

Ligne brisée

F1G. 2.11 — Paramétrisation d’une ligne brisée a 3 segments

L’espace discret

Les espaces d’approximation discrets pour la méthode isogéométrique sont construits
en appliquant le paradigme isoparamétrique: on choisit une base capable de représenter
raisonnablement la géométrie et on 1'utilise comme base pour la solution que 'on veut
approcher.

L’espace discret V}, est défini par:

Vi, = span{N,, = Ni’p o F1 ]

Ni,p désigne la i-éme fonction de base b-spline de degré p définie sur le domaine para-

métrique.

Forme de la solution

Soit (N;,); une base B-spline de degré p permettant de construire le domaine €.
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Soit X = (X;)7, le vecteur noeud associé, avec m le nombre total de nocuds et
X4 = (xs)~% Vensemble des noeuds distincts de X.
Soit ; = {x e R0 = F(t),t € [xi,Xir1]}

Ainsi 3! ¢(i) € {1,...,m} tel que x; = Xy ot q(¢ an et ng est la multiplicité
k=1
de x; dans X.

Soit @ = 2,1 <i < Ny—1avec QN = 0,Vi # j.

Njp(x) siz € F([xi; Xit1])

0 sinon

%nwgmz{
Soit I; = {k € {1,...,n+ 1}; SuppNi, N Q; # 0}
SuppNjp = F([Xj; Xj4p+1])

SuppN;p NV EF([xi xir1]) 0 <= j € {q(i) —p,...,q(i)}

pln U9, sur €
u(x,t) = Z u'(z,t) ot u'(z,t) = /% ’
— 0 sinon

On cherche u* sous la forme:

Zu x)Vie{l,...,Ng—1}.

J€l;
Lorsque le probléme que nous voulons résoudre est un probléme d’ évolution. Lorsque

nous voulons résoudre un probléme stationnaire, la solution se met sous la forme:

Zu x)Vie{l,...,Ng—1}.

J€l;

De plus N = [J{N},}jes, est une base de I'ensemble des polynomes de degré au plus
(Nag—1)(p+1) car card(l;) =p+ 1.

oD
Par conséquent u(x,t) = Z w ()N, (z).
=1

avec u; = ui, Ny=Nietl=(i—1)(p+1)+.
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On cherche ainsi U = (ul)l(ivf_l)(pﬂ) dans la base N = U{Nl}l(ivf_l)(p+l).

Les fonctions de base étant définies, une formulation variationnelle utilisant la méthode
de Galerkin discontinue est obtenue pour résoudre le(s) équation(s) intervenant dans notre
probléme [23]. Dans la suite, on utilisera cette méthode pour résoudre ’équation de Poisson,

I’ équation de la chaleur et ’équation de transport.

2.2.4 Raffinement en isogéomeétrie

Il existe des techniques fondamentales pour augmenter la flexibilité d’une courbe B-
spline, sans changer géométriquement la forme de la courbe [44]. 11 s’agit de I'insertion de

neeuds et de I’élévation du degré [44].

Le h raffinement (Insertion des nceuds)

L’insertion de nceud consiste a ajouter un noeud dans le vecteur nceud [42].

Soit
n+1

Clu) = Z Nip(w) P (a)

une courbe B-spline définie sur U = {uq,us, ... ,Ug,Uks1, - - . Up - [nSérons w € [ug,upi1]-

Nous obtenons le nouveau vecteur nceud

(]:: {ﬂliziuljﬂgiz u2,...ﬁh3=:uk;ﬂk+1:ZiLﬂk+Q :Zuk+1,...ﬁLn+1:=?hn}

Insérer @ revient & déterminer les nouveaux points de controle (Q;)7?

ou Ni,p est la i — éme fonction B-spline de degré p définie sur U.

Des relations (a) et (b), nous avons:

n+1 n+2

S NpWP =Y Ny (o)

i=1

A Tintérieur de [uy,ug+1[, seules les N; ,(u) sont non nulles Vi,k —p <1i < k.

n+1 k
Ainsi, > Nip(w)P, = Y Niy(u)P,
i=1 i=k—p

A Dintérieur de [T,y [, seules les N ,(u) sont non nulles ,Vi,k —p <i < k. (1)
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A Dintérieur de [Ugy1,Ugy2[, seules les N;,(u) sont non nulles Wi,k +1—p <i < k+1.
(2)

De (1) et de (2), on déduit qu’a l'intérieur de [uy, U 2|, seules les N, ,(u) sont non nulles
Vik—p<i<k+1

n+2 k+1
AiIlSi, Zwl,p@o@l = Nz,p(“)Qz
i=1 i=k—p
Nous obtenons donc:
k+1
Y NpPi= " Nip(w)Qs
i=k—p i=k—p
n+1 k—p—1 k n+1
Y Nip)Pi= > Nip(wPi+ > Nip(wP+ > N
i=1 i=1 i=k—p i=k+1
n+2 k—p—1 k+1 n+2
ZNi,p(u>Qi = Z Nip(u)Q; + Z Nip(u)Qi + Z Nip(u)@Q
i=1 i=1 i=k—p i=k+2
n+2 n+1
S W@ = 3 Naa()Qus
i=k+ i=k+1

A Tintérieur de [ug,ugi1],

N, (1) Nip(u), Vie{l,....k—p—1}
iplU) = —
P Nijipu), Yie{k+1,...n+1}

Par conséquent, nous avons :

n+1 n+2 k—p—1 n+1
> Nip(u) ZNw Qi = Z Nip(w)(Pi= Q1) + Y Nip(w)(Pr = Qin) =
=1 i=k+1

k k+1
car Z Nip(u)P;, = Z N.

i=k—p i=k—p

La famille (Ny p, . .. .\ Ng—p—1,-Ni+1ps - - - »Vnt1,) est une famille contenue dans la famille
(Nip)i qui est une famille libre d’ ot

p— Qs \V/iE{l,...,/{J—p—l}
Z Qir1, Vie{k+1,...n+1}
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De plus,Vi € {k —p,....k}

U—U = Uipr2 — U —=
N, S A v _Tiet2 T RN
ip(1) Tieper — T, ip(u) + Tirprs — it i+1,p(w)

La preuve se fait par récurrence sur p [9].

U—Up—p — Uk — U —
> Nip(u)Fi = <#N ppp(t) + =—————N k—p+1,p(u)) Py

U, — Up— U, — Up—
et k+1 k—p k+2 k—p+1

U — Uk—pt1 = Upiz —U -
+ (TNk—pH,p(U) + TNk—pm,p(U) Pk—p+1
Uk+2 — Ug—p+1 Uk+3 — Uk—p+2

U—up — U, 9 — U —

+- 4 (TNk,p(U) + #Nk—&-l,p(u)) Py
Uk4p+1 — Uk Ug4p+2 — Uk41

Sachant que 7 = Tyy1,0; = u;,Vi € {1,...k}

et que Uy = w;, Vi € {k+1,...m},

k k41
Z Nip(u)F; = Z Nip(w)Qi = Ni—pp(Pr-p — Qu—p)+
i=k—p i=k—p
- U — Uk—p+1 Ugy1 — U
Nk—p+1,p <Qk;—p+1 - —pPk—p+1 - —Pk—p) + ...
Uk+1 — Uk—p+1 Uk+1 — Uk—p+1

— u—u U —U —
+Nip (Qk — b p, — Pk:—l) + Niy1,p(Qrr1 — Pp) =0
Uk+p — Uk Uk+p — Uk

Pouri=k—-p+1,... k, Posons

Par conséquent

Uj4- —Uu
l—y= —2 —
Ujgp — U;

Sachant que la famille des (Ni,p)f‘:k_p est libre, nous obtenons:

Qkfp = Pkfp
Q=P+ (1—0a)P1,k—p+1<i<k
Qi1 = by

On peut conclure que
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Qi=oa; P+ (1 —a;)P4
avec
(1si1<i<k—p

g={ — Y k—p+1<i<k [42,43]
Uitp — Us

\ Osik+1<i<n+2

ou Fp:=0et P,i5:=0

Cet algorithme est connu sous le nom d’algorithme de Boehm

Lorsqu’on insére plusieurs nceuds simultanément, on parle de raffinement de noeuds ou
de h raffinement.

Elaine Cohen,Tom Lyche et Rich Riesenfield ont developpé a cet effet un algorithme
permettant d’insérer a la fois plusieurs nceuds. Cet algorithme a été congu a Oslo et est

appelé algorithme d’Oslo.

Algorithme d’Oslo
Considérons la courbe B-spline définie par:

n+1

P(t) = Z BiNi,k(t)

avec X = [1,...,Znikro] le vecteur nceud.

Aprés insertion de nceuds, nous obtenons:

m+1

R(S) = Z CijJg(S)

avec pour vecteur nceud Y = [y1, ... Ymiki2] OU n < m
L’objectif est de déterminer les (C}) tels que P(t) = R(s).

les (C;) sont données par :

n+1
C;=) B 1<i<nl<j<m
=1

ot les o

i ; sont donnés par la relation de récurrence:
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Isim <y; <win

0 sinon

Pour £ > 1, nous avons:

ko Yjtk — T
,J

a4

Titk+1 — Yj+k k1
i _ [44 4]

— i
LTitk — T Titk+1 — Tit+1 J

2.2.5 Le p raffinement (élévation de degré)

n+1
Soit Cy( Z u)P; une courbe B-spline de degré p sur un vecteur noeud U.

Elever le degre d une courbe B-spline de p a p + 1, revient a déterminer les points de

controle (Q;)N, et le vecteur noeud U tels que:

Cpr1(u) = Z Nip1(w)Qi  [42].

Soit U = [ty, .. U] = [a, ..o y@, Uy, Uy e Uy oo U 5 @y e O
—— ——
p+1 my ms p+1
oll myq,...,mg sont la multiplicité de nceuds intérieurs.

Au neeud de multiplicité m;, la courbe C), est de classe CP~™. Comme la courbe Cj44
doit avoir la méme continuité que la courbe C),, le méme nceud doit avoir la multiplicité

m; + 1 pour la courbe Cp;.

Soit U = [ty .o U] = @y oo y@ UL Uy e Uy e e U Gy G
—— ———

p+2 mi+1 ms+1 p+2
Ainsi m = m+ s+ 2. Sachant que m =n+p+2 et que m = N + p+ 2, on déduit que
N =n + s+ 2. Pour plus de détails, cf [42]

Le k raffinement

Cette technique consiste a élever le degré d’une courbe B-spline puis & insérer un noeud

dans le vecteur nceud. Pour plus de détails, confeére [20].
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2.2.6 Différences entre la méthode des éléments finis (MEF) et la

méthode isogéométrique (MIG)

MEF MIG
Méthode avec maillage Méthode sans maillage
Géométrie approximative Géometrie exacte
Points nodaux Points de controle
Interpolation Approximation
Signe non constant des fonctions de base | Fonctions de base positives
Paramétrisation locale Paramétrisation globale

TAB. 2.1 — Différences entre la MEF et la MIG
[20]

2.3 Approximation au sens des moindres carrés

2.3.1 Formulation du probléme

Considérons & —— F(e) L g(F(e))

ou F est la paramétrisation du domaine €.

Soit X = (X;)7, un vecteur noeud ouvert, avec m le nombre total de nceuds

et Xg = (x;)Y4 Vensemble des noeuds distincts de X.

Soit (N;,); une base B-spline de degré p permettant de construire le domaine 2.
Soit ; = {x € Rz = F(e),¢ € [xi,Xir1]}

ainsi 3! q(2) € {1,...,m} tel que x; = Xyq) ot (¢ an

et n est la multiplicité de x; dans X.

Soit @ = 2,1 <i < Ny—1avec QN = 0,Vi # j.

Njp(x) siz € F([xi: Xit1])
0 sinon

Soit N () = {

On veut approcher g par une courbe B-spline C' sur un domaine {2 au sens

des moindres carrés.
Ng—1

Ou Z Z PiN! (

i=1 jel;
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Approcher g par une courbe B-spline C' sur un domaine {2 au sens
des moindres carrés revient a rendre minimale ||g — C|2(q)

Nous cherchons donc les coefficients (P}), sachant que:

JRGCIRGE cm—/"§j§jﬁ N (F()IN (F (o))
Soit z = (x,)%_;.
v = F(e) = da = | F(&)||gade (2.6)

Avec ||F(e) ge = i (dﬁf)f (2.7)

s=1

Nous avons successivement les égalités suivantes :

| PN @IF @ lede = [ 30 PR (€N I @lae car N, 0 F =

JjEel;

/ZPZ Nt (©)N] (e )||F<e)||Rdde=[ g(F(£))Ni ()| F(e)||gade

i jel; i
S8 [ BRIt = [ o(FE) Ny @6 e
Jjel; i
> PIM; ;= SpVk € L. (2.8)
JEL
On M, = / MpmHWm%ﬁ$=[ﬂﬂWmNWHWm%

i

Dans le soucis de calculer les PZ nous nous intéresserons a étudier les propriétés de la

matrice de masse M?.

2.3.2 Propriétés de la matrice de masse

Propriété 11. M’ est une matrice carrée d’ordre (p + 1) qui est symétrique.

Démonstration. Sachant que M* = (My;) yjer, , et que card(l;) = p+ 1, M’ est une

1<i<Ng—1
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matrice carrée d’ordre (p+1). De plus, M* est une matrice symétrique car M kj

ZSNd—l,VkEIzetVJGIZ

Propriété 12. M? est une matrice inversible.

Nous montrerons que M? est une matrice définie positive pour déduire qu’elle est

inversible.

Démonstration. Soit L' = (L});ez, un vecteur colonne.

M'L' = (Mker, avec X, = > ML}

J€I;
DODC nous obtenons:
VML = Z AL
kel;
-3 (S o
kel; \jel;

_ZZ/ (Ni,(2)N (x)dx) LEL,

kel; jel;

JEIL;
Donc (LY)'M'L' > 0.

(L)M'L'=0=> N; (z)Li=0
j€el;

— L’ =0 car les N forment une base de P, 41)n,—1)-

M est donc définie positive, d” ott M? est inversible.

L V1 <

]

(2.9)

O

Propriété 13. invM' [inverse de M', est une matrice carrée d’ordre (p + 1) qui est

symétrique.

Démonstration. M' étant une matrice carrée d’ordre (p + 1), son inverse est aussi une

matrice carrée d’ordre (p + 1).
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M étant symétrique, on a: (M)t = M.

(MY = M" = inv((M")") = invM"’

= (invM")" = invM" car M" est une matrice carrée inversible

invM* est donc une matrice symétrique.

Les propriétés de la matrice de masse ayant été énumérées, nous obtenons

de la relation 2.8 que:

M'P' =S oit P' = (P})icieny-1,5" = (Sp)rzieny—1 et M = (M} )icicn, 1.

J :
JEL; kel; kjel;

On obtient donc P? = (invM?)S".

2.3.3 Intégration numérique des matrices de masse locales

Calculer une intégrale sur €); revient a calculer cette intégrale sur Ql au moyen de
la paramétrisation F' [6]. Cette intégrale sur le domaine paramétrique est par la suite
ramenée sur le domaine parent en utilisant une transformation. Le domaine parent en 1D

est l'intervalle [—1; 1].

Miy = [ BTy P .10

: . . dr. 2
Ainsi My, ; ://\N]??p(S)N];p(g) Z( 56’6;6(8)) de (2.11)

. pos2(i) d dx <(€Z> 2
= 3 R S (Y

r=pos1(i) =

Avec Il = X240 puis posl(i) = (i — 1)Npgs + 1, pos2(i) = iNpgs et
1 <i< Ng—1. Npgs est le nombre de points de Gauss par segment, les w’ et

les € sont respectivement les poids et noeuds de Gauss.
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5i = / 9(F(£)N;(F(e))dF (2.12)
Q;

‘ pos2(i) ' ' o . d dl‘ (51) 2
Si = Z Lg(F (7)) Ny (€7) Z (#)
r—posi (i) =

Dans la suite, aprés avoir déterminé C', nous nous intéressons au calcul de 'erreur

L? entre g et C.

2.3.4 Calcul de ’erreur L2

Soit err cette erreur.

err =D

-3 ( ZP;N;,p<F<e>>)2 > (20 e

Ng—1 pos2(i) o A d dl“(ﬂ)
D=y Y e - e 3 ()
=1 r=posl(i) J€El; j=1
Ng—1 Pos?(l e ' 2 d d.’L‘(Ez) 2
-3 'Y il X asen| |3 ()
=1 r=posl(i) Jjel; j=1

Avec Il = X=X 00 et posl(i) = (i — 1)Npgs + 1, pos2(i) = iNpgs,
1< < Nyg—1.

2.4 Résolution numérique de I’équation de Poisson

2.4.1 Formulation du probléme

Le but de cette partie est de résoudre numériquement par la méthode isogéométrique,

I’équation de Poisson :

(2.13)

—Au=f(z), €QCR? 1<d<?2
u = 0 sur 02

Q) est une courbe de RY.

Soit X = (X;)7, un vecteur noeud ouvert, avec m le nombre total de nceuds
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et Xg = (x;)4 Vensemble des noeuds distincts de X.
Soit (NN;,); une base B-spline de degré p permettant de construire le domaine €.
Soit ; = {x € R = F(e),¢ € [xi,Xir1]}

Ainsi 3! q(2) € {1,...,m} tel que x; = Xy ot ¢(i an

et ny est la multiplicité de y; dans X.

Soit @ = 2,1 <i < Ny— 1 avec QN = 0,Vi # j.

Njp(x) siz € F([xi; Xit1])
0 sinon

Soit N ,(x) = {
Soit I; = {k € {1,...,n+ 1}; SuppNg, N Q; # 0}
SuppNjp = F([Xj; Xj+p+1])

SuppN;p NV EF([xi xir1]) 0 <= j € {q(i) = p,...,q(1)}

gl U0, sur
7 < 7 /BQZ‘ 7
u(z) = u'(z) o u'(x) =
@) ;u @) {Osmon
Avec u'( Za;N;p ),vie{l,...,Ng—1}.
Jj€el;

On cherche u € V}, Vv, € V-
- / V.(Vu)v(z)dx = / f(z)vp(z)dx (2.14)

Ou Vi, = {vn : vj, € L*(); Vv, € L*(€%),0} /90 = 0}

Soit ¥ = (z4)%_,.

r=F(e) = dx = ||F(¢)||gede (2.15)

Avec ||F()|lga = JZ (dx;f)) (2.16)



_ i :
Pour v, = N (), nous avons:

_ /Q VA(Vu)N (o)de = /Q S@Ny ()

/V.(Vu)N,ijp(x)dx:/ (Vu)N,f:’p(x)dw—/ VuV N (z)dx

Sachant que suppNj , C Q;, [ (Vu)N; (z)dz = 0.
09,
Ainsi, nous avons:

—/ V.(Vu)N,i’p(x)dx:/ VuVN,,(z)dx
Qi Q'L

U o0, Sur Q,

Etant donné que u'(z) = { )
0 sinon

/ V.(Vu)N;,(z)dx = —/ Vu'VN; (x)dx
Qi Qi

Nous pouvons déduire que:

—/ V.(Vu)N,ivp(x)dx:/ VuiVN,f;,p(:v)dx
Q;

=> a /v 2)V N (z)dz

jJjel;

De 2.21, nous déduisons:

Y a /v 2)VNi (z dx_/f 2)Ni(z)dx

J€l;

Ainsi, on a:
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Ou

1.
1
2
o= )
QN1
Avec:
o (Oé;) i€l
1<i<Ny—1
2.
Fl
F2
F=
FNd—l
Avec:
F' = (Flz) kel;
1<i<Ny—1
Fi= [ )N (o)
Q;
3.
R' 0 0
0 R? 0
0 0 ... RNd-1

Ou R est la matrice de rigidité globale. c’est une matrice bloc diagonale qui est telle
que:

R = (R;cg) kg€l

1<i<Ng—1

};j = /Q VNj?’p(a:)VN,i,p(x)dx

2

2.4.2 Calcul de variations sur une courbe reguliére de R d € {1,2}

Soit d € N. Soient (a,b) € R? tel que a < b. Soit ¢ = (¢;)%, € C'([a; b],RY).
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Soit Q = {M € R? tel que M = (s),s € [a;b]} une courbe de R

¢ est une paramétrisation de {2 sur I'espace paramétrique [a; b].

Ainsi considérons 'application s € [a;b] — M (s) = ¢(s) € Q C R

M = (x;)L, € Q.

Pour tout i, z; = ¢;(s). Comme ¢ € C*([a;b]R), alors pour tout i = 1ad, p; €
C'([a; b],R) avec ¢!

continue sur [a; b].
Remarque 3. Soiti € {1,...,d} et a €|a;b]. Si ¥i(a) # 0, alors il existe 0 < r < @ tel
que :

Vs €la —r;a+ r[Cla; b,¢i(s) # 0.

Lemme 1. Soit d € N*, soient (a,b) € R? tel que a < b. Soit ¢ = (;)L, € C'([a; b],RY).
Soit a €]a; b| tel que pour tout i € {1,...,d},pi(s) # 0 alors il existe r €]0; 00| tel que
@ soit injective sur Ja — r; o+ r[Cla; b|.
Posons 1, =|ac — r;a + r.
@ est une bijection de I, sur p(I,) C Q.
o1 € Clp(1,)R] et son gradient est :

1/ 1!
ver ) = 5 (s ) (220
d \¢i(@) /-,
Démonstration. ¢ = (p;)4; € C([a;b]R?) avec pour a €]a;b[,p}(a) # 0 pour tout i €
{1,....,d}. Alors il existe I, =|a—r;a+r[Cla; b tel que ¢(s) # 0 pour tout s € I,. D’aprés
le théoréeme d’inversion locale, la restriction de ¢ a I, admet une réciproque ¢! sur ¢(I,)
en M(a) = ¢(a) € o(1,). Comme ¢! oy =idy, alors ds(a) = Vo ' (M(a)).dp(a)

Or pour tout i, on a:

dr;(a) = ¢'.d.ds(a) (2.25)

dz; :
Donc d.ds(a) = zila) pour tout i et pour tout M(s) = (z;(s))%, € Q (2.26)

!
i

d dz;(«) d
Ainsi E = :E d.ds(a)
i=1

-1 Y
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On observe que

_1 ! zi())?
() = 5 (s ) (@t
C’est a dire que:
t ) d _ ! L dM
CREE
On déduit alors que:
d
Vol (M(a)) = %z (Wza)) - (2.27)

2.4.3 Intégration numérique

Sachant que N} = ]V;."p o F1.

d . .
R AV NOTL WO
VNjyp(x)VNkm(:v) = Z a P X

2
_ dzs ()
s=1 < de )

R e O GO LA FICON ~ (drie))’
TR Z b Z de = Z( de ) (2.28)

TN 2
r=posl1(z) s=1 (daJZSr) ) =1
Avec Il = X201 puis posl(i) = (i — 1)Npgs + 1, pos2(i) = iNpgs et 1 <i < Ny — 1.

Npgs est le nombre de points de Gauss par segment, les w’ et les € sont respectivement

les poids et noeuds de Gauss.

Fl = /Qvf(a:)N,;p(a:)d$ (2.29)

o ps2) & fde ()
Fi= Y Lf(F(E))N, () Z( Zlgr)

r=posl1(z) Jj=1

2.4.4 Traitement de la condition de Dirichlet

Etant donné que u = 0 sur 02, nous avons :
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—~ l1si7=1
E Olel (x1) =0= a7 =0 car lep(xl) = S% J
e ’ 0 sinon

De plus, on a:

lsij=p+1

Ng—1 3Ny—1 Na—1 NNt
Z oL N (xny) =0=a, {1 =0 car Ny <XNd>:{ 0 sinon

J€In,—1

Résoudre 'équation de Poisson en utilisant la méthode isogéométrique revient a résoudre
le systéme suivant :
Ra=F
1_
a; =0

Ng—1 _ 0

ap—l—l

Les coefficients O@ sont calculés en utilisant une méthode itérative: la méthode de Jacobi

pondérée.

2.4.5 Calcul de ’erreur L2

Soit err cette erreur. Notons u., la solution exacte.

err = VD

D= Nil / (um — Y QiNG(F )2 Ed:(dxéf))zda

JEI;

Ng—1 pos2(i)

D = Z Z ; Uy (F ZO/NZ i

i=1 r=posl(i) jeli 7=
Ng—1 pos2(i) - ? d dx(gl) 2
D=3 & |ual <s;>>—2a;N;,p<ei~>] > ()
i=1 r=posl(i) J€L; 7=

Avec Il = XX 00 et posl(i) = (i — 1)Npgs + 1, pos2(i) = iNpgs
1< < Nyg—1.
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2.5 Reésolution numérique de I’équation de la chaleur

2.5.1 Formulation du probléme

Le but de cette partie est de résoudre numériquement par la méthode isogéométrique,

I’équation de la chaleur :

%(m,t) —V.(D(x)Vu) = f(zt), ze€Q, tel0;Tyy
u(z,0) =up(z), z€Q, avecQCRY 1<d<2 (2.30)

u =0 sur 0Q x [0; Typ]

Q est une courbe de R?.

Ou D(x) est une matrice carrée d’ordre d dépendant de x, D est le coefficient de
diffusion.

Soit X = (X;)!, un vecteur noeud ouvert, avec m le nombre total de nceuds

et Xg = (xs)Y4 Vensemble des noeuds distincts de X.

Soit (N;,); une base B-spline de degré p permettant de construire le domaine €.
Soit Qz = {LIZ’ € Rd; T = F(E),g € [XiaXz+1]}

ainsi 3! q(i) € {1,...,m} tel que x; = Xy) ot (i an

et ny est la multiplicité de y; dans X.

Soit @ = 2,1 <i < Ny—1avec QN = 0Vi # j.

Njp() si @ € F([xi; Xir1])
0 sinon

Soit N7 (z) = {
Soit I; = {k € {1,... ,n+ 1}; SuppNy, N Q; # 0}
SuppNjp = F([xj; Xjp+1])

SuppN;p O F([x5; Xit1]) # 0 <= 7 € {q(i) —p,....q(i)}

u(z,t) = Z u'(z,t) ot u'(z,t) =

=1

Ng—1 =
d . . { U /59, sur Qz

0 sinon

65



Avec u'(z,t) Za x)Vie{l,...,Ng—1}.

JEI;

On cherche u(t) € V3,,Yuy, € Vj:
/Qi %($,t)vh($)d$ - /Q V.(D(x)Vu)v,(z)dr = /Q f(xt)op(x)dx (2.31)

Ou Vi, = {vn : vj, € L*(); V(D(x)Vvy,) € L*(€),0, /90 = 0}

Pour v, = N} (x), nous avons:

k,p

gu(xt )N} () / V.(D(z)Vu) N (2 dm—/ fla )N (2)de  (2.32)

/QYV.(D(I)VU)N,;IJ(IL')CZZ' = /BQ‘(D(x)Vu)N,f;’p(x)dx—/QY(D(:E)VU)VN,’;’p(x)dI (2.33)

Sachant que suppNj, , C Qi,/ (D(x)Vu)Ny (x)dx = 0.
09,
Ainsi, nous avons:

/ V.(D(@)Vu) N, («)dx = / (D(x)Vu) VN, (2)de (2.34)

i

; U0, sur
Etant donné que u'(x,t) = { /0% i

0 sinon
/ V.(D(x)Vu) Ny (x)dx = —/ (D(2)Vu')VN; (2)dx (2.35)
nous pouvons déduire que:
/ V.(D(z)Vu)Nj ,(x )dm—/ (D(z)Vu')VN; (x)dx (2.36)
o8

= a(t / x)VN! (2))VN; (z)dz (2.37)

JEI;
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Par ailleurs, nous avons:

Ai§?($t)Nkp( )dx— dt o ( / (@) N (2)dx

Des égalités 2.37 et 2.38, nous déduisons les égalités suivantes :

dt al( / )de+> " al(t / 2)VN! (2)) VN (

J€I; JjEI;

wie iai(t) = F'
dta()—l—Ra(t)

AVQC MZ = (M’Z]) k,jel;

1<i<Ngz—1
Mkj / Nkp x)dx
i %
R _( kj) k,jel;
1<i<Nyz—1

Zj:/ (D(x)VN;"p(:E))VN,i’p(:C)dx
Q;

Fi = (Flz) kel;

1<i<Ny—1
Fi = / F(a)N;

d , . ; . .

Eo/(t) = (invM")(F" — R'a’(t)) car M" est inversible

2.5.2 Intégration numérique

R, = / (D(x)VN! (2))V N, (a)dz

i

D(l’) = (Dls> 15i<d

1<s<
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J A
ONj, ()
ol N\ = P
! ;ﬁl e
1< dﬁ,iyp(e) 1

On a donc:

1 2 g dN! (el 1 dNj (€% 1

e IR D DI NGCH R S

r=pos1 (i) =1 | s=1 de drs(el) de dx ()
de de

Avec Il = XX0! puis posl(i) = (i — 1)Npgs + 1, pos2(i) = iNpgs et

1 <i< Ng—1. Npgs est le nombre de points de Gauss par segment, les w’ et

les €% sont respectivement les poids et noeuds de Gauss.
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pos2(i) d dx 2
= S EfRE) Z( i )
—posl(i) =

2.5.3 Traitement de la condition initiale

Sachant que u(x,0) = ug(x), nous obtenons les égalités suivantes:

/ﬂi w(z,0)N} () dx = / up(z) N} (z)d

Q;

/Qi u'(x,0)Ny (x)dz = /Q uo(x)NL () d

E:@mm@f=A¢M@N%@mx

Jjel;

M'a'(0) = B’

Ou B' = (B}) e, et Bj= / uo(x) Ny, (x)d
Q

1<i<Ng—1

i

On déduit que:
a'(0) = (inoM")B'

2.5.4 Traitement de la condition de Dirichlet

Etant donné que u = 0 sur 952 x [0; T¥;,,, nous avons:

Za »(xa —O:al()zocarﬁj{p(xl):{

Jjel

De plus, on a:
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lsij=p+1

Ny=1/,\ Ny—1 Ny—1 SNy—1
g o t)N; =0= « t) =0 car N; =
j ( ) 7, (XNd) p+1 ( ) 7,p (XNd) { 0 sinon

JE€IN ;-1
Résoudre |’ équation de la chaleur revient a résoudre le systéme suivant :

(d

S0 (1) = inoM(F' — Rial(1)

a'(0) = (invM") B’

(2.44)
at(t) =0
[ o) (1) =0
sous la condition CFL:
I At 1 .
< — )

D@ <y W

Soit t; = tg + @0t pour i =0,...,N un réseau régulier de points, de pas 0t tel que:
Trin —t

ot = % ol to = 0.

Posons G(t;; a'(t)) = (invM*)(F" — R'a‘(t)).
Nous résolverons le systéme ci-dessus en utilisant la méthode de RUNGE KUTTA

d’ordre 2. Nous avons donc:

70



ap(t) =0
Ki = 6tG(t; a'(t))

Ki = 6tG(f,ai(t))

Avec T =t + h et ai(t) = o/ (t) + K!

\

2.5.5 Calcul de ’erreur L2

Soit err cette erreur. Notons u., la solution exacte.

err =D

Avee D = Ndzl / <u (e).t) — Zaj.(t)zv;p(p(a)))Q J i (d%g))?dg

jel; i=1
Ny—1 pos2(i) . ? d dl’(€7’) 2
p=3 5 o - oo een| (|5 (442)
=1 r=posl(i) el =
Ng—1 pos2(i ~ ’ a dx<€z> ’
D=3 5 0 <e;>,t>—2a3<t>Névp<€i>] > ()
i=1 r=posl(i) J€Li =t

Avec Il = XX 00 et posl(i) = (i — 1)Npgs + 1, pos2(i) = iNpgs,

1<i<N;—1.
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2.6 Reésolution numérique de I’équation de transport

2.6.1 Formulation du probléme en isogéométrie

Le but de cette partie est de résoudre numériquement par la méthode isogéométrique,

I’équation de transport a vitesse variable.

9,
8_11:($’t) + V.(g9(u)) = 0,2 € Q,t € [0; Tyiy]
u(2,0) = up(z),x € Q, avec Q CR41 < d <2 (2.46)

u =0 sur 0Q x [0; Tyy]

Q est une courbe de R?.

Nous voulons résoudre ’équation de transport dans le cas ol la vitesse ¢ dépend de x.
Clest le cas ot g(u(z,t)) = c(z)u(x,t),c(z) € R

Soit (N;,); une base B-spline de degré p permettant de construire le domaine €.

Soit X = (X;), le vecteur nceud associé, avec m le nombre total de noeuds et

X4 = (xi)N4 I'ensemble des neeuds distincts de X

Soit ; = {z € R%z = F(e), € [xi,xiz1]}

ainsi 3! ¢(7) € {1,...,m} tel que

Xi = Xq0) ot q(i) = Z ng et ng est la multiplicité de

k=1
x; dans X.

Soit @ = 2,1 <i < Ny—1avec QN Q = 0,Vi # j.

Njp(x) six € F([xs; Xi+1])
0 sinon

Soit N;’p(m) = {
Soit I; = {k € {1,... ,n+ 1}; SuppNy, N Q; # 0}
SuppNjp = F([Xj; Xj+p+1])

SuppNjp NV F([xi xir1]) 0 <= j € {q(i) —p,...,q(i)}

u(w,t) = Z ui(w,t) ol ui(xjt) =

— 0 sinon
=1

Ny—1 =
< { u/p, sur €1
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On cherche u* sous la forme :

= al(t)N} () Vi€ {1,... Ny — 1}.

J€l;
On effectue une discrétisation en espace et en temps en se donnant un pas de discrétisation

en espace h. De méme on se donne un pas de discrétisation en temps At. Sachant que

@(x,t) +V.(9(u)) =0, 0on a:

ot
n+1 n+1
/ z,t)N}, (z)dxdt + / / u))N},(z)dzdt = 0.

/tm xt)Nkp( )dadt = //+ Ou (o O)NE (a)dtda
-/ [0 ) = ()] Ny (o)
/ o xt)Nkp( )dxdt:;[ 0 (tan) — / ()N} (z)dz  (2.47)
/ [ oty aa - / ol )N (eon )i~
/tt+ o(ulent) ML () dt /f+ /Q Sl ING )t (245
= iyt [ otutoata- 2a9)

R (e / g (ulzot))dt — / | atute )78 oz

1 tn41
Posons G7,, = —/ g(u(zipq,t))dt.
1 tn+1
Nous avons donc G} = A g(u(x;,t))dt.
tn

G? est le flux numérique.

Nous obtenons par la suite le systéme d’équations différentielles suivant :
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(3 [ah(tsr) — @llta))] Mij+

Jjel;
~ ~ . tn+1 .
AtG:L-i—l kp(g’l'f'l) AtG?Nli,p(gz) :/ A’;Wdt
tn
a'(0) = (invM")B"

(2.50)

a (t ) =0
]elz

Avec A" = (Akj)kef ou Aj; / (c(x)V N ()N} (z)dx

JEL Q;
Les oz;'- sont obtenus en résolvant ce systéme d’ équations différentielles sous la condition

CFL:

le@l e <1 (1

Le calcul de M et A’ requiert une intégration numérique.

2.6.2 Intégration numérique

Dans cette partie, nous nous intéresserons a l'intégration numérique de la matrice de

convection.

AL = / (c(x)VNL (2))NE (2)de

d ON; (x ,
-/ (Z ey Dkal?) )) N, (e

A~ .

i _ AT i AT -1
Nj,p oF = Nj,p donc Nj,p - Nj,p oF

ONj,(x)  1dNi,(e) e
dr,  d de Oux,

! —dﬁé’p (€) —1 en supposant que ds(¢)
= —_— u
d de d:vd_@ PP 4 de
£

£0
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Par conséquent, on a:

=5 [ | (Z cs<F<e>>%§<g) ;) INNONDD (d‘”ff))ng

de 7=1 d
052(1) d ; . 2
1 = i lef: () 1 i dmj(*'f?«)
35 (e B ) w3 ()
r posl(i) s=1 de j=1

Le calcul de 'erreur L? se fait exactement comme pour ’équation de la chaleur.

2.7 Estimation d’erreur par la méthode isogéométrique

pour 1’équation de transport en 2D

Dans cette partie, () est une surface.

2.7.1 Discrétisation

Cette partie est divisée en deux grandes parties a savoir :
1. La sémi-discrétisation en espace.

2. La discrétisation en temps.

Sémi-discrétisation en espace

Définition 7. un sous-ensemble F de Q est une face d’un maillage (13,) si l'une des deux

conditions suivantes est vérifiée :

— Il y a des éléments distincts du maillage, Ty et Ty tel que F' = 0T N OT5. Dans un

tel cas, F' est appelé une interface du domaine.

~IllyaT e, tel que F =0T NOSY. Dans un tel cas, F est appelé une face du bord.

L’ensemble des interfaces est noté Fi et celui des faces du bord est noté Fo.

Notations et hypothéses

Considérons le carré unité = [0; 1]> € R2. Soient n; un entier et soit p; le degré suivant
la direction [, [ = 1,2.
Introduisons le vecteur nceud ouvert Ej suivant la direction I: E; = {&1,-...&n,4p42 )

Posons p := min(p;,ps)
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Les vecteurs nceuds correspondants sans répétition sont donnés pour chaque direction
[ par:
Zr =G Gn

Il y a un maillage cartésien paramétrique (), associé aux vecteurs nceuds Z; et Zs,

partitionnant le domaine paramétrique () en un quadrillage rectangulaire. Nous avons donc :

Qn=1{Q = ®1=12(Cii,Cirs10),1 < iy <my— 1} [26] (2.51)

Pour chaque élément du maillage paramétrique () € (), nous associons un pas
hg = hQmaz 01 hQmaes est la longueur du plus grand bord de @). Aussi, pour chaque

élément, nous définissons une constante de régularité :

__ho
hQ,min

Ao [26] (2.52)

ol hQ min est la longueur du plus petit bord de Q.
Nous associons a chaque vecteur noeud Ej,(I = 1,2) des fonctions de base B-spline N; ,
de dégré p; pour ¢ = 1,...,n;.
Sur le maillage )y, nous définissons le produit tensoriel des fonctions de base B-spline
par:
N =Nip QN i=1,..n1,7=1,..n9 (2.53)

P1,p2)

N(Lj),(pl,pg) = Ni,ple,p27i = 1,...,n1,j = 1,...,’”2 (254)

Pour chaque élément () dans le domaine paramétrique, il y a un élément physique
correspondant K = F(Q) ou

F :[0,1]* = Q, o1 Q est le domaine physique .

Nous supposons que I est inversible, ayant pour inverse F'—1.

Sur chaque élément @) € @y, nous définissons le maillage physique:

o ={K:K=F(Q)Q €&} =F(Qn) (2.55)

Nous introduisons V}, 'espace engendré par les fonctions de base B-spline dans {2 comme

le push-forward de ’espace S;, des B-splines.

ni,n2
i=1,j=1"

Vh = Spa’n{N(ivj):(plap2) © F_l}
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Etant donné une fonction v € L2(Q), nous définissons un opérateur projectif sur I’espace

des B-splines S}, :

ni,n2

TSy, - LZ(Q) — Sh’ﬂ-shﬁ = Z @(@)N(iyj)»(phm)’
i=1,j=1
ou la fonctionelle linéaire ¢ € L?(Q2)" détermine la base duale pour l'ensemble des
B-splines.
L’opérateur projectif sur I’espace des B-splines V},, est défini comme le push-forward de

I'operateur g, .
o LAH(Q) = Vi, mpv = (7, (9)) 0 F1

Nous définissons pour chaque élément physique K € 7, un pas:

Posons::

— F, =FUTF.
-~ VT € 7,,Fr ={F € F,,F C 0T'}.

Définition 8. Soit v une fonction scalaire définie sur Q. Soit F € Fi avec F = 9T, NITy.

Pour presque tout x € F, la moyenne de v est définie par:

HoDe(@) = 5oym (@) + vym, (a) (257)

le saut de v est défini par:
[v] = nr(vm —vm,) (2.58)
Pour presque tout x € F, avec F € F0 F = 9T N 09,
{{v}ir(z) = [vlr(z) == v/r(2)
— Soit [ une fonction lipschitzienne i.e

AL Y(x,y) € O%18(z) — BW)Il < Lsllz — y]

Ot ||z — y|| est la norme Euclidienne de (z — y) dans R?.

1
max{||V.5| ze(a): L}

— Posons 7, := min(tx,7.)

— Posons 7, := et B.:= ||5”L°°(Q)

On suppose que h < (.7,
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— Soit Py = {2 }1<i<n,, une partition de €2 telle que pour la solution exacte u,

weV,=VNH(Py)e>0 [4]]

Posons V,, :=V, + V),

On définit 'opérateur discret Ay, : Vi, — V, tel que V(v,wy) € Vi, X Vi,

(Apv,w) 20 :/QV.(ﬁv)wh—i—/m(ﬁ.n)@vwh [41]

V.(ﬂvh)vh+/ (ﬁ.n)evi

o0

(Ahvh,vh)m(ﬂ) = /

Q

:/Q(Vﬂ)vz+/ﬂ(ﬁ.Vvh)vh+/{m(ﬁ-n)evi

/Q BV =Y /T (B.Von)un

TET),

/T(ﬁ.Vvh)vh = % (/M(ﬁ.n)v% — /T(Vﬂ)v,%> ( Intégration par parties )

Z /T(ﬁ.Vvh)vh :% Z /8T(ﬁ.n)ui — % Z /T(v_ﬁ)vi

Ter, Ter, T,
1 1 1
1 . X
251% /F(Bn)[vi]—'—ﬁ/m(ﬂn)v’%_5/9(v6)vi2z
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Nous obtenons donc:

(Apvn,vn) L2() = /Q( V.B)vi + Z / (B.n)[v3] /BQ(B,n)evi +%/6)Q(B.n)vi

FES”

(Apvn,op)2(0) = /( V.B)vi + Z / +%/an |B.n|v;

Fe&”

s[v7] = [on){{vn}}, donc nous avons:

Crnanie = [ GOA0E+ Y [ Bttt +3 [ 150

Fe&”
e U)o = 3 [ Bttt = [(GV-A0i+3 [ 1okt
FGS”

Dans la suite, considérons l'opérateur discret Ay, : Vi, — Vj, tel que V(v,wy) € Vi X Vi,

(Apvsion) o) = /Q V.(Bv)w, + / (B)Pown — 3 / B l{{wn)} [1] (2.59)

FeFi

Le probléme discret est : chercher u;, € C1([0,tx],V3),Yu, € Vi,

d
%(uh(t),?)h)[g(g) + (Ahuh<t>,'l}h)L2(Q) =0 (260)
avec V;, = Pi(7,) = {v € L*(Q);VT € m,,v)r € P5(T)} (2.61)

Théoréme 9. Le probléme discret est bien posé []1].

Discrétisation en temps

Définition 9. On appelle m, la L*(QY) projection orthogonale sur Vi, Uapplication qui est
telle que :

Yv € L2(Q),7ThU e V), avec (Whv,yh)L2(Q) = (U;yh>L2(Q) ,Vyh eV, (262)

Soit dt le pas de temps tel que tr = Ndot o N est un entier naturel.
Pour n € {0;...; N}, nous définissons le temps discret " = ndt.

On pose u} = up(t"), ot up(t") est la solution numérique a la date ¢".
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mru est le projeté orthogonal de u? sur V.
Supposons que 0t < 7, avec 7, = min(tg,7.).

Nous nous intéressons au schéma explicite d’ordre 2 de la forme:
(1 _ . n n

w,” = up — 0tApuy

n+l _ 1 n n,l 1 ’I’L,l
up = g(up ) — g0tAu, 4]

0

0 _
[ avec u;, = TU

2.7.2 La notion de flux numérique

Dans le soucis d’introduire la notion de flux numérique, nous allons considérer I'opéra-

teur discret suivant :
Ap 2 Vi — Vi, tel que Y(v,wy) € Vi X Vi,

Q

(Ahv,wh)L2(Q) Z/()V.(ﬁv)wh—i-/a (ﬁ,n)evwh

- [Ganpittody+ X 5 [ 1Baclilun] 1) on (30)° = 5(80] = )

Feg}, Feg},

(2.63)
Le probléme discret est : chercher uy, € C1([0,t5],V4), Vv, € Vi,
d
E(uh(t),vh)lg(g) + (Ahuh<t>,7jh)L2(Q) =0 (264)

Théoréme 10. Le probleme discret 2.6 est bien posé [41].
Lemme 2. Y(v,wp) € Vi, X Vj,

(B.n)owy + ) /F(ﬁ-nF){{U}}[WhH [41]  (2.65)

FeFi

(Apv,wp) = —/Q(B-th)lH'/

o0

> 5 [ 1Bnellun)

FeF?
Avec (B.n)® = 1(|8.n| + B.n)

Démonstration. Soit (v,wy) € Vi X V.

Posons S = /QV.(BU)wth/aQ(B.n)evwh - Z /F(/Bnp)[v]{{wh}} (2.66)

Feg}
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[ vis0u =3 [ V.0

TZS/BT(B.n)vthZ; /T(ﬁ-vwh)v
:F;?;L/F(ﬁ.nF)[Uwh] +P§Z/F(5.w)vwh

—/Q(B-th)v
=3 [Eaeblttud + 3 [ Ganoln

Fegj, Fed},
+ ) /(5-71F)Uwh—/(5-vwh)v
P Q
Fest

Nous obtenons donc que:

s== [BYup+ X [ Banlulien

Fegy,

+ /m(ﬂ.n)evwh + /m(ﬂ.n)vwh
s [:5uet X [ Garitenio]+ [ @)oo,

FeF}

Par conséquent, nous avons:

(v == [ BFwo+ [ Gooun+ Y [ BB+

FeF}

> 5 [ 1Bnellelu)

Fegy,

[]

Considérons un élément arbitraire 7' de notre maillage et un polynéme & € P5(T') avec

P5 I'espace des polynomes de degré au plus k & 2 variables.
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Pour S C 2, notons xg la fonction caractéristique de S. En prenant la fonction test

wy, = Exr, 'utilisation de la relation 2.65 nous permet d’écrire que:

(Ayvéxr) iz = — / (B (Exr))o + /d CORCONDS /F (Bone) {0} }Exa] +

> 5 [ saslileal
(A€ =~ B+ Y [ (B)ofexa]
nVE) () /T g;z /F
+ 3 [@antten+ Y 5 [ neluliea)
Fed}, F Fegi F

—— [ 690+ 3 nrne) [ ()t (2.67)

+ 3 ur) [ Bl + 3 nranr); [ 5ol
car [exr] = (nronp)e [41]
(Apv,&) 2y = — /T(B.Vﬁ)v—l— Z (nTnp)/ngF(v)f

Fegy,

(B-np){{v}} + 2Bnp|lv] si F € F,

(B.n)®vsi F e F? (2.68)

ol ¢r(v) = {

avec n = 1. ¢ est appelé le lux numérique. Dans ce cas, on dit que le flux est décentré.

Lorsque n = 0,
n v}t si F et
(B.n)®vsi F e Ty,
Dans ce cas, on parle de flux centré.
avec V;, = Pi(7,) = {v € L*(Q);VT € m,,v)r € P5(T)} (2.70)

82



Lemme 3.

1. Pour la solution ezxacte, u € C°([0,tr]),H*(Q)) N CY([0,tr],L*(Q)),

d
2.
(Apvn.on)r2@) = |vnl3 + (Avn,vn)2)  [41] (2.72)
1
ot A = év.@ (2.73)
2 1 2 1 2
et o]y = [ SIBn[o”+ > [ s|Bnp|[v]’ v € Vi (2.74)
o0 2 Jr 2
FeFi
Démonstration. 1. En se servant de 1’égalité 1.14,
d
%(U(t),whh;(g) + (Au(t),wh)Lz(Q) = O,VU)}L S Vh (275)

Etant donné que u € C*(H'(Q)),u(t) s0- = 0 et que [u(t)]r = O,VF € F},

nous avons : (Au(t),wp)r2) = (Apu(t),wh) 2

d d
Par définition de 7, nous avons : (Whau,wh)p(m = (%u,wh)Lz(Q)

Par conséquent, nous déduisons que :
d
(ﬂ'hau(t),wh)L?(Q) + (Apu(t),wn)r2(9) = 0.Vws € Vi,
) d
i.e Whau(t) + Apu(t) =0 (2.76)

2. Soit v, € Vyy,

(MMMm@=AW@ﬁ+AWVW%+L£MPﬁ

- [ty + X 5 [ 18l

FeTi FeTi

(2.77)
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En utilisant la formule d’intégration par parties, nous avons:

/Q (B.NVop)v, = % /a Q(ﬁ.mvg— % /Q (V.08)v?

La relation 2.77 devient :

(Anvn,vn)r2) = /

Q

1
%(V-ﬁ)ﬂi +3 /BQ(ﬁ.n)vz +/ (B.n)%v;

o0

+ Y 5 [ 1Bnsllon

FeF?
1 2 1 2
(Apvn,on) 2y = | =(V.B)v, + —|B.n|v;+
Q2 00 2
1
+ 305 [ el
Fedi
O
2.7.3 Inégalités inverse et de trace isogéométriques
Théoréme 11.
Vh > 0VK € 1, et Yoy, € Pg(Th>,vah||[L2(K)12 < C*h;(lHUhHL2(K) [24] (278)
ou C, dépend du degré du polynoéme, de la dimension du probléme et de VF.
Théoréme 12.
Vo € Py(7h), lonllZ20k) < Cr@APE NonllTeey  [26] (2.79)

Ou C dépend de py et pa, A\g est la constante de réqularité locale de @, et Ak est la

constante de régqularité de K.
Dans la suite on pose p := min(py,p2) [5, 47|

Théoréme 13. Etant donné les entiers | et s tels que 0 < [ < s < p+ 1 et une fonction
u € H*(Q), alors:

Z lu — Whuﬁ{l(}{) < Chz(s*l)”“”%ls(ﬂ)a [50] (2.80)

Ker,

ou C est indépendant de h.
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Théoréme 14. Etant donné les entiers | et s tels que 0 <1 < s < p+ 1 et une fonction

u € H*(Q), alors:

Z |lu — 7rhu||%2(8K) < C%gé()@)\[{)h(?s—l)”M ?HS(Q)’

Kery,

Démonstration. Soit u € H*(2). En utilisant I'inégalité 2.79, nous avons:

D = mullfaor) < C > AoArhi [l — mull3a ),

Kemr, Kety

(Th)n, étant quasi-uniforme, h < Chg.

h<Chyx = C'ht <h™!
= h! <Ch™!
= Chi' < C*h7!

Donc Z lu — mhul| 7250y < C’glg};(/\QAK)h—l Z Ju = mhul| 72y

Kemr, Kety,

En utilisant 1'inégalité 2.80, nous avons :

Y lu—mnullfage < CH*|lu|

Ker,

2
H3(9)

Ainsi, nous obtenons:

Z l|lu — Whu||%2(aK) < CgleaT);()\Q)\K)h@sfl)HUH%S(Q)
Kery,

(2.81)

(2.82)

(2.83)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

2.7.4 Inégalité de Young-Lemme de Gronwall (version discréte)

Théoréme 15 (Inégalité de Young). Pour tous réels a et b, pour tout € > 0,

a’>  eb?

p< L0
W= oot
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Démonstration. On montrera que:

2 b2
V(a,b) € R%,ab < % +

!/
a
De plus, en posant a = — et b = b'\/c ot @’ et V' sont des réels, on obtiendra 'inégalité

VE

de Young.
O

La version discréte du lemme de Gronwall! est utilisée pour étudier la stabilité des
méthodes numériques.
Théoréme 16 (Lemme de Gronwall (version discréte)). Soit A un réel positif. Soient

(hn)ns(On)n des suites positives et (€,,), une suite réelle telles que:
Opi1 < (14 Ahy)b, + .

Donc, nous obtenons :

n—1

O < exp(A(tn — to))0o + Y _exp(A(tn — tis1))e;  [22)

i=0
Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur n. Pour I’hypothése d” hérédité,

on utilisera I'inégalité suivante :

1+ Ahy, < exp(Ahy,).

[

2.7.5 Equations d’erreur

Théoréme 17. Posons
ey 1= uy — mpu" (2.87)
el i=u" — mpu” (2.88)
¢ i=wy — mpw" (2.89)
= w" — mw” (2.90)
d

avec w :=u+ 0t—u [41] (2.91)

dt

1. Le lemme de Gronwall a été établie par thomas Hakon Gronwall en 1919.
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uy est la solution numérique uy, a la date t".
mpu" est le projeté orthogonal de u™ sur V.

u” est la solution exacte a la date t".

De 2.87 et 2.88, nous avons u" —u, =¢€; —¢€p
De 2.89 et 2.90, nous avons w" —w; = (' — ¢,

Nous obtenons alors :
G =€), — 0tApey, + dtag, [41]

1 1 1
eh = 5 (& + G = SOtARG) + SotBy 4]
ot oy = Apelr

B = AnGg — mh0"

tntl 3

1 d
Lo = — 02— yndt
‘ 5t/t ( el

n

Démonstration.

d d
w" =u" 4+ dt—u" = mw" = mu" + ot —uy

dt dt

d d
Sachant que 7, —u(t) + Apu(t) = 0, nous obtenons que m,—u

dt dt

donc mpw" = mut — tARU".
h h h

De plus, en se référant au schéma RK2, w; = up — 0tA,uy

Par conséquent, nous obtenons:
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G = wy, — mpw"”
= u) — otApuy — (mpu™ — StARu™)
=y, — mpu" — OtApuy + 0tAu"
= up — mpu" — 0t Apuy, + 0tApu” — StApTRU" + Ot ApTau”
= up — mpu" — 0t Ay (uy — mpu) 4+ 0t A, (U — Thru™)
= ¢y — 0tApey + 0tApel
¢ =€) — 0tAper + dtay

Montrons la deuxiéme égalité.

En appliquant la formule de Taylor, nous avons:

d? 5t
= 5t 5t2 —o"
W S Ot s W
1.,d 2 ot
ntl _ . n _(5t2_ n —pn
U w" + AT U + 5
Par conséquent, nous obtenons:
§t2  d? St
7rhu"+1 = mw" + —7Th— u" + —mp 0" (297)
dt 2
THhW = 27Thw 27Thw
1 ot
= Qﬂ'hu — §Ahu + 27Thw
1 ot
Thw" = é(ﬂhu” + mw™) — —Ahu
L’ égalité 2.97 devient:
1 St §t2 d? ot
mutt = 5(7%“” + mpw™) — —Ahu —ﬂh@ u" + 57@0” (2.98)

De plus, nous avons:
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st — g L (Lo
Mg W= Ot g
d d ,
5t£(ﬂ'hdt’u )
d
=0t—(—A
o (= Anu”)
d
d
d > 1 d
5t7rhﬁu —Ap(w" —u") car w" = u" +5t£
L’ égalité 2.98 devient :
1 ot ot t
ﬂhu”H = é(ﬂhu” + Tpw ) — EAhu — EAh(w —Uu ) + 57%0"
Sachant que
uptt = §(uh +wy) — §Ahwh7
et = it —
1, ., . o0t ot ot
:§(€h+<h) 2Ahwh—|— 2Ahw —Eﬂ'he
Or, nous avons
—%Ahwz + %Ahw” = —%Ahwh ot Ahwhw + 6tAh7Thw + &Ahw
ot ot
— —EAh(wZ — mpw™) + EAh(w” — mpw")
(5 ot ot ot
o Anwy + S A" = = An(G) + 5 An(G)

Ainsi nous déduisons que:
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ot ot ot

o An(G) + 5 An(Gr) = 5 md”

n 1 n n
€h+1:_(5h+Ch)_ 5

2

Par conséquent, nous obtenons que:

1 1 1
entt = 5(eh + Gi) — SOtANGE + S0ty [A1] (2.100)
ot A = Apen (2.101)
Bl = Ap(" — m" (2.102)
[l

2.7.6 Egalité d’energie

Théoréme 18. On suppose que :

w=¢cp — 0tAnep + dtay

1 1 1
et eptl = 5(&2 + ) — iatAhg“}; + 5&5{;

Alors :

ler ™ ey — lerllZzy + Otlenl + 0tIG1% = llep ™ — GhllTei) + 0t(an.en) 2@

+ 0t(By .G )2 — AL [4]] (2.103)

avec Ny = 6t(Aey ep)r2) + 0t(AG .G ) L2(0) (2.104)
1

et A=5V.5 (2.105)

Démonstration.
(= ey — 0tApey + otag

Donc, nous obtenons:
(Grem iz = llenlliz@) — 0t(Aneneh) r2) + 0t(ageh) 12 (2.106)
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1 1 1
e’,f“ 5 —(ep + () — §5tz4h§;? + iétﬁﬁ (2.107)

Ainsi, nous avons:

(€ 200 e = 5 (2R ey + 5 (G2 ey
4}
Qt(Ah£h72<h)L2(Q + 5t(6h,2ch)Lz(Q (2.108)

2( P Ch)L2 @ = <5haCh)L2(Q) + ”Ch ||L2(Q) - 5t(AhCh>C;Z)L2(Q) + 5t(6}?a§l?)L2(Q) (2-109)

En utilisant les égalités 2.106 et 2.109, nous déduisons que:

2(ep N2y = llerlliaq) — St(Aneheh) o) + 0t(af.ef) r2@)+
1G22 — OL(ARGECR) L2y + 0L (81 C) L2y (2.110)

Sachant que
(Apvn,on)r2@) = |vnl3 + (AGHLG) 120

Nous pouvons écrire que:
(ARG SR e = IGHE + (AGE G 2 ()
(Aneiem)re) = lenls + (Aefen) 2@

L’ égalité 2.110 devient :

2(572“7(}?%2(9) = ||§;TLLH%2(Q) + H#H%z(n) + 575(042752&2(9)

+0t(Bh .G )2y — OtIGH15 — dtlerls — AR (2.111)
2(5Z+1:€2)L2(Q) - ||C}?||2LQ(Q) = ||5Z||2L2(Q) + 5t(a276Z)L2(Q)
+0t(Bh G )2y — OLIGH1G — dtlenls — AR (2.112)

Etant donné que 2ab = a® + b* — (a — b)z, nous obtenons que:

25 ez = ey ) + G IZ2@) — ER™ = Gz (2.113)
2 ez — G ) = len iz — IR = G2 (2.114)
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De 2.112 et 2.114, on a:

et 22 = 1ER™ = GZ2) = llerlliz) + 0t(adheh) 2 (@) + 6t (81 .G) 2@

— |Gy [5 — otlehls — AR (2.115)
Nous pouvons déduire que

||€Z+1H%2(Q) - ||5Z“%2(Q) +0tlep s + ot GrlE = llep™ — Q?H%%Q) + 0t(ap eh) L2 @)

+ 0t(Br ¢ ) 2 ) — Ay

O
2.7.7 Estimation de stabilité
Vv € Vip, posons:
[0]Z, = [0l + Bl VOllT2q)  [41] (2.116)
ol2ubn = 10la0s + Y BellvllFzor)  [41] (2.117)
Kery,
2 Lo 2
1ol = —llvllz2g@) + lvl5 - [41] (2.118)
143 , -1
Epy = llezller + 167 b + 72l 5 wllooanot” + 7 *lleh 2 [41] (2.119)
Par convention, a < b <= 3C indépendante de (5,h,0t tel que a < Cb  [41]
Lemme 4. V(v,wy,) € HY(Q) x V,
(An(v = mv)wn) r2) S v — Th0|uwb [ wn [ wws (2.120)

Démonstration. Soit (v,wy) € H'(Q) X V3. Posons y = v — v
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D’apres la relation 2.65

(Awn) = — / (B.Vun)y + /8 B+ 3 / () { Ly} wn)+

FeF}

> 5 [ 1Bnelllun)

FeF}

/ |(Bn)®yun] < / 1(B.) Iy (2.121)
o0 o0

1 2 /1 3
<2 (— |(,6n)|y2) (—/ |(6n)|w,zl> (Inégalité de cauchy-schwarz)
2 Jon 2 Jon

< 2|y luwws|[wn s
S 2HyHuwb,*HwhHuwb
Soit () i la valeur moyenne de /3 sur chaque K. Nous obtenons:

|8 = (B) k|l (x) < Lghgk car 8 est une fonction lipschitzienne

1
max{||V. 5| o (0); L}

18 = (B k|| 1oo(rey < 7, thi car 7. =

(B) k. Vwy, € PSH(K) Cc PY(K)

Donc nous avons:
VK € Th,/ y(8) k.Vwy, = 0 par définition de 7,
K

Ainsi, nous obtenons:

/Ky<ﬁ>K-th= > /Kyﬁ.vwh (2.122)

Ker,

= Z / y(ﬂ— <5>K)-th
Ker, K

< Y ylezagme il Vwnl e oy
Kemry,
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D’aprés 1" inégalité inverse 2.78, hi ||Vwp ||ir2x)2 < Cllwn|| 2

Par conséquent,

/ yBVwy < C 3 [yllzaos Hlwllz

Ker,

1
<0 Lyl el

Ker, Tc TC
1 1
1 2 1 ) 2
2
<C (Z T—Hy\mm) (2 j T—Hwhum(m>
Kery, ¢ Ker, c

oL 201, ., \?
> T_CHyHLQ(Q) T_CHwh”LZ(Q)

< Cllylluaob|[wn [t

S CHyHuwb,*HwhHuwb

De plus,

D=
[SIE

> [ 1Gne ol < | X2 [ 1gac)y | | X5 [ Baelfun

FGSM Fef}'l Feg‘z
VE € F;, avec F' = 0K, N 0K, posons y; = y/k,,i = 1,2

2{{y}}* =2 <1(y1-%zm)>2

1
= 5(91 + ?J2)2

<y +y;
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Alinsi,

> [ el <. 3 [ 20

Fed}, Fed},
2 : 2 2 : 2
< ﬁc /yl + /yQ
regi 7 F pegi 7

< Be Z 1Yll72 (o)

Kety,

Z 2/F]5.npl{{y}}2 < (Z BcHyH%Q(aK)>

FeFt Kery,

D=
=

S Hy“uwb,*

[NIES

1
S5 [l | < honds < s
F

Fegy

5= [ 1B ne) {3 Honl] < Wl (2.123)

FeF}

En plus,

N|=
[SIE

IA

> 5 [ el < [ 3 [ Sianelol | | X [ Fl0meln?

FeFi FeF} FeFi

A

> HyHuwb,*HwhHuwb

Par conséquent, nous pouvons déduire le résultat suivant :

(Ap(v = mv)wn) r2) S 1|V = TR0 || wwb || Wh [ wwb (2.124)
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Lemme 5.

1
Vo € Vi, || Anv|| 2 S 162 K2 ||v|,. avec r = max <1, /max (/\Q/\K)> (2.125)
€Th

Démonstration. En se servant de la relation 2.63,

V(v,wh) € Vin X Vh,

(Ahvawh)LQ(Q) = /

Q

(8.Vv)wy + /

Q

(V80w + [ (5n) o

o0

-3 [Ganpittody+ X 5 [ Baclilw) B @1

Fed}, Feg},

[ 650wl < BVelluoplunl
Q

/Q(Vﬁ)vwh < IV-Bllz=llvll 2@y llwnll 2

1
< T—H@I!Lz(n)llwh\lm(m

1
max{||V. | L=); L}

car T, :=

1
3
/ (B.n)Cvwy| < V2vlg (/ ]5n\wi> (Inégalité de Cauchy Schwarz)
0 o9

1
< V282 |vlsllwnl| 200
1
< CV2m3 32 h*%]vlﬁHwhHLz(Q) d’ aprés I’ inégalité inverse 2.79

= AQA
avec m %13)5( OAK)
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1
2

5 / Bnrllolfwn] < lols | 5 3 /FW-W‘W

FeT)) Feg),
) 3
5 2
< Belvls Z lwnllz20k)
TeET)
1
< B |vlsllwnll 2200

1
< Cm? 32 h_%]v|5||wh||L2(Q) d’ aprés I’ inégalité inverse 2.79

1
2

S [ ettty < bls (2 3 [ ity

Fed) FeT),
1
< |vlgB2 [lwhl| 2(a0)

1.4 1
< Cm2B2h72|wlgl|wl 20

Nous avons donc:

1 1,41
(Ahv,wh)Lz(Q) S (T—HU“LQ(Q) + BCHVUH[LQ(Q)]Q + 2C’\/§m2ﬁfh 2 |U|B) ||wh||L2(Q) (2127)

C

1
posons r = max <1,m2>

L’inégalité devient :

E _1 ll 11
(Apv,wp)re) STBEH2 <5c 2h27—HUHL2(Q) + BERh2 (| Volliz2 @)z + \U!ﬂ) |wn |l 220
(2.128)
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hgﬂ(ﬂ—*:hgﬂcﬂ:
— B 'h <.

_1 1
= 50 Qh% < 7—02

111 1
= B Qh%— < —
Te 72

Nous pouvons en déduire que

11
(Apv,wn) r2) S mBERT2 ||v][wl[wh | 2

Etant donné que

Apv,wp) 20
[Apv|z2@) = sup ( )iz
wnevi—{0r  llwnll 2@

Nous obtenons par conséquent :

11
| Anvl[ o) S B2 R2[|v]|

avec r = max (1, /%1335 ()\Q)\K))

Lemme 6.
11
[vnlles S 7B R72 ||| 22(0),Yvn € Vi

Démonstration. Vv, € Vi,
[onll2, = l[onllaupe + Behl Vonlfrz oy

onl s = lonllius + > BellonllZ2omy
Ker,

lvn o, = ;CthH%z(Q) + [onl

1 1
v2:/ —|B.n|v? + /—ﬁ.n v)?
= [ 58+ 3 [ Glaneln)

Feg?

1 1
/69 S1Bnlvy < SBellvnllZz o0

N mﬂchA”UhH%%Q)
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Soit F' € Fi avec F = dK; N JK,, posons v; = Uh, e, st = 1,2

sl <drd— 3 [ Sndmr<e | 3 [d+ Y [

FeF} FeF} FeF}
1
— Y [ S8l <80 Y Il
Fegi o F Kem,
1 _
— Y [ SlBneln < mponl
CJF
Fegy,

Donc, nous déduisons que:

lonl < mﬁchilHUhH%?(Q) (2.135)

h S /607_* = h S ﬁcTc

1
— — < ﬁch_l
Te

D’ou

1 _
T_C||Uh||%2(9) < Beh™Honll 720
Donc en posant ¢ = max(1,m)

[onllfs S qﬂch‘lllthI%Q(g) (2.136)

En se servant de 'inégalité inverse 2.78, nous avons:

5Ch|‘vvh”[2L2(Q)]2 S 5chh_2HUhH%2(Q)
< Beh™HonlZ2 0

En utilisant I'inégalité inverse 2.79, nous avons:

”UhH%?(@K) N mh%”UhH%?(K)
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Donc,
Z ﬁcHUhHZB(aK) N mﬁchflﬂvh”%mz)

TeET)
D’ou
onll2, S aBeh™ [onll 220

C ’est a dire que
141
vrllsx S @282 72 ||onll L2 @)
Ainsi,

11
n |l S TBERT2||0n | L2(0)

Lemme 7.
Yy, € Vh7||AhU||L2(Q) S 7“Qﬁch_lnvhHL?(Q)

Démonstration. Ce résultat est obtenu en utilisant les inégalités 2.125 et 2.130

Lemme 8. Supposons que la condition CFL est vérifiée :

h o .
ot < p— pour un certain réel positif o.
(&

Alors,
1.
1 n mn
5t2||04h||L2(Q) SrEy
2.
1
otz |8yl e S rER
3.
1 n
G2y S 72 (llehllza) + 0t lem )
4.
AP < riot(ER)?
d.
n _n 5t n|2 < n\2
6t(ah75h)L2(Q) - §|8h|6 S ot(Ey)
6.

ot
Ot(By,Ch )2 ) — 5|C}?|§3 S riot(ER)?
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Démonstration. 1. De la relation 2.101, nous avons:

1 1 n
otz [lay || L2) = 0t2 || Aner L2 (o)

1
< rot2BEhz lle®]|«x en utilisant la relation 2.125

En se servant de la condition CFL, nous obtenons:

st < stk < nipd
Be
1 1 1
s ShEBE < 1

Ainsi 5t%||aZ||L2(Q) 5 7’||5Z”**

L n n
otz ||ag | 20y S TE

2. De I'égalité 2.102, nous avons:

1 1 1 n
6t2 || Byl L2 () < 082 (| AnC || 2@) + 017 [[m0" || 12(0)

1
012 | AnC | 2y S 7Ot h 2 B (|

S 716 s
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1700 12200y < 10" 1720

< [a ( [
< 512 / ( / tn+l(z"+1 ")4dt> < /tt+ %3@( )|2dt> dz

tn+l

1
< 53 dtd
=5 / /t dt3 (B)Pdidz

1 4 2
< 0t ebuax Hdt5 ullz2 ()

tn+1

2
(" — t")2i3u(t)dt> dx
dt3

donc ||7Th6n||L2 Q) ~ (5t20

d 3
te[tn t"“] I dat? ullzzo
Par conséquent,

avec C, =

517187 20y S TG n + 582 Cu6t2
5 r (HC;LH** + 6t%cu6t2> car 1 S T

SrEy car 6t < T,

1G22 < llerllzae) + 0t AnghllL2() + Otllagl L2
1 n
S llerllza) + r*0tBh leh | o) + 0tz |ler |l
1 n
< llellza@) + rllebllzai) + t2rller |l

n L n
G2y S 72 (lehliza + 0t 1) (2.146)

4. De l'inégalité 2.146, on a:

1G22y S 7 (lehlaey + otleal2,)
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Do 8t7 |G 3y S 7 (872 g 22y + 0627 1, )

N

Pt (77 ehl 32 + 07 el )

AN

rot (7 ek ey + lIE2lI2, ) car ot ' <1

0t7; HIG 1) S riot(ER)?

En utilisant la relation 2.104 et 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons:

Ay < 5tl|A||L°°(Q)||5ZH%2(Q) + 5t||A||L°°(Q)||C;f||%2(Q)

Ay < oty lehllza ) + 0tr G 122y car [ AllL=(e) < 727
S 0t eqlZegq) + riot(By)?
S 7“45”,;_1”52”%2(9) + 16t (Ep)? car 1 <7t
S vt (M ey + (B7)?)

Ay S riot(Ey)?

5t(OéZ,€Z)L2(Q) = (St(Ah€Z,SZ)L2(Q)

S Ot]|en || wwb«||€R ||uws € utilisant 'inégalité 2.120

1
S Otllen o (THSZHB(Q) + |€Z!ﬁ> car |exlluwx < (€74
T

En utilisant I'inégalité de Young, nous avons:

. L R
ot ety 5 0t (150 4 Lt + 12D 4 g
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Donc

St(of. ) o — ey < ot (el |mmm9
< ot (lle2l. + 2k )
< ot (llezl + sk )
s&Qmm* u%mmo

5t(ah>5h)L2(Q) - §‘€h|25 S 5t(Eh>2

ot(ByCh )2 = 0t(AnCy — m0",Ch) L2 (o)
S &(AhC;—L?CZZ’)LQ(Q) + 6t(—7Th9n,C;?)L2(Q)
S OGNl 16 ot + O [TnOn [ £2() 1G5 N 2200

n n 1 n n
S 0t)l G Il (Kh s+ —IIC HLQ(Q)) +0t°Cull Gl 2o

TE

Ainsi, nous obtenons:

ot(Br Ch)rz@) — §|Ch|% S ot (”CWHE* + T_HCh ||i2(9)) +6t°Cu I 2

S Ot GRIE + 0t IR 20y + O Cull Gl 22y

En se servant de I'inégalité 2.146, nous obtenons:

&whagh)L?(Q) - §|Ch’2ﬁ S ot H2 + 7"45” 1||<‘3h||L2(Q +
45t||5"||** +rC 5t3||5h||Lz +r2C, 513513 llen ]| s
5“&@¢Mdﬂfkmmm+WHH+QﬁW$th

+ 4ot (Ou5t25t% ||€ﬁ||**>

Cubt?|lef 2@y < 2 Cudt) (s * [l | 2)
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CL8t26t3 7|, < 2072 Coudt?) (|[€7]00)

En se référant a ’expression de £}, nous pouvons déduire que:

5t(6h7€h)L2(Q) - §|Ch |%3 S 7’45t(Eh)2

]
Lemme 9. Supposons que u € C3*(L*(Q2)) N C°(H'(Q)).
Supposons que la condition CFL est vérifiée :
h L .

ot < QB— pour un certain réel positif o. (2.147)

Alors ||6n+1l|2 _|| n||2 ﬁ n|2 ﬂ n2 - n+l _ »nj2 045t En2

w2 — lerllzz@) + 5 lenls + 5 G5 < lleh G llz2() + Criot(Ey)
(2.148)

ou C' ne dépend pas de h,0t et (3.

Démonstration. En utilisant 'egalité 2.103 et les inégalités 2.143 et 2.144, nous obtenons:

ler 1220y — llerllzz) + §|5h|% + §|Ch 5 <llep™ = GhllZ2() + Crist(E;)?
(2.149)
UJ

Lemme 10. (Lemme de stabilité, k > 2) Supposons que u € C3(L*(Q2)) N C°(H(Q)).
Supposons la % CFL Condition :

1/ h\3
0t < o1 ? (ﬁ_) pour un certain réel positif o (2.150)
n+1(12 n|2 ot n|2 ot n|2 8 )2
Alors |ley ™ (|72 ) — llenllze@) + §|5h|5 + E|Ch|ﬁ < Crot(Ey) (2.151)

Démonstration. D’aprés 2.92 et 18
(= ey — 0tApey + otag
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1 1 1
et = Z(ef + () — =0t ARCE + =0t By
2 2 2
Ainsi g) + ;) = 2¢) — dtApe), + Olay,
1 1 1
Donc —(ep + ;) = €}, — =0tApey + =otay,
2 2 2
A n+1 n 1 n 1 n 1 n 1 n
Par conséquent, ;7" = ¢j — 5(52€Ahsh + §5tah - §5tAhCh + 5(5tﬁh
De plus, €} = ¢, + 0tApe), — otay
n+1 n n n 1 n 1 n 1 n 1 n

1 1 1 1
e = G 0t Aue], — Sotal — SStANG + S6tB]

1 1
et = Gl = SOtAN(GE = <R) + S0t - af) (2.152)

D’ apres 2.92,
Cp —ep = —O0tApep + otag,

D’ou
Ap(Gr — €)= —6t(Ap)%er + ot Apal
. 1 1, 9 1,
ie — §5tAh((}Z —&p) = 5(515 (Ap)er — 5(515 Apay
: : n+l n 1 2 2. n 1 2 n 1 n n
Ainsi e} = (' + 5(515 (Ap)ep — 5(515 Apag + §5t(ﬂh —ay)
: n+1 n ]' 2 2.n 1 n n n
Posons

1
T = §|\5t2(Ah)2€Z\|L2(n)

1
72 = 5 [|08(By — ay — ot Anag)l| 2o
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1
T = §6t2|lAh(Ah62)||L2(Q)
1
S §5t2r25ch’1]|Ah<€ZHLz(Q) d’ aprés l'inégalité 2.125

S o2 B2 el 2

528202 = (5¢3 B2h 272 )(StH 7, ?)

1 % 1
5t <3 (%) — 52820 %2 < 1

Donc, nous pouvons déduire que:

_1
n S ot 2 e e (2.153)

s < 20tz + 50tloRllzz + 5l AnoRlzzco
< 0tl183 |z + Otllahllra@) + 720t Bh " |l ey
S 0tllB3 2@ + otllgll ey + r¥otllaq ] 2w
S r0tl|83 |2 + r¥otllagl @)
< rP6t2 By + r*ote B
< r3st2 By

Par conséquent,

len™ = erlliz@ < Inf* + Il

S 1%0tr ke + rOOUER)?
< rot(Ey)?

I'inégalité 2.149 devient :
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ot

H€h+1||%2(ﬂ) - ||5h||%2(§2) + E|5h‘% + §|Ch |5 < Criot(Ey)?

Lemme 11. Soit ) la L? projection orthogonale sur PY(13).

PY(73,) est l'espace engendré par les fonctions constantes par morceaux sur T,.

Alors, Y(vp,wp) € Vi, X V,

1 1
(Apvp,wy, — mowy) < Cour B2 172 | 0p] | g ||wn — Wgwh||L2(Q)
ou Cy, est indépendant de h,ot et de (.

Démonstration. Soit (vp,wy) € Vi X Vi,
Posons S = wy, — mhwy,.

En se servant de la relation 2.126,

(AntonsS) 12y = /Q (B.Vun)S + /Q (V.B)unS + /8 (Bn)CunS

Q

-3 /F(ﬂ.nF)[vh]{{S}}—l— > %/Flﬁ-npl[vh][s]

FeTi, Fedj,

/(ﬁVvh)S = /((ﬁ—'ﬂ}?ﬁ)vvh)s
[¢) Q
< CoLghh™on| 2@ 1S 22 (0
< Cor Mol 1S ez
< Cote 27 2 lonll 2 1S 220

_1
< Core 2| nlluws|| Sl 220

1 1
S C*th 2 ||Uh||uwb||Sl|L2(Q) car h S BCTC

/QI(Vﬂ)Uh5| < IV-Bllze@llvnll 2 @l1SN 2@

< 7. lonllz2@ IS 2

11
< B2R72 || v fwwd 1S 20
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/m (B.0)CusS| < V2 (% /m |ﬁ.n|v,3>é (/m !ﬁ.n!SQ)é

1
< V2| luwt 82 1S 2200
1 1o 1
< OV2m2 BE 02 ||vp|lwen 1S || 2(9)

N
[SIE

( 1 / /M{{S}})

[(B.np)[vn{{S}}H < |B.1p|[vn]
zl (2]
< ‘Uh|55c% (Z HSH%?(E)T))

TET)

1.1 1
< Cm2B2 Rz || |luws || S 22(0)

N =

\_/
=

> 5 [ 1neluis) (Z/ |8l o] )

Fe3?}

1
< [0l B2 (Z ||S||%2<3T>>

TeTy

(Z/ Bane[S

Fedi red;

1
< Cm2 52 7% ||vn w151 20

On peut donc déduire que:
(Apvn,wp — mywy) < (Ci +1 +3C\/_)7”5c 2| sl wn — TwR]| 20
D’ou:
11
(Apvn,wy, — mhwy) < CoorBERT2||vp |uws W — Thwn || 220y

Lemme 12. (Lemme de stabilité, k = 1) Supposons que u € C3(L*(Q)) N CY(H'(Q)).
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Supposons que la condition CFL est vérifiée :

h 1
ot < QB— pour un certain réel positif o avec o < min{g( )2 (O Co)” %} (2.157)

c

1 3 1 3
Alos 16 sy = ey + 0 (5 = 372 Ikl + 0 (5 = 30°) Iy < orontzp)?
(2.158)
ou C ne dépend pas de h,0ot et [3.
Démonstration. Posons xf! := el — (' O
En se servant de I'inégalité 2.152, nous obtenons:
o ot o, . "
T-g= _Ahf’?h E(ﬁh — o) (2.159)
ot o, . .
posons 7, = ||—Ahxh||Lz et = ||— (5h —ap) 2@ (2.160)
En utilisant I'inégalité 2.127,
lAwolley < (- Ioliz + Aol + ot 20-H1ul ) (2161)
Donc, nous avons:
< 57 lekllee + BCIIV%H[Lz o) Cm?ﬁc b2 |zhs (2.162)

2

Soit vy, € PY(7)
IVorllizz@yz = 11V (vn — mhon) 2z < Ceh™ |l — mhonll 20
Donc [|Vay ||z < Coh™ lyh llr20) avee yj, = o, — may,

(M= &l — StApe? + Stal = a7 = 5tApe? — tal

Dot [|y;l|720) = (@3.90) 20 = 6t(Aneh yi) 2@ — (b uh) 2 [41]
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En utilisant la relation 2.155, nous avons:

-1 n n
6t|(Anenyn) 2@ < CudtrBe h™ 2 ||ep |luwws|lyn || 22

3,1 n . n n
< CudtrBe h™2(lepls + 7 2 llenll @) lynll 2@

D’ aprés 2145, 0t2||af | 2@ S rllen]lne (2.163)

donc 6t|(ay,yn) 2 S otllag ]2 lun 2@

1 n n
< ot eallivill 2o
. . n 1 _1 n -1 n 1 n n
Ainsi 971220y < [CundtrB2h75 (legls + 727 ehllz ) + Crotillenli] lilizae)

3 -1 n -3 n 1 n
Dot lyplra@) < [CuutrBzn (Iegls + 7 * el ooy ) + Crot ezl
1 1 _1
< ChubtrBEh™2 |ep] s + CubtrBE h™2 e 2||en 2 + Crot? |2

< C,.0trBEh 2 |e0|s + Crot2 B

Ainsi | Va2 @2 < Coh™Hlyi 2o
1
< C,CL0trBEh 2|} s + C.Orh 612 B

En remplacant 1'inégalité précédente dans 2.162, nous avons :

ot ot : ot :
1 < 577 e + 5 Be (CuCubtrBZh 3 eq]s + CL.OTRT01 By ) + SC'mA 82 h 3 ai

ot o> s 5t 1
n < 51 4z + CuCugorl h™2|el|s + C.Crh ™' B.6t2 B + EC’m% BEh™2|a}|s
(2.164)
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St |l 2y = 0t7s Hler — Ghllrzco)
< otr, Hlerll e + 0t |G L2

_1 _1
< St27e 2 ||ef| 2y + 08770 2||CP| 12y car Ot < 7.

Ainsi, on a:

o GBS 7 (00 ey + oot e, ) (2.165)

ot G ey S 7 (0t ey + ORI, ) car bt <1 (2.166)
_1 _1

Donc 6t27¢ 2| || 2 () < 2 (&%TC 2P| o) + 5t%||62||**) (2.167)

_1 _1
Ainsi (StTc_lHQZZHLz(Q) < (515575 2 HEZHLQ(Q) + 72 ((St%Tc 2 HsZHLZ(Q) + (St%Hé“;LH**) (2.168)
Par conséquent, I'inégalité 2.164 devient :

1 _1 1 _1 1
n < 562&%7-0 2lefl 2 + 57"2&%% 2len|l 2y + §7~25t%||5’;\|**—|— (2.169)

5t2 3 _3 n -1 3 n 61: / 1 1,
C*C'**Trﬂgh 2leylp + CLCrh™ B.0t2 B} + 50 rBZhT2 x|

1 1 it s
m < r28t27e 2 ||ef 2y + §T25t%||6;”\|** + C*C**7r63 h2|er s (2.170)
—1 3 n 6t / % -1 n
ot: 3 ot 1
1 < CCu—rfe h™2 el s + 5O hoE |2 5+ (2.171)

_1 1
r25taT, 2 e/ 2 + 57251&% €% || ox + C.Crh~ ' B.0t2 ET
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_1 1
r20t2 7. 2 ||eb|| gy + 57«2575% 167 x + C.OPh ' B.0t2 EP < 125t2 EI' + C,Cr25t2 BT

< C"2t2 B

52 s 5t 1
Done 71 < C,C. 52 h™E el 5 + FC'rbe hoz|al|s + C"r25t2 B} (2.172)
st,
7o = |15 (B — ai)llzze)

5t 5t

< S 18rll2) + 5 llanllz2 @)
2 2

< Crot2Ep

leptt — Gl <1+ 1

5t?

3 ot
S C*O**Trﬁg h_%’€Z|/B +

1
5O h™3|al|s + C"r25t2 B + Crot2 B}

Des relations 2.159 et 2.160, nous avons:

ngﬂ — G ll2) £ 1+ 7

ot* 3 ot ., 1
=7 (O*C**yﬁf W™ 2leqls + 5 O h—%|x;;|ﬁ) + Cr26ti By
En se servant de la condition CFL, nous avons:
C*C**§ c%h_% < (St%Q_%
1 1 <
o< min{g(C’)_z; 5((J*C**)—%} —
BegEht < otia-d

Par conséquent
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1y-5 n n n L

lep™t — Gl 2y < 1682272 (|ef|s + |eh — Gilg) + Criot2 E},
< rot2273 (2|5 + 2|2 ) + Cr2stz EP
< rot227% (|ef|s + |CPls+) + Cr26t2 Bp

< rotI2 3|l g 4+ 1ot227 3|l |5 + Cr26t2 B

Sachant que (a + b+ ¢)? < 3a® + 3b* + 3¢,

e = ey < 5t "lehls + 5 3 5tr 2|Ch 15 + 3C*r ot (B )?

En injectant I'inégalité précédente dans la relation 2.148,

1 3 1 3
et i~ et + 0t (5 = 577 166 + 6t (5 = 5 ) 1GE < Crton(Ep)?

2.7.8 Théoréme de convergence
Lemme 13. On suppose que:

Vo € Vi lonll s S aBeh™ lonll 720

o ¢ = max(1,m) avec m = max(AoAg).
Ker,

Alors 1221y S 2B ™ P

Démonstration.

Sachant que [[vn]|%,, S gBeh ™ ||vnll72(qy, on déduit que:

ez B, S 7% Beh ™ lex 12

En se servant de I'inégalité inverse 2.80,

S h (k+1) HU

H€T||%2(Q) mHHkH(Q)

Donc [le7'[[fus S 728D [u™ |31 g
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Lemme 14. On suppose que h < B.T. et que:

uwb ~o

[ [ e T [ TR [ (2.176)

Alors 12112, S 2B 2y @.177)
m m — d m
B IGPIE,  r20 (1"Bye + 62210 o) (2178)
Démonstration. 1.
Hg;nHz* = Hg;nl‘iwb + Z /BCHE:TH%Q(aT) + Bch”vg;nH[ZL2(Q)]2 (2179)
TET)

lem auws S T25ch2k+1||um||§1k+1(m (cf lemme précédent)

En utilisant I'inégalité inverse 2.81 pour s = k + 1, nous obtenons:

Y e lzeory < mhT RPE D 3 g
TGT}L

S mh%HHUmH?{kH(Q)

Done Y BelleXl[F2om) S mBR™ [0 |3es1
TeTy,

En se servant de I'inégalité inverse 2.78 et sachant que h < (.7, nous obtenons:

IVerlFze S b 2ler 22
< h_2h2k+2||um||§{k+1(m(d’aprés 2.80)
IV e S T e

~Y

Donc Beh|Ver|Fzyz S Beh™ w31 g
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Ainsi, nous pouvons déduire que:

HemH** ~ 266h2k+1||um||Hk+1 ()

112, = G 2 + Y BllC 320 + BRIV P22

Ter,

I B < 72 Beh™ G 220

m m d m
G sy = e + 8t 727 3oy

< H5m||L2(Q) + 5t2|\ ||L2(Q) d’apres 'inégalité de Young

"

N h2k+2|‘um”§{k+l(g) + 5t2h2k”£um”?{k(ﬂ)

Par conséquent, nous avons:

G712 S 72 Beh™ B2 U™ (| Fiasn ) + 72 Beh 151ﬁ2h2k|| m||?1k(9)
S TQﬁcthH”UmHHkH(Q) + Tzﬂc&Qh%_lII%umHm(m
d
S 2B U 3 ) + 72 B0 R TR %umH%{k(Q)

Ly d
S 2B U™ G ) + 2B, QHEU [

h
car 0t < — = 6t°h > < 3.7

120 < 12821 (numnwm s m||%1k<m)

d
G 172 0m) S e 72 om) +5t2||_5m||%2 oT)

Donc Z 5c||€m||L2 ar) S Z 5c||5m||L2(aT + Z BCétQHdt ™ ||L2 (o7)

TETh TETh TETh
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> Belle?iaor) S mBh M€ 30

Tery,
N mﬁch”h%”\!um\!?{mm)
S mBh ™ | Fr
2 d m||2 < 2 2k—1 d m||2
Z B0t ||E€7r 1220y S BeOt"mh HEU ko)
Ter,

o d
< Beh?Himp; QHEU [P

.. m m — d m
Ainsi Z Bell G 720y S mBH* (”U 5410y + 5 2”@“ ||izk(sz))
TeT
m||2 < m||2 2 d m 2
IVG iz S NVeR 2@z + 071V P {2202
— m o d m
S h2 el |7 + Oh 2||£57r [
m — d m

S W™ s ) + B zh%H%U [

m m - d m
Donc S.h||V(! H[2L2(Q)]2 < B (”U szqkﬂ(ﬂ) + 5 2”%“ sz(ﬁ))

Par conséquent, nous pouvons déduire que:

m m - dm
e (R sy

[
Théoréme 19. (Convergence pour k > 2)
Supposons la % CFL Condition :
1/ h\3
ot < o' 3 (ﬁ_> pour un certain réel positif o (2.180)
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et que S5u € CO(HM'=5(Q)) pour s € {0,1}. Alors,

8

tp) <X15t2 + XQh“%) (2.181)

*

1
2
4Cr
b= e + (ot ) o

d 3
Avec x1 = tFT* Hd 5 ullco(rza)) (2.182)
1.1 1. -1 d
et X2 = tlzﬂ“ 63 ||u||CO(Hk+1(Q)) + t;ﬂ‘ ﬁc 2 H%UHCO(H]C(Q)) (2183)
Démonstration.
HUN — uhNHL2(Q) = HUN — 7rhu” + 7rhu" — uhNHLz(Q)

< u = mu™|| 2 @ T [[mu” — uiVHLz(Q)

[u =y [l2) < llex 2@ + llen 2@
En utilisant 1'inégalité triangulaire et celle de Young, nous avons:

Stlu™ — upt|3 < otler |3 + otlen|3

< otlleR I3, + otleR [
N-1
Donc (Zéﬂu —up'| )

N-—1 N—-1 %
< (Z Stllem Iz + ) 5tl€’;?|%>
=0 =0 m=0

N 1

IR SLEETNS SEAE
m=0 m=0

car V(a,b) € R" x R" Va+b < a+ Vb

N[

Alinsi, nous obtenons:
1
2

N-1 N—-1
1 1
+ ) 0t |en |l + Y 0t2[eR s
m=0 m=0

Soit n € {0,...,N}

)
Posons b" = 5|€Z[% + EK}TH%
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Sachant que (a + b+ ¢+ d)? < 4a® + 4b* + 4% + 4d°
De la relation 2.151, nous déduisons que:
||5n+1||L2(n) +0" < ||5Z||%2(Q)+

Créot <4||5n||z* +4[|¢rIE + 4T*||@ ul|Bo 2 dtt + 40tT; 1||f5h||2L2(Q)>

posons d" = 4Cr35t <H€ZHi* +IGHZ, + T*H% UHQCO(L2(Q))5?54> (2.185)

Nous avons donc:

lep ™ 720y < (144Cr%0tr ") llepllizq) + d" — b" (2.186)

En appliquant le lemme de Gronwall discret, nous avons pour n = N — 1:

8 8

N-—1
4Cr L
(tp — to)) len 3o+ > exp ( — (tr - tiﬂ)) (di—b) (2.187)
i=0 *

4C'r
||5h ||L2 < exp

*

N-—
4Cr® L
Donc |[|e ||L2 Z ( ! (tp — ti+1)> (d"—b") car u) = mu’ = &) =0 (2.188)

-
i=0 *

N—
2.188 — th HL2 Z ( tF - tz+1 ) bl < Zexp (
N-—1 N-1
4C’T ;
= [leN 120y + >V Z ( ) d (2.189)

*

(tr — ti—l—l)) d’

8 8

4Cr 4Cr 4Cr8
car 1 < exp (tp —tiy1) | et exp (tp —tiv1) | < exp tr
Tk Tk

T
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4Cr8 ;
s el ey + Z Vil + Z Xl < Zexp( tr)
Alinsi, nous avons:

N1 N-1 2 N-1 N-1

2 1., V2 1 5t . 5t

(neff oy + 30 Lot eils + 3 ot |<h|ﬂ> SN B+ 2 S+ Y0 SIG
i=0 i=0 i=0 i=0

Par conséquent,

N— N-1 N-1 %
\/_ l i \/§ 1 4CT
<|eh iy + 3 G0 ek s + 3 S0t ) 5 (S eww (ot )
=0 =0

=0

f

Sachant que < 1, nous obtenons:

Ve ey + L2t (Z|eh|5+2|<h|ﬁ) (Zexp(‘m )d)

N N-1 4O \ 2
len (| 22 () + 6t2 (Z lenls + Z |<h|ﬂ) S (Z exp ( - tF) dz)

1=0

- 4Cr® - g
Donc ||ep || z2(0) + Z 5tz EAE Z exp ( . tp) d' (2.190)

7 7 7 d °
¢ =aCr%st (IeslB, + IR, + s syt

. . d 3
Done 4C7%6t e} |2, = d' — 4Cr% (ll@‘;Ili 7l =5 u||%o<L2<m>5f4)

Ainsi 4Cr86t||e |12, < d'
. 4078 .
40T35t||21 |12, < exp ( r tp) d (2.191)
Tx

120



N-1 N-1 ACHS
La relation 2.191 = Y 4Cr®dt||eL|?, < tp ) d
a relation Z rSot)lel |12, < Z exp | — F)

=0 *

N-1

—1
1 4Cr8 :
= TR S g e (*er)a
N-1 3 )
712
= (z_: 5tH€7r||**> rS ﬁ
1

=

N1 N-1 4O 2
— Z;(F 2||5;||**> < Z;exp( - tp) dz> (2.192)

N-1 N-1 2
L .
car 6t2”£;||**> S, ( 6tH€:rH»2k*)
i=0 =0

Des inégalités 2.184, 2.190 et 2.192, nous obtenons:

1
N— 3
4Cr® -
S eN e ( exp( TT )d’) (2.193)
1=0 *

N|=
,_\

Ju® —ud || 20 + (Z(Sﬂu — 2>

le HuN —uNH E 5t\u —up' 2 He | 2(q) + exp 4CT8tp Ngldi 2
.€. 2 2 X
h IIL2(Q) h ~ ller IL2( - -

7 i 7 d ’

& =405t (eI + G, + il et
i 8 i |12 (]2 d ’ 2 4

@ <ot (ue;n** Gl g )

N-1 3

7 7 d
Donc E d < r86t E X ||2, + r®ot E 1G22, + 736t g T*”_dt?’ u||QCO(L2(Q))5t4
-0

Des inégalités 2.177 et 2.178, nous obtenons:
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N-1 N—-1
Zdi < 7“85152 (T2ﬁch2k+1|’um”§{k+l(ﬂ)> n
i=0 =0
N-1 d
Z 7“85t T2ﬁch2k+1 ||Um||12gk+1(g) + 60_2”_“771”%[’&({2)
o dt
N-—1 d 3
+ 7“8(% Z T*Hﬁ u||%‘0(L2(Q))6t4
=0

N-1

Z dl 5 T8N5t <r2ﬁch2k+1\|umH§{k+1(Q)> +
=0

m - d m
r8Not (T2ﬂch2k+1 (Hu ||12gk+1(g) + B, 2”%“ H%I’f(ﬂ)))
8 d ’ 2 4
+7r N(StT*Hﬁ UxHCO(L2(Q))5t

i

d St (Tloﬂch2k+1||Um||§{k+1(9)> +

i=0
m - d m
tr (Tloﬁch%ﬂ <HU H12L1k+1(Q) =+ Bc 2”%“ H%IHQ)))
8 d s 2 4

+r tﬂ*”ﬁ ullGo(r2 () 0t
N-1
Z d" S et B u™ F e )+
=0

tpr'0; 1h2’““|@“ i)+ rtemll 25 ullgo(z2(@))0t"

1
N-1 2
. 1,01
D’ ou (Z dz) S 0P BERS TR e o)+

;5_;k+ldm 4;1d3 2
tzr°Be *h 2H£u HHIC(Q) +r tfﬂf]\% | co(r2(a)) ot

En se servant de I'inégalité inverse 2.80,
||€WN||%2(Q) 5 h2k+2|lum”§{k+1(g)

Donc [[eX]r2) < A |ullcoarri oy

Par conséquent, 1'inégalité 2.194 devient :

122



2
[u® =y [| 2 (6) + (Z Stfu™ — up’ 2) S Pl oy + (2.195)

4Cr8 S TR . T T
exp( tF) <t}277"5502hk+2”u HHk-}—l(Q)—i-t}Q;TSﬁc2hk+2H£u HHk(Q))

T

A4Cr8 d?
+€Xp( - tp) 4t2 ||d3 u||CO(L2(Q))5t2

*

2

lu™ = u ||z () + <Z Otfu™ — ujy| ) S Pl o+ (2.196)

Tx

4Cr8 1.1 L skt d
eXp ( tF) (t%’ljﬂcz hk+2 ||u||CO(Hk+1(Q)> + tf;v’fjﬁc 2 hk+2 H%UHCO(H]C(Q)))

4Cr 8
+6Xp< - ) 4tFT* || u“CO(LQ(Q))(StQ

*

d 3
Posons x; = 7’4tp7'* ”dt3 U||C°(L2(Q))

1 1 1 _1
et xo = tfw7’55c2 lullcogrrsi)) + t3r°Be ||%U||CO(Hk(Q) (2.197)

1
PR | co st )y = VRRE? [[u]| go i oy
1 1
§ t;ﬁg thr% ||u||CO(Hk+1(Q)) car h S trfe

1
R ullgoarmray S xoh* 2

Nous obtenons ainsi

N

*

4Cr8 1
u — a2 525 u™ —u < exp d te ) (x10t* + yohF T2
h (€) | ~ -

Théoréme 20. (Convergence pour k = 1) Supposons la % CFL Condition

Supposons que S-u € CO(H"1=5(Q)) pour s € {0,1} et 4 — 3r* > 0. Alors,

123



1
N-1 3
[u® =y || 12() + E dtlu™ — '3 | S L exp <8CT815F) ()(15152 + thm%)
4 — 3r? T.

m=0 *

(2.198)
d 3
Avec x1 = t} Hdt3 ul|lcor2()) (2.199)
1,1
et x2 = t27° B2 |Jullcogprr(q)) + t%TE’/@c : || U||C0 (HF(Q) (2.200)

Démonstration. En utilisant I’ inégalité 2.158, nous obtenons 1’ inégalité 2.189,

N-1

8C'r
H{f HL2 + Z bl < Z exp ( tF> dl (2201)

avec b' = 0t (5 — §r2) \sh\% + ot (5 — —7”2) ‘Ch’,%’

; 4—3r%\ 4 — 3r?
b—5t( 5 )\ah\§+5t( )\gh|ﬁ

2
4 37“ 4 37“
<||€ 220 +Z Yo Stie h\ﬂ+z ———=—0t2 \Chlﬁ) < llen 20+

N-1 N-1

4—3r , 4—3r
Z 5tT‘8h‘Z’ + Z ot 3 G135
i=0 i=0

\/4 37" 4 — 37" 8CTr® ;
Donc [|e}) || 20 +Z Y2 Stafe hwz Y stalcis < Zexp( tp>d

N-1 3
'y 8C
Ainsi e || z2 () + 5 V4 —3r2itz|e; s < ( 5 exp < L tp) d) (2.202)
i=0

=0
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1

Nt 1 = 8Cr® ’
1 .
Dot ||ef | r20) + Z t2eplp S ——= (Z exp ( tp) d> car V4 —3r2 <1

i=0 Vi —
(2.203)
Par conséquent,
N-1

2
[u® =y [| 2 () + ( Otu™ — | > S Pl coama ) + (2.204)

=0

1 C 1 1 1 _1 d
iz P ( T t”) (tfﬂjﬂg P fullongareo ) + i Be 2hk+5||@“||00(m<9))>

8C'r 8 4 L d s 2
Wexp tr tpT* ”d 3 ulleo(r2(0))0t

1
N— 2
1
— Uy ||L2 -+ < E t\u — Uy, |5> S ﬁthrlHUHCO(HkH(Q))‘i‘ (2.205)

(8 o ) bt o 3 [ 52 car 1<
+ ex 7'* U||co(r2 car
1= 3r2 p ja ap eow @) 13,2

N|—=

N-1
||uN — uhN||L2(Q) + Z Stlu™ — uj |B < ;exp (8CT8tF) <X15t2 + X2hk+%>
4 — 3r? T.

m=0 *
(2.206)
O

Remarque 4. Lorsque F est lapplication identique, K = Q, donc \x = A\g =1 [26].
Par conséquent r = 1. Nous obtenons les mémes résultats qu’Alexandre Ern. Ainsi, notre
résulat est une généralisation du résulat d’Alexandre Ern car en éléments finis, Ern a obtenu
son résulat en travaillant sur un polyhédre [/1]. Dans le cas de nos travauz de recherche,
nous avons obtenu le méme ordre de précision en temps et en espace comme Alexandre
Ern. Mais, la différence s’observe au niveau de la géométrie car nous travaillons avec une

géométrie quelconque.
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2.8 Conclusion

Nous retenons que ce chapitre présente les outils de base de la méthode isogéométrique
et fait ressortir les différences entre la MEF et la MIG. Nous avons dans ce chapitre,
établi une nouvelle estimation d’erreur pour I’ équation de transport en 2D par la méthode
isogéométrique. Par la suite, nous avons approché une fonction par une courbe B-splines.
La méthode isogéométrique est aussi appliquée a I’équation de Poisson, a I’équation de la

chaleur et & I’équation de transport.
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Conclusion et Perspectives

Conclusion

Dans nos travaux, le cadre théorique de la méthode isogéométrique a été abordé en
utilisant la base B-spline. Le principe de la méthode a été présenté. La méthode isogéo-
métrique nous a permis de construire une paramétrisation afin de décrire de maniére rai-
sonnable notre domaine, ce qui n’est pas le cas de la MEF. La méthode isogéométrique
a été appliquée pour 'approximation au sens des moindres carrés, pour les équations de
Poisson, de la chaleur et celle de transport. Un résultat de convergence isogéométrique a
été aussi obtenu en 2D pour I’équation de transport. Le schéma explicite de HEUN a deux
pas a été utilisé pour la discrétisation en temps. Les résultats présentés dans la section 2.7

du chapitre 2 ont donné lieu a un article (cf [30])

Perspectives

Nous comptons & I’avenir nous pencher sur les taches suivantes:

1. Valider numériquement 1’équation de la chaleur et I’équation de transport.

2. Résoudre numériquement le probléme hyperbolique de la forme %—;‘ + A(u)u, =0 en
1D ou A est une matrice diagonalisable afin de 'appliquer aux équations de Saint
Venant et d’Euler.

3. Résoudre numériquement la loi de conservation 88—7: + div(f(u)) = 0, en 2D afin de

I’appliquer aux équations de Saint Venant et d’Euler.

127



Bibliographie

[1]

2]

3]

4]

5]

[11]

G. Allaire, Analyse numérique et optimisation, Les éditions de 1’école polytechnique,
2005.

A. M. de Almeida Cortes, Isogeometric analysis and preconditioning strategies for

divergence-conforming splines discretizations for the stokes problem, PhD thesis,

UFRJ/COPPE, Rio de Janeiro, 2013.

J. Bailleul, Rendu rapide de splines rationnelles(NURBS) dans une bibliothéque gra-
phique(CLIM) par Common Lisp, DEA informatique, université de Bordeaux, 2001.
R. H. Bartels, John C. Beatty and Brian A. Barsky, An introduction to splines for use
in computer graphics and geometric modeling, university of waterloo and university
of california, Morgan Kaufmann Publishers, 1987.

Y. Bazilevs, L.Beirao da Veiga, A. Cottrell, Thomas Hughes, G.Sangalli, Isogeometric
analysis : approximation, stability and error estimates for h-refined meshes, University
of Texas at Austin, Institute for computational engineering and sciences, Dipartimento
di Mathematica F. Enriques, Universita di Milano, Dipartimento di Mathematica F.
Casorati, University of Pavia, 2006.

G. Beer and S. Bordas, Isogeometric methods for numerical simulation, CISM

International Centre for Mechanical Sciences,Courses and Lectures, Springer 2015.
W. Boehm, Inserting new knots into B-spline curves, 1980.

C. de Boor, On calculating with B-splines, Journal of approximation theory, 1972

C. de Boor, a pratical guide to splines, New-york : Springer Verlag, 1978.
M.Breitenberger, B.Philipp, R.Wuchner, K.U.Bletzinger, S.Hartmann and A.Haufe,

increasing efficiency of the design process with an isogeometric analysis plugin for
Siemens NX analyzing the CAD model directly, 10 european LS-DYNA conference,
Wurzburg, Germany, 2015.

A. Buffa and G. Sangalli, [soGeometric Analysis: A New Paradigm in the Numerical
Approximation of PDEs, Lecture Notes in Mathematics, Springer, Cetraro, Italy 2012.

128



[12] R. L. Burden and J.D. Faires, Numerical Methods, Youngstown State

University,second edition, Brooks and cole,1998.

[13] E. Burman, A. Ern, and M. A. Fernandez, Explicit Runge-Kutta schemes and finite
elements with symmetric stabilization for first-order linear PDE systems. SIAM J.
Numer. Anal., 2010.

[14] B. Cockburn, G. E. Karniadakis, and C.-W. Shu, Discontinuous Galerkin Methods
Theory, Computation and Applications, Lect. Notes Comput. Sci. Eng., Springer-
Verlag, New York, 2000.

[15] B. Cockburn, S. Hou, and C.-W. Shu, The Runge-Kutta local projection discontinuous
Galerkin finite element method for conservation laws. IV. The multidimensional case,
Math. Comp, 2015.

[16] B. Cockburn, S. Lin, and C.-W. Shu, TVB Runge-Kutta local projection discontinuous
Galerkin finite element method for conservation laws. III. One-dimensional systems,
J.Comput. Phys.,1989.

[17] B. Cockburn and C.-W. Shu, TVB Runge-Kutta local projection discontinuous
Galerkin finite element method for conservation laws. II. General framework, Math.
Comp.,1989.

[18] E. Cohen, T. Lyche, and R. Riesenfield, Discrete b-splines and subdivision techniques
in computer aided geometric design and computer graphics, Computer graphics and

Image processing, 1980.

[19] J. A. Cottrell, Isogeometric Analysis and Numerical Modeling of the Fine Scales within
the Variational Multiscale Method, Phd thesis, University of Texas at Austin 2007.

[20] J. A. Cottrell,Thomas J.R.Hughes and Yuri Bazilevs, Isogeometric Analysis, Toward
Integration of CAD and FEA, John Wiley and sons Ltd, 2009.

[21] M. Cox, The Numerical evaluation of b-splines, Journal Inst. Maths Applics, 1972.

[22] J. Demailly, Analyse numérique et équations différentielles, EDP Sciences, 2006.

[23] R. Duvigneau, Conception optimale en mécanique des fluides numériques : approches
hiérarchiques, robustes et isogeometriques, Université de Nice Sophia Antipolis, 2013.

[24] A. Ern and J. L. Guermond, Theory and practice of finite elements, Springer-verlag,
2004.

[25] L. Espath, A. Braun and Armando Awruch, an introduction to isogeometric analysis
applied to solid mechanics, asociasion Argentina de mecanica computacional, 2011.

[26] J. Evans and T. Hughes, Explicit trace inequalities for isogeometric analysis and pa-
rametric hexahedral finite elements, The Institute for computational engineering and

sciences report, the University of Texas at Austin, May 2011.

129



[27] Gerald Farin, curves and surfaces for computer aided geometric design, a pratical
Guide, Fourth edition, Academic press, 1997.

[28] Gerald Farin, A history of curves and surfaces in CAGD, Handbook of CAGD, Elsevier,
2002.

[29] R. N. Goldman and T. Lyche, Knot insertion and deletion algorithms for B-Spline
curves and surfaces, Rice University and University of Oslo, the Society for Industrial
and Applied Mathematics(SIAM), 1993.

[30] A. Goudjo and U. Aguemon, An isogeometric error estimate for transport

equation in 2d, Advances in Pure Mathematics , 2019.

[31] T. Guillod, Interpolations, courbes de Bézier et B-splines, Bulletin de la Société des

Enseignants Neuchéatelois de Sciences, 34, Janvier 2008.

[32] J. Hubbard and F. Hubert, Calcul scientifique, de la théorie a la pratique, Université
de Provence, Marseille, 2005.

[33] T.J.R. Hughes,J.A. Cottrell, Y. Bazilevs, Isogeometric analysis : CAD, finite elements,
NURBS, exact geometry and mesh refinement, computer methods in applied mecha-

nics and engineering, the University of Texas at Austin, 2005. 41

[34] T.J.R.Hughes, A.Reali and G.Sangalli, Efficient quadrature for NURBS based isogeo-

metric analysis, Elsevier, 2008.

[35] A. J. Kjetil, An adaptive isogeometric finite element analysis, Master of science in

physics and mathematics, Norwegian university of science and technology, 2009.

[36] G.R. Liu, Mesh free methods moving beyond the finite element method, CRC press,
2003.

[37] H.Li and S. Mulay. Meshless methods and their numerical properties. CRC Press
Taylor and Francis Group, 2013.

[38] R.J. Leveque, Finite Volume Methods for Hyperbolic Problems, Cambridge University
Press, 2002.

[39] V. Manet, La méthode des éléments finis: vulgarisation des aspects mathématiques,

illustration des capacités de la méthode, HAL, archives ouvertes.fr, Lyon, 2012.

[40] Duncan Marsh, Applied geometry for computer graphics and CAD, deuxiéme édition,
Springer 2005.

[41] D. A. Di Pietro and A. Ern, Mathematical aspects of Discontinuous Galerkin methods,
Springer-verlag, 2012.

[42] L. Piegl and W. Tiller, The Nurbs book, deuxiéme édition, Springer 1995.

[43] H. Prautzsch, W. Boehm, M. Paluszny, Bezier and b-splines techniques, Springer,
2002.

130



|44]

[45]

|46]

147]

48]

[49]

[50]

[51]

D. F. Rogers, An Introduction to NURBS with historical perspective, United States
Naval Academy, Annapolis, Academic Press, 2001.

David Salomon, curves and surfaces for computer graphics, Springer, 2006.

S. Salsa, Partial differential equations in action, from modelling to theory,
Département de mathématiques polytechniques de Milan, 2008.

Liesel Schumacher, Isogeometric analysis for scalar convection diffusion equations,
Mathematisch-Naturwissenschaftlicke Fakultat II,Institut fur Mathematik, Phd thesis,
Mai 2013.

Schoenberg, Contributions to the problem of approximation of equidistant data by
analytic functions, University of Pennsylvania and Ballistic Research Laboratories,

Aberdeen Proving Ground, 1946

Z. Sun, Generating analysis-ready NURBS models of cloth for isogeometric analysis,
PhD thesis, University of Towa, 2015.

A. Tagliabue, L. Dedé and A. Quarteroni, Isogeometric analysis and error estimates
for high order partial differential equations in fluid dynamics, Mathematics institute
of computational science and engineering technical report, octobre 2012.

M.Jensen, Discontinuous Galerkin Methods for Friedrichs Systems with irregular so-
lutions. PhD thesis, University of oxford, 2004.

131



132



	Dédicaces
	Remerciements
	Résumé
	Table des figures
	Table des tableaux
	Introduction
	Motivation
	Contributions

	Préliminaires
	Introduction
	Présentation des modèles
	Equation de Poisson
	Equation de la chaleur
	Equation de transport

	Résultats d'existence et d'unicité de solution
	Equation de Poisson
	Equation de la chaleur
	Equation de transport

	Conclusion

	Approximation par la Méthode IsoGéométrique(MIG)
	Introduction
	Présentation de la méthode isogéométrique
	B-splines univariées
	Courbe B-spline
	Propriétés des fonctions B-splines

	B-splines bivariées
	Principe de la méthode isogéométrique
	Paramétrisation
	L'espace discret
	Forme de la solution

	Raffinement en isogéométrie
	Le h raffinement (Insertion des nœuds)
	Algorithme d'Oslo

	Le p raffinement (élévation de degré) 
	Le k raffinement

	Différences entre la méthode des éléments finis (MEF) et la méthode isogéométrique (MIG)

	Approximation au sens des moindres carrés
	Formulation du problème
	Propriétés de la matrice de masse
	Intégration numérique des matrices de masse locales
	Calcul de l'erreur L2 

	Résolution numérique de l'équation de Poisson
	Formulation du problème
	Calcul de variations sur une courbe regulière de IRd, d {1,2}
	Intégration numérique
	Traitement de la condition de Dirichlet
	Calcul de l'erreur L2 

	Résolution numérique de l'équation de la chaleur 
	Formulation du problème
	Intégration numérique
	Traitement de la condition initiale
	Traitement de la condition de Dirichlet
	Calcul de l'erreur L2 

	Résolution numérique de l'équation de transport
	Formulation du problème en isogéométrie
	Intégration numérique

	Estimation d'erreur par la méthode isogéométrique pour l'équation de transport en 2D
	Discrétisation
	Sémi-discrétisation en espace
	Discrétisation en temps

	La notion de flux numérique
	Inégalités inverse et de trace isogéométriques
	Inégalité de Young-Lemme de Gronwall (version discrète)
	Equations d'erreur
	Egalité d'energie
	Estimation de stabilité
	Théorème de convergence

	Conclusion

	Conclusion et perspectives
	Conclusion
	Perspectives

	Bibliographie

