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Résumé

La notion de hérisson a été introduite par R.Langevin, G.Levitt et H.Rosenberg et correspond
à la réalisation géométrique des différences formelles de corps convexes sur l’espace euclidien. Par
la suite, Y.Martinez-Maure a largement développé la théorie des hérissons, ce qui lui a permis,
entre autres, de produire en 2001 un contre-exemple de la conjecture d’A.D.Alexandrov. Aussi, on
retrouve sur l’ensemble des hérissons des relations que l’on connâıt sur les corps convexes, dont,
en particulier, les inégalités de Minkowski et les inégalités isopérimétriques. C’est ainsi qu’ap-
parâıt la notion de hérisson marginalement piégé, qui sont des surfaces marginalement piégées
sur l’espace de Lorentz-Minkowski, vérifiant des propriétés correspondant à la notion de hérisson.

L’objet de cette thèse consiste à retrouver une notion de hérisson marginalement piégé sur
des espaces de Lorentz dont la courbure interne est non nulle. Il a alors été nécessaire de définir la
notion de hérisson sur l’espace hyperbolique et sur l’hypersphère, où, en particulier, nous en avons
étudié la correspondance avec les notions de g-convexité et de h-convexité. Nous introduisons
ainsi la notion de g-hérisson, dont nous étudions la cohérence ainsi que la compatibilité avec les
hérissons de l’espace euclidien, et qui doit vérifier la contrainte de pouvoir définir leur transformée
de L-Gauss. Cela nous permet alors de définir les g-hérissons marginalement piégés qui sont des
surfaces marginalement piégées sur les espaces de Lorentz H3×R et S3×R et dont les propriétés
correspondent bien avec les g-hérissons de l’espace hyperbolique et de l’hypersphère. Il nous faut
néanmoins noter que les caractéristiques géométriques des hérissons marginalement piégés de
l’espace de Lorentz-Minkowski ne sont pas toutes transposables aux g-hérissons marginalement
piégés, ce qui contribue à limiter significativement notre démarche.
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2.3 Autre méthode pour décrire les hérissons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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4.2.2 Définition et propriété sur les g-hyperplans de support . . . . . . . . . . . 84
4.2.3 Fonction de support d’un corps g-convexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

4.3 Les familles de g-hyperplans co-orientés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
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8.1.3 Dualité projective sur l’espace de Sitter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174

8.2 Duale projective d’un corps g-convexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176

8.3 Duale projectif d’un g-hérisson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178
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sement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188

9.2.2.1 Exemple d’un pseudo-hérisson qui passe par son équateur et oc-
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nuler ses courbures principales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

9.2.2.3 Hypothèse sur les pseudo-hérissons qui passent par leur équateur 192
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12.1 Définition de la notion de co-enveloppe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241

12.1.1 Les variétés de Lorentz H3 ×R et S3 ×R vues comme espaces des sphères
de l’espace hyperbolique et de la sphère. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241
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Liste des notations

Avertissement. Dans ce document, figurent des notations non usuelles qu’il est important de
prendre en compte afin de prévenir de potentielles difficultés de lecture. En conséquence, nous
invitons à considérer la liste des notations ci-dessous avant lecture.

Les ensembles usuels

→ An−1: Il s’agit de l’absolu, correspondant à la projection dans l’espace projectif du cône
lumière de l’espace de Lorentz-Minkowski Ln+1.

→ Tn et Tn
+: Le cône lumière et le demi-cône lumière (en temps positif) de l’espace de Lorentz-

Minkowski Ln+1.

→ D(e): Si e est un point sur Hn ou Sn, alors D(e) est la boule unité dans (TeHn, ge) (resp.
(TeSn, ge)), où g est la métrique induite.

→ En: C’est l’espace euclidien, correspondant à Rn muni du produit scalaire usuel.

→ Hn: C’est le demi-hyperbolöıde défini parHn =
{
x ∈ Ln+1 tel que 〈x|x〉L = −1 et xn+1 > 0

}
.

→ Ln+1: C’est l’espace de Lorentz-Minkowski, correspondant à Rn+1 muni du produit de Min-
kowski 〈·|·〉L = 〈·|·〉 − dt2.

→ Sn: C’est la sphère unité dans En+1.

→ Sn−1
e : Si e est un point sur Hn ou Sn, alors Sn−1

e correspond au bord topologique de la boule
fermée D(e).

→ dSn: C’est l’espace de Sitter, correspondant à la projection de l’hyperbolöıde dSn dans l’es-
pace projectif.

→ dSn: C’est l’hyperbolöıde défini par dSn =
{
x ∈ Ln+1 tq 〈x|x〉L = 1

}
.

Les fonctions usuelles

→ CH(t), SH(t) et TH(t): Ce sont les notations pour les fonctions hyperboliques.

Les opérations et opérateurs

→
−→
∇h(u): Nous noterons ainsi le gradient, pour la métrique usuelle, d’une fonction f définie

sur la sphère Sn.

→ ∆S(f): Nous noterons ainsi le laplacien d’une fonction f définie sur la sphère Sn et pour la
métrique usuelle.

→ ∂kf ou ∂tγ: Nous noterons de cette manière les dérivées partielles ∂f
∂xk

ou ∂γ
∂t .

→ Ad et Int: Nous noterons ainsi les opérations de fermeture et d’ouverture topologique.

1



2

→ Hess(h)u: Nous noterons ainsi la matrice hessienne, pour la métrique usuelle, d’une fonction
f définie sur la sphère Sn.

Les ensembles de sections

→ ∆(M): Si M est une variété différentielle, alors on notera ∆(M) le C∞(M)-module des
champs de vecteurs qui habituellement admet Γ0(TM) pour notation.

→ Ω(M): Si M est une n-variété différentielle, alors on notera Ω(M) le C∞(M)-module des
formes différentielles tel que Ω(M) = Ω1(M)⊕ · · · ⊕ Ωn(M).

→ Ωk(M): Si M est une variété différentielle, alors on notera Ωk(M) le C∞(M)-module des
k-formes différentielles.

→ Γ(E): Si p : E 7−→ B est un fibré vectoriel, alors on notera Γ(E) le C∞(B)-module des sections
généralisées tel que Γ(E) = Ω(B)⊗ Γ0(E).

→ Γ0(E): Si p : E 7−→ B est un fibré vectoriel, alors on notera Γ0(E) le C∞(B)-module des
sections lisses σ : B 7−→ E.

→ Γk(E): Si p : E 7−→ B est un fibré vectoriel, alors on notera Γk(E) le C∞(B)-module des
k-sections généralisées tel que Γk(E) = Ωk(B)⊗ Γ0(E).

Les terminologies particulières

→ n-espace vectoriel: On appelle n-espace vectoriel tout R-espace vectoriel de dimension n.

→ n-sphère: On appelle n-sphère la sphère Sn de dimension n.

→ n-variété: On appelle n-variété toute variété de dimension n.

→ p-sous-espace vectoriel: On appelle p-sous-espace vectoriel tout sous-espace vectoriel de
dimension p dans un R-espace vectoriel.

→ p-sous-variété: On appelle p-sous-variété toute sous-variété de dimension p.



Introduction

Cette thèse est consacrée à une tentative de définir et étudier une notion de hérisson margina-
lement piégé sur des espaces de Lorentz dont la courbure est non nulle. Pour cela, il nous faudra
retrouver une notion de hérisson sur des variétés de Riemann à courbure constante et donc sur
leurs revêtements universels (l’espace euclidien, l’espace hyperbolique et la sphère). De plus, il
nous sera nécessaire d’approcher cette notion de hérisson par le biais d’une démarche universelle
au sens où nous obtiendrons les mêmes formulations (quelle que soit la géométrie considérée)
et les mêmes propriétés. Ainsi nous pourrons constater que les différentes notions de hérisson
que nous allons considérer correspondent bien lorsque l’on adopte un point de vue relevant de la
géométrie de contact ou de la géométrie projective.

1 Contexte et résultat connu

L’objet de la théorie des hérissons est de généraliser la théorie de Brunn-Minkowski aux
différences de corps convexes. Pour cela, en remarquant que tout corps convexe est caractérisé
par son bord, il nous suffit de définir la notion de hérisson comme étant une différence de bords
de corps convexes. C’est précisément l’approche qui a été adoptée par R.Langevin, G.Levitt et
H.Rosenberg (voir [52] pour plus de détails) en considérant l’enveloppe d’hyperplan h(u)u+〈u〉⊥,
avec h : Sn−1 7−→ R une application de classe Ck, où k ≥ 2. Ainsi, on peut vérifier que de
telles enveloppes correspondent à des différences de bords de corps convexes de classe Ck. Par
la suite, Y.Martinez-Maure a étendu de telles différences de corps convexes à tous les corps
convexes, fournissant ainsi les premières définitions et propriétés de la théorie des hérissons (voir
l’ouvrage [78] pour un exposé complet). L’intérêt d’une telle théorie réside dans la réduction de la
complexité des différentes problématiques (traitant de questions connexes aux corps convexes) du
fait que l’ensemble des hérissons admet une structure d’espace vectoriel. Nous pouvons prendre,
pour exemple, la proposition d’un contre-exemple à la conjecture d’A.D.Aleksandrov 1 (voir [63]
pour en savoir plus). En ce qui nous concerne, nous nous en tiendrons aux hérissons de classe
C∞. Aussi, il est important de noter que, dans cette thèse, nous abordons seulement une petite
partie des notions relevant de la théorie des hérissons. En particulier, nous prendrons soin d’en
donner la définition la plus large possible (voir chapitre 1 et 4 pour plus de détails). Puis, nous
nous contenterons d’en exposer leur caractérisation en géométrie de contact, par un certain type
d’immersion de Legendre, ainsi que leurs propriétés de dualité projective.

1. La conjecture d’A.D.Aleksandrov affirme que toute surface convexe fermée de classe C2
+ dans R3 dont les

courbures principales k1 et k2 vérifient l’inégalité :

(k1 − c)(k2 − c) ≤ 0,

avec c une constante, est nécessairement la 2-sphère.
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1.1 Définition d’un hérisson euclidien

Considérons donc h : Sn−1 7−→ R une fonction de classe C∞. Alors on appelle famille d’hy-
perplans co-orientés toute famille d’hyperplans de la forme h(u)u+ 〈u〉⊥ ainsi que hérisson
euclidien toute enveloppe paramétrée (voir définition 1.2.4 et 1.2.5 page 36) de famille d’hy-
perplans co-orientés. En particulier, nous appellerons naturellement fonction de support la
fonction h. Il est alors possible de vérifier que le bord d’un corps convexe de classe C∞ est un
hérisson euclidien dont la famille d’hyperplans co-orientés correspond à sa famille d’hyperplans
tangents. Ensuite, en constatant que pour toute fonction h, il existe k ∈ R tel que h+ k corres-
pond à la fonction de support d’un corps convexe de classe C∞, on obtient alors que tout hérisson
est une différence de bords de corps convexes (voir propriété 1.3.4 page 44).

Figure 1 – Exemple de hérisson comme différence de bords de corps convexes

Il nous faut alors remarquer que tout hérisson euclidien, que l’on note Hh (avec h la fonction

de support), admet x(u) = h(u)u +
−→
∇h(u) pour paramétrage que l’on peut considérer (ou

interpréter) comme étant l’inverse de son application de Gauss. En effet, si pour u0 ∈ Sn−1, la
différentielle du0x est injective, alors Hh est localement une hypersurface orientée, en x0 = x(u0),
dont x−1 correspond à un champ orthonormal. En particulier, siHh est le bord d’un corps convexe
K, alors le paramétrage x : Sn−1 7−→ Hh = ∂K est un difféomorphisme dont l’inverse correspond
au champ orthonormal sortant.

1.2 Caractérisation en géométrie de contact

L’objet de cette caractérisation est de proposer une méthode de généralisation de la notion de
hérisson à d’autres espaces que l’espace euclidien (voir [74] pour en savoir plus). Commençons par
remarquer qu’une application x : Sn−1 7−→ Rn correspond au paramétrage d’un hérisson euclidien
si et seulement si elle vérifie la condition :

〈u|dux · −→v 〉 = 0 (1.2.1)

que l’on appelle condition de contact.

Ensuite, on rappelle qu’une structure de contact est la donnée d’une (2n+ 1)-variété différentielle
M que l’on munit d’une 1-forme α ∈ Ω1(M) (que l’on appelle forme de contact) telle que
(dα)

n ∧ α 6= 0. Aussi, on appelle :

1. Immersion de Legendre toute immersion i : Γ 7−→M définie sur une n-variété telle que
Im(dui) ⊂ Ker

(
αi(u)

)
.

2. Sous-variété de Legendre toute n-sous-variété L ⊂M telle que TxL ⊂ Ker(αx), pour tout
x ∈ L.

3. Fibré de Legendre tout fibré lisse p : M 7−→ β dont les fibres sont des sous-variétés de
Legendre.
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4. Front de Legendre La donnée de la partie p ◦ i(Γ) et du paramétrage x := p ◦ i avec p et i
étant respectivement un fibré et une immersion de Legendre.

et est donc le vocabulaire nécessaire pour caractériser la notion de hérisson euclidien en géométrie
de contact. Pour en savoir plus, il est possible de consulter l’annexe B dans laquelle nous décrivons
ces différentes notions. Ainsi, on peut définir sur Sn−1×Rn la 1-forme de contact α(u,x) ·(V,X) =
〈u|X〉 et par la condition (1.2.1), il est clair que tout hérisson euclidien est le front legendrien
d’une immersion de Legendre de la forme

i(u) = (u, x(u)) (1.2.2)

En particulier, on peut remarquer que l’immersion de Legendre i : Sn−1 7−→ Sn−1 × Rn cor-
respond au relèvement du paramétrage x en une immersion définissant une (n− 1)-sous-variété
de Legendre sur Sn−1 × Rn.

Figure 2 – Relèvement d’un hérisson euclidien via l’immersion de Legendre (en identifiant S1

avec ]0, 2π[).

Pour finir, considérons i : Γ 7−→ Sn−1 × Rn une immersion de Legendre. Alors on appelle
application de Gauss l’application ν : Γ 7−→ Sn−1 telle que i(u) = (ν(u), x(u)). Et ainsi, on peut
formuler le résultat suivant :

Théorème. Tout hérisson euclidien est, à difféomorphisme de Sn−1 près, le front legendrien
d’une immersion de Legendre dont l’application de Gauss est un difféomorphisme.

Nous pouvons considérer ce dernier résultat comme étant une caractérisation des hérissons
euclidiens en géométrie de contact. De plus, comme nous retrouvons cette caractérisation pour
tous les autres types de hérissons, comme les hérissons lorentziens (voir page 431 de [74]) ou
complexes (voir [77]), mais aussi les g-hérissons (et h-hérissons) de l’espace hyperbolique et de la
sphère que nous introduisons dans cette thèse (voir théorème 7.3.1 et 10.3.2), il est alors possible
de considérer, comme hypothèse de généralisation, de définir une notion de hérisson en se reposant
sur cette caractérisation. C’est précisément la proposition qu’a faite Y.Martinez-Maure dans la
section 2.2.1 page 338 de [74].
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1.3 Dualité projective d’un hérisson euclidien

Les relations de dualité polaire (ou projective) sont bien connues pour les corps convexes (voir
section 1.6 de [100] pour un exposé détaillé) et il est naturel de les retrouver pour les hérissons

euclidiens. Ainsi, pour e = (0, · · · , 0, 1) ∈ Sn, on considère l’espace tangent TeSn = 〈e〉⊥, que
l’on identifie avec Rn, ainsi que He(Pn), l’ensemble des hyperplans projectifs ne contenant pas
le point e. En conséquence, on définit les relations de dualité suivantes :

1. Si x ∈ Rn et L ⊂ Rn sont un point et un hyperplan affine, alors on définit l’hyperplan

projectif x∗ = p
(
〈e+ x〉⊥

)
ainsi que le point L∗ = p(e+ L)

⊥
.

2. Si α ∈ Pn \ {e} et H ∈ He(Pn) sont un point et un hyperplan projectif, alors on considère

l’hyperplan affine α∗ ⊂ Rn et le point H∗ ∈ Rn tels que α = p
(
〈e+ α∗〉⊥

)
et H =

p
(
〈e+H∗〉⊥

)
.

Il est alors facile de vérifier que les relations que nous avons considérées sont involutives (au
sens où x∗∗ = x, L∗∗ = L, α∗∗ = α et H∗∗ = H), ce qui justifie que l’on parle de dualité. Par la
suite, si H ⊂ Rn est l’enveloppe paramétrée d’une famille d’hyperplans affines (Σu)u∈Γ, alors on
appelle dual de H la donnée de la partie x∗(Γ) et du paramétrage x∗(u) = Σ∗u. En considérant
la même définition pour toute enveloppe paramétrée Λ ⊂ Pn \ {e}, on peut vérifier que le dual
d’un hérisson euclidien H ⊂ Rn est l’enveloppe paramétrée de la famille d’hyperplans projectifs
x(u)

∗
, avec x : Sn−1 7−→ Rn le paramétrage du hérisson H tel que H∗∗ = H, ce qui justifie de

nouveau que l’on parle de dualité. En particulier, on peut calculer que lorsque h(u) est non nul,
alors le paramétrage du dual a pour expression x∗(u) = u

h(u) .

Figure 3 – Dual d’un hérisson euclidien

Il est également important de remarquer que la notion de dualité projective sur les corps
convexes cöıncide avec celle des hérissons euclidiens. Ainsi, on sait que la dualité sur les hérissons
euclidiens prolonge la notion de dualité projective connue pour les corps convexes. Pour conclure,
observons qu’il est possible de représenter sur la sphère Sn le dual d’un hérisson euclidien en
considérant le représentant s : Sn−1 7−→ Sn du paramétrage x∗ selon la relation :

s(u) = σ(u)[u− h(u)e] avec σ(u) =
1√

1 + h(u)
2

(1.3.3)

Ce résultat est intéressant car le dual d’un hérisson, ainsi défini, correspond simplement au
graphe de la fonction de support h en considérant l’équateur comme étant l’axe des abscisses et
qui est donc une hypersurface orientée.
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1.4 Les hérissons marginalement piégés

La notion de hérisson marginalement piégé apparâıt naturellement lorsque l’on prolonge au
hérisson euclidien de l’espace R3 les inégalités isopérimétriques que l’on connâıt sur les corps
convexes (voir chapitre 7 de [100]). Comme nous décrivons en détail cette notion au chapitre 11,
nous nous contenterons, dans cette introduction, d’un court exposé en présentant uniquement les
éléments essentiels. Il est aussi possible de consulter l’article [74] dans lequel Y.Martinez-Maure
définit et étudie les propriétés de cette notion.

Sur le plan, on peut vérifier (voir [60] pour plus de détails) qu’un hérisson euclidien Hh ⊂ R2

vérifie l’inégalité isopérimétrique 0 ≤ l(h)
2−4πa(h) ≤ −4πa(∂h) = −4πa

(
h, ∂2h

)
avec a(h) l’aire

du hérisson, a(∂h) l’aire de sa développée et a
(
h, ∂2h

)
l’aire mixte du hérisson avec sa développée

seconde. Il convient de noter que les développées première et seconde d’un hérisson du plan sont
aussi des hérissons euclidiens. Cependant, pour les hérissons sur l’espace euclidien R3, si on peut
définir sur R3 la développée moyenne qui correspond à la double développée (et qui est aussi un
hérisson euclidien), il n’est pas possible de définir sur R3 un équivalent de la développée simple
d’un hérisson euclidien. C’est précisément pour définir un équivalent de la développée simple d’un
hérisson sur l’espace (sans s’imposer la contrainte qu’elle réside sur R3) que Y.Martinez-Maure
a introduit la notion de hérisson marginalement piégé. Il s’agit d’une surface marginalement
piégée 2 de l’espace de Lorentz-Minkowski L4 qui vérifie des propriétés analogues à celle des
hérissons euclidien. Ce qui est surprenant et qui rend l’étude des hérissons marginalement piégés
très intéressante, c’est que les surfaces marginalement piégées correspondent à une catégorie de
surfaces qui ont été introduites par R. Penrose (voir [83] pour l’article original) pour étudier,
dans le cadre de la relativité générale, l’horizon d’un trou noir.

Considérons donc (lu)u∈S2 une famille de droites affines de type lumière sur l’espace de
Lorentz-Minkowski L4 = R3 × R, vérifiant que pour tout u ∈ S2, la droite Ru est orthogonale à
l’intersection (lu)

⊥
0 = R3 ∩ (lu)

⊥
.

Figure 4 – Représentation sur L3

En particulier, on appelle famille de lignes lumière orientées les familles de droites
affines ainsi définies. Dans un premier temps, on peut remarquer que toute famille de lignes
lumière orientées correspond à un unique hérisson euclidien tel que lu = x(u) + RuL, avec x le
paramétrage du hérisson lui étant associé. On appelle alors co-enveloppe d’une telle famille, la
donnée de la partie y

(
S2
)

et du paramétrage y : S2 7−→ L4 telle que y(u) ∈ lu, 〈duy · −→v |uL〉 = 0 et

2. Si (M, g) est une 4-variété de Lorentz, alors on appelle surface marginalement piégée toute 2-sous-variété
de type espace dont le vecteur de courbure moyenne est de type lumière.
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〈δ(dy)|uL〉 = 0 (qu’on appelle condition de co-contact), avec uL = (u,−1) et δ la co-différentielle
de Hodge. Ainsi, on obtient les deux résultats suivants :

Théorème. Toutes les familles de lignes lumière orientées admettent une unique co-enveloppe.
Plus précisément, si (lu)u∈S2 est une famille de lignes lumière et h la fonction de support du
hérisson euclidien lui correspondant, alors sa co-enveloppe admet pour paramétrage

y∂h(u) = Lh(u) + δ(dh)uuL (1.4.4)

avec Lh(u) =
(−→
∇h(u), h(u)

)
.

Par ce théorème, on sait que si
(
l1u
)
u ∈ S2 et

(
l2u
)
u ∈ S2 sont deux familles de lignes lumières

orientées, telles que dh1 = dh2, alors leurs co-enveloppes se correspondent, à une translation
près par rapport à l’axe du temps. En particulier, il est justifié d’appeler 1-forme de sup-
port la forme différentielle dh correspondant à chaque famille de lignes lumières orientées. Par
conséquence, nous avons que pour chaque forme exacte dh, correspond une unique co-enveloppe
∂H, à translation près par rapport à l’axe du temps. Ensuite, nous avons :

Théorème. Toute co-enveloppe d’une famille de lignes lumière orientées est, en ses points
non-ombilic, localement une surface marginalement piégée. Plus précisément, si ∂H est la co-
enveloppe de la famille de lignes lumière (lu)u∈S2 , alors on a :

1. La première forme fondamentale est y∗g = 1
4 (R1 −R2)

2
gS, avec g la métrique de l’espace

de Lorentz-Minkowski, Ri les rayons de courbure principaux du hérisson Hh qui correspond
à la famille de lignes lumière et gS la métrique usuelle de la sphère.

2. Pour tout point non-ombilic (c’est-à-dire : u ∈ S2 tel que R1(u) 6= R2(u)), le paramétrage
y∂h est localement un plongement dont le vecteur de courbure moyenne est colinéaire à uL.

Note. On appelle rayons de courbure principaux d’un hérisson H ⊂ Rn, les fonctions qui sont
définies, en chaque u ∈ Sn−1, par les valeurs propres de la différentielle dux : TuSn−1 7−→ TuSn−1.

Pour comprendre la correspondance entre la développée d’un hérisson du plan et les hérissons
marginalement piégés que nous venons de considérer, il suffit de constater que de telles construc-
tions correspondent forcément à la transformée de L-Gauss (pour plus de détails, voir l’article
[82] ou les dernières pages de la section 11.1) d’un hérisson euclidien de R3. De ce qui précède,
nous pouvons conclure que les hérissons marginalement piégés correspondent bien à des surfaces
marginalement piégées qui vérifient des propriétés analogues à celles des hérissons. Il est donc
justifié d’appeler hérisson marginalement piégé toute co-enveloppe d’une famille de lignes
lumière orientées. En particulier, pour mieux comprendre cette correspondance, nous comparons
les différentes propriétés qui caractérisent les notions de hérisson euclidien et hérisson margina-
lement piégé dans le tableau suivant :
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Les hérissons euclidiens Les hérissons marginalement piégés

La définition
géométrique :

Espace ambiant : L’espace euclidien (Rn, g),
avec g le produit scalaire usuel de Rn.
Les hérissons euclidiens sont des enveloppes de
familles d’hyperplans co-orientés (Σu)u∈Sn−1 .

Espace ambiant : Le lorentziarisé
(
R3 × R, gL

)
avec gL = g − dt2 la métrique de Minkowski
induite du produit scalaire. Les hérissons mar-
ginalement piégés sont des co-enveloppes de
familles de lignes lumière orientées (lu)u∈S2 .

La condition
différentielle :

Tout hérisson euclidien correspond à l’image
d’une application lisse x : Sn−1 7−→ Rn
vérifiant la condition de contact ci-dessous :

Pour tout u ∈ Sn−1, 〈dux|u〉 = 0

Tout hérisson marginalement piégé cor-
respond à l’image d’une application lisse
y : S2 7−→ L4 vérifiant les conditions respec-
tives de contact et de co-contact ci-dessous :

1. Pour tout u ∈ S2, 〈duy|uL〉 = 0

2. Pour tout u ∈ S2, 〈δ(dy)u|uL〉 = 0

Ici, on rappelle que uL = (u,−1) et δ est la
co-différentielle de Hodge.

Relèvement : On se place dans le cadre de la géométrie de
contact. (

Rn × Sn−1, α
)

Si xh : Sn−1 7−→ Rn est le paramétrage d’un
hérisson euclidien H ⊂ Rn, alors on définit le
plongement ih : Sn−1 7−→ Rn × Sn−1 tel que :

ih(u) = (xh(u), u)

Ce plongement vérifie alors les deux points sui-
vants :

1. C’est une immersion de Legendre sur
ih
(
Sn−1

)
qui est donc une sous-variété

de Legendre.

2. Le hérisson euclidien H est le front de
Legendre pour l’immersion ih.

En d’autres termes, tout hérisson eucli-
dien se relève dans la variété de contact(
Rn × Sn−1, α

)
en une sous-variété de Le-

gendre.

On se place dans le cadre du symplectisé :(
L4 × S2, w

)
avec L4 × S2 =

(
R3 × S2

)
× R et la forme

symplectique w = d[etα].

Si y∂h : S2 7−→ L4 × S2 est la paramétrisation
d’un hérisson marginalement piégé
∂H ⊂ L4, alors on définit le plongement
i∂h : S2 7−→ L4 × S2 tel que :

i∂h(u) = (y∂h(u), u)

Ce plongement vérifie alors les trois points sui-
vants :

1. Si on considère Lh la surface de La-
grange formée par tous les hérissons pa-
rallèles de fonction de support h+ t pri-
mitive de la 1-forme ∂h alors :

i∂h
(
S2
)
⊂ Lh

2. C’est un plongement pour lequel la sur-
face i∂h

(
S2
)

est marginalement piégée.

3. Le hérisson marginalement piégé ∂H est
le front de Lagrange pour l’immersion
i∂h.

En d’autres termes, tout hérisson marginale-
ment piégé se relève dans la variété symplec-
tique

(
L4 × S2, w

)
en une surface marginale-

ment piégée comprise dans une sous-variété de
Lagrange.
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2 Problématique et contraintes sur les choix de définition

La notion de hérisson marginalement piégé sur l’espace de Lorentz-Minkowski introduit une
nouvelle catégorie de surface marginalement piégée qui présente des propriétés géométriques
correspondant à la notion de hérisson euclidien. Le but de cette thèse est de généraliser cette
notion pour des espaces dont la courbure n’est pas nulle. Nous traiterons le cas des variétés
de Lorentz de la forme (M × R, gL), où gL = g − dt2 et (M, g) est une 3-variété de Riemann
à courbure constante. Il sera donc nécessaire de définir une notion de hérisson pour l’espace
hyperbolique Hn et la sphère Sn, qui correspondent respectivement au revêtement universel des
variétés de Riemann à courbure constante. Pour cela, nous devrons définir et étudier une notion
de hérisson sur l’espace hyperbolique et la sphère qui généralise la notion de hérisson euclidien,
en veillant à bien saisir la mécanique de cette généralisation. De plus, les définitions que nous
envisagerons devront respecter la contrainte suivante, qui est intrinsèquement satisfaite dans le
cas des hérissons euclidiens : Le rayon de courbure moyenne doit exister et être fini en tout
point. Par conséquence, sur l’espace hyperbolique (tout comme sur la sphère), si H ⊂ H3 est un
hérisson dont le paramétrage est x : S2 7−→ H3 et le champ orthonormal est N : S2 7−→ x∗STH3,
il doit exister, en tout point, des scalaires r1 et r2 tels que :

dux · −→v1 = r1duN · −→v1 et dux · −→v2 = r2duN · −→v2 (2.0.1)

ce qui nécessite que, pour tout u ∈ S2, la dérivée covariante ∇(N)u soit injective. Bien que
cette contrainte n’ait pas de sens sur l’espace euclidien - qui est forcément satisfaite par les
hérissons euclidiens - nous verrons que dans l’espace hyperbolique (tout comme sur la sphère),
cette contrainte influencera significativement nos chois de définitions.

En effet, sur l’espace hyperbolique, plusieurs méthodes existent pour définir la notion de
hérisson (une infinité pour être plus précis, voir [33] pour plus de détails). Certaines ont déjà
été considérées comme des enveloppes d’horosphères (voir [24], [26] et [25]) ou encore les enve-
loppes d’hypersurfaces totalement géodésiques (voir [81]). En conséquence, nous prendrons soin
de définir et d’établir les fondements d’une théorie des hérissons pour l’espace hyperbolique et la
sphère, apportant des solutions à toutes les questions nécessaires pour présenter une construction
rigoureuse, complète et cohérente qui ambitionne de regrouper et d’unifier, autant que possible,
toutes les approches précédemment explorées.

3 Principaux résultats de la thèse

La notion de corps convexe sur l’espace hyperbolique et sur la sphère suscite de l’intérêt depuis
près d’un demi-siècle (voir [95], [96], [97] et [98]). Naturellement, des questions fondamentales
émergent, telles que la recherche d’une opération équivalente à la somme de Minkowski et l’étude
des inégalités isopérimétriques. Il apparâıt rapidement qu’il n’existe pas de définition canonique
pour des notions telles que la somme ou la largeur d’un corps convexe. Pour chacune d’entre
elles, nous identifions des avantages et des inconvénients, sans jamais parvenir à une situation
aussi confortable que celle observée sur l’espace euclidien. C’est précisément dans ce contexte que
nous introduisons différentes notions de hérisson, correspondant chacune à un choix de méthode
pour comparer les hyperplans tangents (et donc de ”support”) au bord d’un corps convexe (voir
les sections 4.2 et 5.2 pour une description plus complète).
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3.1 Définition et conditions d’existence des g-hérissons sur l’espace
hyperbolique

Sur l’espace hyperbolique, il existe plusieurs méthodes pour définir la notion de hérisson, dont
essentiellement deux : les h-hérissons (enveloppes d’horosphères) et les g-hérissons (enveloppes
d’hyperplans totalement géodésiques). Pour notre part, nous nous concentrerons sur la notion
de g-hérisson, même si nous discuterons également des h-hérissons.

Considérons un point e ∈ Hn, alors on appelle famille de g-hyperplans co-orientés en
e toute famille lisse (voir annexe A pour plus de détails) d’hyperplans totalement géodésiques
(Σu)u∈Sn−1

e
, avec Sn−1

e = S[TeHn] vérifiant que pour tout u ∈ Sn−1
e :

γu⊥Σu (3.1.1)

avec γu la géodésique qui passe par le point e à la vitesse u.

Notons que si (Σu)u∈Sn−1
e

est une telle famille de g-hyperplans (on appelle g-hyperplan toute

hypersurface totalement géodésique), alors on peut l’associer à une fonction h : Sn−1
e 7−→ R,

que l’on appelle fonction de support centré en e (ou simplement fonction de support),
correspondant à l’unique fonction h telle que γu(h(u)) ∈ Σu. Ainsi, on définit la notion de
g-hérisson comme suit :

Définition. On appelle g-hérisson centré en e toute enveloppe paramétrée H ⊂ Hn d’une
famille de g-hyperplans co-orientés en e. De plus, on appelle fonction de support de H la
fonction de support de la famille de g-hyperplans.

On peut aisément remarquer que le bord d’un corps g-convexe est bel et bien un g-hérisson
(en tout point de Hn) et que, via la projection de Klein centrée en e, tout g-hérisson centré en e
correspond à un hérisson euclidien sur l’espace tangent (TeHn, ge). Cependant, la première grande
différence avec ce que nous connaissons des hérissons de l’espace euclidien est que toute famille
de g-hyperplans centrée en e ne correspond pas nécessairement à un g-hérisson. En particulier,
nous avons le résultat suivant :

Théorème. Une famille de g-hyperplans co-orientés centrés en e admet une enveloppe pa-
ramétrée si et seulement si sa fonction de support vérifie la condition :

‖
−→
∇h(u)‖
CH h(u)

< 1 (3.1.2)

pour tout u ∈ Sn−1
e . De plus, dans le cas d’existence d’une enveloppe paramétrée, cette dernière

est unique.

Pour conclure, notons qu’il est possible de construire des familles de g-hyperplans co-orientés
en e pour lesquelles il existe un point v0 ∈ Hn tel que la famille de g-hyperplans en question
n’est pas co-orientée en v0 (voir figure 4.4 page 94 pour comprendre comment construire une
telle famille). Concernant la notion de g-hérisson, nous avons le résultat suivant :

Théorème. Tout g-hérisson centré en e est centré en tout point de Hn.

Ce dernier résultat montre que la notion de g-hérisson sur l’espace hyperbolique est aussi
pertinente que la notion de h-hérisson qui a déjà été considérée (voir [24], [26] et [25]) sans la
nommer explicitement, pour étudier les corps h-convexes qui sont une sous-catégorie des corps g-
convexes. Il est aussi intéressant de noter que la correspondance géométrique entre les g-hérissons
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et les hérissons euclidiens pourrait permettre de retrouver, sur l’espace hyperbolique, des résultats
analogues à ceux que nous connaissons sur l’espace euclidien. En effet, nous pouvons citer comme
exemple les développements récents entrepris par D.Rochera et Y.Martinez-Maure sur les courbes
de Zindler (voir [90] et [91] pour plus de détails), développements qui pourraient être transposés
sur l’espace hyperbolique via les g-hérissons.

3.2 Pseudo-hérissons et g-hérissons sur la sphère

Sur la sphère, les choses se compliquent en raison de la non-injectivité de la carte exponentielle.
L’approche intuitive suggérerait de considérer un point e ∈ Sn ainsi que la demi-sphère ouverte
Ωe = {x ∈ Sn tel que 〈x|e〉 > 0} pour définir la notion de g-hérisson via la projection gnomonique
ϕe : Ωe 7−→ TeSn (voir section 5.2 de l’annexe E). Le principal inconvénient de cette méthode est
qu’elle ne définit pas géométriquement la notion de hérisson. Par conséquent, il est naturel de
reprendre ce que nous avons fait sur l’espace hyperbolique en l’adaptant à la sphère. Ainsi, pour
e ∈ Sn, on appelle famille de g-hyperplan co-orienté en e toute famille lisse d’hyperplans
totalement géodésiques tels que γu⊥Σu, pour tout u ∈ Sn−1

e . On peut alors remarquer que,
dans le cas de la sphère, il n’est pas toujours vrai que toute famille de g-hyperplan co-orienté
possède une fonction de support. De plus, en considérant la famille Σu = Ce = Sn ∩ 〈e〉⊥, il
s’agit clairement d’une famille de g-hyperplans co-orientés en e pour laquelle Ce correspond à
une des enveloppes (qui ne sont même pas uniques). Mais puisqu’il est évident que Ce ne satisfait
pas aux caractéristiques que nous recherchons (voir section 2), nous ne pouvons pas simplement
définir la notion de g-hérisson sur la sphère comme étant l’enveloppe paramétrée d’une famille
de g-hyperplan co-orienté. Nous considérons donc la définition suivante :

Définition. On appelle pseudo-hérisson centré en e toute enveloppe paramétrée d’une fa-
mille de g-hyperplan co-orienté en e.

Note. On notera x le paramétrage de l’enveloppe.

Nous pouvons alors observer (voir les sections 9.2.2.1 et 9.2.2.2 aux pages 189 et 191) que les
pseudo-hérissons centrés en e et qui ne correspondent pas aux contraintes énoncées à la section
2, intersectent l’équateur Ce. À ce stade, nous n’avons pas totalement épuisé cette question qui
fait l’objet de la conjecture suivante :

Conjecture. Tout pseudo-hérisson H ⊂ Sn centré en e dont la partie K = x−1(H ∩ Ce) ⊂ Sn−1
e

(qui est toujours un corps à bords lisses) est non vide et n’est pas une demi-sphère, est, en un
point x0 ∈ H, localement une hypersurface dont la courbure est nulle.

Néanmoins, il est possible de vérifier cette conjecture dans le cas où le corps K est compris
dans une demi-sphère et est difféomorphe à la boule unité Bn−1 (voir théorème 9.3.1 page 210
pour plus de détails). En nous basant sur cette conjecture, nous pouvons conclure que la catégorie
de pseudo-hérissons qui nous intéresse correspond aux pseudo-hérissons compris dans la demi-
sphère Ωe et donc, nous retrouvons bien notre considération intuitive initiale. Par conséquent,
il est justifié d’ajouter à la définition de famille de g-hyperplan co-orienté en e la contrainte
suivante :

Σu 6= Ce (3.2.3)

pour tout u ∈ Sn−1
e . Nous considérons donc la définition suivante :

Définition. Nous appelons g-hérisson centré en e toute enveloppe paramétrée H, d’une fa-
mille de g-hyperplan co-orienté en e, qui est comprise dans la demi-sphère ouverte Ωe.
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Il est alors clair que toute famille de g-hyperplans co-orientés centrés en e vérifiant la condition
(3.2.3) admet une unique fonction de support h à image dans l’intervalle

]
−π2 ,

π
2

[
. Aussi, on

peut montrer que de telles familles de g-hyperplans admettent forcément une unique enveloppe
paramétrée dans la demi-sphère Ωe et qui correspond, via la projection gnomonique ϕe, à un
hérisson euclidien sur l’espace tangent TeSn. En particulier, il n’y a pas de condition d’existence
comme c’est le cas pour les g-hérissons de l’espace hyperbolique, mais par contre, la notion de
g-hérisson sur le sphère dépend fortement du choix du point de référence (voir section 10.2 page
215 pour plus de détails).

3.3 Caractérisation en structure de contact

Sur l’espace euclidien, la définition de l’application de Gauss est canonique. Cependant, ce
n’est plus le cas sur l’espace hyperbolique et sur la sphère. Dans cette introduction, nous ne
présenterons qu’une seule méthode pour définir l’application de Gauss. Il est cependant à no-
ter que nous pourrions également proposer une définition alternative (voir les sections 7.2.1 et
10.3 des pages 160 et 216 pour plus de détails) qui nous permettrait d’obtenir des résultats
intéressants.

Considérons, sur l’espace projectif, l’ensemble An−1 = {p(x) tel que 〈x|x〉L = 0} ⊂ Pn que
l’on appelle absolue, avec p la projection projective. Si Σ ⊂ Hn est une hypersurface orientée et
si N : Σ 7−→ STHn est un champ orthonormal, alors on définit l’application de Gauss comme
étant l’unique application ν : Σ 7−→ An−1 telle que pour tout x ∈ Σ, le point ν(x) correspond à
la limite à l’infini de la fonction p

(
γN(x)(t)

)
, où γu est la géodésique passant par le point x à la

vitesse N(x). En particulier, il nous faut noter que toute hypersurface orientée et connexe admet
exactement deux applications de Gauss.

Figure 5 – Application de Gauss d’une hypersurface sur l’espace hyperbolique

On appelle horosphère toute hypersurface orientée qui est maximale au sens de l’inclusion et
dont l’application de Gauss est constante (ce qui est équivalent à ce que les courbures principales
soient toutes et partout égales à −1). Il est donc clair que pour tout x ∈ Hn et a ∈ An−1, il
existe une unique horosphère contenant le point x et dont l’application de Gauss pointe vers a.
Ainsi, on appelle horosphère centrée en a toute horosphère dont l’application de Gauss pointe
vers a. Par conséquent, considérer une hypersurface dont l’application de Gauss ν : Γ 7−→ An−1

est un difféomorphisme revient à dire qu’elle soit l’enveloppe d’une famille lisse d’horosphères
(Σa)a∈An−1 , où chaque Σa est centré en a. Il est alors justifié d’appeler h-hérisson toute enve-
loppe d’une telle famille d’horosphères. Si nous voulons caractériser les g-hérissons par des immer-
sions de Legendre dont l’application de Gauss (définie comme ci-dessus) est un difféomorphisme, il
est nécessaire de déterminer les critères de correspondance entre les g-hérissons et les h-hérissons.
On obtient alors (voir les propriétés 7.3.1 et 7.3.2 pour plus de détails) :
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Tout h-hérisson dont les courbures principales, partout où elles existent, ne sont jamais nulles,
est un g-hérisson. De plus, tout g-hérisson dont les courbures principales, partout où elles existent,
ne valent jamais −1 est un h-hérisson.

Nous savons donc que les h-hérissons dont les courbures principales ne sont jamais nulles
correspondent aux g-hérissons dont les courbures principales ne valent jamais −1. En particulier,
lorsque les conditions sur les courbures principales ne sont plus remplies, il est facile de définir des
h-hérissons et des g-hérissons qui ne correspondent pas simultanément aux deux définitions (voir
la propriété 5.3.5 et la remarque 7.3.1, des pages 123 et 170, pour en savoir plus). Par la suite,
on définit naturellement une structure de contact sur le fibré des sphères STHn en considérant
la forme de contact :

αx,u

(−→
X,
−→
V
)

= 〈u|
−→
X 〉L

où 〈·|·〉L est le produit de Minkowski sur l’espace de Lorentz-Minkowski Ln+1. Ainsi, en définissant,
pour toute immersion de Legendre, l’application de Gauss par prolongement géodésique sur l’ab-
solue An−1, on obtient le résultat suivant :

Théorème. Tout g-hérisson dont les courbures principales ne valent jamais -1, partout où elles
existent, est le front legendrien d’une immersion de Legendre ι : An−1 7−→ STHn vérifiant les
deux points suivants :

1. L’application de Gauss ν : An−1 7−→ An−1 est un difféomorphisme.

2. Les courbures principales, partout où elles existent, ne sont jamais nulles.

Nous retrouvons ainsi le même énoncé que nous avons vu pour les hérissons euclidiens à la
section 1.2. Ajoutons aussi (voir les théorèmes 10.3.1 et 10.3.2, des pages 219 et 221, pour plus
de détails) qu’en adaptant nos dernières constructions à la géométrie de la sphère, nous obtenons
que :

Théorème. Si H ⊂ Sn est un g-hérisson gaussien 3 centré en e, alors c’est le front legen-
drien d’une immersion de Legendre ι : Sn−1

e 7−→ STSn, centré en e, dont l’application de Gauss
ν : Sn−1

e 7−→ Ce est un difféomorphisme.

Ces deux derniers résultats confirment l’intuition que Y.Martinez-Maure a exposée dans [74]
et indiquent, en même temps, que le choix de généralisation de la notion de hérisson par les
enveloppes de g-hyperplans correspond bien géométriquement aux hérissons euclidiens.

3.4 Dualité et théorème de caractérisation projective

Il est bien connu que l’on peut définir des relations de dualité entre l’espace hyperbolique
et l’espace de Sitter, qui correspondent à l’analogue de la notion de dualité projective que nous
connaissons sur l’espace euclidien (voir [30] pour une description détaillée). Pour cela, considérons
la partie dSn, que l’on appelle espace de Sitter, et qui correspond sur l’espace projectif à
l’ensemble des vecteurs de type espace de l’espace de Lorentz-Minkowski Ln+1. De plus, on
considèreH(dSn) l’ensemble des hyperplans projectifs, que l’on appelle hyperplans elliptiques,
et qui correspondent à la projection d’hyperplans vectoriels de type espace dans Ln+1. Aussi,
considérons H(Hn) l’ensemble des g-hyperplans dans l’espace hyperbolique. Ainsi, on définit les
relations de dualité suivantes :

3. Un g-hérisson H centré en e de la sphère sera dit gaussien si H ne correspond jamais localement à une
hypersphère centrée sur l’équateur Ce. Pour en savoir plus, voir la définition 10.3.3 page 219.
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1. Si x ∈ Hn et L ∈ H(Hn) sont un point et un g-hyperplan, alors on définit l’hyperplan

elliptique x∗ = p
(
〈x〉⊥

)
ainsi que le point L∗ = p

(
〈L〉⊥

)
.

2. Si α ∈ dSn et H ∈ H(dSn) sont un point et un hyperplan elliptique, alors on définit

α∗ ∈ H(Hn) et H∗ ∈ Hn, l’unique g-hyperplan et l’unique point tels que α = p
(
〈α∗〉⊥

)
et

H = p
(
〈H∗〉⊥

)
.

Il est alors immédiat que les relations ainsi définies sont involutives. Ensuite, comme nous
l’avons fait sur l’espace euclidien, on définit le dual de l’enveloppe paramétrée H ⊂ Hn d’une
famille de g-hyperplans (Σu)u∈Γ en considérant la partie x∗(Γ) que l’on munit du paramétrage
x∗(u) = Σ∗u. Et en définissant le dual d’une enveloppe paramétrée d’hyperplan elliptique Λ ⊂ dSn
en appliquant la même méthode, on obtient de nouveau (voir propriété 8.3.1 page 179 pour plus
de détails) que le dual d’un g-hérisson H ⊂ Hn centré en e correspond à l’enveloppe paramétrée
de la famille d’hyperplans elliptiques

(
x(u)

∗)
u∈Sn−1

e
. De plus, on peut vérifier queH∗∗ = H, ce qui

justifie que l’on parle bien de dualité. Il est à noter que nous pouvons établir les mêmes construc-
tions et relations pour les g-hérissons de la sphère, en prenant soin de constater la dépendance
du choix du point de référence.

Vient à présent la question centrale que nous avons traitée pour étudier la dualité des hérissons
euclidiens et des g-hérissons de l’espace hyperbolique et de la sphère. Il est bien connu que le dual
d’un corps convexe sur Rn (resp. sur Hn et dSn) est un corps convexe sur l’espace projectif 4 Pn.
Il est alors intéressant de savoir ce qu’il en est pour le dual d’un hérisson euclidien (resp. d’un g-
hérisson). Il nous est d’abord possible de produire des contre-exemples (voir section 3.2.2 pour en
savoir plus) nous permettant d’évacuer la question de savoir si le dual d’un hérisson est toujours
un hérisson (via une identification du même genre que celle que nous avons considérée pour
définir la notion de corps convexe sur l’espace projectif). Ainsi, sur l’espace euclidien (voir les
théorèmes 3.3.1 et 3.3.2 des pages 66 et 68 pour plus de détails), une application µ : Sn−1 7−→ Pn
correspond 5 au paramétrage du dual d’un hérisson euclidien si et seulement si :

1. C’est une immersion.

2. Toute droite projective passant par le point 6 e intersecte l’image µ
(
Sn−1

)
en un ou deux

points.

3. Les hyperplans tangents 7 de l’image µ
(
Sn−1

)
, vus comme hyperplans projectifs, ne passent

jamais par le point e.

Si, pour les g-hérissons de la sphère, nous retrouvons immédiatement le même résultat du
fait de la correspondance des relations de dualité entre les espaces Rn ∼ TeSn, Ωe et Pn \He, il
nous faut être plus prudents concernant l’espace hyperbolique. En effet, pour les g-hérissons de
l’espace hyperbolique (voir les théorèmes 8.4.1 et 8.4.2 des pages 181 et 182 pour plus de détails),
on obtient que le dual d’un g-hérisson correspond à une immersion µ : An−1 7−→ dSn vérifiant
les mêmes caractéristiques que pour les hérissons euclidiens, mais dont les hyperplans tangents
de l’image µ

(
An−1

)
, vus comme des hyperplans projectifs, sont elliptiques. Il est à noter que,

de ce qui précède, le dual d’un g-hérisson de l’espace hyperbolique est indépendant du choix du

4. On dira que K ⊂ Pn est un corps convexe s’il existe H ⊂ Pn un hyperplan projectif tel qu’il soit un corps
convexe dans Pn \H via l’identification entre Pn \H et Rn.

5. Si n ≥ 3 l’application µ correspond au paramétrage x∗ via un difféomorphisme de Sn−1. En revanche, pour
n = 2, on parle de correspondance du fait que H∗ = µ

(
Sn−1

)
.

6. On rappelle que nous avons défini le point e à la section 1.3.
7. Ici, nous appelons hyperplans tangents les hyperplans projectifs p

(〈
s(u) + dus · TuSn−1

〉)
, avec

s : Sn−1 7−→ Sn tels que µ = p ◦ s.
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point de référence (ce qui est une conséquence directe du théorème de l’indépendance du choix
du point de référence).

Cette série de résultats (que l’on appelle les théorèmes de caractérisation projective) est
intéressante car elle nous montre que les différentes notions de hérisson que nous avons considérées
(les hérissons euclidiens, et les g-hérissons de la sphère et de l’espace hyperbolique) correspondent,
via le point de vue de la géométrie projective, à un même objet géométrique. Ceci nous donne
ainsi une nouvelle hypothèse de généralisation de la notion de hérisson (toujours dans le cadre
de l’objectif de pouvoir définir le plus largement possible la notion de g-hérisson marginalement
piégé).

3.5 Transformée de L-Gauss et g-hérisson marginalement piégé

Commençons par rappeler que la notion de hérisson marginalement piégé correspond à la
transformée de L-Gauss d’un hérisson euclidien et est l’analogue de la développée par les centres
de courbure d’un hérisson du plan. Si, pour les hérissons marginalement piégés, Y.Martinez-
Maure s’est appuyé sur les travaux de B.Palmer (voir [82]), en ce qui nous concerne, nous nous
baserons sur le chapitre 5 de la thèse de B.M.Xavier (voir [110]) dans lequel nous trouvons plu-
sieurs propriétés sur les transformées de L-Gauss 8 d’hypersurface orientée de la sphère et de
l’espace hyperbolique.

Ainsi, pour H ⊂ H3 un g-hérisson centré en e, on définit la famille de géodésiques lumière
par lu = expx(u)(RNL(u)) sur l’espace de Lorentz (Hn × R, gL), où gL = g − dt2 et NL(u) =
(N(u),−1). On appelle alors famille de géodésiques lumière orientée centrée en e toute
famille de géodésiques lumière ainsi définie. Dans cette introduction, nous nous en tiendrons à
cette définition même si, dans la section 12.1.2, nous adoptons une démarche plus large pour des
raisons de cohérence avec nos différentes définitions. Toute la difficulté pour obtenir une notion
de g-hérisson marginalement piégé réside dans la définition d’une notion de co-enveloppe qui,
comme nous allons le voir, dépend du choix d’une métrique sur la sphère S2

e. Considérons donc
w une métrique sur la sphère S2

e ainsi que ∇∗w, dual de la connexion de Levi-Civita sur
(
S2
e, w

)
,

et ∇ la connexion de Levi-Civita sur l’espace de Lorentz
(
H3 × R, gL

)
. Si y : S2

e 7−→ H3 × R est
une application lisse, on définit l’opérateur de Laplace-Beltrami comme suit :

∆w(y) = (∇∗w ⊗ y∗∇)(dy)

Par conséquent, on appelle w-co-enveloppe paramétrée d’une famille de géodésiques
lumière (lu)u∈Γ l’ensemble défini par la partie y(Γ) et le paramétrage y : Γ 7−→ H3 × R tel que :

y(u) ∈ lu

duy · −→v ⊥Ty(u)lu

∆w(y)u⊥Ty(u)lu

(3.5.4)

Par ailleurs, pourH ⊂ H3 un g-hérisson centré en e, considérons les formes fondamentales I et
III définies sur la sphère S2

e telles que Iu(−→v 1,
−→v 2) = 〈dux · −→v 1|dux · −→v 2〉L et IIIu(−→v 1,

−→v 2) =

8. Si Σ ⊂ H3 est une hypersurface orientée dont le champ orthonormal est N , alors pour tout x ∈ Σ, on définit

le rayon de courbure moyenne par R(x) = ArcTH
(
k1+k2
1+k1k2

)
, où k1 et k2 sont les courbures principales en x. On

appelle transformée de L-Gauss le paramétrage y(x) = expx(R(x)NL(x)), avec NL(x) = (N(x),−1).
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〈duN · −→v 1|duN · −→v 2〉L, avec x et N étant respectivement le paramétrage et le champ orthonor-
mal du g-hérisson. En définissant la forme bilinéaire w = I − III, on obtient le résultat suivant
(voir les théorèmes 12.2.1 et 12.2.2 des pages 251 et 256 pour plus de détails) :

Théorème. Toute famille de géodésiques lumière engendrée par un g-hérisson de H3 dont les va-
leurs propres 9 r1 et r2 sont comprises dans l’intervalle ]−1; 1[ admet une unique w-co-enveloppe
correspondant à la transformée de L-Gauss du g-hérisson considéré. De plus, la w-co-enveloppe
est, en ses points non ombilic, localement une surface marginalement piégée.

On obtient donc un résultat très proche de ce que nous avons déjà vu sur l’espace de Lorentz-
Minkowski et, en particulier, il est justifié d’appeler g-hérissons marginalement piégés de tels
w-co-enveloppes. Cependant, on peut vérifier que l’on atteint rapidement des limites difficilement
réductibles (voir la section 12.3 et le chapitre 13 pour en savoir plus). En effet, pour les hérissons
marginalement piégés de l’espace de Lorentz-Minkowski, nous avons pu définir la notion de co-
enveloppe à partir de la co-différentielle de Hodge associée à la métrique usuelle de la sphère. Or,
ce n’est clairement plus le cas pour les g-hérissons marginalement piégés dans le sens où il semble
difficile d’associer un opérateur à la notion de co-enveloppe. Cela rend difficile, en l’état actuel,
la caractérisation géométrique de tels objets, comme nous pouvons le faire pour les hérissons
marginalement piégés de l’espace de Lorentz-Minkowski.

4 Conclusion et questions ouvertes

Nous avons pu établir les bases d’une théorie des hérissons sur l’espace hyperbolique et la
sphère, et nous nous sommes assurés que leurs caractéristiques géométriques correspondent bien
à ce que nous connaissons des hérissons euclidiens. Cela nous a notamment permis de proposer
une généralisation de la notion de hérisson marginalement piégé sur les espaces de Lorentz H3×R
et S3 ×R (ce qui correspond à l’objectif initial de cette thèse). Pour établir cette généralisation,
nous nous sommes basés sur certaines caractéristiques (enveloppes de familles d’hyperplans co-
orientés) des hérissons euclidiens, pour lesquels nous avons pu définir un équivalent sur l’espace
hyperbolique et sur la sphère. Si cela nous a permis de retrouver une partie des propriétés
caractérisant les hérissons euclidiens, il est clair que cela reste incomplète. En particulier, nous
n’avons, à ce jour, pas été en mesure de retrouver les deux principales caractéristiques qui sont
à l’origine de la notion de hérisson :

1. La composition des g-hérissons : Une des caractéristiques fondamentales de la notion
de hérisson est le fait que l’on peut doter l’ensemble des hérissons d’une structure d’espace
vectoriel qui est isomorphe à l’ensemble des fonctions de support. Cette propriété constitue
la principale question non résolue sur les g-hérissons. Elle se formule de la manière sui-
vante : Considérons Γe(Hn) ⊂ F

(
Sn−1
e ,R

)
, l’ensemble des fonctions de support (centré en

e) vérifiant la condition (3.1.2). Existe-t-il une (ou plusieurs) structure d’espace vectoriel
sur l’ensemble Γe(Hn) ?

2. Les g-hérissons comme différence de corps g-convexes : Ce qui définit initialement
la notion de hérisson est qu’ils correspondent à la réalisation géométrique des différences
formelles de corps convexes pour la somme de Minkowski. Il est à noter que sur l’espace
hyperbolique (comme sur la sphère), il n’existe pas de définition canonique de la somme de
Minkowski. Par conséquent, la question précédente peut être complétée par : Existe-t-il une
structure d’espace vectoriel sur l’ensemble Γe(Hn) et une somme sur les corps g-convexes,

9. On appelle valeur propre tout scalaire r ∈ R pour lequel il existe un vecteur −→v sur l’espace tangent TuS2
e

tel que dux · −→v = rduN · −→v .
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pour lesquels tous les g-hérissons sont des différences de corps convexes correspondant à la
structure d’espace vectoriel sur Γe(Hn) ? Plus précisément, nous recherchons une structure
d’espace vectoriel (Γe(Hn),+, ·) et une somme + sur les corps g-convexes telle que :

• Pour tout corps g-convexe K1 ⊂ Hn et K2 ⊂ Hn, si h1 et h2 sont les fonctions de
support qui leur correspondent, alors K1 +K2 = Kh1+h2

.

• Pour tout g-hérisson Hh ⊂ Hn, il existe h1 et h2, deux fonctions de support corres-
pondant à des corps g-convexes, tels que h = h1 − h2.

Il est à noter que si nous considérons sur l’ensemble des fonctions F
(
Sn−1
e ,R

)
la structure

d’espace vectoriel usuelle, alors si h est la fonction de support d’un g-hérisson, il existe
forcément un scalaire k ∈ R suffisamment grand pour lequel la fonction h+ k correspond à
un corps g-convexe. Évidemment, les opérations usuelle ne sont pas stables sur l’ensemble
Γe(Hn). Toutefois, notons que de telles opérations sont stables pour les h-hérissons (voir
section 5.5 pour plus de détails), ce qui est très intéressant. Rajoutons aussi que par le biais
des h-hérissons, il est possible de définir la notion de g-hérisson parallèle, qui occupe une
place importante pour l’étude des g-hérissons marginalement piégés. Ainsi, il est justifié de
considérer, comme première approche, de s’orienter vers les g-hérissons qui correspondent
à des h-hérissons.

Viennent ensuite les questions relatives aux g-hérissons marginalement piégés. En effet, comme
nous l’avons évoqué précédemment, il est difficile de définir correctement la notion de co-enveloppe,
comme nous avons pu le faire dans l’espace de Lorentz-Minkowski. Il est donc nécessaire de
déterminer s’il est possible d’associer la notion de w-co-enveloppe, que nous avons définie précédemment,
à un opérateur, à l’instar du co-différentiel de Hodge (associé à la métrique usuelle de la sphère)
pour les hérissons marginalement piégés de l’espace de Lorentz-Minkowski. Considérons donc
pour H ⊂ H3 un g-hérisson, la fonction y∂H(u) = expx(u)(R(u)NL(u)) qui correspond à sa trans-
formée de L-Gauss. Il est alors nécessaire d’étudier l’ensemble des métriques w sur la sphère S2

e

telles que :

Pour tout g-hérisson H, si y∂H est la transformée de L-Gauss, alors 〈δw(dy)|η:〉L = 0 (où δw
est le co-différentiel de Hodge correspondant à la métrique w).

Notons que η:(u) = ∂tlu(t0), où lu est la géodésique lumière passant par le point x(u) à la
vitesse NL(u) à l’instant t = 0, et t0 est tel que lu(t0) = y∂H(u). Plus particulièrement, il convient
de vérifier si cet ensemble de métriques est non-vide. Pour approfondir ce sujet, il est possible de
consulter la section 12.3 où nous traitons cette question en détail.

5 Structure de la thèse

Pour faciliter la lecture de la thèse, il est utile de connâıtre sa structure et son organisation.
La thèse est divisée en trois parties respectivement consacrées au hérisson euclidien, au g-hérisson
de l’espace hyperbolique et de la sphère, ainsi qu’au hérisson et g-hérisson marginalement piégés.
Ainsi, les chapitres s’organisent comme suit :

1. Les chapitres 1, 2, 3 (pour les sections 3.1 et 3.2) et 11 sont consacrés aux éléments fon-
damentaux de la théorie des hérissons euclidiens et des hérissons marginalement piégés sur
l’espace de Lorentz-Minkowski. Nous y abordons les éléments nécessaires à nos diverses
constructions.

2. Les chapitres 4 et 5 traitent des définitions et propriétés fondamentales des g-hérissons et
h-hérissons de l’espace hyperbolique.
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3. Les chapitres 6, 7 et 8 sont consacrés à l’étude des propriétés et caractéristiques géométriques
des g-hérissons de l’espace hyperbolique. Ajoutons que pour les théorèmes de caractérisation
projective, les démonstrations sont fournies dans la section 3.3 du chapitre 3 pour les
hérissons euclidiens.

4. Les chapitres 9 et 10 se consacrent à l’étude des g-hérissons de la sphère.

5. Les chapitres 12 et 13 traitent des g-hérissons marginalement piégés sur les espaces de
Lorentz H3 × R et S3 × R.
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Première partie

Sur les hérissons de l’espace
euclidien
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Dans cette partie, nous introduisons la notion de hérisson euclidien correspondant à la
réalisation géométrique des différences formelles de Minkowski de corps convexes dans un es-
pace euclidien. Nous mettrons en évidence le lien qu’ont de tels objets avec la géométrie de
contact et étudierons aussi leurs propriétés de dualité.

Contexte historique sur la théorie des hérissons

La théorie de Brunn-Minkowski tient un rôle central dans la géométrie des corps convexes
(i.e. ensemble compact convexe 10 non vide dans un espace euclidien). Elle est apparue avec un
ensemble de travaux que nous devons à H. Brunn en 1887 (voir [14]), qui ont ensuite été pro-
longés par H. Minkowski (voir [80]), aboutissant à la théorie de Brunn-Minkowski. Cette théorie
a depuis suscité un intérêt constant en raison de ses applications diverses, ses connexions avec
d’autres domaines (géométrie, analyse, probabilité) et la persistance de certains problèmes en-
core ouverts. Elle est le fruit de l’alliance de deux notions élémentaires des espaces euclidiens :
l’addition vectorielle et le volume. Ensemble, elles conduisent à la notion de volume mixte et
aux inégalités de Brunn-Minkowski (voir les pages 369-393 de [100]), permettant la résolution de
problèmes complexes et fournissant plusieurs résultats d’unicité. Pour un exposé contemporain
sur la théorie de Brunn-Minkowski, nous recommandons la lecture du livre ”Convex Bodies :
The Brunn–Minkowski Theory” de R. Schneider (voir [100]).

Pour comprendre la genèse de la notion de hérisson, il est important de remarquer qu’il
est facile de réaliser des combinaisons de corps convexes (i.e. addition et multiplication par un
scalaire positif), aboutissant ainsi à une structure algébrique sur l’ensemble des corps convexes.
En particulier, la somme de deux corps convexes K1 et K2 est définie par la somme de Minkowski :

K1 +K2 = {x1 + x2, avec x1 ∈ K1 et x2 ∈ K2} (1)

En complétant avec la multiplication λK = {λx, x ∈ K} par des scalaires strictement positifs,
il est facile de vérifier que toute combinaison K1 + λK2 de corps convexes avec λ > 0 est
toujours un corps convexe. En effet, il suffit de constater que si x = x1 + λx2 ∈ K1 + λK2 et
y = y1 + λy2 ∈ K1 + λK2, alors en considérant pour tout t ∈ [0; 1], y1(t) = x1 + t(y1 − x1) ∈ K1

et y2(t) = x2 + t(y2 − x2) ∈ K2, on obtient que :

y(t) = x+ t(y − x) = y1(t) + λy2(t) ∈ K1 + λK2

Ensuite, pour comprendre géométriquement la somme de Minkowski, il est utile de la voir
comme l’union des x+K2, où x ∈ K1. Elle correspond ainsi, comme illustré ci-dessous, au tracé
de K1 avec le motif du corps K2.

10. Un ensemble convexe est une partie X d’un espace vectoriel (E,+, ·) pour laquelle, si x et y sont deux points
de X, alors l’intervalle [x, y] = {(1− λ)x+ λy, avec 0 ≤ λ ≤ 1} est contenu dans X.
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Figure 1 – Somme de Minkowski de deux corps convexes

Il est important de remarquer que la combinaison K1 + λK2 est toujours envisagée avec le
scalaire λ strictement positif. Autrement dit, l’ensemble des corps convexes muni de ces deux
opérations n’est pas un espace vectoriel, car il nous manque une notion de différence de Minkowski
entre deux corps convexes. Dans les années 30, plusieurs mathématiciens, comme H. Geppert, ont
constaté qu’en complétant l’ensemble des corps convexes de cette manière, on obtiendrait une
structure d’espace vectoriel très utile. En particulier, on peut consulter l’article [39], dans lequel
H. Geppert propose dès 1937 d’étudier les différences de corps convexes en dimensions 2 et 3. La
théorie des hérissons est l’aboutissement de cette recherche. Si ce concept occupait déjà l’esprit
de certains mathématiciens dès les années 30, son développement et sa reconnaissance sont dus
principalement à R. Langevin, G. Levitt, et H.W. Rosenberg qui ont défini la notion de hérisson
en 1985, dans le cas où la fonction de support est lisse (voir [52]), puis à Y. Martinez-Maure qui a
étendu cette notion aux différences de corps convexes arbitraires. Y. Martinez-Maure a travaillé
sur la notion de hérisson dès son doctorat (voir [57]) à la fin des années 80 et y a consacré une
longue série d’articles. Aujourd’hui, l’étude des hérissons couvre un large éventail de domaines
mathématiques, allant des corps convexes aux surfaces marginalement piégées 11, en passant par
l’étude des équations aux dérivées partielles (voir [36]).

Comme mentionné précédemment, l’idée de prolonger l’ensemble des corps convexes aux
différences de corps convexes a tenté les mathématiciens dès les années 30. H. Geppert en a émis
l’idée et A.D. Aleksandrov a proposé de travailler avec des différences de fonctions de support
(voir [1]). Cette idée a ensuite été mise de côté jusqu’aux années 80 où R. Langevin, G. Le-
vitt et H. Rosenberg ont associé à chaque fonction h : Sn−1 7−→ R l’enveloppe des hyperplans
d’équation 〈x(u)|u〉 = h(u) (voir [52]). Cette enveloppe, notée Hh, est paramétrée par l’ap-

plication xh : Sn−1 7−→ Rn telle que xh(u) = h(u)u +
−→
∇h(u), pouvant être interprétée comme

étant la réciproque de son application de Gauss. Par la suite, Y. Martinez-Maure a envisagé ces
enveloppes comme des différences de corps convexes de classe Ck+ (resp. C∞+ ), puis a défini les
différences de corps convexes quelconques (voir [66] ou encore les première et seconde sections de
[68]). Son travail a consisté à développer une théorie des hérissons qui prolonge naturellement la
théorie de Brunn-Minkowski aux différences de corps convexes. Pour une présentation générale
de la théorie des hérissons, il est possible de consulter la deuxième section de l’article [71].

11. Les surfaces marginalement piégées sont une catégorie de surface introduite par R. Penrose pour l’étude des
trous noirs en relativité générale (voir [47] chap. VIII)



Chapitre 1

Introduction et première
propriété

Comme nous l’avons vu précédemment, la théorie des hérissons est le fruit de la volonté
de se placer sur un espace vectoriel en associant à toute différence formelle de corps convexes
une représentation géométrique satisfaisante. Elle nous fournit une théorie (des hérissons) d’une
grande utilité dans l’étude des corps convexes, avec une longue série d’applications en géométrie
et en analyse.

1.1 Petit point sur les corps convexes

Avant d’envisager de définir rigoureusement la notion de hérisson, il est nécessaire de rappeler
certains points et de faire quelques remarques sur les corps convexes. Bien évidemment, nous ne
ferons qu’un rapide exposé dont l’objet est de motiver les constructions que nous considérerons
lorsque nous aborderons les hérissons dans la prochaine section. Aussi, nous pouvons retrouver
un exposé détaillé des notions que nous allons introduire en consultant les chapitres 1 à 3 de
[100]. En particulier, nous nous appuierons sur cet ouvrage pour les quelques démonstrations que
nous aborderons sur les corps convexes. Pour commencer, rappelons-en la définition.

Définition 1.1.1. Sur un espace vectoriel euclidien (E,+, ·, 〈·|·〉), nous dirons qu’une partie
K ⊂ E est un corps convexe si et seulement si :

1. C’est un ensemble convexe : pour tout x et y ∈ K, l’intervalle [x, y] = {(1− λ)x+ λy, avec 0 ≤ λ ≤ 1}
est compris dans K.

2. La partie K est compacte et non vide.

Note. De plus, nous dirons qu’un corps K ⊂ E, avec E que nous considérons de dimension
n, est de classe C0 si et seulement si son bord topologique ∂K est une variété topologique de
dimension n − 1. De même, pour les classes de régularité supérieures, nous dirons que le corps
K est de classe Ck, pour k ≥ 1, si et seulement si son bord topologique est une Ck-variété de
dimension n− 1.

Avertissement 1.1.1. Sans perte de généralité, nous travaillerons désormais uniquement sur
l’espace euclidien Rn muni du produit scalaire usuel 〈x|y〉 = x1y1 + · · ·xnyn.

Définition 1.1.2. Soit K ⊂ Rn un corps convexe, nous dirons que T ⊂ Rn est un hyperplan
d’appui du corps K si et seulement si c’est un hyperplan affine vérifiant :
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1. Le corps convexe K est compris dans l’un des demi-espaces fermés bordant l’hyperplan T .

2. L’intersection K ∩ T est non vide.

On appelle alors points de support tous les points appartenant à l’intersection K ∩ T ,
définissant ainsi l’ensemble des points de support que l’on note Supp(K).

Note. Si T est un hyperplan d’appui, nous appellerons alors demi-espace de support le demi-
espace bordant T contenant le corps K.

Figure 1.1 – Hyperplan d’appui et points de support d’un corps convexe

Par le théorème de Mazur-Bourgin (voir prop 11.5.2 page 43 de [7] pour plus de détails),
publié en 1933, nous savons que le bord topologique d’un corps convexe K, que l’on note ∂K,
vérifie que ∂K ⊂ Supp(K) (et donc nous avons égalité par définition des points de support). On
peut alors vérifier que, pour les corps convexes dont le bord topologique est de classe Ck, avec
k ≥ 1, les hyperplans d’appui correspondent aux hyperplans tangents du bord ∂K. C’est-à-dire
que :

Propriété 1.1.1. Soit K ⊂ Rn un corps convexe de classe Ck, avec k ≥ 1 (resp. de classe C∞).
Alors son bord topologique est une hypersurface orientée de classe Ck (resp. C∞) telle que :

1. Si ν : ∂K 7−→ Sn−1 est un champ orthonormal à ∂K, alors ν est de classe Ck−1 (resp. C∞),

surjectif, et pour tout x ∈ ∂K, l’hyperplan tangent T = x + 〈ν(x)〉⊥ est un hyperplan de
support contenant le point x.

2. Pour tout point x ∈ ∂K, il existe un unique hyperplan de support T ⊂ Rn contenant le
point x.

Démonstration. Considérons K un corps convexe dont le bord topologique, noté ∂K, est de classe
Ck. Commençons par définir un champ orthonormal ν : ∂K 7−→ Sn−1. En observant que, par
convexité, les hyperplans tangents sont nécessairement des hyperplans de support (voir section
2.5 de [100] pour davantage de détails), si x ∈ ∂K est un point du bord, alors il existe un vecteur
u ∈ Sn−1 orthogonal à l’hyperplan tangent Tx∂K tel que, pour tout t > 0, le point x + tu se
trouve dans la région Rn\K. Nous désignerons, pour la suite de la démonstration, par ”vecteur
orthonormal sortant” tout vecteur u défini de cette manière. Par conséquent, nous définissons ν
comme le champ orthonormal sortant qui, à chaque point x ∈ ∂K du bord, associe le vecteur
orthonormal sortant de K correspondant à l’hyperplan Tx∂K. Notre objectif est donc de montrer
que l’application ν ainsi définie est de classe Ck−1. Pour ce faire, choisissons un point x ∈ ∂K
sur le bord du corps K. Par régularité, il existe nécessairement r > 0 tel que, pour tout vecteur

w dans la boule ouverte Bu(r) =
{
w ∈ 〈u〉⊥ tel que ‖w‖ < r

}
, la droite x + w + Ru coupe K.

Nous introduisons alors la fonction ϕ : Bu(r) 7−→ R définie par :

ϕ(w) = Min{t ∈ R tel que x+ w − tu ∈ K}
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où u ∈ Sn−1 est le vecteur orthonormal sortant de l’hyperplan tangent Tx∂K. Par la construction
de la fonction ϕ, nous pouvons définir l’application f : Bu(r) 7−→ ∂K telle que :

f(w) = x+ w − ϕ(w)u (1.1.0.1)

que nous illustrons ci-dessous :

Figure 1.2 – Construction de la fonction f

Nous pouvons alors vérifier, après un petit calcul, qu’en considérant r suffisamment petit, la
fonction f est inversible et admet pour fonction réciproque la fonction g telle que :

g(y) = pu(y − x),

avec pu : Rn 7−→ 〈u〉⊥ la projection orthogonale le long de la droite Ru. Comme dxg ·
−→
W =

−→
W ,

alors par le théorème d’inversion locale, il existe W un ouvert de ∂K centré en x et r > 0 tel
que la restriction g :W 7−→ Bu(r) est un difféomorphisme de classe Ck. Ainsi, il est clair que la
fonction ϕ est de classe Ck et comme le champ ν admet pour expression

ν ◦ f(w) =
1√

1 + ‖
−→
∇ϕ(w)‖

2

(−→
∇ϕ(w) + u

)
au voisinage du point x, il est immédiat que ν est de classe Ck−1.

Ensuite, il nous faut montrer qu’en chaque point x ∈ ∂K il existe un seul et unique hyperplan
de support T ⊂ Rn tel que x ∈ T ∩K. D’abord, on sait par le théorème de Mazur-Bourgin que
tout point du bord admet un hyperplan de support. Considérons donc T = x+〈u〉⊥ un hyperplan
de support en x, tel que le vecteur u correspond à la normale extérieure au corps K. Alors on
peut définir le demi-espace de support :

H = {y ∈ Rn tel que 〈y − x|u〉 ≤ 0}

D’abord, on sait que K ⊂ H et de plus, si γ : R 7−→ H est une courbe régulière de classe Ck
telle que γ(0) = x, alors nous avons forcément que la fonction 〈u|γ(t)− x〉 admet zéro pour maxi-

mum et l’atteint en l’instant t = 0. En particulier, on sait que 〈u|∂tγ(0)〉 = 0 et donc ∂tγ(0) ∈
−→
T .

Ainsi, pour un vecteur
−→
W ∈ Tx∂K en considérant γ : R 7−→ ∂K une courbe de classe Ck qui passe

par le point x à la vitesse
−→
W en l’instant t = 0, on a donc que

−→
W = ∂tγ(0) ∈

−→
T . Par conséquent,

si on considère les hyperplans tangents comme étant des hyperplans affines, nous avons que les
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hyperplans de support contenant le point x correspondent forcément à l’hyperplan tangent en x.

Enfin, nous pouvons vérifier que l’application ν est bien surjective. En effet, si u ∈ Sn−1, il
existe forcément un point x ∈ ∂K tel que l’hyperplan T = x+ 〈u〉⊥ est un hyperplan de support
de K (voir théorème 1.3.2 à la page 11 de [100] pour plus de détails). Mais par ce qui précède, le
corps K étant de bord Ck, l’hyperplan T est forcément l’hyperplan tangent Tx∂K et ν(x) = ±u.
Supposons donc que ν(x) = −u. Alors, si nous considérons la fonction continue η(y) = 〈y − x|u〉
définie sur K, comme K est compact, la fonction η admet une valeur inférieure (en l’occurrence
x) et une valeur supérieure, disons y. Ainsi, il est clair que ν(y) = u.

En conclusion, nous avons bien que l’application ν est de classe Ck−1, surjective et que pour
tout point x ∈ ∂K, il existe un seul et unique hyperplan de support en x qui est exactement
T = x+ 〈ν(x)〉⊥.

Il nous sera utile de faire une digression sur les corps convexes de classe C0. En effet, on trouve
souvent dans la littérature que la notion de corps convexe correspond à des parties de Rn qui
sont convexes, compactes et d’intérieur non vide. Ce n’est pas ce que nous avons considéré dans
la définition 1.1.1. Il est alors intéressant de vérifier la propriété suivante :

Propriété 1.1.2. Tout corps convexe d’intérieur non vide est de classe C0.

Démonstration. Soit K ⊂ Rn un corps convexe d’intérieur non vide et x ∈ ∂K un point sur le
bord. Alors, pour tout u ∈ Sn−1, on considère la fonction gu : ∂K 7−→ 〈u〉⊥ définie par l’expres-
sion suivante :

gu(y) = pu(y − x)

avec pu : Rn 7−→ 〈u〉⊥ la projection orthogonale le long de la droite Ru. Le corps étant d’intérieur
non vide, il est clair qu’il existe un u ∈ Sn−1 tel que gu(∂K) est un voisinage de zéro. Il est
particulièrement intéressant de visualiser cette situation. Comme nous le représentons ci-dessous,
nous avons à gauche un exemple de corps convexe d’intérieur non vide et à droite un corps convexe
d’intérieur vide.

Figure 1.3 – Projection d’un corps convexe

Pour s’en convaincre, il suffit de voir que si gu
: : K 7−→ 〈u〉⊥ prolonge l’application gu, alors

par convexité, on a gu(∂K) = gu
:(K). De plus, si on considère un u ∈ Sn−1 tel que (x+ Ru) ∩

Int(K) 6= ∅, il est clair que gu
:(K) est un voisinage de zéro. Considérons donc la boule ouverte

B(0, r) ⊂ x+ 〈u〉⊥ pour un certain r > 0 et W = g−1
u (B(0, r)).

Par construction, en considérant la topologie induite sur ∂K, on a que l’application gu est
continue et doncW est ouvert dans ∂K. Aussi, nous pouvons considérer la fonction fu : B(0, r) 7−→ ∂K
que nous avions précédemment définie par l’expression (1.1.0.1). En considérant r suffisamment
petit et en ne conservant que la composante convexe de W contenant le point x, il est clair que
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gu :W 7−→ B(0, r) est bijective et admet fu : B(0, r) 7−→ W comme application réciproque. Nous
pouvons alors conclure en observant que l’application gu ainsi définie est une application ouverte.
En effet, par construction, pour tout y ∈ ∂K et pour tout η > 0,

gu(B(y, η) ∩ ∂K) = B(gu(y), η) ∩ gu(∂K)

ce qui nous donne le résultat recherché.

Revenons à présent aux corps convexes de classe Ck, avec k ≥ 1. Lorsque le bord topologique
∂K d’un corps convexe K ⊂ Rn est de classe Ck, avec k ≥ 1, il est évidemment connexe et admet
donc exactement deux orientations. En particulier, si ν : ∂K 7−→ Sn−1 est un champ orthonormal
au bord topologique ∂K, alors, par compacité de K, deux situations sont possibles :

1. Pour tout x ∈ ∂K et t > 0, on a x+ tν(x) ∈ Rn\K.

2. Pour tout x ∈ ∂K, il existe a > 0 tel que ∀t ∈ [0; a], x+ tν(x) ∈ K.

Nous appellerons orientation extérieure du corps convexe K l’orientation du bord topo-
logique associée au champ orthonormal vérifiant le premier point. Étant donné qu’il est d’usage
d’orienter le bord d’un corps convexe par l’orientation extérieure du corps convexe K, il est alors
naturel de considérer la définition suivante :

Définition 1.1.3. Soit K un corps convexe de classe Ck, avec k ≥ 1 (resp. de classe C∞), nous
appellerons bord du corps convexe K l’hypersurface formée par le bord topologique muni de
l’orientation vers l’extérieur du corps K.

Note. Pour un corps convexe de classe C0 qui n’est pas de classe C1, le bord du corps convexe
K sera simplement son bord topologique car il n’est évidemment pas possible de définir une
orientation sur ∂K.

Cela revient, pour les corps convexes de classe Ck avec k ≥ 1, à considérer le couple (∂K, ν)
formé par le bord topologique du corps K et son champ orthonormal extérieur ν : ∂K 7−→ Sn−1.
Dans la suite, nous adopterons cette description lorsque nous parlerons des bords d’un corps
convexe de classe Ck avec k ≥ 1.

Définition 1.1.4. Nous dirons qu’un corps convexe est de classe Ck
+ (resp. C∞+ ), avec k ≥ 2,

lorsque son bord topologique ∂K est une hypersurface orientable de classe Ck (resp. C∞) dont la
courbure de Gauss est toujours non nulle 1.

Avertissement 1.1.2. Comme nous parlerons principalement de corps convexes (resp. hérissons)
de classe C∞+ , nous prendrons la liberté, à partir de cet instant, de ne plus le préciser. Autrement
dit, lorsque l’on considère K un corps convexe (resp. un hérisson H), nous le considérerons im-
plicitement de classe C∞+ , sauf mention contraire. Il est important de noter que la plupart de nos
énoncés resteront valables pour les corps convexes (resp. hérissons) de classe Ck+ avec k ≥ 2.

À présent, nous allons voir que la famille des hyperplans tangents au bord d’un corps convexe
vérifie une certaine condition d’injectivité. Pour cela, nous commençons par définir la relation
d’équivalence suivante :

Définition 1.1.5. Nous dirons que deux hyperplans affines orientés
(
Σ1, β1

)
et
(
Σ2, β2

)
sont

dans le même sens si et seulement s’ils vérifient :

−→
Σ 1 =

−→
Σ 2 et β1 = β2 (1.1.0.2)

1. En particulier, si on considère le champ orthonormal extérieur, la courbure de Gauss est strictement positive.
C’est pour cela que l’on note Ck+ cette catégorie.
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Note. Nous rappelons qu’un hyperplan affine orienté est la donnée d’un hyperplan affine Σ dirigé

par
−→
Σ et d’une orientation β sur

−→
Σ .

Notation 1.1.1. Nous prendrons l’habitude de noter ∼ la relation que nous venons de considérer.

Il est alors clair que c’est bien une relation d’équivalence. De plus, si nous considérons Σ ⊂ Rn
une hypersurface orientée 2 par β, il est tout à fait possible qu’il existe deux points x et y ∈ Σ
pour lesquels les hyperplans tangents orientés

(
TxΣ, βx

)
et
(
TyΣ, βy

)
, vus comme hyperplans

affines, soient dans le même sens.

Figure 1.4 – Hypersurface 3 qui admet des hyperplans tangents parallèles ayant la même orien-
tation.

Dans ce dernier exemple, nous pouvons dire que la famille des hyperplans tangents orientés,
vue comme hyperplan affine, de l’hypersurface n’est pas ”injective” car il existe au moins deux
points pour lesquels les hyperplans tangents orientés sont dans le même sens. Nous pouvons ainsi
définir la condition d’injectivité sur les familles d’hyperplans affines orientés comme suit :

Définition 1.1.6. Une famille d’hyperplans affines orientés
(
Σu, βu

)
u∈Γ

sera dite injective si
elle vérifie la condition ci-dessous :

Si
(
Σu1

, βu1

)
∼
(
Σu2

, βu2

)
alors u1 = u2 (1.1.0.3)

pour tout u1 ∈ Γ et u2 ∈ Γ.

Ainsi, nous appellerons condition d’injectivité la condition (1.1.0.3) que nous venons de
définir. En particulier, pour la famille des hyperplans tangents d’un corps convexe, cela est
évidemment le cas. En effet, il nous suffit de vérifier les propriétés 1.1.3 et 1.1.5 que nous
considérons ci-dessous :

Propriété 1.1.3. Soit K ⊂ Rn un corps convexe de classe Ck, avec k ≥ 0, ou de classe C∞,
ainsi que v ∈ Sn−1. Considérons à présent fv : K 7−→ R l’application telle que :

fv(x) = 〈x|v〉 (1.1.0.4)

Alors, pour tout v ∈ Sn−1, l’image fv(K) est un intervalle fermé [a; b] non réduit à un
singleton, c’est-à-dire a 6= b.

2. On rappelle qu’une n-variété orientée est la donnée d’une n-variété M et d’une famille d’orientation β =(
βx

)
x∈M

sur chaque espace tangent TxM vérifiant la condition de régularité suivante : Pour tout x0 ∈ M , il

existe ϕ :W 7−→ Rn une carte centrée en x0 pour laquelle les bases de la famille
(
(dxϕ)∗ · βx

)
x∈W , avec chaque

βx un représentant de la classe βx, sont formées de bases de Rn qui sont deux à deux dans le même sens.
3. Il est clair que ce n’est pas une hypersurface du plan. Cependant, nous avons conservé cet exemple car, en

plus d’être esthétique, il représente bien ce dont nous parlons.
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Démonstration. Supposons donc que fv(K) = {a} pour un certain v ∈ Sn−1. Alors, le corps K

est égal à son bord ∂K et est compris dans l’hyperplan Σ = av + 〈v〉⊥. En particulier, c’est une
sous-variété de Σ de classe Ck et, ayant la même dimension que Σ, est alors ouverte. On a donc
que K est un ouvert fermé de Σ et ainsi K = Σ. Ce qui n’est pas possible par compacité de
K.

Nous allons à nouveau faire une digression sur les corps convexes de classe C0. En effet, nous
avions déjà vu à la propriété 1.1.2 que tout corps convexe d’intérieur non vide est de classe C0.
À présent, nous allons voir que la propriété 1.1.3 nous permet de montrer la réciproque.

Propriété 1.1.4. Tout corps convexe de classe C0 possède un intérieur non vide.

Démonstration. Commençons par démontrer cette propriété pour les corps convexes du plan.
Considérons un corps convexe K ⊂ R2 de classe C0 et choisissons une direction u1 ∈ S1. La
propriété 1.1.3 nous permet de savoir que les extremums x1 et y1 ∈ ∂K de la fonction fu1

,
définie par l’expression (1.1.0.4), sont distinctes. À présent, considérons la direction u2 ∈ S1

orthogonale à la droite R(y1 − x1). De nouveau, par la propriété 1.1.3 on sait que les extremums
x2 et y2 ∈ ∂K de la fonction fu2

sont aussi distinctes. Il est alors clair que, les vecteurs u1 et u2

formant une base de R2, l’enveloppe convexe 4 K(x1, y1, x2, y2) possède un intérieur non vide.

Figure 1.5 – Construction du simplexe K(x1, y1, x2, y2)

Et comme par convexité, nous savons que K(x1, y1, x2, y2) ⊂ K alors le corps K possède bien
un intérieur non vide. Ceci termine donc la démonstration pour les corps convexes du plan.

Pour conclure, appliquons une méthode de récurrence. Supposons la propriété 1.1.4 vraie
en dimension n − 1. Considérons K ⊂ Rn un corps convexe de classe C0 et une direction u ∈
Sn−1. Les extrémités x et y ∈ ∂K de la fonction fu étant distinctes, considérons z ∈ ]x; y[.

Il est alors clair que l’hyperplan Σ = z + 〈u〉⊥ n’est pas un hyperplan d’appui de K. Par
conséquence, K ∩ Σ est un corps convexe de classe C0 dans Σ. Et par hypothèse de récurrence,
on sait que le corps K ∩ Σ possède un intérieur non vide dans Σ. Ainsi, l’enveloppe convexe
K(K ∩ Σ, x, y) est nécessairement d’intérieur non vide et étant incluse dans K, nous obtenons le
résultat souhaité.

Remarque 1.1.1. Un corps convexe n’est pas de classe C0 si et seulement s’il est contenu dans
un hyperplan.

4. L’enveloppe convexe d’une partie A ⊂ Rn est le plus petit convexe contenant la partie A. Voir section 1.1
de [100] pour plus d’informations.



32 CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET PREMIÈRE PROPRIÉTÉ

Pour comprendre cette dernière remarque, observons qu’un corps convexe admet un intérieur
vide si et seulement si il est contenu dans un hyperplan. En effet, dans le cas où un corps K ⊂ Rn
n’est pas contenu dans un hyperplan, alors il contient forcément l’enveloppe convexe de n + 1
points x0, x1, · · · , xn tels que la famille de vecteurs (x1 − x0, · · · , xn − x0) forme une base de Rn.
En particulier, K est d’intérieur non vide.

Après cette brève parenthèse, revenons à notre question. En effet, nous pouvons montrer
l’injectivité de la famille des hyperplans tangents du bord d’un corps convexe par la propriété
suivante :

Propriété 1.1.5. Soit un corps convexe K ⊂ Rn et δ une droite affine. Alors, il existe exac-
tement deux points x1 et x2 ∈ ∂K sur le bord de K pour lesquels les espaces tangents sont
orthogonaux à la droite δ. De plus, leurs vecteurs orthonormal sortants u1 et u2 sont opposés.

Figure 1.6 – Injectivité de la famille des hyperplans orientés tangents au bord d’un corps
convexe.

Démonstration. Considérons une droite affine δ portée par un vecteur v ∈ Sn−1 et K un corps
convexe de classe C∞+ . La fonction f(x) = 〈x|v〉 étant continue et définie sur un compact, elle
admet nécessairement x1 et x2 comme bornes inférieure et supérieure. En particulier, par la pro-
priété 1.1.3, nous savons que les points x1 et x2 ne sont pas sur le même hyperplan de support.

Ensuite, on considère u1 et u2 dans Sn−1 comme étant les vecteurs orthonormaux sortant du
corps K et correspondant aux points x1 et x2. Par la propriété 1.1.1, nous savons que les points
x1 et x2 admettent comme uniques hyperplans de support, les hyperplans T1 = x1 + 〈u1〉⊥ et

T2 = x2 + 〈u2〉⊥. De plus, nous savons que les demi-espaces de support sont respectivement :

H1 = {x ∈ Rn tel que 〈x− x1|u1〉 ≤ 0} et H2 = {x ∈ Rn tel que 〈x− x2|u2〉 ≤ 0}

Considérons donc un points y ∈ ∂K dont l’hyperplan tangent Ty∂K est parallèle à l’hyperplan
tangent Tx1

∂K et le vecteur orthonormal sortant u est identique à u1. En particulier, supposons
que les points x1 et y soient distincts. En considérant H le demi-espace de support pour le point
y, il est clair que x1 ∈ H et y ∈ H1. Ainsi, nous avons 〈x1 − y|u1〉 ≤ 0 et 〈y − x1|u1〉 ≤ 0, donc
les points x1 et y sont sur le même hyperplan de support orthogonal à u1. En particulier, il est
immédiat que le segment [x1, y] est compris dans le bord ∂K. Mais alors, il n’est pas possible
que le champ orthonormal ν soit une immersion 5 sur [x1, y]. Ce qui nous donne finalement que
y = x1.
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Enfin, remarquons que la donnée d’un hyperplan affine orienté
(
Σ, β

)
peut être associée à un

unique vecteur u de Sn−1. En effet, si
(
Σ, β

)
est un hyperplan affine orienté, il est facile de voir

qu’il existe un vecteur u ∈ Sn−1, unique, tel que Σu = λu+ 〈u〉⊥ et pour chaque représentant β
de la classe β, la base (β, u) est dans le même sens que la base canonique de Rn. Nous pouvons
alors résumer tout ce dont nous avons parlé précédemment par la propriété suivante :

Propriété 1.1.6. Considérons la sphère Sn−1 munie de γ l’orientation extérieure à la boule
fermée B(0, 1). Alors la famille des hyperplans tangents (vus comme espace affine orientés) du
bord ∂K d’un corps convexe K peut être associée à une famille d’hyperplans affines orientés
(Tu, βu)u∈Sn−1 vérifiant :

∀u ∈ Sn−1, (Tu, βu) ∼
(
u+ 〈u〉⊥, γu

)
(1.1.0.5)

tels que Tu = Tx∂K avec 〈u|x〉 = Sup{ 〈u|y〉 tel que y ∈ K}. En particulier, nous appellerons
famille d’hyperplans tangents paramétrés sur la sphère la famille (Tu, βu)u∈Sn−1 .

Figure 1.7 – Correspondance entre les orientations de la sphère et du bord d’un corps convexe.

Démonstration. Considérons la sphère Sn−1 munie de γ l’orientation extérieure à la boule fermée
B(0, 1). La normale sortante v : Sn−1 7−→ Sn−1 est définie par v(u) = u et chaque orientation
γu vérifie que la base (γu, u) est dans le même sens que la base canonique de Rn. À présent,
considérons K un corps convexe de classe C∞+ . Alors, par les deux propriétés précédentes, on sait
que ν : ∂K 7−→ Sn−1, le champ orthonormal sortant au corps K, est bijectif. Il nous suffit alors
de considérer la famille d’hyperplans affines orientés

(
Tu, βu

)
u∈Sn−1 tels que pour tout u ∈ Sn−1,

l’hyperplan affine est Tu = Tν−1(u)∂K et l’orientation βu vérifie que la base (βu, u) est dans

le même sens que la base canonique de Rn. En particulier, il est alors clair que l’orientation β
correspond bien à l’orientation extérieure au corps K.

Nous en arrivons naturellement à considérer la fonction de support mesurant la distance
signée des hyperplans de support d’un corps convexe K (et donc les hyperplans tangents du
bord ∂K) par rapport à l’origine.

Définition 1.1.7. Soit K ⊂ Rn un corps convexe. On appelle fonction de support de K la
fonction h : Sn−1 7−→ R définie de la manière suivante :

h(u) = Sup{ 〈x|u〉 tel que x ∈ K} (1.1.0.6)

5. Par immersion en x ∈ ∂K, nous entendons que la différentielle dxν : Tx∂K 7−→ Tν(x)Sn−1 soit injective.
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Propriété 1.1.7. La fonction de support d’un corps convexe K est lisse.

Note. Nous rappelons que depuis l’avertissement 1.1.2 de la page 29, nous ne traitons que des
corps convexes de classe C∞+ . Pour en savoir plus, il est possible de consulter la section 1.7.1 des
pages 44 à 51 de [100], qui traite plus largement de la notion de fonction de support pour les
corps convexes sans contrainte sur leur classe de régularité.

Démonstration. Soit K un corps convexe de classe C∞+ ainsi que x ∈ ∂K un point sur le bord
et u ∈ Sn−1 la normale extérieure au corps K en x. Si Tu est l’hyperplan de support en x, on
sait que K ∩ Tu = {x} et K ⊂ H avec H = {y ∈ Rn tel que 〈u|y − x〉 ≤ 0} le demi-espace de
support bordé par Tu. Il est alors clair que :

〈u|x〉 = Sup{ 〈u|y〉 tel que y ∈ K} = h(u) (1.1.0.7)

En particulier, comme ν : ∂K 7−→ Sn−1 le champ orthonormal sortant du corps K est une
bijection, alors on obtient que :

h(u) = 〈ν−1(u)|u〉

De plus, le corps K étant de classe C∞+ , le champ orthonormal est un difféomorphisme local
en tout point (et donc évidemment un difféomorphisme). Il est donc clair que la fonction h est
lisse.

Il nous faut alors noter que cette fonction joue un rôle fondamental dans la théorie des
hérissons comme c’est le cas pour les corps convexes. Elle permet, par exemple, de décrire la
famille des hyperplans tangents du bord d’un corps convexe dont nous avons parlé précédemment.
En effet, si K est un corps convexe, de bord ∂K et de fonction de support h : Sn−1 7−→ R, alors
la famille (Σu)u∈Sn−1 des hyperplans tangents au bord, vue comme espace affine (en adoptant le
paramétrage sur la sphère Sn−1), vérifie la propriété suivante :

Propriété 1.1.8. Soit K un corps convexe de fonction de support h : Sn−1 7−→ R, alors la famille
des hyperplans tangents affines orientés paramétrés sur la sphère vérifie que :

Σu = h(u)u+ 〈u〉⊥ (1.1.0.8)

pour tout u ∈ Sn−1.

Démonstration. Considérons x ∈ ∂K et u ∈ Sn−1 la normale sortante en x du corps K. Si Tu
est l’hyperplan tangent en x (vu comme espace affine), on a que x ∈ Tu et Tu = λu + 〈u〉⊥. Il
est alors immédiat que λ = 〈u|x〉 et par la relation (1.1.0.7) on obtient le résultat recherché.

Il est alors possible de vérifier que si K1 et K2 sont deux corps convexes dont les fonctions
de support sont respectivement h1 et h2, alors, si λ > 0 on a que K1 +λK2 est un corps convexe
dont la fonction de support est h1 + λh2 (voir théorème 1.7.5 page 48 de [100] pour plus de
détails). Mais nous reviendrons sur ce point lorsque nous aborderons les opérations sur les corps
convexes et les hérissons. Pour l’instant, nous pouvons comprendre que nous avons une forme de
correspondance linéaire entre les corps convexes et leurs fonctions de support. Il est donc naturel
d’envisager de faire des différences de fonctions de support comme l’a considéré A.D.Aleksandrov
(voir [1] pour en savoir plus).
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1.2 Définition et existence des hérissons euclidiens

Dans cette section, nous prendrons la liberté de définir la notion de hérisson euclidien par le
biais de familles d’hyperplans co-orientés. En effet, nous adopterons une démarche similaire pour
définir les h-hérissons et les g-hérissons dans la partie II. Considérons donc les deux définitions
suivantes :

Définition 1.2.1. Nous dirons qu’une famille d’hyperplans (Σu)u∈Γ de Rn, avec Γ une p-variété
différentiel, est lisse si et seulement si en tout point, il existe localement ν :W ⊂ Γ 7−→ Sn−1 et
h :W ⊂ Γ 7−→ R deux applications lisses telles que :

Σu = h(u)ν(u) + 〈ν(u)〉⊥ (1.2.0.1)

pour tout u ∈ W.

Note. Pour plus de généralité sur la notion de famille lisse (et la notion d’enveloppe), il est
possible de consulter l’annexe A dans laquelle nous rassemblons les éléments essentiels traitant
de ces deux notions.

Remarque 1.2.1. De ce qui précède, la famille des hyperplans tangents paramétrés sur la sphère
du bord d’un corps convexe est évidemment lisse.

Définition 1.2.2. Nous dirons qu’une famille
(
Σu, βu

)
u∈Γ

d’hyperplans affins orientés de Rn
est co-orientée si et seulement si elle vérifie les deux points suivants :

1. La famille d’hyperplans affins (Σu)u∈Γ est lisse.

2. Il existe ν : Γ 7−→ Sn−1 une application lisse (globale) telle que pour tout u ∈ Γ, la droite
Rν(u) est orthogonale à l’hyperplan Σu et pour chaque représentant βu de la classe βu, la
base complétée (βu, ν(u)) est dans le même sens que la base canonique de Rn.

Note. Nous dirons de plus que la famille
(
Σu, βu

)
u∈Γ

est régulière lorsque l’application ν est
une immersion.

Remarque 1.2.2. Si Σ ⊂ R3 est le ruban de Möbius, alors sa famille d’hyperplans tangents
(TxΣ)x∈Σ ne peut pas correspondre à une famille d’hyperplans co-orientés.

La notion de co-orientation est bien entendu bien plus large que la définition que nous venons
de considérer. C’est une notion qui provient de la géométrie de contact, que nous présentons avec
plus de détail dans les annexes C et B de ce document. Par ailleurs, il est possible de consulter
l’ouvrage [38] de H. Geiges afin de trouver un exposé complet sur cette notion. Pour la suite,
puisque la définition 1.2.2 est inutilement large pour les besoins de notre exposé, nous prendrons
la liberté de considérer la définition suivante :

Définition 1.2.3. Nous appelons famille d’hyperplans co-orientés de Rn toute famille lisse
d’hyperplans affins orientés

(
Σu, βu

)
u∈Sn−1 vérifiant que : Pour tout u ∈ Sn−1, la droite Ru

est orthogonale à l’hyperplan Σu et chaque représentant βu de la classe βu vérifie que la base
complétée (βu, u) est dans le même sens que la base canonique de Rn.

Note. Nous appellerons également fonction de support la fonction lisse h : Sn−1 7−→ R telle
que pour tout u ∈ Sn−1, Σu = h(u)u+ 〈u〉⊥.

Avertissement 1.2.1. Nous prendrons l’habitude de considérer qu’une famille d’hyperplans
affins (Σu)u∈Sn−1 est co-orientée lorsque pour tout u ∈ Sn−1, la droite Ru est orthogonale à l’hy-

perplan Σu, sans faire mention de l’orientation βu. En effet, nous la considérons implicitement
engendrée par le vecteur u de chaque hyperplan Σu. Bien sûr, il s’agit d’alléger le texte et nous
nous permettrons ce raccourci lorsqu’il ne produira pas de confusion.
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Nous pouvons aussi constater que la définition 1.2.3 consiste à considérer les familles d’hy-
perplans affins orientés vérifiant les deux conditions suivantes :

1. Ce sont des familles co-orientées selon la définition 1.2.2, régulières et paramétrées sur la
sphère.

2. Elles vérifient la condition d’injectivité de la définition 1.1.6.

Cette dernière remarque n’est pas utile lorsque nous parlons des hérissons de l’espace eu-
clidien, mais le deviendra lorsque nous travaillerons sur l’espace hyperbolique et sur la sphère.
En particulier, il ne nous sera pas immédiat (au sens de la non canonicité) de retrouver une
condition d’injectivité comme pour la définition 1.1.6 de la page 30. Cela proviendra du fait que
cette condition d’injectivité nécessite de comparer globalement les orientations d’hyperplans qui
vivent sur des espaces tangents différents.

Remarque 1.2.3. La famille des hyperplans tangents paramétrés sur la sphère du bord d’un
corps convexe est une famille d’hyperplans co-orientés.

La définition de hérisson proposée par R.Langevin, G.Levitt et H.Rosenberg consiste à considérer
l’enveloppe des hyperplans d’équation 〈x|u〉 = h(u), pour une fonction lisse h : Sn−1 7−→ R qui
bien sûr ne correspondrait pas forcément à la fonction de support d’un corps convexe. Ainsi,
nous définirons les hérissons de la manière suivante :

Définition 1.2.4. Soit (Σu)u∈Γ une famille lisse d’hyperplans affines de Rn. Nous appelons
enveloppe de la famille d’hyperplans, l’image d’une fonction lisse x : Γ 7−→ Rn vérifiant les
deux conditions suivantes :

1. Pour tout u ∈ Γ, x(u) ∈ Σu.

2. Pour tout u ∈ Γ et
−→
W ∈ TuΓ, dux ·

−→
W ∈

−→
Σu.

Note. Nous appellerons en particulier paramétrage l’application x que nous avons considérée
précédemment. De plus, nous appellerons enveloppe paramétrée la donnée de l’enveloppe d’une
famille lisse d’hyperplans affines et de son paramétrage.

Définition 1.2.5. On appelle hérisson euclidien ou simplement hérisson, la donnée de l’en-
veloppe H d’une famille d’hyperplans co-orientés et de son paramétrage x : Sn−1 7−→ Rn. Bien
sûr, nous dirons que la fonction de support de la famille d’hyperplans est la fonction de support
du hérisson.

Note. Nous appelons paramétrage du hérisson, le paramétrage de l’enveloppe de la famille
(Σu)u∈Sn−1 d’hyperplans co-orientés.

Remarque 1.2.4. Nous pouvons reformuler la définition 1.2.5 en constatant qu’un hérisson est
l’enveloppe paramétrée d’une famille d’hyperplans co-orientés.

Notation 1.2.1. Par commodité, nous prendrons l’habitude de noter Hh le hérisson euclidien
de fonction de support h ainsi que xh son paramétrage.

Avertissement 1.2.2. Il nous arrivera de noter ”Hh ⊂ Rn est un hérisson” sans faire mention
de son paramétrage, comme si nous considérions une partie de Rn. Bien sûr, il s’agira d’un
raccourci utilisé dans le but de simplifier le texte.

Avant de poursuivre, nous allons justifier pourquoi nous considérons un tel couple (H, x) pour
définir la notion de hérisson euclidien. Pour ce faire, rappelons d’abord que nous avons défini
le bord d’un corps convexe (voir définition 1.1.3 page 29) comme étant l’ensemble des points
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de support d’un corps convexe K muni du champ orthonormal sortant. Notons également qu’il
est facile de constater que l’information (∂K, ν) est entièrement contenue dans (Hh, xh), avec
h étant la fonction de support de K. En effet, il suffit de prendre en compte la propriété 1.2.1
suivante :

Remarque 1.2.5. Si f : M 7−→ N est une immersion bijective entre deux variétés différentielles
de même dimension n, alors c’est un difféomorphisme.

Propriété 1.2.1. Soit K ⊂ Rn un corps convexe. L’application de Gauss ν : ∂K 7−→ Sn−1,
correspondant à la normale sortante du corps K, est un difféomorphisme.

Démonstration. Le corps convexe K étant de classe C∞+ , par définition, l’application ν est un
difféomorphisme local en chaque point. De plus, en vertu des propriétés 1.1.1 et 1.1.5, il est clair
que l’application ν est bijective. D’après ce qui précède, nous obtenons le résultat recherché.

Remarque 1.2.6. Il est alors immédiat que considérer le bord (∂K, ν) d’un corps convexe K
équivaut à considérer le hérisson (H, x) avec H = ∂K et x = ν−1. En particulier, la fonction de
support du hérisson H est également la fonction de support du corps convexe K.

Mais pourquoi choisir (H, x) alors que nous aurions pu envisager une définition analogue à
(∂K, ν) en appliquant la définition 1.3.1 de la page 40 pour des différences de bord de corps
convexe ? Cela provient du fait que si nous considérons une fonction h qui est nulle sur un ouvert
W ⊂ Sn−1, alors il n’est pas possible de définir 6 la normale de l’enveloppe xh

(
Sn−1

)
comme

étant une application ν : xh
(
Sn−1

)
7−→ Rn. En particulier, la définition pour le bord ∂K d’un

corps convexe est suffisante, car le paramétrage de ∂K n’admet pas de point critique. Mais cela
n’est évidemment pas le cas pour les hérissons en général. C’est précisément cette contrainte qui
justifie la démarche adoptée pour définir la notion de hérisson. Dès lors, il nous faut considérer
la propriété suivante :

Propriété 1.2.2. Toute famille d’hyperplans co-orientés (Σu)u∈Sn−1 , et de fonction de support
h, admet une unique enveloppe paramétrée H (qui est par définition un hérisson euclidien). De
plus, son paramétrage x : Sn−1 7−→ Rn est unique et vérifie l’expression suivante :

x(u) = h(u)u+
−→
∇h(u) (1.2.0.2)

pour tout u ∈ Sn−1.

Démonstration. Supposons d’abord l’existence d’une telle enveloppe. Si x : Sn−1 7−→ Rn est le
paramétrage de l’enveloppe en question, alors par définition, il vérifie l’expression suivante :

x(u) = h(u)u+
−→
V (u)

avec
−→
V (u)⊥u.

Nous savons aussi que par définition du paramétrage d’une enveloppe, l’application x vérifie

les deux conditions suivantes : x(u) ∈ Σu et si
−→
W ∈ TuSn−1 alors dux ·

−→
W⊥u. Ainsi, on a que

〈x(u)|u〉 = h(u) et 〈x(u)|
−→
W 〉 = duh

(−→
W
)

. En particulier, on obtient que pour tout
−→
W ∈ TuSn−1,

6. Ce n’est pas seulement dû au fait que xh
(
Sn−1

)
admet des points critiques (i.e. valeurs critiques pour xh).

En effet, si nous considérons l’exemple de hérisson présenté dans la figure 1.8 de la page 40, il est parfaitement
possible de définir l’application normale ν : xh

(
Sn−1

)
7−→ Rn en imposant la condition ν ◦ xh(u) = u. Il s’agirait

d’une application continue et lisse sur les valeurs régulières de xh. Mais dans le cas d’un hérisson dont la fonction
de support h vérifie qu’il existe un ouvert W ⊂ Sn−1 sur lequel elle est nulle, alors la fonction ν n’est pas
définissable sur {x} = xh

(
W

)
.
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〈
−→
V (u)|

−→
W 〉 = duh

(−→
W
)

et donc
−→
V (u) =

−→
∇h(u).

Enfin, si l’on considère une famille d’hyperplans co-orientés de fonction de support h, alors

l’application x(u) = h(u)u +
−→
∇h(u) remplit forcément les conditions requises pour être un

paramétrage de l’enveloppe associée à cette famille d’hyperplans.

Nous pouvons immédiatement remarquer que le paramétrage xh : Sn−1 7−→ Rn d’un hérisson
euclidien Hh peut être interprété comme étant la réciproque de son application de Gauss. En
effet, si u0 ∈ Sn−1 n’est pas un point critique, alors il existe un ouvert Ω ⊂ Sn−1 centré en
u0 sur lequel la restriction de xh est un plongement. Pour vérifier cela, on considère les deux
propositions suivantes :

Propriété 1.2.3. Si f : M 7−→ N est une injection continue définie sur un compact, avec M et
N deux espaces topologiques séparés, alors c’est un plongement topologique 7.

Note. Il est alors immédiat que si f est une immersion injective définie sur un compact, alors
c’est un plongement différentiel.

Démonstration. En effet, comme M est compact, l’image d’un fermé est fermée dans N car elle
est compacte. Il est donc immédiat que siW = M \F est ouvert, alors f(W) = f(M)∩(N \ f(F ))
est ouvert dans f(M), muni de la topologie induite par N .

Propriété 1.2.4. Soit Hh un hérisson de paramétrage x : Sn−1 7−→ Rn. Si u0 ∈ Sn−1 est un
point régulier pour x, alors il existe un ouvert W ⊂ Sn−1 sur lequel l’application x est un
plongement différentiel.

Démonstration. Considérons u0 ∈ Sn−1 un point tel que la différentielle du0
x : 〈u〉⊥ 7−→ 〈u〉⊥ soit

injective. Il est alors clair qu’il existe V ⊂ Sn−1 un ouvert centré en u0 sur lequel la différentielle
dx est toujours injective. On peut alors supposer que le paramétrage est injectif sur V (via
application du théorème d’inversion locale). Considérons donc W ⊂ F ⊂ V avec W ouvert et F
fermé. Alors, par la propriété précédente, l’application x est un plongement topologique sur F
et ainsi un plongement différentiel sur W.

À partir de là, nous savons que xh(Ω) est une hypersurface orientée de Rn pour laquelle on
peut choisir l’application de Gauss N : xh(Ω) 7−→ Sn−1 vérifiant :

N ◦ xh(u) = u (1.2.0.3)

pour tout u ∈ Ω.

C’est pour cela que R. Langevin, G. Levitt et H. Rosenberg ont intitulé leur article ”Hérissons
et multihérissons (enveloppes paramétrées par leur application de Gauss)”. De plus, l’utilisation
de la terminologie ”hérisson” est parfaitement justifiée sachant que les normales de l’enveloppe
H = xh

(
Sn−1

)
se répartissent comme les piques à la surface d’un hérisson.

7. Nous rappelons qu’un plongement topologique est une application f : M 7−→ N qui est un homéomorphisme
sur son image f(M), avec f(M) ⊂ N muni de la topologie induite par N . Un plongement différentiel est alors
une application lisse f : M 7−→ N , entre deux variétés différentielles, qui est un plongement topologique dont la
différentielle est toujours injective. En particulier, l’image f(M) d’un plongement différentiel est une sous-variété
différentielle de N et donc l’application f est un difféomorphisme sur son image.
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Remarque 1.2.7. Si K est un corps convexe dont le paramétrage du bord ∂K, vu comme
un hérisson, est x : Sn−1 7−→ ∂K et ν : ∂K 7−→ Rn le champ orthonormal sortant, alors on a
toujours que, pour tout u ∈ Sn−1 :

ν ◦ x(u) = u (1.2.0.4)

En particulier, si le corps K est de classe Ck+, alors le champ orthonormal sortant ν : ∂K 7−→ Rn
est également de classe Ck.

Définition 1.2.6. Soit Hh un hérisson de paramétrage xh : Sn−1 7−→ Rn. On appelle fonction
de courbure 8 la fonction Rh := det(dxh) : Sn−1 7−→ R.

Note. Pour bien comprendre cette définition, il faut remarquer que la fonction duxh est forcément
un endomorphisme de TuSn−1 = 〈u〉⊥.

Remarque 1.2.8. Il est intéressant de noter que lorsque nous parlerons de hérisson, le pa-
ramétrage joue un rôle analogue à l’application de Gauss du bord d’un corps convexe. De la
même manière, la fonction de courbure remplace la courbure de Gauss.

Remarque 1.2.9. Une conséquence immédiate de la propriété 1.2.4 est qu’un hérisson euclidien
est, en ses points réguliers 9 , une hypersurface orientée dont la courbure de Gauss n’est jamais
nulle.

Avertissement 1.2.3. L’orientation naturelle d’un hérisson Hh est l’orientation transverse
définie sur l’hypersurface Hh\{xh(u) tel que Rh(u) = 0} via l’application de Gauss N : Sn−1\R−1

h (0) 7−→ Sn−1

telle que :

• N(u) = u lorsque Rh(u) > 0.

• N(u) = −u lorsque Rh(u) < 0.

Cette orientation permet en particulier de déterminer les volumes et volumes mixtes, qui,
étant une problématique fondamentale dans la théorie de Brunn-Minkowski, le sont aussi dans
la théorie des hérissons. Néanmoins, dans ce document, lorsque nous parlerons d’application de
Gauss d’un hérisson (tout comme à la partie II, pour les h-hérisson et g-hérisson), ce sera dans
le sens de la relation (1.2.0.3).

Nous pouvons conclure cette première partie en constatant que la notion de hérisson peut
être considérée selon deux points de vue parfaitement équivalents. D’une part, le point de vue
où l’on considère un hérisson euclidien comme l’enveloppe d’une famille d’hyperplans co-orientés
(c’est-à-dire dont la famille des hyperplans tangents vérifie la condition d’injectivité), et d’autre
part, le point de vue qui voit un hérisson comme une hypersurface orientée, admettant des points
critiques, paramétrée par l’inverse de son application de Gauss. Considérer comme distincts ces
deux points de vue est totalement superflu pour les hérissons euclidiens. Toutefois, nous verrons
à la partie II que lorsque nous voudrons définir la notion de hérisson sur des espaces comme
l’espace hyperbolique, la distinction de ces deux points de vue occupera une place importante
dans la compréhension de la notion de hérisson.

8. Pour en savoir plus sur la fonction de courbure Rh d’un hérisson, qui joue un rôle important dans la théorie
des hérissons, il est possible de consulter l’article [70].

9. Les points critiques d’un hérisson H correspondent évidemment aux valeurs critiques de son paramétrage
de Gauss.
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Figure 1.8 – Illustration des ”deux points de vue” d’un hérisson euclidien sur le plan

Pour conclure ce chapitre, il nous faut discuter des propriétés algébriques que vérifient les
hérissons euclidiens ainsi que leurs liens avec les corps convexes, pour s’assurer qu’ils corres-
pondent bien à des différences de corps convexes. Notons que ces caractéristiques constituent le
point central de la théorie des hérissons.

1.3 Propriétés combinatoires et correspondance avec les
corps convexes

Comme nous en avons déjà discuté, il est nécessaire de relier la notion de hérisson aux
différences de corps convexes. Tout d’abord, il est facile de constater que le bord d’un corps
convexe est nécessairement un hérisson euclidien dont la fonction de support vérifie la relation
(1.1.0.6) de la page 33. Ensuite, nous pouvons combiner les corps convexes ainsi que leurs bords
en considérant la définition suivante :

Définition 1.3.1. Soit K1 et K2 deux corps convexes et λ > 0. Nous considérons alors les deux
opérations suivantes :

1. K1 +λK2 = {x1 + λx2, avec x1 ∈ K1 et x2 ∈ K2}, que l’on appelle en particulier somme
de Minkowski.

2. ∂K1+λ∂K2 = {x1 + λx2 avec x1 ∈ ∂K1, x2 ∈ ∂K2 tels que ν1(x1) = ν2(x2)}, que l’on mu-
nit du champ orthonormal ν(x1 + λx2) = ν1(x1) = ν2(x2) pour tout x1+λx2 ∈ ∂K1+λ∂K2.

Note. Nous précisons que ν1 et ν2 correspondent aux applications orthonormales sortant des
corps convexes respectifs K1 et K2.

Propriété 1.3.1. Soit K1 et K2 deux corps convexes avec comme fonctions de support h1 et h2,
et soit λ > 0 un scalaire. Alors K1 + λK2 est un corps convexe dont le bord est ∂K1 + λ∂K2 et
dont la fonction de support est h1 + λh2.

Démonstration. Voir théorème 1.7.5 page 48 de [100].

Cette correspondance entre la somme de Minkowski et la somme des bords nous indique que
les différences de bords de corps convexes permettent de réaliser géométriquement les différences
formelles (pour la somme de Minkowski) de corps convexes. Ainsi, nous définissons les opérations
combinatoires sur les hérissons euclidiens de la manière suivante :
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Définition 1.3.2. Soit Hh1 et Hh2 deux hérissons. On définit alors les opérations combinatoires
sur l’ensemble des hérissons euclidiens comme ci-dessous :

Hh1 + λHh2 = (Img(x1 + λx2), x1 + λx2) (1.3.0.1)

avec x1 et x2 étant les paramétrages respectifs.

Remarque 1.3.1. Il est alors immédiat que si H1 et H2 sont deux hérissons euclidien avec h1

et h2 pour fonctions de support et pour paramétrages x1 et x2, alors la composition H1 + λH2

est un hérisson dont la fonction de support est h1 + λh2 et dont le paramétrage est xh1 + λxh2 .

En particulier, il est clair que toute différence ∂K1−∂K2 entre bords de corps convexes est un
hérisson avec pour fonction de support hK1

− hK2
. Cette fonction n’est pas nécessairement celle

d’un corps convexe. Cependant, pour associer les hérissons aux corps convexes, nous souhaitons
alors montrer que tout hérisson est une différence entre bords de corps convexes. C’est précisément
ce que nous abordons ci-dessous :

Définition 1.3.3. Soit Hh un hérisson avec comme paramétrage x : Sn−1 7−→ Rn. Nous appel-

lerons rayon de courbure principale en u ∈ Sn−1 les valeurs propres
{
r

(u)
1 , · · · , r(u)

n−1

}
de

l’endomorphisme dux : TuSn−1 7−→ TuSn−1.

Note. Nous évoquerons souvent les rayons de courbure principaux comme étant une famille de
fonctions ri : Sn−1 7−→ R. Cependant, il est important de souligner que ces fonctions ne sont pas
toujours lisses. Néanmoins, la fonction de courbure Rh := r1 · · · · · rn−1 l’est.

Propriété 1.3.2. Soit Hh un hérisson ayant pour fonction de support h et pour paramétrage x.
La différentielle du paramétrage vérifie l’expression ci-dessous :

dux ·
−→
W = h(u)

−→
W +Hess(h)u ∗

−→
W ∈ TuSn−1 (1.3.0.2)

pour tout u ∈ Sn−1 et
−→
W ∈ TuSn−1. De plus, comme l’endomorphisme dux est symétrique pour

le produit scalaire, les fonctions de rayon de courbure principales existent bien en chaque point
de la sphère.

Démonstration. ConsidéronsHh ⊂ Rn un hérisson ayant pour fonction de support h : Sn−1 7−→ R
et pour paramétrage x : Sn−1 7−→ Rn. Commençons par définir les fonctions α : Rn \ {0} 7−→ R
et β : Rn \ {0} 7−→ R telles que :

α(x) =
√
〈x|x〉 et β(x) =

1√
〈x|x〉

Nous trouvons alors que dxα ·
−→
W = β(x) 〈x|

−→
W 〉 et dxβ ·

−→
W = −β(x)

3 〈x|
−→
W 〉. Examinons

ensuite les fonctions h
:

: Rn \ {0} 7−→ R et ϕ := αh
:

: Rn \ {0} 7−→ R où h
:
(x) = h(β(x)x). Après

un petit calcul en utilisant les coordonnées polaires, on obtient :

x(u) = h(u)u+
−→
∇Sh(u) =

−→
∇ϕ(u)

Il est important de noter que les gradients
−→
∇Sh(u) et

−→
∇ϕ(u) sont respectivement définis sur

la sphère
(
Sn−1, gS

)
munie de la métrique usuelle et sur l’espace euclidien (Rn, 〈·|·〉). Ainsi, nous

avons :

dux ·
−→
W = du

[−→
∇ϕ
]
·
−→
W
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Toute la difficulté se résume à trouver un système de coordonnées sur la sphère Sn−1 qui se
prolonge sur un ouvert de Rn \ {0} et qui nous permette de calculer facilement sur la sphère la

différentielle
−→
∇ϕ. Pour cela, on commence par remarquer que sur Rn \ {0} :

−→
∇ϕ(x) = β(x)h

:
(x)x+ α(x)

−→
∇h

:
(x)

Pour comprendre cette dernière relation, il nous faut considérer la base canonique (−→v 1, · · · ,−→v n)

de Rn. Ainsi, on calcule que ∂i[ϕ]x = β(x)xih
:
(x)−→v i + α(x)∂ih

:
(x)−→v i. De là, on obtient notre

relation.

A présent, considérons un point u0 ∈ Sn−1. Nous allons donc pouvoir déterminer la rela-
tion (1.3.0.2) en u0. Pour ce faire, nous choisissons une base orthonormale (−→e 1, · · · ,−→e n−1) de
l’hyperplan tangent Tu0Sn−1. Si expu0

: Sn−1 \ {−u0} 7−→ Tu0Sn−1 est la carte exponentielle en
u0, alors nous définissons le repère différentiel (∂1, · · · , ∂n−1) vérifiant que pour tous les points
u ∈ Sn−1 \ {−u0} :

∂i(u) =
(
duexpu0

)−1 · −→e i
Nous pouvons facilement prolonger ces champs de vecteurs sur Rn \ {λu0 tq λ ≤ 0} en

considérant les (∂1, · · · , ∂n−1) tels que ∂i(x) =
(
duexpu0

)−1 · −→e i avec u = β(x)x. En complétant
avec le champ ∂n(x) = β(x)x, nous obtenons un repère différentiel sur Rn \{λu0 tq λ ≤ 0}. Nous
pouvons alors vérifier que pour tout u ∈ Sn−1 \ {−u0} et i, j dans {1, · · · , n− 1}, on a :

∂ih
:
(u) = ∂ih(u), ∂2

ijh
:
(u) = ∂2

ijh(u), ∂nh
:
(u) = 0 et ∂2

inh
:
(u) = 0

Si les deux premiers points sont immédiats, nous obtenons les deux derniers en constatant

que si x ∈ Rn \ {λu0 tq λ ≤ 0} alors dxh
:
·
−→
W = β(x)dβ(x)xh

(−→
W − β(x)

2 〈x|
−→
W 〉x

)
. Il est alors

clair que dxh
:
· ∂n(x) = 0 et ainsi ∂2

inh
:
(x) = 0.

Rappelons ensuite que nous construisons la carte exponentielle expu0
en inversant localement

en zéro la fonction lisse f : Tu0
Sn−1 7−→ Sn−1 telle que f(t−→v ) = Cos(t)u0 +Sin(t)−→v , avec t ≥ 0

et −→v ∈ S
[
Tu0
Sn−1

]
. Ainsi, nous savons que ∂i ◦ f(t−→e i) = −Sin(t)u0 +Cos(t)−→e i avec, bien sûr,

i dans {1, · · · , n− 1}. Alors, en remarquant que ∂t[∂i ◦ f(t−→e i)]t=0 = du0
[∂i] · ∂t[f(t−→e i)]t=0 =

du0
[∂i] · −→e i, nous obtenons :

∂i[∂i(x)]x=u0
= du0 [∂i] · −→e i = ∂t[∂i ◦ f(t−→e i)]t=0 = −u0

Ensuite, pour i, j ∈ {1, · · · , n− 1} distincts, il est clair que ∂i ◦ f(t−→e j) = −→e j et donc
∂j [∂i(x)]x=u0

= 0. Nous pouvons alors remarquer que ce que nous obtenons est cohérent avec

∇(∂i)u0
·∂j(u0) = 0 pour tout i et j dans {1, · · · , n− 1}, où∇ : ∆

(
Sn−1

)
7−→ Ω1

(
Sn−1

)
⊗∆

(
Sn−1

)
est la connexion de Levi-Civita pour la métrique induite de la sphère. Ainsi, comme x(u0) =

β(u0)h
:
(u0)u0 + α(u0)

[
∂1h

:
(u0)∂1(u0) + · · ·+ ∂n−1h

:
(u0)∂n−1(u0)

]
, nous pouvons faire le calcul

suivant :

du0x · −→e i = ∂ix(u0) = β(u0)h
:
(u0)u0 + β(u0)h

:
(u0)∂i(u0)

+ α(u0)
[
∂2
i,1h

:
(u0)∂1(u0) + · · ·+ ∂2

i,n−1h
:
(u0)∂n−1(u0)− ∂ih

:
(u0)u0

]
ce qui nous donne que :
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du0
x · −→e i = ∂ih(u0)u0 + h(u0)−→e i + ∂2

i,1h(u0)−→e 1 + · · ·+ ∂2
i,n−1h(u0)−→e n−1 − ∂ih(u0)u0

= h(u0)−→e i +Hess(h)u0
∗ −→e i

et ainsi, nous obtenons le résultat recherché.

Propriété 1.3.3. Tout hérisson Hh dont les fonctions de rayon de courbure principal sont
partout strictement positives correspond au bord d’un corps convexe.

Démonstration. Considérons Hh, un hérisson paramétré par x : Sn−1 7−→ Rn et de fonction de
support h : Sn−1 7−→ R. Soit u0 ∈ Sn−1 un point. Nous définissons alors la fonction η : Sn−1 7−→ R
par :

η(u) = 〈u0|x(u)− x0〉

où x0 = x(u0).

Il est clair que duη ·
−→
W = 〈u0|dux ·

−→
W 〉. En particulier, en nous plaçant dans la base propre

{−→v 1, · · · ,−→v n−1} de l’endomorphisme dux pour le point u ∈ Sn−1, nous avons :

∂iη(u) = ri(u) 〈u0|−→v i〉

Ainsi, le gradient
−→
∇η(u) s’annule uniquement aux points u0 et −u0. Par conséquent, la fonc-

tion η, définie sur un compact, admet un minimum et un maximum qui doivent correspondre aux
points u0 et −u0. Les rayons de courbure étant strictement positifs, nous pouvons vérifier que
u0 est le maximum de η. En effet, on sait que Hh est une hypersurface et x : Sn−1 7−→ Hh
est un difféomorphisme. Aussi, par construction, l’application ν := x−1 : Hh 7−→ Sn−1 est le
champ orthonormal correspondant aux courbures principales qui sont strictement positives. En-
suite, si pour u ∈ Sn−1, on considère (−→v 1, · · · ,−→v n−1) une base propre de l’endomorphisme
dux, il nous faut remarquer que c’est forcément une base propre de l’opérateur de Weingar-
ten dxν : TxHh 7−→ TxHh, avec x = x(u). Considérons donc (−→v 1, · · · ,−→v n−1) une base propre
de l’endomorphisme du0

x et, pour le i-ème vecteur propre, on définit le 2-plan affine Pi =
x0 + Ru0 ⊕ R−→v i, avec x0 = x(u0). Il est alors clair que l’intersection Hh ∩ Pi correspond lo-
calement (au voisinage de x0) à une courbe paramétrée dont la courbure d’arc est strictement
positive. En particulier, on a que 〈u0|x− x0〉 ≤ 0 au voisinage de x0 sur Hh ∩ Pi et en appli-
quant le même raisonnement pour tous les autres vecteurs propres, on obtient bien que u0 est le
maximum de la fonction η.

Si Hu0
= {y ∈ Rn tel que 〈u0|y − x0〉 ≤ 0} est le demi-espace bordant Tu0

= x0 + 〈u0〉⊥,
alors, de ce qu’il précède, on sait que Hh ⊂ Hu0

. En appliquant la même opération à tous les
points u ∈ Sn−1 de la sphère, la famille des demi-espaces Hu ainsi définie vérifie que :

Hh ⊂ Hu

pour tout u ∈ Sn−1.

En particulier, nous avons Hh ⊂ K =
⋂
Hu, où K est clairement un ensemble convexe,

compact et non vide (donc un corps convexe). Enfin, si nous considérons Tu = x(u) + 〈u〉⊥,
il est clair qu’il s’agit d’un hyperplan de support, car K ⊂ Hu et x(u) ∈ Tu ∩ K. Ainsi on
a que Hh = Supp(K) = ∂K et donc le hérisson Hh correspond bien au bord du corps K,
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dont l’application ν := x−1 : Hh 7−→ Sn−1, vu précédemment, correspond au champ orthonormal
sortant.

Propriété 1.3.4. Tout hérisson euclidien est une différence de bords de corps convexes. C’est-
à-dire que pour tout hérisson euclidien H ⊂ Rn, il existe deux corps convexes K1 et K2 tels
que :

H = ∂K1 − ∂K2 (1.3.0.3)

Démonstration. Nous avons vu que dux ·
−→
W = h(u)

−→
W + Hess(h)u ∗

−→
W ∈ TuSn−1. Il est alors

clair qu’il existe un λ > 0 pour lequel les fonctions des rayons de courbure principaux (pour
xh+λ) sont partout strictement positives et par la propriété 1.3.3 vue précédemment, le hérisson
Hh+λ est forcément le bord d’un corps convexe. Enfin, la remarque combinatoire 1.3.1, nous
permet de conclure que Hh est bien une différence de bords de corps convexes du fait que
Hh = Hh+λ −Hλ.

Nous savons donc que tout hérisson est une différence de bords de corps convexes, ce qui
justifie que l’on parle bien d’un prolongement de la théorie de Brunn-Minkowski aux différences
de corps convexes. En particulier, sur le plan, il est facile de comprendre la mécanique des
opérations que nous avons considérées, comme nous l’illustrons 10 ci-dessous :

Figure 1.9 – Hérisson comme différence de bord de corps convexe.

Remarquons aussi que si (∂K, ν) est le bord d’un corps convexe, nous pouvons voir que
le symétrique, en considérant l’expression (1.3.0.1), correspond bien à (∂K,−ν), l’ensemble des
points de support muni de la normale entrante du corps convexe K. Et cette remarque s’applique
aussi au hérisson, comme nous l’illustrons ci-dessous :

10. Nous tirons cette illustration de la présentation [75] correspondant à un séminaire donné par Y. Martinez-
Maure en 2018 pour exposer ses travaux (voir [74]) sur lesquels repose le sujet de cette thèse.
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Figure 1.10 – Inversion de la normale entre Hh et −Hh.

Profitons de la fin de cette section pour une petite conclusion. Comme nous l’avons répété
à plusieurs reprises maintenant, la notion de hérisson provient de la volonté de prolonger la
théorie de Brunn-Minkowski aux différences de corps convexes. Dans ce document, nous nous
contenterons de juste définir les hérissons, mais nous pouvons observer que l’usage des hérissons
est très varié. En effet, il est déjà possible de prolonger aux hérissons certaines inégalités connues
sur les corps convexes (voir [60], [65]), mais c’est aussi un très bon outil pour générer des contre-
exemples 11. Aujourd’hui, la notion de hérisson s’est enrichie avec des objets qui vérifient des
caractéristiques communes et qui justifient de les appeler ainsi sans forcément avoir un lien
aussi direct avec les corps convexes. Nous avons dans cette catégorie : les hérissons lorentziens,
fuchsiens (voir [72]), complexes (voir [77]) ou encore marginalement piégés (voir [74]). Sans
compter les différentes caractérisations comme les hérissons minimal (voir [92] et [67]), ou les
hérissons projectifs (voir [90]) qui suscitent un grand intérêt dans l’étude des courbes à longueur
constante.

11. Nous pouvons consulter [63] dans lequel Y. Martinez-Maure propose un contre-exemple à la conjecture de
A.D.Aleksandrov.
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Chapitre 2

Conditions de contact et
structures de contact pour les
hérissons euclidiens

Un hérisson euclidien étant, comme nous l’avons vu précédemment, l’enveloppe d’une fa-
mille d’hyperplans co-orientés, nous allons voir qu’il est naturel de les définir comme étant le
front legendrien d’un certain type d’immersion de Legendre. En particulier, nous verrons que la
géométrie de contact offre un cadre adéquat pour généraliser la notion de hérisson.

2.1 Structure de contact usuelle sur Sn−1 × Rn

Une structure de contact est la donnée d’une (2n+ 1)-variété M et d’une 1-forme α ∈ Ω1(M),
dite forme de contact, vérifiant la condition de maximale non-intégrabilité α ∧ dαn 6= 0.
Pour en savoir plus, il est possible de se rapporter à l’annexe B que nous dédions à la présentation
des éléments de base de la géométrie de contact. Pour les besoins de ce chapitre (et des chapitres
7 et 10 de la partie II), nous nous contenterons des deux définitions suivantes :

Définition 2.1.1. Soit (M,α) une (2n+ 1)-variété de contact. Alors, nous dirons qu’une ap-
plication i : Γ 7−→M , avec Γ une n-variété différentielle, est une immersion de Legendre si

c’est une immersion telle que : pour tout u ∈ Γ et
−→
W ∈ TuΓ, dui ·

−→
W ∈ Ker

(
αi(u)

)
.

Note. Nous dirons aussi qu’une sous-variété L ⊂M est une sous-variété de Legendre si elle
est de dimension n et vérifie que pour tout x ∈ L l’espace tangent vérifie TxL ⊂ Ker(αx).

Définition 2.1.2. Soit (M,α) une (2n+ 1)-variété de contact. Alors, nous appellerons fibré de
Legendre tout fibré lisse 1 p : M 7−→ β dont les fibres sont des sous-variétés de Legendre.

Note. En particulier, si i : Γ 7−→M et p : M 7−→ β sont respectivement une immersion et un
fibré de Legendre, alors nous appellerons front legendrien la donnée de l’image p ◦ i(Γ) et de
l’application x := p ◦ i : Γ 7−→ β que l’on appellera paramétrage.

1. Un fibré lisse de fibre T , avec T une variété différentielle, est une submersion surjective p : E 7−→ β telle que
pour tout b0 ∈ β, il existe V ⊂ β un ouvert centré en b0 ainsi qu’un difféomorphisme φ : V × T 7−→ p−1(V), que
l’on appelle trivialiseur local, vérifiant que : pour tout (b, x) ∈ V × T , p ◦ φ(b, x) = b.

47



48 CHAPITRE 2. CONDITIONS ET STRUCTURES DE CONTACT

Les variétés de contact induites par l’espace euclidien correspondent à un exemple classique
de telle structure qui nous intéressera tout particulièrement. En effet, tout espace euclidien
(Rn,+, ·, 〈·|·〉) induit naturellement une structure de contact sur Sn−1×Rn. La variété Sn−1×Rn
étant de dimension impaire 2n− 1, il nous suffit de considérer la 1-forme α de Sn−1×Rn qui, en

tout point w = (v, x) de Sn−1 ×Rn et pour tout vecteur
−→
W =

−→
V ⊕

−→
X ∈ TvSn−1 ⊕Rn, associe le

produit :

αw ·
−→
W = 〈v|

−→
X 〉 (2.1.0.1)

qui est bien une forme de contact comme nous pouvons le vérifier en considérant la propriété
ci-dessous :

Propriété 2.1.1. La forme α précédemment définie est une 1-forme de contact.

Démonstration. Nous avons défini la 1-forme α telle que pour tout point (v, x) ∈ Sn−1 × Rn,
α(v,x) = v1dx1 + · · ·+vndxn. Aussi, comme v2

1 + · · ·+v2
n−1 +v2

n = 1, alors v1dv1 + · · ·+vndvn = 0
et en particulier, on obtient :

vndα = dv1 ∧ (vndx1 − v1dxn) + · · ·+ dvn−1 ∧ (vndxn−1 − vn−1dxn)

Après quelques calculs, on peut vérifier que α ∧ (dα)
n−1 ∼ dv1 ∧ · · · ∧ dvn−1 ∧ dx1 ∧ · · · dxn,

qui est alors bien une forme volume. Ce qui nous donne le résultat recherché.

Il est clair que les immersions de Legendre à image dans la structure de contact vue précédemment
sont définies par la donnée de deux applications ν : Sn−1 7−→ Sn−1 et x : Sn−1 7−→ Rn telles que :

i(u) = (ν(u), x(u)) et 〈dx|ν〉 = 0 (2.1.0.2)

Enfin, constatons que la projection π : Sn−1 × Rn 7−→ Rn est un fibré de Legendre. En effet,
il suffit de voir que pour tout x ∈ Rn, la fibre π−1(x) vérifie que T(u,x)π

−1(x) = 〈u〉⊥ ⊕ {0} et
est donc bien une sous-variété de Legendre.

2.2 Les hérissons euclidiens vus comme fronts de Legendre

Pour les quelques éléments que nous considérerons au sujet des hérissons euclidiens en géométrie
de contact, nous nous reposons sur l’article [74]. Commençons donc par constater que, en
considérant la définition 1.2.5 page 36, il est immédiat que le paramétrage x d’un hérisson
euclidien vérifie la condition ci-dessous :

〈dx|u〉 = 0 (2.2.0.1)

et que l’on appelle naturellement condition de contact. En particulier, nous pouvons fa-
cilement remarquer que c’est une condition nécessaire et suffisante pour qu’une application
x : Sn−1 7−→ Rn corresponde au paramétrage d’un hérisson euclidien. Il est alors immédiat que
les hérissons euclidiens, dont les paramétrages x satisfont la condition de contact (2.2.0.1), cor-
respondent à des immersions de Legendre de la forme i(u) = (u, x(u)). Par conséquence, nous
pouvons donc résumer tout ce dont nous avons discuté par la propriété suivante :

Propriété 2.2.1. Tout hérisson euclidien est le front legendrien d’une immersion de Legendre
i : Sn−1 7−→ Sn−1 × Rn de la forme :
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i(u) = (u, x(u)) (2.2.0.2)

pour tout u ∈ Sn−1.

Démonstration. Si (H, x) est un hérisson avec pour fonction de support h et x est le paramétrage
de l’enveloppe de la famille d’hyperplans co-orientés, on a :

〈x(u)|u〉 = h(u) et 〈dux ·
−→
W |u〉 = 0

En particulier, le paramétrage x vérifie la condition de contact. Il est alors immédiat que
(H, x) est le front legendrien de i(u) = (u, x(u)), qui est bien-sûr une immersion de Legendre.
Réciproquement, supposons que (H, x) soit le front legendrien d’une immersion de Legendre de
la forme i(u) = (u, x(u)). Comme le paramétrage x vérifie la condition de contact, alors, en
considérant h(u) = 〈x(u)|u〉, il est clair que (H, x) est un hérisson euclidien dont la fonction de
support est h.

Nous pouvons aussi remarquer que de telles immersions de Legendre sont forcément des
difféomorphismes sur leur image, ce qui consiste à relever les hérissons dans une variété de di-
mension supérieure, éliminant ainsi les points critiques comme nous le représentons 2 ci-dessous :

Figure 2.1 – Relèvement d’un hérisson euclidien en géométrie de contact.

2.3 Autre méthode pour décrire les hérissons en géométrie
de contact

Il est intéressant de faire une rapide digression en considérant une autre représentation, bien
évidemment équivalente, de la notion de hérisson en géométrie de contact. Remarquons que
considérer l’enveloppe d’une famille d’hyperplans co-orientés consiste à considérer, pour tout

2. Pour bien comprendre la figure 2.1, il nous faut noter que nous considérons le cercle S1 via le paramétrage
défini sur l’intervalle [0, 2π[.
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u ∈ Sn−1, la donnée d’un vecteur
−→
V (u) ∈ TuSn−1 et d’une longueur algébrique 3 h(u) ∈ R telle

que xh(u) correspond à la translation selon le vecteur
−→
V (u) du point h(u)u.

Figure 2.2 – Décomposition de l’enveloppe d’une famille d’hyperplans co-orientés.

La remarque précédente nous permet de faire correspondre tout point xh(u) avec le triplet(
u,
−→
V (u), h(u)

)
dans TSn−1×R. Considérons donc la 1-forme de contact β qui, à w = (u, v, t) ∈

TSn−1 × R et
−→
W =

−→
U ⊕

−→
V ⊕ T ∈ TuSn−1 ⊕ TuSn−1 ⊕ R, donne :

βw ·
−→
W = T − 〈v|

−→
U 〉 (2.3.0.1)

Nous pouvons nous assurer que c’est bien une forme de contact en considérant des coordonnées
locales de la sphère Sn−1 nous permettant de l’exprimer comme β = dt−v1du1−· · ·−vn−1dun−1.
Il n’est alors pas difficile de constater que β∧dβn−1 ∼ dt∧du1∧· · ·∧dun−1∧dv1∧· · ·∧dvn−1 et
est donc bien une forme volume. Ensuite, constatons que la condition de contact (2.2.0.1) admet
la forme équivalente suivante :  〈x|u〉 = h

〈x|du〉 = dh
(2.3.0.2)

Enfin, pour comprendre la correspondance entre ces deux structures de contact, nous pouvons
considérer le contacto-morphisme 4 f : Sn−1 × Rn 7−→ TSn−1 × R que l’on définit par l’expression
suivante :

f(u, x) = (u, x− 〈x|u〉u, 〈x|u〉) (2.3.0.3)

On peut alors vérifier que toute immersion de Legendre i : Sn−1 7−→ Sn−1 × Rn correspond,
via ce contacto-morphisme, à une immersion de Legendre j : Sn−1 7−→ TSn−1 × R. Ainsi, si nous
considérons le fibré de Legendre p : TSn−1 × R 7−→ Rn défini par p(u,−→v , λ) = λu + −→v , nous
retrouvons bien que tout hérisson euclidien est le front legendrien d’une immersion de Legendre
j : Sn−1 7−→ TSn−1 × R de la forme :

j
(
u,
−→
∇h(u), h(u)

)
(2.3.0.4)

avec h : Sn−1 7−→ R une fonction lisse.

3. Il s’agit d’une longueur signée.
4. Nous appellerons donc contacto-morphisme entre deux variétés de contact (M1, α1) et (M2, α2) tout

difféomorphisme f : M1 7−→M2 vérifiant que : f∗α2 = λα1 avec λ 6= 0
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2.4 Proposition de généralisation de la notion de hérisson

Précédemment, nous avons caractérisé les hérissons euclidiens en géométrie de contact. Il est
intéressant de constater que nous retrouvons aussi cette caractérisation pour d’autres types de
hérissons comme les hérissons lorentziens (voir page 341 de [74]). Pour définir les hérissons lo-

rentziens, on se place sur Ln = (Rn,+, ·, 〈·|·〉L), l’espace de Lorentz-Minkowski avec 〈
−→
V |
−→
W 〉L =

V1W1 + · · ·+ Vn−1Wn−1 − VnWn le produit de Minkowski. Ainsi, un hérisson lorentzien corres-
pondra à l’enveloppe paramétrée 5 des hyperplans d’équation 〈x|v〉 = h(v), où h : Hn−1 7−→ R
est une fonction C∞ définie sur la pseudo-sphère Hn−1 = {x ∈ Ln tel que 〈x|x〉L = −1}. À
partir de là, en considérant la structure de contact

(
Hn−1 × Ln, α

)
dont la forme de contact est

α(v,x) := 〈v|dx〉L, les hérissons lorentziens sont aussi le front legendrien d’immersion de Legendre
de la forme i(v) = (v, xh(v)). Plus récemment encore, Y.Martinez-Maure a retrouvé une telle ca-
ractérisation pour les hérissons complexes 6 (voir l’article [77] pour en savoir plus) en considérant
la structure de contact holomorphe

(
Cn−1 × Cn, α

)
, avec α la forme de contact holomorphe qui

à tout point q = (z1, · · · , zn−1, w0, · · ·wn−1) donne αq = dw0 + z1dw1 + · · ·+ zn−1dwn−1. Ainsi,
dans ce cadre-là, tout hérisson complexe est aussi le front legendrien d’immersion de Legendre
i : Cn−1 7−→ Cn−1 × Cn de la forme i(z) = (z, xh(z)), avec z = (z1, · · · , zn−1).

Il apparâıt de ce constat que les hérissons (quel que soit leur type) sont le front legendrien
d’immersion de Legendre de la forme i(u) = (u, x(u)) ou autrement dit ”d’un certain type d’im-
mersion de Legendre”. Bien sûr, pour les quelques exemples que nous avons vus précédemment,
il n’était pas nécessaire d’être plus exigeant sur cet énoncé. Mais en partie II, lorsque nous
étudierons la caractérisation des g-hérissons et des h-hérissons en géométrie de contact, il nous
sera nécessaire d’avoir une approche plus générale de ce que nous venons de considérer ici. Pour
cela, nous considérons la définition suivante :

Définition 2.4.1. Nous appellerons application de Gauss legendrienne d’une immersion
de Legendre i : Sn−1 7−→ Sn−1 × Rn la projection sur Sn−1 de i.

Il est possible de considérer une telle définition pour toute immersion de Legendre du type
i : Hn−1 7−→ Hn−1 × Ln ou encore i : Cn−1 7−→ Cn−1 × Cn. Ensuite, constatons que nous pou-
vons reformuler ce que nous avons vu précédemment sur la caractérisation des hérissons euclidiens
en géométrie de contact, par l’énoncé suivant :

Propriété 2.4.1. Tout hérisson euclidien est (à difféomorphisme près de Sn−1) le front legen-
drien d’une immersion de Legendre i : Sn−1 7−→ Sn−1 × Rn dont l’application de Gauss legen-
drienne est un difféomorphisme.

Démonstration. Considérons (H, x) le front legendrien d’une immersion de Legendre i dont l’ap-
plication de Gauss legendrienne ν : Sn−1 7−→ Sn−1 est un difféomorphisme. Il est alors immédiat
que l’application x ◦ ν−1 vérifie la condition de contact et donc

(
H, x ◦ ν−1

)
est un hérisson. La

réciproque est encore plus évidente.

5. Il s’agit, comme pour les hérissons euclidiens, de considérer la fonction xh : Hn−1 7−→ Ln vérifiant les
conditions de contact 〈xh(v)|v〉L = h(v) et 〈xh(v)|·〉L = dvh. En particulier, un tel paramétrage admet pour

expression xh(v) =
−→
∇h(v)− h(v)v. (voir [72] pour en savoir plus)

6. Si h : Cn−1 7−→ C est une fonction holomorphe, alors on définit le hérisson complexe pour la fonction de
support h comme étant la donnée de l’image xh

(
Cn−1

)
que l’on munit du paramétrage xh : Cn−1 7−→ Cn défini

par l’expression suivante :

xh(z) =
(
h(z)− z1∂z1h(z)− · · · − zn−1∂zn−1h(z), ∂z1h(z), · · · , ∂zn−1h(z)

)
avec z = (z1, · · · , zn−1) ∈ Cn−1.
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En constatant que nous retrouvons le même énoncé pour les hérissons lorentziens et complexes
dont nous avons parlé précédemment, nous pouvons donc envisager l’hypothèse de généralisation
de la notion de hérisson que nous énonçons ci-dessous :

Si (M, g) est une n-variété riemannienne (resp. lorentzienne ou hermitienne) isométriquement
plongée dans

(
RN , 〈·|·〉L

)
un R-espace pseudo-euclidien (resp.

(
CN , 〈·|·〉L

)
un C-espace pseudo-

hermitien), alors nous pourrions reconnâıtre un hérisson comme étant (avec quelques adapta-
tions) le front legendrien 7 d’une immersion de Legendre i : Sn−1 7−→ STMn dont l’application
de Gauss legendrienne est un difféomorphisme.

Toute la difficulté réside, bien sûr, dans le fait de définir une notion d’application de Gauss
legendrienne ν : Sn−1 7−→ Sn−1, comme nous avons pu le faire précédemment à la définition 2.4.1.
C’est précisément la difficulté à laquelle nous serons confrontés au chapitre 7 pour caractériser
les g-hérissons en géométrie de contact, nous permettant, en particulier, de retrouver un énoncé
équivalent à la propriété 2.4.1 que nous avons précédemment considéré.

7. La structure de contact qui correspond au fibré des sphères est définie selon la méthode suivante : Considérons
(M, g) une n-variété de Riemann isométriquement plongée dans

(
RN , 〈·|·〉L

)
un R-espace pseudo-euclidien, alors

on définit sur le fibré des sphères STM la forme de contact α qui, à w = (x, u) ∈ STM et
−→
W =

(−→
X,−→v

)
∈

T(x,u)[STM ] ∼ TxM ⊕ TuSn−1
x , avec Sn−1

x = S[TxM ], donne αw ·
−→
W = 〈u|

−→
X 〉L.



Chapitre 3

Dualité et caractérisation
projective

En géométrie projective, les relations de dualité fournissent des méthodes classiques permet-
tant d’aboutir à de nombreux résultats. Il n’est donc pas étonnant de retrouver une telle notion
pour les hérissons euclidiens. Pour un exposé général sur la théorie des hérissons et en particulier
sur leurs propriétés duales, nous pouvons consulter l’ouvrage [78] sur lequel nous nous baserons
pour les notions que nous présentons dans ce chapitre.

3.1 Dualité d’un corps convexe de Rn

Dans le cadre des corps convexes sur les espaces euclidiens, nous pouvons distinguer deux
notions de dualité : la dualité polaire par rapport à la sphère et la dualité projective. En par-
ticulier, nous verrons que ces deux notions fournissent les mêmes objets à un signe près. Nous
nous contenterons ici d’exposer le strict nécessaire sur ce sujet afin d’éviter d’alourdir inutilement
notre texte. Néanmoins, une présentation plus exhaustive de la notion de dualité en géométrie
projective est donnée à l’annexe D de ce document. En particulier, nous y prenons le temps
d’étudier le sens géométrique des expressions (3.1.1.1) et (3.1.3).

3.1.1 Dualité polaire par rapport à la sphère

Classiquement, lorsque l’on considère la notion de dualité en ce qui concerne les corps
convexes, on parle de dualité polaire (voir section 1.6 de [100] pour en savoir plus). Si K ⊂ Rn
est un corps convexe centré en zéro (c’est-à-dire que Int(K) contient zéro), alors on appelle dual
polaire par rapport à la sphère Sn−1 (ou simplement dual polaire) la partie K◦ ⊂ Rn de
l’espace euclidien, telle que :

K◦ = {x ∈ Rn tel que ∀y ∈ Rn, 〈x|y〉 ≤ 1} (3.1.1.1)

Il est clair que le dual polaire K◦ est une partie compacte dont le bord topologique ∂K◦

correspond à l’enveloppe de la famille (Σx)x∈∂K telle que pour tout point du bord x ∈ ∂K, la
partie Σu est l’hyperplan affine défini comme ci-dessous :

Σx = {y ∈ Rn tel que 〈x|y〉 = 1} (3.1.1.2)

53
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En particulier, nous dirons que chaque Σx est l’hyperplan polaire du point x ∈ ∂K. Nous
pouvons alors vérifier (voir propriété 3.1.2) que le dual polaire d’un corps convexe est toujours
un corps convexe dont les hyperplans Σx sont bien sûr les hyperplans de support.

Propriété 3.1.1. Soit K ⊂ Rn un corps convexe centré en zéro dont la fonction de support
est h : Sn−1 7−→ R. Alors la famille des hyperplans Σu = {y ∈ Rn tel que 〈x(u)|y〉 = 1} est (à
difféomorphisme près de la sphère Sn−1) une famille d’hyperplans co-orientés.

Démonstration. Considérons x : Sn−1 7−→ ∂K le paramétrage du bord ∂K vu comme un hérisson,
ainsi que h : Sn−1 7−→ R sa fonction de support. Commençons par considérer les fonctions sui-
vantes sur Rn \ {0} :

σ(w) =
1√
〈w|w〉

et N (w) = σ(w)w

Si
−→
W ∈ Rn est un vecteur, alors on a dwσ·

−→
W = −σ(w)

3 〈w|
−→
W 〉 et dwN·

−→
W = σ(w)

[−→
W − σ(w)

2 〈w|
−→
W 〉w

]
.

À présent, considérons l’application ν : Sn−1 7−→ Sn−1 définie par l’expression suivante :

ν(u) = N ◦ x(u) = k(u)x(u) avec k(u) = σ ◦ x(u) (3.1.1.3)

D’abord, remarquons que le corps K étant centré en zéro, x(u) n’est jamais nul et donc
l’application ν est bien définie. Ensuite, on calcule :

duν ·
−→
W = k(u)

[
dux ·

−→
W − k(u)

2 〈x(u)|dux ·
−→
W 〉x(u)

]
(3.1.1.4)

Considérons un vecteur
−→
W 6= 0. L’application x : Sn−1 7−→ ∂K étant un C∞-difféomorphisme,

alors dux ·
−→
W est non nul. De plus, comme le corps K est centré en zéro, la fonction de support

h n’est jamais nulle. Donc, la famille formée par les éléments x(u) et dux ·
−→
W est linéairement

libre. En particulier, la différentielle duν ·
−→
W ne peut être nulle. On sait donc que l’application

ν est un difféomorphisme local en tout point. Toujours du fait que la fonction de support n’est
jamais nulle, elle est donc strictement positive (car la fonction de support d’un corps convexe est
toujours positive) et ainsi :

∀u ∈ Sn−1, 〈ν(u)|u〉 = k(u)h(u) > 0

Mais alors la fonction ν est forcément de degré 1 (voir annexe G pour des rappels sur le degré
de Brouwer) et ainsi c’est un difféomorphisme. Pour finir, il suffit de constater que pour chaque
u ∈ Sn−1, la droite Rν(u) est orthogonale à l’hyperplan Σu. Ainsi, la famille

(
Σν−1(u)

)
u∈Sn−1 est

une famille d’hyperplans co-orientés et de fonction de support k.

Propriété 3.1.2. Soit K ⊂ Rn un corps convexe centré en zéro dont la fonction de support est
h : Sn−1 7−→ R. Alors, son dual polaire par rapport à la sphère Sn−1 est un corps convexe dont
le bord ∂K◦ est paramétré par l’application x◦ : Sn−1 7−→ ∂K◦ telle que :

x◦(u) =
1

h(u)
u (3.1.1.5)

En particulier, son bidual (K◦)
◦

vérifie la relation d’involution (K◦)
◦

= K, ce qui justifie
que l’on parle de dualité sur les corps convexes.
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Figure 3.1 – Dual polaire d’un corps convexe.

Note. Pour rappel, et par souci de clarté, depuis l’avertissement 1.1.2 à la page 29, nous tra-
vaillons uniquement avec des corps convexes de classe C∞+ .

Démonstration. Soit K un corps convexe de classe C∞+ , de fonction de support h et de pa-
ramétrage du bord (vu comme hérisson) x. On sait par la propriété 3.1.1 que la famille d’hy-
perplans duals (Σu)u∈Sn−1 , définie par Σu = {y ∈ Rn tel que 〈y|x(u)〉 = 1}, est co-orientée. En
particulier :

Σu = k(u)ν(u) + 〈ν(u)〉⊥

avec ν et k que nous avons définis à l’expression (3.1.1.3). Il nous faut vérifier que x◦ est le
paramétrage de l’enveloppe de la famille (Σu)u∈Sn−1 . Il est clair que x◦(u) ∈ Σu. De plus, on
observe que :

〈x(u)|dux◦ ·
−→
W 〉 = − 1

h(u)
〈
−→
∇h(u)| ~W 〉+

1

h(u)
〈
−→
∇h(u)| ~W 〉 = 0

Ainsi, x◦ ◦ ν−1 : Sn−1 7−→ ∂K◦ est le paramétrage du hérisson engendré par la famille d’hy-
perplans (Σu)u∈Sn−1 et aussi :

‖dux◦ ·
−→
W‖

2
=
〈
−→
∇h(u)|

−→
W 〉

2

h(u)
4 +

‖
−→
W‖

2

h(u)
2

Et donc, nécessairement
(
∂K◦, ν ◦ (x◦)

−1
)

est le bord d’un corps convexe de classe C∞+ . En

particulier, on sait que ν correspond bien à la normale sortante car, par construction, si t > 0,
alors x◦(u) + tν(u) ∈ Rn \K◦. Pour finir, afin de montrer que (K◦)

◦
= K, il suffit de constater

que l’hyperplan polaire Γu du point x◦(u) est défini de la manière suivante :

Γu = {y ∈ Rn tel que 〈y|x◦(u)〉 = 1} = h(u)u+ 〈u〉⊥

ce qui nous donne le résultat recherché.

Dans un cadre bien plus large, nous retrouvons les mêmes relations que celles que nous venons
d’obtenir à la propriété 4.3.3 de l’annexe D. En effet, nous y étudions les propriétés de convexité
du dual polaire de corps convexes qui ne sont pas forcément de classe C∞+ .

On peut également définir le dual polaire du bord ∂K d’un corps, qui est alors une hyper-
surface orientée, en considérant l’enveloppe de la famille d’hyperplans (Σx)x∈∂K , avec Σx, pour
tout point x ∈ ∂K, correspondant à l’hyperplan polaire du point x tel que nous l’avons défini par
l’expression (3.1.1.2). Il est alors intéressant de remarquer que le dual polaire du bord d’un corps
convexe correspond bien sûr au bord d’un corps convexe. Mais nous verrons que ce n’est pas
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vrai pour le dual d’un hérisson en général. En effet, nous avons vu dans la propriété 3.1.1 que la
famille des hyperplans polaires du bord d’un corps K est co-orientée du fait que le paramétrage
de ∂K est un difféomorphisme.

3.1.2 Dualité projective

La dualité projective est un concept moins courant dans l’étude des corps convexes, mais
nous nous baserons dessus pour définir une notion de dualité pour les hérissons. Il convient de
commencer par quelques définitions et notations. Nous nous plaçons dans Rn+1 et considérons
le point e = (0, · · · , 0, 1) ∈ Sn. Nous introduisons alors les éléments suivants :

1. L’espace projectif Pn = P
(
Rn+1

)
correspondant à l’espace vectoriel Rn+1, où P : Rn+1 \ {0} 7−→→ Pn

est la projection projective (que nous noterons parfois simplement p). Nous désignerons par
δ tout point de Pn qui correspond à une droite δ ⊂ Rn+1.

2. On considère l’hyperplan affine Te = e + 〈e〉⊥ ainsi que
−→
Te = 〈e〉⊥, son hyperplan direc-

teur que nous identifierons naturellement avec Rn. De plus, nous considérons l’hyperplan

projectif He = P
(
〈e〉⊥

)
, qui correspond à la projection de l’hyperplan vectoriel

−→
Te.

3. Afin de ne pas alourdir notre texte, nous considérerons le point e aussi bien sur Pn que sur
Sn. C’est-à-dire que nous confondrons volontairement p(e) et e tant que cela n’entrâıne pas
de confusion.

4. Nous noterons H(Rn) l’ensemble des hyperplans affines de Rn et H(Pn) l’ensemble des
hyperplans projectifs de Pn. En particulier, on définit :

He(Pn) = {H ∈ H(Pn) tel que e /∈ H} (3.1.2.6)

et qui correspond aux hyperplans vectoriels de Rn+1 dont l’orthogonal intersectent Te.

5. On définit, relativement au point e, la demi-sphère nord Ωe = {v ∈ Sn tel que 〈v|e〉 > 0}.

6. Nous appellerons carte projective en e le difféomorphisme ϕe : Pn \He 7−→
−→
Te, défini

par le passage au quotient de l’application ϕe : Rn+1 \
−→
Te 7−→

−→
Te telle que :

ϕe(x) = σe(x)x− e avec σe(x) =
1

〈x|e〉
(3.1.2.7)

Lorsqu’il n’y aura pas de risque de confusion, nous aurons l’habitude de confondre les
notations ϕe et ϕe. De plus, nous considérerons souvent l’application ϕe restreinte à la

demi-sphère Ωe. En particulier, il est utile de noter que la restriction ϕe : Ωe 7−→
−→
Te est un

difféomorphisme.

Pour discuter de la notion de dualité projective des corps convexes et des hérissons, nous de-
vons d’abord définir la dualité entre les points et les hyperplans. Il est important de savoir que les
définitions que nous allons énoncer ne correspondent pas exactement à celles traditionnellement
considérées en matière de dualité, mais elles seront suffisantes pour la suite. Pour plus d’infor-
mations, on peut se référer à la section 4.2.1 de l’annexe D, où sont présentées les définitions
correspondant à ce qui est couramment mentionné dans la littérature.

Définition 3.1.1. Soit x ∈ Rn et L ⊂ Rn, un point et un hyperplan affine. Nous définissons
leurs duaux x∗ et L∗ dans Pn de la manière suivante :

x∗ = P
(
〈e+ x〉⊥

)
et L∗ = P

(
〈e+ L〉⊥

)
(3.1.2.8)
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avec 〈e+ x〉⊥ et 〈e+ L〉⊥ étant l’orthogonal de la droite 〈e+ x〉 et de l’hyperplan 〈e+ L〉 dans
Rn+1 pour le produit scalaire usuel.

Note. Il est important de noter que pour tout point x ∈ Rn et hyperplan L ⊂ Rn, les duaux x∗

et L∗ sont respectivement dans He(Pn) et Pn \ {e}.

Si x ∈ Rn et L ⊂ Rn sont respectivement un point et un hyperplan affine, alors nous appel-
lerons x∗ l’hyperplan dual du point x et L∗ le point dual de l’hyperplan L. Remarquons
maintenant que pour tout point x ∈ Pn \ {e} et hyperplan projectif H ∈ He(Pn), par construc-
tion, on a que x = δ et H = P(Σ), avec δ et Σ étant respectivement une droite vectorielle et
un hyperplan vectoriel de Rn+1 vérifiant que δ⊥ ∩ Te 6= ∅ et Σ⊥ ∩ Te 6= ∅. Ainsi, nous pouvons
proposer la définition suivante :

Définition 3.1.2. Soit x ∈ Pn\{e} et H ∈ He(Pn) étant respectivement un point et un hyperplan
projectif. Alors on définit leurs duaux x∗ ∈ H(Rn) et H∗ ∈ Rn dans Rn tel que :

x = P
(
〈e+ x∗〉⊥

)
et H = P

(
〈e+H∗〉⊥

)
(3.1.2.9)

De même, si x ∈ Pn \ {e} et H ∈ He(Pn) sont respectivement un point et un hyperplan
projectif, alors nous appellerons x∗ l’hyperplan dual du point x et H∗ le point dual de
l’hyperplan H. Il est alors clair que pour tout point x ∈ Rn et hyperplan affine L ∈ H(Rn),
nous retrouvons la relation de bidualité suivante :

(x∗)
∗

= x et (L∗)
∗

= L (3.1.2.10)

et il en serait de même si nous considérions nos points et hyperplans sur Pn \ {e} et He(Pn). En
particulier, cette relation justifie que nous parlions de dualité. De plus, il n’est pas difficile de
constater que pour tous points x et y, nous avons la relation suivante :

x ∈ y∗ ⇐⇒ y ∈ x∗ (3.1.2.11)

et cela, que nous considérions nos points sur Rn pour x et Pn \ {e} pour y ou inversement. En
effet, nous pouvons vérifier ces relations en remarquant que pour tout point u ∈ Sn et v ∈ Sn de
la sphère, alors on a toujours u ∈ 〈v〉⊥ ⇔ v ∈ 〈u〉⊥.

Il est alors naturel de définir le dual projectif d’un corps convexe comme étant le dual de ses
hyperplans de support (pour le bord du dual) et de tous les hyperplans qui sont à l’extérieur du
corps (pour l’intérieur du dual). Considérons donc la définition suivante :

Définition 3.1.3. Soit K ⊂ Rn un corps convexe centré en zéro. Nous appellerons dual pro-
jectif de K la partie K∗ ⊂ Pn définie telle que :

K∗ = Ad{L∗ tel que L ∈ H(Rn) et K ∩ L = ∅} (3.1.2.12)

On peut également remarquer que pour tout corps convexe K ⊂ Rn, le dual projectif K∗ est
fermé dans Pn (et donc compact) et est compris dans Pn \ He. Ensuite, via l’identification de
Pn \He avec Rn par la carte projective en e, nous pouvons définir une notion de corps convexe
telle que : K ⊂ Pn \ He est un corps convexe si et seulement si c’est aussi un corps convexe
sur Rn (via l’identification). Ainsi, nous considérons la définition suivante :
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Définition 3.1.4. Soit K ⊂ Pn \He un corps convexe centré en e (c’est-à-dire que e ∈ Int(K)).
Alors nous appellerons dual projectif de K la partie K∗ ⊂ Rn définie telle que :

K∗ = Ad{H∗ tel que H ∈ He(Pn) et H ∩K = ∅} (3.1.2.13)

Propriété 3.1.3. Soit K ⊂ Rn un corps convexe centré en zéro et de fonction de support
h : Sn−1 7−→ R. Alors son dual projectif K∗ ⊂ Pn est un corps convexe dans Pn \ He, centré
en e, dont le bord topologique ∂K∗ est paramétré (via l’identification entre Pn \ He et Rn) par
l’application x∗ : Sn−1 7−→ Rn définie telle que :

x∗(u) = − 1

h(u)
u (3.1.2.14)

et de plus, son bidual vérifie (K∗)
∗

= K.

Note. Il en est de même pour les corps convexes de Pn \ He. Si K ⊂ Pn \ He est un corps
convexe centré en e et de fonction de support h, alors son dual K∗ est un corps convexe de Rn
centré en zéro dont le paramétrage du bord topologique vérifie la relation (3.1.2.14).

Démonstration. Pour commencer, nous allons réexprimer, via l’identification Pn \He ∼
−→
Te ∼ Rn,

les notions de dualité que nous avons introduites à la définition 3.1.2 entre les points et les
hyperplans. Ainsi, nous allons définir une relation de dualité entre les points et les hyperplans
affines de Rn\{0} telle que si Σ = λu+〈u〉⊥ ⊂ Rn\{0} est un hyperplan affine et x = ηv ∈ Rn\{0}
est un point, alors on définit respectivement le point dual et l’hyperplan dual comme :

Σ∗ = − 1

λ
u et x∗ = −1

η
v + 〈v〉⊥ (3.1.2.15)

avec bien sûr λ et η non nuls ainsi que u et v dans Sn−1.

On peut vérifier que la notion de dualité de la définition 3.1.2 correspond bien, via la carte
projective, aux expressions de (3.1.2.15). En effet, considérons Σ = λu + 〈u〉⊥ ⊂ Rn \ {0} un

hyperplan affine. On rappelle que via la carte projective ϕe : Pn \He 7−→
−→
Te, nous identifions

Pn \He avec
−→
Te ∼ Rn. Et donc, si y = ϕe(α) (avec α correspondant au dual projectif de Σ selon

la définition 3.1.2), par construction, on a que :
e+ Σ = Te ∩

(
R(e+ λu)⊕ 〈u〉⊥

)
R(e+ y)⊥R(e+ λu)⊕ 〈u〉⊥

Par conséquent, le point y est nécessairement de la forme y = ku, tel que 〈e+ y|e+ λu〉 =
1+kλ = 0 et donc on obtient bien que y = − 1

λu. L’exercice reste le même pour le dual d’un point.

Ensuite, nous pouvons remarquer que nous retrouvons facilement les relations (3.1.2.10) et
(3.1.2.11), relations qui sont élémentaires lorsque l’on parle de dualité. Aussi, considérons Σ ⊂
Rn\{0} un hyperplan affine. Alors on choisit l’unique vecteur u ∈ Sn−1 orthonormal à l’hyperplan
Σ tel que :

Σ = λu+ 〈u〉⊥ avec λ > 0

et ainsi on définit les demi-espaces, respectivement positif et négatif, comme ci-dessous :
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 H+(Σ) = {y ∈ Rn tel que 〈y − x0|u〉 ≥ 0}

H−(Σ) = {y ∈ Rn tel que 〈y − x0|u〉 ≤ 0}

avec x0 ∈ Σ.

Figure 3.2 – Les demie espace positif et négatif.

En particulier, nous appellerons le vecteur u � orientation extérieure de l’hyperplan Σ �. En
définissant ainsi les demi-espaces positif et négatif pour tous les hyperplans affines de Rn \ {0}
et après un petit calcul, on peut vérifier que si Σ = λu+ 〈u〉⊥ ⊂ Rn \ {0} est un hyperplan affine
et x = ηv un point, avec λ et η > 0 alors :

x ∈ H+(Σ)⇔ 〈u|v〉 ≥ λ

η
⇔ Σ∗ ∈ H+(x∗)

et évidemment, nous retrouvons une relation similaire pour les demi-espaces négatifs.

Considérons donc K ⊂ Rn un corps convexe de classe C∞+ centré en zéro. On considère alors
le bord topologique ∂K ainsi que ν : ∂K 7−→ Sn−1 le champ orthonormal extérieur au corps K.
Mais alors, en considérant le paramétrage x := ν−1 : Sn−1 7−→ ∂K, on sait que (∂K, x) est un
hérisson de fonction de support h : Sn−1 7−→ R. On sait enfin que pour tout u ∈ Sn−1, l’hyperplan
en x(u) vérifie l’expression ci-dessous :

Σu = h(u)u+ 〈u〉⊥

À présent, montrons que le dual projectif K∗ est un corps convexe. Pour cela, considérons
y /∈ K∗ alors on a que y∗ ∩ K 6= ∅ et n’est pas un hyperplan de support. En effet, si y∗ est
un hyperplan de support de K, alors il existe forcément une famille de points (yn)n∈N dans
Rn \ {0} tel que y∗n → y∗ et y∗n ∩ K = ∅. En particulier, nous aurions que y ∈ K∗, ce qui est
en contradiction avec le chois du point y. Par conséquence, le corps K étant de classe C∞+ et y∗

n’étant pas un hyperplan de support, alors il est immédiat que K ∩
◦
H+(y∗) 6= ∅. En particulier,

il existe u ∈ Sn−1 tel que x(u) ∈
◦
H+(y∗) et donc y ∈

◦
H+

(
x(u)

∗)
. Ce qui nous donne finalement

que :

Rn \K∗ ⊂
⋃

u∈Sn−1

◦
H+

(
x(u)

∗)
À présent, considérons u ∈ Sn−1 et y ∈

◦
H+

(
x(u)

∗)
. Alors on a x(u) ∈

◦
H+(y∗). Comme le

corps K est centré en zéro et que le demi-espace H−(y∗) contient zéro, il existe z ∈ ]0, x(u)[
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tel que z ∈ y∗. Nous pouvons préciser que z ne peut être égal à x(u) car sinon nous aurions
x(u) ∈ y∗ et donc y ∈ x(u)

∗
, ce qui n’est pas possible.

Remarquons que le corps K étant de classe C∞+ et centré en zéro, alors l’intervalle ]0, x(u)[ est
compris dans l’ouvert Int(K). En particulier, l’hyperplan y∗ n’est pas un hyperplan de support
du corps K et vérifie y∗ ∩ K 6= ∅. Ainsi, on peut vérifier que y /∈ K∗. En effet, si le point
y est sur K∗, et comme y∗ ∩ K 6= ∅, on en déduit nécessairement que y est sur la frontière
de K∗. Par définition, il existe une famille (yn)n∈N telle que y∗n ∩ K = ∅ et yn → y. Par
conséquent, l’hyperplan y∗ serait un hyperplan de support de K, ce qui est contradictoire. Ainsi,
K∗ ⊂ H−

(
x(u)

∗)
et plus généralement :

K∗ ⊂
⋂

u∈Sn−1

H−
(
x(u)

∗)
Par conséquence, le dual projectif K∗ est un corps convexe. Il nous faut vérifier qu’il est de

classe C∞+ . Remarquons (voir expression (3.1.2.15)) que son bord topologique est paramétré par
l’application x∗ : Sn−1 7−→ ∂K∗ telle que :

x∗(u) = − 1

h(u)
u

et sa différentielle vérifie h(u)
2
dux

∗ ·
−→
W = 〈

−→
∇h(u)|

−→
W 〉u−h(u)

−→
W . La fonction de support n’étant

jamais nulle, c’est un plongement différentiel (voir la propriété 1.2.3 de la page 38). Le corps K∗

est donc de classe C∞. Finalement, notons que le champ orthonormal vérifie l’expression (3.1.1.3)
et donc, est un difféomorphisme. Le corps K∗ est donc bien de classe C∞+ .

Enfin, constatons que nous pouvons obtenir les mêmes résultats en appliquant la même
méthodologie pour les corps convexes K ⊂ Pn \ He, via l’identification de Pn \ He avec Rn.
Terminons par la relation de bidualité qui s’obtient en vérifiant les deux points suivants :

(i) y ∈ ∂K ⇔ y∗est un hyperplan de support de K∗

(ii) y∗ ∩K∗ = ∅⇔ y ∈ Int(K)
(3.1.2.16)

Considérons y ∈ ∂K. Pour montrer que y∗ est un hyperplan de support de K∗, il nous faut
vérifier les deux points suivants :

K∗ ⊂ H−(y∗)︸ ︷︷ ︸
(1)

et K∗ ∩ y∗ 6= ∅︸ ︷︷ ︸
(2)

Pour (1), considérons z ∈ K∗. Alors, K ⊂ H−(z∗) et donc y ∈ H−(z∗), c’est-à-dire z ∈
H−(y∗). Pour (2), considérons z∗ ⊂ Rn, l’hyperplan de support de K en y. Par adhérence,
z ∈ K∗ et comme y ∈ z∗ alors z ∈ y∗. Ce qui nous donne le résultat recherché.

Réciproquement, supposons que y∗ soit un hyperplan de support de K∗. On a donc y qui
vérifie les points (1) et (2). Nous devons cependant vérifier les deux points suivants :

y ∈ Σ︸ ︷︷ ︸
(a)

et y ∈ K︸ ︷︷ ︸
(b)

avec Σ ⊂ Rn un hyperplan de support de K. Pour ce faire, considérons Σ∗ ∈ K∗ ∩ y∗. On en
déduit que Σ∗ ∈ ∂K∗ et donc Σ est un hyperplan de support de K. En particulier, on a y ∈ Σ,
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ce qui valide le point (a). Poursuivons en considérant z∗ ⊂ Rn, un hyperplan de support de K.
On a alors z ∈ K∗ et donc z ∈ H−(y∗) ; par conséquent, y ∈ H−(z∗). En particulier, on déduit
que :

y ∈
⋂

z∈∂K∗
H−(z∗) = K (3.1.2.17)

ce qui nous amène au point (b). Cela nous fournit la première équivalence de (3.1.2.16).

Supposons que l’intersection y∗ ∩ K∗ ne soit pas vide. Alors, nous avons deux possibilités.
Premièrement, si y∗ est un hyperplan de support de K∗, alors nous avons vu que y ∈ ∂K. Ainsi,
examinons le cas où y∗ ∩ Int(K∗) 6= ∅. Alors, considérons une point z ∈ y∗ ∩ Int(K∗). Il est
clair que y ∈ z∗. De plus, comme z ∈ Int(K∗), z∗ n’est pas un hyperplan de support de K donc
z∗ ∩K = ∅. Il s’ensuit que y /∈ K et plus précisément y /∈ Int(K).

Réciproquement, supposons que y ∈ Int(K). De nouveau, deux cas sont possibles. Si y ∈ ∂K,
alors nous savons que y∗ est un hyperplan de support de K∗. Examinons maintenant le cas où
y /∈ K. Prenons z∗ comme un hyperplan tel que z∗ ∩ K = ∅ et que y ∈ z∗. Nous avons donc
z ∈ y∗ ∩ K∗. Comme z∗ n’est pas un hyperplan de support de K, alors z ∈ Int(K∗). En
particulier, nous avons que y∗ ∩ Int(K∗) est non vide. Ainsi, nous établissons bien la deuxième
relation d’équivalence de (3.1.2.16), ce qui termine la preuve.

Ainsi, par les propriétés 3.1.2 et 3.1.3, nous savons que (via l’identification entre Pn \ He

et Rn) les duals polaires et projectifs d’un corps convexe correspondent au signe près. Il est
également intéressant de remarquer que l’on retrouve la propriété 3.1.1 pour le dual projectif.
En effet, si K est un corps convexe, alors nous pouvons constater que le bord du corps K∗ est
l’enveloppe de la famille d’hyperplans duaux

(
x(u)

∗)
u∈Sn−1 . De plus, via l’identification entre

Pn \He et Rn, on peut vérifier que la famille d’hyperplans
(
x(u)

∗)
u∈Sn−1 est co-orientée.

3.2 Dualité projective d’un hérisson euclidien

De ce qui précède, il est naturel de définir le dual projectif d’un hérisson en considérant
l’ensemble des points duaux de sa famille d’hyperplans co-orientés. Soit Hh ⊂ Rn un hérisson
de fonction de support h : Sn−1 7−→ R. En rappelant que sa famille d’hyperplans co-orientés est
définie par les hyperplans affines Σu = h(u)u + 〈u〉⊥ indexés sur Sn−1 alors, on appelle dual
projectif de Hh la donnée de l’ensemble H∗h ⊂ Pn et du paramétrage x∗ : Sn−1 7−→ Pn tel que :

H∗h =
{

Σ∗u avec u ∈ Sn−1
}

et x∗(u) = Σ∗u (3.2.0.1)

Contrairement à ce que nous avions pour les corps convexes, il n’est pas garanti que le dual
projectif H∗h soit inclus dans Pn \He. Ainsi, nous ne pouvons pas simplement identifier Pn \He

avec Rn pour définir le bidual d’un hérisson. Rappelons que pour définir le bidual d’un corps
convexe, nous nous sommes basés sur le fait que le dual projectif était toujours un corps convexe,
en définissant la notion de corps convexe sur Pn \ He via l’identification Pn \ He ∼ Rn. Pour
surmonter ce problème, il est nécessaire de considérer les deux définitions suivantes :

Définition 3.2.1. Nous dirons qu’une famille (Hu)u∈Γ, avec Γ une p-variété, est une famille
lisse d’hyperplans projectifs de Pn si et seulement s’il existe une application lisse v : Γ 7−→ Sn
telle que :
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Hu = P
(
〈v(u)〉⊥

)
(3.2.0.2)

pour tout u ∈ Γ.

Note. Nous appellerons v l’application duale dans Sn de la famille (Hu)u∈Γ. Il est alors
utile de remarquer que si Γ est connexe, alors la famille (Hu)u∈Γ admet exactement deux appli-
cations duales dans Sn.

Définition 3.2.2. Soit (Hu)u∈Γ une famille lisse d’hyperplans projectifs de Pn et v : Γ 7−→ Sn
une application duale dans Sn. Alors, nous appelons enveloppe de cette famille (si elle existe)
l’image d’une application lisse x := P(x0) : Γ 7−→ Pn, que l’on appelle paramétrage, où x0 : Γ 7−→ Sn
est une application vérifiant les deux conditions de contact suivantes :

〈x0(u)|v(u)〉 = 0 et 〈dux0|v(u)〉 = 0 (3.2.0.3)

Aussi, nous appellerons enveloppe paramétrée la donnée d’une enveloppe et du paramétrage
qui lui est associé.

Note. La définition d’enveloppe de famille lisse d’hyperplans projectifs ne dépend pas du choix
de l’application duale dans Sn de la famille considérée.

Il est alors naturel de définir le dual d’une enveloppe paramétrée dans Pn de la manière
suivante : Si Λ = (Σ, x) est l’enveloppe paramétrée d’une famille lisse (Hu)u∈Γ d’hyperplans
projectifs définie sur He(Pn), alors on appelle dual projectif de Λ, que l’on note Λ∗, la donnée
de l’ensemble Σ∗ et de l’application x∗ : Γ 7−→ Rn telle que :

Σ∗ = {H∗u avec u ∈ Γ} et x∗(u) = H∗u (3.2.0.4)

Propriété 3.2.1. Soit Hh ⊂ Rn un hérisson de paramétrage x. Alors, son dual projectif corres-
pond à l’unique l’enveloppe paramétrée de la famille lisse d’hyperplans projectifs

(
x(u)

∗)
u∈Sn−1 .

Aussi, son bidual vérifie la relation d’involution :

(H∗h)
∗

= Hh (3.2.0.5)

ce qui justifie l’appellation de dualité.

Démonstration. Considérons Hh ⊂ Rn un hérisson de fonction de support h. Nous définissons
alors la fonction s : Sn−1 7−→ Sn par l’expression suivante :

s(u) = η(u)(u− h(u)e) avec η(u) =
1√

1 + h(u)
2

Nous considérons également la famille d’hyperplans Σu = h(u)u+〈u〉⊥ pour chaque u ∈ Sn−1,
qui correspond évidemment à la famille d’hyperplans co-orientés du hérisson Hh. Il est clair que,
par construction, le paramétrage x∗ défini par la relation (3.2.0.1) vérifie l’expression suivante :

x∗(u) = p ◦ s(u)

avec p : Sn 7−→→ Pn la projection projective.

À présent, considérons le paramétrage x(u) = h(u)u +
−→
∇h(u) du hérisson Hh. Il est alors

clair que la famille d’hyperplans projectifs
(
x(u)

∗)
u∈Sn−1 est définie par x(u)

∗
= p

(
〈ν(u)〉⊥

)
,

avec :
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ν(u) =
1√

1 + ‖x(u)‖2
[e+ x(u)]

Après un petit calcul, on peut vérifier que l’application s vérifie les conditions de contact
〈s(u)|ν(u)〉 = 0 et 〈dus|ν(u)〉 = 0, ce qui nous donne le résultat recherché. Enfin, la relation
(3.2.0.5) découle directement de la relation de bidualité (3.1.2.10) entre les points et les hyper-
plans.

Il sera utile de remarquer que si Hh ⊂ Rn est un hérisson dont la fonction de support
h : Sn−1 7−→ R n’est jamais nulle, alors son dual projectif H∗h est contenu dans Pn \He. De plus,
via l’identification Pn \He ∼ Rn, le paramétrage x∗ : Sn−1 7−→ Rn admet pour expression :

x∗(u) = − 1

h(u)
u (3.2.0.6)

ce qui correspond à l’expression (3.1.2.14) de la propriété 3.1.3.

3.2.1 Représentation du dual d’un hérisson sur la sphère

La représentation du dual d’un hérisson est l’ensemble des représentants, sur l’hypersphère
Sn, correspondant aux points de son dual sur l’espace projectif. Il est à noter qu’en pratique,
la représentation du dual d’un hérisson fournit une méthode qui simplifie, dans certains cas de
figure, les développements que nous pouvons considérer dans le cadre de l’étude du dual d’un
hérisson (voir démonstration de la propriété 3.2.2). Considérons donc Hh ⊂ Rn un hérisson de
fonction de support h : Sn−1 7−→ R. Nous appellerons représentation du dual de Hh sur la
sphère l’application s : Sn−1 7−→ Sn définie par l’expression ci-dessous :

s(u) = σ(u)[u− h(u)e] (3.2.1.7)

avec σ(u) = 1√
1+h(u)2

.

Il est assez clair que, comme nous le représentons ci-dessous, la représentation du dual d’un
hérisson sur la sphère correspond au graphe de sa fonction de support sur Sn, en prenant
l’équateur comme l’axe des abscisses.

Figure 3.3 – Représentation du dual d’un hérisson sur la sphère
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En particulier, sur la sphère Sn, le dual projectif d’un hérisson est une hypersurface orientée
dont le champ orthonormal est l’application −→v : Sn−1 7−→ TSn définie par l’expression suivante :

−→v (u) = η(u)[e+ x(u)] (3.2.1.8)

avec η(u) = 1√
1+‖x(u)‖2

.

Il est alors intéressant de remarquer que les relations de dualité que nous avons définies via
les définitions 3.1.1 et 3.1.2 induisent naturellement des relations de dualité entre l’espace Rn et
la sphère Sn \ {e,−e}. Ainsi, via ces relations de dualité, il est immédiat que la représentation,
sur la sphère, du dual d’un hérisson vérifie la propriété 3.2.1.

3.2.2 Petite remarque géométrique

Nous voulons ici montrer un exemple de correspondance géométrique 1 entre un hérisson et
son dual sur l’espace projectif ou la sphère. Ainsi, nous allons démontrer que si Hh ⊂ Rn est un
hérisson dont le dual projectif est H∗h ⊂ Pn, alors on a :

1. Les valeurs critiques de Hh correspondent aux points du dual H∗h où la courbure de Gauss
s’annule.

2. Les points d’intersection de Hh correspondent sur H∗h à des couples de points dont les
hyperplans tangents cöıncident.

La figure 3.4 ci-dessous représente graphiquement un hérisson (à droite) ainsi que son dual
projectif (à gauche). Nous pouvons en particulier y observer la correspondance entre les valeurs
critiques et les points d’intersection du hérisson avec les points d’inflexion 2 et les couples de
points qui partagent la même droite tangent sur son dual.

Figure 3.4 – Exemple de correspondance géométrique entre un hérisson et son dual

Munissons l’espace projectif Pn de la structure riemannienne induite par la sphère Sn via la
projection projective P : Sn 7−→ Pn. Il nous sera nécessaire d’identifier les hyperplans vectoriels
de chaque espace tangent de Pn avec les hyperplans projectifs via le procédé suivant : Si x ∈ Pn
est un point et Σ ⊂ TxPn un hyperplan vectoriel, alors on considère l’unique hyperplan projectif
Γ ⊂ Pn tel que :

1. Ce rapporter aux pages 145 et 146 de [70] pour plus de détails.
2. Un point d’inflexion est un point où s’opère un changement de concavité d’une courbe plane.
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x ∈ Γ et TxΓ = Σ (3.2.2.9)

Il est aussi utile de remarquer que si Σ ⊂ TxPn est un hyperplan vectoriel, alors Σ = dvP ·Σ0,
avec v ∈ Sn tel que x = P(v) et Σ0 ⊂ TvSn est un hyperplan vectoriel. Il est ainsi immédiat que
si Γ est l’hyperplan projectif qui correspond à Σ, alors on a :

Γ = P(〈v + Σ0〉) (3.2.2.10)

Via cette identification, nous dirons que, pour Λ ⊂ Pn une hypersurface, les hyperplans
tangents sont confondus en x et y, avec x et y deux points sur Λ, si et seulement si il existe
Γ ⊂ Pn un hyperplan projectif contenant les points x et y tel que TxΓ = TxΛ et TyΓ = TyΛ. Par
conséquent, on considère la propriété suivante :

Propriété 3.2.2. Soit Hh ⊂ Rn un hérisson et H∗h ⊂ Pn son dual projectif ainsi que x : Sn−1 7−→ Rn
et x∗ : Sn−1 7−→ Pn leurs paramétrages respectifs. Alors on a :

1. Les valeurs critiques de Hh correspondent aux points du dual H∗h dont la courbure de Gauss
est nulle.

2. Pour u ∈ Sn−1 et u′ ∈ Sn−1, x(u) = x(u′) si et seulement si les hyperplans tangents dans
Pn en x∗(u) et x∗(u′) sont confondus.

Démonstration. ConsidéronsHh ⊂ Rn un hérisson dont la fonction de support est h. La représentation
du dual deHh dans Sn est définie par l’application s : Sn−1 7−→ Sn vérifiant l’expression (3.2.1.7).
Nous savons aussi que s

(
Sn−1

)
est une hypersurface orientée dont l’application orthonormale

−→v : Sn−1 7−→ TSn est définie par l’expression (3.2.1.8).

Pour calculer la dérivée covariante du champ −→v , rappelons que, par définition de la sphère
Sn, si ∇ : ∆(Sn)⊗ Ω1(Sn) 7−→ ∆(Sn) est la connexion de Levi-Civita pour la métrique induite

de la sphère, alors ∇u−→v ·
−→
W = du

−→v ·
−→
W , avec u ∈ Sn−1 et

−→
W ∈ TuSn−1. De plus, nous avons :

dus ·
−→
W = −σ(u)

2 〈
−→
∇h(u)|

−→
W 〉s(u) + σ(u)

[−→
W − 〈

−→
∇h(u)|

−→
W 〉e

]
du
−→v ·
−→
W = −η(u)

2 〈x(u)|dux ·
−→
W 〉−→v (u) + η(u)dux ·

−→
W

Remarquons maintenant que si dux ·
−→
W est non nul, alors la famille formée par les éléments

−→v (u) et dux ·
−→
W est libre. En particulier, du

−→v ·
−→
W est non nul, d’où :

du
−→v ·
−→
W = 0⇔ dux ·

−→
W = 0

ce qui nous donne le premier point.

Pour le second point, il suffit de voir que 〈s(u) + Im(dus)〉 = 〈−→v (u)〉⊥, avec −→v (u) dans Ωe,
et cela pour tout point u ∈ Sn−1. Ainsi, pour tout couple de points distincts u1 et u2 dans Sn−1,
nous avons :

−→v (u2)⊥〈s(u1) + Im(du1
s)〉 ⇔ −→v (u1) = −→v (u2)⇔ x(u1) = x(u2)

ce qui nous donne le résultat recherché.

Nous pouvons alors aisément comprendre que si le dual projectif (ou polaire) d’un corps est
toujours un corps convexe, ce n’est plus le cas pour les hérissons. À titre d’exemple, il nous suffit
de reconsidérer la figure 3.4. Il est donc intéressant de caractériser géométriquement le dual d’un
hérisson. C’est précisément l’objet de la section suivante.
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3.3 Théorème de caractérisation projective

L’objet de cette section est de connâıtre les caractéristiques géométriques du dual d’un
hérisson. En effet, nous avons vu précédemment que, contrairement aux corps convexes, le dual
d’un hérisson n’est pas nécessairement un hérisson. Nous commençons donc par le résultat sui-
vant :

Théorème 3.3.1. Soit Hh ⊂ Rn un hérisson euclidien. Alors son dual projectif H∗h vérifie les
trois conditions ci-dessous :

1. Son paramétrage x∗ : Sn−1 7−→ Pn est une immersion.

2. Toute droite projective passant par e intersecte H∗h en un ou deux points.

3. Les hyperplans tangents de H∗h, vus comme hyperplans projectifs, ne passent jamais par e.

Démonstration. Soit Hh ⊂ Rn un hérisson de fonction de support h : Sn−1 7−→ R. Considérons
maintenant s : Sn−1 7−→ Sn la représentation de son dual sur la sphère définie par l’expression
(3.2.1.7). Il est alors clair que la fonction s est une immersion et ainsi, le paramétrage du dual
x∗ = p ◦ s, avec p : Sn 7−→ Pn la projection projective, est également une immersion.

Dans la suite, nous identifions la (n− 1)-sphère à Sn−1
e = S

(
〈e〉⊥

)
. Ainsi, par construction,

si l’on considère le 2-plan Pu = Ru⊕Re, avec u ∈ Sn−1
e , l’intersection Pu∩s

(
Sn−1
e

)
contient exac-

tement deux points. En identifiant la droite Ru avec la droite projective p(Pu), il est immédiat
que l’intersection Ru ∩H∗h contient soit un, soit deux points.

Pour finir, il nous suffit de remarquer que la troisième condition découle directement du fait
que, par la propriété 3.2.1 page 62, on sait que le dual H∗h est l’enveloppe paramétrée de la famille
des hyperplans projectifs x(u)

∗ ⊂ Pn \ {e}.

Il est alors intéressant de discuter du sens géométrique des deuxième et troisième conditions
précédentes. Considérons, pour un hérisson Hh ⊂ Rn, la famille (Σu)u∈Sn−1 d’hyperplans co-
orientés dont Hh est l’enveloppe paramétrée. La deuxième condition correspond à l’injectivité
(voir définition 1.1.6 de la page 30) de la famille (Σu)u∈Sn−1 . En particulier, si pour une direction
u ∈ Sn−1, la droite 3 Ru intersecte le dual H∗h en un seul point, cela signifie que les hyperplans
Σu et Σ−u sont les mêmes (avec bien sûr des orientations opposées). Dans l’exemple ci-dessous,
nous représentons le dual d’un hérisson en prenant soin d’obtenir un exemple (à gauche) où
l’intersection d’une droite projective passant par le point e avec le dual H∗h se fait en un seul
point et (à droite) en deux points.

3. Bien sûr, lorsque l’on parle de la droite Ru dans Pn, on parle de la droite projective P(Re⊕ Ru).
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Figure 3.5 – Intersection du graphe de la représentation projective via la carte projective en e

On peut remarquer que dans le cas où Σu = Σ−u alors h(u) = −h(−u) et donc il existe
forcément un u0 ∈ Sn−1 tel que h(u0) = 0, ce qui explique que le graphe de gauche explose. En
effet, nous avions vu que via la carte projective centrée en e, le paramétrage du dual projectif
vérifie l’expression (3.2.0.6) lorsque h(u) 6= 0. Ainsi, les points vérifiant h(u0) = 0 correspondent
forcément à des points à l’infini sur Pn.

La troisième condition est plus difficile à visualiser. Rappelons que la représentation sur
la sphère du dual d’un hérisson (voir expression (3.2.1.7)) correspond au graphe de la fonc-
tion de support sur la sphère en considérant l’équateur comme l’axe des abscisses. Considérons
pour un hérisson Hh la représentation sur la sphère de son dual, qui correspond à l’application
s : Sn−1 7−→ Sn. Supposons qu’en u ∈ Sn−1, l’hyperplan dux

∗ · TuSn−1 contienne le point e. On
a donc :

dus · TuSn−1 ⊂ Rs(u)⊕ Re (3.3.0.1)

et il n’est alors pas possible que s
(
Sn−1

)
corresponde au graphe d’une fonction lisse sur la sphère

en prenant l’équateur comme étant l’axe des abscisses. Dans la figure ci-dessous, nous illustrons
ce dont nous avons discuté en considérant une fonction h : S1 7−→ R qui n’est pas partout de
classe C1.
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Figure 3.6 – Défaut de régularité de la fonction de support

À présent, montrons que les conditions que nous avons considérées sont suffisantes. Il nous
faut vérifier que toute application µ : Sn−1 7−→ Pn vérifiant ces trois conditions correspond au
paramétrage du dual d’un hérisson.

Lemme 3.3.1. Si µ : Sn−1 7−→ Pn \ {e} est une application lisse alors la famille d’hyperplans
duals

(
µ(u)

∗)
u∈Sn−1 est lisse.

Démonstration. Considérons µ : Sn−1 7−→ Pn \ {e} une application lisse. Alors, pour tout u0 dans
Sn−1, il existe forcément v0 ∈ Sn et Ω ⊂ Sn−1, un ouvert centré en u0 tel que :

∀u ∈ Ω, µ(u) ∈ Pn \Hv0

avec Hv0 = p
(
〈v0〉⊥

)
.

Mais alors, il est clair que sur Ω, µ(u) = p
(
v0 + ϕv0 ◦ µ(u)

)
, où la fonction ϕv0 : Pn \Hv0 7−→

−→
T v0 = 〈v0〉⊥

est la carte projective centrée en v0. En particulier, si on considère la fonction w : Ω 7−→ Rn+1 \ {0}
telle que w(u) = v0 + ϕv0 ◦ µ(u), alors par construction, on a :

∀u ∈ Ω, e+ µ(u)
∗

= Te ∩ 〈w(u)〉⊥

et ainsi la famille d’hyperplans
(
µ(u)

∗)
u∈Sn−1 est bien une famille lisse.

Théorème 3.3.2. Considérons µ : Sn−1 7−→ Pn, avec n ≥ 3, une application lisse vérifiant les
trois points suivants :

1. C’est une immersion.

2. Toutes les droites projectives passant par le point e intersectent l’image µ
(
Sn−1

)
en un ou

deux points.

3. Les hyperplans tangents 4 de l’image µ
(
Sn−1

)
, vus comme hyperplans projectifs, ne passent

jamais par le point e.

Alors, il existe un unique hérisson euclidien H ⊂ Rn pour lequel l’application µ correspond
(à un difféomorphisme de la sphère Sn−1 près) au paramétrage de son dual projectif.

4. Il s’agit des duµ · TuSn−1.
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Démonstration. Considérons µ : Sn−1 7−→ Pn une application lisse vérifiant les trois points précédents.
On peut alors remarquer que le troisième point implique que l’image µ

(
Sn−1

)
ne contient pas le

point e. Considérons donc la famille d’hyperplans duaux
(
µ(u)

∗)
u∈Sn−1 . D’après le lemme 3.3.1

précédent, nous savons que c’est une famille lisse. Tout l’enjeu de la preuve est alors de montrer
qu’elle est co-orientée, à difféomorphisme de la sphère près.

La famille d’hyperplans duaux
(
µ(u)

∗)
u∈Sn−1 étant lisse, par définition, il existe des fonctions

lisses ν : Sn−1 7−→ Sn−1 et a : Sn−1 7−→ R telles que :

µ(u)
∗

= a(u)ν(u) + 〈ν(u)〉⊥

et ainsi, il nous faut montrer que l’application ν est un difféomorphisme.

À présent, considérons l’application s : Sn−1 7−→ Sn, que nous appellerons représentation de
µ sur la sphère, définie de la manière suivante :

s(u) = σ(u)[ν(u)− a(u)e] avec σ(u) =
1√

1 + a(u)
2

(3.3.0.2)

et qui vérifie en particulier la relation suivante :

µ(u) = p ◦ s(u) et e+ µ(u)
∗

= Te ∩ 〈s(u)〉⊥

En rappelant que la restriction sur la sphère Sn de la projection p est une immersion alors,
d’après l’hypothèse sur µ, il est immédiat que c’est également le cas pour s.

Pour la suite de la preuve, nous identifions la (n − 1)-sphère avec Sn−1
e = S

[
〈e〉⊥

]
. Soit

u0 ∈ Sn−1
e , alors on considère le 2-plan Pu0

= Re ⊕ Rν(u0). Par définition de la fonction s, il
existe forcément v0 ∈ Pu0 ∩ Sn−1

e et Ω ⊂ Sn−1
e un ouvert centré en u0 tel que :

R+v0 ∩ Te 6= ∅ et ∀u ∈ Ω, s(u) /∈ 〈v0〉⊥ (3.3.0.3)

En considérant la projection orthogonale πv0 : Rn+1 7−→ 〈v0〉⊥ ainsi que l’application de nor-
malisation N : Rn+1 \ {0} 7−→ Sn, il est clair que l’application φ := N ◦ πv0 : Sn−1

e 7−→ Sn−1
v0 ,

avec Sn−1
v0 = S

[
〈v0〉⊥

]
, est un difféomorphisme. Le point v0 étant défini par (3.3.0.3), si nous

considérons l’application v := φ ◦ ν : Ω 7−→ Sn−1
v0 , il existe forcément une fonction lisse α : Ω 7−→ R

telle que :

∀u ∈ Ω, s(u) ∼ v0 + α(u)v(u) (3.3.0.4)
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Figure 3.7 – Définition du point v0 et de l’application Φ

À présent, considérons la carte projective ϕv0 : Pn \Hv0 7−→
−→
T v0 , avec Hv0 = p

(
〈v0〉⊥

)
et

−→
T v0 = 〈v0〉⊥. Remarquons aussi que sur Ω, la fonction µ vérifie que µ(u) = p

(
v0 + ϕv0 ◦ µ(u)

)
et ainsi, par (3.3.0.4), il s’ensuit que :

∀u ∈ Ω, α(u)v(u) = ϕv0 ◦ µ(u) (3.3.0.5)

Supposons donc que du0v ·
−→
W = 0 pour

−→
W ∈ Tu0Sn−1

e , un vecteur non nul. L’application

ϕv0 ◦ µ : Ω 7−→
−→
T v0 étant, par hypothèse, une immersion, on a donc que :

du0

[
ϕv0 ◦ µ

]
·
−→
W = 〈

−→
∇α(u0)|

−→
W 〉v(u0) 6= 0

En particulier, le produit scalaire 〈
−→
∇α(u0)|

−→
W 〉 est non nul. Ceci nous indique que la droite

Rv(u0) est comprise dans l’hyperplan du0

[
ϕv0 ◦ µ

]
·Tu0Sn−1

e . Mais alors, par la relation (3.3.0.5),
on obtient que :

Rv(u0) ⊂ ϕv0 ◦ µ(u0) + du0

[
ϕv0 ◦ µ

]
· Tu0

Sn−1
e

De plus, comme v0 ∈ Pu0
, alors par construction, nous avons Re ⊕ Rν(u0) = Rv0 ⊕ Rv(u0)

et en particulier ϕv0 ◦ µ(Pu0
) = Rv(u0). Ensuite, en observant que e ∈ Pu0

, nous obtenons :

ϕv0 ◦ p(e) ∈ ϕv0 ◦ µ(u0) + du0

[
ϕv0 ◦ µ

]
· Tu0Sn−1

e

Or, cela n’est pas possible d’après l’hypothèse initiale. Par conséquent, l’application ν est
une immersion. De plus, étant une immersion de Sn−1

e dans Sn−1
e , et avec n ≥ 3, elle est

alors, par simple convexité de Sn−1
e , un difféomorphisme. En particulier, la famille d’hyperplans(

µ ◦ ν−1(u)
∗)
u∈Sn−1

e
est co-orientée.

Remarquons que, pour le moment, nous ne traitons pas du cas où n = 2. En effet, en recon-
sidérant les arguments de la démonstration précédente, nous savons que l’application ν : S1 7−→ S1

est une immersion surjective. Cependant, du fait que S1 n’est pas simplement connexe, ν n’est
pas nécessairement injective. Ainsi, la situation se complique dans ce cas. Si l’application ν n’est
pas injective, alors les intersections Pu ∩ s

(
S1
)

vérifient forcément l’une des trois conditions
suivantes :

1. Elle contient deux points. Plus précisément, l’intersection p(Pu)∩ µ
(
S1
)

ne contient qu’un

seul point si et seulement si l’intersection Pu ∩ s
(
S1
)

contient exactement deux points qui,
de plus, sont antipodaux.
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2. Elle contient trois points dont deux sont antipodaux.

3. Elle contient deux couples de points antipodaux.

Prenons un exemple simple d’application µ : S1 7−→ P2 non triviale. Nous souhaitons donc
que l’application ν ne soit pas injective, c’est à dire que les intersections Pu ∩ s

(
S1
)

contiennent

plus de deux points. À cette fin, considérons la fonction lisse a : R 7−→ R définie comme suit :

a(t) =



ke
− 1

Sin(t)4(Sin(t)2−1)2 si t ∈
[
0; π2

]
mod 2π

le
− 1

Sin(t)4(Sin(t)2−1)2 si t ∈
]
π
2 ;π

[
∪
]

3π
2 ; 2π

]
mod 2π

−le
− 1

Sin(t)4(Sin(t)2−1)2 si t ∈
[
π; 3π

2

]
mod 2π

(3.3.0.6)

En considérant ensuite l’application s : S1 7−→ S2 définie par l’expression (3.3.0.2), il est aisé
de constater qu’il s’agit d’une immersion dont les intersections Pu ∩ s

(
S1
)

contiennent alternati-
vement deux ou trois points. De plus, l’application µ := p ◦ s : S1 7−→ P2 vérifie les conditions du
théorème 3.3.2. Ci-dessous, nous représentons la fonction s (à gauche), la fonction µ (au centre)
et le hérisson correspondant (à droite).

Figure 3.8 – Représentation des fonctions s et µ ainsi que du hérisson correspondant

La principale conséquence de ce que nous venons de discuter est que nous ne pourrons jamais
avoir a = h ◦ ν. Ainsi, dans notre exemple, il ne peut donc pas exister de hérisson Hh dont le
paramétrage du dual vérifie µ = x∗ ◦ ν, avec ν un difféomorphisme de S1.

Néanmoins, nous pouvons obtenir un résultat équivalent à celui que nous observons lorsque
n ≥ 3. Considérons µ : S1

e 7−→ P2, une application vérifiant les conditions du théorème 3.3.2. On
obtient alors que µ = p◦s avec s défini par l’expression (3.3.0.2), et bien sûr, ν est une immersion
surjective. Il est donc clair qu’il existe [a; b] ⊂ S1

e, un arc de cercle, tel que :

• L’application s est injective sur ]a; b[.

• s([a; b]) = s
(
S1
e

)
.

• s(a) = s(b).

Ainsi, après passage au quotient, l’application ν : S1
e ∼ [a; b]�a∼b 7−→ S1

e est un difféomorphisme.
En considérant l’application µ : S1

e ∼ [a; b]�a∼b 7−→ P2, nous avons µ
(
S1
e

)
= µ

(
S1
e

)
et la famille

d’hyperplans
(
µ(u)

∗)
u∈S1e

est co-orientée.

En conclusion, si Hh est le hérisson généré par la famille d’hyperplans duals induite par
l’application µ, alors on obtient :
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H∗h = µ
(
S1
e

)
(3.3.0.7)

ce qui correspond à la conclusion du théorème 3.3.2.
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Dans cette partie, nous étudions la notion de hérisson sur des espaces non euclidiens, et en
particulier sur des espaces dont les courbures sectionnelles sont constantes. La question à la-
quelle nous allons répondre est donc la suivante : qu’est-ce qu’un hérisson dans un espace
non-euclidien ? Il apparâıt alors une notion naturelle, que nous appellerons g-hérisson, et que
nous étudierons sur l’espace hyperbolique et la sphère. En particulier, l’espace hyperbolique et la
sphère étant les revêtements universels des variétés de courbure constante (voir annexe E pour
plus de détails), il serait alors possible d’étendre nos constructions sur de tels espaces.

La motivation principale qui nous pousse à considérer une notion de hérissons sur les espaces à
courbure sectionnelle constante provient de l’ambition de définir et d’étudier des hérissons margi-
nalement piégés dans un cadre plus général que celui considéré par Y.Martinez-Maure dans [74],
et où en particulier la courbure de l’espace de Lorentz ne serait pas nulle. En effet, les hérissons
marginalement piégés correspondent à des surfaces marginalement piégées, admettant des points
ombilics, sur l’espace de Lorentz-Minkowski 5 , qui sont construites à partir de hérissons eucli-
diens. Or les surfaces marginalement piégées correspondent à des objets géométriques introduits
par R.Penrose (voir [83]) pour décrire l’horizon d’un trou noir dans le cadre de la relativité
générale. D’où l’intérêt de retrouver la relation, mise en avant par Y.Martinez-Maure (voir [74]),
entre ces surfaces et les hérissons euclidiens, mais sur des espaces dont la courbure est non nulle.

Étant donné que nous dédions déjà la partie III de ce document à l’étude des g-hérissons
marginalement piégés, nous n’en dirons pas plus dans cette introduction. Cependant, nous verrons
ci-dessous que l’intérêt de définir une notion de g-hérisson sur l’espace hyperbolique et la sphère
va au-delà des éléments de motivation que nous avons précédemment considérés et qui motivent
cette thèse.

Élément de motivation à l’étude des g-hérissons

Alors que la notion de corps convexe a fait l’objet d’un grand intérêt sur l’espace euclidien, il
a rapidement été envisagé d’étudier cette notion sur des espaces non euclidiens, et en particulier
l’espace hyperbolique. Nous pouvons par exemple considérer les travaux de L.A.Santaló (voir
[95], [96], [97] et [98]) qui font référence sur la question. En particulier, il est intéressant de
noter que les articles [95] et [96] correspondent aux premières mentions de tels objets sur l’espace
hyperbolique et sur la sphère. On voit alors apparâıtre dans la littérature une série de questions
naturelles que nous présentons succinctement ci-dessous :

1) Différents types de corps convexes : Sur Hn, la définition de corps convexe correspond
à la généralisation naturelle de celle que l’on connâıt sur Rn. Dans la littérature traitant
de cette question, on découvre rapidement que l’ensemble des corps convexes de classe C2

+,
dont les courbures principales sont supérieures à 1, possèdent des propriétés très proches de
celles que l’on connâıt sur les corps convexes de Rn. On appelle les corps convexes de cette
sous-catégorie des ”h-convexes” (avec ”h” pour horosphère), tandis que les corps convexes
en général sont appelés ”g-convexes” (avec ”g” pour géodésique). Pour une définition la
plus générale possible, nous pouvons nous référer à l’article [33] de E.Gallego et A.Reventós
où l’on trouve la notion de corps λ-convexe (voir définition 5 de [33]). En particulier, avec
cette notion de corps λ-convexe et les propriétés qui l’accompagnent, on constate que la
classification des corps convexes de l’espace hyperbolique est bien plus nuancée que pour
les corps convexes de Rn.

5. Si En = (Rn, 〈·|·〉) est l’espace euclidien usuel de dimension n, alors on appelle espace de Lorentz-Minkowski
l’espace Ln+1 = En × R muni du produit de Minkowski 〈·|·〉L = 〈·|·〉 − dt2.
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2) Définir une somme de Minkowski pour les corps convexes de Hn : Sur Rn, on
étudie la géométrie des corps convexes dans l’espace euclidien en utilisant la somme de
Minkowski. Mais sur Hn, il n’y a pas de définition universellement reconnue pour la somme
de deux ensembles. La principale difficulté dans l’établissement d’une théorie de Brunn-
Minkowski pour les corps convexes de l’espace hyperbolique est qu’il n’existe évidemment
pas de structure linéaire sous-jacente sur Hn.

On trouve néanmoins différentes définitions (non canoniques) de somme de corps convexes
sur Hn, chacune avec ses avantages et inconvénients. Par exemple, L.Haizhong et X.Botong
définissent et étudient (voir [46]) une notion de p-somme pour les h-convexes. Nous pour-
rions aussi citer l’article [34] de E.Gallego, G.Solanes et E.Teufel qui propose différentes
méthodes de combinaisons d’hypersurfaces sur Hn ayant pour avantage de ne pas dépendre
d’un point de référence (voir définition 4 page 339 de [34]) ou de correspondre à une
fonction de support h (voir section 4.4 de [34]). Nous reviendrons sur ces travaux lorsque
nous aborderons les h-hérissons au chapitre 5. Enfin, nous pourrions citer l’article [53] de
K.Leichtweib dans lequel nous trouvons la définition la plus intuitive (voir définition 3.5
page 100 de [53]) pour additionner des corps convexes sur Hn mais qui dépend d’un choix
d’origine (donc n’est pas isométriquement invariante) et qui surtout n’est pas stable sur
l’ensemble des corps convexes. En particulier, le résultat principal (voir théorème 4.12 page
114 de [53]) de ce dernier article montre qu’en adoptant une telle somme, la somme de
deux h-convexes est toujours un corps strictement convexe (mais pas nécessairement un
h-convexe).

3) Inégalité sur les aires, volumes, surfaces et courbure moyenne : Un exemple clas-
sique d’inégalité faisant intervenir les aires, volumes, surfaces et courbure moyenne sur les
corps convexes de Rn est celui des inégalités isopérimétriques. Bien sûr, cette même ques-
tion se pose pour les corps h-convexes. À titre d’exemple, on peut considérer l’article [12] de
A.A.Borisenko et V.Miquel qui étudient les rapports entre l’aire, le volume et la courbure
moyenne pour les corps h-convexes.

4) Définition et étude des corps convexes de largeur constante : Dans l’espace eu-
clidien, tout comme dans l’espace hyperbolique, l’étude des corps convexes de largeur
constante occupe une place importante. Il est possible de consulter l’ouvrage [79] de
H.Martini, L.Montejano et D.Oliveros où l’on trouve un exposé complet sur cette ques-
tion. Nous recommandons aussi la lecture de l’article [76], une note simple et pédagogique
rédigée par Y.Martinez-Maure traitant en particulier du triangle de Reuleaux qui est, sur
le plan, la courbe convexe de longueur constante minimisant sa surface. Dans l’espace
euclidien, la définition de largeur d’un corps convexe est immédiate grâce au cinquième
axiome 6 d’Euclide. Si K ⊂ Rn est un corps convexe et x ∈ ∂K un point sur le bord avec
Σ un hyperplan de support en x, alors il existe un unique hyperplan de support Σ′ pour K
parallèle à Σ (qui peut être le même lorsque le corps K est d’intérieur vide). Un corps K est
dit de largeur constante si la distance entre les paires d’hyperplans Σ et Σ′ est constante.

Dans l’espace hyperbolique et sur la sphère, il n’existe pas de méthode canonique pour
définir la notion de largeur constante des corps convexes. Cela découle bien sûr du fait que ni
dans l’espace hyperbolique ni sur la sphère, le cinquième axiome d’Euclide ne s’applique 7.

6. Il s’agit de l’axiome des parallèles : Si p est un point et (d) une droite, alors il existe une et une seule droite
(d′) passant par le point p et parallèle à la droite (d).
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Dans l’espace hyperbolique, A.G.Horváth présente dans son article [41] quatre méthodes
pour définir un corps convexe de largeur constante (voir section 1.1 de [41]) auxquelles il
ajoute une cinquième qu’il définit et étudie (voir définition 2.1 page 47 de [41]). Cet article
est intéressant car il compare plusieurs notions de corps convexes de largeur constante.
Après avoir lu cet article, on comprend que la principale difficulté pour définir la notion de
corps convexe de largeur constante dans l’espace hyperbolique est de choisir une méthode
pour identifier des hyperplans parallèles. Plus précisément, cela revient à définir (ou plutôt
choisir) une notion d’injectivité comme nous l’avons fait naturellement dans l’espace
euclidien (voir définition 1.1.6 page 30), mais pour des champs d’hyperplans co-orientés
(voir définition 3.0.2 page 280). Pour conclure sur l’étude des corps g-convexes et h-convexes
de largeur constante, il est intéressant de mentionner quelques résultats classiques connus
dans l’espace euclidien que l’on retrouve également dans l’espace hyperbolique et sur la
sphère. Prenons donc, pour exemple, les trois résultats suivants :

• Nous avons un équivalent du théorème de Blaschke-Lebesgue (voir [9]), que nous
devons à P.V.Araujo (voir théorème 1 de [4]). Sur le plan euclidien, le théorème de
Blaschke-Lebesgue stipule que le triangle de Reuleaux possède la plus petite aire parmi
toutes les courbes de largeur constante. Pour rappel, le triangle de Reuleaux est une
figure du plan définie de la manière suivante : On part d’un triangle équilatéral et à
chaque sommet, on dessine un arc de cercle entre les deux autres sommets, comme le
montre la représentation ci-dessous :

Figure 1 – Construction du triangle de Reuleaux

• Nous avons un équivalent du théorème de Barbier (voir théorème 12.1.3 page 281 de
[79]) qui affirme : Si C est une courbe fermée sur R2 de largeur constante, alors L = πl,
L et l étant respectivement le périmètre et la largeur de la courbe C. K.Leichtweib a
montré (voir théorème 3.5 de [55]) que sur la sphère S2 (resp. sur l’espace hyperbolique
H2) nous avons :

L = J · Tan
(
l

2

)
, resp L = J · TH

(
l

2

)
avec J la courbure totale de la courbe C.

7. Il est à noter que l’aventure de la géométrie non euclidienne a débuté avec la constatation qu’il est pos-
sible de construire des géométries cohérentes où le cinquième axiome d’Euclide n’est plus valide. De nombreux
mathématiciens, de Proclus (412 av. J.-C.) à A.M.Legendre, ont tenté de prouver qu’invalider l’axiome des
parallèles mène à une contradiction. Cela a notamment conduit à l’émergence de la géométrie hyperbolique
entre les XVIIIème et XIXème siècles grâce aux travaux de mathématiciens tels que G.G.Saccheri, J.H.Lambert,
N.Lobatchevski et J.Bolyai. Dans cette géométrie, le cinquième axiome est remplacé par : Si x est un point et (d)
une droite ne contenant pas le point x, alors il existe une infinité de droites parallèles à la droite (d) et passant par
le point x. De même, la géométrie sphérique apparâıt lorsqu’on rejette l’existence de droites parallèles. Pour en
savoir plus sur l’histoire de l’émergence de la géométrie non euclidienne, il est intéressant de consulter l’ouvrage
[87] de J.C.Pont.
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• Enfin, le théorème d’Alexandrov (voir théorème 13.1.7 page 303 de [79]) : Tout corps
convexe à symétrie d’origine 8sur Rn est entièrement déterminé par son volume et ses
projections. Un équivalent de ce théorème a été obtenu dans l’espace hyperbolique par
M.A.Alfonseca, M.Cordier et D.I.Florentin (voir [2]), à condition de choisir la bonne
définition de largeur constante.

Pour en savoir plus, nous pouvons consulter les pages 240 à 243 de [79] où l’auteur
énumère les principales avancées réalisées sur la question des corps convexes de largeur
constante dans des espaces non euclidiens. En particulier, la question des corps convexes
de largeur constante sur des variétés de Riemann abstraites y est traitée.

5) Inégalité de Brunn-Minkowski : C’est une inégalité qui combine les notions de somme
et de volume de corps convexes. Si K et L sont deux corps convexes de Rn, elle donne une
minoration du volume d’une telle somme telle que :

V oln(K)
1
n + V oln(L)

1
n ≤ V oln(K + L)

1
n

Sur l’espace hyperbolique, il est clair qu’à chaque fois que l’on définit une méthode pour
sommer des corps convexes, on peut potentiellement retrouver une telle inégalité. C’est par
exemple ce que retrouvent L. Haizhong et X. Botong (voir théorème 12.4, 12.5 et 12.6 page
144 de [46]) en utilisant leur définition de p-somme de corps convexes.

Plus généralement, il est même possible de retrouver l’inégalité de Brunn-Minkowski
sur des variétés abstraites, comme D. Barilari et L. Rizzi l’ont mise en évidence (voir la
section 1.3 page 6 de [6]).

Sur l’espace euclidien, la théorie des hérissons englobe les différents thèmes que nous avons
précédemment abordés. Dans la première partie, nous avons discuté de la notion de hérisson
comme étant des différences de corps convexes de classe C∞+ . Mais bien sûr, nous pouvons étendre
cela à tous les corps convexes, quelle que soit leur classe (voir [61]). Ceci nous amène naturelle-
ment à étendre la théorie de Brunn-Minkowski aux hérissons. En effet, nous avons une structure
vectorielle sur l’ensemble des hérissons et une notion de volume (voir [62]). Cela permet de re-
trouver des résultats classiques comme l’inégalité d’Alexandrov-Fenchel (voir théorème 1 page
446 de [60] et théorème 2 page 67 de [73]), l’inégalité de Brunn-Minkowski (voir propriété 3 page
448 de [60]) ou encore l’inégalité isopérimétrique présente sur le plan (voir proposition 5 page
449 de [60]) et qui, dans l’espace R3, met en lumière la notion de hérisson marginalement piégé
(voir [69] et [74]).

Au vu de ces derniers éléments, il est clair qu’une théorie des hérissons sur les espaces à cour-
bure constante serait utile pour étudier les corps convexes, à l’instar de ce qui est fait avec les
hérissons de l’espace euclidien. Tout comme pour les notions gravitant autour des corps convexes
de l’espace hyperbolique, nous serons confrontés à la non-canonicité du problème qui consiste à
définir une notion de hérisson et, par conséquent, à la nécessité de définir une sorte de ”cahier
des charges” à respecter.

Terminons cette introduction avec la question de l’étude des courbes de Zindler qui prennent
récemment de l’intérêt dans la théorie des hérissons. Une courbe C ⊂ R2 est dite de Zindler
lorsque toutes les cordes qui coupent le périmètre de la courbe en deux parties égales sont de même

8. Un corps K est dit à symétrie d’origine s’il vérifie : Si x ∈ K, alors −x ∈ K.
8. Voir théorème 7.3.1 page 393 de [100] pour en savoir plus.
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longueur. Comme pour les corps convexes, l’étude des hérissons de largeur constante 9 permet
d’obtenir plusieurs résultats (voir [59], [64], [56], [58] et [62]). Il a récemment été établi par D. Ro-
chera sur le plan (voir théorème 1 de [90]) puis sur R4 en travaillant avec Y. Martinez-Maure (voir
théorème 4 de [91]) que toute courbe de Zindler généralisée correspond à la transformée 10 d’un
hérisson projectif 11.

Figure 2 – Courbe Z de Zindler du plan associée au hérisson projectif H par transformation de
paramètre r = 0, 5.

Notons aussi que certains travaux ont étudié les courbes de Zindler dans des géométries non
euclidiennes, comme dans les espaces isotropes (voir [88] et [108]). Il sera donc intéressant de
retrouver, sur l’espace hyperbolique, les relations mises en avant par D. Rochera et Y. Martinez-
Maure à travers les g-hérissons que nous définirons au chapitre suivant.

9. Un hérisson H ⊂ Rn sera dit de largeur constante si et seulement si sa fonction de support vérifie h(u) +

h(−u) = cst pour tout u ∈ Sn−1.
10. Sur R2, la transformée d’un hérisson H ⊂ R2 de paramétrage x : S1 7−→ R2 correspond à la courbe pa-

ramétrée par y(u) = x(u) + re(u) avec r > 0 un paramètre et e : S1 7−→ TS1 la section lisse telle que pour tout
u ∈ S1, la famille (u, e(u)) est une base orthonormale de R2 dans le même sens que la base canonique.

11. Un hérisson est dit projectif lorsqu’il est de largeur constante et nulle. En particulier, un hérisson H ⊂ Rn

est projectif si et seulement si sa fonction de support vérifie h(u) + h(−u) = 0 pour tout u ∈ Sn−1.
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Chapitre 4

Définition et première propriété
de la notion de g-hérisson sur
l’espace hyperbolique

Dans ce chapitre, nous définissons la notion de g-hérisson qui correspond à une méthode parmi
d’autres pour généraliser la notion de hérisson que nous avons vue en partie I. En particulier, nous
mettrons l’accent sur le fait que cette méthode découle d’un choix de procédé sur la comparaison
des hyperplans orientés.

4.1 Petit point sur la géométrie hyperbolique

Avant toute chose, il est essentiel de faire un point sur quelques notions de la géométrie
hyperbolique. Nous en profiterons aussi pour définir les notations employées tout au long de ce
document. Pour en savoir plus sur les notions que nous introduisons, il est possible de se référer
à la section 5.1 de l’annexe E.

L’espace ambiant : Nous commençons par définir les deux espaces ci-dessous qui reviendront
systématiquement tout au long de cette partie, ainsi que dans la partie III.

• On appelle espace euclidien usuel de dimension n, que l’on note En, la donnée de Rn
muni du produit scalaire usuel que l’on notera 〈·|·〉.
• On appelle espace de Lorentz-Minkowski de dimension n + 1, que l’on note Ln+1, la

donnée de Rn+1 que l’on munit du produit de Minkowski 〈·|·〉L = 〈·|·〉−dt2. Il nous arrivera
de noter Ln+1 = En × R l’espace de Lorentz-Minkowski, notation que nous adopterons en
particulier durant la partie III.

Définition et modèle de l’espace hyperbolique : On appelle espace hyperbolique de
dimension n toute n-variété de Riemann (M, g) complète, simplement connexe, dont la courbure
est partout égale à −1. Notons que de telles variétés sont deux à deux isométriques, à condition
bien sûr qu’elles soient de la même dimension. Il existe aussi plusieurs modèles de l’espace
hyperbolique et nous travaillerons essentiellement avec trois d’entre eux qui sont les suivants :

• Le modèle du demi-hyperbolöıde de Lorentz-Minkowski : On considère le demi-
hyperbolöıde Hn ⊂ Ln+1 de l’espace de Lorentz-Minkowski tel que :
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Hn =
{
x ∈ Rn+1 tel que x2

1 + · · ·+ x2
n − x2

n+1 = −1 et xn+1 > 0
}

(4.1.0.1)

que l’on munit de la métrique induite notée g. Dans ce modèle, les géodésiques corres-
pondent aux intersections de plans vectoriels de type temps avec le demi-hyperbolöıde Hn.
Il est à noter que ce modèle sera notre modèle par défaut. En particulier, lorsque nous par-
lerons de l’espace hyperbolique, il s’agira du demi-hyperbolöıde Hn muni de la métrique
induite g.

• Le modèle de Klein : Considérons e ∈ Hn un point, alors on appelle projection de
Klein centrée en e la projection, par rapport à l’origine, de l’hyperbolöıde Hn sur l’hy-
perplan affine e+TeHn. On obtient ainsi l’application ψe : Hn 7−→ D(e), avec D(e) la boule
ouverte unité de l’espace euclidien (TeHn, ge), définie par l’expression suivante :

ψe(v) = ke(v)v − e avec ke(v) = − 1

〈e|v〉
(4.1.0.2)

qui est un difféomorphisme dont la réciproque est :

ϕe(w) = α(w)[w + e] avec α(w) =
1√

1− ‖w‖2
(4.1.0.3)

On appelle alors modèle de Klein centré en e la donnée de la boule unité D(e) que
l’on munit de la métrique tirée en arrière ϕ∗e(g). Notons que, dans ce modèle de l’espace
hyperbolique, les géodésiques correspondent aux intersections non vides de la boule unité
D(e) avec les droites affines de l’espace tangent TeHn.

• Le modèle de Poincaré : Considérons e ∈ Hn un point, alors on appelle projection
de Poincaré centrée en e la projection par rapport à −e de Hn sur l’hyperplan vec-
toriel TeHn. La projection ainsi définie est une application ψe : Hn 7−→ D(e) qui est un
difféomorphisme. Ainsi, si ϕe est l’inverse de la projection de Poincaré, alors on appelle
modèle de Poincaré centré en e la donnée de la boule unité D(e) munie de la métrique
tirée en arrière ϕ∗e(g) qui est conforme avec le produit scalaire ge de l’espace tangent TeHn.
Notons que les géodésiques de ce modèle correspondent aux intersections de la boule unité
D(e) avec les droites vectorielles et les cercles orthogonaux au bord topologique de D(e)
dans (TeHn, ge).

Notations usuelles : Pour des fins pratiques, nous résumons ci-dessous les notations usuelles
que nous utiliserons très régulièrement. Considérons donc e ∈ Hn un point, alors nous noterons :

• En l’espace euclidien (Rn, 〈·|·〉).

• Ln+1 l’espace de Lorentz-Minkowski
(
Rn+1, 〈·|·〉L

)
.

• D(e) la boule unité de (TeHn, ge).

• Sn−1
e = STeHn que l’on appelle hypersphère centrée en e.

Avertissement 4.1.1. Afin de simplifier la rédaction, nous nous permettrons de confondre les
notations des produits 〈·|·〉, 〈·|·〉L et ge(·, ·) lorsque, bien sûr, cela ne produira pas de confusion.
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4.2 Les corps g-convexes

Dans cette section, nous exposons quelques éléments de base sur les corps convexes dans l’es-
pace hyperbolique. Nous y considérons également quelques propriétés topologiques et définissons
les g-hyperplans et fonctions de support. Cette section est un préliminaire à la définition de la
notion de g-hérisson.

4.2.1 Définition et première remarque

La notion de corps convexe, telle que nous l’avons vue sur les espaces euclidiens, peut se définir
sur toute variété de Riemann et suscite un intérêt 1 certain, même sur des variétés abstraites.
Tout d’abord, la notion de corps est une notion topologique qui est la suivante : Si (M, T ) est
une variété topologique, alors une partie K ⊂ M est appelée corps lorsqu’elle est non vide et
vérifie l’une des deux propriétés suivantes :

→ La partie K est compacte d’intérieur vide.

→ La partie K est compacte d’intérieur non vide telle que K = Ad

(
◦
K

)
.

En particulier, on peut remarquer que les corps convexes tels que nous les avons définis en
partie I (voir définition 1.1.1 page 25) sont bien des corps. Ensuite, sur une variété de Riemann
(M, g), une partie K ⊂ M sera dite géodésiquement convexe si, étant donné deux points
quelconques de K, il existe une géodésique minimisante 2 unique contenue dans K qui joint ces
deux points. Ainsi, sur l’espace hyperbolique, on considère la définition suivante :

Définition 4.2.1. Une partie K ⊂ Hn sera appelée corps g-convexe si elle est compacte, non
vide et vérifie la condition de convexité : Pour tout couple de points x et y dans K, le segment
géodésique qui relie x à y est compris dans K.

De plus, nous dirons que le corps K est de classe Ck lorsque son bord topologique est une
sous-variété de classe Ck.

Note. Si x et y sont deux points dans une variété de Riemann (M, g), alors on appelle segment
géodésique reliant x à y l’image de toute géodésique γ : [a, b] 7−→M telle que γ(a) = x et
γ(b) = y. En particulier, sur l’espace hyperbolique, pour tout couple de points x et y, il existe un
unique segment géodésique les reliant et qui de plus est une géodésique minimisante.

Remarque 4.2.1. Si ψe : Hn 7−→ D(e) est la projection de Klein centrée en e ∈ Hn, alors une
partie K ⊂ Hn est un corps convexe (resp. de classe Ck) si et seulement si l’image ψe(K) est un
corps convexe (resp. de classe Ck) sur l’espace euclidien (TeHn, ge).

Cette remarque va nous permettre de faire correspondre les propriétés des corps g-convexes
avec celles que nous connaissons sur les corps convexes de l’espace euclidien. Il est important de
noter que l’on parle de correspondance car il est évident que nous ne retrouvons pas exactement
les mêmes propriétés. Il est déjà possible, en se basant sur cette dernière remarque, de considérer
les propriétés topologiques suivantes :

1. Dans une série d’articles, B.V.Dekster a travaillé sur la notion de corps convexe de largeur constante sur des
variétés de Riemann (voir [19], [18], [21], [20] et [22]). En particulier, l’auteur a montré que l’on retrouve certaines
propriétés standards que l’on connâıt sur l’espace euclidien.

2. On appelle géodésique minimisante un segment géodésique qui minimise la distance géodésique. Nous pou-
vons constater que ce n’est pas toujours vrai qu’un segment géodésique minimise la distance géodésique en
considérant, par exemple, la sphère S2.
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1. Un corps g-convexe K a un intérieur non vide si et seulement s’il est de classe C0.

2. Un corps g-convexe n’est pas de classe C0 si et seulement s’il est compris dans un g-
hyperplan (voir définition 4.2.2 ci-dessous).

4.2.2 Définition et propriété sur les g-hyperplans de support

Il existe essentiellement deux méthodes, qui ont toutes deux des avantages et des inconvénients,
pour définir un équivalent aux hyperplans de support sur les corps g-convexes. Nous pouvons
utiliser des géodésiques porteuses et transversales pour raisonner comme dans un espace affine.
C’est une méthode qui a été introduite par L.A.Santaló afin de définir une notion de largeur
constante pour les corps g-convexes (voir [96] pour en savoir plus). Nous pouvons aussi utili-
ser les horosphères comme courbes supports, comme cela a été considéré par J.P.Fillmore (voir
[32]). Cette dernière approche permet d’obtenir un grand nombre de résultats, mais elle a pour
inconvénient de n’être applicable que pour une partie réduite des corps g-convexes. Malgré cela,
il est à noter que les propriétés ainsi obtenues privilégient cette méthode pour étudier la notion
de convexité sur l’espace hyperbolique. En particulier, nous en parlerons au prochain chapitre.

Ici, nous nous appuierons sur la méthode des géodésiques transverses et porteuses qui, après
quelques adaptations, nous amène à naturellement définir les g-hyperplans de support ainsi que
la notion de fonction de support qui leur est associée. Cette méthode nous permet d’établir une
correspondance directe entre les corps g-convexes et les corps convexes des espaces euclidiens via
la projection de Klein. Considérons donc la définition suivante :

Définition 4.2.2. On appelle g-hyperplan toute hypersurface totalement géodésique 3 de l’es-
pace hyperbolique.

Pour plus de détails, nous pouvons nous rapporter à la section 5.1.4.2 page 311 de l’annexe
E dans laquelle nous traitons en détail les propriétés des g-hyperplans. De cette manière, afin
d’éviter de surcharger notre texte, nous allons nous contenter de lister les propriétés qui nous
seront nécessaires.

1. Une hypersurface Σ ⊂ Hn est un g-hyperplan si et seulement s’il existe un point e ∈ Hn tel
que l’image de Σ par la projection de Klein centrée en e est l’intersection d’un hyperplan
affine avec le disque unité. De plus, si Σ est un g-hyperplan, alors pour tout v0 ∈ Hn, on
a que ψv0(Σ) correspond à l’intersection (non vide) d’un hyperplan affine de Tv0Hn avec
D(v0).

2. Si Σ est un g-hyperplan, alors en tout point e ∈ Hn, il existe une unique géodésique
orthogonale à Σ et passant par le point e. De plus, si γ est la géodésique orthogonale à Σ,
alors l’intersection γ ∩ Σ ne contient qu’un seul point.

3. Pour tout point e ∈ Hn et vecteur −→v ∈ TeHn, non nul, il existe un unique g-hyperplan
passant par le point e et orthogonal au vecteur −→v .

4. Tout g-hyperplan est une hypersurface orientable qui admet exactement deux orientations.
Nous appellerons donc g-hyperplan orienté la donnée d’un g-hyperplan Σ que l’on munit
d’un champ orthonormal ν : Σ 7−→ STHn.

5. Tout g-hyperplan Σ divise l’espace hyperboliqueHn en deux parties fermées géodésiquement
convexes que nous appellerons demi-espaces bordant Σ.

3. Nous dirons qu’une p-sous-variété N ⊂M dans une variété de Riemann est totalement géodésique si toute
géodésique γ : I ⊂ R 7−→Mn tangente à N est comprise dans N .
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Une notion importante dont nous aurons besoin est celle de g-hyperplan parallèle. Bien sûr,
par définition de l’espace hyperbolique, la notion de parallèle n’est pas aussi simple que dans
l’espace euclidien. Nous dirons que deux g-hyperplans sont parallèles lorsque leur intersection
est vide. Ainsi, on considère la définition suivante :

Définition 4.2.3. Soit e ∈ Hn un point et deux g-hyperplans Σ1 et Σ2. Alors nous dirons que
ces deux g-hyperplans sont parallèles par rapport à e s’il existe une géodésique γ passant par
le point e et orthogonale aux deux g-hyperplans.

Remarque 4.2.2. Si Σ1 et Σ2 sont deux g-hyperplans parallèles par rapport à e, alors ils sont
parallèles.

Remarque 4.2.3. Il existe des g-hyperplans parallèles qui ne sont parallèles par rapport à aucun
point. (Voir section 5.1.4.3 page 312 de l’annexe E)

À partir de là, nous pouvons définir l’analogue des hyperplans de support que nous avons
vus à la section 1.1 page 25. En particulier, il est intéressant de remarquer que nous retrouvons
essentiellement les mêmes propriétés que celles vues pour les corps convexes de l’espace euclidien.
Ce constat rendra naturelle la définition de g-hérisson que nous considérerons, comme cela a été
le cas pour les hérissons de l’espace euclidien. On considère donc la définition suivante :

Définition 4.2.4. Soit K ⊂ Hn un corps g-convexe. Alors on appelle g-hyperplan de support
tout g-hyperplan Σ tel que :

1. Le corps K est compris dans le demi-espace bordé par Σ.

2. L’intersection K ∩ Σ est non vide.

Note. De plus, si Σ est un g-hyperplan de support, alors nous appellerons demi-espace de
support le demi-espace bordant Σ qui contient le corps K et point de support les points
contenus dans l’intersection K∩Σ, définissant ainsi Supp(K) comme étant l’ensemble des points
de support.

Il est alors immédiat que Supp(K) = ∂K comme pour les corps convexes de l’espace euclidien.
Mais aussi, dans le cas où le bord de K est de classe Ck, avec k ≥ 1, la propriété 1.1.1 de la page
26, que nous réadaptons aux corps g-convexes via la projection de Klein (voir la remarque 4.2.1),
nous donne que le bord topologique de K est une hypersurface orientée de classe Ck telle que :

1. Si ν : ∂K 7−→ STHn est un champ orthonormal, alors l’application ν est de classe Ck−1 et
pour tout x ∈ ∂K, le g-hyperplan passant par le point x et orthogonal au vecteur ν(x) est
un g-hyperplan de support.

2. Pour tout x ∈ ∂K, il existe un unique g-hyperplan de support contenant le point x.

Remarquons que, contrairement à la propriété 1.1.1, nous n’avons pas évoqué la surjectivité
de l’application ν. Cela provient du fait qu’il n’existe pas de méthode canonique pour comparer
les orientations des g-hyperplans de support dans l’espace hyperbolique. La question est donc de
surmonter ce problème. En constatant que le bord d’un corps g-convexe de classe Ck, avec k ≥ 1,
admet exactement deux orientations, nous considérons la définition suivante :

Définition 4.2.5. Soit K ⊂ Hn un corps g-convexe de classe Ck, avec k ≥ 1. Alors on appelle
orientation extérieure au corps K l’unique orientation ν : ∂K 7−→ STHn telle que, pour
tout x ∈ ∂K, si γ est la géodésique qui passe par le point x à la vitesse ν(x) à l’instant t = 0,
alors :

γ(t) ∈ Hn \K (4.2.2.1)

pour tout t > 0.
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Note. Par opposition, nous appellerons orientation intérieure au corps K l’orientation
opposée à l’orientation extérieure.

Notons que tout corps g-convexe, de classe Ck, muni de l’orientation extérieure présente
en chaque point une courbure Gauss 4 positive ou nulle. Ce constat nous amène à considérer
naturellement la définition suivante :

Définition 4.2.6. Nous dirons qu’un corps g-convexe est de classe Ck
+, avec k ≥ 2, lorsque son

bord topologique ∂K est une hypersurface orientable de classe Ck dont la courbure de Gauss n’est
jamais nulle.

Avertissement 4.2.1. À ce stade, nous reprenons l’avertissement 1.1.2 page 29, consistant à
ne considérer que les corps g-convexes de classe C∞+ . Ainsi, dans toute la suite, lorsque nous
considérerons un corps g-convexe, nous supposerons implicitement qu’il est de classe C∞+ (sauf
mention contraire).

Nous abordons maintenant une question essentielle pour définir une notion de hérisson dans
l’espace hyperbolique : Comment comparer l’orientation des hyperplans tangents du
bord d’un corps g-convexe ? L’idée est d’établir une méthode associant la donnée d’un tri-
plet (x, Tx∂K, ν(x)), avec x ∈ ∂K et ν le champ orthonormal correspondant à l’orientation
extérieure au corps K, à la donnée d’un couple (x, u), où u ∈ Sn−1. Il est alors important de bien
remarquer qu’il n’existe pas de méthode canonique qui réponde à cette problématique. Aussi,
bon nombre de questionnements sur les corps g-convexes se ramènent, de près ou de loin, à cette
question. Par exemple, lorsque L.A.Santaló ou J.P.Fillmore définissent une notion de largeur
constante correspondant respectivement à l’usage des géodésiques porteuses et transverses, ou
par le biais des horosphères, cela passe nécessairement par la contrainte de donner un sens à la
notion d’hyperplan tangent opposé

Figure 4.1 – Identification des hyperplans tangents opposés selon la méthode de L.A.Santaló (à
gauche) et de J.P.Fillmore (à droite)

Nous pouvons néanmoins observer que pour L.A.Santaló il est seulement nécessaire de définir
les hyperplans opposés, tandis que pour J.P.Fillmore, une méthode est clairement établie pour
comparer toutes les orientations des hyperplans tangents. En ce qui nous concerne, nous propo-
sons ci-dessous une méthode à la croisée de ces deux approches.

Définition 4.2.7. Soit e ∈ Hn un point, alors nous désignons par hypersphère centrée en e
la (n− 1)-sphère Sn−1

e = S[TeHn].

4. Si N ⊂ M est une hypersurface orientée par ν : N 7−→ STM , alors on appelle courbure de Gauss le
déterminant k = det(∇ν), où ∇ est la connexion induite par l’injection canonique et la connexion de Levi-Civita
sur TM . Précisons que, pour tout x ∈ N , la dérivée covariante (∇ν)x définit un endomorphisme de TxN .
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Propriété 4.2.1. Soit e ∈ Hn et (Σ, ν) un g-hyperplan orienté. Il existe alors un unique vecteur
u ∈ Sn−1

e tel que la géodésique γ passant par le point e à la vitesse u, intersecte le g-hyperplan
en x avec ν(x) = ∂tγ(t0), où t0 est l’instant pour lequel x = γ(t0).

Démonstration. En se plaçant dans le modèle de Poincaré centré en e, c’est immédiat.

Considérons un corps g-convexe K de classe Ck, avec k ≥ 1, ainsi que ν : ∂K 7−→ STHn le
champ orthonormal extérieur. À chaque point x ∈ ∂K, si Σ est le g-hyperplan de support en x,
considérons alors η : Σ 7−→ STHn le champ orthonormal associé au vecteur ν(x) en x. D’après
ce qui précède, il existe un vecteur unique u ∈ Sn−1

e correspondant au g-hyperplan orienté (Σ, η).
Nous définissons ainsi une fonction v : ∂K 7−→ Sn−1

e , que nous appelons champ orthonormal
extérieur centré en e. La propriété suivante nous fournit alors la méthode recherchée.

Propriété 4.2.2. Soit K ⊂ Hn un corps g-convexe de classe Ck, avec k ≥ 1. Alors, le champ
orthonormal extérieur centré en e est une fonction de classe Ck−1 et est surjective.

De plus, si K est un corps g-convexe de classe Ck+, avec k ≥ 2, alors le champ orthonormal
extérieur centré en e est un Ck-difféomorphisme.

Démonstration. Pour ce faire, plaçons-nous dans le modèle de Klein centré en e. Notons que
si L ⊂ TeHn est un hyperplan affine intersectant la boule ouverte D(e) et si u ∈ Sn−1

e est un
vecteur tel que Ru⊥L, alors la géodésique γ ⊂ Hn passant par le point e à la vitesse u intersecte
orthogonalement le g-hyperplan Σ = ϕe(L ∩ D(e)). Voir la propriété 5.1.4 et la remarque 5.1.4
page 304 de l’annexe E pour plus de détails.

Figure 4.2 – Correspondance géométrique du champ orthonormal.

De cette remarque, il est clair que dans le modèle de Klein centré en e, le champ orthonormal
centré en e correspond à l’orientation extérieure du corps convexe ψe(K) dans l’espace euclidien
(TeHn, ge). Ainsi, par les propriétés 1.1.1 et 1.1.5 des pages 26 et 32, nous obtenons le résultat
recherché.

Nous prendrons l’habitude d’orienter les g-hyperplans de support d’un corps g-convexe de
manière à ce que leur orientation corresponde à l’orientation extérieure. Nous appelons alors
orientation extérieure l’orientation des g-hyperplans de support ainsi définie. En particulier,
d’après la propriété 4.2.2, pour tout u ∈ Sn−1

e , il correspond un unique g-hyperplan de support
que nous noterons Σu, dont l’orientation extérieure est associée au vecteur u (via le champ
orthonormal extérieur centré en e).

Notation 4.2.1. Dans la suite, nous prendrons la liberté de désigner par orientation les vec-
teurs de l’hypersphère Sn−1

e .
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Remarque 4.2.4. Soit K ⊂ Hn un corps g-convexe et e ∈ Hn un point. En considérant l’in-
verse du champ orthonormal centré en e, nous obtenons une application que l’on désigne par
x : Sn−1

e 7−→ ∂K, et que nous appellerons naturellement paramétrage centré en e du corps
K. Elle vérifie que pour tout u ∈ Sn−1

e , le point x(u) est le point de support qui correspond
à l’unique point dans l’intersection K ∩ Σu. Plus spécifiquement, il convient de noter que le
paramétrage centré en e ainsi défini est un difféomorphisme.

4.2.3 Fonction de support d’un corps g-convexe

La notion de fonction de support est un outil essentiel pour décrire les corps convexes. Dans
l’espace euclidien, nous avons vu que la fonction de support est définie par la définition 1.1.7
page 33. Cependant, dans l’espace hyperbolique, plusieurs notions s’en rapprochent. Par exemple,
lorsqu’un corps g-convexe est h-convexe, il existe naturellement une notion de fonction de support
définie par la distance signée de chaque horosphère de support (voir définition 5.3.2 page 117).
Aussi, nous pouvons la définir par le biais des bandes de support (voir définition 2.2 page 260 de
[55]). Enfin, nous pouvons considérer un dernier exemple de fonction de support qui est donné
dans l’article [54] (voir (9) page 178), et qui ressemble beaucoup à ce que nous aborderons dans
cette section. Nous retrouvons donc le même problème évoqué en introduction concernant la
non-canonicité des notions à considérer. En effet, si dans l’espace euclidien il n’existe qu’une
seule façon de définir la fonction de support d’un corps convexe, nous venons de voir que ce n’est
pas le cas dans l’espace hyperbolique.

Remarque 4.2.5. Soit γ une géodésique passant par un point e à la vitesse u ∈ Sn−1
e , alors il

est clair que pour tout t ∈ R :

t =

∫ t

0

‖∂tγ(t)‖dt (4.2.3.2)

Définition 4.2.8. Soit e ∈ Hn un point et K un corps g-convexe. On définit la fonction de
support centrée en e de K comme la fonction h : Sn−1

e 7−→ R telle que pour tout u ∈ Sn−1
e ,

γu(h(u)) ∈ Σu, où Σu est l’unique g-hyperplan de support de K dont l’orientation extérieure
correspond au vecteur u et γu est la géodésique passant par le point e à la vitesse u.

Propriété 4.2.3. Soit e ∈ Hn un point et K un corps g-convexe. La fonction de support h
centrée en e de K est lisse. De plus, si ψe : Hn 7−→ D(e) est la projection de Klein centrée en e,
alors L = ψe(K) est un corps convexe dont la fonction de support est l = TH(h).

Démonstration. Via la projection de Klein centrée en e, on sait que L = ψe(K) est un corps
convexe dans l’espace euclidien TeHn. De plus, on peut montrer que si γ est la géodésique
passant par le point e à la vitesse u ∈ Sn−1

e à l’instant t = 0, alors ψe ◦ γ(t) = TH(t)u. En
particulier, si h et l sont les fonctions de support des corps K et L, alors (par la remarque 4.2.5),
on a l = TH(h). Ce qui termine la preuve.

4.3 Les familles de g-hyperplans co-orientés

Commençons par faire un point sur la terminologie. Sur un fibré métrique (E, g), un champ
d’hyperplan vectoriel 5 T ⊂ E est dit co-orienté si et seulement si le champ des droites vecto-

5. Soit (E, g) un fibré vectoriel de base β et de dimension n. On appelle champ de p-sous-espaces vectoriels
toute famille de p-sous-espaces vectoriels (Vx)x∈β vérifiant qu’il existe toujours localement une famille libre de

sections (e1, · · · , ep) telle que V = 〈e1, · · · , ep〉.
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rielles orthogonales l = T⊥ est orienté 6. Nous pouvons alors donner une première adaptation de
cette définition pour les variétés de Riemann comme suit :

Définition 4.3.1. Soit (M, g) une variété de Riemann et x : Γ 7−→M une application lisse.
Nous dirons qu’un champ d’hyperplan T ⊂ x∗TM est co-orienté s’il existe une section lisse
ν : Γ 7−→ x∗STM telle que :

Tu = 〈ν(u)〉⊥ (4.3.0.1)

pour tout u ∈ Γ.

Note. Nous dirons qu’un champ d’hyperplan co-orienté est régulier lorsque la dérivée cova-
riante de la section ν est injective en tout point.

Remarque 4.3.1. Il est clair qu’un champ d’hyperplan T ⊂ x∗TM est co-orienté si et seulement
s’il est co-orienté dans le fibré métrique (x∗TM, g) selon la définition générale, ce qui assure le
bon usage de la terminologie.

Remarque 4.3.2. Il est important de noter le caractère global de cette définition. Si l’on
considère, par exemple, M ⊂ R3 le ruban de Möbius et (Tu)u∈M la famille des plans tan-
gents, il est clair que cette famille de plans tangents ainsi définie ne correspond pas à un champ
d’hyperplan co-orienté. Cela vient du fait qu’il n’est pas possible d’orienter les plans tangents de
manière à satisfaire globalement la condition (4.3.0.1). En effet, dans le cas contraire, le ruban
de Möbius serait une surface orientable.

Autre exemple : les hypersurfaces orientées de Rn. Il est clair que tout champ d’hyperplan
correspondant à la famille des hyperplans tangents d’une hypersurface orientée est co-orienté.
Plus généralement, une hypersurface Σ ⊂M , avec (M, g) une variété de Riemann, est orientable
si et seulement si sa famille d’hyperplans tangents correspond à un champ d’hyperplan co-orienté.

Pour les besoins de nos futurs développements, nous allons devoir adapter la définition 4.3.1
pour donner une définition de co-orientation (dont l’équivalence avec la définition 4.3.1 est
évidente) sur les familles

(
Tu, βu

)
u∈Γ

d’hyperplans orientés dans un fibré TM , avec (M, g) une
variété de Riemann orientée. Considérons donc la définition suivante :

Définition 4.3.2. Soit (M, g) une variété de Riemann orientée. Nous dirons alors qu’une famille
d’hyperplans orientés

(
Tu, βu

)
u∈Γ

est co-orientée s’il existe x : Γ 7−→M une application lisse
et ν : Γ 7−→ x∗STM une section lisse telle que :

1. La famille T = (Tu)u∈Γ est un champ d’hyperplans vectoriels dans le fibré vectoriel x∗TM .

2. Il existe γ une orientation 7 sur M telle que, pour tout u ∈ Γ, si βu et γx(u) sont des

représentants de βu et γx(u), alors la base complétée (βu, ν(u)) est dans le même sens que
la base γx(u).

Note. Tout comme pour la définition 4.3.1, nous dirons qu’une famille d’hyperplans co-orientés(
Tu, βu

)
u∈Γ

est régulière lorsque la dérivée covariante du champ vectoriel ν est injective en tout
point.

6. Soit E un fibré vectoriel. Nous dirons qu’un champ de droites vectorielles l ⊂ E est orienté lorsqu’il existe
une section v ∈ Γ0(E) jamais nulle telle que l = Rv.

7. Pour plus de clarté, rappelons qu’une orientation γ sur une variété différentielle M correspond à une famille
d’orientations (γx)x∈M sur chaque espace tangent TxM qui satisfait en outre une condition de régularité.
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A présent, rappelons qu’un hérisson est défini par l’information d’une famille d’hyperplans
co-orientés qui vérifie une condition de régularité et d’injectivité (voir définition 1.1.6 page 30).
En particulier, pour la condition d’injectivité, nous avons déjà vu qu’il existe plusieurs méthodes
pour comparer les hyperplans tangents, dont deux que nous allons développer dans cette thèse.
Considérons donc

(
T, β

)
un hyperplan orienté sur l’espace tangent TxHn. On appelle alors pro-

longement géodésique de
(
T, β

)
l’unique g-hyperplan orienté (Σ, ν) tel que :

x ∈ Σ et (TxΣ, ν(x)) =
(
T, β

)
(4.3.0.2)

Pour comprendre la condition (4.3.0.2), nous devons définir la relation entre le vecteur or-
thogonal ν(x) et le choix d’orientation β. Considérons sur l’espace hyperbolique Hn, le champ
orthogonal v(x) = x ainsi que l’orientation γ sur Hn, telle que pour tout représentant γx (de
l’orientation γx sur l’espace tangent TxHn), la base complétée (γx, x) est dans le même sens que
la base canonique de Ln+1. Par conséquent, nous dirons que le choix d’orientation β sur l’hyper-
plan T ⊂ TxHn correspond au vecteur u ∈ Sn−1

x si et seulement si, pour tout représentant β
et γx de β et γx, la base complétée (β, u) est dans le même sens que la base γx. Par conséquent,
nous pouvons considérer la définition suivante :

Définition 4.3.3. Soit e ∈ Hn un point, ainsi que
(
T1, β1

)
et
(
T2, β2

)
deux hyperplans orientés

sur les espaces tangents respectifs Tv1Hn et Tv2Hn. Nous dirons que ces hyperplans tangents
sont dans le même sens par rapport à e s’il existe u ∈ Sn−1

e tel que, si γ est la géodésique
passant par le point e à la vitesse u ainsi que (Σ1, ν1) et (Σ2, ν2) sont les g-hyperplans orientés
correspondant au prolongement géodésique des hyperplans orientés

(
T1, β1

)
et
(
T2, β2

)
, alors :

1. La géodésique γ est orthogonale aux g-hyperplans Σ1 et Σ2.

2. Si x1 = γ(t1) ∈ γ ∩ Σ1 et x2 = γ(t2) ∈ γ ∩ Σ2, alors ν1(x1) = ∂tγ(t1) et ν2(x2) = ∂tγ(t2).

Note. On notera alors
(
T1, β1

)
∼e
(
T2, β2

)
la relation ainsi définie.

Figure 4.3 – Deux hyperplans dans le même sens par rapport à e dans le modèle de Poincaré.

Remarque 4.3.3. La relation précédemment définie est une relation d’équivalence. De plus,
dans le modèle de Klein centré en e, la relation de même sens par rapport à e correspond à la
relation que nous avons considérée à la définition 1.1.5 page 29.
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Définition 4.3.4. Soit e ∈ Hn un point, ainsi que
(
Tu, βu

)
u∈Γ

une famille d’hyperplans co-
orientés. Nous dirons que la famille d’hyperplans est injective par rapport à e lorsque, pour
tout u1 ∈ Γ et u2 ∈ Γ : (

Tu1
, βu1

)
∼e
(
Tu2

, βu2

)
⇒ u1 = u2 (4.3.0.3)

Note. On appelle condition d’injectivité centrée en e la condition (4.3.0.3).

Propriété 4.3.1. La famille des hyperplans tangents d’un corps g-convexe correspond à une
famille d’hyperplans co-orientés réguliers et injectifs par rapport à tous les points de Hn.

Démonstration. Considérons doncK ⊂ Hn un corps g-convexe de classe C∞+ , ainsi que ν : ∂K 7−→ STHn
le champ orthonormal extérieur et v : ∂K 7−→ Sn−1

e le champ orthonormal extérieur centré en

e. On sait déjà que Tx∂K = 〈ν(x)〉⊥ pour tout point x ∈ ∂K. En particulier, la famille des
hyperplans tangents est co-orientée et régulière. Ensuite, par la construction de l’application v,
on a nécessairement :

(Tx1
∂K, ν(x1)) ∼ (Tx2

∂K, ν(x2))⇐⇒ v(x1) = v(x2)

et par la propriété 4.2.2, on obtient le résultat recherché.

À présent, il est naturel d’adapter la notion de co-orientation aux familles de g-hyperplans afin
de pouvoir caractériser les g-hyperplans de support d’un corps g-convexe. Ceci nous permettra
d’aboutir à une définition de hérisson que nous appellerons évidemment g-hérisson, car cette
définition découle du choix de comparer les orientations des hyperplans tangents en utilisant des
géodésiques porteuses et transverses. Considérons donc les définitions suivantes :

Définition 4.3.5. On dira qu’une famille de g-hyperplans (Σu)u∈Γ est lisse si, en tout point
u0 ∈ Γ, les g-hyperplans sont localement de la forme :

Σu = Hn ∩ 〈N(u)〉⊥ (4.3.0.4)

avec N : Ω ⊂ Γ 7−→ dSn une application lisse.

Note. La partie dSn correspond à l’hyperbolöıde dSn =
{
x ∈ Ln+1 tq 〈x|x〉L = 1

}
que l’on

appelle hyperbolöıde de Sitter. Notons aussi que 〈N(u)〉⊥ correspond à l’orthogonal de la
droite RN(u) dans l’espace de Lorentz-Minkowski Ln+1.

Définition 4.3.6. Soit e ∈ Hn un point. Nous appellerons famille de g-hyperplan co-orienté
en e toute famille lisse de g-hyperplans orientés (Σu, νu)u∈Sn−1

e
, indexée sur l’hypersphère Sn−1

e ,

telle que : pour tout u ∈ Sn−1
e , la géodésique γu passant par le point e à la vitesse u est orthogonale

au g-hyperplan Σu et vérifie que si x0 = γu(t0) ∈ Σu alors ∂tγu(t0) = νu(x0).

Avertissement 4.3.1. Comme pour la notion de famille d’hyperplans co-orientés, nous avons
par définition que l’orientation des g-hyperplans Σu est définie par les vecteurs u. En conséquence,
pour alléger notre texte, nous prendrons la liberté de ne plus mentionner l’orientation des g-
hyperplans lorsque nous considérons une famille de g-hyperplans co-orientés.

La notion de g-hyperplan co-orienté s’accompagne naturellement d’une notion de fonction de
support. Pour cela, il nous suffit de considérer la définition suivante :
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Définition 4.3.7. Si (Σu)u∈Sn−1
e

est une famille de g-hyperplans co-orientés centrés en e, alors

nous appellerons fonction de support de la famille (Σu)u∈Sn−1
e

toute fonction h : Sn−1
e 7−→ R

vérifiant la condition suivante :

x0 = γu(h(u)) ∈ Σu et ∂γu(h(u)) = νu(x0) (4.3.0.5)

pour tout u ∈ Sn−1
e .

Note. Dans l’expression (4.3.0.5) ci-dessus, l’application νu : Σu 7−→ STHn correspond au champ
orthonormal associé à l’orientation du g-hyperplan Σu.

Lemme 4.3.1. Soit (Σu)u∈Γ une famille lisse de g-hyperplans. Alors, en tout point u0 ∈ Γ, il
existe, au voisinage de u0, une application lisse x0 : Ω ⊂ Γ 7−→ Hn telle que :

x0(u) ∈ Σu (4.3.0.6)

pour tout u ∈ Ω.

Démonstration. Soit u0 ∈ Γ ainsi que e ∈ Hn, un point qui n’est pas dans le g-hyperplan Σu0
.

Alors, par définition, il existe N : Ω ⊂ Γ 7−→ dSn, une fonction lisse définie au voisinage de u0

telle que pour tout u ∈ Ω,

Σu = Hn ∩ 〈N(u)〉⊥ et e /∈ Σu

avec 〈N(u)〉⊥ étant l’orthogonal de la droite RN(u) dans Ln+1. Par conséquent, il nous suffit
de considérer, pour tout u ∈ Γ, le point x0(u) correspondant à l’unique élément de l’intersection
〈e,N(u)〉 ∩ Σu.

Propriété 4.3.2. Toute famille de g-hyperplans co-orientés en e admet une unique fonction de
support, qui de plus, est lisse.

Démonstration. Si (Σu)u∈Sn−1
e

est une famille de g-hyperplans, on construit la fonction de support

en considérant, pour tout u ∈ Sn−1
e , l’unique instant tu ∈ R tel que γu(tu) ∈ Σu. On définit alors

la fonction h par :

h(u) = tu

Il nous faut montrer que la fonction de support ainsi construite est lisse. On sait par le lemme
4.3.1 précédent que, pour chaque u0 ∈ Sn−1

e , il existe Ω ⊂ Sn−1
e un voisinage de u0 et une fonction

lisse θ : Ω 7−→ Hn telle que :

θ(u) ∈ Σu

pour tout u ∈ Ω. Par conséquent, en considérant la fonction θ0(u) = γu ◦ h(u) = SH h(u)u +

CH h(u)e, il existe un champ de vecteurs
−→
R : Ω 7−→ TSn−1

e vérifiant la condition :

−→
R (u) ∈ TuSn−1

e et θ(u) = expθ0(u)

−→
R (u) = a(u)

−→
R (u) + b(u)θ0(u)

Il est alors évident que les fonctions 〈θ(u)|u〉 = b(u)SH h(u) et 〈θ(u)|e〉 = b(u)CH h(u) sont
lisses. Ainsi, la fonction b2 est lisse et, par construction, la fonction b étant strictement positive,
on obtient le résultat recherché.
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Définition 4.3.8. Soit e ∈ Hn un point et h : Sn−1
e 7−→ R une fonction lisse. Alors, on définit

les applications x0 : Sn−1
e 7−→ Hn et N : Sn−1

e 7−→ THn par :

x0(u) = γu(h(u)) et N(u) = ϕe,x0(u)(u) (4.3.0.7)

avec l’application γu : R 7−→ Hn correspondant à la géodésique passant par le point e à la vitesse
u ∈ Sn−1

e et l’application ϕe,x0(u) : TeHn 7−→ Tx0(u)Hn étant le transport parallèle entre les points
e et x0(u) le long de γu.

Remarque 4.3.4. Pour tout point de référence e ∈ Hn et fonction lisse h : Sn−1
e 7−→ R, les

fonctions x0 et N , telles que définies précédemment, sont données par :

x0(u) = SH h(u)u+ CH h(u)e et N(u) = CH h(u)u+ SH h(u)e (4.3.0.8)

pour tout u ∈ Sn−1
e .

Propriété 4.3.3. Soit e ∈ Hn un point de référence. Alors, pour toute fonction lisse h : Sn−1
e 7−→ R,

il existe une unique famille (Σu)u∈Sn−1
e

de g-hyperplans co-orientés en e qui lui est associée.

Démonstration. Il suffit de remarquer qu’une famille (Σu)u∈Sn−1
e

est une famille de g-hyperplans
co-orientés en e ayant pour fonction de support h si et seulement si elle est de la forme :

Σu = expx0(u)〈N(u)〉⊥

avec x0 et N les applications définies par (4.3.0.7).

Remarque 4.3.5. Par construction, si (Σu)u∈Sn−1
e

est une famille de g-hyperplans co-orientés
en e, alors l’orientation de chaque g-hyperplan Σu est définie par le champ orthonormal νu tel
que :

νu(x) = N(u) (4.3.0.9)

pour tout x ∈ Σu.

Propriété 4.3.4. Soit e ∈ Hn un point de référence, alors une famille de g-hyperplans (Σu)u∈Sn−1
e

est co-orientée en e si et seulement si la famille d’hyperplans (〈ψe · Σu〉)u∈Sn−1
e

est co-orientée
sur l’espace euclidien (TeHn, ge).

De plus, si h et l correspondent aux fonctions de support des familles respectives (Σu)u∈Sn−1
e

et (〈ψe · Σu〉)u∈Sn−1
e

, alors :

l = TH(h) (4.3.0.10)

Démonstration. En reprenant les mêmes arguments que pour la propriété 4.2.3, c’est immédiat.

Pour conclure, une remarque importante s’impose. La notion de co-orientation de familles de
g-hyperplans dépend du choix du point. En effet, comme nous allons le voir, il est possible de
construire une famille de g-hyperplans co-orientés en un point e mais pour laquelle il existerait
un second point v0 tel que la famille (Σu)u∈Sn−1

e
n’est pas pas co-orientée en v0. Considérons

donc la définition suivante :



94 CHAPITRE 4. LA NOTION DE G-HÉRISSON SUR L’ESPACE HYPERBOLIQUE

Définition 4.3.9. Nous dirons qu’une famille de g-hyperplans (Σu)u∈Γ est co-orientable en e

si il existe φ : Sn−1
e ↪−→→ Γ un difféomorphisme tel que la famille

(
Σφ(u)

)
u∈Sn−1

e
soit co-orientée

en e.

Pour comprendre la méthode de construction d’une telle famille de g-hyperplans, nous tra-
vaillerons dans le modèle de Poincaré. En particulier, nous pourrons nous appuyer sur la figure
ci-dessous qui illustre notre construction.

Figure 4.4 – Construction d’une famille de g-hyperplans co-orientée dépendant du point e

Considérons deux points e et p0 ainsi qu’une géodésique γ passant par le point p0 et ne
contenant pas le point e. Il nous suffit alors de considérer trois g-hyperplans Σu1 , Σu2 et Σu3 ,
deux à deux distincts et orthogonaux à la géodésique γ. Il est alors clair que relativement au
point e, les trois g-hyperplans ainsi définis correspondent à trois directions u1, u2 et u3, deux à
deux distinctes et non colinéaires. Considérons donc (Σu)u∈Sn−1

e
une famille de g-hyperplans co-

orientés centrée en e qui correspond aux g-hyperplans précédemment définis pour les directions
respectives. Il est alors clair que la famille de g-hyperplans ainsi définie ne peut être co-orientée
en p0, car les g-hyperplans Σu1 , Σu2 et Σu3 sont parallèles par rapport au point p0. Nous avons
donc vérifié la propriété suivante :

Propriété 4.3.5. Pour tout point e, il existe une famille (Σu)u∈Sn−1
e

de g-hyperplans co-orientés
en e pour laquelle il existe un point v0 tel que la famille de g-hyperplans n’est pas co-orientable
en v0.

Cette observation souligne que la notion de g-hérisson que nous allons définir par cette
démarche pourrait être potentiellement plus complexe et moins maniable que la notion de hérisson
sur les espaces euclidiens. Une question légitime se pose alors : Existe-t-il des familles de g-
hyperplans qui sont co-orientées en tout point de Hn ? Pour répondre à cette question, il nous
suffit de considérer la propriété suivante :

Propriété 4.3.6. La famille de g-hyperplans de support d’un corps g-convexe est co-orientable
en tout point de Hn.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la propriété 4.3.1.
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4.4 Définition d’un g-hérisson et première propriété.

Étant donné que la définition de hérisson sur l’espace hyperbolique (comme sur la sphère)
relève d’un choix et n’est pas canonique, il est important de définir en premier lieu ”le cahier
des charges” que nous souhaitons voir vérifié par notre définition. Rappelons donc que notre
objectif principal est de retrouver, sur des espaces dont la courbure est non nulle, la relation
établie par Y.Martinez-Maure (voir [74]) entre les hérissons de l’espace euclidien et les surfaces
marginalement piégées de l’espace de Lorentz-Minkowski L4. Pour cela, il est nécessaire que les
conditions suivantes soient vérifiées :

1. La courbure de Gauss est non nulle en tous les points non singuliers. C’est en effet à
cette condition que l’on peut définir les hérissons marginalement piégés qui dérivent (par
transformation de L-Gauss) des hérissons et correspondent à des surfaces marginalement
piégées en leurs points non-ombilicaux.

2. Le bord d’un corps g-convexe de classe C∞+ est un hérisson.

3. Tout hérisson correspond à une différence de corps g-convexe. Il est à noter que cette
condition dépend du choix d’une somme sur les corps g-convexes. En particulier, nous ne
remplissons pas, en l’état, cette condition qui reste donc une question ouverte.

4. La définition de hérisson ne dépend pas du choix de l’espace considéré. Nous entendons
par là que la définition de hérisson doit rester la même quel que soit l’espace considéré.
En particulier, il nous faudra étudier la correspondance géométrique entre les hérissons de
l’espace euclidien, de l’espace hyperbolique et de la sphère. Voir les chapitres 3, 7 et 10
pour en savoir plus.

5. Tout hérisson de l’espace hyperbolique (et de la sphère) correspond au front legendrien d’un
certain type d’immersion de Legendre et vérifie en particulier un équivalent de la propriété
2.4.1 page 51. Il est à noter que nous retrouverons naturellement la même problématique de
non-canonicité lorsque nous déterminerons le type d’immersion de Legendre qui correspond
aux hérissons de l’espace hyperbolique et de la sphère.

En conséquence, la démarche que nous adopterons consistera naturellement à reprendre la
même construction qui a été adoptée par R.Langevin, G.Levitt et H.Rosenberg en considérant
des enveloppes généralisées de familles de g-hyperplans co-orientés. Nous considérons ainsi les
définitions suivantes :

Définition 4.4.1. Soit (Σu)u∈Γ une famille lisse de g-hyperplans. Alors on appelle enveloppe
l’image de toute application lisse x : Γ 7−→ Hn vérifiant les deux points suivants :

1. Pour tout u ∈ Γ, x(u) ∈ Σu.

2. Pour tout u ∈ Γ et
−→
W ∈ TuΓ, dux ·

−→
W ∈ Tx(u)Σu.

Note. De plus, on appelle paramétrage, l’application x et enveloppe paramétrée la donnée
d’une enveloppe Λ munie de son paramétrage x.

Définition 4.4.2. Soit e ∈ Hn un point, alors nous appellerons g-hérisson centré en e toute
enveloppe paramétrée d’une famille de g-hyperplans co-orientés en e.

Note. Nous appellerons alors fonction de support centrée en e la fonction de support de la
famille de g-hyperplans.

Avertissement 4.4.1. Afin de ne pas alourdir inutilement notre texte, nous reprendrons l’aver-
tissement 1.2.2 que nous avons considéré en première partie pour les hérissons euclidiens. En
conséquence, nous noterons ”H ⊂ Hn” sans faire mention du paramétrage.
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Notation 4.4.1. Il nous arrivera souvent de noter Hh pour mentionner un g-hérisson centré
en e de fonction de support h.

4.4.1 Conditions d’existence des g-hérissons

Dans cette section, nous étudions les conditions d’existence des g-hérissons, nous fournissant
ainsi un premier résultat qui, en particulier, met en évidence une condition nécessaire et suffisante
(voir (4.4.1.2)) que doivent vérifier les fonctions de support des g-hérissons.

Lemme 4.4.1. Soit
−→
R : Sn−1

e 7−→ Ln+1 une application lisse ainsi que R : Sn−1
e 7−→ R la fonc-

tion vérifiant R(u) = ‖
−→
R (u)‖. Alors les applications a, b et β définies par les expressions :

a(u) =
SH R(u)

R(u)
, b(u) = CH R(u) et β(u) = α(u)

2
= (SH R(u))

2
(4.4.1.1)

sont lisses.

Démonstration. Considérons une fonction lisse
−→
R : Sn−1

e 7−→ Ln+1 ainsi que R(u) = ‖
−→
R (u)‖.

Nous pouvons déjà remarquer que la fonction R2 est forcément lisse. Considérons donc les fonc-
tions suivantes :

a(u) =
SH R(u)

R(u)
, b(u) = CH R(u) et α(u) = SH R(u)

À présent, rappelons que les fonctions hyperboliques CH(t) et SH(t) sont analytiques et
admettent pour décomposition en série entière :

CH(t) =

+∞∑
n=0

1

(2n)!
t2n et SH(t) =

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)!
t2n+1

Ainsi, en remarquant que les séries entières

+∞∑
n=0

1

(2n)!
tn et

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)!
tn définissent des

fonctions f et g de classe C∞ telles que CH(t) = f
(
t2
)

et SH(t) = tg
(
t2
)
, alors on obtient

forcément que :

a(u) = g
(
R(u)

2
)

, b(u) = f
(
R(u)

2
)

et α(u)
2

= R(u)
2
g
(
R(u)

2
)2

ce qui nous donne le résultat recherché.

Théorème 4.4.1. Une famille (Σu)u∈Sn−1
e

de g-hyperplans co-orientés en e et de fonction de

support h : Sn−1
e 7−→ R, admet une enveloppe si et seulement si la fonction de support vérifie la

condition suivante :

‖
−→
∇h(u)‖ < CH h(u) (4.4.1.2)

pour tout u ∈ Sn−1
e .

De plus, en cas d’existence de l’enveloppe, celle-ci est unique et admet pour paramétrage et
champ orthonormal les fonctions respectives x : Sn−1

e 7−→ Hn et N : Sn−1
e 7−→ THn vérifiant les

relations suivantes :

x(u) = σ(u)
[
x0(u) +

−→
V (u)

]
et N(u) = CH h(u)u+ SH h(u)e (4.4.1.3)
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avec x0 et N les applications que nous avons introduites à la définition 4.3.8, ainsi que
−→
V et σ

que nous définissons dans la note ci-dessous :

Note. On définit la section
−→
V : Sn−1

e 7−→ x∗0THn et la fonction σ : Sn−1
e 7−→ R via les expres-

sions :

−→
V (u) =

−→
∇h(u)

CH h(u)
et σ(u) =

1√
1− V (u)

2
(4.4.1.4)

avec V (u) = ‖
−→
V (u)‖.

Démonstration. Considérons une famille (Σu)u∈Sn−1
e

de g-hyperplans co-orientés en e et de fonc-
tion de support h. Ainsi, en considérant les applications x0 et N définies par (4.3.0.7), il est alors
clair que chaque g-hyperplan Σu sont définis par l’expression suivante :

Σu = expx0(u)〈N(u)〉⊥

Supposons donc que la famille (Σu)u∈Sn−1
e

admette une enveloppe H ⊂ Hn dont le pa-

ramétrage est x. Par construction, il existe forcément une section lisse
−→
R : Sn−1

e 7−→ x∗0THn
telle que :

x(u) = expx0(u)

−→
R (u) et N(u)⊥

−→
R (u) (4.4.1.5)

et donc il existe des fonctions a et b telles que

x(u) = a(u)
−→
R (u) + b(u)x0(u) (4.4.1.6)

avec a(u) = SH R(u)
R(u) , b(u) = CH R(u) et R(u) = ‖

−→
R (u)‖.

Ainsi, par le lemme 4.4.1, on sait que les applications a et b sont nécessairement lisses. De
plus, par définition, le paramétrage x satisfait la condition ci-dessous :

〈dux ·
−→
W |N(u)〉 = 0 (4.4.1.7)

que nous appellerons naturellement condition de contact.

Ensuite, en observant que 〈x(u)|N(u)〉 = 0, la condition de contact (4.4.1.7) admet pour

expression équivalente 〈x(u)|duN ·
−→
W 〉 = 0, et comme, après un petit calcul, la différentielle du

champ orthonormal vérifie l’expression duN ·
−→
W = 〈

−→
∇h(u)|

−→
W 〉x0(u) + CH h(u)

−→
W on obtient

donc la relation suivante :

a(u)CH h(u)
−→
R (u) = b(u)

−→
∇h(u) (4.4.1.8)

Aussi, en définissant la fonction α(u) = SH R(u), alors par la relation (4.4.1.6), on obtient
que les fonctions α et b vérifient l’égalité ci-dessous :

α(u)
2 − b(u)

2
= −1 (4.4.1.9)

et en combinant la relation (4.4.1.6) avec (4.4.1.8) et la relation (4.4.1.8) avec (4.4.1.9), on obtient
les deux relations suivantes :
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
R(u)CH R(u)

−→
∇h(u) = SH R(u)CH h(u)

−→
R (u)(

1 + α(u)
2
)
‖
−→
∇h(u)‖

2
= α(u)

2
(CH h(u))

2
(4.4.1.10)

Par conséquence, en considérant l’application
−→
V que nous avons définie par l’expression

(4.4.1.4), alors par (4.4.1.10), on obtient la relation suivante :(
1− V (u)

2
)
α(u)

2
= V (u)

2
(4.4.1.11)

Ainsi, la relation (4.4.1.11) nous permet de savoir que 1− V (u)
2
> 0. En effet, il est d’abord

immédiat que 1−V (u)
2 ≥ 0 et si 1−V (u)

2
= 0, alors nous aurions V (u)

2
= 0 et V (u)

2
= 1, ce qui

est impossible. En conclusion, nous obtenons bien que si la famille de g-hyperplans (Σu)u∈Sn−1
e

admet une enveloppe, alors la fonction de support vérifie l’inégalité :

‖
−→
∇h(u)‖ < CH h(u)

Pour déterminer l’expression du paramétrage x, il nous suffit de calculer les coefficients a et
b. Pour cela, remarquons que :

1. b(u)
2

= 1 + α(u)
2

= 1 + σ(u)
2
V (u)

2
= σ(u)

2
avec σ(u) = 1√

1−V (u)2
.

2. Si
−→
V (u) 6= 0, alors a(u)

−→
R (u) = α(u)

−→
V (u)
V (u) = σ(u)

−→
V (u).

3. D’après la relation ((4.4.1.10)), R(u) = ArcTH V (u). En particulier, si
−→
V (u) = 0, alors

a(u)
−→
R (u) = 0.

et donc, tout paramétrage correspondant à l’enveloppe d’une famille de g-hyperplans (Σu)u∈Sn−1
e

est forcément défini par l’expression (4.4.1.3).

Enfin, si x est l’application définie par l’expression (4.4.1.3), il est clair que l’inégalité sur la
fonction de support (4.4.1.2) ainsi que la condition de contact (4.4.1.7) sont vérifiées. En effet,
nous avons que l’inégalité sur la fonction de support est forcément vérifiée du fait que la fonction
σ est bien définie. Ensuite, pour la condition de contact, il suffit de remarquer que :

〈N(u)|du
−→
V
(−→
W
)
〉 = −〈

−→
∇h(u)|

−→
W 〉

ce qui termine la preuve.

Contrairement à ce que nous avons observé sur l’espace euclidien, n’importe quelle famille de
g-hyperplans co-orientés en un point donné n’engendrera pas nécessairement un g-hérisson. En
particulier, nous étudirons plus loin (voir section 6.3 du chapitre 6) la signification géométrique
de l’inégalité (4.4.1.2). Notons également que notre approche n’est pas singulière. En effet, V.
Oliker a adopté une démarche similaire dans l’article [81] afin d’étudier les relations de dualité
entre les hypersurfaces sur l’espace hyperbolique Hn et les hypersurfaces sur l’espace de Sitter
dSn. Pour ce faire, l’auteur a considéré des ”enveloppes généralisées” qui correspondent à la
définition de g-hérisson. Aussi, notons que nous rediscuterons des relations de dualité entre les
espaces Hn et dSn au cours du chapitre 8.
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4.4.2 Orientation naturelle des g-hérissons

Comme pour les hérissons euclidiens, il nous sera nécessaire de considérer un choix d’orien-
tation pour les g-hérissons. Ce choix d’orientation, qui est non canonique, nous permettra en
particulier de définir les fonctions de courbure par lesquelles nous pouvons étudier la corres-
pondance entre les corps g-convexes et les g-hérissons. Par conséquence, si Hh est un g-hérisson
centré en e, nous appellerons orientation naturelle (ou simplement orientation) du g-hérisson,
l’orientation de ses g-hyperplans définie par le champ de vecteurs N : Sn−1

e 7−→ x∗STHn.

Remarque 4.4.1. Soit Hh ⊂ Hn un g-hérisson centré en e. Alors, par propriété de la connexion
de Levi-Civita sur Hn correspondant au demi-hyperbolöıde de Lorentz-Minkowski, la dérivée co-
variante du champ orthonormal N d’un g-hérisson vérifie la relation suivante :

∇(N)u ·
−→
W = duN ·

−→
W (4.4.2.12)

En particulier, constatons que pour tout u ∈ Sn−1
e , la différentielle duN : TuSn−1

e 7−→ 〈N(u)〉⊥ ⊂ Tx(u)Hn
est un isomorphisme et la différentielle dux du paramétrage du g-hérisson est forcément à image
dans 〈N(u)〉⊥. Nous pouvons ainsi considérer le morphisme de fibré φ : ∆

(
Sn−1
e

)
7−→ ∆

(
Sn−1
e

)
tel que :

φu = ∇(N)
−1
u ◦ dux (4.4.2.13)

ce qui nous permet de définir la fonction R(u) = det(φu) que l’on appelle fonction de courbure.
Nous pouvons noter que la fonction de courbure ainsi définie correspond à la fonction de courbure
que nous avons considérée pour les hérissons euclidiens (voir définition 1.2.6 page 39).

Il est alors possible de traiter la question de la courbure des g-hérissons en des points non
singuliers. Pour cela, si Hh est un g-hérisson de paramétrage x, nous dirons que x0 ∈ Hh est un
point singulier si x0 = x(u0) tel que la différentielle du0x n’est pas injective.

Propriété 4.4.1. Soit Hh ⊂ Hn un g-hérisson centré en e. Alors en tout point non singulier, le
g-hérisson Hh est localement une hypersurface orientée dont la courbure de Gauss n’est jamais
nulle. De plus, lorsque x(Ω) est une hypersurface, avec Ω ⊂ Sn−1

e un ouvert, alors c’est une
hypersurface orientée pour laquelle on peut choisir l’application de Gauss ν telle que N = ν ◦ x.

Démonstration. Considérons u0 ∈ Sn−1
e tel que la différentielle du0

x soit injective. En ap-
pliquant le même raisonnement que celui considéré pour la propriété 1.2.4 page 38, il existe
Ω ⊂ Sn−1

e un voisinage ouvert de u0 sur lequel la restriction du paramétrage x est un plongement
différentiel. En particulier, x(Ω) est une hypersurface de Hn orientée par le champ orthonor-
mal ν : x(Ω) 7−→ STHn vérifiant que N = ν ◦ x. Par conséquence, l’application N (vue comme
une application à image dans Ln+1) étant clairement une immersion, nous obtenons le résultat
recherché.

4.4.3 Relation entre les g-hérissons et les corps g-convexes

Pour étudier la relation entre les corps g-convexes et les g-hérissons, nous devons introduire
quelques définitions. Considérons donc Hh ⊂ Hn un g-hérisson centré en e ainsi que x son pa-
ramétrage et N son champ orthonormal. Comme la dérivée covariante de N est partout injective,
alors on appelle troisième forme fondamentale la forme bilinéaire :

IIIu(−→v 1,
−→v 2) = 〈duN · −→v 1|duN · −→v 2〉L (4.4.3.14)
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qui est clairement une métrique Riemannienne sur la sphère Sn−1
e . En particulier, on peut vérifier

(voir propriété 12.2.2 page 250 du chapitre 12) que le morphisme de fibré φ que nous avons
considéré à la remarque 4.4.1 est symétrique par rapport à la forme III. Par conséquent, on
définit les fonctions des courbures principales correspondant, pour chaque u ∈ Sn−1

e , aux
valeurs propres r1(u), · · · , rn−1(u) de l’endomorphisme φu. Il est à noter que les fonctions ri ainsi
définies ne sont pas forcément partout de classe C∞.

Propriété 4.4.2. Soit K ⊂ Hn un corps g-convexe. Alors pour tout point e, le bord du corps K
est un g-hérisson dont le paramétrage correspond à l’inverse de son orientation extérieure centrée
en e. Réciproquement, tout g-hérisson centré en e dont les fonctions de courbure principales sont
toutes et partout strictement positives correspond forcément au bord orienté d’un corps g-convexe.

Démonstration. D’abord, si K est un corps g-convexe de classe C∞+ , alors par la propriété 4.3.6, il
est immédiat que le bord ∂K correspond à un g-hérisson en tous points. Réciproquement, il nous
suffit de constater qu’un g-hérisson Hh centré en e admet des fonctions de courbure principales
qui sont toutes et partout strictement positives si et seulement si c’est le cas pour le hérisson
euclidien ψe(Hh) via la projection de Klein centrée en e. Ainsi, par la propriété 1.3.3 page 43,
on obtient le résultat recherché.

4.4.4 Correspondance avec les hérissons euclidiens

Enfin, nous conclurons ce chapitre avec une propriété évidente qui nous éclaire sur la géométrie
de nos constructions. Considérons donc :

Propriété 4.4.3. Si e ∈ Hn est un point et ψe : Hn 7−→ D(e) la carte de Klein centrée en e,
alors une hypersurface topologique H ⊂ Hn est un g-hérisson centré en e si et seulement si
ψe(H) est un hérisson euclidien. De plus, si h : Sn−1

e 7−→ R est la fonction de support de H et
l : Sn−1

e 7−→ R la fonction de support de ψe(H), alors elles vérifient la relation suivante :

l = TH(h) (4.4.4.15)

Démonstration. Ceci découle directement de la propriété 4.3.4 page 93.

Figure 4.5 – Correspondance via le modèle de Klein entre g-hérisson et hérisson euclidien

Cette dernière propriété démontre que les g-hérissons correspondent à des structures projec-
tives comme c’est le cas pour les corps g-convexes. Pour approfondir ce sujet, il est recommandé
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de consulter l’article [30] de F. Fillastre, où l’auteur décrit les propriétés projectives des corps
convexes sur les espaces modèles. En particulier, nous revisiterons ces sujets dans le chapitre 8,
au cours duquel nous examinerons le dual projectif des g-hérissons.
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Chapitre 5

Corps h-convexe et h-hérisson

Dans ce chapitre, nous considérons une définition alternative de la notion de hérisson (les h-
hérissons) sur l’espace hyperbolique. Nous étudierons les propriétés élémentaires de cette notion
ainsi que ses avantages et inconvénients par rapport au g-hérisson que nous avons introduit
précédemment. En particulier, il sera nécessaire de présenter certaines propriétés des corps h-
convexes dont les caractéristiques géométriques motivent la définition de la notion de h-hérisson.

5.1 L’application de Gauss et les horosphères sur l’espace
hyperbolique

Sur l’espace hyperbolique, une définition naturelle de l’application de Gauss consiste à prolon-
ger géodésiquement le champ orthonormal d’une hypersurface orientée et à considérer sa limite
sur le bord à l’infini. Cette définition s’accompagne de la notion d’horosphère, qui correspond à
des hypersurfaces orientées dont les courbures principales sont partout égales à 1 ou sont partout
égales à −1. En particulier, il nous sera utile de noter que dans le modèle du disque de Poincaré,
les horosphères correspondent à des sphères tangentes au bord à l’infini ∂∞Hn = Sn−1

e .

Figure 5.1 – Représentation de l’application de Gauss dans le disque de Poincaré

Pour en savoir plus sur l’application de Gauss d’une hypersurface sur l’espace hyperbolique,
il est possible de consulter les articles [27] et [11], sur lesquels nous nous appuierons pour les
éléments présentés dans cette section.

103
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5.1.1 Limite d’une géodésique sur le bord à l’infini

Pour définir la limite à l’infini d’une géodésique, la manière la plus immédiate consiste à
se placer sur le modèle du disque de Poincaré et à considérer le point limite sur le bord à
l’infini. Étant donné que nous travaillons principalement avec le modèle du demi-hyperbolöıde
de Lorentz-Minkowski, il est nécessaire de comprendre cette construction dans ce cadre. Pour
cela, observons que, pour γ ⊂ Hn une géodésique, la droite Rγ(t) tend vers une droite de lumière
lorsque t→ +∞. Ainsi, il est justifié de considérer la définition suivante :

Définition 5.1.1. On appelle absolue, la partie de l’espace projectif Pn, que l’on note An−1,
correspondant à l’ensemble des droites lumière 1 sur l’espace de Lorentz-Minkowski Ln+1.

Propriété 5.1.1. L’absolue An−1 est une (n-1)-variété différentielle qui est, de plus, difféomorphe
à la (n-1)-sphère Sn−1.

Démonstration. Il suffit de considérer la sphère Sn−1 ⊂ En ainsi que l’application f : Sn−1 7−→ RPn
définie par l’expression f(u) = p(u, 1). Ainsi, si ϕe : RPn \ 〈e〉⊥ ↪−→→ 〈e〉⊥ est la carte projective
centrée en e = (0Rn , 1), il est clair que ϕe ◦ f(u) = u et donc f est un plongement dont l’image
est An−1.

Définition 5.1.2. Nous dirons qu’une géodésique γ ⊂ Hn converge vers a ∈ An−1 si elle

vérifie p ◦ γ(t) −−−−−−−−−→
t→+∞

a.

Note. Si γ converge vers a, alors on notera γ −→ a.

Propriété 5.1.2. Si γ ⊂ Hn est une géodésique passant par le point e à la vitesse u ∈ Sn−1
e ,

alors elle converge vers le point a = p(e+ u).

Démonstration. Il suffit de remarquer que p ◦ γ(t) = p(e+ TH(t)u) −→ p(e+ u).

5.1.2 Application de Gauss d’une hypersurface orientée

Puisque l’absolue An−1 correspond à une (n− 1)-sphère, il est naturel de définir, pour toute
hypersurface orientée, les deux applications correspondant au prolongement géodésique (dans
les sens positif et négatif) du champ orthonormal. Par conséquent, on considère la définition
suivante :

Définition 5.1.3. Soit Σ une hypersurface orientée. On appelle application de Gauss posi-
tive (resp. négative) les applications ν+ : Σ 7−→ An−1 et ν− : Σ 7−→ An−1 telles que : pour tout
x ∈ Σ, le point ν+(x) ∈ An−1 correspond à la limite à l’infini de la géodésique γ passant par le
point x à la vitesse N(x) (resp. −N(x) pour ν−(x)).

Remarque 5.1.1. Par la propriété 5.1.2, il est évident que l’application de Gauss d’une hyper-
surface orientée s’exprime comme :

ν+(x) = p(x+N(x)) et ν−(x) = p(x−N(x)), (5.1.2.1)

avec p la projection projective. En particulier, les applications de Gauss positive et négative sont
bien de classe C∞.

Il nous sera également utile de considérer une notion complémentaire à l’application de Gauss
que nous avons précédemment définie, comme ci-dessous :

1. Une droite vectorielle l = Rv est dite de type lumière lorsque 〈v|v〉 = 0.
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Définition 5.1.4. Soit Σ une hypersurface orientée, alors on appelle carte de support positive
(resp. négative) les applications σ+ : Σ 7−→ Tn+ et σ− : Σ 7−→ Tn+ telles que :

σ+(x) = x+N(x) et σ−(x) = x−N(x), (5.1.2.2)

où Tn+ est le cône lumière à temps positif (voir (5.4.1.1) page 125).

Il convient de noter que, comme pour toutes les notions que nous avons abordées sur l’espace
hyperbolique, la notion d’application de Gauss ne possède pas de définition canonique. En effet,
comme nous le verrons au chapitre 8, il est possible de définir une application de Gauss par le
biais de géodésiques porteuses et transverses. A présent, il nous faut établir la correspondance
entre la courbure de Gauss d’une hypersurface orientée et les deux applications de Gauss qui lui
sont associées.

Propriété 5.1.3. Les courbures principales d’une hypersurface orientée Σ ne valent jamais
λ = −1 (resp. λ = 1) si et seulement si l’une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

1. L’application de Gauss ν+ (resp. ν−) est, en chaque point, un difféomorphisme local.

2. La carte de support σ+ (resp. σ−) est une immersion.

Démonstration. Il suffit de remarquer que si λ est une courbure principale et si −→v ∈ TxΣ est un
vecteur propre associé à λ, on a que :

dxσ+ · −→v = (1 + λ)−→v et dxσ− · −→v = (1− λ)−→v (5.1.2.3)

et en remarquant que la projection projective p, restreinte sur l’espace tangent TxHn, est un
isomorphisme, alors on obtient le résultat recherché.

L’intérêt de la propriété 5.1.3 est qu’à la différence de ce que nous observons sur l’espace
euclidien, les propriétés de l’application de Gauss dépendent du choix de l’orientation sur l’hy-
persurface. Aussi, elle ne correspond plus à la courbure de Gauss (au sens où il n’est plus vrais
que la courbure de Gauss est non nulle en un point x si et seulement si l’application de Gauss
est un difféomorphisme au voisinage de ce point). Par conséquent, dans la suite, si K est un
corps g-convexe, nous appellerons application de Gauss du corps K l’application de Gauss
positive du bord ∂K muni de l’orientation extérieure.

Propriété 5.1.4. L’application de Gauss d’un corps g-convexe est un difféomorphisme.

Démonstration. Considérons K un corps g-convexe de classe C∞+ . Nous savons alors que son bord
est un g-hérisson centré en n’importe quel point de référence. Considérons donc e ∈ Int(K) et soit
h : Sn−1

e 7−→ R la fonction de support centrée en e. Si ν est l’application de Gauss précédemment
définie, alors ν ◦ x : Sn−1

e 7−→ An−1 est un difféomorphisme local en tout point, avec x étant le
paramétrage du bord ∂K vu comme un g-hérisson. De plus, puisque h est strictement positive,
nous pouvons vérifier que :

〈x(u) +N(u)|u〉 = σ(u)SH h(u) + CH h(u) > 0, (5.1.2.4)

où N est le champ orthonormal du bord ∂K vu comme un g-hérisson et σ est l’application définie
par (4.4.1.4). En particulier, par (5.1.2.4), il est clair que l’application ν ◦ x est de degré 1, ce
qui termine la preuve.
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5.1.3 Définition et propriétés élémentaires des horosphères

Une horosphère est une sphère de rayon infini sur l’espace hyperbolique, qui, contrairement
à ce que nous connaissons sur l’espace euclidien, ne correspond pas à un g-hyperplan. Pour les
propriétés élémentaires des horosphères, nous pouvons nous rapporter à la section 5.1.4.1 de
l’annexe E. Ainsi, nous nous limiterons dans cette section à exposer uniquement les propriétés
dont nous aurons besoin pour nos futurs développements. En particulier, nous nous baserons,
pour les quelques éléments que nous considérerons, sur la cinquième section de l’article [3] où
nous trouvons une présentation détaillée des enveloppes d’horosphères.

Définition 5.1.5. On appelle horosphère toute hypersurface orientée dont les courbures prin-
cipales sont toutes et partout égales à 1 (ou toutes et partout égales à −1) et qui est connexe et
maximale au sens de l’inclusion.

Note. Sur le plan hyperbolique, les horosphères sont appelées horocycles.

Propriété 5.1.5. Une hypersurface H ⊂ Hn est comprise dans une horosphère si et seulement
si l’une de ses applications de Gauss ν+ ou ν− est constante.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la propriété 5.1.3.

Dans la suite, et afin d’alléger notre texte, nous considérerons toujours les horosphères
orientées par le champ N , que l’on appelle orientation extérieure, telle que les courbures
principales sont partout égales à 1. Par ailleurs, on appelle orientation intérieure l’orientation
opposée à l’orientation extérieure.

Définition 5.1.6. On appelle horosphère centrée en a ∈ An−1 toute horosphère dont l’ap-
plication de Gauss ν− pointe vers a.

Remarquons que, dans le modèle de Poincaré centré en e, les horosphères correspondent aux
intersections non vides de la boule unité D(e) avec les hypersphères de l’espace TeHn qui sont
tangentes au bord à l’infini ∂D(e) = Sn−1

e (voir propriété 5.1.12 page 310 de l’annexe E). Par
construction, si H est une horosphère centrée en a, alors pour tout point e, il existe un unique
vecteur u ∈ Sn−1

e tel que a = p(e+ u). En particulier, si γ est la géodésique passant par le point
e à la vitesse u, alors elle est orthogonale à l’horosphère H. Ainsi, on définit :

Définition 5.1.7. Soit H ⊂ Hn une horosphère et e ∈ Hn un point de référence. Alors on
dira que l’horosphère H est centrée en u ∈ Sn−1

e si elle est centrée en a = p(e+ u). De plus,
on appelle distance orientée de H par rapport à e le nombre s ∈ R tel que : si γ est la
géodésique passant par le point e à la vitesse u pour l’instant t = 0, alors γ(−s) ∈ H est le seul
point dans l’intersection γ ∩H.

Figure 5.2 – Distance orientée d’une horosphère centrée en u ∈ Sn−1
e
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Propriété 5.1.6. Soit e ∈ Hn un point de référence et H une horosphère centrée en a ∈ An−1.
Si s est la distance orientée de H par rapport à e, alors on a :

H = {x ∈ Hn tel que 〈x|e+ u〉L = −es} (5.1.3.5)

Démonstration. Si H est une horosphère, alors on sait que la carte de support σ− est constante.
Par conséquent, si l’horosphère H est centrée en a = p(e+ u), l’application σ− étant constante,
il existe λ tel que :

σ−(x) = x−N(x) = λ(e+ u)

pour tout x ∈ H.

De plus, on a que x0 = CH(−s)e+SH(−s)u ∈ H, et en remarquant que le produit 〈x|e+ u〉
est constant (car est égale à −λ−1) pour tout x ∈ H, on obtient le résultat recherché.

Réciproquement, considérons une hypersurface H définie par la relation (5.1.3.5). À présent,
considérons le point x0 = CH(s)e−SH(s)u, qui par définition est dans l’hypersurface H. Alors,
par ce qui précède, il est clair que l’unique horosphère centrée en a qui contient le point x0

correspond à l’hypersurface H.

Cette dernière propriété nous permet de facilement définir les demi-espaces bordés par une
horosphère. Pour cela, remarquons que si H est une horosphère centrée en u ∈ Sn−1

e et N est
l’orientation extérieure, alors si γ est une géodésique passant par le point x ∈ H à la vitesse
N(x) pour l’instant t = 0, alors pour tout t > 0, on a 〈γ(t)|e+ u〉L < −es, où s est la distance
orientée de H par rapport à e. Ainsi, on considère la définition suivante :

Définition 5.1.8. Soit H une horosphère. On appelle h-demi-espace négatif la partie B−
de Hn correspondant à l’ensemble des CH(t)x − SH(t)N(x) avec t ≥ 0, x ∈ H, et N étant
l’orientation extérieure de H.

Note. De même, on appelle h-demi-espace positif la partie B+ définie par les CH(t)−SH(t)
tels que t ≤ 0, et qui correspond nécessairement à la fermeture du complémentaire de B−.

Propriété 5.1.7. Soit e ∈ Hn un point de référence et H une horosphère de centre u ∈ Sn−1
e

dont la distance orientée par rapport au point e est s. Alors, on a :

B− = {x ∈ Hn tel que 〈γ(t)|e+ u〉L ≥ −e
s} (5.1.3.6)

Démonstration. En reprenant le raisonnement précédent, c’est immédiat.

Remarque 5.1.2. Par les propriétés précédentes, on a que les h-demi-espaces B+ et B− sont
géométriquement analogues aux demi-espaces bordés par un hyperplan sur l’espace euclidien.

Pour terminer, nous devons définir une notion de segment horosphérique qui sera nécessaire
pour définir les corps h-convexes. En particulier, nous observerons que contrairement au segment
géodésique, il n’y a pas d’unicité du segment horosphérique reliant deux points.

Définition 5.1.9. On appelle cercle horosphérique l’intersection d’une horosphère H avec un
g-plan 2 Σ telle que, pour tout x ∈ H ∩ Σ, la géodésique passant par le point x à la vitesse N(x)
est contenue dans Σ.

2. Un g-plan est l’intersection non-vide d’un 3-sous-espace vectoriel de type temps avec le demi-hyperbolöıde
Hn.
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Note. Un cercle horosphérique sera appelé cercle horosphérique centré en a lorsque l’ho-
rosphère qui lui est associée est centrée en a.

Définition 5.1.10. On appelle segment horosphérique toute partie compacte et connexe d’un
cercle horosphérique. De plus, si x et y sont deux points de Hn, alors on appelle segment
horosphérique reliant x et y un plus petit segment horosphérique (au sens de l’inclusion)
contenant les points x et y.

Propriété 5.1.8. Soit x et y deux points de Hn, l’ensemble des a ∈ An−1 pour lesquels il existe
un segment horosphérique centré en a reliant les points x et y correspond à une hypersurface de
An−1 qui est difféomorphe à Sn−2.

Démonstration. Considérons le modèle du demi-espace de Poincaré dans lequel la géodésique re-
liant les points x et y converge vers le point à l’infini lorsque t→ +∞. Dans ce cadre géométrique,
nous pouvons remarquer que les points x et y sont sur une droite orthogonale à l’hyperplan à l’in-
fini ∂∞Hn\{x∞}. Considérons donc la sphère Sn−2 sur cet hyperplan. Alors, pour tout v ∈ Sn−2,
il existe exactement deux cercles horosphériques contenant les points x et y, qui sont contenus
dans le 2-plan vectoriel engendré par les vecteurs y − x et v.

Figure 5.3 – Segments horosphériques symétriques reliant deux points dans le demi-espace de
Poincaré

De plus, il est important de remarquer que les cercles horosphériques, ainsi définis, sont
symétriques par rapport à la droite contenant les points x et y. Il est donc clair que la sphère
Sn−2 correspond bien à l’ensemble des segments horosphériques qui relient les points x et y.

5.2 Les corps h-convexes

Il semble qu’il n’existe pas encore d’ouvrage traitant des corps h-convexes et présentant les
principaux résultats. Nous devons les premières mentions de la notion de h-convexité à L.A. San-
talo (voir [97] et [98]) et à J.P. Fillmore (voir [31]). En particulier, J.P. Fillmore a introduit cette
notion pour définir et étudier une notion de largeur constante pour les corps h-convexes (voir
[32]). En effet, l’une des propriétés des horosphères est que deux horosphères ayant le même
centre admettent une distance orthogonale constante, ce qui rend pertinent de considérer des
horosphère pour définir une notion de largeur.

Dans cette section, nous nous contenterons d’une rapide présentation, en nous appuyant
principalement sur les articles [34], [33] et [53]. En particulier, nous présenterons les résultats qui
nous seront nécessaires et qui justifient la notion de h-hérisson.
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5.2.1 Définition et premières propriétés

Après avoir introduit la notion de segment horosphérique, il est naturel de considérer la
condition de convexité horosphérique suivante : un ensemble T ⊂ Hn est dit h-convexe si,
pour tous points x et y appartenant à T , tout segment horosphérique reliant ces deux points est
contenu dans T . Ainsi, nous considérons la définition suivante :

Définition 5.2.1. On désigne par corps h-convexe tout ensemble compact, non vide et qui
satisfait la condition de h-convexité.

Tout comme pour les corps convexes et les corps g-convexes, nous devons introduire une notion
d’horosphère de support. Si K est un corps h-convexe, on appelle horosphère de support de
K toute horosphère H telle que K ⊂ B− et K∩H 6= ∅. Par ailleurs, un point x ∈ K est dit point
de support s’il existe une horosphère de support contenant ce point, que nous appellerons alors
horosphère de support en x.

Remarque 5.2.1. Par compacité, si K est un corps h-convexe, alors pour tout a ∈ An−1, il
existe une horosphère de support centrée en a.

Propriété 5.2.1. Tout corps h-convexe est un corps g-convexe. De plus, si un corps h-convexe
K n’est pas réduit à un point, alors c’est un corps g-convexe de classe C0.

Démonstration. Considérons K, un corps h-convexe qui contient plus d’un point. Si on choisit x
et y distincts dans K, plaçons-nous dans le demi-espace de Poincaré où la géodésique reliant ces
deux points converge vers le point à l’infini x∞ pour l’une de ses extrémités.

Commençons par examiner cette propriété dans le demi-plan de Poincaré. Prenons x et y
tels que la droite δ les reliant soit orthogonale à la droite à l’infini ∂H2 \ {x∞}. Nous avons déjà
observé, dans la propriété 5.1.8, que les deux segments horosphériques reliant x et y correspondent
à deux arcs de cercle, C1 et C2, symétriques par rapport à δ. Ainsi, si w ∈ C1, considérons z ∈ C2

comme étant le symétrique de w par rapport à δ. En remarquant que l’un des deux segments
horosphériques reliant w à z cöıncide avec le segment [w, z] de l’espace euclidien R2, il est évident
que l’intersection B1 ∩ B2 est incluse dans K, avec B1 et B2 désignent les demi-espaces négatifs
des deux horocycles associées respectivement aux segments C1 et C2. Plus spécifiquement, K est
d’intérieur non vide et contient le segment géodésique [x, y] (qui est le segment euclidien [x, y]
dans le demi-plan de Poincaré). Ainsi, K est bien un corps g-convexe d’intérieur non vide.

Figure 5.4 – La partie B1 ∩ B2

Sur Hn, si x et y sont des points dans K, nous adoptons également le cadre du demi-espace
de Poincaré, qui présente des caractéristiques similaires à celles mentionnées précédemment.
Considérons donc la droite δ qui relie x à y, que nous supposerons vectorielle, ainsi que la sphère
Sn−2 dans l’hyperplan à l’infini, ∂Hn \ {x∞}. Pour chaque vecteur u ∈ Sn−2, considérons, sur le
plan Ru⊕ δ, l’intersection Bu1 ∩ Bu2 telle que définie précédemment. Ainsi, nous obtenons :
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⋃
u∈Sn−2

Bu1 ∩ Bu2 ⊆ K,

et comme l’union des Bu1 ∩ Bu2 est clairement d’intérieur non vide et contient le segment [x, y],
alors on obtient le résultat recherché.

Propriété 5.2.2. Soit K un corps h-convexe. Alors, pour tout x ∈ ∂K, il existe une horosphère
de support en x.

Démonstration. Soit K ⊂ Hn un corps h-convexe et soit x ∈ ∂K un point sur le bord de K.
Plaçons-nous alors dans le modèle de Poincaré centré en x. Puisque K est aussi un corps g-
convexe, il existe un hyperplan vectoriel T qui correspond à un g-hyperplan de support en x. Il
s’ensuit que K est contenu dans l’un des demi-espaces Γ délimité par T .

À présent, considérons y ∈ Int(B+), où B+ est le h-demi-espace positif associé à l’horosphère
H. En nous restreignant au plan vectoriel Σ2 = Ry ⊕ δ, avec δ la droite vectorielle orthogonale
à l’hyperplan T , il est clair que l’un des deux segments horosphériques reliant les points x et
y n’est pas inclus dans le demi-espace Γ. En effet, il suffit de considérer l’unique cercle C qui
correspond à l’horocycle contenant les points x et y, dont le centre est dans le demi-espace Γ.

Figure 5.5 – Horocycle et hyperplan de support

Par conséquent, si le corps K possède un point dans Int(B+), alors T ne peut pas être un
g-hyperplan de support. Ce qui termine la preuve.

Remarque 5.2.2. En considérant la partie Supp(K) qui correspond à l’ensemble des points de
support, on déduit de ce qui précède que Supp(K) = ∂K.

Théorème 5.2.1. Une partie K ⊂ Hn est un corps h-convexe si et seulement s’il existe une
famille d’horosphères (Ha)a∈An−1 centrées en chaque point a ∈ An−1 telle que :

K =
⋂

a∈An−1

B−a 6= ∅, (5.2.1.1)

où B−a représente le h-demi-espace négatif délimité par Ha.

Démonstration. Soit K ⊂ Hn un corps h-convexe. On sait alors que, pour tout a ∈ An−1, il
existe une unique horosphère de support Ha de K centrée en a. De là, on a que :

K ⊂
⋂

a∈An−1

B−a

De plus, si x ∈ Hn \ K, il existe alors un g-hyperplan de support T tel que K ⊂ E− et
x ∈ Hn \ E−, où E− désigne le demi-espace négatif (selon l’orientation extérieure) bordé par le
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g-hyperplan T . En considérant un point x0 appartenant à l’intersection T∩K etH une horosphère
de support en x0, on a que le demi-espace horosphérique B− est nécessairement contenu dans
E−. Par conséquent, nous avons :

x ∈
⋃

a∈An−1

Hn \ B−a

ce qui nous donne le résultat recherché.

Nous retrouvons alors des propriétés équivalentes à celles que nous connaissons sur les corps
convexes, mais en utilisant les horosphères. Un exemple intéressant est celui du triangle ho-
rosphérique que nous illustrons ci-dessous :

Figure 5.6 – Exemple de corps h-convexe dans le disque de Poincaré

5.2.2 Les corps h-convexes de classe C2

À l’instar des corps convexes de l’espace euclidien et des corps g-convexes abordés au cha-
pitre précédent, nous considèrerons, à présent, les corps h-convexes de classe C2. En particulier,
il nous faudra établir la relation entre les corps strictement h-convexes de classe C2 et les corps
g-convexes de classe C2

+. Nous nous appuierons essentiellement sur l’article [11], dans lequel nous
retenons deux résultats : le lemme 2.1 et le théorème 3.3, que nous présentons ci-dessous.

Considérons Σ ⊂ Hn, une hypersurface orientée par le champ orthonormal N , et soit x ∈ Σ
un point donné. Nous dirons que Σ est localement strictement h-convexe en x s’il existe
un voisinage W ⊂ Σ de x et une horosphère H contenant le point x, tels que :

W ∩H = x et N(x) = N0(x) (5.2.2.2)

où N0 désigne le champ orthonormal extérieur à H. Ainsi, on a que :

1. Lemme 2.1 : Une hypersurface orientée Σ est localement strictement h-convexe en x ∈ Σ
si et seulement si ses courbures principales en x sont soit toutes strictement supérieures à
1, soit toutes strictement inférieures à −1.

2. Théorème 3.3 : Si Σ est une hypersurface orientée, complète, et localement h-convexe
en chaque point, et que ses courbures principales k1, · · · , kn−1 satisfont en tout point la
condition suivante :

2

1 + k1
+ · · ·+ 2

1 + kn−1
≤ n, (5.2.2.3)

alors l’application de Gauss ν− est injective.
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Il convient de noter que ce dernier résultat découle d’un théorème attribué à R. Schoen
et S.T. Yau. Ce théorème nous apprend que sur une variété de Riemann (M, g) dont la cour-
bure scalaireRg est strictement positive en tout point, toute application conforme 3 φ : M 7−→ Sn
est injective. Pour en savoir plus, nous pouvons consulter l’ouvrage [101], où nous retrou-
vons ce résultat au théorème 3.5, de la page 262.

Remarque 5.2.3. Il est claire que l’exemple présenté à la figure 5.6 n’est jamais localement
strictement h-convexe. En particulier, c’est un corps h-convexe qui n’est pas de classe C1.

Lemme 5.2.1. Soit K un corps g-convexe de classe C2
+ dont les courbures principales sont toutes

et partout supérieures à 1. Considérons donc un point x ∈ ∂K et une horosphère H telle que :

x ∈ H et N(x) = N0(x) (5.2.2.4)

où N et N0 sont respectivement les orientations extérieures de K et H. Alors, le corps K est
inclus dans le h-demi-espace négatif B−.

Démonstration. Soit x ∈ ∂K et H une horosphère vérifiant la condition (5.2.2.4), que nous
supposerons centrée en a ∈ An−1. En nous plaçant dans le modèle du demi-espace de Poincaré
centré en a (dans lequel a correspond au point à l’infini), il s’ensuit que l’horosphère H est
un hyperplan affine parallèle à l’hyperplan vectoriel correspondant au bord à l’infini ∂Hn \
{a}. De plus, il est clair que l’orientation de H, définie par la condition (5.2.2.4), correspond
nécessairement à un vecteur (centré en x) qui pointe vers l’origine de Rn.

Figure 5.7 – Représentation de l’horosphère de support dans le demi-espace de Poincaré

Ainsi, les courbures principales du bord ∂K étant toutes et partout supérieures à 1, alors
dans le demi-espace de Poincaré muni de la métrique correspondant au produit scalaire usuel
〈·|·〉 de Rn, il s’agit d’une hypersurface dont les courbures principales sont toutes et partout
positives. En particulier, dans le demi-espace de Poincaré, le corps K est un corps convexe pour
lequel l’horosphère H est un hyperplan de support en x. Enfin, en remarquant que le demi-
espace inférieur bordé par H (vu comme un hyperplan affine orienté par N0(x)) correspond au
h-demi-espace négatif B−, on obtient le résultat recherché.

Remarque 5.2.4. Il nous sera utile de constater que dans le cas où un corps h-convexe K est de
classe C1, alors en tout point x ∈ ∂K, il existe une unique horosphère de support correspondant
au point x.

3. Une application f : M 7−→ N entre deux variétés de Riemann (M, g) et (N, h) est dite conforme si c’est une
immersion vérifiant que f∗(h) = αg, où α est une fonction lisse qui n’est jamais nulle.
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Théorème 5.2.2. Un corps h-convexe est de classe C2 si et seulement si c’est un corps g-convexe
de classe C2

+ dont toutes les courbures principales sont partout supérieures à 1. De plus, lorsque
toutes les courbures principales sont strictement supérieures à 1, alors l’application de Gauss ν−
est un C2-difféomorphisme.

Démonstration. Considérons un corps h-convexe K de classe C2 et supposons qu’il existe un
point x ∈ ∂K sur le bord qui admet une courbure principale strictement inférieure à 1. À
présent, considérons Ha, l’unique horosphère de support (centrée en a ∈ An−1) correspondant
au point x. Alors, nous savons que dans le demi-espace de Poincaré centré en a, l’horosphère Ha
est un hyperplan affine qui est parallèle à l’hyperplan vectoriel correspondant au bord à l’infini
∂Hn \ {a} et qui est tangent au bord ∂K au point x. De plus, en munissant le demi-espace de
Poincaré de la métrique correspondant au produit scalaire usuel 〈·|·〉, alors par hypothèse, nous
avons que l’hypersurface ∂K admet une courbure principale strictement négative (pour l’orien-
tation extérieure au corps K) au point x. En particulier, il n’est pas possible que le corps K soit
compris dans le h-demi-espace B− correspondant à l’horosphère Ha.

Réciproquement, considérons un corps g-convexeK de classe C2
+ dont les courbures principales

sont toutes et partout supérieures à 1. Considérons donc a ∈ An−1 un point ; alors, par compacité,
il existe forcément une horosphère Ha centrée en a telle que :

K ⊂ B− et Ha ∩ ∂K 6= ∅ (5.2.2.5)

avec B− étant le h-demi-espace bordé par l’horosphère Ha.

À présent, on se place dans le demi-espace de Poincaré centré en a, que l’on munit de la
métrique correspondant au produit scalaire 〈·|·〉. Par hypothèse, on sait que, dans ce cadre-là, le
corps K est un corps convexe de classe C2. De plus, l’horosphère Ha correspondant à un hyper-
plan affine qui est parallèle au bord à l’infini ∂∞Hn \ {a} et qui vérifie la relation (5.2.2.5), on a
que Ha est forcément un hyperplan de support du corps K. Ajoutons que si H′a est une seconde
horosphère centrée en a vérifiant la condition (5.2.2.5), alors dans le demi-espace de Poincaré
centré en a, les horosphères Ha et H′a correspondent à deux hyperplans de support du corps
K qui sont parallèles et dans le même sens (via la condition (1.1.0.2) page 29). Aussi, comme
dans le demi-espace de Poincaré, le corps K est un corps convexe, on obtient donc que Ha = H′a.

Par conséquent, nous avons construit une famille (Ha)a∈An−1 où chaque Ha est l’unique
horosphère centrée en a qui vérifie la condition (5.2.2.5). En particulier, le corps K est compris
dans l’intersection des Ba qui correspondent aux h-demi-espaces bordés par les Ha. Ensuite,
pour x ∈ ∂K, considérons Lx l’unique horosphère qui contient le point x et dont l’orientation
extérieure correspond à l’orientation du corps K. Alors par le lemme 5.2.1 on sait que Lx vérifie la
condition (5.2.2.5) et donc, par ce qui précède, on a que Lx = Hν−(x). On a donc que l’application
de Gauss ν− : ∂K 7−→ An−1 est surjective. De plus, en remarquant que pour chaque x ∈ ∂K, on
a que Bν−(x) ⊂ Ex, avec Ex étant le g-demi-espace de support en x, on obtient que :⋂

a∈An−1

Ba =
⋂

x∈∂K

Bν−(x) ⊂
⋂

x∈∂K

Ex = K

et ainsi, par le théorème 5.2.1, on a bien que K est un corps h-convexe.

Pour conclure, lorsque les courbures principales sont toutes strictement supérieures à 1, il est
clair que l’application de Gauss ν− est en tout point un difféomorphisme local. De plus, par le
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théorème 3.3 de [11], nous pouvons vérifier que ν− est injectif et donc, nous obtenons le résultat
recherché.

Définition 5.2.2. Nous dirons qu’un corps h-convexe K est strictement h-convexe si, en tout
point x ∈ ∂K sur le bord, il existe une unique horosphère de support H qui, de plus, vérifie
K ∩H = {x}.

Remarque 5.2.5. Tout corps strictement h-convexe est de classe C1.

Propriété 5.2.3. Un corps h-convexe de classe C2 est strictement h-convexe si et seulement
si c’est un corps g-convexe de classe C2

+ dont les courbures principales sont toutes et partout
strictement supérieures à 1.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du lemme 2.1 de l’article [11] et du théorème
5.2.2 vue précédemment.

Remarque 5.2.6. Les applications de Gauss ν+ et ν− d’un corps strictement h-convexe de
classe C2 sont des C2-difféomorphismes.

Il est intéressant de noter que c’est l’une des caractéristiques des corps strictement h-convexes
de classe C2 qui les distingue des corps g-convexes de classe C2

+. En effet, nous avons vu à la
propriété 5.1.4 que, pour les corps g-convexes de classe C2, l’application de Gauss ν+ est toujours
un difféomorphisme, mais ce n’est pas nécessairement le cas de l’application ν−.

5.2.3 Comparaison des hyperplans tangents par la méthode des ho-
rosphères.

Pour conclure cette section, nous revenons sur la question de la comparaison des hyperplans
tangents d’un corps g-convexe. En effet, dans le cadre des corps h-convexes, il est possible de
considérer une méthode pour comparer les hyperplans tangents qui diffère de celle que nous
avons introduite via la définition 4.3.3 en utilisant les géodésiques porteuses et transverses. Par
conséquent, nous considérons la définition suivante :

Définition 5.2.3. Deux hyperplans orientés (Tx, Nx) et (Ty, Ny) sur les espaces tangents TxHn
et TyHn seront dits dans le même sens si les géodésiques passant par les points x et y aux
vitesses Nx et Ny convergent vers le même point a dans An−1.

Note. Lorsque (Tx, Nx) et (Ty, Ny) sont dans le même sens, on notera (Tx, Nx) ∼ (Ty, Ny).

Remarque 5.2.7. Il est clair que la relation de même sens est une relation d’équivalence.

5.3 Premiers éléments sur les familles d’horosphères co-
orientées et les h-hérissons

À ce stade, il est naturel de considérer des enveloppes de familles d’horosphères qui vérifient
une condition d’injectivité. Cela nous permettra ainsi de définir une notion de hérisson que nous
appellerons naturellement h-hérisson. Cette notion correspond à une définition alternative des
g-hérissons que nous avons considérés au chapitre précédent. Pour cela, nous nous appuierons
essentiellement sur la série d’articles [24], [26] et [25] de C. Epstein, que nous pouvons considérer
comme étant une référence sur cette question.
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5.3.1 Petite remarque sur la relation entre les applications de Gauss

Pour commencer, il nous faut comprendre la relation entre les applications de Gauss ν+ et
ν− d’une hypersurface orientée. Considérons donc e ∈ Hn un point de référence ainsi que Ha
une horosphère centrée en a = p(e+ u), avec u ∈ Sn−1

e . Alors il existe un unique scalaire h pour
lequel CH(h)e−SH(h)u ∈ Ha. Par conséquent, si Σ ⊂ Hn est une hypersurface orientée (par le
champ N), nous considérons les fonctions h+ : Σ 7−→ R et h− : Σ 7−→ R telles que : CH(h+(x))e− SH(h+(x))N(x) ∈ Hν+(x)

CH(h−(x))e+ SH(h−(x))N(x) ∈ Hν−(x)

(5.3.1.1)

avec ν+ et ν− étant les applications définies par (5.1.2.1) ainsi que Hν+(x) et Hν−(x), pour tout
x ∈ Σ, qui sont les horosphères contenant le point x et qui sont respectivement centrées en ν+(x)
et ν−(x).

Figure 5.8 – Représentation des fonctions de support.

Dans l’article [26], l’auteur fournit deux résultats (i.e., théorème 3.1 et propriété 3.2) qui
déterminent le lien entre l’application de Gauss positive ν+ et l’application de Gauss négative
ν−. Considérons donc une hypersurface orientée Σ, dont nous supposerons que les courbures
principales sont toutes et partout différentes de 1. Ainsi, l’application de Gauss ν+ est un
difféomorphisme local en tout point et donc, nous définissons l’application Γ = ν− ◦ ν−1

+ : Sn−1
e 7−→ Sn−1

e .
Alors nous avons les deux relations suivantes :

1. Γ(u) =
‖
−→
∇h+(u)‖

2
− 1

‖
−→
∇h+(u)‖

2
+ 1

u+
2

‖
−→
∇h+(u)‖

2
+ 1

−→
∇h+(u)

2. h− ◦ ν−1
+ (u) = ln

(
‖
−→
∇h+(u)‖

2
+ 1

)
− h+(u)

en considérant l’application h+ définie sur Sn−1
e via le difféomorphisme ν+.

Ces deux résultats montrent que même s’il existe deux manières de définir l’application de
Gauss d’une hypersurface par le biais du prolongement géodésique, alors, à condition que les
courbures principales soient toutes et partout différentes de 1 (ou toutes et partout différentes de
−1), toute l’information est finalement contenue dans le choix d’une seule famille d’horosphères
dont on considère l’enveloppe. Cela justifie, en particulier, que l’on considère des enveloppes de
familles d’horosphères co-orientées que nous définissons via la définition 5.3.1 ci-dessous.
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5.3.2 Les familles d’horosphères co-orientées

En considérant la relation de même sens selon la définition 5.2.3, il est clair que la famille
des hyperplans de support (Tx, Nx)x∈∂K d’un corps strictement h-convexe satisfait la condition
suivante :

(Tx, Nx) ∼ (Ty, Ny)⇒ x = y (5.3.2.2)

pour tout x ∈ ∂K et y ∈ ∂K.

Nous appelons naturellement condition d’injectivité la condition ainsi définie. Ensuite,
pour Σa, une horosphère centrée en a ∈ An−1, nous appelons orientation induite par a
l’orientation extérieure de Σa. Il est donc naturel de considérer la définition suivante :

Définition 5.3.1. On appelle famille d’horosphères co-orientées toute famille lisse 4 d’horosphères
(Σa)a∈An−1 telle que, pour toute orientation a ∈ An−1, l’horosphère Σa est centrée en a et est
orientée par a.

Contrairement aux familles de g-hyperplans co-orientés, la notion de co-orientation pour les
familles d’horosphères est universelle, c’est-à-dire qu’elle ne dépend pas du choix d’un point
de référence dans l’espace hyperbolique. En particulier, nous pouvons considérer la propriété
suivante :

Propriété 5.3.1. Une famille lisse d’horosphères (Σa)a∈An−1 est co-orientée si et seulement si
l’une des assertions équivalentes suivantes est vérifiée :

1. Il existe un point e tel que, pour toute orientation u ∈ Sn−1
e , la géodésique γu passant par

le point e à la vitesse u est orthogonale à l’horosphère Σa avec a = p(e+ u).

2. Pour tout point e et toute orientation u ∈ Sn−1
e , la géodésique γu passant par le point e à

la vitesse u est orthogonale à l’horosphère Σa avec a = p(e+ u).

Démonstration. Il suffit de rappeler que si Σa est une horosphère centrée en a et e ∈ Hn,
il existe un unique u ∈ Sn−1

e tel que a = p(e+ u). Cela provient du fait que l’application
f : Sn−1

e 7−→ An−1 définie par :

f(u) = p(e+ u) (5.3.2.3)

est un difféomorphisme. En particulier, la géodésique passant par le point e à la vitesse u est
nécessairement orthogonale à toute horosphère centrée en f(u).

Il est alors naturel d’appeler famille d’horosphères co-orientées en e ∈ Hn toute famille
d’horosphères (Σu)u∈Sn−1

e
telle que la famille

(
Σf−1(a)

)
a∈An−1 , avec f la fonction définie par

l’expression (5.3.2.3), est une famille d’horosphères co-orientées selon la définition 5.3.1.

Avertissement 5.3.1. De nouveau, nous reconsidérons les avertissements 1.1.2 et 4.2.1 que
nous appliquerons désormais aux corps h-convexes. Ainsi, dans toute la suite, les corps h-convexes
seront toujours considérés (sauf mention du contraire) comme étant strictement h-convexes et
de classe C∞.

Remarque 5.3.1. Par le théorème 5.2.2, vu précédemment, il est clair que la famille des ho-
rosphères de support d’un corps h-convexe est co-orientée.

4. Voir les définitions 1.0.1 et 1.0.2 de l’annexe A pour trouver les définitions les plus larges sur les notions de
famille lisse et d’enveloppe de famille lisse.
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Définition 5.3.2. Si (Σu)u∈Sn−1
e

est une famille lisse d’horosphères co-orientées en e, on appelle

fonction de support centrée en e toute fonction h : Sn−1
e 7−→ R telle que :

x0 = γu(h(u)) ∈ Σu et ∂γu(h(u)) = νu(x0) (5.3.2.4)

où νu est le champ orthonormal extérieur de l’horosphère Σu et γu est la géodésique passant par
le point e à la vitesse −u en l’instant t = 0.

Remarque 5.3.2. Si (Σu)u∈Sn−1
e

est une famille lisse d’horosphères co-orientées en e et que h
est la fonction de support, alors on a que :

CH h(u)e− SH h(u)u ∈ Σu (5.3.2.5)

pour tout u ∈ Sn−1
e .

Il est important de constater que, contrairement aux familles de g-hyperplans et aux familles
d’hyperplans, le signe de h(u) est contraire à l’orientation du vecteur u. En effet, nous souhaitons
que pour tout corps h-convexe K, la fonction de support h soit strictement positive lorsque le
point de référence e est dans l’ouverture Int(K). De plus, il nous faut que l’orientation induite
par la famille d’horosphères orientées (par l’orientation extérieure) corresponde à l’orientation
extérieur du corps K. Ainsi, pour les corps h-convexes, on considère la famille d’horosphères de
support qui correspondent à l’application de Gauss ν−.

Propriété 5.3.2. Toute famille d’horosphères co-orientées admet une unique fonction de support
qui est de plus, une application lisse.

Démonstration. Si la première affirmation est évidente, la seconde se démontre facilement en
observant que, dans le modèle de Poincaré centré en e, toute famille d’horosphères co-orientées
en e peut être définie comme suit :

Σu =

{
1− l(u)

2
u+

1 + l(u)

2
−→v , avec −→v \ {u} ∈ Sn−1

e

}
(5.3.2.6)

où l est la fonction de support dans le modèle de Poincaré centré en e.

Figure 5.9 – Fonction de support dans le modèle de Poincaré

En particulier, dans le modèle de Poincaré centré en e, les horosphères Σu correspondent à des

hypersphères de TeHn centrées en 1−l(u)
2 et de rayon 1+l(u)

2 . Il s’ensuit que si la famille (Σu)u∈Sn−1
e

est lisse au sens de la définition 1.0.1 de l’annexe A, alors l’application l l’est aussi.

Propriété 5.3.3. Pour toute application h : Sn−1
e 7−→ R de classe C∞, avec e ∈ Hn un point

de référence, il existe une unique famille d’horosphères co-orientées en e dont l’application de
support est h.
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Démonstration. Il suffit de se placer dans le modèle de Poincaré centré en e et de considérer la
famille d’horosphères (Σu)u∈Sn−1

e
définie par l’expression (5.3.2.6).

Remarque 5.3.3. La fonction de support associée à la famille des horosphères de support d’un
corps h-convexe K est partout strictement positive lorsqu’elle est centrée en e ∈ Int(K).

5.3.3 Définition et première propriété sur les h-hérissons

À présent, en considérant la définition 1.0.1 de l’annexe A sur les enveloppes de familles
lisses, il est immédiat que le bord d’un corps h-convexe correspond à l’enveloppe paramétrée
d’une famille d’horosphères co-orientées. Ainsi, il est justifié de considérer la définition suivante :

Définition 5.3.3. On appellera h-hérisson toute enveloppe paramétrée (H, x) d’une famille
d’horosphères co-orientées. De plus, on appelle fonction de support centrée en e (ou simple-
ment fonction de support lorsqu’il n’y aura pas d’ambigüıté) la fonction de support associée à
la famille d’horosphères, relativement à un point de référence e ∈ Hn.

Avertissement 5.3.2. Comme pour les hérissons de l’espace euclidien et les g-hérissons, afin
de simplifier notre texte, nous considérerons les h-hérissons sans faire mention de leurs pa-
ramétrages.

Notation 5.3.1. Nous prendrons l’habitude de noter Hh ⊂ Hn un h-hérisson de fonction de
support h.

Pour la suite, nous nous appuierons essentiellement sur les articles [24] et [26], dans lesquels
l’auteur introduit et étudie de telles enveloppes d’horosphères. En particulier, après adaptation
des développements figurant dans la deuxième section de l’article [24], nous obtenons la propriété
5.3.4 ci-dessous, qui nous assure l’existence de l’enveloppe paramétrée d’une famille d’horosphères
co-orientées. Pour cela, nous devons introduire quelques définitions. Considérons donc, pour e ∈
Hn un point de référence, une famille (Σu)u∈Sn−1

e
d’horosphères co-orientées en e. On commence

donc par considérer les fonctions x0 et N0, correspondant à l’adaptation de la définition 4.3.8
page 93 pour les familles d’horosphères. Ainsi, nous obtenons que ces deux applications admettent
pour expression :

x0(u) = −SH h(u)u+ CH h(u)e et N0(u) = CH h(u)u− SH h(u)e (5.3.3.7)

Ensuite, il nous sera nécessaire de considérer les applications lisses
−→
R , α, et k qui sont définies

par les expressions suivantes :

−→
R (u) =

−→
∇h(u), α(u) = 1 + CH h(u) + SH h(u) et k(u) =

1

2
(1 + CH h(u)) (5.3.3.8)

pour tout u ∈ Sn−1
e . Par conséquent, on considère la propriété suivante :

Propriété 5.3.4. Soit e ∈ Hn un point de référence, alors toute famille (Σu)u∈Sn−1
e

d’horosphères
co-orientées en e admet une unique enveloppe paramétrée (qui est, par définition, un h-hérisson).
De plus, si Hh ⊂ Hn est un h-hérisson, alors son paramétrage x et son champ orthonormal N
ont pour expression :  x(u) = x0(u) +−→η (u)

N(u) = N0(u)−−→η (u)
(5.3.3.9)

avec −→η (u) =
1

2
α(u)

2−→
L (u) et

−→
L (u) = R(u)

2
k(u)(e+ u)−

−→
R (u).
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Démonstration. Commençons par considérer e ∈ Hn un point de référence et ψe : Hn 7−→ D(e) la
projection de Poincaré centrée en e. Ainsi, considérons (Σu)u∈Sn−1

e
une famille d’horosphères co-

orientées en e et de fonction de support h. En nous plaçant dans le modèle de Poincaré centré en
e, alors pour chaque u ∈ Sn−1

e , on définit l(u) tel que x0
:(u) = −l(u)u ∈ ψe(Σu), avec x0

: = ψe◦x0.
On a donc que :

x0
:(u) = ψe ◦ x0(u) = − SHh(u)

1 + CHh(u)
u = − e2h(u) − 1(

eh(u) + 1
)2u = −e

h(u) − 1

eh(u) + 1
u

et ainsi on obtient que :

l(u) =
SH h(u)

1 + CH h(u)
=
eh(u) − 1

eh(u) + 1
(5.3.3.10)

Nous allons déterminer l’expression de l’enveloppe de la famille (Σu)u∈Sn−1
e

dans le modèle
de Poincaré centré en e. Supposons donc que x: soit le paramétrage d’une enveloppe de la famille
(ψe(Σu))u∈Sn−1

e
. Étant donné que les horosphères ψe(Σu) satisfont l’expression (5.3.2.6), il existe

une application lisse v : Sn−1
e 7−→ Sn−1

e telle que :

x:(u) =
1− l(u)

2
u+

1 + l(u)

2
v(u) (5.3.3.11)

avec v(u) 6= u.

Figure 5.10 – Décomposition du paramétrage de l’enveloppe

Plus simplement, nous avons que x:(u) = c(u) + w(u), où c(u) = 1−l(u)
2 u étant le centre

de l’horosphère ψe(Σu) et w(u) = 1+l(u)
2 v(u) est un point sur la sphère de rayon 1+l(u)

2 . Par
définition du paramétrage d’une enveloppe, l’application x: doit satisfaire la condition suivante :

〈dux ·
−→
W |v(u)〉 = 0

que l’on appelle naturellement condition de contact. Après quelques calculs, nous trouvons que
cette condition de contact est équivalente à la relation suivante :

− 〈
−→
∇l(u)|

−→
W 〉 〈v(u)|u〉+ (1− l(u)) 〈v(u)|

−→
W 〉+ 〈

−→
∇l(u)|

−→
W 〉 = 0 (5.3.3.12)

En considérant vT (u) correspondant à la projection orthogonale du vecteur v(u) le long de u,
nous avons v(u) = vT (u) + a(u)u, où a(u) = 〈v(u)|u〉. Et par la condition de contact (5.3.3.12),
on obtient que vT doit satisfaire la relation suivante :

(1− l(u))vT (u) = (a(u)− 1)
−→
∇l(u)
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À présent, nous adopterons les notations suivantes : a = a(u), b = 1 − l(u),
−→
D =

−→
∇l(u),

−→v = v(u), D = ‖
−→
D‖ et v = ‖−→v ‖. Ainsi, nous avons b−→v = (a− 1)

−→
D + abu = a

(−→
D + bu

)
−
−→
D et

en particulier, a est une racine du polynôme :

a2
(
D2 + b2

)
− 2aD2 +D2 − b2 (5.3.3.13)

Après un petit calcul, on peut vérifier que les racines du polynôme (5.3.3.13) sont a1 = D2−b2
D2+b2

et a2 = 1. De plus, en notant que la racine a2 = 1 correspond au cas où v(u) = u (ce qui n’est
pas possible), nous obtenons finalement :

v(u) =
‖
−→
∇l(u)‖

2
− (1− l(u))

2

‖
−→
∇l(u)‖

2
+ (1− l(u))

2
u− 2(1− l(u))

‖
−→
∇l(u)‖

2
+ (1− l(u))

2

−→
∇l(u) (5.3.3.14)

Nous retrouvons donc bien la même expression qui a été considérée par C. Epstein dans
l’article [24] (voir (2.3) page 9). Ainsi, nous savons qu’il existe une seule et unique enveloppe
paramétrée pour chaque famille d’horosphères co-orientées. La suite de la preuve va donc consis-
ter à donner une expression satisfaisante du paramétrage d’un h-hérisson, mais sur le modèle du
demi-hyperbolöıde de Lorentz-Minkowski.

En considérant les expressions (5.3.3.11) et (5.3.3.14), nous obtenons que, dans le modèle de

Poincaré, le paramétrage admet pour expression x̃(u) = ã(u)u − b̃(u)
−→
∇l(u), où ã et b̃ sont des

fonctions définies par les expressions suivantes :

1) ã(u) =
‖
−→
∇l(u)‖

2
− l(u)(1− l(u))

2

‖
−→
∇l(u)‖

2
+ (1− l(u))

2
= σ(u)

(
−l(u) + V (u)

2
)

2) b̃(u)
−→
∇l(u) =

1− l(u)
2

‖
−→
∇l(u)‖

2
+ (1− l(u))

2

−→
∇l(u) = σ(u)(1 + l(u))

−→
V (u)

avec
−→
V (u) = 1

1−l(u)

−→
∇l(u) et σ(u) = 1

1+V (u)2
. Ainsi, après reformulation, l’expression du pa-

ramétrage de l’enveloppe de la famille d’horosphères dans le modèle de Poincaré centré en e
est :

x̃(u) = ã(u)u− b̃(u)
−→
∇l(u) = σ(u)

[(
−l(u) + V (u)

2
)
u− (1 + l(u))

−→
V (u)

]
Pour définir le paramétrage x sur le demi-hyperbolöıde, il nous suffit de déterminer l’expres-

sion de l’application ϕe ◦ x:, avec ϕe étant l’inverse de la projection de Poincaré centrée en e.
Pour rappel (voir section 5.1.3 de l’annexe E pour en savoir plus), l’expression de ϕe est définie
comme suit :

ϕe(w) = β(w)[w + e]− e avec β(w) =
2

1− ‖w‖2

Commençons donc par déterminer le coefficient β̃(u) = 2
1−‖x̃(u)‖2 . Il nous faut alors correcte-

ment exprimer la norme ‖x̃(u)‖2 qui, après quelques calculs, admet pour expression :
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‖x̃(u)‖2 = σ(u)
2

[(
−l(u) + V (u)

2
)2

+ (1 + l(u))
2
V (u)

2

]
= σ(u)

2
(
l(u)

2
+ V (u)

2
)(

1 + V (u)
2
)

= σ(u)
(
l(u)

2
+ V

(
u2
))

et donc, on obtient que :

β̃(u) =
2

1− ‖x̃(u)‖2
=

2

σ(u)
(

1− l(u)
2
) = 2

k(u)

σ(u)
avec k(u) =

1

1− l(u)
2

Ainsi, dans le demi-hyperbolöıde, le paramétrage admet pour première expression x(u) =

β̃(u)x̃(u)+
(
β̃(u)− 1

)
e et après quelques développements, on obtient que β̃(u)−1 = k(u)

(
2V (u)

2
+ l(u)

2
+ 1
)

et donc :

x(u) = k(u)
[
2
(
−l(u) + V (u)

2
)
u− 2(1 + l(u))

−→
V (u) +

(
2V (u)

2
+ l(u)

2
+ 1
)
e
]

À présent, il nous faut reformuler l’expression du paramétrage x à partir de la fonction de
support h. Pour cela, il suffit de considérer la relation (5.3.3.10). Ainsi, on obtient que :

1) 1 + l(u)
2

= 1 +
(SH h(u))

2

(1 + CH h(u))
2 =

2CH h(u)[1 + CH h(u)]

(1 + CH h(u))
2 =

2CH h(u)

1 + CH h(u)

2) 1− l(u)
2

= 1− (SH h(u))
2

(1 + CH h(u))
2 =

2

1 + CH h(u)

3) 1− l(u) = 1− SH h(u)

1 + CH h(u)
=

1 + CH h(u)− SH h(u)

1 + CH h(u)
=

2

1 + CH h(u) + SH h(u)

4) 1 + l(u) =
1 + CH h(u) + SHh(u)

1 + CH h(u)

ce qui nous donne :

1) k(u) =
1

2
(1 + CH h(u))

2)
−→
V (u) =

1

2
α(u)
−→
R (u) avec α(u) = 1 + CH h(u) + SH h(u) et

−→
R (u) =

−→
∇h(u)

On a donc que le paramétrage du h-hérisson est donné par l’expression x(u) = a(u)u −
b(u)
−→
R (u) + c(u)e, où les coefficients a, b et c sont exprimés comme suit :

1) a(u) = 2k(u)
[
−l(u) + V (u)

2
]

= −SH h(u) +
1

2
α(u)

2
R(u)

2
k(u)

2) b(u) = 2(1 + l(u))
α(u)

2
k(u) =

1

2
α(u)

2

3) c(u) = k(u)
[
2V (u)

2
+ l(u)

2
+ 1
]

= CH h(u) +
1

2
α(u)

2
R(u)

2
k(u)
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En considérant les applications x0 et −→η que nous avons respectivement définies par l’expres-
sion (5.3.3.7) et dans l’énoncé de la propriété 5.3.4, il en résulte que x(u) = x0(u) +−→η (u).

Pour le champ N , notons que, du fait de la condition de contact, l’application v correspond
à un champ non nul et orthogonal à l’hyperplan tangent (s’il existe) du h-hérisson dans le

modèle de Poincaré. Considérons alors l’application ñ0(u) =
(
V (u)

2 − 1
)
u+ 2

−→
V (u). Il est alors

claire que v(u) = σ(u)ñ0(u). Ensuite, en reformulant le paramétrage x:, nous obtenons x̃(u) =

σ(u)
[
a0(u)u− b0(u)

−→
V (u)

]
, où a0(u) = −l(u) +V (u)

2
et b0(u) = 1 + l(u). Nous avons alors que :

〈x̃(u)|ñ0(u)〉 = σ(u)a0(u)
(
V (u)

2 − 1
)

+ 2σ(u)b0(u)V (u)
2

= σ(u)
[
V (u)

4
+ l(u) + l(u)V (u)

2
+ V (u)

2
]

= σ(u)
(

1 + V (u)
2
)(
V (u)

2
+ l(u)

)
= V (u)

2
+ l(u) = c0(u)

Il nous faut donc déterminer l’expression du tiré en arrière du champ de vecteurs ñ0 par la
projection de Poincaré centrée en e. Ainsi, on obtient que :

dx̃(u)ϕe · ñ0(u) = β̃(u)
[
ñ0(u) + β̃(u) 〈x̃(u)|ñ0(u)〉(x̃(u) + e)

]
(5.3.3.15)

tel que :

ñ0(u) + β̃(u) 〈x̃(u)|ñ0(u)〉x̃(u) =
(
V (u)

2 − 1
)
u− 2

−→
V (u) + 2k(u)c0(u)

(
a0(u)u− b0(u)

−→
V (u)

)
= A(u)u− 2B(u)

−→
V (u)

avec

1. A(u) = V (u)
2 − 1 + 2k(u)a0(u)c0(u) = k(u)

(
1 + V (u)

2
)[

2V (u)
2 − l(u)

2 − 1
]

2. B(u) = 1 + k(u)b0(u)c0(u) = k(u)
(

1 + V (u)
2
)

(1 + l(u))

et en considérant l’expression (5.3.3.15), on obtient finalement que :

ñ0(u) + β̃(u)〈x̃(u)|ñ0(u)〉x̃(u) =
1

2
β̃(u)

[
f(u)u− 2g(u)

−→
V (u)

]
où f(u) = 2V (u)

2 − l(u)
2 − 1 et g(u) = 1 + l(u).

Par conséquent, via l’expression (5.3.3.15), nous obtenons un champ orthogonal aux hyper-
plans tangents du h-hérisson sur le demi-hyperbolöıde, tel que :

n0(u) = f(u)u− 2g(u)
−→
V (u) + 2c0(u)e

et après quelques calculs, nous avons :

〈n0(u)|n0(u)〉 = f(u)
2

+ 4g(u)
2
V (u)

2 − 4c0(u)
2

= l(u)
4 − 2l(u)

2
+ 1 =

(
1− l(u)

2
)2

ce qui nous donne :
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N(u) = −k(u)
[(

2V (u)
2 − l(u)

2 − 1
)
u− 2(1 + l(u))

−→
V (u) + 2

(
V (u)

2
+ l(u)

)
e
]

De nouveau, en considérant l’expression (5.3.3.10), nous pouvons exprimer les paramètres du
champ orthonormal N en fonction de la fonction de support h, comme suit :

1) k(u)
(

2V (u)
2 − l(u)

2 − 1
)

= −CH h(u) +
1

2
k(u)α(u)

2
R(u)

2

2) 2k(u)(1 + l(u))
1

2
α(u) =

1

2
α(u)

2

3) 2k(u)
(
V (u)

2
+ l(u)

)
= SH h(u) +

1

2
k(u)α(u)

2
R(u)

2

et finalement, N(u) = N0(u)−−→η (u).

Propriété 5.3.5. Il existe un h-hérisson H qui est localement une hypersurface orientée dont
toutes les courbures principales sont nulles en un point x ∈ H.

Démonstration. Pour démontrer cette propriété, il suffit de considérer un h-hérisson H et un
point e ∈ H. Si on considère h : Sn−1

e 7−→ R la fonction de support centrée en e, alors il
existe nécessairement u0 ∈ Sn−1

e tel que x(u0) = e. D’après la propriété 5.3.4 précédente, on
a forcément :

h(u0) = 0 et
−→
∇h(u0) = 0

et comme en u0 nous avons du0

−→η ·
−→
W = −Hess(h)u0

∗
−→
W , alors :

du0x ·
−→
W = −Hess(h)u0

∗
−→
W et du0N ·

−→
W =

−→
W +Hess(h)u0

∗
−→
W

Ainsi, il suffit de considérer une fonction h : Sn−1
e 7−→ R dont les valeurs propres de la matrice

hessienne Hess(h)u0
sont toutes égales à −1. Et dans ce cas, le paramétrage x est localement un

plongement en u0, et donc H est, au voisinage de x(u0), une hypersurface orientée dont toutes
les courbures principales sont nulles en x(u0).

Par cette dernière propriété, nous savons que les h-hérissons ne satisfont pas les critères
nécessaires pour définir des hérissons marginalement piégés sur des espaces de Lorentz dont la
courbure est non nulle. Néanmoins, comme nous le montrerons dans la section suivante, la notion
de h-hérisson est, selon certains critères, un bon candidat pour définir une notion de hérisson sur
l’espace hyperbolique. Il sera donc intéressant de comparer les h-hérissons aux g-hérissons, et en
particulier d’examiner les conditions de correspondance entre ces deux définitions.

5.3.4 Définition alternative de la notion de h-hérisson

Il est également possible de définir une notion alternative de h-hérisson en orientant les
horosphères selon leur normale entrante. En effet, si l’on considère une hypersurface orientée
Γ ⊂ Hn pour laquelle seule l’application de Gauss ν+ : Γ 7−→ An−1 est un difféomorphisme, alors
via la définition de h-hérisson que nous avons précédemment introduite (voir 5.3.3), il est claire
que l’hypersurface orientée Γ ne peut pas correspondre à un h-hérisson.
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Figure 5.11 – Représentation de la définition alternative de h-hérisson

Par conséquent, on appelle h-hérisson négatif (et respectivement h-hérisson positif pour
les h-hérissons précédemment définis) toute enveloppe paramétrée d’une famille d’horosphères
co-orientées, dont chaque horosphère est orientée selon la normale entrante. En pratique, peu de
choses changent, si ce n’est la fonction de support, le paramétrage et le champ orthonormal. En
particulier, dans ce cadre-là, la fonction de support d’une famille d’horosphères (Σu)u∈Sn−1

e
est

l’unique fonction h : Sn−1
e 7−→ R définie par la relation suivante :

x0(u) = CH h(u)e+SH h(u)u ∈ Σu (5.3.4.16)

Ainsi, les expressions diffèrent seulement par quelques signes de celles des h-hérissons positifs.
En effet, il suffit de remplacer h par −h dans toutes les relations. De cette manière, la propriété
5.3.4 correspond, pour les h-hérissons négatifs, à la propriété ci-dessous :

Propriété 5.3.6. Si (Σu)u∈Sn−1
e

est une famille lisse d’horosphères co-orientées en e et de

fonction de support h : Sn−1
e 7−→ R, alors il existe un unique h-hérisson H, pour la fonction de

support h, tel que :

1. Le paramétrage est x(u) = x0(u) +−→η (u), avec x0(u) = SH h(u)u+ CH h(u)e.

2. Le champ orthonormal est N(u) = N0(u)−−→η (u), avec N0(u) = CH h(u)u+ SH h(u)e.

où −→η (u) =
1

2
α(u)

2−→
L (u) et

−→
L (u) = R(u)

2
k(u)(e+ u) +

−→
R (u). Aussi, les applications

−→
R , α et k

sont définies par les expressions suivantes :

−→
R (u) =

−→
∇h(u), α(u) = 1 + CH h(u)− SH h(u) et k(u) =

1

2
(1 + CH h(u)) (5.3.4.17)

Démonstration. Pour obtenir ces relations, il suffit de considérer les expressions de la propriété

5.3.4 et d’appliquer les transformations h −h et
−→
R  −

−→
R .

Remarque 5.3.4. Considérons K un corps g-convexe. Comme l’application de Gauss ν+ est un
difféomorphisme, alors son bord 5 est un h-hérisson négatif. De plus, si le bord du corps K est
également un h-hérisson positif, alors il est clair que c’est un corps h-convexe.

5. Rappelons que le bord d’un corps g-convexe est toujours orienté par l’orientation extérieure.
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Avertissement 5.3.3. Dans la suite, les propriétés faisant intervenir la notion de h-hérisson
correspondront (sauf mention contraire) à la notion de h-hérisson négatif. Ce choix est motivé
par le fait que la notion de h-hérisson négatif est plus adaptée à la définition des g-hérissons.
Par conséquent, nous nous permettrons d’appeler simplement h-hérisson tous les h-hérissons,
sans préciser s’ils sont orientés positivement ou négativement.

5.4 Carte de support et dualité des h-hérissons

L’une des raisons pour lesquelles la notion de h-convexité est favorisée dans l’étude de la
convexité sur l’espace hyperbolique est qu’elle permet de retrouver certaines relations que l’on
connâıt sur les corps convexes de l’espace euclidien. Ainsi, ce qui va nous occuper dans cette
section (et la suivante) et qui jouera un rôle d’exemple quant à l’utilité de la notion de h-
hérisson, sera de définir des outils qui nous permettront d’établir une notion de dualité et de
considérer des opérations sur les h-hérissons. En particulier, nous allons considérer une notion de
dualité sur les horosphères en nous basant sur la définition de carte de support (voir section 2 de
l’article [34] pour en savoir plus), et dont nous allons énoncer quelques propriétés élémentaires.

5.4.1 Description des horosphères via le cône lumière

Pour définir une notion de dualité, il nous sera nécessaire de décomposer les horosphères
comme étant l’intersection du demi-hyperbolöıde Hn avec un hyperplan de type lumière qui est
paramétré sur le cône lumière. Pour cela, on considère donc le demi-cône lumière positif qui est
défini comme ci-dessous :

Tn+ =
{
x ∈ Ln+1 tel que 〈x|x〉 = 0 et xn+1 ≥ 0

}
(5.4.1.1)

et qui est clairement une hypersurface (non régulière en zéro) de type lumière.

Lemme 5.4.1. Si σ ∈ Tn+ \ {0} et v ∈ Hn, alors 〈σ|v〉 < 0.

Démonstration. On commence par considérer le point e = (0, · · · , 0, 1) ∈ Hn ainsi que l’hyper-
sphère Sn−1

e dans l’espace euclidien En ⊂ Ln+1. Si σ ∈ Tn+ \ {0} et v ∈ Hn, alors on a que :

σ = λ(e+ u) et v = aν + be

avec λ, a et b des scalaires strictement positifs ainsi que u et ν dans Sn−1
e . Mais comme, par

définition du demi-hyperbolöıde, les coefficients a et b vérifient a2− b2 = −1, on a forcément que
a < b et donc :

〈σ|v〉 = λ(a 〈u|ν〉 − b) < 0

ce qui termine la preuve.

Propriété 5.4.1. Soit e ∈ Hn un point sur l’espace hyperbolique. Alors pour tout σ dans Tn+\{0},
il existe un unique scalaire λ > 0 et un unique vecteur u ∈ Sn−1

e tel que :

σ = λ(e+ u) (5.4.1.2)



126 CHAPITRE 5. CORPS H-CONVEXE ET H-HÉRISSON

Démonstration. Considérons un point de référence e ∈ Hn dans l’espace hyperbolique ainsi que
σ dans Tn+\{0}. Par le lemme 5.4.1 que nous avons vu précédemment, nous savons que le scalaire
λ = −〈e|σ〉 est strictement positif. Par conséquent, considérons le vecteur

u =
σ − λe
λ

Et en vérifiant que 〈u|e〉 = −λ+λ
λ = 0 et 〈u|u〉 = −2λ〈u|σ〉−λ2

λ2 = 1, nous obtenons la
décomposition (5.4.1.2) dont l’unicité est évidente.

Dans les deux propriétés suivantes, nous verrons comment les horosphères de l’espace hyper-
bolique sont des intersections d’hyperplans affines de type lumière avec le demi hyperbolöıde Hn.
Pour cela, si σ ∈ Tn+ \ {0}, considérons l’hyperplan affine :

Pσ =
{
w ∈ Ln+1 tel que 〈w|σ〉 = −1

}
⊂ Ln+1 (5.4.1.3)

Pour étudier cette famille d’hyperplans, il nous faut considérer l’application Γe : Tn+ \ {0} 7−→ Hn,
définie par l’expression suivante :

Γe(σ) = a(λ)u+ b(λ)e (5.4.1.4)

avec a(λ) = λ2−1
2λ et b(λ) = λ2+1

2λ . Notons également que le scalaire λ > 0 et le vecteur u ∈ Sn−1
e

sont les uniques éléments qui vérifient la relation (5.4.1.2) associé à chaque σ dans Tn+ \ {0}.

Propriété 5.4.2. Considérons e ∈ Hn un point de référence, ainsi que σ ∈ Tn+ \ {0}. Alors,
nous avons que l’hyperplan affine Pσ, défini par (5.4.1.3), est un hyperplan de type lumière qui
vérifie la relation ci-dessous :

Pσ = Γe(σ) + 〈σ〉⊥ (5.4.1.5)

avec Γe l’application définie par (5.4.1.4).

Figure 5.12 – Relation entre l’hyperplan Pσ et le point Γe(σ).

Démonstration. Considérons donc σ ∈ Tn+ \ {0} ainsi que Pσ, l’hyperplan défini par l’expression
(5.4.1.3). Nous pouvons déjà vérifier qu’il s’agit d’un hyperplan de type lumière en constatant

que, pour tout w ∈ Pσ, nous avons Pσ = w + 〈σ〉⊥. Ensuite, par la propriété 5.4.1, nous savons
que :

σ = λ(e+ u)

avec λ > 0 et u ∈ Sn−1
e . À présent, supposons qu’il existe un point x = au + be vérifiant que

〈x|σ〉 = −1 et a2 − b2 = −1. Après quelques calculs, nous obtenons que le point x vérifie le
système suivant :
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
a+ b = λ

a− b = − 1

λ

qui admet pour solution a = λ2−1
2λ et b = λ2+1

2λ . Ainsi, nous avons bien que x = Γe(σ), et comme

l’hyperplan Pσ vérifie la relation Pσ = x+ 〈σ〉⊥, nous obtenons le résultat recherché.

Lemme 5.4.2. Soit σ ∈ Tn+ \ {0} ainsi que e ∈ Hn ∩ Pσ, alors nous avons Γe(σ) = e.

Démonstration. Soit e ∈ Hn ∩Pσ un point. Nous savons alors que σ = λ(u+ e) ∈ 〈e, u〉, et donc

〈e, u〉 ∩ 〈σ〉⊥ = Rσ. Ensuite, par la propriété 5.4.2 précédente, nous avons Pσ = Γe(σ) + 〈σ〉⊥, ce
qui donne que :

Pσ ∩ 〈e, u〉 = e+ Rσ

et ainsi,

Γ(σ) ∈ Hn ∩ Pσ ∩ 〈e, u〉 = Hn ∩ (e+ Rσ) = {e}

ce qui termine la preuve.

Propriété 5.4.3. Pour tout σ ∈ Tn+ \{0}, l’intersection Σ = Hn∩Pσ est une horosphère centrée
en a = p(σ) ∈ An−1. De plus, pour toute horosphère, il existe un unique σ ∈ Tn+ \ {0} tel que
Σ = Hn ∩ Pσ.

Démonstration. Considérons σ ∈ Tn+ \ {0} ainsi que l’intersection Σ = Hn ∩ Pσ. En considérant
e ∈ Σ, nous savons que σ = λ(e+ u) et par le lemme 5.4.2 précédent, nous avons Γ(σ) =
a(λ)u+ b(λ)e = e, ce qui implique que λ = 1 et donc que σ = e+ u.

Posons c = 1
2u, alors nous devons vérifier, via la projection de Poincaré centrée en e, que

l’hypersurface ψe(Σ) est une sphère de centre c et de rayon 1
2 pour le produit scalaire ge. Pour

ce faire, il nous faut déterminer, en tout point x ∈ Σ, l’expression suivante :

〈ψe(x)− c|ψe(x)− c〉 = 〈ψe(x)|ψe(x)〉 − 2 〈c|ψe(x)〉+ 〈c|c〉

Figure 5.13 – Représentation de ψe(Σ) dans le modèle de Poincaré centré en e

Par définition de l’hypersurface Σ, nous avons 〈σ|x〉 = −1, pour tout x ∈ Σ. En particulier,
nous savons donc que 〈σ|e〉 = −1. Ainsi, nous obtenons les trois relations suivantes :

1. 〈ψe(x)|ψe(x)〉 = −2qe(x) + 1

2. 〈c|ψe(x)〉 =
1

2
〈σ − e|ψe(x)〉 =

1

2
〈σ|ψe(x)〉 =

1

2
[qe(x) 〈σ|x〉+ qe(x) 〈σ|e〉 − 〈σ|e〉] =

1

2
[−2qe(x) + 1]
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3. 〈c|c〉 =
1

4

ce qui nous donne 〈ψe(x)− c|ψe(x)− c〉 =
1

4
, confirmant ainsi que Σ est bien une horosphère.

Pour finir, considérons Σ une horosphère centrée en a ∈ An−1 et prenons e ∈ Σ. À nouveau, en
utilisant la projection de Poincaré centrée en e, nous savons que ψe(Σ) correspond à l’intersection
non vide de la boule unité D(e) avec une sphère tangente en u ∈ Sn−1

e au bord à l’infini ∂∞D(e) =
Sn−1
e . En particulier, nous avons que a = p(e+ u). De plus, en considérant le point σ = e+ u ∈
Tn+\{0}, alors nous obtenons le résultat recherché en reprenant notre raisonnement précédent.

Remarque 5.4.1. Par le lemme 5.4.2 et la propriété 5.4.3 que nous avons vue précédemment,
toute horosphère Σ orientée par N (qui correspond à l’orientation extérieure) est de la forme
Hn ∩ Pσ, où σ ∈ Tn+ \ {0} vérifie que :

σ = x−N(x) (5.4.1.6)

pour tout x ∈ Σ.

Nous pouvons donc résumer les propriétés précédentes de la manière suivante. Toute ho-
rosphère Σ centrée en a ∈ An−1 correspond à un unique point σ ∈ Tn+ \ {0} sur le cône lumière,
tel que :

Pσ = Γ(σ) + 〈σ〉⊥, Σ = Pσ ∩Hn et a = p(σ) (5.4.1.7)

Figure 5.14 – Horosphère comme intersection du demi-hyperbolöıde Hn avec un hyperplan affine
Pσ de type lumière

5.4.2 Relation de dualité entre l’espace hyperbolique et le cône lumière

Nous appellerons hypersphère unité du cône (ou plus simplement hypersphère) toute
partie C ⊂ Tn+\{0} de la forme C = x+Sn−1

x , pour un point x ∈ Hn. Nous noterons alors H0

(
Tn+
)

l’ensemble des hypersphères unités du cône. Ainsi, les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

Propriété 5.4.4. Considérons un point e ∈ Hn ainsi que σ ∈ Tn+ \ {0}, un point sur le cône.
Alors, l’application Γe vérifie que :

σ ∈ Γe(σ) + Sn−1
Γe(σ) (5.4.2.8)
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Démonstration. Considérons donc σ = λ(e+ u) ; nous obtenons alors :

σ − Γe(σ) =

(
λ− λ2 − 1

2λ

)
u+

(
λ− λ2 + 1

2λ

)
e =

λ2 + 1

2λ
u+

λ2 − 1

2λ
e

et donc 〈Γe(σ)|σ − Γe(σ)〉 = 0 et 〈σ − Γe(σ)|σ − Γe(σ)〉 =
(λ2+1)

2−(λ2−1)
2

4λ2 = 1.

Propriété 5.4.5. Si x et y ∈ Hn, alors x+ Sn−1
x = y + Sn−1

y ⇒ x = y.

Démonstration. Considérons le point e = (0, · · · , 0, 1) ∈ Hn, alors il est clair que pour tout
x ∈ Hn, si e + Sn−1

e = x + Sn−1
x alors e = x. À présent, soit deux points x et y. En considérant

une isométrie vectorielle φ : Ln+1 7−→ Ln+1 telle que φ(x) = e et φ(TeHn) = En, on se retrouve
forcément dans le premier cas.

À partir des opérations de transformation géométrique que nous avons définies en considérant
l’application Γe, pour tout point e ∈ Hn, et au vu des deux propriétés précédentes, nous pouvons
définir une notion de dualité comme ci-dessous :

Définition 5.4.1. Considérons un point x ∈ Hn et une horosphère H ⊂ Hn. Nous appellerons
respectivement dual de x et dual de H, l’hypersphère x∗ ∈ H0

(
Tn+
)

et le point sur le cône
H∗ ∈ Tn+ \ {0}, tels que :

x∗ = x+ Sn−1
x et H = Hn ∩ PH∗ (5.4.2.9)

Définition 5.4.2. Considérons un point σ ∈ Tn+ \ {0} et une hypersphère C ∈ H0

(
Tn+
)
. On

appelle dual de σ et dual de C, respectivement l’horosphère σ∗ ⊂ Hn et le point dans l’espace
hyperbolique C∗ ∈ Hn, tels que :

σ∗ = Hn ∩ Pσ et C = C∗ + Sn−1
C∗ (5.4.2.10)

Il est alors clair que la notion de dualité ainsi définie est involutive. C’est-à-dire que pour
tous les points x ∈ Hn, σ ∈ Tn+ \ {0}, horosphères H ⊂ Hn et hypersphères C ∈ H0

(
Tn+
)
, on a

(x∗)
∗

= x, (σ∗)
∗

= σ, (H∗)
∗

= H et (C∗)∗ = C. De plus, on obtient la propriété suivante :

Propriété 5.4.6. Considérons x ∈ Hn et σ ∈ Tn+ \ {0} deux points ainsi qu’une horosphère
H ⊂ Hn et une hypersphère C ∈ H0

(
Tn+
)
. Alors on a :

1. Si σ ∈ C, alors C∗ ∈ σ∗.
2. Si x ∈ H, alors H∗ ∈ x∗.

Démonstration. Pour le premier point, considérons une hypersphère C = x + Sn−1
x et un point

σ = x + u ∈ C. Ainsi, on a C∗ = x et, sachant que Γx(σ) = x, on obtient que x ∈ Pσ =

Γx(σ) + 〈σ〉⊥.

Pour le second point, adoptons un raisonnement similaire. Considérons une horosphère H ⊂
Hn et un point x ∈ H. On sait alors que H = Hn ∩

(
x+ 〈σ〉⊥

)
avec σ = x+ u et u ∈ Sn−1

x , ce

qui nous donne que σ ∈ x+ Sn−1
x .

Remarque 5.4.2. Ajoutons que, par la propriété 5.4.4, si e ∈ Hn et σ ∈ Tn+ \ {0} sont deux
points, alors :

σ ∈ Γe(σ)
∗

(5.4.2.11)

et aussi Γe(σ) ∈ σ∗.
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À présent, rappelons que nous avons déjà vu à la section 3.1.2 du chapitre 3 une notion
de dualité entre les points et les hyperplans de l’espace euclidien Rn, ainsi qu’entre les points
sur Pn \ He et les hyperplans projectifs correspond à He(Pn). Aussi, pour démontrer les pro-
priétés 4.3.1 et 4.3.2 de l’annexe D, nous avons défini des relations de dualité sur la sphère Sn
équivalentes à celles que nous avons considérées sur l’espace projectif Pn. Nous allons donc rapi-
dement présenter cette construction de dualité afin de pouvoir la comparer à ce que nous avons
vu précédemment. Pour cela, il nous sera utile de reconsidérer les définitions 3.1.1 et 3.1.2 de la
page 57.

Considérons le point e = (0, · · · , 0, 1) ∈ Rn+1 ainsi que Ωe = {v ∈ Sn tel que 〈v|e〉 > 0}, la

demi-sphère ouverte centrée en e. Alors, pour tout point x ∈ Rn\{0} et hyperplan T = λu+〈u〉⊥
avec λ > 0, on considère le grand cercle Cx ⊂ Ωe \ {e} et le point vT ∈ Ωe \ {e} tels que :

Cx = Ωe ∩ 〈e+ x〉⊥ et vT =
1√

1 + λ2
(λe− u) (5.4.2.12)

De plus, si on considère un point v ∈ Ωe \ {e} et un grand cercle C ⊂ Ωe \ {e}, alors on
considère l’unique hyperplan T ⊂ Rn \ {0} et l’unique point x ∈ Rn \ {0} tels que :

e+ T = (e+ TeSn) ∩ 〈v〉⊥ et e+ x ∈ (e+ TeSn) ∩ 〈C〉⊥ (5.4.2.13)

Figure 5.15 – Représentation de la dualité sur Rn via la sphère Sn

Il est clair que cette construction correspond à la dualité que nous avions définie sur l’espace
projectif via les définitions 3.1.1 et 3.1.2. Pour vérifier cela, il suffit de constater que si x ∈ Rn\{0}
est un point et T ⊂ Rn \ {0} un hyperplan, alors on a : x∗ = p(Cx) et p(Cx)

∗
= x

T ∗ = p(vT ) et p(vT )
∗

= T
(5.4.2.14)

En conclusion, nous avons que les définitions de dualité des points et des horosphères avec les
hypersphères et les points du cône relèvent de la même construction géométrique. Cependant,
contrairement à la dualité entre Rn et Pn, il n’est pas possible de transporter nos relations sur
l’espace projectif. Cela provient du fait que la projection projective n’est pas un plongement
lorsque l’on se restreint au cône de lumière.
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5.4.3 Carte de support d’un h-hérisson

Dans cette section, nous allons présenter quelques propriétés élémentaires sur les cartes de
support (voir définition 5.1.4 page 105), que nous tirons directement de l’article [34] et qui nous
seront nécessaires par la suite. Avant tout, il est important de rappeler que nous nous en tiendrons
à l’avertissement 5.3.3 page 125 que nous avons considéré précédemment. Par conséquent, lorsque
nous considérerons la carte de support d’une hypersurface orientée (Σ, N), il s’agira uniquement
de l’application σ : Σ 7−→ Tn+ définie par l’expression suivante :

σ(x) = x+N(x) (5.4.3.15)

Il est important de noter qu’à présent, dans le cadre de l’avertissement 5.3.3, les horosphères
sont toutes orientées par l’orientation entrante. En particulier, comme nous l’avons vu à la
propriété 5.1.5 et à la remarque 5.4.1, la carte de support σ d’une horosphère H centrée en
a ∈ An−1 est constante et vérifie que :

p ◦ σ(x) = a (5.4.3.16)

pour tout x ∈ H.

Propriété 5.4.7. Si σ : An−1 7−→ Tn+ \ {0} est une application lisse telle que ν = p(σ) : An−1 7−→ An−1

est une immersion, alors la famille d’horosphères Σa = Hn ∩ Pσ(a) admet une unique enveloppe
paramétrée.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la relation (5.4.3.16). En effet, en tout
point de An−1, il existe des voisinages V et W tels que la restriction ν : V 7−→ W est un
difféomorphisme. Ainsi, la famille d’horosphères

(
Σν−1(a)

)
a∈W est lisse et vérifie que chaque

horosphère Σν−1(a) est centrée en a. Par conséquence, en appliquant le même raisonnement que
pour la propriété 5.3.4 page 118, on obtient le résultat recherché.

Pour la suite, il nous sera utile d’exprimer la carte de support d’un h-hérisson en fonction
du choix d’un point de référence e ∈ Hn et de sa fonction de support. À cette fin, considérons
l’application Na : Sn−1

e 7−→ Tn+ \ {0} telle que :

Ne(u) = e+ u (5.4.3.17)

et que l’on appelle référentiel normé centré en e. Alors il est clair que si H est un h-hérisson
dont la fonction de support est h, pour un point de référence e, sa carte de support admet pour
expression σ = λNe, où λ est une fonction lisse définie par la fonction de support h. Ainsi, nous
considérons les deux propriétés suivantes :

Propriété 5.4.8. Considérons e ∈ Hn un point de référence ainsi que σ = λ(e+ u) ∈ Tn+ \ {0}
un point du cône lumière défini par la relation (5.4.1.2). Alors la distance géodésique entre les
points e et Γe(σ) vérifie la relation ci-dessous :

dg(e,Γe(σ)) = |ln(λ)| (5.4.3.18)

où ln(λ) correspond à la distance orientée du point e au point Γe(σ).

Démonstration. Considérons e ∈ Hn un point de référence et σ = λ(e+ u) ∈ Tn+ \{0}, défini par
la relation (5.4.1.2). Si nous définissons le point x = Γe(σ) = au+ be, alors, via la carte de Klein
centrée en e, nous avons :

ψe(x) = lu
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et en particulier, il est immédiat que la distance orientée du point e au point ψe(x) est définie
par ArcTH(l). De plus, la fonction Γe étant définie par (5.4.1.4), nous avons :

ψe(x) = ke(x)− e =
au+ be

b
− e =

λ2 − 1

λ2 + 1
u

et donc,

ArcTH(l) =
1

2
ln

(
1 + l

1− l

)
= ln(λ)

ce qui termine la preuve.

Propriété 5.4.9. Considérons σ1 ∈ Tn+ \ {0} et σ2 ∈ Tn+ \ {0}, deux points du cône lumière tels
que σ2 = ησ1. Alors, la distance géodésique entre les points Γe(σ1) et Γe(σ2) est :

dg(Γe(σ1),Γe(σ2)) = |ln(η)| (5.4.3.19)

et de plus, la distance orientée du point Γe(σ1) au point Γe(σ2) est ln(η).

Démonstration. Commençons par considérer un point de référence e ∈ Hn ainsi que σ1 =
λ(e+ u) ∈ Tn+ \ {0} et σ2 = ηλ(e+ u) ∈ Tn+ \ {0}. Alors on définit le point :

x0 = Γe(σ1) = au+ be avec a =
λ2 − 1

2λ
et b =

λ2 + 1

2λ

ainsi que le vecteur v = σ1 − x0 = bu + ae. Dès lors, nous avons que 〈v|v〉 = b2 − a2 = 1 et
〈x0|v〉 = −1 + 1 = 0, et donc v ∈ Sn−1

x0
. En particulier, σ2 = η(x0 + v) et en considérant la

propriété 5.4.8 précédente pour le point de référence x0, nous obtenons le résultat recherché.

Considérons donc H un h-hérisson ainsi qu’un point de référence e ∈ Hn. Nous appellerons
alors carte de support centrée en e l’application σ : Sn−1

e 7−→ Tn+ \ {0} telle que :

σ(u) = x(u) +N(u), (5.4.3.20)

où x et N sont le paramétrage et le champ orthonormal définis via la propriété 5.3.6 page 124.
Par conséquence, si H est un h-hérisson et h : Sn−1

e 7−→ R sa fonction de support centrée en e,
alors sa carte de support σ : Sn−1

e 7−→ Tn+ \ {0}, centrée en e, admet pour expression :

σ(u) = λ(u)Ne(u) avec λ(u) = eh(u) (5.4.3.21)

Terminons cette section sur une remarque sémantique. Jusqu’à présent, tant pour les g-
hérissons que pour les h-hérissons, les notions de paramétrage, de champ orthonormal (ou la
notion de carte de support, précédemment définie, pour les h-hérissons) correspondaient à des
applications définies sur Sn−1

e . A présent, pour les h-hérissons, nous considérerons ces applications
comme étant définies sur An−1 lorsque nous ne préciserons pas qu’elles sont centrées en e. Il
est néanmoins important de noter que, lorsque cela ne produira pas de confusion, nous nous
permettrons de ne pas imposer de telles précisions afin de simplifier notre texte.
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5.4.4 Relation de dualité sur les h-hérissons

À partir des propriétés de dualité que nous avons considérées précédemment, nous pouvons
définir une notion de dualité sur les h-hérissons comme nous l’avons fait au chapitre 3 pour les
hérissons euclidiens. Pour ce faire, nous considérons les deux définitions suivantes :

Définition 5.4.3. Soit (H, x) l’enveloppe paramétrée d’une famille lisse d’horosphères (Σu)u∈Γ.
Nous appelons donc dual de H la donnée de l’ensemble H∗ = {Σ∗u tel que u ∈ Γ} ⊂ Tn+ \
{0} et d’une application lisse x∗ : Γ 7−→ Tn+ \ {0}, que nous appelons paramétrage, définie par
l’expression ci-dessous :

x∗(u) = Σ∗u (5.4.4.22)

pour tout u ∈ Γ.

Définition 5.4.4. Soit (Λ, y) l’enveloppe paramétrée d’une famille lisse d’hypersphères du cône
(Cu)u∈Γ. Nous appelons donc dual de Λ la donnée de l’ensemble Λ∗ = {C∗u tel que u ∈ Γ} ⊂ Hn
et d’une application lisse y∗ : Γ 7−→ Hn, que nous appelons paramétrage, définie par l’expression
ci-dessous :

y∗(u) = C∗u (5.4.4.23)

pour tout u ∈ Γ.

Propriété 5.4.10. Soit Hh un h-hérisson, de paramétrage x : An−1 7−→ Hn. Alors le dual de
Hh est l’enveloppe paramétrée de la famille d’hypersphères du cône

(
x(a)

∗)
a∈An−1 . De plus, on

a que son bidual vérifie la relation d’involution suivante :

(H∗h)
∗

= Hh (5.4.4.24)

ce qui justifie que l’on parle de dualité.

Démonstration. Considérons (Σa)a∈An−1 une famille d’horosphères co-orientées etH le h-hérisson
qui lui est associé, dont le paramétrage est x : An−1 7−→ Hn. Ainsi, par la propriété 5.4.6, il est
clair que x∗(a) = Σ∗a ∈ x(a)

∗
. A présent, pour a ∈ An−1, considérons le point e = x(a) ∈ H

ainsi que les applications h, x: et σ correspondant respectivement à la fonction de support, au
paramétrage et à la carte de support, que nous considérerons centrées en e. Par conséquent, via

la propriété 5.3.6, nous savons que h(u0) = 0 et
−→
∇h(u0) = 0, avec u0 ∈ Sn−1

e tel que x:(u0) = e.
En particulier, la carte de support étant définie par l’expression (5.4.3.20), sa différentielle en u0

vérifie la relation suivante :

du0
σ ·
−→
W =

−→
W ∈ Tu0

Sn−1
e = Tσ(u0)Ce avec Ce = e+ Sn−1

e

et ainsi, il est immédiat que l’application x∗ est le paramétrage de l’enveloppe de la famille d’hy-
persphères

(
x(u)

∗)
u∈Sn−1

e
. Enfin, par la propriété d’involution, nous obtenons que le paramétrage

du bidual a pour expression y(a) =
(
x(a)

∗)∗
= x(a), ce qui nous permet de conclure que le bidual

du h-hérisson H vérifie bien la relation (H∗)∗ = H.

5.5 Opérations sur les h-hérissons

Dans cette dernière section, nous donnons une rapide présentation de trois méthodes per-
mettant de définir des opérations combinatoires sur l’ensemble des h-hérissons. En particulier,
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il est à noter que ces quelques résultats sont tirés de l’article [34], dont l’objet est de définir et
d’étudier ces trois opérations. Pour cela, commençons par remarquer que l’hypersurface Tn+ \{0}
est réglé 6. Cela nous permet en particulier de composer les cartes de support via les opérations
usuelles sur l’espace de Lorentz-Minkowski Ln+1. Ainsi, nous considérons les trois opérations
suivantes :

1. La somme simple : Considérons Σ1 et Σ2, deux hypersurfaces orientées dont la courbure
de Gauss n’est jamais nulle. De plus, nous supposerons que les cartes de support σ1 et σ2,
qui leur sont respectivement associées, vérifient la condition suivante :

σ2 = λσ1 (5.5.0.1)

où λ est une fonction de classe C∞. Alors, en remarquant que l’application σ1 +σ2 vérifie les
conditions de la propriété 5.4.7 page 131, nous appelons somme de Σ1 et Σ2 l’enveloppe
paramétrée de la famille d’horosphères définie par l’application σ1 + σ2. Nous pouvons
alors faire une première remarque sur cette opération en constatant qu’elle ne dépend pas
du choix d’un point de référence sur Hn. Ajoutons que si H1 et H2 sont deux h-hérissons
dont les fonctions de support centrées en e sont h1 et h2, alors la somme H1 +H2 est un
h-hérisson dont la fonction de support est :

h1 ∗ h2 = ln
(
eh1 + eh2

)
(5.5.0.2)

Il est également possible de compléter cette opération par le produit k · H, pour k > 0,
correspondant à l’enveloppe paramétrée de la famille d’horosphères définie par l’application
kσ. De même, on peut vérifier qu’une telle enveloppe est un h-hérisson dont la fonction de
support est k · h = ln

(
keh
)

= ln(k) + h.

2. La somme harmonique : Si Σ1 et Σ2 sont deux hypersurfaces orientées dont la courbure
de Gauss n’est jamais nulle, alors nous supposons de nouveau que leurs cartes de support
σ1 et σ2 vérifient la condition (5.5.0.1). Nous définissons ainsi l’application :

σ1#σ2 =
λ

1 + λ
σ1 (5.5.0.3)

Et en constatant que la fonction σ1#σ2 vérifie également les conditions de la propriété
5.4.7, nous appelons somme harmonique de Σ1 et Σ2 l’enveloppe paramétrée de la
famille d’horosphères définie par l’application σ1#σ2. Nous noterons naturellement Σ1#Σ2

cette somme. Cette opération a aussi pour caractéristique de ne pas dépendre du choix d’un
point de référence sur l’espace hyperbolique. De plus, elle a pour propriété (voir propriété
6 de [34]) que la somme harmonique du bord de deux corps h-convexes correspond toujours
au bord d’un corps h-convexe.

3. La somme centrée en e : Soit e ∈ Hn un point de référence, ainsi que Ne le référentiel
centré en e. Considérons H1 et H2, deux h-hérissons, ainsi que h1 et h2, leurs fonctions de
support centrées en e. Alors nous savons que leurs cartes de support σ1 et σ2 centrées en
e sont définies comme suit :

σ1 = λ1Ne et σ2 = λ2Ne avec λ1 = eh1 et λ2 = eh2

Ainsi, nous considérons l’application σ1 +eσ2 = λ1λ2Ne et en remarquant qu’elle vérifie
la condition de la propriété 5.4.7, nous appelons donc somme centrée en e, que l’on

6. On appelle hypersurface réglé dans Rn, toute hypersurface Σ pour laquelle, en chaque point x ∈ Σ, passe
une droite δ ⊂ Σ.
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note H1 +e H2, l’enveloppe paramétrée de la famille d’horosphères définie par l’applica-
tion σ1 +e σ2. Nous pouvons également compléter cette opération par le produit k · H, qui
correspond à l’enveloppe paramétrée de la famille d’horosphères définie par l’application
k · σ = λkNe.

S’il est clair que ces deux opérations ne sont pas indépendantes du choix du point de
référence, leur intérêt réside dans le fait que si H1 et H2 sont deux h-hérissons de fonctions
de support h1 et h2, alors H1 +e k · H2 est un h-hérisson dont la fonction de support est
h1 + kh2. En particulier, via cette opération, nous pouvons considérer que tout h-hérisson
correspond à une différence de deux corps h-convexes.
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Chapitre 6

Universalité de la notion de
g-hérisson

Dans ce chapitre, nous montrons que la notion de g-hérisson sur l’espace hyperbolique est
universelle au sens où elle ne dépend pas du choix du point de référence. Ce résultat est notam-
ment intéressant du fait que, comme nous l’avons vu, il est possible de produire des exemples de
familles de g-hyperplans co-orientés qui dépendent du choix du point de référence (voir propriété
4.3.5 page 94). Nous devons donc montrer que si H ⊂ Hn est un g-hérisson centré en e alors c’est
aussi un g-hérisson centré en n’importe quel point v0. Pour cela, il nous faudra vérifier que si
une famille de g-hyperplans co-orientés en e admet une enveloppe, alors elle est co-orientable 1 en
n’importe quel point.

6.1 Les sous-espaces hyperboliques et la fonction de chan-
gement de point

Dans cette section, nous introduisons les définitions qui nous seront nécessaires et vérifions
une série de propriétés qui nous permettront de nous restreindre au plan hyperbolique dans nos
futures démonstrations.

6.1.1 Définition et propriétés des sous-espaces hyperboliques

Pour commencer, il nous sera utile de rappeler qu’une p-sous-variété N ⊂M , sur une variété
de Riemann, est dite totalement géodésique lorsque toute géodésique γ : I ⊂ R 7−→M tan-
gente à N est comprise dans N . On appelle alors p-sous-espace hyperbolique toute sous-
variété de dimension p sur l’espace hyperbolique Hn qui est totalement géodésique.

Remarque 6.1.1. Tout p-sous-espace hyperbolique Σ ⊂ Hn est l’intersection du demi-hyperbolöıde
Hn avec un (p+ 1)-sous-espace vectoriel de type temps. En particulier, il est immédiat que tout
p-sous-espace hyperbolique est un espace hyperbolique de dimension p.

Par conséquent, si Σ ⊂ Hn est un p-sous-espace hyperbolique, on sait que Σ est de la forme
L ∩ Hn, où L ⊂ Ln+1 est un (p+ 1)-sous-espace de type temps. Considérons donc un point de

1. Voir la définition 4.3.9 page 94 pour un rappel de la définition de famille de g-hyperplans co-orientables.

137
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référence e ∈ Σ. Alors il est clair qu’en considérant le p-sous-espace vectoriel H = L ∩ TeHn on
a que :

Σ = ϕe(H ∩ D(e)) =
{
x = −→v + te tel que −→v ∈ H et ‖−→v ‖2 − t2 = −1

}
(6.1.1.1)

Ainsi, pour e ∈ Hn un point de référence et H ⊂ TeHn un p-sous-espace vectoriel, il est
justifié de considérer le p-sous-espace hyperbolique Hn ∩ (H ⊕ Re), que l’on notera HH . De plus,
pour v0 ∈ HH un second point de référence, alors en considérant HH vu comme étant l’espace
hyperbolique sur l’espace de Lorentz H ⊕ Re, on définit :

→ La partie DHH (v0) = D(v0) ∩ (H ⊕ Re) qui correspond à la boule unité centrée en v0.

→ La partie Sp−1
v0 [HH ] = Sn−1

v0 ∩ (H ⊕ Re) qui correspond à l’hypersphère centrée en v0.

6.1.2 Définition et propriétés de la fonction de changement de point

Considérons e et v0 deux points sur l’espace hyperboliqueHn. Alors, on appellera fonction de
changement de carte l’application f := ψv0 ◦ ϕe : D(e) 7−→ D(v0), où ψv0 et ϕe correspondent
respectivement à la projection de Klein centrée en v0 et à la réciproque de la projection de Klein
centrée en e. On appelle également fonction de changement de point 2 l’application linéaire
F : TeHn 7−→ Tv0Hn définie via l’expression suivante :

F
(−→
W
)

=
−→
W + κ

(−→
W
)
e (6.1.2.2)

avec κ
(−→
W
)

= − 〈v0|
−→
W 〉

〈v0|e〉 = k 〈v0|
−→
W 〉 et k = − 1

〈v0|e〉 .

Notation 6.1.1. Nous prendrons l’habitude, dans la suite de ce chapitre, d’introduire dans nos
expressions le paramètre k que nous définissons ci-dessous :

k = − 1

〈v0|e〉
(6.1.2.3)

par rapport aux deux points de référence e et v0.

Propriété 6.1.1. Considérons e ∈ Hn un point de référence. Alors, pour tout p-sous-espace
vectoriel H ⊂ TeHn et point v0 ∈ HH , on a que :

f(H ∩ D(e)) = F(H) ∩ D(v0) (6.1.2.4)

Note. Il est important de constater que v0, le second point de référence, n’est pas pris n’importe
où sur l’espace hyperbolique.

Démonstration. En effet, par la propriété 5.1.6 de l’annexe E, on a que f(R−→v ∩ D(e)) = F(R−→v )∩
D(v0), ce qui nous donne le résultat recherché.

Remarque 6.1.2. Soit e ∈ Hn un point de référence, alors la conséquence immédiate de la
propriété précédente est que pour tout sous-espace vectoriel H ⊂ TeHn et point v0 ∈ HH on a
que : Tv0HH = F(H) ∩ Tv0Hn, DHH (v0) = F(H) ∩ D(v0) et Sp−1

v0 [HH ] = F(H) ∩ Sn−1
v0 .

2. Voir définition 5.1.2 page 305 de l’annexe E pour en savoir plus. Il est à noter que la définition que nous
considérons dans ce chapitre correspond à un cas particulier (où w = 0) de la fonction de changement de point.
En particulier, nous considérerons la définition de la fonction de changement de point dans son sens large au cours
de la démonstration de la propriété 6.2.1.
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Propriété 6.1.2. Soit e ∈ Hn un point de référence ainsi qu’un p-sous-espace vectoriel H ⊂
TeHn et v0 ∈ HH un second point de référence. Si (Σu)u∈Sn−1

e
est une famille de g-hyperplans

co-orientés en e et de fonction de support h : Sn−1
e 7−→ R, alors la famille (HH ∩ Σu)u∈Sp−1

e [HH ]
est une famille de g-hyperplans co-orientés en e définie sur le sous-espace hyperbolique HH et
dont la fonction de support hH : Sp−1

e [HH ] 7−→ R correspond à la restriction de la fonction h sur
Sp−1
e [HH ].

Démonstration. Cela vient du fait que si (Σu)u∈Sn−1
e

est une famille de g-hyperplans co-orientés
en e alors la famille (ψe(Σu))u∈Sn−1

e
est co-orientée. Mais alors il en sera immédiatement de même

pour la famille (H ∩ ψe(Σu))u∈H∩Sn−1
e

.

6.2 La fonction de réindexation

Considérons H ⊂ Hn un g-hérisson centré en e ainsi que v0 un second point de référence. Par
définition, nous savons que le g-hérisson H correspond à l’enveloppe paramétrée d’une famille
(Σu)u∈Sn−1

e
de g-hyperplans co-orientés en e. La condition nécessaire et suffisante pour que H soit

un g-hérisson centré en v0 est que nous puissions reparamétrer la famille (Σu)u∈Sn−1
e

par rapport
au point v0 afin d’obtenir une famille de g-hyperplans co-orientés en v0. Par conséquent, la
condition nécessaire et suffisante est que la famille de g-hyperplans (Σu)u∈Sn−1

e
soit co-orientable

au point v0 au sens de la définition 4.3.9 page 94.

6.2.1 Définition et propriété d’existence

Considérons (Σu)u∈Sn−1
e

une famille de g-hyperplans co-orientés en e. Si v0 ∈ Hn est un second

point de référence, alors pour tout u ∈ Sn−1
e , nous devons définir un vecteur φ(u) ∈ Sn−1

v0 tel que
la géodésique passant par le point v0 à la vitesse φ(u) soit orthogonale au g-hyperplan Σu.

Figure 6.1 – La fonction de réindexation

Nous définissons ainsi une application φ : Sn−1
e 7−→ Sn−1

v0 , que nous appelons fonction de
réindexation, et dont nous devons vérifier si c’est un difféomorphisme lorsque la famille de g-
hyperplans (Σu)u∈Sn−1

e
admet une enveloppe. Il est à noter que cela n’est pas vrai pour n’importe

quelle famille de g-hyperplans co-orientés en e. En effet, nous savons, par le biais de la propriété
4.3.5 page 94, que pour tout point de référence e ∈ Hn, il existe une famille de g-hyperplans
(Σu)u∈Sn−1

e
ainsi qu’un second point v0 ∈ Hn pour lesquels la fonction de réindexation (dont

l’existence est garantie par la propriété 6.2.1 ci-dessous) n’est pas un difféomorphisme car elle
n’est pas injective.
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Définition 6.2.1. Considérons (Σu)u∈Sn−1
e

une famille de g-hyperplans co-orientés en e ainsi
que v0 un second point de référence. Nous appelons fonction de réindexation entre les
points e et v0 toute application lisse φ : Sn−1

e 7−→ Sn−1
v0 telle que pour tout vecteur u ∈ Sn−1

e ,
la géodésique passant par le point v0 à la vitesse φ(u) est orthogonale au g-hyperplan Σu.

Propriété 6.2.1. Considérons e et v0, sur Hn, deux points de référence ainsi que (Σu)u∈Sn−1
e

une famille de g-hyperplans co-orientés en e. Il existe alors une unique fonction de réindexation
φ : Sn−1

e 7−→ Sn−1
v0 telle que pour tout u ∈ Sn−1

e , l’orientation du g-hyperplan Σu corresponde au
vecteur φ(u). De plus, si h : Sn−1

e 7−→ R est la fonction de support, centrée en e, de la famille de
g-hyperplans, alors nous avons que :

φ := N ◦ πv0 ◦ φ0, (6.2.1.1)

avec πv0 étant la projection orthogonale le long de la droite Rv0, N la fonction de normalisation
des vecteurs non nuls de type espace et φ0 : Sn−1

e 7−→ Ln+1 la fonction lisse définie via l’expression
ci-dessous :

φ0(u) = u+ l(u)e, (6.2.1.2)

où l = TH(h).

Note. À présent, pour une famille de g-hyperplans (Σu)u∈Sn−1
e

et v0 un second point de référence,
alors dans toute la suite, la fonction de réindexation que nous considérerons sera toujours définie
via la relation (6.2.1.1).

Démonstration. Commençons par vérifier l’unicité (au signe près). Si φ et φ′ sont deux fonctions
de réindexation d’une famille (Σu)u∈Sn−1

e
de g-hyperplans co-orientés en e et relativement à un se-

cond point de référence v0, alors on considère l’application ε : Sn−1
e 7−→ R définie via l’expression

suivante :

ε(u) = 〈φ(u)|φ′(u)〉

Or, par définition, nous avons que φ(u) ∼ φ′(u) et donc ε(u) ∈ {−1; +1}. Aussi, par conti-
nuité de l’application ε et par connexité de l’hypersphère Sn−1

e , on a forcément que l’application
ε est constante. Il s’ensuit que si les βu correspondent aux orientations des g-hyperplans Σu,
alors l’une des deux fonctions de réindexation vérifie forcément que pour tout u ∈ Sn−1

e , la base

complétée 3
(
β
x(u)
u , ∂γu(tu)

)
est dans le même sens que la base canonique de l’espace Ln+1.

Considérons donc (Σu)u∈Sn−1
e

une famille de g-hyperplans co-orientés en e. Alors on sait que,
via la propriété 4.4.3 page 100, la famille (ψe(Σu))u∈Sn−1

e
vérifie l’expression suivante :

ψe(Σu) =
(
l(u)u+ 〈u〉⊥

)
∩ D(e)

avec l(u) = TH h(u).

3. Pour ne pas surcharger notre démonstration, nous faisons le choix d’introduire ici la définition des éléments

β
x(u)
u et ∂tγu(tu). En effet, pour u ∈ Sn−1

e , on considère γu : R 7−→ Hn la géodésique qui passe par le point
v0 à la vitesse φ(u) et à l’instant t = 0. Ensuite, on considère le point x(u) correspondant à l’unique point de
l’intersection du g-hyperplan Σu avec la géodésique γu ainsi que tu étant l’instant tel que x(u) = γu(tu). Enfin,

on définit β
x(u)
u comme étant une base de l’espace tangent Tx(u)Hn, qui correspond à l’orientation βu.
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Ensuite, considérons l’application du changement de carte f := ψv0 ◦ ϕe : D(e) 7−→ D(v0)
ainsi que l’application de changement de point Fw : TeHn 7−→ Tv0Hn (voir définition 5.1.2 page
305 de l’annexe E), telle que :

Fw(−→v ) = −→v + κw(−→v )[e+ w], avec κw(−→v ) = − 〈v0|−→v 〉
〈v0|e+ w〉

On peut alors vérifier (voir la propriété 5.1.6 page 305 de l’annexe E) que la famille de
g-hyperplan est définie, dans le modèle de Klein centré en v0, via la relation ci-dessous :

ψv0(Σu) =
(
f(l(u)u) + Fl(u)u · TuSn−1

e

)
∩ D(v0)

pour tout u ∈ Sn−1
e .

À présent, afin de ne pas inutilement alourdir notre démonstration par des notations redon-
dantes, nous noterons par Tu l’hyperplan Fl(u)u · TuSn−1

e . Il est alors important de remarquer
que le vecteur f(l(u)u) n’est pas forcément orthogonal à l’hyperplan vectoriel Tu sur l’espace
euclidien (Tv0Hn, gv0). Nous devons donc, pour tout u ∈ Sn−1

e , définir un vecteur φ(u) ∈ Sn−1
v0

qui est orthogonal à l’hyperplan vectoriel Tu pour le produit scalaire usuel. Considérons donc
u ∈ Sn−1

e , alors pour λ ∈ R, on définit le vecteur :

−→v0 = u+ λ(e+ w)

avec w = l(u)u.

Remarquons donc que dans l’hypothèse où le vecteur −→v0 est orthogonal à l’hyperplan Tu,
alors on a forcément que le scalaire λ vérifie la condition ci-dessous :

l(u)κw(−→v ) + λκw(−→v )
(
l(u)

2 − 1
)

= 0 (6.2.1.3)

pour tout vecteur −→v ∈ TuSn−1
e tel que κw(−→v ) 6= 0. Par conséquent, nous pouvons déduire de la

condition (6.2.1.3) que le vecteur −→v0 est orthogonal à l’hyperplan Tu si et seulement si le scalaire
λ est défini via l’expression ci-dessous :

λ =
l(u)

1− l(u)
2

et donc,

−→v0 = u+
l(u)

1− l(u)
2 (l(u)u+ e) =

1

1− l(u)
2 (u+ l(u)e)

Pour conclure, si pour tout u ∈ Sn−1
e , on considère le vecteur φ0(u) = u+ l(u)e ∈ Ln+1, alors,

par ce qui précède, il est évident que φ0(u) est orthogonal à l’hyperplan Tu. Aussi, comme le
vecteur φ0(u) est clairement de type espace, alors, en considérant πv0 la projection orthogonale
le long de la droite Rv0 (qui est de type temps), il est immédiat que le vecteur πv0 ◦ φ0(u) est
non nul. Ce qui termine la preuve.

Remarque 6.2.1. Il est intéressant de constater que pour toute famille de g-hyperplans co-
orientés en un point e ∈ Hn et dont la fonction de support est non nulle, il existe forcément un
second point de référence v0 ∈ Hn pour lequel la fonction de réindexation vérifie que :

〈u0|φ(u0)〉 = 0 (6.2.1.4)
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pour un certain u0 ∈ Sn−1
e . En effet, pour vérifier cela, il suffit de se placer sur le modèle de

Poincaré centré en e. Ainsi, si pour u1 ∈ Sn−1
e , on a que h(u1) est non nul, alors en choisissant v0

suffisamment proche de l’intersection du bord à l’infini ∂D(e) avec la fermeture du g-hyperplan
Σu1

(vue sur l’espace euclidien (TeHn, ge)), on obtient que le produit scalaire 〈u1|φ(u1)〉 est
strictement négatif. Mais aussi, en considérant un second vecteur u2 ∈ Sn−1

e tel que la droite
Ru2 contient les points e et v0, alors il est clair que φ(u2) = u2 et en particulier le produit
〈u2|φ(u2)〉 est strictement positif.

Figure 6.2 – Non constance du signe du produit 〈u|φ(u)〉

L’intérêt de cette dernière remarque consiste à évacuer l’idée d’utiliser le fait que le produit
〈u|φ(u)〉 est non nul et donc de signe constant pour conclure que la fonction de réindexation
est injective car de degré 1. En effet, pour vérifier que la fonction de réindexation, correspon-
dant à une famille (Σu)u∈Sn−1

e
de g-hyperplans co-orientés en e qui admet une enveloppe, est un

difféomorphisme, on montre d’abord (voir démonstration théorème 6.4.1) que lorsque la fonc-
tion de support h vérifie la condition d’existence (4.4.1.2), alors la fonction de réindexation est
forcément un difféomorphisme local pour tout u0 ∈ Sn−1

e . Mais par la remarque 6.2.1 précédente,
il nous est alors nécessaire de déterminer les conditions d’injectivité de la fonction de réindexation
(voir lemme 6.3.1).

6.2.2 Propriétés préliminaires de la restriction sur le plan hyperbolique
et les relations antipodales

Dans cette section, nous présentons trois lemmes qui nous seront nécessaires à la démonstration
du lemme d’injectivité de la fonction de réindexation (voir section 6.3 suivante).

Lemme 6.2.1. Considérons (Σu)u∈Sn−1
e

une famille de g-hyperplans co-orientés en e. Si H ⊂
TeHn est un plan vectoriel et v0 ∈ HH un second point de référence, alors la fonction de
réindexation φ : Sn−1

e 7−→ Sn−1
v0 vérifie que :

φ
(
H ∩ Sn−1

e

)
⊂ F(H) ∩ Sn−1

v0 (6.2.2.5)

De plus, en considérant la famille de g-hyperplans (HH ∩ Σu)u∈S1e[HH ] qui est co-orientée en

e, alors la fonction de réindexation φH : S1
e[HH ] 7−→ S1

v0 [HH ] correspond à la restriction de φ sur
S1
v0 [HH ].

Démonstration. Considérons donc un point de référence e ∈ Hn ainsi qu’un plan H ⊂ TeHn et
v0 ∈ HH un second point de référence sur le 2-sous-espace hyperbolique défini par H. Rappelons
aussi (voir section 5.1.2 page 302 de l’annexe E pour plus de détails) que la projection de Klein
centrée en e est définie via l’expression suivante :
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ψe(v) = ke(v)v − e

où ke(v) = − 1

〈e|v〉
.

À présent, considérons, sur la boule ouverte D(e), le point w0 = ψe(v0) = kv0 − e, où k est
le coefficient défini par l’expression (6.1.2.3). Nous définissons alors le vecteur :

u0 = λw0

où λ = 1
‖w0‖ . Il est alors clair que le vecteur u0, ainsi défini, est compris dans le plan H. De plus,

nous pouvons vérifier que :

1. Si F : TeHn 7−→ Tv0Hn et G : Tv0Hn 7−→ TeHn sont les fonctions de changement de point
(définies via l’expression (6.1.2.2)) correspondant respectivement aux applications de chan-
gement de carte f := ψv0 ◦ ϕe et g := ψe ◦ ϕv0 , alors on a que G ◦ F(H) = H.

2. Si φ : Sn−1
e 7−→ Sn−1

v0 est la fonction de réindexation définie par l’expression (6.2.1.1), alors
l’image φ

(
H ∩ Sn−1

e

)
est contenue dans un plan vectoriel.

En effet, pour le premier point, en considérant l’expression des fonctions de changement de
point F et G, on obtient la relation suivante :

G ◦ F
(−→
W
)

=
−→
W − k 〈v0|

−→
W 〉w0

et, par définition du point v0, il est clair que w0 ∈ H. Par conséquent, on obtient que G ◦F(H) ⊂
H. Les applications F et G étant des isomorphismes, on en déduit le résultat recherché.

Pour le second point, il nous faut constater que pour tout vecteur
−→
W orthogonal au plan

vectoriel H, l’application φ0 étant définie via l’expression (6.2.1.2), on a que
−→
W⊥φ0(u), pour

tout u ∈ H ∩ Sn−1
e . On sait donc que Im(φ0) ⊂ H ⊕Re et en particulier Im(φ) ⊂ πv0(H ⊕ Re).

Pour terminer cette démonstration, considérons u1 ∈ H ∩ Sn−1
e , un vecteur orthogonal à

u0. Il est immédiat que la famille (u0, u1) correspond à une base orthonormale du plan vecto-
riel H. Ainsi, par ce qui précède, il nous suffit de vérifier que la famille formée par les vecteurs
G(πv0 ◦ φ0(u0)) et G(πv0 ◦ φ0(u1)) correspond à une base de H. Pour cela, nous devons déterminer
les expressions de ces deux vecteurs.

Considérons donc h : Sn−1
e 7−→ R la fonction de support centrée en e de la famille de g-

hyperplans, ainsi que la fonction l = TH(h). En notant l0 = l(u0), on a que φ0(u0) = u0 + l0e =
λkv0 + (l0 − λ)e et donc 〈v0|φ0(u0)〉 = −Γ, avec Γ = λk + l0λ

k . Ainsi, on obtient que :

πv0 ◦ φ0(u0) = φ0(u0) + 〈φ0(u0)|v0〉v0 = u0 + l0e− Γ
w0 + e

k

= u0 + l0e−
Γ

kλ
(u0 + λe) =

(
1− Γ

kλ

)
u0 +

(
l0 −

Γ

k

)
e

ce qui nous donne πv0 ◦ φ0(u0) = αu0 + βe. Ensuite, on a que :

G(πv0 ◦ φ0(u0)) = πv0 ◦ φ0(u0) + k 〈e|πv0 ◦ φ0(u0)〉v0 = αu0 + βe− kβv0

= αu0 + βe− kβw0 + e

k
=

(
α− β

λ

)
u0



144 CHAPITRE 6. UNIVERSALITÉ DE LA NOTION DE G-HÉRISSON

et donc G(πv0 ◦ φ0(u0)) ∼ u0.

Pour le second vecteur, considérons φ0(u1) = u1 + l1e, avec l1 = l(u1). Ainsi, on a que
〈v0|φ0(u1)〉 = − l1k et, par conséquent, on obtient :

πv0 ◦ φ0(u1) = φ0(u1) + 〈φ0(u1)|v0〉v0 = u1 + l1e−
l1
λk2

(u0 + λe)

= − l1
λk2

u0 + u1 + l1

(
1− 1

k2

)
e = αu0 + u1 + l1βe

Cela nous donne finalement que G(πv0 ◦ φ0(u1)) =

(
α− l1β

λ

)
u0 + u1 et, ainsi, on obtient le

résultat recherché.

Nous terminons cette section en vérifiant deux lemmes qui traitent de la relation entre les
vecteurs antipodaux sur l’hypersphère Sn−1

e et les vecteurs antipodaux sur l’hypersphère Sn−1
v0 via

la fonction de réindexation φ : Sn−1
e 7−→ Sn−1

v0 . Considérons donc e et v0 deux points de référence
sur l’espace hyperbolique. Alors, nous définissons le vecteur :

u0 = λw0 ∈ Sn−1
e (6.2.2.6)

avec w0 = ψe(v0) et λ > 0. De plus, pour tout vecteur u1 ∈ Sn−1
e orthogonal au vecteur u0, il

est nécessaire d’introduire les deux définitions suivantes :
K+[u1] =

{−→
W ∈ Ru0 ⊕ Ru1 tel que 〈u1|

−→
W 〉 ≥ 0

}
K−[u1] =

{−→
W ∈ Ru0 ⊕ Ru1 tel que 〈u1|

−→
W 〉 ≤ 0

} (6.2.2.7)

et 
L+[F(u1)] =

{−→
V ∈ RF(u0)⊕ RF(u1) tel que 〈F(u1)|

−→
V 〉 ≥ 0

}
L−[F(u1)] =

{−→
V ∈ RF(u0)⊕ RF(u1) tel que 〈F(u1)|

−→
V 〉 ≤ 0

} (6.2.2.8)

avec F : TeHn 7−→ Tv0Hn étant l’application linéaire de changement de point de référence définie
via l’expression (6.1.2.2).

Lemme 6.2.2. Considérons e et v0 deux points de référence ainsi que (Σu)u∈Sn−1
e

une famille de

g-hyperplans co-orientés en e. Alors, si le vecteur u0 ∈ Sn−1
e est défini via l’expression (6.2.2.6)

et u1 ∈ Sn−1
e est orthogonal à u0, on a :

1. f

(
◦
K+[u1] ∩ D(e)

)
⊂

◦
L+[F(u1)] ∩ D(v0) et f

(
◦
K−[u1] ∩ D(e)

)
⊂

◦
L−[F(u1)] ∩ D(v0).

2. φ

(
◦
K+[u1] ∩ Sn−1

e

)
⊂

◦
L+[F(u1)] ∩ Sn−1

v0 et φ

(
◦
K−[u1] ∩ Sn−1

e

)
⊂

◦
L−[F(u1)] ∩ Sn−1

v0 .

3. Les vecteurs φ(u0) et φ(−u0) sont contenus sur la droite RF(u0) et sont, en particulier,
des vecteurs antipodaux.
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Démonstration. Considérons donc deux points de référence e ∈ Hn et v0 ∈ Hn ainsi que la
fonction de changement de carte f := ψv0 ◦ ϕe : D(e) 7−→ D(v0) et la fonction de réindexation
φ : Sn−1

e 7−→ Sn−1
v0 .

Choisissons un vecteur u1 ∈ Sn−1
e orthogonale à u0. Via le lemme 6.2.1, que nous avons vu

précédemment, nous savons que nous pouvons nous restreindre au 2-plan Ru0⊕Ru1. Ainsi, sans
perte de généralité, nous travaillerons sur le plan hyperbolique H2 en considérant la fonction de
réindexation φ : S1

e 7−→ S1
v0 ainsi que la fonction de changement de point f . Nous considérons

alors les vecteurs u0 et u1 vérifiant les conditions du lemme ainsi que les demi-espaces :

K+ =
{−→
W ∈ TeH2 tel que 〈u1|

−→
W 〉 ≥ 0

}
et K− =

{−→
W ∈ TeH2 tel que 〈u1|

−→
W 〉 ≤ 0

}
et que nous représentons ci-dessous :

Figure 6.3 – Représentation des demi-disques

En remarquant que F(u1) = u1, avec F : TeH2 7−→ Tv0H2 la fonction de changement de
point (voir expression (6.1.2.2)), alors les demi-espaces L+[F(u1)] et L−[F(u1)] admettent pour
expression :

L+ =
{−→
V ∈ Tv0H2 tel que 〈u1|

−→
V 〉 ≥ 0

}
et L− =

{−→
V ∈ Tv0H2 tel que 〈u1|

−→
V 〉 ≤ 0

}
et, après un petit calcul, nous obtenons :

〈u1|f(w)〉 = − 1

〈v0|e+ w〉
〈u1|w〉 et 〈u1|φ(u)〉 = 〈u1|u〉

ce qui nous donne les deux premiers points.

Pour le troisième point, nous commençons par considérer we = ψv0(e) = ke − v0 ∈ D(v0)
ainsi que le scalaire λ = ± 1

‖w0‖ . Il nous faut alors montrer que φ(λw0) = µwe. Ainsi, pour chaque

scalaire λ, considérons la longueur lλ ∈ ]−1; 1[ telle que :

φ0(λw0) = λw0 + lλe

Par conséquence, nous devons déterminer le vecteur πv0 ◦ φ0(λw0), qui correspond à la pro-
jection orthogonale du vecteur φ0(λw0) le long de la droite Rv0. Pour ce faire, nous considérons
le produit 〈φ0(λw0)|v0〉 = −λk − lλ−λ

k , ce qui nous donne :

πv0 ◦ φ0(λw0) =
lλ − λ
k

(ke− v0) (6.2.2.9)
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Ainsi, deux cas sont possibles en fonction de λ. En effet, en remarquant que |λ| > 1, alors
par (6.2.2.9), il est immédiat que : Si λ > 0, alors µ < 0 et si λ < 0, alors µ > 0. Ce qui termine
la preuve.

Remarque 6.2.2. Une conséquence immédiate du lemme précédent est que φ(−u) 6= φ(u), pour
tout u ∈ Sn−1

e .

Lemme 6.2.3. Considérons (Σu)u∈Sn−1
e

une famille de g-hyperplans co-orientés en e, ainsi que

v0, un second point de référence, et φ : Sn−1
e 7−→ Sn−1

v0 la fonction de réindexation entre les points
e et v0. Alors, pour tout vecteur u ∈ Sn−1

e , le produit 〈F(u)|φ(u)〉 est strictement positif.

Démonstration. Rappelons que, comme nous l’avons vu à la propriété 6.2.1, la fonction de
réindexation admet pour expression φ := N ◦ πv0 ◦ φ0 : Sn−1

e 7−→ Sn−1
v0 , où φ0 vérifie l’expression

(6.2.1). Pour éviter des notations redondantes, nous adopterons les notations suivantes :

l = l(u), λ = 〈v0|u〉, ν = φ(u) et ν0 = πv0 ◦ φ0(u)

Par conséquent, si F : TeH2 7−→ Tv0H2 est la fonction du changement de point, elle admet
comme expression F(u) = u + kλe. Il est donc immédiat que 〈F(u)|ν0〉 = 〈u|ν0〉 + kλ 〈e|ν0〉
avec :

〈e|ν0〉 = −1

k

[(
k2 − 1

) l
k

+ λ

]
et 〈u|ν0〉 = 1 +

(
λ− l

k

)
λ

ainsi,

〈F(u)|ν0〉 = 1 +

(
λ− l

k

)
λ− λ

[(
k2 − 1

) l
k

+ λ

]
= 1− kλl

et finalement,

〈F(u)|φ(u)〉 = µ(u)[1− l(u) 〈w0|u〉] > 0

ce qui termine la preuve.

6.3 Lemme sur l’injectivité de la fonction de réindexation

Nous avons vu à la propriété 4.4.1 page 97 qu’une famille (Σu)u∈Sn−1
e

de g-hyperplans co-

orientés en e admet une enveloppe seulement dans le cas où sa fonction de support h : Sn−1
e 7−→ R

vérifie la condition ci-dessous :

‖
−→
∇h(u)‖ < CH h(u)

pour tout u ∈ Sn−1
e .

Si la notion de g-hérisson est universelle, c’est-à-dire qu’elle ne dépend pas du choix du
point de référence, cela signifie que la condition précédente appliquée à la fonction de support h
impose que toute fonction de réindexation soit au injective. Néanmoins, comme nous l’avons vu
via la remarque 6.2.1, la question de l’injectivité de la fonction de réindexation ne peut pas être
résolue de manière triviale. Il est alors justifié d’étudier la relation entre la condition d’existence
(4.4.1.2) sur la fonction de support d’une famille de g-hyperplan et l’injectivité des fonctions de
réindexation. C’est précisément l’objet du lemme ci-dessous :
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Lemme 6.3.1. Considérons (Σu)u∈Sn−1
e

une famille de g-hyperplans co-orientés en e. S’il existe

un point v0 pour lequel la fonction de réindexation φ : Sn−1
e 7−→ Sn−1

v0 n’est pas injective, alors il
existe un vecteur u0 ∈ Sn−1

e tel que :

‖
−→
∇h(u0)‖ ≥ CH h(u0) (6.3.0.1)

avec h étant la fonction de support centrée en e.

Démonstration. Nous allons commencer par démontrer ce lemme sur le plan hyperbolique. Considérons
donc (Σu)u∈S1e une famille de g-hyperplans co-orientés en e et supposons qu’il existe un point

v0 ∈ H2 pour lequel la fonction de réindexation φ : S1
e 7−→ S1

v0 n’est pas injective. En particulier,
considérons u1 ∈ S1

e et u2 ∈ S1
e deux vecteurs distincts tels que φ(u1) = φ(u2). Via la remarque

6.2.2 que nous avons vue précédemment, nous savons que les vecteurs u1 et u2 ne peuvent pas
être antipodaux. Pour la suite, définissons le vecteur ν = φ(u1) = φ(u2) ∈ S1

v0 et considérons les
demi-espaces : 

K1 =
{−→
W ∈ TeH2 tel que 〈

−→
W |u1〉 ≥ l1

}
K2 =

{−→
W ∈ TeH2 tel que 〈

−→
W |u2〉 ≥ l2

} (6.3.0.2)

et 
L1 =

{−→
V ∈ Tv0H2 tel que 〈

−→
V |ν〉 ≥ t1

}
L2 =

{−→
V ∈ Tv0H2 tel que 〈

−→
V |ν〉 ≥ t2

} (6.3.0.3)

où les scalaires l1, l2, t1 et t2 correspondent à la mesure de la position des g-hyperplans Σu1

et Σu2
par rapport aux vecteurs u1, u2 et ν dans les modèles de Klein associés aux points de

référence e et v0. En particulier, si h : S1
e 7−→ R est la fonction de support, alors via la propriété

4.4.3 page 100, nous savons que :

l1 = TH h(u1) et l2 = TH h(u2)

À présent, considérons la fonction de changement de carte f := ψv0 ◦ ϕe : D(e) 7−→ D(v0).
Nous devons alors vérifier les deux relations suivantes :

f

(
◦
K1 ∩ D(e)

)
=
◦
L1 ∩ D(v0) et f

(
◦
K2 ∩ D(e)

)
=
◦
L2 ∩ D(v0) (6.3.0.4)

Pour cela, introduisons la fonction définie par l’expression µ(l) = 〈ν|f(lu1)〉. Alors, après
quelques calculs, nous obtenons :

µ(l) = 〈ν|f(lu1)〉 = 〈ν|we〉+ S(l) 〈ν|F(u1)〉

avec S(l) = − l
〈v0|e+lu1〉 et we = ψv0(e).

Via le lemme 6.2.3, nous savons que le produit 〈ν|F(u1)〉 est strictement positif. De plus,
comme la fonction S(l) est strictement croissante, il en est alors de même pour la fonction µ(l).
Ainsi, puisque µ(l1) = t1, il existe donc w1 ∈ Int(K1) ∩ D(e) tel que f(w1) ∈ Int(K1) ∩ D(v0).
Enfin, l’application f : D(e) \ ψe(Σu1

) 7−→ D(v0) \ ψv0(Σu1
) étant un difféomorphisme, alors f

envoie les composantes connexes sur les composantes connexes, ce qui nous donne le résultat
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recherché.

Il est important de remarquer que sur le domaine D(v0), on ne peut avoir que ψv0(Σu1) =
ψv0(Σu2), car sinon les deux g-hyperplans seraient identiques et il en serait de même pour les
vecteurs u1 et u2, du fait qu’ils ne peuvent pas être antipodaux. Par définition des demi-espaces
L1 et L2, il est clair que L1 ⊂ Int(L2) ou L2 ⊂ Int(L1). Alors, en considérant (6.3.0.4), on a :

K2 ⊂ Int(L1) ou K1 ⊂ Int(L2) (6.3.0.5)

À présent, il nous faut noter que, pour la suite, nous considérerons (sans perte de généralité)
que les distances orientées l1 et l2 vérifient la condition ci-dessous :

l1 ≤ l2 (6.3.0.6)

et en particulier, on obtient que :

K2 ⊂ Int(L1) (6.3.0.7)

Ensuite, comme il est clair qu’en adoptant la même méthode que pour µ, la fonction η(l) =
〈ν|f(lu2)〉 est strictement croissante, alors on obtient que :

u2 ∈ Int(K1) ∩ S1
e

En effet, on sait que f(l2u2) ∈ ψv0(Σu2) ⊂ L2 ∩ D(v0) ⊂ Int(L1) ∩ D(v0). En particulier,
comme la fonction η est strictement croissante, on a : pour tout l > l2, f(lu2) ∈ Int(L2)∩D(v0).
Par conséquence, en passant à la limite sur le bord, on obtient le résultat recherché.

À présent, considérons le paramétrage s : ]−π;π[ 7−→ S1
e correspondant à la rotation indirecte

telle que s(0) = u1. Aussi, relativement à la droite affine Tu1
= l1u1 + 〈u1〉⊥, nous définissons

les vecteurs uI ∈ s(]−π; 0[) et uD ∈ s(]0;π[) tels que D(e) ∩ Tu1
= ]uI ;uD[ (où ]uI ;uD[ est le

segment reliant les vecteurs uI et uD, considérés comme des points sur l’espace euclidien TeH2),
ainsi que θI et θD étant leurs coordonnées associées via le paramétrage s.

Figure 6.4 – Définition des vecteurs uI et uD.

A présent considérons, pour θ 6= θI , l’angle ϕθ = θ− θI ainsi que la fonction lI
:

(θ) = Cos(ϕθ)
définie sur ]−π; θI [ ∪ ]θI ;π[. Il nous faut alors noter que la famille de g-hyperplans, définie sur

D(e) par l’application lI
:

, représente un cas limite de famille de g-hyperplans co-orientés en e
contenant le g-hyperplan Σu1

. De plus, tous les g-hyperplans Σθ, ainsi définis et distincts de

Σu1
, sont parallèles 4 à Σu1

. Par conséquent, on définit la fonction hI
:

: ]−π; θI [ ∪ ]θI ;π[ 7−→ R
via l’expression suivante :
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hI
:

(θ) = ArcTH
(
lI
:

(θ)
)

=
1

2
ln

(
1 + Cos(θ − θI)
1− Cos(θ − θI)

)
Pour définir la même fonction par rapport au vecteur uD, considérons, pour θ 6= θD, la

fonction lD
:

(θ) = Sin(ϕθ), où ϕθ vérifie la relation θ + ϕθ = θD. En particulier, on considère la
fonction définie via l’expression suivante :

hD
:

(θ) =
1

2
ln

(
1 + Cos(θ − θD)

1− Cos(θ − θD)

)
Par conséquent, il nous sera nécessaire de remarquer qu’après un petit calcul, on peut

vérifier que pour tout θ 6= θI (resp. θ 6= θD), on a que les fonctions hI
:

et hD
:

, que nous avons
précédemment définies, vérifient les relations ci-dessous :

∂θhI
:

(θ)

CH hI
:

(θ)
= −|Sin(θ − θI)|

Sin(θ − θI)
et

∂θhD
:

(θ)

CH hD
:

(θ)
= −|Sin(θ − θD)|

Sin(θ − θD)

À présent, considérons l’application h
:

: ]−π;π[ 7−→ R correspondant, via le paramétrage s, à
la fonction de support h de la famille de g-hyperplans. Aussi, on définit les angles θ1 = 0 et θ2

qui correspondent, via le paramétrage s, aux vecteurs u1 et u2. Par conséquent, comme les g-
hyperplans Σu1 et Σu2 sont parallèles 5 par rapport au point v0 et vérifient la condition (6.3.0.7),
on a forcément que : Si l’angle θ2 est dans l’intervalle ]θI ; 0[, alors :

h
:
(θ2) > hI

:
(θ2) (6.3.0.8)

Il est important de bien remarquer que l’inégalité (6.3.0.8) est stricte du fait que les g-
hyperplans Σu1

et Σu2
sont parallèles par rapport au point v0 au sens où il existe une géodésique

qui leur est communément perpendiculaire et passant par le point v0. En effet, par la propriété
5.1.16 page 313 de l’annexe E qui traite des g-hyperplans parallèles, il est clair que le g-hyperplan

Σu2
ne peut pas correspondre à la longueur hI

:
(θ2).

Figure 6.5 – Positionnement du g-hyperplan Σu2 relativement au g-hyperplan Σu1 .

Pareillement, dans le cas où l’angle θ2 est dans l’intervalle ]0; θD[, alors en considérant la même

méthode que précédemment, on obtient que h
:
(θ2) > hD

:
(θ2). Ainsi, sans perte de généralité,

nous supposerons dans toute la suite que θ2 ∈ ]θI ; 0[. Par conséquent, en remarquant que par

4. Il convient de préciser que pour tout θ non nul, les g-hyperplans Σu1 et Σθ sont parallèles sans jamais
avoir de géodésique orthogonale commune (voir section 5.1.4.3 page 312 de l’annexe E pour en savoir plus sur les
g-hyperplans parallèles).

5. Voir la définition 4.2.3 page 85 du chapitre 4 pour un rappel sur la définition de g-hyperplan parallèle par
rapport à un point de référence.
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construction, nous avons forcément que h
:
(θ1) = hI

:
(θ1) et hI

:
−→ +∞, lorsque θ → θI , alors il

existe un intervalle fermé [a; b] ⊂ ]θI ; 0] tel que hI
:

(a) = h̃(a), hI
:

(b) = h̃(b) ainsi que :

h̃(θ) > hI
:

(θ) (6.3.0.9)

pour tout θ ∈ ]a; b[. En particulier, par la condition (6.3.0.9) on peut calculer que la dérivée des

fonctions h
:

et hI
:

vérifie l’inégalité suivante :

∂θh̃(b) ≤ ∂θhI
:

(b) (6.3.0.10)

Pour terminer, il nous faut distinguer trois cas de figure en fonction des distances orientées
l1 et l2. En effet, comme les distances l1 et l2 vérifient la condition (6.3.0.6), alors on a que :

→ Supposons que les longueurs l1 et l2 soient positives ou nulles. Alors dans ce cas de figure,
nous avons θD − θI ≤ π et en particulier b − θI < π

2 . Par conséquent, comme les dérivées

des fonctions h
:

et hI
:

vérifient la condition (6.3.0.10), on a forcément que :

∂θh̃(b)

CH h̃(b)
≤ ∂θhI

:
(b)

CH hI
:

(b)
= −|Sin(b− θI)|

Sin(b− θI)
= −1

et donc il existe bien un angle θ0 ∈ ]θI ; 0[ tel que :∣∣∣∂θh̃(θ0)
∣∣∣ ≥ CH h̃(θ0) (6.3.0.11)

avec θ0 = b dans ce cas de figure.

→ Supposons que les longueurs l1 et l2 soient négatives ou nulles. Alors en considérant la
famille de g-hyperplan définie par la fonction de support −h, on se retrouve forcément
dans le cas précédent. En particulier, il existe alors un angle θ0 ∈ ]−π;π[ pour lequel la

fonction h
:

vérifie la relation (6.3.0.11).

→ Supposons que l1 < 0 et l2 > 0. Il nous faut alors définir deux autres vecteurs u′1 et u′2 pour
lesquels les longueurs l′1 et l′2 qui leur correspondent, vérifient l’un des deux cas de figure

précédents. Pour cela, remarquons que par continuité, comme on sait que les fonctions h
:

et

hI
:

admettent la même image en θ1 = 0 et vérifient l’inégalité (6.3.0.8) en θ2, alors il existe
forcément un angle θ′1 ∈ ]θ2; 0] pour lequel on a :

h
:
(θ) > hI

:
(θ) pour tout θ ∈ [θ2; θ′1[

h
:
(θ′1) = hI

:
(θ′1)

(6.3.0.12)

Aussi, par le même argument de continuité, nous avons qu’il existe un second angle θ′2 ∈
[θ2; θ′1[ pour lequel les longueurs h

:
(θ′1) et h

:
(θ′2) sont de même signe 6. Il nous faut alors re-

marquer que, par (6.3.0.12), il est clair que les applications h
:

et hI
:

vérifient l’inégalité
(6.3.0.8) pour l’angle θ′2. Ainsi, par la propriété 5.1.16 page 313 de l’annexe E, il est
immédiat qu’il existe une géodésique γ qui est orthogonale aux g-hyperplans Σu′1 et Σu′2 ,

6. Pour plus de clarté, nous précisons que par ”de même signe”, nous entendons : les longueurs h
:(
θ′1

)
et h

:(
θ′2

)
sont soit toutes les deux dans l’intervalle [0; +∞[, soit toutes les deux dans l’intervalle ]−∞; 0].
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avec u′1 et u′2 étant les vecteurs correspondant aux angles θ′1 et θ′2. Ensuite, en nous plaçant
dans le modèle de Klein centré en e, alors par ce qui précède 7, il est immédiat que :

S1
e \ Int(K ′1) ⊂ S1

e \K ′2 (6.3.0.13)

où K ′1 et K ′2 sont définis via (6.3.0.2) relativement aux vecteurs u′1 et u′2. Par conséquent,
comme la géodésique γ correspond à une droite δ qui intersecte les g-hyperplans ψe

(
Σu′1

)
et ψe

(
Σu′2

)
, alors par (6.3.0.13), il est clair qu’il existe un point w′0 ∈ δ ∩ D(e) pour lequel

la droite vectorielle T qui passe par le point w′0, partage S1
e en deux demi-cercles dont

l’un contient les vecteurs u′1 et u′2 à son intérieur 8. On définit donc un nouveau point de
référence :

v′0 = ϕe(w
′
0)

ainsi que φ′ : S1
e 7−→ S1

v′0
, la fonction de réindexation qui lui correspond.

Figure 6.6 – Définition du point de référence v′0

Par construction, il est clair que les images φ′(u′1) et φ′(u′2) sont égales ou antipodales
sur le cercle S1

v0 . Considérons alors un vecteur −→v ∈ S1
e qui est orthogonal à la droite Rw′0

et tel que les vecteurs u′1 et u′2 soient compris dans l’ouverture Int(K+), avec K+ étant
la partie définie via l’expression (6.2.2.7) pour le vecteur −→v . Aussi, en remarquant que
−→v = F(−→v ), où F est la fonction de changement de point définie via l’expression (6.1.2.2)
et correspondant aux points de référence e et v′0, on définit la partie L+ ⊂ Tv′0H

n via
l’expression (6.2.2.8) relativement au vecteur −→v . Ainsi, comme par le lemme 6.2.2, on sait
que φ′

(
Int(K+) ∩ S1

e

)
= Int(L+)∩ S1

v′0
, on en déduit forcément que φ′(u′1) = φ′(u′2). Nous

sommes donc, pour les vecteurs u′1 et u′2 et relativement au point de référence v′0, dans

l’une des deux situations précédentes. En particulier, il est clair que la fonction h
:

vérifie la
relation (6.3.0.11) pour un angle θ0 ∈ ]θ′1; θ′2[.

Pour terminer cette démonstration, nous devons nous placer sur l’espace hyperbolique en
dimension quelconque. Considérons donc (Σu)u∈Sn−1

e
une famille de g-hyperplans co-orientés

en e telle qu’il existe un second point de référence v0 pour lequel la fonction de réindexation
φ : Sn−1

e 7−→ Sn−1
v0 n’est pas injective. Il existe alors u1 et u2 deux vecteurs tels que φ(u1) = φ(u2).

Si γ est la géodésique orthogonale aux g-hyperplans Σu1
et Σu2

, considérons δ comme étant la
droite affine sur l’espace TeHn correspondant à la géodésique γ dans le modèle de Klein centré

7. Il nous faut préciser que la relation (6.3.0.13) est, par construction des g-hyperplans Σu′1
et Σu′2

, une

conséquence directe de la relation (6.3.0.8) pour l’angle θ′2. En particulier, nous pouvons remarquer que la relation
(6.3.0.13), tout comme la relation (6.3.0.7), permet de décrire la position du g-hyperplan Σu′1

par rapport au g-

hyperplan Σu′2
en prenant en compte l’information de leurs orientations respectives.

8. Il nous faut remarquer que par construction on a que
[
θ′2; θ′1

]
⊂ ]θ2; θ1] ⊂ ]θI ; 0] ⊂ ]−π; 0] et par conséquent,

il n’est pas possible que les vecteurs u′1 et u′2 soient antipodaux. Notons qu’il est aussi possible de justifier que les
vecteurs u′1 et u′2 ne sont pas antipodaux via la relation (6.3.0.13).
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en e. La droite δ n’étant pas une droite vectorielle, considérons alors l’unique plan vectoriel H
qui la contient. On peut aussi vérifier 9 que les vecteurs u1 et u2 se trouvent sur le plan H. En
particulier, comme par la remarque 6.2.2, on sait que les vecteurs u1 et u2 ne sont pas antipodaux,
alors on obtient finalement que :

v0 ∈ H = 〈u1, u2〉

Ainsi, via la propriété 6.1.2 et le lemme 6.2.1, on a que la famille (HH ∩ Σu)u∈S1e[HH ] est une
famille de g-hyperplans co-orientés en e sur le 2-espace hyperbolique HH pour laquelle la fonction
de réindexation φH : S1

e[HH ] 7−→ S1
v0 [HH ] n’est pas injective. Il s’ensuit qu’il existe nécessairement

un vecteur u ∈ S1
e[HH ] tel que :

‖
−→
∇h(u)‖
CH h(u)

≥
‖
−→
∇S1e[HH ]h(u)‖
CH h(u)

≥ 1

ce qui termine la preuve.

6.4 Énoncé et démonstration du théorème

Dans cette section, nous présentons et démontrons le théorème de l’indépendance du choix
du point de référence pour les g-hérissons de l’espace hyperbolique. Par ce théorème, nous savons
que, comme pour les h-hérissons, les g-hérissons correspondent à un objet géométrique que l’on
peut décrire (via le paramétrage, la fonction de support, etc.) relativement à n’importe quel point
sur l’espace hyperbolique. En particulier, par ce théorème il n’est plus nécessaire de préciser le
point de référence lorsque nous considérons un g-hérisson sur l’espace hyperbolique.

Théorème 6.4.1. Si H ⊂ Hn est un g-hérisson centré en e, alors c’est un g-hérisson pour tous
les points.

Démonstration. Considérons donc H ⊂ Hn un g-hérisson centré en e. Il existe alors (Σu)u∈Sn−1
e

une famille de g-hyperplans co-orientés en e et de fonction de support h, dont l’enveloppe pa-
ramétrée existe et correspond au g-hérisson H. À présent, considérons v0 ∈ Hn un second point
de référence, ainsi que φ : Sn−1

e 7−→ Sn−1
v0 la fonction de réindexation entre les points e et v0. Nous

devons alors vérifier que l’application φ est un difféomorphisme et pour cela, nous déterminerons
le noyau de la différentielle duφ : TuSn−1

e 7−→ Tφ(u)Sn−1
v0 .

Pour commencer, via la propriété 6.2.1, nous savons que la fonction de réindexation est donnée
par l’expression φ = N ◦ πv0 ◦ φ0 avec φ0(u) = u + l(u)e, où l = TH(h), ainsi que πv0 étant la
projection orthogonale le long de la droite Rv0 et N : Ln+1 \K 7−→ dSn étant l’application de
normalisation qui est définie via l’expression suivante :

N (x) = β(x)x avec β(x) =
1√
〈x|x〉

où K =
{
x ∈ Ln+1 tel que 〈x|x〉L ≤ 0

}
.

9. En effet, en se plaçant dans le modèle de Poincaré centré en v0 et en considérant δ la droite vectorielle
correspondant à la géodésique γ, nous savons que les g-hyperplans Σu1 et Σu2 correspondent à des hypersurfaces
de révolution dont l’axe de rotation est la droite δ. Ainsi, en considérant l’unique plan vectoriel H contenant la
droite δ et le point e (qui, par construction, ne peut se trouver sur la droite δ), on a que les géodésiques γ1 et γ2,
correspondant aux géodésiques passant par le point e aux vitesses u1 et u2, sont nécessairement contenues dans
le plan H.
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Après un calcul rapide, on obtient que pour tout point x ∈ Ln+1 et vecteur
−→
X ∈ Ln+1, alors

dxN ·
−→
X = β(x)

[−→
X − β(x)

2 〈x|
−→
X 〉x

]
. On peut donc remarquer que si les éléments x et

−→
X forment

une famille libre, alors dxN ·
−→
X 6= 0.

Considérons un vecteur u ∈ Sn−1
e ainsi qu’un vecteur tangent

−→
W ∈ TuSn−1

e . La différentielle
de la fonction de réindexation est alors donnée via la relation suivante :

duφ ·
−→
W = dπv0◦φu(u)N

(
πv0 ◦ duφ0 ·

−→
W
)

Il nous faut donc nous assurer que les vecteurs πv0 ◦ φu(u) et πv0 ◦ duφ0 ·
−→
W forment une

famille libre lorsque le vecteur
−→
W est non nul. Déjà, notons que, puisque φ0(u) est un vecteur de

type espace, alors le vecteur πv0 ◦φ0(u) est toujours non nul. Ensuite, via le théorème 4.4.1 page
97 on sait que la fonction de support h satisfait la relation :

‖
−→
∇h(u)‖ < CH h(u)

pour tout u ∈ Sn−1
e . De plus, pour tout u ∈ Sn−1

e et
−→
W ∈ TuSn−1

e , on a que la différentielle de
l’application φ0 est définie via l’expression ci-dessous :

duφ0 ·
−→
W =

−→
W + 〈

−→
∇l(u)|

−→
W 〉e avec

−→
∇l(u) =

1

(CH h(u))
2

−→
∇h(u)

et donc, lorsque le vecteur
−→
W ∈ TuSn−1

e est non nul, on a que :

〈duφ0 ·
−→
W |duφ0 ·

−→
W 〉 = ‖

−→
W‖

2
− 〈
−→
∇l(u)|

−→
W 〉

2
≥ ‖
−→
W‖

2
− ‖
−→
∇l(u)‖

2
‖
−→
W‖

2

= ‖
−→
W‖

2
− ‖
−→
∇h(u)‖

2

(CH h(u))
4 ‖
−→
W‖

2
> ‖
−→
W‖

2
− ‖

−→
W‖

2

(CH h(u))
2

=
‖
−→
W‖

2

(CH h(u))
2

[
(CH h(u))

2 − 1
]
≥ 0

ce qui nous donne que :

〈duφ0 ·
−→
W |duφ0 ·

−→
W 〉 > ‖

−→
W‖

2

(CH h(u))
2

[
(CH h(u))

2 − 1
]
≥ 0.

Ainsi, si le vecteur
−→
W ∈ TuSn−1

e est non nul, alors on obtient que duφ0 ·
−→
W est également non

nul et de type espace. Par conséquent, on sait que le vecteur πv0 ◦ duφ0 ·
−→
W est non nul lorsque

le vecteur
−→
W l’est aussi. On peut également observer que les vecteurs φ0(u) et duφ ·

−→
W forment

une famille libre. De plus, il est évident que si

λπv0 ◦ φ0(u) + µπv0

(
duφ0 ·

−→
W
)

= 0,

alors on a que :

λφ0(u) + µduφ0 ·
−→
W = 0 ou λφ0(u) + µduφ0 ·

−→
W ∼ v0

Par conséquent, vérifions que toutes les combinaisons linéaires λφ0(u) + µduφ0 ·
−→
W sont tou-

jours de type espace ou nul. Pour ce faire, nous devons déterminer les trois produits suivants :
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1. Le produit 〈φ0(u)|φ0(u)〉

〈φ0(u)|φ0(u)〉 = 1− l(u)
2

= 1− (TH h(u))
2

=
1

(CH h(u))
2

2. Le produit 〈φ0(u)|duφ0 ·
−→
W 〉∣∣∣ 〈φ0(u)|duφ0 ·
−→
W 〉
∣∣∣ = |l(u)| ·

∣∣∣ 〈−→∇l(u)|
−→
W 〉
∣∣∣ =

|l(u)|
(CH h(u))

2

∣∣∣ 〈−→∇h(u)|
−→
W 〉
∣∣∣

≤ |l(u)|
(CH h(u))

2 · ‖
−→
∇h(u)‖ · ‖

−→
W‖ < |l(u)|

CH h(u)
· ‖
−→
W‖

3. Le produit 〈duφ0 ·
−→
W |duφ0 ·

−→
W 〉

〈duφ0 ·
−→
W |duφ0 ·

−→
W 〉 ≥ ‖

−→
W‖

2

(CH h(u))
2

(
(CH h(u))

2 − 1
)

= ‖
−→
W‖

2
· l(u)

2

Supposons donc qu’il existe λ et µ, deux scalaires pour lesquels la combinaison linéaire

λφ0(u) + µduφ0 ·
−→
W est non nulle. Alors, de ce qui précède, nous considérons le développement

suivant :

〈λφ0(u) + µduφ0 ·
−→
W |λφ0(u) + µduφ0 ·

−→
W 〉 = λ2 〈φ0(u)|φ0(u)〉+ 2λµ 〈φ0(u)|duφ0 ·

−→
W 〉+ µ2 〈duφ0 ·

−→
W |duφ0 ·

−→
W 〉

≥ λ2 〈φ0(u)|φ0(u)〉 − 2|λ||µ|
∣∣∣ 〈φ0(u)|duφ0 ·

−→
W 〉
∣∣∣+ µ2 〈duφ0 ·

−→
W |duφ0 ·

−→
W 〉

>
λ2

(CH h(u))
2 − 2|λ| · |µ| · |l(u)|

CH h(u)
· ‖
−→
W‖+ µ2‖

−→
W‖

2
l(u)

2

=

(
|λ|

CH h(u)
− |µ| · |l(u)| · ‖

−→
W‖
)2

≥ 0

En conséquence, nous pouvons conclure que si la combinaison linéaire λφ0(u)+µduφ0 ·
−→
W est

non nulle, alors elle correspond à un vecteur de type espace. Ainsi, si on considère deux scalaires
λ et µ tels que la combinaison linéaire

λπv0 ◦ φ0(u) + µπv0

(
duφ0 ·

−→
W
)

est nulle, alors il en est de même pour la combinaison linéaire λφ0(u) + µduφ0 ·
−→
W , impliquant

que λ = 0 et µ = 0. Il en résulte que les éléments πv0 ◦φu(u) et πv0 ◦ duφ0

(−→
W
)

forment bien une

famille libre. En particulier, si
−→
W est un vecteur non non nul, alors la différentielle duφ ·

−→
W l’est

aussi, ce qui signifie que l’application de réindexation φ est un difféomorphisme local en chaque
point.

Pour conclure, on a que via la propriété 7.3.1 page 322 de l’annexe G, nous savons que
l’application de réindexation est surjective. De plus, par le lemme 6.3.1, nous savons qu’elle
est également injective. Par conséquent, c’est un difféomorphisme et la famille de g-hyperplans
(Σu)u∈Sn−1

e
est co-orientable en v0.
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Remarque 6.4.1. Notons que le lemme 6.3.1, qui traite de la question de l’injectivité de la fonc-
tion de réindexation, n’est utile à la démonstration précédente qu’en dimension 2 pour l’espace
hyperbolique. En effet, en dimension supérieure, nous aurions pu nous contenter d’un argument
topologique basé sur la simple connexité de la sphère Sn−1

e . Néanmoins, il est à noter que le
lemme 6.3.1 nous permet aussi de mieux comprendre la géométrie qui s’articule autour de la
notion de g-hérisson.
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Chapitre 7

Conditions et structures de
contact pour les g-hérissons et les
h-hérissons

Rappelons qu’au chapitre 2, nous avons vu que tout hérisson sur l’espace euclidien est le
front de Legendre d’un certain type d’immersion de Legendre (voir propriété 2.2.1 page 49).
Cette remarque 1 conduit naturellement à proposer une méthode pour généraliser la notion de
hérisson (voir section 2.4 page 51 pour plus de détails). Dans ce chapitre, nous vérifions donc
que les g-hérissons ainsi que les h-hérissons tels que nous les avons définis correspondent bien à
des fronts legendriens d’un certain type d’immersion de Legendre, qu’il nous faut définir.

7.1 Structure de contact usuelle induite par l’espace hy-
perbolique

Pour commencer, il nous faut retrouver une structure de contact qui correspond à celle que
nous avons définie sur Sn+1×Rn en considérant la forme de contact définie via la relation (2.1.0.1)
page 48. Pour cela, on considère le fibré des sphères :

STHn =
∐
x∈Hn

Sn−1
x (7.1.0.1)

ainsi que les deux propriétés suivantes :

Propriété 7.1.1. En tout point w = (x, u) ∈ STHn, il existe un R-isomorphisme linéaire tel
que :

TwSTHn ' TxHn ⊕ TuSn−1
x (7.1.0.2)

Démonstration. Considérons donc x0 ∈ Hn un point sur l’espace hyperbolique. Si w = (x, u) ∈
STHn alors on considère γ(x,x0) : [0, 1] 7−→ Hn la géodésique qui relie x à x0 ainsi que

1. Pour en savoir plus sur la relation entre la notion de hérisson et la géométrie de contact, il est possible de
consulter les articles [74] et [77] dans lesquels cette relation est développée pour différents types de hérissons (i.e.
les hérissons euclidiens, lorentziens et complexes).

157
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ϕ(x,x0) : TxHn 7−→ Tx0
Hn

le transport parallèle le long de la géodésique γ(x,x0). On définit ainsi, en tout point x0 ∈ Hn, le

morphisme de fibré φ(x0) : STHn 7−→ Hn × Sn−1
x0

vérifiant l’expression suivante :

φ(x0)(x, u) = (x, ϕx,x0
(u))

En remarquant que φ(x0)(x0, u) = (x0, u) alors, par inversion locale, il existe un ouvert W =
p−1(V), avec p : STHn 7−→ Hn la projection du fibré des sphères et V un voisinage de x0, tel
que la restriction φ(x0) :W 7−→ V × Sn−1

x0
est un difféomorphisme. En particulier, on définit un

R-isomorphisme :

f(x0,u) := d(x0,u)φ
(x0) : T(x0,u)[STHn] ↪−→→ Tx0

Hn ⊕ TuSn−1
x0

(7.1.0.3)

ce qui nous donne le résultat recherché.

Propriété 7.1.2. La famille des R-isomorphismes linéaires définis par (7.1.0.3) induit un iso-
morphisme de C∞(STHn)-module tel que :

∆(STHn) ' Γ0(p∗THn)⊕ Γ0
(
ΠSn−1

)
(7.1.0.4)

et qui correspond naturellement à un isomorphisme de fibré vectoriel entre le fibré tangent du
fibré des sphères STHn et le fibré vectoriel p∗THn ⊕ΠSn−1.

Note. Dans la relation (7.1.0.4), nous avons considéré p : STHn 7−→ Hn comme étant la pro-
jection du fibré des sphères. Aussi, on définit :

ΠSn−1 =
∐

(x,u)∈STHn
TuSn−1

x (7.1.0.5)

correspondant au fibré vectoriel des hyperplans tangents des sphères tangentes de l’espace hyper-
bolique.

Démonstration. Il nous suffit de considérer la famille des R-isomorphismes (fw)w∈STHn définis via
(7.1.0.3). On obtient alors un isomorphisme de fibré f : T [STHn] 7−→ p∗THn ⊕ΠSn−1. En parti-
culier, nous pouvons vérifier que f est bien C∞ en constatant que la fonction F : Hn × STHn 7−→ dSn,
avec dSn = {x ∈ Hn tel que 〈x|x〉 = 1}, définie via l’expression :

F(x, y, u) = ϕ(x,y)(u)

est lisse.

Il nous sera utile de remarquer que nous pouvons considérer les mêmes constructions et re-
trouver ces deux mêmes propriétés sur le fibré STSn pour l’hypersphère de dimension n. L’intérêt
de ces deux dernières propriétés réside dans le fait que nous devons définir une forme de contacte
correspondant à l’analogue de la relation (2.1.0.1). Et pour cela, on considère la propriété sui-
vante :

Propriété 7.1.3. Sur le fibré des sphères tangentes STHn, la 1-forme différentielle α ∈ Ω1(STHn)
définie via l’expression ci-dessous :

αw

(−→
V ⊕

−→
W
)

= 〈
−→
V |u〉 avec w = (x, u) et

−→
V ⊕

−→
W ∈ TxHn ⊕ TuSn−1

x (7.1.0.6)

est une forme de contact.
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Démonstration. Soit e ∈ Hn un point de référence ainsi que la carte exponentielle x : Hn 7−→ TeHn
centrée en e. On considère aussi (−→e1 , · · · ,−→en) une base orthonormale de l’hyperplan tangent TeHn
ainsi que le repère différentiel (∂1, · · · , ∂n) défini via la carte exponentielle :

∂i(p) = (dpx)
−1 · −→ei

pour tout p ∈ Hn.

À présent, remarquons que si w = (p, u) ∈ STHn est un point et
−→
W =

−→
X ⊕

−→
V ∈ T [STHn]

un vecteur, alors comme
−→
X = X1∂1(p) + · · ·+Xn∂n(p), on a :

αw ·
−→
W = 〈∂1(p)|u〉X1 + · · ·+ 〈∂n(p)|u〉Xn

Ainsi, on définit les applications vi : STHn 7−→ R qui, pour tout w = (p, u) ∈ STHn, nous
donnent vi(w) = 〈∂i(p)|u〉. De plus, on prolonge 2 la carte x sur STHn telle que x(w) = x(p) et
donc, on obtient que la forme α admet pour expression :

α = v1dx1 + · · ·+ vndxn (7.1.0.7)

Considérons donc we = (e, u), avec u ∈ Sn−1
e , ainsi qu’un vecteur

−→
W =

−→
X ⊕

−→
V ∈ TeHn ⊕

TuSn−1
e . Par propriété de la carte de Gauss, on a que la différentielle des applications vi admet

pour expression dwevi ·
−→
W = 〈−→e i|

−→
V 〉 = Vi. Ainsi la différentielle extérieur de la forme α vérifie

en we que :

dweα
(−→
W,
−→
W
′)

= V1X
′
1 − V ′1X1 + · · ·+ VnX

′
n − V ′nXn (7.1.0.8)

Par conséquent, en sachant que u1V1 + · · ·+unVn = 0, alors après un petit calcul, on obtient
que la (2n− 1)-forme alternée (dweα)

n−1 ∧ α(we) est non nulle. Ce qui nous donne le résultat
recherché.

Pour finir, rappelons que (voir définition 2.1.2 page 47 du chapitre 2), si (M,α) est une
(2n+ 1)-variété de contact, alors on appelle fibré de Legendre tout fibré lisse p : M 7−→ β dont
les fibres sont des sous-variétés de Legendre. Pour en savoir plus, il est aussi possible de consulter
les définitions 2.4.1, 2.4.2 et 2.4.3 de l’annexe B. Ainsi, on a la propriété suivante :

Propriété 7.1.4. Considérons la (2n− 1)-variété de contact (STHn, α) définie via la 1-forme
de contact (7.1.0.6). Alors le fibré des sphères p : STHn 7−→ Hn est un fibré de Legendre.

Démonstration. Considérons donc un point x ∈ Hn ainsi que la fibre Lx = {x} × Sn−1
x . Il nous

suffit alors de remarquer que TwxLx = {0} ⊕ TuSn−1
x pour tout wx = (x, u). En particulier, la

forme α étant définie par l’expression (7.1.0.6), il est donc clair que Ker(αwx) ⊂ TwxLx.

2. Le prolongement de la carte exponentielle x que nous considérons, correspond à l’application
w : STHn 7−→ TeHn définie via l’expression w(p, u) = x(p), pour tout (p, u) ∈ STHn. En particulier, il nous faut
noter que ce n’est pas un trivialisateur local du fibré des sphères. Ensuite, on définit les fonctions coordonnées
wi, · · · , wn relativement à la base orthonormale

(−→e 1, · · · ,−→e n
)

que nous avons précédemment considérée. Enfin,
pour ne pas nous surcharger de notation redondante, nous confondrons volontairement les applications w et x
ainsi que leurs fonctions coordonnées.
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7.2 Structure de contact et hérissons sur l’espace hyper-
bolique

Dans cette section, nous montrons que tout g-hérisson et h-hérisson est le front legendrien
d’une immersion de Legendre qui est caractérisé par une condition de contact correspondant au
type de hérisson considéré. En effet, rappelons qu’au chapitre 6, nous avons vu que les hérissons
euclidiens étant définis via la condition de contact (voir (2.2.0.1) page 48) correspondent alors
naturellement au front legendrien d’immersion de Legendre i : Sn−1 7−→ Sn−1 × Rn de la forme
i(u) = (u, x(u)).

7.2.1 Caractérisation des g-hérissons en géométrie de contact

Il nous faut commencer par remarquer que la condition d’injectivité correspondant aux
géodésiques transverses et porteuses (voir les définitions 4.3.3 et 4.3.4 page 91) permet de définir
une application de Gauss. En effet, si (Σ, N) est une hypersurface orientée, alors pour tout x ∈ Σ,
on considère (Γx, Nx) le g-hyperplan orienté correspondant au prolongement géodésique de l’hy-
perplan tangent orienté (TxΣ, N(x)) comme nous l’avons défini via la relation (4.3.0.2) page 90.
Alors pour e ∈ Hn un point de référence, on appelle application de Gauss centrée en e,
l’unique application ν : Σ 7−→ Sn−1

e vérifiant que pour tout x ∈ Σ, la géodésique γ passant par
le point e à la vitesse ν(x) pour l’instant t = 0 vérifie que :

1. La géodésique γ intersecte orthogonalement le g-hyperplan Γx en x0.

2. Si t0 est l’instant tel que γ(t0) = x0 alors ∂tγ(t0) = Nx(x0).

Propriété 7.2.1. Si (Σ, N) est une hypersurface orientée, alors en tout point e ∈ Hn, l’appli-
cation de Gauss centrée en e est de classe C∞.

Démonstration. D’abord, il est clair que la famille de g-hyperplans (Γx)x∈Σ correspondant au
prolongement géodésique des hyperplans tangents est lisse. Ainsi, en se plaçant dans le modèle
de Klein centré en e, on a que :

Γx = l(x)ν(x) + 〈ν(x)〉⊥ (7.2.1.1)

avec l et ν des fonctions lisses. Par conséquent, en remarquant que l’application ν définie via la
relation (7.2.1.1) correspond bien à l’application de Gauss centrée en e, on obtient le résultat
recherché.

7.2.1.1 L’application orthonormale généralisée

Dans cette section nous définissons l’application orthonormale généralisée qui nous est nécessaire
pour définir correctement la condition de contact pour les g-hérissons. Nous voulons donc une
application Ne : Hn × Sn−1

e 7−→ STHn, avec e ∈ Hn un point de référence, vérifiant que pour
toute hypersurface orientée (Σ, N), nous ayons, en tout point x ∈ Σ,

Ne(x, ν(x)) = N(x) (7.2.1.2)

avec ν l’application de Gauss centrée en e que nous avons précédemment définie.
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Figure 7.1 – Construction de l’application orthonormale généralisée

Pour définir le vecteur Ne(x, u), avec x ∈ Hn et u ∈ Sn−1
e , on considère l’unique g-hyperplan

orienté (Γ, N0) passant par le point x et dont la géodésique γ passant par le point e à la vitesse u
intersecte orthogonalement le g-hyperplan Γ au point x0 = γ(t0) tel que N0(x0) = ∂tγ(t0). Pour
cela, rappelons qu’en se plaçant dans le modèle de Klein centré en e, on a :

ψe(Γ) = l(x, u)u+ 〈u〉⊥ (7.2.1.3)

avec l(x, u) = 〈u|ψe(x)〉.

Ainsi, par construction, il est clair que l’application orthonormale généralisée correspond à
une généralisation de la fonction de réindexation que nous avons introduite au chapitre 6 (voir
définition 6.2.1 et propriété 6.2.1 page 140). Elle est donc définie par l’expression suivante :

Ne(x, u) = N ◦ πx ◦ φe(x, u) (7.2.1.4)

avec φe(x, u) = u + l(x, u)e ainsi que πx la projection orthogonale le long de la droite Rx et N
l’application de normalisation définie sur l’ensemble des vecteurs non nuls de type espace. Par
conséquent, il est justifié de considérer la définition suivante :

Définition 7.2.1. Considérons e ∈ Hn un point de référence. On appelle alors application
orthonormale généralisée centrée en e le morphisme de fibré Ne : Hn × Sn−1

e 7−→ STHn
vérifiant l’expression suivante :

Ne(x, u) = (x,N (u+ ke(x) 〈x|u〉e)) (7.2.1.5)

avec ke(x) = − 1
〈x|e〉 .

Avertissement 7.2.1. En pratique, tant que cela ne produira pas de confusion, nous considérerons
que Ne(x, u) est le vecteur N (u+ ke(x) 〈x|u〉e) sur l’hyperbolöıde de Sitter dSn =

{
x ∈ Ln+1 tel que 〈x|x〉 = 1

}
.

Propriété 7.2.2. Pour tout point de référence e ∈ Hn, l’application orthonormale généralisée
centrée en e est une immersion.

Démonstration. Si N : Ln+1 \K 7−→ dSn est l’application de normalisation avec Ln+1 \K l’en-
semble des vecteurs non nuls de type espace et dSn =

{
x ∈ Ln+1 tel que 〈x|x〉 = 1

}
l’hyper-

bolöıde de Sitter, alors après un petit calcul, sa différentielle admet pour expression :

dwN ·
−→
W = β(w)

[−→
W − β(w)

2 〈w|
−→
W 〉w

]
Il est alors clair que si les éléments w et

−→
W forment une famille libre, alors le vecteur dwN ·

−→
W

est non nul. Considérons donc l’application φe : Hn × Sn+1
e 7−→Mn+1 telle que φe(w) = u +

ke(x) 〈x|u〉e avec w = (x, u), et qui admet donc pour différentielle :
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dwφe

(−→
W ⊕

−→
V
)

=
−→
V + ke(x)fw

(−→
W ⊕

−→
V
)
e

où f ∈ Ω1

(
Hn × Sn−1

e

)
est une 1-forme différentielle. Il est alors clair que, dans l’hypothèse où

dwφe

(−→
W ⊕

−→
V
)

est non nul, la famille formée par les vecteurs φe(w) et dwφe

(−→
W ⊕

−→
V
)

est libre.

Par conséquent, comme la différentielle de l’application Ne est :

dwNe

(−→
W ⊕

−→
V
)

=
−→
W ⊕ dw[N ◦ φe]

(−→
W ⊕

−→
V
)

alors, dans l’hypothèse où la différentielle dwNe

(−→
W ⊕

−→
V
)

est nulle, il est donc immédiat que les

vecteurs
−→
W et dw[N ◦ φe]

(−→
W ⊕

−→
V
)

sont nuls. Alors, par ce qui précède, il en est de même pour

dwφe

(−→
W ⊕

−→
V
)

et donc
−→
V = 0.

Propriété 7.2.3. Soit e ∈ Hn un point de référence. Alors, l’application orthonormale généralisée
centrée en e est l’unique application vérifiant la relation (7.2.1.2) pour toute hypersurface orientée.

Démonstration. Considérons N ′e une seconde application vérifiant la relation (7.2.1.2). Si (x, u) ∈
Hn × Sn−1

e , alors il nous suffit de choisir une hypersurface orientée (Σ, N) contenant le point x
telle que 3 ν(x) = u. Et alors, il est clair que :

N ′e(x, u) = N(x) = Ne(x, u)

d’où l’unicité.

A présent, considérons (Σ, N) une hypersurface orientée ainsi que e ∈ Hn un point de
référence. En tout point x ∈ Σ, on définit le g-hyperplan Γx correspondant au prolongement
géodésique de l’hyperplan tangent TxΣ, ainsi que le point x0(x) correspondant à l’intersection
de la géodésique passant par le point e à la vitesse ν(x) avec le g-hyperplan Γx. Alors, à partir
de la relation (7.2.1.3), on a que les applications N et x0 admettent pour expressions : x0(x) = CH h(x)e+ SH h(x)ν(x)

N(x) = SH h(x)e+ CH h(x)ν(x)
(7.2.1.6)

avec h(x) = ArcTan( 〈ν(x)|ψe(x)〉). Il est alors immédiat que :

Ne(x, ν(x)) = N (ν(x) + ke(x) 〈ν(u)|x〉e) = N
(
ν(x) +

SH h(x)

CH h(x)
e

)
= N(x) (7.2.1.7)

ce qui termine la preuve.

3. Nous précisons que l’application ν correspond à l’application de Gauss centrée en e que nous avons définie
précédemment.
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7.2.1.2 Condition de contact pour les g-hérissons

Nous avons vu à la section 2.2 du chapitre 2 que la condition de contact (2.2.0.1) est une condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu’une application x : Sn−1 7−→ Rn corresponde au paramétrage
d’un hérisson euclidien. Il est alors important de noter que cette condition contient, dans son ex-
pression, la condition d’injectivité (voir définition 1.1.6 page 30) sur les hyperplans tangents. Par
conséquent, il est naturel de s’appuyer sur les conditions d’injectivité 4 que nous avons introduites
pour les g-hérissons et les h-hérissons afin de retrouver une bonne formulation de la condition
de contact qui leur corresponde. Par conséquence, en notant que par définition, l’application
orthonormale généralisée, que nous avons définie précédemment, contient toute l’information de
la condition d’injectivité correspondant à la définition 4.3.4, il nous sera donc nécessaire de nous
reposer dessus pour définir la condition de contact correspondant au g-hérisson. En particulier,
nous pouvons considérer la propriété suivante :

Propriété 7.2.4. Une application x : Sn−1
e 7−→ Hn correspond au paramétrage d’un g-hérisson

centré en e si et seulement si elle vérifie la condition suivante :

〈dux| 〈e|x(u)〉u− 〈u|x(u)〉e〉 = 0 (7.2.1.8)

pour tout u ∈ Sn−1
e .

Note. Par conséquent, il est alors naturel d’appeler condition de contact centrée en e la
condition définie via la relation (7.2.1.8).

Démonstration. Le paramétrage et le champ orthonormal d’un g-hérisson étant définis via les
relations (4.4.1.3) page 96, relativement à un point de référence e ∈ Hn, alors après un petit
calcul, nous pouvons facilement vérifier que tout g-hérisson centré en e vérifie la condition de
contact (7.2.1.8).

Réciproquement, considérons x : Sn−1
e 7−→ Hn une application lisse vérifiant la condition de

contact (7.2.1.8). On définit alors N : Sn−1
e 7−→ STHn le champ de vecteurs vérifiant l’expression

N(u) = Ne(x(u), u) ainsi que la famille de g-hyperplans (Σu)u∈Sn−1
e

telle que :

Σu = expx(u)

(
〈N(u)〉⊥

)
(7.2.1.9)

Ainsi, par construction, il est clair que l’application x correspond au paramétrage de l’en-
veloppe de la famille des g-hyperplans Σu. De plus, par définition de l’application de Gauss
généralisée, il est clair que la famille de g-hyperplans, ainsi définie, est une famille de g-hyperplans
co-orientés en e. Ce qui nous donne le résultat recherché.

7.2.1.3 Caractérisation des g-hérissons en géométrie de contact

Nous terminons cette section par la réalisation de la notion de g-hérisson comme étant le
front legendrien d’un certain type d’immersion de Legendre définie via la condition de contact
(7.2.1.8) que nous avons vue précédemment. Commençons donc par remarquer qu’une immersion
de Legendre, à image sur le fibré des sphères TSHn que l’on munit de la forme de contact définie
via (7.1.0.6), est une immersion i : Γ 7−→ STHn de la forme i(u) = (x(u), N(u)), avec x et N
étant des applications lisses vérifiant la condition de contact 〈dux · −→v |N(u)〉 = 0. Par conséquent,
on considère les deux propriétés suivantes :

4. Voir la définition 4.3.4 et la section 5.3.2 des pages 91 et 116 pour un rappel sur les conditions d’injectivité
qui correspondent respectivement aux notions de g-hérisson et h-hérisson.
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Propriété 7.2.5. Si e ∈ Hn est un point de référence et x : Sn−1
e 7−→ Hn une application lisse,

alors l’application i : Sn−1
e 7−→ STHn, définie via l’expression i(u) = Ne(x(u), u), est une im-

mersion.

Démonstration. Par la propriété 7.2.3 que nous avons vue précédemment, il nous suffit de re-
marquer que l’application qui, à u ∈ Sn−1

e , donne (x(u), u) ∈ Hn × Sn−1
e est une immersion.

Propriété 7.2.6. Tout g-hérisson centré en e correspond au front legendrien d’une immersion
de Legendre i : Sn−1

e 7−→ STHn défini via l’expression ci-dessous :

i(u) = Ne(x(u), u) (7.2.1.10)

pour tout u ∈ Sn−1
e .

Démonstration. Il est clair que l’immersion i ainsi définie est une immersion de Legendre si
et seulement si l’application x vérifie la condition de contacte (7.2.1.8). Par conséquent, en
considérant la propriété 7.2.4, on obtient immédiatement le résultat recherché.

7.2.1.4 Les g-hérissons vus comme le front legendrien d’une immersion de Legendre
dont l’application de Gauss est un difféomorphisme

À présent, nous souhaitons reformuler la propriété 7.2.6 ci-dessus pour l’exprimer sous une
forme analogue à la propriété 2.4.1 du chapitre 2. En effet, à la section 2.4, nous avons intro-
duit une proposition de généralisation de la notion de hérisson, consistant à considérer le front
legendrien d’immersion de Legendre i : Sn−1 7−→ STM , où (M, g) est une n-variété de Riemann,
dont l’application de Gauss ν : Sn−1 7−→ Sn−1 est un difféomorphisme. Il est alors notable que
la notion de hérisson, ainsi définie, nécessite de choisir une méthode permettant de définir une
application de Gauss pour chaque immersion de Legendre. En particulier, dans cette section et
la suivante, pour chaque type de hérisson (les g-hérissons et les h-hérissons) nous considérerons
une méthode permettant de définir l’application de Gauss des immersions de Legendre qui leur
correspond.

Dans le cas des g-hérissons, il nous faut donc définir l’application de Gauss associée à une
immersion de Legendre de la même manière que nous l’avons fait pour les hypersurfaces au
début de la section 7.2.1. Pour cela, considérons un point de référence e ∈ Hn. Rappelons que
pour toute immersion de Legendre i : Γ 7−→ STHn, il existe x : Γ 7−→ Hn et N : Γ 7−→ dSn, des
applications lisses telles que :

i(u) = (x(u), N(u)) (7.2.1.11)

et qui vérifient la condition 〈dux · −→v |N(u)〉 = 0 pour tout u ∈ Γ et −→v ∈ TuΓ.

Ainsi, pour tout u ∈ Γ, on considère (Σu, νu) l’unique g-hyperplan orienté contenant le point
x(u) tel que νu(x(u)) = N(u). On appelle alors application de Gauss centrée en e l’unique
application ν : Γ 7−→ Sn−1

e vérifiant que, pour tout u ∈ Γ, la géodésique γ passant par le point
e à la vitesse ν(u) intersecte orthogonalement le g-hyperplan Σu au point x0 = γ(t0) tel que
νu(x0) = ∂tγ(t0).

Remarque 7.2.1. En reprenant les arguments des propriétés 7.2.1 et 7.2.3, l’application de
Gauss centrée en e d’une immersion de Legendre est nécessairement de classe C∞ et est l’unique
application lisse vérifiant la relation (7.2.1.2).
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Propriété 7.2.7. Tout g-hérisson centré en e est (à difféomorphisme près de Sn−1
e ) le front

legendrien d’une immersion de Legendre i : Sn−1
e 7−→ STHn dont l’application de Gauss centrée

en e est un difféomorphisme.

Démonstration. Il est clair que, si (H, x) est un g-hérisson centré en e, alors étant le front legen-
drien de l’immersion de Legendre i(u) = Ne(x(u), u), c’est donc bien le front legendrien d’une
immersion de Legendre dont l’application de Gauss centrée en e est un difféomorphisme.

Réciproquement, considérons i(u) = (x(u), N(u)) une immersion de Legendre dont ν, l’appli-
cation de Gauss centrée en e, est un difféomorphisme ainsi que (H, x) le front legendrien qui lui
correspond. Par la remarque 7.2.1, nous savons que N(u) = Ne(x(u), ν(u)). Il nous suffit alors de
considérer l’immersion de Legendre j(u) = i ◦ ν−1(u) =

(
x ◦ ν−1(u), N ◦ ν−1(u)

)
. Nous pouvons

alors vérifier que :

N ◦ ν−1(u) = Ne
(
x ◦ ν−1(u), u

)
et donc par la propriété 7.2.6, nous avons bien que le front legendrien

(
H, x ◦ ν−1

)
est un g-

hérisson centré en e.

7.2.2 Caractérisation des h-hérissons en géométrie de contact

Dans cette section, nous retrouvons une propriété analogue aux propriétés 2.4.1 et 7.2.7 pour
les h-hérissons, en définissant une application Gauss adéquate pour les immersion de Legendre.
Pour ce faire, nous considérons, pour toute hypersurface orientée et immersion de Legendre,
l’application de Gauss ν+ telle que nous l’avons définie à la définition 5.1.3 page 104 par le
prolongement géodésique du champ orthonormal (dans le sens positif),

7.2.2.1 L’application orthonormale horosphérique généralisée

Considérons donc (Σ, N) une hypersurface orientée. On appelle donc application de Gauss
l’application lisse ν : Σ 7−→ An−1 telle que pour tout x ∈ Σ, le point ν(x) correspond à la limite
à l’infini de la géodésique passant par le point x à la vitesse N(x). De plus, pour e ∈ Hn un
point de référence, on appelle application de Gauss centrée en e l’application v : Σ 7−→ Sn−1

e

vérifiant la relation ci-dessous :

ν(x) = p(e+ v(x)) (7.2.2.12)

avec p : Ln+1 \ {0} 7−→ Pn la projection projective.

À présent, comme nous l’avons considéré à la section 7.2.1.1, nous devons définir une appli-
cation Ne : Hn × Sn−1

e 7−→ STHn, relativement à un point de référence e ∈ Hn, telle que :

Ne(x, v(x)) = N(x) (7.2.2.13)

pour toute hypersurface orientée (Σ, N). Considérons e ∈ Hn, un point de référence. Nous devons
déterminer l’expression de la vitesse Ne(x, u) ∈ Sn−1

x correspondant à la géodésique γ passant
par le point x et convergent à l’infini vers le point a = p(e+ u).
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Figure 7.2 – Construction de l’application orthonormale horosphérique généralisée dans le
modèle de Poincaré (à gauche) et dans le modèle de Klein (à droite)

En conséquence, plaçons-nous dans le modèle de Klein centré en e et considérons γ̃ = ψe(γ),
correspondant à la géodésique γ sur D(e). Sans perte de généralité, supposons que γ̃(0) = x et que

γ̃(t) −−−−−−−−−→
t→+∞

u. Comme dans le modèle de Klein, la géodésique γ̃ correspond à un segment

de droite affine, alors ∂tγ̃
u
ψe(x)(0) ∼ u − ψe(x). Aussi, comme Ne(x, u) = (dxψe)

−1 · ∂tγ̃uψe(x)(0),
on obtient :

Ne(x, u) ∼ dψe(x)ϕe(u− ψe(x)) ∼ u+ e+ 〈x|e+ u〉x

avec ‖u+ e+ 〈x|e+ u〉x‖ = −〈x|e+ u〉. Par conséquent, il est justifié de considérer la définition
suivante :

Définition 7.2.2. Soit e ∈ Hn un point de référence. On appelle application orthonormale
horosphérique généralisée centrée en e l’application Ne : Hn × Sn−1

e 7−→ STHn définie par
l’expression suivante :

Ne(x, u) = −x− u+ e

〈x|u+ e〉
(7.2.2.14)

Note. Il est particulièrement utile de remarquer que, par le lemme 5.4.1 page 125, le produit
〈x|u+ e〉 n’est jamais nul.

Propriété 7.2.8. L’application orthonormale horosphérique généralisée centrée en e est l’unique
application vérifiant la relation 7.2.2.13 pour toute hypersurface orientée (Σ, N).

Démonstration. Pour l’unicité, il nous suffit de reprendre les mêmes arguments que pour la
propriété 7.2.3. Considérons donc (Σ, N) une hypersurface orientée ainsi que les applications
ν et v vérifiant la relation (7.2.2.12). Ainsi, pour un point x ∈ Σ, on a que par définition de
l’application v, il existe λ > 0 tel que e+ v(x) = λ(x+N(x)). Par conséquent, on obtient que :

Ne(x, v(x)) = −x− e+ v(x)

〈x|e+ v(x)〉
= −x− x+N(x)

〈x|x+N(x)〉
= −x+ x+N(x) = N(x)

ce qui nous donne le résultat recherché.

Propriété 7.2.9. L’application orthonormale horosphérique généralisée centrée en e est une
immersion.

Démonstration. Si w = (x, u) ∈ Hn × Sn−1
e et

−→
W =

−→
X ⊕

−→
V alors la différentielle de l’application

Ne admet pour expression dxNe ·
−→
W =

(−→
X, f

(−→
X
)

+ α 〈x|
−→
V 〉(e+ u) + β

−→
V
)

, avec α et β deux

scalaires non nuls et f : TxHn 7−→ Ln+1 une application linéaire. Par conséquent, il est immédiat

que si dxNe ·
−→
W = 0 alors

−→
X = 0 et donc

−→
V = 0.



7.3. CORRESPONDANCE ET CARACTÉRISATION DE CONTACT 167

7.2.2.2 Les h-hérissons vus comme le front legendrien d’une immersion de Legendre
dont l’application de Gauss est un difféomorphisme

En considérant les mêmes arguments que pour la propriété 7.2.4, nous pouvons vérifier que
toute application x : Sn−1

e 7−→ Hn est le paramétrage d’un h-hérisson si et seulement si la condi-
tion suivante est vérifiée :

〈dux ·
−→
W |e+ u〉 = 0 (7.2.2.15)

pour tout u ∈ Sn−1
e .

En particulier, il est justifié d’appeler condition de contact la condition (7.2.2.15). Aussi,
il est facile de vérifier que tout h-hérisson correspond au front legendrien d’une immersion de
Legendre i : Sn−1

e 7−→ STHn de la forme i(u) = Ne(x(u), u).

Par conséquent, en définissant, pour chaque immersion de Legendre i : Γ 7−→ STHn, l’ap-
plication de Gauss ν : Γ 7−→ An−1 correspondant, pour tout u ∈ Γ, à la limite à l’infini de la
géodésique passant par le point x(u) à la vitesse N(u), nous obtenons la propriété suivante :

Propriété 7.2.10. Tout h-hérisson est (à difféomorphisme de An−1 près) le front legendrien
d’une immersion de Legendre i : An−1 7−→ STHn dont l’application de Gauss est un difféomorphisme.

Démonstration. Considérons donc i : An−1 7−→ STHn une immersion de Legendre dont l’appli-
cation de Gauss ν : An−1 7−→ An−1 est un difféomorphisme. Il est alors immédiat que, pour tout
point de référence e ∈ Hn, l’application v : Sn−1

e 7−→ An−1 définie via la relation (7.2.2.12) est
aussi un difféomorphisme. Par conséquent, pour un point de référence e ∈ Hn, il nous suffit de
remarquer que :

i ◦ v−1(u) = Ne
(
x ◦ v−1(u), u

)
pour tout u ∈ Sn−1

e . Ainsi, en adaptant les arguments que nous avons considérés pour vérifier la
propriété 7.2.4, on obtient le résultat recherché.

7.3 Correspondance entre les g-hérissons et les h-hérissons
et nouvelle caractérisation des g-hérissons en géométrie
de contact

Dans cette dernière section, nous donnons les conditions nécessaires et suffisantes pour que
les notions de g-hérisson et h-hérisson correspondent. En effet, nous avons vu au chapitre 5 (voir
propriété 5.3.5 page 123) qu’un h-hérisson n’est pas forcément un g-hérisson. Il est aussi possible
de construire des g-hérissons qui correspondent localement à une horosphère et qui alors ne sont
pas des h-hérissons. En effet, on peut observer que, puisqu’une horosphère est localement un g-
hérisson, un g-hérisson n’est pas un h-hérisson lorsqu’en un point, il correspond localement à une
horosphère. Pour les h-hérissons, nous pouvons aussi constater qu’un g-hyperplan est localement
un h-hérisson, et donc un h-hérisson n’est pas un g-hérisson lorsqu’il correspond localement à un
g-hyperplan.

Propriété 7.3.1. Tout h-hérisson dont les courbures principales, partout où elles existent, ne
sont jamais nulles, est un g-hérisson dont les courbures principales, partout où elles existent, ne
valent jamais -1.
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Démonstration. Considérons H ⊂ Hn un h-hérisson. Alors, relativement à e ∈ Hn, un point
de référence, considérons les applications x : Sn−1

e 7−→ Hn et N : Sn−1
e 7−→ STHn, qui sont le

paramétrage et le champ orthonormal centré en e. Ensuite, pour u0 ∈ Sn−1
e , considérons le point

x0 = x(u0) ∈ H ainsi que xx0
: Sn−1

x0
7−→ Hn et Nx0

: Sn−1
x0
7−→ STHn, le paramétrage et le

champ orthonormal centré en x0. En considérant le vecteur v0 ∈ Sn−1
x0

tel que xx0
(v0) = x0, nous

savons par la propriété 5.3.4 page 118 que la fonction de support hx0 : Sn−1
x0
7−→ R centrée en x0

vérifie les relations suivantes :

hx0
(v0) = 0 et

−→
∇hx0

(v0) = 0

et ainsi, on a que :

dv0xx0 ·
−→
V = Hess(hx0)v0 ∗

−→
V et dv0Nx0 ·

−→
V =

−→
V −Hess(hx0)v0 ∗

−→
V (7.3.0.1)

pour tout vecteur
−→
V ∈ Tv0Sn−1

x0
.

Par conséquent, si λ est une valeur propre de la hessienne Hess(hx0
)v0 et que

−→
V est un

vecteur propre qui lui est associé, alors par (7.3.0.1), il est immédiat que dv0xx0
·
−→
V = λ

−→
V

et dv0Nx0
·
−→
V = (1− λ)

−→
V . Il est donc clair que les courbures principales existent lorsque les

valeurs propres de la hessienne sont non nulles. Sans perte de généralité, supposons l’existence
de toutes les courbures principales en x0. Nous avons donc que le h-hérisson H est localement
une hypersurface orientée (Ω,−→v ) contenant le point x0. Ainsi, le champ orthonormal −→v vérifie
la relation −→v = N ◦ xx0 , et donc nous obtenons :

dx0

−→v ·
−→
V =

1− λ
λ

−→
V

où dx0

−→v est l’opérateur de Weingarten en x0. En particulier, les courbures principales admettent
pour expression :

ci =
1− λi
λi

où les λi sont les valeurs propres de la hessienne. On obtient donc que les courbures princi-
pales, partout où elles existent, ne valent jamais -1. De plus, lorsqu’elles sont non nulles, la
différentielle de l’application Nx0

en v0 est injective. Il en est alors de même pour l’application
N : Sn−1

e 7−→ STHn en u0.

À présent, en nous rapportant à la construction de la fonction de réindexation (voir l’ex-
pression (6.2.1.2) de la propriété 6.2.1 page 140), pour tout u ∈ Sn−1

e , on considère ν(u) =
N ◦ πe ◦ N(u) ∈ Sn−1

e , où πe est la projection orthogonale le long de la droite Re, ainsi que
(Σu)u∈Sn−1

e
la famille de g-hyperplans telle que :

Σu = expx(u)

(
〈N(u)〉⊥

)
pour tout u ∈ Sn−1

e .

Il est alors clair que, pour tout u ∈ Sn−1
e , le g-hyperplan Σu est orthogonal à la géodésique qui

passe par le point e à la vitesse ν(u). Par conséquent, le h-hérisson H correspondant à l’enveloppe
de la famille de g-hyperplans que nous avons définie ci-dessus, il nous faut donc montrer qu’elle
est co-orientée et donc que l’application ν : Sn−1

e 7−→ Sn−1
e est un difféomorphisme.



7.3. CORRESPONDANCE ET CARACTÉRISATION DE CONTACT 169

Pour cela, remarquons que si
−→
W ∈ TuSn−1

e est un vecteur non nul alors, les éléments πe ◦
N(u) et πe

(
duN ·

−→
W
)

forment une famille libre 5 et ainsi la différentielle duν ·
−→
W est non nulle.

On sait donc que l’application ν : Sn−1
e 7−→ Sn−1

e est un difféomorphisme local en tout point.
En particulier, il est clair que l’application ν est surjective et de degré non nul. Aussi, dans
l’hypothèse où n ≥ 3 alors l’hypersphère Sn−1

e étant simplement connexe, il est donc immédiat
que l’application ν est un difféomorphisme. Il nous faut ainsi traiter le cas du plan hyperbolique.
Supposons donc que n = 2.
.

Considérons, pour tout u ∈ S1
e, les parties compactes K+

u et K−u
correspondant aux demi-espaces dans D(e) bordés par la fermeture
du g-hyperplan Σu. Par convention, nous supposerons donc que la
partie K+

u contient le vecteur ν(u). Comme H est un h-hérisson
orienté négativement (voir section 5.3.4 page 123 du chapitre 5 pour
plus de détails) alors, par définition, on a que les demi-espaces K+

u

contiennent les horosphères Γu, pour tout u ∈ S1
e. Supposons donc

que l’application ν : S1
e 7−→ S1

e soit de degré strictement supérieur à
1. Ainsi, il existe forcément u0 ∈ S1

e tel que ν(u0) = −u0.

.

Mais alors on a que l’horosphère Γu0
est comprise dans le demi-espace K−u , ce qui n’est pas

possible. Par conséquent, on sait que l’application ν est de degré 1 et donc on obtient le résultat
recherché.

Propriété 7.3.2. Tout g-hérisson dont les courbures principales, partout où elles existent, ne
valent jamais -1, est un h-hérisson.

Démonstration. Soit H ⊂ Hn un g-hérisson centré en e dont les courbures principales, partout
où elles existent, ne valent jamais −1. Soient également x et N le paramétrage et le champ
orthonormal centré en e. On considère alors l’application de Gauss ν : Sn−1

e 7−→ An−1 telle que :

ν(u) = p(x(u) +N(u))

où p est la projection projective.

Considérons u ∈ Sn−1
e . Alors, par le théorème 6.4.1 page 152, nous pouvons supposer que

x(u) = e. En particulier, si h est la fonction de support centrée en e, on a :

h(u) = 0 et
−→
∇h(u) = 0

et ainsi, dux ·
−→
W = Hess(h)u ∗

−→
W et duN ·

−→
W =

−→
W . Considérons donc σ = x + N la carte de

support centrée en e (voir section 5.4.3 page 131 du chapitre 5 pour en savoir plus), ainsi que

λ une valeur propre de la hessienne Hess(h)u, et
−→
W un vecteur propre qui lui est associé. On

calcule alors que duσ ·
−→
W = (1 + λ)

−→
W . De plus, lorsque la valeur propre λ est non nulle, il est

immédiat qu’elle correspond à la courbure principale :

5. Pour plus de clarté, il est essentiel de bien noter que si les courbures principales, partout où elles existent,
sont non nulles, alors le différentiel duN est toujours injectif. Pour vérifier cela, considérons , pour un vecteur
u ∈ Sn−1

e , le point x0 = x(u), la fonction de support hx0 : Sn−1
x0 7−→ R, le paramétrage xx0 : Sn−1

x0 7−→ Hn, le

champ orthonormal Nx0 : Sn−1
x0 7−→ STHn et le vecteur v0 ∈ Sn−1

x0 tel que x0 = xx0 (v0). À présent, si (λ1, · · · , λn)
sont les valeurs propres de la hessienne Hess(hx0 )v0 , alors d’après ce qui précède, elles sont toutes différentes de
λ = 1. Ainsi, on a que la différentiel dv0Nx0 est injectif, et en particulier, il en est forcément de même pour le
différentiel duN .
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c =
1

λ

Par conséquent, si toutes les courbures principales, partout où elles existent, ne valent pas −1,
alors l’application de Gauss ν est un difféomorphisme local en tout point. Aussi, en appliquant le
même raisonnement que pour la propriété précédente, on obtient que l’application de Gauss ν est
nécessairement injective. On en déduit donc que H est l’enveloppe d’une famille d’horosphères
co-orientées.

Remarque 7.3.1. Il est possible de construire un g-hérisson H admettant un point x pour lequel
une des courbures principales est égale à −1. En effet, il suffit de définir sur le plan hyperbolique
un g-hérisson dont la fonction de support h vérifie les trois conditions suivantes :

h(0) = 0, ∂th(0) = 0 et ∂2
t h(0) = −1 (7.3.0.2)

Et en particulier, d’après ce qui précède, il est clair que l’application de Gauss ν n’est pas une
immersion partout. Ainsi, nous savons construire un ensemble d’exemples de g-hérisson qui ne
sont pas des h-hérisson.

Enfin, notons que ces deux dernières propriétés nous permettent de compléter les caractéristiques
respectives des deux définitions de la notion de hérisson sur l’espace hyperbolique par les avan-
tages de l’autre. En particulier, on obtient le résultat suivant, grâce auquel nous raccordons la
notion de hérisson sur l’espace hyperbolique à l’intuition que nous en avons eue sur l’espace
euclidien.

Définition 7.3.1. Considérons une immersion de Legendre i : Γ 7−→ STHn, alors nous dirons

que λ ∈ R est une courbure principale en u ∈ Γ si il existe un vecteur
−→
W ∈ TuΓ tel que :

duN ·
−→
W = λdux ·

−→
W et dux ·

−→
W 6= 0 (7.3.0.3)

Note. On rappelle que i(u) = (x(u), N(u)).

Théorème 7.3.1. Tout g-hérisson dont les courbures principales ne valent jamais −1, partout où
elles existent, correspond 6 au front legendrien d’une immersion de Legendre ι : An−1 7−→ STHn
vérifiant les deux points suivants :

1. L’application de Gauss ν : An−1 7−→ An−1 est un difféomorphisme.

2. Les courbures principales, partout où elles existent, ne sont jamais nulles.

Note. Rappelons que l’application de Gauss que l’on considère est définie par le prolongement
géodésique à l’infini du champ orthonormal.

Démonstration. Via les propriétés 7.2.10, 7.3.1 et 7.3.2 que nous avons vues précédemment, c’est
un résultat immédiat.

6. Précisons que, dans le cadre des hypothèses du théorème, un g-hérisson correspond, relativement à un
point de référence e ∈ Hn, au front legendrien d’une immersion ι via le difféomorphisme entre l’absolue An−1 et
l’hypersphère Sn−1

e que nous avons considéré pour la propriété 5.1.1 page 104 du chapitre 5.



Chapitre 8

Dualité et caractérisation
projective des g-hérissons

Dans ce chapitre, nous revenons sur les relations de dualité que nous avons introduites au
chapitre 3 pour les hérissons euclidiens. En particulier, nous définissons et étudions le dual, sur
l’espace projectif, des g-hérissons de l’espace hyperbolique et nous verrons qu’ils vérifient les
mêmes conditions que pour les hérissons euclidiens, modulo quelques exigences supplémentaires.
Il est alors à noter que cette correspondance justifie que l’on considère la notion de hérisson au
regard de la géométrie projective.

8.1 Dualité entre les points et les g-hyperplans de l’espace
hyperbolique et de l’espace de Sitter

Dans cette section, nous définissons des relations de dualité entre l’espace hyperbolique et
l’espace de Sitter, relations qui nous seront nécessaires pour définir le dual des g-hérissons. Pour
cela, nous nous reposons principalement sur l’article [30] dans lequel les auteurs ont pris soin
de faire l’exposé des relations de dualité entre l’espace hyperbolique et l’espace de Sitter en
adoptant une démarche générale via l’introduction d’espaces modèles (voir définition 8.1.1 ci-
dessous). Rajoutons aussi que la motivation des auteurs provient du fait que la littérature sur la
question est disparate et difficilement accessible. Pour en savoir plus, il est donc intéressant et
utile de se rapporter à l’article [30] ainsi qu’à la thèse [28] de F.Fillastre dont les cinq premiers
chapitres constituent un bon exposé des définitions et propriétés de base sur la question.

8.1.1 Généralités sur les espaces modèles

Il est connu que les géométries elliptiques et hyperboliques peuvent être obtenues via la
géométrie projective en définissant un absolu correspondant au quotient projectif du cône iso-
trope d’une forme quadratique. Pour approfondir, il est possible de consulter l’ouvrage [93] dans
lequel l’auteur recense toutes les géométries qui peuvent être construites de cette façon. En par-
ticulier, nous adopterons cette démarche pour définir un modèle de l’espace hyperbolique et de
l’espace de Sitter (voir définition 8.1.2 dans la section suivante).

Considérons donc b ∈ ∧1

(
Rn+1

)
⊗∧1

(
Rn+1

)
une forme bilinéaire non dégénérée (et de signa-

ture (p, q)). On appelle alors pseudo-sphère les parties définies comme ci-dessous :
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 M+(b) =
{
x ∈ Rn+1 tel que b(x, x) = 1

}
M−(b) =

{
x ∈ Rn+1 tel que b(x, x) = −1

} (8.1.1.1)

ainsi que le cône isotrope :

I(b) =
{
x ∈ Rn+1 tel que b(x, x) = 0

}
(8.1.1.2)

où il faut remarquer que c’est une hypersurface réglée (non régulière en x = 0) dont le quotient
projectif est une hypersurface dans l’espace projectif Pn.

Il est alors immédiat que les pseudo-sphèresM+(b) etM−(b) sont des hypersurfaces dont les
métriques induites par la forme b sont respectivement de signatures (p− 1, q) et (p, q − 1). Par
conséquent, on obtient des hypersurfaces que l’on peut orienter via l’application orthonormale
N (x) = x, et qui admettent donc une courbure de Gauss constante et respectivement égale à 1
et −1. Il est également important de remarquer que les sous-variétés totalement géodésiques de
dimension p, sur les pseudo-sphères, correspondent à des intersections non vides de sous-espaces
vectoriels de dimension p + 1 sur Rn+1 avec les pseudo-sphères. En particulier, cette dernière
remarque justifie la définition suivante :

Définition 8.1.1. On appelle espace modèle toute partie de la forme M = p(M) sur l’espace
projectif, avec p la projection projective et M une pseudo-sphère.

Note. Nous noterons M et M les pseudo-sphères et espaces modèles sans mentionner le signe
de la courbure ni la métrique que nous avons considérée.

Propriété 8.1.1. Tout espace modèle M ⊂ Pn(R) est une n-variété pseudo-Riemannienne. De
plus, les p-sous-variétés totalement géodésiques d’un espace modèle correspondent aux intersec-
tions non vides avec les p-sous-espaces projectifs.

Démonstration. Il suffit de remarquer que la restriction de la projection projective p :M 7−→ Pn(R)
sur une pseudo-sphère M est une immersion. En effet, si l’on considère un point x ∈ M et un
vecteur −→v ∈ TxM, la forme bilinéaire b étant non dégénérée et x n’étant pas sur le cône isotrope,
il est alors clair que la famille formée par les éléments x et −→v est libre. Par conséquent, il est
immédiat 1 que dxp · −→v est non nul.

8.1.2 Modèle de l’espace hyperbolique et de l’espace de Sitter sur l’es-
pace projectif

Sur l’espace projectif, nous avons déjà considéré l’absolu An−1 (voir définition 5.1.1 page
104) correspondant à la projection du cône lumière. À présent, considérons les espaces modèles
correspondant aux hyperbolöıdes Hn et dSn tels que : Hn =

{
w ∈Mn+1 tel que 〈w|w〉 = −1

}
dSn =

{
w ∈Mn+1 tel que 〈w|w〉 = 1

} (8.1.2.3)

En particulier, on appelle hyperbolöıde de Sitter l’hyperbolöıde dSn qui, comme nous
l’avons vu précédemment, est une variété de Lorentz de dimension n dont les courbures principales
sont constantes et égales à 1.

1. Il suffit de considérer les expressions (8.4.0.1) et (8.4.0.2) page 181.
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Définition 8.1.2. Sur l’espace projectif Pn, on définit les deux espaces modèles Hn = p(Hn) et
dSn = p(dSn) que l’on appelle respectivement espace hyperbolique et espace de Sitter.

Remarque 8.1.1. Il est utile de constater que la partie Hn = p(Hn) munie de la métrique tirée
en arrière p∗(g), avec g étant la métrique induite par le produit de Minkowski sur l’hyperbolöıde
Hn, correspond bien à l’espace hyperbolique. De plus, si e ∈ Hn est un point de référence (avec Hn
vu comme étant le demi-hyperbolöıde) et fe : Pn \He 7−→ Te est la carte projective 2 centrée en e,
alors il est clair que par construction, la restriction de l’application fe◦p sur le demi-hyperbolöıde
Hn est la projection de Klein centrée en e. Par conséquent, il est justifié de considérer que la
restriction de la carte projective fe sur Hn (vu comme étant l’espace modèle via la définition
8.1.2) correspond à la projection de Klein centrée en e (où e est un point sur Hn ⊂ Pn).

Propriété 8.1.2. Les espaces Hn, dSn et An−1 sont respectivement ouverts, ouverts et fermés
tels que l’absolue An−1 correspond à la frontière commune de la fermeture des espaces modèles
Hn et dSn. De plus Pn admet une décomposition via l’union disjointe des trois espaces que nous
avons considérés.

Démonstration. Rappelons d’abord que nous avons vu que An−1 est difféomorphe à l’hypersphère
Sn−1. Il suffit alors de remarquer que l’absolue An−1 vérifie les trois relations suivantes :

Ad(Hn) = Hn t An−1, Ad(dSn) = dSn t An−1 et Pn = Hn t An−1 t dSn

ce qui termine la preuve.

Pour terminer cette section, nous allons caractériser les p-sous-espaces projectifs sur Pn. Un
p-sous-espace projectif sera dit hyperbolique (resp. parabolique ou elliptique) s’il intersecte
l’absolue en au moins deux points (resp. un seul et unique point ou aucun point).

2. Voir section 4.1 page 283 de l’annexe D pour en savoir plus sur la carte projective. Il est à noter que sur
l’espace de Lorentz-Minkowski, et en particulier dans la remarque 8.1.1, la carte projective centrée en e est définie
relativement au produit de Minkowski 〈·|·〉L. Par conséquent, les parties Te et He sont définies tel que Te = TeHn
et He = p(Te).
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Figure 8.1 – Caractérisation des sous-espaces projectifs selon l’absolue An−1.

Remarque 8.1.2. Un p-sous-espace projectif est hyperbolique (resp. parabolique ou elliptique)
si et seulement s’il correspond à la projection d’un (p+ 1)-sous-espace vectoriel de type temps
(resp. lumière ou espace).

Avertissement 8.1.1. On rappelle que lorsque l’on considère l’espace hyperbolique, il s’agit
toujours du demi-hyperbolöıde défini via l’expression (4.1.0.1) page 82. Malgré tout, lorsque cela
ne risquera pas de produire de confusion, nous noterons par Hn aussi bien le demi-hyperbolöıde
que l’espace modèle que nous avons considéré via la définition 8.1.2.

Pour terminer cette section, il est intéressant de constater que, via les caractérisations des
sous-espaces projectifs que nous venons de considérer, on a que l’absolu An−1, correspondant
au quotient projectif du cône isotrope pour le produit de Minkowski, permet bien de définir
l’espace hyperbolique et l’espace de Sitter. En effet, un point x est sur l’espace hyperbolique
(resp. l’espace de Sitter) si et seulement si toute droite projective qui contient le point x est de
type hyperbolique (resp. il existe une droite elliptique qui contient le point x). Cette remarque a
pour objet d’illustrer la méthode 3 de construction d’une géométrie, sur l’espace projectif, via la
définition d’une quadrique (voir définition 4.2.2 page 287 de l’annexe D). En particulier, comme
nous l’introduisons à la section 4.2.3 de l’annexe D, nous pouvons aussi définir, relativement à
une quadrique C ⊂ Pn, des relations de dualité (i.e. relations de dualité polaire) qui correspondent
à la géométrie définie (via le procédé précédent) par la quadrique C.

8.1.3 Dualité projective sur l’espace de Sitter

La notion de dualité que nous allons considérer correspond à la notion de dualité projective
que nous avions déjà étudiée via les définitions 3.1.1 et 3.1.2 page 57 du chapitre 3. Pour cela,
considérons H(Hn) et H(dSn), qui correspondent respectivement à l’ensemble des g-hyperplans

3. Voir l’ouvrage [93] pour en savoir plus.
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et à l’ensemble des hyperplans projectifs de type écliptique. Considérons donc les deux définitions
suivantes :

Définition 8.1.3. Si x ∈ Hn et L ∈ H(H) sont un point et un g-hyperplan, alors on appelle
dual de x (et resp. dual de L) l’hyperplan elliptique x∗ dans H(dSn) ainsi que le point L∗ dans
dSn tels que :

x∗ = p
(
〈x〉⊥

)
et L∗ = p(v) (8.1.3.4)

où v ∈ dSn est un vecteur pour lequel L = Hn ∩ 〈v〉⊥.

Définition 8.1.4. Si σ ∈ dSn et H ∈ H(dSn) sont un point et un hyperplan projectif de type
elliptique, alors on appelle dual de σ (et resp. dual de H) le g-hyperplan σ∗ dans H(Hn) ainsi
que le point H∗ dans Hn tels que :

σ∗ = Hn ∩ 〈v〉⊥ et H∗ = v (8.1.3.5)

où le vecteur v correspond, pour le point σ, à v ∈ dSn tel que σ = p(v) et, pour l’hyperplan

elliptique H, à v ∈ Hn tel que H = p
(
〈v〉⊥

)
.

Figure 8.2 – Dual d’un g-hyperplan de Hn.

Remarque 8.1.3. Il nous sera utile de rappeler que si L ⊂ Hn est un g-hyperplan et x ∈ L
un point, alors, en considérant l’hyperplan affine Tx ⊂ TxHn tel que ψx(L) = Tx ∩ D(x), on a
L = Hn ∩ PL, où PL est l’hyperplan de type temps sur Ln+1 tel que PL = Rx⊕ Tx.

Il est alors immédiat que la notion de dualité que nous avons définie vérifie bien les relations
de bidualité classiques. C’est-à-dire que pour tout point x ∈ Hn (resp. dans dSn) et g-hyperplan
L ∈ H(Hn) (resp. hyperplan elliptique dans H(dSn)), on a :

x∗∗ = x et L∗∗ = L (8.1.3.6)

ainsi que,

x ∈ L⇔ L∗ ∈ x∗ (8.1.3.7)

Pour en savoir plus, il est possible de se référer au troisième chapitre de la thèse [28] dans lequel
nous trouvons une présentation de la géométrie projective (traitant en particulier des polygones
géodésiques et des hypersurfaces régulières) et fournissant quelques propriétés de dualité entre
l’espace hyperbolique et l’espace de Sitter.
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8.2 Duale projective d’un corps g-convexe

À partir des relations de dualité entre les points et les g-hyperplans (resp. les hyperplans
elliptiques) de l’espace hyperbolique et de l’espace de Sitter, nous pouvons définir le dual projectif
d’un corps g-convexe en adoptant la même démarche que celle que nous avons considérée pour la
définition 3.1.3 page 57 du chapitre 3. Il nous faut savoir qu’il existe, bien sûr, d’autres méthodes
pour définir le dual d’un corps g-convexe, comme nous pouvons le trouver à la section 2.4 de
l’article [30]. L’intérêt de la démarche adoptée par les auteurs est qu’elle nous permet de définir le
dual de corps g-convexe sur tout espace modèle. Il est à noter que pour les besoins de nos futurs
développements, nous adopterons une méthode plus adaptée, mais qui est, bien sûr, équivalente
aux autres méthodes qu’il est possible de considérer.

Définition 8.2.1. Si K ⊂ Hn est un corps g-convexe, alors on appelle dual du corps K la
partie K∗ ⊂ dSn vérifiant l’expression suivante :

K∗ = Ad{y ∈ dSn tel que y∗ ∩K = ∅} ∪Hn (8.2.0.1)

où Hn correspond à l’espace modèle que nous avons introduit via la définition 8.1.2.

Notation 8.2.1. Considérons e ∈ Hn un point, alors pour ne pas nous surcharger de notation
redondante, nous prendrons l’habitude de noter Te = TeHn et He = p(Te \ {0}), avec p étant la
projection projective.

Rappelons que nous avons défini, à la section 3.1.2 du chapitre 3, la notion de corps convexe
sur Pn \He, avec He l’hyperplan projectif défini par le point e = (0, · · · , 0, 1) ∈ Sn, comme étant
les corps convexes de Rn via l’identification avec Pn\He. Nous pouvons compléter cette définition
telle qu’une partie K ⊂ Pn est appelée corps convexe si il existe un hyperplan projectif H tel
que K est un corps convexe sur Pn \H via l’identification entre Pn \H et Rn. Pour en savoir plus,
il est possible de se rapporter à la définition 4.3.1 et à la propriété 4.3.1 page 289 de l’annexe D.

Propriété 8.2.1. Soit K ⊂ Hn un corps g-convexe et e ∈ Int(K) un point de référence. Alors
le dual projectif K∗ est un corps convexe dans Pn \ He, centré 4en e, dont le bord ∂K∗ est
compris dans l’espace de Sitter dSn et est paramétré (via l’identification entre Pn \He et Te) par
l’application x∗ : Sn−1

e 7−→ Te définie via l’expression ci-dessous :

x∗(u) =
1

TH h(u)
u (8.2.0.2)

où h : Sn−1
e 7−→ R est la fonction de support centrée en e.

Démonstration. Considérons l’espace euclidien En+1 =
(
Rn+1, 〈·|·〉

)
et l’espace de Lorentz Ln+1 =(

Rn+1, 〈·|·〉L
)
. A présent, on considère un point e ∈ Hn ainsi que le vecteur e0 ∈ Sn qui est or-

thogonal à l’hyperplan Te dans l’espace euclidien En+1 et tel que le produit scalaire 〈e|e0〉 soit

strictement positif. Si L = lu+ 〈u〉⊥L ⊂ Te est un hyperplan affine avec l 6= 0 et u ∈ Sn−1
e , alors :

• Le dual de L dans l’hyperplan Te selon 5le produit scalaire 〈·|·〉 est :

L∗ = p(u− le0) ∼ −1

l
u (8.2.0.3)

où ∼ correspond à l’identification de Pn \He avec Te.

4. On rappelle (voir les avertissements 1.1.2 et 4.2.1) que les corps convexes et les corps g-convexes sont tous
considérés de classe C∞+ . Ainsi, un corps convexe K ⊂ Pn est dit centré en e lorsque e ∈ Int(K).
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• Le dual du g-hyperplan ϕe(L) dans l’espace hyperbolique Hn selon le produit de Minkowski
〈·|·〉L est :

ϕe(L)
∗

= p(CH(ArcTan(l))u+ SH(ArcTan(l))e) ∼ 1

l
u (8.2.0.4)

avec ϕe étant l’inverse de la projection de Klein.

Il nous sera utile de remarquer que pour la relation (8.2.0.3), nous considérons la relation
de dualité entre les points et les hyperplans de l’espace euclidien (Te, ge) avec les hyperplans
projectifs et les points sur Pn \ {e0} via les définitions 3.1.1 et 3.1.2 page 57. En particulier, il
est justifié de parler de dualité relativement au produit scalaire 〈·|·〉 pour la relation (8.2.0.3) et
de dualité relativement au produit de Minkowski 〈·|·〉L pour la relation (8.2.0.4).

Figure 8.3 – Comparaison du dual d’un g-hyperplan avec le dual de l’hyperplan qui lui corres-
pond via la projection de Klein.

Ensuite, si K ⊂ Hn est un corps g-convexe, alors nous savons que ψe(K) est un corps convexe
sur l’espace euclidien Te, avec ψe étant la projection de Klein centrée en e. Ainsi, d’après ce qui
précède, les duaux K∗ et ψe(K)

∗
pour les produits respectifs 〈·|·〉L et 〈·|·〉 vérifient que :

K∗ = −ψe(K)
∗

(8.2.0.5)

dans Pn \ He, identifié à Te. Ainsi, en considérant que e ∈ Int(K), alors par la propriété 3.1.3
page 58 du chapitre 3, on obtient le résultat recherché. Enfin, pour définir le paramétrage
x∗ : Sn−1

e 7−→ Hn, il suffit de considérer le paramétrage x : Sn−1
e 7−→ ∂K (voir remarque 4.2.4

page 88 du chapitre 4). En effet, considérons la famille de g-hyperplans (Tu)u∈Sn−1
e

tels que
chaque Tu est le g-hyperplan de support en x(u) alors, par la relation (8.2.0.4), on a bien que le
paramétrage x∗ vérifie l’expression (8.2.0.2).

Remarque 8.2.1. Si K ⊂ Pn est un corps convexe tel que An−1 ⊂ Int(K), alors tout hyperplan
projectif dont l’intersection avec Int(K) est vide est forcément de type elliptique.

5. Nous entendons par dualité selon le produit 〈·|·〉 le fait de considérer les relations de dualité sur En+1 que
nous avons introduites via les définitions 3.1.3 et 3.1.4 page 57 au chapitre 3. Plus précisément, si on considère un
point x ∈ Te et un hyperplan L ⊂ Te, alors on définit l’hyperplan projectif x∗ = p(Σ) et le point L∗ = p(Rv), où
Σ et Rv sont un hyperplan et une droite sur Rn+1 qui sont respectivement orthogonaux, pour le produit scalaire
〈·|·〉, à la droite R(e0 + x) et à l’hyperplan Re0 ⊕ L.

Pareillement, nous entendons par dualité selon le produit 〈·|·〉L les points L∗ et hyperplans x∗ tels que Σ et
Rv sont respectivement orthogonaux, selon le produit de Minkowski 〈·|·〉L, à la droite R(e+ x) et à l’hyperplan
Re⊕ L.
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Définition 8.2.2. Considérons K ⊂ Pn un corps convexe tel que An−1 ⊂ Int(K). On appelle
alors dual de K la partie K∗ ⊂ Hn telle que :

K∗ = Ad{x ∈ Hn tel que x∗ ∩K = ∅} (8.2.0.6)

Propriété 8.2.2. Si K ⊂ Pn est un corps convexe tel que An−1 ⊂ Int(K), alors son dual
K∗ est un corps g-convexe dans Hn. De plus, pour tout corps g-convexe K ⊂ Hn et corps
convexe K ⊂ Pn contenant l’absolu dans son intérieur, alors leurs biduaux vérifient la relation
d’involution K∗∗ = K, ce qui justifie que l’on parle de dualité.

Démonstration. En reprenant les mêmes arguments que pour la relation (8.2.0.5), on peut vérifier
que pour tout corps convexe K ⊂ Pn contenant l’absolu dans son intérieur, alors si K∗ est le
dual pour le produit de Minkowski 〈·|·〉L et K× le dual pour le produit scalaire (voir définition
3.1.4 page 58), alors on a :

ψe(K
∗) = −K× (8.2.0.7)

Ainsi, à partir des relations (8.2.0.5), (8.2.0.7) et en se reposant sur la propriété 3.1.3 page 58
du chapitre 3, on obtient bien que K∗ est un corps g-convexe. Enfin, par les relations (8.2.0.5)
et (8.2.0.7), il est clair que le bidual d’un corps g-convexe (resp. d’un corps convexe K ⊂ Pn tel
que An−1 ⊂ Int(K)) vérifie la relation d’involution.

Remarque 8.2.2. En adaptant les arguments précédemment considérés afin de pouvoir les
appliquer à la propriété 4.3.2 page 290 de l’annexe D, on obtient que :

1. Si K ⊂ Hn est un corps g-convexe non réduit à un singleton (et donc pas forcément de
classe C0), alors K∗∗ = K. Idem si K ⊂ Pn est un corps convexe contenant l’absolu dans
son intérieur.

2. Si K ⊂ Hn est un corps g-convexe qui n’est pas de classe C0, alors son dual K∗ n’est pas
un corps convexe de Pn et est compris dans un hyperplan elliptique. Il est à noter que sur
Pn, les corps convexes tels que An−1 ⊂ Int(K) sont forcément de classe C0.

3. Si K ⊂ Hn est un corps g-convexe de classe C0, alors son dual K∗ est un corps convexe de
classe C0.

4. Si K ⊂ Pn est un corps convexe contenant l’absolu dans son intérieur, alors le dual K∗ est
un corps g-convexe de classe C0.

5. Si K ⊂ Hn est un corps g-convexe de classe Ck+, avec k ≥ 2, alors son dual est aussi un
corps convexe de classe Ck+. Il en est de même pour les corps convexes K ⊂ Pn contenant
l’absolu dans leur intérieur.

8.3 Duale projectif d’un g-hérisson

En constatant que le bord ∂K∗ du dual d’un corps g-convexe K ⊂ Hn correspond au dual
projectif du bord ∂K, défini comme étant la partie formée par le dual des g-hyperplans de
support du corps K, il est alors justifié de définir le dual d’un g-hérisson H comme étant la
partie formée par le dual des g-hyperplans correspondant à la famille de g-hyperplans co-orientés
dont l’enveloppe paramétrée est le g-hérisson H.
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8.3.1 Définition et première propriété

Considérons (Σu)u∈Γ une famille lisse de g-hyperplans (resp. d’hyperplans elliptiques) admet-
tant une unique enveloppe paramétrée (H, x) sur Hn (resp. dSn) au sens des définitions 3.2.2 et
4.4.1 des pages 62 et 95. On appelle alors dual projectif de H la donnée de la partie H∗ ⊂ dSn
(resp. H∗ ⊂ Hn) et de l’application x∗ : Γ 7−→ H∗, que l’on appelle paramétrage, telle que :

H∗ = x∗(Γ) et x∗(u) = Σ∗u (8.3.1.1)

pour tout u ∈ Γ.

Avertissement 8.3.1. Afin de simplifier notre exposé, nous noterons H∗ le dual d’une enveloppe
paramétrée, sans faire mention du paramétrage x∗.

Définition 8.3.1. Soit H ⊂ Hn un g-hérisson centré en e, avec e un point de référence.
Alors on appelle dual projectif centré en e la donnée de la partie H∗ et du paramétrage
x∗ : Sn−1

e 7−→ dSn−1 défini via la relation (8.3.1.1).

Propriété 8.3.1. Soit H ⊂ Hn un g-hérisson centré en e, de paramétrage x : Sn−1
e 7−→ Hn.

Alors, son dual projectif centré en e correspond à l’enveloppe paramétrée de la famille lisse d’hy-
perplans elliptiques

(
x(u)

∗)
u∈Sn−1

e
. De plus, on a que son bidual vérifie la relation d’involution :

H∗∗ = H (8.3.1.2)

ce qui justifie que l’on parle de dualité.

Démonstration. Pour le premier point, il suffit de remarquer que si x : Sn−1
e 7−→ Hn est le pa-

ramétrage et N : Sn−1
e 7−→ THn le champ orthonormal d’un g-hérisson H, alors :

〈x(u)|N(u)〉 = 0 (8.3.1.3)

et comme, par la condition de contact, on sait que 〈dux · −→v |N(u)〉 = 0, alors on obtient forcément
que 〈x(u)|duN · −→v 〉 = 0. Ainsi, si pour chaque u ∈ Sn−1

e on considère l’hyperplan vectoriel

Pu = 〈x(u)〉⊥ sur l’espace de Lorentz-Minkowski Ln+1, alors il est clair que la condition de
contact équivaut à :

duN · −→v ∈ Pu (8.3.1.4)

pour tout u ∈ Sn−1
e .

Ensuite, remarquons que par définition, pour tout u ∈ Sn−1
e , on a x(u)

∗
= p(Pu) et Σ∗u =

p(N(u)), où (Σu)u∈Sn−1
e

est la famille de g-hyperplans associée au g-hérisson H. Ce qui nous

donne 6 donc le premier point. Enfin, la relation d’involution découle du fait que, par bidualité,
il est immédiat que x(u)

∗∗
= x(u).

Remarque 8.3.1. Considérons H ⊂ Hn un g-hérisson centré en e. Alors, une des conséquences
immédiates de la propriété 8.3.1 et du théorème 6.4.1 est que : Si v0 ∈ Hn est un second point de
référence, alors le dual projectif du g-hérisson H, relativement au point de référence e, correspond
au dual projectif par rapport au point v0 via la fonction de réindexation 7 φ : Sn−1

e 7−→ Sn−1
v0 . En

particulier, il est justifié d’adopter la terminologie de dual projectif, sans faire mention du point
de référence.

6. En effet, par la propriété 8.3.2 page 180 et à la relation (8.3.1.4), il est clair que pour tout u ∈ Sn−1
e , on a

que dux∗ · −→v ∈ p(Pu) = x(u)∗.
7. Voir la définition 6.2.1 page 140 pour un rappel sur la fonction de réindexation.
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8.3.2 Représentation du dual d’un g-hérisson sur l’hyperbolöıde dSn

À la section 3.2.1 du chapitre 3, nous avons vu qu’il était utile de représenter le dual d’un
hérisson euclidien sur la sphère. Il est dès lors intéressant de constater que nous retrouvons natu-
rellement cette représentation sur l’hyperbolöıde de Sitter pour les g-hérissons hyperboliques. En
effet, considérons H ⊂ Hn un g-hérisson centré en e. Il est alors clair que nous pouvons définir la
représentation du dual de H sur l’hyperbolöıde dSn en considérant l’application s : Sn−1

e 7−→ dSn

telle que :

s(u) = N(u) = CH h(u)u+ SH h(u)e (8.3.2.5)

et qui correspond donc bien au graphe de la fonction de support sur l’hyperbolöıde de Sitter en
considérant l’hypersphère Sn−1

e comme ”l’axe des abscisses”.

Figure 8.4 – Graphe de la fonction de support sur l’espace de Sitter

Ajoutons que, en considérant la relation de contact (8.3.1.4), nous retrouvons, comme c’est
le cas pour la représentation sur la sphère du dual d’un hérisson euclidien, que s

(
Sn−1
e

)
est

une hypersurface orientée sur l’espace de Sitter, dont le champ orthonormal (de type temps)
correspond au paramétrage x du g-hérisson H. L’intérêt de cette remarque provient des relations
entre les caractéristiques géométriques d’un g-hérisson et de l’hypersurface orientée s

(
Sn−1
e

)
correspondant à la représentation de son dual sur l’hyperbolöıde de Sitter.

Propriété 8.3.2. Si y : Γ 7−→ dSn est une application de classe C∞ et que l’application s : Γ 7−→ dSn

est un représentant de l’application y sur l’hyperbolöıde de Sitter, alors l’application s est également
de classe C∞ et satisfait la relation suivante :

y(u) + Im(duy) = p(Rs(u)⊕ Im(dus)) (8.3.2.6)

pour tout u ∈ Γ.

Note. Dans l’expression (8.3.2.6), y(u) + Im(duy) désigne l’unique sous-espace projectif conte-
nant le point y(u) et dont le sous-espace tangent en y(u) est Im(duy).

Démonstration. Considérons donc y : Γ 7−→ dSn et s : Γ 7−→ dSn, deux applications lisses telles
que y = p ◦ s. La restriction de la projection p sur l’hyperbolöıde de Sitter étant une immersion,
il est clair que l’application s est de classe C∞. Ensuite, pour un vecteur u ∈ Γ, il suffit de
remarquer que, par définition, H = y(u) + Im(duy) est l’unique sous-espace projectif tel que
Ty(u)H = Im(duy). En notant L = p(Rs(u)⊕ Im(dus)), il est déja évident que y(u) ∈ L.
Ensuite, considérons un vecteur tangent −→v ∈ Ty(u)L et γ : I 7−→ L une courbe régulière définie
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au voisinage de t = 0, telle que γ(0) = y(u) et ∂tγ(0) = −→v . Il est alors immédiat que la
courbe γ est de la forme p ◦ β, avec β : I 7−→ Rs(u)⊕ Im(duy). On a donc que β(0) ∈ Rs(u) et
−→v = ds(u)p · ∂tβ(0), où ∂tβ(0) = −→w 0 + αs(u) et −→w 0 ∈ Im(dus). Par conséquent, on obtient que
−→v = ds(u)p ·−→w 0 ∈ Im(duy) et, comme les sous-espaces projectifs H et L ont la même dimension,
on obtient le résultat recherché.

8.4 Théorème de caractérisation projective

Dans cette section, nous adaptons pour les g-hérissons les théorèmes de caractérisation pro-
jective que nous avons considérés au chapitre 3 pour les hérissons euclidiens. En particulier, nous
prendrons soin de bien mettre en avant le lien entre la condition d’existence d’un g-hérisson (voir
théorème 4.4.1 page 97 du chapitre 4) et les caractéristiques du dual d’un g-hérisson sur l’espace
projectif.

Lemme 8.4.1. La restriction de la projection projective p sur l’hyperbolöıde de Sitter dSn est
une immersion.

Démonstration. Pour un point e ∈ Hn, on considère fe : Pn \He 7−→ Te, la carte projective
centrée en e. Alors, pour tout w ∈ Ln+1 \ Te, on a

fe ◦ p(w) = α(w)w + e avec α(u) = − 1

〈w|e〉
(8.4.0.1)

et ainsi,

dw[fe ◦ π] · −→v = α(w)[−→v + α(w) 〈e|−→v 〉w] (8.4.0.2)

pour tout −→v ∈ TwdSn.

En conséquence, si on considère w ∈ dSn \ Te et −→v ∈ TwdS
n, alors en constatant que la

famille formée par ces deux éléments est libre, on obtient le résultat recherché.

Théorème 8.4.1. Soit H ⊂ Hn un g-hérisson centré en e. Alors son dual projectif H∗ vérifie
les trois conditions ci-dessous :

1. Son paramétrage x∗ : Sn−1
e 7−→ dSn est une immersion.

2. Toute droite hyperbolique intersecte H∗ en un ou deux points.

3. Les hyperplans tangents 8 de H∗, vus comme hyperplans projectifs, sont elliptiques.

Démonstration. Considérons H un g-hérisson ainsi que e et v0 deux points. Comme nous l’avons
vu à la remarque 8.3.1, il est clair que si x∗ : Sn−1

e 7−→ dSn et x∗v0 : Sn−1
v0 7−→ dSn sont les pa-

ramétrages définis via l’expression (8.3.1.1) et relativement aux points de référence e et v0, alors
on a :

x∗ = x∗v0 ◦ φ et x∗
(
Sn−1
e

)
= x∗v0

(
Sn−1
v0

)
(8.4.0.3)

avec φ : Sn−1
e 7−→ Sn−1

v0 la fonction de réindexation de e à v0.

8. Lorsqu’une application f : Γ 7−→ Pn est une immersion, alors nous appelons hyperplan tangent les hyper-
plans projectifs, que l’on note f(u) + Im(duf), et qui correspondent à l’unique hyperplan projectif H contenant
le point f(u) et dont l’espace tangent en f(u) est Tf(u)H = Im(duf).
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Considérons donc h : Sn−1
e 7−→ R la fonction de support centrée en e. Alors, nous avons vu

que le paramétrage x∗ : Sn−1
e 7−→ dSn centré en e est de la forme x∗(u) = p ◦ s(u) avec :

s(u) = SH h(u)e+ CH h(u)u (8.4.0.4)

Sachant que la restriction de la projection projective sur l’hyperbolöıde de Sitter est une
immersion (voir lemme 8.4.1), il est immédiat que le paramétrage x∗ est aussi une immersion.
Ensuite, en remarquant que toute intersection s

(
Sn−1
e

)
∩ (Re⊕ Ru) contient exactement deux

points, alors nous en déduisons que toute droite projective passant par le point e intersecte
l’image x∗

(
Sn−1
e

)
en un ou deux points. Aussi, si v0 ∈ Hn est un second point de référence, alors,

avec les mêmes arguments, toute droite projective passant par le point v0 intersecte l’image
x∗v0
(
Sn−1
v0

)
en un ou deux points. Ce qui nous donne, en considérant la relation (8.4.0.3), que

toute droite hyperbolique intersecte le dual H∗ en un ou deux points.

Pour le dernier point, il nous suffit de nous rapporter à la propriété 8.3.1 que nous avons vu
précédemment. En effet, nous savons que si x est le paramétrage de H centré en e, alors le dual
H∗ correspond à l’enveloppe paramétrée de la famille d’hyperplans elliptiques

(
x(u)

∗)
u∈Sn−1

e
.

Remarque 8.4.1. Il est intéressant de constater que la propriété sur les hyperplans tangents du
dual d’un g-hérisson est aussi une conséquence de la condition (4.4.1.2) page 96 que doit vérifier
une famille de g-hyperplans co-orientés en e pour qu’elle admette une enveloppe. En effet, en
considérant l’application s définie par l’expression (8.4.0.4), on a alors que :

dus · −→v = 〈
−→
∇h(u)|−→v 〉x0(u) + CH h(u)−→v

où x0(u) = CH h(u)e+ SH h(u)u. Ainsi, si −→v ∈ TuSn−1
e est non nul ;

〈dus · −→v |dus · −→v 〉 = CH h(u)
2‖−→v ‖2 − 〈

−→
∇h(u)|−→v 〉

2

≥ CH h(u)
2‖−→v ‖2 − ‖

−→
∇h(u)‖

2
‖−→v ‖2 > 0

et, via la propriété 8.3.2, on obtient le résultat recherché.

Lemme 8.4.2. Si y : Sn−1
e 7−→ dSn est une application lisse, alors la famille de g-hyperplans(

y(u)
∗)
u∈Sn−1

e
est lisse.

Démonstration. Il suffit de reprendre les mêmes arguments que nous avons considérés pour mon-
trer le lemme 3.3.1 page 68.

Théorème 8.4.2. Considérons y : An−1 7−→ dSn, avec n ≥ 3, une application lisse vérifiant les
trois conditions suivantes :

1. C’est une immersion.

2. Toute droite hyperbolique coupe l’image y
(
An−1

)
en un ou deux points.

3. Les hyperplans tangents, vus comme hyperplans projectifs, sont elliptiques.

Alors, il existe un unique g-hérisson H ainsi que, pour tout point de référence e ∈ Hn, un
difféomorphisme ν : Sn−1

e 7−→ Sn−1
e vérifiant que :

y ◦ fe = x∗ ◦ ν (8.4.0.5)

où x∗ est le paramétrage du dual H∗, relativement au point e, et fe : Sn−1
e 7−→ An−1 est le

difféomorphisme défini par l’expression fe(u) = p(e+ u).
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Démonstration. Considérons y : An−1 7−→ dSn une application lisse vérifiant les conditions du
théorème ainsi qu’un point e ∈ Hn. Il nous faut donc montrer que la famille de g-hyperplans
(Σa)a∈An−1 telle que Σa = y(a)

∗
est co-orientable en e. Pour cela, considérons le difféomorphisme

fe : Sn−1
e 7−→ An−1 tel que fe(u) = p(e+ u) et l’application ye := y◦fe. On définit alors la famille

de g-hyperplans
(
Σfe(u)

)
u∈Sn−1

e
. Par le lemme 8.4.2 que nous avons vu précédemment, on sait

que la famille
(
Σfe(u)

)
u∈Sn−1

e
est lisse. Il existe donc ν : Sn−1

e 7−→ Sn−1
e et k : Sn−1

e 7−→ R deux

fonctions lisses telles que :

ψe
(
Σfe(u)

)
= l(u)ν(u) + 〈ν(u)〉⊥

où l(u) = TH k(u) et ψe est la projection de Klein centrée en e. Ensuite, comme par bidualité,
on a ye(u) = Σ∗fe(u), il est donc clair que ye(u) est de la forme p ◦ se(u) avec se(u) = SH k(u)e+

CH k(u)ν(u). En particulier, comme par hypothèse, les hyperplans tangents de l’application y
sont de type elliptique, alors on obtient que :

〈duse · −→v |duse · −→v 〉 = (CH k(u))
2‖duν · −→v ‖

2 − 〈
−→
∇k(u)|−→v 〉

2
> 0

pour tout vecteur −→v ∈ Sn−1
e non nul.

Ce qui nous donne, en particulier, que pour tout vecteur −→v non nul, la différentielle duν ·−→v est
également non nulle et donc l’application ν est une immersion. Ainsi, comme ν est une immersion
et que l’hypersphère Sn−1

e est simplement connexe, ν est un difféomorphisme. Il existe donc
(Γu)u∈Sn−1

e
une famille de g-hyperplans co-orientés en e, de fonction de support h : Sn−1

e 7−→ R,
telle que :

Γν(u) = Σfe(u) et h ◦ ν(u) = k(u) (8.4.0.6)

A présent, considérons l’immersion s : Sn−1
e 7−→ dSn définie par l’expression s(u) = SH h(u)e+

CH h(u)u. Alors par (8.4.0.6), on a se(u) = s ◦ ν(u), et ainsi, pour tout vecteur −→v ∈ TuSn−1
e

non nul, il est clair que dus · −→v est de type espace. Ainsi, on a que :

(CH h(u))
2‖−→v ‖2 − 〈

−→
∇h(u)|−→v 〉

2
> 0

pour tout vecteur −→v ∈ Sn−1
e non nul.

En particulier, si
−→
∇h(u) 6= 0, alors (CH h(u))

2‖
−→
∇h(u)‖

2
− ‖
−→
∇h(u)‖

4
> 0. Par conséquent,

par le théorème 4.4.1 page 97, on sait que la famille de g-hyperplans (Γu)u∈Sn−1
e

admet une
enveloppe qui correspond nécessairement à un g-hérisson.

En reprenant les mêmes arguments que ceux considérés à la fin de la section 3.3 du chapitre
3, on obtient que, sur le plan hyperbolique, si y : A1 7−→ dS2 est une application lisse vérifiant
les conditions du théorème précédent, alors il existe H ⊂ H2 un unique g-hérisson dont le dual
vérifie que H∗ = y

(
A1
)

et y = x∗ ◦ ν, où ν : A1 7−→ S1
e est une immersion surjective de degré

k ≥ 1.

Définition 8.4.1. Si (Σu)u∈Sn−1
e

est une famille de g-hyperplans co-orientés en e, on appelle

dual de la famille (Σu)u∈Sn−1
e

, l’application µ : Sn−1
e 7−→ dSn telle que µ(u) = Σ∗u.

Remarque 8.4.2. Par la remarque 8.4.1 et le théorème 8.4.2, il est immédiat qu’une famille
de g-hyperplans (Σu)u∈Sn−1

e
co-orientée en e ∈ Hn vérifie la condition d’existence (4.4.1.2) si et

seulement si son dual projectif, au sens de la définition 8.4.1 ci-dessus, vérifie les trois conditions
du théorème 8.4.2.



184 CHAPITRE 8. DUALITÉ ET CARACTÉRISATION PROJECTIVE

Pour conclure, il est intéressant de remarquer que le dual d’un g-hérisson de l’espace hy-
perbolique présente les mêmes caractéristiques que le dual d’un hérisson euclidien. Plus parti-
culièrement, si H est un g-hérisson de l’espace hyperbolique, alors pour des raisons géométriques
évidentes, on a que pour tout point de référence e ∈ Hn, le dual de H correspond au dual
du hérisson euclidien ψe(H) sur l’espace tangent TeHn. On pourrait alors avancer l’idée que la
notion de hérisson est plus naturelle sur l’espace projectif que dans l’espace euclidien, l’espace
hyperbolique ou encore l’hypersphère.



Chapitre 9

Les pseudo-hérissons sur
l’hypersphère

Sur l’espace hyperbolique, nous avons défini la notion de g-hérisson comme étant l’enve-
loppe paramétrée d’une famille de g-hyperplans co-orientés. En particulier, nous avons mis en
évidence le fait que ce choix ne relève pas d’une construction canonique et correspond donc
à un ensemble de caractéristiques qui doivent être vérifiées 1 pour pouvoir définir la notion de
g-hérisson marginalement piégé. Il est alors naturel de vouloir adopter le même procédé pour
les g-hérissons sur l’hypersphère Sn. Cependant, il apparâıt rapidement que les propriétés de la
géométrie sphérique rendent insuffisante cette approche, qu’il nous faut alors compléter. L’objet
de ce chapitre consiste donc à définir, étudier et classer les enveloppes de g-hyperplans co-orientés
(que nous appelons pseudo-hérissons) de manière à mettre en évidence une sous-catégorie qui
nous permettra d’obtenir une définition satisfaisante à la notion de g-hérisson sur l’hypersphère.

9.1 Modèle de l’hypersphère et notations usuelles

Il existe plusieurs modèles de l’hypersphère, en particulier les modèles définis via les pro-
jections gnomoniques et stéréographiques, qui correspondent respectivement à la projection de
Klein et à la projection Poincaré que nous avons considérées sur l’espace hyperbolique. En ce
qui nous concerne, nous travaillerons principalement avec la projection gnomonique. Considérons
donc e ∈ Sn un point de référence ; alors, on appelle demi-sphère ouverte centrée en e la
partie :

Ωe = {x ∈ Sn tel que 〈x|e〉 > 0} (9.1.0.1)

Comme pour la projection de Klein, la projection gnomonique consiste à projeter, sur l’hy-
perplan tangent TeSn, tout point x ∈ Ωe en considérant λ ∈ R tel que λx ∈ e + TeSn. Ainsi,
on appelle projection gnomonique centrée en e l’application ψe : Ωe 7−→ TeSn définie via
l’expression suivante :

ψe(x) = ke(x)x− e (9.1.0.2)

avec ke(x) = 1
〈e|x〉 .

1. Voir début de la section 4.4 page 95
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On peut alors vérifier que la projection gnomonique ψe est un difféomorphisme qui envoie les
géodésiques de Ωe sur les droites de l’espace euclidien (TeSn, ge).

Remarque 9.1.1. A des fins calculatoires, il nous sera utile de noter que pour tout point x ∈ Ωe
et vecteur −→v ∈ TxSn, la différentielle de la projection gnomonique centrée en e vérifie l’expression
dxψe · −→v = ke(x)[−→v − ke(x) 〈e|−→v 〉x].

Enfin, il nous sera nécessaire de considérer, relativement à un point de référence e ∈ Sn,
l’hypersphère tangente centrée en e comme étant la partie Sn−1

e = S[TeSn] sur l’espace
tangent TeSn, ainsi que l’équateur centré en e correspondant à la partie Ce = Sn ∩ Te sur
l’hypersphère Sn, où Te est l’hyperplan orthogonal à la droite Re dans Rn+1. Il nous faut donc
noter qu’en pratique, il est clair que Sn−1

e = Ce, ce qui nous sera utile lorsque nous aborderons
la question de la restriction du paramétrage d’un pseudo-hérisson sur la partie K = x−1(Ce) et
qui correspond au problème du passage de l’équateur. (voir section 9.3 page 206 pour en savoir
plus).

9.2 Généralités, problématiques et lemmes fondamentaux

Dans cette section, nous définissons la notion de pseudo-hérisson comme étant l’enveloppe
d’une famille de g-hyperplans co-orientés et montrons que, via cette définition, nous sommes
nécessairement confrontés à un problème que nous appelons ”le problème du passage de l’équateur”.
Ainsi, nous donnerons quelques exemples de pseudo-hérissons, nous assurant de la pertinence de
cette problématique, et considérerons des propriétés topologiques sur les pseudo-hérissons, nous
permettant de potentiellement 2 solutionner le problème du passage de l’équateur.

9.2.1 Définition et première remarque sur les pseudo-hérissons

Nous considérons, sur la sphère Sn, les mêmes définitions que celles que nous avons introduites
dans l’espace hyperbolique (voir les définitions 4.2.2, 4.3.6, 4.3.7 des pages respectives 84 et 91)
pour les notions de g-hyperplan, de famille de g-hyperplans co-orientés et de fonction de support.
On appelle donc g-hyperplan sur Sn toute hypersurface totalement géodésique, qui correspond
nécessairement à l’intersection d’un hyperplan vectoriel de Rn+1 avec l’hypersphère Sn. Ainsi,
relativement à un point de référence e ∈ Sn, on considère les deux définitions suivantes :

Définition 9.2.1. Une famille de g-hyperplans (Σu)u∈Γ est dite lisse lorsqu’en tout vecteur
u0 ∈ Γ, il existe N : Ω ⊂ Γ 7−→ Sn une fonction lisse définie au voisinage de u0 telle que :

Σu = Sn ∩ 〈N(u)〉⊥ (9.2.1.1)

pour tout u ∈ Ω.

Définition 9.2.2. Nous appellerons famille de g-hyperplans co-orientés en e toute famille
lisse de g-hyperplans orientés (Σu, νu)u∈Sn−1

e
, indexée sur l’hypersphère Sn−1

e , telle que : Pour

tout u ∈ Sn−1
e , la géodésique γu passant par le point e à la vitesse u est orthogonale au g-hyperplan

Σu et vérifie que si x0 = γ(t0) ∈ γ ∩ Σ, alors ∂tγu(t0) = νu(x0).

Comme sur l’espace euclidien et sur l’espace hyperbolique, nous nous permettrons de noter
(Σu)u∈Sn−1

e
les familles de g-hyperplans co-orientés en e sans faire mention de l’orientation de

2. Nous faisons preuve de prudence du fait que, pour l’heure, la question du problème de passage de l’équateur
reste encore ouverte et correspond aux conjectures 9.3.3 et 9.3.3. Néanmoins, il est clair que le lemme 9.2.2 page
205 constitue une bonne piste de travail, comme nous pouvons l’illustrer via le théorème 9.3.1 page 210.
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chaque g-hyperplan. En particulier, l’information de l’orientation est, par construction, déjà
contenue dans l’indexation de la famille de g-hyperplans.

Définition 9.2.3. Si (Σu)u∈Sn−1
e

est une famille de g-hyperplans co-orientés en e, alors nous
appellerons fonction de support centrée en e (ou simplement fonction de support), toute
fonction lisse h : Sn−1

e 7−→ R vérifiant la condition ci-dessous :

γu(h(u)) ∈ Σu (9.2.1.2)

où νu est le champ orthonormal correspondant à l’orientation du g-hyperplan Σu et γu est la
géodésique qui passe par le point e à la vitesse u en l’instant t = 0.

Note. Il est alors clair que sur l’hypersphère, la fonction de support d’une famille de g-hyperplans
co-orientés n’est pas unique. En effet, si h est une fonction de support, alors h+ 2kπ l’est aussi,
pour tout k ∈ Z∗.

Remarque 9.2.1. Contrairement à ce que nous avons vu sur l’espace euclidien et sur l’es-
pace hyperbolique, il est faux d’affirmer que toute famille de g-hyperplans co-orientés admet une
fonction de support. Néanmoins, il nous sera toujours possible de la définir localement.

En effet, nous donnons ci-dessous l’exemple d’une famille de g-hyperplans co-orientés centrés
en e qui n’admet pas de fonction de support (de manière globale). Considérons donc k ∈ Z∗ un
entier non nul et définissons la fonction f : [−1; 1] 7−→ R via l’expression suivante :

f(t) = 2kπα

∫ t

0

e
− 1
s2
− 1

(s2−1)2 ds (9.2.1.3)

où α est un facteur tel que f(1) = 2kπ.

Il nous suffit donc de définir la famille de g-hyperplans Σu = expx0(u)

(
〈N(u)〉⊥

)
dont les

fonctions x0 : Sn−1
e 7−→ Sn et N : Sn−1

e 7−→ x∗0TSn vérifient les expressions suivantes : x0(u) = γe,uf( 〈u0|u〉) = Cos f( 〈u0|u〉)e+ Sin f( 〈u0|u〉)u

N(u) = ϕe,x0(u)(u) = Cos f( 〈u0|u〉)u− Sin f( 〈u0|u〉)e
(9.2.1.4)

avec u0 correspondant à un vecteur initial pris arbitrairement, ainsi que γe,u : R 7−→ Sn et
ϕe,x0(u) : TeSn ↪−→→ Tx0(u)Sn étant respectivement la géodésique passant par le point e à la vi-
tesse u et le transport parallèle de e à x0(u) le long de la géodésique γe,u. Il est alors clair que la
famille des g-hyperplans (Σu)u∈Sn−1

e
, ainsi définie, est co-orientée en e mais n’admet pas de fonc-

tion de support. En particulier, toute fonction h globalement définie pour la famille (Σu)u∈Sn−1
e

et vérifiant la condition (9.2.1.2), n’est pas continue.

Définition 9.2.4. On appelle pseudo-hérisson centré en e, toute enveloppe paramétrée d’une
famille de g-hyperplans co-orientés en e.

Remarque 9.2.2. Considérons H ⊂ Sn un pseudo-hérisson centré en e ainsi que, pour un
vecteur u0 ∈ Sn−1

e , une fonction de support h : Ω ⊂ Sn−1
e 7−→ R qui est définie au voisinage de

u0. Nous pouvons alors définir, sur le voisinage Ω, la fonction x0 : Ω 7−→ Sn ainsi que le champ
de vecteurs N : Ω 7−→ x∗0STSn tels que :

x0(u) = Cos h(u)e+ Sin h(u)u et N(u) = Cos h(u)u− Sin h(u)e (9.2.1.5)
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Ainsi, il est alors immédiat qu’il existe un champ de vecteurs
−→
G : Ω 7−→ x∗0TSn pour lequel

la restriction du paramétrage de H sur Ω vérifie l’expression suivante :

x(u) = expx0(u)

(−→
G(u)

)
(9.2.1.6)

où, de plus,
−→
G(u) est orthogonal à N(u).

Note. Il est clair que pour tout u ∈ Ω, on a x0(u) = γe,u(h(u)) et N(u) = ϕe,x0(u)(u), où
γe,u : R 7−→ Sn est la géodésique passant par le point e à la vitesse u et ϕe,x0(u) : TeSn 7−→ Tx0(u)Sn
est le transport parallèle de e à x0(u) le long de γe,u.

Notation 9.2.1. Nous noterons G(u) = ‖
−→
G(u)‖ la fonction continue qui correspond à la norme

du champ de vecteurs
−→
G que nous avons précédemment défini via la relation (9.2.1.6).

Propriété 9.2.1. Soit (Σu)u∈Sn−1
e

une famille de g-hyperplans co-orientés en e. Alors une ap-

plication lisse x : Sn−1
e 7−→ Sn correspond au paramétrage d’une enveloppe de la famille de g-

hyperplans si et seulement si, au voisinage de tout point u0 ∈ Sn−1
e , on a :

〈dux · −→v |N(u)〉 = 0 (9.2.1.7)

où N est le champ de vecteurs défini via la relation (9.2.1.5).

Note. Il est alors justifié d’appeler condition de contact la condition (9.2.1.7).

Démonstration. En remarquant que chaque g-hyperplan vérifie que Σu = Sn ∩ 〈N(u)〉⊥, alors le
résultat recherché est immédiat.

9.2.2 Exemples de g-hérissons passant par leur équateur et hypothèses
de classement

Considérons e ∈ Sn un point de référence ainsi que la famille de g-hyperplans (Σu)u∈Sn−1
e

définie telle que Σu = Ce, pour tout u ∈ Sn−1
e . Il est alors clair que c’est une famille de g-

hyperplans co-orientés en e dont l’une des enveloppes paramétrées est définie via le paramétrage
x(u) = u. Ainsi, on a que l’équateur Ce est un pseudo-hérisson centré en e. Nous pouvons alors
faire les trois remarques suivantes :

1. Nous n’avons pas unicité de l’enveloppe paramétrée pour la famille des g-hyperplans définis
tels que Σu = Ce.

2. Le pseudo-hérisson Ce, est une hypersurface orientée pour laquelle toutes les courbures
principales sont nulles. Il est donc immédiat que le pseudo-hérisson Ce ne vérifie pas les
caractéristiques qui sont nécessaires pour définir la notion de g-hérisson marginalement
piégé.

3. L’hypersurface Ce n’est pas un pseudo-hérisson pour des points de référence distincts de e
et −e. Ainsi, le pseudo-hérisson Ce dépend fortement du choix du point de référence.

Par conséquent, il apparâıt qu’il est nécessaire de classer les pseudo-hérissons de manière à
pouvoir définir correctement la sous-catégorie qui nous permettra de justifier la définition de g-
hérisson que nous considérerons au chapitre 10. Pour cela, nous allons considérer deux exemples
de pseudo-hérissons, moins triviaux que celui que nous avons précédemment considéré, et qui
nous permettront de formuler un ensemble d’hypothèses dont nous déduirons une méthode de
classement. En particulier, notre intérêt va se porter sur le fait d’étudier les propriétés topolo-
giques et géométriques des pseudo-hérissons passant par leur équateur (i.e. H ∩ Ce 6= ∅).
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9.2.2.1 Exemple d’un pseudo-hérisson qui passe par son équateur et occupe les
demi-sphères nord et sud

Pour le premier exemple, considérons e ∈ S2 un point de référence ainsi que l’application
u(t) = (Cos(t), Sin(t), 0) ∈ S1

e et le champ de vecteurs −→eθ(t) = (−Sin(t), Cos(t), 0). On peut
alors définir le paramétrage de l’enveloppe d’une famille de g-hyperplans co-orientés en e sur la
sphère S2 en considérant l’application x : R 7−→ S2 définie 3 par l’expression ci-dessous :

x(t) = expx0(t)(G(t)−→eθ(t)) (9.2.2.8)

avec x0(t) = Cos h(t)e+ Sin h(t)u(t) et G : R 7−→ R une fonction lisse.

En se rapportant à la démonstration 4 de la propriété 10.1.1 page 214 du chapitre 10, on peut
vérifier que lorsque Cos h(t0) 6= 0, pour un instant t0, alors, au voisinage de t0, l’enveloppe de
la famille de g-hyperplans est unique. En particulier, dans ce cas de figure, on a que la fonction
G vérifie l’expression suivante :

G(t) = ArcTan V (t) (9.2.2.9)

avec V (t) =
1

Cos h(t)
∂th(t).

Par conséquent, on définit la famille de g-hyperplans Σt dont la fonction de support est de la
forme h(t) = h̃(Sin(t)), où h̃ est la fonction définie telle que :

h̃(t) =
π

2
+


e
− 1

(t−a)2 si t > a

0 si t ∈ [−a; a]

−e−
1

(t+a)2 si t < −a

(9.2.2.10)

avec 0 < a < 1.

Il nous faut donc construire un paramétrage x : S1
e 7−→ S2 vérifiant la condition de contact 5 pour

la famille de g-hyperplans Σt que nous avons définie précédemment. Pour cela, remarquons que
pour tout instant t ∈ R tel que :

Sin(t) ∈ [−1;−a[ ∪ ]a; 1], (9.2.2.11)

il nous suffit de considérer G(t) défini via l’expression (9.2.2.9). Ainsi, on a que pour tout instant
t ∈ R vérifiant la condition (9.2.2.11), le paramétrage x est définit via la fonction G tel que :

G(t) = ArcTan
(
Cos(t)V

:
(Sin(t))

)
(9.2.2.12)

3. Il est à noter que l’application que nous considérons via l’expression (9.2.2.8) correspond à une application
définie sur S1

e via le paramétrage u.
4. Il s’agit de considérer la relation (10.1.0.5) page 214 dont il nous faut constater qu’elle reste vraie au voisinage

de tout vecteur u0 ∈ Sn−1
e tel que Cos h(u0) 6= 0, malgré le fait que la condition Cos h(u) 6= 0 n’est pas toujours

globalement vérifiée dans le cadre des pseudo-hérissons.

5. Pour rappel, si (Σu)u∈Γ est une famille lisse de g-hyperplans telle que Σu = S2∩〈N(u)〉⊥, alors la condition
de contact est 〈dux · −→v |N(u)〉 = 0 et est la condition nécessaire et suffisante pour qu’une application x corresponde
au paramétrage d’une enveloppe de la famille de g-hyperplans (Σu)u∈Γ.
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avec V
:

(t) = 1
Cos h̃(t)

∂th̃(t).

À présent, considérons l’application V (t) = Cos(t)V
:

(Sin(t)). Alors, en se restreignant sur
l’ensemble des instants t ∈ R vérifiant la condition (9.2.2.11) et tels que Cos(t) > 0, on obtient
que la fonction G vérifie les deux relations suivantes :

1. Lorsque pour un instant t on a que Sin(t) > a et est suffisamment proche de a, alors

V (t) ∼ − 2
√

1−a2
(Sin(t)−a)3

< 0 et ainsi, la fonction G vérifie la relation suivante :

G(t) = ArcTan V (t) ∼ −π
2
−ArcTan

(
k(Sin(t)− a)

3
)

(9.2.2.13)

avec k = − 1
2
√

1−a2 .

2. Lorsque pour un instant t on a que Sin(t) < −a et est suffisamment proche de −a, alors

V (t) ∼ − 2
√

1−a2
(Sin(t)+a)3

> 0 et ainsi, la fonction G vérifie la relation suivante :

G(t) = ArcTan V (t) ∼ π

2
−ArcTan

(
k(Sin(t) + a)

3
)

(9.2.2.14)

Nous pouvons aussi reconsidérer le même exercice dans le cas où Cos(t) < 0 et alors il nous
suffit de remarquer que l’on obtient symétriquement le même résultat. Pour finir, nous devons
prolonger la fonction G sur la partie correspondant aux instants t ∈ R tels que Sin(t) ∈ [−a, a].
Pour cela, considérons la fonction f : R 7−→ R telle que :

f(t) = κ

∫ Sin(t)

0

e
− 1
s2
− 1

(s2−a2)2 ds (9.2.2.15)

où κ est la fonction de normalisation telle que f(t) = 1 lorsque Sin(t)
2

= a2. Il nous est donc
possible de choisir 6 de prolonger la fonction G sur tout R tel que :

G(t) =



ArcTan V (t) si t > a ou t < −a

f(t)
(
−π

2
−ArcTan

(
k(Sin(t)− a)

3
))

si t ∈ [0; a]

f(t)
(π

2
−ArcTan

(
k(Sin(t) + a)

3
))

si t ∈ [−a; 0]

(9.2.2.16)

Ainsi, en considérant le paramétrage x(t) = expx0(t) (G(t)−→eθ(t)), on obtient un pseudo-
hérisson qui passe par son équateur Ce et occupe les deux demi-sphères Ωe et Ω−e. En particulier,
nous pouvons représenter ce pseudo-hérisson comme ci-dessous :

6. Nous devons préciser que sur l’ensemble des instants tels que Cos h(t) 6= 0, le paramétrage x est unique
du fait que la fonction G est définie via la relation (9.2.2.9). Mais ce n’est plus le cas lorsque l’on se place sur
la partie correspondant aux instants t tels que Cos h(t) = 0. En particulier, il existe donc plusieurs manières de
prolonger la fonction G sur cette partie et ainsi, il existe plusieurs enveloppes pour la famille de g-hyperplans que
nous avons précédemment considérée.
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Figure 9.1 – Représentation d’un pseudo-hérisson qui passe par l’équateur et occupe les deux
demi-sphères nord et sud.

Considérons donc la partie K =
{
u ∈ S1

e tel que Cos h(u) = 0
}

, alors il nous faut constater
que la restriction du paramétrage x sur l’intérieur de K correspond à une hypersurface comprise
sur l’équateur Ce et qui est donc de courbure de Gauss nulle. En particulier, de ce qui précède,
on sait que le pseudo-hérisson ainsi défini ne vérifie pas les conditions que nous recherchons.

9.2.2.2 Exemple de pseudo-hérisson qui passe par son équateur sans annuler ses
courbures principales

En se reposant sur la remarque 9.2.4 page 200, on peut produire un exemple de pseudo-
hérisson dont la courbure de Gauss est non nulle partout où elle existe et qui passe par son
équateur. Pour cela, on commence par considérer la fonction lisse f : ]0; 1[ 7−→ ]0; 1[ définie via
l’expression suivante :

f(t) = e1− 1
t2 g(t) (9.2.2.17)

avec g(t) = 1 − 1
2 t
N pour N assez grand (nous choisirons N = 20 afin de définir la figure 9.2

ci-dessous). Ainsi, en choisissant u0 ∈ Sn−1
e comme vecteur de référence, on définit la famille de

g-hyperplans (Σu)u∈Sn−1
e

correspondant à la fonction de support qui vérifie l’expression suivante :

h(u) =


π

2
− f( 〈u0|u〉) si 〈u0|u〉 ∈ ]0; 1]

π

2
sinon

(9.2.2.18)

pour tout u ∈ Sn−1
e .

Par conséquent, on sait que sur l’ensemble des vecteurs u ∈ Sn−1
e vérifiant la condition

〈u|u0〉 > 0, alors la famille de g-hyperplans admet une unique enveloppe dont le paramétrage
est défini via l’expression (10.1.0.3) page 214. Considérons donc la partie :

K = h−1
(π

2

)
=
{
u ∈ Sn−1

e tel que 〈u|u0〉 ≤ 0
}
,

qui est alors une partie fermée dont le bord est une hypersurface orientée sur Sn−1
e et de normale

sortante u0. Ainsi, par la remarque 9.2.4, on sait qu’il nous suffit de prolonger sur la partie K
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le paramétrage que nous avons précédemment considéré tel que x(u) = u0, pour tout u ∈ K.
Alors, par construction de la fonction de support, on obtient bien une enveloppe paramétrée
de la famille de g-hyperplans (Σu)u∈Sn−1

e
. Il nous faut donc noter que sur Sn−1

e \ K, on sait
que la courbure de Gauss, partout où elle existe, est non-nulle. Aussi sur K, le paramétrage
étant constant, alors la courbure de Gauss ainsi que les courbures principales ne peuvent être
déterminées via le paramétrage centré en e.

Figure 9.2 – Pseudo-hérisson de S2 qui touche son équateur Ce et dont la courbure de Gauss,
partout où elle existe, n’est jamais nulle.

Il est clair que le pseudo-hérisson H correspondant à l’enveloppe de la famille de g-hyperplans
que nous avons définie via la fonction de support (9.2.2.18), vérifie que l’intersection H ∩ Ce est
un singleton. À présent, considérons le point x0 ∈ H ∩ Ce ainsi que γ ⊂ Sn l’unique géodésique
qui contient les points e et x0. Considérons donc un second point de référence v0 ∈ γ∩Ωe. Alors,
en supposant le point v0 suffisamment proche du point e, nous pouvons définir la fonction de
réindexation 7 :

φ : Sn−1
e \K 7−→ Sn−1

v0 \ {ũ0} (9.2.2.19)

où ũ0 ∈ Sn−1
v0 est l’unique vecteur pour lequel la géodésique γv0,ũ0 , qui passe par le point v0 à la

vitesse ũ0, cöıncide avec la géodésique γ et vérifie que ∂t0γv0,ũ0
(t0) = −e, avec t0 étant l’instant

tel que γv0,ũ0
(t0) = x0. Par conséquent, en supposant v0 suffisamment proche de e, alors nous

pouvons vérifier que φ est un difféomorphisme et donc on définit la famille de g-hyperplans
(Γu)u∈Sn−1

v0
\{ũ0} telle que Γu = Σφ−1(u). Ainsi, en complétant cette famille par le g-hyperplan

Γũ0 = Ce, alors par construction de la fonction de support h, il est clair que la famille de g-
hyperplans (Γu)u∈Sn−1

v0
est lisse et est donc une famille de g-hyperplans co-orientés en v0. On

obtient donc que le pseudo-hérisson H centré en e est aussi un g-hérisson 8 centré en v0 et en
particulier, vérifie que sa courbure de Gauss est non nulle partout où elle existe.

9.2.2.3 Hypothèse sur les pseudo-hérissons qui passent par leur équateur

À partir des trois exemples que nous avons considérés, il est clair que nous devons classer
les pseudo-hérissons en nous reposant sur les propriétés associées au passage de l’équateur. Pour
cela, commençons par définir quelques éléments de vocabulaire :

• Si e ∈ Sn est un point de référence, alors on appelle demi-sphère nord et demi-sphère
sud les demi-sphères Ωe et Ω−e.

7. Voir la définition 10.2.1 et la propriété 10.2.2 page 215 pour en savoir plus.
8. Un g-hérisson est un pseudo-hérisson contenu dans sa demi-sphère nord. L’intérêt de cette définition est

que nous retrouvons une notion de hérisson qui vérifie (à quelques détails près) les mêmes propriétés que les
g-hérissons de l’espace hyperbolique. Voir la section 10.1 page 213 du chapitre 10 pour en savoir plus.
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• Si H ⊂ Sn est un pseudo-hérisson centré en e, alors on dira que le pseudo-hérisson H passe
par son équateur lorsque l’intersection Ce ∩ H est non vide. De plus, nous dirons que
le pseudo-hérisson passe par son équateur en un seul point lorsque Ce ∩ H est un
singleton.

Par conséquent, en nous basant sur les exemples que nous avons définis, il est justifié de
considérer les trois hypothèses ci-dessous qui seront au centre des motivations du reste de ce
chapitre.

1. Tout pseudo-hérisson qui passe par son équateur et occupe les demi-sphères nord et sud,
est localement une hypersurface orientée dont la courbure de Gauss est nulle.

2. Tout pseudo-hérisson qui passe par son équateur en plus d’un point, est localement une
hypersurface orientée dont la courbure de Gauss est nulle.

3. Tout pseudo-hérisson centré en e qui passe par son équateur en un seul point est un g-
hérisson centré en v0, où v0 est un second point de référence proche de e.

9.2.3 Lemme des points de l’équateur

Considérons H ⊂ Sn un pseudo-hérisson centré en e. Dans cette section, nous étudions les
propriétés topologiques et géométriques de la partie K = x−1(H ∩ Ce), où x est le paramétrage
du pseudo-hérisson.

Propriété 9.2.2. Considérons f : I 7−→ R une application lisse définie sur un intervalle ouvert
centré en t = 0 et vérifiant les deux points suivants :

f(0) =
π

2
+ 2kπ (resp. f(0) = −π

2
+ 2kπ), avec k ∈ Z, et Cos f(t) 6= 0 (9.2.3.20)

pour tout t ∈ I \ {0}.

Si V
:

: I \ {0} 7−→ R est la fonction lisse définie via l’expression V
:

(t) = ∂tf(t)
Cos f(t) , alors il existe

(t−n )n∈N et (t+n )n∈N, deux suites définies respectivement sur R∗− et R∗+, qui tendent vers t = 0 et
telles que :

V
:(
t−n
)
−−−−−−−−−→ +∞ et V

:(
t+n
)
−−−−−−−−−→ −∞ (9.2.3.21)

et inversement respectif 9.

Démonstration. En effet, considérons l’application lisse g : I 7−→ R telle que f(t) = π
2 + g(t) et

alors, pour t ∈ I \ {0} proche de t = 0, on a que :

∂tf(t)

Cos f(t)
= − ∂tg(t)

Sin g(t)
∼0 −

∂tg(t)

g(t)
= −∂t[ln|g(t)|]

et ainsi, il nous suffit de remarquer que ln|g(t)| → −∞ lorsque t→ 0.

9. En effet, dans le cas de figure où f(0) = −π
2

+ 2kπ, avec k ∈ Z, il existe
(
t−n

)
n∈N

et
(
t+n

)
n∈N

, deux suites

qui convergent à gauche et à droite vers l’instant t = 0 et vérifiant que les suites V
:(

t−n
)

et V
:(

t+n

)
convergent

respectivement vers −∞ et +∞.
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Propriété 9.2.3. Considérons k : Ω 7−→ R une fonction lisse, partout positive ou nulle, définie

sur un ouvert relativement compact 10 Ω ⊂ Rn, tel que
−→
∇k(u) 6= 0 sur Ω\K, avec K = k−1({0}).

De plus, on suppose qu’il existe ν : Ω 7−→ Sn−1 un champ de vecteurs tel que :

−→
∇k(u) = R(u)ν(u) (9.2.3.22)

où R est une fonction positive 11 et continue.

Alors, la partie K est un corps 12 d’intérieur non vide dans Ω, dont le bord ∂K est une hy-
persurface orientée, et dont la restriction du champ ν correspond au champ orthonormal sortant.

Note. Cette propriété reste vraie si k est une fonction partout négative ou nulle. En particulier,
dans ce cas de figure, la restriction sur ∂K du champ ν correspond au champ orthonormal entrant

du corps K. Enfin, il est à noter que, pour plus de clarté, le gradient
−→
∇k(u) n’est pas forcément

non nul sur la partie K.

Démonstration. Considérons u0 ∈ ∂K, alors il existeW ⊂ Ω un ouvert centré en u0 ainsi que des
champs de vecteurs ν2 :W 7−→ Sn−1, · · · , νn :W 7−→ Sn−1 tels que pour tout u ∈ W, la famille
(ν(u), ν2(u), · · · , νn(u)) est une base orthonormale sur Rn. En effet, il suffit de considérer une
base orthonormale β0 = (e1, e2, · · · , en), avec e1 = ν(u0), ainsi que la fonction lisse :

q(u) = detβ0
(ν(u), e2, · · · , en)

Il est alors clair que q(u0) = 1 et donc, considérons la partie W = q−1(]0,+∞[) qui est un
ouvert. Ainsi, par l’application de l’algorithme de Gram-Schmidt, on obtient le résultat recherché.
Par conséquent, pour tout vecteur −→v = (v2, · · · , vn) ∈ Rn−1, on définit le champ de vecteurs :

χ−→v = v2ν2 + · · ·+ vnνn

ainsi que Γu,−→v : I(u,−→v ) 7−→ W la courbe intégrale maximale passant par un point u ∈ W en

l’instant t = 0 le long du champ χ−→v . À présent, il nous faut remarquer que si, pour u ∈ W, λ > 0
et −→v ∈ Rn−1, on considère Γu,−→v défini sur I(u,−→v ) = ]a, b[, alors la courbe intégrale Γu,λ−→v est

définie sur l’intervalle I(u, λ−→v ) =
]
a
λ ,

b
λ

[
et admet pour expression :

Γu,λ−→v (t) = Γu,−→v (λt) (9.2.3.23)

En remarquant que nous travaillons sur le système d’équations aux dérivées ordinaires ∂tΓ(t) =
χ−→v ◦ Γ(t) paramétré sur Rn−1, considérons le flot F : D 7−→ W (qui est une application lisse)
vérifiant l’expression F(t, u,−→v ) = Γu,−→v (t) et étant défini sur l’ouvert :

D =
⋃

(u,−→v )∈W×Rn−1

I(u,−→v )× {u,−→v } ⊂ R×W × Rn−1

La partie D étant un ouvert de R×W×Rn−1 centré en (0, u0, 0), il existe alors a > 0, ainsi que
r > 0 et R0 > 0, tels que ]−a, a[× B(u0, r)× B(R0) ⊂ D, avec B(u0, r) ⊂ W et B(R0) ⊂ Rn−1

correspondant à des boules ouvertes respectivement centrées en u0 et zéro. Ensuite, par ce qui

10. Une partie Ω est dite relativement compacte lorsque son adhérence est compacte.
11. Il est à noter que, par définition du gradient de la fonction k, la fonction R est strictement positive et de

classe C∞ sur Ω \K.
12. On rappelle qu’une partie K est appelée corps si c’est un compact d’intérieur vide, ou un compact d’intérieur

non vide correspondant à la fermeture de son intérieur.
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précède, on a que pour tout λ > 0,
]
− a
λ ,

a
λ

[
× B(u0, r) × B(λR0) ⊂ D et, en particulier, il est

possible de choisir λ > 0 tel que, en posant R = λR0, on ait que :

[−1, 1] ⊂ I(u,−→v )

pour tout (u,−→v ) ∈ B(u0, r)×B(R).

À présent, on définit l’application φ : B(u0, r)×B(R) 7−→ W telle que φ(u,−→v ) = F(1, u,−→v ),
qui est clairement une application lisse. Ensuite, considérons un point u ∈ B(u0, r) ainsi que

deux vecteurs
−→
X ∈ Rn et

−→
W = (W2, · · · ,Wn) ∈ Rn−1. Alors, il nous faut calculer la différentielle

d(u0,0)φ
(−→
X,
−→
W
)

. Pour cela, on a que :

d(u,0)φ ·
(−→
X,
−→
W
)

= du[F(1, u, 0)] ·
−→
X+W2∂λ2 [F(1, u, λ2v2)]λ2=0 + · · ·+Wn∂λn [F(1, u, λnvn)]λn=0

avec (v2, · · · , vn) correspondant à la base canonique de Rn−1. D’abord, remarquons que F(1, u, 0) =

u pour tout u ∈ B(u0, r) et ainsi on obtient que du[F(1, u, 0)] ·
−→
X =

−→
X . Ensuite, comme par

(9.2.3.23) on sait que F(1, u, λi
−→vi ) = F(λi, u,

−→vi ), il est clair que ∂λi [F(1, u, λivi)]λi=0 = νi(u).
On obtient donc finalement que :

d(u,0)φ ·
(−→
X,
−→
W
)

=
−→
X +W2ν2(u) + · · ·+Wnνn(u) (9.2.3.24)

pour tout u ∈ B(u0, r).

À présent, considérons γ : I 7−→ B(u0, r) la courbe intégrale maximale passant par le point
u0 à l’instant t = 0 le long du champ ν, avec I = ]a, b[ tel que a < 0 < b. Alors, on définit la
fonction lisse f : I ×B(R) 7−→ W telle que f(t,−→v ) = φ(γ(t),−→v ). Ainsi, pour tout instant t ∈ I
et couple

(
T,
−→
W
)
∈ R× Rn−1, alors, par (9.2.3.24), on a que :

d(t,0)f ·
(
T,
−→
W
)

= Tν ◦ γ(t) +W2ν2 ◦ γ(t) + · · ·+Wnνn ◦ γ(t)

En particulier, par le théorème d’inversion local, on sait que pour tout t ∈ I, il existe deux
ouverts Vt ⊂ I × B(R) et Wt ⊂ B(u0, r) respectivement centrés en (t, 0) et γ(t) tels que la
restriction f : Vt 7−→ Wt est un difféomorphisme. Ensuite, en notant Ls = k−1({s}), pour tout
s ∈ Im(k), il nous faut remarquer que pour tout u ∈ B(u0, r) et −→v ∈ B(R), on a toujours :

φ(u,−→v ) ∈ Lk(u) (9.2.3.25)

En effet, pour tout u ∈ B(u0, r) et −→v ∈ B(R), considérons Γ : J 7−→ W la courbe intégrale
maximale passant par le point u à l’instant t = 0 le long du champ de vecteur χ−→v ainsi que

l’application lisse k
:

= k ◦ Γ : J 7−→ R. Alors, on a que, pour tout t ∈ J :

∂tk
:
(t) = 〈

−→
∇k ◦ Γ(t)|∂tΓ(t)〉 = R ◦ Γ(t) 〈ν ◦ Γ(t)|χ−→v ◦ Γ(t)〉 = 0

et donc la fonction k
:

est constante.

À présent, considérons la fonction lisse k
:

:= k ◦ γ : I 7−→ R et remarquons que pour tout
instant t ∈ I, sa dérivée vérifie que :

∂tk
:
(t) = 〈

−→
∇k ◦ γ(t)|∂tγ(t)〉 = R ◦ γ(t), (9.2.3.26)
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on sait donc que la fonction k
:

est croissante. En particulier, si pour t0 > 0 on a que γ(t0) ∈
Ω \K alors par (9.2.3.26) la fonction k

:
est strictement croissante sur l’intervalle [t0, b[ et donc,

γ([t0, b[) ⊂ Ω \ K. Aussi, si, pour t0 < 0, γ(t0) ∈ Ω \ K alors la fonction k
:

étant strictement

croissante sur l’intervalle ]a, t0] on a forcément que k
:
(t) < 0 pour tout t ≤ t0, ce qui n’est pas

possible 13. Par conséquent, la partie IK = k
:−1(K) est donc de la forme IK = ]a, c] avec c ≥ 0.

Supposons donc que c > 0, alors en choisissant l’ouvert V0 suffisamment petit, on peut supposer
que V0 = ]α, β[×B(s), avec α < 0 < β et s ≤ R, tel que ]α, β[ ⊂ ]a, c]. Mais alors, par (9.2.3.25),
on sait que :

u0 ∈ W0 = f(V0) ⊂ K
ce qui contredit les hypothèses de départ. Ainsi, on sait que IK = ]a, 0]. Ensuite, en appliquant
la même méthode, on obtient que pour tout t ∈ ]a, 0[, on peut choisir Vt suffisamment petit pour
que γ(t) ∈ Wt = f(Vt) ⊂ K et ainsi on a que γ(t) ∈ Int(K). De cette manière, on sait que la
partie K est un corps d’intérieur non vide. Pour finir, considérons l’hypersurface H = {0}×Rn−1,
alors par ce qui précède, on a que W0 ∩ ∂K = f(V0 ∩H). Ainsi, on a bien que le bord ∂K est
une hypersurface. De plus, on a que :

Tu0
∂K = d(0,u0)f(H) = 〈ν(u0)〉⊥

et par conséquent, le bord ∂K du corps K est une hypersurface orientée dont la restriction du
champ ν correspond au champ orthonormal sortant.

Définition 9.2.5. Considérons e ∈ Sn un point de référence ainsi que H ⊂ Sn un pseudo-
hérisson centré en e passant par son équateur. Alors on définit la partie K sur Sn−1

e qui corres-
pond aux points d’intersection avec l’équateur, telle que :

K = x−1(H ∩ Ce) (9.2.3.27)

où x est le paramétrage du pseudo-hérisson H.

Remarque 9.2.3. Par la relation (9.2.1.6), nous savons que le paramétrage d’un pseudo-hérisson

est de la forme a(u)
−→
G(u) + b(u)x0(u). Comme sur la partie K, il est clair que x0(u) = u, alors

on a :

−→
G(u) ∈ TuCe et x(u) ∈ Ce (9.2.3.28)

pour tout u ∈ K.

Lemme 9.2.1. Soit H ⊂ Sn un pseudo-hérisson centré en e passant par son équateur ainsi que
K la partie définie via la relation (9.2.3.27) ci-dessus. Alors, pour tout vecteur u0 ∈ ∂K, il existe
un voisinage Ω ⊂ Sn−1

e de u0 tel que :

1. La restriction du paramétrage du pseudo-hérisson sur le voisinage Ω est de la forme (9.2.1.6),

et le champ de vecteur
−→
G : Ω 7−→ x∗0TSn n’est jamais nul et vérifie, sur le bord Ω ∩ ∂K,

l’expression suivante :

−→
G(u) =

π

2
ν(u) (9.2.3.29)

où ν : Ω 7−→ STSn est le champ de vecteur tel que
−→
G(u) = G(u)ν(u), avec G(u) étant une

fonction lisse strictement positive.

13. Cela provient du fait que la fonction k est, par définition, positive ou nulle.
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2. Si γ ⊂ Sn−1
e est une courbe régulière 14 passant par u0 non orthogonalement 15 à

−→
G(u0),

alors u0 est un point d’accumulation 16 de K ∩ γ.

3. Si h : Ω ⊂ Sn−1
e 7−→ R est une fonction de support défini sur Ω, alors le gradient

−→
∇h est

nul sur la partie Ω ∩K. De plus, en considérant Ω suffisamment petit, nous avons que le

gradient
−→
∇h est non nul sur Ω \K.

4. Si le bord ∂K est une hypersurface dans le voisinage Ω, alors Ω∩K est un corps d’intérieur
non vide dans Ω, dont le bord ∂K ∩ Ω est une hypersurface orientable sur laquelle la
restriction du champ ν correspond au champ orthonormal sortant 17.

Démonstration. Soient H un pseudo-hérisson centré en e correspondant à l’enveloppe paramétrée
d’une famille de g-hyperplans (Σu)u∈Sn−1

e
co-orientés en e, ainsi que u0 ∈ ∂K, un vecteur sur le

bord. Alors, on considère, sur un voisinage Ω ⊂ Sn−1
e du vecteur u0, une fonction de support h

ainsi que les fonctions x0, N et
−→
G , qui sont respectivement définies via les expressions (9.2.1.5)

et (9.2.1.6). Par le lemme 4.4.1 page 96, on sait qu’il existe deux fonctions lisses a : Ω 7−→ R et
b : Ω 7−→ R vérifiant, sur Ω \G−1({0}), les expressions suivantes :

a(u) =
Sin G(u)

G(u)
et b(u) = Cos G(u) (9.2.3.30)

et ainsi, on obtient forcément que la restriction sur Ω du paramétrage x du pseudo-hérisson H
vérifie l’expression suivante :

x(u) = a(u)
−→
G(u) + b(u)x0(u) (9.2.3.31)

Ensuite, comme il est clair que le produit 〈x(u)|N(u)〉 est toujours nul, il est immédiat
que la condition de contact (9.2.1.7) équivaut à ce que le paramétrage vérifie la condition
〈x(u)|duN · −→v 〉 = 0, pour tout vecteur u ∈ Ω et −→v ∈ TuSn−1

e . Aussi, comme on a que :

duN · −→v = −〈
−→
∇h(u)|−→v 〉x0(u) + Cos h(u)−→v , (9.2.3.32)

alors on obtient que :

b(u)
−→
∇h(u) = Cos(h(u))a(u)

−→
G(u) (9.2.3.33)

et en particulier,

b(u)
2‖
−→
∇h(u)‖

2
=
(

1− b(u)
2
)

(Cos h(u))
2

(9.2.3.34)

Ainsi, par la relation (9.2.3.34), il est immédiat que Cos h(u) = 0 lorsque b(u) = 0. En
particulier, on sait donc que si Cos h(u) 6= 0, alors on obtient que :

b(u) = Cos G(u) 6= 0 (9.2.3.35)

Via la relation (9.2.3.33) et en reprenant les mêmes arguments que nous avons considérés
pour vérifier le théorème 4.4.1 page 97, on obtient que :

14. Une courbe γ : I 7−→ Ω est dite régulière lorsque c’est une immersion.

15. C’est-à-dire que 〈∂tγ(t0)|
−→
G(u0)〉 6= 0 avec γ(t0) = u0.

16. Un point x est un point d’accumulation de X si c’est un point d’adhérence de X \ {x}.
17. Il nous faut préciser que le champ ν est toujours sortant, comme c’est également le cas pour le champ

−→
G .

Cela provient du fait qu’il ne correspond pas directement au gradient de la fonction de support h, mais correspond

au champ vecteur
−→
V que nous définissons via l’expression (9.2.3.37) ci-dessous.
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(Cos G(u))
2‖
−→
∇h(u)‖

2
= (Cos h(u))

2
(Sin G(u))

2
(9.2.3.36)

et ainsi, sur Ω \K, on a que :

−→
G(u) =


ArcTan(V (u))ν(u) =

ArcTan V (u)

V (u)

−→
V (u) si

−→
V (u) 6= 0

0 sinon

(9.2.3.37)

avec
−→
V (u) = 1

Cos h(u)

−→
∇h(u).

En particulier, par le lemme 4.4.1 page 96, il est clair que le champ de vecteur
−→
G , dont

l’expression sur Ω \K est définie via (9.2.3.37), est bien de classe C∞. Pour la suite, nous sup-
poserons, sans perte de généralité, que h(u0) = π

2 . Ainsi, en considérant la fonction k : Ω 7−→ R
telle que h(u) = π

2 + k(u), on obtient que pour tout u ∈ Ω \ K suffisamment proche de u0, le

champ de vecteur
−→
V vérifie la relation suivante :

−→
V (u) ∼ −

−→
∇ln|k(u)| (9.2.3.38)

Par conséquent, via la relation (9.2.3.38) ci-dessus, il existe (un)n∈N, une suite de vecteurs

définie sur Ω \K qui converge vers u0 et telle que V (un) ∼ ‖
−→
∇ln |k(un)|‖ −−−−−−−−−→ +∞.

Comme le champ de vecteur
−→
G est, par définition, de classe C∞ sur Ω, alors on a que

−→
G(u0) =

π
2 ν(u0), avec ν(u0) ∈ STu0

Sn. Par conséquent, on sait que sur Ω ∩ ∂K, le champ
−→
G est de la

forme :

−→
G(u) =

π

2
ν(u) (9.2.3.39)

et plus généralement, en considérant Ω suffisamment petit, nous pouvons supposer que sur le

voisinage Ω, le champ de vecteur
−→
G est non nul et vérifie ainsi l’expression :

−→
G(u) = G(u)ν(u) (9.2.3.40)

où ν : Ω 7−→ STSn est un champ de vecteurs normé et G : Ω 7−→ R est une fonction lisse stricte-
ment positive telle que G(u) = ArcTan(V (u)) sur Ω \K et G(u) = π

2 sur Ω ∩ ∂K.

Supposons donc qu’il existe γ : I 7−→ Ω, une courbe régulière passant par u0 à l’instant t = 0
et vérifiant les deux conditions suivantes :

γ(t) ∈ Ω \K, lorsque t 6= 0

〈
−→
G(u0)|∂γ(0)〉 6= 0

(9.2.3.41)

À présent, considérons la fonction lisse g : I 7−→ R telle que g(t) = 〈
−→
G ◦ γ(t)|∂tγ(t)〉. Ainsi,

en remarquant que sur I \ {0}, la fonction V
:

(t) = 〈
−→
V ◦ γ(t)|∂tγ(t)〉 vérifie la relation suivante :

V
:

(t) = 〈
−→
V ◦ γ(t)|∂tγ(t)〉 =

1

Cos(h ◦ γ(t))
〈
−→
∇h ◦ γ(t)|∂tγ(t)〉

=
∂th̃(t)

Cos h̃(t)
avec h̃(t) = h ◦ γ(t)
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alors on obtient que :

g(t) = ArcTan(V ◦ γ(t))
V
:

(t)

V ◦ γ(t)
(9.2.3.42)

Ensuite, par la propriété 9.2.2 que nous avons vue précédemment et en supposant que h(u0) =
π
2 , nous savons qu’il existe deux suites (t−n )n∈N et (t+n )n∈N définies respectivement sur ]−∞, 0[∩I
et ]0,+∞[ ∩ I, convergeant toutes les deux vers t = 0 et vérifiant :

V
:(
t−n
)
−−−−−−−−−→ +∞ et V

:(
t+n
)
−−−−−−−−−→ −∞

Ainsi, en remarquant que les suites V ◦γ(t−n ) et V ◦γ(t+n ) convergent vers +∞, il est clair que

les valeurs d’adhérence (si elles existent) des rapports
V
:

(t−n )
V ◦γ(t−n )

et
V
:

(t+n )
V ◦γ(t+n )

sont respectivement

dans [0,+∞] et [−∞, 0]. Ensuite, comme les suites ArcTan(V ◦ γ(t−n )) et ArcTan(V ◦ γ(t+n ))
convergent vers π

2 et que, par construction, g(0) 6= 0, alors la fonction g ne peut être continue en
t = 0, ce qui est contradictoire.

Figure 9.3 – Représentation du champ de vecteurs ~G sur le bord ∂K.

Ensuite, supposons que le gradient
−→
∇h(u0) est non nul. Alors, en considérant Ω suffisamment

petit, on a que Ω ∩ K est une hypersurface. Il existe donc forcément γ : I 7−→ Ω, une courbe
régulière passant par le point u0 non orthogonalement au vecteur ν(u0) telle que γ ∩K = {u0},
ce qui n’est pas possible. Par conséquent, on a que

−→
∇h(u0) = 0 et, en particulier, le gradient

−→
∇h

est nul sur l’intersection Ω ∩K.

Supposons enfin que l’intersection du bord Ω∩∂K est une hypersurface. Si, pour u ∈ Ω∩∂K,
il existe W ⊂ Ω un ouvert centré en u tel que W ∩ Int(K) = ∅, alors en appliquant le même
raisonnement que précédemment, on aboutit forcément à une contradiction. Par conséquent, on
a bien que Ω∩K est un corps d’intérieur non vide dans Ω. En particulier, en considérant l’ouvert
Ω suffisamment petit, on peut supposer que h = π

2 + k, avec k : Ω 7−→ R une fonction partout
positive ou nulle (resp. partout négative ou nulle). Et, par la propriété 9.2.3 que nous avons vue
précédemment, on obtient le résultat recherché.

Remarque 9.2.4. En considérant la figure 9.3 ci-dessus, il est intéressant de constater que,

pour la figure de gauche, il est possible de prolonger le champ de vecteurs
−→
G sur Int(K) qui est

non vide. C’est précisément par ce biais que nous obtenons une méthode permettant de définir
les deux pseudo-hérissons qui passent par leur équateur, considérés dans les sections 9.2.2.1
et 9.2.2.2. En particulier, notons que si l’intérieur de la partie K est non vide, alors il existe
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plusieurs manières de prolonger le champ
−→
G . Pour la figure de droite, nous avons un cas où la

partie K correspond à un singleton 18, et il est alors évident que le champ de vecteurs
−→
G ne peut

pas être continu.

Remarque 9.2.5. Il faut noter que, via la relation (9.2.3.35) que nous avons considérée ci-
dessus, si Cos(h) > 0, alors l’intersection Ce ∩H est forcément vide.

À présent, nous pouvons constater que, de ce qui précède, il est clair que la partie K, définie
via la relation (9.2.3.27), correspond à un corps, à condition de vérifier que toute courbe régulière
γ : I 7−→ Sn−1

e , passant par un vecteur u0, sur le bord ∂K, non orthogonalement au champ ν,
intersecte la partie K sur une union disjointe d’intervalle fermé. Par conséquent, il nous est
nécessaire de faire le point sur les ensembles parfaits et totalement discontinus ainsi que sur
l’ensemble de Cantor et le théorème de Brouwer. Pour en savoir plus, il est possible de se reporter
aux sections 3.5, 4.2 et 4.5 de l’ouvrage [45], dans lequel on trouve un exposé plus que suffisant
pour les besoins de nos développements. Considérons donc les quatre définitions ci-dessous :

1. Un point x ∈ X sera dit isolé lorsque le point x n’est pas dans la fermeture Ad(X \ {x}).
2. Une partie A ⊂ X sera dite isolée lorsque l’intersection A ∩Ad(X \A) est vide.

3. Un espace topologique X sera dit totalement discontinu si la composante connexe de
chaque point x ∈ X correspond au singleton {x}.

4. Une partie A ⊂ X sera dite parfaite si elle est fermée et ne contient aucun point isolé.

Remarque 9.2.6. Par le lemme 9.2.1, il est clair que la partie K, définie via la relation
(9.2.3.27), est parfaite sur l’hypersphère Sn.

On appelle espace de Cantor l’ensemble C = {0, 1}N
∗

que l’on munit de la topologie induite

par la topologie métrique de l’espace produit [0, 1]
N∗

. Ainsi, on peut vérifier (voir propriété
4.5.1 page 184 de l’ouvrage [45]) que l’espace de Cantor C est compact, métrisable, infini, non
dénombrable, sans points isolés et totalement discontinu. De plus, par le théorème de Brouwer
(voir le chapitre 17 de l’ouvrage [17] pour en savoir plus), on sait que tout compact métrisable
non vide, totalement discontinu et parfait est homéomorphe à l’espace de Cantor. Pour finir, il
nous faut introduire le modèle de l’ensemble triadique de Cantor. Pour cela, on considère
l’opérateur T : Pa(R) 7−→ Pa(R) qui à toute partie disjointe A ⊂ R et B ⊂ R donne T (A ∪B) =
T (A) ∪ T (B) et, pour tout intervalle fermé I = [a; b], donne :

T ([a; b]) =

[
a; a+

b− a
3

]
∪
[
b− b− a

3
; b

]
Alors, on considère la suite des parties fermées (Ln)n∈N dont le premier terme est L0 = [a; b]

et est défini via la relation de récurrence ci-dessous :

Ln+1 = T (Ln)

pour tout n ∈ N.

Figure 9.4 – Construction de l’ensemble triadique de Cantor

18. Ou, plus généralement, le vecteur u0 est un point isolé sur une courbe régulière.
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Ainsi, on définit l’ensemble triadique de Cantor comme étant la limite supérieure de la suite
qui est formée par les parties fermées Ln, en prenant l’intervalle [0; 1] pour intervalle de base.
Par conséquent, on considère la partie suivante :

L =
⋂
n∈N

Ln ⊂ [0; 1] (9.2.3.43)

que l’on munit de la topologie induite. Il est alors clair que la partie L ainsi définie vérifie les
conditions du théorème de Brouwer et est donc homéomorphe à l’espace de Cantor.

Remarque 9.2.7. Par construction de l’ensemble triadique de Cantor, il est clair que, d’après
le théorème de Brouwer, pour tout t ∈ L et ε > 0, il existe un intervalle [a, b] ⊂ ]t− ε, t+ ε[ ∩
[0, 1], avec t dans l’ouverture ]a, b[, et tel que les parties L1 = [a, b] ∩ L et L2 = L \ L1 soient
homéomorphes à l’espace de Cantor et soient isolées dans L.

Propriété 9.2.4. Pour tout point t ∈ L, il existe (In)n∈N une suite d’intervalles fermés vérifiant
les deux caractéristiques suivantes :

1. Les intersections In ∩ L sont isolées dans L et sont homéomorphes à l’espace de Cantor.

2. La suite des In est décroissante et admet {t} pour limite supérieure.

Démonstration. À partir de la remarque 9.2.7 ci-dessus et en considérant la construction de
l’ensemble triadique de Cantor, la propriété recherchée est immédiate.

La suite de cette section est consacrée à vérifier que la partie K, définie via l’expression
(9.2.3.27), ne peut pas être totalement discontinue. Pour cela, il nous faut compléter la pro-
priété 9.2.2 ainsi que le lemme 9.2.1 au regard de la notion des ensembles parfaits et totalement
discontinus.

Propriété 9.2.5. Considérons f : I 7−→ R une fonction lisse définie sur un intervalle ouvert,
telle que la partie K = Cos(f)

−1
(0) soit totalement discontinue et parfaite. Si V : I \K 7−→ R

est la fonction lisse définie via l’expression suivante :

V (t) =
∂tf(t)

Cos f(t)
(9.2.3.44)

alors, il existe t ∈ K, un instant sur la frontière de la partie K, ainsi que (t+n )n∈N et (t−n )n∈N,
deux suites qui sont respectivement définies sur I \K à droite et à gauche de t et convergent vers
t, telles que :

V
(
t+n
)
−−−−−−−−−→ −∞ et V

(
t−n
)
−−−−−−−−−→ +∞ (9.2.3.45)

ou inversement respectif 19.

Démonstration. La partie K étant totalement discontinue et parfaite sur l’intervalle ouvert I
et pour la topologie métrique induite par R, il est clair que son compactifié d’Alexandrov 20 ,
K̄ = K ∪ {w}, est homéomorphe à l’espace de Cantor. Il est alors immédiat, par construction
de l’ensemble triadique de Cantor, qu’il existe deux parties fermées K1 et K2 partitionnant
l’ensemble K̄ et qui sont respectivement homéomorphes à l’ensemble de Cantor. En supposant,

19. En effet, comme pour la propriété 9.2.2, cela dépend du fait que l’image f(t) est égale à π
2

ou −π
2

modulo
2π.
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de plus, que le point à l’infini soit dans K2, alors on a que K1 est une partie fermée nécessairement
contenue dans l’intervalle I et est homéomorphe à l’ensemble de Cantor, tel que :

K1 ∩Ad(K \K1) = ∅

Sans perte de généralité, nous supposerons donc que K est homéomorphe à l’ensemble de
Cantor. Par conséquent, la partie K étant compacte, considérons t ∈ K, sa borne supérieure.
Aussi, en considérant φ : K 7−→ L un homéomorphisme, avec L étant l’ensemble triadique de
Cantor, alors par la propriété 9.2.4, on sait qu’il existe (In)n∈N une suite d’intervalles fermés
décroissants sur L, dont la limite supérieure est {φ(t)} et telle que les intersections In ∩L soient
isolées dans L. Mais alors, par bicontinuité de l’application φ, il est clair que :

φ−1(In ∩ L) ∩Ad
(
K \ φ−1(In ∩ L)

)
= ∅ (9.2.3.46)

et de plus, les parties φ−1(In ∩ L) forment une suite décroissante qui admet {t} pour limite
supérieure. Considérons donc, pour chaque n ∈ N, l’instant t̃n comme étant la borne inférieure
de la partie compacte φ−1(In ∩ L), qui est donc, par définition, nécessairement distincte de
l’instant t. Alors, par la relation (9.2.3.46), il existe αn < t̃n tel que :[

αn; t̃n
[
∩K = ∅

.
Par construction, la suite

(
t̃n
)
n∈N converge à

gauche vers l’instant t. Nous considérerons donc,
sans perte de généralité, que l’image de t est f(t) =
π
2 . Supposons, à présent, que pour tout N ∈ N, il
existe n > N tel que f

(
t̃n
)

= π
2 +knπ, avec kn ∈ Z∗.

Mais alors, par accroissement fini, il existerait une
suite (τn)n∈N qui converge à gauche vers t telle que :

|∂tf(τn)| −−−−−−−−−→ +∞,

ce qui n’est pas possible car, par hypothèse de
départ, la fonction f est lisse.

.

Par conséquent, nous savons qu’il existe un entier N tel que pour tout n > N , nous ayons
f
(
t̃n
)

= π
2 . En particulier, nous supposerons que c’est le cas pour tout n ∈ N. Ainsi, pour un

n ∈ N fixé, comme
[
αn; t̃n

[
∩K = ∅, et en reprenant les mêmes arguments que ceux considérés

au cours de la preuve de la propriété 9.2.2, il existe (ηnk )k∈N une suite définie sur
[
αn; t̃n

[
qui

converge vers t̃n telle que :

V (ηnk ) −−−−−−−−−→
k→+∞

+∞

Ainsi, nous pouvons définir la suite (t−n )n∈N, convergent à gauche vers t, telle que t−n = ηnk ,

avec k > n, et V
(
t−n+1

)
> V (t−n ), et qui, par construction, vérifie les propriétés recherchées.

Ensuite, en considérant l’intervalle ]t, β] ⊂ I tel que K ∩ ]t, β] = ∅, on construit la suite (t+n )n∈N
sur l’intervalle ]t, β], en adoptant la même méthode que celle utilisée pour vérifier la propriété
9.2.2.

20. Se reporter à la section 3.5, page 137 de [45], pour en savoir plus sur le compactifié d’Alexandrov.
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Les deux propriétés suivantes correspondent à des éléments techniques qui seront nécessaires
pour vérifier le lemme 9.2.2. Pour cela, on appelle cône plein (resp. demi-cône fini) sur
Rn+1 toute partie de la forme C = {tu | t ∈ R et u ∈ D} (resp. C = {tu | t ∈ [0;R] et u ∈ D}) où
D ⊂ Sn est une partie fermée d’intérieur non vide. Pour ε > 0 et v ∈ Sn, remarquons que la
boule ouverte sur Sn, centrée en v et de rayon ArcCos(ε), pour la métrique usuelle, est définie
par l’expression ci-dessous :

Ωε(v) = {u ∈ Sn tel que 〈u|v〉 > ε} (9.2.3.47)

Aussi, nous noterons par Ωε(v) la boule fermée correspondant à l’adhérence de Ωε(v). On
définit alors Dε(v) la partie qui correspond au cône plein défini par la boule fermée Ωε(v).

Propriété 9.2.6. Considérons, pour ε > 0 et v ∈ Sn, une partie compacte K sur le cône plein
Dε(v) telle que pour toute droite δ ⊂ Dε(v), l’intersection K ∩ δ soit non vide et contienne un
segment fermé I comprenant le point x = 0 qui, de plus, est isolé dans K ∩ δ. Alors il existe une
partie K0 dans K correspondant à un demi-cône plein fini sur Rn+1.

Figure 9.5 – Structure compacte contenant des cônes pleins centrés en zéro

Démonstration. Pour chaque u ∈ Ωε(v), on considère la droite γ(t) = tu ainsi que [au; bu] ⊂
γ−1(K) l’intervalle fermé borné maximal contenant l’instant t = 0. Ainsi, pour chaque u ∈ Ωε(v),
on note :

lu = bu − au

Nous allons commencer par montrer que l’application l : Ωε(v) 7−→ R+, ainsi définie, est semi-
continue supérieure 21. Pour vérifier cela, considérons un vecteur u0 et un instant t > bu0

. Deux
cas de figure sont alors à considérer :

1. Si tu0 ∈ Rn+1 \K, la partie Rn+1 \K étant ouverte dans Rn+1, considéronsW ⊂ Rn+1 \K
une boule ouverte centrée en tu0. En choisissant W suffisamment petite, il est clair que
V =

{
u ∈ Ωε(v) | tu ∈ W pour t ∈ R+

}
est aussi une boule ouverte centrée en u0 dans

Ωε(v). En particulier, on a bu < t pour tout u ∈ V.

2. Si tu0 ∈ K, comme l’intervalle [au0 ; bu0 ] est isolé dans γ−1(K), il existe nécessairement
un instant t0, tel que bu0

< t0 < t et t0u0 ∈ Rn+1 \ K. Nous pouvons alors considérer
W ⊂ Rn+1 \ K une boule ouverte centrée en t0u0, ainsi que l’ouvert V ⊂ Ωε(v) défini
comme précédemment.

21. Une application f : X 7−→ R, définie sur un espace topologique, est dite semi-continue supérieure en x0 ∈ X
si et seulement si, pour tout t > f(x0), la partie f−1(]−∞; t[) est un voisinage de x0 dans X.
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Figure 9.6 – Semi-continuité supérieure de l’application l.

Par conséquent, on a donc bien que pour tout t > 0, la partie b−1(]−∞; t[) est ouverte dans
Ωε(v). En effet, si u0 ∈ b−1(]−∞; t[), alors bu0

< t et, d’après ce qui précède, il existe forcément
V ⊂ Ωε(v) un ouvert centré en u0 tel que :

∀u ∈ V, bu < t

En particulier, il est clair que la fonction b est semi-continue supérieure. Aussi, en appliquant
la même méthode, on montre que la fonction a est semi-continue inférieure et étant négative,
alors on a bien que la fonction l = b− a est semi-continue supérieure.

Pour la suite, supposons que pour tout instant t > 0 et ouvert V ⊂ Ωε(v), il existe u ∈ V et
u′ ∈ V tels que :

−t < au′ et bu < t

Alors, on définit, pour tout t > 0, l’ouvert Γt = l−1(]−∞, t[). Il nous faut vérifier que, dans le
cadre de notre hypothèse, chaque ouvert Γt est dense dans Ωε(v). Considérons donc un instant
t > 0 ainsi que l’ouvert Γt. Si V ⊂ Ωε(v) est un ouvert, alors on sait qu’il existe u ∈ V tel que
bu <

t
2 . Il est donc immédiat, par ce qui précède, que l’intersection V ∩ b−1

(]
−∞, t2

[)
est un

ouvert non vide centré en u. Ainsi, en considérant u′ ∈ V ∩ b−1
(]
−∞, t2

[)
tel que − t

2 < au′ , on
obtient que :

V ∩ a−1

(]
− t

2
,+∞

[)
∩ b−1

(]
−∞, t

2

[)
6= ∅

et comme V ∩ a−1
(]
− t

2 ,+∞
[)
∩ b−1

(]
−∞, t2

[)
⊂ V ∩ Γt, on a bien le résultat recherché. Mais

alors, par le théorème de Baire 22 , on sait que la partie :

Γ =
⋂
n∈N

Γ 1
n

est dense. En particulier, la partie Γ est non vide et donc, on aboutit à ce qu’il existe un point
u ∈ Ωε(v) tel que lu = 0, ce qui, par construction de l’application l, n’est pas possible. Par
conséquent, on sait qu’il existe u0 ∈ Ωε(v) ainsi que R > 0 et Ωr(u0) ⊂ Ωε(v) une boule fermée
centrée en u0 telle que ∀u ∈ Ωr(u0), bu ≥ R (ou respectivement ∀u ∈ Ωr(u0), au ≤ R). Il
nous suffit donc de considérer la partie K0 =

{
tu avec u ∈ Ωr(u0) et t ∈ [0;R]

}
qui est bien un

demi-cône plein fini.

22. Voir le théorème 3.4.4 page 137 de [45] pour en savoir plus.
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Propriété 9.2.7. Considérons
−→
G : V ⊂ Rn+1 7−→ Rn+1 un champ de vecteurs ainsi qu’un point

x0 ∈ V et un vecteur u0 ∈ Sn tels que 〈
−→
G(x0)|u0〉 6= 0. Alors il existe deux scalaires ε > 0, et

T > 0 tels que :

〈
−→
G(x0 + tu)|u〉 6= 0. (9.2.3.48)

pour tout u ∈ Ωε(u0) et t ∈ [−T ;T ].

Démonstration. Considérons donc l’ensemble Γ = {(u, t) ∈ Sn × R tel que x0 + tu ∈ V} ainsi
que la fonction lisse f : Γ 7−→ R définie via l’expression suivante :

f(u, t) = 〈
−→
G(x0 + tu)|u〉

Par hypothèse, on sait que f(u0, 0) 6= 0. Ainsi, la partie f−1(R∗) est un ouvert non vide
contenant le point (u0, 0) et donc, par définition de la topologie produit, il existe deux scalaires
ε > 0 et T > 0 tels que la partie Ωε(u0)× [−T ;T ] est comprise dans l’image réciproque f−1(R∗).

Lemme 9.2.2. Si H ⊂ Sn est un pseudo-hérisson centré en e qui passe par son équateur, alors
la partie K = x−1(H ∩ Ce) est un corps d’intérieur non vide dont le bord est une hypersurface
orientée. De plus, le champ orthonormal sortant correspond, au voisinage de chacun des points
sur le bord ∂K, à la restriction du champ ν : Ω 7−→ STSn qui est défini via la relation (9.2.3.29)
page 196.

Démonstration. Considérons donc un point u0 ∈ ∂K ainsi que, au voisinage de u0, le champ−→
G : Ω 7−→ x∗0TSn défini via la relation (9.2.1.6) page 188. Par le lemme 9.2.1, on sait qu’en

considérant le voisinage Ω suffisamment petit, le champ
−→
G est de la forme

−→
G(u) = G(u)ν(u),

où ν : Ω 7−→ STSn−1
e est un champ de vecteurs normés et G est une fonction lisse strictement

positive. De plus, le point u0 étant sur le bord ∂K, alors on a
−→
G(u0) = π

2 ν(u0). Ensuite, en
considérant γ : I 7−→ Sn−1

e une courbe régulière, définie sur un intervalle ouvert et passant par
le point u0 non orthogonalement au vecteur ν(u0), alors on définit la fonction lisse gγ : I 7−→ R
vérifiant l’expression suivante :

gγ(t) = 〈
−→
G ◦ γ(t)|∂tγ(t)〉

que l’on supposera non nulle sur I. Par le lemme 9.2.1, on sait donc que le point u0 est un
point d’accumulation sur l’intersection K ∩ γ et en particulier il est clair que γ−1(K) est un
ensemble parfait sur l’intervalle I. Supposons donc que la partie γ−1(K) soit totalement dis-
continue. Par conséquent, comme on sait que la fonction gγ vérifie l’expression (9.2.3.42) page
199 sur la partie I \ γ−1(K), nous pouvons alors vérifier qu’elle est forcément discontinue en un
instant t0 ∈ γ−1(K). En effet, il suffit d’adapter le raisonnement que nous avons considéré pour
vérifier le lemme 9.2.1 via la propriété 9.2.5 que nous avons vue précédemment.

En conclusion, on obtient que toute courbe régulière γ : I 7−→ Ω, définie sur un intervalle
ouvert I, passant par le point u0 à l’instant t0 et dont la fonction gγ ne s’annule jamais, vérifie
que la composante connexe de t0 sur γ−1(K) correspond à un intervalle fermé 23 dans I.

23. Il nous faut préciser que par ”intervalle fermé dans I”, nous entendons toute partie connexe, fermée et
d’intérieur non vide dans I. En particulier, il s’agit de l’intersection d’un intervalle fermé [a; b] avec l’intervalle I.
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Soit v ∈ STu0Sn−1
e un vecteur ainsi que γv : R 7−→ Sn−1

e la géodésique de la sphère Sn−1
e

qui passe par le point u0 à la vitesse v en l’instant t = 0. Aussi, considérons la fonction lisse
f : STu0

Sn−1
e × Ju0

7−→ R que l’on définit via l’expression ci-dessous :

f(v, t) = 〈∂tγv(t)|
−→
G ◦ γv(t)〉

où Ju0
est un intervalle ouvert centré en t = 0 tel que pour tout vecteur v ∈ STu0

Sn−1
e et instant

t ∈ Ju0
, le point γv(t) est dans le voisinage Ω.

On sait alors, via la propriété 9.2.7, qu’il existe Ωε(ν(u0)) ⊂ STu0Sn−1
e une boule fermée

centrée en ν(u0) ainsi que T > 0 tel que la restriction de la fonction f sur la partie Ωε(ν(u0))×
[−T, T ] est strictement positive. Par conséquence, on définit le cône géodésique fini :

D(u0) =
{
γv(t) avec v ∈ Ωε(ν(u0)) et t ∈ [−T, T ]

}
⊂ Sn−1

e

ainsi que la partie K0 telle que :

K0 = K ∩ D(u0)

Il est alors immédiat qu’il existe I ⊂ Ju0 un intervalle ouvert qui contient l’intervalle fermé
[−T, T ] et pour lequel la fonction f est non nulle sur la partie Ωε(ν(u0)) × I. Par conséquent,
comme vu précédemment, les intersections I ∩ γ−1

v (K) vérifient que la composante connexe
de l’instant t = 0 est un intervalle fermé et isolé dans I. Il est donc clair qu’au regard de la
carte exponentielle centrée en u0, la partie K0 satisfait les conditions de la propriété 9.2.6. Par
conséquent, via la propriété 9.2.6, il existe L ⊂ K0 ⊂ K un demi-cône géodésique plein et fini qui
est centré en u0 et qui contient donc le point u0 dans la fermeture de son intérieur. En particulier,
il est immédiat que la partie K est d’intérieur non vide et vérifie que :

u0 ∈ Ad
(
◦
L

)
⊂ Ad

(
◦
K

)
On a donc bien que la partie K est un corps d’intérieur non vide. Pour finir, en supposant

l’ouvert Ω suffisamment petit, on peut considérer que la fonction de support (définie sur l’ou-
vert Ω) est de la forme h = π

2 + k, avec k partout positive ou nulle (respectivement partout
négative ou nulle). Alors, par la propriété 9.2.3, on obtient que le bord ∂K est nécessairement
une hypersurface orientée dont la restriction du champ ν correspond au champ orthonormal
sortant.

Remarque 9.2.8. Considérons H ⊂ Sn un pseudo-hérisson centré en e qui passe par son
équateur. Alors, comme par le lemme précédent, on sais que la partie K est un corps d’intérieur
non vide, on a forcément que toutes les dérivées partielles ∂ki h sont nulles sur K.

9.3 Conjecture sur le passage de l’équateur

Dans cette section, nous concluons ce chapitre en étudiant les caractéristiques géométriques
des pseudo-hérissons qui intersectent leurs équateurs en plus d’un point. Il est à noter que nous
n’avons pas encore épuisé toutes les questions correspondant à cette problématique, lesquelles
font l’objet des conjectures 9.3.1 et 9.3.3 présentées ci-dessous. Par conséquent, nous présentons
quelques résultats préliminaires nous permettant d’approcher une vérification de ces deux conjec-
tures ; en particulier, nous vérifions la conjecture 9.3.1 dans un cas particulier (voir théorème
9.3.1). Pour commencer, il nous faut rappeler que, via la remarque 9.2.3 page 196, on sait que
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sur le bord du corps K, le paramétrage est tel que x(u) = ν(u), où ν correspond au champ
orthonormal sortant du corps K et que l’on considère à image sur Sn−1

e .

Propriété 9.3.1. Si le corps K n’est pas une demi-sphère alors le paramétrage x n’est pas
constant sur K. En particulier, il existe u ∈ Int(K) tel que la différentielle dux est non nulle.

Démonstration. Il nous suffit de considérer u0 et u1 deux vecteurs sur le bord ∂K qui sont sur la
même composante connexe du corps K et vérifient de plus que ν(u0) 6= ν(u1). En effet, dans ce
cas de figure, il existe forcément γ : [0, 1] 7−→ K une courbe régulière telle que γ(]0, 1[) ⊂ Int(K)
avec γ(0) = u0 et γ(1) = u1. Par conséquent, il est clair que l’application x◦γ n’est pas constante
sur l’intervalle ]0, 1[, ce qui nous donne le résultat recherché.

Propriété 9.3.2. Tout pseudo-hérisson centré en e dont le paramétrage n’est pas constant sur
le corps K est centré uniquement en les points e et −e.

Démonstration. En effet, dans le cadre de l’hypothèse où le paramétrage x n’est pas constant
sur le corps K, alors il existe forcément γ ⊂ Int (K) une courbe régulière telle que la composée
x ◦ γ est une immersion injective. Ainsi, la courbe x(γ) étant comprise sur l’équateur, elle ne
peut que correspondre à l’enveloppe d’une famille de g-hyperplans co-orientés en les points de
référence e et −e.

Par les deux propriétés précédentes, il est justifié de formuler comme hypothèse que tout
pseudo-hérisson centré en e, qui passe par son équateur et occupe les demi-sphères nord et sud,
admet un point x ∈ H ∩ Ce pour lequel l’intersection H ∩ Ce est, au voisinage du point x, une
hypersurface dont la courbure de Gauss est nulle. Ainsi, en constatant que tout pseudo-hérisson,
vérifiant les caractéristiques de notre hypothèse, admet un corps K qui est distinct de la demi-
sphère et de la sphère entière, alors toute la difficulté de la vérification de cette hypothèse se
résume à la conjecture suivante :

Conjecture 9.3.1. Soit H ⊂ Sn un pseudo-hérisson centré en e qui passe par son équateur.
Si le corps K n’est pas une demi-sphère (ni la sphère Sn−1

e tout entière), alors il existe un
vecteur u ∈ Int(K) pour lequel la différentielle dux : TuSn−1

e 7−→ Tx(u)Ce est un isomorphisme.
En particulier, le pseudo-hérisson H est localement une hypersurface dont la courbure de Gauss
est nulle en x(u).

L’utilisation du terme conjecture se justifie par la résistance de l’hypothèse que nous considérons
malgré plusieurs tentatives pour trouver un contre-exemple. En effet, avec l’aide de Anatole
Khélif, nous avons adopté plusieurs méthodes pour définir des contre-exemples, parmi lesquelles
nous considérons ci-dessous les deux approches qui peuvent être considérées comme étant les
plus pertinentes. Pour cela, commençons par remarquer que, par la remarque 9.2.3 page 196,
il est clair que la restriction du paramétrage d’un pseudo-hérisson sur le corps K est une ap-
plication x : K 7−→ Sn−1

e qui correspond au prolongement de classe C∞ du champ orthonormal
sortant ν : ∂K 7−→ STSn−1

e , que nous considérons à image dans la sphère Sn−1
e . Par conséquent,

la conjecture 9.3.1 est équivalente à l’énoncé ci-dessous :

Conjecture 9.3.2. Considérons K ⊂ Sn−1 un corps d’intérieur non vide distinct de toute
demi-sphère (et de la sphère toute entière) dont le bord ∂K est une hypersurface orientée et dont
l’application ν : ∂K 7−→ Sn−1 correspond au champ orthonormal sortant. On suppose de plus
qu’il existe une application lisse x : K 7−→ Sn−1 telle que x(u) = ν(u) sur le bord ∂K. Alors il
existe un point u ∈ Int(K) tel que la différentielle dux est injective.
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Ainsi, pour produire un contre-exemple de la conjecture 9.3.1, nous pouvons considérer la
méthode consistant à définir un corps K ⊂ Sn−1

e dont les caractéristiques correspondent au
lemme 9.2.2 et pour lequel l’image du bord ν(∂K) est contractile 24. En effet, dans ce cas de
figure, il est possible, à condition de bien définir 25 le corps K, de produire un prolongement de
classe C∞ de l’application ν sur le corps K tel que x(K) = ν(∂K).

Propriété 9.3.3. Considérons K ⊂ S2 un corps dont le bord est connexe et vérifie les conditions
de la conjecture 9.3.2. Alors, on a que la partie ν(∂K) n’est pas contractile.

Démonstration. ConsidéronsK ⊂ S2 un corps d’intérieur non vide dont le bord ∂K est connexe et
est une hypersurface orientée, et soit ν : ∂K 7−→ S2 le champ orthonormal sortant. Par conséquent,
choisissons γ1 : I 7−→ ∂K et γ2 : I 7−→ ∂K deux courbes régulières qui sont définies sur le même
intervalle I et telles que :  γ1(I) ∩ γ2(I) = ∅

∀t ∈ I, ν ◦ γ1(t) = ν ◦ γ2(t) = v(t)
(9.3.0.1)

Ainsi, comme par définition de l’application ν, il est immédiat que les produits 〈γi(t)|v(t)〉
et 〈∂tγi(t)|v(t)〉 sont nuls, alors il s’en suit :

〈γi(t)|∂tv(t)〉 = 0

pour tout instant t ∈ I.

Supposons, à présent, que les points γ1(t) et γ2(t) ne sont pas antipodaux. Alors, comme par
(9.3.0.1), on ne peut pas avoir γ1(t) = γ2(t) ; la famille (γ1(t), γ2(t), v(t)) forme donc une base
de R3. En particulier, il est immédiat que dans ce cas de figure, ∂tv(t) = 0. Par conséquence,
on a que si la dérivée ∂tv(t) est non nulle, alors les points γ1(t) et γ2(t) sont forcément antipodaux.

Considérons donc γ : S1 7−→ ∂K un difféomorphisme que nous paramétrons sur l’intervalle
[0, 2π] et supposons qu’il existe T > 0 et b deux scalaires pour lesquels les intervalles ]0, T [ et
]b− T, b[ sont disjoints et sont compris dans [0, 2π], tels que :

v(t) = v(b− t) et ∂tv(t) 6= 0

pour tout t ∈ [0, T ], où v = ν ◦ γ.

Ainsi, par ce qui précède, on sait que γ(t) = −γ(b− t) et donc on obtient que ∂tγ(t) =
−∂t[γ(b− t)] = ∂tγ(b− t). Considérons ensuite la fonction Γ(t) = det(γ(t), ∂tγ(t), v(t)) définie

24. Un espace topologique X est dit contractile lorsqu’il existe f : [0; 1]×X 7−→ X une application continue
telle que f({0} ×X) = X et f({1} ×X) = {x}.

25. Il est à noter que pour pouvoir définir un contre-exemple de la conjecture 9.3.1 via ce procédé, il nous suffit
que le corps K vérifie les deux caractéristiques suivantes :

1. Il existe un point u0 ∈ Int(K) ainsi que φ : [0; 1]× ∂K 7−→ K une homotopie de classe C∞ qui contracte
le bord ∂K sur le point u0 dans le corps K telle que toutes les dérivées partielles sont nulles sur {1}× ∂K
et dont la restriction φ : [0; 1[× ∂K 7−→ K \ {u0} est un difféomorphisme.

2. Il existe un point x0 ∈ ν(∂K) ainsi qu’une homothétie ϕ : [0; 1]× ν(∂K) 7−→ ν(∂K) qui contracte la partie
ν(∂K) sur le point x0 sur ν(∂K) et telle que l’application qui à (t, u) ∈ [0; 1] × ∂K donne ϕ(t, ν(u)) est
lisse.
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sur [0, 2π]. Alors on a que Γ(b− t) = det(−γ(t), ∂tγ(t), v(t)) = −Γ(t), ce qui n’est pas possible 26

car par construction Γ(t) 6= 0 pour tout instant t. Par conséquent, il est clair 27 que la partie
ν(∂K) est une courbe fermée qui n’est pas contractile.

Nous pouvons alors constater que les conditions d’application de la propriété 9.3.3 sont moins
strictes que les conditions d’application du théorème 9.3.1 que nous considérons ci-dessous, dans
lequel le corps K doit être compris dans une demi-sphère ouverte. En particulier, nous avons,
avec Anatole Khelif, pu constater que dépasser la contrainte consistant à considérer le corps K
dans une demi-sphère est difficile pour des dimensions supérieures. Cela provient du fait que,
dans le cadre de cette contrainte, nous pouvons nous restreindre à la sphère privée d’un point,
dont les propriétés géométriques sont moins contraignantes que sur la sphère entière. Ainsi, par la
propriété 9.3.3, il est justifié d’orienter les travaux sur une recherche de démonstration complète
dans le cas où n = 2.

Figure 9.7 – Exemple d’image du bord x(∂K) partageant une même portion régulière pour des
parties disjointes du bord ∂K.

En effet, l’idée de la preuve consiste à définir, à partir des éléments que nous avons considérés
dans la démonstration précédente, une forme différentielle α ∈ Ω1

(
S2
)

telle que l’intégrale :∫
∂K

ν∗(α) (9.3.0.2)

soit non nulle. Ainsi, dans le cas où nous pourrions définir une telle forme différentielle, alors,
par le théorème de Stokes, on obtient nécessairement que :∫

K

x∗(dα) =

∫
∂K

x∗(α) =

∫
∂K

ν∗(α) 6= 0

et donc, il est clair que la différentielle dux est nécessairement injective pour un point u ∈ Int(K).
Il est à noter qu’en l’état, nous ne prétendons pas avoir vérifié la conjecture 9.3.1 sur S3. Nous
nous contentons simplement de présenter les axes de recherche que nous jugeons justifiés d’em-
prunter.

En particulier, cela nous fournit un autre procédé pour définir un contre-exemple. Il s’agirait
alors de définir un corps K sur Sn−1, qui vérifie les conditions de la conjecture 9.3.2 et pour
lequel l’intégrale (9.3.0.2) est nulle pour toute forme différentielle α ∈ Ωn−2

(
S2
)
. Aussi, via cette

26. En effet, par construction, la fonction Γ est partout non nulle. Cependant, comme Γ(b− t) = −Γ(t), il
existe nécessairement deux instants a et b dans l’intervalle [0; 2π] pour lesquels les images Γ(a) et Γ(b) sont
alternativement strictement positives et strictement négatives. En particulier, par continuité, il est clair qu’il
existe t0 ∈ ]a; b[ tel que Γ(t0) = 0, ce qui est impossible.

27. En effet, si v : S1 7−→ R2 est une courbe de classe C∞ qui n’est pas réduite à un point et est contractile
(i.e. la fonction v est homotope à une fonction constante), alors il existe nécessairement s1 : ]0; 1[ 7−→ S1 et
s2 : ]0; 1[ 7−→ S1, deux plongements lisses tels que v ◦ s1(t) = v ◦ s2(1− t).
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approche, nous obtenons le théorème suivant, dont nous devons la démonstration à Anatole
Khelif :

Théorème 9.3.1. Considérons un corps K dans Sn−1 d’intérieur non vide (distinct de toute
demi-sphère et de la sphère) tel que le bord ∂K est une hypersurface orientée dont l’applica-
tion ν : ∂K 7−→ Sn−1 correspond au champ orthonormal sortant. Supposons donc qu’il existe
x : K 7−→ Sn−1 une application lisse telle que x(u) = ν(u) sur le bord ∂K. De plus, nous suppo-
serons que le corps K est compris dans une demi-sphère ouverte et est difféomorphe à la boule
fermée unité B̄(0, 1) ⊂ Rn−1. Alors il existe un vecteur u ∈ Int(K) pour lequel la différentielle
dux est injective.

Démonstration. Considérons donc un corpsK ⊂ Sn d’intérieur non vide et vérifiant les conditions
du théorème ainsi que φ : K ↪−→→ B̄(0, 1) un difféomorphisme. Aussi, on considère le vecteur
u0 = φ−1(0) ∈ Int(K) ainsi qu’une forme différentielle w ∈ Ωn−2(Sn \ {u0,−u0}) telle que :


La forme w est fermée.

Si C = Sn ∩ 〈u0〉⊥ est l’équateur pour u0 alors l’intégrale

∫
C
w est non nulle.

(9.3.0.3)

En effet, pour définir une telle forme différentielle, considérons le champ de vecteurs normé
v : Sn−1 \ {u0,−u0} 7−→ Sn−1 défini par les géodésiques méridiennes allant de u0 à −u0, ainsi
que la fonction f : Sn−1 \ {u0,−u0} 7−→ R correspondant à la mesure des parallèles telle que :

f(u) =

∫
g−1(〈u|u0〉)

wv (9.3.0.4)

où g(u) = 〈u0|u〉 et wvu(W2, · · · ,Wn−1) = det(u, v(u),W2, · · · ,Wn−1). Alors, on définit le
champ de vecteurs X : Sn−1 \ {u0,−u0} 7−→ TSn−1 tel que :

X(u) =
v(u)

f(u)
(9.3.0.5)

et après un petit calcul, on peut vérifier que la divergence div(X) est nulle. Ainsi, il est immédiat
que la (n− 2)-forme différentielle telle que :

wu(W2, · · · ,Wn−1) = det(u,X(u),W2, · · · ,Wn−1) (9.3.0.6)

vérifie les conditions recherchées.

Considérons à présent la fonction g : K \ {u0} 7−→ R telle que g(u) = ‖φ(u)‖. En remar-
quant que les hypersurfaces de niveau Γt = g−1(t) sont lisses, on définit le champ orthonormal
V : K \ {u0} 7−→ Sn−1 \ {u0,−u0} tel que :

V (u) =

−→
∇g(u)

‖
−→
∇g(u)‖

(9.3.0.7)

En particulier, il est important de noter que le corps K étant compris dans une demi-sphère
ouverte, l’image V (u) est distincte de u0 et −u0. Comme V (Γt) → C lorsque t → 0, il existe
forcément t0 ∈ ]0, 1[ tel que : ∫

Γt0

V ∗(w) 6= 0 (9.3.0.8)
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et comme la forme w est fermée, alors par le théorème de Stokes :∫
g−1([t0,1])

V ∗(dw) =

∫
Γt0

V ∗(w) +

∫
∂K

V ∗(w) = 0 (9.3.0.9)

et donc ∫
∂K

V ∗(w) 6= 0 (9.3.0.10)

On peut alors définir w′ ∈ Ωn−2

(
Sn−1

)
, une forme différentielle qui n’est pas fermée et qui

cöıncide avec la forme w sur l’image ν(∂K). Ainsi, par le théorème de Stokes, on a que :∫
K

x∗(dw′) =

∫
∂K

x∗(w′) =

∫
∂K

ν∗(w′) 6= 0 (9.3.0.11)

ce qui nous donne le résultat recherché.

À présent, il nous faut savoir que définir une forme w pour laquelle l’intégrale (9.3.0.2) est non
nulle dans un cadre plus large que celui que nous avons considéré dans le théorème précédent, et
pour une dimension supérieure à n = 2, relève d’une grande complexité. Aussi, d’autres méthodes
pourraient être employées dont, en particulier, celles se reposant sur la géométrie algébrique. Ces
méthodes feront l’objet de futurs projets. Pour terminer, nous présentons rapidement ci-dessous
une deuxième conjecture qui apparâıt naturellement et dont l’importance est non négligeable
pour répondre à l’objectif consistant à classer les pseudo-hérissons :

Conjecture 9.3.3. Si H ⊂ Sn est un pseudo-hérisson centré en e tel que l’intersection H ∩ Ce
admet un point isolé, alors le pseudo-hérisson H passe par son équateur en un seul et unique
point, et le corps K est une demi-sphère. De plus, il existe un second point de référence v0 ∈ Sn
pour lequel le pseudo-hérisson H est centré en v0 et est compris dans la demi-sphère Ωv0 .

Nous ne nous étendrons pas plus sur cette dernière conjecture. L’idée centrale est que si
l’intersection H ∩ Ce admet un point isolé, alors le corps K doit forcément admettre une com-
posante connexe sur laquelle le paramétrage x est constant. Et par la propriété 9.3.1, nous
savons que le corps K est une demi-sphère et donc l’intersection H ∩ Ce est un singleton.
Toute la difficulté réside dans le fait de choisir un point de référence v0 pour lequel la fonc-
tion de réindexation φ : Sn−1

e \K 7−→ Sn−1
v0 \ {u0} (voir expression (10.2.0.1) page 215) est un

difféomorphisme vérifiant que la famille de g-hyperplans
(
Σφ−1(u)

)
u∈Sn−1

v0
\{u0}

peut être complétée

par le g-hyperplan Ce, afin de former une famille de g-hyperplans co-orientés en v0.

9.4 Conclusion sur le classement des pseudo-hérissons

Dans la suite et, en particulier, pour le chapitre 10, nous supposerons vraies les deux conjec-
tures précédentes 28. Par conséquent, nous pouvons considérer trois catégories de pseudo-hérissons
que nous présentons ci-dessous :

• La première catégorie correspond aux pseudo-hérissons centrés en e qui sont compris dans
la demi-sphère Ωe (ou dans la demi-sphère Ω−e). En particulier, cette catégorie correspond
aux g-hérissons de la sphère et font l’objet du chapitre suivant.

28. Il est à noter que cette hypothèse aura pour seul effet de justifier la définition de g-hérisson que nous
considérons au chapitre 10. En particulier, les résultats qui sont présentés au chapitre 10 ne reposent pas sur les
conjectures 9.3.1 et 9.3.3.
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• La deuxième catégorie correspond aux pseudo-hérissons centrés en e qui passent par leur
équateur en un seul et unique point. Ainsi, via la conjecture 9.3.3, on sait que ce sont des
g-hérissons, à condition de modifier le point de référence.

• La troisième catégorie correspond aux pseudo-hérissons qui passent par leur équateur en
plus d’un point. Par les conjectures 9.3.1 et 9.3.3, il est clair que cette catégorie se dis-
tingue des deux premières en ce sens qu’il est justifié d’en exclure 29 les pseudo-hérissons
du fait qu’ils ne vérifient pas les caractéristiques nécessaires pour définir les g-hérissons
marginalement piégés.

Pour conclure ce chapitre, nous pouvons considérer que la notion de hérisson se montre plus
difficile sur la sphère que sur l’espace hyperbolique. En particulier, nous perdons la correspon-
dance directe entre les g-hérissons et les hérissons euclidiens, comme c’est le cas sur l’espace
hyperbolique via la projection de Klein. Cela provient du fait que les pseudo-hérissons centrés
en e de la deuxième catégorie vérifient des propriétés satisfaisantes sans qu’ils correspondent à
des hérissons euclidiens via la projection gnomonique centrée en e.

29. Pour être précis, deux cas de figure sont à traiter. En effet, nous avons que le corps K correspondant à
un pseudo-hérisson de la troisième catégorie peut vérifier les conditions de la conjecture 9.3.1 ou bien être une
demi-sphère. Et dans ces deux situations, il est justifié de considérer que l’intersection H∩ Ce est localement une
hypersurface dont la courbure de Gauss est nulle.



Chapitre 10

Sur les g-hérissons de la sphère

Dans le chapitre précédent, nous avons établi que la notion de g-hérisson sur la sphère doit
correspond à des pseudo-hérissons (voir définition 9.2.4 page 187) qui sont contenus dans leur
demi-sphère nord 1. Nous obtenons ainsi une notion de hérisson dont les propriétés correspondent
à ce que nous connaissons sur l’espace euclidien et l’espace hyperbolique. Néanmoins, la notion
de g-hérisson sur la sphère, ainsi définie, reste plus contraignante que sur l’espace hyperbolique.
L’objet de ce chapitre consiste donc à en étudier les caractéristiques afin de déterminer les
conditions pour lesquelles nous retrouvons des résultats similaires à ceux que nous avons vus
pour les g-hérissons de l’espace hyperbolique.

10.1 Définition et première propriété

Considérons e ∈ Sn un point de référence ainsi que h : Sn−1
e 7−→

]
−π2 ,

π
2

[
une fonction lisse.

Il est alors nécessaire de considérer les applications lisses x0, N et
−→
G que nous avons définies via

les expressions (9.2.1.5) et (9.2.1.6) page 188, ainsi que le champ de vecteurs
−→
V ∈ ∆

(
Sn−1
e

)
et la

fonction lisse σ : Sn−1
e 7−→ R tels que :

−→
V (u) =

1

Cos h(u)

−→
∇h(u) et σ(u) =

1√
1 + V (u)

2
(10.1.0.1)

avec V (u) = ‖
−→
V (u)‖.

Définition 10.1.1. Considérons e ∈ Sn un point de référence. Alors on appelle g-hérisson
centré en e tout pseudo-hérisson centré en e qui est compris dans la demi-sphère ouverte Ωe.

Suite à la remarque 9.2.5 page 200 et afin de ne pas inutilement surcharger notre texte, il
est justifié d’appeler famille de g-hyperplans co-orientés en e toute famille de g-hyperplans
co-orientés en e qui vérifie la condition suivante :

Σu 6= Ce (10.1.0.2)

pour tout u ∈ Sn−1
e .

1. Pour rappel, si H ⊂ Sn est un pseudo-hérisson centré en e, alors on appelle demi-sphère nord la demi-sphère
ouverte Ωe.

213
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Notons que pour toute famille de g-hyperplans co-orientés en e vérifiant la condition (10.1.0.2),
il existe une seule et unique fonction de support à image sur l’intervalle

]
−π2 ,

π
2

[
, que l’on appelle

donc naturellement fonction de support de la famille de g-hyperplans.

Propriété 10.1.1. Toute famille de g-hyperplans co-orientés en e et vérifiant la condition
(10.1.0.2) admet une unique enveloppe paramétrée sur la demi-sphère Ωe. De plus, son pa-
ramétrage est défini via l’expression suivante :

x(u) = σ(u)
[
x0(u) +

−→
V (u)

]
= expx0(u)

(−→
G(u)

)
(10.1.0.3)

où les champs de vecteurs
−→
V et

−→
G , qui sont définis par les expressions (9.2.1.6) et (10.1.0.1),

vérifient les relations G(u) = ArcTan V (u) et 〈
−→
G(u)|

−→
V (u)〉 = G(u)V (u).

Démonstration. Considérons donc (Σu)u∈Sn−1
e

une famille de g-hyperplans co-orientés en e qui
vérifie la condition (10.1.0.2) et supposons qu’elle admet une enveloppe H ⊂ Ωe. Alors, en
reprenant les expressions et les relations (9.2.1.6), (9.2.3.30), (9.2.3.31), (9.2.3.32), (9.2.3.33) et
(9.2.3.34) des pages 188 et 197 ainsi que le lemme 4.4.1 page 96, nous savons que le paramétrage

de l’enveloppe H admet pour expression x(u) = a(u)
−→
G(u) + b(u)x0(u) où a et b sont deux

fonctions lisses telles que b = Cos(G) et a(u) est défini par :

a(u) =
Sin G(u)

G(u)
(10.1.0.4)

lorsque
−→
G(u) 6= 0, et a(u) = 1 sinon. Ensuite, comme la condition de contact implique que les

applications x et N vérifient la relation 〈dux · −→v |N(u)〉 = 0, pour tout u ∈ Sn−1
e et −→v ∈ TuSn−1

e ,
alors après quelques calculs on obtient :

〈x(u)|duN · −→v 〉 = −b(u)duh(−→v ) + a(u)Cos h(u) 〈
−→
G(u)|−→v 〉 = 0

Il s’en suit que b(u)
−→
∇h(u) = a(u)Cos h(u)

−→
G(u), pour tout u ∈ Sn−1

e , et comme la famille de
g-hyperplans vérifie la relation (10.1.0.2), alors Cos h(u) 6= 0. Ainsi, par la remarque 9.2.5 page

200, on a forcément que b(u) n’est jamais nul. Par conséquent, si le gradient
−→
∇h(u) est non nul,

alors a(u) 6= 0 et donc le vecteur
−→
G(u) est non nul, tel que :

−→
G(u) =

ArcTan V (u)

V (u)

−→
V (u) (10.1.0.5)

et ainsi,

a(u)
−→
G(u) =

1

ArcTan V (u)

V (u)√
1 + V (u)

2

−→
G(u) = σ(u)

−→
V (u) et b(u) = σ(u)

De plus, comme
−→
G(u) = 0 lorsque

−→
V (u) = 0, il est clair que dans ce cas, a(u)

−→
G(u) est nul

et, par conséquent, nous obtenons le résultat recherché.

Il est à noter qu’au vu de ce qui précède, nous obtenons nécessairement que, pour tout
u ∈ Sn−1

e , la dérivée covariante ∇(N)u : TuSn−1
e 7−→ 〈N(u)〉⊥ est un difféomorphisme. Par

conséquent, en définissant la fonction de courbure via l’expression suivante :

R(u) = det(φu), (10.1.0.6)
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où φ est le morphisme de fibré tel que φu := ∇(N)
−1
u ◦ dux : TeSn−1

e 7−→ TeSn−1
e , nous retrouvons

bien que la courbure de Gauss d’un g-hérisson est non nulle partout où elle existe.

Pour conclure cette section, considérons e ∈ Sn un point de référence. Il est alors clair que,
via la projection gnomonique centrée en e, les familles de g-hyperplans co-orientés en e vérifiant
la condition (10.1.0.2) correspondent aux familles d’hyperplans co-orientés sur l’espace euclidien
(TeSn, ge), où g est la métrique usuelle sur la sphère Sn. En particulier, nous obtenons la propriété
suivante :

Propriété 10.1.2. Considérons e ∈ Sn un point de référence ainsi que ψe : Ωe 7−→ TeSn la
carte gnomonique centrée en e. Alors nous avons que H ⊂ Ωe est un g-hérisson centré en e si
et seulement si l’image ψe(H) est un hérisson euclidien. De plus, si h et l sont les fonctions de
support respectives de H et ψe(H), alors l = Tan(h).

Démonstration. Il suffit de d’adapter les arguments que nous avons considérés lors des démonstrations
des propriétés 4.3.4 et 4.4.3 des pages 93 et 100.

10.2 Problème du changement de point

Sur l’espace hyperbolique, nous savons, par le théorème 6.4.1 page 152, que la notion de g-
hérisson ne dépend pas du choix du point de référence. Cependant, comme nous le vérifions via
la propriété ci-dessous, il est clair que nous ne retrouvons pas cette propriété pour les g-hérissons
de la sphère. En effet :

Propriété 10.2.1. Sur la sphère Sn, la notion de g-hérisson dépend du choix du point. En
particulier, pour tout g-hérisson H centré en e, il existe v0 ∈ Ωe un point pour lequel H n’est pas
un g-hérisson centré en v0.

Démonstration. En effet, considérons H un g-hérisson centré en e qui n’est pas réduit à un
singleton. Alors il existe nécessairement un second point de référence v0 ∈ Ωe pour lequel H
passe par l’équateur Cv0 et occupe les demi-sphères nord et sud par rapport au point v0. Ainsi,
par les propriétés 9.3.1 et 9.3.2 page 207, on sait que si H est un g-hérisson centré en v0, alors il
ne pourrait pas être centré en e.

Il est alors naturel d’adopter la démarche que nous avons considérée dans le chapitre 6 afin de
déterminer les conditions qui rendent possible le changement de point de référence d’un g-hérisson
de la sphère.

Définition 10.2.1. Considérons (Σu)u∈Sn−1
e

une famille de g-hyperplans co-orientés en e ainsi
que v0 ∈ Sn un second point de référence. Alors, on appelle fonction de réindexation, toute
fonction φ : Sn−1

e 7−→ Sn−1
v0 qui est de classe C∞ et vérifie que, pour tout vecteur u ∈ Sn−1

e , la
géodésique passant par le point v0 à la vitesse φ(u) est orthogonale à Σu sur la demi-sphère Ωv0 .

Propriété 10.2.2. Considérons H ⊂ Sn un g-hérisson centré en e ainsi que v0 ∈ Sn un second
point de référence tel que H ⊂ Ωv0 . Alors, il existe une unique fonction de réindexation entre les
points e et v0 pour laquelle, pour tout u ∈ Sn−1

e , l’orientation du g-hyperplan Σu correspond 2 avec
le vecteur φ(u). De plus, la fonction de réindexation, ainsi définie, vérifie l’expression suivante :

φ(u) = N ◦ πv0 ◦N(u) (10.2.0.1)

où πv0 : Rn+1 7−→ Tv0Sn est la projection orthogonale le long de la droite Rv0.
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Démonstration. Considérons (Σu)u∈Sn−1
e

une famille de g-hyperplan co-orienté en e ainsi que

v0 ∈ Ωe un second point de référence vérifiant que Σu 6= Cv0 , pour tout u ∈ Sn−1
e . Alors

supposons l’existence d’une fonction de réindexation entre les points e et v0.
.

En remarquant que Σu = Sn ∩ 〈N(u)〉⊥, alors comme Σu 6= Cv0 , on a que le
vecteur N(u) ne peut être colinéaire avec v0. De plus, la géodésique γ passant par
le point v0 et étant orthogonale à Σu, il s’ensuit qu’elle est forcément comprise
sur le plan vectoriel Rv0 ⊕RN(u). Il est donc immédiat que N(u) = aφ(u) + bv0

et comme on sait que πv0 ◦N(u) 6= 0, alors on obtient le résultat recherché.

.

Propriété 10.2.3. Considérons H ⊂ Sn un g-hérisson centré en e ainsi qu’un vecteur u0 ∈ Sn−1
e

et le point x0 = x(u0), où x est le paramétrage centré en e. Alors la fonction de réindexation
φ : Sn−1

e 7−→ Sn−1
x0

est localement un difféomorphisme aux voisinages des vecteurs u0 et v0 =
φ(u0) et, en particulier, le g-hérisson H est, au voisinage du point x0, un g-hérisson centré en
x0. De plus, si N : Sn−1

e 7−→ TSn est le champ orthonormal centré en e, alors on obtient les deux
relations suivantes :

N(u0) = φ(u0) = v0 et du0
N · −→v = du0

φ · −→v (10.2.0.2)

pour tout −→v ∈ Tu0Sn−1
e .

Démonstration. En remarquant que les éléments N(u0), du0
N · −→v et x0 sont deux à deux or-

thogonaux, il est immédiat que l’on obtient les expressions (10.2.0.2) à partir de l’expression
(10.2.0.1).

Propriété 10.2.4. Considérons H ⊂ Sn, avec n ≥ 3, un g-hérisson centré en v0 ∈ Ωe vérifiant
que x0(u) ∈ Ωe, pour tout vecteur u ∈ Sn−1

v0 , où x0 est l’application définie via l’expression
(9.2.1.5). Alors, c’est un g-hérisson centré en e.

Démonstration. Considérons donc la fonction de réindexation φ := N ◦ πe ◦N : Sn−1
v0 7−→ Sn−1

e ,
où N(u) = Cos h(u)u−Sin h(u)v0 est le champ orthonormal. Si −→v ∈ TuSn−1

v0 est un vecteur non
nul, alors comme 〈x0(u)|e〉 > 0, on a que pour tout scalaire a et b, le vecteur aN(u) + bduN · −→v
n’est jamais colinéaire à e. En particulier, les vecteurs πe ◦N(u) et πe(duN · −→v ) sont non nuls et
forment une famille libre sur TeSn. Par conséquent, on a que la différentielle duφ ·−→v est non nulle
et donc l’application φ est un difféomorphisme local en tout point. Ainsi, par simple convexité,
on obtient le résultat recherché.

10.3 Condition de contact et g-hérisson vu comme front
de Legendre

Dans cette section, nous traitons de la notion de g-hérisson vue comme étant le front de
Legendre d’un certain type d’immersion de Legendre que nous caractérisons. Pour cela, nous
adopterons deux points de vue qui correspondent naturellement aux deux approches que nous
avons considérées aux sections 7.2.1 et 7.2.2 des pages 160 et 165 pour décrire les g-hérissons de

2. Nous entendons par correspondance entre l’orientation du g-hyperplan Σu et le vecteur φ(u), le fait que la
géodésique γ qui passe par le point v0 à la vitesse φ(u) intersecte orthogonalement, dans la demi-sphère Ωv0 , le
g-hyperplan Σu en l’instant t0 tel que ∂tγ(t0) = νu(x0), où x0 est l’unique point dans l’intersection γ ∩Σu ∩Ωv0
et νu est le champ orthonormal qui correspond à l’orientation du g-hyperplan Σu.
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l’espace hyperbolique au regard de la géométrie de contact.

Commençons donc par déterminer la condition de contact qui correspond à la relation d’in-
jectivité qui est définie par les géodésiques porteuses et transverses (voir définition 4.3.4 page 91).
Pour cela, nous adaptons la méthode que nous avons considérée à la section 7.2.1 en définissant,
pour tout point x ∈ Ωe et vecteur u ∈ Sn−1

e , le vecteur Ne(x, u) ∈ Sn−1
x tel que le g-hyperplan

Σ = expx

(
〈Ne(x, u)〉⊥

)
est orthogonal à la géodésique passant par le point e à la vitesse u.

Considérons donc la définition ci-dessous :

Définition 10.3.1. Considérons e ∈ Sn−1
e un point de référence, alors on appelle application

orthonormale centrée en e l’application lisse Ne : Ωe × Sn−1
e 7−→ STSn qui est définie via

l’expression suivante :

Ne(x, u) = (x,N (u− ke(x) 〈x|u〉e)) (10.3.0.1)

avec ke(x) = 1
〈e|x〉 et N étant la fonction de normalisation sur Rn+1.

En adaptant les arguments que nous avons considérés afin de vérifier les propriétés 7.2.2
et 7.2.3 des pages 161 et 162 pour les g-hérissons de l’espace hyperbolique, il est clair que
l’application orthonormale généralisée centrée en e est une immersion et est la seule application
lisse vérifiant la condition (7.2.1.2) page 160 pour toute hypersurface orientée. Il est alors clair
que si x est le paramétrage d’un g-hérisson centré en e, alors on a :

N(u) = Ne(x(u), u) (10.3.0.2)

pour tout u ∈ Sn−1
e . Par conséquent, après quelques développements, on obtient qu’une applica-

tion x : Sn−1
e 7−→ Ωe est le paramétrage d’un g-hérisson centré en e si et seulement si la condition

ci-dessous est vérifiée :

〈dux ·
−→
W | 〈x|e〉u− 〈x|u〉e〉 = 0 (10.3.0.3)

pour tout u ∈ Sn−1
e .

Il est alors justifié d’appeler condition de contact centrée en e, la condition (10.3.0.3).
De plus, en considérant, sur la sphère Sn, la structure de contact que nous avons introduite sur
l’espace hyperbolique à la section 7.1 page 157, il s’ensuit le résultat suivant :

Propriété 10.3.1. Tout g-hérisson centré en e, sur la sphère, est le front Legendrien d’une
immersion de Legendre ι : Sn−1

e 7−→ STSn de la forme suivante :

ι(u) = Ne(x(u), u) (10.3.0.4)

où x : Sn−1
e 7−→ Ωe est une application lisse.

Démonstration. La démonstration est identique à celle que nous avons considérée pour vérifier
la propriété 7.2.6 page 164.

Pour la suite, nous considérons les immersions de Legendre qui sont définies via l’application
de Gauss correspondant au prolongement géodésique du champ orthonormal. Considérons donc
e ∈ Sn un point de référence ainsi que l’équateur Ce, que nous appellerons horizon à l’infini
centré en e pour la suite de cette section. Ainsi, si H ⊂ Ωe est une hypersurface orientée et
dont le champ orthonormal est v : H 7−→ STSn, alors pour tout point x ∈ H, on définit ν(x)
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comme étant l’unique point d’intersection de l’horizon Ce avec la restriction sur l’intervalle ]0;π[
de la géodésique qui passe par le point x à la vitesse v(x). Par conséquent, considérons pour tout
point x ∈ Ωe et vecteur u ∈ Sn−1

x , la géodésique γ(t) = Cos(t)x+ Sin(t)u qui passe par le point
x à la vitesse u. En considérant t0 ∈ ]0 : π[ l’unique instant tel que γ(t0) ∈ Ce, il est clair que
〈γ(t0)|e〉 = 0 et en supposant que t0 6= π

2 on obtient forcément que :

γ(t0)

Cos(t0)
= x+ Tan(t0)u = x− 〈e|x〉

〈e|u〉
u ∼ 〈e|u〉x− 〈e|x〉u (10.3.0.5)

Ainsi, après normalisation, on définit l’application de Gauss centrée en e pour l’hypersurface
H, comme étant l’application lisse ν : H 7−→ Ce telle que ν(x) = φe(x, v(x)) ∈ Ce, pour tout point
x ∈ H où φe : STΩe 7−→ Ce est l’application lisse vérifiant l’expression suivante :

φe(x, u) = fe(x, u)[ 〈e|x〉u− 〈e|u〉x] (10.3.0.6)

avec fe(x, u) = 1√
〈e|x〉2+〈e|u〉2

. Par conséquent, il est donc justifié de définir l’application de Gauss

d’un g-hérisson via la définition suivante :

Définition 10.3.2. Si H ⊂ Sn est un g-hérisson centré en e, alors on appelle application de
Gauss centrée en e l’application ν : Sn−1

e 7−→ Ce telle que :

ν(u) = φe(x(u), N(u)) (10.3.0.7)

où x et N sont le paramétrage et le champ orthonormal du g-hérisson.

Propriété 10.3.2. Si H ⊂ Ωe est un g-hérisson de la sphère et qui est centré en e, alors son
application de Gauss vérifie l’expression suivante :

ν(u) = η(u)
[
u+ Sin h(u)

−→
V (u)

]
(10.3.0.8)

avec η(u) étant le facteur de normalisation.

Démonstration. Il suffit de remarquer que ν(u) ∼ 〈N(u)|e〉x(u)− 〈x(u)|e〉N(u) et, après quelques
calculs, on obtient le résultat recherché.

Remarque 10.3.1. Si, pour u0 ∈ Sn−1
e , on a x(u0) = e, alors, comme via l’expression (10.1.0.3),

il est clair que l’image h(u0) et le gradient
−→
∇h(u0) sont respectivement nuls, on a forcément que :

ν(u0) = u0 et du0
ν · −→v = −→v (10.3.0.9)

pour tout vecteur −→v ∈ Tu0
Sn−1
e .

Par conséquent, il est nécessaire de déterminer les conditions pour lesquelles l’application de
Gauss d’un g-hérisson est un difféomorphisme. Considérons donc H ⊂ Sn un g-hérisson centré
en e. La dérivée covariante du champ orthonormal N : Sn−1

e 7−→ x∗TSn étant partout injective,
alors on considère le morphisme de fibré f ∈ Ω1

(
Sn−1
e

)
⊗∆

(
Sn−1
e

)
, tel que :

fu := (duN)
−1 ◦ dux : TuSn−1

e 7−→ TuSn−1
e (10.3.0.10)

pour tout u ∈ Sn−1
e .

Il nous faut alors remarquer que f est un endomorphisme symétrique pour la troisième forme
fondamentale IIIu(−→v 1,

−→v 2) = 〈duN · −→v 1|duN · −→v 2〉. Ainsi, pour tout u ∈ Sn−1
e , on appelle
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rayon de courbure principal pour u toute valeur propre de fu. On peut ainsi consta-
ter que pour tout x0 ∈ Ωe, si la fonction de réindexation φ : V ⊂ Sn−1

e 7−→ W ⊂ Sn−1
x0

est un
difféomorphisme local au voisinage d’un vecteur u0 ∈ Sn−1

e , alors les rayons de courbure princi-
paux en u0 (relativement au point de référence e) correspondent aux rayons de courbure princi-
paux pour v0 = φ(u0) (relativement au point de référence x0).

Remarque 10.3.2. Si H ⊂ Sn−1
e est un g-hérisson centré en e et u0 ∈ Sn−1

e un vecteur, alors un
scalaire r ∈ R est un rayon de courbure principal pour u0 si et seulement s’il existe −→v ∈ Tu0

Sn−1
e ,

un vecteur non nul, tel que :

du0
x(−→v ) = rdu0

N(−→v ) (10.3.0.11)

À présent, considérons ν ∈ Sn un point ainsi que S(ν,R), l’hypersphère géodésique centrée
en ν et de rayon R. Après un petit calcul, on peut constater que les courbures principales (pour
l’orientation définie via la normale entrante) sont toutes les mêmes et admettent pour expression :

k = − 1

Tan(R)
avec Tan(R) =

√
1− 〈ν|x〉2

〈ν|x〉
(10.3.0.12)

pour tout x ∈ S(ν,R).

Remarque 10.3.3. Si e ∈ Sn est un point de référence et ν ∈ Ce un point sur l’horizon, alors on
peut construire un g-hérisson centré en e qui correspond localement à une hypersphère S(ν,R).
Il nous faut alors noter que dans ce cas de figure, il est clair que l’application de Gauss centrée
en e n’est pas injective.

Définition 10.3.3. Un g-hérisson H ⊂ Sn centré en e sera dit non gaussien lorsqu’il existe
un vecteur u ∈ Sn−1

e ainsi qu’un rayon de courbure principal r ∈ R pour u, tels que :

r =

√
1− 〈x(u)|ν(u)〉2

〈x(u)|ν(u)〉
(10.3.0.13)

avec x : Sn−1
e 7−→ Sn et ν : Sn−1

e 7−→ Ce correspondant respectivement au paramétrage et à l’ap-
plication de Gauss centrée en e du g-hérisson H.

Note. Dans le cas contraire, nous dirons que le g-hérisson H est gaussien.

Théorème 10.3.1. L’application de Gauss d’un g-hérisson centré en e est un difféomorphisme
si, et seulement si, c’est un g-hérisson gaussien.

Démonstration. Considérons H ⊂ Sn un g-hérisson centré en e ainsi que ν : Sn−1
e 7−→ Ce son ap-

plication de Gauss centrée en e. Par la propriété 10.3.2 précédente, nous savons que 〈u|ν(u)〉 > 0
pour tout vecteur u ∈ Sn−1

e . Il nous suffit alors de vérifier que l’application de Gauss est un
difféomorphisme local en chaque point. Considérons donc un second point de référence x0 ∈ Ωe
tel que le g-hérisson H intersecte la demi-sphère Ωx0

. À présent, il nous faut définir une appli-
cation f : (Ωe ∩ Ωx0)× Ce 7−→ (Ωe ∩ Ωx0)× Cx0 telle que, si νx0 : Γ ⊂ Sn−1

x0
7−→ Cx0 correspond

localement à l’application de Gauss centrée en x0 du g-hérisson H, que l’on considère locale-
ment 3 comme étant un g-hérisson centré en x0, alors sur le voisinage φ−1(Γ), la relation suivante
est vérifiée :

3. Par ”localement”, nous entendons qu’il existe (Σu)
u∈Γ⊂Sn−1

x0
une famille de g-hyperplans qui est définie sur

un ouvert Γ et qui est co-orientée en x0 telle que l’enveloppe est comprise dans le g-hérisson H.
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(x(u), νx0 ◦ φ(u)) = f(x(u), ν(u)) (10.3.0.14)

où φ : Sn−1
e 7−→ Sn−1

x0
est la fonction de réindexation entre les points e et x0. Pour cela, considérons

ν, l’unique point d’intersection de l’horizon Ce avec la restriction sur l’intervalle ]0;π[ de la
géodésique passant par le point x ∈ Ωe à la vitesse u ∈ Sn−1

e et en l’instant t = 0. Alors, par
la relation (10.3.0.5), nous savons que ν = µ( 〈e|x〉u− 〈e|u〉x), avec µ > 0 étant le facteur de
normalisation. Ainsi, comme 〈e|x〉 > 0, alors, en projetant orthogonalement le point ν le long
de la droite Rx, on a que u = N (ν − 〈ν|x〉x) ∼ ν − 〈ν|x〉x et, suite à un petit calcul, on obtient
que 〈x0|x〉u − 〈x0|u〉x ∼ 〈x0|x〉ν − 〈x0|ν〉x. Par conséquent, après normalisation, on définit la
fonction f : (Ωe ∩ Ωx0)× Ce 7−→ (Ωe ∩ Ωx0)× Cx0 via l’expression suivante :

f(x, ν) =
(
x,
−→
f (x, ν)

)
(10.3.0.15)

avec
−→
f (x, ν) = N ( 〈x0|x〉ν − 〈x0|ν〉x). Il est alors clair que f correspond à l’unique application

vérifiant la condition (10.3.0.14). De plus, en remarquant que, par le même procédé, on peut
définir l’application inverse g : (Ωe ∩ Ωx0

)× Cx0
7−→ (Ωe ∩ Ωx0

)× Ce, on obtient que l’applica-
tion f est un difféomorphisme.

Considérons donc u0 ∈ Sn−1
e un vecteur ainsi que le point x0 = x(u0). Alors on a vu, par pro-

priété 10.2.3, queH est localement un g-hérisson centré en x0. Considérons alors y : Γ ⊂ Sn−1
x0
7−→ Sn

le paramétrage centré en x0 (défini localement) ainsi que le vecteur v0 ∈ Γ tel que x0 = y(v0).
En particulier, on a vu (voir remarque 10.3.1) que dans ce cas :

νx0
(v0) = v0 et dv0νx0

·
−→
W =

−→
W (10.3.0.16)

et par la relation (10.2.0.2) on obtient :

du0
ν ·
−→
W = d(x0,v0)

−→g
(
du0

x ·
−→
W,du0

N ·
−→
W
)

(10.3.0.17)

Pour la suite, notons que −→g (x, ε) = η(x, ε)σ(x, ε), pour tout (x, ε) ∈ (Ωx0
∩ Ωe) × Cx0

où

σ(x, ε) = 〈e|x〉ε− 〈e|ε〉x. Ainsi pour tout
−→
X ∈ Tx0

Sn et
−→
E ∈ Tv0Sn−1

x0
on a que :

d(x,ε)
−→g
(−→
X,
−→
E
)

= η(x, ε)
[
d(x,ε)σ

(−→
X,
−→
E
)

+ 〈−→g (x, ε)|d(x,ε)σ
(−→
X,
−→
E
)
〉−→g (x, ε)

]
(10.3.0.18)

avec d(x,ε)σ
(−→
X,
−→
E
)

= 〈e|
−→
X 〉ε+ 〈e|x〉

−→
E − 〈e|

−→
E 〉x− 〈e|ε〉

−→
X .

À présent, considérons le couple (x0, v0). Il nous faut alors remarquer que pour tout vecteur
−→
V ∈ Tv0Sn−1

x0
non nul (en identifiant Sn−1

x0
avec l’horizon Cx0

) et vecteur
−→
X ∈ Tx0

Sn quelconque,

si la différentielle d(x0,v0)σ
(−→
X,
−→
V
)

est non nulle, alors il en est de même pour d(x0,v0)
−→g
(−→
X,
−→
V
)

.

En effet, comme le produit 〈e|x0〉 est non nul, alors la famille formée par les éléments σ(x0, v0)

et d(x0,v0)σ
(−→
X,
−→
V
)

forme une famille libre. Par conséquent, considérons
−→
W ∈ Tu0Sn−1

e ainsi que

les vecteurs
−→
X = du0x ·

−→
W et

−→
V = du0N ·

−→
W . Par ce qui précède (voir la relation (10.3.0.17)), on

sait que la différentielle du0ν ·
−→
W est nulle si et seulement si :

d(x0,v0)σ
(−→
X,
−→
V
)

= 〈e|
−→
X 〉v0 + 〈e|x0〉

−→
V − 〈e|

−→
V 〉x0 − 〈e|v0〉

−→
X = 0 (10.3.0.19)
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Ainsi, en projetant alternativement l’égalité (10.3.0.19) le long des droites Rx0 et Rv0, on

obtient que 〈e|
−→
V 〉 = 0 et 〈e|

−→
X 〉 = 0 et donc 〈e|x0〉

−→
V − 〈e|v0〉

−→
X = 0. Par conséquent, en notant

ν0 = ν(u0) alors par l’expression (10.3.0.15) on sait que v0 = µ[ν0 − 〈x0|ν0〉x0], où µ > 0 est
le facteur de normalisation. Et donc, après un petit calcul, on a que l’égalité (10.3.0.19) est
équivalente à la relation suivante :

−→
V +

〈x0|ν0〉√
1− 〈x0|ν0〉2

−→
X = 0 (10.3.0.20)

ce qui nous donne le résultat recherché.

À ce stade, on peut constater que nous retrouvons des constructions proches de celles que nous
avons considérées au chapitre 5 pour les h-hérissons de l’espace hyperbolique. En particulier, nous
retrouvons bien des relations et des caractéristiques qui correspondent à ce que nous avons vu par
les propriétés 7.3.1 et 7.3.2 des pages 167 et 169, et qui traitent des conditions de correspondance
entre les g-hérissons et les h-hérissons. En effet, par ce qu’il précède, on a forcément que tout
g-hérisson gaussien centré en e correspond à l’enveloppe paramétrée d’une famille lisse (Γu)u∈Ce
où chaque Γu est une hypersphère dans Sn, centrée en u ∈ Ce. Or nous pouvons remarquer que de
telles hypersphères jouent, dans le cadre de cette construction, un rôle similaire aux horosphères
de l’espace hyperbolique. Ainsi, on obtient le résultat suivant :

Définition 10.3.4. Considérons e ∈ Sn un point de référence ainsi que ι : Γ 7−→ STSn une
immersion de Legendre centrée en e. Alors, on appelle application de Gauss de ι l’application
ν : Γ 7−→ Ce qui est définie via la relation (10.3.0.7).

Note. Rappelons que si ι : Γ 7−→ STSn est une immersion de Legendre, alors elle est de la forme
ι(u) = (x(u), N(u)), où x : Γ 7−→ Sn et N : Γ 7−→ Rn+1 sont deux applications lisses vérifiant la
condition de contact 〈N(u)|dux · −→v 〉 = 0. En particulier, nous dirons qu’une immersion de
Legendre est centrée en e lorsque x(u) ∈ Ωe pour tout u ∈ Γ.

Théorème 10.3.2. Si H ⊂ Sn est un g-hérisson gaussien centré en e, alors c’est le front legen-
drien d’une immersion de Legendre ι : Sn−1

e 7−→ STSn qui est centrée en e et dont l’application
de Gauss ν : Sn−1

e 7−→ Ce est un difféomorphisme.

Démonstration. Par le théorème 10.3.1, c’est un résultat immédiat.

10.4 Relation de dualité

Nous avons déjà étudié cette question lors des chapitres 3 et 8 pour l’espace euclidien et
l’espace hyperbolique. En particulier, nous avons pu constater que nous retrouvons des résultats
équivalents. Sur la sphère Sn, on définit les relations de dualité entre les points et les hyperplans
projectifs de Pn (respectivement entre les g-hyperplans et les points de Pn) en considérant, sur
la sphère, les définitions 8.1.3 et 8.1.4 page 175.

Considérons donc un point de référence e ∈ Sn. En remarquant que, par construction, la pro-
jection gnomonique correspond à la carte projective ϕe : Pn \He 7−→ Te, avec Te = 〈e〉⊥ ⊂ Rn+1

et He = p(Te), il est clair que les relations de dualité entre la demi-sphère ouverte Ωe, l’hyperplan
Te et l’espace projectif Pn se correspondent deux à deux. Pour en savoir plus, nous décrivons
en détail cette correspondance à la section 4.3.1 de l’annexe D. Il est donc immédiat que nous
retrouvons les mêmes relations de dualité pour les g-hérissons centrés en e de la sphère que pour
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les hérissons euclidiens sur Te. En particulier, on obtient forcément les théorèmes 3.3.1 et 3.3.2
des pages 66 et 68 pour les g-hérissons de la sphère.

Pour finir, il nous faut remarquer que l’on peut associer au choix d’un point de référence
e ∈ Sn, l’espace hyperbolique He correspondant au graphe de la fonction f(w) =

√
1 + 〈w|w〉,

où la fonction f est définie sur l’hyperplan Te. Ainsi, il est immédiat que les notions de hérisson
sur les espaces Ωe, Te et He se correspondent projectivement (via la projection gnomonique et
la projection de Klein).

Figure 10.1 – Correspondance sur l’espace projectif entre les notions de hérisson de l’espace
euclidien, de l’espace hyperbolique et de la demi-sphère Ωe.

Aussi, par les théorèmes de caractérisation projective, nous pouvons supposer qu’étudier
la notion de hérisson dans l’espace projectif, en considérant les propriétés du dual projectif,
permettrait potentiellement d’obtenir une piste pour la généralisation de la notion de hérisson.
En effet, nous allons le voir, dans la prochaine partie, la notion de g-hérisson marginalement piégé
sur les espaces de Lorentz H3×R et S3×R comme étant la transformée de L-Gauss de g-hérisson.
Cela nous fournit une notion de g-hérisson marginalement piégé sur des espaces de Lorentz dont
la courbure n’est pas nulle. Il serait donc intéressant de pouvoir étendre encore l’ensemble des
espaces de Lorentz sur lesquels une telle notion peut être définie. C’est précisément pour répondre
à cette problématique qu’il nous sera utile d’étudier la notion de hérissons via sa représentation
duale dans l’espace projectif.
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En prolongeant les inégalités de la théorie de Brunn-Minkowski à la théorie des hérissons,
Y. Martinez-Maure a établi une relation entre les surfaces marginalement piégées de l’espace
de Lorentz-Minkowski et les hérissons euclidiens. Une surface marginalement piégée (resp. une
surface piégée) est une surface sur une 4-variété de Lorentz 4 qui est de type espace 5 et dont le
vecteur de courbure moyenne est de type lumière (resp. de type temps).

Pour comprendre l’intérêt et la motivation de considérer de telles surfaces, il nous faut prendre
en compte les travaux de K. Schwarzschild. Après avoir pris connaissance des travaux d’Albert
Einstein parus à la fin de l’année 1915, et qui définissent les bases de la relativité générale, K.
Schwarzschild proposa, quelques mois plus tard, une solution explicite aux équations d’A. Ein-
stein modélisant l’espace-temps au voisinage d’un astre sphérique. Ses travaux se répartissent sur
deux articles : ”Über das Gravitationsfeld eines Massenpunktes nach der Einsteinschen Theorie”
et ”Über das Gravitationsfeld einer Kugel aus inkompressibler Flüssigkeit nach der Einsteinschen
Theorie” (voir [103] et [102] pour trouver les articles originaux), et dont les traductions 6 de l’al-
lemand à l’anglais ont été faites en 1999 par S. Antoci et A. Loinger.

Pour cette introduction, nous nous reposons essentiellement sur l’ouvrage [47] d’E. Humbert
et de M. Vaugon, dans lequel nous trouvons une présentation des bases de la relativité générale
au regard de la physique mathématique. Aussi, pour un exposé qui rentre dans tous les détails et
qui recouvre toutes les démonstrations, il est possible de consulter l’ouvrage [16] (très complet)
de Y. Choquet-Bruhat.

La conséquence des travaux de K. Schwarzschild est la suivante : Lorsque la masse de l’astre est
suffisamment importante, relativement à sa taille, il apparâıt alors une région bornée de l’espace
dans laquelle toute particule (même les photons qui sont de masse nulle) qui s’y trouverait y
serait alors piégée. En particulier, toute particule qui pénètrerait dans l’intérieur de cette région
convergerait irrémédiablement vers son centre en un temps fini. Un tel point est alors appelé
singularité de l’espace-temps et ainsi, on considère la définition suivante :

Définition. On dit qu’un espace-temps 7 (M, g) possède une singularité s’il existe des géodésiques
incomplètes 8 de type temps ou lumière.

Mais le modèle de K. Schwarzschild suppose que l’espace-temps possède une symétrie sphérique
parfaite, hypothèse qui n’est bien sûr jamais exactement vérifiée dans la réalité. C’est pour
répondre à ce problème que Roger Penrose entreprend, dans les années 60, de démontrer que
l’apparition d’une singularité est une conséquence de l’effondrement gravitationnel d’un astre
suffisamment massif, indépendamment de toute hypothèse sur sa forme exacte. C’est ainsi que
R. Penrose obtient un premier théorème (voir [83]) en 1965, qu’il améliore et généralise quelques
années plus tard avec Stephen Hawking (voir [84]) et qui est connu sous le nom du théorème sur
les singularités :

Théorème. Considérons un espace-temps (M, g) vérifiant que la condition forte d’énergie est
satisfaite, et contenant une surface de Cauchy non compacte ainsi qu’une surface piégée. Alors,

4. Une 4-variété de Lorentz est une variété différentielle de dimension 4 que l’on munit d’une métrique de
signature (3, 1).

5. Une sous-variété d’une variété de Lorentz sera dite de type espace si tous les plans tangents sont de type
espace.

6. Voir les articles [105] et [104] qui correspondent aux traductions des articles de K. Schwarzschild.
7. Un espace-temps est une 4-variété de Lorentz admettant une orientation en temps continue.
8. Une géodésique d’une variété pseudo-riemannienne est dite incomplète si elle n’est pas définie sur tout R et

ne peut être prolongée.
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il existe une géodésique de type lumière incomplète. En particulier, l’espace-temps admet une
singularité.

Nous n’en dirons pas plus sur les surfaces marginalement piégées. Pour en savoir plus, il est
possible de consulter les deux ouvrages [47] et [16] que nous avons présentés précédemment.
Aussi, nous conseillons la lecture de l’ouvrage ”La nature de l’espace et du temps” (voir [85]),
qui est la traduction d’un ouvrage de vulgarisation scientifique écrit par Stephen Hawking et
Roger Penrose et qui traite, en partie, de la question des singularités de l’espace-temps.



Chapitre 11

Les hérissons marginalement
piégés dans l’espace de
Lorentz-Minkowski

La théorie des hérissons, étant le prolongement (aux différences de corps convexes) de la
théorie de Brunn-Minkowski, il a alors été nécessaire de vérifier si les inégalités que l’on connâıt
pour les corps convexes sont toujours valides pour les hérissons. C’est précisément pour prolonger
les inégalités isopérimétriques à l’ensemble des hérissons de l’espace E3, que Y. Martinez-Maure
a défini la notion de hérisson marginalement piégé, et qui correspond à des transformations de
L-Gauss de hérissons euclidiens (voir les articles [69], [60] et [74]). Dans ce chapitre, nous intro-
duisons donc la notion de hérisson marginalement piégé et nous en étudierons les caractéristiques
géométriques.

11.1 Majoration de l’inégalité isopérimétrique par l’aire
signée d’un hérisson marginalement piégé

L’étude des inégalités isopérimétriques occupe une place importante dans la théorie de Brunn-
Minkowski. Pour en savoir plus, il est possible de consulter le chapitre 7 de l’ouvrage [100] et
le chapitre 2 de l’ouvrage [89] dans lesquels nous trouvons un exposé clair et complet sur la
question. On a donc que tout corps convexe K ⊂ R2 sur le plan vérifie l’inégalité 4πA ≤ L2,
où A et L désignent respectivement l’aire et le périmètre du corps K. Il est donc possible de
prolonger cette inégalité aux hérissons du plan (voir proposition 5 de l’article [60]) tel que si Hh
est un hérisson euclidien du plan et dont la fonction de support est h : S1 7−→ R, alors on a que :

4πa(h) ≤ l(h)
2

(11.1.0.1)

où a(h) et l(h) sont respectivement l’aire algébrique et la longueur du hérisson. Il est à noter que
les fonctions a et l sont définies telles qu’en considérant le paramétrage u(t) = (Cos(t), Sin(t))
ainsi que la fonction de support h(t), on obtient que les paramètres a(h) et l(h) admettent pour
expression :

l(h) =

∫ 2π

0

h(t)dt et a(h) =
1

2

∫ 2π

0

h(t)R(t)dt (11.1.0.2)
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avec R(t) = h(t) + h
′′
(t).

De plus, il est possible de vérifier que le déficit isopérimétrique l(h)
2−4πa(h) est majoré (voir

proposition 6 de l’article [60]) par l’aire a(∂h) de sa développée 1 ainsi que l’aire mixte 2 entre le
hérisson Hh et sa développée seconde H∂2h tel que :

0 ≤ l(h)
2 − 4πa(h) ≤ −4πa(∂h) = −4πa

(
h, ∂2h

)
(11.1.0.3)

À présent, considérons (du)u∈S1 une famille de droites co-orientées ainsi que h : S1 7−→ R sa
fonction de support et Hh le hérisson euclidien qui correspond à son enveloppe paramétrée. Alors
la développée du hérisson Hh correspond à un hérisson euclidien qui est défini par l’enveloppe
paramétrée de la famille des droites δu = xh(u) + Ru qui sont respectivement orthogonales à
chaque droite de support du et qui passent par le point x(u). On peut alors vérifier qu’une telle
famille de droites est bien co-orientée et admet ∂h(t) = h

′(
t− π

2

)
pour fonction de support. De

même, la développée seconde est un hérisson du plan dont la fonction de support est ∂2h(t) =
−h′′(t) et qui correspond à l’enveloppe paramétrée des droites qui sont parallèles aux droites
de support du et qui passent par les centres de courbure du hérisson Hh. Par conséquent, on
obtient que l’inégalité isopérimétrique (11.1.0.1) est vérifiée pour les hérissons du plan tel que le
déficit isopérimétrique est contrôlé par l’inégalité (11.1.0.3). De plus, les paramètres de ces deux
inégalités correspondent à la suite des développées :

Hh −→ H∂h −→ H∂2h (11.1.0.4)

et dont chaque terme est un hérisson euclidien du plan.

Sur l’espace euclidien E3, il n’est pas immédiat de retrouver un équivalent à l’inégalité
(11.1.0.3) que nous obtenons pour les hérissons du plan (voir les articles [69] et [74]). Si K ⊂ R3

est un corps convexe, alors on sait qu’il vérifie l’inégalité isopérimétrique M2 − 4πS ≥ 0, avec
M et S étant respectivement l’intégrale de la courbure moyenne et la surface du bord ∂K.
Considérons donc un hérisson euclidien Hh ⊂ E3 dont la fonction de support est h. On peut
alors vérifier 3 que :

0 ≤ m(h)
2 − 4πs(h) ≤ −4πs

(
h, ∂2h

)
(11.1.0.5)

où les paramètres m(h), s(h) et s
(
h, ∂2h

)
correspondent respectivement aux intégrales de la cour-

bure moyenne, de l’aire et de l’aire mixte entre le hérisson Hh et sa développée moyenne 4 H∂2h

qui est aussi un hérisson euclidien dont la fonction de support est ∂2h(u) = − 1
2∆(h)u.

Nous pouvons alors remarquer que nous ne retrouvons pas entièrement le schéma (11.1.0.4)
que nous obtenons pour les hérissons du plan, du fait qu’il nous manque l’équivalent de la
développée simple du hérisson Hh. Dans l’article [74], l’auteur nous apprend alors que : La
surface correspondant à l’équivalent de la développée première, pour un hérisson H ⊂ E3 de

1. On appelle développée, d’une courbe Γ, la partie définie par la famille des centres de courbure. En particulier,
la développée d’une courbe correspond à l’enveloppe de ses droites orthogonales

2. On appelle aire mixte le coefficient a(h, k) = 1
2

[a(h+ k)− a(h)− a(k)]. En particulier, il nous faut constater
que la fonction a étant définie via l’expression (11.1.0.2), c’est une forme quadratique. Par conséquent, la fonction
qui correspond à l’aire mixte est une forme bilinéaire.

3. Voir théorème 1 de l’article [69].
4. On appelle développée moyenne d’une surface Σ, l’ensemble des centres de courbure moyenne. En particulier,

si Hh ⊂ E3 est un hérisson euclidien, alors sa développée moyenne est un hérisson euclidien qui correspond à
l’enveloppe des plans qui sont parallèles à ses plans de support et qui passent par les centres des segments focaux
(i.e., c’est les segments qui sont définis par les centres de courbure principaux).
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l’espace, n’est pas un hérisson euclidien mais est une surface marginalement piégée de l’espace
de Lorentz-Minkowski L4 = E3 × R, admettant des points ombilic et vérifiant des propriétés
équivalentes à celles des hérissons euclidiens. Pour obtenir ce résultat, Y.Martinez-Maure s’est
appuyé sur les travaux de B.Palmer (voir [82]) traitant de l’étude des transformés de L-Gauss
d’une immersion de Legendre sur l’espace R3 × S2.

Définition 11.1.1. On appelle famille de lignes lumière orientées, toute famille lisse
(lu)u∈S2 dans L4, où chaque lu est une droite de type lumière qui est orientée par le vecteur
(u,−1).

Notation 11.1.1. Pour chaque vecteur u ∈ S2, on notera uL = 1√
2
(u,−1). En particulier, on a

que pour tout vecteur u ∈ S2, le vecteur uL est dans l’intersection T3
− ∩ S3.

Définition 11.1.2. On appelle co-enveloppe d’un champ orienté 5 (lu)u∈Γ2 de lignes lumière,
avec Γ étant une 2-variété différentielle, la donnée de l’image y(Γ) et de l’application y : Γ 7−→ L4

(que nous appellerons paramétrage) telle que :

1. Pour tout u ∈ Γ, y(u) ∈ lu.

2. Pour tout u ∈ Γ et −→v ∈ TuΓ, 〈duy · −→v |uL〉 = 0.

3. Pour tout u ∈ Γ, 〈δ(dy)u|uL〉 = 0, où δ correspond à l’opérateur de la co-différentielle de
Hodge.

Note. Nous appellerons naturellement condition de co-contact la troisième condition ci-
dessus. Il est important de noter que dans la définition 11.1.2 ci-dessus, le champ uL ne corres-
pond pas forcément au champ de vecteurs que nous avons considéré à la définition 11.1.1.

Avertissement 11.1.1. Comme pour les hérissons et les g-hérissons, afin de ne pas alourdir
inutilement notre texte, nous nous permettrons de considérer les co-enveloppes de familles de
lignes lumière, sans faire mention de leurs paramétrages.

Propriété 11.1.1. Toute famille de lignes lumière orientées (lu)u∈S2 admet une unique 1-forme

exacte α = dh ∈ Ω1

(
S2
)
, que l’on appelle 1-forme de support, telle que pour tout vecteur

u ∈ S2 :

lu = Lh+k(u) + RuL (11.1.0.6)

avec Lh+k(u) =
(−→
∇h(u), h(u) + k

)
et où h est une primitive de α.

Démonstration. Il suffit de remarquer que la famille d’hyperplans R3 ∩ (lu)
⊥

correspond à une
famille d’hyperplans co-orientés. Ainsi, en considérant la forme α = dh, avec h la fonction de
support de la famille d’hyperplans ainsi définie, on obtient le résultat recherché.

Remarque 11.1.1. Par la relation (11.1.0.6), il est clair que deux familles de lignes lumière
orientées qui admettent la même 1-forme de support sont parallèles par rapport à l’axe du temps.
Cela justifie la terminologie de 1-forme de support, du fait que si nous identifions les familles
de lignes lumière parallèles par rapport à l’axe du temps, la forme de support admet les mêmes
propriétés que la fonction de support des familles d’hyperplans co-orientés. En particulier, par le
théorème 11.1.1 ci-dessous, nous retrouvons aussi cette caractéristique pour les hérissons margi-
nalement piégés.

5. On appelle champ orienté de ligne lumière toute famille lisse (lu)u∈Γ de droites de type lumière qui sont

orientées par une application lisse uL : Γ 7−→ T3
−.
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À présent, on définit, pour chaque hérisson euclidien Hh ⊂ E3, la famille de lignes lumière
(lu)u∈S2 telle que pour tout vecteur u ∈ S2 on a lu = x(u) +RuL, où x est le paramétrage de Hh.
En particulier, il nous faut constater que si deux familles de lignes lumière orientées correspondent
respectivement à deux hérissons euclidiens parallèles 6, alors elles sont aussi parallèles par rapport
à l’axe du temps.

Figure 11.1 – Hérissons parallèles et vérifiant donc que leurs fonctions de support correspondent
à des primitives d’une même 1-forme différentielle.

Remarque 11.1.2. Toute famille (lu)u∈S2 de lignes lumière orientées correspond à un unique
hérisson euclidien Hh au sens où elles sont définies telles que lu = x(u) + RuL, avec x étant le
paramétrage du hérisson Hh.

Théorème 11.1.1. Toute famille de lignes lumière orientée admet une unique co-enveloppe.
Plus précisément, si (lu)u∈S2 est une famille de lignes lumière orientées, de 1-forme de support
dh, alors le paramétrage de sa co-enveloppe admet pour expression :

y∂h(u) = Lh+k(u) + δ(∂h)uuL (11.1.0.7)

avec ∂h(u) = 1√
2
dh.

Démonstration. Considérons donc Hh un hérisson euclidien de fonction de support h et dont le

paramétrage est x(u) = h(u)u +
−→
∇h(u). Alors, considérons la famille de ligne lumière orientée

qui est définie par les lu = x(u) + RuL et supposons qu’elle admet une co-enveloppe dont
le paramétrage est y : S2 7−→ L4. Il est alors clair que le paramétrage admet pour expression
y(u) = x(u) + f(u)uL où f est une fonction de classe C∞. Après quelques calculs (voir annexe

F pour plus de détails), on obtient que ∆S(x)u = −(2h(u) + ∆S(h)u)u+
−→
∇ [2h(u) + ∆S(h)u] et

∆S [f(u)u] = (∆S(f)u − 2f(u))u+2
−→
∇h(u). Étant donné que la condition de co-contact implique

que 〈∆S(y)u|uL〉 = 0, alors on obtient que −2h(u)−∆S(h)u + ∆S(f)u− 2f(u)−∆S(f)u = 0 et
donc :

f(u) = −h(u)− 1

2
∆S(h)u (11.1.0.8)

ce qui termine la preuve.

Notation 11.1.2. Dans la suite, nous noterons ∂ = 1√
2
(d+ δ) l’opérateur de Hodge-Dirac et

où le facteur 1√
2

est défini pour des raisons de cohérence. En particulier, nous avons que ∂2

correspond à l’opérateur de Hodge-Laplace et en notant ∆S l’opérateur de Laplace–Beltrami,

6. Deux hérissons euclidiens sont dits parallèles lorsque leurs fonctions de support correspondent à deux pri-
mitives d’une même 1-forme exacte.
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il nous sera utile de remarquer que pour toute fonction lisse f : S2 7−→ R, on a que ∂2(f) =
− 1

2∆S(f).

À présent, il nous sera utile de rappeler quelques notions élémentaires. Pour cela, nous nous
reposons principalement sur le chapitre 5 de l’ouvrage [35] et plus particulièrement sur la re-
marque page 34 de l’ouvrage [50] où nous trouvons la définition la plus générale possible de la
notion de courbure moyenne. Considérons donc (M, g) une variété pseudo-Riemannienne ainsi
que Γ ⊂M une p-sous-variété de type espace (i.e. sur chaque espace tangent TuΓ, la restriction
de la métrique gu est un produit scalaire). Alors on appelle première forme fondamentale et
seconde forme fondamentale les tenseurs I ∈ Ω1(Γ)⊗ Ω1(Γ) et II ∈ Ω1(Γ)⊗ Ω1(Γ)⊗∆(Γ)

tels que I(X,Y ) = g(X,Y ) et II(X,Y ) = (∇(X) · Y )
⊥

, où ∇ est la connexion de Levi-Civita. De
plus, on appelle vecteur de courbure moyenne la section H ∈ Γ0(i∗TM), avec i : Γ 7−→M
étant l’injection canonique, et qui est définie telle que H(u) = IIu(v1, v1) + · · ·+ IIu(vp, vp), où
(v1, · · · , vp) est une base orthonormale 7 pour la première forme fondamentale. Par conséquent,
nous pouvons considérer la définition suivante :

Définition 11.1.3. Soit (M, g) une 4-variété de Lorentz, alors on appelle surface margina-
lement piégée toute 2-sous-variété Γ ⊂M qui est de type espace et dont le vecteur de courbure
moyenne est de type lumière.

Rappelons que nous avons déjà défini (voir définition 1.2.6 page 39) la notion de fonction de
courbure Rh : S2 7−→ R d’un hérisson. En particulier, nous avons remarqué que cette fonction
joue le même rôle (pour les hérissons) que la notion de courbure pour les corps convexes. Il est
alors nécessaire de constater que, par la propriété 1.3.2 page 41, la fonction de courbure h→ Rh
est quadratique. Ainsi, on définit naturellement la fonction de courbure mixte, qui, pour
toute fonction de support h et k, donne :

R(h,k) =
1

2
[Rh+k −Rh −Rk] (11.1.0.9)

Pour en savoir plus sur la fonction de courbure mixte R(h,k)(u) et ses applications, il est
possible de consulter l’article [70]. Par conséquent, on considère le résultat suivant :

Théorème 11.1.2. Toute co-enveloppe d’une famille de lignes lumière orientées est, en ses
points non-ombilicaux, localement une surface marginalement piégée. Plus précisément, si ∂H ⊂
L4 est la co-enveloppe d’une famille de lignes lumière orientées (lu)u∈S2 dont la 1-forme de
support est α = dh, alors son paramétrage y : S2 7−→ L4 vérifie les deux points suivants :

1. La première forme fondamentale vérifie que y∗g = 1
4 (R1 −R2)

2
gS, avec g étant la métrique

de Minkowski, les Ri(u) étant les rayons de courbure principaux 8 du hérisson 9 Hh, et gS
étant la métrique usuelle de la sphère.

2. Si, pour un vecteur u0 ∈ S2, les rayons de courbure vérifient que R1(u0) 6= R2(u0), alors
∂H est localement une surface marginalement piégée en y(u0) et son vecteur de courbure
moyenne est, via le paramétrage y, colinéaire à uL.

7. Il est à noter que la deuxième forme fondamentale vérifie que pour toute base orthonormale pour la première
forme fondamentale (e1, · · · , ep) et (v1, · · · , vp), on a que IIu(e1, e1) + · · · + IIu(ep, ep) = IIu(v1, v1) + · · · +
IIu(vp, vp), ce qui justifie la définition du vecteur de courbure moyenne.

8. On appelle rayon de courbure principal en u, d’un hérisson euclidien H de paramétrage x, toute valeur
propre de l’endomorphisme dux : TuS2 7−→ TuS2.

9. Il est à noter que dans ce cas de figure, comme nous considérons la différence des deux rayons de courbure
principaux, alors le hérisson Hh est arbitrairement choisi parmi les hérissons euclidiens dont la fonction de support
correspond à une primitive de la forme α.
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Démonstration. Considérons donc (lu)u∈S2 une famille de lignes lumière orientées ainsi que Hh
dans l’espace E3 le hérisson euclidien qui lui correspond. Précédemment, nous avons vu que
le paramétrage de la co-enveloppe d’une famille de lignes lumière est défini tel que y(u) =
x(u) + f(u)uL où x est le paramétrage du hérisson Hh et f est la fonction vérifiant l’expression
(11.1.0.8). Aussi, nous pouvons vérifier que la fonction de courbure mixte, pour les fonctions de
support h et k = 1, admet pour expression (voir [70]) :

R(1,h)(u) = h(u) +
1

2
∆S(h)u (11.1.0.10)

pour tout u ∈ S2. Par conséquent, comme on a que ∆S [f(u)u] =
(
2h(u)− 1

2∆2
S(h)u

)
u −

−→
∇ [2h(u) + ∆S(h)u] (voir le lemme 6.2.1 page 318 de l’annexe F) alors on obtient :

∆S(y)u = −∆S

[
R(1,h)

]
u
uL (11.1.0.11)

pour tout u ∈ S2.

À présent, rappelons que la différentielle du paramétrage est dux ·−→v = h(u)−→v +Hess(h)u∗
−→v

(voir propriété 1.3.2 page 41). Ainsi, si R1(u) et R2(u) sont les rayons de courbure principaux,
il est alors immédiat que :

R1(u) +R2(u) = 2h(u) + TrHess(h)u = 2h(u) + ∆S(h)u = 2R(1,h)(u)

ce qui nous donne que f(u) = −R(1,h)(u) = − 1
2 (R1(u) +R2(u)). En particulier, on sait que

la fonction f correspond au rayon de courbure moyenne. Ensuite, après un petit calcul, on

obtient que duy · −→v = dux · −→v + 〈
−→
∇f(u)|−→v 〉uL + f(u)−→v . Considérons donc les vecteurs −→e1 et −→e2

correspondant à une base orthonormale (pour la métrique usuelle de la sphère S2) et étant des
vecteurs propres de la matrice Hess(h)u. Alors, il est clair que dux · −→ei = Ri(u)−→ei et donc :

〈duy · −→e1 |duy · −→e2〉 = 0 et 〈duy · −→ei |duy · −→ei 〉 =
1

4
(R1(u)−R2(u))

2

ce qui nous donne que la première forme fondamentale admet pour expression y∗g = 1
4 (R1 −R2)

2
gS .

En particulier on obtient que, pour tout vecteur u ∈ S2, le vecteur de courbure moyenne vérifie
la relation H(u) = 1

2∆Iy (y)u ∼ ∆S(y)u ∼ uL ce qui nous donne le résultat recherché.

Notation 11.1.3. Si w est une métrique sur la sphère S2, alors nous notons ∆w l’opérateur de
Laplace-Beltrami qui correspond à la métrique w. En particulier, nous notons ∆S l’opérateur de
Laplace-Beltrami qui correspond à la métrique usuelle de la sphère.

La terminologie de hérisson se justifie du fait que, pour chaque direction u ∈ S2, il existe une
seule et unique droite N(u) = x(u) + Ru qui est dirigée par le vecteur u et qui pointe orthogo-
nalement à Hh et vers l’extérieur, à l’image des épines du mammifère. De même, il convient de
souligner que, pour chaque direction uL = 1√

2
(u,−1) ∈ 1√

2
S2 × {−1}, il existe une et une seule

ligne lumière lu = y(u) +RuL, qui est orientée par le vecteur uL et correspondant à la ”normale
sortante” de la co-enveloppe ∂H dans L4.

Ensuite, il est important de remarquer que par les relations (11.1.0.10) et (11.1.0.12) on a que
pour une même 1-forme de support correspond une famille de hérissons marginalement piégés qui
peut être considérée comme un seul et unique hérisson marginalement piégé défini à translation
parallèle près suivant l’axe des temps R∂t. Il est donc justifié de noter H∂h la famille des hérissons
marginalement piégés ainsi définie.
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Avertissement 11.1.2. À présent, nous nous permettrons de confondre les hérissons margina-
lement piégés avec leur classe d’équivalence pour la relation correspondant à la translation par
rapport à l’axe du temps. En particulier, pour une 1-forme de contact ∂h, il est alors justifié
de noter H∂h le hérisson marginalement piégé qui lui correspond et dont l’unicité nous est as-
surée à translation près par rapport à l’axe du temps R∂t. Il est aussi à noter que dans la suite,
l’information du positionnement d’un hérisson marginalement piégé sur l’axe du temps ne joue
aucun rôle. Cela justifie donc la démarche que nous adoptons. Ajoutons enfin que le facteur 1√

2

qui accompagne l’opérateur de Hodge-Dirac, est choisi de manière à ce que le hérisson dont la
fonction de support est ∂2h := ∂(∂h) cöıncide avec la développée moyenne du hérisson Hh.

Sur le plan, nous avons vu que l’inégalité isopérimétrique (11.1.0.3) correspond aux développées
première et seconde d’un hérisson euclidien. De même, sur l’espace E3, nous avons l’inégalité
isopérimétrique (11.1.0.5) pour laquelle la majoration du déficit isopérimétrique se fait unique-
ment avec la surface mixte entre le hérisson Hh et sa développée par les centres de courbure
moyenne. Il nous reste donc à positionner notre hérisson marginalement piégé dans cette inégalité
et de comprendre le rapport entre ce que nous avons sur le plan et ce que nous obtenons sur
l’espace E3. Tout d’abord, après un petit calcul, nous avons que le paramétrage y : S2 7−→ L4 de
H∂h vérifie l’expression suivante :

y(u) =
(
ch(u), R(1,h)(u)

)
(11.1.0.12)

où ch(u) = x(u)−R(1,h)(u)u est le centre de courbure moyenne. Ainsi, il est clair que le hérisson
H∂h correspond à l’ensemble des sphères de courbure moyenne vues sur l’espace de Lorentz-
Minkowski via la bijection ϕ : L4 = E3 × R 7−→ Γ

(
E3
)
, où Γ

(
E3
)

est l’ensemble des sphères
orientées de l’espace euclidien, et dont l’image de chaque point (x, r) ∈ L4 correspond à la
sphère 10 de centre x, de rayon |r| et dont l’orientation est définie par le signe du scalaire r.

Pour la suite, il nous est nécessaire d’introduire quelques éléments de vocabulaire. Considérons
donc l’ensemble des plans orientés et des cycles 11, alors on appelle contact orienté d’un plan
ou d’un cycle avec un autre plan ou un autre cycle le fait que les plans tangents et les vecteurs
normaux cöıncident au point de contact. En particulier on dira qu’un plan ou un cycle est en
contact orienté avec un point, qui est une sphère de rayon nul, lorsque ce dernier est sur le plan
ou sur le cycle considéré.

Remarque 11.1.3. Via la bijection ϕ, il nous sera utile de constater que deux cycles qui cor-
respondent aux points y1 ∈ L4 et y2 ∈ L4 sont en contact orienté si et seulement si le vecteur
y1 − y2 est de type lumière ou nul.

Ensuite, considérons Σ ⊂ E3 une surface orientée n’admettant aucun point parabolique 12.
Alors, si ν est le champ orthonormal qui correspond à son orientation, on appelle transformée
de L-Gauss la donnée de l’image y(Σ) que l’on munit du paramétrage y : Σ 7−→ L4 qui est défini
via l’expression :

y(x) = (c(x), R(x)) (11.1.0.13)

10. Il nous faut préciser que dans le cas de figure où le scalaire r est nul alors ϕ(x, r) correspond à {x} et que
l’on considère comme étant une sphère de rayon nul. En particulier, la partie Γ

(
E3

)
est l’ensemble des singletons

et des sphères orientées sur l’espace E3.
11. Les cycles de l’espace E3 correspondent aux sphères orientées et aux points qui sont alors considérés comme

étant des sphères de rayon nul. En particulier, l’ensemble Γ
(
E3

)
correspond à l’ensemble des cycles de l’espace

E3.
12. Les points paraboliques sont les points où la courbure de Gauss s’annule, et donc où le rayon de courbure

moyenne n’est pas défini.
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où R(x) est le rayon de courbure moyenne au point x et c(x) = x − R(x)ν(x) est le centre
de courbure moyenne. Il est alors clair que via la bijection ϕ, la transformée de L-Gauss d’une
surface sans points paraboliques, correspond à sa famille de sphères de courbure moyenne. Pour
en savoir plus, il est possible de consulter l’ouvrage [15], où nous trouvons en particulier une
introduction à la géométrie de Laguerre sur laquelle se basent les constructions qui vont suivre.

Par conséquent, il est clair, que via la relation (11.1.0.12), on a que pour tout hérisson
Hh de l’espace E3, le hérisson marginalement piégé H∂h correspond à sa transformée de L-
Gauss. De plus, en remarquant que l’ensemble des hérissons marginalement piégés, que l’on note
Λ
(
L4
)
, forme un espace vectoriel qui est isomorphe à l’espace des 1-formes exactes, nous pouvons

alors considérer l’invariant de Laguerre L : Λ
(
L4
)
7−→ R et que l’on appelle fonctionnelle de

Laguerre, comme étant défini via l’expression suivante :

L(∂h) =
1

4

∫
u∈S2

(R1(u)−R2(u))
2
dσ(u) =

1

4

∫
u∈S2

(
R2

(1,h)(u)−Rh(u)
)
dσ(u) (11.1.0.14)

où σ est la mesure de Lebesgue sur S2, R(1,h) est la fonction correspondant au rayon courbure
moyenne et Rh est la fonction de courbure du hérisson Hh. Nous appellerons donc surface de
Laguerre la valeur L(∂h) ainsi que surface signée la valeur s(∂h) = −L(∂h). Par conséquent
(voir les théorèmes 2 et 4 de [74] pour plus de détails), nous pouvons compléter l’inégalité
(11.1.0.5) telle que :

0 ≤ m(h)
2 − 2πs(h) ≤ −4πs(∂h) = −4πs

(
h, ∂2h

)
(11.1.0.15)

ce qui nous donne une inégalité isopérimétrique dont les paramètres correspondent bien aux
développées successives du hérisson Hh.

Enfin, il nous sera intéressant de faire un bilan en comparant ce que nous connaissons pour les
hérissons du plan à ce que nous connaissons sur les hérissons de l’espace. Pour cela, commençons
par remarquer que sur S1 l’opérateur de Hodge-Dirac d + δ correspond, via le paramétrage
u(t) = (Cos(t), Sin(t)), à l’opérateur de dérivation des fonctions lisses h : R 7−→ R. Ensuite, il
est clair que la développée seconde des hérissons du plan et la développée moyenne des hérissons de
l’espace correspondent à des constructions équivalentes. En effet, on a que la développée seconde
d’un hérisson du plan correspond à l’enveloppe des droites qui sont parallèles aux droites de
support et qui passent par les centres de courbure. Et la développée moyenne d’un hérisson de
l’espace correspond à l’enveloppe de la famille des plans parallèles aux plans supports et passant
par le milieu des segments focaux 13. Par conséquence, nous obtenons le graphe suivant :

Hh ⊂ R2 hérisson
euclidien de fonc-
tion de support h.

H∂h ⊂ R2 hérisson
euclidien de fonc-
tion de support
∂h(t) = h

′(
t− π

2

)
H∂2h ⊂ R2 hérisson
euclidien de fonc-
tion de support
∂2h(t) = −h′′(t)

Développée. Développée.

13. Ce sont les segments qui relient les deux centres de courbure principale de Hh dans R3.
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Hh ⊂ E3 hérisson
euclidien de fonc-
tion de support h

H∂h ⊂ L4 hérisson
marginalement
piégé de 1-forme de
support ∂h = 1√

2
dh

H∂2h ⊂ E3 hérisson
euclidien de fonc-
tion de support
∂2h = − 1

2∆S(h)
Développée
de L-Gauss.

Développée
projective 14.

Développée moyenne.

La théorie des hérissons marginalement piégés n’est bien sûr pas limitée aux quelques éléments
que nous avons considérés. En effet, nous aurions pu adapter nos constructions aux hérissons de
Lorentz (voir [72]) ou aux hérissons fuchsiens (voir [29] et [72]) ou encore, plus récemment, aux
hérissons complexes (voir [77]). Aussi, nous avons défini en partie II la notion de g-hérisson sur
l’espace hyperbolique et la sphère. Nous verrons alors au prochain chapitre comment définir la
notion de g-hérisson marginalement piégé comme étant la transformée de L-Gauss des g-hérissons
sur le lorentziarisé 15 de l’espace hyperbolique et de la sphère. On aurait également pu considérer
les multihérissons (que l’on appelle aussi N -hérissons, avec N étant le degré de l’application de
Gauss) à condition, bien sûr, de faire attention au fait qu’un N -hérisson peut avoir des points
paraboliques pour N ≥ 2.

11.2 Structure de co-contact sur les hérissons marginale-
ment piégés et relation avec les hérissons euclidiens.

Nous avons vu au chapitre 2 que tout hérisson euclidien correspond au front legendrien d’une
immersion de Legendre dont l’application de Gauss est un difféomorphisme. En particulier, nous
obtenons que tout hérisson se relève sur le fibré des sphères En × Sn−1 en une sous-variété
de Legendre. Dans cette section, nous considérons une structure symplectique sur laquelle sont
vérifiées des propriétés équivalentes pour les hérissons marginalement piégés.

11.2.1 Espace symplectique, symplectomorphismes linéaires et struc-
ture complexe

On appelle espace symplectique la donnée d’un espace vectoriel E et d’une 2-forme linéaire
alternée w ∈ Λ2(E) est non dégénérée 16. Il est alors immédiat qu’un tel espace est de dimension
paire n = 2k. En particulier, il existe une base, que l’on appelle base de Darboux, qui est de
la forme β = (e1, . . . , ek, f1, . . . , fk) et qui vérifie que :

w = e∗1 ∧ f∗1 + · · · e∗k ∧ f∗k (11.2.1.1)

À présent, considérons V ⊂ E un sous-espace vectoriel. Alors, nous dirons que le sous-
espace V est symplectique (resp. isotropique) lorsque la 2-forme w est non dégénérée sur V

14. La développée par projection d’une surface marginalement piégée Γ ⊂ L4 consiste à considérer l’enveloppe
de la famille d’hyperplans affines Σx = π∂t(x) + 〈π∂t ·H(x)〉⊥, qui est indexée sur la surface Γ et dont H(x)
est le vecteur de courbure moyenne et π∂t : L4 7−→ E3 la projection orthogonale le long de l’axe du temps. En
particulier, si y : S2 7−→ L2 est le paramétrage d’un hérisson marginalement piégé, alors on a que la développée
par projection correspond à un hérisson euclidien qui est l’enveloppe paramétrée de la famille des hyperplans
Σu = c(u) + 〈u〉⊥, où les c(u) sont tels que y(u) = (c(u), r(u)).

15. On appelle lorentziarisé d’une variété de Riemann (M, g), la variété de Lorentz
(
M × R, g − dt2

)
.

16. Une 2-forme w est non dégénérée si, pour tout u ∈ E, la 1-forme w(u, ·) est non nulle.
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(resp. lorsque la 2-forme w est nulle sur V ). Il est alors clair, en considérant V w comme étant
l’orthogonal de V pour la forme w, que :

• Le sous-espace V est symplectique si et seulement si V ∩ V w = {0}.
• Le sous-espace V est isotropique si et seulement si V ⊂ V w.

Il nous faut alors noter qu’en considérant la base de Darboux β = (e1, . . . , ek, f1, . . . , fk), les
sous-espaces isotropiques sont tous de la forme 〈ei1 , . . . , eil〉 ou 〈fi1 , . . . , fil〉, et voient ainsi leur
dimension majorée par k. En particulier, nous appellerons sous-espace de Lagrange les sous-
espaces isotropiques maximaux. Enfin, pour terminer cette brève introduction sur les espaces
vectoriels symplectiques, considérons :

Les symplectomorphismes linéaires : On dira qu’une application linéaire est un morphisme
symplectique entre deux espaces symplectiques (E1, w1) et (E2, w2) lorsque w1 = f∗w2. De
telles applications sont toujours injectives et on appelle alors symplectomorphisme linéaire tout
isomorphisme symplectique. On a alors que par le théorème de Darboux linéaire : Deux espaces
symplectiques de même dimension sont deux à deux linéairement symplectomorphes 17.

Les structures Complexes : On appelle structure complexe la donnée d’un espace vectoriel
E que l’on munit d’un endomorphisme J : E 7−→ E tel que J2 = −Id. Toute structure complexe
est de dimension paire n = 2k et admet une 2-forme symplectique w ∈ Λ2(E) compatible (i.e.
w(Ju, Jv) = w(u, v) et w(u, Ju) > 0). On peut aussi vérifier que tout espace symplectique admet
une structure complexe. Ensuite, nous dirons qu’un triplet, qui est formé d’un produit scalaire
g ∈ E∗ ⊗ E∗, d’une 2-forme symplectique w ∈ Λ2(E) et d’un endomorphisme J : E 7−→ E
vérifiant que J2 = −Id, est compatible lorsque pour tout vecteur u et v dans E, on a que
g(u, v) = w(Ju, v) et w(u, v) = g(u, Jv). En particulier, il est à noter que deux éléments parmi
les trois constituant d’un triplet compatible en déterminent automatiquement le troisième.

11.2.2 Variété symplectique et symplectisé d’une variété de contact

Une variété symplectique est la donnée d’une variété différentielle M que l’on munit d’une
2-forme symplectique 18 w ∈ Ω2(M). Une telle variété est forcément de dimension n = 2k. De
plus, elle est orientable et admet pour forme volume :

ν =
1

n!
wk (11.2.2.2)

que l’on appelle la forme de Liouville.

Définition. Nous dirons qu’une sous-variété L ⊂M est lagrangienne lorsque tous ses espaces
tangents le sont aussi.

Ainsi, on sait que toute sous-variété de Lagrange est toujours de dimension k. En particulier,
il nous sera utile de remarquer qu’elles admettent des caractéristiques équivalentes aux sous-
variétés de Legendre en géométrie de contact.

Définition. On appelle variété métrique de contact la donnée d’une variété différentielle M
que l’on munit d’une métrique Riemannienne g ∈ Ω1(M)⊗Ω1(M) ainsi que d’une 1-forme α ∈
Ω1(M) et d’un morphisme de fibré J : ∆(M) 7−→ ∆(M) vérifiant les trois conditions suivantes :

17. Deux espaces symplectiques sont dits symplectomorphes s’ils sont isomorphes via un isomorphisme sym-
plectique.

18. Une 2-forme w est dite symplectique si les wx ∈ Λ2(TxM) sont des 2-formes linéaires symplectiques.
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1. Si εα ∈ ∆(M) est le dual métrique 19 de α, alors α(εα) = 1.

2. Pour tous champs de vecteurs X et Y , on a que dα(X,Y ) = g(JX, Y ).

3. Pour tout champ de vecteurs X, on a que J2X = −X + α(X)εα.

Il nous faut alors noter que si (M, g, α, J) est une variété métrique de contact, alors nous
avons bien que la structure (M,α) est une structure de contact dont le champ de Reeb 20 est εα.
En particulier, la métrique g vérifie l’expression suivante :

g(X,Y ) = α(X)α(Y ) + dα(X, JY ) (11.2.2.3)

Nous retrouvons aussi le même type de structure sur les variétés symplectiques en considérant
les structures complexes que nous avons vues précédemment. On appellera donc variété métrique
symplectique la donnée d’une 2k-variété différentielle M , que l’on munit d’une métrique Rie-
mannienne g ∈ Ω1(M) ⊗ Ω1(M), ainsi que d’une 2-forme symplectique w ∈ Ω2(M) et d’un
morphisme complexe 21 J : ∆(M) 7−→ ∆(M) vérifiant que pour tout champ de vecteurs u et v
dans ∆(M) on a que g(u, v) = w(Ju, v) et w(u, v) = g(u, Jv).

À présent, considérons (M,α) une (2k − 1)-variété de contact. Alors, on appelle symplec-
tisé de M la 2k-variété symplectique (M × R, d[etα]). En particulier, nous avons la propriété
suivante :

Propriété. Toute variété métrique de contact (M, g, α, J) induit une variété métrique symplec-
tique

(
M, g,w, J

)
où M = M × R, g = g + dt2, et w = d[etα] telle que J

∣∣
Ker α

= J |Ker α,

J · εα = −∂t et J · ∂t = εα.

Pour en savoir plus sur le symplectisé d’une variété de contact, nous pouvons nous référer
au cours de C.Stadtmuller (voir [106]). Enfin, nous considérons les définitions équivalentes aux
fibrés et aux immersions de Legendre, au regard des variétés symplectiques. Ainsi, on considère
les deux définitions suivantes :

Définition 11.2.1. Sur une variété symplectique (M,w), on dira que π : M 7−→→ β est une fi-
bration de Lagrange si toutes ses fibres sont des sous-variétés lagrangiennes.

Définition 11.2.2. Soient (M,w) une variété symplectique, alors on appelle immersion de
Lagrange toute immersion i : L 7−→M pour laquelle les dui(TuL) sont tous des sous-espaces
vectoriels lagrangiens.

Note. Aussi, on appelle front de Lagrange, pour i et π une immersion et un fibré de Lagrange,
la donnée de l’image x(L) ⊂ β et du paramétrage x := π ◦ i. Nous prendrons alors l’habitude de
noter x(L) ⊂ β les fronts lagrangiens sans mentionner le paramétrage afin de ne pas inutilement
alourdir notre texte.

11.2.3 Représentation d’un hérisson marginalement piégé par un front
lagrangien

Rappelons qu’au chapitre 3, nous avons défini la structure de contact qui correspond au fibré
des sphères En × Sn−1 et dont la forme de contact α est définie via l’expression (2.1.0.1). En

19. Le dual métrique d’une 1-forme w ∈ Ω1(M) est le champ de vecteurs V ∈ ∆(M) tel que wx = g(Vx, ·) pour
tout point x ∈M .

20. Pour rappel, sur une structure de contact (M,α), le champ de Reeb est l’unique champ de vecteurs ε ∈ ∆(M)
vérifiant que α(ε) = 1 et ε ∈ Ker dα.

21. Un morphisme de fibré J est dit complexe lorsque J2 = −Id.
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particulier, nous avons vu (voir propriété 2.2.1 page 49) que tout hérisson euclidien sur l’espace
En est le front legendrien d’une immersion de Legendre de la forme i(u) = (x(u), u), où x est
une application lisse.

Considérons donc le symplectisé
(
L4 × S2, w

)
de la variété de contact E3×S2 ainsi que le fibré

de Lagrange πL : L4 × S2 7−→→ E3 qui est défini via l’expression πL(x, t, u) = x. Par conséquent,
si h : S2 7−→ R est une fonction de support, alors on définit l’application Ih : S2 × R 7−→ L4 × S2

telle que :

Ih(u, t) = (xh−t(u), t, u), (11.2.3.4)

et qui est donc une immersion de Lagrange. Il nous faut alors remarquer que la 3-sous-variété
de Lagrange Lh = Ih

(
S2 × R

)
, qui est définie par l’immersion Ih, correspond à l’ensemble des

hérissons parallèles au hérisson Hh. En effet, tout hérisson euclidien parallèle à Hh est le front
legendrien correspondant à une section de Lh qui est de la forme Lth = ih−t

(
S2
)
, et où l’immersion

de Legendre ih−t : E3 × {t} × S2 7−→ E3 est définie telle que :

ih−t(u) = Ih(u, t) (11.2.3.5)

pour tout u ∈ S2.

Ensuite, sur la variété de contact
(
E3 × S2, α

)
, considérons l’endomorphisme complexe J tel

que, pour tout point (x, u) ∈ E3×S2 et vecteur
−→
W =

−→
X⊕
−→
V sur l’espace tangent T(x,u)

[
E3 × S2

]
=

E3 ⊕ TuS2, on a :

J(x, u) ·
−→
W =

(−→
V ,
−→
X − 〈

−→
X |u〉u

)
(11.2.3.6)

Par conséquent, en considérant la métrique g qui est définie via la relation (11.2.2.3), on
obtient une variété métrique de contact

(
E3 × S2, α, g, J

)
nous permettant de compléter le sym-

plectisé
(
L4 × S2, w

)
en considérant la métrique de Lorentz gL = g − dt2. Considérons donc

une fonction lisse h ainsi que H∂h le hérisson marginalement piégé correspondant à la 1-forme
exacte ∂h. Nous pouvons alors vérifier que l’application ι∂h : S2 7−→ L4 × S2, qui est définie via
l’expression :

ι∂h(u) = (y(u), u) (11.2.3.7)

correspond au paramétrage d’une surface marginalement piégée I∂h = ι∂h
(
S2
)

qui est incluse
dans la sous-variété lagrangienne Lh de L4 × S2. Plus précisément, on a que :

1. La première forme fondamentale est ι∗∂hgL =
(

1 + 1
4 (R1 −R2)

2
)
gS , avec gS étant la

métrique usuelle sur la sphère S2 et où R1(u) et R2(u) sont les rayons de courbure princi-
paux du hérisson euclidien qui est défini par la fonction de support h.

2. Le vecteur de courbure moyenne
−→
H : I∂h 7−→ T

[
L4 × S2

]
vérifie que

−→
H ◦ ι∂h(u) = (u,−1, 0) = εα ◦ ι∂h(u)− ∂t ◦ ι∂h(u)

avec εα(x, u) = (u, 0) ∈ E3 × TuS2 étant le champ de vecteur de Reeb défini sur la variété
de contact E3 × S2.

Il s’ensuit que le hérisson marginalement piégé H∂h est l’image de la surface marginalement
piégée I∂h via la projection du fibré de Lagrange πL : L4 × S2 7−→ L4 et, en particulier, on obtient
le diagramme commutatif suivant :
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S2 I∂h ⊂ Lh ⊂ L4 × S2

S2 H∂h ⊂ L4

ι∂h

Id πL
y∂h

Pour conclure, on a que tout hérisson marginalement piégé H∂h se relève, via le fibré de
Lagrange πL, sur une surface marginalement piégée I∂h qui est comprise dans la sous-variété
lagrangienne Lh et qui correspond à la famille des hérissons parallèles (Hh−t)t∈R. Nous retrouvons
donc bien un schéma équivalent à ce que nous connaissons pour les hérissons euclidiens.
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Chapitre 12

Les g-hérissons marginalement
piégés sur le lorentzianisé de
l’espace hyperbolique et de la
sphère.

Dans le chapitre précédent, nous avons introduit la notion de hérisson marginalement piégé,
qui correspond à la transformation de L-Gauss des hérissons euclidiens H ⊂ E3 et qui définit
ainsi une sous-catégorie de surfaces marginalement piégées. Dans ce chapitre, nous définissons et
étudions donc la transformée de L-Gauss des g-hérissons sur les variétés de Lorentz H3 × R et
S3 ×R. Pour cela, nous nous appuierons essentiellement sur les travaux de thèse de B.M.Xavier
(voir chapitre 5 de [110]) dans lesquels l’auteur étudie les transformations de L-Gauss d’hyper-
surfaces de l’espace hyperbolique et de la sphère. En particulier, il est justifié de considérer les
constructions introduites par B.M.Xavier comme étant équivalentes à celles que nous trouvons
dans l’article [82] de B.Palmer, sur lequel s’est appuyé Y.Martinez-Maure pour définir la notion
de hérisson marginalement piégé.

12.1 Définition de la notion de co-enveloppe et premières
propriétés

Dans cette section, nous adaptons aux lorentziarisés H3×R et S3×R les définitions 11.1.1 et
11.1.2 correspondant aux lignes lumière orientées et aux co-enveloppes des lignes lumière. Il est à
noter que pour éviter la répétition des mêmes arguments, nous ne traiterons, pour toute la suite
de ce chapitre et du chapitre suivant, que le cas des g-hérissons de l’espace hyperbolique. En
particulier, nous nous en tiendrons uniquement à définir la notion de g-hérissons marginalement
piégés sur le lorentziarisé H3 × R.

12.1.1 Les variétés de Lorentz H3×R et S3×R vues comme espaces des
sphères de l’espace hyperbolique et de la sphère.

Commençons par définir les variétés de Lorentz
(
H3 × R, gL

)
et
(
S3 × R, gL

)
, où la métrique

de Lorentz est donnée par gL = g − dt2, avec g étant respectivement la métrique usuelle sur

241
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H3 et sur S3. Nous appelons respectivement ces deux variétés de Lorentz les lorentziarisés
de l’espace hyperbolique H3 et de la sphère S3. Nous pouvons alors interpréter ces deux es-
paces comme étant les espaces des sphères orientées via les bijections φ : H3 × R 7−→ Γ

(
H3
)

et

φ : S3 ×
]
−π2 ,

π
2

[
7−→ Γ

(
S3
)
, où Γ

(
H3
)

et Γ
(
S3
)

sont les ensembles des sphères orientées 1, et qui
sont définies de sorte que l’image de tout point (x, r) correspond à la sphère géodésique orientée
S(x, |r|), dont le signe du scalaire r en définit l’orientation.

À présent, considérons Σ une hypersurface orientée et ν le champ orthonormal correspon-
dant à son orientation. Alors pour toute fonction lisse f : Σ 7−→ R, on considère la fonction
y : Σ 7−→ H3 × R (resp. y : Σ 7−→ S3 × R) définie comme suit :

y(x) = expx(f(x)νL(x)) (12.1.1.1)

où νL(x) = (ν(x),−1) et expx est la carte exponentielle centrée en (x, 0) dans H3×R ou S3×R.
On peut alors vérifier (voir proposition 13 page 46 de [110] pour plus de détails) que, pour une
surface Σ sans point ombilic et dont les courbures principales vérifient la condition :

k2
i > 1, (12.1.1.2)

alors l’application y, définie via (12.1.1.1), correspond au paramétrage d’une surface margina-
lement piégée si, et seulement si, la fonction f est le rayon de courbure moyenne. En particu-
lier, nous appelons transformée de L-Gauss l’application y définie via le rayon de courbure
moyenne. Pour en savoir plus, il est possible de consulter l’ouvrage [10] où l’on trouve une intro-
duction 2 à la géométrie de Laguerre pour des espaces non euclidiens.

12.1.2 Famille de géodésiques lumière orientées en e

Sur l’espace de Lorentz-Minkowski, une famille de lignes lumière (lu)u∈S2 est dite orientée
lorsque chaque ligne lumière lu est orientée par le vecteur uL = (u,−1). Il est alors clair qu’une
telle définition revient à comparer globalement les orientations des lignes lu. Par conséquent,
nous nous appuierons sur la méthode des géodésiques porteuses et transverses afin d’adapter la
définition de famille de lignes orientées sur le lorentzarisé H3×R. Pour cela, remarquons qu’une
famille (lu)u∈S2 , sur l’espace de Lorentz-Minkowski, est orientée si et seulement si la famille des

intersections Σu = E3 ∩ (lu)
⊥

correspond à une famille de plans qui est co-orientée. Considérons
donc une géodésique lumière l ⊂ H3 × R, alors on appelle orthogonal affine de la géodésique
l, et que l’on note (l)

⊥
, la partie telle que :

(l)
⊥

=
{
p ∈ H3 × R, tel que ∀q ∈ l, γpq⊥l

}
(12.1.2.3)

où, pour chaque couple de points p et q, la courbe γpq ⊂ H3 × R est la géodésique qui contient

les points p et q. Il nous faut alors vérifier que la partie (l)
⊥

est une surface totalement géodésique.

Pour cela, nous nous plaçons dans un cadre général en considérant Mn(k) une variété rie-
mannienne géodésiquement complète dont la courbure sectionnelle est constante et égale à

1. Il nous faut préciser que les sphères de rayon nul correspondent à des singletons et, par conséquent, n’ad-
mettent pas d’orientation.

2. Il est à noter que les constructions que nous adoptons ne correspondent pas exactement à ce que nous
trouvons dans l’ouvrage [10]. En particulier, dans l’ouvrage [10], l’espace des sphères de Laguerre correspond
au (x, SH(r)) que l’on regarde sur l’espace projectif P4, avec x étant un point du demi-hyperbolöıde H3, qui
correspond au centre de la sphère, et r étant un scalaire qui correspond au rayon de la sphère.
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k ∈ R. Nous savons alors qu’en tout point q = (x, t) ∈ Mn(k) × R, l’application exponen-
tielle expq : TxMn(k)⊕ R 7−→Mn(k)× R vérifie que l’image d’un p-sous-espace vectoriel est une

p-sous-variété totalement géodésique dans Mn(k)× R. Aussi, par définition, si p ∈ (l)
⊥

et q ∈ l
alors la géodésique γpq est comprise dans l’orthogonal (l)

⊥
et en particulier l ⊂ (l)

⊥
. Nous

obtenons alors le résultat suivant :

Propriété 12.1.1. Pour toute géodésique de type lumière l ⊂Mn(k)×R, la partie (l)
⊥

est une
hypersurface totalement géodésique. De plus, on a que :

(l)
⊥

= expp · Tp(l)
⊥

= expp · (Tpl)
⊥

(12.1.2.4)

pour tout point p ∈ l.

Démonstration. Considérons donc l ⊂Mn(k)×R une géodésique de type lumière et définissons,
pour tout point q ∈ l, la partie :

Kq = {p ∈Mn(k)× R, tel que γpq⊥l}

Il est alors clair que, via la carte exponentielle expq : Tq[Mn(k)× R] 7−→Mn(k)× R centrée

au point q, la partie Kq correspond à exp−1
q · (lq)

⊥gLq , où lq = exp−1
q (l), et est ainsi une hyper-

surface totalement géodésique.

Ensuite, considérons deux points q et q′ dans l, ainsi que p ∈ Kq. Alors, la (ou les) géodésique(s)
γpq contenant les points p et q est (sont) orthogonale(s) à la géodésique lumière l. De plus, sa-

chant que Kq = exp−1
q · (Tql)

⊥gLq , en considérant les points w = exp−1
q (p) et v = exp−1

q (q′) (ou
qui vérifient uniquement que p = exp(w) et q′ = expq(v) dans le cas où l’exponentielle n’est pas
injective), il est immédiat que :

P = 〈w, v〉 ⊂ (Tql)
⊥gLq

où Tql = exp−1
q (l) = Rv.

À présent, considérons γpq′ : [0, 1] 7−→Mn(k)× R une géodésique qui passe par les points p
et q′ aux instants respectifs t = 0 et t = 1. Il nous faut donc vérifier que γpq′ ⊂ Kq.

Figure 12.1 – Positionnement de la géodésique γpq′ sur le plan P.

Supposons que ∂tγpq′(0) /∈ Tp
[
exp−1

q (P)
]
. Il est alors clair que −→ν 0 =

(
dwexpq

)−1 · ∂tγpq′(0)
n’est pas sur le plan P = 〈w, v〉. Par propriété de l’exponentielle sur les espaces à courbure
sectionnelle constante, on sait que exp−1

q (γpq′) ⊂ 〈w,−→ν 0〉, et en particulier v ∈ 〈w,−→ν 0〉. Par
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conséquent, étant de même dimension, on obtient que P = 〈v, w〉 = 〈w,−→ν 0〉, ce qui contredit
l’hypothèse initiale. Ainsi, ∂tγpq′(0) ∈ Tp

[
exp−1

q (P)
]

et comme expq(P) est une surface totale-
ment géodésique, alors γpq′ ⊂ expq(P).

On sait donc que −→ν 1 =
(
dvexpq

)−1 · ∂tγpq′(1) ∈ P et alors, le vecteur −→ν 1 est orthogonal
selon le produit gLq à la droite Tql = Rv. De plus, par le lemme de Gauss, on obtient :

〈dvexpq · −→ν 1|dvexpq · v〉q′ = 〈−→ν 1|v〉q = 0

et donc on a bien que p ∈ Kq′ . En particulier, on obtient que Kq = Kq′ . Ainsi, pour tout q0 ∈ l,
l’orthogonal de la géodésique l satisfait la relation suivante :

(l)
⊥

=
⋂
q∈l

Kq = Kq0 = expq0 · (Tq0 l)
⊥gLq0

ce qui donne le résultat recherché.

Propriété 12.1.2. Si l ⊂ H3 ×R est une géodésique de type lumière, alors l’intersection H3 ∩ l
est non vide et correspond à un singleton {x}. De plus, la géodésique vérifie la relation suivante :

l = expx(RuL), (12.1.2.5)

où uL = (u,−1) avec u ∈ S2
x.

Démonstration. Soit q = (xq, tq) ∈ l un point sur la géodésique. On a alors Tql = R−→ν où
−→ν = (−→v , T ) = −T (uq,−1) avec uq ∈ S2

x0
. Par conséquent, en remarquant que la géodésique l

est paramétrée par

l(t) =
(
expxq (tuq), tq − t

)
,

on obtient le résultat recherché.

Notation 12.1.1. Pour tout point x ∈ H3 et pour tout vecteur u ∈ S2
x, nous noterons uL le

vecteur (u,−1) ∈ Tx
[
H3 × R

]
.

Pour conclure cette section, il est clair, par les propriétés 12.1.1 et 12.1.2 que nous avons vu
précédemment, que pour toute géodésique de type lumière l ⊂ H3 × R, l’intersection H3 ∩ (l)

⊥

forme un g-hyperplan 3. Par conséquent, considérons l une géodésique lumière orientée et x
l’unique point de l’intersection H3 ∩ l. Alors, si l’orientation de la géodésique l correspond, au
point x, à un vecteur de la forme uL = (u,−1) ∈ Tx

[
H3 × R

]
, on définit le g-hyperplan orienté :

(l)
⊥
0 = H3 ∩ (l)

⊥
(12.1.2.6)

dont l’orientation est définie par le vecteur u.

Définition 12.1.1. Soit e ∈ H3 un point de référence. On appelle famille de géodésiques
lumière orientées en e toute famille lisse (lu)u∈S2e

de géodésiques orientées de type lumière,

qui est orientée en temps négatif 4 , telle que la famille des g-hyperplans orientés (lu)
⊥
0 soit co-

orientée en e.

3. En effet, il suffit de constater qu’en considérant x comme étant l’unique point dans l’intersection H3 ∩ l,
alors on a que H3 ∩ (l)⊥ = expx

(
TxH3 ∩ (Txl)

gLx
)
.

4. Nous dirons qu’une géodésique de type lumière l ⊂ H3×R est orientée en temps négatif lorsqu’en tout point
x ∈ l, son orientation est définie par un vecteur de la forme uL = (u,−1).
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Avertissement 12.1.1. Afin d’éviter de surcharger inutilement le texte, nous nous permettrons
de considérer les familles de géodésiques lumière comme étant des familles de géodésiques de type
lumière, sans mentionner leur orientation.

Remarque 12.1.1. Soit (lu)u∈S2e une famille de géodésiques lumière orientées en e. Il est clair

que pour tout u ∈ S2
e, l’orientation de la géodésique lu est définie par le transport parallèle du

vecteur uL = (u,−1) ∈ Te
[
H3 × R

]
, le long de la géodésique γu ⊂ H3 qui passe par le point e à

la vitesse u.

12.1.3 Éléments de base sur le laplacien et l’opérateur de Hodge

Dans la section précédente, nous avons défini la notion de famille de géodésiques lumière
orientées en e ∈ Hn, correspondant à la généralisation naturelle des familles de lignes lumière
orientées dont la co-enveloppe définit la notion de hérissons marginalement piégés. Il est donc
nécessaire de définir la notion de co-enveloppe de famille de géodésiques de type lumière en
adaptant la définition 11.1.2 sur le lorentziarisé H3 × R. Pour ce faire, il est nécessaire de faire
quelques rappels concernant l’opérateur de Laplace-Beltrami et la co-différentielle de Hodge.

Considérons donc une variété riemannienne (M, g) et sa connexion de Levi-Civita, notée
∇ : ∆(M) 7−→ Ω1(M)⊗∆(M). Soit f : M 7−→ R une fonction lisse. On définit alors l’opérateur
de Laplace-Beltrami comme suit :

∆g(f) = Tr ∇∗(df) (12.1.3.7)

où Tr est la trace orthonormale 5 et ∇∗ est le dual de la connexion ∇. La co-différentielle de
Hodge, notée δg, est alors l’adjoint de la différentielle d par rapport à l’extension de la métrique
g sur le fibré des formes Ω(M). En effet, il existe une unique métrique sur le fibré des formes
différentielles Ω(M) telle que :

1. Pour α ∈ Ωp(M) et β ∈ Ωq(M) avec p 6= q, on a 〈α|β〉 = 0.

2. Si u1, · · · , up ∈ ∆(M) et v1, · · · , vp ∈ ∆(M) sont deux familles de champs de vecteurs,
alors 〈g · u1 ∧ · · · ∧ g · up|g · v1 ∧ · · · ∧ g · vp〉 = det( 〈ui|vj〉)ij .

Le co-différentiel de Hodge δg : Ω(M) 7−→ Ω(M) est donc l’unique morphisme de R-algèbre
gradué de degré −1 tel que, pour toute p-forme α ∈ Ωp(M) et (p− 1)-forme β ∈ Ωp−1(M),

on ait 〈α|dβ〉 = 〈δg(α)|β〉. À présent, il nous faut considérer la relation entre le co-différentiel
de Hodge et l’opérateur de Laplace-Beltrami. Rappelons que l’opérateur de Hodge-Laplace est
défini comme suit :

∆ = δg ◦ d+ d ◦ δg (12.1.3.8)

Ainsi, pour une fonction lisse f : M 7−→ R, on a ∆g(f) = −∆(f) = −δg(df), où ∆g est
l’opérateur de Laplace-Beltrami défini via la relation (12.1.3.7). Pour en savoir plus, on peut
se référer aux ouvrages [8] et [48], qui offrent un contenu largement suffisant pour nos futurs
développements. Il est également possible de considérer les cours de C.Voisin (voir [109]) qui
proposent une présentation exhaustive et claire de la Théorie de Hodge.

5. Si (M, g) est une variété riemannienne et f ∈ Ω1(M)⊗Ω1(M) une forme symétrique, alors on appelle trace
orthonormale en un point x ∈ M , le nombre Tr(f)x = fx(e1)e1 + · · · + fx(en)en, où e1, · · · , en forment une
base orthonormale de TxM . Il est à noter que le nombre Tr(f)x, ainsi défini, ne dépend pas du choix de la base
orthonormale. De plus, nous pouvons généraliser cette définition aux tenseurs symétriques T ∈ Ω1(M)⊗Ω1(M)⊗
∆(M).
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Dans la suite, nous devons envisager un cadre plus général en étendant l’opérateur de Hodge
et l’opérateur de Laplace-Beltrami à un fibré métrique. En effet, dans le cas des g-hérissons, il
est nécessaire de définir le laplacien ∆(y) et le co-différentiel δ(dy) pour une application lisse
y : S2

e 7−→ H3 × R. Considérons donc une application lisse x : M 7−→ N entre deux variétés de
Riemann (M, g) et (N, gN ), et où∇M et∇N sont les connexions de Levi-Civita pour les métriques
respectives g et gN . En considérant la connexion induite :

∇ = ∇∗M ⊗ x∗∇N : Γ0(TM∗ ⊗ x∗TN) 7−→ Ω1(M)⊗ Γ0(TM∗ ⊗ x∗TN), (12.1.3.9)

nous définissons alors l’opérateur de Laplace-Beltrami pour l’application x en adaptant
l’expression (12.1.3.7) via la connexion ∇ comme suit :

∆g(x) = Tr ∇(dx) (12.1.3.10)

Ensuite, considérons (M, g) une variété de Riemann ainsi que p : E 7−→M un fibré métrique,
où gE ∈ Γ0(E)

∗⊗Γ0(E)
∗

est la métrique et où ∇ : Γ0(E) 7−→ Ω1(M)⊗ Γ0(E) est une connexion
métrique pour gE . En considérant d∇ : Γ(E) 7−→ Γ(E) la dérivation covariante extérieure 6, avec
Γ(E) = Ω(M)⊗Γ0(E), ainsi que g∇ = g⊗ gE le produit des métriques, où g est le prolongement
de la métrique de M sur le fibré des formes, on définit alors le co-différentiel δ∇ : Γ(E) 7−→ Γ(E)
comme étant l’adjoint de d∇ pour le produit g∇. Par conséquent, pour tout α ∈ Γp(E), avec
Γp(E) = Ωp(M)⊗ Γ0(E), et β ∈ Γp−1(E) nous avons que :

〈α|d∇(β)〉 = 〈δ∇(α)|β〉 (12.1.3.11)

Le co-différentiel δ∇ correspond donc au prolongement sur Γ(E) du co-différentiel de Hodge
de M . On retrouve ainsi l’opérateur de Hodge-Dirac ∂ = d∇+δ∇ ainsi que l’opérateur de Hodge-
Laplace ∆ = ∂2 = d∇ ◦ δ∇ + δ∇ ◦ d∇.

Par conséquent, si l’on considère une fonction lisse x : M 7−→ N , avec (M, g) et (N, gN ) étant
deux variétés de Riemann, alors on définit la co-différentiel de la différentielle dx, que nous

noterons δg(dx) tel que δg(dx) = δx
∗∇N (dx), avec ∇N étant la connexion de Levi-Civita associée

à la métrique gN . Après quelques calculs via la carte exponentielle sur N , nous obtenons :

∆g(x) = −δg(dx) (12.1.3.12)

où ∆g est l’opérateur de Laplace-Beltrami. Il nous faut alors noter que l’opérateur de Hodge et
l’opérateur de Laplace-Beltrami, ainsi définis, dépendent du choix d’une métrique sur la variété
M .

12.1.4 Définition et propriétés de la notion de co-enveloppe

Considérons y : Γ ↪−→M le paramétrage d’une surface immergée, avec (M, g) étant une 4-
variété de Lorentz. Si I est la première forme fondamentale de y, alors on peut vérifier que le
vecteur de courbure moyenne 7 admet pour expression :

H(u) =
1

2
∆I(y) (12.1.4.13)

6. La dérivation covariante extérieure correspond au prolongement de la dérivation extérieure de Ω(M) sur

Γ(E) = Ω(M)⊗ Γ0(E) tel que d∇(w ⊗ σ) = dw ⊗ σ + (−1)kw ∧∇(σ) avec k étant le degré de w.
7. Si y : Γ ↪−→M est le paramétrage d’une surface immergée, alors on rappelle que le vecteur de courbure

moyenne est défini par la trace orthonormale de la deuxième forme fondamentale.
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Ainsi, sur l’espace de Lorentz-Minkowski, comme les formes fondamentales d’une immersion
de Legendre vérifient que I ∼ III ∼ gS (voir [82] pour en savoir plus), il est alors clair que,
la condition de co-contact 〈δ(dy)|uL〉 = 0 (voir définition 11.1.2 page 229) étant définie via la
co-différentielle de Hodge correspondant à la métrique usuelle de la sphère, on a forcément que
toute co-enveloppe de famille de lignes lumière orientées correspond à une surface marginalement
piégée en ses points non ombilic.

Au chapitre 13 nous étudions les propriétés des co-enveloppes de familles de géodésiques
lumière en définissant la co-différentielle de Hodge à partir de la métrique usuelle de la sphère S2

e.
En particulier, nous comprenons alors (voir section 13.2 pour plus de détails), que les propriétés
que l’on obtient ne sont pas suffisantes. Par conséquent, il nous faut définir la notion de co-
enveloppe relativement au choix d’une métrique sur la sphère. Pour cela, on considère (lu)u∈S2e
une famille de géodésiques orientées en e ∈ H3 ainsi qu’une métrique g ∈ Ω1

(
S2
e

)
⊗Ω1

(
S2
e

)
. Alors,

on considère la définition suivante :

Définition 12.1.2. On appelle g-co-enveloppe d’une famille (lu)u∈Σ de géodésiques lumière, où
(Σ, g) est une 2-variété de Riemann, la donnée de l’image y(Γ) et d’une application y : Σ 7−→ H3 × R,
que l’on appelle paramétrage, et qui vérifie les trois conditions ci-dessous :

1. Pour tout u ∈ Σ, y(u) ∈ lu.

2. Pour tout u ∈ Σ et −→v ∈ TuΣ, duy · −→v ⊥gLTy(u)lu.

3. Pour tout u ∈ Σ, δg(dy)u⊥gLTy(u)lu.

Note. Nous appellerons condition de contact la deuxième condition et condition de co-
contact la troisième condition.

Avertissement 12.1.2. Afin de ne pas alourdir inutilement notre texte, nous nous permet-
trons de considérer une g-co-enveloppe comme étant une partie sur le lorentzarisé H3 × R, sans
mentionner le paramétrage.

Notation 12.1.2. Nous noterons gL = g0 − dt2 la métrique sur le lorentzarisé H3 × R, où g0

est la métrique usuelle de l’espace hyperbolique.

À présent, il nous faut établir les relations entre les g-hérissons de l’espace hyperbolique ainsi
que les familles de géodésiques lumière orientées et leurs g-co-enveloppes, où g est une métrique
quelconque qui est définie sur la sphère S2

e. En particulier, nous pouvons dès à présent com-
prendre que, comme nous l’avons vu pour les g-hérissons de l’espace hyperbolique, il est possible
de définir des familles de géodésiques lumière orientées sur le lorentzarisé H3×R qui n’admettent
pas de g-co-enveloppe.

Considérons donc H ⊂ H3 un g-hérisson centré en e de l’espace hyperbolique, dont le pa-
ramétrage est x : S2

e 7−→ H3 et le champ orthonormal est N : S2
e 7−→ TH3. Alors, nous pouvons

définir une famille de géodésiques lumière orientées en e telle que :

lu = expx(u)(RNL(u)) (12.1.4.14)

où NL(u) = (N(u),−1).

Nous appelons alors famille de géodésiques lumière orientées engendrée par le g-
hérisson H la famille de géodésiques lumière orientées ainsi définies. Remarquons en particulier
que la famille des (lu)

⊥
0 = H3 ∩ (lu)

⊥
correspond à la famille des g-hyperplans co-orientés en e

du g-hérisson H. Ainsi, on obtient la propriété suivante :
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Propriété 12.1.3. Toute famille de géodésiques lumière orientées centrée en e admettant une
g-co-enveloppe (quel que soit le choix de la métrique g sur la sphère) est engendrée par un g-
hérisson centré en e.

Démonstration. Considérons donc (lu)u∈S2e une famille de géodésiques lumière orientées en e. Par

définition, nous savons que les Σu = (lu)
⊥
0 = H3 ∩ (lu)

⊥
forment une famille de g-hyperplans

co-orientés en e. Si h : S2
e 7−→ R est la fonction de support, alors considérons l’application x0 et

le champ de vecteurs N qui sont définis via les expressions (4.3.0.7) page 93. Il est alors clair

que les g-hyperplans de la famille (Σu)u∈S2e
vérifient la relation Σu = expx0(u)〈N(u)〉⊥. Ensuite,

par la propriété 12.1.2, on peut définir l’application x : S2
e 7−→ H3 telle que pour tout u ∈ S2

e,
x(u) ∈ H3 ∩ lu. On peut alors vérifier, via la carte exponentielle, que l’application x est lisse. De
plus, pour tout u ∈ S2

e, on a que :

lu = expx(u)(RNL(u))

où NL(u) = (N(u),−1).

Supposons que la famille de géodésiques lumière (lu)u∈S2e admette une g-co-enveloppe (pour

une métrique g donnée), paramétrée par y : S2
e 7−→ H3 × R. Alors, par définition, il existe nécessairement

une fonction lisse f : S2
e 7−→ R telle que :

y(u) = expx(u)(f(u)NL(u))

En considérant η:(u) = ϕx(u),y(u) ·NL(u), où ϕx(u),y(u) : Tx(u)

[
H3 × R

]
7−→ Ty(u)

[
H3 × R

]
est

le transport parallèle le long de la géodésique γNL(u) passant par le point x(u) à la vitesse NL(u),
on obtient que y et η: satisfont les expressions suivantes : y(u) = (yE(u),−f(u)) avec yE(u) = SH f(u)N(u) + CH f(u)x(u)

η:(u) = (η(u),−1) avec η(u) = CH f(u)N(u) + SH f(u)x(u)

Comme y est le paramétrage de la g-co-enveloppe de la famille de géodésiques lumière (lu)u∈S2e
,

la condition de contact est équivalente à la condition 〈duy · −→v |η:(u)〉 = 0. Ainsi, après quelques
calculs, on obtient que :

〈duy · −→v |η:(u)〉 = 〈duyE · −→v |η(u)〉 − 〈
−→
∇f(u)|−→v 〉

= (CH f(u))
2 〈
−→
∇f(u)|−→v 〉+ (CH f(u))

2 〈dux · −→v |N(u)〉 − (SH f(u))
2 〈
−→
∇f(u)|−→v 〉 − 〈

−→
∇f(u)|−→v 〉

= (CH f(u))
2 〈dux · −→v |N(u)〉 = 0

En conséquence, l’application x : S2
e 7−→ H3 satisfait bien la condition de contact pour la

famille de g-hyperplans (Σu)u∈S2e .

Par la propriété 12.1.3, nous savons que toute g-co-enveloppe d’une famille de géodésiques
lumière orientées correspond à la transformée d’un g-hérisson. Aussi, en adaptant le théorème
6.4.1 page 152 aux familles de géodésiques lumière, nous obtenons la propriété suivante :

Propriété 12.1.4. Toute famille de géodésiques lumière orientées en un point e ∈ H3 admettant
une g-co-enveloppe (quelle que soit le choix de la métrique) est orientée en tout point.
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Démonstration. La démonstration de cette propriété découle directement du théorème 6.4.1 page
152. En effet, si (lu)u∈S2e est une famille de géodésiques lumière orientées en e admettant une

g-co-enveloppe, alors par la propriété 12.1.3 nous savons que la famille (lu)u∈S2e
est engendrée par

H ⊂ H3, un g-hérisson centré en e. Par conséquent, via le théorème 6.4.1, le g-hérissonH est aussi
centré en v0, où v0 est un second point de référence. La famille de géodésiques lumière orientées
(lu)u∈S2e étant définie par le g-hérisson H, il est évident que via la fonction de réindexation, la

famille de géodésiques lumière (lu)u∈S2e
est une famille de géodésiques lumière orientées en v0.

Nous comprenons donc que la notion de g-hérisson marginalement piégé, que nous définirons
naturellement par des g-co-enveloppes de familles de géodésiques lumière orientées (pour une
métrique g à déterminer), ne dépendra pas du choix du point de référence sur l’espace hyperbo-
lique H3. Il est à noter que ce dernier résultat n’est vrai que pour les g-hérissons marginalement
piégés sur le lorentziarisé H3 × R.

12.2 Théorème d’existence des g-hérissons marginalement
piégés

Dans cette section, nous démontrons l’existence de g-hérissons marginalement piégés et qui
correspondent à des w-co-enveloppes de familles de géodésiques lumière orientées dont nous
étudions les propriétés. En particulier, nous observerons que, bien que nous retrouvions des
résultats équivalents à ceux observés dans l’espace de Lorentz-Minkowski, la question des hérissons
marginalement piégés est nettement plus difficile sur les variétés de Lorentz dont la courbure est
non-nulle.

Commençons par remarquer que, pour toute métrique w sur la sphère S2
e, avec e ∈ H3 étant

un point de référence, le paramétrage de la w-co-enveloppe d’une famille de géodésiques lumière
orientées en e qui est définie par un g-hérisson de paramétrage x, admet pour expression :

y(u) = expx(u)(f(u)NL(u)) (12.2.0.1)

où f : S2
e 7−→ R est une fonction lisse.

Notation 12.2.1. Si H ⊂ H3 est un g-hérisson centré en e et dont le champ orthonormal est
N , alors on considère le champ de vecteurs NL : S2

e 7−→ x∗T
[
H3 × R

]
tel que :

NL(u) = (N(u),−1) (12.2.0.2)

pour tout u ∈ S2
e.

On peut alors constater que chaque vecteur NL(u) correspond à l’orientation de la géodésique
lumière lu au point x(u). Ainsi, en cas d’existence de la w-co-enveloppe, on considère η: : S2

e 7−→ y∗T
[
H3 × R

]
le champ de vecteurs correspondant à l’orientation des géodésiques lumière lu aux points y(u),
tel que :

η:(u) = ϕx(u),y(u) ·NL(u), (12.2.0.3)

où ϕx(u),y(u) : Tx(u)

[
H3 × R

]
7−→ Ty(u)

[
H3 × R

]
est le transport parallèle le long de la géodésique

lu. En particulier, on obtient que les conditions de contact et de co-contact, que nous avons
introduites via la définition 12.1.2, sont équivalentes à :
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〈dy|η:〉 = 0 et 〈∆w(y)|η:〉 = 0 (12.2.0.4)

où 〈·|·〉 est la forme usuelle de signature (3, 2) sur l’espace L4 × R.

Propriété 12.2.1. Pour toute fonction f : S2
e 7−→ R, l’application y : S2

e 7−→ H3 × R, définie via
la relation (12.2.0.1) et correspondant à la fonction f , vérifie la condition suivante :

〈dy|η:〉 = 0 (12.2.0.5)

et qui correspond à la condition de contact de la définition 12.1.2.

Démonstration. Considérons donc les applications yE(u) = CH f(u)x(u) + SH f(u)N(u) et
η(u) = SH f(u)x(u) + CH f(u)N(u). Nous savons alors que y(u) = (yE(u),−f(u)) et η:(u) =
(η(u),−1) et après quelques calculs, nous obtenons :

〈duyE · −→v |η(u)〉 = SH f(u)[CH f(u) 〈duN · −→v |N(u)〉+ SH f(u) 〈duN · −→v |x(u)〉] + duf(−→v )

et comme 〈duN · −→v |N(u)〉 = 0 et 〈duN · −→v |x(u)〉 = 0, nous obtenons le résultat recherché.

Considérons à présent H ⊂ H3 un g-hérisson centré en e ainsi que h, x et N correspondant
respectivement à sa fonction de support, son paramétrage et son champ orthonormal. Il est alors
naturel de définir les première et troisième formes fondamentales comme suit :

Iu(−→v 1,
−→v 2) = 〈dux · −→v 1|dux · −→v 2〉 et IIIu(−→v 1,

−→v 2) = 〈∇(N)u ·
−→v 1|∇(N)u ·

−→v 2〉 (12.2.0.6)

avec −→v 1 ∈ TuS2
e et −→v 2 ∈ TuS2

e. Notons que ∇ étant la connexion induite par x, alors ∇(N)u
correspond à la différentielle duN en considérant N comme étant une fonction à image dans R4.
Nous pouvons alors considérer la forme symétrique :

w = III − I ∈ Ω1

(
S2
e

)
⊗ Ω1

(
S2
e

)
, (12.2.0.7)

Remarque 12.2.1. Si H ⊂ H3 est un g-hérisson centré en e et si l’on considère le morphisme
de fibré φu := ∇(N)

−1
u ◦ dux : TuS2

e 7−→ TuS2
e, alors nous avons nécessairement :

I(−→v 1,
−→v 2) = III(φ · −→v 1, φ · −→v 2) (12.2.0.8)

pour tous champs de vecteurs −→v 1 ∈ ∆
(
S2
e

)
et −→v 2 ∈ ∆

(
S2
e

)
.

Propriété 12.2.2. Si x : Sn−1
e 7−→ Hn et N : Sn−1

e 7−→ THn sont respectivement le paramétrage
et le champ orthonormal d’un g-hérisson H ⊂ Hn, alors on a :

〈∇(N)u ·
−→v 1|dux · −→v 2〉 = 〈dux · −→v 1|∇(N)u ·

−→v 2〉 (12.2.0.9)

pour tous vecteurs −→v 1 et −→v 2 dans TuS2
e.

Démonstration. Considérons u0 ∈ Sn−1
e et x0 = x(u0). Par le théorème 6.4.1, nous savons que le

g-hérisson H est centré en x0. En particulier, la fonction de réindexation φ : Sn−1
e 7−→ Sn−1

x0
est

un difféomorphisme. Soit le vecteur v0 = φ(u0) ∈ Sn−1
x0

. Si xx0 : Sn−1
x0
7−→ Hn, hx0 : Sn−1

x0
7−→ R

et Nx0
: Sn−1

x0
7−→ THn sont respectivement le paramétrage, la fonction de support et le champ

orthonormal centré en x0, alors on peut vérifier que :

dv0xx0 · −→v = Hess(hx0)v0 ∗
−→v et ∇(Nx0)v0 ·

−→v = −→v
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et ainsi il est immédiat que

〈dv0xx0 · −→v 1|∇(Nx0)v0 ·
−→v 2〉 = 〈∇(Nx0)v0 ·

−→v 1|dv0xx0 · −→v 2〉 (12.2.0.10)

pour tout couple de vecteurs −→v 1 et −→v 2 dans Tv0Sn−1
x0

. À partir de la relation (12.2.0.10), on
obtient la relation (12.2.0.9) en remarquant que x = xx0 ◦ φ et N = Nx0 ◦ φ.

En conséquence, l’endomorphisme 8 φ est symétrique par rapport à la troisième forme fon-
damentale. En particulier, la forme w est une forme bilinéaire symétrique telle que Id − φ2

correspond à l’endomorphisme symétrique qui lui est associé. Par conséquent, nous appellerons
valeur propre de H en u les valeurs propres de l’endomorphisme φu. Il nous faut alors noter
qu’un scalaire r ∈ R est une valeur propre de H en u si, et seulement si, il existe un vecteur
−→v ∈ TuS2

e qui vérifie la relation suivante :

dux · −→v = rduN · −→v (12.2.0.11)

où x et N correspondent au paramétrage et au champ orthonormal du g-hérisson.

Définition 12.2.1. Considérons H ⊂ H3 un g-hérisson centré en e ainsi que, pour u ∈ S2
e, les

valeurs propres r1 et r2. Si les ri appartiennent à l’intervalle ]−1, 1[, alors on appelle rayon de
courbure principal les scalaires R1 et R2 définis par :

Ri = ArcTH(ri) (12.2.0.12)

Remarque 12.2.2. Il est clair que les fonctions formées par les valeurs propres d’un g-hérisson
ainsi que les fonctions des rayons de courbure principaux ne sont pas nécessairement de classe
C∞.

Ensuite, considérons la fonction de courbure rh(u) = det(φu) (voir remarque 4.4.1 page 99)
ainsi que la fonction trace T (u) = Tr(φu). On définit alors la fonction rayon de courbure
moyenne comme étant la fonction R : S2

e 7−→ R telle que :

R(u) =
1

2
(R1 +R2) =

1

2
ArcTH

(
T (u)

1 + rh(u)

)
(12.2.0.13)

et dont la condition d’existence est :

T (u)
2
< (1 + rh(u))

2
, (12.2.0.14)

pour tout u ∈ S2
e.

Définition 12.2.2. Si H ⊂ H3 est un g-hérisson centré en e vérifiant la condition (12.2.0.14),
alors on appelle transformé de L-Gauss du g-hérisson H la donnée de la partie y

(
S2
e

)
, à

laquelle on associe le paramétrage :

y(u) = expx(u)(R(u)NL(u)) (12.2.0.15)

pour tout u ∈ S2
e.

Théorème 12.2.1. Toute famille de géodésiques lumière engendrée par un g-hérisson de H3

et dont les valeurs propres r1 et r2 sont comprises dans l’intervalle ]−1; 1[ admet une unique
w-co-enveloppe correspondant au transformé de L-Gauss du g-hérisson considéré.

8. Précisons que par endomorphisme, nous entendons un endomorphisme de fibré sur le fibré vectoriel TS2
e.
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Démonstration. Considérons donc H ⊂ H3 un g-hérisson centré en e ainsi que x : S2
e 7−→ H3 et

N : S2
e 7−→ TH3, étant respectivement le paramétrage et le champ orthonormal du g-hérisson

considéré. Nous considérons également la forme w = III − I ∈ Ω1

(
S2
e

)
⊗Ω1

(
S2
e

)
, qui correspond

à la forme (12.2.0.7) que nous avons introduite précédemment. Il nous faut alors noter que, les
valeurs propres du g-hérisson étant sur l’intervalle ]−1; 1[, nous avons donc :

1− r2
1 > 0 et 1− r2

2 > 0

pour tout u ∈ S2
e. Par conséquent, il est clair que la forme w ainsi définie correspond à une

métrique riemannienne définie sur la sphère S2
e.

Pour u0 ∈ S2
e, considérons une base propre, formée par les vecteurs

−→
V 1 et

−→
V 2, pour l’endo-

morphisme φu0
et qui correspond également à une base orthonormale pour la forme IIIu0

. Il

nous faut alors remarquer que la famille formée par les vecteurs du0N ·
−→
V 1, du0N ·

−→
V 2 et N(u0)

constitue une base orthonormale de l’espace tangent Tx(u0)H3. Nous pouvons alors construire
une base orthonormale pour la forme wu0

en considérant la famille des vecteurs :

−→v 1 =
1√

1− r2
1

−→
V 1 et −→v 2 =

1√
1− r2

2

−→
V 2

où r1 et r2 sont les valeurs propres en u0.

Ainsi, si ψ : Ω ⊂ S2
e 7−→ TeS2

e est la carte exponentielle centrée en u0, où Ω = S2
e \ {−u0},

considérons le repère différentiel défini par les champs de vecteurs ∂1 : Ω 7−→ TS2
e et ∂2 : Ω 7−→ TS2

e

tels que :

∂1(u) = (duψ)
−1 · −→v 1 et ∂2(u) = (duψ)

−1 · −→v 2 (12.2.0.16)

pour tout u ∈ Ω.

L’intérêt de ce repère, qui est le repère différentiel induit par la base orthonormale β =
(−→v 1,

−→v 2) via la carte exponentielle, est que le gradient et l’opérateur de Laplace-Beltrami associés
à la métrique w vérifient en u0 les expressions suivantes :

−→
∇wf(u0) = ∂1f(u0)−→v 1 + ∂2f(u0)−→v 2 et ∆w(f)u0

= ∂2
1f(u0) + ∂2

2f(u0)

pour f : S2
e 7−→ R étant une fonction lisse.

Considérons donc (lu)u∈S2e la famille des géodésiques lumière orientées en e engendrées par le

g-hérissonH. En particulier, nous savons que chaque lu est la géodésique passant par le point x(u)
à la vitesse NL(u) = (N(u),−1). Si y : S2

e 7−→ H3 × R est le paramétrage d’une w-co-enveloppe
de la famille des lu, alors il existe nécessairement une fonction lisse f : S2

e 7−→ R telle que, pour
tout u ∈ S2

e :

y(u) = expx(u)(f(u)NL(u)) = (yE(u),−f(u)) (12.2.0.17)

où yE(u) = CH f(y)x(u) + SH f(y)N(u).

De plus, en considérant le champ de vecteurs η: : S2
e 7−→ T

[
H3 × R

]
défini via l’expression

(12.2.0.3), et par la propriété 12.2.1, nous savons que la condition nécessaire et suffisante pour
que y corresponde au paramétrage d’une co-enveloppe de la famille des lu est :
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〈∆w(y)u|η
:(u)〉 = 0 (12.2.0.18)

pour tout u ∈ S2
e. De plus, il est à noter, que par définition, il est clair que l’application η: admet

pour expression :

η:(u) = (η(u),−1)

avec η(u) = SH f(y)x(u) + CH f(y)N(u).

Une première étape de calcul consiste donc à déterminer le laplacien ∆w(x)u0
. Pour cela,

nous devons commencer par constater que ∆w(y)u0
=
(
∆w(yE)u0

,−∆w(f)u0

)
, et ainsi, nous

obtenons la relation suivante :

〈∆w(y)u0
|η:(u0)〉 = 〈∆w(yE)u0

|η(u0)〉 −∆w(f)u0

Aussi, en plongeant H3 dans l’espace de Lorentz-Minkowski L4 via l’injection canonique et
en considérant yE à image dans L4, alors considérons ∆S

w(yE) l’opérateur de Laplace-Beltrami
de yE entre

(
S2
e, w

)
et
(
L4, 〈·|·〉

)
. On peut alors vérifier que le laplacien ∆S

w(yE) admet pour
expression :

∆S
w(yE)u =

(
∆w

(
y

(1)
E

)
u
, · · · ,∆w

(
y

(4)
E

)
u

)
, (12.2.0.19)

où les y
(i)
E correspondent aux fonctions coordonnées. Nous définissons aussi, par le même procédé,

les laplaciens ∆S
w(x)u et ∆S

w(N)u où les xi et les Ni sont les fonctions coordonnées. Il nous faut
alors remarquer que le laplacien ∆w(yE)u correspond à la projection orthogonale :

∆w(yE)u = ∆S
w(yE)u − 〈∆

S
w(yE)u|yE(u)〉yE(u)

pour tout u ∈ S2
e. De plus, comme il est clair que yE(u)⊥η(u), la condition de co-contact

(12.2.0.18) est équivalente à la relation suivante :

〈∆w(y)u0
|η:(u0)〉 = 〈∆S

w(yE)u0
|η(u0)〉 −∆w(f)u0

= 0 (12.2.0.20)

Ensuite, pour déterminer le laplacien ∆S
w(yE), il est nécessaire de calculer le laplacien de

chaque coordonnée. Considérons donc y
(i)
E (u) = CH f(u)xi(u) + SH f(u)Ni(u) comme étant la

i-ème coordonnée de l’application yE . Il est alors immédiat que son laplacien est donné par :

∆w

(
y

(i)
E

)
u

=∆w[CH f(u)]xi(u) + 2 〈
−→
∇w[CH f(u)]|

−→
∇wxi(u)〉+ CH f(u)∆w(xi)u

+ ∆w[SH f(u)]Ni(u) + 2 〈
−→
∇w[SH f(u)]|

−→
∇wNi(u)〉+ SH f(u)∆w(Ni)u

En conséquence, déterminer l’expression du laplacien ∆w

(
y

(i)
E

)
u

revient à calculer chacun

des termes présents dans l’égalité précédente. Commençons par remarquer que :

−→
∇w[CH f(u)] = SH f(u)

−→
∇wf(u) et

−→
∇w[SH f(u)] = CH f(u)

−→
∇wf(u)

Aussi, il est clair que ∂jx(u0) = du0
x ·−→v j = rj∇(N)u0

·−→v j = rjdu0
N ·−→v j et par conséquent,

on obtient que :
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−→
∇wxi(u0) = r1∂1Ni(u0)−→v 1 + r2∂2Ni(u0)−→v 2 = J ∗

−→
∇wNi(u0) avec J =

(
r1 0
0 r2

)
ce qui nous donne finalement :

〈
−→
∇w[CH f(u)]|

−→
∇wxi(u)〉+ 〈

−→
∇w[SH f(u)]|

−→
∇wNi(u)〉 = 〈

−→
∇wf(u0)|K ∗

−→
∇wNi(u0)〉

avec K = SH f(u0)J + CH f(u0)Id =

(
K1 0
0 K2

)
.

Pour les laplaciens de CH f(u) et SH f(u) en u0, constatons que ∂i[CH f(u)] = SH f(u) ·
∂if(u) et donc ∂2

i [CH f(u)] = CH f(u) · (∂if(u))
2

+ SH f(u) · ∂2
i f(u). Ainsi, en appliquant la

même méthode pour SH f(u), nous avons :

∆w[CH f(u0)] = CH f(u0)‖
−→
∇wf(u0)‖

2
+ SH f(u0)∆w(f)u0

∆w[SH f(u0)] = SH f(u0)‖
−→
∇wf(u0)‖

2
+ CH f(u0)∆w(f)u0

et alors, nous obtenons que :

∆S
w(yE)u0

=‖
−→
∇wf(u0)‖

2
yE(u0) + ∆w(f)u0

η(u0)

+ 2K1∂1f(u0)∂1N(u0) + 2K2∂2f(u0)∂2N(u0)

+ CH f(u0)∆S
w(x)u0

+ SH f(u0)∆S
w(N)u0

(12.2.0.21)

ainsi, par (12.2.0.20) on a que :

CHf(u0) 〈∆S
w(x)u0

|η(u0)〉+ SHf(u0) 〈∆S
w(N)u0

|η(u0)〉 = 0 (12.2.0.22)

Par conséquent, nous obtenons finalement que l’application y vérifie la condition de co-contact
(12.2.0.18) si et seulement si la fonction f est une solution de l’équation trigonométrique :

1

2
(c+ d)CH 2f(u0) +

1

2
(a+ b)SH 2f(u0) +

1

2
(c− d) = 0 (12.2.0.23)

avec :

a = 〈∆S
w(N)u0

|N(u0)〉 b = 〈∆S
w(x)u0

|x(u0)〉
c = 〈∆S

w(x)u0
|N(u0)〉 d = 〈∆S

w(N)u0
|x(u0)〉

À présent, déterminons les coefficients a, b, c et d. Pour cela, commençons par rappeler que
les trois formes fondamentales correspondant au g-hérisson H sont définies telles que :

I = 〈dx|dx〉, II = −〈dx|dN〉 et III = 〈dN |dN〉 (12.2.0.24)

De plus, il est clair que, dans les coordonnées (12.2.0.16), les laplaciens ∆S
w(x)u0

et ∆S
w(N)u0

ont pour expressions :

∆S
w(x)u0

= ∂2
1x(u0) + ∂2

2x(u0) et ∆S
w(N)u0

= ∂2
1N(u0) + ∂2

2N(u0)
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Ainsi, il nous faut déterminer les produits 〈∂2
i x(u0)|x(u0)〉, 〈∂2

i x(u0)|N(u0)〉, 〈∂2
iN(u0)|x(u0)〉

et 〈∂2
iN(u0)|N(u0)〉. En remarquant que les produits 〈x|N〉, 〈dx|N〉 et 〈x|dN〉 sont nécessairement

nuls, pour tout u ∈ S2
e, nous obtenons alors les quatre relations suivantes :

〈∂2
i x|N〉 = −〈∂ix|∂iN〉 = IIii et 〈∂2

iN |x〉 = −〈∂ix|∂iN〉 = IIii

ainsi que :

〈∂2
i x|x〉 = −〈∂ix|∂ix〉 = −Iii et 〈∂2

iN |N〉 = −〈∂iN |∂iN〉 = −IIIii

De plus, notons qu’en évaluant les formes fondamentales en u0, on a Iu0
ii = r2

i III
u0
ii et IIu0

ii =
−riIIIu0

ii . Cela nous permet d’avoir une première expression des coefficients a, b, c et d tels que :

a = −IIIu0
11 − III

u0
22 b = −r2

1III
u0
11 − r2

2III
u0
22

c = −r1III
u0
11 − r2III

u0
22 d = −r1III

u0
11 − r2III

u0
22

et comme

IIIu0
ii = 〈∇(N)u0

· −→v i|∇(N)u0
· −→v i〉 =

1

1− r2
i

〈∇(N)u0
·
−→
V i|∇(N)u0

·
−→
V i〉 =

1

1− r2
i

alors on obtient que :

a = − 1

1− r2
1

− 1

1− r2
2

=
r2
1 + r2

2 − 2

(1− r2
1)(1− r2

2)
b = − r2

1

1− r2
1

− r2
2

1− r2
2

=
2r2

1r
2
2 − r2

1 − r2
2

(1− r2
1)(1− r2

2)

c = − r1

1− r2
1

− r2

1− r2
2

=
(r1 + r2)(r1r2 − 1)

(1− r2
1)(1− r2

2)
d = − r1

1− r2
1

− r2

1− r2
2

=
(r1 + r2)(r1r2 − 1)

(1− r2
1)(1− r2

2)

En conséquence, nous pouvons déterminer les coefficients 1
2 (a+ b) et 1

2 (c+ d) de l’équation
trigonométrique (12.2.0.23). En particulier, après une simplification par

(
1− r2

1

)(
1− r2

2

)
, nous

obtenons que la condition de co-contact (12.2.0.18) est équivalente, en u0, à l’équation suivante :

(r1r2 − 1)[(r1 + r2)CH 2f(u0) + (r1r2 + 1)SH 2f(u0)] = 0 (12.2.0.25)

De plus, comme par hypothèse, les valeurs propres du g-hérisson H sont dans l’intervalle
]−1; 1[, alors on a que les coefficients r1r2−1 et r1r2 +1 sont forcément non nuls. Ainsi, l’équation
trigonométrique (12.2.0.25) ci-dessus admet pour unique solution :

f(u0) = −1

2
ArcTH

(
T (u0)

rh(u0) + 1

)
(12.2.0.26)

et en particulier, comme en appliquant la même méthode en chaque point nous obtenons toujours
l’expression (12.2.0.26), nous savons alors que la solution est unique en tout point et correspond
à une fonction lisse. Cela définit immédiatement une w-co-enveloppe de la famille des lu, qui est
unique par unicité de la fonction f .
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Il est alors clair que ce résultat est l’équivalent du théorème 11.1.1. À présent, nous devons
vérifier que la w-co-enveloppe d’un g-hérisson est, en ses points non-ombilic 9, localement une
surface marginalement piégée (comme nous l’avons vu au théorème 11.1.2 pour les hérissons
marginalement piégés de L4). Ainsi, considérons le résultat suivant :

Théorème 12.2.2. Toute w-co-enveloppe ∂H ⊂ H3 × R d’une famille de géodésiques lumière
orientées en e est, en ses points non-ombilic, localement une surface marginalement piégée. En
particulier, le paramétrage y de la w-co-enveloppe ∂H vérifie les deux points suivants :

1. La première forme fondamentale vérifie que Iy = y∗gL = SH
(
R1−R2

2

)2
w, où gL est la

métrique sur le lorentziarisé de l’espace hyperbolique.

2. Si le vecteur u ∈ S2
e est non-ombilic pour le g-hérisson correspondant à la w-co-enveloppe

∂H, alors ∂H est localement une 2-surface marginalement piégée en y(u) dont le vecteur
de courbure moyen est colinéaire à η:.

Démonstration. Afin d’éviter d’inutilement alourdir notre démonstration, nous reconsidérons les
mêmes éléments que nous avons introduits dans la démonstration précédente. En particulier,

pour u0 ∈ S2
e, considérons les vecteurs

−→
V 1 et

−→
V 2 qui forment une base propre pour l’endomor-

phisme φu0
et qui correspondent à une base orthonormale pour la forme IIIu0

x . Sachant que la

différentielle de la fonction yE est définie telle que du0yE ·
−→
W = SH f(u0) 〈

−→
∇f(u0)|

−→
W 〉x(u0) +

CH f(u0)du0x ·
−→
W + CH f(u0) 〈

−→
∇f(u0)|

−→
W 〉N(u0) + SH f(u0)duN ·

−→
W , après quelques calculs,

nous obtenons :

Iu0
y

(−→
V ,
−→
W
)

= (CH f(u0))
2
Iu0
x

(−→
V ,
−→
W
)

+ 2CH f(u0)SH f(u0)IIu0
x

(−→
V ,
−→
W
)

+ (SH f(u0))
2
IIIu0

x

(−→
V ,
−→
W
)

= (CH f(u0))
2
[
Iu0
x

(−→
V ,
−→
W
)

+ 2TH f(u0)IIu0
x

(−→
V ,
−→
W
)

+ (TH f(u0))
2
IIIu0

x

(−→
V ,
−→
W
)]

où Iy est la première forme fondamentale de la w-co-enveloppe, ainsi que Ix, IIx et IIIx sont les
trois formes fondamentales du g-hérisson qui lui correspond.

Il est alors facile de vérifier, à partir de l’expression précédente, que la famille formée par

les vecteurs
−→
V 1 et

−→
V 2 est une base orthogonale pour la première forme fondamentale Iy. Nous

pouvons alors déterminer l’expression de Iy dans cette base, afin d’établir une relation entre les
formes Iy et w telle que :

Iu0
x ii = Iu0

x

(−→
V i,
−→
V i

)
= (CH f(u0))

2
[
r2
i + 2riTH f(u0) + (TH f(u0))

2
]

= (CH f(u0))
2
(TH(Ri)− TH(R))

2
avec R =

1

2
(R1 +R2) et Ri = ArcTH(ri)

= (CH f(u0))
2 SH

(
R1−R2

2

)2
CH(R)

2
CH(Ri)

2 =
SH
(
R1−R2

2

)2
CH(Ri)

2

= SH

(
R1 −R2

2

)2(
1− r2

i

)
= SH

(
R1 −R2

2

)2

wu0
ii

ce qui nous donne le premier point. À présent, supposons que u0 ne soit pas ombilic, alors la
première forme Iy est localement de rang 2. En effet, il suffit de voir que si Ru1 et Ru2 sont les
rayons de courbure principaux, alors :

9. Pour un g-hérisson, on dira que u ∈ S2
e est non-ombilic si les valeurs propres r1 et r2 sont distinctes.
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(Ru1 −Ru2 )
2

= f(u)
2 − 4rh(u) (12.2.0.27)

et donc, par continuité, si R1 et R2 sont distincts en u0, alors ils le sont toujours au voisinage
de u0. Ainsi, ∂H est localement une surface de type espace et comme, au voisinage de u0, on a
que Iy ∼ w, il est immédiat que le vecteur de courbure moyen vérifie la relation suivante :

−→
H (u) =

1

2
∆Iy (y)u ∼ ∆w(w)u (12.2.0.28)

De plus, par la relation de contact, on sait que 〈dy|η:(u)〉 = 0 et ainsi η:(u)
⊥gLy(u) = dyu ·

TuS2
e ⊕ Rη:(u0). Par conséquent, comme par définition du vecteur de courbure moyenne,

−→
H (u0)

est orthogonal à duy · TuS2
e et que par la condition de co-contact 〈∆w(y)u0

|η:(u0)〉 = 0, alors on

a forcément que
−→
H (u0) ∼ η:(u0).

Il est aussi possible de donner l’expression du vecteur de courbure moyenne aux points non-
ombilic d’une w-co-enveloppe. En effet, en considérant l’expression (12.2.0.21), nous pouvons
vérifier que ∆w(y) = ∆w(f)η:. Étant donné qu’aux points non ombilic, la première forme fon-
damentale vérifie Iy = eϕw, nous avons que ∆Iy = e−ϕ∆w. Ainsi, après quelques calculs, nous
obtenons l’expression :

−→
H (u) =

1

2
∆Iy (f)uη

:(u) (12.2.0.29)

pour tout u ∈ S2
e qui est non-ombilic.

Il convient de noter que l’expression (12.2.0.29) est bien connue depuis longtemps comme nous
pouvons la trouver dans l’ouvrage [40] publié en 1929 par T. Gerhard et B. Wilhelm (voir l’ex-
pression 109 de la page 318). Il est également utile de souligner que l’expression (11.1.0.11) page
232 nous permet de retrouver exactement la même expression du vecteur de courbure moyenne
pour les hérissons marginalement piégés de l’espace de Lorentz-Minkowski.

Pour rester cohérent avec la construction proposée par Y. Martinez-Maure, nous appellerons
donc ces w-co-enveloppes des g-hérissons marginalement piégés centrés en e. Nous pouvons
alors remarquer que par la propriété 12.1.4 page 248 (sur le lorentziarisé H3×R uniquement), la
notion de g-hérisson marginalement piégé ne dépend pas du choix du point de référence. Jusqu’à
présent, nous avons montré que seuls les g-hérissons dont les valeurs propres sont dans ]−1; 1[
définissent un g-hérisson marginalement piégé. Cependant, nous ne sommes pas limités à une
telle restriction. Pour que les démonstrations des deux théorèmes précédents soient valides, nous
avons besoin que le rayon de courbure moyen soit défini et que la métrique w = III − I soit soit
définie positive ou définie négative. Ainsi, la condition qu’un g-hérisson doit vérifier pour définir
un g-hérisson marginalement piégé est :

det
(
φ2 − Id

)
> 0 (12.2.0.30)

et qui est équivalente à la condition (12.2.0.14) que nous avons considérée pour définir la fonction
du rayon de courbure moyenne.

En effet, remarquons que si r1 et r2 sont les valeurs propres d’un g-hérisson en u0 ∈ S2
e, alors

la condition (12.2.0.30) est équivalente à ce que les valeurs propres vérifient :
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ou

 r2
1 < 1 et r2

2 < 1

r2
1 > 1 et r2

2 > 1
(12.2.0.31)

En particulier, il est clair que si les valeurs propres vérifient la condition (12.2.0.31), alors la
forme wu0 est définie positivement ou est définie négativement 10. Il est alors immédiat que, par
le même procédé que nous avons considéré pour vérifier le théorème 12.2.1, nous obtenons que
la condition de co-contacte (12.2.0.18) équivaut à ce que la fonction f soit solution de l’équation
trigonométrique (12.2.0.25). Ainsi, il est clair que, dans le cadre de la condition (12.2.0.31), les
coefficients r1r2 +1 et r1r2−1 étant non nulles, nous obtenons que l’unique solution de l’équation
trigonométrique (12.2.0.25) est la fonction de courbure moyenne.

Nous avons donc déterminé les conditions minimales pour lesquelles un g-hérisson définit
un g-hérisson marginalement piégé par transformation de L-Gauss. Nous pouvons en particulier
remarquer que les g-hérissons qui vérifient la condition (12.2.0.30) sont, via la propriété 7.3.2 page
169, aussi des h-hérissons. Cette remarque est intéressante du fait qu’elle peut être considérée
comme étant un point de départ afin de retrouver une structure de co-contacte équivalente à
ce que nous avons considéré à la section 11.2.3 page 237 au sujet des hérissons marginalement
piégés de l’espace de Lorentz-Minkowski.

12.3 Problème de structure de co-contact

En consultant le chapitre 5 de la thèse de B.M.Xavier (voir [110]), nous pouvons remarquer
que les démonstrations des théorèmes 12.2.1 et 12.2.2, que nous avons vues précédemment, uti-
lisent des arguments très similaires à ceux de B.M.Xavier. Il en va de même pour les hérissons
marginalement piégés de L4 et l’article de B.Palmer (voir [82]). Toutefois, il convient de no-
ter qu’il existe principalement deux caractéristiques permettant de distinguer les constructions
entreprises par B.Palmer et B.M.Xavier de ce que nous avons considéré au sujet des hérissons
marginalement piégés.

1. Les hérissons marginalement piégés, aussi bien sur L4 que sur les espaces lorentziarisés
H3×R et S3×R, correspondent à des transformations de L-Gauss de surfaces qui admettent
des points critiques. Plus particulièrement, il faut noter que cela est rendu possible du
fait que, par définition de la notion de hérisson, le champ orthonormal N : S2 7−→ R3 (ou
N : S2

e 7−→ x∗0TH3 pour les g-hérissons) est une immersion.

2. Nous avons aussi la structure que vérifient les hérissons marginalement piégés. En effet,
les hérissons marginalement piégés de l’espace de Lorentz-Minkowski ne sont pas unique-
ment des transformations de L-Gauss d’un hérisson euclidien ; ils satisfont également des
caractéristiques correspondant à la notion de hérisson (i.e., ils vérifient une condition de co-
contact, le vecteur de courbure moyenne est de la forme H = αNL, où NL : S2 7−→ C3

− ∩ S3

est un difféomorphisme, etc.).

10. Il est à noter que dans le cas de figure où la forme w est définie négativement, alors la première forme
fondamentale du g-hérisson marginalement piégé ∂H qui lui est associée vérifie que :

Iy = −SH
(
R1 −R2

2

)2

w

au voisinage de u0. Cela diffère légèrement de ce que nous avons vu pour le théorème 12.2.2 du fait que les formes
Iy et w sont alternativement définies positives et définies négativement. Rajoutons aussi que dans le cas où la
forme w est définie négative, alors les rayons de courbure principaux ne sont pas définissables. Seul le rayon de
courbure moyenne est définissable ainsi que le paramètre (R1 −R2)2 qui est définie via la relation (12.2.0.27).
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C’est le deuxième point qui va nous occuper à présent. En effet, pour les g-hérissons mar-
ginalement piégés, nous ne retrouvons pas toutes les caractéristiques que vérifient les hérissons
marginalement piégés de l’espace de Lorentz-Minkowski. En particulier, pour les hérissons mar-
ginalement piégés de l’espace de Lorentz-Minkowski, ces caractéristiques proviennent essentiel-
lement du fait que la première forme fondamentale vérifie Iy ∼ gS , où gS est la métrique usuelle
de la sphère. Il est évident que la métrique gS ne dépend pas de la fonction de support du
hérisson euclidien correspondant à la famille de lignes lumière dont le hérisson marginalement
piégé est la co-enveloppe. Ainsi, dans le cadre des hérissons marginalement piégés de l’espace de
Lorentz-Minkowski, la notion de co-enveloppe correspond au dual de la notion d’enveloppe. En
effet, dans ce cadre-là, la notion d’enveloppe dépend de l’opérateur de dérivation extérieur et la
notion de co-enveloppe de l’opérateur de Hodge, qui est alors défini par dualité via la métrique
usuelle de la sphère.

Il est alors clair que les g-hérissons marginalement piégés, étant définis via des w-co-enveloppes
où w est la métrique telle que w = III−I, il n’est pas possible, en l’état, de définir la condition de
co-contact comme étant le dual de la condition de contact. En effet, si H ⊂ H3 est un g-hérisson
centré en e de fonction de support h, ainsi que (lu)u∈S2e la famille de géodésiques lumière orientées

en e définie via la relation (12.1.4.14) page 247, alors la métrique wh = IIIx − Ix dépend de la
fonction h. Plus particulièrement, la transformée de L-Gauss du g-hérisson H, correspondant à
la wh-co-enveloppe de la famille des géodésiques lumière lu, n’est pas définie via une condition
de co-contact indépendante de la fonction h. La méthode la plus directe pour contourner ce
problème serait donc de vérifier s’il existe une métrique w0 sur la sphère S2

e telle que :

wh = σ(h)w0 (12.3.0.1)

pour tout g-hérisson H de fonction de support h. Toutefois, nous pouvons d’ores et déjà rejeter
cette hypothèse. En effet on a que :

Propriété 12.3.1. Pour tout point de référence e ∈ S2
e, il n’existe pas de métrique w0 qui vérifie

la condition (12.3.0.1) pour tout g-hérisson.

Note. Nous dirons que la métrique w est irréductible de la fonction de support.

Démonstration. Pour vérifier cela, considérons un g-hérisson H ⊂ H3 de fonction de support h
ainsi qu’un vecteur u0 ∈ S2

e. Par le théorème 6.4.1 page 152, nous pouvons supposer, sans perte

de généralité, que h(u0) = 0 et
−→
∇h(u0) = 0. Il est alors immédiat que du0x · −→v = Hess(h)u0

∗−→v
et ∇(N)u0

· −→v = −→v . À présent, considérons les vecteurs −→v 1 et −→v 2 qui forment une base propre
pour la matrice hessienne Hess(h)u0

et qui correspondent aussi à une base orthonormale pour
la métrique usuelle de la sphère. Il est alors immédiat que les vecteurs −→v 1 et −→v 2, ainsi définis,
correspondent à une base orthogonale de wu0

. De plus, en considérant les coordonnées (12.2.0.16)
qui sont définies par les vecteurs −→v 1 et −→v 2 via la carte exponentielle, on obtient que :

wu0
ii = 1−

(
∂2
i h(u0)

)2
(12.3.0.2)

ce qui termine la preuve.

Nous pouvons adopter une autre méthode consistant à déterminer une métrique w0 sur la
sphère S2

e pour laquelle les w0-co-enveloppes des familles de géodésiques lumière orientées en e cor-
respondent à leurs w-co-enveloppes. Pour cela, remarquons que le théorème 12.2.1 est équivalent
à : Si H ⊂ H3 est un g-hérisson et f une fonction lisse, alors la fonction y, définie via la relation
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(12.2.0.1), vérifie la condition de co-contact (12.2.0.4) si et seulement si la fonction f corres-
pond au rayon de courbure moyenne. Par conséquent, il est justifié de considérer la conjecture
suivante :

Conjecture 12.3.1. Considérons e ∈ H3 un point de référence. Alors il existe une métrique
riemannienne w0 sur la sphère S2

e telle que pour tout g-hérisson H ⊂ H3 vérifiant la condition
(12.2.0.30), on a :

〈∆w0
(yR)|η:〉 = 0 (12.3.0.3)

où yR est le paramétrage de la transformée L-Gauss du g-hérisson H.

Il nous faut alors considérer la condition (12.3.0.3) comme étant une équation aux dérivées
partielles sur l’ensemble des métriques riemanniennes w0 ∈ Ω1

(
S2
e

)
⊗Ω1

(
S2
e

)
. Une des méthodes

envisageables consiste à considérer la métrique usuelle de la sphère. En effet, comme nous le
vérifions au chapitre suivant, il apparâıt que, bien que la métrique usuelle de la sphère ne soit
pas solution de l’équation (12.3.0.3), il semble qu’il en soit de peu pour qu’elle convienne. Il
est alors justifié de rechercher une solution de l’équation (12.3.0.3) au voisinage de la métrique
usuelle de la sphère en y appliquant de légères variations.



Chapitre 13

Co-enveloppe sur H3 × R pour la
métrique usuelle de la sphère.

Ce chapitre peut être considéré comme une annexe du chapitre précédent et a pour objet
de tester näıvement la métrique usuelle de la sphère comme premier élément de réponse à la
conjecture 12.3.1. Il est à noter qu’étant particulièrement calculatoire, nous nous appuierons sur
l’annexe F qui nous permettra de réduire significativement la taille de nos futurs développements.
Nous commencerons donc par déterminer les conditions d’existence des solutions de l’équation de
co-contact 〈∆gS (y)|η:〉 = 0 sur l’ensemble des applications y définies par la relation (12.1.4.14)
page 247 via f étant une fonction lisse. Ensuite, nous vérifierons si la fonction f , définissant
une solution de l’équation de co-contacte, correspond au rayon de courbure moyenne. Il est à
noter que, sans surprise, nous pourrons constater que la fonction f ne peut pas correspondre
au rayon de courbure moyenne. Par conséquent, la gS-co-enveloppe d’une famille de géodésique
lumière définie par un g-hérisson ne correspond pas à la transformée de L-Gauss du g-hérisson
considéré. En particulier, par proposition 13 page 46 de [110], la gS-co-enveloppe d’une famille
de géodésique lumière définie par un g-hérisson ne vérifie pas les conclusions du théorème 12.2.2.

Considérons donc H ⊂ H3 un g-hérisson centré en e. Alors, on définit les applications
a : S2

e 7−→ R, b : S2
e 7−→ R, c : S2

e 7−→ R et d : S2
e 7−→ R telles que :

a = 〈∆S(N)|N〉, b = 〈∆S(x)|x〉, c = 〈∆S(x)|N〉 et d = 〈∆S(N)|x〉 (13.0.0.1)

où x et N sont le paramétrage et le champ orthonormal du g-hérisson.

Lemme 13.0.1. Soit H ⊂ H3 un g-hérisson centré en e. Alors la famille des géodésiques lumière
définies par H admet une gS-co-enveloppe si et seulement si l’équation trigonométrique :

(c+ d)CH(2f) + (a+ b)SH(2f) + c− d = 0 (13.0.0.2)

admet une solution. De plus, en cas d’existence d’une solution, elle est unique et correspond à
une fonction de classe C∞.

Nous pouvons remarquer que nous retrouvons la même équation que celle obtenue à la relation
(12.2.0.23) page 254. Ce résultat est intéressant car l’équation de co-contact 〈∆(y)|η:〉 = 0 se
réduit en une simple équation trigonométrique où, en particulier, toutes les dérivées partielles
disparaissent.

261
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13.1 Démonstration du lemme 13.0.1

Considérons H ⊂ H3 un g-hérisson centré en e ainsi que (lu)u∈S2e la famille des géodésiques
lumière qui lui est associée. Par conséquent, supposons l’existence d’une gS-co-enveloppe dont
le paramétrage est y : S2

e 7−→ H3 × R. Il existe donc une fonction lisse f telle que l’application y
soit de la forme :

y(u) = (yE(u),−f(u)) (13.1.0.1)

où yE(u) = CH f(u)x(u) + SH f(u)N(u).

Notation 13.1.1. Pour la suite, nous noterons par ∆ l’opérateur de Laplace-Beltrami entre(
S2
e, gS

)
et
(
H3, g

)
(resp.

(
H3 × R, gL = g − dt2

)
). De plus, nous noterons par ∆S le laplacien

usuel sur la sphère Se. En particulier, si s : S2
e 7−→ Rn est une application lisse, alors on notera :

∆S(s) = (∆S(s1), · · · ,∆S(sn)) (13.1.0.2)

le laplacien de s, où les si sont les fonctions coordonnées.

Il est alors clair que ∆(yE)u = ∆S(yE)u − 〈∆S(yE)u|yE(u)〉yE(u). Aussi, en considérant
l’application η: = (η,−1) avec η(u) = SH f(u)x(u) + CH f(u)N(u) (voir (12.2.0.3) page 249),
on sait que la condition de co-contacte 〈∆(y)u|η

:(u)〉 = 0 est équivalente à l’équation :

〈∆S(yE)|η〉 −∆S(f) = 0 (13.1.0.3)

où ∆S(yE)u correspond au laplacien de la fonction yE que l’on considère à image dans L4. Par
conséquent, il nous faut calculer le laplacien ∆S(yE) et, en particulier, déterminer l’expression
des termes ∆S(SH f(u)N(u)) et ∆S(CH f(u)x(u)).

13.1.1 Calcul du terme ∆S [SH.f(u)N(u)]

Comme SH f(u)N(u) = SH f(u)CH h(u)u+ SH f(u)SH h(u)e, il nous faut déterminer le
laplacien de chacun des termes de cette égalité. Commençons donc par :

∆S [SH f(u)SH h(u)] = ∆S [SH f(u)]SH h(u) + 2CH f(u)CH h(u) 〈
−→
∇Sf(u)|

−→
∇Sh(u)〉

+ SH f(u)∆S [SH h(u)]

Pour le second terme, nous pouvons nous référer au lemme 6.2.1 de l’annexe F. Ainsi, nous
obtenons :

∆S [SH f(u)CH h(u)u] = (∆S [SH f(u)CH h(u)]− 2SH f(u)CH h(u))u

+ 2
−→
∇S [SH f(u)CH h(u)]

et après avoir développé les termes ∆S [SH f(u)CH h(u)] et
−→
∇S [SH f(u)CH h(u)], nous obte-

nons :

∆S [SH f(u)CH h(u)u] = ∆S [SH f(u)]CH h(u)u+ 2CH f(u)CH h(u)
−→
∇Sf(u)

+ 2CH f(u)SH h(u) 〈
−→
∇Sf(u)|

−→
∇Sh(u)〉u+ SH f(u)∆S [CH h(u)u]
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et finalement :

∆S [SH f(u)N(u)] = ∆S [SH f(u)]N(u) + ]N (u) + SH f(u)∆S(N)u (13.1.1.4)

où ]N (u) = 2CH f(u)
[
CH h(u)

−→
∇Sf(u) + 〈

−→
∇Sf(u)|

−→
∇Sh(u)〉x0(u)

]
est le terme qui correspond

aux dérivées partielles de premier ordre de la fonction f .

13.1.2 Calcul du terme ∆S [CH.f(u)x(u)]

Étant donné que CH f(u)x(u) = CH f(u)σ(u)CH h(u)e+CH f(u)σ(u)SH h(u)u+CH f(u)σ(u)
−→
V (u),

il nous faut calculer le laplacien de chacun des termes de l’égalité. Ainsi, nous avons :

∆S [CH f(u)σ(u)CH h(u)] = ∆S [CH f(u)]σ(u)CH h(u) + 2SH f(u) 〈
−→
∇Sf(u)|

−→
∇Sσ(u)〉CH h(u)

+ 2SH f(u)σ(u)SH h(u) 〈
−→
∇Sf(u)|

−→
∇Sh(u)〉+ CH f(u)∆S [σ(u)CH h(u)] (13.1.2.5)

et

∆S [CH f(u)σ(u)SH h(u)u] = (∆S [CH f(u)σ(u)SH h(u)]− 2CH f(u)σ(u)SH h(u))u

+
−→
∇S [CH f(u)σ(u)SH h(u)]

Alors, en développant les termes ∆S [CH f(u)σ(u)SH h(u)] et
−→
∇S [CH f(u)σ(u)SH h(u)],

nous trouvons que la seconde expression est :

∆S [CH f(u)σ(u)SH h(u)u] = ∆S [CH f(u)]σ(u)SH h(u)u+ 2SH f(u) 〈
−→
∇Sf(u)|

−→
∇Sσ(u)〉SH h(u)u

+ 2SH f(u)σ(u)CH h(u) 〈
−→
∇Sf(u)|

−→
∇Sh(u)〉u+ 2SH f(u)σ(u)SH h(u)

−→
∇sf(u)

+ CH f(u)∆S [σ(u)SH h(u)u] (13.1.2.6)

Ensuite, le calcul du laplacien du terme CH f(u)σ(u)
−→
V (u) est moins immédiat et nécessite

quelques outils que nous pouvons trouver à l’annexe F. Considérons donc le repère −→eθ(u),
−→eϕ(u) qui est défini par les coordonnées sphériques. En remarquant que CH f(u)σ(u)

−→
V (u) =

CH f(u)σ(u)Vθ(u)−→eθ(u) + CH f(u)σ(u)Vϕ(u)−→eϕ(u), alors on calcule :

∆S [CH f(u)σ(u)Vθ(u)−→eθ(u)] =− 2

(
∂θ[CH f(u)σ(u)Vθ(u)] +

1

Tan(θ)
CH f(u)σ(u)Vθ(u)

)
u

+

(
∆S [CH f(u)σ(u)Vθ(u)]− 1

Sin(θ)
2CH f(u)σ(u)Vθ(u)

)
−→eθ(u)

+ 2
Cos(θ)

Sin(θ)
2 ∂ϕ[CH f(u)σ(u)Vθ(u)]−→eϕ(u)

et après avoir développé les termes ∂θ[CH f(u)σ(u)Vθ(u)], ∂ϕ[CH f(u)σ(u)Vθ(u)] et ∆S [CH f(u)σ(u)Vθ(u)],
nous obtenons :
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∆S [CH f(u)σ(u)Vθ(u)−→eθ(u)] =∆S [CH f(u)]σ(u)Vθ(u)−→eθ(u) + CH f(u)∆S [σ(u)Vθ(u)−→eθ(u)]

+ 2SH f(u) 〈
−→
∇Sf(u)|

−→
∇Sσ(u)〉Vθ(u)−→eθ(u)

+ 2SH f(u)σ(u) 〈
−→
∇Sf(u)|

−→
∇SVθ(u)〉−→eθ(u)

− 2SH f(u)σ(u)Vθ(u)

[
∂θf(u)u− Cos(θ)

Sin(θ)
2 ∂ϕf(u)−→eϕ(u)

]

Aussi, en appliquant la même méthode pour le laplacien du terme CH f(u)σ(u)Vϕ(u)−→eϕ(u),
on obtient l’égalité suivante :

∆S [CH f(u)σ(u)Vϕ(u)−→eϕ(u)] =∆S [CH f(u)]σ(u)Vϕ(u)−→eϕ(u) + CH f(u)∆S [σ(u)Vϕ(u)−→eϕ(u)]

+ 2SH f(u) 〈
−→
∇Sf(u)|

−→
∇Sσ(u)〉Vϕ(u)−→eϕ(u)

+ 2SH f(u)σ(u) 〈
−→
∇Sf(u)|

−→
∇SVϕ(u)〉−→eϕ(u)

− 2

Sin(θ)
2SH f(u)∂ϕf(u)σ(u)Vϕ(u)(Sin(θ)u+ Cos(θ)−→eθ(u))

et donc :

∆S

[
CH f(u)σ(u)

−→
V (u)

]
=∆S [CH f(u)]σ(u)

−→
V (u) + CH f(u)∆S

[
σ(u)
−→
V (u)

]
+ 2SH f(u)σ(u)

[
〈
−→
∇Sf(u)|

−→
∇SVθ(u)〉−→eθ(u) + 〈

−→
∇Sf(u)|

−→
∇SVϕ(u)〉−→eϕ(u)

]
− 2

Cos(θ)

Sin(θ)
2SH f(u)σ(u)∂ϕf(u)[Vϕ(u)−→eθ(u)− Vθ(u)−→eϕ(u)]

+ 2SH f(u) 〈
−→
∇Sf(u)|

−→
∇Sσ(u)〉

−→
V (u)

− 2SH f(u)σ(u) 〈
−→
∇Sf(u)|

−→
V (u)〉u

Finalement, en considérant les expressions (13.1.2.5) et (13.1.2.6) que nous avons vues précédemment
et que l’on complète par la dernière égalité, nous obtenons :

∆S [CH f(u)x(u)] = ∆S [CH f(u)]x(u) + ]x(u) + CH f(u)∆S(x)u (13.1.2.7)

avec

]x(u) = 2SH f(u) 〈
−→
∇Sf(u)| 1

σ(u)

−→
∇Sσ(u)〉x(u)

+ 2SH f(u)σ(u) 〈
−→
∇Sf(u)|

−→
V (u)〉(CH h(u)N(u)− u)

+ 2SH f(u)σ(u)
[
〈
−→
∇Sf(u)|

−→
∇SVθ(u)〉−→eθ(u) + 〈

−→
∇Sf(u)|

−→
∇SVϕ(u)〉−→eϕ(u)

]
− 2

Cos(θ)

Sin(θ)
2SH f(u)σ(u)∂ϕf(u)[Vϕ(u)−→eθ(u)− Vθ(u)−→eϕ(u)]

+ 2SH f(u)σ(u)SH h(u)
−→
∇Sf(u)
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13.1.3 Expression de la condition de co-contact et conclusion

À partir des expressions (13.1.1.4) et (13.1.2.7), et en déterminant les laplaciens ∆S [CH f(u)]
et ∆S [SH f(u)], nous obtenons que pour toute fonction lisse f : S2

e 7−→ R, le laplacien ∆S(yE)u
est donné par :

∆S(yE)u = ∆S(f)uη(u) + l(u)yE(u) + ]x(u) + ]N (u) + CH f(u)∆S(x)u + SH f(u)∆S(N)u

où l(u) = ‖
−→
∇Sf(u)‖

2
. Par conséquent, il nous reste à vérifier que le produit des termes ]x(u) et

]N (u) par le vecteur η(u) est nul. En effet, on a :
〈]N (u)|N(u)〉 = 0

〈]N (u)|x(u)〉 = 2σ(u)CH f(u) 〈
−→
∇Sf(u)|

−→
V (u)〉(CH h(u)− CH h(u)) = 0

〈]x(u)|N(u)〉 = 2σ(u)SH f(u) 〈
−→
∇Sf(u)|

−→
V (u)〉(CH h(u)− CH h(u)) = 0

Enfin, pour le produit 〈]x(u)|x(u)〉, il est nécessaire de commencer par calculer 〈
−→
∇Sf(u)|

−→
∇Sσ(u)〉

en sachant que ∂θσ(u) = σ(u)
3 〈
−→
V (u)|∂θ

−→
V (u)〉 et ∂ϕσ(u) = σ(u)

3 〈
−→
V (u)|∂ϕ

−→
V (u)〉. Ainsi, on a :

〈
−→
∇Sf(u)|

−→
∇Sσ(u)〉 = ∂θf(u)∂θσ(u) +

1

Sin(θ)
2 ∂ϕf(u)∂θϕ(u)

= σ(u)
3
[
〈
−→
∇Sf(u)|

−→
∇SVθ(u)〉Vθ(u) + 〈

−→
∇Sf(u)|

−→
∇SVϕ(u)〉Vϕ(u)

]
et donc :

〈]x(u)|x(u)〉 = −2
SH f(u)

σ(u)
〈
−→
∇Sf(u)|

−→
∇Sσ(u)〉 − 2SH f(u)σ(u)

2 〈
−→
∇Sf(u)|

−→
V (u)〉SH h(u)

+ 2SHf(u)σ(u)
2
[
〈
−→
∇Sf(u)|

−→
∇SVθ(u)〉Vθ(u) + 〈

−→
∇Sf(u)|

−→
∇SVϕ(u)〉Vϕ(u)

]
− 2

Cos(θ)

Sin(θ)
2SH f(u)σ(u)[Vϕ(u)Vθ(u)− Vθ(u)Vϕ(u)]

+ 2SH f(u)σ(u)
2
SH h(u) 〈

−→
∇Sf(u)|

−→
V (u)〉 = 0

Par conséquent, puisque nous retrouvons l’équation (12.2.0.22) page 254 pour la métrique
usuelle de la sphère, alors en appliquant le même raisonnement que pour la suite de la démonstration
du théorème 12.2.1, nous obtenons bien l’équation trigonométrique que nous recherchons

13.2 Propriété des gS-co-enveloppes et questionnements sur
la structure de co-contact

À première vue, le fait que la condition de co-contact pour la métrique usuelle de la sphère
se réduise, par le lemme 13.0.1, à une équation trigonométrique est encourageant. Toutefois,
comme nous le verrons dans cette section, il nous sera difficile de progresser davantage. Remar-
quons d’abord que l’équation de co-contact (13.1.0.3) page 262 n’est pas invariante par chan-
gement du point de référence 1. En particulier, il est intéressant de constater que nous avons
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cette stabilité pour la condition de co-contact correspondant à la métrique w = III − I. Cela
provient évidemment du fait qu’étant définie par les formes fondamentales, la métrique est natu-
rellement transportée lorsqu’on change le point de référence pour le paramétrage du g-hérisson.
Plus généralement, si nous souhaitons que la métrique que nous considérons, pour définir la co-
enveloppe des familles de géodésiques lumière, ne dépende pas du g-hérisson que nous considérons,
nous pouvons comprendre que l’invariance de la condition de co-contact ne pourrait pas être ob-
tenue par une mécanique similaire à celle qui permet de l’obtenir pour la métrique w = III − I.
De plus, il nous faut noter que l’invariance de la condition de contact par changement du point
de référence est une condition nécessaire pour qu’une métrique w0 soit solution de l’équation
(12.3.0.3).

Montrons donc que la métrique usuelle de la sphère n’est pas solution de l’équation (12.3.0.3).
Pour cela, nous devons définir un exemple de gS-co-enveloppe d’une famille de géodésiques
lumière qui ne correspond pas à la transformée de L-Gauss du g-hérisson qui lui est associé.
Par conséquent, considérons un g-hérisson tel que :

h(u0) = 0 et
−→
∇Sh(u0) = 0 (13.2.0.1)

pour u0 ∈ S2
e.

Il nous faut alors déterminer les coefficients a = 〈∆S(N)|N〉, b = 〈∆S(x)|x〉, c = 〈∆S(x)|N〉
et d = 〈∆S(N)|x〉 en u0. Pour cela, on calcule les laplaciens ∆S(x)u0

et ∆S(N)u0
. Après quelques

développements, on obtient que ∆S(N)u0
= ∆S(h)u0

e − 2u0, où h est la fonction de support
centrée en e du g-hérisson considéré. De plus, on calcule que :

∆S(x)u0
= ∆S(σ)u0

e+ ∆S(h)u0
u0 + ∆S(Vθ)u0

−→eθ(u0) + ∆S(Vϕ)u0

−→eϕ(u0)

− 2
Cos(θ)

Sin(θ)
2 [∂ϕVϕ(u0)−→eθ(u0)− ∂ϕVθ(u0)−→eϕ(u0)] (13.2.0.2)

Par la suite, on peut vérifier que a = −2, b = ∆S(σ)u0
, c = ∆S(h)u0

et d = ∆S(h)u0
et ainsi,

on détermine α = c+d = 2∆S(h)u0
, β = a+b = ∆S(σ)u0

−2 et K = c−d = 0. On a donc que la
fonction f correspondant au paramétrage de la gS-co-enveloppe est telle que f(u0) est solution
de l’équation trigonométrique suivante :

αCH 2f(u0) + βSH 2f(u0) = 0 (13.2.0.3)

Ensuite, on peut vérifier que ∆S(σ)u0
= ∆S(h)

2
u0

+ 2
Sin(θ)2

[
∂θϕh(u0)

2 − ∂2
θh(u0)∂2

ϕh(u0)
]
. Par

conséquent, en choisissant correctement la fonction de support pour que la solution de l’équation
trigonométrique existe en u0, on obtient nécessairement :

f(u0) = −1

2
ArcTH

 2∆S(h)u0

∆S(h)
2
u0

+
2

Sin(θ)
2

[
∂θϕh(u0)

2 − ∂2
θh(u0)∂2

ϕh(u0)
]
− 2

 (13.2.0.4)

1. Par non-invariance par changement du point de référence, nous entendons que si pour x : S2
e 7−→ H3 étant

le paramétrage d’un g-hérisson centré en e, il existe une solution y : S2
e 7−→ H3 × R vérifiant la condition de co-

contact pour la métrique usuelle sur la sphère S2
e, alors en considérant φ : S2

v0
7−→ S2

e la fonction de réindexation,
il n’est pas vrai que le paramétrage y ◦ φ vérifie toujours la condition de co-contact pour la métrique usuelle de
la sphère S2

v0
.
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Il ne nous reste plus qu’à comparer cette expression avec le rayon de courbure moyenne. Pour
cela, nous considérons le morphisme φu := ∇(N)

−1
u ◦ dux : TuS2

e 7−→ TuS2
e. Il est alors facile de

vérifier que du0x·
−→
W = Hess(h)u0

∗
−→
W et∇(N)u0

·
−→
W =

−→
W . En particulier, φu0 ·

−→
W = Hess(h)u0

∗
−→
W

et donc les valeurs propres de la hessienne correspondent aux valeurs propres 2 du g-hérisson
considéré. Par conséquent, en rappelant que l’expression de la hessienne est :

Hess(h)u0
=

 ∂2
θh(u0)

1

Sin(θ)
∂θϕh(u0)

1

Sin(θ)
∂θϕh(u0)

1

Sin(θ)
2 ∂

2
ϕh(u0)

 =

(
A C
C B

)
(13.2.0.5)

et en considérant le discriminant du polynôme caractéristique, qui admet pour expression ∆ =

(A+B)
2 − 4

(
AB − C2

)
, alors les valeurs propres sont respectivement r1 = 1

2

(
A+B +

√
∆
)

et

r2 = 1
2

(
A+B −

√
∆
)

. En particulier, elles vérifient que :

r1 + r2 = A+B et r1r2 =
(A+B)

2 −∆

4
= AB − C2

Ainsi, en considérant l’expression (12.2.0.26) page 255, le rayon de courbure moyenneR : S2
e 7−→ R

vérifie en u0 l’expression suivante :

R(u0) = −1

2
ArcTH

 ∆S(h)u0

1

Sin(θ)
2 ∂

2
θh(u0)∂2

ϕh(u0)− 1

Sin(θ)
2 ∂θϕh(u0)

2
+ 1

 (13.2.0.6)

Il est alors immédiat, du fait que les expressions (13.2.0.5) et (13.2.0.6) ne cöıncident pas, que
la gS-co-enveloppe de la famille des géodésiques lumière définie par le g-hérisson H ne correspond
pas à sa transformée de L-Gauss. Remarquons néanmoins que nous ne passons pas très loin d’un
résultat positif du fait que cette non-égalité correspond à une simple différence de signe comme
nous le mettons en évidence ci-dessous :

r1 + r2

r1r2 + 1
=

A+B

(A+B)
2 −∆

4
+ 1

et
α

β
=

A+B

(A+B)
2

+ ∆

4
− 1

(13.2.0.7)

où α et β sont les coefficients de l’équation trigonométrique (13.2.0.3).

2. Ce sont les valeurs propres du morphisme φu (voir (12.2.0.11) page 251).
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Annexe A

Éléments sur la théorie des
enveloppes

Pour définir les notions de hérisson, de g-hérisson et de h-hérisson, il est essentiel de considérer
en toute généralité les notions de famille lisse et d’enveloppe de famille lisse. Pour cela, nous nous
appuyons sur le chapitre V de l’ouvrage [13], qui nous est largement suffisant.

Définition 1.0.1. Soient M et Γ deux variétés lisses de dimensions respectives n et k. Une
famille (Σu)u∈Γ de p-sous-variétés de M est dite lisse si, pour tout point u0 ∈ Γ et x0 ∈ Σu0

,
il existe deux ouverts Ω ⊂ Γ et W ⊂ M , centrés respectivement en u0 et x0, et une applica-
tion lisse f : Ω×W 7−→ Rn−p telle que les applications partielles 1 fu :W 7−→ Rn−p soient des
submersions pour lesquelles :

W ∩ Σu = f−1
u ({0}) (1.0.0.1)

pour tout u ∈ Γ.

Note. Il est également possible d’adapter cette définition pour définir des familles de p-sous-
variétés de classe Ck. Il suffit pour cela de considérer que les fonctions f : Ω×W 7−→ Rn−p sont
de classe Ck.

Exemple. Sur Rn, la famille des hyperplans affines Σu = h(u)u+ 〈u〉⊥, où h est une fonction
lisse définie sur la sphère Sn−1, est une famille lisse d’hyperplans.

Propriété 1.0.1. Considérons M une n-variété ainsi que (Σu)u∈Γ une famille lisse de p-sous-
variétés. Alors pour tout point u0 ∈ Γ, il existe un ouvert Ω ⊂ Γ centré en u0 et θ : Ω 7−→M
une application lisse telle que :

θ(u) ∈ Σu (1.0.0.2)

pour tout u ∈ Ω.

Démonstration. Si (Σu)u∈Γ est une famille lisse de p-sous-variétés, alors pour tout u0 ∈ Γ et
x0 ∈ Σu0 , il existe Ω ⊂ Γ, W ⊂ M et V ⊂ Rn des ouverts respectivement centrés en u0, x0 et

1. On dit que fx : F 7−→ G est l’application partielle de f : E × F 7−→ G en x ∈ E si, pour tout y ∈ F , on a
fx(y) = f(x, y).
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zéro ainsi qu’une application lisse g : Ω×W 7−→ Rn dont les applications partielles gu :W 7−→ V
sont des difféomorphismes tels que :

gu(W ∩ Σu) = V ∩ Rp,

ce qui correspond à la définition précédente reformulée via la propriété de la forme réduite
des submersions. Alors, il suffit de considérer la fonction θ : Ω 7−→M définie par l’expression
suivante :

θ(u) = g−1
u (0)

pour tout u ∈ Ω.

Définition 1.0.2. Considérons M une n-variété ainsi que (Σu)u∈Γ une famille lisse de p-sous-
variétés. Alors, on appelle enveloppe l’image d’une application lisse x : Γ 7−→M , que l’on ap-
pelle paramétrage, et qui vérifie la condition suivante :

x(u) ∈ Σu et dux · −→v ∈ Tx(u)Σu (1.0.0.3)

pour tout u ∈ Γ et tout vecteur −→v ∈ TxΓ.

Figure 1.1 – Enveloppe d’une famille lisse

Note. Nous appellerons aussi enveloppe paramétrée la donnée de l’enveloppe d’une famille
lisse de p-sous-variétés que l’on munit de son paramétrage.



Annexe B

Éléments sur la géométrie de
contact

Nous nous limiterons à un bref exposé des éléments fondamentaux de la géométrie de contact
qui seront nécessaires pour étudier les notions de hérissons et de g-hérissons. Pour une présentation
détaillée, nous pouvons consulter l’ouvrage [38] de H. Geiges, et sur lequel nous nous reposerons
essentiellement. Il est également possible de se référer aux ouvrages [106] et [42], qui offrent
un excellent exposé sur la géométrie de contact. Pour finir, nous pouvons considérer l’ouvrage
[37], présentant l’histoire et les motivations de la géométrie de contact ainsi que de la géométrie
symplectique.

2.1 Champ de sous-espaces vectoriel, forme de contact et
variété de contact

Nous appellerons donc champ de p-sous espaces vectoriel d’une n-variétéM , toute famille
(Dx)x∈M tel que chaque Dx est un p-sous espace vectoriel de TxM . De plus nous dirons qu’un
champ de p-sous espaces vectoriel est lisse si l’une des deux conditions équivalentes suivantes
est vérifiée :

1. Le champ de p-sous espaces vectoriel est, en tout point, localement engendré par p champs
de vecteurs linéairement indépendants.

2. Le champ de p-sous espaces vectoriel est, en tout point, localement de la forme Ker(α1)∩
· · · ∩Ker(αn−p) où α1, · · · , αn−p sont une famille de 1-formes différentielles linéairement
indépendantes.

Définition 2.1.1. Considérons M une variété différentielle ainsi que D ⊂ TM un champ lisse
de p-sous espaces vectoriel. Alors nous dirons qu’une sous-variété V ⊂M est intégrable si elle
vérifie que :

TxV ⊂ Dx (2.1.0.1)

pour tout x ∈ V .

Théorème. Considérons M une variété différentielle ainsi que D ⊂ TM un champ d’hyperplans
que nous supposerons de classe C∞. Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes :
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1. En tout point x ∈M , il existe une hypersurface intégrable pour le champ d’hyperplans D.

2. Pour tout champ de vecteurs X ⊂ D et Y ⊂ D, on a que X ∧ Y ⊂ D.

Note. Ce théorème est connu sous le nom du théorème de Frobenius.

Nous dirons alors qu’un champ lisse d’hyperplans de M est intégrable s’il vérifie la condition
du théorème de Frobenius que nous appellerons alors condition d’intégrabilité de Frobenius.
En particulier, un champ lisse d’hyperplans D ⊂ TM est intégrable si et seulement si, en tout
point, le champ D est localement de la forme Ker(α) tel que :

α ∧ dα = 0 (2.1.0.2)

où α ∈ Ω1(α).

Définition 2.1.2. Une variété de contact est la donnée d’une (2n+ 1)-variété M et d’un
champ lisse d’hyperplans D ⊂ TM qui est, en tout point, localement de la forme ker(α) où
α ∈ Ω1(M) vérifie la condition :

α ∧ dαn 6= 0 (2.1.0.3)

que l’on appelle condition de maximal non-intégrabilité.

Note. En particulier, nous appellerons forme de contact toute 1-forme différentielle vérifiant
la condition (2.1.0.3). Il faut préciser que la condition (2.1.0.3) signifie que la forme α ∧ dαn
n’est jamais nulle.

Remarque 2.1.1. Il est important de constater que si (M,D) est une variété de contact, alors
les 1-formes locales associées ne sont pas uniques. En effet, si α est associé à D, alors pour tout
λ 6= 0, il en sera de même pour λα.

Avertissement 2.1.1. Dans la suite, nous nous permettrons d’appeler variété de contact la
donnée d’une (2n+ 1)-variété différentielle que l’on munit d’une forme α ∈ Ω1(M) vérifiant
la condition (2.1.0.3). Il est à noter que cela correspond à considérer des champs d’hyperplans
D ⊂ TM qui sont globalement de la forme Ker(α), ce qui est généralement faux.

Remarque 2.1.2. Une forme différentielle α ∈ Ω1(M) est une forme de contact si et seulement
si la (2n+ 1)-forme α ∧ dαn est une forme volume.

Un exemple classique de variété de contact est la variété
(
R2n+1, α

)
, que l’on appelle struc-

ture de contact standard et dont la forme de contact est :

α = dz + x1dy1 + · · ·+ xndyn (2.1.0.4)

avec (x1, y1, · · · , xn, yn, z) ∈ R2n+1.

Il est alors assez facile de vérifier que c’est une forme de contact et que sur R3 la forme de
contact est α = dz + xdy et correspond au champ d’hyperplans qui pour tout point (x, y, z)

associe l’hyperplan 〈(0, x, 1)〉⊥.
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Figure 2.1 – Structure de contact pour Ker(dz + xdy)

2.2 Champ de Reeb et variété métrique de contact

Un objet fondamental en géométrie de contact est le champ de Reeb, et que l’on retrouve dans
divers domaines tels que la théorie des champs en physique. Pour cela, nous devons considérer
la propriété suivante :

Propriété 2.2.1. Si (M,D) est une (2n+ 1)-variété de contact, alors il existe ε ∈ ∆(M), un
champ vectoriel (non unique pour D), que l’on appelle champ de Reeb, vérifiant localement
que :

α(ε) = 1 et ε ∈ Ker(dα) (2.2.0.1)

avec α étant localement défini tel que D = Ker(α).

Démonstration. Voir lemme/définition 1.1.9 page 5 de [38].

Remarque 2.2.1. Si α est une 1-forme de contact définie sur M , alors il existe un unique
champ de Reeb qui lui est associé (c’est-à-dire vérifiant la condition (2.2.0.1) pour α), et que
nous noterons alors εα.

Exemple. Nous pouvons facilement vérifier que le champ de Reeb sur la structure de contact
standard de R2n+1 est ∂z.

Définition 2.2.1. On appelle variété métrique de contact la donnée d’une variété rieman-
nienne (M, g) que l’on munit d’une 1-forme α ∈ Ω1(M) et d’un endomorphisme J : ∆(M) 7−→ ∆(M)
vérifiant les trois points suivants :

1. Si εα ∈ ∆(M) est le dual métrique 1de α, alors α(εα) = 1.

2. dα(X,Y ) = g(JX, Y ).

3. J2X = −X + α(X)εα.
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On vérifie alors que (M,α) est bien une variété de contact et dont εα en est le champ de
Reeb. De plus, nous pouvons montrer (voir lemme 2.1.9 page 25 de [106]) que sur une variété de
contact (M,α), tout endomorphisme J satisfaisant la troisième condition de la définition 2.2.1
définit automatiquement et de manière unique la métrique g telle que la structure (M, g, α, J)
est une variété métrique de contact. Plus précisément, la métrique g est définie par l’expression
suivante :

g(X,Y ) = α(X)α(Y ) + dα(X, JY ) (2.2.0.2)

où X et Y sont des champs de vecteurs.

2.3 Les contactomorphismes

Il est naturel de considérer les transformations qui préservent les structures de contact. Nous
appellerons donc contactomorphisme entre deux variétés de contact (M1, α1) et (M2, α2) tout
difféomorphisme f : M1 7−→M2 vérifiant que :

f∗α2 = λα1 (2.3.0.1)

avec λ 6= 0.

De plus, si on choisit α1 et α2 comme étant les formes de contact qui sont respectivement
définies sur M1 et M2, alors nous dirons qu’un difféomorphisme f : M1 7−→M2 est un contac-
tomorphisme strict s’il vérifie la condition (2.3.0.1) telle que f∗α2 = α1.

Propriété 2.3.1. Considérons (M1, α1) et (M2, α2) deux variétés de contact ainsi que ε1 et ε2

les champs de Reeb qui leur sont respectivement associés. Si f : M1 7−→M2 est un contactomor-
phisme strict, alors on a que ε1 = f∗ε2.

Démonstration. Voir lemme 2.2.4 page 61 de [106].

2.4 Immersion, fibré et front de Legendre

Nous terminerons cet exposé par les notions d’immersion de Legendre, de fibré de Legendre et
de front legendrien, qui sont nécessaires pour caractériser les hérissons en géométrie de contact.
Pour cela, on commence par définir les sous-espaces isotropes d’une (2n+ 1)-variété de contact
(M,α), qui correspondent à des sous-variétés L ⊂M telles que :

TxL ⊂ Ker(αx) (2.4.0.1)

pour tout x ∈ L.

On peut alors montrer (voir propriété 1.5.12 page 34 de [106]) que la dimension de toute
sous-variété isotrope L d’une (2n+ 1)-variété de contact (M,α) est telle que dim(L) ≤ n. En
conséquence, on définit les sous-variétés de Legendre comme étant les sous-variétés isotropes
de dimension maximale, c’est-à-dire de dimension n.

1. Le dual métrique d’une 1-forme α sur une variété riemannienne (M, g) est l’unique champ de vecteurs
ε ∈ ∆(M) tel que α = g(ε, ·).
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Définition 2.4.1. Nous appellerons fibré lisse de fibre T, avec T une variété différentielle,
toute submersion surjective p : E 7−→ β telle que pour tout b0 ∈ β, il existe V ⊂ β un ouvert centré
en b0 et un difféomorphisme φ : V × T 7−→ p−1(V), que l’on appellera trivialisation locale,
vérifiant que :

p ◦ φ(b, x) = b (2.4.0.2)

pour tout (b, x) ∈ V × T .

Définition 2.4.2. Si (M,α) est une (2n+ 1)-variété de contact, alors nous appellerons fibré
de Legendre tout fibré lisse π : M 7−→ β dont les fibres sont des sous-variétés de Legendre.

Définition 2.4.3. Nous appellerons immersion de Legendre à image dans une (2n+ 1)-
variété de contact (M,α) toute immersion i : L 7−→M qui est définie sur une n-variété et qui
vérifie :

dui ·
−→
W ∈ Ker

(
αi(u)

)
(2.4.0.3)

pour tout u ∈ L et
−→
W ∈ TuL.

Enfin, nous appellerons front legendrien la donnée de la partie H = π ◦ i(L), où π et i
sont respectivement la projection d’un fibré de Legendre et une immersion de Legendre, que l’on
munit du paramétrage x := π ◦ i : L 7−→ β et qui fait donc commuter le diagramme ci-dessous :

L i(L) ⊂M

L H ⊂ β

i

Id π
x := π ◦ i

Il est alors intéressant de constater que l’on peut définir des hypersurfaces orientées qui
admettent des points singuliers en considérant le front legendrien de sous-variétés de Legendre.
En particulier, nous verrons aux chapitres 2 et 7 que c’est précisément le cas pour les hérissons
et les g-hérissons.
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Annexe C

Éléments sur la notion de
co-orientation

La notion de co-orientation nous étant indispensable pour définir les notions de hérisson et de
g-hérisson, il est alors nécessaire de l’introduire correctement. Par conséquent, nous consacrons
cette annexe à une présentation de la notion de co-orientation en toute généralité. Pour cela nous
nous reposerons sur l’ouvrage [38] de H.Geiges qui recouvre largement toutes les notions qui nous
seront nécessaires.

On commence par considérer un fibré vectoriel π : E 7−→ β. Nous dirons alors qu’une famille
p-sous-espace vectoriel V ⊂ E est un champ de p-sous-espaces vectoriels s’il existe toujours
localement une famille libre (e1, · · · , ep) de sections lisses telle que V = 〈e1, · · · , ep〉.

Définition 3.0.1. Soit (E, g) un fibré vectoriel métrique. Alors nous dirons qu’un champ d’hy-
perplan T ⊂ E est co-orienté si le champ des droites orthogonales l = T⊥ ⊂ E est orienté 1.

Remarque 3.0.1. Il est immédiat qu’un champ d’hyperplans T ⊂ E est co-orienté si et seule-
ment si le fibré vectoriel quotient E/T est trivial.

Nous faisons le choix de définir la notion de co-orientation à ce niveau de généralité afin de
pouvoir l’adapter aux différents cas que nous considérerons. Dans la suite, nous travaillerons
uniquement sur le fibré tangent d’une variété riemannienne. Ainsi, on considère la propriété
suivante :

Propriété 3.0.1. Si (M, g) est une variété riemannienne, alors un champ d’hyperplans T ⊂ TM
est co-orienté si et seulement s’il est de la forme :

T = Ker(α) (3.0.0.1)

pour α ∈ Ω1(M) étant une forme différentielle.

Démonstration. Voir lemme 1.1.1 page 2 de [38].

Remarque 3.0.2. S’il est clair que tout champ d’hyperplans vérifie localement la relation
(3.0.0.1), la notion de co-orientation se caractérise par le fait que la relation (3.0.0.1) est globa-
lement vérifiée.

1. Nous dirons qu’un champ de droites vectorielles l ⊂ E dans un fibré vectoriel (E, π), est orienté s’il existe
une section lisse ν ∈ Γ0(E) qui n’est jamais nulle et qui vérifie, de plus, que ν = Rν.
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Il est alors naturel de considérer comme étant co-orientée toute variété de contact (M, E)
(voir définition 2.1.2 page 274) vérifiant que :

E = Ker(α) (3.0.0.2)

et où α est donc la forme de contact. Il est intéressant de remarquer que toute variété de contact
vérifie localement la relation 3.0.0.2. Ainsi, ce qui définit qu’une variété de contact est co-orientée
est le fait que cette relation est vérifiée globalement.

Nous pouvons alors constater que la variété de contact que nous considérons à la section 2.1
page 47 est bien évidemment co-orientée. Aussi, il est intéressant de considérer l’exemple 1.2.8
page 8 de [38] qui correspond à une variété de contact qui n’est pas co-orientée.

Définition 3.0.2. Soit (M,α) une variété de contact co-orientée. Alors nous dirons qu’un champ
d’hyperplans Σ ⊂ x∗TM , avec x : Γ 7−→M une application lisse, est co-orienté si :

Σu = Ker
(
αx(u)

)
(3.0.0.3)

pour tout u ∈ Γ.

Remarque 3.0.3. Dans le cadre d’une variété métrique de contact (M, g, α, J) (voir définition
2.2.1 page 275) tout champ d’hyperplans co-orientés selon la définition 3.0.2 l’est aussi selon la
définition 3.0.1.

Considérons donc la structure de contact que nous avons considérée à la section 2.1 page 47
et que l’on munit de la métrique g et de l’endomorphisme complexe J tels que :

gw

(−→
W 1,
−→
W 2

)
= 〈
−→
V 1|
−→
V 2〉+ 〈

−→
X 1|
−→
X 2〉 et Jw ·

−→
W =

(
〈v|
−→
X 〉v −

−→
X
)
⊕
−→
V (3.0.0.4)

pour tout w = (v, x) ∈ Sn−1 × Rn.

Définition 3.0.3. Soit (M,α) une variété de contact co-orientée. Alors, on appelle point co-
orienté la donnée d’un point x ∈M et de son hyperplan associé Ker(αx).

Il nous faut alors remarquer que tout point co-orienté (w, T ) de Sn−1 × Rn est naturel-
lement associé à un hyperplan affine orienté de Rn. En effet, si w = (v, x) ∈ Sn−1 × Rn,

alors Ker(αw) = 〈v〉⊥ ⊕ 〈v〉⊥ = 〈(0, v)〉⊥gw . Ainsi pour tout point co-orienté (w, T ), avec

T = 〈(0, v)〉⊥gw il nous suffit de considérer l’hyperplan affine Σ = x + 〈v〉⊥ que l’on munit
de l’orientation qui correspond au vecteur v.

Pour définir une notion de co-orientation sur les familles d’hyperplans affines orientés, il nous
faut alors établir une correspondance ”naturelle” entre les champs d’hyperplans co-orientés de
la variété de contact Sn−1 × Rn et les familles d’hyperplans affines orientés de l’espace Rn.

Considérons donc T ⊂ j∗T
[
Sn−1 × Rn

]
, avec j : Γ 7−→ Sn−1 × Rn une application lisse, un

champ d’hyperplans co-orientés. Alors, en considérant les applications lisses ν : Γ 7−→ Sn−1 et
x : Γ 7−→ Rn telles que j(u) = (ν(u), x(u)), nous pouvons définir la famille des hyperplans Σu =

x(u) + 〈ν(u)〉⊥ et dont l’orientation est définie par le vecteur ν(u). Par conséquent, il est justifié
de considérer la définition suivante :



281

Définition 3.0.4. Nous dirons qu’une famille (Σu, βu)u∈Γ d’hyperplans affines orientés de Rn
est co-orientée si les hyperplans sont de la forme :

Σu = h(u)ν(u) + 〈ν(u)〉⊥, (3.0.0.5)

avec h étant une fonction de classe C∞, et dont l’orientation βu est définie par ν(u).

Pour terminer cette annexe, il nous faut de noter que nous pouvons trouver dans la littérature
la définition d’hypersurface co-orientée comme étant la donnée d’une hypersurface orientable
Σ ⊂M , dans une variété riemannienne, que l’on munit d’une orientation. Il est alors intéressant
de constater que si Σ ⊂ Rn est une hypersurface co-orientée, alors via la propriété 3.0.1, on a que
la famille des hyperplans tangents est un champ d’hyperplans co-orientés du fibré tangent TM
selon la définition 3.0.1. De plus, si M = Rn, alors il est clair que la famille des hyperplans orientés
(x+ TxΣ, ν(x)), où ν est le champ orthonormal correspondant à l’orientation de l’hypersurface
Σ, est co-orientée au sens de la définition (3.0.4). Nous pouvons ainsi remarquer la cohérence des
différentes définitions de co-orientation que nous avons considérées.
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Annexe D

Éléments sur l’espace projectif

Il nous sera utile de faire le point sur la géométrie projective ainsi que sur les différentes
notions de dualité qui seront nécessaires pour définir le dual projectif d’un hérisson, ou d’un
g-hérisson. En particulier, nous introduirons les deux principales méthodes permettant de définir
le dual d’un corps convexe. Pour approfondir, il est possible de consulter l’ouvrage [49], lequel
propose une introduction à la géométrie projective largement suffisante pour nos besoins.

4.1 Cartes projectives et transformations projectives

L’espace projectif de dimension n, que l’on notera RPn, Pn(R) ou simplement Pn, se définit
via le passage au quotient de Rn+1\{0} par la relation d’équivalence ∼ qui identifie les points (dis-
tincts de l’origine) se trouvant sur la même droite vectorielle. C’est alors une variété différentielle
de dimension n qui, de plus, est compacte. Il est clair que la projection canonique π : Rn+1 \ {0} 7−→→ Pn,
que nous appellerons projection projective, est lisse. Plus généralement, si E est un espace vec-
toriel (pas forcément de dimension finie), nous définissons de la même manière l’espace projectif
qui lui correspond. Nous noterons alors P(E) cet espace et πE : E \ {0} 7−→ P(E) la projection
projective qui lui est associée.

Remarque 4.1.1. Sur Sn, la projection projective est toujours une immersion.

Avertissement 4.1.1. Pour éviter des notations redondantes, nous nous permettrons, lorsque
cela ne produira pas de confusion, d’identifier les points de l’espace projectif Pn avec leur représentant
dans Rn+1 \ {0} et que nous considérerons généralement sur la sphère Sn.

Notation 4.1.1. Si x ∈ E est un point et H ⊂ E un sous-espace vectoriel, nous noterons P(x)
et P(H) leurs projections respectives dans P(E) via la projection projective.

Nous appellerons droite projective (resp. p-sous-espace projectif et hyperplan pro-
jectif) l’image par la projection projective d’un plan vectoriel (resp. d’un (p+ 1)-sous-espace
vectoriel ou d’un hyperplan vectoriel) de Rn+1. En particulier, il est facile de remarquer que tout
p-sous-espace projectif correspond à Pp, l’espace projectif de dimension p. Ensuite, nous pouvons
définir un atlas de Pn en considérant pour tout e ∈ Rn+1\{0} l’ouvertWe =

{
v ∈ Rn+1 tel que 〈v|e〉 6= 0

}
ainsi que l’application lisse ϕe :We 7−→→ 〈e〉⊥ qui est définie telle que :

ϕe(v) = σe(v)v − e (4.1.0.1)

283
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avec σe(v) = ‖e‖2
〈v|e〉 .

Comme il est clair que l’application ϕe est compatible avec la relation d’équivalence ∼, nous
appellerons carte projective centrée en e ou simplement carte projective l’application lisse

ϕ̄e : Pn \He 7−→
−→
Te correspondant au passage au quotient de ϕe et faisant donc commuter le

diagramme ci-dessous :

Pn \He
−→
Te

We
−→
Te

ϕ̄e

p Id
ϕe

Notation 4.1.2. Pour e ∈ Sn, nous prendrons l’habitude de noter l’hyperplan affine Te =

e+ 〈e〉⊥, ainsi que l’hyperplan vectoriel
−→
Te = 〈e〉⊥ et l’hyperplan projectif He = P

(−→
Te \ {0}

)
.

Avertissement 4.1.2. Afin de ne pas alourdir inutilement notre texte, nous prendrons l’habitude
de confondre les applications ϕe et ϕ̄e tant que cela ne produira pas de confusions.

Il est alors justifié d’appeler hyperplan à l’infini l’hyperplan projectif He et ainsi, toute
carte projective correspond au choix d’un hyperplan projectif que l’on considère comme étant
l’hyperplan à l’infini. En particulier, pour tout hyperplan projectif H ⊂ Pn, nous identifions, via
la carte projective définie par l’hyperplan H, l’ouvert Pn \H avec l’espace Rn.

Définition 4.1.1. Soit E et F deux espaces vectoriels ainsi que P(E) et P(F ) les espaces
projectifs qui leur sont associés et dont les projections projectives respectives sont pE et pF .
Alors nous dirons qu’une application φ : P(E) 7−→ P(F ) est un plongement projectif si il
existe f : E 7−→ F une application linéaire injective faisant commuter le diagramme ci-dessous :

P(E) P(F )

E F

φ

pE pF
f

Notation 4.1.3. On notera donc φ = P(f) le plongement projectif associé à l’application f .

Il est alors clair que la condition d’injectivité de f est nécessaire pour que la fonction φ existe.
Aussi, on peut vérifier que toute application φ : P(E) 7−→ P(F ) ainsi définie est forcément un
plongement de variété différentielle. Nous appellerons alors transformation projective tout
plongement projectif de P(E) dans P(E) et isomorphisme projectif tout plongement projectif
inversible.

Remarque 4.1.2. Un plongement projectif φ : P(E) 7−→ P(F ) est un isomorphisme projectif si
et seulement si φ = P(f) avec f : E 7−→ F un isomorphisme linéaire. En particulier, si E est de
dimension finie, alors les transformations projectives sont des isomorphismes projectifs.
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4.2 Notions de dualité et de polarité sur les espaces pro-
jectifs

La dualité projective se définit en transposant sur les espaces projectifs les relations de dualité
qui existent sur les espaces vectoriels. Ainsi, pour un espace vectoriel E (pas nécessairement de
dimension finie), on considère les espaces projectifs P(E), P(E∗) et P(E∗∗). Nous prendrons
alors l’habitude de noter ces espaces P(E), P(E)

∗
et P(E)

∗∗
et, en particulier, pour Rn+1 nous

adopterons les notations suivantes :

Pn = P
(
Rn+1

)
, P∗n = P

(
Rn+1

)∗
et P∗∗n = P

(
Rn+1

)∗∗
4.2.1 La notion de dualité entre les points et les hyperplans projectifs

Considérons donc E un espace vectoriel. Si V ⊆ E est un sous-espace vectoriel, alors on
définit le sous-espace V ⊥∗ ⊂ E∗, que l’on appelle orthogonal de V au sens de la dualité,
tel que :

V ⊥∗ = {l ∈ E∗ tel que ∀v ∈ V, l(v) = 0} (4.2.1.1)

Si, de plus, les espaces E et V sont de dimensions respectives n et p, il est alors clair que
l’orthogonal au sens de la dualité V ⊥∗ est de dimension n − p, comme on pourrait s’y attendre
pour l’orthogonal d’un p-sous-espace vectoriel dans un espace euclidien. Nous pouvons alors
définir une relation de dualité entre les points et les hyperplans projectifs de P(E), P(E)

∗
et

P(E)
∗∗

en considérant la définition suivante :

Définition 4.2.1. Soit E un espace vectoriel ainsi que P(E) et P(E)
∗

son espace projectif et
son dual projectif. Alors nous définissons les relations de dualité entre les points et les hyperplans
projectifs comme suit :

1. On appelle hyperplan dual d’un point p ∈ P(E), l’hyperplan projectif, noté p∗, dans le
dual projectif P(E)

∗
tel que :

p∗ = P
(
δ⊥∗p
)
⊂ P(E)

∗
, (4.2.1.2)

où δp ⊂ E est la droite vectorielle telle que p = P(δp).

2. On appelle point dual d’un hyperplan projectif H ⊂ P(E), le point noté H∗, dans le dual
projectif P(E)

∗
tel que :

H∗ = P
(
H⊥∗0

)
∈ P(E)

∗
, (4.2.1.3)

où H0 ⊂ E est l’hyperplan vectoriel 1 tel que H = P(H0).

Remarque 4.2.1. Sur le plan projectif, la relation de dualité associe les points aux droites et
les droites aux points.

1. Si E est de dimension infinie, alors H0 est un hyperplan vectoriel si sa codimension est égale à 1, au sens
où il admet un supplémentaire de dimension 1.
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4.2.2 Identification entre l’espace projectif et son bidual.

Lorsque E est de dimension finie, nous savons que l’application canonique f : E 7−→ E∗∗ qui
à x ∈ E associe la forme bidual fx ∈ E∗∗ telle que fx · l = l(x), est un isomorphisme. Cette
identification entre E et son bidual E∗∗, une fois passée au quotient, nous permet d’identifier
l’espace projectif P(E) et son bidual P(E)

∗∗
via la propriété suivante :

Propriété 4.2.1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, alors l’isomorphisme canonique
f : E ↪−→→ E∗∗ passe au quotient en un isomorphisme projectif η : P(E) ↪−→→ P(E)

∗∗
qui de plus

vérifie :

1. Si p ∈ P(E), alors p∗∗ = η(p).

2. Si H ⊂ P(E) est un hyperplan projectif, alors H∗∗ = η(H).

Note. En identifiant, via η, les espaces projectifs P(E) et P(E)
∗∗

, on obtient que pour tout point
p ∈ P(E) et pour tout hyperplan projectif H ⊂ P(E), alors :

p∗∗ = p et H∗∗ = H (4.2.2.4)

et que l’on appelle naturellement relation de bidualité.

Démonstration. Voir les pages 85 à 87 de [49].

Remarque 4.2.2. Les relations de dualité via l’application η sont stables par l’action du groupe
projectif. En effet, si ψ : P(E) 7−→ P(E) est une transformation projective, alors pour tout point
p ∈ P(E) et pour tout hyperplan projectif H ⊂ P(E), on a :

η−1
(
ψ(p)

∗∗)
= ψ

(
η−1(p∗∗)

)
et η−1

(
ψ(H)

∗∗)
= ψ

(
η−1(H∗∗)

)
(4.2.2.5)

ce que nous pouvons représenter via le graphe ci-dessous :

p ∈ P(E) p∗∗ ∈ P(E)
∗∗

η−1(p∗∗) ∈ P(E)

ψ(p) ∈ P(E) ψ(p)
∗∗ ∈ P(E)

∗∗
ψ
(
η−1(p∗∗)

)
= η−1

(
ψ(p)

∗∗)
η−1

ψ ψ
η−1

Il est à noter que la propriété 4.2.1 justifie que l’on utilise la terminologie de ”dualité” lorsque
l’on considère les espaces projectifs P(E)

∗
et P(E)

∗∗
. En effet, la notion de dualité est involutive

(au sens où appliquée deux fois, elle nous ramène à la situation initiale). En particulier, cela
explique pourquoi on travaille en dimension finie lorsque l’on considère la dualité projective, car
en dimension infinie, nous perdons 2 l’identification entre E et son bidual E∗∗.

2. Lorsqu’un espace vectoriel E est de dimension infinie, alors la dimension de son bidual E∗∗ est strictement
supérieure à celle de E. C’est une conséquence directe du théorème d’Erdos-Kaplansky (voir les pages 221 à 227
de l’ouvrage [43] pour plus de détails).
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4.2.3 La notion de polarité entre les points et les hyperplans projectifs.

La notion de polarité se définit en transposant sur P(E) la notion de dualité que nous avons
définie entre les espaces P(E) et P(E)

∗
. Pour cela, l’idéal serait d’identifier les espaces P(E)

et P(E)
∗

via un isomorphisme projectif ϕ : P(E) 7−→ P(E)
∗

qui vérifie la condition (4.2.2.5) au
sens où pour chaque transformation projective ψ : P(E) 7−→ P(E), si p ∈ P(E) est un point et
H ⊂ P(E) est un hyperplan projectif, on a :

ϕ−1
(
ψ(p)

∗)
= ψ

(
ϕ−1(p∗)

)
et ϕ−1

(
ψ(H)

∗)
= ψ

(
ϕ−1(H∗)

)
, (4.2.3.6)

Nous pouvons alors constater que la relation (4.2.3.6) ne peut être vérifiée en toute généralité.
Il est néanmoins possible de contourner ce problème en considérant φ ∈ E∗ ⊗E∗, une forme bi-
linéaire non dégénérée sur l’espace vectoriel E, qui, par application du théorème des représentations
de Reeb, nous fournit un isomorphisme projectif ϕ : P(E) 7−→ P(E)

∗
. En effet, nous pouvons

vérifier que l’identification via cet isomorphisme est stable par l’action du sous-groupe du groupe
projectif, qui est engendré par les applications conformes 3 pour φ.

Remarque 4.2.3. Si φ ∈ E∗ ⊗E∗ est une forme bilinéaire non dégénérée, et f : E 7−→ E∗ est
l’isomorphisme défini via la forme bilinéaire φ, alors on a que :

f
(
V ⊥φ

)
= V ⊥∗ (4.2.3.7)

pour tout sous-espace vectoriel V ⊂ E.

Nous pouvons ainsi définir la notion de polarité sur P(E) relative au choix d’une quadrique
C ⊂ P(E) qui correspond à une forme bilinéaire symétrique φ ∈ E∗ ⊗ E∗ non dégénérée. Cette
forme bilinéaire nous permet, comme nous l’avons vu précédemment, d’identifier P(E) avec son
dual P(E)

∗
, et ainsi de transporter naturellement sur l’espace projectif P(E) la notion de dualité

que nous avons définie sur P(E)
∗
.

Définition 4.2.2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, alors nous dirons que C ⊂ P(E)
est une quadrique si c’est la projection, dans P(E), du cône isotrope d’une forme quadratique
q : E → R.

Note. Nous dirons alors que la quadrique C est définie par la forme quadratique q. De plus,
une quadrique C ⊂ P(E) est dite propre lorsqu’elle est non vide et est définie par une forme
quadratique non dégénérée.

Pour en savoir plus sur les quadriques, il est possible de consulter la section 2 du chapitre III
de [49] qui traite des coniques (ce sont les quadriques du plan projectif), ainsi que le chapitre VI
de [5] où l’on se place dans un cadre général.

Définition 4.2.3. Soit E un espace vectoriel de dimension finie ainsi que C ⊂ P(E) une qua-
drique propre définie par une forme quadratique q et dont la forme polaire est φ ∈ E∗ ⊗ E∗.
Alors on définit la relation de polarité pour C (ou simplement polarité) entre les points et les
hyperplans projectifs de la manière suivante :

1. On appelle hyperplan polaire pour C (ou simplement hyperplan polaire) d’un point
p ∈ P(E), l’hyperplan projectif, que l’on note p◦, de l’espace projectif P(E) tel que :

p◦ = P
(
δ
⊥φ
p

)
⊂ P(E), (4.2.3.8)

où δp ⊂ E est la droite vectorielle telle que p = P(δp).

3. Une application conforme pour φ est un endomorphisme f : E 7−→ E pour lequel il existe λ ∈ R, un scalaire
non nul tel que pour tous x et y dans E : φ(f(x), f(y)) = λφ(x, y).



288 ANNEXE D. ÉLÉMENTS SUR L’ESPACE PROJECTIF

2. On appelle pôle pour C (ou simplement pôle) d’un hyperplan projectif H ⊂ P(E) le point,
que l’on note H◦, de l’espace projectif P(E) tel que :

H◦ = P
(
H
⊥φ
0

)
∈ P(E), (4.2.3.9)

où H0 ⊂ E est l’hyperplan vectoriel tel que H = P(H0).

Note. Il est clair que les relations de dualité polaire, ainsi définies, ne dépendent pas du choix
de la forme quadratique définissant la quadrique C.

Remarque 4.2.4. Nous pouvons vérifier que les relations de dualité et de polarité cöıncident
via l’isomorphisme projectif ϕ : P(E) 7−→ P(E)

∗
. En effet, on a :

p◦ = ϕ−1(p∗) et H◦ = ϕ−1(H∗) (4.2.3.10)

pour tout point p ∈ P(E) et hyperplan H ⊂ P(E).

Pour conclure, constatons que la relation de bidualité (4.2.2.4) est vérifiée. En effet, si l’on
considère un point p ∈ P(E) et un hyperplan projectif H ⊂ P(E), alors on a :

(p◦)
◦

= p et (H◦)
◦

= H (4.2.3.11)

ce qui justifie que l’on parle de dualité.

4.3 Dualité projective et dualité polaire d’un corps convexe

L’objet de cette section est d’étudier les définitions de dualité projective et de dualité polaire
que nous avons introduites au chapitre 3. En effet, si K ⊂ Rn est un corps convexe dont le bord
topologique est de classe C1, alors on définit le dual projectif de K dans Pn tel que :

K∗ = Ad
{
δ ∈ Pn tel que δ = 〈e+ L〉⊥ avec L ∈ H(Rn) vérifiant L ∩K = ∅

}
(4.3.0.1)

où e = (0, · · · , 0, 1) ∈ Sn ⊂ Rn+1 et H(Rn) est l’ensemble des hyperplans affines de Rn (où

l’espace vectoriel Rn est identifié avec l’hyperplan
−→
Te).

Pour ce qui est de la dualité polaire, si K est un corps convexe centré en zéro (i.e., l’intérieur
Int(K) contient l’origine de Rn), on définit le dual polaire de K tel que :

K◦ = {x ∈ Rn tel que ∀y ∈ Rn, 〈x|y〉 ≤ 1} ⊂ Rn ∼ Pn \He (4.3.0.2)

où He est l’hyperplan projectif défini par le point e et Pn \He que l’on identifie à Rn via la carte

projective ϕe : Pn \He 7−→
−→
Te ∼ Rn.

Par conséquent, il nous faut établir la correspondance entre les définitions (4.3.0.1) et (4.3.0.2)
avec les notions de dualité que nous avons introduites à la section 4.2.
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4.3.1 Dualité projective d’un corps convexe

Pour la définition (4.3.0.1), il nous est nécessaire de définir la dualité projective d’un corps
convexe dans P(E) en nous reposant sur les définitions classiques de la géométrie projective qui
consistent à appliquer une transformation sur les polygones via les relations de dualité entre les
points et les droites du plan.

Définition 4.3.1. Soit E un espace euclidien, alors nous dirons que K ⊂ P(E) est un corps
convexe lorsque pour tout hyperplan projectif H qui n’intersecte pas K, c’est un corps convexe
sur P(E) \H vu comme espace euclidien.

Note. De plus, nous dirons que le corps K est de classe Ck (resp. Ck
+) si pour tout hyperplan

projectif H ⊂ P(E) qui n’intersecte pas K, alors le corps K sur P(E) \ H vu comme espace
euclidien est de classe Ck (resp. Ck+).

Propriété 4.3.1. Soit e ∈ Sn et L ⊂
−→
Te un corps convexe. Si on considère ϕe : Pn \He 7−→

−→
Te

la carte projective centrée en e, alors on a que la partie K = ϕ−1
e (L) est un corps convexe dans

Pn. De plus, si L est de classe Ck (resp. Ck+), alors le corps K est aussi de classe Ck (resp. Ck+).

Démonstration. Soit p : Sn 7−→ Pn la projection projective restreinte à la sphère Sn, qui est alors

une immersion. Si e ∈ Sn est un point, alors on considère ϕe :We 7−→
−→
Te, avec

−→
Te = 〈e〉⊥ et

We =
{
x ∈ Rn+1 tel que 〈x|e〉 6= 0

}
, telle que :

ϕe(x) = σe(x)x− e

où σe(x) = 1
〈x|e〉 .

À présent, en considérant l’ouvert Ωe = {u ∈ Sn tel que 〈u|e〉 > 0}, on a que la restriction

ϕe : Ωe 7−→
−→
Te est un C∞-difféomorphisme correspondant à la projection gnomonique de la sphère

centrée en e.

Nous dirons alors qu’une partie K ⊂ Ωe est un corps convexe dans Ωe lorsqu’elle est non
vide, compacte et vérifie la condition de convexité : si x et y ∈ K, alors la plus petite géodésique
γ reliant les points x et y, qui est donc contenue dans Ωe, est comprise dans K. Nous dirons
de plus que K est de classe Ck lorsque son bord topologique ∂K est une hypersurface de Sn de
classe Ck.

Il est alors facile de voir que K ⊂ Ωe est un corps convexe si et seulement si l’image ϕe(K)

est un corps convexe dans
−→
Te. De même, le corps K est de classe Ck si et seulement si le corps

ϕe(K) l’est aussi.

En particulier, si K est de classe Ck, avec k ≥ 1, alors il existe ν : ∂K 7−→ TSn une section
de classe Ck−1 orthogonale au bord ∂K, telle que pour tout x ∈ ∂K, si γ : ]a; b[ 7−→ Ωe est la
géodésique qui passe par le point x avec la vitesse ν(x) à l’instant t = 0, alors : ∀t > 0, γ(t) /∈ K.
Nous appellerons alors normale sortante du corps K le champ ν ainsi défini.

Ainsi, nous dirons que le corps K est de classe Ck+, avec k ≥ 2, si son bord topologique est
une hypersurface de classe Ck dont la courbure de Gauss n’est jamais nulle. Par construction, il
est alors immédiat que le corps K est de classe Ck+ si et seulement si l’image ϕe(K) l’est aussi.
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Considérons donc K0 ⊂ Ωe un corps convexe ; il nous suffit de montrer que la projection

K = p(K0) est un corps convexe dans Pn. Pour cela, considérons H = p
(
〈v0〉⊥

)
un hyperplan

projectif qui n’intersecte pas K, et alors il est clair que :

K0 ∩ 〈v0〉⊥ = ∅

On peut alors supposer, sans perte de généralité, que K0 ⊂ Ωv0 . Et alors, par définition,
K0 est un corps convexe dans Ωv0 . En particulier, on obtient que ϕv0(K0) = ϕv0(K) est un

corps convexe dans
−→
Tv0 . De plus, il est clair que si K0 est de classe Ck (resp. Ck+), alors le corps

ϕv0(K0) = ϕv0(K) ⊂
−→
Tv0 est aussi de classe Ck (resp. Ck+).

Remarque 4.3.1. À partir de la propriété précédente, il résulte qu’une partie K ⊂ P(E) est
un corps convexe si et seulement s’il existe H, un hyperplan projectif dans P(E), tel que K est
un corps convexe dans P(E) \H vu comme espace euclidien. Il en est de même pour les corps
convexes de classe Ck (resp. Ck+).

Définition 4.3.2. Soit E un espace euclidien et K ⊂ P(E) un corps convexe, alors on appelle
dual projectif de K, que l’on note K∗, la partie de P(E)

∗
telle que :

K∗ = Ad
{
H∗ ∈ P(E)

∗
tel que H ∈ HP(E) et H ∩K = ∅

}
(4.3.1.3)

où HP(E) correspond à l’ensemble des hyperplans projectifs de P(E).

Propriété 4.3.2. Soit E un espace euclidien et K ⊂ P(E) un corps convexe. Alors le dual
projectif de K vérifie les quatre points suivants :

1. En considérant l’identification de P(E) avec son bidual P(E)
∗∗

, via l’isomorphisme pro-
jectif η, alors (K∗)

∗
= K, pour tout corps convexe non réduit à un singleton.

2. Si K est un corps convexe qui n’est pas de classe C0, alors son dual projectif n’est pas un
corps convexe.

3. Si K est un corps convexe de classe C0, alors son dual projectif l’est aussi.

4. Si K est un corps convexe de classe Ck+, alors son dual projectif l’est aussi.

Démonstration. Soit e ∈ Sn ainsi que l’ouvert Ωe = {v ∈ Sn tel que 〈v|e〉 > 0}. Alors nous di-
rons que Σ ⊂ Ωe est un g-hyperplan de Ωe s’il existe v ∈ Ωe tel que Σ est l’intersection non vide

entre Ωe et 〈v〉⊥. Il est alors utile de remarquer qu’à partir de cette définition, il n’existe pas de
g-hyperplan dans Ωe passant par le point e. Aussi, on définit H+ = {w ∈ Ωe tel que 〈w|v〉 ≥ 0}
et H− = {w ∈ Ωe tel que 〈w|v〉 ≤ 0} les demi-espaces bordant Σ, que nous appellerons respec-
tivement demi-espace positif et demi-espace négatif. Enfin, nous noterons H(Ωe) l’ensemble des
g-hyperplans de Ωe.

Nous définissons aussi une notion de dualité sur Ωe qui, à tout point v ∈ Ωe \ {e} et g-
hyperplan Σ ∈ H(Ωe), associe respectivement le g-hyperplan dual v∗ ∈ H(Ωe) et le point dual
Σ∗ ∈ Ωe \ {e}, tels que :

v∗ = Ωe ∩ 〈v〉⊥ et Σ∗ = Ωe ∩ 〈Σ〉⊥ (4.3.1.4)

Nous pouvons alors remarquer qu’il est clair que l’on obtient v∗∗ = v et Σ∗∗ = Σ, ce qui
justifie que l’on parle de dualité. Ensuite, nous prendrons l’habitude de noter, pour chaque point
x ∈ Ωe \ {e}, les parties :
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H+(x) = {y ∈ Ωe tel que 〈x|y〉 ≥ 0} et H−(x) = {y ∈ Ωe tel que 〈x|y〉 ≤ 0} (4.3.1.5)

et qui correspondent aux demi-espaces positif et négatif bordant le g-hyperplan dual x∗. Nous
pouvons aussi remarquer que pour tous x et y ∈ Ωe \ {e}, on a :

x ∈ y∗ ⇔ y ∈ x∗ (4.3.1.6)

À présent, considérons un corps convexeK ⊂ Ωe tel que nous l’avons défini pour la démonstration
de la propriété 4.3.1. Alors nous dirons que Σ ⊂ Ωe est un g-hyperplan de support du corps K
si le corps K est inclus dans l’un des deux demi-espaces H+ ou H−, bordant Σ, et satisfait
Σ∩K 6= ∅. De plus, nous appellerons point de support les points contenus dans les intersections
de K avec ses g-hyperplans de support et ainsi on définit Supp(K) comme l’ensemble des points
de support de K. Par conséquent, pour e ∈ K, il est alors facile, en se rapportant aux propriétés
des corps convexes de Rn, de savoir que :

1. Pour tout u ∈ Sn−1
e , avec Sn−1

e = S[TeSn], si γ : R 7−→ Sn est la géodésique passant par le
point e à la vitesse u, alors il existe un g-hyperplan de support de K qui est orthogonal
à la géodésique γ. En particulier, si Int(K) est non vide alors il existe exactement deux
g-hyperplans de support qui sont orthogonaux à la géodésique γ.

2. Pour tout x ∈ ∂K, avec ∂K étant le bord topologique de K, il existe toujours Σ ⊂ Ωe un
g-hyperplan de support de K en x (c’est-à-dire contenant le point x). En particulier, on a
que Supp(K) = ∂K.

3. Une partie K est un corps convexe si et seulement si c’est un compact non vide qui est
l’intersection d’une famille de demi-espaces.

4. Un corps convexe K de classe C0 n’est pas de classe C1 si et seulement s’il existe un point
de support x ∈ ∂K admettant deux g-hyperplans de support distincts 4.

Nous pouvons alors définir une notion de dualité pour les corps convexes de Ωe qui, de plus,
correspond à la dualité projective que nous avons définie via la définition 4.3.2. Considérons donc
K ⊂ Ωe un corps convexe de Ωe. Alors on définit le dual projectif du corps K tel que :

K∗ = Ad{Σ∗ ∈ Ωe tel que Σ ∈ H(Ωe) et K ∩ Σ = ∅} ⊂ Ωe (4.3.1.7)

Il est à noter que la partie K∗ est définie par fermeture sur la sphère Sn. En particulier, pour
que K∗ soit un corps convexe de Ωe, il nous faudra d’abord vérifier que K∗ ⊂ Ωe.

À présent, considérons K ⊂ Pn un corps convexe. Alors, par la définition 4.3.2, on sait que
le dual projectif dans P∗n du corps K est défini tel que :

K∗ = Ad{H∗ ∈ P∗n tel que H ∈ H(Pn) et K ∩H = ∅}

où H(Pn) est l’ensemble des hyperplans projectifs.

Par le théorème de représentation de Reeb, on sait que le produit scalaire de Rn+1 induit un
isomorphisme linéaire f : Rn+1 ↪−→→

(
Rn+1

)∗
et qui, par passage au quotient, correspond à un

isomorphisme projectif ϕ : Pn ↪−→→ P∗n. Considérons donc He, avec e ∈ Sn, un hyperplan projectif
tel que K ∩He = ∅ et e ∈ K. Il existe donc K0 ⊂ Ωe un corps convexe de Ωe tel que K = p(K0).
Il est alors facile de vérifier que :

4. Voir théorème 2.2.4 page 83 de [100].
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K∗ = ϕ ◦ p(K∗0 ) = p∗ ◦ f(K∗0 ) (4.3.1.8)

avec p : Rn+1 \ {0} 7−→→ Pn et p∗ :
(
Rn+1

)∗ \ {0} 7−→→ P∗n étant les projections projectives respec-
tives. Il est alors clair que la relation (4.3.1.8) nous permet de transposer sur Pn et P∗n les relations
de dualité que nous obtenons sur Sn via la définition (4.3.1.7). Remarquons aussi que la relation
(4.3.1.8) reste vraie même dans le cas où le dual K∗0 n’est pas compris dans Ωe. Dans ce cas-là,
nous aurons que K∗ n’est pas un corps convexe de P∗n.

Par conséquent, considérons K ⊂ Ωe un corps convexe tel que e ∈ K. Si x /∈ K, alors il
existe forcément y ∈ Ωe tel que x ∈ y∗ et y∗ ∩K = ∅. Mais alors on a que y ∈ K∗ et y ∈ x∗.
Ce qui nous donne que x∗ ∩K∗ 6= ∅ et donc x /∈ Int(K∗∗). Ensuite, constatons qu’en adaptant
les arguments que nous avons considérés pour montrer la relation (3.1.2.16) page 60, on obtient
que :

 x ∈ ∂K ⇔ x∗ est un g-hyperplan de support de K∗ ⇔ x ∈ ∂K∗∗

x∗ ∩K∗ = ∅⇔ x ∈ Int(K)
(4.3.1.9)

Par conséquent, on a que K∗∗ ⊂ K et ∂K∗∗ = ∂K. Supposons donc que le corps K est
d’intérieur non vide. Il est alors immédiat que si x ∈ Int(K), alors x∗ ∩ K∗ = ∅ et donc
x ∈ K∗∗. Nous avons donc vérifié que K∗∗ = K sur Ωe.

Considérons à présent l’isomorphisme canonique g : Rn+1 7−→
(
Rn+1

)∗∗
ainsi que ψ : Pn 7−→ P∗∗n

l’isomorphisme projectif qui lui est associé par passage au quotient. De plus, on considère les
projections p∗ :

(
Rn+1

)∗ \ {0} 7−→ P∗n et p∗∗ :
(
Rn+1

)∗∗ \ {0} 7−→ P∗∗n correspondant respective-
ment au dual et au bidual projectifs. Soit K ⊂ Pn un corps convexe ainsi que K0 ⊂ Ωe le
corps convexe de Ωe tel que e ∈ K0 et K = p(K0). Alors, on a que K∗∗ = p∗∗ ◦ g(K∗∗0 ). En
effet, si f : Rn+1 7−→

(
Rn+1

)∗
et f∗ :

(
Rn+1

)∗ 7−→ (
Rn+1

)∗∗
sont les isomorphismes induits par

le produit scalaire usuel, alors par la relation (4.3.1.8), on a que :

K∗ = p∗ ◦ f(K∗0 ) et K∗∗ = p∗∗ ◦ f∗
(
f(K∗0 )

∗)
Ce qui nous donne que K∗∗ = p∗∗ ◦ f∗

(
f(K∗0 )

∗)
= p∗∗ ◦ f∗ ◦ f(K∗∗0 ) = p∗∗ ◦ g(K∗∗0 ) et par ce

qui précède, nous obtenons K∗∗ = p∗∗ ◦ g(K∗∗0 ) = ψ ◦ p(K∗0 ) = ψ ◦ p(K0) = ψ(K). Ce qui nous
donne le premier point.

Considérons à présent K ⊂ Ωe un corps convexe tel que e ∈ K. Alors supposons que le bord
topologique du corps K n’est pas une variété topologique. En considérant la remarque 1.1.1 page
31, on sait que nécessairement, le corps K est contenu dans Σ = 〈v0〉⊥ ∩ Sn, un g-hyperplan de

Sn tel que v0 ∈ 〈e〉⊥ ∩ Sn. On peut alors vérifier que :

1. Les points v0 et −v0 sont dans K∗.

2. Si γ :
[
−π2 ; π2

]
7−→ Ωe est la géodésique reliant les points v0 et −v0 en passant par e, alors

on a que γ ⊂ K∗.
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Figure 4.1 – Dual projectif d’un corps convexe dont le bord topologique n’est pas C0

Donc, pour tout v ∈ Sn, l’intersection γ ∩ 〈v〉⊥ est non vide et, en particulier, il n’existe pas
de v ∈ Sn tel que K∗ ⊂ Ωv. Ainsi, il est clair que ϕ ◦ p(K∗) ne peut pas être un corps convexe
dans P∗n, d’où le second point.

Considérons K un corps convexe de Ωe de classe C0 et donc vérifiant que le bord topologique
est une variété topologique de dimension n − 1. On a donc forcément que l’intérieur de K est
non vide (voir propriété 1.1.4 page 31 pour plus de détails). Nous supposerons alors le corps K
centré en e, c’est-à-dire que e ∈ Int(K). On sait, par la relation (4.3.1.9) que pour tout point du
bord x ∈ ∂K, le dual K∗ est compris dans le demi-espace H+(x). On obtient en particulier que :

K∗ =
⋂

x∈∂K

H+(x)

Ensuite, remarquons que comme e ∈ Int(K), alors le dual K∗ est dans Ωe. On a donc que
K∗ est compact, convexe, non vide et est compris dans Ωe. C’est donc bien un corps convexe de
Ωe. De plus, supposons que le bord topologique de K∗ ne soit pas une variété topologique. Alors,
par ce qui précède, nous aurions que K∗∗ ne serait pas un corps convexe. Et comme on sait que
K = K∗∗, alors on aboutirait à une contradiction. Ainsi, si K ⊂ Ωe est un corps convexe de
classe C0 centré en e, alors son dual projectif K∗ est aussi un corps convexe dans Ωe, centré en
e et qui est de classe C0. Ce qui nous donne le troisième point.

Supposons enfin que le corps K est de classe Ck+, avec k ≥ 2. Alors en considérant le champ
orthonormal ν : ∂K 7−→ STSn, on obtient, par construction, un paramétrage du bord topologique
du dual K∗. En particulier, il est clair que ν : ∂K 7−→ ∂K∗ est un plongement de classe Ck (voir
la remarque 1.2.7 page 39), et donc le bord topologique ∂K∗ est une Ck-variété. De plus, la
réciproque ν−1 : ∂K∗ 7−→ STSn, que l’on considère à image dans le fibré des sphères tangentielles
de Sn, est l’application de Gauss de la Ck-variété ∂K∗. En particulier, la courbure de Gauss de
∂K∗ n’est jamais nulle.

Remarque 4.3.2. Si K est un corps convexe de classe Ck, avec k ≥ 1, alors il n’est pas forcément
vrai que son dual projectif le soit aussi. En effet, plaçons-nous sur la sphère Sn et considérons
un corps convexe de classe C1 admettant un g-hyperplan de support x∗ qui intersecte K en plus
d’un point. Considérons donc y1 et y2 sur ∂K, deux points de support qui sont dans x∗. Alors,
on a que x ∈ ∂K∗ et vérifie que x ∈ y∗1 et x ∈ y∗2 , où y∗1 et y∗2 sont deux g-hyperplans de support
de K∗ qui sont distincts. Il est donc clair que le corps K∗ n’est pas de classe C1.

Remarque 4.3.3. Si K est un singleton, alors K∗ = Pn et K∗∗ = ∅.
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Nous obtenons alors la définition (4.3.0.1) en nous plaçant sur l’espace euclidien
(
Rn+1, 〈·|·〉

)
,

où 〈·|·〉 est le produit scalaire usuel et en considérant les deux remarques ci-dessous :

1. Si H ⊂ Pn est un hyperplan projectif, alors il existe H0 ⊂ Rn+1 un hyperplan vectoriel tel
que H = P(H0). Ainsi, en considérant δ la droite orthogonale à l’hyperplan vectoriel H0

dans Rn+1, on a que H∗ = ϕ
(
δ
)

avec δ = P(δ).

2. En considérant, pour e ∈ Sn, l’identification Pn \He ∼
−→
Te ∼ Rn ainsi que K ⊂ Pn \He un

corps convexe centré en e, alors un hyperplan projectif H ∈ H(Pn) \ {He} n’intersecte pas
K, si et seulement si il existe L ⊂ Rn un hyperplan affine de Rn qui n’intersecte pas K vu
dans Rn tel que :

H = P(〈e+ L〉) (4.3.1.10)

Par conséquent, identifions Pn et P∗n via l’isomorphisme projectif induit par le produit sca-
laire et considérons K ⊂ Rn un corps convexe centré en zéro. Alors, par les deux remarques
précédentes, on a que la partie :{

H∗ ∈ P(E)
∗

tel que H ∈ HP(E) et H ∩K = ∅
}
⊂ P∗n (4.3.1.11)

correspond nécessairement à la partie :

{
δ ∈ Pn tel que δ = 〈e+ L〉⊥ avec L ∈ H(Rn) vérifiant L ∩K = ∅

}
︸ ︷︷ ︸

A

∪
{
δe
}
⊂ Pn (4.3.1.12)

avec δe = P(Re) étant le dual de He. On retrouve alors la relation (4.3.0.1) par fermeture de la
partie A. Remarquons en particulier que le point δe est bien un point d’adhérence de la partie
A. Il est alors intéressant de représenter graphiquement cette construction comme ci-dessous :

Figure 4.2 – Dual projectif d’un corps convexe

4.3.2 La dualité polaire d’un corps convexe

Commençons par remarquer que lorsque l’on parle de dualité pour les corps convexes, il s’agit
classiquement de la dualité polaire (voir section 1.6 de [100]). Il est aussi intéressant de noter
que sur le plan euclidien, on parle de dualité polaire pour une courbe γ ⊂ R2 par rapport à un
cercle C, en considérant l’enveloppe de la famille des (δx)x∈γ , formée par les droites polaires de

chaque point x ∈ γ par rapport au cercle C. On rappelle que la droite polaire d’un point x ∈ R2

par rapport à un cercle C, lorsque le point x est à l’extérieur du cercle C, correspond à la droite
passant par les deux points d’intersection entre le cercle C et le cercle Γx, qui est centré en x et
qui est orthogonal au cercle C.
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Figure 4.3 – Droite polaire d’un point sur le plan euclidien

Par conséquent, nous définissons la notion de dualité polaire d’un corps convexe en appliquant
la même méthode que pour la dualité projective, mais en nous reposant sur la définition 4.2.3.
On obtient alors la définition suivante :

Définition 4.3.3. Soit E un espace euclidien et C ⊂ P(E) une quadrique propre. Si K dans
P(E) est un corps convexe, alors on définit le dual polaire de K par rapport à la quadrique
C, que l’on note K◦, comme étant la partie de P(E) vérifiant que :

K◦ = Ad{H◦ ∈ P(E) tel que H ∈ HP(E) et K ∩H = ∅} (4.3.2.13)

Propriété 4.3.3. Soit E un espace euclidien et K ⊂ P(E) un corps convexe, et C ⊂ P(E) une
quadrique propre. Alors le dual polaire de K pour C vérifie les quatre points suivants :

1. Le bidual polaire vérifie que (K◦)
◦

= K pour tout corps convexe non réduit à un singleton.

2. Si K est un corps convexe dont le bord n’est pas de classe C0, alors son dual polaire n’est
pas un corps convexe.

3. Si K est un corps convexe de classe C0, alors son dual polaire l’est aussi.

4. Si K est un corps convexe de classe Ck+, alors son dual polaire l’est aussi.

Démonstration. Soit C ⊂ P(E) une quadrique propre et K ⊂ P(E) un corps convexe. Si φ ∈ E∗⊗
E∗ est la forme polaire correspondant à la forme quadratique q : E 7−→ R qui définit la quadrique
C, alors on considère ψ : P(E) ↪−→→ P(E)

∗
l’isomorphisme projectif induit par φ. De plus, on

considère l’isomorphisme projectif canonique ϕ : P(E) 7−→ P(E)
∗∗

entre l’espace projectif et son
bidual. Alors, par construction, on a que :

ψ(K◦) = K∗ et ϕ(K◦◦) = K∗∗

Ainsi, par ce qui précède, nous retrouvons donc l’équivalent sur P(E) de la propriété 4.3.2
que nous avons vue précédemment pour la dualité projective des corps convexes.

À présent, considérons la forme quadratique q(x) = x2
1 + · · · + x2

n − x2
n+1 définie sur Rn+1,

dont la forme polaire est φ, ainsi que la quadrique C ⊂ Pn définie par q. En choisissant le point
de type temps e = (0, · · · , 0, 1) ∈ Sn (avec Sn étant la sphère unité pour le produit scalaire usuel
de Rn+1) ainsi que He ⊂ Pn l’hyperplan projectif associé à e, alors nous pouvons remarquer que
la quadrique C correspond à la sphère unité dans Pn \He (vue comme espace euclidien), et ainsi
nous ramène à considérer une notion de polarité par rapport à une sphère, comme nous l’avons
vue dans l’exemple introductif.

Soit K dans Rn ∼ Pn \ He un corps convexe que nous supposerons d’intérieur non vide et

centré en zéro (on rappelle que nous identifions Rn avec l’hyperplan vectoriel
−→
Te). Nous pouvons

alors considérer les quatre remarques suivantes :
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1. Considérons L ⊂ Rn un hyperplan affine qui ne passe pas par zéro. Alors on considère
l’hyperplan vectoriel H0 = 〈e+ L〉 ⊂ Rn+1 et la droite δ orthogonale à H0 pour la forme

polaire φ. Il est alors clair que la droite δ intersecte l’hyperplan affine Te = e +
−→
Te en un

unique point (x0, 1), avec x0 ∈ Rn ∼
−→
Te non nul. Ainsi, pour tout y ∈ L, on peut vérifier

que φ((x0, 1), (y, 1)) = 〈x0|y〉 − 1 = 0, où 〈·|·〉 est le produit scalaire usuel sur Rn. Par
conséquent, l’hyperplan affine L peut être défini via x0 tel que :

L = {y ∈ Rn tel que 〈x0|y〉 = 1} (4.3.2.14)

Réciproquement, si x0 ∈ Rn \ {0}, alors on peut vérifier que l’hyperplan affine L défini par
l’expression (4.3.2.14) ne passe pas par zéro.

2. Considérons L ⊂ Rn un hyperplan affine qui n’intersecte pas le corps K. Le corps K
étant centré en zéro, alors l’hyperplan L ne passe pas par zéro et donc vérifie l’expression
(4.3.2.14) pour un certain x0 ∈ Rn \ {0}. Comme le corps K est centré en zéro, alors il
est clair qu’il existe y ∈ K tel que 〈x0|y〉 < 1. Supposons alors qu’il existe y ∈ K tel que
〈x0|y〉 ≥ 1. Il est donc immédiat (par convexité) que L∩K 6= ∅, ce qui n’est pas possible.
On a donc montré que : Un hyperplan L ⊂ Rn ne passant pas par zéro (et vérifiant donc
l’expression (4.3.2.14) pour un certain x0 ∈ Rn \ {0}), n’intersecte pas le corps K si et
seulement si :

〈x0|y〉 < 1 (4.3.2.15)

pour tout y ∈ K.

3. Nous avons vu à la section précédente qu’un hyperplan projectif H ⊂ Pn, distinct de
He, n’intersecte pas le corps K (vu dans Pn \ He) si et seulement si il est de la forme
H = P(〈e+ L〉), où L ⊂ Rn est un hyperplan affine qui n’intersecte pas K (vu dans Rn).

4. Considérons L ⊂ Rn un hyperplan affine défini par l’expression (4.3.2.14) pour un certain
x0 ∈ Rn \ {0}, ainsi que l’hyperplan projectif H = P(〈e+ L〉). Alors, via l’identification

Pn \He ∼
−→
Te ∼ Rn, on a que x0 = H◦.

Considérons donc H ⊂ Pn un hyperplan projectif, distinct de He et n’intersectant pas le
corps K. Alors, par ce qui précède, H correspond à un hyperplan affine L défini par l’expression
(4.3.2.14) pour un certain x0 ∈ Rn \ {0} et qui vérifie la condition (4.3.2.15). Réciproquement, si
x0 ∈ Rn \ {0} vérifie la condition (4.3.2.15), alors il définit un hyperplan projectif H qui n’inter-
secte pas le corps K. Il est alors clair que la partie {H◦ ∈ Pn tel que H ∈ H(Pn) et K ∩H = ∅}
de Pn correspond à la partie :

{x ∈ Rn \ {0} tel que ∀y ∈ K, 〈x|y〉 < 1}︸ ︷︷ ︸
B

∪{0} (4.3.2.16)

On obtient donc la définition (4.3.0.2) par fermeture de la partie B. Remarquons en particulier
que le point x = 0 est un point d’adhérence de la partie B. Comme pour la dualité projective, il
est intéressant de représenter graphiquement cette construction comme ci-dessous :
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Figure 4.4 – Dual polaire d’un corps convexe

En particulier, via les représentations 4.3 et 4.4, nous pouvons observer que le dual projectif
et le dual polaire d’un corps convexe correspondent au signe près. C’est précisément ce que nous
obtenons au chapitre 3 via les propriétés 3.1.2 et 3.1.3 des pages 54 et 58.
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Annexe E

Les espaces à courbure constante

L’objet de cette annexe est d’introduire les définitions et les propriétés de base sur l’espace
hyperbolique et sur la sphère, qui nous seront nécessaires pour les parties II et III. Pour cela,
nous nous reposerons principalement sur l’ouvrage [94] de F. Rouvière, qui couvre largement les
notions qui nous sont nécessaires.

Théorème. Si (M, g) est une variété riemannienne à courbure constante K, alors tout point de
M admet un voisinage qui est isométrique à un ouvert d’une sphère de rayon 1√

K
(si K > 0),

d’un espace euclidien (si K = 0), ou d’un espace hyperbolique (si K < 0).

De plus, si la variété M est complète et simplement connexe, alors les isométries en question
sont globales.

Démonstration. Voir théorème 10.3.3 page 219 de [94].

Remarque 5.0.1. Par ce théorème, il apparâıt naturellement les trois variétés à courbures
constantes (i.e., l’espace euclidien, l’espace sphérique et l’espace hyperbolique).

Note historique : Jusqu’au début du XIX-éme siècle, il était commun de penser que le
monde était euclidien. En particulier, on croyait qu’il ne pouvait exister d’autre géométrie que
la géométrie euclidienne. Mais nous savons tous que le XIX-éme siècle a été une période de
grands bouleversements où les changements sociaux, politiques, intellectuels et technologiques
s’entremêlaient avec l’illusion de mâıtriser la nature tant sur le plan intellectuel que technique.
C’est naturellement dans ce contexte que la géométrie non euclidienne émergea. Rappelons que
le cinquième axiome d’Euclide affirme : Sur le plan, par tout point hors d’une droite (d), il passe
une et une seule droite parallèle à (d). Si, depuis l’Antiquité, des générations de mathématiciens
ont tenu pour évident cet axiome, par sa simplicité, et supposé qu’il devait forcément résulter des
autres axiomes de la géométrie, aucun n’a pu le prouver. En particulier, au début du XVIII-éme
siècle, le mathématicien italien Giovanni Saccheri échoua à montrer l’incohérence de la géométrie
quand le cinquième axiome était infirmé, ce qui aurait dû être, selon lui, l’œuvre de sa vie. Il
conclut par l’aveu d’un demi-échec, alors qu’il avait devant lui une nouvelle géométrie. Ce n’est
qu’avec l’arrivée, aux XIX-éme et XX-éme siècles, de mathématiciens tels que János Bolyai, Ni-
kolai Lobachevsky, Carl Friedrich Gauss, Eugenio Beltrami, Felix Klein et Henri Poincaré que
les géométries non euclidiennes prirent leur essor.
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Pour en savoir plus, il est possible de consulter les deux ouvrages [107] et [44]. Il est également
possible de considérer l’ouvrage de vulgarisation [86] de Henri Poincaré, qui est destiné au grand
public. En particulier, dans cet ouvrage, l’auteur discute du rapport entre la physique et les
différentes géométries qui, dans leur diversité, ont pour objet d’être sélectionnées afin de sim-
plifier l’écriture des lois de la physique. Par conséquent, elles ne sont plus, pour aucune d’entre
elles, la représentation absolue de la nature, comme on pouvait le considérer pour la géométrie
euclidienne, au début du XIXesiècle.

5.1 L’espace hyperbolique

La géométrie hyperbolique est une géométrie qui vérifie les quatre premiers axiomes 1 d’Euclide,
mais dont le cinquième est remplacé par : Par un point extérieur à une droite, il passe plusieurs
droites parallèles 2 à celle-ci. Formellement, on appelle espace hyperbolique de dimension n
toute n-variété complète et simplement connexe dont la courbure est constante et égale à K < 0.
Il est alors clair que, par l’application du théorème précédent, pour K < 0 et n ∈ N∗ fixé, toutes
les variétés hyperboliques de dimension n et dont la courbure est égale à K sont isométriques les
unes aux autres.

Par conséquent, il existe différents modèles de l’espace hyperbolique, et nous présenterons,
en particulier, le modèle du demi-hyperbolöıde de Lorentz-Minkowski, le modèle de Klein et
le modèle de Poincaré. Il est à noter que nous considérons le modèle du demi-hyperbolöıde
de Lorentz-Minkowski comme modèle par défaut, et qui est défini par la donnée du demi-
hyperbolöıde :

Hn =
{
x ∈ Rn+1 tel que x2

1 + · · ·+ x2
n − x2

n+1 = −1 et xn+1 > 0
}

(5.1.0.1)

que l’on munit de la métrique g, que l’on appelle métrique usuelle, et qui correspond à la
métrique induite par le produit de Minkowski sur l’espace de Lorentz-Minkowski Ln+1.

Nous pouvons alors vérifier que le demi-hyperbolöıde Hn muni de la métrique usuelle, définit
une variété hyperbolique de dimension n et de courbure K = −1. En particulier, et pour toute
la suite, Hn correspondra au demi-hyperbolöıde (5.1.0.1), sauf mention contraire. De plus, dans
le cas où cela ne produit pas de confusion, nous noterons 〈·|·〉 la métrique induite sur le demi-
hyperbolöıde et qui correspond au produit de Minkowski.

Propriété 5.1.1. Pour tout couple de points v ∈ Hn et w ∈ Hn, on a que 〈v|w〉 ≤ −1.

Démonstration. Considérons l’ensemble des vecteurs de type temps dans le demi-espace des
vecteurs à temps positif :

1. On rappelle que les cinq axiomes de la géométrie euclidienne sont les suivants :

� Premier axiome : Un segment de droite peut être tracé en joignant deux points quelconques et distincts.

� Deuxième axiome : Un segment de droite peut être prolongé indéfiniment en une ligne droite.

� Troisième axiome : Étant donné un segment de droite quelconque, un cercle peut être tracé en prenant ce
segment comme rayon et dont l’une de ses extrémités correspond au centre du cercle.

� Quatrième axiome : Tous les angles droits sont congruents.

� Cinquième axiome : Si deux droites sont coupées par une troisième de telle manière que la somme des
angles intérieurs du même côté est inférieure à deux angles droits, alors ces deux droites se rencontrent de
ce côté-là.

2. On rappelle que deux droites du plan sont dites parallèles lorsqu’elles ne s’intersectent pas.
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Γ+ =
{
x ∈ Rn+1 tel que x2

1 + · · ·x2
n − x2

n+1 < 0 et xn+1 > 0
}

alors,

v + w ∈ Γ+ et λv ∈ Γ+ (5.1.0.2)

pour tout v et w dans Γ+, ainsi que pour tout λ > 0.

Figure 5.1 – Addition de deux vecteurs dans Γ+

Pour vérifier cela, il suffit de considérer p : Rn+1 7−→ Rn la projection orthogonale le long de
l’axe du temps R(0Rn , 1). Si v ∈ Γ+ et w ∈ Γ+, alors nous avons :

‖p(v + w)‖ ≤ ‖p(v)‖+ ‖p(w)‖ ≤ vn+1 + wn+1

ce qui nous donne immédiatement le résultat recherché. On vérifie aussi le deuxième point en
appliquant la même méthode.

À présent, considérons deux points v ∈ Γ+ et w ∈ Γ+. Par ce qui précède, nous savons que
pour tout λ > 0, le vecteur v+λw est de type temps. Ensuite, comme les vecteurs v et w forment
un plan de type temps, il existe donc α ∈ R et β ∈ R tels que αv + βw est de type lumière.
Aussi, les vecteurs v et w étant de type temps, les scalaires α et β sont non nuls. Cela implique
qu’il existe λ ∈ R, non nul, tel que v + λw est de type lumière. Et par (5.1.0.2), on sait que la
seule possibilité est que λ < 0. Par conséquent, on obtient :

〈v + λw|v + λw〉 = −1 + 2λ 〈v|w〉 − λ2 = 0

et ainsi,

〈v|w〉 =
1 + λ2

2λ

Pour finir, il nous suffit de remarquer que la fonction f(t) = 1+t2

2t , définie sur ]−∞, 0[ admet
y = −1 pour maximum global.
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5.1.1 Expression des dérivées covariantes, des géodésiques et de la
carte exponentielle

Considérons la connexion de Levi-Civita ∇ : ∆(Hn) 7−→ Ω1(Hn)⊗∆(Hn), avec ∆(Hn) étant
l’ensemble des champs de vecteurs sur l’espace hyperbolique.

Propriété 5.1.2. Si X ∈ ∆(Hn) est un champ de vecteurs, alors pour tout point v ∈ Hn et

vecteur
−→
W ∈ TvHn, la dérivée covariante admet pour expression :

∇(X)v ·
−→
W = dvX ·

−→
W + 〈dvX ·

−→
W |v〉Lv (5.1.1.3)

Démonstration. Il suffit de vérifier que la connexion qui est définie via l’expression (5.1.1.3) est
une connexion métrique dont la torsion est nulle. Il est alors clair que c’est la connexion de
Levi-Civita.

En particulier, si x : Σ 7−→ Hn est une fonction lisse et N ∈ Γ0(x∗THn) une section vérifiant

la condition de contact 〈N(u)|dux ·
−→
W 〉 = 0, pour tout u ∈ Σ et

−→
W ∈ TuΣ, alors la dérivée

covariante du champ N vérifie l’expression suivante :

∇(N)u ·
−→
W = duN ·

−→
W (5.1.1.4)

Propriété 5.1.3. Si e ∈ Hn est un point et u ∈ Sn−1
e , avec Sn−1

e = STeHn la sphère unité, alors
la géodésique maximale passant par le point e à la vitesse u est la fonction γ : R 7−→ Hn définie
par l’expression suivante :

γ(t) = CH(t)e+ SH(t)u (5.1.1.5)

Démonstration. En remarquant que ∂2
t γ(t) = γ(t), on obtient que ∇t(∂tγ) = 0.

Remarque 5.1.1. Soit e ∈ Hn un point. À partir de la propriété précédente, il est immédiat que
la carte exponentielle centrée en e correspond à l’application φ : TeHn 7−→ Hn définie ci-dessous :

φ(t) =

{
CH(W )e+ SH(W )u−→

W
si
−→
W 6= 0

e sinon
(5.1.1.6)

avec, lorsque le vecteur
−→
W est non nul, W = ‖

−→
W‖ et u−→

W
=
−→
W
W .

5.1.2 Le modèle de Klein

Le modèle de Klein est un modèle de l’espace hyperbolique que l’on définit sur la boule
unité d’un espace euclidien et dont les géodésiques correspondent aux intersections non vides des
droites affines de l’espace euclidien avec la boule unité. Soit e ∈ Hn un point de référence sur le
demi-hyperbolöıde et considérons donc l’espace euclidien (TeHn, ge), où g est la métrique usuelle
de l’espace hyperbolique. Alors on appelle boule de Klein centrée en e la partie D(e) ⊂ TeHn
telle que :

D(e) =
{
w ∈ TeHn tel que w2

1 + · · ·+ w2
n − wn+12 < 1

}
(5.1.2.7)

Par conséquent, le modèle de Klein centré en e correspond à la projection, par rapport à
l’origine, du demi-hyperbolöıde Hn sur l’espace affine e + TeHn et donc sur la boule de Klein
centrée en e.
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Figure 5.2 – Projection de Klein

Pour cela, si v ∈ Hn, on considère f(t) = tv et on cherche l’instant t tel que f(t) ∈ e+ TeHn,

c’est-à-dire f(t)− e ∈ 〈e〉⊥. On obtient alors la définition suivante :

Définition 5.1.1. Considérons un point e ∈ Hn, alors on appelle projection de Klein centrée
en e l’application ψe : Hn 7−→ D(e) telle que :

ψe(v) = ke(v)v − e (5.1.2.8)

avec ke(v) = − 1
〈e|v〉 .

On remarque facilement que les applications ψe et ke sont lisses et que pour tout v ∈ Hn,
ψe(v) ∈ D(e). De plus, la projection de Klein centrée en e, ainsi définie, est un difféomorphisme
dont la réciproque est l’application lisse ϕe : D(e) 7−→ Hn définie par l’expression suivante :

ϕe(w) = α(w)[w + e] (5.1.2.9)

avec α(w) = 1√
1−‖w‖2

.

En particulier, si g correspond à la métrique induite sur le demi-hyperbolöıde Hn, alors on
appelle modèle de Klein centré en e la donnée de la boule de Klein centrée en e munie de
la métrique tirée en arrière ϕ∗e(g). Étant un difféomorphisme à image sur un ouvert d’un espace
vectoriel, il est justifié d’appeler aussi carte de Klein centrée en e la projection ψe. Nous
nous permettrons donc de l’appeler ainsi en fonction de la situation que nous considérerons.

Remarque 5.1.2. Soit v ∈ Hn et w ∈ D(e) tels que w = ψe(v). Alors les applications ke et α
vérifient la relation suivante :

α(w)ke(v) = 1 (5.1.2.10)

Remarque 5.1.3. Les différentiels des applications ψe, ke, ϕe et α admettent les expressions
suivantes :
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1. Si v ∈ Hn et
−→
V ∈ TeHn :

dvψe ·
−→
V = ke(v)

[−→
V + ke(v) 〈e|

−→
V 〉v

]
et dvke ·

−→
V = ke(v)

2 〈e|
−→
V 〉 (5.1.2.11)

2. Si w ∈ D(e) et
−→
W ∈ TeHn :

dwϕe ·
−→
W = α(w)

[−→
W + α(w)

2 〈w|
−→
W 〉(e+ w)

]
et dwα ·

−→
W = α(w)

3 〈w|
−→
W 〉 (5.1.2.12)

Propriété 5.1.4. Soit e ∈ Hn un point ainsi que g ∈ Ω1(Hn)⊗ Ω1(Hn) la métrique usuelle sur
le demi-hyperbolöıde Hn, alors le tiré en arrière ϕ∗e(g) vérifie l’expression suivante :

ϕ∗e(g)w

(−→
W1,
−→
W2

)
= α(w)

2
(
〈
−→
W1|
−→
W2〉+ α(w)

2 〈w|
−→
W1〉 〈w|

−→
W2〉

)
(5.1.2.13)

pour tout point w ∈ D(e) et vecteurs
−→
W1 et

−→
W2 dans TeHn.

Démonstration. C’est immédiat via l’expression (5.1.2.12).

Remarque 5.1.4. Considérons un point w ∈ D(e) ainsi que deux vecteurs
−→
W1 et

−→
W2, dont au

moins un est orthogonal à la droite Rw sur TeHn. Alors on obtient que :

ϕ∗e(g)w

(−→
W1,
−→
W2

)
= α(w)

2 〈
−→
W1|
−→
W2〉 (5.1.2.14)

En particulier, en considérant la propriété ci-dessous, on a que pour un point w 6= 0 dans
D(e), les droites w + R−→v et Rw sont orthogonales si et seulement si les géodésiques qui leur
correspondent le sont aussi.

Propriété 5.1.5. Les géodésiques maximales du modèle de Klein sont les intersections non vides
des droites affines de TeHn avec le disque ouvert D(e).

Démonstration. Si γ : R 7−→ Hn est une géodésique passant par un point v à la vitesse u ∈ Sn−1
v ,

alors elle admet l’expression suivante :

γ(t) = SH(t)u+ CH(t)v

ainsi,

ψe ◦ γ(t)− ψe(v) = ke(γ(t))γ(t)− ke(v)v = − 〈e|γ(t)〉v − 〈e|v〉γ(t)

〈e|γ(t)〉 〈e|v〉

=
SH(t)

〈e|γ(t)〉 〈e|v〉
[ 〈e|u〉v − 〈e|v〉u] =

〈e|v〉2SH(t)

〈e|γ(t)〉 〈e|v〉
dvψe(u)

et finalement, on obtient :

ψe ◦ γ(t) = ψe(v) + f(t)dvψe(u) (5.1.2.15)

avec f(t) = SH(t)
CH(t)−ke(v)〈e|u〉SH(t) .

Pour la réciproque, si on considère la droite (d) = w+Ru, avec w ∈ D(e) et u ∈ Sn−1
e , alors il

suffit de considérer la géodésique γ(t) = SH(t)u+CH(t)v, avec v = ϕe(w), et ainsi on retrouve
immédiatement que ψe(γ) = d ∩ D(e).
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Remarque 5.1.5. Toute géodésique maximale de l’espace hyperbolique Hn est l’intersection non
vide d’un plan vectoriel de type temps dans Ln+1 avec l’hyperbolöıde Hn.

Pour finir, si e et v sont deux points de l’espace hyperbolique Hn, alors on appellera fonction
de changement de carte l’application φ := ψv ◦ ϕe : D(e) 7−→ D(v). À présent, si γ ⊂ D(e)
est une géodésique, alors nous voulons étudier la relation entre les géodésiques γ et φ(γ).

Définition 5.1.2. Si on considère deux points e ∈ Hn et v0 ∈ Hn, alors on appelle fonction
de changement de point en w ∈ D(e) l’application linéaire Fw : TeHn 7−→ Tv0Hn définie par
l’expression suivante :

Fw
(−→
W
)

=
−→
W + κw

(−→
W
)

[e+ w] (5.1.2.16)

avec κw

(−→
W
)

= − 〈v0|
−→
W 〉

〈v0|e+w〉 .

Propriété 5.1.6. Considérons deux points e ∈ Hn et v0 ∈ Hn, ainsi que la fonction de
changement de carte φ := ψv0 ◦ ϕe : D(e) 7−→ D(v0). Si γ : R 7−→ D(e) est la géodésique dans

le modèle de Klein centré en e passant par le point w à la vitesse
−→
W , alors φ◦γ est la géodésique

dans le modèle de Klein centré en v0 passant par le point φ(w) à la vitesse a(w)Fw
(−→
W
)

, avec

a(w) = α(w)kv ◦ ϕe(w).

Démonstration. Considérons donc γ une géodésique sur le disque de Klein D(e). Nous savons

par la propriété 5.1.5 que γ(t) = w+ η(t)
−→
W avec η : R 7−→ R une immersion injective telle que :

η(0) = 0 et ∂tη(0) = 1 (5.1.2.17)

Via l’application de changement de carte φ := ψv0 ◦ ϕe et à partir de l’expression (5.1.2.15),
on obtient qu’il existe une immersion injective f : R 7−→ R vérifiant (5.1.2.17) telle que :

φ ◦ γ(t) = φ(w) + f(t)dwφ
(−→
W
)

où φ(w) = − e+w
〈v0|e+w〉 − v0.

Afin de simplifier l’écriture de nos relations, nous définissons les termes σ = e + w et κ =

〈v0|e+ w〉. En remarquant que 〈v0|e+ γ(t)〉 = κ+ η(t) 〈v0|
−→
W 〉 et e+ γ(t) = σ + η(t)

−→
W , alors :

φ ◦ γ(t)− φ(w) = − σ + η(t)
−→
W

κ+ η(t) 〈v0|
−→
W 〉

+
σ

κ
=

η(t)

κ
(
κ+ η(t) 〈v0|

−→
W 〉
)( 〈v0|

−→
W 〉σ − κ

−→
W
)

et comme

∂

∂t

 η(t)

κ
(
κ+ η(t) 〈v0|

−→
W 〉
)

t=0

=
1

κ2

on obtient donc le résultat recherché.
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5.1.3 Le modèle du disque de Poincaré

Le modèle du disque de Poincaré est un modèle de l’espace hyperbolique qui est défini sur
la boule unité d’un espace euclidien et qui, de plus, est conforme avec le produit scalaire.
Considérons donc e ∈ Hn un point, alors on appelle boule de Poincaré centrée en e la
partie D(e) ⊂ TeHn définie par l’expression (5.1.2.7). Comme pour le modèle de Klein, le modèle
de Poincaré correspond à la projection du demi-hyperbolöıde Hn sur l’hyperplan vectoriel TeHn
par rapport au point −e.

Figure 5.3 – Projection de Poincaré

Considérons donc un point v ∈ Hn ; nous voulons trouver w sur la droite passant par les

points −e et v, et qui vérifie que 〈w|e〉 = 0. Pour cela, si f(t) = −e+ t
−→
W , avec

−→
W = e+ v, alors

on a que 〈e|f(t)〉 = 0 si et seulement si t = 1
1−〈e|v〉 . Par conséquent, pour chaque point v ∈ Hn,

on considère :

ψe(v) = qe(v)[e+ v]− e (5.1.3.18)

où qe(v) = 1
1−〈e|v〉 .

Propriété 5.1.7. Pour tout v ∈ Hn, on a que ψe(v) ∈ D(e).

Démonstration. En effet,

〈ψe(v)|ψe(v)〉 = qe(v)
2 〈v + e|v + e〉 − 2qe(v) 〈v + e|e〉 − 1

= −2qe(v)
2
(1− 〈v|e〉) + 2qe(v)(1− 〈v|e〉)− 1

= −2qe(v)
2

+ 1 = −1 + 〈v|e〉
1− 〈v|e〉

De plus, comme par la propriété 5.1.1, on sait que 〈v|e〉 ≤ −1, alors il est clair que ‖ψe(v)‖2 =
〈v|e〉2−1

(〈v|e〉−1)2
< 1. Ce qui nous donne donc le résultat que nous recherchons.

Remarque 5.1.6. Pour tout v ∈ Hn, on a que ‖ψe(v)‖2 = 〈v|e〉+1
〈v|e〉−1 .
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Définition 5.1.3. Pour e ∈ Hn un point de référence, on appelle projection de Poincaré
centrée en e l’application ψe : Hn 7−→ D(e) qui est définie via l’expression (5.1.3.18).

Il est alors immédiat que la projection de Poincaré est un C∞-difféomorphisme dont l’inverse,
ϕe : D(e) 7−→ Hn, vérifie l’expression suivante :

ϕe(w) = β(w)[w + e]− e (5.1.3.19)

avec β(w) = 2
1−‖w‖2 .

Étant un difféomorphisme à image sur un ouvert d’un espace vectoriel, il est justifié d’appeler
carte de Poincaré centrée en e la projection ψe et nous nous permettrons donc de l’appeler
ainsi en fonction de la situation considérée.

Propriété 5.1.8. Soit v ∈ Hn et w ∈ D(e) tels que w = ψe(v). Alors les applications qe et β
vérifient la condition suivante :

β(w)qe(v) = 1 (5.1.3.20)

Démonstration. En effet,

qe(v) =
1

1− 〈v|e〉
=

1

1− β(w) 〈e|e〉+ 〈e|e〉
=

1

β(w)

ce qui termine la preuve.

Remarque 5.1.7. Les différentiels des applications ψe, qe, ϕe et β admettent les expressions
suivantes :

1. Si v ∈ Hn et
−→
V ∈ TeHn alors :

dvψe ·
−→
V = qe(v)

[−→
V + qe(v) 〈e|

−→
V 〉(e+ v)

]
et dvqe ·

−→
V = qe(v)

2 〈e|
−→
V 〉 (5.1.3.21)

2. Si w ∈ D(e) et
−→
W ∈ TeHn alors :

dwϕe ·
−→
W = β(w)

[−→
W + β(w) 〈w|

−→
W 〉(w + e)

]
et dwβ ·

−→
W = β(w)

2 〈w|
−→
W 〉 (5.1.3.22)

Propriété 5.1.9. Soit e ∈ Hn un point de référence ainsi que g ∈ Ω1(Hn)⊗Ω1(Hn) la métrique
usuelle sur le demi-hyperbolöıde Hn, alors le tiré en arrière ϕ∗e(g) sur la boule de Poincaré D(e)
vérifie l’expression suivante :

ϕ∗e(g)w

(−→
W1,
−→
W2

)
= β(w)

2 〈
−→
W1|
−→
W2〉 (5.1.3.23)

pour tout point w ∈ D(e) et pour tous vecteurs
−→
W1 et

−→
W2 sur TeHn.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de l’expression (5.1.3.22).

Nous appelons modèle de Poincaré centré en e la donnée de la boule de Poincaré munie
de la métrique ϕ∗e(g). Il faut alors noter que, par la propriété 5.1.9, il est clair que la métrique
ϕ∗e(g) est conforme avec le produit ge.

Définition 5.1.4. On appelle bord à l’infini, que l’on note ∂∞D(e), la frontière topologique
de la boule ouverte D(e) dans l’espace euclidien (TeHn, ge).
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Remarque 5.1.8. Il est clair que ∂∞D(e) = Sn−1
e , avec Sn−1

e = STeHn.

Propriété 5.1.10. Les géodésiques maximales du modèle de Poincaré (D(e), ϕ∗e(g)) corres-
pondent aux intersections non vides de la boule ouverte D(e) avec les cercles orthogonaux au
bord à l’infini ∂∞D(e), et aux intersections non vides de la boule D(e) avec les droites vecto-
rielles de l’espace TeHn.

Démonstration. Supposons que γ ⊂ D(e) est une géodésique passant par zéro dans D(e). Sur
Hn, on sait que la géodésique γ passe par le point e et est l’intersection non vide d’un plan de
type temps de Rn+1 avec Hn. En particulier, il est alors clair que sur D(e), la géodésique γ est
l’intersection d’une droite de l’espace tangent TeHn avec la boule ouverte D(e).

Supposons donc que γ ne passe pas par zéro dans D(e). Par la remarque 5.1.4, on sait qu’il
existe une géodésique passant par zéro et orthogonale à γ. En particulier, il existe forcément un
point w0 ∈ γ tel que :

∂tγ(t0)⊥Rw0

où t0 ∈ R est l’instant tel que w0 = γ(t0).

Considérons le point v0 = ϕe(w0). Nous supposerons alors que t0 = 0 et que ∂tγ est de norme
égale à 1. En remarquant que γ(t) = ψe(CH(t)v0 + SH(t)ν), avec ν ∈ Sn−1

e , on calcule que :

β(γ(t)) 〈γ(t)|∂tγ(t)〉 −−−−−−−−−→
t−→+∞

1

De plus, comme par hypothèse ∂tγ est de norme 1, alors en considérant l’expression (5.1.3.22),

on a que β(γ(t))
2 〈∂tγ(t)|∂tγ(t)〉 est constant et égal à 1, pour tout t ∈ R. Par conséquent, si

pour tout instant t, on considère l’orthogonal 〈∂tγ(t)〉⊥, pour le produit scalaire ge, on a donc
que :

γ(t) −−−−−−−−−→
t→+∞

x ∈ ∂∞D(e) et 〈∂tγ(t)〉⊥ −−−−−−−−−→
t→+∞

Tx∂∞D(e)

et en particulier β(γ(t))∂tγ(t) −−−−−−−−−→
t→+∞

x⊥geTx∂∞D(e).

Ensuite, il est clair que ψv0 ◦ ϕe ◦ γ est une géodésique sur D(v0) passant par zéro et, par
ce qui précède, correspond à l’intersection D(v0) ∩ Ru, avec u ∈ ∂∞D(v0) = Sn−1

v0 . Considérons
donc l’application ζ : ]−1, 1[ 7−→ D(e) définie par l’expression suivante :

ζ(t) = ψe ◦ ϕv0(tu)

Il nous faut alors remarquer que l’application ζ n’est pas une géodésique et correspond à un
paramétrage de γ(R). Nous devons donc vérifier que ζ est l’intersection d’un cercle avec la boule
unité D(e) et dont le centre est forcément de la forme x = aw0.
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Figure 5.4 – Description de la courbe ζ

Notons que ϕv0(tu) = β(t)[v0 + tu]− v0 avec β(t) = 2
1−t2 . De plus, par la remarque 5.1.6, on

obtient que la norme de ζ(t) vérifie l’expression suivante :

‖ζ(t)‖2 =
〈e|ϕv0(tu)〉+ 1

〈e|ϕv0(tu)〉 − 1

Considérons donc α(t) = 〈e|ϕv0(tu)〉 = β(t)[κ+ σt] − κ avec κ = 〈e|v0〉 et σ = 〈e|u〉. En

remarquant que, comme Rw0 est orthogonal à γ dans D(e), alors u ∈ 〈e, w0〉⊥, on obtient que
σ = 0. Ce qui nous donne donc que :

α(t) = κ
1 + t2

1− t2

et ainsi,

‖ζ(t)‖2 = −1− 2q(t)α(t)

où q(t) = 1
1−α(t) .

Notons à présent le scalaire η = 1
1−κ . En remarquant que w0 = ψe(v0) = η[e+ v0]− e, alors

le produit scalaire 〈w0|ζ(t)〉 vérifie la relation suivante :

〈w0|ζ(t)〉 = η 〈v0|ζ(t)〉 = ηq(t)(κ+ 〈v0|ϕv0(tu)〉)− ηκ

et comme 〈v0|ϕv0(tu)〉 = −β(t) + 1 = − 1
κα(t) alors :

〈w0|ζ(t)〉 = ηq(t)

(
κ− 1

κ
α(t)

)
− ηκ = ηq(t)

(
κ− 1

κ

)
α(t) =

η
(
κ2 − 1

)
κ

q(t)α(t)

Ainsi, en considérant a = − κ
η(κ2−1) , on obtient que ‖ζ(t)‖2 = −1−2a 〈w0|ζ(t)〉. Et pour finir,

en remarquant que κη = η − 1, on a que w0 = η(κe+ v0). Ce qui nous donne :

a2‖w0‖2 − 1 =
κ2

κ2 − 1
− 1 =

1

κ2 − 1
> 0

et donc ‖ζ(t)− aw0‖2 = R2, avec R = 1√
κ2−1

.
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5.1.4 Définitions et propriétés utiles

Dans cette section, nous introduisons une série de propriétés qui nous seront nécessaires pour
les parties II et III. En particulier, nous y définissons et y étudions les notions d’horosphère et
de g-hyperplan.

5.1.4.1 Les horosphères de l’espace hyperbolique

Les horosphères correspondent aux sphères de rayon infini et qui, dans l’espace hyperbolique,
correspondent à une catégorie d’hypersurfaces qui peut être considérée comme une alternative
aux hypersurfaces totalement géodésiques (voir définition 5.1.6).

Définition 5.1.5. On appelle horosphère toute hypersurface orientée dont les courbures prin-
cipales sont toutes et partout égales à λ = 1 (resp. sont toutes et partout égales à λ = −1) et qui
sont connexes et maximales au sens de l’inclusion.

Afin de caractériser les horosphères, il nous faut introduire quelques notions qui nous seront
nécessaires. Tout d’abord, on considère la partie An−1 ⊂ Pn que l’on appelle absolu et qui
correspond à la projection du cône lumière dans l’espace projectif. Il est alors immédiat que
l’absolu est une hypersurface qui est difféomorphe à la sphère Sn−1. Nous pouvons alors définir
une application de Gauss pour les hypersurfaces orientées de l’espace hyperbolique. En effet, si
Σ ⊂ Hn est une hypersurface orientée dont le champ orthonormal est N : Σ 7−→ THn, alors on
appelle application de Gauss, l’application ν : Σ 7−→ An−1 telle que :

ν(x) = lim
t→+∞

p ◦ γ(t) (5.1.4.24)

avec p : Rn+1 \ {0} 7−→→ Pn étant la projection projective et γ étant la géodésique qui passe par
le point x à la vitesse N(x). On a alors que l’application de Gauss ν est lisse et admet pour
expression :

ν(x) = x+N(x) (5.1.4.25)

pour tout x ∈ Σ.

Remarque 5.1.9. Par connexité, une horosphère admet exactement deux orientations et donc
deux applications de Gauss.

Propriété 5.1.11. Une hypersurface orientée et connexe Σ ⊂ Hn dont l’une des applications de
Gauss ν : Σ 7−→ An−1 est constante, est forcément comprise dans une horosphère.

Démonstration. Il suffit de remarquer que : Si
−→
W est un vecteur propre de duN ·

−→
W et dont la

courbure principale associée est k, alors duν ·
−→
W =

−→
W + duN ·

−→
W = (1 + k)

−→
W .

Propriété 5.1.12. Soit e ∈ Hn un point de référence, alors dans le modèle de Poincaré centré
en e, les horosphères correspondent aux intersections non vides de la boule ouverte D(e) avec les
hypersphères de l’espace euclidien (TeHn, ge) qui sont comprises dans la fermeture D(e) et qui
sont tangentes avec le bord ∂∞D(e) = Sn−1

e .

Démonstration. Il est clair que, dans le modèle de Poincaré, les intersections de la boule unité
D(e) avec les hypersphères de l’espace euclidien (TeHn, ge) qui sont comprises dans D(e) et qui
intersectent le bord, vérifient les conditions de la propriété 5.1.11. De plus, étant maximales au
sens de l’inclusion, ce sont bien des horosphères.



5.1. L’ESPACE HYPERBOLIQUE 311

Réciproquement, considérons H ⊂ Hn une horosphère ainsi que e ∈ Hn un point de référence.
Alors, par la propriété 5.1.11, on sait que l’une de ses deux applications de Gauss est constante.
En particulier, en se plaçant dans le modèle de Poincaré centré en e, on a que l’application de
Gauss correspond à une application ν : H 7−→ Sn−1

e telle que :

ν(x) = u0

pour tout x ∈ H.

Par conséquent, on sait, via la propriété 5.1.10, que tout cercle C qui passe orthogonalement
à l’hypersphère Sn−1

e par le point u0 et qui intersecte l’hypersurface H, est alors orthogonal
à H. On peut alors vérifier que, par connexité, la partie H est forcément comprise dans une
hypersphère H0 ⊂ D(e) et qui est tangente au bord Sn−1

e . De plus, étant maximale au sens de
l’inclusion, on a que :

H = H0 ∩ D(e)

et ainsi, on obtient le résultat recherché.

Remarque 5.1.10. Toute horosphère est la limite d’une famille d’hypersphères géodésiques dont
les centres convergent vers le bord à l’infini et donc les rayons tendent vers l’infini.

5.1.4.2 Définition et propriétés des g-hyperplans

Les g-hyperplans correspondent aux hypersurfaces dont les courbures principales sont toutes
et partout nulles et que nous pouvons considérer comme étant un équivalent des hyperplans
affines des espaces euclidiens.

Définition 5.1.6. Soit (M, g) une variété riemannienne. Nous dirons qu’une sous-variété Γ ⊂
M est totalement géodésique si toute géodésique γ : I ⊂ R 7−→M tangente à Γ est comprise
dans Γ.

Remarque 5.1.11. Une sous-variété N ⊂M est totalement géodésique si et seulement si toutes
les géodésiques de (N, g) sont des géodésiques de (M, g).

Propriété 5.1.13. Une p-sous-variété Γ ⊂ Hn, de l’espace hyperbolique, est totalement géodésique
si et seulement si l’une des deux assertions équivalentes suivantes est vérifiée :

1. Il existe e ∈ Hn tel que ψe(Γ) est l’intersection non vide d’un p-sous-espace affine de TeHn
avec la boule ouverte D(e).

2. Pour tout point v ∈ Hn, l’image ψv(Γ) est l’intersection non vide d’un p-sous-espace affine
de TvHn avec la boule ouverte D(v).

Note. Il est à noter que les ψv correspondent aux projections de Klein centrées en v.

Démonstration. À partir des propriétés sur la projection de Klein, c’est un résultat immédiat.

Remarque 5.1.12. Toute p-sous-variété totalement géodésique de Hn est l’intersection non vide
d’un (p+ 1)-sous-espace vectoriel de Rn+1 avec Hn.

Définition 5.1.7. Sur l’espace hyperbolique Hn, on appelle g-hyperplan toute hypersurface
totalement géodésique.
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Propriété 5.1.14. Soit e ∈ Hn un point de référence ainsi que u ∈ Sn−1
e et γ ⊂ Hn la géodésique

passant par le point e à la vitesse u. Si Γ est un g-hyperplan orthogonal à la géodésique γ, alors
on a que :

1. L’intersection γ ∩ Γ ne contient qu’un point.

2. Dans le modèle de Klein centré en e, l’hyperplan affine ψe(Γ) est orthogonal à la droite Ru
pour le produit scalaire ge.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la remarque 5.1.4.

5.1.4.3 Les g-hyperplans parallèles

Dans cette section, nous abordons la question des g-hyperplans parallèles. En effet, par
définition de l’espace hyperbolique, nous savons qu’il existe une infinité de g-hyperplans qui
sont parallèles à un même g-hyperplan. En particulier, nous considérerons une sous-catégorie de
g-hyperplans parallèles (voir définition 5.1.8) dont les propriétés sont non négligeables pour le
chapitre 6.

Définition 5.1.8. Soit Σ1 ⊂ Hn et Σ2 ⊂ Hn deux g-hyperplans distincts. Alors nous dirons
qu’une géodésique γ ⊂ Hn est une orthogonale commune à Σ1 et Σ2 si elle est orthogonale
aux deux g-hyperplans.

Note. Nous dirons alors que les g-hyperplans Σ1 et Σ2 admettent une orthogonale com-
mune.

Définition 5.1.9. Soit Σ1 ⊂ Hn et Σ2 ⊂ Hn deux g-hyperplans distincts. Alors nous les dirons
parallèles lorsque :

Σ1 ∩ Σ2 = ∅

Propriété 5.1.15. Tout couple de g-hyperplans distincts admettant une orthogonale commune
sont parallèles.

Démonstration. Considérons Σ1 et Σ2 deux g-hyperplans distincts qui admettent γ, une géodésique
qui leur est communément orthogonale. Alors, en considérant e ∈ γ comme point de référence,
on a que, par la propriété 5.1.14, les g-hyperplans Σ1 et Σ2 correspondent à deux hyperplans
parallèles dans le modèle de Klein centré en e.

L’inverse n’est pas vrai. En effet, comme on le présente ci-dessous sur le demi-plan de Poincaré,
il est facile de définir sur le plan hyperbolique, et par extension sur tout espace hyperbolique,
deux géodésiques parallèles qui n’admettent pas d’orthogonale commune.

Figure 5.5 – Exemple de deux géodésiques parallèles n’admettant pas d’orthogonale commune.

Nous voulons alors connâıtre les conditions nécessaires et suffisantes pour que deux g-hyperplans
parallèles n’admettent pas d’orthogonale commune. Pour cela, on considère la définition suivante :



5.2. L’ESPACE SPHÉRIQUE 313

Définition 5.1.10. Nous dirons que deux géodésiques γ1 et γ2 dans Hn s’intersectent à l’in-
fini lorsqu’elles vérifient :

lim
t→+∞

p ◦ γ1(t) = lim
t→+∞

p ◦ γ2(t) (5.1.4.26)

avec p : Rn+1 \ {0} 7−→ Pn étant la projection projective.

Remarque 5.1.13. Il est intéressant de constater que dans le modèle de Klein centré en e, deux
géodésiques qui s’intersectent à l’infini correspondent à deux droites affines qui s’intersectent sur
le bord de la boule unité.

Propriété 5.1.16. Soit Σ1 ⊂ Hn et Σ2 ⊂ Hn deux g-hyperplans parallèles. Alors ils n’admettent
pas d’orthogonale commune si et seulement si ils contiennent deux géodésiques γ1 ⊂ Σ1 et γ2 ⊂ Σ2

qui s’intersectent à l’infini.

Démonstration. Supposons qu’il n’existe pas de géodésiques γ1 ⊂ Σ1 et γ2 ⊂ Σ2 qui s’intersectent
à l’infini. Alors il existe forcément un point e ∈ Hn tel que les g-hyperplans Σ1 et Σ2 correspondent
à deux demi-hypersphères disjointes dans le modèle du demi-espace de Poincaré centré en e. Par
conséquent, il existe nécessairement une géodésique orthogonale. Réciproquement, supposons
que les g-hyperplans admettent une géodésique γ qui leur est communément orthogonale. Si
on considère e ∈ γ, alors, via la propriété 5.1.14, les deux g-hyperplans correspondent, dans le
modèle de Klein centré en e, à deux hyperplans affines parallèles. En particulier, il ne peut pas
exister de géodésiques γ1 ⊂ Σ1 et γ2 ⊂ Σ2 qui s’intersectent à l’infini.

5.2 L’espace sphérique

Il ne nous sera pas nécessaire de faire un long exposé sur la géométrie sphérique du fait
que nous retrouverons essentiellement les mêmes éléments. Par conséquent, nous nous conten-
terons d’un rapide résumé. On a donc que, pour e ∈ Sn, la carte de Gauss est f(tu) =
Cos(t)e + Sin(t)u, avec u ∈ Sn−1

e = S[TeSn], et ainsi la première différence notable avec la
géométrie hyperbolique est que la carte de Gauss n’est pas injective. En particulier, cette ca-
ractéristique jouera un rôle important lorsque nous aborderons la notion de g-hérisson sur la
sphère. Ensuite, nous utiliserons principalement, pour un point de référence e ∈ Sn, la projec-
tion stéréographique ψe : Sn \ {−e} 7−→ TeSn et la projection gnomonique ϕe : Ωe 7−→ TeSn, avec
Ωe = {x ∈ Sn tel que 〈e|x〉 > 0} qui sont définies comme suit :

ψe(x) = µe(x)[x+ e]− e et ϕe(x) = ke(x)x− e (5.2.0.1)

avec µe(x) = 1
〈e|x〉+1 et ke(x) = 1

〈e|x〉 .
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Figure 5.6 – Les projection gnomonique et stéréographique.

Il est à noter que les projections gnomonique et stéréographique jouent le même rôle que
les projections de Klein et de Poincaré dans l’espace hyperbolique. En particulier, ce sont des
difféomorphismes tels que la projection stéréographique est une transformation conforme et la
projection gnomonique transforme les géodésiques de Ωe en des droites de TeSn.



Annexe F

Éléments calculatoires en
coordonnées sphériques

Il existe principalement trois conventions permettant de paramétrer la sphère, correspon-
dant aux conventions rayon-colatitude-longitude, rayon-longitude-colatitude et rayon-longitude-
latitude. En ce qui nous concerne, nous considérerons la convention rayon-colatitude-longitude,
que nous représentons ci-dessous :

Figure 6.1 – Coordonnées sphériques rayon-colatitude-longitude

6.1 Système de coordonnées sphériques

Considérons donc −→u x, −→u y et −→u z, une base orthonormée de R3 ainsi que le demi-plan
vectoriel Px,z = R+

−→u x + R−→u z et l’ouvert Ωx,z = S2 \ Px,z. On définit alors l’application
u : ]0, π[× ]0, 2π[ 7−→ Ωx,z telle que :

315
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u(θ, ϕ) =


Sin(θ)Cos(ϕ)

Sin(θ)Sin(ϕ)

Cos(θ)

 (6.1.0.1)

Il est alors clair que l’application u, ainsi définie, est un difféomorphisme et que nous appel-
lerons donc carte des coordonnées sphériques. Ainsi, pour tout v ∈ Ωx,z, nous noterons θ
et ϕ les coordonnées sphériques telles que v = u(θ, ϕ). En considérant les dérivées partielles :

∂θu(θ, ϕ) =


Cos(θ)Cos(ϕ)

Cos(θ)Sin(ϕ)

−Sin(θ)

 et ∂ϕu(θ, ϕ) = Sin(θ)


−Sin(ϕ)

Cos(ϕ)

0

 (6.1.0.2)

alors on définit le système de coordonnées différentielles :
−→u θ(v) = du−1(v)u · (1, 0) = ∂θu ◦ u−1(v)

−→u ϕ(v) = du−1(v)u · (0, 1) = ∂ϕu ◦ u−1(v)
(6.1.0.3)

pour tout v ∈ Ωx,z.

Par conséquent, si f : S2 7−→ R est une application lisse, alors on a que ses dérivées partielles
correspondent au système de coordonnées (6.1.0.3) telles que :

∂θf(v) = duf · −→u θ(v) et ∂ϕf(v) = duf · −→u ϕ(v) (6.1.0.4)

pour tout v ∈ Ωx,z.

Remarque 6.1.1. Il est à noter que nous définissons ainsi un atlas sur la sphère S2 tel que pour
tout point u0 ∈ S2, il existe une carte u : ]0, π[× ]0, 2π[ 7−→ Ωx,z telle que u0 = u

(
π
2 , π

)
.

Avertissement 6.1.1. Dans la suite, nous nous permettrons d’identifier les points v ∈ S2 avec
leurs coordonnées respectives θ et ϕ sans mentionner le difféomorphisme u : ]0, π[× ]0, 2π[ 7−→ Ωx,z
ni le domaine Ωx,z.

À présent, considérons le repère orthonormé −→e θ = −→u θ et −→e ϕ = 1
Sin(θ)

−→u ϕ. On peut alors

vérifier que pour toute fonction lisse f : S2 7−→ R, on a que :

−→
∇Sf(u) = ∂θf(u)−→e θ(u) +

1

Sin(θ)
∂ϕf(u)−→e ϕ(u) (6.1.0.5)

et

∆S(f)u = ∂2
θf(u) +

1

Tan(θ)
∂θf(u) +

1

Sin(θ)
2 ∂

2
ϕf(u)

=
1

Sin(θ)
∂θ[Sin(θ)∂θf(u)] +

1

Sin(θ)
2 ∂

2
ϕf(u)

(6.1.0.6)

Aussi, pour tout champ de vecteurs X : S2 7−→ TS2, on peut calculer que la divergence cor-
respond à l’expression suivante :

divS(X)u =
1

Sin(θ)
∂θ[Sin(θ)Xθ(u)] +

1

Sin(θ)
∂ϕXϕ(u) (6.1.0.7)
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6.2 Propriétés calculatoires sur le laplacien

L’objet de cette section est de réduire la charge calculatoire des développements que nous
considérons au chapitre 13. Considérons donc x : S2 7−→ Rn une application lisse ; alors on appelle
laplacien extérieur l’opérateur de Laplace-Beltrami ∆S(x), correspondant à la métrique usuelle
sur la sphère, et qui admet donc pour expression :

∆S(x)u =
(
∆S(x1)u, · · · ,∆

S(xN )u
)

(6.2.0.1)

où les xi correspondent aux fonctions coordonnées.

Propriété 6.2.1. Le laplacien extérieur de l’identité IdS2 ainsi que des champs orthonormaux
−→e θ et −→e ϕ vérifient les expressions suivantes :

1. ∆S(IdS2)u = −2u

2. ∆S(−→e θ)u = − 1

Sin(θ)
2 [Sin(2θ)u+−→e θ(u)]

3. ∆S(−→e ϕ)u = − 1

Sin(θ)
2
−→e ϕ(u)

Démonstration. Pour montrer le premier point, il nous suffit de faire le calcul sur la première
coordonnée et il en sera exactement de même pour toutes les autres. Ainsi, on calcule :

∆S [Sin(θ)Cos(ϕ)] = −Sin(θ)Cos(ϕ) +
1

Tan(θ)
Cos(θ)Cos(ϕ)− 1

Sin(θ)
2Sin(θ)Cos(ϕ)

=
−Sin(θ)

2
+ Cos(θ)

2 − 1

Sin(θ)
2 Sin(θ)Cos(ϕ) = −2Sin(θ)Cos(ϕ)

ce qui nous donne le résultat recherché. Comme il en est de même pour le troisième point, nous
nous concentrerons donc sur le second point.

Pour le deuxième point, on commence par les deux premières coordonnées et ensuite, la
troisième nous demandera un peu plus d’attention. Ainsi donc, nous avons :

∆S [Cos(θ)Cos(ϕ)] = −Cos(θ)Cos(ϕ)− 1

Tan(θ)
Sin(θ)Cos(ϕ)− 1

Sin(θ)
2Cos(θ)Cos(ϕ)

= −

(
2 +

1

Sin(θ)
2

)
Cos(θ)Cos(ϕ)

et il en est exactement de même pour la deuxième coordonnée. Pour la troisième coordonnée, il
nous faut constater que :

∆S [−Sin(θ)] = Sin(θ)− 1

Tan(θ)
Cos(θ) = Sin(θ)− Cos(θ)

2

Sin(θ)
= Sin(θ)

(
1− Cos(θ)

2

Sin(θ)
2

)

= −

(
2− 1

Sin(θ)
2

)
[−Sin(θ)]
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et ainsi,

∆S(−→eθ)u = −2−→eθ(u)− 1

Sin(θ)
2

−→
W (u) avec

−→
W (u) =


Cos(θ)Cos(ϕ)

Cos(θ)Sin(ϕ)

Sin(θ)


Par conséquent, en remarquant que

−→
W (u) = Sin(2θ)u +

(
1− 2Sin(θ)

2
)−→eθ(u), on obtient

donc le résultat recherché.

Lemme 6.2.1. Pour toute fonction lisse f : S2 7−→ R, on a les propriétés suivantes :

1. ∆S [f(u)u] =
(
∆S(f)u − 2f(u)

)
u+ 2

−→
∇Sf(u)

2. ∆S [f(u)−→eθ(u)] = −2

(
∂θf(u) +

1

Tan(θ)
f(u)

)
u+

(
∆S(f)u −

1

Sin(θ)
2 f(u)

)
−→eθ(u)

+2
Cos(θ)

Sin(θ)
2 ∂ϕf(u)−→eϕ(u)

3. ∆S [f(u)−→eϕ(u)] = − 2

Sin(θ)
2 ∂ϕf(u)[Sin(θ)u+ Cos(θ)−→eθ(u)]+

(
∆S(f)u −

1

Sin(θ)
2 f(u)

)
−→eϕ(u)

Démonstration. Pour montrer le premier point, en remarquant que
−→
∇S [Sin(θ)Cos(ϕ)] = Cos(θ)Cos(ϕ)−→eθ(u)−

Sin(ϕ)−→eϕ(u), alors on obtient que :

〈
−→
∇Sf(u)|

−→
∇S [Sin(θ)Cos(ϕ)]〉 = ∂θf(u)Cos(θ)Cos(ϕ)− 1

Sin(θ)
∂ϕf(u)Sin(ϕ)

et ainsi le laplacien des coordonnées est :

∆S

[
f(u)Id

(1)
S2 (u)

]
= ∆S(f)uId

(1)
S2 (u) + 2∂θf(u)e

(1)
θ (u) +

2

Sin(θ)
∂ϕf(u)e(1)

ϕ (u) + f(u)∆S

(
Id

(1)
S2

)
u

Par conséquent, en appliquant la même méthode sur les autres coordonnées, il est immédiat
que nous obtenons :

∆S [f(u)u] = ∆S(f)uu+ 2
−→
∇Sf(u) + f(u)∆S(IdS2)u

et par la propriété 6.2.1 on obtient le résultat recherché. Ensuite, pour le second point, il est
nécessaire de déterminer les produits scalaires suivants :

〈−→
∇Sf(u)

∣∣∣−→∇S [Cos(θ)Cos(ϕ)]
〉

= −Sin(θ)Cos(ϕ)∂θf(u)− Cos(θ)

Sin(θ)
2Sin(ϕ)∂ϕf(u)〈−→

∇Sf(u)
∣∣∣−→∇S [Cos(θ)Sin(ϕ)]

〉
= −Sin(θ)Sin(ϕ)∂θf(u) +

Cos(θ)

Sin(θ)
2Cos(ϕ)∂ϕf(u)〈−→

∇Sf(u)
∣∣∣−→∇S [−Sin(θ)]

〉
= −Cos(θ)∂θf(u)
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et après quelques calculs, on arrive rapidement à ce que :

∆S [f(u)−→eθ(u)] = ∆S(f)u
−→eθ(u)− 2∂θf(u)u+ 2

Cos(θ)

Sin(θ)
∂ϕf(u)−→eϕ(u) + f(u)∆S(−→eθ)u

et ainsi, nous obtenons le résultat recherché. Pour le troisième point, il nous faut aussi déterminer
le produit scalaire suivant :

〈−→
∇Sf(u)

∣∣∣−→∇S [−Sin(ϕ)]
〉

= −Cos(ϕ)

Sin(θ)
2 ∂ϕf(u) et

〈−→
∇Sf(u)

∣∣∣−→∇S [Cos(ϕ)]
〉

= − Sin(ϕ)

Sin(θ)
2 ∂ϕf(u)

ainsi, en constatant que :

Sin(θ)u+ Cos(θ)−→eθ(u) =


Cos(ϕ)

Sin(ϕ)

0


on obtient forcément que :

∆S [f(u)−→eϕ(u)] = ∆S(f)u
−→eϕ(u)− 2

Sin(θ)
2 ∂ϕf(u)[Sin(θ)u+ Cos(θ)−→eθ(u)] + f(u)∆S(−→eϕ)u

ce qui nous donne le résultat recherché.

Propriété 6.2.2. Pour toute fonction f : S2 7−→ R, on a toujours que :

1. ∆S [CH f(u)] = SH f(u)∆S(f)u + CH f(u)l(u)

2. ∆S [SH f(u)] = CH f(u)∆S(f)u + SH f(u)l(u)

avec l(u) = ‖
−→
∇Sf(u)‖

2
.

Démonstration. En constatant que : ∂2
i [CH f(u)] = ∂2

i f(u)SH f(u) + (∂if(u))
2
CH f(u)

∂2
i [SH f(u)] = ∂2

i f(u)CH f(u) + (∂if(u))
2
SH f(u)

on obtient forcément le résultat recherché.
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Annexe G

Éléments sur le degré de Brouwer

Nous pouvons vérifier que pour une immersion f : S1 7−→ S1, le nombre ny = Card f−1({y})
est constant sur S1. Par construction, il est alors naturel de l’appeler enroulement. La notion
de degré est alors une généralisation de la notion d’enroulement aux applications continues entre
variétés de même dimension et fournit ainsi un invariant topologique à valeurs entières. Pour une
présentation générale de cette notion, il est possible de consulter l’ouvrage [23] de J.Droniou. En
ce qui nous concerne, nous nous appuierons principalement sur l’ouvrage [51] de J.Lafontaine, et
qui nous sera largement suffisant.

7.1 Point critique et valeur critique

Commençons par faire un point sur l’ensemble des points (et valeurs) critiques d’une appli-
cation. Considérons donc f : M 7−→ N une application lisse entre deux variétés. Alors on appelle
point critique tout élément x ∈ M tel que la différentielle dxf : TxM 7−→ Tf(x)N n’est pas
surjective. Aussi, on appelle valeur critique l’image d’un point critique et valeur régulière
toute y ∈ N qui n’est pas une valeur critique. On a alors le théorème de A. Sard (voir l’article
[99], qui est l’article original, pour plus de détail).

Théorème 7.1.1. Pour toute application lisse f : M 7−→ N entre deux variétés, l’ensemble des
valeurs critiques est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue.

Dans la suite, nous noterons C l’ensemble des points critiques et f(C) l’ensemble des valeurs
critiques. Il est alors important de remarquer que l’ensemble des valeurs régulières N \f(C) n’est
jamais vide.

Propriété 7.1.1. Si f : M 7−→ N est une application lisse, avec M compacte, et y ∈ N une
valeur régulière, alors l’ensemble f−1(y) est fini ou vide. De plus, la fonction cardinal :

#f−1 : N \ f(C) 7−→ N (7.1.0.1)

est localement constante.

Démonstration. Voir théorème 21 page 58 de [99].
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7.2 Définition du degré et première propriété

Pour les quelques définitions et propriétés que nous allons considérer, nous nous reposons
essentiellement sur les sections 7.C et 7.D de [51]. Considérons donc f : M 7−→ N une application
lisse entre deux variétés orientables, avec M compacte et N connexe. Alors, pour x ∈ M \ C,
on appelle signe de f en x le nombre sgn(dxf) qui est égal à +1 si la différentielle préserve
l’orientation et à −1 sinon. Par conséquent, pour toute valeur régulière y ∈ N \ f(C) on appelle
degré en y le nombre :

d(f, y) =
∑

x∈f−1(y)

sgn(dxf) (7.2.0.1)

et où d(f, y) = 0 lorsque f−1(y) = ∅.

Théorème 7.2.1. Si f : M 7−→ N est une application lisse entre deux variétés orientées, avec
M compacte et N connexe, alors pour toute valeur régulière y ∈ N \ f(C) et y′ ∈ N \ f(C) on a
que :

d(f, y) = d(f, y′) (7.2.0.2)

Démonstration. Voir théorème 14 page 236 de [51].

Par conséquent, si f : M 7−→ N est une application lisse entre deux variétés orientées, avec
M compacte et N connexe, alors on appelle degré de Brouwer le nombre deg(f) = d(f, y)
avec y ∈ N \ f(C). Dans la suite, nous supposerons que les variétés M et N sont connexes et
compactes. Ainsi, on a que :

• Si f ∼ g alors deg(f) = deg(g).

• deg(g ◦ f) = deg(g)deg(f)

• Si f : M 7−→ N n’est pas surjective, alors deg(f) = 0.

7.3 Degré d’une application et intégration

L’une des contributions importantes de la théorie du degré réside dans la théorie de l’intégration.
En ce qui nous concerne, nous nous limiterons aux deux résultats suivants, et qui nous seront
utiles dans de nombreux développements.

Théorème 7.3.1. Pour toute application lisse f : M 7−→ N et toute n-forme différentielle ω ∈
Ωn(N), on a que : ∫

M

f∗(ω) = deg(f)

∫
N

ω (7.3.0.1)

Démonstration. Voir corollaire 12 page 234 de [51].

Propriété 7.3.1. Toute immersion f : Sn 7−→ Sn est surjective.

Démonstration. On sait que la n-sphère Sn est une variété de dimension n qui est compacte,
connexe et orientée. Considérons donc w ∈ Ωn(Sn), une forme volume, alors pour une immersion
lisse f : Sn 7−→ Sn, le tiré en arrière f∗(w) est également une forme volume. Par conséquent, les
intégrales :
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∫
Sn
w et

∫
Sn
f∗(w)

sont non nulles. Et par le théorème 7.3.1, vu précédemment, on en déduit que deg(f) 6= 0, ce qui
nous donne le résultat recherché.
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[29] François FILLASTRE : Fuchsian convex bodies : Basics of Brunn–Minkowski theory.
Geometric and Functional Analysis, 23(1):295–333, 2013.

[30] François FILLASTRE et Andrea SEPPI : Spherical, hyperbolic and other projective
geometries : convexity, duality, transitions. HAL, 2018.

[31] Jay P. FILLMORE : Symmetries of surfaces of constant width. Journal of Differential
Geometry, 3(1-2):103–110, 1969.

[32] Jay P. FILLMORE : Barbier’s theorem in the Lobachevski plane. Proceedings of the
American Mathematical Society, 24(4):705–709, 1970.

[33] Eduardo GALLEGO et Agust́ı REVENTOS : Asymptotic behaviour of λ-convex sets in
the hyperbolic plane. Geometriae Dedicata, 76(3):275–289, 1999.

[34] Eduardo GALLEGO, Gil SOLANES et Eberhard TEUFEL : Linear combinations of
hypersurfaces in hyperbolic space. Prepubl. Univ. Auton. de Barcelona, 15:1–25, 2010.

[35] Ylvestre GALLOT, Dominique HULIN et Jacques LAFONTAINE : Riemannian
geometry, volume 2. Springer, 1990.
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mathématiciens. Ellipses, 2014.

[48] Jurgen JOST : Riemannian geometry and geometric analysis, volume 42005. Springer,
2008.
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