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Nomenclature

Liste des abréviations

’ Abréviation \ Signification
SLS Systéme linéaire stationnaire
SLNS Systéme linéaire non stationnaire
SNL Systéme non linéaire
OEI Observateur a entrées inconnues
OFL Observateur de fonctionnelles linéaires
TSAVP Technique standard d’affectation des valeurs propres
DLF Détection et localisation de fautes
LTI Linear time invariant
LTV Linear time varying
Variables
] Notation \ Signification \ Taille ‘

x(t) Etat n

u(t) Entrée m

y(t) Sortie [

v(t) Entrée inconnue r

fa(t) Faute actionneur m

fm(2) Faute de mesure [

2(t) Grandeur observée q

r(t) Résidu 1
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Introduction

Afin de concevoir des méthodes de commande et des méthodes de détection et loca-
lisation de fautes (DLF), il est essentiel d’avoir des informations sur le systéme étudié.
Classiquement sur un systéme, on connait les entrées qui correspondent aux variables de
commandes et qui permettent de “piloter” le systéme et on connait aussi directement,
par la mesure, les sorties du systéme étudié. Cependant, ces informations ne sont trés
souvent, pas suffisantes pour concevoir des méthodes de commande ou de DLF. En effet,
il est parfois nécessaire de connaitre des informations relatives aux variables internes du
systéme. Dans cette thése, nous utilisons le formalisme d’état, les variables internes du
systéme correspondent donc aux états du systéme. Afin d’obtenir ces informations sur les
états on peut :

> rajouter des capteurs : quand ceci est physiquement possible, on augmente alors
les mesures et les états mesurés correspondront & de nouvelles sorties. Rajouter des
capteurs implique forcément un cotit supplémentaire souvent non négligeable.

D> utiliser des observateurs : quand le systéme est observable, on pourra toujours esti-
mer analytiquement les états internes du systéme. L’observation présente I’avantage
de ne pas nécessiter de capteurs supplémentaires.

L’utilisation d’observateurs revét ainsi une grande importance dans I’étude des systémes.
Dans cette thése, les différents types d’observateurs pouvant s’appliquer sur des systémes
déterministes sont présentés. Parmi ces observateurs d’ordre ¢ pouvant s’appliquer sur
un systéme linéaire stationnaire (SLS) d’ordre n ayant [ sorties, on va s’intéresser au
dimensionnement des observateurs d’ordre plein (¢ = n, on estime alors tout le vecteur
d’état), des observateurs d’ordre réduit (¢ = n — [, on estime seulement les états non
mesurés), des observateurs de fonctionnelles linéaires, notés OFL (¢ < n — [, on estime
alors une fonction linéaire de 'état, ce qui pour une commande par retour d’état, par
exemple, s’avére suffisante).

De plus, une attention toute particuliére a été donnée aux observateurs a entrées
inconnues (OEI). En effet, les OEI ont été a l'origine, créés pour s’affranchir des pertur-
bations non quantifiables pouvant affecter le systéme. Ces perturbations, assimilées a des
entrées inconnues (entrées non mesurées), sont représentées par un terme additif interve-
nant dans 1’équation d’état. La représentation des fautes pour une étude de DLF étant
aussi représenté par un terme additif dans 1’équation d’état, les OEI ont été trés employés
en considérant les fautes comme des entrées inconnues. Pour la DLF, les OEI sont alors
utilisés afin de générer des signaux significatifs, appelés résidus. Ces signaux fournissent
des informations sur l'occurence des fautes et vont donc permettre une détection, voire
une localisation de ces fautes. Ainsi, dans ce mémoire des procédures de dimensionnement
d’OEI d’ordre plein (¢ = n) et d’ordre réduit (¢ < n — 1 dans une premiére approche et
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g = n — | dans une seconde) sont proposées.

Concernant I'étude des observateurs s’appliquant & des systémes linéaires non station-
naires (SLNS) d’ordre n ayant [ sorties, nous nous sommes intéressés aux observateurs
d’ordre plein (¢ = n), aux observateurs d’ordre réduit (¢ = n —1), aux OEI d’ordre réduit
(¢ =n —1) et al'observateur adaptatif.

Les travaux concernant les SLS sont trés nombreux dans la littérature, or, en général,
les parameétres du systéme réel présentent des non linéarités, des incertitudes ou des
variations au cours du temps. Selon les hypothéses de modélisation, les systémes modélisés
mathématiquement peuvent étre de différente nature : soit non linéaire non stationnaire,
soit non linéaire stationnaire, soit linéaire stationnaire ou soit linéaire non stationnaire.
Des techniques de linéarisation présentées dans cette thése permettent de linéariser des
modéles non linéaires de fagon a obtenir soit des SLS soit des SLNS.

L’objectif de ce mémoire est de pouvoir fournir un panel complet des observateurs
s’appliquant sur des systémes linéaires déterministes. Ainsi, nous nous intéresserons dans
le premier chapitre, a ’étude des SLS. Nous étudierons leur définition ainsi que les condi-
tions de dimensionnement des différents types d’observateurs pouvant s’appliquer sur ce
type de systéme.

Dans le deuxiéme chapitre, nous analyserons en détail le dimensionnement de chaque
type d’observateur présenté en fournissant dans chaque cas une nouvelle procédure de di-
mensionnement. L’intérét de construire des procédures pour des observateurs s’appliquant
a des SLS, est de pouvoir avoir une premiére base nous permettant d’une part de bien
maitriser les techniques de dimensionnement en stationnaire et d’autre part d’adapter
ces techniques aux SLNS, tout en considérant des propriétés propres aux systémes non
stationnaires.

Dans le troisiéme chapitre, nous présentons les SLNS qui, par rapport aux SLS, sont
relativement mal connus dans le domaine de 'automatique. Nous présentons dans ce
chapitre une définition de ce type de systéme ainsi que les observateurs pouvant s’appliquer
sur un systéme non stationnaire. Nous verrons que le placement de pole sur ce type de
systéme requiert une technique spécifique.




Chapitre 1

Observateurs pour des Systémes
Linéaires Stationnaires (SLS)
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Introduction

La modélisation des systéemes dynamiques est prépondérante dans 1’étude de ceux-ci.
En effet, la connaissance du modéle mathématique permettant de décrire I’évolution au
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cours du temps d’'un systéme dynamique conduit a quatre objectifs généraux : concevoir,
comprendre, prévoir et commander. Concernant la modélisation des systémes dynamiques,
on pourra consulter avec profit 'ouvrage Borne et al. (1992). Le modéle du systéme peut
étre soit linéaire soit non linéaire et soit stationnaire, soit non stationnaire. De nombreuses
méthodes de commande et de détection et localisation de fautes (DLF) utilisent I’état du
systéme soit pour le retour d’état (commande optimale, découplage, placement de poles),
soit pour la génération de résidus permettant de détecter et de localiser des fautes. Suivant
le systéme étudié, I’état peut étre entiérement mesuré, donc connu a chaque instant, ce qui
ne nécessite alors pas sa reconstruction. Cependant, dans la plupart des systémes, 1’état
est partiellement mesuré ou totalement inconnu. L’observateur a donc pour vocation de
reconstruire partiellement ou entiérement 'état x(¢) du systéme, selon les exigences de
I'utilisateur.

L’objet de cette partie, qui est en partie basée sur le support de cours de Rotella
(2004a), est de faire un état de 'art sur les différents types d’observateurs utilisés en
automatique, ce qui nous permettra dans le chapitre suivant de pouvoir adapter et dé-
velopper des méthodes de commande ou de DLF basées sur 1'utilisation d’observateurs.
Dans ce premier chapitre, nous nous focaliserons tout d’abord sur la définition d’un sys-
téme dynamique et sur le formalisme adopté. Ensuite, nous rappelons les principes de
I’observation d’état ainsi que les équations fondamentales a vérifier pour concevoir un
observateur basé sur un systéme déterministe.

1.1 Systéme dynamique

Un systéme dynamique est caractérisé par les trois concepts suivants :

> les fonctions a réaliser qui correspondent aux objectifs pour lesquels le systéme a
été créeé.

> la structure qui correspond aux moyens mis en ceuvre pour accomplir la fonction
du systéme. Généralement, la structure d'un systéme correspond a 1’organisation
matérielle et /ou logicielle de ressources qui peuvent faire intervenir plusieurs tech-
nologies. Classiquement, on peut catégoriser les différentes structures des systémes
dynamiques selon leur nature technologique. Les systémes dynamiques peuvent
donc étre classifiés de la fagon suivante :
— les systémes électriques ou électroniques, logiques ou analogiques,
— les systeémes thermo-électriques,
— les systémes mécaniques,
— les systémes informatiques,
— les systémes biologiques, chimiques,

> le comportement qui caractérise la forme d’accomplissement par le systéme d’une
ou plusieurs fonctions.

Un systéme est dit dynamique si son comportement évolue au cours du temps. Il peut
étre représenté du point de vue conceptuel par le schéma suivant :
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entrées . sorties
— > Systeme B,

F1G. 1.1 — Schéma général d'un systéme dynamique

Le comportement d’un systéme dynamique traduit ainsi I’évolution au cours du temps
des sorties en fonction des entrées appliquées. D’une autre maniére, on peut dire qu’'un
systéme dynamique traduit la relation de causalité entre les entrées (causes) et les sorties
(effets). Cette relation entre les entrées et les sorties constitue le modeéle ou le processus
du systeme.

Du point de vue systéme, les entrées et sorties sont des grandeurs physiques quan-
tifiables. Du point de vue modéle, les entrées et sorties correspondent a des variables
externes quantifiées. Ainsi, les entrées et sorties d'un systéme revétent un caractére infor-
mationnel quantitatif sur le comportement du systéme du fait méme de la nature analy-
tique du modéle. Pour le systéme, cet apport informationnel est réalisé par la connaissance
(entrées connues) ou par la mesure (sorties mesurées a l'aide de capteurs par exemple).

Les entrées connues d’un systéme sont des entrées dites de commande. Les entrées sont
connues ou données car elles correspondent a des sorties d'un autre systéme permettant
leur connaissance. Les entrées de commande peuvent soit étre directement mesurées a
la sortie du systéme qui les génére, soit étre calculées. Les entrées sont transformées en
grandeurs d’action par l'intermédiaire d’autres systémes que I'on nomme actionneurs. Le
schéma représenté a la figure (1.2) donne la structure d’un systéme dynamique en boucle
ouverte.

Entrées . Entrées Sorties Sorties
—— | Actionneurs . Processus Capteurs f———
: d’actions physiques .

Y
Y

F1G. 1.2 — Structure d’un systéme dynamique en boucle ouverte

Finalement, un systéme dynamique pourra se caractériser par :

> lareprésentation mathématique de son comportement appelé modéle mathématique
du systeme,

> son organisation générale englobant les trois sous systémes : actionneurs, processus
et capteurs,

> son interaction avec un systéme de controle permettant de générer les entrées qui
vont assurer ’accomplissement de la fonction désirée en sortie.




12 CHAPITRE 1. OBSERVATEURS POUR DES SYSTEMES LINEAIRES STATIONNAIRES (SLS)

1.1.1 Représentation des systémes

Lors de I'étude de systémes pouvant étre représentés par des modeéles linéaires, 3 types
de représentation de ces modéles sont possibles :

> la forme différentielle entrée-sortie : La description mathématique du fonctionne-
ment d'un systéme consiste a écrire I’ensemble des relations algébriques et différen-
tielles qui relient les m variables d’entrées représentées par un vecteur noté u(t), les
[ variables de sorties représentées par un vecteur noté y(t) et les variables internes
du systéme. A 'aide de la méthode des graphes de fluence, il est possible d’élimi-
ner des relations mathématiques définies, les variables internes et ainsi obtenir des
relations algébriques et différentielles qui lient les sorties et les entrées. On obtient
finalement une relation liant les variables d’entrées et de sorties suivantes :

L(p)y(t) = M(p)u(t) (1.1)

> la matrice de transfert entrée-sortie : La matrice de transfert entrée-sortie, notée
F(p) ou p représente l'opérateur de dérivation (p = %), décrit I’évolution de la
sortie y(t) en fonction de I'entrée u(t) :

y(t) = F(p)u(t) (1.2)

> la forme d’état.
L’approche que nous retiendrons dans cette thése est la modélisation du systéme par équa-
tions d’état. Lors de la conception de méthode de commande, il est nécessaire d’utiliser
soit la matrice de transfert entrée-sortie, soit la forme d’état.

1.1.2 Equation d’état
1.1.2.1 Représentation mathématique

L’état d’un modéle représente I’ensemble des parameétres nécessaires pour connaitre le
comportement de la sortie d’un systéme en fonction des entrées auxquelles il est soumis.
Modéliser un systéme grace a ces équations d’état consiste & construire un modéle ne
faisant intervenir que des équations différentielles d’ordre 1. La structure de la représen-
tation d’état est commune a tous les systéemes linéaires et un systéme continu linéaire a
coefficients constants est décrit par I’équation d’état suivante :

x(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Ca(t)

otl pour tout instant ¢, z(t) € R™, u(t) € R™, et y(t) € R! représentent respectivement
le vecteur d’état, le vecteur d’entrée et le vecteur de sortie du systéme. A € R™*" B €
R™*™ et C' € R™", représentent les matrices constantes connues du systéme. Ces matrices
(A, B, C) sont directement calculées a partir des équations de fonctionnement du systéme.

(1.3)

Remarque 1.1.1. Dans certains travaux, on peut trouver une injection de l'entrée direc-
tement dans l’équation de sortie par le terme additif Du(t). Cependant, les systémes
faisant intervenir ce terme sont peu fréquents. C’est pour cela que dans notre étude nous
choisissons de ne pas considérer ce terme.
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Exemple 1.1.1. Soit un systéme masses-ressorts illustré par la figure (1.3). Ce systéme
est composé de quatre masses my, mo, m3 et my repérées par leur position mesurable x1,
x3, x5 et x7 (x1, w3, x5 et x7 correspondent donc aux sorties y(t) du systéme : [ = 4).
Les 4 masses sont reliées en série par trois ressorts dont les coefficients de raideur sont
respectivement ki, ko, k3 et les coefficients de frottement visqueux sont respectivement ¢y,
2, c3. Le systéme est excité par une force F agissant sur mq(F correspond donc a I'entrée
u(t) du systéme : m = 1). Modélisé sous sa forme d’état, ce systéme présente huit états,

il est décrit par (1.3) avec :

0 1 0 0 0 0 0 0
i o 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
Lo c1 _ kitks  citer ko o 0 0
A=10 0 0 0 0 1 0 0 (1.4)
0 0 kg 2 _ kotks _ cotcs ks 3
m3 m3 ms3 ms ms ms
0 0 0 0 0 0 0 i
.
1
0 10000000
0 00100000
B=| o 1'=lo0o001000]|wW=F (1.5)
0 000000T10
0
- 0 -
kl kQ k‘g
LM M
C1 Co C3
T1 | T2 ] T3 T4 —p

F1G. 1.3 — Systéme masses ressorts

1.1.2.2 Simplification de 1’équation de sortie

Certaines études peuvent étre simplifiées en exploitant une propriété sur la matrice C'
qui, dans la majorité des cas, est vérifiée. Cette propriété est issue du constat que dans la
plupart des systémes réels les mesures sont indépendantes entre elles, ce qui signifie que
la matrice C' est de rang plein en ligne.
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Soit le systéme (1.3) on pose les partitionnements suivants pour la matrice C' et le
vecteur d’état z(t) :

ott tang(Cy) = [, C; € R et 2y € RIX!,

Ainsi si rang(Cy) = [, et en définissant le changement de variables z(t) = Px(t), avec :

C: Gy
P = 1.6
[ On—1g Tn } ’ (1.6)
le systéme (1.3) devient :
:f(t)_: AZ(t) + Bu(t) (L.7)

avec A= PAP™!, B=PBet C =CP™ .
De plus, si rang(C}) # [, mais que les [ mesures sont linéairement indépendantes entre

elles, il est parfois nécessaire de définir une matrice de permutation des variables d’état
afin d’obtenir rang(C) = [.

D’aprés cette derniére remarque sur cette matrice C', on pose, afin de simplifier la
présentation de certaines études menées par la suite, quun SLS dont les mesures sont
inéairement indépendantes peut s’écrire sous la forme :

1 t ind dant ts la f

t(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cax(t) = [ I Opn | 2(t) (1.8)

Exemple 1.1.2. En étudiant 'exemple “systéme masses ressorts” on constate qu’une
simple permutation dans les variables d’état permettrait d’avoir la forme désirée pour C'
(1.8). Ainsi, on définit la matrice de permutation des variables d’état notée Fj :

OO O~ OO oo
SO R OO o oo
O R OO O o oo
_ o= O oo oo o

(>l e olololl S
[l leNoallall s
SO OO o+ OO
DO oo OO O
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ce qui nous mene a :

0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
» 0 0 0 0 0 0 0 1
ki kitks ko 0 1 cites ca 0
VR ke wm Ty &t &la
ms3 ms3 m, m3 m3 m3
0 0 k3 k3 0 0 c3 c3
L my4 maq ma ma
10000000
. 01000000
Co=Ch = 100100000 (1.11)
(00010000
B,=P,B = [0000 L 000] (1.12)

La matrice C, est donc de la forme [ I 01y } qui correspond a la structure initiale-
ment souhaitée. Dans cet exemple, il n’est donc pas nécessaire d’effectuer le changement
de variable d’état défini par P.

1.2 Principe d’un observateur

1.2.1 Objectif d’un observateur

En général, pour des raisons techniques et économiques, 1’état du systéme n’est pas
complétement accessible. En effet, la complexité de la réalisabilité technique ainsi que des
cotits prohibitifs pour I'implantation de plusieurs capteurs peuvent réduire considérable-
ment le nombre d’états mesurés. On peut alors considérer que, pour la grande majorité
des systémes, la dimension du vecteur d’état est supérieure a celle du vecteur de sortie
(I < n). Cette considération signifie que pour tout instant ¢, le vecteur x(¢) ne peut pas
étre complétement mesuré ou déduit des sorties. Cependant, moyennant des conditions
d’existence, ’état peut étre reconstruit & ’aide d’un observateur. Ainsi, un dimension-
nement judicieux d'un observateur doit permettre une estimation précise et rapide de la
valeur des composantes du vecteur d’état z(t).

Soit, de fagon plus générale, le systéme dynamique SYS défini par :

| @(t) = Az(t) + Bu(t)
SYS : { y(t) = Ca(t) : (1.13)

dont I'état x(t) est estimé (ou reconstruit) par un systéme dynamique appelé obser-
vateur et noté OBS, dont la structure est donnée par :

#(t) = Nz(t) + Qu(t) + Ly(t)

w(t) = Fz(t) + By(t) ) (1.14)

OBS:{
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Avec z(t) € R, u(t) € R™, et y(t) € R' représentant respectivement 1'état, I'en-
trée et la sortie du systéme. z(t) € R? le vecteur d’état de I'observateur, tel qu'il tende
asymptotiquement vers T'z(t) et w(t) représente la sortie du systéme observateur.

u(t) y(t)

S SYS >
- oBS >
w(t)

F1G. 1.4 — Diagramme structurel d’un observateur

On peut aussi représenter sa structure par le schéma décrit sur la figure (1.4).
Le systéme dynamique constituant ’observateur doit assurer que l’erreur de recons-
truction, définie par e(t) = Tx(t) — z(t), tende asymptotiquement vers 0, soit :
lim e(t) = Tx(t) — 2(t) =0 (1.15)

t—oo

1.2.2 Structure d’un observateur

Afin d’expliquer la procédure générale de la conception d’un observateur, nous allons
nous appuyer sur la construction d’un observateur d’ordre plein. Un observateur d’ordre
plein permet de reconstruire entiérement le vecteur d’état x(t). On note par z(t) la gran-
deur observée qui correspond a la sortie du systéme dynamique que constitue I’'observateur.
Ainsi, pour un ordre plein, on a directement z(t) = Z(t) avec &(t) étant I'estimation de
x(t). La structure de I'observateur peut étre représentée par la figure (1.5) et exprimée
sous la forme suivante :

2(t) = AZ(t) + Bu(t) + L(y(t) — §(t)),
g(t) = Ci(t).

Le terme correctif L(y(t) — y(t)) fait apparaitre le gain de correction L, également
appelé gain de 'observateur, relatif a I’erreur de la reconstruction de la sortie. On peut
aussi écrire I’observateur sous la forme suivante :

z(t) = (A — LC)&(t) + Bu(t) + Ly(t) (1.16)
La dynamique de lerreur de reconstruction, définie par #(t) = z(t)—2z(t), peut s’écrire :
z(t) = (A — LC)Z(t). (1.17)

A partir de la condition initiale #(0) = x(0) — 2(0), I’évolution de cette erreur d’esti-
mation est telle que :
z(t) = exp[(A — LC)t]z(0). (1.18)
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u t):‘ B
svs
| &
3\055

F1G. 1.5 — Diagramme structurel d’un observateur d’ordre plein

Afin que I'observateur soit asymptotique, il faut que 'erreur d’estimation tende vers 0
lorsque ¢t augmente. En effet, a ¢t = 0, £(0) # 0 car I’état étant inaccessible, on ne peut en
général pas choisir (0) = #(0). Afin de garantir une convergence asymptotique de 'erreur
d’estimation (Z(t) — 0 pour ¢ — o0) et donc un bon fonctionnement de I'observateur, il
faut choisir L de fagon judicieuse.

Théoréme 1.2.1. Luenberger (1971) Les valeurs propres de A — LC' peuvent étre fixées
arbitrairement si et seulement si (A,C') est observable.

La notion de stabilité d’un systéme en automatique est essentielle. Le théoréme suivant
décrit la condition de stabilité pour un SLS.

Théoréme 1.2.2. Luenberger (1971) Soit un systéeme régi par (1.3). On dit que ce systéme
est asymptotiquement stable si la matrice A est de Hurwitz. Une matrice A est dite de
Hurwitz si toutes ses valeurs propres sont a parties réelles strictement négatives.

Lorsque le systéme n’est pas observable, il n’est pas possible de construire un ob-
servateur dont on choisit les dynamiques. Cependant, si le systéme est détectable il sera
possible de dimensionner un observateur asymptotiquement stable, ce qui constitue 'objet
du théoréme suivant :

Théoréme 1.2.3. O’Reilly (1983)Pour un systéme régit par (1.3) il est possible de di-
mensionner un observateur asymptotiquement stable si et seulement si la paire (A, C') est
détectable. Les valeurs propres de A — LC' sont alors toutes ou en partie fixées.

Il est donc nécessaire d’avoir des critéres d’observabilité et de détectabilité que nous
allons énumérer dans le théoréme 1.3.1 de la section suivante. Tout d’abord, il apparait
clairement d’aprés les théorémes 1.2.1 et 1.2.3 que la condition de convergence asympto-
tique de I'observateur dépend directement du dimensionnement de la matrice L.




18 CHAPITRE 1. OBSERVATEURS POUR DES SYSTEMES LINEAIRES STATIONNAIRES (SLS)

1.2.3 Dimensionnement du gain L de I’observateur

Comme énoncé dans le théoréme 1.2.1, la détermination de la matrice L va permettre
de fixer arbitrairement les poles de l'observateur, i.e. choisir les valeurs propres de la
matrice A — LC' de fagon a ce que la matrice A — LC' soit de Hurwitz. On notera par la
suite par :

n—1
alp) = det(pl — A)=p" + 3 ap (1.19)
i=0
et par :
n n—1
a(p) = H(P —A)=p"+ Z ap’
=1 i=0

ou a(p) est le polyndome représentant les dynamiques désirées de 1'observateur et les
A; sont les valeurs propres désirées pour A — LC.

Suivant la procédure de (Luenberger, 1967) sur la construction de formes canoniques
observables pour les SLS, lorsque le systéme est observable, on peut transformer I’équation
d’état d’un systéme défini par (1.3) sous la forme canonique observable suivante :

To(t) = Apw,(t) + Bou(t)
Yo(t) = Como(t)

Ce changement de variable pour le passage a la forme canonique observable est défini
par :

zo(t) = Pyx(t)
y(t) = Hoyo(t>
on en déduit donc que A, = P,AP;', B, = P,B, et C, = H;'CP;'. On sait aussi que
les matrices A,, C, et H, peuvent s’exprimer sous la forme :
> A, est composé de [ x [ blocs que 'on note A% pouri=1,...,let j=1,..,1:
Al L All
Ao = . (120)
All L All
Chaque bloc AY € R**¥i. Les v, correspondent aux [ indices d’observabilité, donc

on a Zi::l v, = n. La forme canonique de cette matrice A, est définie par la
structure des différents blocs A” (cas i = j) et A% (cas i# j). On a alors :

0O --- 0 a(i;i,l 0O --- 0 a?j,l
ai= |} AT = | (1.21)
0 . 0 : : :
0 0 1 abhv 0 --- 0 abiv
ot les a’*F sont des grandeurs scalaires.
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> C, est composé de [ blocs que 'on note C pour i =1, ..,1 :
Co=[C ... CI] (1.22)

Chaque bloc C? € R”¥i. Les matrices C! ont des composantes toutes nulles exceptée
la composante (C?); . qui est égale a 1.
> H, € R*et a pour structure :

1 0 0
2,1 - :
H, = h,.) 1 o (1.23)
. ¢
hl,l . hl,lfl 1

Les composantes scalaires notées a’“let hiJ ainsi que les indices d’observabilité v, sont
déterminés lors de la construction des formes canoniques observables.
En tenant compte de la forme canonique observable, on peut écrire (1.19) :

a(p) = det(pl — A+ LC)
= det(pl — P, 'A,P, + LH,C,P,)
= det(pl — A, + L,C,)

avec L, = P,LH, et a partitionner ce nouveau gain sous la forme :

A
L, = : : (1.24)
) Y

ot les LW € R ¢ = 1,..1l et j = 1,..,I. On constate alors que lorsque 1'on reéalise
l'opération A,— L,C,, d’apres les différentes structures présentées, les vecteurs L% peuvent
étre fixés d’aprés les régles suivantes :
> les vecteurs LY avec i # j sont égaux a la derniére colonne de la matrice AY, ce
qui rend A, diagonale par blocs.
>> on décompose le polynome caractérisé désiré, soit a(p) en [ polynémes a;(p), chacun
de degré v; :

a(p) = [ [ a:(p) (1.25)
> les [ relations : ) )
det (pI — AV +LY[0 --- 0 1])=ap) (1.26)
fournissent les L. L, é¢tant obtenu on peut alors calculer L par :
L=T,"L,H"! (1.27)

On vient de démontrer que grace a l'utilisation de la forme canonique observable, il est
possible de déterminer le gain de I'observateur L afin de fixer les valeurs propres de la
matrice A — LC. Cette technique, trés courante en automatique, va étre trés souvent
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utilisée au cours de cette thése. Dés que nous I'emploierons, nous la nommerons TSAVP
(Technique Standard d’Affectation des Valeurs Propres). En anglais, on parle de SEAT :
Standard Eigenvalue Assignement Technique. Ainsi, afin d’étudier la possibilité d’iden-
tifier ou de reconstruire I’état du systéme, nous devons nous intéresser a ’observabilité
du systéme. En effet, si le systéme est observable, on pourra toujours dimensionner un
observateur de ce systéme dont les dynamiques seront arbitrairement fixées. Il parait donc
essentiel d’étudier cette notion d’observabilité.

1.3 Quelques définitions relatives aux observateurs

1.3.1 Notion d’observabilité

La notion d’observabilité est donc essentielle lorsqu’on va procéder a 1’élaboration
d’observateurs, ce qui constitue l'objet du prochain chapitre.

Définition 1.3.1. (Borne et al., 1992) Un SLS est complétement observable si, quel que
soit l'instant initial ¢;, I’état initial x; & ¢, et I'instant final ¢5 différent de t;, la seule
connaissance de sa sortie y(t) et de son entrée u(t) sur Uintervalle ¢; < ¢ < £y permet de
connaitre I’état initial ;.

Définition 1.3.2. (Borne et al., 1992) Un SLS est complétement observable si et seule-
ment si, en régime autonome (u = 0), 'observation d’une sortie y(¢) uniformément nulle
pour t; < t <ty n'est possible que pour un état z; (a ¢;) nul.

Pour un SLS parfaitement connu, et puisqu’on suppose que U'entrée u(t) est connue et
que la matrice B n’intervient pas dans les critéres d’observabilité, on peut donc ramener
I’étude de I'observabilité a I’étude de la paire (A,C'). On dira donc indifféremment que "la
paire (A,C') est complétement observable", ou que "le SLS est complétement observable".

D’aprés la définition 1.3.1, on peut définir différents critéres d’observabilité :

Théoréme 1.3.1. (Borne et al., 1992) Soit la matrice d’observabilité définie par Oacy =
C
CA

CA? et le rang d’observabilité défini par mng((’)(Ac)) = ko

CAn—l
La propriété "la paire (A,C) est completement observable” est équivalente a chacune
des propriétés suivantes :

> Il n’existe aucune matrice réguliere P telle que :

Ay 0

-1
PAP —[A21 0

} ,CP'=[Cy 0] (1.28)

avec Aj; matrice (ko X ko), ko < n, Cy matrice (m X ko), Age matrice ((n — ko) X
(n - ]{Z(f)))
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> Critére de Kalman : kp est maximal :
ko =n (1.29)

> Aucun vecteur propre v de la matrice A ne vérifie la relation (dite d’orthogonalité
dans le casou l = 1) :

Cv=0 (1.30)

> Quelles que soient les valeurs t¢; et t5 > t1, la matrice (correspondant au grammien
d’observabilité) :

to
WR(tl,tg) = / eA*tCC*eAtdt, (131)
t1

ou de fagon équivalente :

est inversible (donc définie positive).

>> L’identité Ce’q = 0 dans un intervalle de temps t; < t < t, n’est possible que si
le vecteur ¢ est nul.

> Etant donné un polynome arbitraire 7(s) a coefficients constants et de degré n, il
existe toujours une matrice R(n X m) et une constante « telles que :

det(sl, — A— RC) =an(s), VseC, (1.33)

> L’identité C(sl, — A)"*B = 0 (pour tout s € C) n’est possible que si B est nulle.
C
> Rang{ sl — A } = n pour tout s € C.

1.3.2 Notion de détectabilité

Lorsque la paire (A,C) n’est pas complétement observable, il faut étudier la détec-
tabilité de cette méme paire (A,C). Nous reviendrons sur cette notion de détectabilité
dans les sections suivantes car la détectabilité est trés utile lors du dimensionnement des
observateurs.

Définition 1.3.3. (O’Reilly, 1983) Le systéme (1.3) est détectable si et seulement si les
états non observables sont stables.

1.3.3 Placement de pole et convergence

Afin de dimensionner I’observateur d’ordre plein, il faut déterminer une matrice L telle

que les valeurs propres de A — LC' soient toutes a parties réelles strictement négatives
(Théoréeme 1.2.1).

Remarque 1.3.1. Usuellement, par souci de simplicité de mise en ceuvre, le critére d’ob-
servabilité utilisé est le critére portant sur le rang de la matrice d’observabilité. On consi-
dérera par la suite que l'observabilité d'un systéme sera systématiquement testée avec ce
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critére. Ainsi, pour le théoréme précédent, le test d’observabilité est :

C
CA

rang CA? =rang(Ou,c)) =n (1.34)

| oA

Exemple 1.3.1. Le systéme masse ressort est-il un systéme détectable ? Afin de le savoir
nous allons donc étudier le rang de la matrice d’observabilité de ce systéme dont les
matrices constitutives du systéme d’état sont définies par (1.10), (1.11) et (1.12). On

obtient alors : -
AR e

rang(Owu,cy) = 8 (1.36)

donc le systéme masse-ressort présenté est observable.

d’ou :

Remarque 1.3.2. Lorsqu’un systéme n’est pas observable, on ne peut fixer arbitrairement
les dynamiques de I'observateur. Lorsque I’on ne peut assigner les dynamiques, on ne peut
pas garantir la stabilité de 'observateur. En effet, afin que 1’observateur soit stable, il faut
que les valeurs propres de la matrice fondamentale de I'observateur (A — LC dans le cas
d’un observateur d’ordre plein) soient & parties réelles négatives. Cependant si le systéme
n’est pas observable mais détectable cela signifie que toutes ou une partie des dynamiques
de T'observateur sont stables mais ne sont pas choisies (Wonham, 1985). Dans ce cas, la
paire (A,C) est dite stabilisable ou détectable.

Théoréme 1.3.2. (Wonham, 1985) Un observateur stable pourra étre dimensionné si et
seulement si la paire (A,C) est détectable.

Afin de choisir convenablement les dynamiques de I'observateur (valeurs propres de
A — LC), on peut se baser sur les travaux de (Kailath, 1980). Cependant en pratique, on
choisit une dynamique pour ’erreur de reconstruction plus rapide que celle du processus
en boucle ouverte. Toutefois, on est limité au niveau de la grandeur de ces dynamiques
choisies. Idéalement, on devrait prendre des dynamiques trés grandes afin d’assurer une
convergence rapide et précise. Cependant, on ne peut utiliser que des gains réalisables, ce
qui restreint le choix de L, et de plus, plus la valeur du gain sera élevée plus les bruits
influeront sur la reconstruction de 1’état.

Ainsi, pour déterminer la matrice L, il faut trouver un bon compromis par rapport
aux considérations énoncées ci-dessus. Toutefois, afin de placer les poles, on peut avoir
a l'esprit le plan de stabilité qui fait apparaitre les limites de performances, représentées
par les zones grisées de la figure (1.6).

Les limites de stabilité sont dues :

(D : au degré de stabilité,

2) : aux pulsations des oscillations,

@) : au degré d’amortissement,

@ : aux pulsations de coupures des actionneurs.
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0

L
7

«

Pl

Fi1G. 1.6 — Plan de stabilité

1.4 Reéduction de 'ordre des observateurs

Certaines méthodes de commande ou de DLF ne nécessitent pas forcément de re-
construire tout 1’état du systéeme. En effet, selon les cas d’étude, seule une partie de I'état
doit étre estimée afin de satisfaire aux besoins. Dans cette partie nous développerons donc
cette approche particuliére des observateurs. Nous présenterons tout d’abord ’observateur
d’ordre réduit puis ensuite I’'observateur de fonctionnelles linéaires.

1.4.1 Observateur d’ordre réduit

L’observateur d’ordre réduit introduit par Luenberger ((Luenberger, 1966) et (Luen-
berger, 1971)) consiste a estimer les états non mesurables. Ainsi pour un systéme défini
par (1.3) observateur réduit sera d’ordre n — [.

Cet observateur se base sur I'’hypothése que la matrice C' est de rang plein en ligne,
ce qui permet d’utiliser le changement de variable défini par (1.6) afin d’écrire le systéme
(1.3) sous la forme (1.8).

Les matrices A, B, C et le vecteur d’état z(¢) sont partitionnés comme suit :

All A12 Bl
A= B =
L an el h

c=1[1I O},m(t):{xl}.
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L’équation d’état de la forme (1.8) peut aussi s’écrire :

jﬁ'l (t) = A11$1<t> + Awfﬂg(t) + Bl’LL(t),
l’g(t) = A21I1<t> -+ A22Q32<t) + BQU(f), (137)
y(t) = a1 (t).
Les [ premiéres composantes de I’état sont directement mesurées (y(t) = x1(t)). x1(t)
ne doit donc pas étre estimé par l'observateur. L’équation qui régit I’évolution de x;(t)

(premiére équation de (1.37)) peut alors étre considérée comme une mesure, que ’on note
&(t), dépendante de xo(t) et de u(t) :

Pour estimer z5(t), la variable v(t) est introduite et on obtient :

0(t) = Apay () + Aspv(t) + Bou(t) + K [5@) - é(t)}
z1(t) = y(1)

~

g(t) = A12U<t) =+ Blu(t)

Afin de construire {(t), on doit exprimer la dérivée de la sortie y(t), ce qui constitue un
inconvénient. Afin d’éviter de calculer directement cette dérivée, la variable z(t) définie
par :

2(t) = v(t) — Ly(t), (1.39)

est introduite. En dérivant z(t) on obtient donc :
Z(t) = 0(t) — Ly (t)
= A21.’E1<t> + AQQ’U(t) + BQU(t) — L [Allxl (t) + Algv(t) + 31U(t)]

Etant donné que z(t) = v(t) — Ly(t) et que y(t) = z1(t), on peut réécrire 1’équation
précédente sous la forme :

2(t) = Nz(t) + Qu(t) + Liy(t), (1.40)
avec :
N = Ay — LAy, (1.41)
Q = By — L1 By, (1.42)
Ll - A21 -+ AQQL - LAll - LAlzL. (143)

Ainsi (1.40) est le systéme dynamique appelé observateur réduit d’ordre ¢ = n—1 pour
le systéme (1.37). La reconstruction de 'état non mesurée z5(t) étant estimée par v(t) :

v(t) = z(t) + Ly(t). (1.44)
L’erreur d’observation e(t) est définie par e(t) = xo(t) —v(t). De plus e(t) est régi par :

é(t) = Ne(t), (1.45)
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or N = Ay — LA;5. Nous nous retrouvons ici, pour le placement péle de N, dans le méme
cas d’étude que pour le placement de pole de la matrice A — LC pour un observateur
d’ordre plein. Ainsi, lorsque la paire (Asy, A12) est observable les valeurs propres de N et
donc les dynamiques de I'observateur peuvent étre fixées arbitrairement grace a un choix
adéquat de L en utilisant une TSAVP.

Théoréme 1.4.1. Si (A,C) est observable alors (Ass, A12) est observable.

Démonstration 1.4.1. Le but est de démontrer que si (A,C') est observable alors
(Agg, Ajg) lest également. Si (A, C) est observable on a :

sl — Ay —Ajs

Vs, rang [ sl — A } = rang —Ay sl — Ay | =n (1.46)
C
1 0
ce qui équivaut a : -
A _
Vs, rang [ L1 — Ay } =n—I, (1.47)

donc (Agg, Aj2) est une paire observable.

L’observateur réduit du systéme (1.7) a finalement la structure suivante :
2(t) = Nz(t) + Qu(t) + Liy(t) (1.48)

ou N, @ et L sont définies par les relations (1.41), (1.42) et (1.43). En notant 2 et 25 les
estimations des vecteurs x; et x5, on obtient :

iy(t) = O (I — CaL)y(t) — Coz(t)]
To(t) = 2(t) + Ly(?)

1.4.2 Observateur de fonctionnelle linéaire

F1G. 1.7 — Diagramme structurel d’un observateur de fonctionnelle linéaire
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Un des principaux domaines d’application des observateurs se situe au niveau de la
conception de loi de commande afin de construire un régulateur par retour d’état de
la forme Kz (t). L'intérét des observateurs de fonctionnelles linéaires consiste a estimer
directement la variable w(t) = Kz (t) sans estimer préalablement entiérement le vecteur
d’état x(t). L’estimation de w(t) permet ainsi de réduire I'ordre de I'observateur et d’en
faciliter sa construction et sa structure.

Depuis les travaux précurseurs de Luenberger ((Luenberger, 1966, 1971)) plusieurs
travaux ont proposé des méthodes pour la conception d’observateurs réduits pour estimer
des fonctionnelles linéaires (voir les travaux (Aldeen et Trinh, 1999), (Darouach, 2000),
(Datta et Sarkissian, 2000), (Kondo et Sunaga, 1986), (Moore et Ledwich, 1972), (Mur-
doch, 1973), (Raff et al., 2005), (Roman et Bullock, 1975), (Russell et Bullock, 1977),
(Sirisena, 1979), (Trinh et Zhang, 2005), (Tsui, 1985a), (Tsui, 1985b)). Ces travaux seront
analysés plus en détail dans la partie concernant la procédure de conception de ce type
d’observateur.

Alors :

> pour le systéme linéaire défini par (1.8),

> pour une fonctionnelle linéaire de I’état définie par :

Kz(t), (1.49)

ou K est une matrice de taille (m x n) connue,
le but est de concevoir le systéme dynamique suivant :

2(t) = Nz(t) + Qu(t) + Ly(t),

1.50
w(t) = P=(t) + Vy(t), (1.50)

on, a chaque instant ¢, I'état de 'observateur z(t) appartient a R?, tel que :
lim (w(t) — Kz(t)) = 0. (1.51)

t—o00

Si cette derniére relation est vérifiée alors (1.50) est un observateur de fonctionnelle linéaire
(OFL) et si g est minimal, nous obtenons un OFL minimal. Par exemple, (1.50) peut étre
utilisé pour implémenter une commande par retour d’état, avec ’avantage de ne construire
qu’un observateur d’ordre minimal.

D’aprés (Luenberger, 1966) et (Luenberger, 1971), un OFL existe si et seculement si
les conditions suivantes sont vérifiées :

N est une matrice de Hurwitz, (1.52)

TA— NT = LC, (1.53)
K =PT+VC, (1.54)

Q =TB. (1.55)

ot T est une matrice constante telle que lim; o (2(t) — Txz(t)) = 0. On remarque, d’aprés
les relations précédentes, que la derniére donne directement (). Ainsi, la conception de
I’observateur consiste a déterminer les matrices constantes N, L, P, V et T et 'ordre de
I'observateur ¢ tels que les conditions (1.52), (1.53) et (1.54) soient vérifiées, en gardant
a 'esprit que nous cherchons toujours & dimensionner un observateur d’ordre minimal.
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1.5 Observateurs a entrées inconnues

1.5.1 Introduction

La conception d’observateur a entrées inconnues (OEI) a fait I'objet, ces derniéres an-
nées, de nombreux travaux, que ce soit pour la conception de commandes en présence de
perturbations ou pour la génération de résidus en détection de fautes. Parmi les travaux
précurseurs marquants, citons les travaux de (Hostetter et Meditch, 1973) et de (Johnson,
1975) qui posent les fondements de la construction d’observateurs quand le comportement
des entrées inconnues est supposé régi par une équation différentielle. Ces entrées incon-
nues, c¢’est a dire les perturbations ou les défauts, sont alors estimées. Dans le cas le plus
courant ol seule la matrice de distribution des entrées inconnues est connue, les approches
algébriques sont les plus utilisées et font souvent intervenir les techniques utilisant des
pseudo-inverses. Les conditions d’existence des OEI ont été définies dans (Kudva et al.,
1980) et ce, dans le cadre de la conception d’un observateur réduit de Luenberger soumis a
des entrées inconnues. Dans le méme esprit ont suivi les travaux de (Miller et Mukundan,
1982a) tandis que les propriétés relatives a 'observabilité des systémes ont été exploitées
dans (Hou et Muller, 1992) pour établir les conditions nécessaires et suffisantes d’existence
d’un observateur d’ordre réduit.

Une comparaison réalisée dans (Yang et Wilde, 1988) atteste que les observateurs
d’ordre réduit présentent une moins bonne convergence que les OEI d’ordre plein, ceci
du fait de degrés de liberté moindres dans le choix des dynamiques. (Darouach et al.,
1994) ont présenté une procédure de construction d’OEI d’ordre plein ot les conditions
d’existence sont bien mises en évidence. Les travaux de (Darouach et al., 1994) montrent
que ces conditions d’existence sont équivalentes a celle établies dans (Hou et Muller, 1992).

Citons enfin pour étre complet 'approche géométrique, nettement moins développée
que son homologue algébrique, ou les conditions d’existence de I’OEI sont établies dans
(Guidorzi et Marro, 1971) et reprises dans (Bhattacharyya, 1978).

1.5.2 Systéme en présence d’entrées inconnues

Soit le SLS, ot intervient une entrée inconnue v(t) dont la représentation d’état est
donnée ci-dessous :

&(t) = Ax(t) + Bu(t) + Du(t), (1.56)
y(t) == CI(t) = [ Il Ol,nfl }.T(t),

ol pour tout instant ¢, x(t) € R", u(t) € R™, v(t) € R" et y(t) € R' représentent
respectivement le vecteur d’état, le vecteur d’entrée, le vecteur d’entrée inconnue et le
vecteur de sortie du systéme. Les matrices constantes A € R"*" et B € R"*™ représentent
les matrices connues. La matrice D € R™ " représente la matrice de distribution de I'entrée
inconnue et doit étre de rang plein en colonne. Si ce n’est pas le cas, on peut procéder a

la décomposition suivante :
Du(t) = DyDgu(t) (1.57)

ot D, est une matrice de rang plein en colonne et Dgv(t) doit étre considérée comme la
nouvelle entrée inconnue.
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v(t)i D L

u(t)§ B () [ x(t c y(t)
o L |
f 777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777 A !
3 ¢ L||E 3
0 @2@) T 2(t) ()
OBS T N

Fi1G. 1.8 — Diagramme structurel d’'un OEI d’ordre plein

La forme canonique observable du systéme est telle que :

A = [ A1 AQ } ou : (158)
_ | An | T
Al == |: A21 :| et A2 == |: Olm_l :| s (159)

avec A; € R™ Ay e R0 A1 € R¥ et Ay; € R=DX! De plus, la matrice C' s’écrit :

C=1{1In Opnom |- (1.60)

1.5.3 Observateurs a entrées inconnues d’ordre plein

Un OEI d’ordre plein permettant d’estimer 'état (z(¢) défini par (1.56)) en étant
insensible a la perturbation v(t) est défini par :

#(t) = Nz(t) + Qu(t) + Ly(t), (1.61)
#(1) = 2(1) — By(t), (1.62)
ou pour tout instant ¢, z(t) € R™ et z(t) € R" sont respectivement 1’état de 1'observateur
et I'état estimé tandis que N € R™" Q € R™™ E € R™ et L € R™ sont des

matrices constantes a déterminer. Les relations qui déterminent 'OEI sont telles que
lerreur d’estimation e(t) = x(t) — &(t) converge asymptotiquement vers 0, soit tlim e(t) =
—00

0. En posant P = I,, + EC, les relations qui en découlent s’écrivent (Maquin et Ragot,
2000) :

N est une matrice de Hurwitz, (

PA- NP =LC, (1.64
Q = PB, (
PD =0, (
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{5 ;

ut N E(t z(t y(t)
) B 6) (t) i (t) C 3

Sys |
",iiiiiiiiiiii:::i::::iiiiiiiiiiii:::i::::,‘ ,,,,,,,,,, :
| L] |Gy |
Q0] A0 TG g
OBS N |

Fi1G. 1.9 — Diagramme structurel d’'un OEI d’ordre réduit

la derniére traduisant le fait que 'erreur d’estimation doit étre insensible & la perturbation
v(t). Si (1.65) peut étre traitée a posteriori car elle définit la matrice @, (1.64) et (1.66),
sous la contrainte (1.63), doivent conduire & la détermination de N, E et L.

1.5.4 Observateurs a entrées inconnues d’ordre réduit
1.5.4.1 1€T® approche

En utilisant les principes de base de génération de résidus, (Franck et Wiinnenberg,
1989), 'observateur a entrées inconnues d’ordre réduit est défini par le systéme dynamique
suivant :

() = Nz(t) + Qu(t) + Ly(t),
r(t) = Giz(t) + Gay(t).

ou r(t) € RY et z(t) € R? sont respectivement le résidu et le vecteur d’observation,
avec les matrices G € R9%9, Gy € R9*!, N € R™9, Q € R™*™ L € R et T € RI*",
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Considérant cet observateur, ’erreur d’estimation est donnée par :
e(t) = z(t) — Tx(t). (1.67)

Les dimensions ¢ et g et les matrices G1, G, N, @, L et T doivent étre déterminées
afin d’obtenir lim; ., e(t) = 0 dans un mode de fonctionnement normal. Ainsi, les condi-
tions de convergence asymptotique de I’erreur d’observation (1.67), peuvent étre établies,
suivant (Tsui, 2004) par :

N est une matrice de Hurwitz,
Q=TB8,
LC =TA— NT.

Afin de rendre le résidu r(¢) insensible a 'entrée inconnue v(t), 1’égalité suivante doit
étre vérifiée :

TD = 0. (1.68)

Le diagramme structurel de ce type d’observateur est présenté a la figure 1.9.

1.5.4.2 28M€ spnroche

Considérons le systéme linéaire stationnaire soumis & une entrée inconnue et décrit
par (1.56).

D’apreés les travaux de Luenberger (1979) et de Kudva et al. (1980), on choisit d’utiliser
la partition suivante pour x(t) :

o(t) = { u() ] , (1.69)

ol w est un vecteur de taille n — [ et représente la partie non mesurable de 1'état, (1.3)

devient :
y(t) . All A12 y(t) Bl D1
ot les matrices Ayy, Aj2, By et Dy ont toutes [ lignes. En posant z(t) = w(t) — Ey(t),
on a:

Z(t) = (Agg — EAH)Z(t) + (AQl - EAH + A22E - EAlgE)y(t)
+(By — LB))u(t) + (D — ED;)d(t).

En simplifiant cette relation et comme v(t) est inconnu, on doit venir observer z(t)
indépendamment de I'entrée inconnue v(t). Finalement I’OEI aura la structure suivante :

2(t) = Nz(t)+ Qu(t) + Ly(t), (1.71)
w(t) = =z2(t)+ Ey(t). (1.72)
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Afin d’assurer une convergence asymptotique de 'erreur de reconstruction vers 0, on
définit (Kudva et al., 1980), les conditions suivantes :

N = Ay — EAs, N matrice de Hurwitz,
L = Ay —FEA,+ NE,
QQ = By— EB;,

Dy, — ED; = 0.

Afin de construire cet observateur il apparait que la clé de la procédure réside dans le
dimensionnement de la matrice E telle que (1.73) et (1.76) soient vérifiées. (1.73) stipule
que N doit étre une matrice de Hurwitz ou une matrice stable ce qui signifie que toutes
ses valeurs propres doivent étre a partie réelle négative.

Remarque 1.5.1. Kudva et al. (1980) et Miller et Mukundan (1982b) ont aussi travaillé sur
ce type d’OEI réduit. Kudva et al. (1980) ont dégagé la condition d’existence pour ce type
d’observateur permettant d’assurer la conception de l'observateur avec des dynamiques
arbitrairement choisies. L’autre approche menée par Miller et Mukundan (1982b) est plus
restrictive. En effet, la matrice N choisie doit étre compatible avec I’équation basée sur
I'existence d’une solution par la résolution du systéme linéaire (1.76) a 'aide des inverses
généralisées. Choisir N a priori, supprime des degrés de liberté pour la conception de ’'OEI
et donc les solutions possibles sont alors trés restreintes. Dans la suite nous privilégierons
donc 'approche menée par Kudva et al. (1980) pour I'étude en stationnaire et en non
stationnaire.

D’aprés (1.76), une matrice E qui satisfasse (1.76) peut étre déterminée si et seulement
st

rang(D;) = rang(D) (1.77)

Cette condition d’existence énoncée par Kudva et al. (1980) signifie que la simple connais-

sance de la matrice de distribution des entrées inconnues permet de savoir si un OEI est
implémentable.

1.6 Systémes non linéaires

La plupart des systémes qui nous entourent se modélisent par des systémes non li-
néaires. En raison des différents types de non linéarités pouvant intervenir dans la mo-
délisation, il est trés difficile d’établir des méthodes génériques comme dans la cas des
systémes linéaires. Classiquement, lorsque le modeéle d'un systéme est non linéaire, on
procéde a une linéarisation. En effet le théoréme de Lyapunov stipule que le compor-
tement d’un systéme non linéaire au voisinage d’un point d’équilibre est équivalent au
comportement du systéme linéarisé autour de ce point.

On définit un processus non linéaire décrit par les équations suivantes :

O(i(t), x(t), u(t)) = 0,
W (y(t), x(t), u(t)) = 0.

Afin de traiter ce type de systéme, de facon générale, on peut dégager 2 types de
linéarisation : la linéarisation autour d’un point de fonctionnement et la linéarisation

(1.78)
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autour d’'une trajectoire. Cette trajectoire est ’ensemble des points sur lesquels le systéme
non linéaire est voué a évoluer au cours de son fonctionnement.

1.6.1 Linéarisation d’un systéme non linéaire

La linéarisation d'un systéme non linéaire définie par (1.78) consiste a obtenir un
modéle linéaire qui vérifie localement la condition de linéarité suivante :

Condition 1.6.1. Si u(t) donne y;(t) et us(t) donne yo(t) alors Auq(t) + pus(t) donne
Ay (t) + pya(t).

Pour parvenir & assurer cette condition, nous considérons que le systéme est voué a
évoluer autour d’un équilibre. Cet équilibre peut étre soit défini constant, on parlera alors
de linéarisation autour d’un point de fonctionnement, soit défini autour d’une trajectoire
et on parlera alors de linéarisation autour d’'une trajectoire. Nous allons montrer que dans
le cadre d’une linéarisation autour d’un point de fonctionnement on va se ramener a un
SLS alors que lors d’une linéarisation autour d'une trajectoire le systéme obtenu sera
un systéme linéaire non stationnaire. Dans ces deux cas, le modéle linéaire obtenu sera
significatif de ’écart calculé avec, selon les cas, le point d’équilibre ou la trajectoire.

1.6.2 Linéarisation autour d’un point de fonctionnement

Considérons un point d’équilibre constant du systéme (1.78) que l'on note F =
(Ye, e, ue). Ce point d’équilibre est défini par :

(I)(Ov Te, ue) =
\I[(ya Le, Ue) -

On introduit les variables d’écart :

or = T — T,
0y = Y—Ye
0z = z2— 2

et en effectuant un développement limité au premier ordre des équations non linéaires
(3.3) on obtient :

O(a(t), 2(t),u(t)) = ®(0,20,u) + {W} i

N {%(a,ﬁ,v)héﬁ [&D(a,ﬁ, V)LM

o —5
W(y(t), 2(t). ult) = ﬂ4%¢uﬂ%>+[99%%§12

FE
W (e, 3,7) 0¥ (a, B,7)
*‘{ 95 }E5$+'{ o }Edu

0y
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ce qui nous donne :

(0%, 8,7)] .. [09(a, B,7) 0®(a, 3,7)
e o P e R ey e R

ov [0V oV
0 — { (&,ﬁ,v)} 5y + (a,ﬂ,v)] P { (a,ﬁ,v)] Su
oo 5 I ap 5 oy 5
Ainsi lorsque les matrices [%f”)- et [%] sont non singuliéres, on obtient
E E

le systeme d’état suivant linéarisé autour de E :

X(t) = AX(t)+ BU(t)
Y(t) = CX(t)+DU(t)

avec X (t) = ox, U(t) = du, Y(t) = dy et :

P [0@(2;6,7)}]; [6@(?56,7)}]5 B [%(gf,v)hl [@@(c;,yﬁ,v)L7
o - _ [3‘1’(376,7)]_1 {3‘1’(%@7)] D—_ {3‘1’(375,7)]_1 [3‘1'(?6,7)} ‘
@ E E a E 2 E

Conclusion

Nous avons réalisé dans cette partie un état de 'art des différents observateurs pou-
vant s’appliquer a des systémes dynamiques. Toutes les équations de fonctionnement qui
serviront de base au dimensionnement d’un observateur ont été rappelées dans cette par-
tie. Cependant il reste a aborder la facon de dimensionner ces observateurs, en d’autres
termes, comment traiter les équations de base établies afin d’établir une procédure pour
la conception. Cet aspect sera abordé dans le chapitre 3.

On a vu aussi que la linéarisation d’un systéme non linéaire autour d’un point de fonc-
tionnement nous conduisait & un systéme linéaire stationnaire. Cependant, se restreindre
a un point de fonctionnement parait sur certains systémes trop réducteur. Nous allons
voir dans le chapitre 3 que lorsque l'on linéarise un systéme non linéaire autour dune
trajectoire nous obtenons un systéme linéaire non stationnaire traduisant alors de fagon
plus précise la réalité.
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Chapitre 2

Conceptions d’observateurs de SLS

Dans ce chapitre, nous allons étudier plus précisément les dimensionnements des obser-
vateurs présentés dans le chapitre précédent. En effet, a partir des équations fondamentales
permettant d’assurer une bonne convergence de 'observateur considéré, il est nécessaire
de savoir comment procéder pour dimensionner les matrices qui le constituent. Nous al-
lons, dans un premier temps, nous intéresser a ’observateur de fonctionnelles linéaires
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et a l'observateur a entrées inconnues destinés a étre implémentés lors d’une stratégie de
commande.

Dans un deuxiéme temps, nous nous intéressons a une application directe des obser-
vateurs, a savoir I’étude de la détection et localisation de fautes (DLF). Lors de ’étude
de la DLF c’est I'observateur a entrées inconnues qui va nous permettre de générer des
signaux significatifs permettant de détecter 'apparition d’'une faute sur le systéme.

Dans les différents cas abordés dans ce chapitre, nous nous sommes attachés a établir
pour chaque cas une procédure de dimensionnement.

2.1 Génération d’observateurs destinés a la commande
de SLS

2.1.1 Introduction

La plupart des concepts établis dans le domaine de la commande sont basés sur 1'uti-
lisation de capteurs permettant de mesurer les paramétres devant étre commandés (les
sorties mesurées). Lorsqu’on veut établir une stratégie de commande, on suppose que
les signaux issus de ces capteurs sont des signaux parfaits. Cependant, cette hypothése
est trés souvent non vérifiée car les signaux issus des capteurs sont parfois défectueux et
peuvent ainsi fausser le systéme de commande. Afin d’étre plus complet, on peut dégager
4 problémes récurrents posés par les capteurs :

> Les capteurs sont cotliteux et peuvent ainsi trés sensiblement accroitre le prix d'un

systéme.

> Les capteurs et leur systéme de cablage peuvent encombrer le systéme.

> Beaucoup de signaux sont trés difficiles, voire trés difficiles & mesurer. Les para-

metres de certains composants du systéme devant étre mesurés sont inaccessibles
(environnement hostile, vitesse relative entre le capteur et le composant élevée,...)
D> Les capteurs induisent souvent des erreurs non négligeables telles que des bruits
stochastiques, des erreurs cycliques ou des sensibilités limitées.
En commande, on peut trouver une application des observateurs lorsque ’on souhaite :
> Optimiser les processus : Commande optimale

D> Stabiliser un systéme : Lorsqu’un systéme est instable en boucle ouverte il est pos-

sible de le stabiliser en appliquant sur la commande un retour d’état noté Kx(t). Ce
type de commande est donc appelé commande par retour d’état. Afin de mettre en
place cette commande il est préférable d’utiliser des observateurs de fonctionnelles
linéaires de I’état pour n’estimer seulement que Kz (t).

> Découplage : Lorsqu’on 1’on souhaite commander les sorties indépendament les unes

des autres.

2.1.2 Procédure de construction d’observateurs de fonctionnelles
linéaires

Dans les différentes références citées dans la section (1.4.2), nous allons étudier plus
particuliérement certains travaux. Darouach (2000), Aldeen et Trinh (1999) et Datta et
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Sarkissian (2000) proposent une procédure pour dimensionner un OFL dans le cas ou
p = m. Kondo et Sunaga (1986) fournissent une procédure de dimensionnement pour un
observateur scalaire uniquement. Dans Moore (1972), les auteurs utilisent un OFL sans
qu’il y ait un bouclage de la sortie et les méthodes numériques proposées par Tsui (1985a)
et Tsui (1985b) ne peuvent pas étre étendues aux SLNS. Alors, le probléme de conception
d’un OFL d’ordre minimal n’est pas, selon nous, complétement résolu.

On peut voir que dans Tsui (1985a), les auteurs utilisent la forme observable inférieure
de Hessenberg de la paire (A, C') qui est numériquement plus stable que la forme canonique
observable. Cette forme observable est également utilisée par Roman et Bullock (1975),
Tsui (1985b) et Kondo et Sunaga (1986).

Nous considérerons dans la suite que la matrice C' est de rang plein en ligne et la paire
(A, C) n’est pas supposée étre sous sa forme canonique observable. De plus, si une ligne de
K est linéairement dépendante des lignes de C', la composante correspondante de ’OFL
associé (1.50) peut étre observée avec la sortie et ne nécessite donc pas de reconstruction.
Ainsi, nous supposons par la suite que les matrices C' et K sont linéairement indépendantes
et nous verrons que cette propriété est un point trés important dans notre développement.
Partant de cette hypothése, nous allons simplifier les travaux de Darouach (2000), ce qui
constitue une premiére contribution. L’OFL présenté par ces auteurs est d’ordre ¢ = m
c’est a dire que l'ordre de l'observateur est égal a la taille de la fonctionnelle (lignes de
K). L’OFL dans ce cas la sera appelé OFL minimum.

Dans les travaux réalisés par Darouach (2000), une condition nécessaire et suffisante
a été proposée dans le cas ot ¢ = m. Quand cette condition d’existence est assurée,
la conception de 'observateur est basée sur 'utilisation des pseudo-inverses et sur une
procédure de placement de pole qui assure la condition de Hurwitz pour N. En développant
les travaux antérieurs, Trinh et Zhang (2005) proposent des conditions d’existence pour
Iexistence d’'un OFL du second ordre pour l'observation d’une fonctionnelle scalaire de
I’état. On peut remarquer que dans cet article les auteurs utilisent une forme canonique
observable pour 'observateur afin d’obtenir une procédure de dimensionnement pour un
OFL minimum.

De plus, dans cette section, notre seconde contribution va consister a concevoir une
procédure permettant de construire un OFL lorsqu’il est impossible de concevoir un OFL
minimum stable. Nous allons donc incrémenter ¢ jusqu’a ce quun OFL stable existe.
Nous proposons donc une extension pour les cas ot les conditions d’existence établies par
Darouach (2000) et Trinh et Zhang (2005) ne sont pas vérifiées pour un OFL minimum.
Le cas a étudier sera donc le cas ¢ > m et ’OFL construit dans ce cas précis sera appelé
OFL minimal.

Remarque 2.1.1. Lorsque 'on va incrémenter 'ordre de ’observateur, il faudra s’arréter a
I’ordre n—[—1 car construire un observateur d’ordre n—I[ revient a considérer I’observateur
réduit de Luenberger défini en section (1.4.1).

Le systéme considéré est défini par (1.3). L’OFL est défini par (1.50). Les conditions
a vérifier (1.52-1.53-1.54-1.55) de 'OFL sont présentées dans la section 1.4.2.

2.1.2.1 Le cas minimum

> Le cas minimum
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On a, dans ce cas, P = [, et d’aprés Darouach (2000), la condition (1.54) s’écrit 7' =
K —VC. En posant J = L — NV, la condition (1.53) peut alors s’écrire :

C
KA=[J N V]S avecX=| K |. (2.1)
CA

D’aprés 'annexe A sur les inverses généralisées, ce systéme linéaire admet une solution
si et seulement si :

Y
rang ¥ = rang { KA } . (2.2)
Quand (2.2) est vérifiée, 'ensemble des solutions est donné par :
[J N V]=KASW 4+ Z(Iy,,, — 25H), (2.3)

oit L1 est une inverse généralisée de ¥, (Ben-Israel et Greville, 1974). Cela signifie que
cette matrice vérifie la relation YX1Y = 3 et Z est une matrice arbitraire telle que
Z € Rm*(+m) En utilisant le partitionnement suivant :

SW=[M My My]etly,—2SW=[FR F F], (2.4)

ol Ml c RNXZ, M2 c Rnxm’ M3 c ]Rm(l, Fl c R(2l+m)><l, F2 c R(Ql—&—m)xm’ F3 c R(Zl-i—m)xl7
on obtient :

J = KAM, +ZF
N - KAM2+ZF2,
V. = KAMs+ ZFs.

Théoréme 2.1.1. Darouach (2000). Les conditions nécessaires et suffisantes d’existence
et de stabilité d’un OFL minimum (q = m) (1.50) pour le systéme (1.3) sont que (2.2)
soit vérifiée et que la paire (K AMs, Fy) soit détectable.

> Simplification du cas minimum
Le but de cette partie est de simplifier numériquement le théoréme 2.1.1 établi dans
Darouach (2000). Pour cela, nous allons considérer la propriété établie entre C' et K. 1
est connu que le rang d’'une matrice X € R™*" est le plus petit r» pour lequel il existe
deux matrices ' € R™*" et G € R"™™"™ telles que :

rang(F') = r, rang(G) =r et A = FG. (2.5)

Cette décomposition est appelée décomposition de rang plein.
C et K étant linéairement indépendants, on a alors :

rang(X) =1l +m+ p = p. (2.6)

Tout d’abord, on doit réordonner les lignes de C' en faisant une permutation adéquate
dans les composantes du vecteur de sortie afin d’assurer que les premiéres lignes de C'A
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soit linéairement indépendantes entre elles et aussi linéairement indépendantes de { e ] .

En appliquant une décomposition de rang plein sur X :

z:FG:“f] (c%)* , (2.7)

avec (C'A)* qui représente les p lignes de C'A linéairement indépendantes. ¥ peut alors
étre écrite comme suit :

C
I, 0,,_ K
= P pn—p , 2.8
[ L Olpn, ] (CA)* (2:8)
T
ot L € REW*P ot T € RM—#-l=m)xn ot telle que :
o
C K
K CiA L
H = Ay | = f soit réguliere. (2.9)
T C,A
L T -

C; représente la i-éme ligne de C.

Remarque 2.1.2. Ce changement de base nous permet d’exploiter I’hypothése énoncée
précédemmment sur C et K. Ainsi, ce changement de base nous permet de trouver une
structure particuliére pour ¥ (2.10). Ayant cette structure particuliére on peut choisir,
sans calculs, une inverse généralisée {1, En appliquant ce changement de base, I'inverse
généralisée est définie par (2.11).

Finalement on trouve :

S - yH = H’ O?Pf;pp } , (2.10)
= I 0,—
{1 _ P pil—p
= { On s O i 1 . (2.11)

En utilisant ce changement de variable d’état défini par H, on obtient A = HAH !
et :

C=CH'=[1 Oym Opntem |, K=KH "' =] 0pni In Omni-m | (2.12)

On partitionne y de la facon suivante :

X = [ X1 X2 X3 } ) (2.13)
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ott 1 € REMWXE o € RUEEWXM ot yg € RUEZWXE De plus, A est partitionné comme suit :

B - B Ap B Ara B Ans
A=A Ay Ag], oAy =| Ay |, Ay=| Ay |, A5=| Ay |, (2.14)
Asp Asy Ass

ou Al S RnXl, Az S Rnxm’ Ag € Rnx(n—l—m), 12111 € Rle, 12122 e R™*X™ e, A33 c
R(n=t=m)x(n=l=m) Ty’aprég le théoréme 2.1.1 décrit précédemment, le corollaire suivant
peut étre déduit :

Corollaire 2.1.1. Une condition nécessaire et suffisante pour I'existence d’'un OFL d’ordre
m est :
i1 A
1. rang[ Az } = rang{ s }
2. la paire (Asy, x2) est détectable

En partant de (2.2) et en considérant le changement de variable d’état défini précédem-
ment, (1.50) admet une solution si et seulement si :

rang ¥ = rang [ KEA } : (2.15)
ot ¥ est donné par (2.10). En considérant (2.12) et (2.14), on obtient :

RA=[ Ay Ay Ay, CA=[ Ay Ap Ayl (2.16)
Ainsi, (2.15) devient :

L 0 07 n—i— I Oy Opn—iom
rang Om,l [;n Oﬂ;ﬂl—l—m = rang O_m,l Im Om,g—l—m (217)

An /:112 Ars ’
Agr A Az

All 12112 A13

ce qui signifie que les n — p derniéres colonnes de As3 doivent étre nulles ou linéairement
dépendantes des n — p derniéres colonnes de A;3. Finalement, la condition d’existence
(2.15) devient :

rang[ Az ] = rang [ Aug ] ) (2.18)

ce qui constitue la condition 1 du corollaire 2.1.1.
Concernant la seconde condition de ce corollaire, si (2.18) est vérifiée, (2.3) est réécrite
dans la nouvelle base, ce qui nous donne :

[J N V]=KASY + Z(Iyy,, — =T, (2.19)

Pour résoudre (2.19) on utilise 'expression de KA définie dans (2.16) et comme 3 est
défini par (2.10), et d’aprés 'annexe A, on peut choisir pour 2t}

b e | s [Be Ye] o

S0 _
Onfp,p Onfp,lf,u —X [lju
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Ce choix particulier de £{" nous méne a des simplifications majeures dans la concep-
tion de I'OFL.
En tenant compte du fait que p =1+ m + p, > {1} peut étre partitionné comme suit :

Il Ol,m Ol,u Ol,l—u
2{1} — Om,l Im Om,u Om,l—u (221)
Ouyl Ouym Iu Ou,l—u
Onfp,l Onfp,m Onfp,,u Onfp,lfu
En utilisant le partitionnement de la matrice x défini dans (2.13), nous avons :
e 0 0 0 0,
Lo — B8 = P pim A 2.22
. —X1 —X2 —X3 iy ( )
Ce partitionnement implique d’écrire Z comme :
Z=[2 Zy], (2.23)

ol Z; € R™*P et Zy € R™*(=1)  Nous verrons par la suite que seule la matrice Z5 doit
étre considérée. Finalement, (2.19) peut étre exprimée par les trois relations suivantes :

J = Ay — Zoxa
N = A22 — ZQXQ (224)

= 1 0,—
V= A g wiot |+ Zy [ —Xx3 D } .
On—/w n—p,l—p

Grace a (2.24), si la paire (Ag, x2) est détectable, Z peut étre déterminé en utilisant
une technique standard de placement de pole identique a celle utilisée dans la détermina-
tion du gain d’un observateur d’ordre plein de Luenberger. Ce placement de pdle permet
alors d’assurer que N soit de Hurwitz.

Le dernier point consiste a montrer que la condition de détectabilité ne dépend pas
du choix de 21,

Démonstration 2.1.1. Pour vérifier que la condition de détectabilité est indépendante
du choix de 1}, nous allons considérer deux choix différents pour £ que I’on va noter
S et 1 En supposant que nous obtenons deux solutions différentes correspondant
a ces deux choix, nous obtenons deux solutions différentes pour (2.3) : [ J* N’ V'] et
[ J" N" v ] On alors :

[ N V'] = KASY + 7' (I, — SEUY)
[ J’ N " ] _ KAE{l}H—l—Z” ([2l+m _ 22{1}//)

Y ot S vérifient :

2{1}/ _ 2{1}// 1Y — 2{1}//EY22{1}//’ (2.25)
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ou Y est une matrice arbitraire avec des dimensions appropriées.
[J N V' ]=KAEW 4y - stsysnil)
+ Z' (I — S (S + Y = gy gsitn)
[ J N V'] = KAS! 4 KAY — KAStY sy seit”
+ 27— 2’5t — 72’5y 4+ Z'ssth sy snth
Pour des raisons de compatibilité KAXS = KA, alors :
[ J' N V'] = KASWY + KAY (I — SEM)
+ Z' Ity — SEW) = Z'SY (I, — SE)
[J N V'] = KASWY 4 (KAY + Z' = Z'SY) (Lo — S5
Si nous choisissons Z" = KAY + Z' — Z'Y)Y, nous obtenons :
[JO N V' |=[J" N" V"]. (2.26)

Supposons maintenant qu’un placement de pole arbitraire sur N’ est possible en choisis-
sant judicieusement la matrice Z’; si nous choisissons 7" = KAY + Z' — Z'¥Y, il est
possible de choisir également arbitrairement les poles de N”.

Cette réduction numérique simplifie donc le dimensionnement de 'OFL minimum.
Cependant, lorsque les conditions d’existence ne sont pas vérifiées nous devons étudier le
cas ou m < g < n — [. Cette étude constitue 'objet de la section suivante qui traite de
I’étude d’OFL minimal.

2.1.2.2 Le cas minimal

> Objectif
Ce cas est a considérer lorsqu’un OFL minimum est impossible a construire. Dans ce cas
la on va incrémenter 'ordre ¢ de I'observateur jusqu’a ce qu'un OFL (minimal) stable
existe. En effet, 'ordre de ’OFL minimum est imposé par la taille m de la fonctionnelle
Kx(t). Pour le cas minimum, l'ordre de I'observateur est compris entre m et n — [. En
effet, si I'ordre est égal & n — [ on pourra utiliser I'ordre réduit de Luenberger, ’'OFL
n’aura donc plus lieu d’étre.

Pour étudier le cas minimal, on doit considérer les conditions (1.52), (1.53) et (1.54)
en utilisant les principes de dimensionnement présentés pour le cas minimum.

>> Analyse
Dans le but de simplifier la procédure de dimensionnement, nous supposons que 1’obser-
vateur est écrit sous sa forme canonique observable Luenberger (1971) :

P:[Im Om,p—m}a N:[Nl N2}a aVGCNQZ{ Lp-m }7 (2'27)

Om,p—m

ou N; € Re=m)xm et N, € R™*™ . On choisit de définir les partitionnements suivants afin
de traiter la condition (1.53) :

| N | Mz | I | T
e[ () e[ o (5] e
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ou :
> Nip € R™™ Ny, € R(q—m)xm, Ny € RMX(4=m) ot Ny, € Rla—m)x(g=m)
> L, € R et Ly € Rla—m)x!
> T, € R™™ et T,y € Rla—m)xn

Remarque 2.1.3. N5 et Nyy représentent un partitionnement spécifique des ¢g—m derniéres
colonnes de N,. Pour un ¢ donné, ces deux matrices sont entiérement connues.

En utilisant les partitionnements (2.27) dans (1.53) on obtient :
TlA - N11T1 - N12T2 = Llc (229)
TyA — Ny Ty — NooTy = LyC. (2.30)
En remplagant P, dont la structure est donnée en (2.27), dans (1.54) nous obtenons
Ty = K —VC et en posant J; = Ly — N11V et Jy = Ly — NoyV, (2.29-2.30) peuvent alors
s’écrire comme suit :
KA — DTy =VCA+ N K + J,.C
T5A — DoyTy = Ny K + JoC,

ou de fagon équivalente :
[ /i Nu V]S =KA-NpD (2.31)
[ Jo Ny | @ =ToA — Ny, (2.32)

C
K
(2.31-2.32), dans la nouvelle base, sont définies par :

ou ® =

[ Jl N11 V j| EZRA—ngTQ (233)
[ Jo Noy | ® =ToA— NooTo. (2.34)

Grace a (2.12), (2.34) peut étre exprimée sous la forme :
[ J2 Ngl Op—m,n—l—m :| — TQA— NQQTQ. (235)

D’aprés la démonstration du corollaire 1, 11 est défini par (2.21) et Iy, — S5 par
(2.22). En considérant aussi les partitionnements définis pour y, A et Z respectivement
en (2.13), (2.14) et (2.23), la matrice 75 peut aussi étre partitionnée de la fagon suivante :

T2 = [ T21 TQQ T23 } (236)

ou Ty € R(qu)Xl, Ty € Rla=m)xm af Ths € R(g=m)x(n—l=m)

> Dimensionnement
Nous devons alors étudier les conditions d’existence qui permettent la résolution du sys-
téme (2.33-2.34).

La condition d’existence de (2.33) est établie grace aux propriétés des {1}-inverses. En
multipliant (2.33) par 13 on obtient :

(KA — NioTy) (I, — £HE) =0. (2.37)
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En tenant compte de la structure de I,, — 1%, I'équation (2.37) devient :

/‘_123 { O}L’n_p ] = NioTh3 [ O}L’n_p 1 ) (2'38)
n—p n—p

(2.38) constitue la premiére relation qui contraint T3 afin d’obtenir une solution pour
(2.33).

De plus, le partitionnement de (2.34) permet d’écrire :
Oqu,nflfm - T2A3 - N22T23 (239)

(2.39) constitue la seconde relation qui contraint T3 afin d’obtenir une solution pour
(2.34).

Ainsi, si Tos est tel que (2.38) est vérifié, une solution pour (2.33) est donnée par :
[ /i Nu V] =(KA-NpL)EW + Z (I — S5, (2.40)

ou Z € Rmx@+m) est une matrice arbitraire. )
En exprimant KA défini en (2.16) et en utilisant les structures connues de S et de
Iojym — Y dans (2.40), trois équations sont déduites :

J1 = A21 — NioToy — Zaxa (2'41)

Ny = Agy — NioThy — Zox2 (2'42)
- I 0,—

V = (A3 — NioTog) | w2y [ —xs Do, | (2.43)

On—pw On—p,l—u

En utilisant les partitionnements de A et de T, donnés respectivement en (2.14) et en
(2.36), et en considérant que (1.64) est vérifiée, (2.34) peut alors s’écrire :

Jo = Ty Ay — NooToy (2.44)
Noy = Ty Ay — NyoThs. (2.45)

Avec (2.42) et (2.45) N donné en (2.28) peut alors s’exprimer sous la forme suivante :

Ay +T1 Ny
N = , 2.46
{ Iy Nag (2.46)
ou
[y = —=NixTos — Zoxo (2.47)
[y =TyAy — NopTny (2.48)

N peut alors étre décomposé sous une forme canonique qui permette d’effectuer un pla-
cement de pole :

N=V+ { r, } [ L Opperm | (2.49)

ou

(2.50)
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Connaissant A, U est connu, alors si la paire (\I/, [ I, Opmg—m ]) est observable, 'y
et 'y peuvent étre déterminés en utilisant une technique standard de placement de pole
afin d’assurer (1.52). Si la paire (U, [ I, Opqm |) est détectable, (1.52) est vérifice et
I'y et I'y; sont imposés.

> Détermination de 15 et Z
Puisque I'; et 'y sont calculés, T et Z doivent étre déterminés en résolvant (2.38), (2.39),
(2.47) et (2.48). L’étude de ces quatre équations va étre menée en utilisant le produit de
Kronecker défini en annexe B. Finalement, on obtient :

([ vec(T)) = (Im ® —Nig) vee(Thz) — (x5 @ In)vec(Zs)
eC(Fg)_: (Ag ® [q_m)VeC(Tg) — (Im ® NQQ)VGC(TQQ)
! 0= (A3 @ [ m)vec(Ta) — (In-1-m @ Nag)vec(Ths) (2.51)

Opn—p ! 7y Opn—p
’ ® D19 V€C<T23) = vec A23 ’ .
In—p ["_P
\

A cause de la décomposition de T (2.36), on pose :

vec (TQQ) = G1V€C (TQ)
T

vec(Ty3) = Gavec(Ty) (2.52)

avec :
G = [ 0p-mm@-mi Lop-mm Ow-mymm-m)mn-t-m) ]
Gy = [ Opmyntm),p-m)tem)  Lp-myn-t-m) |-

En remplacant (2.52) dans (2.51), nous obtenons :

Syvec(Zy) = S (2.53)
HlVeC(Tg) = HQ, (254)

avec

(AL ® Iy 1) — (In ® Nao)Gh)
((AT & Iq m) - (Inflfm & N22)G2)

Hl = 0 T
[ j’f’n_p } ® N12> G
n—p
[ vec(I'y)
H, = O(n—l—m)é)q—m),l
vec | A pn=p
i 23 I,
Sl = Xg ® ]m

52 = (Im & _N12> G1V€C<T2) — VGC(F1>.
Une solution pour 75 existe si et seulement si :

rang (U;) = rang ([ U, U, D , (2.55)
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et est donnée par :

vee(Ty) = U U, + (In - Ul{l}Ul) Y, (2.56)

avec Y une matrice arbitraire. Cette matrice peut étre prise égale a zéro comme nous
allons le voir dans I’exemple.
Puisque T3 est déterminé, une solution pour Z, existe si et seulement si :

rang(S;) = rang ([ S1 Sy D , (2.57)

et une solution donnée par :
vee(Zy) = SIS, + (zn - 51{1}51> W, (2.58)

avec W une matrice arbitraire. Comme mentionné plus haut pour la matrice Y, la matrice
W peut aussi étre prise égale a zéro.
Le développement présenté nous améne & proposer le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.2. Les conditions nécessaires et suffisantes d’existence et de stabilité d’un
OFL minimal d’ordre q défini en (1.50), pour le systéme (1.3) sont :

1. la paire (\I!, [ I, Opmg—m ]) est détectable
2. (2.55) et (2.57) sont vérifiées

2.1.2.3 Procédure de dimensionnement

La procédure suivante est proposée :
’ OFL Minimum ‘

1. Onag=m
2. Construire H avec (2.9) et déduire 3, A et y
3. Condition d’existence :
si (2.18) est vérifiée alors aller a l’étape 4
sinon aller & [’étape 8
4. Si (Agg, x2) est observable, alors aller a I’étape 5
sinon si (Asg, x2) est détectable, alors aller & l’étape 6
sinon aller & [’étape 8
5. Choisir les valeurs propres de N et calculer Z avec une TSAVP.
6. Déterminer N, V et J avec (2.19) et calculer L=J+ NV et T =K —VC

7. Fin : I’OFL minimum est dimensionné

’ OFL Minimal ‘
8. Incrémenter ¢ : g =q+ 1

si ¢ <n —1, alors aller a [’étape 9
sinon 'observateur d’ordre réduit de Luenberger doit étre considéré
9. Ecrire ¥ avec (2.50)
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10. Si la paire (\IJ, [ I, O }) est observable, alors aller a [’étape 11
sinon si la paire(‘ll, [ L, 0O D est détectable, alors aller a [’étape 12
sinon aller & [’étape 8

11. Choisir les dynamiques de 1'observateur, obtenir ainsi I'; et I'y grace a une TSAVP
en prenant Y = W = 0. Calculer N avec (2.49)

12. Conditions d’existence
Si (2.55) et (2.57) sont vérifiées, calculer Ty et Z5 avec (2.56) et (2.58)

sinon aller & [’étape 8

13. Déduire alors Z, J avec (2.22-2.41) et V avec (2.160). Déduire L et T avec L =
Ji+ NV ot T — K-VC
Jo + Ny V B Ty

14. Fin : un OFL minimal est dimensionné

2.1.2.4 Exemple numérique

Considérons un systéme défini par (1.3) dont les matrices constitutives sont définies
par :

-1 0 01 1 —1 1 ]
I 100000
A= ,C=]1010000],
1 05 1 0 01 02 001000
2 —0.1 02 03 09 0
0 0 1 2 01 05
[0 00100
h=lo0001 0]

D’apreés ce systéme, on sait que n =6, [ = 3 et m = 2.
En déroulant la procédure de conception exposée précédemment, on obtient :

1. Le cas minimum : ¢ = 2

2. Un changement de variable d’état (H) qui permet de mettre C' sous la forme (2.10)
est donné par :

, (2.59)

OO OO
o OO o~ O
OO = OO
— o = O O O
_ o O O O
_— o O O o o

-1

ot (CA); (u=1) est la premiére ligne de C'A linéairement indépendante de [ [C;. } :
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Ainsi, la matrice A est définie par :

[0 0 0 0 0 1
4 1 -02 —-15 3 2
o 1 -2 0 0.1 1 1 =1
A=HAH " = 1.2 05 098 —-02 03 0.2 (2.60)
2 —-01 02 03 09 0
| —05 06 174 11 01 -04 |
Comme n = p, (2.18) est toujours vérifiée.
3. Avec H, 3 est tel que :
[ ee”
Y= | KQ' |,
| CAQ™!
1 0 0 0 0 0 ]
0o 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
5 0 0 0 10 0
10 0 0 o 1 0 [’
0 0 0 0 0 1
4 1 —-02 —-15 3 2
| -2 0 0.1 1 1 -1 ]
I _ 4 1 —-02 —-15 3 2
| -2 0 01 1 1 =1
En partitionnant la matrice y, on obtient :
4 1 —-0.2 —-15 3 2
4. En appliquant le partitionnement défini en (2.14) pour A, on obtient :
= —-0.2 0.3
Agg = { 03 0.9 } : (2.62)

a paire (A, x2) est observable : Az, est une matrice (2x2) et r ( { X égl ])
| 24122
2.

5. Les valeurs propres de N sont choisies en —1 et —2, on trouve alors :

7 = (2.63)

—0.1111 0.6333
0.5778  1.1667 |-
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6. N, V, J LetT sont telles que :

-1 0
N = 0 2 ]
J [ 2.7111 0.6111 0.9144] V= { 1.0556 0 0}
| 2.0222 —0.6778 0.1989 |’ 0.0111 0 0
I [ 1.6556 0.6111 0.9144} T { —1.0556 0
2 —0.6778 0.1989 |’ —0.0111 0

Y

0 1 00
0 01 0]

Considérons un systéme défini par (1.3) dont les matrices constitutives sont définies par :

10 29 05 -2 1 01 02 0

1 —05 1 0 2 1 1 1 9

3 1 -4 —05 -1 -5 —21 -22 —4

1 05 3 1 4 05 —08 —06 -2

A_ |18 01 38 1 —44 0 —01 2 04

1 15 1 1 —10 -1 —-28 —-26 —6

2 —1 05 —025 12 14 0 0 -2

30 -2 -1 —02501 2 -1 0

1 025 -05 06 03 01 1 -1 3

11 0 -2 1 0 -13 12 08
100 000O0O0OO 0O
c_ 0100000000

001000000 0]"

(0001000000
0000100000
CE= 000010000

1
0
-1

O = =N N

—1

En déroulant la procédure de conception exposée précédemment, on obtient :

1. Le cas minimum : ¢ = 2

2. Le changement de variable H est défini par :

1 0 0 0 0 0 0 0 0

O 1 0 0 0 0 0 0 0

o O 0 1 0 0 0 0 0 0

” O 0 0 1 0 0 0 0 0

O 0 0 0 1 0 0 0 0

= Egi;; ~ 1o 0 0 0 0 1 0 0 0
" 1 0 205 -2 101020

1 =051 0 2 1 1 1 2

O 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0

DO O OO OO oo

L (2:64)
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10.
11.

. . : C
comme les deux premiéres de C'A sont linéairement indépendantes de l K } s =

Ainsi, les matrices A et 3 sont telles que :

10000 0 0 0 00
01000 0 0 0 00
00100 0 0 0 00
00010 0 0 0 00
s_|00001 0 0 0 00
00000 1 0 0 00
00000 0 1 0 00
00000 0O 0 1 00
00001 -2 —1 -200
(00002 05 2 —10 0
00 0 0 o 0 1 0 0 0 ]
0 0 0 0 o 0o 0 1 0 0
0 0 0 0 1 -2 -1 -2 0 0
0 0 0 0 2 05 2 -1 0 0
a_l0o 0o o 0 0 -18 2 —02 —01 18
0 0 0 0 o 0 2 -3 0 0
2.2 1.05 075 —18750 2.07 —0.09 —2.7 —6.8 —0.93 —2.76
-1 05 -85 —105 255 -79 8 -39 16 —18
2 —15 05 —075 52 14 1 -1 09 08
2 0 -4 -15 175 —09 1 0 19 —12 |
[ooo001 -2 -1 -2
X‘00002—0.52—11

Comme rang[ Ayz | =2 et rang{ gm } = 3, (2.18) n’est pas vérifice, 'OFL mini-
23

mum n’existe donc pas, on doit donc se rendre a 1’étape 8 de la procédure.

. Avec q = 3, le systéme est tel que ¢ <n — .

U est donné par (2.50)

1

0 (2.65)
0

La paire (\I/, [ Iy 09, ]) est donc observable.

En choisissant les dynamiques de l'observateur en —1, —2 et —3, nous obtenons I’y
et FQ

e[ 3]
Ly=[-2 0]
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Ainsi la matrice N obtenue est la suivante :

3 0 1
N=|0 -30]. (2.66)
2 0 0

12. Ty et Z, existent car (2.55) et (2.57) sont vérifiées et sont finalement définies par :
T = [ 23802 2.1561 —3.8728 —2.7875 5.0277 —1.7078 2.6248 —0.2414 —0.1 18 |

g _ | 03423 —1185
27| —1.7143 0.8571

13. Les matrices J, V, E et T sont respectivement définies par :

[ —2.3802 —2.1561  3.8728 2.7875
J= 0 0 0 0
| 9.4159 27853  —3.1298 —7.2930
V= [ 2.0876 ~ —0.459  0.3423 —1.185
T | —1.4286 55714 —1.7143 0.8571
[ —8.6432 —0.7792  2.8458  6.3426
L= 42857 16.7143 5.1429 —2.5714
| 5.2406  3.7033  —3.8145 —4.9229
[ —2.0876 0.4590 —0.3423  1.1850 1 0 0 0 0 0
T=| 14286 55714 1.7143 —0.8571 0 1 0 0 0 0
| 2.3802 21561 —3.8728 —2.7875 5.0277 —1.7078 2.6248 —0.2414 —0.1 1.8

2.1.2.5 Conclusion

Nous avons montré que la procédure de dimensionnement d’un observateur de fonction-
nelle linéaire établie par Darouach (2000) peut étre simplifiée numériquement dans le cas
ot ¢ = m. En développant le théoréme 2.1.1, le corollaire 2.1.1 est proposé et résume nos
résultats (Larroque et al., 2008c). De plus, quand il n’est pas possible de dimensionner un
OFL minimum, nous avons proposé une procédure permettant de dimensionner un OFL
minimal en augmentant itérativement 1'ordre de I'observateur ¢ (Larroque et al., 2008f).
Le théoréme 2.1.2 donne les conditions nécessaires et suffisantes pour le cas minimal.

2.1.3 Procédure de construction d’un OEI d’ordre plein

L’OEI d’ordre plein a été présenté dans la section 1.5.3. Le systéme considéré est
défini par (1.56) et l'observateur est défini par (1.61-1.62). Les conditions assurant la
bonne convergence de I'observateur sont définies en (1.63-1.64-1.65-1.66)

Notons que (1.64) peut aussi s’écrire sous une forme qui facilitera sa résolution par la
mise en évidence d'un partitionnement des matrices, donnée ci-dessous :

ECA— NEC =N — A+ LC. (2.67)

2.1.3.1 Synthése de I’OEI

L’articulation de la procédure de conception de I’'OEI que nous proposons est basée
sur une premiere étape qui concerne la détermination de la matrice E. L’exploitation de
la forme particuliére de la matrice C' induit un partitionnement des matrices qui facilite la
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mise en évidence des contraintes sur E. S’appuyant ensuite sur la forme observable de la
matrice A, la détermination de la matrice IV est menée. Les calculs de L et () permettent
ensuite la détermination compléte de ’OEI.

> Détermination de F
L’étude de la structure de (1.66), associée a la forme de C' permet, en définissant les
partitionnements en ligne de D et de F :

D,
D = { Dy } , (2.68)
avec Dy € R™ " et Dy € ROMIXT o
| B
E = { £, } , (2.69)

ott B; € R™ ™ E, € R=m>m de réécrire (1.66) sous la forme suivante :

Im + El Onfm,m Dl o
[t B 0 | 18] -
Ce partitionnement permet ainsi de décomposer (1.66) en 2 sous-systémes :
Dy = —E3Ds. (2.72)

Afin de résoudre (2.71) et (2.72), on utilise les inverses généralisées. Les principes de
résolution des systémes linéaires par les inverses généralisées sont développés dans Ben-
Israel et Greville (1974) et sont briévement rappelés en annexe A.

On peut donc écrire pour (2.72) qu’une solution existe, si et seulement si :

rang [D;] = rang [ g; ] : (2.73)

Finalement, d’aprés 'annexe A, I'ensemble des solutions de (2.71) et de (2.72) est donné
par :

E. = —-DDM 4+Y(I, — DD, (2.74)
E, = —D,D 4 z(I,, — DD, (2.75)

ou Dfl} représente une inverse généralisée de Dy, Y est une matrice arbitraire telle que
Y € R™™ et Z est une matrice arbitraire telle que Z € R(»=m)xm,
> Calcul de F;
D’aprés 'annexe A, I'équation (2.74) est toujours compatible car on peut toujours écrire
D . . .

Dl } Soit rang[D;| = r, afin d’étudier (2.74), 2 cas sont a distinguer :
1

> r =m : on a alors DlDF} = I, et donc (2.74) devient Ey; = —1,,;

> r < m : dans ce cas, I'ensemble des solutions pour (2.71) est donné par (2.74). Nous
choisissons une solution évidente pour (2.71), a savoir £y = —1,,,.

rang [D;] :rang[
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Ce choix peut paraitre restrictif car la matrice Y est alors contrainte et non plus arbitraire.
Cependant, ce choix permet de simplifier le dimensionnement de N exposé dans la section
suivante et la procédure de construction de I'observateur sera conditionnée dans la suite
par ce choix. Une des perspectives de ce travail consiste a étudier le cas ot r < m et
lorsque la procédure proposée ici ne permet pas de conclure. Il serait aussi intéressant de
traiter le cas général ou F; est défini par (2.74).

Finalement E; sera choisi quel que soit r, tel que :

By = —1,. (2.76)

> Détermination de N
Afin d’assurer la condition (1.63) il est pratique de faire un placement de poles sur cette
matrice N par une technique semblable a celle utilisée pour la détermination du gain d’un
observateur.

Pour déterminer N, l'utilisation de (2.67) fait pratiquement intervenir toutes les ma-
trices de notre systéme. Pour en simplifier le traitement, nous allons utiliser des partition-
nements particuliers pour lesquels il convient de distinguer 2 cas : n < 2m et n > 2m.

> Cas ol n < 2m
La paire (A, C) étant observable, on peut écrire la matrice A sous la forme partitionnée
(1.58). Ce partitionnement associé au partitionnement de N sous la forme suivante :

N=[N N, ], (2.77)

ot Ny € R™™ et Ny € R™(=m) conduit & décomposer (2.67) en 2 sous-systémes matri-
ciels :

EAH - NE - N1 + Al - L, (278)
[ E Opnem | { OI”—’” } = Ny— A, (2.79)

(2.78) nous permet de calculer L lorsque N et E sont déterminés. Pour traiter (2.79), qui
nous permet de trouver N,, nous choisissons le partitionnement supplémentaire pour F :

E=[% %], (2.80)

ot ¥y € R (=m) ot ¥, € R™(2"=")  Comme nous I’avons mentionné précédemment, le
choix de E; = —1I,, nous permet d’écrire :

_[nfm

E1 - 02m7n,n7m s (28]—>
Y31

ou Y3 est constituée des (n —m) premiéres colonnes de Es, soit 331 € R(n=m)x(n—m)_
(2.79) devient alors :
Ny =3 + A, (2.82)

En utilisant la forme de Ay exprimée dans (1.58) et le choix de Ej, on trouve :

Om,nfm
NQ — |: 231 :| . (283)
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Ces partitionnements particuliers nous conduisent & proposer les partitionnements sui-
vants pour les matrices définissant Ey dans (2.75) :

—D, DM = w=[U, W, ], (2.84)
L,— DD = m=[1, I ], (2.85)

avec Uy € Rv=m)x(n=—m) , ¢ RIn=m)x@m-n) ] ¢ Rm*(=m) ot I], € R™*m=") QOn
peut donc écrire ¥3; = Wy + ZI1;. Ainsi la matrice N, donnée par (2.77) peut maintenant
s’écrire, avec la contrainte (2.83), sous la forme :

o Nll Om,n—m

N =
Nyy Wy + ZI1 |7

(2.86)

oit Nij € R™™ et Ny, € R(=™x0m) gont arbitraires, sous réserve de vérifier (1.63). La
forme particuliere de N et notamment le bloc 0,,,—_, impose que ses valeurs propres,
qui sont les dynamiques de I'erreur d’observation, seront les valeurs propres de Nj; et de
(U, + ZI1;), Nyi; étant une matrice carrée qui doit étre entiérement déterminée. On choisit,
par souci de simplicité, de prendre N;; diagonale. Afin de fixer arbitrairement les valeurs
propres de (U; + ZII;) on teste si la paire (¥, 11;) est observable. Dans 'affirmative,
on méne une étude de placement de poles (Borne et al., 1992). Dans le cas contraire, si
la paire (¥q,II;) est détectable, un observateur stable pourra toujours étre congu avec
des dynamiques imposées et issues de la partie non observable de la paire (¥, II). Si
(U, 11;) n’est pas détectable la construction d’'un OEI stable ne sera pas possible par
cette méthode.

Dans le cas non détectable, nous choisirons arbitrairement, pour simplifier la mise en
ceuvre de l'observateur, Noj = 05—y -

> Cas ot n > 2m
Comme dans le premier cas, la structure de EC'A dans (2.67), associée aux structures des
matrices C' et A définies dans (1.60) et (1.58) permet de proposer un partitionnement de
la matrice A en :

A = [ A1 A2 A3 } avec . (287)
All [m Om,n—2m

A = Ap |, Ay = | Opemnem | et Az = Ly om |,
A31 Om,m Om,n72m

ol Ay € R™ ™ Ay € R(=2m)xm ot A € R™*™ . Ce partitionnement conduit & proposer
pour N le partitionnement suivant :

N=[N Ny, Ng], (2.88)

o Ny € R™™ N, € R™™ et Ny € R™(=2m)  Cela permet de décomposer le systéme
(2.67) en :

L - EAll - NE - Nl + Ala (289)
Ny, = E+ A, (2.90)
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En explicitant la forme de F, grace au choix imposé sur (2.76), et en exploitant la forme
de A, exprimée dans (1.59), (2.90) conduit a :

Ny = [ Ogn } . (2.92)

En utilisant (2.75) et (2.87), on obtient pour N :

Nll Om,m O1}1,n—2m
Ny, —D,DM 4 7(1,, — D, D) |

Om,n72m

N = (2.93)

oit Njj € R™™ et Ny € R(=m)x(m) doivent vérifier (1.63).
La forme particuliére de N impose que ses valeurs propres seront les valeurs propres
de Ny et de N9y avec :

Nyy = { —D,D\V 4+ 7 (Im - Dlpf”) OI"—2m ] . (2.94)
m,n—22m
Comme pour le cas ou n < 2m, on pose Noj = 0,y €t on choisit Ny, diagonale. Afin
de fixer arbitrairement les valeurs propres de Nao, il est souhaitable d’écrire cette derniére
sous la forme : Noy =1'4+ ZP, o :

In—m

ro— {—DQDP} e ] (2.95)
m,n—2m

@ = | Ly~ DD O |- (2.96)

Ainsi si la paire (I', @) est observable, on pourra toujours effectuer un placement de pdles.
Si la paire (I", @) est non observable et détectable, on concevra, comme déja décrit dans
la cas o n < 2m, un observateur stable avec des dynamiques imposées.

Enfin, si la paire (I', ®) n’est pas détectable, il n’est pas possible de concevoir un OEI
stable par cette méthode.

> Calcul de L et Q)
Lorsque N et E sont dimensionnées, L et () sont directement déduites de (2.78) et (1.65).

2.1.3.2 Procédure de construction de I’OEI

Nous synthétisons ici les résultats précédents dans une procédure de construction d'un
OEL

Etape 0 : Mettre le systéme sous sa forme canonique observable (1.3) avec A tel que
(1.58) et C' tel que (1.60).

Etape 1 : Réaliser les partitionnements de D en D; et D,, d’aprés (2.68).

Etape 2 : Tester la condition d’existence : rang [D;] :rang{ gl ] , d’apres (2.73). Si
2

cette condition est vérifiée, aller a I'étape 3, sinon la construction d’un OFEI est impossible.
Etape 3 : Poser By = —1,,.
Etape 4 : Si n < 2m, aller a I'étape 4.1, sinon aller a I'étape 4.2.
Etape 4.1 : n < 2m :
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\Y

Ecrire ¥, d’aprés (2.84) : U = [ U, U, ] = —DQDP};

> Ecrire IT; d’apres (2.85) : 1= [ 1, I, | = 1I,, — D;D{"Y;

> Tester si la paire (Uq,I1;) est observable, voire détectable. Si cette condition est
vérifiée, passer a la sous-étape suivante sinon la construction d’un OFEI est impossible
avec K= —1,,;

> Choisir les valeurs propres de la matrice diagonale Ny; et des valeurs propres sou-
haitées pour (¥ + Z1I1;);

> Calcul de Z par une technique de placement de pole;

> Obtenir N et passer a I’étape 5.

Etape 4.2 :n>2m:
I?’L— m N
>> Calculer I' = [ —DQDF} 0 2 } , d’apres (2.95) ;
m,n—2m
> Ecrire & = [ I, — DlDP} Ormon—2m ] , d’apres (2.96) ;
> Tester si la paire ( I',®) est observable, voire détectable. Si cette condition est
vérifiée, passer a la sous-étape suivante sinon la construction d’un OFEI est impossible
avec K= —1,,;
> Choisir les valeurs propres de la matrice diagonale Ny; et des valeurs propres sou-
haitées pour (I' + Z®) ;
> Calcul de Z par une technique de placement de pole;
> Obtenir N et passer a l’étape 5.

I,
—D,D" + 7(1,, — D, D)
Etape 6 : Realiser les partitionnements de A en A; et Ajq, d’aprés (1.58) et (1.59).
Etape 7 : Calculer L = EAy;;, — NE — N, + Ay, d’aprés (2.78).

Etape 8 : Calculer Q = (I, + EC)B, d’aprés (1.65).

Etape 5 : Calculer £ = , d’aprés (2.75).

2.1.3.3 Exemples

Afin d’illustrer la procédure proposée, nous considérons 2 exemples représentatifs des
2 cas traités, a savoir n < 2m et n > 2m. En pratique, les entrées inconnues trouvent
principalement leur origine dans les perturbations non mesurables qui affectent le systéme,
et notamment les bruits sur les entrées de commandes. Dans le premier cas, toutes les
entrées de commande sont soumises a une perturbation, tandis que dans le second, seule
une entrée est perturbée.

Exemple n°1

Le systéme considéré est une machine a papier présentée dans Kailath (1980). Ce
systéme comprend 3 états (n = 3) et 2 sorties (m = 2). Les 2 entrées de commande sont
soumises a des bruits additifs aléatoires que I'on assimile a des entrées inconnues, soit le

t
vecteur v(t) = [ o (t)

() (t)

} , la matrice D s’identifie donc a B.
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Etape 0. La paire (A, C) étant observable, on écrit le systéme sous la forme :

~12 0 1 1 0
i(t) = | =005 0 0 |z@t)+ | =01 0.3 | (u(t)+v(t)),
0.205 0.1 0 0 07
100
w0 = g1 o=
5 1 0
Etape 1. Ona D = [ Dl } =1 —=0.1 0.3 | avec:
2 0 0.7
o[ 1 0 Do
1=1| o1 o3| cD2=[007]. (2.97)

Etape 2. rang [D,] = 2, rang[ gl 1 = 2 : la condition est vérifiée.
2

Etape 3. E, = -1, = [ 01 _01 } .
Etape 4. n < 2m :

> On trouve ¥; = —0.2333 et II; = 0.
> La paire (Xq,11;) est détectable.

> On choisit arbitrairement pour Np; des dynamiques en —1 et —2. Finalement on

obtient :
-1 0 0
N = 0 -2 0 . (2.98)
0 0 -—0.2333
Etape 5. On a :
—1 0
E = 0 —1 ) (2.99)

—0.2333 —2.3333

La matrice Z n’intervient pas puisque D est une matrice inversible et donc : I, —
{1y _
DiD;7 =0.
Etape 6. On met en évidence le partitionnement de A; et Aq; :

—1.2 0

Ay=1] —005 0 | et Ay = { __01'025 8 } : (2.100)
—0.205 0.1 '
0 0
Etape 7. L=FEA;; — NE— N, + A, = 0 0

0.5472 —0.4444
Etape 8. Q = (I; + EC)B = 035. Ce résultat était tout a fait prévisible puisque le
fait d’avoir D = B implique que les relations (1.65) et (1.66) sont confondues.
> Résultats de simulation
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F1G. 2.1 — Convergence de e(t)

Les résultats de simulation sont fournis en figure 2.2. 2 entrées en créneaux uy(t) et us(t)
sont définies respectivement en [20,40] s et [20,60] s. Ces entrées sont perturbées par 2
signaux aléatoires vy (t) et va(t).

Les dynamiques de e(t) sont conformes aux choix effectués dans (2.98) et les courbes
associées traduisent le fait que tlim e(t) = 0.

Exemple n°2

Etape 0. Soit le systéme suivant écrit sous une forme canonique observable, avec
n =7 et m = 3, seule u;(t) est perturbée par un signal v(¢), la matrice D se réduit donc
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a la premiére colonne de B. Le systéme s’écrit sous la forme (1.3) avec :

[ —7.4 1 0 1000
62.1 -2 3 0100
76.0 —-01 03 0 0 1 0
A = —84.5 0 -2 000 1],
—243 —-12 06 0 0 0 O
79.4 1 05 0 0 0 0
| 333 —0.02 05 0 0 0 0 |
-1 2 0 5
—01 2 1.2 —-0.1 0.1 05
D [230—1205]T,
100 00O0O0
c = 01 00O0O0O0
0010000
D,
Etape 1. Ona D = [ 230 —-1205 ] avec
D,
-9 _21
D1: 3 et Dg 0
¥ 5

T

)

Etape 2. rang [D;] = 1, rang{ g ] = 1: la condition est vérifiée.
2

Etape 3.
-1 0 0
> b =—1I3= 0O -1 0
0 0 -1
Etape 4. n > 2m :
> On calcule I' :
—0.1538 0.2308
I, 0.3077 —0.4615
_ . {1} n—2m _
b= |: D2D1 Om,n72m :| 0 0

0.7692 —1.1538
> On écrit ® :
0.6923 0.4615

O — [ Ln— DD 0o } — | 04615 0.3077
0 0
P
> La paire (I', @) est observable, car rang | ®I' | = 4.

P12

O OO

o O

(2.101)

(2.102)

(2.103)
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> On choisit arbitrairement pour Ny; des dynamiques en [ -1 —-11 —-1.2 ] .
> En effectuant un placement de pole pour I' + Z® en [ -1 —-12 —-13 —-14 } ,

on trouve :

[ —2.7266 —1.8177 0
—0.2370 —0.1580 0 N
Z = 0 0 —1a4 | doU
| —2.9325 —1.9550 0
[ —2.8805 —1.5870 0 1
0.0707 —0.6195 0 0
P+ze = 0 0 —1.4000 0
| —2.1633 —3.1088 0 0
> D’oul la forme finale pour N :
[ -1 0 0 0 0 0 0]
0 —-1.1 0 0 0 0 0
0 0 -1.2 0 0 0 0
N = 0 0 0 —2.8805 —1.5870 0 1
0 0 0 0.0707 —0.6195 0 0
0 0 0 0 0 —1.4000 0
| 0 0 0 —2.1633 —3.1088 0 0
Etape 5. On obtient alors E :
[ -1 0 0 i
0 —1 0
0 0 -1
E =] —28805 —1.5870 0
0.0707 —0.6195 0
0 0 —1.4000
| —2.1633 —3.1088 0 ]
Etape 6. Les partitionnements de A; et de Ay s’écrivent :
[ —74 1 0 1
62.1 -2 3
76.0 —0.1 0.3 —7.4 1 0
A= | =845 0 -2 | et Ay = | 621396 -2 3
-243 —-12 0.6 76.0012 —0.1 0.3
79.4 1 0.5
| 333 —0.02 0.5 |

(2.104)

(2.105)

(2.106)
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Etape 7. L est calculée par : L= FA;; — NE — Ny + Ay :

0 0 0
0 0 0
0 0 0
L= | —167.7574 —2.1521 —6.7609 | . (2.107)

—63.0488 —0.1619 —1.2586
—27.0000  1.1400 —1.8800
| —149.7621 —1.3247 —8.8265 |

Etape 8.  est calculée par Q = (I,, + EC)B :

(2.108)

O

|

coococoooo

=

o

\]

=

\]

> Résultats de simulation

Les résultats de simulation sont fournis en figure 2.2. 2 entrées en créneaux uy(t) et us(t)
sont définies respectivement en [20,40] s et [20, 60] s. Seule I'entrée u; (t) est perturbée par
1 signal aléatoire vy (t).
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05+ T T T T T T T T T T sw() =
| | ! ! | L= —ua() S

|
0 10 20 30 40 50 60 70
Temps(s)

F1G. 2.2 — Convergence de e(t)

Les dynamiques de e(t) sont conformes aux choix effectués dans I’étape 4 de la procé-
dure et les courbes associées traduisent le fait que tlim e(t) =0.
—00

2.1.3.4 Conclusion

Le travail présenté dans cette section propose une procédure de construction d’'un OEI
(Larroque et al., 2008b). S’appuyant sur une démarche constructive, les différentes étapes
de détermination des matrices ont été menées, souvent par un partitionnement particulier
des matrices. Les conditions d’existence des OEI ont été mises en évidence et se retrouvent
au sein des étapes de la procédure. Les simulations permettent d’apprécier la convergence
asymptotique vers 0 de I'erreur d’estimation, validant ainsi le fonctionnement de la pro-
cédure proposée. Contrairement a d’autres travaux qui ont systématiquement utilisé la
pseudo-inverse, nous avons choisi d’utiliser 'inverse généralisée, cette derniére étant beau-
coup moins contraignante que la pseudo inverse. De ce fait, il est tout a fait envisageable
d’utiliser cette procédure pour la construction d’OEI pour des systémes linéaires & para-
meétres variant dans le temps.

Cependant, le choix restrictif de E; ne nous permet pas de dire que la procédure
présentée ici pourra s’appliquer systématiquement sur n’importe quel systéme observable.
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2.1.4 Procédure de construction d’un OEI d’ordre réduit
2.1.4.1 Analyse

Considérons le systéme linéaire stationnaire soumis & une entrée inconnue et décrit
par (1.56). D’apres la partie 1.5.4.2; on sait que I'observateur d’ordre réduit, défini par le
systéme (1.71-1.72), converge convenablement si et seulement si les conditions (1.73-1.74-
1.75-1.76) sont vérifiées.

Si (1.77) est vérifiée et en utilisant la {1}-inverse de D; comme définie dans I"annexe
A, une solution pour (1.76) peut s’écrire :

E=0D,D" 1y (Il - DlDF}) , (2.109)

olt Y est une matrice arbitraire & déterminer telle que Y € R"~*!, En injectant (2.109)
dans (1.73), on pourra fixer les valeurs propres de F arbitrairement comme nous le mon-
trerons par la suite. Cependant si DlDfl} = I; il ne sera plus possible de se servir des
degrés de liberté apportés par Y pour fixer arbitrairement les valeurs propres. En effet,
comme D, est de rang plein en ligne, si [ = r, alors DlDfl} = [; et la matrice E, et donc
N, est indépendante de Y.

Remarque 2.1.4. Kudva et al. (1980) utilisent I'inverse de Moore-Penrose de Dy notée Dy,
ce qui parait un peu trop restrictif par rapport au type d’équation a résoudre. Par contre,
utiliser seulement la propriété de la {1}-inverse (DlDP}Dl = D) est suffisant pour cette
étude. Contrairement a la pseudo-inverse, cette {1}-inverse est beaucoup plus simple a
calculer et n’est pas unique.

En remplagant (2.109) dans (1.73), (1.73) devient :

N =N, — YN, (2.110)

ou :
Ny = Ay — DDV A, (2.111)
Ny = (Il - DlDP}) Ao (2.112)

Alors, si la paire (N71,N;) est observable, une matrice Y peut toujours étre déterminée
telle que les valeurs propres de /N puissent étre arbitrairement placées. Le type de relation
(2.110) s’apparente & celle rencontrée dans Luenberger (1979) dans le cas d’un observateur
proportionnel. La technique de placement de pole adoptée ici est la TSAVP définie dans
le chapitre 1.

Cependant, si la paire (N7,N2) n’est pas observable, on doit étudier les valeurs propres
de la partie non observable de (Ny,Ny) pour voir si cette paire est détectable. En effet,
si les valeurs propres de la partie non observable sont stables, c¢’est a dire que leur partie
réelle est négative, la paire (IN1,N) est donc détectable et on peut alors construire un
OEI stable dont, selon les cas, toutes ou une partie des dynamiques seront imposées par
la partie certes non observable, mais détectable de la paire (N1, N3).

Si la partie non observable n’est pas détectable, on ne pourra donc pas dimensionner
d’OEI stable pour le systéme considéré.
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(Darouach et al., 1994) fournissent une procédure pour concevoir un OEI d’ordre plein
en utilisant une TSAVP semblable & la notre. Ils ont utilisé la pseudo-inverse de Moore-
Penrose et ont démontré que I'utilisation de la pseudo inverse n’avait pas d’influence sur
le test de détectabilité. Nous devons alors démontrer que le choix de I'inverse généralisée
Dfl} n’a pas de conséquences sur le test de détectabilité de la paire (Ny,N3).

Théoréme 2.1.3. Le critére d’observabilité de la paire (N1,N3) est indépendant du choix
de DIV

Démonstration 2.1.2. Le test d’observabilité de la paire (N7,N3) nous assure I’existence
d’une matrice Y qui permette de placer les poles de N. Ces matrices Ni et Ny sont
directement issues de la matrice A définie dans (3.86) ainsi que des matrices de (3.100)

qui permettent de résoudre E. En choisissant un El{l} différent on va démontrer que 1’on
se rameéne toujours au méme type de solution pour E. En effet, il suffirait de prendre un
choix particulier du Y pour s’y ramener.

Soit une solution particuliére E de (3.100) en choisissant une inverse généralisée de

D notée Dil} :
E=D,D" 1y (Jp - DIDF}) , (2.113)
et une autre solution £’ de (3.100) en choisissant une inverse généralisée de E; notée
Ei{l} :
E = D,D/ 1y (1, - D1D’1{1}> . (2.114)
D’aprés les propriétés des inverses généralisées, 'ensemble des {1}-inverses de D;

s’écrit Di{l} = DP} + Z - DfI}DlZDlDfl} ot Z est une matrice arbitraire. £’ peut
aussi s’écrire :

B = Dy (D{"+z- "D zD, DY) + Y (1 D) (DI + 2 - D[V D ZD, D))
= D, 4+ D,z — D,DM Dy ZD DM + Y —v'D, DY —y'D,Z + Y' D, DI D, D, DIV
Pour des raisons de compatibilité on sait aussi que Dngl}Dl = Dy, d’ou :
E = D,DM 4 Dy7Z—DyzD DY +Y' —Y'D:DM —Y'DyZ 4+ V' Dy ZD, DIV
= DDV 4 D,z (Il - Dlpf”) Y (Il - Dlp}”) —Y'D\Z <Il - D@f”)
— DD (DyZ +Y' —Y'D.2) (Il - Dlpf”)
Donc si on choisit :
Y =DyZ+Y' —Y'D,Z, (2.115)

alors E = E’. En choisissant un Y particulier, le choix de D} n’a pas de conséquence
sur E.
Supposons que la paire (N, Nj) calculée avec Dll{l} soit observable et que la paire

(N1, Ny) caleulée avec DI ne le soit pas. D’aprés (2.110) les matrices N et N’ sont
respectivement définies par :

N = N —-YN,

N' = N/ —-Y'N]
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(N7, NJ) étant observable cela signifie qu'’il existe une matrice Y’ permettant de fixer
les valeurs propres de N’. En choisissant Y telle que (2.115) soit vérifié, nous obtenons
E = F’, et d’aprés (1.73) nous obtenons aussi N = N’. Donc si la paire (N7, Ny) n’est pas
observable cela signifierai qu’il n’est pas possible de trouver une matrice Y qui permette
d’affecter les poles de I'observateur. Or Y’ existe et permet de placer les poles de N’ mais
N = N’ donc il existe une matrice Y déterminée par (2.115) qui permette de placer les
poles de N. Ainsi, si la paire (N7, N)) est observable, la paire (N1, Ny) I'est aussi en posant
Y telle que (2.115) soit vérifiée.

2.1.4.2 Conception de 'OEI

En exploitant la relation de compatibilité (1.77), on va démontrer que cela peut nous
mener a un choix particuliers de D;. Cette approche consiste & rendre les r premiéres
lignes de D; linéairement indépendantes. Cela nous meéne & un choix systématique de sa
{1}-inverse ce qui permet alors de rendre le dimensionnement des matrices plus facile.

Transformation du systéme L’OEI existe si et seulement si rang(D;) = rang(D) = r.
Afin de rendre les r premiéres lignes de D; linéairement indépendantes entre elles, on
réalise un permutation des variables d’état a l'aide de la matrice de permutation P;.
(1.56) devient :

z(t) = Az(t)+ Bu(t) + Do(t),
g0 = Cat)=| 15 : o |0,
Z(t) Py(t)
yit) = Pylt)

A = PAP!

B = PB

= D, = Du
o - no-[ 3]0
C = PCP!

Py(t) est une matrice de permutation dans les variables de sortie qui permet de garder
C sous sa forme initiale. De plus, en faisant un changement de variable dans le vecteur
des entrées inconnues, v = Dqqv, le nouveau modele obtenu peut s’écrire :

I(t) = AZ(t) + Bu(t) + Di(t), (2.116)
gty = Caty=| 1 : o). (2.117)

ou : I
D= | DuDi! |. (2.118)
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Détermination de Dil} En prenant en compte le changement de variable établi pré-
cédemment, plusieurs cas sont a considérer pour étudier E,
> si p <r: cecas nest pas possible car rang(bl) ;érang(lv?), et donc, la condition
d’existence n’est pas vérifiée,
> sip =r: dans ce cas D{l} D 1 ce qui supprime Y de I’étude et donc les valeurs
propres de F' ne peuvent étre arbitrairement fixées,
> sip>r:

y I,
D, = { DDy } . (2.119)

D’aprés 'annexe A, une inverse généralisée de D, lu)il} peut toujours étre prise telle
que :
DM =11 0.,.,]. (2.120)

. . Al .
Ainsi, Df Vst toujours connue.

Détermination de £ et N Afin de réaliser un partitionnement similaire & celui utilisé
dans (1.3), on pose :

y A Ap Y B, Dy -
J || A4n 4 J 0 21 g 2.121
-l s [m e[ n e e
oit Ay1, Ava, Asy, Ass, By, Ba, Dy et Dy ont respectivement les mémes tailles que Ajq,
Avg, Aoi, Agg, By, By, Dy et Ds.
Ainsi, (2.109) devient :
E = [D, 0]+[ 1 %}(Iz—leil}>
= [D:-Y2X Y2 ],

ce qui permet d’écrire (2.110) sous la forme :

i - Al
N = Ap—[Dy—Y2X Y2 ]|
= Ay — DA}, + Y3 X A}, — A}

ot Al, représente les r premieres lignes de Ajy et A2, les | — r derniéres. En posant

N, = Ay — DQA12 et N2 = XAlL, — A%, une TSAVP est envisageable sur N si et
seulement si la paire (Nl, NQ) est observable.
Pour synthétiser notre démarche nous proposons le corollaire suivant :

Corollaire 2.1.2. En considérant le SLS défini par (2.116,2.117), un OEI défini par
(1.71-1.72) existe si et seulement si :

1. rang(D;) =rang(D) =r
2. la paire (Nl,NQ) est détectable.
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2.1.4.3 Procédure

Nous proposons, pour synthétiser I’étude, la procédure suivante (Larroque et al.,
2008e) pour un OEI d’ordre réduit s’appliquant a des systémes linéaires stationnaires :

Etape 1 : Si la condition d’existence (3.122) est vérifiée, alors aller a 1'étape 2, sinon
aucun OFEI stable ne peut étre dimensionné.

Etape 2 : Calculer Nl et N2 : N1 = AQQ - DgDil}Alg et N2 = ([l - D1D§1}> AIQ'

Etape 3.1 : Si la paire (N,N,) est observable, déterminer une matrice Y avec (2.110)
en choisissant arbitrairement les dynamiques pour N et en appliquant une TSAVP puis
passer en étape 4, sinon aller a I'étape 3.2.

Etape 3.2 : Si la paire (N}, N;) est détectable, déterminer une matrice Y avec (2.110)
permettant d’assurer des dynamiques stables pour N et en appliquant une TSAVP puis
passer en étape 4, sinon aucun OFEI stable ne peut étre dimensionné.

Etape 4 : Calculer £ avec (2.109). Déterminer N avec (1.73) et Y.

Etape 5 : Calculer les autres matrices de 'OEI : Q avec (1.75) et L avec (1.74).

2.2 Deétection et localisation de fautes pour des sys-
témes dynamiques

2.2.1 Définitions

Afin de développer notre propos, il convient d’introduire quelques définitions concer-
nant les différents termes auxquels nous faisons référence. Tout d’abord, nous utiliserons
indifféremment dans notre étude les termes de déviation, panne, défaillance, défaut et
faute. Ces termes seront tous englobés par le terme faute dont la définition est donnée
ci-dessous.

Faute : Une faute est un écart entre la caractéristique observée sur un processus et
la caractéristique théorique attendue. En I'absence de faute cet écart est nul. Les fautes
peuvent apparaitre au niveau des actionneurs (fautes actionneurs), au niveau des capteurs
(fautes de mesures) et au niveau du processus (fautes composants). Dans un systéme,
l'occurrence d’une faute (apparition d’une faute) provoque une erreur sur le systéme ce
qui peut ou ne pas conduire a une défaillance donc & une panne du systéme considéré.

Remarque 2.2.1. A noter que dans certains ouvrages de la littérature francaise Maquin et
Ragot (2000), cette terminologie ne correspond plus. En effet, dans cet ouvrage le terme
de faute est remplacé par le terme défaut. Mais la définition que nous venons d’énoncer
reste la méme.

Fonctionnement normal : un systéme est en fonctionnement normal lorsque ses états,
ses entrées et ses sorties sont trés proches de leur valeur nominale. Typiquement, il y a
fonctionnement normal lorsqu’il n’y a pas d’apparition de fautes.

Résidu : le résidu est un signal significatif de ’apparition d’une faute sur le systeme. Il
est caractérisé par une valeur nulle lorsque le processus opére dans des conditions idéales
de fonctionnement, c’est a dire en absence de bruits, d’erreurs de modélisations, de fautes,
de déviations de paramétres, etc...
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Détection de fautes : La détection de fautes consiste a détecter si une faute intervient
dans le systéme. Finalement, la détection de faute consiste & déterminer si le systéme est
ou n’est pas en fonctionnement normal.

Localisation de fautes : La localisation de fautes suit la détection de fautes. Lors de la
localisation on chercher & déterminer le ou les éléments causant 'apparition de la faute.

2.2.2 Les différentes approches de la DLF

2.2.2.1 Espace de parité / Redondance analytique

Le principe de 'approche de la DLF par ’espace de parité est de surveiller la cohérence
entre les relations mathématiques du modéle et les mesures. On applique alors le principe
de redondance analytique. Supposons qu’une mesure puisse s’exprimer en fonction des
autres par une relation connue. La différence entre la mesure et sa valeur reconstruite
par le modeéle constitue le résidu. Si ce résidu est nul, cela signifie que les mesures sont
cohérentes, ce qui implique que le systéme est en fonctionnement normal. Si le résidu n’est
pas nul, il est possible qu'une faute affecte le systéme.

Pour plus d’informations, on consultera avec profit, les travaux de Ray et Luck (1991)
qui ont développé une synthése sur 'approche DLF par 'espace de parité.

2.2.2.2 Estimation paramétrique

Pour la DLF, des techniques d’estimation paramétrique peuvent étre mises en ceuvre.
Sur cette approche, on consultera les travaux de Isermann (1984). Cette approche se base
sur I’hypothése que les fautes influent sur les paramétres du systéme, comme par exemple
des parameétres de friction, de masse, de viscosité, d’inductance,... Pour la DLF, I'idée est
de comparer les parameétres estimés dans un fonctionnement normal avec les parameétres
estimés dans un fonctionnement classique (fonctionnement ou des fautes peuvent appa-
raitre). Ainsi tout écart notable entre les paramétres estimés et les parameétres nominaux,
a savoir les parameétres en fonctionnement normal, est révélateur d’un défaut. Cet écart
constitue le résidu. La procédure de base a mettre en ceuvre pour la DLF est la suivante :

> établir le modele du processus a partir des équations de fonctionnement,

> déterminer les relations entre les coefficients du modéle et les paramétres physiques

du processus,

> estimer (0) les coefficients en fonctionnement normal (6,,) du modéle,

> déterminer les changements de parameétres qui arrivent pour les différents cas d’oc-

currence de fautes.
Un inconvénient de I'estimation paramétrique réside dans le temps de calcul en ligne qui,
dans certaines applications, devient difficile & mettre en ceuvre (calculateur nécessitant
une grande vitesse de calcul, d’otl une augmentation du cott).

2.2.2.3 Approche observateur

L’idée générale de 'approche observateur pour la DLF, consiste a estimer les sorties
du systéme afin de les comparer aux mesures accessibles (sorties réelles du systéme). En
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f(t)

u(t) + 0
> Systeme [T =
Oy,
Estimation i +¢
paramétrique ()
Modele ,
temps réel
du systeme
Logique

de décision

localisation j
F1G. 2.3 — Diagramme structurel d’une approche DLF par estimation paramétrique

estimant les sorties on crée ainsi une redondance permettant de générer un résidu, qui est
un signal significatif de I’apparition d'une faute sur le systéme.

Pour un modéle déterministe on utilise les observateurs de Luenberger (1971) et pour
un modele stochastique on se base sur 'utilisation des filtres de Kalman (1960) et Kalman
(1961). Ainsi, dans le cas déterministe on se sert de l'erreur de reconstruction de la sortie
pour générer un résidu et dans le cas stochastique on se sert de l'erreur de prédiction
comme résidu.

En raison des inconvénients au niveau du cotit impliqué par I’approche espace de parité
et de la difficulté de mise en ceuvre de 'identification paramétrique pour un systéme non
linéaire, I’'approche observateur est I’approche qui a été retenue pour le développement de
cette thése. Nous nous placerons, dans ce mémoire, dans le cas de modeéles déterministes.

2.3 Structure de la DLF par approche observateur

2.3.1 Modélisation d’un systéme réel

Notre étude ne se base que sur des systémes en boucle ouverte, dont la description
schématique est donnée par la figure (2.4), car nous ne considérons pas de faute intervenant
sur un éventuel régulateur. La détection et la localisation de fautes ne nécessite que la
connaissance des entrées et des sorties du systéme pour étre implémentée. Si un régulatuer
était implémentée sur le systéme, le nouveau systéme a considérer pour un étude de DLF
serait le systéme régulé, et la connaissance des entrées et sorties du systéme régulé nous
permettrait de mener une étude de DLF. Ainsi, le probléme du diagnostic de fautes peut
étre considéré comme un probléme d’observation.

Il convient désormais de définir les différentes occurrences de fautes pouvant affecter
le systéeme étudié.
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fait) fcit) fnl(t)
Entrées L (T S rties mesurées
&eb}Actionneurs ur(t) Processus yi(t > Capteurs wmquweg
u(t) y(t)

F1G. 2.4 — Systéme en boucle ouverte

2.3.2 Occurrence de fautes

Concernant les fautes considérées, nous choisissons de représenter les fautes comme
des termes additifs intervenant dans :

> 1’équation de dynamique pour les fautes de composants et les fautes d’actionneurs ;

> 1’équation de sortie pour les fautes de mesures.

2.3.2.1 Fautes de composants

Une faute de composant représente le cas ot un changement dans le processus entraine
I'invalidité des relations dynamiques qui régissent le systéme. Dans la plupart des cas, cette
faute peut étre représentée par une variation d'un des parameétres du systéme. En notant
par f.(t) ces fautes de composants, I’équation du systéme dynamique peut s’écrire :

i(t) = Az(t) + Bu(t) + f.(t) (2.122)

2.3.2.2 Fautes de mesure

De facon générale, les capteurs servent donc a mesurer les sorties réelles du systéme
et retournent donc la sortie mesurée y(t) du systéme. Ces capteurs peuvent donc étre en
faute, on peut ainsi décrire les fautes de mesure par :

y(t) = Ca(t) + K fr(t) (2.123)

oll f,,(t) € R4 représente le vecteur de faute de mesure et K, € R représente la
matrice de distribution des fautes de mesures. Afin de représenter tout les cas d’occurrence
de fautes de mesure, on doit choisir judicieusement la matrice de distribution K,,.

2.3.2.3 Fautes d’actionneur

La commande du systéme est vouée a piloter les actionneurs constituant notre systéme.
Ces actionneurs peuvent donc présenter des fautes, on choisit ainsi de représenter les fautes
d’actionneurs sous la forme suivante :

i(t) = Az(t) + Bu(t) + Kafa(t), (2.124)




2.3. STRUCTURE DE LA DLF PAR L’APPROCHE OBSERVATEUR 71

ou f,(t) € R™ représente le vecteur de fautes actionneurs et u(t) € R™ est l'entrée
connue du systéme. Comme pour les fautes de mesure, les différentes situations de fautes
actionneurs pourront étre traitées en choisissant judicieusement le vecteur de faute f,(t).

2.3.3 Modélisation d’un systéme en présence de fautes.

Lorsqu’un systéeme peut étre le siege de fautes de composants, de mesures et d’action-
neurs, il peut étre représenté par :

#(t) = Aw(t) + Bu(t) + Kofa(t) + f.(1) (2.125)
y(t) = Cx(l) + Knfm(t)

ol & chaque instant ¢, z(t) € R", u(t) € R™ | y(t) € R | f.(t) € R™, f.(t) € R" et
Jm(t) € R sont respectivement le vecteur d’état, le vecteur d’entrées connues, le vecteur
des sorties, le vecteur des fautes d’actionneurs, le vecteur des fautes de composants et le
vecteur des fautes de mesure. Les matrices A € R™*" B € R™™ et C' € R™*™ sont les
matrices constitutives du systéme d’état. K, € R™™ et K,, € R™*! sont respectivement
les matrices de distribution des fautes actionneurs et des fautes de mesure.

Remarque 2.3.1. Le systéme d’état (2.125) permet de modéliser les fautes sur un systéme.
Cependant, en tenant compte de la définition des fautes actionneurs établie par (2.124),
on constate que la matrice K, est telle que K, = B.

Dans une optique de DLF, et d’aprés Chen et Patton (1999), il est possible d’écrire le
systéme (2.125) sous la forme :

H0) = As)+ Bult) + 3 Kuufu+ 100 2.120)

i=1

l
y(t) - Ox(t) + Z Kmifmi7
i=1

l
= [ I; 0 ] x(t) +ZKm¢fmw
=1

ce qui signifie que 'on scinde les matrices de distribution en m vecteurs de distribution
pour les fautes actionneurs et [ vecteurs de distribution pour les fautes de mesure. Ainsi,
fa, correspond a la i-éme faute actionneur et K, est son vecteur de distribution. Il en
est de méme pour f,,, qui correspond & la i-éme faute de mesure et K, le vecteur de
distribution associé.

On note que la fonction de transfert entrée sortie d’un systéme en présence de fautes
peut étre décrit par :

y(s) = Gu(s)u(s) + Gr(s) f(s) (2.127)
2.3.4 Génération de résidus

La génération de résidu sert a fournir un signal significatif permettant de mettre en
évidence l'occurrence d’une faute. Les résidus mettent donc en évidence le manque de
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Entrées . Sorties
Systeme >

F1G. 2.5 — Structure générale pour la génération de résidus

cohérence entre les variables du systéme et le modéle mathématique. Les résidus peuvent
étre interprétés comme une structure de signaux redondants comme le montre la figure
(2.5), vue aussi dans les travaux de Basseville (1984). Dans cette structure le systéme
Fi(u,y) fournit un signal z(t) redondant, qui avec le signal y(t) permet de générer le
résidu r(t) tel que celui-ci satisfasse, en fonctionnement normal, la relation suivante :

r(t) = By(y(t), (1)) = 0. (2.128)

Lorsque des fautes affectent le systéme, cette relation n’est plus valable et le résidu ne
tend donc plus vers 0.
Le résidu peut étre exprimé sous la forme :

1) = [ 1) #(6) ] | 0 | = i) + s (2120
Ici, H,(s) et H,(s) sont des matrices de transfert réalisables issues du systéme linéaire
que constitue le générateur de résidu. Le résidu est con¢u pour tendre vers 0 dans un
fonctionnement normal et tendre vers une valeur non nulle lorsqu’une faute affecte le

systeme :
r(t) = 0 si et seulement si f(¢) =0 (2.130)

Afin de satisfaire (2.130), les matrices de transfert H,(s) et H,(s) doivent satisfaire la
condition suivante :
H,(s) + Hy(s)Gu(s) =0 (2.131)
Ainsi d’aprés Chen et Patton (1999), on peut considérer que (2.129) est une repré-
sentation générale de n'importe quel générateur de résidu. La conception d’un générateur
de résidu consiste alors a choisir des matrices de transfert H,(s) et H,(s) qui satisfassent
(2.131).
Lorsqu'une faute apparait dans notre systéme, le résidu défini par (2.129) sous la
contrainte (2.131) devient :
() = Hy(5)G () (5) (2.12)
La matrice de transfert G,;(s) = H,(s)G(s) représente le transfert entre le résidu
et les fautes. On note par [G,s(s)], la i-éme colonne de G,f(s) et par fi(s) la i-éme
composante de f(s).
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2.3.4.1 Reésidus simples - Détection de fautes

Afin de détecter la i-éme faute f; par 'intermédiaire du résidu r(s), [G,f(s)], ne doit
pas étre nulle :

[Grp(s)], #0 (2.133)

Si cette condition est respectée f; est détectable par le résidu r. Ceci représente donc
la condition de détectabilité de la faute f; vis a vis du résidu r

2.3.4.2 Reésidus structurés - Localisation de fautes

> Principe
Les résidus structurés sont concus par l'intermédiaire d’un banc d’observateurs ce qui
va permettre de générer plusieurs résidus. La comparaison de ces résidus va permettre
Iisolation des fautes. En effet, afin de pouvoir étre complet dans la DLF il est nécessaire,
aprés détection, d’isoler les fautes. Isoler une faute consiste a distinguer I'occurrence d’une
faute particuliere des autres fautes possibles. Si un résidu simple, sensible & toutes les
fautes, est suffisant pour la détection, un ensemble de résidus structurés est nécessaire
afin d’isoler une ou plusieurs fautes.

Ainsi les résidus structurés sont congus pour étre sensibles & un certain type de faute
et insensibles & d’autres. Les résidus structurés ont été détaillés par Gertler (1991). La
conception de résidus structurés s’articule autour de 2 étapes :

1. La premiére consiste a spécifier les sensibilités et insensibilités désirées pour le résidu
vis-a-vis des fautes,

2. La deuxiéme étape consiste a établir un ensemble de générateurs de résidus permet-
tant de répondre a l'isolation de la ou des fautes considérées.

L’avantage des résidus structurés est que chaque résidu généré est porteur d’une ou plu-
sieurs information(s) relative(s) a I'occurrence d’une ou plusieurs faute(s) spécifique(s).
La décision peut étre alors prise en définissant un seuil pour chaque résidu, et grace a une
table de décision booléenne. L’isolation d’une faute peut donc étre déterminée.
> Génération d'un résidu sensible a une seule faute - Résidu dédié

Si toutes les fautes possibles sur notre systéme doivent étre isolées, un ensemble de résidus
peut étre concu dont chaque résidu généré est sensible a une seule faute. Ainsi on peut
définir :

ri(t) = R(f;(t)), 1 € {1,2,..., 9} (2.134)

Avec R(.) qui représente une fonction.
Ainsi, chaque résidu r; est sensible a une seule faute f; et a ’aide d’un seuil on peut
conclure sur I’éventuelle occurrence d’une faute :

() > To— fi(t) £0; i € {1,2,..., g} (2.135)

> Banc d’observateurs permettant la détection et 'isolation de fautes - Résidus gé-
néralisés

En pratique, d’aprés Chen et Patton (1999), il est treés difficile de générer des résidus

dédiés. La procédure la plus communément utilisée pour l’isolation de fautes consiste a
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Fi1G. 2.6 — Ensemble de résidus structurés

générer des résidus dont chacun est insensible & une seule faute et sensible a toutes les
autres. On parlera alors de résidus généralisés. On a alors :

ri(t) = R(fa(t), -, fo(t))
ri(t) = R(fi(t), ., fica(t), fica(t), .- -, fo(t))

Tg(t) = R(f2<t)a ce 7fg—1(t))

Ces résidus sont générés en utilisant un banc d’observateurs. L’étude de ces résidus
contribue a l'isolation de fautes qui peut étre effectuée a ’'aide d’un test de seuil d’apres
la logique suivante :

ri(t) < T; .
ri(t) > TV e{l,...,i—1,i+1,...,9} }:>fi(t)7£0, (2.136)

avect=1,...,g.
En considérant trois fautes, on peut représenter I’ensemble des résidus structurés (gé-
néralisés ou dédiés) envisageables d'un point de vue DLF, par la figure 2.6.

2.3.4.3 Isolation des fautes de mesures et d’actionneurs

> Isolation des fautes de mesures
En ne s’intéressant qu’au traitement des fautes de mesure, la sortie du systéme est donnée
par :
y(s) = Guls)u(s) + fin(s) (2.137)
Si on souhaite concevoir un résidu sensible & une partie des fautes de mesure, notée
fL(s), et insensible a 'autre partie des fautes de mesure, notée f2(s), 'équation précé-
dente peut se décomposer en :

(2.138)
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Le générateur de résidu, sensible a f} (s) est défini par :
r'(s) = Hy(s)u(s) + H,(s)y'(s) (2.139)

Les conditions nécessaires pour que 7! (s) soit uniquement sensible au groupe de fautes
f1(s) sont données par :

H,(s)#0

Ces conditions sont directement issues de I’équation (2.131) qui est une condition
normale requise pour tous les générateurs de résidus. Ainsi pour isolation des fautes de
mesure aucune autre contrainte n’est a considérer. La matrice de transfert H;(s) peut
étre librement choisie en tenant néanmoins compte de la contrainte suivante : H,(s) doit
étre stable et réalisable. Un fois H,(s) déterminé, H}(s) est directement donné par :
H,(s) = —H,(5)Gy(s). Comme la matrice de transfert H,(s) peut étre librement choisie,
Iisolation des fautes de mesure est toujours possible.

>> Isolation des fautes actionneurs
Si on ne s’intéresse qu’a l'isolation des fautes actionneurs, la sortie du systéme est donnée
par :

y(s) = Gu(s)[uls) + fa(s)] (2.140)

Afin de concevoir un générateur de résidus sensible & une partie des fautes actionneurs
notée fl(s) et insensible aux autres notée f2(s), I'équation précédente devient :

y(s) = G(s) [u'(s) + fa(s)] + Guls) [u’(s) + fa(s)] (2.141)
Le générateur de résidu est alors défini par :
r(s) = H(s)ui(s) + H;(s)y(s) (2.142)
En remplagant y(s) défini par (2.141) dans (2.142), on obtient :

ri(s) = [Hy(s) + Hy(s)Go(s)] u'(s) + Hy(s)G () fa (s) + Hy(s)Go(s) [u®(s) + f2(s)]
(2.143)
Les conditions nécessaires pour que 7! (s) soit uniquement sensible au groupe de fautes
f1(s) sont données par :

Ces conditions montrent qu’une contrainte supplémentaire (H,(s)G%(s) = 0) est né-
cessaire pour l'isolation des fautes actionneurs. La matrice Hyl(s) qui doit étre stable et
implémentable n’existe pas dans tout les cas d’étude. Ainsi, contrairement aux fautes de
mesure, il n’est pas toujours possible d’isoler les fautes actionneurs.
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2.4 OEI d’ordre réduit pour la DLF

Les observateurs a entrées inconnues sont trés utilisés en DLF car ils permettent de
générer des résidus structurés permettant d’avoir des signaux significatifs sur les différentes
occurrences de fautes. Dans cette section, nous présentons un travail réalisé sur un ordre
réduit permettant la détection et localisation de fautes de mesure et d’actionneurs.

2.4.1 Deéfinition du systéme
Le systéme considéré est défini par (2.125) sans tenir compte des fautes de composants :
#(t) = Ax(t)+ Bu(t) + K, f.(t) (2.144)
y(t) = Cx(t) + Knfm(t)

Le type d’observateur considéré a été défini dans le chapitre 1 dans la section 1.5.4.1.
Les équations fondamentales de ce type d’observateur y ont été données. On aura finale-
ment la structure suivante pour le systéme :

©(t) = Ax(t)+ Bu(t) + i Ko, fa;s (2.145)
l =1

y(t) = Cx(t)+> Ko f,: (2.146)

= [0 0]z@®)+ ) Ku,fn. (2.147)

Le but de cette partie est de fournir une procédure pour construire un OEI d’ordre
réduit permettant de générer un résidu insensible a une faute (terme K,, f,, dans (2.145))
ou insensible a plusieurs fautes actionneurs (terme K, f, dans (1.3)). Ainsi, afin de sim-
plifier les notations, nous considérerons par la suite que nous conserverons la matrice K,
telle quelle dans un cas d’étude ot 'on souhaite générer un résidu insensible a toutes les
fautes actionneurs. Nous la transformerons en une matrice K,, lorsque nous souhaiterons
générer un résidu insensible a la i-éme faute.

2.4.2 Dimensionnement de I’OEI et du résidu

En utilisant les principes de base de conception de résidus (Franck et Wiinnenberg
(1989), Chen et Patton (1999)), le résidu r(¢) peut étre estimé par :

2(t) = Nz(t)+ Qu(t) + Ly(t), (2.148)
r(t) = Giz(t) + Gay(t), (2.149)

ou r(t) € R et z(t) € RY sont respectivement le résidu et le vecteur d’observation avec
G, € R Gy ¢ R N € R, Q € R™, L € R et T € RIX",
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Considérant cet observateur, ’erreur d’estimation est donnée par :

e(t) = z(t) — Tx(t). (2.150)

Les dimensions q et g et les matrices G, Go, N, ), L et T" doivent étre déterminées afin
d’obtenir lim;_, e(t) = 0 dans un mode sans faute. Ainsi, les conditions de convergence
asymptotique de l'erreur d’observation définie par (2.150), peuvent étre établies, suivant
Tsui (2004) par :

N est une matrice de Hurwitz, (2.151)
Q = TB, (2.152)
LC = TA-NT. (2.153)

En considérant ces conditions, la dynamique de 'erreur d’observation est définie par :
é=Ne—TK,fo+ LK, fmn. (2.154)

En présence de fautes et en remplacant y(t) et z(¢), dans (2.149), on obtient :

r(t) = Gile(t) +Tx(t)) + Gay(t)
= Gre(t) + (GiT + G2C)x(t) + Go Ky frn-

Ce résidu r(t) ne doit pas dépendre de I’état, ce qui nous impose :
G\T + G,C =0, (2.155)

qui constitue une nouvelle contrainte pour le dimensionnement du systéme observateur-
résidu, au méme titre que les contraintes (2.151), (2.152) et (2.153).

De plus, en régime permanent et en considérant une faute f, constante, le résidu r(t)
vérifie alors la condition suivante :

ro= limr({t) =GN 'TK,fo — (GiN LK, — G2K.) fum. (2.156)

t—o00

Afin de rendre le résidu r(t) insensible a la faute f,, la matrice 7" doit étre orthogonale a
K,. On en déduit alors que :

TK,=0& K'T" =0& T" € Ker(K?D). (2.157)

Pour étudier (2.157), il est intéressant de poser T7 = VX ot V € R™" et X € R™. La
matrice V est telle que ses colonnes engendrent Ker(K!). La matrice V vérifie donc :

rang(V) = dim(Ker(K})
= n—dim(Im(KD))
= n—rang(K,) = q. (2.158)

K, et n étant donnés a priori, (2.158) nous permet de définir 'ordre de I'observateur.
Pour obtenir V, I'équation TK, = 0 est résolue a ’aide d’inverses généralisées.
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Remarque 2.4.1. Dans le cas ou une seule faute actionneur est considérée (K, = K,,)
I’ordre de 'observateur ¢ sera tel que ¢ =n — 1.

Comme dit précédemment nous avons donc :

" =VX (2.159)

avec

V = (I, — (KH KT (2.160)

et X est une matrice arbitraire de taille n x gq.
En explicitant Uexpression de 77, (2.159) dans (2.153), on obtient alors :

ATVX —VXNT =CTL". (2.161)

(2.161) est une équation de Sylvester. L’utilisation du produit de Kronecker, dont le
principe est décrit en annexe B, pour traiter ce type d’équation permet d’écrire :

(I, ® ATV) — (N @ V)Jvee(X) = vee(CTLT). (2.162)
Remarque 2.4.2. Afin d’assurer la condition (2.151), on choisit de prendre, pour N, une

q

matrice diagonale N = diag{n;}, ou les n; sont non nuls et doivent étre a partie réelle
i=1

négative.

Dans les travaux de Kudva et al. (1980) et de Hou et al. (1999), le placement de pdles sur
la matrice fondamentale de 1'observateur (ici V) fait intervenir la notion de stabilité des
zéros de transmissions. En effet avec 'OEI réduit défini dans Hou et al. (1999), plusieurs
cas sont a considérer. Un OEI réduit est dit :

> statique si 'observateur peut se construire sous la forme simple r(t) = Gay(t).
> a dynamiques fixes si les valeurs propres de N ne peuvent pas étre arbitrairement
fixées lors de la conception de I'OEI. Ce type d’observateur sera a considérer si et
seulement si le systéme admet un zéro de transmission stable.
> a dynamiques arbitraires si les valeurs propres sont choisies arbitrairement lors du
dimensionnement de l'observateur. Ce type d’observateur sera a considérer dans
le cas ou il existe un sous systéme observable permettant de choisir les poles de
I’observateur.
Dans le cas que nous considérons dans cette thése, la matrice IV est choisie diagonale. Les
dynamiques de 'observateur peuvent alors étre soit :
>> arbitrairement choisies. On se retrouve alors dans le cas d’'un OEI a dynamiques
arbitraires.
> imposées lors du dimensionnement. On se retrouve alors dans le cas d'un OEI a
dynamiques fixes. Dans ce cas il faudra alors s’assurer que les dynamiques imposées
par le dimensionnement soit a parties réelles négatives afin que N soit une matrice
de Hurwitz.
Ainsi, les n; représentent les valeurs propres de N et définissent donc les dynamiques de
'observateur. Avec cette considération sur la matrice N, (2.162) peut s’écrire :

(diz'zzlg{ATV} - diiialg{niV}) vec(X) = vec(CTLT) (2.163)
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En utilisant les notations définies précédemment (X); représente la i—iéme colonne d’une
matrice X donnée. Ainsi (2.163) peut s’écrire sous la forme de ¢ équations linéaires indé-
pendantes définies pour ¢ = 1,...,q, par :

(ATV —n, V)X, = (CTLT), (2.164)

En considérant la forme de C' décrite dans (2.147) et en la remplagant dans (2.164), on
obtient pourt=1,...,q:

(ATV —n V)X, = { (Lg)" ] (2.165)

En résolvant ces ¢ systémes sous-contraint, les matrices L et X peuvent étre entiére-
ment déterminées.

Remarque 2.4.3. Ces ¢ systémes étant sous-contraint, 'utilisateur devra faire des choix
arbitraires lors du calcul de X et de L. Nous n’avons pas trouver de nouvelles contraintes
pour X et L afin de mieux guider leur dimensionnement. Cependant, il est surement pos-
sible de rajouter une contrainte qui permettrai d’augmenter le niveau du résidu lorsqu’une
faute est détectée. Cet aspect constitue une des perspectives de travail pour améliorer cette
méthode.

De plus, pour obtenir un résidu permanent 7 sensible aux fautes de mesures f,,, (2.156)

la condition (2.166) doit étre satisfaite :

GoK,, — GiN'LK,, #0. (2.166)

Afin d’exprimer le résidu en utilisant (2.149), les matrices G et G doivent étre cal-
culées.
En multipliant I’équation (2.155) par K, on trouve :

GyOK, =0+= KI'CT'GY =0+ G] € Ker(KI'CT) (2.167)

Pour résoudre I'équation KT CTGT = 0, on utilise la théorie des inverses généralisées,
ce qui permet d’écrire :

Gy = WV}, (2.168)

avec

Vo= ([m - (KECT>{1}KECT)7 (2'169)

ol Vo € R™! et W est une matrice arbitraire telle que W € R9*!,
La matrice Gy est alors déterminée et la relation (2.170) nous permet de calculer Gy
comme solution de :

G\T = —V,WC (2.170)
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2.4.3 Procédure

On peut résumer la démarche précédente, en une procédure d'un OEI par :
Etape 1 : A partir de (2.158) :

n —rang(K,) = ¢,

obtenir l'ordre de 'observateur (¢ > 0). Si ¢ = 0 aller en 10.
Etape 2 : Calculer la matrice V par (2.160) :

V= (= (KK

Etape 3 : Choisir les ¢ dynamiques de I'observateur notées n; pour i = 1,. ..

déduire N :
nq 0 0
N=| "
SRR
0 0 n,
Etape 4 : Résoudre les ¢ systémes linéaires (2.165) :
Ty,

en déduire X et L.
Etape 5 : Calculer la matrice V5 par (2.169) :

Vo = (I, — (KF'CT)YTKIC™).
Etape 6 : A partir de (2.168) :
G2 — WT‘/;T’

exprimer (G5 en fonction de W.
Etape 7 : Résoudre (2.170) :

GiT = -V,WC,
pour déterminer Gy et W sous la contrainte (2.166) :
W'Vl 'K, — GIN"'LK,, # 0,
en d‘éduire Gs.
Etape 8 : Vérifier (2.166) :
GyK,, — GIN'LK,, # 0.
Si (2.166) n’est pas vérifiée, aller en 10.

Etape 9 : Mettre en ceuvre le générateur de résidu r(t). Fin.
Etape 10 : Cette procédure ne peut construire un OEIL Fin.

(2.171)

(2.172)
,q. En

(2.173)

(2.174)

(2.175)

(2.176)

(2.177)

(2.178)

(2.179)

Remarque 2.4.4. On constate que lors de I’étape 3 de la procédure, on choisit arbitraire-
ment les dynamiques de I'observateur que 1’on injecte ensuite dans les ¢ systémes linéaires
(2.165). Ainsi sous réserve de compatibilité de ces sous-systémes, les matrices X et L
sont alors dimensionnées. Cette procédure ne considére donc que le cas des observateurs

a entrées inconnues a dynamiques arbitraires.
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2.4.4 Application

Considérons une machine a papier décrite dans Kailath (1980) et dont le modéle est
décrit par (1.3). Les différentes matrices constitutives sont données par :

[ —02 0.1 1 0 1
A = —-005 0 0 |,B=1]0 071, (2.180)
0 0 -1 1 0
(1 0 0
C = _010}, (2.181)
[0 1 10
K, = 0 0.7 | et sz{ } (2.182)
1 0 01

Les 2 actionneurs et les 2 capteurs peuvent étre sujets respectivement aux fautes
actionneurs f,, et f,, et aux fautes de mesure f,,, et f,,,. De plus, les sorties du systémes
sont bruitées.

Un banc d’observateur nous permet de détecter et de localiser f,, ou f,, et de détecter
fm, €t fm,. On procéde de la fagon suivante :

> construire un OEI pour générer un résidu insensible & f,, ;

> construire un OEI pour générer un résidu insensible & f, ;

> construire un observateur pour générer un résidu sensible & toutes les fautes.

Résidu insensible a f,,

0
On considere : K, = K,, = | 0 |, et en déroulant la procédure présentée précédem-
1
ment, le résidu est établi par :
Etape 1 : Comme rang[K,] = 1, alors rang[T] = g = 2.
Etape 2 : La matrice V est déterminée par (2.159) a I'aide des inverses généralisées :

V= (2.183)

O O =
O = O
o O O

Etape 3 : Puisque ¢ = 2, il faut donc choisir 2 dynamiques arbitraires pour I’obser-
vateur que nous prendrons égales respectivement a —1 et —2. N s’écrit donc :

N = { _01 _02 } , (2.184)

Etape 4 : Comme ¢ = 2, la matrice X s’écrit :

7 (2.185)




CHAPITRE 2. CONCEPTIONS D’OBSERVATEURS DE SLS

(2.165) peut alors s’écrire comme suit :

(ATV — n1V)X1 == (CTLT)l
{ (ATV - TLQV)XQ == (OTLT)2

, et devient :

( [ X1 ]
(ATV — TL1V) X21 = (OTLT)l
= X31 =
X1z
(ATV — HQV) X22 == (CTLT)2
\ L X2 i
Chaque sous-systéme est défini par :
0.8 —0.05 0 X1
0.1 1 0 X0
1 0 0 X3
et
1.8 —=0.05 0 X9
01 2 0 Xy
1 0 0 X3
En résolvant (2.188) et (2.189) on a :
X1 =X12=0
Lll = —OO5X21
L1y = Xo
L21 - —005X22
Loy = 2 X9

Ensuite, en choisissant par exemple X5 = 1 et X99 = 2, nous obtenons :

Ly, = —0.05
Ly =1
LQl == —005 '
L22 — 2
Finalement N, X, et L s’écrivent :
-1 0
e
0 0
X = 1 2
| X311 X3
—0.05 1
L= -1 4 ]

(2.186)

(2.187)

(2.188)

(2.189)

(2.190)

(2.191)
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Etape 5 : D’aprés (2.169) V, s'écrit

10
VQ_[O 1}. (2.192)
Etape 6 : En posant :
W= { W ] | (2.193)
Way
G se déduit par :
Go= [ Wi Wy |. (2.194)

Etape 7 : D’aprés (2.170) et sachant que T = (VX)T = { 02 0 ], on a :

(G Gl [g 5 o) = =[wa ][ ) )
[0 Gi, +2Gy, 0] = —[ Wi Wy 0]
ce qui donne directement :
Gy=[0 G, +2Gy, |. (2.195)
L’équation (2.166) devient :
—0.05G4,, —0.05G4,, #0 (2.196)

En posant [ Gy, Giy, } = [ 1 2 ], la condition précédente est satisfaite.
Etape 8 : L’équation (2.166) est vérifiée car :

GyK,, — GIN'LK,, = —0.15 # 0. (2.197)
Etape 9 : Le résidu est obtenu par :

r=lmr@)=1lm([1 2]z0)+[0 5]y@) (2.198)

t—o0 t—o0

et est donc insensible a f,, .

Résidu insensible a f,,

On considere K, = K,, = [ 1 07 0 }T. En déroulant la procédure présentée et en
choisissant les 2 dynamiques de 'observateur en —1 et —1.1, puis en choisissant G| =
[ 11 } , on obtient, en procédant de la méme fagon que précédemment, I’'observateur
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suivant :
[ —1 0
No= i 0 —1.1]7
1 0
Q - I _1 O:| 9
I - 0 0 ]
o _0.0971 —0.1471 |’
[0 0 1
r = _0.1 —0.1429 —11’
Gi = [11];

Gy = [ —01 01429 |.

Afin de compléter la stratégie de détection de fautes, un résidu sensible a toutes les
fautes (fa,, fas, frny €t finy,) doit étre généré. Ce résidu se construit facilement grace a un
observateur de Luenberger.

Génération d’un résidu sensible a toutes les fautes

Afin de générer un tel résidu, nous construisons l'observateur de Luenberger (1971)
suivant :

{ I(t) = (A — KO) &(t) + Bu(t) + Ky(t)

i) = Ci(t) (2499

Ainsi Uerreur de reconstruction de l'état s’écrit :

- (A - KO) j;(t) + Kafa(t) - KKmfm(t>

En I'absence de faute, pour que 'erreur de reconstruction de I’état converge vers 0, il
faut que la matrice A — KC soit de Hurwitz. Le choix de K sera réalisé en conséquence.
Afin de pouvoir choisir arbitrairement les valeurs propres de A — K, il faut que la
paire (A, C) soit observable Borne et al. (2000). Cette condition étant assurée pour cette
application, nous choisissons de fixer les dynamiques de cet observateur en —1, —2 et —3.
Grace a une TSAVP, nous obtenons alors la matrice K suivante :

0.1 0.38
K=109 2 |. (2.200)
11

Le résidu généré par cet observateur n’est autre que ’erreur de reconstruction de la
sortie définie par :
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g(t) = y(t) —9()

= Cx(t) — Ca(t) + Ko flt)

= Ci(t) + K fult).

2.4.4.1 Reésultats de simulation

2
 far(t)
= 1 — Iy — el
< o
-1 | | | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
2 T T T T T T T T T
* fml(t)
g 1r |7 1 - *,f7n2(t)7
20 ‘
-1 | | | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
4 T T T T T T T T T
S Zg -
0
1 1 1 1 1 1 1 1 1
20 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
T T T T T T T T T
= N N\ k. |
= oF
-1 | | | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
2 T T T o T T T T T
= 1+ ,‘,,,\-,uuu,w';,‘ j | M \ 7
T: 0 i, 1’ 'mn\w.lm-‘wmn e M-
-1 | | | | | | | | |

0 20 40 60 80 100 120 140
Temps (s)

160 180 200

F1G. 2.7 — Résidus 71 (t), r2(t) et r(t)

La simulation, dont les résultats sont montrés en figure 2.7, comprend :
> la simulation du systéme défini par (1.3), dont les valeurs des matrices sont données

par (2.180);

> l'injection de 2 fautes actionneurs f,, et f,, sous forme d’offset, avec f,, affectant

le systéme pour ¢ € [60;80] et f,, affectant le systéme pour ¢ € [120; 140] ;

>> l'injection de 2 fautes de mesure f,,, et f,,, sous forme d’offset, avec f,,; affectant

le systéme pour ¢ € [100;110] et f,,, affectant le systéme pour ¢ € [150; 160];

> la génération d'un résidu, noté ry(¢), insensible a f,, ;
> la génération d'un résidu, noté ro(t), insensible a fo, ;

> la génération d'un résidu, noté r(t), sensible a toutes les fautes (fa,, fas, frmi€t fing)-
Ainsi, comme le montre la figure 2.7, nous pouvons détecter et localiser les 2 fautes f,,

et fuy.

En effet, dans un premier temps, I'analyse du résidu r(¢) nous permet de détecter
I'instant ot une faute (f,,0ou fu, ou f,,ou f,,) est apparue sur le systéme.
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Ensuite, aprés détection de cette faute, il est nécessaire de la localiser :

>> I’évolution du signal r(t) : si m(t) — 0, il s’agit d’une faute sur l'actionneur 1
(fay), sinon la faute est soit f,, ou f,,ou fi,;

> I’évolution du signal ro(t) : si m9(t) — 0, il s’agit d’une faute sur l'actionneur 2
(fay), sinon la faute est soit f,, ou f,,0u fi,;

> siry(t) # 0 et ro(t) # 0, il s’agit d'une faute de mesure f,,, ou fi,,.

2.4.4.2 Conclusion

Dans l'optique d'une approche DLF, une nouvelle procédure pour la conception de
résidus s’appuyant sur la construction d’un observateur a entrées inconnues d’ordre réduit
est présentée dans ce travail. Le point de départ de la procédure proposée est ’étude du
noyau associé au vecteur de distribution de fautes actionneurs. L’exploitation de cette
propriété nous permet dans un premier temps de déterminer I’'ordre de ’observateur, puis
a ’aide de 'utilisation du produit de Kronecker, de proposer une procédure pour générer
un résidu insensible & une ou plusieurs fautes actionneurs. Afin de compléter la stratégie
de DLF, nous avons briévement rappelé la méthode pour générer un résidu sensible a
toutes les fautes. Ainsi, grace a une logique de détection, nous pouvons distinguer entre
elles les différentes fautes actionneurs pouvant affecter le systéme et classifier les fautes
actionneurs et les fautes de mesure. Ce travail, si non novateur quant a la finalité, puisque
la DLF dans les systémes linéaires stationnaires est bien maitrisée, s’avére néanmoins
original de par la procédure établie (Larroque et al., 2008d,a).
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3.1 Introduction

L’étude des systémes non stationnaires revét une grande importance car elle permet
de modéliser plus précisément de nombreux systemes.

Un systéme non stationnaire ou instationnaire (Linear Time Varying : LTV ou Sys-
témes linéaires non stationnaires : SLNS) est un modeéle linéaire a coefficients variables
dans le temps. Les SLNS permettent de décrire un systéme lorsque :

> la dérive d’un composant est connue au cours du fonctionnement,

87
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> le principe de fonctionnement implique des coeflicients & variation périodique,
> l'on linéarise un processus non linéaire, non pas autour d’un point de fonction-
nement, mais le long d’une trajectoire. La linéarisation autour d’une trajectoire
permet alors d’assurer une plus grande précision quant a la description de 1’évolu-
tion réelle des systémes non linéaires (SNL) voués a évoluer le long d’une trajectoire.
En effet, la linéarisation de ces systémes autour d’un point de fonctionnement ou
de plusieurs points de fonctionnement (approche multi-modéle) apparait trop res-
trictive dans certains cas d’étude.
Les modéles non stationnaires permettent donc de représenter ou de décrire de nombreux
comportements. L’utilisation des systémes linéaires non stationnaires permet d’adapter
des méthodes utilisées sur les systémes linéaires a coefficients constants, sur des systémes
non linéaires qui deviennent aprés une linéarisation autour d’une trajectoire des SLNS.
Cependant des considérations essentielles relatives a la définition des SLNS doivent im-
pérativement étre prises en compte pour l'adaptation des méthodes relatives aux SLS,
comme par exemple le placement de poles.

La recherche sur les SLNS reste trés succincte par rapport aux recherches effectuées
sur les SNL. En effet, dans le mémoire de thése de Huang (2007), une étude intéressante
a été menée afin de comparer le nombre d’articles traitant des SLNS avec les articles
traitant des SNL. Voici le tableau comparatif obtenu :

’ Journals \ de \ a \ Total \ SLNS \ SNL ‘

IEEE AC | v51, nll, 2006 | AC-24, n5, 1979 | 6205 | 90 | 1334
Intl. J. Ctrl. | v42, n10, 2006 | v5, nl, 1969 | 3681 | 42 | 910
Automatica | v79, n2, 2006 | v30, n2, 1979 | 3479 | 63 | 684

TAB. 3.1 — Statistiques comparant le volume des articles relatifs aux SLNS et aux SNL

On constate sur le tableau 3.1 que le volume des articles relatifs aux SLNS est au moins
10 fois moins important que celui relatif aux SNL. Il parait donc judicieux de s’intéresser
a la théorie des SLNS afin de pouvoir fournir des méthodes de traitement (commande ou
DLF) permettant de mieux considérer ce type de systémes. Cette partie est basée sur les
définitions relatives aux SLNS de Rotella (2004b).

3.2 Définition des SLNS

La plupart des systémes réels sont des systémes non linéaires non stationnaires. Cepen-
dant, dans la modélisation, des hypothéses sont posées ce qui permet alors de simplifier
le modele mathématique du systéme. Sous certaines hypotheses les modeles d’état du
systéme peuvent étre :

> linéaires stationnaires (SLS),

> non linéaires stationnaires (SNL),

> linéaires non stationnaires (SLNS),
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> mnon linéaires et non stationnaires.
L’utilisation d’observateurs pour des SLS, a été détaillé dans cette thése dans les chapitres
1 et 2. En ce qui concerne les systémes non linéaires ainsi que les systémes non linéaires
et/ou non stationnaires, il est intéressant d’étudier les SLNS qui permettent de traiter ces
différents types de systémes.

Afin de définir les SLNS nous nous inspirerons des travaux de Rotella (2003).

En notant D l'opérateur de dérivation, les SLNS sont décrits par I’équation différen-
tielle entrée-sortie suivante :

DVy(t) + Z A;(t)D'y(t) = Z B;(t)D'u(t) (3.1)

On peut aussi représenter ce type de systéme sous le formalisme d’état suivant :

B(t) = A()z(t) + Bt)u(t) (3.2)
y(t) = Ct)z(t)

Comme dans le cas stationnaire, ces représentations sont équivalentes et les procédures
pour passer de la forme différentielle entrée-sortie a la forme d’état sont décrites dans

Rotella (2003).

3.3 Linéarisation autour d’une trajectoire

Dans cette partie, nous étudions la technique permettant de linéariser un modéle non
linéaire autour d’une trajectoire. Comme nous le montrerons, cette linéarisation nous
conduit a la construction de SLNS.

Soit un processus non linéaire décrit par les équations suivantes :

0,
U(y(t), z(t),u(t)) =0, (3.3)

ou u(t), y(t) et x(t) représentent respectivement les variables d’entrée, de sortie et les

variables internes du processus. Considérons une trajectoire Ty(t) vérifiant les équations
(3.3), on définit alors cette trajectoire désirée par :

Ta(t) = (ya(t), za(t), ua(t)) (3.4)

Soient les variables d’écart :
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un développement limité au premier ordre de (3.3) nous méne aux équations linéarisées
autour de (3.4) suivantes :

D(a(0). (1), u(0) = D) le) walt) + | 22 Lw

+ |:8(I)()‘nua l/):| (5$(t)—}- |:a(I)()\,ILL,V):| 5u(t),
I Ta(t) v Ta(t)

B(y(0) (0, u(0) = Walt) ) wa0) + | D]y

+_{8W(AM%V)} 5$@)+_[5@(Aﬁhbﬁ} su(t),
O Ly o
En tenant compte, de (3.3) les équations précédentes deviennent :
2N U o Iy o I
v v v
0= {5 (A,AL,V)} Su(t) + [3 (A,;L,V)] sa(t) + {5 (A,AL,V)] su(t)
2 PO Op Iru o I

8@(A,p,u)i| ot |:8\If()\,/,L,l/):|
LA ) ANl

OP(\, i, v) 5i(t)

:| Ta(t)

Si nous prenons 'hypothése que sur tout intervalle de temps [

sont des matrices non singuliéres, on obtient le SLNS suivant :

dz(t) = A(t)ox(t) + B(t)ou(t), (3.5)
dy(t) = C(t)ox(t) + D(t)ou(t), '
(0D, 1, )] [OD(N, g, 1/)}

L OA Iy L o Td(t)7
OB\, p, )]~ [00D(N, i, V>‘|

O\ v Tyt)

'3W@ﬁuw']'3WM4aW}
oA ol o ne

[0W(\, )]~ _GWQJ%W}
oA ol v e

Afin de retrouver une forme d’état similaire & celle utilisée pour les SLS définie par
(1.3) et donc complétement définie par (A,B,C'), on définit une nouvelle sortie Y'(t) telle
que Y(t) = 0y(t) — D(t)du(t). Ainsi on trouve le SLNS suivant complétement défini par
(A(1),B(1),C(1)) :

X(t) = A()X(t) + BOU(1),
Y(t) = C)X(t),

avec U(t) = du(t) et X(t) = dx(t). L’équation (3.6) est donc semblable a celle définie
dans (3.2). Nous avons donc démontré dans cette partie comment linéariser un SNL le
long d’une trajectoire et obtenir ainsi un SLNS. Dans la section suivante nous allons

mettre en ccuvre cette méthode sur un SNL.

(3.6)
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3.4 Exemples de SLNS

Dans cette partie, nous présentons deux types de SLNS. Le premier, le moteur a
courant continu dont le flux statorique dépend du temps, est donc un SLNS intrinséque.
Le deuxiéme, le satellite SPOT 5, est un systéme non linéaire que nous avons linéarisé
autour de sa trajectoire d’orbite, obtenant ainsi un SLNS.

3.4.1 Moteur a courant continu & excitation séparée

On considére un moteur a courant continu a excitation séparée dont le flux statorique
généré évolue au cours du temps. Les équations fondamentales de ce type de moteur sont :

L%(;) + RI(t) =V(t) — K. 9(t)Q(2), (3.7)
dQ(t)
JT + fQt) = K ®(t)I(t). (3.8)

ot ®(t) est le flux induit par le stator, I(t) et V(t) sont respectivement le courant et la
tension rotorique et €(¢) représente la vitesse de rotation du rotor. V(¢) sera la variable
d’entrée et Q(t) la variable de sortie. Le flux ®(), qui dépend du circuit statorique et de
son alimentation, est une variable de notre systéme évoluant en fonction du temps.

En éliminant le courant (t) dans les équations de fonctionnement du moteur (3.7-3.8),
nous obtenons I'équation différentielle suivante :

A1) + a1 (DQE) + ao(H)QE) = bV (1), (3.9)
e . K,K. _, fO(t)  Rf  &(t)d(t) — d(t)?
> ool == PO = Tam L B(1)2
>m®=§+%—%%
> b(t) = ”}—i(“.

3.4.2 Satellite

Cette application est basée sur un modéle physique représentant 1’évolution d’'un sa-
tellite et les grandeurs numériques retenues sont issues du satellite SPOT 5. Ce systéme
est régi par les équations d’évolution suivantes :

() = r(t)w(t) - rjt) + u;,(f),
o) = _2(w(t) | ualt) (3.10)
r(t) mr(t)

Ou :

> m est la masse du satellite,
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> k = GMr, la constante de gravitation, avec (G, constante universelle de gravitation,
My, masse de la Terre,
> r(t), sa distance au centre de la Terre. r(t) = h(t) + Ry, ou h(t) est altitude et
Ry est le rayon terrestre,
> w(t) sa vitesse angulaire,
> wuy(t) etus(t), sont les poussées radiales et tangentielles et constitueront nos com-
mandes.
En d’autres termes, si (r(t),0(t)) représentent les coordonnées polaires de la position du
satellite, on a 6(t) = w(t). On considére aussi que r(t) constitue notre sortie.

Ce systéme est donc un systéme non linéaire. Cependant, si 'on considére qu'un sa-
tellite est voué a évoluer le long d’un orbite, on considére pour cette étude le cas ou le
satellite passerait d’une orbite initiale O; a une orbite finale O,. Ce changement d’orbite
peut se modéliser par une trajectoire désirée Ty(t) telle que :

Ty(t) = (ra(t), walt), urq(t), uaa(t)) - (3.11)

On définit les variables de variation suivantes :

or =r(t) —ry(t), oup =ui(t) — uiqa(t), (3.12)
dw = w(t) —wa(t), Ous = us(t) — ugy(t). '

On peut alors linéariser les équations (3.10) autour de la trajectoire Ty(t). La linéari-
sation d’un systéme non linéaire autour d’une trajectoire nous conduit a la définition d’un
systéme linéaire non stationnaire exprimé sous sa forme d’état semblable & celle présentée
en (3.2). En définissant les variables d’état, de commande et sortie par :

or Suy
z(t)=| dw |, u(t)= s | y(t) = or, (3.13)
or 2
on obtient alors le systéme suivant
0 0 1 0 0
27'“dwd _ 2u2d _% _% 0 1
x(t) = 2 mr3 Tq rq | x(t) + mr? | u(t),
2k
3 + wfl 2rdwd 0 i 0
Ta m

ou, par souci de simplification d’écriture, (r4(t), wy(t)) sont notés (ry, wy) et dépendent
donc du temps.

La trajectoire choisie représente donc un changement d’orbite partant d’une orbite
initiale (h; = 822km) jusqu’a une orbite finale (hy = 1000km). On impose que ce change-
ment d’orbite soit effectué durant une période de révolution de SPOT 5, c’est & dire une
durée de 101min (tz = 6060s).
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La trajectoire (Ty(t) = (ra(t),wa(t))) avec t € [0,tr] a été choisie telle que :

10 15 6
r4(t) = Ry + hy + t—3(h2 — h)t® — t—4(h2 — h)tt + t—5(h2 — ),
2 2 2

wy(t) = wy + g(wg — w3 — _45((,(}2 —w)tt + %(wg — w15,
ts ts t3

avec Rr = 6378km représente le rayon de la terre. wy et wo sont respectivement la vitesse
de rotation autour de la terre sur I'orbite initiale et sur I'orbite finale.

Le systéme (3.10) donne directement wuyq4 et ugq avec r4(t), wq(t) et leurs dérivées.

Les résultats de simulation présentés en figure 3.1, décrivent la trajectoire du satellite
lors du changement d’orbite, a partir d’une orbite initiale notée “orb1” jusqu’a une orbite
finale notée “orb2”. “surf” représente la surface de la terre.

3.5 Notion de pdle

Les résultats établis dans le cadre stationnaire concernant les solutions d’un SLS ne
peuvent étre étendus et les interprétations qui en découlent (en terme de zéro ou de poles)
sont alors faussées.

Considérons le cas d'un SLNS scalaire en régime libre (n = 1 et u(t) = 0). Ce systéme

est alors défini par :
x(t) = a(t)z(t) (3.14)

et admet comme solution :
x(t) = exp /G(T)dT xo (3.15)

avec xog = x(tp).
La méthode de variation de la constante conduit & la solution suivante :

t t t

x(t) = exp /a(T)dT x0+/exp /a(A)d)\ b(T)u(T)dr. (3.16)

to to T

Ainsi, pour le cas scalaire cette relation peut s’exprimer relativement facilement. Ce-
pendant, la transposition au cas ot n > 1 est impossible ou trés difficile dans certains cas.
Contrairement au cas des SLS, on peut pas écrire que, en régime libre, la solution s’écrit

sous la forme suivante :
t

x(t) = exp /A(T)dT Zg (3.17)

Lors de I’étude des observateur pour les SLS, nous avons vu que la notion de poles
et donc de stabilité est essentielle. Dans le cas des SLNS on peut toujours conclure a la
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stabilité asymptotique d'un SLNS scalaire car la solution est du SLNS s’apparente a celle
des SLS (3.15). Cependant la généralisation au cas ot n > 1 ne nous conduit pas a la
solution (3.17) contrairement au cas des SLS. Toute interprétation des poles d'un SLNS
sera donc faussée.

Par exemple, si on considére un SLNS dont la matrice A(t) est définie par :

cos®(t) — 1 1 — sin(t)cos(t)
Alt) = —1 —sin(t)cos(t)  sin?(t) —1 ' (3.18)

On constate que les 2 valeurs propres du systéme sont égales a -1, donc a parties réelles
négatives. En interprétant ce résultat comme dans le cas stationnaire on pourrait croire
que ce systéme est stable, or ce n’est pas le cas. L’interprétation des valeurs propres de
A(t) et donc des dynamiques du systéme ne peut pas nous permettre de conclure sur la
stabilité du systeme.

3.6 Représentation d’état des SLNS

La forme de description des SLNS utilisée dans ce mémoire est constituée par I’équation

d’état suivante :
a(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t),
y(t) = C(t)x(t).
Nous avons vu comment obtenir ce type de modéle lorsqu’on linéarise un modéle
non linéaire autour d'une trajectoire (ex : satellite). Ce type de systéme peut aussi étre
directement obtenu a partir des équations de fonctionnement du systéme considéré (ex :
moteur).

(3.19)

3.6.1 Matrice fondamentale (ou de transition)

D’apreés la théorie des équations différentielles (Rouche et Mawhin, 1973), il existe une
matrice unique ®(¢, 1), appelée matrice fondamentale, telle que I’équation différentielle
homogeéne :

(t) = A(t)x(t), x(ty) = xo (3.20)

admette pour solution unique :
3.6.2 Changement de variables
3.6.2.1 Deéfinition

Soit le changement de variable non stationnaire et défini par la matrice P(t) :
z(t) = P(t)z(t), (3.22)

ou P(t) est une matrice, qui sur I'intervalle de temps considéré noté 7', est complétement
définie. De plus, son inverse P~ () existe et est aussi entiérement définie sur cet intervalle
de temps.
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En appliquant la transformation définie en (3.22) au SLNS considéré défini en (3.19),
I’équation d’état devient alors :

2(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t),

y(t) = C(t)=(t). (3.23)
aveCD: A(t) = (PA+ p) P
> B(t) = PB,
> C(t) = CP L.

Afin que le changement de variables soit cohérent, il faut que la matrice P~1(t) existe,
donc que :
VteT,0 < det P(t) < +00. (3.24)

3.6.2.2 Application

La notion de poles pour les SLNS étant différente des approches menées pour les SLS
il faut donc s’intéresser particuliérement au placement de poles par retour d’état sur ce
type de systéme. Supposons qu'il existe une matrice P(t) définissant le changement de
variable présenté en (3.22) telle que A(t) = A soit une matrice constante. L’étude des poles
de cette matrice A rendue constante aprés la transformation revient a étudier les poles
d’une matrice stationnaire. Ainsi, s'il existe une matrice P(t) fournissant une matrice A
constante, ’équation d’état (3.23) admet pour matrice fondamentale :

®(t,7) =exp (At — 7)) , (3.25)

et le systéme (3.23) a pour solution, sur un intervalle de temps défini par [to; 1] :

t

2(t) = exp (A(t — to)) 20 + exp (At) /eXp (—A7) B()u(r)dr, (3.26)
to
avec zg = z(tp).
Comme P~1(t) est bornée, les poles de (3.2) sont ceux de (3.23). Ainsi, placer les poles
d’un systéme de la forme (3.2) consiste a transformer, par retour d’état et changement
de variable, ce systéme en un nouveau systéme (3.23) dont la matrice A est une matrice

constante dont les valeurs propres sont directement les poles du systéme.
Afin de conclure sur la stabilité d’'un SLNS, nous proposons le théoréme suivant :

Théoréme 3.6.1. Soit un systéme défini par :
x(t) = A(t)x(t), z=(tg) = wo. (3.27)

Supposons qu’il existe une matrice régulicre P(t) continuement différentiable sur [to, +00]
telle que z(t) = P(t)x(t) soit régi par :

A(t) = Ma(t), (3.28)

ot M est une matrice de Hurwitz constante. Si Vt € [ty, +oo[, IC > 0, ||[P7L(t)|| < Ce®
ot —b > sup {Re(\;), \; € Sp(M)}, alors le systeme (3.27) est asymptotiquement stable.
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Démonstration 3.6.1. D’aprés Rouche et al. (1977), on sait que 2(t) = Mz(t), alors
vVt >0, 3C > 0, Va > sup {Re(N;), \; € Sp(M)}, nous avons :

|2(¢)]| < Ce™. (3.29)
Cette condition, ainsi que la relation qui lie z(t) et x(t), nous permet d’écrire :
@I < [P @[ =@ < [P~ Ce. (3.30)

Si la matrice P~1(t) est exponentiellement bornée, ||P~1(t)|| < C’e" | nous pouvons alors
écrire que :

lz()]| < Crele?r, (3.31)
avec C* = C'C". Alors, quand b < —a, la convergence asymptotique de x(t) est assurée.

Ce théoréeme montre donc que si on trouve un changement de base d’inverse exponen-
tiellement borné qui transforme la matrice A(¢) en une matrice M constante, on pourra
dimensionner ce changement de base de facon a ce que M soit de Hurwitz, ce qui nous
permettra de mener une étude de stabilité pour un SLNS.

L’objet de la partie suivante consiste & définir un changement de base qui puisse
nous permettre de rendre la matrice A(t) constante et, par 'utilisation d’un bouclage, de
pouvoir ainsi placer ses poles.

3.7 Placement de pdle par retour d’état

Dans la section précédente, nous avons montré que la notion de valeur propre sur une
matrice dépendant du temps est caduque. Il convient alors de placer les podles sur une
matrice rendue stationnaire. Nous allons voir dans cette section la technique a adopter
afin d’effectuer un placement de pole par retour d’état. Nous allons étudier plus en détail
le changement de variable d’état nécessaire a I'implémentation de la méthode et nous
définirons le retour d’état qui permet de placer les poles d'un SLNS.

3.7.1 Forme canonique observable pour les SLNS
3.7.1.1 Définition et critére d’observabilité

La propriété d’observabilité d’un systéme stipule qu’a partir d’un systéme de la forme :

i(t) = Alt)a(t),
y(t) = C(t)a(t).

la seule connaissance des sorties y(t) permet de refléter I'état. Les critéres d’observabilité
pour des SLNS ont été donnés par Silverman et Meadows (1967), nous en rappelons la
définition. Ces critéres se présentent comme des extensions des critéres de Kalman pour les
systémes stationnaires repris par Kailath (1980). Afin de définir ces critéres, I'opérateur
différentiels suivant est introduit :

(3.32)

LIN(1)) = N(®)A()+N(1)
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Cet opérateur différentiel est utilisé par itération et, afin de simplifier les notations, nous
définissons 'itération de la fagon suivante :

L(N(1) = N i
LHN(@) = L(N@)AW) + (N @)

Le test d’observabilité est mentionné dans la définition suivante.

Définition 3.7.1. On construit la suite de matrices L*(C(t)), pour i = 0, 1,. ... S’il existe
un intervalle de temps [t1,?5] et un entier v tel que la matrice :

éo(g(t))
Lo
Ly (t) = ( . ) : (3.33)

Lr=HC(1))
soit de rang n, sur tout [t,t5], alors le systéme est uniformément observable sur [tq,ts].

On peut remarquer que contrairement au cas stationnaire, I'indice v n’est pas limité
an — 1 car on ne peut invoquer le théoréme de Cayley-Hamilton pour éliminer tous les
L™(C(t)) des matrices suivantes.

Remarque 3.7.1. Dans ce mémoire, nous nous plagons dans le cas d’étude ot les systémes
considérés sont supposés uniformément observables sur un intervalle [tq,?5]. Ce type de
systéme est dit lexicographiquement fixé sur [tq,?2] (Shafai et Carroll, 1986). Concernant
le placement de poles pour des systémes non lexicographiquement fixés on consultera avec
profit les travaux réalisés par Valasek et Olgac (1999).

Exemple 3.7.1. Considérons le SLNS représentant 1’évolution d’un satellite présenté a
la section 3.4.2. Ce systéme est uniformément observable pour v = 3. En effet, la matrice
d’observabilité est telle que :

1 0 0
Ly =] 4" 0 [ (3.34)
— W) 2rgwg 0
.

d

on voit alors que rang(Lysy(t)) = 3.

3.7.1.2 Structure de la forme observable

Considérons un systéme de la forme (3.2), si ce systéme est observable, on sait d’aprés
I'annexe C que 'on peut construire la forme observable de (3.2) en construisant la matrice
P,(t). On a alors le changement de base z,(t) = P,(t)z(t), ce qui conduit au systéme
suivant :

bt) = Ault)a(t) + Bot)u(t)
?J(t) = CoxO(t)
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avec :
Agia(t) - Agm(t)
A= ; (3.35)
Aoma(t) -+ Aomm(t)
donc A,(t) est composé de m x m blocs notés A, j(t) aveci=1,..met j=1,..,mona
pour i = j :

r 0 . 0 (Zm’,l(t) T ]
1 aiin(t) v
Ailt) = : ; (3.36)
0 1 A v, (t) l
— U -
et pour i # j : - '
0 .- 0 am‘,l(t) T
Aoi (t) = Vi ) i
() 0 - 0 aij,(t) | | |
— U —

On sait aussi d’aprés annexe C que la matrice C,(t) sera déterminée par :

C’ol,l Tt C(ol,m
Colt) = | o (3.38)
Com,l e Com,m

donc C,(t) est composé de m x m blocs notés C,,; ;(t) avec i =1,..,met j=1,..,mona
pour ¢ = j :

Coi = { 0 0 } : (3.39)
et pour i # j :
0o --- 0
Coij = [ — oy } : (3.40)

Exemple 3.7.2. Continuons d’étudier le modéle du satellite. Etant donné que ce sys-
téme est observable, nous pouvons construire sa forme canonique observable en suivant
la procédure décrite en annexe :

1. On a:
L%ci(t)) = [1 0 0]
L'(ci(t)) = [0 0 1]
LQ(Cl(t)) = i—l§+wd 27“dwd 0

2. On définit un seul indice d’observabilité car on a une seule sortie, d’ott :
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3. On obtient la matrice W (t) suivante :

1 0 0
0 0 1
W(t)=| o (3.42)
-3 + wg 2rdwd 0
T
4. On calcule W1(¢) :
1 0 0
k Wy 1
)= | e = L .
W) riwg 21y 2rqwq (343)
0 1 0

5. On construit alors P, (), et on obtient, en inversant, la matrice Pp(t) suivante :

-2
2 | Wa __ Y __Ta T4 Td __ Wd
4wd + w w? rq + r2 2wad rq d
Py(t) = fa _ g 0 1 (3.44)
Td Wq
1 0 0
6. Ce changement de variable nous mene finalement a A,(t) tel que :
0 0 —Q11,1
Ao(t) = 1 0 —Q11,.2 (345)
0 1 —011,2
avec :
Wy Bdgdy _ 20d3 ooy 2kdg | g BRgiq y 2g _ BwWgTd _ 2kid | Ausgwg
> o = wq + w? w3 7wdwd+ r3wg + rq 2 + s rq s + mrq
2y 205 2Fy | 275 2 2%
> a1 = iy "”Td o + E + de 7(15
N
> 0417122 i + T
On a aussi :
T4 _Wq 2wd
mnrq mwgq mrq
B, = 1 0
m
0 0

Co = [0 0 1]

3.8 Observateurs pour SLNS

3.8.1 Observateur adaptatif
3.8.1.1 Construction de 'observateur adaptatif

L’observateur adaptatif de Zhang (2002) permet d’estimer une entrée inconnue af-
fectant un systéme. Il s’applique aux systémes non stationnaires ainsi qu’aux systémes
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stationnaires. L’observateur adaptatif a montré de trés bons résultats pour 'estimation
des entrées inconnues sur les systémes stationnaires et sur les systémes non linéaires.
Considérons le systéme d’état suivant :

(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + V(t)0 (3.46)
y(t) = C(D)a() (3.47)
Hypoyheéses :
> Dans ces travaux, on considére que le parameétre inconnu 6 est une constante.
> Les matrices A(t), B(t) et C(t) sont des matrices connues et exponentiellement
bornées sur 'intervalle de temps considéré.
> La matrice W(¢) est une matrice connue.

Parant de ces hypothéses et en considérant une matrice non stationnaire de retour d’état
K (t), nous pouvons écrire I’équation (3.46) comme suit :

(t) = [A(t) — K(t)C(t)]|z(t) + B(t)u(t) + K(t)y(t) + ¥ (t)0 (3.48)

L’équation (3.48) peut étre décomposée en 2 parties. En effet, on peut considérer que
la génération de z(t) vient de 2 excitations différentes :
> une partie de x(f) nommée z,(t) sera générée par B(t)u(t) + K (t)y(t),
> une partie de x(f) nommée z4(t) sera générée par W(t)6.
Considérons donc que z(t) peut s’écrire sous la forme : z(t) = z,(t) + z¢(t) avec :
u(t)

T, (t) = [A(t) — K(#)C()]da(t) + B(t)u(t) + K (t)y(t). (3.49)

Zo(t) = [A(t) = K()C(t)]ae(t) + T(£)0 + w(?). (3.50)
En considérant qu'il existe une matrice Y (¢) non stationnaire telle que :
Zo(t) = T(£)0(t). (3.51)

L’équation (3.50) devient :

~

YA + T(0A(E) = [At) — K($)COIT0A(E) + (1) + w(t). (3.52)
Si on pose w(t) = T(t)é(t) on peut exprimer Y(t) par :
T(t) = [A(t) — K@)C@)]Y(t) + ¥(t) (3.53)

L’équation (3.48) estimée s’écrit alors :

i(t) = [A(t) - KOCW]EW) + B(t)u(t) + K(Hy(t) + L0 + T(0()  (3.54)
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3.8.1.2 Equations de ’observateur adaptatif pour systémes non stationnaires

Le résultat précédent montre que quel que soit 6, on peut construire un observateur
exponentiellement stable afin d’estimer z(t) de 1’équation (3.46). Maintenant, nous allons
voir que sous certaines conditions, un observateur adaptatif peut étre construit pour
estimer conjointement x(t) et 6.

Hypothése 1 : Considérons que la paire (A(t), C(t)) du systéme (3.46) est tel qu’il
existe une matrice non stationnaire K () telle que le systéme :

0(t) = [A(t) = K(6)C()In(t), (3.59)

soit exponentiellement stable.
Hypothése 2 : Considérons Y (t) telle que :

T(t) = [A(t) — K@)C®)]Y(t) + V(t). (3.56)

Afin que ¥(¢) soit excité en permanence, il existe deux constantes positives 0, T" et
une matrice symétrique définie positive 3(t), telle que I'inégalité suivante soit vérifiée :

/tHT Y(r)CT(1)S(7)C ()Y (1)dr > 4. (3.57)

L’hypothése 1 montre que quel que soit le paramétre €, on peut construire un obser-
vateur pour le systéme d’état (3.46) avec la matrice de gain K (t). L’hypothése 2 est une
condition d’excitation permanente, habituellement requise pour les systémes d’identifica-
tion.

Donc l'observateur adaptatif proposé par Zhang (2002) est défini par le systéme dy-
namique suivant :

#(t) = [A(t) = K(OC(O)]a(t) + B(t)u(t) + K()y(t) + (H0(t) + T()O(t)  (3.58)
O(t) = TYT(OCT (M) y(t) — C(B)a ()] (3.59)

+

avec I une matrice semi définie positive permettant la convergence de I'estimateur de
parametre.

3.8.1.3 Conclusion

L’observateur adaptatif de Zhang (2002) a montré de bons résultats. Cependant 1'im-
plémentation de ce type d’observateur nécessite beaucoup de calculs relativement lourds,
ce qui constitue un des points négatifs de cet observateur. De plus 'hypothése émise sur
le paramétre inconnu #, a savoir que # est une constante est assez restrictive.

3.8.2 Observateur d’ordre plein

Un observateur d’ordre plein pour les SLNS est semblable dans sa structure a celui
présenté a la section pour les SLS. Le gain de correction L(t) dépend aussi du temps
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comme toutes les autres matrices constitutives du systéme. On peut définir I'observateur
sous la forme suivante :

z(t) = (A(t) — L(t)C(t))a(t) + Bu(t) + Ly(t). (3.60)
La dynamique de lerreur de reconstruction, définie par z(t) = z(t)—z(t), peut s’écrire :
z(t) = (A(t) — L(t)C (1) (t). (3.61)

Afin de placer les poles sur les SLNS il faudra utiliser :
> l'utilisation de la forme canonique observable (dans le cas de l'ordre plein, il s’agit
de la forme canonique observable de la paire (A, C)).
> un bouclage faisant apparaitre une matrice arbitraire (dans le cas de 1'ordre plein,
il s’agit de la matrice L(t)).
Ainsi, on doit utiliser la forme canonique observable du systéme. La condition (3.61)
devient alors :

fo(t) = (Ao(t) - L(t)co(t))fo@)? (362)
avec les matrices A,(t) et C,(t) respectivement définies par (3.66) et par (3.38).
Soit L(t) défini par :
Lia(t) -+ Lim(t)
L(t) = : : : (3.63)
LmJ(t) e Lm,m(t)

ottles L; ;(t) avec i = 1,..,m et j = 1,..,m sont des vecteurs colonnes. On a ainsi :

lija 1
lijo Vi
Lijow, |
Ainsi, en posant :
Liji = Biga(t) + i, (3.65)

avect=1,.met j=1,..metl=1,. 1

On obtient alors une matrice A,(t) — L(t)C,(t) constante dont les parameétres arbi-
traires [3; ;; servent & placer les poles. En effet, grace a I'utilisation de la forme canonique
observable et au choix particulier pour L(t), la matrice A,(t) — L(t)C,(t) est telle que :

A —LOCH = | ¢ |, (3.66)

donc A,(t)—L(t)C,(t) est composé de mxm blocs notés I'; j aveci = 1,..,met j = 1,..,m,
onapouri=j:
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0 0 —Q5 51 T
1 —QGi1 Vi
0 I —ii, |
et pour i # j : i i
0 - 0 —ajn 1
rom= : i owm| 3.68
T (3.68)
— Vj —

Donc d’apreés (3.62), afin que l'erreur de reconstruction tende asymptotiquement vers 0,
il faut que la matrice A,(t) — L(t)C,(t) soit une matrice de Hurwitz. On va alors choisir
judicieusement les m x [ valeurs scalaires notées «; ;; afin de fixer les valeurs propres de
la matrice constante A,(t) — L(t)C,(t).

Exemple 3.8.1. Un observateur dimensionné pour notre satellite, modélisé sous sa forme
canonique observable, est défini par une matrice L(t) telle que :

51,1,1 — Q1,1
L(t)=| Bii2— a2 (3.69)

51,1,3 — 0112

avec (111, Bi1,2 etf 13 ¢tant des valeurs scalaires arbitraires constantes. On a alors la
matrice A,(t) — L(t)C,(t) suivante :

0 0 —fBi11
A(t) —L)Co(t)=| 1 0 —fr10 (3.70)
0 1 —fiis

Un placement de poéle en -1, -2 et -3 nous donne finalement une matrice L(t) telle que :

6— a1
L(t) = 11 — 11,2 (371)
6 — 11,2

3.8.3 Observateur d’ordre réduit

Considérons un systéme défini par (3.19) dont les matrices A, B et C ainsi que le
vecteur d’état z(t) sont partitionnés de la fagon suivante :

o - [ 48 29] o0-|

o) = [Gilt) Calt) . =(t)

I
1
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avec All(t) et Cl(t) € Rle, Alz(t) € Rlx(nil), Agl(t) € R(nil)Xl, Agg(t) € R(nil)x(nil),
Bi(t) € R*™ By(t) € RODxm Cy(t) € R*=0 2,(t) € R 25(t) € R*!. En utilisant
ce partitionnement on peut décomposer (3.19) sous la forme suivante :

P1(t) = An(®)z(t) + Aw(b)za(t) + B (Hu(t) (3.72)
a(t) = Any(t)2a(t) + Am(t)aa(t) + Bo(t)u(t)
y(t) = x(?)

on constate ainsi que la sortie y(¢) fournit directement z(t), il n’est donc pas nécessaire
de reconstruire cette partie de I’état. En posant £(t) = &1 (t) — Ap12:1(t) I'équation (3.72)
s’écrit :

Ainsi £(t) peut étre considérée comme une mesure dépendant de z5(t) (x2(t) correspond
a la variable d’état a reconstruire). En posant 0(¢) comme reconstructeur de zo(f) on a :

e

() = Anai(t) + Azi(t) + Bou(t) + K (1) [£() — €(1)]
E(t) = Awd(t)+ Bu(t)
ou K (t) est une matrice fonction du temps appelée gain de 'observateur.
Comme y(t) = x1(t), on a &(t) = y(t) — Any(t), ce qui nécessite pour son calcul de
dériver la sortie mesurée. Afin d’éviter ce probléme, on définit la variable z(f) comme

suit :

2(t) = o(t) — K(t)y(t) (3.74)

ce qui permet d’obtenir :

A1) = o) — K(t)y(t) — Lt)y(1) '
= A (t)x1(t) + A2 ()0(t) + Ba(t)u(t) — K(t)y(t)
—K (1) [An(®)y(t) + A2(t)0(t) + Bi(t)u(t)]

il n’y a donc plus de dérivation de la sortie. Finalement, on peut écrire I’équation précé-
dente sous la forme suivante :

2(t) = Mz(t)+ N(t)u(t) + P(t)y(t)

M(t) = Ax(t) — L) A
Bs(t) — K(t)By(t)
P(t) = Ay(t)+ Ant)K(

=
[

(3.75)
t) = K(t)An(t) — K(t)Anp(H) K (t) — K(t)

Ainsi I'observateur d’ordre réduit (ordre = n —[) pour le systéme (3.19) est défini par :

Fat) = 2(t) + K(D)y(t). (3.76)
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A

L’erreur de reconstruction de cet observateur, notée e(t) définie par e(t) = xo(t) —0(t),
est régie par :
é(t) = M(t)e(t) (3.77)
Afin que cette erreur de reconstruction tende asymptotiquement vers 0, il faut que la ma-
trice M (t) soit de Hurwitz. Pour assurer cette condition, il faut utiliser la méme technique
que celle présentée dans le dimensionnement de 'observateur d’ordre plein, la TSAVP.
En effet, si (Aga(t), A12(t)) est observable, on utilise sa forme observable et on prend une
matrice L(t) comme celle définie dans le cas de I'observateur d’ordre plein.

Remarque 3.8.1. Dans le cas particulier ou Aj5(t) est inversible, une méthode plus simple
a implémenter pour rendre M (t) matrice de Hurwitz consiste a poser :

Fr = Ag(t) — L(t) Ar2(t) (3.78)

ol F' est une matrice constante de Hurwitz qui posséde les valeurs propres désirées pour
I'observateur réduit. La matrice L(t) sera ainsi définie par :

L(t) = [Az(t) — F] A, (1) (3.79)

Exemple 3.8.2. Appliquons désormais cet observateur d’ordre réduit au modéle cano-
nique observable du satellite. Les matrices A1, Ao, Agr et Aoy sont définies par :

Ay = 0,A=[0 —oqq; |
1 0 —112
Ay = Agg = ”
21 { 0 } ; A2 { 1 —aiis
Afin de pouvoir fixer les poles de cet observateur non stationnaire, on remarque que la

paire (Agy,A1z) est quasiment sous sa forme observable. En posant une matrice L(t) telle
que :

1 arie+ 012
L(t) = o - 3.80
Q Q1,11 [ o113+ B ( )
on obtient alors une matrice M (t) constante définie par :
M(t) =M = 0 =P (3.81)
I R
Un placement de pole en -1 et -2 nous permet alors de définir complétement L(t) et
on obtient finalement : . @
a1,2(t) +2
K(t) = o 3.82
®) a11,1 [ a171,3(t) +3 ] ( )

Finalement I'observateur aura la forme (3.75) avec :

vo= |13

N(t) = - ! _al’"r lan2(t) + 2)(% N nfgd) (a112(t) +2) ;ﬁj
o111 (ar,13(t) +3) (L — o24) (anaa(t) +2) 24

a1,1,1

a1 +2—apas(aiig+3) — (s + 3)% — 3111 (a113+3) — g

1 [ ap11 —api2(a13+3) — (@13 +3) (12 +2) — G1,1,1 (@112 4+ 2) — d2
111
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3.8.4 Observateur a entrées inconnues
3.8.4.1 SLNS en présence d’entrées inconnues

On considére un SLNS présentant des entrées inconnues et dont la représentation
d’état s’exprime sous la forme suivante :

i(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + D(t)v(t), (3.83)
y(t) = C(t)x(t)

ot pour tout instant ¢, z(t) € R", u(t) € R™, v(t) € R" et y(t) € R' représentent
respectivement le vecteur d’état, le vecteur d’entrée, le vecteur d’entrées inconnues et le
vecteur de sortie du systéme. Les matrices non stationnaires A(t) € R™" C(t) € R™™ et
B(t) € R™™ sont connues quel que soit t. La matrice D(t) € R™" représente la matrice
de distribution des entrées inconnues. D qui est la matrice de distribution des entrées
inconnues est assimilée & une matrice constante. En effet, on considére que si un terme
non stationnaire apparait dans la matrice D, on peut inclure ce terme dans le vecteur
d’entrées inconnues v(t).

3.8.4.2 Ordre plein

Nous allons nous baser sur le principe de 1’étude pour les systémes stationnaires (voir
la section 1.5.3). Dans cette partie, nous allons donc rappeler les grands points du principe
de reconstruction par un observateur a entrées inconnues. On considére alors le systéme
défini par (3.83).

L’observateur & entrées inconnues non stationnaire s’écrit :

2(t) = Nz(t)+Q(t)u(t) + L(t)y(t) (3.84)
z(t) = z(t) - E(t)y(t)

L’erreur de reconstruction de I'état s’écrit :

()= L+ E@)C(t)) z(t) — 2(t) (3.85)

En posant P(t) = I + E(t)C(t), on peut écrire :

(t) = P(t)a(t) + P()a(t) — Nz(t) — Q(t)u(t) — L(t)y(t)
= N#(t) + (=N P(t) + P(t) + P()A(1) - LIC (1)) 2(t)
+ (P(t)B(t) — Q(t)) u(t) + P(t)Du(t)

On assure la convergence asymptotique vers 0 et la robustesse de ’erreur de recons-
truction vis-a-vis de I’entrée inconnue en s’imposant les conditions suivantes :

P(t) = I—E@#)C()

LHC() = PH)A(t) — NP(t) + P(t)
Q) = P()B()
PH)D() = 0

N est de Hurwitz
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Nous obtenons alors ’expression de ’erreur de reconstruction de 1’état et de la sortie
comme suit :

(t) = Ni(t)+ P(t)D(t)v(t)
yt) = C@)z(t)

Afin de développer une procédure permettant le dimensionnement de ce type d’ob-
servateur, il faut étudier en détail les dimensionnement de L(t) et E(t). Cependant, dans
notre problématique, nous avons privilégié la conception de procédures s’appliquant sur
des ordres réduits et c’est pour cela que dans ce mémoire nous ne détaillerons pas la
conception d’un observateur d’ordre plein pour un SLNS.

3.8.4.3 Ordre réduit

On considére un SLNS soumis & des entrées inconnues v(t). Nous considérons aussi
sur ce systéme une forme particuliére pour C'(¢). Sans rentrer dans trop de considérations

on pose C(t) = [ I ¢ 0 } . Finalement le SLNS considéré s’exprime sous la forme d’état
suivant :
#(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + Du(t), (3.86)
v = [ 1 o]a), (3.87)

ot pour chaque instant ¢ dans R, z(t) € R™ est le vecteur d’état, u(t) € R™ est le vecteur
d’entrées connues, v(t) € R” est le vecteur d’entrées inconnues (ou de perturbations) et
y(t) € R! est le vecteur de sorties. A(t) et B(t) sont des matrices non stationnaires. En
appliquant la méme démarche que celle utilisée pour les SLS, la matrice D est définie par :

D { g; ] (3.88)

avec Dy = [ ;;, } ,ot X € R of D, € RV=7)xr

En utilisant le partitionnement suivant pour z(t) :

T = { y } (3.89)

w

ot w € R"~! représente la partie non mesurable de Iétat, (1.3) devient :

{@ﬂ - Higi) 228} {iﬂ (3.90)

LB e [5)¢

ou les matrices Aq1(t), A12(t), Bi(t) et Ey ont toutes [ lignes. En posant, z = w — E(t)y,
nous obtenons :
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) = (An(t) = E@)Aw(t))2(t) + (An(t) = E(6)An(t)
+An(t)E(t) — E(t)An(t)E(t) — E(t))y(t)
+(Ba(t) — E()Bi(t))u(t)
+(E2 — E(t)E1)v(t)

En considérant 'observateur suivant :

) = N2+ Q(t)y(t) + L(t)u(t), (3.91)
W(t) = A1)+ E@)y(), (3.92)
Perreur d’estimation est définie par :
() = w(t)—w(t)
= [Aa() = EWAu(®) - L) - B() + NOE®)] y()
+ [An(t) — E(t) Aa(t)] w(t)
+[Dy — E(t)D:]d(?)
+[Ba(t) — Q(t) + E(t) B1(t)] u(t)
CN®@().

Cette erreur d’estimation doit tendre asymptotiquement vers zéro, ainsi on définit les
conditions suivantes devant étre assurées :

N(t) = Ax(t) — E(t)Awn(l), . (3.93)
L(t) = An(t) = E(t)An(t) + N@)E() — E(1), (3.94)
Q) = Bat) — E(t)Bi(t), (3.95)
0 = D,— E(t)D,, (3.96)
£(t) = N(t)e(t) asymptotiquement stable. (3.97)
(3.96)

Pour construire l'observateur, nous devons déterminer la matrice E(t) telle que (3.96
soit vérifice. N (t) doit vérifier (3.97). En effet, 'erreur d’estimation de I'état £(t) est régie
par :

£(t) = N(t)e(t). (3.98)

L’erreur d’estimation d’état (t) définie par (3.98) est régie par (3.27). D’apreés le théo-
réme (3.6.1), afin d’assurer une stabilité asymptotique pour £(¢), nous devons démontrer
que le changement de variable qui permette de stabiliser N (¢) soit borné (ce changement
de variable est défini par la matrice P,(t)). Comme nous le verrons dans la suite, 1'utilisa-
tion de la forme canonique observable transforme N (¢) en une matrice constante (appelée
N dans la nouvelle base) et cela permet ensuite d’effectuer un placement de pole arbitraire
pour 'observateur.

Remarque 3.8.2. Les conditions établies pour les SLS (3.93, 3.94, 3.95 et 3.96) sont les
mémes pour les SLNS (1.73, 1.74, 1.75 et 1.76) sauf pour (3.94) qui nécessite le calcul de
E(t).
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Placement de péle pour ’OEI non stationnaire D’aprés 'annexe A sur les inverses
généralisées, si :
rang(D;) = rang(D) (3.99)

est vérifiée, une solution pour (3.96) est :
E(t) = D,DM + Y (1) (Il - DlDf”) , (3.100)

ot Y (t) € R(™=U*! est une matrice arbitraire non stationnaire. De plus, la forme particu-
liere de Dy permet d’écrire Dil} telle que :

DM =11 0.,.,]. (3.101)

Ainsi, en remplagant (3.100) dans (3.93) nous obtenons :

N(t) = Fi(t) - Y (D) Fa(t), (3.102)

Fi(t) = Ap(t)—[ Dy 0, | Ais(t), (3.103)
Orr Orlfr

FQ(t) = |: _X Il’,r :| Alg(t) (3104)

Pour fixer arbitrairement les poles de I’OEI réduit non stationnaire nous devons trans-
former la matrice N(t) en une matrice constante nommée N. Pour obtenir N, nous devons
utiliser la forme canonique observable de (Fi(t), F5(t)) pour traiter (3.102). La forme ca-
nonique observable (Fy(t), F5(t)) est nommée (Fy(t), F5(t)). La procédure de conception
des formes canoniques observables pour les SLNS est décrite en annexe C.

Alors, nous définissons le changement de variable suivant :
2o(t) = P,(t)z(t), (3.105)

ce qui nous meéne a écrire I'observateur (3.91,3.92) sous la forme :

S0 = N(B)zo+ Lty + Qt)u

o= Ptz + E(t)y
N(t) Fi(t) = Y (t)Fy(t); (3.106)
Fi(t) = P,(t)F(t)P;(t) + P,(t) P (1); (3.107)
Y(t) = P,()Y(t); (3.108)
() = FR({)P (1), (3.109)
L(t) = P,(t)L(t); (3.110)
Q) = P1Q(). (3.111)

La matrice Y'(t) doit étre dimensionnée afin que :
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> cela transforme N(¢) en une matrice constante (N(t) = N)

> cela permette de fixer arbitrairement les valeurs propres de N.
En suivant I’algorithme pour le dimensionnement de la forme canonique observable pour
des SLNS, la matrice Fy(t) est définie par :

A= : | (3.112)

0 0 miin T |
1 Lii2 Vi
Fi; = : , (3.113)
0 U @iy, |
— Y —
et pour ¢ # j nous obtenons :
0 - 0 @y 1
Fa=| = v 3.114
J 0 0 iy | (3.114)
La matrice Fy(t) est définie par
fl,l T fl,n—p
Bt)=| : (3.115)
fp,l o fp,nfp
avec pour ¢ = 1,...,l et pour j =1,...lon a:
0o --- 0 1
fii= { o . } : (3.116)
et pour i # j nous obtenons :
0o --- 0
fig = { — by } : (3.117)

Avec les v; pour i = 1,..,1 qui représente les [ indices d’observabilité de la paire
(F1(1),F2(t)). .

Afin de fixer arbitrairement les dynamiques de I'observateur, la matrice Y doit trans-
former la matrice N = F(t) — Y (t)F»(t) en une matrice constante.

Soit Y (t) définie par :

yia(t) o y(t)
Y(t) = : : : (3.118)
Yn—11(t) -+ Yn-12(t)
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On choisit Y (¢) tel que :

yiat) -yt
i Yn-11(t) - Yn-1a(t)
[ —o 1+ T, (1) e —o1g+ T, , (1)
Qa1+ T () = T, (2)

Le choix particulier Y (¢) nous méne a une matrice constante [ :

Oy o Dy
F= : S (3.119)
Oy 0 Dy
avec pour ¢ = 1,..,l et pour j =1, .., les ®;; sont définis par :
0 - 0 o 1]
1 Q92 UV
D, = - : , (3.120)
0 L i, |
“— Vi —

et pour 7 # j, les ®; ; sont définis par :

0 - 0 a1 1T
O, = | v 3.121
J 0 0 o | ( )

Le placement de pole permet de déterminer les «; ; avec une technique similaire a celle
utilisée pour les SLS.

Enfin, si la paire (Fy(t), F2(t)) n’est pas observable, aucun OEI avec des dynamiques
arbitraires ne pourra étre dimensionné et ce, quel que soit le choix de Dil}. En effet, le
choix de DF} n’a pas de conséquence sur le test d’observabilité. En effet, la démonstration
réalisée pour les SLS peut étre retranscrite a I'identique pour les SLNS.

De plus, suivant les résultats de Kudva et al. (1980) qui sont aussi valables pour des
SLNS, la condition d’existence pour un OEI réduit non stationnaire s’écrit :

rang(D;) = rang(D) (3.122)

Théoréme 3.8.1. En considérant un SLNS défini par (3.86,3.87), ’OEI d’ordre réduit
défini par (3.91,3.92) existe si et seulement si :
1. rang(D;) =rang(D) =r

2. La paire (F},F3) est observable avec Fi(t) et Fy(t) respectivement définis par (3.103)
et (3.104).
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Procédure Afin de synthétiser la démarche, une procédure pour un OEI réduit non
stationnaire est proposée ci-dessous :

Etape 1 : Si la condition d’existence (3.122) est vérifiée, alors aller a I’étape 2 sinon
aucun OFI ne peut étre dimensionné.

Etape 2 : Calculer F\(t) et Fy(t) avec (3.103) et (3.104).

Etape 3 : Si la paire (Fy(t),Fy(t)) est observable, alors aller & 1'étape 4, sinon aucun
OEI & dynamiques arbitraires ne peut étre dimensionné.

Etape 4 : Calculer P,(t) en suivant la procédure décrite en annexe C. Construire
(Fy(t),F5(t)) et calculer Y (t) avec une technique de placement de pole.

Etape 5 : Trouver Y (t) avec (3.108) et calculer E(t) avec (3.100). Déterminer F'(t)
avec (3.106) et Y (¢).

Etape 6 : Calculer les autres matrices constitutives de lobservateur : E(t), L(t) avec
(3.110) et Q(t) avec (3.111).

Exemple 3.8.3. Implémentons cette procédure sur I'exemple du satellite (3.4.2). Le sys-
téme est défini par (3.83) et on rappelle ici les matrices constitutives de ce systéme.

I 0 0 1
27 4wy 2Uoyq 27y 2wq
Alt) = 2 mr3 Ta rq
2k
— T wy 2r wq 0
L Ta
[0 0
0 1
B(t) = mr3
1
— 0
L m
Ct)y = [1 0 0]
!
E = 1
0

Etape 1 : (3.122) est vérifiée avec F), = { 1 ] et By =0.

Etape 2 : les matrices Fy(t) et F5(t) sont définies par :

27.“d de
F (t) = Td Td
2r 4wy 0

B(t) = 0

Etape 3 : La paire (F}(t),F5(t)) n’est pas observable.

Sur le systeme “satellite” on constate qu’aucun OEI a dynamiques arbitraires n’est
dimensionnable via cette procédure. Afin de dérouler entiérement la procédure, nous allons
prendre un autre SLNS. Soit le SLNS défini par :
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1 0 05 0
2t 0 -t —-05
05 0.1 1 t
1 =05 -t -1
000
En suivant la procédure on a :
Etape 1 : La condition d’existence (3.122) donne :

_— o O =
O = = O
I~
—~
~
~—

_I_

y(t) = _é

1

rang [ _(1) 5 } = rang _8'5 =1. (3.123)

1
Etape 2 : (3.103) et (3.104) deviennent :

k) = {1—1215 —t1} ot

[ —054¢ 05
Bt = [0.5—1.515 —0.75}'

Etape 3 : La paire (Fy(t),F5(t)) est observable car :
rang [Fy(t)] = rang [F1(t)] = 2. (3.124)
Etape 4.

D’aprés 'annexe C, P,(t) est définie par :

—8t* + 2413 — 38t2 + 4t — 13 —8t° + 12t* — 3013 — 1112 — 22

P(t) = A3 — élth g 9t + 2 A3 — 4t22+ 9 + 2 . (3.125)
— 2t

Ainsi, les matrices F(t) et Fy(t) sont telles que :

Fi(t) = [0 xm(t)]

1 ZELQ(t)

Bt) = {8 _(1)‘5}

avec .
- 0 16t8 — 487 + 152t — 176> + 225¢* + 313 — 128¢% + 75t + 143
b (463 — 412 + Ot + 2)*
A3 1612 — 1Tt + 7
> ZBLQ(t) =

413 — 412 + 9t + 2
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En prenant :

= 0 T 1(t) — 11
Y(t) = ' ’ 3.126
=g o] (3.126)
I'équation (3.106) devient :
v 0 11
N = { L s } . (3.127)

Les dynamiques de l'observateur sont choisies en —1 et —1.1, la matrice N est alors
définie par :

= 0 —1.1
N = [ L o1 ] . (3.128)
Etape 5 : (3.100) et (3.106) donnent E(t) :
E(t) = D:D! + Y (t) (Il = DlDf”) (3.129)

avec Y (t) = P, 1Y (t).
Au final, la matrice E(t) est définie par :

20 = 5af) ety | 5130

avec
En() - —0.2(672t% — 880t7 + 39525 — 792¢° + 6498t* + 3325753 + 177412 4 2710t + 5412)
(443 — 412 4+ 9t + 2)
En() - —0.2(672t% — 880t + 39525 — 7925 + 6498t* + 3?25153 + 17742 + 2710t 4 5412)
(483 — 412 4+ 9t + 2)
Ea(t) = —0.2(3010 — 923t + 2720t7 + 3572t° — 28486 + 2542t43+ 257613 + 66912 — 800t% + 320t7)
(43 — 412 + 9t + 2)
Ealt) = 0.2(2970 — 1463t — 400t” — 2488t + 1312t° + 4762t* + 851t + 4501¢% + 160¢%)

(413 — 482 + 9t + 2)°

Etape 6 : E(t) et N(t) peuvent étre calculées. Cela permet de dimensionner L(t) avec
(3.110) et Q(t) avec (3.111).

3.8.4.4 Conclusion

Ainsi, on a vu que la reprise d’une technique issue du dimensionnement d’un OEI
réduit pour les SLS peut s’adapter aux SLNS. L’utilisation des {1}-inverses généralisées
permet, dans un premier temps, de simplifier les équations fondamentales de 'OEI et, dans
un second temps, de fournir des degrés de liberté pour fixer arbitrairement les dynamiques
de I'observateur.
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Conclusions et Perspectives

Le travail de thése exposé dans ce mémoire apporte une contribution dans le domaine
des observateurs pouvant s’appliquer sur des systémes linéaires stationnaires ou non sta-
tionnaires.

Dans un premier temps, nous avons recensé tout les types d’observateurs pouvant
s’appliquer sur des modéles déterministes linéaires et stationnaires. Depuis les travaux de
Luenberger dans les années 70, de nombreux résultats relatifs aux observateurs s’appli-
quant sur ce type de systéme ont été recensés. Nous avons porté une attention particuliére
aux observateurs d’ordres réduits qui, de part leur dimension, nécessitent moins de cal-
culs pour leur dimensionnement, tout en assurant convenablement la tache pour laquelle
il ont été congus, que ce soit pour une problématique de commande ou de DLF. De plus,
lors de cet état de ’art nous avons noté le manque de procédures systématiques pour la
conception de certains types d’observateurs.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons détaillés les dimensionnements des observateurs
présentés dans le chapitre 1 et s’attachant pour chacun d’eux a fournir une nouvelle
procédure de dimensionnement. Notre travail sur les observateurs de fonctionnelle linéaires
apporte de nouveaux résultats. En effet, quelque soit I’ordre de cet observateur réduit notre
procédure de dimensionnement a montré de trés bons résultats en simulation. De plus,
apres s’étre basé sur ’'OFL se limitant a un certain ordre, nous avons repris ces travaux,
simplifié leurs résultats et étendu les résultats pour un ordre supérieur.

L’originalité de travaux relatifs aux OFEI se trouve dans la technique du dimensionne-
ment qui permet de simplifier grandement les calculs. La finalité reste bien str la méme
que nombre de travaux présents dans la littérature mais il était essentiel de maitriser ces
techniques en stationnaire.

Dans le deuxiéme chapitre nous avons aussi présenté ce qui constitue une des appli-
cation de notre travail, a savoir, la DLF. Nous avons privilégiés ’approche observateur et
nous nous sommes intéressés a la génération de résidus structurés par 'intermédiaire de
bancs d’observateurs afin de conclure sur 'occurrence d’une faute sur le systéme consi-
déré. Nous nous somme surtout intéressés a l'aspect détection des fautes tandis que la
localisation a été simplement évoquée a travers la présentation d’un banc d’observateurs
basés sur des OEI réduits et sur un observateur d’ordre plein.

Dans le dernier chapitre de ce mémoire, nous avons traités les SLNS. Nous nous sommes
intéressé en détail aux observateurs permettant de pouvoir s’appliquer en DLF. Les SLNS
sont trés intéressants car il permettent de traiter de facon plus conventionnelle les SNL.
En effet, un des avantages des SLNS est de pouvoir décrire plus précisément le comporte
d’un SNL voué a évoluer le long d’une trajectoire, I’étude est alors beaucoup moins res-
treinte que si on se cantonnait a 1’étude d’'un SNL autour d’un point de fonctionnement.
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Cependant, certaines notions bien maitrisées pour les SLS sont beaucoup moins faciles a
appréhender sur des SLNS comme la stabilité par exemple. Nous avons fournis dans ce
chapitre une procédure pour le placement de “poles” des SLNS. Cette procédure permet de
transformer le SLNS en un systéme quasi non stationnaire dont la matrice fondamentale
ne dépends plus du temps, et donc, la notion de stabilité s’apparente a celle étudiée pour
les SLS.

Au cours de cette thése, lors des différents dimensionnements des observateurs étudiés
nous avons fait énormément appel aux inverses généralisées et plus particuliérement a
la {1}-inverse. Cette {1}-inverse est beaucoup moins contrainte que la pseudo inverse de
Moore-Penrose et sa détermination est beaucoup plus simple. De plus, conrtrairement a
la pseudo-inverse, sa détermination ne nécessite pas 1'utilisation d’une procédure de calcul
numeérique ne pouvant plus s’appliquer dans un cadre non stationnaire.

En ce qui concerne le développement futur de ce travail de thése, il serait intéressant
d’étudier :

> les systémes non lexicographiquement fixés. L’étude de ce type de systéme pour-

rait étre intéressante pour étre complet par rapport aux observateurs de systémes
déterministes.

> I’OFL en non stationnaire. Les simplifications apportées pour un OFL minimum

méritent d’étre implémentés pour des SLNS. En effet, I'utilisation de la {1}-inverse
permet de simplifier considérablement les calculs, ce qui, en non stationnaire, est
essentiel.

> I’OEI réduit présenté dans la partie DLF en le comparant avec 1'observateur adap-

tatif de Zhang d’une part, et en étudiant mieux certains dimensionnements de ma-
trice de cet observateur en rajoutant des contraintes pour pouvoir gérer le niveau
de résidu lorsque ce dernier détecte une faute.
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Annexe A

Inverses généralisées

Les propriétés relatives aux inverses généralisées ont été répertoriées dans (Ben-Israel
et Greville, 1974).

Considérons une matrice non singuliére () telle que :

QR '=QQ=1 (A1)
ou ) € RP*P, On peut aussi écrire que :
QQ'Q=Q (A2)

Les inverses de matrices permettent de résoudre strictement des systémes du type
Qx = y avec pour solution unique x = Q~'y. Cependant dans beaucoup d’applications,
on est amené a résoudre le systéme linéaire compatible suivant :

P=XM, (A.3)

ou P € RP*Y et M € R"™? représentent des matrices connues, tandis que X € RP*" est
une matrice inconnue. Une inverse généralisée de la matrice M notée M1 appartenant
a R?7*" est définie par :

MMM = M. (A.4)

Pour toute matrice M, une inverse généralisée existe et ’ensemble des inverses généralisées
de M est donné par :
(MY +w — MBI Mw MMy (A.5)

ott M1 est une inverse généralisée de M et W une matrice arbitraire appartenant a R

Deux conditions équivalentes, données ci-dessous, assurent I’existence d’une solution pour
(A.3) :

P
{rang_nf::rang { \ }} ou {P(I, - MM M) =0} . (A.6)
Lorsque ces conditions sont satisfaites, une solution générale pour (A.3) est donnée par :
X =prPMY U, — MMU, (A7)

ou U est une matrice arbitraire appartenant & RP*". On constate alors que la solution
pour X n’est pas unique. En effet, d’'une part la matrice U est une matrice arbitraire et
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d’autre part linverse généralisée M1 n’est pas unique et son ensemble est donné par
(A.5).
De plus, par exemple, si:

1 0,
M = P Psa—p } A8
[ L 0Or—pg—p (4.8)

ot p =rang M et L € R"=P)*? alors on peut choisir :

M = [ I, Opr—p } . (A.9)

g—pp Og—pr—p

Ainsi, si la matrice M posseéde une structure particuliére on peut trouver une inverse
généralisée M1tde facon systématique. Ici, quelque soit la matrice L, M1 définit par
(A.9) sera toujours une inverse généralisée pour M.




Annexe B

Produit de Kronecker

La définition et les propriétés du produit de Kronecker ont été rappelées par Brewer
(1978).
Soit une matrice A € R™*". telle que :

aixy - Qip
A= : : . (B.1)

m1 - Gmn
Soit une matrice B € R**!, on définit leur produit de Kronecker C' € R™*™ par :

allB cee CllnB
C=A®B= : : . (B.2)
amB - annB

Ce produit s’appelle aussi produit tensoriel. Les propriétés du produit de Kronecker ont
été répertoriées par Rotella et Borne (1995).
On définit par vec(A) le vecteur représentant la matrice A vectorisée telle que :

Vec(A):[an cer Q1 A1zt Gyt Qi amn}T. (B.3)

L’utilisation du produit de Kronecker permet de transformer une équation linéaire
matricielle :

AX =B (B.4)

ou A e R™" B =[b---by) et X € R"P en un systéme linéaire. Le systéme (B.4) est
équivalent au systéme linéaire suivant :

(I, ® A) vec(X) = vec(B) (B.5)

Le produit de Kronecker permet aussi de transformer des équations de Sylvester en un
systéeme linéaire. Considérons 1’équation de Sylvester suivante :

AX +XB=C, (B.6)
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o A € R™™ et B € R™" sont des matrices carrées, ce qui impose que C' et X (matrice
inconnue) soient de méme taille (C' € R™™ et X € R™"). En utilisant la somme de
Kronecker de A et B définie par :

AoB=1,®A+B"®1, (B.7)
le systéme (B.6) peut aussi s’écrire :
(A @ B)vec(X) = vec(C). (B.8)
Cette relation a été établie en utilisant la propriété suivante :

vec(AX B) = (BT ® A)vec(X) (B.9)




Annexe C

Construction de forme canonique
observable pour les SLNS

Notons :

Ct) = A (C.1)

et supposons que rang C'(t) = m sur 7. Si cela n’était pas le cas, il suffirait de réduire
le nombre des mesures ou des sorties. Lorsque le systéme est observable sur 7', les étapes
suivantes, détaillées par Shafai et Carroll (1986), permettent de construire la forme cano-
nique d’observabilité.

1. Dans la suite ordonnée de lignes :

Lo(er(t), L(ea(t)), -+, L2(em (), LM (1 (t)), L (ea(t)), - - ., L (em(t)),
L(ei(t), .o L2 em(®)), o Lier(t)s- . Liem(t), . .

on sélectionne une ligne si elle n’est pas linéairement dépendante des précédentes.
2. On détermine alors les m indices d’observabilité v;, pour i = 1,...,m, comme le plus

petit entier k tel que L*(c;(t)) soit linéairement dépendant des vecteurs précédents.
On calcule les indices cumulés d’observabilité 7; :

1=1,....m, n = ;. C.2
j
j:l
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3. On réordonne les vecteurs sélectionnés au pas 1 pour construire la matrice :

L(er(t))
Ll(Cl (1))

L= 1(C (t))
LOca(t))
( )

L (e (1))

4. On calcule W~1(t), qui est inversible sur T par construction, d’ott 'on extrait les
n;-iémes colonnes. Soient N;(t), i = 1,...,m, ces colonnes.

5. On construit la matrices de changement de variables :

Py(t) = [ CO(N:(t)) CH(Ni(t)) - CM7Y(Ni(t)) CO(Na(t)) CH(Na(t) -

CrY(Ny(t) -+ COUNp(t)) CHNm(t) -+ Cro(Np(1)) ]
(C.4)

6. La transformation :
7o(t) = Po(t)a(h), (C.5)
conduit & la forme canonique observable :

To(t) = An(t)xo(t) + Bo(t)u(t), (C.6)
y(t) = Colt)zo(t), (C.7)

Aot) = Po(t) AP, (t) + Po(t)P, (1)
Ao () Ay, (E)
A

Ao i (t) Aoy, (1)

oil les matrices A, () sont telles que A, () € R"**. Pour i = j les matrices
Ay, ,(t) possédent la structure particuliére suivante :

0 0 x

A =|" ()
0 . 0
0 0 1 x
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et pour 7 # j, les matrices A,, ;(t) possédent la structure particuliere suivante :

0 -+ 0 x
AO@J' - . T . X ) (Cg)
0 -+ 0 x
ou les xreprésentent des grandeurs scalaires.avec :
Aol,l Aol,m
A, = P,AP; ! = , (C.10)
Aom,l Aom,m

ol les matrices A,, ; sont telles que A, ;, € R"*i. Pour i = j les matrices A,,,
possédent la structure particuliére suivante :

0 -+ 0 x
A, =" x (C.11)
0 . 0
0 0 1 x
et pour i # j, les matrices A,, ; possédent la structure particuliere suivante :
0 -+ 0 x
A, )= 1 . x|, (C.12)
0 -0 X

7. Un changement de variables de mesure sous la forme y,(t) =
est construite en prenant les colonnes non nulles de C,(t) et conduit a la relation

Yo(t) = Coz,(t) ot :

Hfl

o

B,(t) = P,(t)B(1),
[ 1 0 0
X 1 0
X X :
Colt) = COF, (1) = §
X X 1
_<— Vv, — — Vy — — Ump —>_

(L)y(t) o H,(1)

) ; N
1 0

c X : C.13

; 3 0 (C.13)
0 1
— 1y — — Uy — — U, —
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