
HAL Id: tel-04496592
https://hal.science/tel-04496592v1

Submitted on 8 Mar 2024 (v1), last revised 30 Oct 2024 (v2)

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Public Domain

Transition et turbulence des écoulements
incompressibles à densité variable

Loïc Reynier

To cite this version:
Loïc Reynier. Transition et turbulence des écoulements incompressibles à densité variable. Mécanique
des fluides [physics.class-ph]. Université Claude Bernard Lyon 1, 2023. Français. �NNT : �. �tel-
04496592v1�

https://hal.science/tel-04496592v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


Thèse de doctorat de
l’Université Claude Bernard Lyon1

École doctorale №162
Mécanique Énergétique Génie Civil Acoustique (MEGA)

Discipline : Mécanique des Fluides

Soutenue publiquement le 11/12/2023, par :
Loïc Reynier

Transition et turbulence des écoulements
incompressibles à densité variable

Devant le jury composé de :

Paola Cinnella, Professeure, Sorbonne Université – 𝜕’Alembert, Rapporteure
Fabien Anselmet, Professeur, École Centrale Marseille – IRPHE, Rapporteur
Caroline Nore, Professeure, Université Paris Saclay – LISN, Examinatrice
Ivana Vinkovic, Professeure, Université Lyon1 – LMFA, Examinatrice
Frédéric Alizard, Maître de Conférences, Université Lyon1 – LMFA, Directeur de Thèse
Bastien Di Pierro, Maître de Conférences, Université Lyon1 – LMFA, Co-encadrant
Mathieu Creyssels, Maître de Conférences, École Centrale Lyon – LMFA, Invité



i



ii

« Plutôt dans le sens du courant
de la rivière »

— Perceval de Galles.
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Résumé

Ce travail s’intéresse à la dynamique turbulente d’un écoulement incompressible caractérisé
par d’importantes variations de masse volumique, représentatif d’un rejet atmosphérique à basse
vitesse. Ces écoulements sont au cœur des préoccupations du 21e siècle et leur dynamique à densité
variable, qui ne peut être correctement décrite par une approximation de type Boussinesq, demeure
peu explorée.

L’objectif principal de cette étude est d’analyser le comportement d’une turbulence isotrope
en interaction avec un champ de densité inhomogène au sein d’un processus de mélange. Pour ce
faire, l’étude emploie une formulation où le champ de densité est traité comme un scalaire actif de
l’écoulement incompressible. La complexité du problème a nécessité le développement d’une mé-
thode numérique de précision spectrale, notamment en utilisant une technique de précondionnement
originale pour assurer une intégration en temps d’ordre deux des équations discrètes.

Dans ce contexte, des analyses statistiques et spectrales des données obtenues à partir de simu-
lations numériques directes de turbulence isotrope à densité variable sont réalisées. L’objectif est de
déterminer si l’introduction d’un champ de densité inhomogène a un impact sur le comportement
observé dans le cas de la turbulence isotrope à densité constante.

Les résultats de cette étude mettent en évidence que l’introduction d’un champ de densité
inhomogène dans une turbulence isotrope induit des modifications significatives des caractéristiques
du champ de vitesse. Plus précisément, cette interaction conduit à la génération de structures de
plus petites échelles au sein de l’écoulement. De plus, un pic d’énergie est observé dans les plus
petites échelles du spectre d’énergie, attribué à une dynamique d’instabilité Rayleigh–Taylor.

Abstract

This study focuses on the turbulent dynamics of an incompressible flow characterized by signifi-
cant variations in density, representative of a low-speed atmospheric emission. Such flows are at the
forefront of 21st-century concerns, and their density-variable dynamics, which cannot be accurately
described by a Boussinesq-type approximation, remains largely unexplored.

The primary objective of this investigation is to analyze the behavior of isotropic turbulence
interacting with an inhomogeneous density field within a mixing process. To achieve this, the study
employs a formulation in which the density field is treated as an active scalar in the incompressible
flow. The complexity of the problem necessitated the development of a high-precision spectral
numerical method, including the use of an original preconditioning technique to ensure second-
order time integration of the discrete equations.

In this context, statistical and spectral analyses of data obtained from direct numerical simula-
tions of isotropic turbulence with variable density are conducted. The goal is to determine whether
the introduction of an inhomogeneous density field has an impact on the behavior observed in the
case of isotropic turbulence with constant density.

The results of this study highlight that the introduction of an inhomogeneous density field into
isotropic turbulence induces significant modifications in the characteristics of the velocity field.
Specifically, this interaction leads to the generation of smaller-scale structures within the flow.
Furthermore, an energy peak is observed in the smallest scales of the energy spectrum, attributed
to Rayleigh–Taylor instability dynamics.
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Introduction

La mécanique des fluides, en tant que domaine fondamental de la physique, offre une perspective d’ana-
lyse et de compréhension essentielle des phénomènes naturels et industriels. L’étude de ces mécanismes
constitue un champ d’investigation inépuisable, révélant une diversité infinie de comportements, tantôt
délicatement laminaires, tantôt prodigieusement turbulents. La complexité inhérente aux phénomènes
fluides requiert une approche différente pour chaque configuration d’écoulement, s’appuyant sur des
méthodologies spécifiques.

Parmi ces différentes configurations, les écoulements de type rejets atmosphériques, tels que ceux
émis par les cheminées industrielles ou les phénomènes naturels sont au cœur des préoccupations du
21e siècle. En effet, les derniers rapports du Groupe d’experts Intergouvernemental sur l’Évolution du
Climat (GIEC), résumés par Pachauri et al. [61], révèlent que près de la moitié des émissions de Gaz à
Effet de Serre (GES), accumulées entre 1750 et 2010, se sont concentrées sur une période de seulement
40 ans, de 1970 à 2010 [61, topic 1]. Cette accélération spectaculaire soulève des préoccupations cruciales
quant à ses conséquences sur le climat et les biodiversités de notre planète. Les secteurs énergétiques
et industriels émergent comme les principaux contributeurs, à hauteur de 50% des émissions totales de
GES.

Ces émissions se matérialisent principalement sous forme de rejets atmosphériques, accentuant ainsi
le défi de contrôler et de réduire leur impact sur l’environnement. Ces écoulements ouverts, souvent
caractérisés par leur nature turbulente et dispersive, sont marqués par d’importants gradients de den-
sité entre le gaz rejeté et l’atmosphère environnante. Cette combinaison de facteurs donne lieu à des
comportements complexes et difficiles à appréhender. Une connaissance approfondie de leur dynamique
turbulente à toutes les échelles s’avère donc indispensable pour amorcer une prédiction éclairée de leur
comportement global et leurs éventuelles répercussions sur l’environnement et la santé publique.

Le comportement instable et turbulent des écoulements de fluides homogènes a été largement étudié,
en particulier dans le cadre de configurations d’écoulements libres isotropes [49, 75, 41, 24]. En revanche,
lorsque des effets de variation de masse sont pris en compte, cela entraîne l’émergence de nouvelles
instabilités. Ces dernières peuvent ainsi entraîner des modifications significatives dans le chemin vers
la turbulence ainsi que dans la dynamique même de la turbulence. En effet, il est prévisible que les
structures dissipatives associées peuvent subir des altérations importantes, ce qui se traduit par une
dissipation d’énergie à des échelles temporelles et spatiales différentes par rapport à un écoulement avec
un champ de densité uniforme. Parmi ces instabilités, la Rayleigh–Taylor Instability (RTI, Instabilité de
Rayleigh–Taylor) est anticipée comme un phénomène émergent dans ces écoulements. Cette instabilité
fondamentale survient à l’interface entre deux fluides présentant des densités différentes, lorsque le fluide
le plus dense est accéléré en direction du fluide moins dense. Au sein d’un écoulement turbulent qui
mélange deux gaz de densités différentes, cette configuration peut se manifester à diverses échelles.

La compréhension des mécanismes à l’œuvre lors de l’introduction d’une forte variation de masse est
un domaine de recherche plus récent. Les travaux de Ravier et al. [66], Fontane [26], Di Pierro [20],
Lopez-Zazueta [54] et Jacques [42], entre autres, ont contribué à la compréhension de ces instabilités.
Plus spécifiquement, Ravier et al. [66] se penchent sur les jets incompressibles libres. L’étude révèle
que ces écoulements, caractérisés par deux modes distincts, à savoir les modes sinueux et variqueux,
présentent des dynamiques instables différentes dans les configurations à densité constante et à densité
variable. Dans le cas à densité constante, le mode sinueux prédomine, tandis que le mode variqueux
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prend le dessus dans une configuration à densité variable et subit une transition convective/absolue.
Les recherches menées par Fontane [26] se concentrent sur les écoulements cisaillés incompressibles

non pesants à densité variable. Les résultats de ses travaux démontrent que les inhomogénéités de masse
entraînent une modification de la dynamique rotationnelle locale, influencée par l’action du couple
barocline qui agit comme un terme source/puits de vorticité. Ces phénomènes se traduisent notamment
par une transition particulière vers la turbulence.

Di Pierro [20] se consacre à l’étude de la dynamique des jets tournants à densité variable. Ses
travaux mettent en évidence que la dynamique instable découle de la compétition entre un mode de
Couette–Taylor, un mode de Rayleigh–Taylor, ainsi qu’un troisième mode tridimensionnel induit par un
couplage de vitesse au sein de l’écoulement. L’interaction entre la turbulence et les mécanismes révélés
par ces travaux constitue une problématique nouvelle et encore peu explorée.

Dans cette perspective, des travaux pionniers menés par l’équipe de Livescu [51, 52, 53] se concentrent
sur l’exploration des propriétés de la turbulence à densité variable entraînées par des effets de flottai-
son. Ces travaux ont abouti à la création d’une base de données qui a été ultérieurement utilisée par
des auteurs tels que Rao, Caulfield et Gibbon [65]. Ces études axées sur les propriétés du mélange
révèlent que les phénomènes à densité variable avec forts gradients de masse ne peuvent pas être cap-
turés avec une modélisation de type Boussinesq. L’approximation de Boussinesq, pour préciser, est une
simplification qui suppose que les variations de densité dans l’écoulement sont faibles, et qui traite le
champ de densité comme un scalaire passif, ce qui n’est pas le cas dans ces situations. En effet, des com-
portements distincts sont observés par rapport à des configurations à faibles gradients de densité. Dans
ce contexte, la turbulence développée n’est pas entraînée par un mécanisme externe, mais résulte plutôt
de la conversion de l’énergie potentielle disponible dans le champ de densité initial. De plus, le fluide
léger se mélange plus rapidement que le fluide plus dense, ce qui engendre un mélange asymétrique et
des Probability Density Function (PDF, Fonction de Densité de Probabilité) du champ de densité non
symétriques. En outre, dans cette configuration, les moments d’ordre élevés du champ de densité sont
mesurés comme croissants au cours du temps, ce qui conduit à un mélange d’un scalaire plus efficace
qu’avec une turbulence à densité constante [65].

Nomura et Elghobashi [58] s’intéressent à la dynamique turbulente dans une configuration de
flammes non prémélangées à densité variable. Cette recherche met en évidence que l’alignement des
tourbillons au sein de l’écoulement turbulent subit des modifications en raison de la libération exother-
mique d’énergie, résultant du transport d’un scalaire réactif actif. Ces observations suggèrent ainsi que
la dynamique est altérée par des effets liés à la densité variable.

Mohaghar et al. [56] se penchent sur les interactions entre la turbulence isotrope développée par des
ondes de choc à densité variable (instabilité de Richtmyer–Meshkov), et se concentre particulièrement
sur l’évolution des spectres d’énergie après des chocs répétés. Par ailleurs, Tian, Jaberi et Livescu
[78] examinent les effets de la densité sur la structure et la dynamique de la turbulence post-choc.
Notamment ils mesurent des effets de densité sur l’asymétrie du tenseur des gradients de vitesse.

Malgré les avancées significatives énoncées ci-dessus, notre compréhension des structures aux petites
échelles de la turbulence à densité variable demeure incomplète. Les travaux basés sur les simulations
réalisées par l’équipe de Livescu contribuent à une meilleure compréhension des transferts d’énergie
qui donnent lieu à une turbulence entraînée par des effets de flottabilité et de RTI. Leurs résultats
détaillent également l’évolution du champ de densité lors du processus de mélange, ainsi que l’efficacité
de ce dernier. Cependant, la compréhension de l’interaction entre les champs turbulents et les effets
de densité demeure largement inexplorée, en particulier en ce qui concerne la dynamique à l’échelle
des plus petites structures. Les études précédemment citées, menées par Nomura et Elghobashi [58],
Mohaghar et al. [56] et Tian, Jaberi et Livescu [78], se concentrent sur les effets de densité sur la
structure du champ de vitesse et le spectre d’énergie. Toutefois, il convient de noter que leurs études
sont menées dans des configurations complexes, telles que des flammes réactives ou la turbulence post-
choc, ce qui complique l’isolement des effets directement liés à l’interaction avec le champ de densité
inhomogène.

L’objet de cette thèse consiste en une étude fondamentale de l’interaction entre une turbulence en
milieu ouvert pleinement développée et un champ de densité inhomogène. Le comportement turbulent
d’un rejet atmosphérique, dans une région éloignée de sa zone d’injection, est modélisé avec une Turbu-
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Figure 0.1 : Illustration de la structure d’un jet d’hélium expérimental (à densité variable) à Re = 976.
L’encadré rouge révèle la zone de turbulence isotrope dans la dynamique du jet, éloignée de la zone
d’éjection. Les mesures ont été réalisées par Boujemaa, Amielh et Chauve [7].

lence Homogène Isotrope (THI) sous une formulation incompressible en tenant compte des variations
de densité. Dans cette optique, une approche similaire à celle préalablement employée par Livescu et
Ristorcelli [51], Di Pierro [20] et Jacques [42] est adoptée : la masse volumique est considérée
comme un scalaire actif de l’écoulement et est résolue au moyen d’une équation de convection/diffusion.

L’emploi d’une modélisation THI est idéale pour des études fondamentales sur la turbulence. Néan-
moins, cette approche s’avère également pertinente pour des configurations plus réalistes de rejets
atmosphériques. Ces écoulements exhibent une dynamique pleinement turbulente et à caractère iso-
trope dès qu’on s’éloigne de la zone d’éjection. Ce comportement peut être observé dans la figure 0.1,
représentant un jet d’hélium à densité variable à Re = 976 [7]. Par conséquent, cette approche s’avère
capable de saisir la dynamique des structures turbulentes dans le cadre d’un rejet atmosphérique.

L’objectif principal est d’étudier si l’introduction d’un champ de densité inhomogène au sein d’une
turbulence isotrope entraîne des modifications dans le comportement aux petites échelles décrit par
les lois à densité constante. L’étude se base sur des Direct Numerical Simulation (DNS, Simulation
Numérique Directe) implémentées à l’aide d’un solveur approprié. La turbulence est ainsi examinée à
travers une analyse statistique des champs de vitesse et de densité.

Ce manuscrit s’organise autour de cinq chapitres. Le premier introduit le cadre théorique utilisé
tout au long de cette étude. Il aborde en particulier le développement des équations de la THI à
densité variable ainsi que du système mathématique employé pour la modélisation du mélange du rejet
atmosphérique. Une attention particulière est portée aux hypothèses fondamentales qui conduisent à
l’élaboration du modèle.

Le second chapitre présente les méthodes numériques mises en œuvre pour réaliser des DNS de jet
turbulent et de THI à densité variable. Il expose la méthode de projection utilisée pour le calcul de
la pression dans le système incompressible, le choix de la méthode d’intégration pour l’avancement en
temps des équations discrètes, ainsi que la technique de préconditionnement employée pour la projection
et le traitement semi-implicite des équations. Le modèle numérique est ensuite validé par intégration
d’une solution pseudo-exacte et simulation de cas représentatifs, à savoir la RTI 2D et le jet tourbillon-
nant à densité variable.

Le chapitre 3 constitue le cœur de cette thèse, et se concentre sur l’analyse de l’interaction entre
une turbulence isotrope et un champ de densité inhomogène. Il décrit la méthodologie employée pour
la réalisation et l’analyse des DNS de THI à densité variable. Une analyse statistique et spectrale des
structures de l’écoulement ainsi que les effets liés à densité variable est proposée, mettant en évidence
les différences observées par rapport à une THI à densité constante.

Le quatrième chapitre présente une étude d’un jet à densité variable en transition vers une tur-
bulence isotrope. Cette étude complémentaire vise à vérifier si les caractéristiques observées avec la
modélisation THI, sont également capturées avec une DNS de jet. Elle permet notamment de valider
l’emploi d’une modélisation de turbulence isotrope pour l’étude d’un rejet atmosphérique. Pour ce faire,
une méthodologie similaire d’analyse statistique et spectrale est employée pour étudier la structure de
l’écoulement.

En conclusion, le dernier chapitre offre une synthèse des travaux réalisés et des résultats obtenus au
cours de cette étude. Il aborde également les perspectives de recherches qui méritent d’être explorées
dans la continuité de ce travail.
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L’objectif de ce chapitre est d’introduire le cadre théorique qui a été utilisé tout au long de ce travail.
La section 1.1 présente en détail les hypothèses retenues pour modéliser un écoulement de type rejet
atmosphérique. La combinaison des hypothèses conduit à l’établissement d’un modèle de Kazhikhov–
Smagulov [48] pour décrire la dynamique de l’écoulement à densité variable. En quelques mots, ce
modèle est une généralisation des équations de Navier–Stokes incompressibles au cas à densité variable
avec diffusion de masse suivant la loi de Fick. Le champ de densité est alors traité comme un scalaire
actif de l’écoulement et une équation supplémentaire est introduite pour régir son évolution. Ce modèle
est associé à un modèle de THI forcée pour les phénomènes turbulents. La formulation mathématique
du modèle est développée dans la section 1.2 jusqu’à l’obtention du système d’équations adimensionnées
résolu par le solveur DNS. Enfin, la section 1.3 présente les principes de la modélisation turbulente THI.
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1.1 Hypothèses de modélisation

L’objectif de cette section réside dans l’établissement des hypothèses de travail nécessaires à la construc-
tion d’un modèle mathématique permettant de modéliser un écoulement de type rejet atmosphérique.
Comme c’est le cas pour toute modélisation, les simplifications adoptées ne sont valables qu’à une échelle
spécifique et peuvent induire des erreurs dans la représentation physique. Néanmoins, ces simplifications
sont indispensables pour rendre le problème suffisamment accessible à une description mathématique
et, d’autre part, pour sélectionner une dynamique appropriée. À cette fin, il est nécessaire de recenser
les caractéristiques propres à ces écoulements :

• Mélange de deux gaz : Les rejets atmosphériques industriels déversent des gaz polluants dans
l’atmosphère tandis que les panaches de volcans sont principalement composés de vapeur d’eau (à
hauteur de 80%). Leur interaction avec l’atmosphère donne donc lieu à un mélange binaire gazeux
polluant–air ou vapeur d’eau–air.

• Écoulement à densité variable : Les mélanges gazeux cités précédemment se distinguent par des
variations importantes de masse. Ces fluctuations résultent principalement du mélange de deux
gaz ayant des densités différentes. Par exemple, le rapport de densité du mélange SF6–air est de
6 et le rapport CO2–air est de 2.

• Écoulement basse vitesse : Ces écoulements d’émissions se caractérisent par des vitesses de l’ordre
de la dizaine de mètres par seconde. Ces valeurs sont donc significativement inférieures à la vitesse
du son dans l’atmosphère estimée à environ 340 m s−1, et qui ne varie peu avec l’altitude. Ainsi,
de tels écoulements n’exhibent pas de caractère compressible.

• Turbulence isotrope : Loin de la zone d’éjection, l’écoulement présente toujours un caractère
turbulent sans direction préférentielle. Cette propriété peut être observée dans des phénomènes
tels que les panaches de volcan en éruption et les cheminées de centrales électriques. En effet, à
une certaine distance de la région d’émission, les nuages résultants acquièrent un comportement
quasiment isotrope.

En prenant en considération ces caractéristiques, les sous-sections suivantes détaillent les hypothèses
mises en place pour modéliser ces écoulements.

1.1.1 Écoulement non réactif et isotherme
Une première simplification envisageable consiste à restreindre le modèle en éliminant les phénomènes
qui ne semblent pas pertinents pour l’objectif de l’étude. Dans ce contexte, l’intérêt se porte sur l’in-
teraction fondamentale entre la turbulence et un champ de densité inhomogène lors d’un processus
de mélange. Par conséquent, les effets chimiques réactifs, qui pourraient introduire des complexités
supplémentaires, ne semblent pas pertinents pour la modélisation. Un écoulement non réactif est donc
considéré pour cette modélisation.

Toutefois, il convient de noter que l’omission des effets chimiques réactifs pourrait avoir une inci-
dence sur certains scénarios spécifiques d’émissions atmosphériques, notamment dans des conditions
de combustions ou de réactions chimiques complexes. Dans ce cas, une étude détaillée des interactions
chimiques serait justifiée. Néanmoins, dans le cadre de notre étude focalisée sur l’aspect fondamental de
l’interaction turbulence–densité sans considérer d’espèce chimique particulière, l’élimination des effets
chimiques réactifs apparaît comme une simplification judicieuse. Cette approche permet de concentrer
les efforts sur l’analyse des mécanismes turbulents. L’élimination des effets chimiques permet de réduire
le nombre de variables prises en compte dans les équations. Par exemple, le potentiel chimique ne figure
plus dans l’équation de conservation de la masse du mélange.

De plus, il est important de noter que dans de nombreux cas d’écoulements non réactifs, la tem-
pérature est considérée comme un scalaire passif transporté par l’écoulement. Par conséquent se pose
la question de savoir s’il est nécessaire de prendre en compte les variations de températures dans la
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modélisation. Glaze et Baloga [31] montrent que dans le cas d’un panache volcanique, la tempéra-
ture se stabilise avec l’altitude et converge rapidement vers la température atmosphérique. Étant donné
que l’intérêt se porte sur une région suffisamment éloignée de la zone d’éjection, il est raisonnable de
supposer que la température ne varie que très peu. Un écoulement isotherme est donc considéré. Cette
approximation repose sur l’idée que les variations de température dans cette région éloignée de la zone
d’éjection sont négligeables par rapport aux phénomènes d’interactions entre la turbulence et la diffu-
sion de masse. Ceci est confirmé par les faibles valeurs du coefficient de dilatation des gaz de l’ordre de
10−3 K−1 [42].

Désormais, la température étant supposée comme constante, cette information peut être exploitée
pour davantage simplifier le modèle. Malgré le fait que les gaz présents dans l’écoulement de mélange
ne soient pas en état d’équilibre, il est envisageable d’utiliser la loi des gaz parfaits comme première
approximation pour définir le comportement des paramètres de diffusion. La viscosité dynamique d’un
gaz parfait est donnée par la loi de Sutherland [76]

𝜇(𝑇 ) = 𝜇0 (𝑇 0 + 𝐶
𝑇 + 𝐶

) ( 𝑇
𝑇 0 )

3
2

, (1.1)

où 𝜇(𝑇 ) désigne la viscosité dynamique à la température 𝑇, 𝜇0 la viscosité à 𝑇 0 = 273.15 K et 𝐶 la
constante de Sutherland définie par 𝐶 = 1.47 𝑇eb avec 𝑇eb la température d’ébullition du gaz. Dans le
cas d’un mélange binaire, la formule semi-empirique proposée par Wilke [80]

𝜇(𝑇 ) = 𝜇A(𝑇 )
1 + 1−𝑐A
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est utilisée. Ici, 𝑀A et 𝑐A représentent respectivement la masse molaire et la concentration volumique de
l’espèce A. La viscosité dynamique du mélange dépend donc uniquement de la température, supposée
constante. Par ailleurs, Fontane [26, section A.4] démontre que dans le cas d’un mélange binaire, la
viscosité dynamique reste constante en fonction du rapport de densité, contrairement à la viscosité
cinématique. Par conséquent, il n’est pas nécessaire de faire évoluer ce coefficient en fonction du taux de
diffusion lors d’une simulation. Ainsi, la viscosité dynamique peut-être approximée par une constante,
ce qui permet de simplifier la modélisation.

La diffusivité massique d’un gaz parfait A dans un gaz B est donnée d’après la théorie de Chapman–
Enskog par

𝐷AB = 0.0018583
√𝑇 3 ( 1

𝑀A
+ 1

𝑀B
)

𝑝𝜎2
AB𝛺𝐷,AB

, (1.3)

où 𝑀A et 𝑀B désignent les masses molaires des gaz et 𝜎2
AB, 𝛺𝐷,AB sont des paramètres déterminés de

manière empirique. Pour plus d’information, voir les ouvrages de Bird, Steward et Lightfoot [6,
section 17.3] et Cussler [19, section 5.1]. Tout comme la viscosité, le coefficient de diffusion de masse du
mélange est principalement fonction de la température. Ainsi, il est raisonnable de le considérer comme
constante. En outre, selon Cussler [19, section 5.1], pour les gaz (notamment pour des mélanges tels
qu’air–CO2), les coefficients de diffusion 𝐷AB et 𝐷BA sont suffisamment proches pour être considérés
comme égaux.

En résumé, l’hypothèse d’un écoulement non réactif et isotherme permet de mettre de côté les effets
chimiques réactifs ici non pertinents, de ne pas avoir à traiter l’équation d’évolution de la température
et de travailler avec des coefficients de diffusion constants. L’utilisation de coefficients constants facilite
par la suite l’établissement de paramètres de contrôle sans dimension, tel que le nombre de Reynolds et
le nombre de Schmidt.
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1.1.2 Diffusion moléculaire et fluide newtonien
Après avoir exclu les phénomènes chimiques réactifs, il est nécessaire de modéliser les effets de diffusions
qui entraînent l’interaction entre la turbulence et les variations de masse dans l’écoulement de mélange.
La loi de Fick détaillée par Taylor et Krishna [77, chapitre 3], modélise la diffusion moléculaire d’une
espèce 𝑘 dans les 𝑁 − 1 autres espèces du mélange à travers le flux

𝑱𝑘(𝒓, 𝑡) = −𝜌(𝒓, 𝑡)
𝑁

∑
𝑖=1
𝑖≠𝑘

𝐷𝑘𝑖𝛁𝑤𝑘(𝒓, 𝑡), (1.4)

où 𝜌(𝒓, 𝑡) est le champ de densité global du mélange et 𝑤𝑘(𝒓, 𝑡) = 𝑚𝑘(𝒓, 𝑡)/𝑀 est la fraction massique
locale de l’espèce 𝑘 par rapport à la masse totale du mélange 𝑀. Ces deux quantités sont des fonctions
de la position spatiale 𝒓 et du temps 𝑡.

Cette approche utilisée pour modéliser les variations de masse sans phénomènes compressibles est
avantageuse puisqu’elle génère des variations de densité suffisamment régulières pour être projetées
sur une base spectrale. Cette propriété essentielle permet d’appliquer des méthodes spectrales pour la
discrétisation spatiale, contribuant ainsi à une résolution numérique précise et efficace des équations du
problème.

En ce qui concerne la diffusion visqueuse de quantité de mouvement, l’hypothèse isotherme a déjà
permis d’utiliser un coefficient de viscosité dynamique constant. L’utilisation d’un modèle non newtonien
pour décrire la description des phénomènes visqueux entraînerait des complications et des interactions
supplémentaires à l’interaction fondamentale entre la turbulence et les effets de diffusion de masse.
Ainsi, un modèle de fluide newtonien est considéré dans lequel le tenseur des contraintes 𝞽 est donné
par

𝞽 = 𝜇 (𝛁𝒗 + (𝛁𝒗)T) + 𝜇′ (𝛁 ⋅ 𝒗) 𝙄, (1.5)

où 𝙄 est le tenseur identité et 𝜇′ est la viscosité secondaire souvent considérée comme 𝜇′ = − 2
3 𝜇 de

façon à ce que la viscosité de volume 𝜇′ + 2
3 𝜇 soit égale à zéro [47]. Le champ de vitesse 𝒗 représente ici

la variable de vitesse utilisée pour établir les équations de Navier–Stokes.

1.1.3 Écoulement incompressible
Les faibles vitesses et l’absence d’ondes de choc dans ces écoulements rendent possible l’utilisation d’une
formulation incompressible pour leur modélisation. Par définition, un écoulement est incompressible si
le volume élémentaire d’une particule fluide donnée ne varie pas au cours du temps. Mathématiquement,
cela se traduit par

lim
𝑉 →0

1
𝑉

d𝑉
d𝑡

= 0. (1.6)

Une autre appellation moins fréquemment utilisée pour désigner ces écoulements est « isovolume ». Cette
terminologie permet de mieux saisir la signification de cette approche : le volume de contrôle associé à
chaque particule fluide reste constant, sans imposer de contrainte forte sur sa masse volumique.

L’un des avantages remarquables de cette approche réside dans le fait qu’elle fournit une équation
supplémentaire qui permet notamment de résoudre le champ de pression sans nécessiter la résolution
de l’équation d’énergie ou l’introduction de modèles supplémentaires. Dans le cas d’un écoulement
incompressible à densité constante, l’équation modélisant la contrainte d’incompressibilité peut être
déduite à partir des équations de conservation de la masse :

𝜕𝜌
𝜕𝑡

+ 𝛁 ⋅ (𝜌𝒗) = 𝜕𝜌
𝜕𝑡

+ 𝒗 ⋅ 𝛁𝜌 + 𝜌𝛁 ⋅ 𝒗 = 0 ⇒ 𝛁 ⋅ 𝒖 = 0. (1.7)

En combinant l’équation de conservation de la masse incompressible 𝛁 ⋅ 𝒗 = 0 avec les équations
de Navier–Stokes de conservation de la quantité de mouvement, on obtient un système d’équations



CHAPITRE 1. THÉORIE 8

différentielles partielles permettant de décrire de manière complète le comportement du fluide. En effet,
le problème incompressible (à densité constante) peut s’écrire sous la forme

𝜕𝒗
𝜕𝑡

= 𝚷s (−(𝒗 ⋅ 𝛁)𝒗 + 𝜈𝛁2𝒗) + 𝒇s, (1.8a)

𝜌−1𝛁𝑝 = 𝚷i (−(𝒗 ⋅ 𝛁)𝒗 + 𝜈𝛁2𝒗) + 𝒇i, (1.8b)

où 𝚷s et 𝚷i sont des opérateurs de projection solénoïdal et irrotationnel, respectivement, et 𝒇s et
𝒇i sont les parties non conservative et conservative des forces massiques, respectivement. La première
équation constitue une équation gouvernante sans terme de pression pour le champ de vitesse, tandis
que la deuxième équation pour la pression est une fonctionnelle de la vitesse et est associée à une
équation de Poisson pour la pression. Cette approche incompressible offre ainsi une solution élégante
et autonome pour la résolution du champ de pression, ce qui est un atout majeur dans la modélisation
des écoulements isovolumes/incompressibles.

Cette formulation s’appuie sur l’hypothèse selon laquelle le champ de vitesse est solénoïdal. Cepen-
dant, dans un écoulement de mélange, il existe plusieurs représentations possibles du champ de vitesse.
Chaque espèce 𝑘 possède une vitesse 𝒗𝑘 définie comme la vitesse eulérienne moyennée des molécules
d’espèce 𝑘. Dans une approche de simulation directe visant à résoudre l’intégralité de l’écoulement dans
le domaine d’étude 𝛺, l’objectif est de travailler avec une vitesse d’ensemble englobant le comportement
de toutes ces espèces. Pour la modélisation de la vitesse d’ensemble, deux approches sont envisageables :

1. La vitesse 𝒘 moyennée par la masse totale du mélange et pondérée par la masse partielle 𝜌𝑘𝑉𝑘
de chaque espèce

𝒘(𝒓, 𝑡) =
∑𝑁

𝑘=1 𝜌𝑘(𝑡)𝑉𝑘(𝑡)𝒗𝑘(𝒓, 𝑡)
∫
𝛺

𝜌(𝒓, 𝑡) d𝑉
(1.9)

où 𝜌𝑘 et 𝑉𝑘 sont la masse volumique et le volume partiel de l’espèce 𝑘, respectivement. Dans le
cas d’un mélange binaire, cette vitesse s’exprime par

𝒘(𝒓, 𝑡) = (𝜌A(𝑡)𝑉A(𝑡)) 𝒗A(𝒓, 𝑡) + (𝜌B(𝑡)𝑉B(𝑡)) 𝒗B(𝒓, 𝑡)
∫
𝛺

𝜌(𝒓, 𝑡) d𝑉
. (1.10)

En termes plus courants, ce champ de vitesse d’ensemble peut être qualifié de « vitesse barycen-
trique ». Cette représentation barycentrique est utilisée pour les bilans de quantité de mouvement
et apparaît donc dans les équations de Navier–Stokes.

2. La vitesse 𝒖 moyennée par le volume total du mélange 𝑉 et pondérée par le volume partiel de
chaque espèce

𝒖(𝒓, 𝑡) =
∑𝑁

𝑘=1 𝑉𝑘(𝑡)𝒗𝑘(𝒓, 𝑡)
𝑉

=
𝑁

∑
𝑘=1

𝜙𝑘(𝑡)𝒗𝑘(𝒓, 𝑡), (1.11)

où 𝜙𝑘 est la fraction volumique de l’espèce 𝑘. Dans le cas d’un mélange binaire, cette vitesse
s’exprime par

𝒖(𝒓, 𝑡) = 𝑉A(𝑡)𝒗A(𝒓, 𝑡) + 𝑉B(𝑡)𝒗B(𝒓, 𝑡)
𝑉

. (1.12)

En termes plus courants, ce champ de vitesse d’ensemble peut être qualifié de « vitesse cinéma-
tique ».

Il est important de souligner que ces deux représentations du champ de vitesse sont équivalentes. Le
choix entre l’une ou l’autre de ces représentations n’affecte que le système mathématique résultant et n’a
aucune incidence sur la physique capturée. De plus ces deux champs de vitesse sont identiques lorsque
les deux espèces du mélange ont les mêmes densités, ou dans le cas d’un fluide homogène. Dans ce
contexte, la variation du volume élémentaire 𝑉 est égale à la somme des variations des volumes partiels
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de chaque espèce. En utilisant une équation de transport par 𝒗𝑘 pour 𝑉𝑘 dans le domaine élémentaire
𝛥 de la particule, elle s’exprime par

d𝑉
d𝑡

=
𝑁

∑
𝑘=1

d𝑉𝑘
d𝑡

=
𝑁

∑
𝑘=1

∫
𝛥

(𝜕𝜙𝑘
𝜕𝑡

+ 𝛁 ⋅ (𝜙𝑘𝒗𝑘)) d𝑉 = ∫
𝛥

𝛁 ⋅ 𝒖 d𝑉 . (1.13)

La contrainte d’incompressibilité dans le cas d’un écoulement de mélange se traduit donc par

lim
𝑉 →0

1
𝑉

d𝑉
d𝑡

= 𝛁 ⋅ 𝒖 = 0 (1.14)

qui stipule que la vitesse moyennée par le volume doit être à divergence nulle. Il est important de
noter que la vitesse moyennée par la masse 𝒘 n’est pas nécessairement solénoïdale dans le cas d’un
écoulement inhomogène. Cette particularité est attribuée au fait que cette représentation du champ de
vitesse dépend de la variation de masse au sein des volumes élémentaires associés à chaque particule.
Cependant, ces deux représentations ne sont pas indépendantes et peuvent être reliées par le flux diffusif
massique 𝑱𝑘, ici exprimé par la loi de Fick :

𝒘 = 𝒖 −
𝑁

∑
𝑘=1

𝜙𝑘(𝒗𝑘 − 𝒘) = 𝒖 −
𝑁

∑
𝑘=1

𝜙𝑘
𝜌𝑘

𝑱𝑘 = 𝒖 + 𝜌
𝑁

∑
𝑘=1

𝑁
∑
𝑖=1
𝑖≠𝑘

𝐷𝑘𝑖
𝜙𝑘
𝜌𝑘

𝛁𝑤𝑘 (1.15)

Dans le cas du mélange binaire à coefficients de diffusion égaux, la relation se simplifie et s’écrit

𝒘 = 𝒖 + 𝜌𝐷𝛁 (𝜙A
𝜌A

𝑤A + 𝜙B
𝜌B

𝑤B) = 𝒖 + 𝜌𝐷𝛁 ( 1
𝜌A

+ 1
𝜌B

) = 𝒖 − 𝐷
𝜌

𝛁𝜌. (1.16)

En somme, l’écoulement est considéré comme incompressible du fait de ses faibles vitesses et son
absence d’onde de choc. Cette hypothèse joue un rôle crucial en simplifiant le système d’équations,
en introduisant une nouvelle équation 𝛁 ⋅ 𝒖 = 0, où 𝒖 représente la vitesse moyennée par le volume.
En exploitant cette variable de vitesse, l’efficacité de la résolution incompressible est alliée avec la
modélisation des effets de variation de masse par la loi de Fick.

1.1.4 Écoulement turbulent libre et isotrope
Concernant le caractère turbulent de l’écoulement, l’objectif étant de comprendre l’interaction entre la
turbulence et les effets de variation de masse, l’écoulement est considéré comme pleinement isotrope.
Cette hypothèse est associée à un nombre de Reynolds Re ≫ 1 élevé, conjugué à un nombre de Froude
Fr ≥ 1 dépassant l’unité. Ceci engendre un régime de convection forcée dans lequel les effets gravita-
tionnels sont négligeables en comparaison des forces inertielles. Cette approche permet la modélisation
de la dynamique du rejet loin de sa zone d’éjection, dans une région où la signature de l’émission a
disparu. Elle facilite également la mise en place d’un modèle de THI pour les simulations numériques,
modèle qui d’ailleurs est majoritairement utilisé pour les études fondamentales de la turbulence [49, 46,
41, 64]. Cette modélisation est accompagnée de conditions aux limites périodiques, pour simplifier la
formulation numérique et faciliter l’utilisation de méthodes spectrales pour la discrétisation temporelle.

En s’associant avec les hypothèses précédentes, cette dernière modélisation permet de garantir que
seules les dynamiques pertinentes à l’étude des structures turbulentes en présence de gradients de densité
sont capturées.
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1.1.5 Conclusion sur les hypothèses
Finalement, le mouvement fluide d’un rejet atmosphérique est modélisé par l’écoulement turbulent iso-
trope, incompressible, isotherme et non réactif d’un mélange binaire de fluides newtoniens. Les coeffi-
cients de diffusion moléculaire et de quantité de mouvement sont considérés comme constants.

Cette approche originale, qui prend en compte de fortes variations de densité tout en conservant une
formulation incompressible, s’inspire des travaux antérieurs réalisés par Livescu et Ristorcelli [51],
Di Pierro [20] et Jacques [42]. Cette méthodologie permet notamment de s’affranchir de l’utilisation
de modèles compressibles, peu adaptée pour la résolution d’écoulement à basse vitesse, et qui peuvent
être plus lourds et complexes à implémenter sans apporter de physique supplémentaire. De plus, elle évite
l’utilisation d’approximations de type Boussinesq, qui ne sont pas adaptées à l’étude de phénomènes à
forts gradients de densité.

1.2 Formulation mathématique

Comme exposé qualitativement dans la section précédente, les émissions atmosphériques sont modélisées
à l’aide d’un écoulement turbulent isotrope, incompressible, et non réactif d’un mélange binaire de
fluides newtoniens. Cette formulation aboutit à un système d’équations qui peut être considéré comme
une généralisation des équations de Navier–Stokes incompressibles au cas à densité variable. Dans la
littérature, ce système d’équations est désigné sous le nom de Variable-Density1 Incompressible Navier–
Stokes Equations (VDINSE) (Équations de Navier–Stokes incompressibles à densité variable). Il est
également connu comme le système de Kazhikhov–Smagulov, en hommage aux travaux pionniers de
Kazhikhov et Smagulov [48] sur cette formulation. Dans ce document, les équations du problème
incompressible sont désignées par l’acronyme VDINSE.

Cette section expose le développement du système d’équations jusqu’à sa forme finale adimension-
née, qui est utilisée dans le solveur DNS. Une solution pseudo-exacte permettant d’effectuer des essais
numériques est également proposée. Pour une exploration plus approfondie des propriétés et du déve-
loppement des VDINSE, des travaux de références sont disponibles dans la littérature. Parmi eux, les
travaux de Frank-Kamenetskii [28, chapitres 1–2, 4] et Antontsev, Kazhiktov et Monakhov
[2, section 1.5] présentent le développement orignal du modèle. Beirão Da Veiga [4] et Guillén-
González, Damázio et Rojas-Medar [37] explorent les propriétés du problème mathématique issu
de cette formulation. Jacques [42, section 1.1] apporte une approche détaillée de son développement
dans le cas d’un écoulement de mélange incompressible. Franchi et Straughan [27] fournissent une
comparaison du modèle avec une alternative pour la modélisation de polluants lourds et Bresch,
Essoufi et Sy [8] proposent des modifications pour le traitement de combustions à faible Mach.

1.2.1 Équations du mouvement

Considérons un domaine triplement périodique et régulier 𝛺 ∈ 𝐑3 d’un volume 𝑉 délimitant l’espace
d’étude. Dans ce domaine 𝛺, se produit l’écoulement d’un fluide à deux composantes, A et B, et de
densité 𝜌(𝒓, 𝑡). Les deux composantes sont supposées avoir la même viscosité dynamique 𝜇 (et viscosité
secondaire 𝜇′) ainsi que le même coefficient de diffusion moléculaire 𝐷 = 𝐷AB = 𝐷BA l’une dans
l’autre. Cette hypothèse a été détaillée dans la section précédente. Cette dynamique du fluide s’étend
sur l’intervalle de temps [0, 𝑡f]. En se référant à la section précédente, le champ de vitesse du fluide peut
être représenté par la vitesse moyennée par la masse 𝒘 = (𝑤𝑥, 𝑤𝑦, 𝑤𝑧)T ou la vitesse moyennée par le
volume 𝒖 = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑧)T. Ces deux représentations sont définies respectivement par les équations (1.10)
et (1.12) page 8 et sont reliées par la loi de diffusion de Fick

𝒘 = 𝒖 − 𝐷
𝜌

𝛁𝜌. (1.17)

1Le terme « inhomogène » ou « non homogène » est également employé à la place d’« à densité variable » dans
certains travaux de la littérature. Dans ce document, « à densité variable » est préféré afin d’éviter toute confusion avec
l’homogénéité statistique de la turbulence.
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La dynamique locale incompressible à densité variable est décrite par les équations de conservation
de la quantité de mouvement et de conservation de la masse associées à la contrainte d’incompressibilité.
Dans cette configuration, les équations de conservation de la quantité de mouvement (sous forme non
conservative) s’obtiennent à partir de l’équation de quantité de mouvement de Cauchy sur la vitesse
barycentrique 𝒘 et s’écrivent

𝜌 (𝜕𝒘
𝜕𝑡

+ (𝒘 ⋅ 𝛁)𝒘) = −𝛁𝑝 + 𝛁 ⋅ 𝞽 + 𝜌𝒇f, (1.18)

= −𝛁𝑝 + 𝛁 ⋅ (𝜇 (𝛁𝒘 + 𝛁𝒘T) + 𝜇′ (𝛁 ⋅ 𝒘) 𝙄) + 𝜌𝒇f,
= −𝛁𝑝 + 𝜇𝛁2𝒘 + 𝜇𝛁 ⋅ 𝛁𝒘T + 𝜇′𝛁 ⋅ (𝛁 ⋅ 𝒘) 𝙄 + 𝜌𝒇f,
= −𝛁𝑝 + 𝜇𝛁2𝒘 + (𝜇 + 𝜇′)𝛁(𝛁 ⋅ 𝒘) + 𝜌𝒇f.

Ici 𝞽 est le tenseur des contraintes d’un fluide newtonien défini par l’équation (1.5) page 7, 𝑝 est le
champ de pression et 𝜌𝒇f est une densité de force volumique qui sera utilisée par la suite pour forcer la
turbulence. L’équation de conservation de la masse s’écrit également à partir de la vitesse barycentrique
𝒘 comme

𝜕𝜌
𝜕𝑡

+ 𝛁 ⋅ (𝜌𝒘) = 0. (1.19)

Les équations du mouvement sont obtenues en combinant ces équations de conservation avec la contrainte
d’incompressibilité à densité variable :

𝜌 (𝜕𝒘
𝜕𝑡

+ (𝒘 ⋅ 𝛁)𝒘) = −𝛁𝑝 + 𝜇𝛁2𝒘 + 𝜌𝒇f, (1.20a)

𝜕𝜌
𝜕𝑡

+ 𝛁 ⋅ (𝜌𝒘) = 0, (1.20b)

𝛁 ⋅ 𝒖 = 0. (1.20c)

En utilisant la relation (1.17), 𝒘 peut être éliminé des équations et les équations du mouvement peuvent
être écrites entièrement en fonction du champ de vitesse moyennée par le volume 𝒖 comme

𝜌 (𝜕𝒖
𝜕𝑡

+ (𝒖 ⋅ 𝛁)𝒖) = −𝛁𝑝′ + 𝜇𝛁2𝒖 + 𝐷((𝒖 ⋅ 𝛁)𝛁𝜌 + (𝛁𝜌 ⋅ 𝛁)𝒖) + 𝜌𝒇f (1.21a)

+ 𝐷2

𝜌
((𝛁𝜌 ⋅ 𝛁)𝛁𝜌 − 1

𝜌
‖𝛁𝜌‖2𝛁𝜌 + 𝛁𝜌𝛁2𝜌) , (1.21b)

𝑝′ = 𝑝 + 𝐷𝒖 ⋅ 𝛁𝜌 − 𝐷2𝛁2𝜌 + 𝐷(2𝜇 + 𝜇′)𝛁2 ln 𝜌, (1.21c)
𝜕𝜌
𝜕𝑡

+ (𝒖 ⋅ 𝛁)𝜌 = 𝐷𝛁2𝜌, (1.21d)

𝛁 ⋅ 𝒖 = 0. (1.21e)

Dans ce nouveau système, 𝑝′ est un champ scalaire potentiel analogue à la pression, permettant de
décrire le gradient de pression dans l’écoulement à densité variable. Par souci de simplicité, ce champ
scalaire est désigné comme étant la pression et est symbolisé par 𝑝 dans la suite du document. À la
suite de l’introduction des effets de diffusion de masse, l’équation de quantité de mouvement (1.21a)
présente maintenant trois termes sources en plus du gradient de pression et de la force volumique :

• Le terme visqueux 𝜇𝛁2𝒖 habituellement présent dans les équations incompressibles à densité
constante.

• Un terme supplémentaire 𝐷((𝒖 ⋅ 𝛁)𝛁𝜌 + (𝛁𝜌 ⋅ 𝛁)𝒖) introduit par la loi de diffusion de Fick. Ce
terme s’apparente à première vue à un terme de diffusion en raison de sa forme en 𝛁2. Il représente
le couplage au premier ordre entre le champ de vitesse 𝒖 et le déplacement des particules 𝐷𝛁𝜌/𝜌
(homogène à une vitesse) résultant de la diffusion moléculaire.
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• Un second terme supplémentaire en O(𝐷2) également introduit par la diffusion moléculaire. Ce
terme représente les ordres supérieurs du phénomène de couplage cité précédemment.

Dans les modèles de Kazhikhov–Smagulov traitant de dynamiques à faible diffusion, le terme en O(𝐷2)
est négligé par rapport aux autres termes sources [48, 4]. Cette simplification est également utilisée ici
et est justifiée dans la sous-section suivante présentant les équations sous forme non dimensionnelle.
L’application de cette dernière simplification se traduit par la forme finale des VDINSE utilisée pour
cette étude :

𝜌 (𝜕𝒖
𝜕𝑡

+ (𝒖 ⋅ 𝛁)𝒖) = −𝛁𝑝 + 𝜇𝛁2𝒖 + 𝐷((𝒖 ⋅ 𝛁)𝛁𝜌 + (𝛁𝜌 ⋅ 𝛁)𝒖) + 𝜌𝒇f, (1.22a)

𝜕𝜌
𝜕𝑡

+ (𝒖 ⋅ 𝛁)𝜌 = 𝐷𝛁2𝜌, (1.22b)

𝛁 ⋅ 𝒖 = 0. (1.22c)

Le problème incompressible à densité variable peut donc se formuler sous la forme de deux équations
différentielles orthogonales

𝜕𝒖
𝜕𝑡

= 𝚷s (−(𝒖 ⋅ 𝛁)𝒖 + 𝜇
𝜌

𝛁2𝒖 + 𝐷
𝜌

((𝒖 ⋅ 𝛁)𝛁𝜌 + (𝛁𝜌 ⋅ 𝛁)𝒖) ) + 𝒇s, (1.23a)

𝜌−1𝛁𝑝 = 𝚷i (−(𝒖 ⋅ 𝛁)𝒖 + 𝜇
𝜌

𝛁2𝒖 + 𝐷
𝜌

((𝒖 ⋅ 𝛁)𝛁𝜌 + (𝛁𝜌 ⋅ 𝛁)𝒖)) + 𝒇i, (1.23b)

où 𝚷s et 𝚷i sont des opérateurs de projection solénoïdal et irrotationnel, respectivement, et 𝒇s et 𝒇i
sont les parties non conservative et conservative des forces massiques, respectivement.

1.2.2 Équations adimensionnées
Afin de généraliser la résolution des équations, le système d’équations (1.22) est maintenant adimen-
sionné en introduisant une échelle caractéristique de densité 𝜌c, de vitesse 𝑣c, et de longueur 𝐿c ca-
ractérisant le problème. Les équations sont alors réécrites en fonction des variables adimensionnées
2

𝜌+ = 𝜌
𝜌c

, 𝒖+ = 𝒖
𝑣c

, 𝒓+ = 𝒓
𝐿c

, 𝑡+ = 𝑣c
𝐿c

, 𝑝+ = 𝑝
𝜌𝑐𝑣2

c
(1.24)

et en introduisant le nombre de Reynolds

Re = 𝜌c𝑣c𝐿c
𝜇

≡ forces inertielles
forces visqueuses

, (1.25)

et le nombre de Schmidt
Sc = 𝜇

𝜌c𝐷
≡ forces diffusives visqueuses

forces diffusives moléculaires
. (1.26)

En omettant par souci de lisibilité l’indice ⋅+, caractérisant les variables sans dimension, les VDINSE
sous forme non dimensionnelle s’écrivent

𝜕𝒖
𝜕𝑡

+ (𝒖 ⋅ 𝛁)𝒖 = −𝛁𝑝
𝜌

+ 𝜻(𝜌, 𝒖) + 𝒇f, (1.27a)

𝜕𝜌
𝜕𝑡

+ (𝒖 ⋅ 𝛁)𝜌 = 1
Re Sc

𝛁2𝜌, (1.27b)

𝛁 ⋅ 𝒖 = 0, (1.27c)

𝜻(𝜌, 𝒖) = 1
𝜌 Re

𝛁2𝒖 + 1
𝜌 Re Sc

((𝒖 ⋅ 𝛁)𝛁𝜌 + (𝛁𝜌 ⋅ 𝛁)𝒖) . (1.27d)

2L’adimensionnement choisi ici pour la pression favorise la description des écoulements turbulents. Cependant, pour
les écoulements visqueux, une alternative possible est 𝑝+ = 𝑝𝐿c/𝜇𝑣c.
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Dans la suite du document, l’indice ⋅+ est systématiquement omis et toutes les variables présentées sont
sans dimension. Cette représentation des équations, désignée sous le terme VDINSE est utilisée tout au
long de l’étude.

Les équations adimensionnées permettent de généraliser la résolution, car elles ne dépendent plus
des unités utilisées ou des échelles spécifiques du problème. Cette démarche est essentielle pour com-
parer différents cas et d’étudier les phénomènes à des échelles relatives, indépendamment des valeurs
spécifiques des constantes caractéristiques de chaque composante fluide. Notamment, cette approche
permet de caractériser la dynamique de l’écoulement uniquement avec deux paramètres : le nombre de
Reynolds et le nombre de Schmidt. Afin de décrire la condition initiale, un troisième paramètre sans
dimension,

𝑠 = 𝜌A
𝜌B

= max𝛺 𝜌(𝒓, 𝑡 = 0)
min𝛺 𝜌(𝒓, 𝑡 = 0)

, (1.28)

est introduit, caractérisant le rapport de densité entre les deux espèces composant le fluide. Ce paramètre
sans dimension peut être relié au nombre d’Atwood, couramment employé dans l’étude des écoulements
multiphasiques, par

At = 𝑠 − 1
𝑠 + 1

. (1.29)

En ce qui concerne les valeurs de ces paramètres pour cette étude, des mesures effectuées à tempé-
rature standard 𝑇 0 = 273.15 K, notamment par Gualtieri et al. [35], ont démontré que le nombre de
Schmidt se situe autour de l’unité, pour les émissions atmosphériques de méthane, dioxyde de carbone,
d’éthanol et de méthanol. Le nombre de Reynolds, quant à lui, doit être au minimum être de l’ordre de
plusieurs centaines. Dans les modèles de THI, une valeur minimale de Re ≥ 1000 est couramment em-
ployée [79, 46, 41] pour le nombre de Reynolds basé sur l’échelle intégrale. La simplification des termes
en O(𝐷2) réalisée dans la section 1.2.1 trouve ici sa justification. En effet, sous forme adimensionée,
ces termes sont proportionnels à O(1/(Re2 Sc2)). Avec un nombre de Schmidt voisin de l’unité et un
nombre de Reynolds de plusieurs centaines, les termes négligés se situent 4 à 5 ordres de grandeur en
dessous des autres.

Finalement, le rapport de densité 𝑠 se situe entre l’unité et une dizaine. En effet, pour un mélange
CO2–air, ce rapport est de 2, tandis que pour un mélange SF6–air, il atteint 6 dans les conditions
standard. Dans le cadre des cas de test, des valeurs plus élevées sont explorées, principalement pour
évaluer la robustesse des méthodes numériques. Pour les simulations de cette étude, des valeurs allant
de 2 à 8 sont prises en considération. Ainsi, la modélisation est paramétrée par

Re ≈ 1000, Sc ≈ 1, 𝑠 ∈ [2, 8]. (1.30)

1.2.3 Solution pseudo-exacte
En vue de disposer d’un moyen de vérifier les méthodes numériques de résolution, une solution pseudo-
exacte des équations (1.27) est introduite, inspirée des travaux de Di Pierro et Abid [21, section 4.1].
Cela s’effectue en apportant une modification aux équations par l’ajout d’un terme source. En effet, si
l’on choisit un terme de forçage 𝒇f tel que

𝒇f(𝒖, 𝜌, 𝑝) = 𝜕𝒖
𝜕𝑡

+ (𝒖 ⋅ 𝛁)𝒖 − 𝛁𝑝
𝜌

− 𝜻(𝜌, 𝒖) (1.31)

alors

𝑢𝑥e
(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = cos(𝑡) sin(𝑥) cos(𝑦) cos(𝑧), (1.32a)

𝑢𝑦e
(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = cos(𝑡) cos(𝑥) sin(𝑦) cos(𝑧), (1.32b)

𝑢𝑧e
(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = −2 cos(𝑡) cos(𝑥) cos(𝑦) sin(𝑧), (1.32c)

𝜌e(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 1 + 1
2 (𝑠 − 1)(1 + sin(𝑡) sin(𝑥) sin(𝑦) sin(𝑧)), (1.32d)

𝑝e(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = sin(𝑡) sin(2𝑥) sin(2𝑦) sin(2𝑧), (1.32e)
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constitue une solution exacte (𝒖e = (𝑢𝑥e
, 𝑢𝑦e

, 𝑢𝑧e
)T, 𝜌e, 𝑝e) des équations (1.27).

Ainsi, si l’on considère une solution numérique (𝒖, 𝜌, 𝑝) obtenue par intégration temporelle utilisant
un pas de temps δ𝑡, et en prenant comme condition initiale les valeurs de (𝒖e, 𝜌e, 𝑝e) évaluées à 𝑡 = 0,
alors les erreurs temporelles par rapport à la solution exacte au temps 𝑡 = 𝑛δ𝑡 sont définies par

𝜖𝒖 = ‖𝒖(𝑛δ𝑡) − 𝒖e(𝑡)‖2, (1.33a)
𝜖𝜌 = ‖𝜌(𝑛δ𝑡) − 𝜌e(𝑡)‖2, (1.33b)
𝜖𝑝 = ‖𝑝(𝑛δ𝑡) − 𝑝e(𝑡)‖2. (1.33c)

1.2.4 Conclusion sur la formulation mathématique
La formulation mathématique des hypothèses énoncées dans la section 1.1 conduit à un système d’équa-
tions qui présente des similitudes avec les équations de Navier–Stokes incompressibles. Ce système
présente une équation de quantité de mouvement, accompagnée d’un terme source supplémentaire et
comprenant des coefficients en 𝜌−1, où 𝜌(𝒓, 𝑡) est désormais une fonction de l’espace du temps. Une
équation de diffusion est également introduite pour régir l’évolution du champ de densité. De manière
similaire au cas incompressible à densité constante, la contrainte d’incompressibilité est exprimée par
𝛁 ⋅ 𝒖 = 0, où 𝒖 est la vitesse moyennée par le volume.

L’adimensionnement des équations permet de caractériser la dynamique de l’écoulement par trois
paramètres sans dimension :

Re = 𝜌c𝑣c𝐿c
𝜇

, 𝑠 = max𝛺 𝜌(𝒓, 𝑡 = 0)
min𝛺 𝜌(𝒓, 𝑡 = 0)

, Sc = 𝜇
𝜌c𝐷

. (1.34)

Ces paramètres, associés à une condition initiale (𝒖, 𝜌, 𝑝)(𝑡 = 0), constituent les données d’entrées de
nos simulations numériques. En injectant un terme de forçage spécifique, il est possible de développer
une solution exacte des équations modifiées, permettant ainsi de mesurer l’exactitude des méthodes
numériques temporelles.

Maintenant que les équations du problème sont développées, la section suivante se penche sur le
modèle turbulent utilisé pour simuler la turbulence dans ce contexte.

1.3 Turbulence Homogène Isotrope

La turbulence émerge de manière intrinsèque au sein des équations de la dynamique développées dans
la section précédente, lorsque les conditions requises sont réunies. Dans le cas d’une étude visant à
analyser les structures de la turbulence, en excluant toutes interférences avec des phénomènes externes,
il est recommandé d’opter pour un modèle dans lequel la totalité du domaine de calcul est occupée par
la turbulence. Dans le cas de cette étude, les variations de masse sont intrinsèques à l’écoulement et ne
sont pas causées par des phénomènes extérieurs. Par conséquent, l’utilisation d’un tel modèle s’avère
indispensable pour une analyse efficace de la dynamique.

Toutefois, lors de l’observation d’un rejet atmosphérique, il est constaté que l’écoulement dans son
ensemble n’est pas uniformément turbulent. Selon les hypothèses énoncées, il convient de se placer dans
une région de l’écoulement, située à distance de la zone d’émission, où l’écoulement est turbulent et où
un comportement isotrope est observé (voir figure 0.1). Dans une telle région 𝛺, l’écoulement peut être
raisonnablement considéré comme uniformément turbulent. Ce choix permet notamment de s’affranchir
d’une résolution totale de l’écoulement, qui n’est pas essentielle pour mener à bien l’étude fondamentale
des structures turbulentes.

Le modèle Turbulence Homogène Isotrope (THI) permet la simulation d’un écoulement turbulent
occupant la totalité du domaine d’étude, en imposant deux conditions sur les champs fluctuants turbu-
lents :

• Homogénéité : leurs propriétés statistiques doivent être distribuées de manière homogène dans
l’espace, en d’autres termes, elles doivent être invariantes par translation.
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• Isotropie : leurs propriétés statistiques doivent être uniformes dans toutes les directions, c’est-à-
dire qu’elles doivent être invariantes par rotation et réflexion.

Ces conditions sont satisfaites par notre hypothèse de région d’écoulement isotrope turbulent, située
à distance de la zone d’émission. Cette modélisation simule la turbulence dans une boîte 𝛺 de taille
𝐿𝛺, soigneusement choisie pour inclure l’ensemble des caractéristiques spatiales de l’écoulement, tout
en étant suffisamment petite pour être considérée comme périodique. La périodicité est ici utilisée
pour reproduire le fait qu’on ne simule qu’une région spécifique statistiquement représentative d’un
écoulement ouvert à grande échelle3.

Il est important de signaler que par la suite, cette forme spécifique de turbulence est également
désignée sous le terme de « turbulence isotrope ». D’un point de vue mathématique, étant donné que
toute translation est une combinaison de deux rotations, un champ fluctuant statistiquement isotrope
est forcément statistiquement homogène [15]. L’appellation « THI » est en réalité inutilement précise,
cependant, elle est communément acceptée et utilisée dans la littérature scientifique.

Bien que cette approche puisse être sujette à des critiques en raison de sa simplification, sa faci-
lité d’implémentation en fait néanmoins la méthode privilégiée pour les études fondamentales sur la
turbulence dans le cadre de travaux académiques [49, 79, 41, 64]. Des recherches expérimentales s’ef-
forcent également de reproduire ces conditions en utilisant des grilles générant une turbulence quasi
isotrope [63]. De plus, les travaux précurseurs de Kolmogorov [50] et les études qui ont suivi [75, 24]
ont démontré qu’il existe de nombreuses caractéristiques universelles au niveau des processus physiques
fondamentaux des écoulements turbulents, qui se manifestent dans cette situation idéalisée, indépen-
damment de l’origine de la turbulence.

Par conséquent, le modèle de THI est retenu comme le modèle turbulent approprié pour cette étude
fondamentale sur la turbulence à densité variable. La section 1.3.1 présente les équations de la THI,
et les sections 1.3.2 à 1.3.3, quant à elles, présentent les différentes grandeurs utilisées pour étudier sa
dynamique. Il est essentiel de souligner que ces sections ne proposent pas un développement complet des
équations. L’objectif est de présenter de manière concise les grandeurs utilisées au cours de l’étude. Pour
des informations plus détaillées sur la théorie, il est recommandé de se référer au cours de Cazalbou
et Fontane [15] ou aux ouvrages de Pope [63] et Sagaut et Cambon [71].

1.3.1 Équations de la turbulence isotrope
L’étude des écoulements turbulents est complexe en raison de leurs propriétés inhérentes d’instabilité,
de tridimensionnalité et de sensibilité aux perturbations. Pour surmonter ces difficultés, l’approche sta-
tistique est devenue rapidement, suite aux travaux fondateurs de Reynolds [68], un moyen approprié
tant pour l’analyse expérimentale que pour l’étude numérique. Cette approche repose sur la décomposi-
tion (dite de Reynolds) de chaque champ de l’écoulement 𝜑, en une valeur moyenne 𝜑̄ et une fluctuation
𝜑′. En utilisant cette décomposition, il est possible d’exprimer la dynamique de l’écoulement moyen
dans le contexte d’une turbulence incompressible à densité constante par le système d’équations (sous
forme indicielle)

𝜕 ̄𝑣𝑖
𝜕𝑡

+ ̄𝑣𝑗
𝜕 ̄𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

= −1
𝜌

𝜕 ̄𝑝
𝜕𝑥𝑖

+ 𝜕
𝜕𝑥𝑗

( 1
Re

( 𝜕 ̄𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕 ̄𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑖
) − 𝑣′

𝑖𝑣′
𝑗) , (1.35a)

𝜕 ̄𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑗
= 0. (1.35b)

Une observation notable concerne la présence du tenseur de Reynolds 𝑣′
𝑖𝑣′

𝑗 dans l’équation de la quantité
de mouvement, dont la trace est reliée à l’énergie cinétique turbulente ̄𝑒c = 1

2 𝑣′
𝑖𝑣′

𝑖 par unité de masse4.
L’étude de la dynamique d’un écoulement turbulent nécessite donc l’analyse approfondie de l’énergie

3Les conditions aux limites périodiques favorisent également l’implémentation de méthodes spectrales pour la discré-
tisation spatiale.

4Dans les études à densité variable, il est important de faire la différence entre l’énergie cinétique par unité de volume
1
2 𝜌𝒗2 et l’énergie cinétique par unité de masse 1

2 𝒗2.
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cinétique turbulente, dont l’évolution est régie par

𝜕 ̄𝑒c
𝜕𝑡

+ ̄𝑣𝑗
𝜕 ̄𝑒c
𝜕𝑥𝑗

= − 𝑣′
𝑖𝑣′

𝑗
𝜕 ̄𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗⏟⏟⏟⏟⏟

(1)

− 1
𝜌

𝜕𝑝𝑣′
𝑗

𝜕𝑥𝑗⏟⏟⏟⏟⏟
(2)

−
𝜕𝑣′

𝑖𝑣′
𝑖𝑣′

𝑗

𝜕𝑥𝑗⏟⏟⏟⏟⏟
(3)

+ 1
Re

𝜕2 ̄𝑒c
𝜕𝑥𝑗 𝜕𝑥𝑗⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
(4)

− 2
Re

( 𝜕𝑣′
𝑖

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑣′
𝑗

𝜕𝑥𝑖
)

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
(5)

(1.36)

où (1) est le terme de production, (2) est le terme de diffusion par fluctuation du champ de pression,
(3) est le terme de diffusion par fluctuation du champ de vitesse, (4) est le terme de diffusion visqueuse,
et (5) est le terme de dissipation visqueuse [15]. En adoptant l’hypothèse de THI, cette équation subit
une simplification significative, se réduisant à

𝜕 ̄𝑒c
𝜕𝑡

= 𝒗 ⋅ 1
Re

𝛁2𝒗. (1.37)

Ainsi, dans ce contexte, l’énergie cinétique turbulente est totalement et irréversiblement convertie en
énergie interne. On saisit ici l’importance capitale de cette modélisation. Dans ce cadre, l’énergie ciné-
tique turbulente peut être résolue directement sans recourir à des modèles approximatifs pour le tenseur
de Reynolds.

Cependant, du fait que l’équation d’énergie ne comporte plus de terme de production, il devient
nécessaire d’injecter de l’énergie à l’aide d’une méthode de forçage pour éviter la dissipation totale de
la turbulence. Cette approche, connue sous le nom de « THI forcée », est expliquée plus en détail dans
le chapitre 3. Une alternative consiste à réaliser des simulations de THI en déclin, où l’on impose une
condition initiale de vitesse ou un spectre d’énergie, puis on étudie la dynamique de la turbulence lors
de sa dissipation. Dans le cadre de cette étude, la turbulence observée dans les rejets atmosphériques
étant forcée par le jet d’émission, l’approche de THI forcée est préférée.

Dans le cas d’un écoulement à densité variable, l’équation de l’énergie cinétique turbulente par
unité de volume 1

2 𝜌𝒖2, peut être dérivée à partir des équations (1.27) de la dynamique. Puisqu’il s’agit
d’une turbulence forcée, l’énergie est entièrement apportée par le terme de forçage 𝒇f et il n’est donc pas
nécessaire de considérer un champ moyen distinct. Par conséquent, par la suite, le champ de vitesse total
𝒖 et le champ de vitesse des perturbations 𝒖′ sont donc égaux. Cette simplification permet d’aborder
plus aisément l’étude de la turbulence dans ce contexte à densité variable. L’équation de l’évolution de
l’énergie cinétique par unité de volume 𝑒c se développe donc comme

D𝑒c
D𝑡

= 𝜌
D( 1

2 𝒖2)
D𝑡

+ 1
2

𝒖2 D𝜌
D𝑡

= 𝒖 ⋅ (−𝛁𝑝 + 𝜌𝜻(𝜌, 𝒖) + 𝜌𝒇f + 1
2

𝒖
Re Sc

𝛁2𝜌) (1.38)

où D/D𝑡 ≡ 𝜕/𝜕𝑡 + (𝒖 ⋅ 𝛁), et l’équation de l’évolution de l’énergie cinétique totale

d
d𝑡

∫
𝛺

𝑒c d𝑉 = ∫
𝛺

𝒖 ⋅ 𝜌𝒇f d𝑉 + ∫
𝛺

𝒖 ⋅ (𝜌𝜻(𝜌, 𝒖) + 1
2

𝒖
Re Sc

𝛁2𝜌) d𝑉 , (1.39)

s’obtient en intégrant l’équation (1.38) sur 𝛺, et en annulant donc les termes de flux. Cette dernière
équation est essentielle dans l’élaboration de la méthode de forçage, qui est exposée dans le chapitre 3.

1.3.2 Spectre d’énergie
La caractérisation du régime turbulent par l’existence de fluctuations des champs sur une large gamme
continue d’échelles conduit à considérer l’écoulement comme la superposition de structures tourbillon-
naires de tailles variées. Les corrélations en un seul point fournissent des informations sur l’intensité
du mouvement turbulent, mais elles ne permettent pas de déterminer la taille des structures tour-
billonnaires associées. Pour cette raison, la dynamique turbulente est souvent étudiée en utilisant des
corrélations en deux points. Cette approche intègre la notion de distance en introduisant une sépara-
tion spatiale entre les points où les fluctuations sont corrélées. En adoptant cette méthodologie, des
informations supplémentaires sur la taille et la structure des tourbillons associés aux fluctuations sont
obtenues, contribuant ainsi à décrire de la turbulence à différentes échelles spatiales.
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Une des grandeurs dérivées de la théorie des corrélations à deux points, largement utilisée pour
décrire la turbulence, est le spectre d’énergie turbulente 𝐸(𝑘). Le spectre est également appelé densité
spectrale d’énergie, et il joue un rôle central dans la caractérisation des fluctuations de l’énergie tur-
bulente à différentes échelles spatiales. Cette grandeur fournit des informations sur la distribution de
l’énergie dans le spectre des fréquences spatiales, permettant ainsi de comprendre comment l’énergie est
répartie dans les différentes structures tourbillonnaires de l’écoulement. Plus exactement, la représen-
tation spectrale de l’espace permet de calculer l’énergie associée à chaque taille de tourbillons (associée
à un mode de Fourier 𝑘). Ainsi, le spectre d’énergie 𝐸(𝑘) permet de caractériser le niveau d’énergie
présent dans chaque gamme de tailles de tourbillons, fournissant des informations précieuses sur la
distribution et le transfert d’énergie entre les différentes échelles.

D’un point de vue mathématique, le spectre d’énergie est défini pour caractériser l’information
spectrale de l’énergie cinétique par unité de masse,

̄𝑒c(𝑡) = 1
2

𝑢𝑖𝑢𝑖(𝑡) = 1
2

lim
𝑟→0

𝑄𝑖𝑖(𝒓, 𝑡), (1.40)

qui est liée à la restriction locale de la trace du tenseur de corrélation double du champ de vitesse
𝑄𝑖𝑗(𝒓, 𝑡). Son information spectrale est donc accessible via transformation de Fourier tridimensionnelle
du tenseur 𝙌 :

𝑄𝑖𝑖(𝒓, 𝑡) = ∭
+∞

−∞
𝑄̂𝑖𝑖(𝒌, 𝑡) exp(i𝒌 ⋅ 𝒓) d3𝒌 (1.41)

En simplifiant l’intégrale avec les hypothèses de la THI, on obtient que

𝐸(𝑘, 𝑡) = 2𝜋𝑘2𝑄̂𝑖𝑖(𝑘, 𝑡), avec ̄𝑒c(𝑡) = ∫
+∞

0
𝐸(𝑘, 𝑡) d𝑘. (1.42)

Dans le cas à densité variable, le spectre 𝐸𝜌(𝑘) d’énergie cinétique par unité de volume 𝑒c est obtenu à
partir du tenseur de corrélation double 𝙌𝜌 de √𝜌𝒖 et s’exprime comme

𝐸𝜌(𝑘, 𝑡) = 2𝜋𝑘2𝑄̂𝜌,𝑖𝑖(𝑘, 𝑡), avec 𝑒c(𝑡) = 1
2

𝜌𝑢𝑖𝑢𝑖 = ∫
+∞

0
𝐸(𝑘, 𝑡) d𝑘. (1.43)

Le détail des calculs en supposant, grâce aux conditions de THI, que le vecteur de séparation 𝒓 est
aligné sur la coordonnée spectrale 𝑘3, est le suivant :

𝑄𝑖𝑖(𝒓, 𝑡) = ∫
+∞

0
(∫

𝜋

0
(∫

2𝜋

0
𝑄̂𝑖𝑖(𝑘, 𝑡)𝑘2 exp(i𝑘𝑟 cos 𝜃) sin 𝜃 d𝛾) d𝜃) d𝑘,

= ∫
+∞

0
(∫

𝜋

0
(𝑄̂𝑖𝑖(𝑘, 𝑡)𝑘2 exp(i𝑘𝑟 cos 𝜃) sin 𝜃 ∫

2𝜋

0
d𝛾) d𝜃) d𝑘,

= 2𝜋 ∫
+∞

0
(𝑄̂𝑖𝑖(𝑘, 𝑡)𝑘2 ∫

𝜋

0
exp(i𝑘𝑟 cos 𝜃) sin 𝜃 d𝜃) d𝑘,

= 2𝜋 ∫
+∞

0
(𝑄̂𝑖𝑖(𝑘, 𝑡)𝑘2 ∫

+1

−1
exp(i𝑘𝑟𝑢) d𝑢) d𝑘, 𝑢 = cos 𝜃,

= 4𝜋 ∫
+∞

0
𝑄̂𝑖𝑖(𝑘, 𝑡)𝑘2 sin(𝑘𝑟)

𝑘𝑟
d𝑘,

̄𝑒c = 1
2

lim
𝑟→0

𝑄𝑖𝑖(𝒓, 𝑡) = 2𝜋 ∫
∞

0
𝑄̂𝑖𝑖(𝑘, 𝑡)𝑘2 d𝑘.

Numériquement, les spectres sont calculés à partir de la somme 𝑆 = ∑3
𝑖=1 |𝜑̂𝑖|2 des carrés des

transformées de Fourier de 𝝋 = 𝒖 ou 𝝋 = √𝜌𝒖. Un histogramme généralisé est ensuite réalisé, calculant
la moyenne des valeurs de 𝑆 dans chacune des 𝑁 tranches de ‖𝒌‖, où 𝑁 est le nombre de points de
discrétisation dans chacune des directions de l’espace. Le préfacteur 2𝜋 est finalement appliqué sur les
valeurs de l’histogramme pour obtenir le spectre.
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Figure 1.1 : Illustration de l’intégration dans l’espace spectral du spectre d’énergie de la THI

1.3.3 Échelles spatiales de la turbulence
Les travaux fondateurs sur l’universalité de la dynamique turbulente, menés au milieu du 20e siècle
par notamment, Kolmogorov [50] ont démontré que les spectres de THI peuvent être divisés en trois
zones distinctes, représentées dans la figure 1.2 :

1. La « zone d’injection », associée aux grandes échelles et au processus d’injection de l’énergie. Elle
est délimitée par le premier mode et l’échelle intégrale 𝐿. Dans cette zone, le spectre est dépendant
du problème. L’échelle intégrale correspond à la taille des tourbillons comprenant la majorité de
l’énergie cinétique de l’écoulement.

2. La « zone inertielle », associée à la cascade d’énergie et délimitée par 𝐿 et l’échelle de Taylor 𝜆.
Dans cette zone, l’énergie est transférée entre différentes structures tourbillonnaires sous forme
de chaleur sans pertes significatives. Les travaux de Kolmogorov [50] montrent que le spectre
suit une loi en 𝐸(𝑘) ∼ 𝑘−5/3 dans la zone inertielle. Cette loi en puissance 𝑘−5/3 est maintenant
connue sous le nom de « loi de Kolmogorov » et est l’une des découvertes les plus importantes dans
l’étude de la turbulence. L’échelle de Taylor correspond à la plus grande des échelles dissipatives.
En dessous de cette échelle, le mouvement turbulent est sujet à de forts effets visqueux, dissipant
l’énergie cinétique en énergie interne.

3. La « zone dissipative » associée aux plus petites échelles et délimitée par 𝜆 et l’échelle de Kolmogo-
rov 𝜂. Dans cette gamme, l’énergie turbulente fluctuante est dissipée sous forme de chaleur par les
effets visqueux. Cela conduit à une atténuation rapide de l’énergie turbulente à partir de l’échelle
de Taylor. L’échelle de Kolmogorov correspond à la plus petite taille de tourbillons présente dans
l’écoulement.

Les différentes échelles associées à ces zones peuvent être déterminées à partir du spectre d’énergie
𝐸(𝑘) :

𝐿 = 3𝜋
4

∫
+∞

0
𝑘−1𝐸(𝑘) d𝑘/ ∫

+∞

0
𝐸(𝑘) d𝑘, (1.44a)
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1/𝐿 1/𝜆 1/𝜂
log 𝑘

lo
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(𝑘
)

tourbillons

Transfert d’énergie

Figure 1.2 : Illustration de la cascade du spectre d’énergie 𝐸(𝑘) d’un écoulement de THI. 𝐿 représente
l’échelle intégrale, 𝜆 l’échelle de Taylor et 𝜂 l’échelle Kolmogorov.

𝜆 = (5 ∫
+∞

0
𝐸(𝑘) d𝑘/ ∫

+∞

0
𝑘2𝐸(𝑘) d𝑘)

1
2

, (1.44b)

𝜂 = ( 𝜆2𝐿2

15 Re2
𝐿

)
1
4

. (1.44c)

Numériquement, l’intégration du spectre est réalisée de 0 à 𝑘max en utilisant la méthode des trapèzes, où
𝑘max représente le plus grand mode capturé par la discrétisation spatiale. Il est important de rappeler
que toutes les variables sont ici adimensionnées. L’expression de l’échelle de Kolmogorov est obtenue à
partir de la formule dimensionnelle classiquement utilisée

𝜂 = (𝜈3

𝜀
)

1
4

(1.45)

et en injectant 𝜈 = ⟨𝑢⟩𝐿/ Re𝐿 et 𝜀 = 15𝜈(⟨𝑢⟩/𝜆)2 [46], où Re𝐿 correspond au nombre de Reynolds
construit sur l’échelle intégrale 𝐿 et la vitesse caractéristique ⟨𝑢⟩ telle que

3
2

⟨𝑢⟩2 = ∫
+∞

0
𝐸(𝑘) d𝑘. (1.46)

Dans la suite de l’étude, c’est ce nombre de Reynolds basé sur 𝐿 qui est choisi comme paramètre de
contrôle. Il n’est donc plus précisé qu’il est basé sur l’échelle intégrale et il est simplement noté Re. Il
est possible de construire un second nombre de Reynolds Re𝜆, basé cette fois sur l’échelle de Taylor 𝜆 et
la vitesse caractéristique ⟨𝑢⟩. Ce second nombre de Reynolds est fréquemment utilisé dans la littérature
scientifique consacrée à l’étude de la turbulence, car il permet de caractériser la dynamique des plus
petits tourbillons de l’écoulement. En outre, c’est une grandeur caractéristique utilisée pour quantifier
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la séparation des échelles. En conséquence, il est fréquemment désigné sous l’appellation de « nombre
de Reynolds turbulent ». Il peut être relié au nombre de Reynolds intégral via le rapport d’échelles :

Re𝜆 = 𝜆
𝐿

Re . (1.47)

À partir de ces grandeurs, il est également possible de définir une échelle temporelle caractéristique
de la dynamique des plus grandes structures, connue sous le nom de temps de retournement. Cette
échelle caractéristique est symbolisée 𝑇 et s’exprime par

𝑇 = 𝐿
⟨𝑢⟩

. (1.48)

Dans le contexte à densité variable, toutes ces échelles peuvent également être calculées à partir du
spectre d’énergie par unité de volume 𝐸𝜌(𝑘) et sont notées avec un indice ⋅𝜌 : 𝐿𝜌, 𝜆𝜌, 𝜂𝜌, ⟨𝑢⟩𝜌, Re𝜆𝜌

,
Re𝐿𝜌

.
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Ce chapitre se focalise sur la méthode numérique développée pour simuler les écoulements turbulents
incompressibles, à densité variable, et avec diffusion de masse. Il est important de souligner que dans
cette configuration, le champ de densité est traité comme un scalaire actif de l’écoulement et peut
présenter des profils raides en raison des effets de transport et d’étirement. La résolution d’un tel
écoulement incompressible requiert l’utilisation de méthodes numériques adaptées. Une série de tests
approfondis a été réalisée afin de parvenir à un modèle numérique capturant la dynamique recherchée.
L’objectif de ce chapitre n’est pas seulement de présenter le modèle final, mais aussi de décrire l’approche
adoptée et les nombreux essais effectués pour aboutir à ce modèle. Les résultats obtenus lors de ces
différentes étapes peuvent également fournir des informations pertinentes pour d’autres applications
(combustion et météorologie, par exemple).

Le section 2.1 présente la méthodologie utilisée pour la Direct Numerical Simulation (DNS, Simula-
tion Numérique Directe), notamment le choix des méthodes spectrales et la technique de projection. La

21
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section 2.2 détaille le choix de la méthode d’intégration temporelle et l’accent est porté sur le traitement
semi-implicite des équations. Ce traitement nécessite l’utilisation de solveurs itératifs, pour résoudre les
opérateurs liés à la résolution de la pression et au problème de diffusion. Dans la section 2.3, le précon-
ditionnement de ces opérateurs implicites est présenté. Le choix du solveur itératif pour l’inversion de
ces opérateurs est également discuté. Enfin, dans la section 2.4, le modèle numérique, qui combine le
schéma spectral, la procédure d’avancement temporel et le préconditionnement des opérateurs à densité
variable, est validé sur des cas déjà connus de la littérature : la RTI et le jet tourbillonnant.

2.1 Simulation numérique directe

Dans la continuité du modèle théorique développé dans le chapitre précédent, on considère l’écoulement
turbulent (ou transitionnel) d’un fluide qui se produit dans un domaine cubique borné 𝛺. Les champs
turbulents sont supposés périodiques dans chaque direction du système de coordonnées cartésiennes et
évoluent à l’intérieur de la boîte périodique de taille (2𝑛𝜋)3. De cette façon, les champs de l’écoulement
peuvent être développés en séries de Fourier.

Comme détaillé dans les ouvrages de Peyret [62] et Canuto et al. [13], les méthodes spectrales
sont des techniques largement reconnues dans l’étude fondamentale de la mécanique des fluides en raison
de leur précision : l’erreur diminue de manière exponentielle à mesure que la résolution augmente, à
condition de travailler avec des solutions régulières. Les hypothèses formulées dans cette étude supposent
que les solutions des écoulements incompressibles à densité variable, sans discontinuités, présentent ces
propriétés de régularité. Par conséquent, les méthodes spectrales sont choisies pour la discrétisation
spatiale en raison de leur grande précision. Les simulations sont réalisées avec le solveur spectral POUS-
SINS (Parallel Open-source Unsteady Spectral Solver for Inhomogeneous Navier–Stokes), développé à
l’origine par Bastien Di Pierro [20, 21] pour la simulation de jets incompressibles à densité variable.
Au cours de cette étude, des améliorations ont été apportées afin d’améliorer l’efficacité de l’opérateur
de projection sur un sous-espace incompressible. De plus, une résolution semi-implicite des termes de
diffusion a été implémentée et un module permettant la simulation de la turbulence isotrope au sein
d’un écoulement à densité variable a été ajouté.

Les méthodes spectrales font partie de la famille des méthodes des résidus pondérés, où la sélection
des fonctions de base et d’essai distingue différentes approches. Les fonctions de base permettent de
développer une solution en série, tandis que les fonctions d’essai visent à garantir que la série d’approxi-
mations satisfait l’équation différentielle avec la plus grande précision possible. Le choix des fonctions de
base dépend principalement des conditions aux limites du problème en question. Parmi les classes de po-
lynômes existantes, trois sont couramment utilisées dans ce contexte : Fourier, Chebyshev et Legendre.
En ce qui concerne les fonctions d’essai, il y a généralement trois options disponibles :

1. Opter pour les mêmes fonctions de base et d’essai conduit au schéma spectral de Galerkin.

2. Choisir des fonctions delta de Dirac centrées sur les nœuds du maillage conduit au schéma de
collocation (ou schéma pseudospectral1).

3. Si on a l’intention d’utiliser des fonctions de base et de test qui ne satisfont pas les conditions aux
limites, le schéma spectral tau est utilisé à la place.

Dans les travaux présentés ici, un schéma pleinement spectral Fourier–Fourier (Galerkin) est utilisé.
L’utilisation des polynômes de Fourier facilite la mise en œuvre de conditions aux limites spatiales
périodiques et permet un accès direct aux différents modes associés aux structures tourbillonnaires de
la turbulence isotrope. Ce schéma s’est déjà avéré très efficace dans les problèmes fondamentaux de la
dynamique des fluides [40, 57], et a été vastement utilisé pour la DNS de THI [49, 79, 81, 41].

1Dans ce document, le terme « collocation » est préféré à « pseudospectral » pour éviter des confusions : dans la
littérature, le terme « pseudospectral » est aussi utilisé pour désigner des méthodes spectrales où seul le calcul des
gradients est effectué dans l’espace spectral.
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Figure 2.1 : Décomposition en tranche du domaine de calcul pour la parallélisation des opérations dans
l’espace physique ; le code POUSSINS, utilisé dans ces travaux, emploie la décomposition selon 𝑥 (b).

Dans le contexte des cas tests 2D impliquant des parois, et plus spécifiquement pour la simulation
de RTI comme exposé dans la section 2.4.1, un schéma spectral de collocation Chebyshev est appliqué
dans la direction perpendiculaire aux parois.

2.1.1 Calculs spectraux via FFT
Un avantage clé des méthodes spectrales est que dans l’espace de Fourier, les dérivées peuvent être
calculées simplement en multipliant les coefficients de Fourier par les nombres d’onde correspondants
via

𝜑′(𝑥) = ℱ (𝜑′(𝑥)) = i𝑘𝜑̂(𝑘), (2.1)

où ℱ(⋅) et ̂⋅ représentent tous deux la transformée de Fourier et 𝑘 est le nombre d’onde. Au sein des
simulations numériques, la transformée de Fourier d’un champ 𝜑 est approchée à l’aide de la Discrete
Fourier Transform (DFT, Transformée de Fourier Discrète)

ℱ(𝜑𝑘) =
𝑁/2−1

∑
𝑛=−𝑁/2

𝜑𝑛 ⋅ exp (−i2𝜋
𝑁

𝑘𝑛) (2.2)

du champ discrétisé {𝜑𝑛} = 𝜑0, 𝜑1, … , 𝜑𝑁−1.
Suite à la contribution pionnière de Cooley et Tukey [17], de nombreux algorithmes basés sur leur

méthode révolutionnaire de Fast Fourier Transform (FFT, Transformation de Fourier Rapide) ont été
développés, améliorant progressivement l’efficacité du calcul des DFT. L’une des implémentations les
plus célèbres est la Fastest Fourier Transform in the West (FFTW), développée au MIT par Frigo et
Johnson [29]. Notre code DNS, POUSSINS, utilise cette bibliothèque pour effectuer le calcul des FFT.
Cependant, il n’utilise pas l’Interface de Programmation d’Applications (IPA) parallèle MPI fournie par
la bibliothèque. À la place, il combine l’IPA séquentielle avec sa propre parallélisation du domaine.

Le domaine est divisé dans l’espace physique en utilisant une décomposition en tranches suivant
l’axe 𝑥 (voir figure 2.1). Les transformations de Fourier sont alors effectuées dans les directions perpen-
diculaires 𝑦 et 𝑧. Le champ est ensuite recomposé dans la direction 𝑥 et décomposé dans la direction 𝑧.
Quelques essais numériques ont montré que cette implémentation est légèrement plus efficace que l’IPA
parallèle de FFTW. Elle est donc adoptée par la suite.

L’utilisation d’algorithmes de FFT performants permet d’utiliser exclusivement les transformations
de Fourier pour les calculs différentiels, tels que les dérivées, les laplaciens et les intégrations. Toutes
les autres opérations sont réalisées directement dans l’espace physique. Cette approche, parfois appelée
« pseudospectrale », permet de mettre en œuvre des opérations non linéaires dans l’espace physique
tout en préservant une précision spectrale. De plus, elle offre un accès constant aux champs physiques
tout au long de la simulation.

Enfin, pour corriger les erreurs d’aliasing, les champs sont filtrés selon la méthode de phase-shifting
proposée par Orszag [59], qui ne garde que les modes de Fourier vérifiant 𝑘 < 𝑘max = 2𝑁/3, où 𝑁 est
le nombre de points dans chaque direction cartésienne de l’espace physique.
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2.1.2 Projection pour la résolution du problème à densité variable
Les écoulements incompressibles, qu’ils impliquent un champ de densité constant ou variable, présentent
la caractéristique notable d’avoir un champ de vitesse à divergence nulle. Pour les écoulements à com-
posantes multiples, où différentes représentations du champ de vitesse peuvent être utilisées (comme
discuté dans la section 1.2) il est impératif de s’assurer que la vitesse moyennée par le volume satisfait
𝛁 ⋅ 𝒖 = 0. Cela revêt une grande importance, car cela garantit la conservation de la masse

1
𝑀

d𝑀
d𝑡

= ∫
𝛺

𝛁 ⋅ 𝒖 d𝑉 , 𝑀 = ∫
𝛺

𝜌(𝒓, 𝑡) d𝑉 . (2.3)

Pour garantir l’incompressibilité, une technique de projection basée sur les travaux de Bell et Marcus
[5], Almgren et al. [1] et Calgaro, Creusé et Goudon [11] est utilisée. Cette dernière est expliquée
en détail dans Di Pierro et Abid [21] et Reynier et al. [67]. Considérons un avancement en temps
d’un pas δ𝑡 du champ de vitesse 𝒖𝑛 = 𝒖(𝒙, 𝑛δ𝑡) jusqu’au champ 𝒖𝑛+1 = 𝒖(𝒙, (𝑛 + 1)δ𝑡). La technique
de projection implique les étapes suivantes :

1. Calculer un champ de vitesse intermédiaire 𝒖∗, avec une divergence non nulle, à partir d’une
équation de quantité de mouvement modifiée (équation (1.27a)) dans laquelle le terme de pression
est exclu.

2. Calculer un champ de pression à partir du champ de vitesse intermédiaire, dont le gradient permet
de corriger 𝒖∗ en le rendant à divergence nulle.

3. Calculer le champ de vitesse final (à divergence nulle) en utilisant le champ de pression et de
vitesse intermédiaire.

Cette dernière étape est appelée étape de projection, au cours de laquelle 𝒖∗ est projeté dans l’espace
des vecteurs à divergence nulle. Dans le cas des écoulements à densité constante, la relation entre ces
deux vecteurs est donnée par

𝒖𝑛+1 = 𝐏(𝒖∗) − 𝛁𝑝𝑛+1, 𝛁2𝑝𝑛+1 = 𝛁 ⋅ 𝒖∗, (2.4)

où la pression agit comme un multiplicateur de Lagrange, et l’opérateur de projection 𝐏 est défini par

𝐏 = 𝐈𝐝 −𝛁(𝛁2)−1𝛁⋅ , (2.5)

où (𝛁2)−1 est l’inverse de l’opérateur laplacien tridimensionnel. Cependant, lorsque l’on introduit des
variations de densité, l’équation (2.4) devient invalide. Des techniques telles que la compression artifi-
cielle proposée par Guermond et Salgado [36] peuvent être utilisées comme solutions de contourne-
ment du problème. Néanmoins, ces méthodes introduisent des paramètres libres qui peuvent conduire
à des instabilités numériques [21]. Pour garantir la convergence de la pression et imposer l’incompressi-
bilité, l’équation de pression à densité variable est alors résolue sans ajouter de modèle en introduisant
l’opérateur elliptique

L𝜌(𝜌𝑚, 𝜙) = 𝛁 ⋅ ( 1
𝜌𝑚 𝛁𝜙) = 1

δ𝑡
𝛁 ⋅ 𝒖∗, (2.6)

où 𝜌𝑚 est un champ de densité intermédiaire (dépendant du schéma d’intégration) et le champ scalaire
𝜙 est la pression utilisée pour la projection du champ de vitesse :

𝒖𝑛+1 = 𝐏𝜌(𝜌𝑚, 𝒖∗) = 𝒖∗ − δ𝑡𝛁𝜙
𝜌𝑚 . (2.7)

En injectant l’équation (2.7) dans l’équation de la quantité de mouvement modifiée, et en la comparant
avec le schéma défini par la méthode d’intégration, on peut obtenir l’expression de la pression totale.
Comme mentionné par Di Pierro et Abid [21], l’opérateur de projection 𝐏𝜌 est un opérateur de
projection exact. En effet,

𝐏𝜌 = 𝐈𝐝 −1
𝜌

𝛁 L−1
𝜌 𝛁⋅ , (2.8)
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et donc, pour tout champ vectoriel 𝝍 à divergence nulle et tout champ vectoriel 𝝋 quelconque,

𝐏𝜌(𝝍) = 𝝍, (𝐏𝜌 ∘ 𝐏𝜌)(𝝋) = 𝐏𝜌(𝝋). (2.9)

Le détail des calculs est le suivant :

𝛁 ⋅ 𝐏𝜌(𝝋) = 𝛁 ⋅ (𝐈𝐝 −1
𝜌

𝛁 L−1
𝜌 𝛁⋅)𝝋

= 𝛁 ⋅ 𝝋 − 𝛁 ⋅ 1
𝜌

𝛁 L−1
𝜌⏟⏟⏟⏟⏟

L𝜌 L−1
𝜌

𝛁 ⋅ 𝝋

= 𝛁 ⋅ 𝝋 − 𝛁 ⋅ 𝝋 = 0

𝐏𝜌(𝝍) = (𝐈𝐝 −1
𝜌

𝛁 L−1
𝜌 𝛁⋅)𝝍

= 𝝍 − 1
𝜌

𝛁 L−1
𝜌 𝛁 ⋅ 𝝍⏟

=0

= 𝝍

(𝐏𝜌 ∘ 𝐏𝜌)𝝋 = (𝐈𝐝 −1
𝜌

𝛁 L−1
𝜌 𝛁⋅)(𝐈𝐝 −1

𝜌
𝛁 L−1

𝜌 𝛁⋅)𝝋

= (𝐈𝐝 −1
𝜌

𝛁 L−1
𝜌 𝛁⋅)𝝋 − 1

𝜌
𝛁 L−1

𝜌 𝛁 ⋅ (𝐈𝐝 −1
𝜌

𝛁 L−1
𝜌 𝛁⋅)𝝋

= 𝐏𝜌(𝝋) − 1
𝜌

𝛁 L−1
𝜌 𝛁 ⋅ 𝝋 + 1

𝜌
𝛁 L−1

𝜌 𝛁 ⋅ 1
𝜌

𝛁 L−1
𝜌⏟⏟⏟⏟⏟

L𝜌 L−1
𝜌

𝛁 ⋅ 𝝋

= 𝐏𝜌(𝝋) − 1
𝜌

𝛁 L−1
𝜌 𝛁 ⋅ 𝝋 + 1

𝜌
𝛁 L−1

𝜌 𝛁 ⋅ 𝝋

= 𝐏𝜌(𝝋)

Pour conclure cette section, cette technique de projection permet la réalisation de DNS d’écoulements
incompressibles à densité variable. Elle est utilisée par les méthodes d’intégration temporelle discutées
dans la section suivante. Pour plus de détails sur la technique de projection, on peut se référer aux
travaux de Di Pierro et Abid [21] et Di Pierro [20, section 2.4.2], où des explications détaillées sont
fournies.

2.2 Schémas d’avancement temporel

Les équations du mouvement sont avancées en temps dans l’espace physique, tandis que, comme ex-
pliqués précédemment, les calculs de gradients sont effectués dans l’espace spectral. Généralement, les
simulations turbulentes utilisent des schémas explicites d’ordre élevés (supérieurs à 2, voir par exemple
les articles de Ishihara et al. [41] et Yokokawa et al. [81]) pour capturer la dynamique des struc-
tures aux plus petites échelles de l’écoulement. Cependant, l’introduction des effets de masse ajoute des
termes croisés dans l’équation de la quantité de mouvement et nécessite l’avancement d’une équation
supplémentaire. Ces termes supplémentaires augmentent de façon significative le coût en calculs de
l’intégration temporelle, ce qui limite donc l’utilisabilité des méthodes d’ordres élevés (> 2). De plus, la
combinaison de la diffusion de masse avec les effets d’advection peut conduire à la génération de profils
et de gradients de densité abrupts, mettant à l’épreuve la stabilité des méthodes explicites [62]. Pour
résoudre ces problèmes, des essais utilisant différents schémas explicites et semi-implicites sont réalisés.
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Dans cette section, les différentes procédures d’intégration temporelle explorées sont présentées. Les
schémas appartiennent à la famille de Runge–Kutta, dont la théorie générale est brièvement présentée
dans l’annexe B. L’ordre de précision des schémas est vérifié en calculant l’erreur par rapport à la
solution pseudoexacte des équations à densité variable, définie par les équations (1.32). Chaque schéma
est testé sur des simulations à densité constante à haut nombre de Reynolds avec

Re = 1000, 𝑠 = 1, Sc = 1,

pour évaluer sa convergence dans un contexte idéal. Ensuite, ils sont testés sur des simulations à densité
variable à bas Reynolds avec

Re = 1, 𝑠 = 4, Sc = 1,

afin d’étudier leurs performances dans des conditions critiques.
Les sections 2.2.1 à 2.2.4 donnent une vue d’ensemble des schémas explicites testés. Les sections 2.2.5

à 2.2.6 se concentrent sur les méthodes semi-implicites, avec la section 2.2.5 offrant une explication
du traitement semi-implicite. Enfin, la section 2.2.7 présente une conclusion concernant les méthodes
numériques choisies pour les simulations. Au sein de ces sections, les schémas sont appliqués à la solution
pseudoexacte des équations à densité variable, détaillée dans les équations (1.32). Les simulations sont
réalisées sur un maillage avec 1283 points et employant un schéma spectral Galerkin de Fourier. Les
erreurs temporelles sont quantifiées selon les équations (1.33).

2.2.1 Runge–Kutta 2
L’implémentation de schémas explicites ne pose pas de défi particulier. Le seul aspect critique est le
choix du schéma de mise à jour de la pression, qui joue un rôle crucial dans l’obtention de l’ordre de
convergence souhaité pour le champ de pression [9].

Afin de simplifier le développement des schémas d’avancement temporels explicites, les équations du
problème sont réécrites sous la forme

𝜕𝒖
𝜕𝑡

= 𝒇(𝜌, 𝒖) − 𝜌−1𝛁𝑝, (2.10a)

𝜕𝜌
𝜕𝑡

= 𝑔(𝜌, 𝒖), (2.10b)

où 𝒇 − 𝜌−1𝛁𝑝 et 𝑔 représentent les seconds membres des équations (1.27a) et (1.27b), respectivement.
En utilisant cette formulation, un schéma explicite Runge–Kutta 2 (RK2) peut s’écrire à partir du
tableau de Butcher

0 0 0
1/2 1/2 0

0 1
(2.11)

comme

𝑗1 = 𝑔(𝒖𝑛, 𝜌𝑛), (2.12a)
𝒌∗

1 = 𝒇(𝒖𝑛, 𝜌𝑛), (2.12b)
𝑝1 = L−1

𝜌 (𝒌∗
1, 𝜌𝑛), (2.12c)

𝒌1 = 𝒌∗
1 − 𝛁𝑝1/𝜌𝑛, (2.12d)

𝑗2 = 𝑔(𝒖𝑛 + δ𝑡𝒌1, 𝜌𝑛 + δ𝑡𝑗1), (2.12e)
𝒌∗

2 = 𝒇(𝒖𝑛 + δ𝑡𝒌1, 𝜌𝑛 + δ𝑡𝑗1), (2.12f)
𝑝2 = L−1

𝜌 (𝒌∗
2, 𝜌𝑛 + 𝑑𝑡𝑗1), (2.12g)

𝒌2 = 𝒌∗
2 − 𝛁𝑝2/(𝜌𝑛 + δ𝑡𝑗1), (2.12h)
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𝒖𝑛+1 = 𝒖𝑛 + 1
2 δ𝑡(𝒌1 + 𝒌2), (2.12i)

𝜌𝑛+1 = 𝜌𝑛 + 1
2 δ𝑡(𝑗1 + 𝑗2), (2.12j)

𝑝𝑛+1 = 1
2 δ𝑡(𝑝1 + 𝑝2). (2.12k)

Le calcul des seconds membres s’effectue lors d’une étape de prédiction et d’une étape de correction,
incorporant la sous-étape de projection discutée précédemment. L’inversion de l’équation de pression,
qui est effectuée deux fois ici, reste inchangée quelle que soit la méthode d’avancement en temps et est
décrite plus en détail dans la section 2.3. Les équations sont ensuite intégrées à l’aide d’une approche
totalement explicite et la pression est évaluée en utilisant le même schéma pour maintenir une précision
de second ordre [9]. Une autre approche consisterait à calculer le champ de pression à partir de la vitesse
finale 𝒖𝑛+1. Cependant, d’après nos essais, cette alternative ne permet pas d’obtenir une précision de
second ordre pour les simulations à faible nombre de Reynolds (< 200).

Les figures 2.2(a) et 2.3(a) pages 33 et 34 illustrent les courbes de convergence de ce schéma, pour
des simulations à densité constante et à densité variable, respectivement. On peut observer que dans
les deux cas, une précision de second ordre est atteinte pour tous les champs de l’écoulement.

2.2.2 Runge–Kutta 3
Similairement au RK2, l’avancement en temps Runge–Kutta 3 (RK3) explicite implique une sous-
étape supplémentaire, ce qui permet d’atteindre une précision d’un ordre supérieur. Différents jeux
de coefficients sont disponibles. Ici le plus communément employé est utilisé, et est représenté dans le
tableau de Butcher ci-dessous.

0 0 0 0
1/2 1/2 0 0
1 −1 2 0

1/6 2/3 1/6

(2.13)

La mise en œuvre ressemble beaucoup à celle du RK2, avec l’ajout d’une étape supplémentaire et une
procédure similaire de mise à jour de la pression :

𝑗1 = 𝑔(𝒖𝑛, 𝜌𝑛), (2.14a)
𝒌∗

1 = 𝒇(𝒖𝑛, 𝜌𝑛), (2.14b)
𝑝1 = L−1

𝜌 (𝒌∗
1, 𝜌𝑛), (2.14c)

𝒌1 = 𝒌∗
1 − 𝛁𝑝1/𝜌𝑛, (2.14d)

𝑗2 = 𝑔(𝒖𝑛 + 1
2 δ𝑡𝒌1, 𝜌𝑛 + 1/2 δ𝑡𝑗1), (2.14e)

𝒌∗
2 = 𝒇(𝒖𝑛 + 1

2 δ𝑡𝒌1, 𝜌𝑛 + 1/2 δ𝑡𝑗1), (2.14f)
𝑝2 = L−1

𝜌 (𝜌𝑛 + 1
2 δ𝑡𝑗1, 𝒌∗

2), (2.14g)
𝒌2 = 𝒌∗

2 − 𝛁𝑝2/(𝜌𝑛 + 1
2 δ𝑡𝑗1), (2.14h)

𝑗3 = 𝑔(𝒖𝑛 + (2𝒌2 − 𝒌1)δ𝑡, 𝜌𝑛 + δ𝑡(2𝑗2 − 𝑗1)), (2.14i)
𝒌∗

3 = 𝒇(𝒖𝑛 + (2𝒌2 − 𝒌1)δ𝑡, 𝜌𝑛 + δ𝑡(2𝑗2 − 𝑗1)), (2.14j)
𝑝3 = L−1

𝜌 (𝜌𝑛 + (2𝑗2 − 𝑗1)δ𝑡, 𝒌∗
3), (2.14k)

𝒌3 = 𝒌∗
3 − 𝛁𝑝3/(𝜌𝑛 + δ𝑡(2𝑗2 − 𝑗1)), (2.14l)
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𝜌𝑛+1 = 𝜌𝑛 + 1
6 δ𝑡(𝑗1 + 4𝑗2 + 𝑗3), (2.14m)

𝒖𝑛+1 = 𝒖𝑛 + 1
6 δ𝑡(𝒌1 + 4𝒌2 + 𝒌3), (2.14n)

𝑝𝑛+1 = 1
6 δ𝑡(𝑝1 + 4𝑝2 + 𝑝3). (2.14o)

Les figures 2.2(b) et 2.3(b) pages 33 et 34 illustrent les courbes de convergence de ce schéma, pour
des simulations à densité constante et à densité variable, respectivement. Pour les simulations à densité
constante, un troisième ordre est atteint pour tous les champs, tandis que la pression est limitée au
second ordre dans le cas à densité variable.

2.2.3 Strong-Stability Preserving Runge–Kutta 3
Gottlieb, Shu et Tadmor [33] proposent une collection de méthodes Runge–Kutta, connues sous le
nom de Strong-Stability Preserving (SSP), qui préservent une forte propriété de stabilité. Ces méthodes
ont démontré leur efficacité en présentant une meilleure convergence que les implémentations classiques
pour les problèmes hyperboliques discontinus, sans coûts de calcul supplémentaire. Cette amélioration
de stabilité pourrait être avantageuse dans notre cas pour capturer des profils raides tout en conservant
une approche explicite. Le tableau de Butcher pour le Strong-Stability Preserving Runge–Kutta 3
(SSPRK3) est le suivant :

0 0 0 0
1/2 1/2 0 0
3/4 0 3/4 0

2/9 1/3 4/9

(2.15)

L’implémentation de cette variante est identique au RK3 explicite classique, avec seulement des varia-
tions dans les coefficients.

Les courbes de convergence de cette méthode sont tracées dans les figures 2.2(c) et 2.3(c) pages 33
et 34, pour les essais à densité constante et à densité variable, respectivement. Dans le cas à densité
constante, tous les champs d’écoulement convergent au troisième ordre. Dans le cas à densité inhomo-
gène, de manière similaire au RK3, il atteint une précision de troisième ordre, sauf pour la pression,
qui reste au deuxième ordre. Ainsi, il apparaît que cette version n’offre aucun avantage par rapport à
la version standard, pour nos simulations.

2.2.4 Runge–Kutta 4
Dans la continuité des méthodes précédentes, la méthode explicite Runge–Kutta 4 (RK4) effectue un
avancement temporel en quatre sous-étapes. Le tableau de Butcher résumant les coefficients est présenté
ci-dessous.

0 0 0 0 0
1/2 1/2 0 0 0
1/2 0 1/2 0 0
1 0 0 1 0

1/6 1/3 1/3 1/6

(2.16)

Comme pour les autres méthodes explicites, l’implémentation suit un schéma similaire. Elle comprend
une étape supplémentaire et la pression est calculée selon le modèle du schéma. L’intégration finale
s’écrit

𝜌𝑛+1 = 𝜌𝑛 + 1
6 δ𝑡(𝑗1 + 2 (𝑗2 + 𝑗3) + 𝑗4), (2.17a)

𝒖𝑛+1 = 𝒖𝑛 + 1
6 δ𝑡(𝒌1 + 2 (𝒌2 + 𝒌3) + 𝒌4), (2.17b)

𝑝𝑛+1 = 1
6 δ𝑡(𝑝1 + 2 (𝑝2 + 𝑝3) + 𝑝4). (2.17c)

Les courbes de convergence de cette méthode sont présentées dans les figures 2.2(d) et 2.3(d) pages 33
et 34, pour les essais à densité constante et variable, respectivement. Comme précédemment, le quatrième
ordre anticipé est obtenu pour tous les champs à densité constante, tandis que la pression est limitée
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au deuxième ordre dans les simulations à densité variable. Par conséquent, il semble que l’obtention
d’un ordre de pression supérieur à 2 en utilisant des méthodes explicites ne soit pas possible avec
cette approche. Cette limitation est probablement attribuée à l’inversion de l’opérateur de pression, qui
impose des contraintes sur la précision des schémas d’intégration.

2.2.5 Runge–Kutta 2/Crank–Nicholson
Les méthodes explicites mentionnées précédemment sont généralement communément utilisées pour les
DNS de turbulence isotrope à densité constante. Cependant, leur marge de stabilité est limitée [62],
ce qui peut nécessiter l’utilisation de petits pas de temps d’intégration δ𝑡, affectant négativement les
performances. Les simulations d’écoulements turbulents à densité variable peuvent introduire des struc-
tures (principalement dues aux gradients de densité) mettant à l’épreuve les limites de stabilité du
schéma numérique. Afin de garantir la convergence numérique et d’optimiser le temps de calcul, des
méthodes semi-implicites sont étudiées, afin d’étendre la plage de stabilité des intégrateurs temporels.

Dans un scénario idéal, un traitement entièrement implicite des équations serait utilisé, offrant des
gains de stabilité substantiels. Cependant, dans la pratique, cette approche présente deux inconvénients :
(1) pour les problèmes non linéaires, travailler de manière implicite est difficile, voire impossible ; (2)
passer à une approche implicite entraîne des coûts de calcul accrus. En suivant les travaux de Bell et
Marcus [5], Brown, Cortez et Minion [9] et Di Pierro et Abid [21], une approche intermédiaire
« semi-implicite » est adoptée où seuls les termes critiques pour la stabilité sont traités de manière
implicite. Dans notre cas, les termes qui mettent en jeu les limites de stabilité sont les termes de
diffusion. Plus précisément, le terme 𝜻(𝒖, 𝜌) dans l’équation de la quantité de mouvement (1.27a), qui
tient compte de la diffusion de masse et visqueuse. Par conséquent, les termes de diffusion 𝜻(𝒖, 𝜌) et
(Re Sc)−1𝛁2𝜌 sont traités de manière implicite à l’aide d’une méthode Crank–Nicholson (CN) à deux
étapes.

Pour illustrer cela, considérons une équation différentielle générale

𝜕𝑡𝜑 = N 𝜑 + L 𝜑 = H 𝜑, (2.18)

où N représente l’opérateur non linéaire et L représente l’opérateur linéaire. Lorsque le schéma CN est
appliqué à l’ensemble de l’équation, l’avancement dans le temps s’écrit comme

𝜑𝑛+1 = 𝜑𝑛 + 1
2 δ𝑡(H 𝜑𝑛+1 + H 𝜑𝑛), (2.19)

et donc, l’opérateur H associé au second membre total doit être inversé pour calculer

𝜑𝑛+1 = (Id − 1
2 δ𝑡 H)−1 (Id + 1

2 δ𝑡 H) 𝜑𝑛. (2.20)

Dans une approche semi-implicite, les composantes linéaires et non linéaires sont séparées et le
schéma CN est appliqué uniquement au terme linéaire. Un autre schéma est utilisé pour le terme non
linéaire N et l’intégration temporelle est obtenue avec

𝜑𝑛+1 = (Id − 1
2 δ𝑡 H)−1 ((Id + 1

2 δ𝑡 L)𝜑𝑛 + (N 𝜑)𝑛) . (2.21)

Dans les cas d’écoles, l’inversion de l’opérateur linéaire n’est pas problématique et peut parfois être
réalisée par une simple division terme à terme. Cependant, dans la pratique, cette inversion rend les
méthodes implicites et semi-implicites beaucoup plus complexes à mettre en œuvre par rapport aux
méthodes explicites.

Suivant cette méthodologie, la forme générale de l’intégration semi-implicite pour les VDINSE s’écrit

𝒖𝑛+1 = 𝐕−1
𝜌− (𝜌𝑚, (𝐕𝜌+(𝜌𝑛, 𝒖𝑛) + ((𝒖 ⋅ 𝛁)𝒖)𝑛+1 + (𝜌−1𝛁𝑝)𝑛+1/2)), (2.22a)

𝜌𝑛+1 = D−1
− (D+(𝜌𝑛) + ((𝒖 ⋅ 𝛁)𝜌)𝑛+1/2), (2.22b)
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où (𝜑)𝑛+1/2 est l’estimation de 𝜑 à l’ordre deux. Les termes d’advection (𝒖 ⋅ 𝛁)𝒖 et (𝒖 ⋅ 𝛁)𝜌, qui ne
posent pas de problèmes de stabilité (et sont non linéaires dans le cas de l’équation de quantité de
mouvement) sont évalués explicitement. Les opérateurs 𝐕𝜌± et D± représentent les termes de diffusion
avec un traitement CN implicite, et sont définis comme

𝐕𝜌±(𝜌𝑚, 𝒖𝑛) = (𝐈𝐝 ± δ𝑡
2 Re 𝜌𝑚 (𝛁2 + 1

Sc
(𝛁2𝜌𝑚 + 𝛁𝜌𝑚 ⋅ 𝛁))) 𝒖𝑛, (2.23)

et
D± 𝜌𝑛 = (Id ± δ𝑡

2 Re Sc
𝛁2) 𝜌𝑛. (2.24)

Le schéma semi-implicite Runge–Kutta 2/Crank–Nicholson (RK2/CN) permet un traitement impli-
cite CN des termes linéaires, couplé avec une intégration basée sur le RK2. Pour notre modèle réduit
(2.18), l’intégration est réalisée via

𝜑1 = 𝜑𝑛 + 𝛼δ𝑡 (N 𝜑𝑛 + 1
2 L 𝜑𝑛 + 1

2 L 𝜑1) , (2.25a)

𝜑𝑛+1 = 𝜑𝑛 + δ𝑡
2𝛼

((2𝛼 − 1) N 𝜑𝑛 + N 𝜑1 + 1
2 L 𝜑1 + 1

2 L 𝜑𝑛+1) , (2.25b)

où le paramètre 𝛼 est arbitraire et communément fixé à 𝛼 = 1 afin d’imiter le comportement explicite.
Cette méthode ainsi que les autres méthodes implicites Runge-Kutta d’ordres plus élevés, sont expliquées
en détail dans Peyret [62, section 4.5.1(c)]. Combiné à la technique de projection décrite dans la
section 2.1.2, l’implémentation de cette méthode d’avancement temporel se développe comme

𝑗1 = 𝑔(𝒖𝑛, 𝜌𝑛), (2.26a)

𝜌1 = D−1(𝜌𝑛 + δ𝑡𝑗1), (2.26b)

𝜌′
1 = 1

2 (𝜌𝑛 + 𝜌1, (2.26c)

𝒌1 = 𝐍 𝒖𝑛 + 1
2 𝐕𝜌+(𝜌′

1, 𝒖𝑛) − 𝛁𝑝𝑛

𝜌′
1

, (2.26d)

𝒖∗
1 = 𝐕−1

𝜌−(𝜌′
1, 𝒖𝑛 + δ𝑡𝒌1), (2.26e)

𝜙1 = L𝜌(𝜌′
1, 𝒖∗

1), (2.26f)

𝒖1 = 𝒖∗
1 − δ𝑡𝛁𝜙1

𝜌′
1

, (2.26g)

𝑗2 = 𝑔(𝒖1, 𝜌1), (2.26h)

𝜌𝑛+1 = D−1(𝜌𝑛 + 1
2 δ𝑡(𝑗1 + 𝑗2)), (2.26i)

𝜌′
2 = 1

2 (𝜌1 + 𝜌𝑛+1), (2.26j)

𝒌2 = 𝐍 𝒖1 + 1
2 𝐕𝜌+(𝜌′

2, 𝒖1) − 𝛁𝑝𝑛

𝜌′
2

, (2.26k)

𝒖∗
2 = 𝐕−1

𝜌 (𝜌′
2, 𝒖𝑛 + 1

2 δ𝑡(𝒌1 + 𝒌2)), (2.26l)

𝜙2 = L𝜌(𝜌′
2, 𝒖∗

2), (2.26m)
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𝒖𝑛+1 = 𝒖∗
2 − δ𝑡𝛁𝜙2

𝜌′
2

, (2.26n)

𝛁𝑝𝑛+1 = 𝛁𝑝𝑛 + δ𝑡𝛁(𝜙1 + 𝜙2) − 1
2 δ𝑡𝜻(𝜌′

2, 𝛁𝜙/𝜌′
2), (2.26o)

où 𝐍 𝒖𝑛 ≡ (𝒖𝑛 ⋅ 𝛁)𝒖𝑛.
Les courbes de convergence de cette méthode sont présentées dans les figures 2.2(e) et 2.3(e) pages 33

et 34, pour des simulations à densité constante et variable, respectivement. On note qu’une précision
de second ordre est obtenue pour tous les champs de l’écoulement dans les deux scénarios. En outre, on
peut observer que la version semi-implicite permet une réduction du pas de temps jusqu’à δ𝑡 = 10−1,
qui n’est pas atteignable avec les versions explicites, indiquant une amélioration de stabilité.

2.2.6 Runge–Kutta 3/Crank–Nicholson
Dans le but d’obtenir un ordre de précision plus élevé pour la pression, la méthode Runge–Kutta
3/Crank–Nicholson (RK3/CN) proposée par Zang et Hussaini [82] et recommandée par Peyret [62]
est maintenant explorée. Son schéma d’intégration s’écrit

𝜑0 = 𝜑𝑛, (2.27a)
𝑄𝑗 = 𝐴𝑗𝑄𝑗−1 + δ𝑡𝑁𝜑𝑗−1, (2.27b)
𝜑𝑗 = 𝜑𝑗−1 + 𝐵𝑗𝑄𝑗 + 𝐵′

𝑗δ𝑡(L 𝜑𝑗 − 1 + L 𝜑𝑗), 𝑗 = 1, … , 3, (2.27c)
𝜑𝑛+1 = 𝜑3, (2.27d)

avec

𝐴1 = 0, 𝐴2 = −5
9

, 𝐴3 = −153
128

,

𝐵1 = 1
3

, 𝐵2 = 15
16

, 𝐵3 = 8
15

,

𝐵′
1 = 1

6
, 𝐵′

2 = 5
24

, 𝐵′
3 = 1

8
.

Similairement au RK2/CN, elle combine l’intégration en trois sous-étapes du RK3 avec le traitement
semi-implicite du schéma CN. Les auteurs suggèrent que théoriquement, l’inclusion de termes implicites
réduit la précision au second ordre. Cependant, pour des simulations peu visqueuses, il est possible
d’atteindre une précision de troisième ordre.

Les courbes de convergence de cette méthode sont présentées dans les figures 2.2(f) et 2.3(f) pages 33
et 34, pour les scénarios à densité constante et variable, respectivement. Comme prévu par la théorie,
une précision de troisième ordre est obtenue pour les champs à densité constante. Néanmoins, dans
le cas avec variations de densité, une précision d’ordre deux est obtenue. Des essais ont été effectués
pour des écoulements à densité variable avec un nombre de Reynolds de 1000. Dans ces scénarios, une
précision de troisième ordre est atteinte pour les champs de vitesse et de densité, tandis que la pression
conserve un comportement d’ordre deux.

2.2.7 Conclusions sur les méthodes d’intégration temporelles
L’exploration de divers schémas d’avancement en temps a démontré que, lorsqu’il s’agit d’écoulements
avec gradients de densité, la combinaison de méthodes d’ordres élevés avec la technique de projection
(qui implique l’inversion de l’opérateur par des méthodes itératives2) restreint la précision du champ
de pression à un second ordre. Le traitement semi-implicite des équations n’a pas non plus permis
d’améliorer la précision de la pression. Il semble que cette approche limite à une précision d’ordre
deux. D’un autre côté, les schémas semi-implicites offrent des avantages en termes de stabilité qui sont

2les méthodes itératives sont discutées dans la section suivante (2.3)
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désirables pour les simulations impliquant des champs de densité inhomogènes. Cependant, la résolution
est restreinte à un ordre deux pour tous les champs étant donné que le RK3/CN a une précision de
second ordre lorsqu’il est confronté à des gradients raides.

Il est essentiel de garder à l’esprit que le cas test de la solution pseudoexacte produit des struc-
tures moins abruptes que celles observées dans les écoulements turbulents. En conséquence, la méthode
RK2/CN est choisie pour les simulations à densité variable, car elle permet d’améliorer la stabilité tout
en garantissant une précision à l’ordre deux pour la pression. Dans les cas où il est nécessaire de générer
des champs à densité constante (par exemple, pour les conditions initiales turbulentes), le schéma RK4
est employé pour assurer une résolution optimale de toutes les échelles de l’écoulement.

2.3 Préconditionnement des opérateurs à densité variable

Le traitement semi-implicite des équations pour l’intégration temporelle implique l’inversion des opéra-
teurs de pression et de diffusion. Comme observé dans l’implémentation du RK2/CN (équations (2.26))
chaque opérateur est inversé deux fois. Ces inversions doivent remplir deux conditions : préserver la
précision d’ordre deux du schéma et être efficaces d’un point de vue calcul pour minimiser le temps
d’intégration.

La solution d’une équation elliptique avec coefficients constants discrétisée avec une approximation
spectrale peut être calculée efficacement et précisément en utilisant des algorithmes qui exploitent
les propriétés de la base spectrale. Ces algorithmes sont appropriés pour l’inversion de l’opérateur de
diffusion de masse D±. Toutefois, le problème se pose lors de la résolution des VDINSE en raison de la
nature plus complexe de l’équation de pression et des termes de diffusion de quantité de mouvement.
En particulier, lorsque ces problèmes elliptiques avec coefficients variables, tels que 𝜌−1, sont discrétisés
avec des méthodes spectrales, ils conduisent à des matrices complètes très mal conditionnées, rendant
les solveurs spectraux directs inefficaces.

Canuto et al. [13] et Peyret [62] soulignent que des systèmes tels que l’équation (2.6) doivent être
résolus avec des méthodes itératives. Sachant que l’efficacité et la précision de l’inversion d’un opérateur
sont fortement corrélées avec la qualité de son conditionnement, le choix d’un préconditionnement
efficace est crucial pour accélérer la convergence et maximiser la précision du solveur itératif.

Étant donné que les variations de densité considérées ici sont suffisamment lisses pour être projetées
avec précision sur une base spectrale, les inverses des opérateurs à densité constante sont utilisés comme
préconditionneurs. En d’autres termes, l’inverse de

L𝜌(𝜌 = 1, 𝜙) = 𝛁2𝜙 (2.28)

est utilisé pour préconditionner l’opérateur de pression à densité variable

L𝜌(𝜌𝑚, 𝜙) = 𝛁 ⋅ ( 1
𝜌𝑚 𝛁𝜙) (2.29)

lors de la projection de la 𝑛-ième intégration temporelle (𝑡 = 𝑛δ𝑡) et où 𝑚 est un pas de temps
intermédiaire pour le champ de densité choisi pour satisfaire la consistance des schémas. Pour l’opérateur
de diffusion, l’inverse de

𝐕−(𝒖) ≡ 𝐕𝜌−(𝜌 = 1, 𝒖) = (1 − 𝑎𝛁2) 𝒖 (2.30a)

où 𝑎 = 1
2 δ𝑡/ Re est utilisé pour préconditionner l’opérateur semi-implicite à densité variable

𝐕𝜌−(𝜌, 𝒖) = (𝐈𝐝 −𝑎 (𝛁2 + 1
Sc

(𝛁2𝜌 + 𝛁𝜌 ⋅ 𝛁))) 𝒖. (2.30b)

Puisque dans cette section seul l’opérateur 𝐕𝜌− (et non 𝐕𝜌+, voir équation (2.23)) est discuté, la
notation est simplifiée par souci de lisibilité : 𝐕 ≡ 𝐕− et 𝐕𝜌 ≡ 𝐕𝜌−.

L’efficacité du préconditionnement est présentée pour l’opérateur de diffusion (équation (2.30b))
dans la section 2.3.1, et pour l’opérateur de pression (équation (2.6)) dans la section 2.3.2. Les matrices
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Figure 2.2 : Erreurs temporelles à 𝑡 = 𝜋/4 des schémas d’avancement temporel Runge–Kutta versus le
pas de temps δ𝑡 durant des simulations à densité constante : Re = 1000, 𝑠 = 1, Sc = 1. Les erreurs sont
calculées par rapport à la solution pseudoexacte des VDINSE (équations (1.32) page 13). (a), (b), (c) et
(d) présentent les erreurs issues d’avancements temporels pleinement explicites utilisant des méthodes
RK2, RK3, SSPRK3 et RK4, respectivement. (e) et (f) décrivent les erreurs issues d’avancements
temporels semi-implicites utilisant des méthodes RK2/CN et RK3/CN, respectivement. Les simulations
sont réalisées avec 𝑁 = 1283 points de discrétisation.
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Figure 2.3 : Erreurs temporelles à 𝑡 = 𝜋/4 des schémas d’avancement temporel Runge–Kutta versus
le pas de temps δ𝑡 durant des simulations à densité variable : Re = 1, 𝑠 = 4, Sc = 1. Les erreurs sont
calculées par rapport à la solution pseudoexacte des VDINSE (équations (1.32) page 13). (a), (b), (c) et
(d) présentent les erreurs issues d’avancements temporels pleinement explicites utilisant des méthodes
RK2, RK3, SSPRK3 et RK4, respectivement. (e) et (f) décrivent les erreurs issues d’avancements
temporels semi-implicites utilisant des méthodes RK2/CN et RK3/CN, respectivement. Les simulations
sont réalisées avec 𝑁 = 1283 points de discrétisation.
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associées aux opérateurs n’étant jamais construites dans le cadre de DNS, des essais illustratifs sont
effectués sur des cas unidimensionnels utilisant un schéma spectral Fourier–Fourier (Galerkin). Ces
essais sont représentatifs de l’implémentation utilisée dans les solveurs DNS, où les opérateurs sont
appliqués sur des vecteurs. Pour ces essais numériques, un profil classique de type « top-hat »

𝜌(𝑥) = 1 + 𝑠 − 1
2

(tanh (𝑥 + 𝑥0
𝑑

) − tanh (𝑥 − 𝑥0
𝑑

)) (2.31)

est utilisé pour le champ de densité : 𝑑 = 0.1 représente l’échelle de longueur du gradient, 𝑠 est le
rapport de densité, et 𝑥0 est choisi comme étant un cinquième de la longueur du domaine. La résolution
des systèmes préconditionnés est testée avec deux méthodes itératives de Krylov, à savoir le Richardson
Minimal Residual (RMR) [12], et le General Minimal Residual (GMRES) [70]. Chaque section présente
une comparaison des performances de ces solveurs. Plus précisément, dans le contexte de la résolution de
l’équation de pression, les performances sont évaluées sur des DNS tridimensionnelles afin de déterminer
la méthode la plus appropriée. Chaque section aboutit à une conclusion sur le schéma itératif le plus
performant. En résumé, le GMRES offre la meilleure précision, quel que soit le rapport de densité
𝑠, que ce soit pour l’opérateur visqueux ou pour l’opérateur de pression. Bien que dans les cas tests
unidimensionnels, le RMR soit plus performant pour 𝑠 < 10, le GMRES converge plus rapidement
lors des DNS de turbulence. Le GMRES est ainsi choisi comme le solveur itératif de prédilection pour
l’équation de pression ainsi que pour le traitement semi-implicite des termes de diffusion. Il est utilisé
dans toutes les simulations à densité variable présentées.

La technique de préconditionnement a été valorisée dans un article publié dans la revue Computers
and Fluids3, dans lequel son efficacité est démontrée de manière plus approfondie. Plus précisément,
des essais y sont réalisés sur des configurations incluant des conditions aux limites (traitées avec un
schéma spectral de collocation Chebyshev) et des méthodes itératives supplémentaires sont explorées
(Conjugate Gradient, BiConjugate Gradient, Stabilized BiConjugate Gradient).

2.3.1 Opérateur de diffusion
Comme mentionné précédemment dans les équations (2.30), l’opérateur de diffusion est préconditionné
par l’inverse de son équivalent à densité constante. Dans cette section, Sc est supposé comme égal
à 1 pour simplifier les notations. Ainsi, les paramètres de contrôle sont le rapport de densité 𝑠 et le
coefficient de diffusion 𝑎 = 1

2 δ𝑡/ Re.
La figure 2.4 présente l’évolution du conditionnement 𝜅, de l’opérateur 𝐕𝜌 et de son préconditionneur

𝐕, en fonction du nombre de points 𝑁, du rapport de densité 𝑠 et du coefficient visqueux 𝑎. Ici,
𝜅 est calculé via une décomposition en valeurs singulières. Les variations du conditionnement pour les
préconditionnements à gauche et à droite (𝐕−1 𝐕𝜌 et 𝐕𝜌 𝐕−1, respectivement) sont également illustrées.
Il est clair d’après les figures que même si 𝜅(𝐕𝜌) et 𝜅(𝐕) atteignent des valeurs élevées (O(104)–O(108)),
la technique de préconditionnement proposée réduit considérablement le conditionnement. De plus, les
préconditionnements restent quasi indépendants du nombre de points 𝑁 et restent petits (< O(102))
même pour de grandes valeurs de 𝑎 (c’est-à-dire pour des écoulements dominés par la viscosité) ou de
𝑠 (c’est-à-dire pour des écoulements fortement stratifiés).

L’historique de convergence des solveurs itératifs RMR et GMRES est présenté dans la figure 2.5,
pour (𝑠, 𝑎) ∈ {2, 10} × {10−2, 10−3}, à titre d’exemple. Les opérateurs étant directement inversés, une
fonction nulle est utilisée comme estimation initiale. Lors d’une intégration temporelle, la solution au
pas de temps précédent est utilisée comme valeur initiale pour accélérer la convergence. Par ailleurs,
l’indépendance du taux de convergence par rapport au nombre de points 𝑁 a été vérifiée, mais ces
résultats ne sont pas détaillés ici pour des raisons de concision. Pour 𝑠 = 2, les deux méthodes convergent
vers un résidu d’environ 10−12 en une vingtaine d’itérations de façon indépendantes de 𝑎. Toutefois,
pour 𝑠 = 10, RMR nécessite deux à trois fois plus d’itérations que le GMRES et converge sur des

3Loïc Reynier et al. « A preconditioning for the spectral solution of incompressible variable-density flows ». In :
Computers & Fluids 266 (nov. 2023), p. 106024. issn : 0045-7930. doi : 10.1016/j.compfluid.2023.106024. url :
https://doi.org/10.1016/j.compfluid.2023.106024

https://doi.org/10.1016/j.compfluid.2023.106024
https://doi.org/10.1016/j.compfluid.2023.106024
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valeurs de résidus plus grandes. En matière de performances, en supposant que 𝑀 représente le nombre
d’itérations nécessaires pour atteindre un critère de convergence, la complexité du RMR est en O(𝑁 ×
𝑀), tandis que la complexité du GMRES est en O(𝑁×𝑀2), en raison du processus d’orthonormalisation
supplémentaire. Par conséquent, on peut s’attendre à ce que cette dernière soit beaucoup plus lente
même pour quelques itérations. Cela est visible dans le tableau 2.1 qui montre le temps de calcul des
méthodes RMR et GMRES sans construction explicite de matrices de dérivation.

Ainsi, dans le cadre de ces essais, le RMR offre le meilleur compromis entre performance et précision
dans le cas où le rapport de densité 𝑠 est faible, tandis que la méthode GMRES est plus efficace lorsque
𝑠 ≥ 10. Toutefois, en pratique, il a été observé dans les simulations DNS de turbulence que même
pour 𝑠 = 2, le GMRES présente des performances équivalentes au RMR, notamment lors durant les
premières itérations où les effets de diffusion de masse sont les plus importants. Par conséquent, GMRES
est sélectionné comme solveur définitif pour l’opérateur de diffusion.

2.3.2 Opérateur de pression
Afin de garantir la conservation de la masse, la contrainte d’incompressibilité définie par l’équation (2.6)
doit être résolue avec précision. Pour cela, Di Pierro et Abid [21] propose une méthode de Fixed Point
(FP, Point Fixe) pour résoudre l’équation de pression en la réécrivant sous la forme d’une équation de
Poisson

𝛁2𝜙𝑛
𝑖 = 𝛁𝜌𝑚 ⋅ 𝛁𝜙𝑛

𝑖
𝜌𝑚 + 𝜌𝑚

δ𝑡
𝛁 ⋅ 𝒖𝑛,⋆

𝑖 ≡ ℎ𝑛
𝑖 (𝜌𝑚). (2.32)

Cependant, comme mentionné précédemment, le système associé à l’équation (2.6) est fortement mal
conditionné. Ce conditionnement dégrade les performances des solveurs itératifs. Dans le but d’améliorer
le conditionnement de l’opérateur traité par le solveur itératif, le scalaire 𝛷 = 𝜙/√𝜌 est introduit afin
de réécrire l’équation (2.6) sous la forme d’une équation de Helmholtz modifiée

K𝜌(𝛷) = 𝛁2𝛷 + (1
2

𝛁2𝜌
𝜌

− 3
4

‖𝛁2𝜌‖
𝜌2 ) 𝛷 =

√𝜌
δ𝑡

𝛁 ⋅ 𝒖. (2.33)

La transformation de l’opérateur L𝜌 vers l’opérateur K𝜌 est obtenue en développant L𝜌 et en injectant
𝜙 = √𝜌 𝛷 comme détaillé ci-dessous :

L𝜌(𝜌, 𝜙) = 𝛁 ⋅ (1
𝜌

𝛁𝜙)

= 1
𝜌

𝛁2𝜙 + 𝛁1
𝜌

⋅ 𝛁𝜙

= 1
𝜌

(√𝜌 𝛁2𝛷 + 𝛁2√𝜌 𝛷 + 2𝛁√𝜌 ⋅ 𝛁𝛷) − 𝛁𝜌
𝜌2 ⋅ (√𝜌 𝛁𝛷 + 𝛷𝛁√𝜌)

= 1
𝜌

(√𝜌 𝛁2𝛷 + (1
2

𝛁𝜌
√𝜌

− 1
4

‖𝛁𝜌‖2

𝜌3/2 ) 𝛷 + 𝛁𝜌
√𝜌

⋅ 𝛁𝛷) − 1
𝜌

(𝛁𝜌
√𝜌

⋅ 𝛁𝛷 + 1
2

‖𝛁𝜌‖2

𝜌3/2 𝛷)

= 1
√𝜌

(𝛁2𝛷 + (1
2

𝛁2𝜌
𝜌

− 3
4

‖𝛁2𝜌‖
𝜌2 ) 𝛷) ,

K𝜌(𝜌, 𝛷) = √𝜌 L𝜌(𝜙)

= 𝛁2𝛷 + (1
2

𝛁2𝜌
𝜌

− 3
4

‖𝛁2𝜌‖
𝜌2 ) 𝛷.

Il convient de rappeler qu’une technique similaire de changement de variable est utilisée par Concus
et Golub [16] dans le cas général des équations elliptiques à coefficients variables. Il est important de
mentionner que lorsque des conditions aux limites entièrement périodiques sont utilisées, la fonction 𝛷
reste périodique.
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Figure 2.4 : Conditionnement des opérateurs de diffusion en fonction (haut) du nombre de points de
discrétisation 𝑁 avec 𝑠 = 2 et 𝑎 = 10−2 ; (milieu) du rapport de densité 𝑠 avec 𝑁 = 256 et 𝑎 = 10−2 ;
(bas) du coefficient de diffusion 𝑎 avec 𝑁 = 256 et 𝑠 = 2. Les calculs sont effectués sur un cas test
unidimensionnel où 𝜌 est défini par l’équation (2.31) page 35 et les opérateurs sont discrétisés par un
schéma spectral Galerkin Fourier–Fourier.
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Figure 2.5 : Historiques de convergence des solveurs itératifs pour l’équation de diffusion précondition-
née 𝐕−1 𝐕𝜌(𝜌, 𝒖) = 𝒃. Les calculs sont effectués sur un cas test unidimensionnel où 𝜌 est défini par
l’équation (2.31) page 35 et les opérateurs sont discrétisés par un schéma spectral Galerkin Fourier–
Fourier avec 𝑁 = 256 points.

Nombre d’itérations RMR GMRES
5 5.6 10−3 1.0 10−2

10 1.1 10−2 3.4 10−2

20 2.0 10−2 9.7 10−2

40 4.2 10−2 2.2 10−1

Table 2.1 : Temps de calcul (en secondes) des solveurs itératifs pour l’équation de diffusion précondi-
tionnée 𝐕−1 𝐕𝜌(𝜌, 𝒖) = 𝒃 avec 𝑠 = 1000, 𝑎 = 10−3 et 𝑁 = 256. Les calculs sont effectués sur un cas
test unidimensionnel où 𝜌 est défini par l’équation (2.31) page 35 et les opérateurs sont discrétisés par
un schéma spectral Galerkin Fourier–Fourier avec 𝑁 = 256 points. Les calculs sont réalisés sur 1 cœur
d’un nœud de calcul Dell PowerEdge C8220 équipé d’un processeur Intel Xeon E5-2670.
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Tout comme pour l’opérateur visqueux, l’opérateur K𝜌 est préconditionné par l’inverse de l’opérateur
laplacien discret qui est équivalent à l’inverse de K𝜌 à densité constante. En utilisant le profil de densité
décrit par l’équation (2.31) le conditionnement des opérateurs de pression (préconditionnés ou non) est
présenté dans la figure 2.6 en fonction du nombre de points 𝑁 ou du rapport de densité 𝑠. Il est notable
que K𝜌 et L𝜌 soient tous deux mal conditionnés, même si l’utilisation de K𝜌 à la place de L𝜌 conduit
à une amélioration. La figure montre que les préconditionnements à gauche et à droite fournissent une
diminution du conditionnement 𝜅 de quatre à cinq ordres de grandeur pour tous les jeux de paramètres.
En particulier, le conditionnement semble être indépendant du nombre de points 𝑁. On peut également
observer que 𝜅((𝛁2)−1 K𝜌) < 𝜅((𝛁2)−1 L𝜌) pour tout rapport de densité 0.1 ≤ 𝑠 ≤ 100.

Les mêmes algorithmes que dans la section précédente (RMR et GMRES) sont testés et comparés
au FP proposé par Di Pierro et Abid [21]. L’historique de convergence de ces solveurs est présenté
dans figure 2.7 pour 𝑠 = 2 et 𝑠 = 104. Le GMRES a la convergence la plus rapide, conduisant à une
décroissance de douze décades en environ dix itérations dans les deux cas. Le RMR nécessite quatre fois
plus d’itérations pour atteindre le même niveau de convergence que le GMRES à 𝑠 = 2 et ne converge
pas pour 𝑠 = 10. Enfin, la méthode FP a le même taux de convergence que le GMRES, cependant, son
résidu sature à O(10−9). À cet égard, les méthodes RMR et GMRES fournissent une amélioration des
performances. Le GMRES semble, à première vue, plus robuste, mais pour des valeurs de 𝑠 faibles, le
RMR, connu pour être moins exigeant en termes de calculs, pourrait être préféré.

Le tableau 2.2 présente les temps de calcul des solveurs discutés pour différents rapports de densité
dans le cadre de DNS sur la solution pseudoexacte (équations (1.32)) Tout d’abord, il est remarquable
que la performance de chaque solveur soit indépendante du rapport de densité 𝑠, ce qui est cohérent
avec le conditionnement des opérateurs préconditionnés. Cette caractéristique valide donc la perfor-
mance de la méthode de préconditionnement même pour des rapports de densité élevés. Ensuite, il
est à noter que les solveurs RMR et GMRES sont plus rapides que le FP. Cette différence de perfor-
mance peut s’expliquer par la formulation du problème : K𝜌 nécessite seulement deux transformations
physiques/spectrales tandis que quatre sont nécessaires pour évaluer L𝜌. L’efficacité du changement de
variable L𝜌(𝜌, 𝜙) → K𝜌(𝜌, 𝛷) apporte donc également un gain en performance. De plus, il est important
de noter que le RMR et le GMRES ont des performances par itération équivalentes. Cependant, étant
donné que le RMR est moins robuste et nécessite un plus grand nombre d’itérations, le GMRES est
choisi comme solveur définitif de l’équation de pression. Enfin, il est remarquable que le temps de calcul
par itération, par thread et par cellule soit de l’ordre de grandeur du temps d’horloge du processeur.

2.4 Validation

Suite au développement du modèle numérique, cette section se consacre à la validation de celui-ci sur
des problèmes concrets et réalistes. Les performances et l’efficacité de la méthode proposée sont évaluées
en la confrontant à des configurations d’écoulements représentatives. Notamment, la capacité du modèle
à capturer avec précisions les phénomènes dynamiques et instationnaires propres aux écoulements tur-
bulents est vérifiée dans les sections 2.4.1 et 2.4.2 en effectuant des simulations sur des cas complexes,
tels que la Rayleigh–Taylor Instability (RTI, Instabilité de Rayleigh–Taylor) et le jet tourbillonnaire à
densité variable.

En parallèle, la section 2.4.3 présente les performances de l’implémentation du modèle dans le code
POUSSINS en termes d’efficacité de calcul et de parallélisation. En évaluant le temps de calcul et
l’accélération obtenue en utilisant différents nombres de processeurs, la capacité du code à exploiter
pleinement les ressources disponibles est déterminée.

4L’indépendance du taux de convergence par rapport au nombre de points 𝑁 a été vérifiée. Elle n’est pas présentée
ici pour des raisons de concision.
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Figure 2.6 : Conditionnement des opérateurs de pressions en fonction (gauche) du nombre de points de
discrétisation 𝑁 avec 𝑠 = 2 et (droite) du rapport de densité 𝑠 avec 𝑁 = 256. Les calculs sont effectués
sur un cas test unidimensionnel où 𝜌 est défini par l’équation (2.31) page 35 et les opérateurs sont
discrétisés par un schéma spectral Galerkin Fourier–Fourier.
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Figure 2.7 : Historiques de convergence des solveurs itératifs pour résoudre l’équation (2.33) page 36
de pression modifiée : (gauche) 𝑠 = 2 ; (droite) 𝑠 = 10. Les calculs sont effectués sur un cas test
unidimensionnel où 𝜌 est défini par l’équation (2.31) page 35 et les opérateurs sont discrétisés par un
schéma spectral Galerkin Fourier–Fourier avec 𝑁 = 256 points.

2.4.1 Instabilité de Rayleigh–Taylor bidimensionnelle
Dans un premier temps, l’efficacité et la robustesse de la méthode présentée sont illustrées à travers
une configuration classique de RTI bidimensionnelle : un fluide plus lourd est maintenu au-dessus d’un
fluide plus léger et l’accélération gravitationnelle est opposée au gradient de densité. Des conditions aux
limites sans glissement sont utilisées sur les parois supérieure et inférieure, tandis que des conditions aux
limites périodiques sont employées sur les frontières de gauche et droite. Pour cela un schéma spectral de
collocation Chebyshev est appliqué dans la direction verticale, tandis qu’un schéma Galerkin Fourier–
Fourier est appliqué dans la direction horizontale. Le profil de densité initial est une fonction d’Heaviside
lissée dans la direction verticale et perturbée horizontale avec une petite perturbation d’amplitude 𝜂

𝜌(𝑥, 𝑧, 𝑡 = 0) = 1 + 𝑠 − 1
2

(tanh (𝑧
𝛿

+ 𝜂(𝑥, 𝐿𝑥)) + 1) . (2.34)

La taille de la boîte de calcul est fixée à [2𝐿𝑥, 2𝐿𝑧] = [2, 2] (discrétisée avec 𝑁2 points de grille variant de
2562 à 5122). L’épaisseur initiale est 𝛿 = 0.2 et 𝑠 est le rapport de densité. Le champ de vitesse initiale
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Solveur itératif FP ([21]) RMR GMRES
𝑠 = 2

Itérations 7 5 6
Temps 0.5973 0.2124 0.2480
Temps/itération 0.0853 0.0425 0.0413
Temps/itération/thread 0.0107 0.0053 0.0052
Temps/itération/thread/cellule 5.1e-09 2.5e-09 2.5e-09

𝑠 = 6
Itérations 9 7 8
Temps 0.7737 0.3045 0.3573
Temps/itération 0.0860 0.0435 0.0447
Temps/itération/thread 0.0107 0.0054 0.0056
Temps/itération/thread/cellule 5.1e-09 2.6e-09 2.7e-09

𝑠 = 10
Itérations 10 8 8
Temps 0.8232 0.3477 0.3547
Temps/itération 0.0823 0.0435 0.0443
Temps/itération/thread 0.0103 0.0054 0.0055
Temps/itération/thread/cellule 4.9e-09 2.6e-09 2.6e-09

Table 2.2 : Temps de calcul (en secondes) des solveurs itératifs pour l’équation (2.33) page 36 de
pression modifiée dans le cas de la solution pseudoexacte (équations (1.32) page 13). Différentes valeurs
du rapport de densité 𝑠 sont étudiées, avec une discrétisation de 128 × 128 × 128 points. Les calculs
sont effectués sur les 8 cœurs d’un nœud de calcul Dell PowerEdge C8220 équipé d’un processeur Intel
Xeon E5-2670. Les temps sont moyennés sur dix itérations (10δ𝑡 ≈ 𝜋/2).

est fixé à zéro. La gravité est ajoutée via une force volumique 𝒇 = − Fr−1 𝒆𝑧 fonction du nombre de
Froude Fr . Il est essentiel de souligner que dans cette configuration, les calculs sans préconditionnement
ne convergent pas, et des oscillations numériques prennent le dessus en quelques itérations.

La figure 2.8 présente les contours de densité à différents instants de la simulation pour un cas à
perturbation monomodale ((a1), (a2), (a3))

𝜂 = 0.1 cos (𝜋 𝑥
𝐿𝑥

) , (2.35)

et un cas à perturbation multimodale ((b1), (b2), (b3))

𝜂 = 0.1 (sin (13𝜋 𝑥
𝐿𝑥

) + cos (17𝜋 𝑥
𝐿𝑥

) + cos (19𝜋 𝑥
𝐿𝑥

)) . (2.36)

Dans les deux cas, les paramètres de contrôle sont Re = 1000, Fr = 1, Sc = 1 et 𝑠 = 10. Il convient
de noter que dans cette configuration RTI bidimensionnelle où le fluide est initialement au repos, il est
difficile de donner une interprétation physique au nombre de Reynolds. Celui-ci est utilisé ici uniquement
comme un coefficient de diffusion dans les équations. Par conséquent, il n’est pas possible de définir une
échelle de temps adimensionnelle. Les instants choisis sont déterminés de façon qualitative et ne doivent
pas être interprétés comme une comparaison directe.

Dans le cas à mode unique, on observe le champignon caractéristique de la RTI qui se développe
vers le bas au milieu du domaine de calcul. À mesure que le fluide plus lourd pénètre le fluide plus léger,
l’interface s’enroule en deux tourbillons, comme présenté dans Bell et Marcus [5, figure 4]. Dans le
cas à modes multiples, les ondes commencent à se développer indépendamment les unes des autres avant
de commencer à interagir fortement les unes avec les autres, reproduisant des motifs similaires à ceux
présentés dans Bell et Marcus [5, figure 5]. Dans les deux cas, on peut observer que l’interface est
clairement définie sans oscillations numériques, ce qui valide la robustesse de la méthode.
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Figure 2.8 : Isocontours du champ de densité à différents instants lors de DNS de RTI bidimensionnelles
utilisant le RK2/CN couplé avec le GMRES préconditionné pour les opérateurs de diffusion et de
pression avec 𝑠 = 10, Re = 1000, Fr = 1, Sc = 1, et 2562 points de grille.

2.4.2 Instabilité d’un jet tourbillonnait à densité variable
La fiabilité de la méthode proposée est désormais illustrée à travers un cas représentatif d’écoulement
tridimensionnel à densité variable. À cet égard, le jet tourbillonnant à densité variable étudié par Di
Pierro et Abid [21, section 7.3] est testé. L’objectif est de capturer la déstabilisation du jet lors d’une
DNS et de comparer le taux de croissance de la perturbation avec celui obtenu par analyse de stabilité
linéaire. L’écoulement de base ici considéré s’écrit

𝜌0(𝑟) = 1 + (𝑠 − 1) exp −𝑟2, (2.37a)
𝜔𝑥(𝑟) = 2𝑞 exp −𝑟2, (2.37b)
𝑢̄𝑥(𝑟) = exp −𝑟2, (2.37c)

où 𝒖̄ = (0, 𝑢̄𝜃, 𝑢̄𝑥)T est le champ de vitesse de base (avec 𝑢̄𝜃𝒆𝜃 = −(𝛁2)−1(𝛁 × 𝜔𝑥𝒆𝑥)), 𝜔𝑥 est la
vorticité axiale, et 𝑞 est le paramètre tourbillonnant. La simulation est réalisée dans un domaine de
taille 2𝜋 × 2𝜋 × 4𝜋, discrétisé avec 256 points dans chaque direction. Le nombre de Reynolds, basé
sur la vitesse axiale, est fixé à Re = 100, et les autres paramètres de contrôle adimensionnels sont
réglés à 𝑆𝑐 = 1, 𝑠 = 2, 𝑞 = 0.5. Une perturbation de la forme 𝜑(𝑟) exp(i(𝑘𝑥 + 𝑚𝜃)) est surimposée sur
l’écoulement de base. Les modes azimuthal 𝑚 = 4 et longitudinal 𝑘 = 1 sont sélectionnés. L’analyse
linéaire de stabilité, telle que décrite dans Di Pierro et Abid [21, section 7.3], démontre que ces modes
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Figure 2.9 : Évolution de la norme de la perturbation de la vitesse axiale durant une DNS de jet
tourbillonnant à densité variable avec Re = 100, Sc = 1, 𝑠 = 2, 𝑞 = 0.5, 𝑚 = −4 et 𝑘 = 1. Le taux
de croissance obtenu par DNS est 𝜔i, DNS = 0.275, tandis que celui prédit par l’analyse linéaire est
𝜔i = 0.274 [21].

gouvernent la dynamique pour les temps longs. La figure 2.9 présente l’évolution de la perturbation de
vitesse axiale. Le taux de croissance extrait des données DNS

𝜔i, DNS = 1
2(𝑡1 − 𝑡0)

log (‖𝑢𝑥(𝑡1)‖2
2

‖𝑢𝑥(𝑡0)‖2
2

) = 0.2746 ≈ 0.275 (2.38)

correspond au taux 𝜔i = 0.274 obtenu par l’analyse linéaire. Ce dernier est calculé à partir de la norme
du champ de vitesse axial 𝑢𝑥, avec 𝑡0 = 2.0 et 𝑡1 = 5.0. Afin d’obtenir la perturbation, deux simulations
sont réalisées : l’une avec la perturbation exponentielle injectée et l’autre sans perturbation, représentant
ainsi l’écoulement de base. La perturbation est ensuite obtenue en soustrayant les deux solutions.

L’obtention d’un taux de croissance similaire à celui prédit par la théorie linéaire valide quantitati-
vement la capacité de notre modèle numérique à capturer des dynamiques fines. Ceci est essentiel pour
l’étude des petites échelles d’un écoulement turbulent.

2.4.3 Performances
En conclusion de la présentation du modèle numérique, la figure 2.10 l’accélération du code DNS POUS-
SINS implémentant les procédures numériques détaillées dans ce chapitre. L’accélération est mesurée
lors de simulations réalisées sur 8 à 256 threads (files d’exécutions) sur le centre de calcul Pôle de
Modélisation et de Calcul en Sciences de l’Ingénieur et de l’Information (PMCS2I). Elle est définie à
partir du temps de calcul par itération (d’avancement temporel des équations) sur 8 threads5comme

accélération(𝑃 ) ≡ 𝑆(𝑃) = 1
8

temps par itération avec 𝑃 threads
temps par itération avec 8 threads

. (2.39)

Les mesures sont réalisées en prenant la moyenne des cinquante premières itérations de simulations de
la solution pseudoexacte (équations (1.32)) des équations à densité variable et de simulations de THI
forcée à densité variable. Dans les deux cas, les simulations ont été réalisées sur des grilles avec 5123

points. Il est intéressant de noter que des accélérations similaires sont observées pour les deux types de
simulation. Dans nos simulations turbulentes, qui sont principalement réalisées avec 64 ou 128 threads,
une efficacité désirable de ≈ 85% est observée.

5L’accélération, qui est généralement définie par rapport au temps par itération en séquentiel (𝑃 = 1), est ici définie
en utilisant le temps d’itération avec 8 threads, en raison des exigences en mémoire.
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Figure 2.10 : Accélération du code DNS POUSSINS définie à partir du temps par itération pour 8
threads. Les mesures sont effectuées sur les 100 premières itérations de simulations de la solution pseu-
doexacte (équations (1.32) page 13) des équations à densité variable et de DNS THI à densité variable
forcée : Re = 1000, 𝑠 = 4, Sc = 1, 𝑁 = 5123. Une efficacité de ≈ 85% est mesurée pour 128 threads.

2.5 Simulations et post-traitement

Pour conclure ce chapitre consacré aux méthodes numériques, cette section expose les ressources ma-
térielles employées pour les simulations, ainsi que la méthodologie de l’analyse post-traitement des
données issues des DNS.

En raison des ressources de calculs considérables requises pour les DNS, celles-ci sont réalisées sur
un centre de calcul dédié. Étant donné que le temps de calcul est une ressource précieuse, le code
DNS POUSSINS se concentre exclusivement sur la résolution des équations et la sauvegarde des champs
de l’écoulement sous forme de fichiers binaires bruts. L’ensemble du processus d’analyse de données
est effectué ultérieurement. Il convient de noter que le calcul de certaines grandeurs, requises dans le
processus d’analyse, est réalisé en parallèle par le solveur DNS, afin de bénéficier de ses performances.
Cependant, l’analyse statistique requiert un volume important de données qui ne peut pas être stocké
sur le centre de calcul utilisé. Une fois que les simulations sont achevées, les données sont transférées
vers une station de travail qui fait office de serveur de stockage et de machine de calcul pour le post-
traitement. La visualisation et le post-traitement des données des simulations sont effectués sur cette
station à l’aide d’un logiciel dédié, après la réalisation des simulations.

La section 2.5.1 détaille les ressources mises en œuvre sur le centre de calcul pour réaliser les
simulations. La section 2.5.2 présente, quant à elle, le logiciel de post-traitement spécifiquement conçu
pour le code de calcul DNS POUSSINS.

2.5.1 Centres de calculs
Les simulations de cette étude sont effectuées sur deux des trois centres de calcul de la Fédération
Lyonnaise de Modélisation et Sciences Numériques (FLSMSN), à savoir le Pôle de Compétence en
Calcul Hautes Performances Dédiés (P2CHPD) et le PMCS2I. Le P2CHPD, où l’espace alloué pour
cette étude est restreint, est employé pour les tests numériques ainsi que pour les simulations de jet. Le
DNS de turbulence, sont quant à elles, réalisées sur le PMCS2I.

En ce qui concerne les ressources de calculs, les simulations de turbulence et de jets, effectuées avec
une résolution 2563, emploient 64 threads répartis sur 8 nœuds du centre de calcul. En général, ces
simulations nécessitent entre 2 et 5 jours de calcul, ce qui équivaut à un total de 3072 à 7680 heures de
calcul.
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2.5.2 Module de post-traitement ROAST
Une fois les données provenant des DNS rapatriées sur la station de travail servant de serveur de stockage
et de machine de post-traitement, les champs sont analysés et visualisés au moyen du code Real-time
Open-source Analysis Software for Turbulence (ROAST).

Ce code, élaboré durant la thèse, constitue un ensemble d’outils dédiés au post-traitement des champs
issus de DNS de turbulence. Il s’agit d’un paquet Python parallélisé utilisant les bibliothèques NumPy,
SciPy, mpi4py, PyFFTW et h5py. Il fournit des modules permettant :

• le calcul de grandeurs descriptives des écoulements incompressibles

• le calcul de grandeurs descriptives des écoulements turbulents

• l’analyse statistique des écoulements turbulents

• la visualisation et l’export des champs de l’écoulement

Toutes les données présentées dans ce document sont calculées et exportées à l’aide du code ROAST.
Même si le code ROAST a été conçu spécifiquement pour le post-traitement des données générées par le
solveur DNS POUSSINS, sa modularité permet son utilisation dans d’autres contextes. En effet, d’une
part, toutes les fonctions sont conçues pour accepter des tableaux NumPy comme arguments, ce qui
permet de les utiliser de manière indépendante. D’autre part, le code est structuré selon une approche
orientée objet. En résumé, une session d’analyse effectuée avec ROAST se déroule comme suit :

1. création d’un objet Simulation pour accéder aux données DNS de manière standardisée ;

2. à partir de l’objet Simulation, création d’un objet Domain fournissant les caractéristiques du
maillage, ainsi qu’un objet FunctionSpace fournissant des fonctions de transformations mathé-
matiques associées au domaine (dérivées, intégrales, transformations de Fourier, etc.) ;

3. utilisation des différentes fonctions de calcul en utilisant les objets créés en tant qu’arguments.

Afin d’adapter ROAST à un autre solveur DNS ou à un autre format de données, il suffit de créer
un objet dérivé de la classe Simulation, en spécifiant comment accéder aux données en accord avec
les conventions de ROAST. Le module de post-traitement automatique et parallélisé nécessite que les
données soient stockées au format Hierarchical Data Format 5 (HDF5). L’architecture du format de
données utilisé par ROAST et pour le stockage de données de cette étude est décrite dans l’annexe A.

Tout comme le code DNS POUSSINS, ROAST bénéficie d’un module spectral qui permet le calcul
précis des dérivées et l’analyse spectrale des champs. À cette fin, les transformées de Fourier sont calcu-
lées à travers l’interface fournie par la bibliothèque PyFFTW (ou avec la bibliothèque FFT de NumPy
en cas d’instabilité de PyFFTW). Cette interface permet l’utilisation des algorithmes de FFTW au sein
d’un code Python. Pour des champs de dimension 2563, couramment utilisés dans les simulations de
cette étude, l’utilisation de PyFFTW ne présente pas d’avantages significatifs en termes de performances
(comparativement à NumPy) pour le calcul individuel d’une FFT. Cependant, l’algorithme d’optimisa-
tion de « planning » offert par FFTW permet d’obtenir une amélioration substantielle de l’efficacité lors
du calcul séquentiel de nombreuses FFT.

En ce qui concerne la parallélisation, le code n’adopte pas de stratégie de décomposition de domaine
pour accélérer les opérations telles que les FFT. Contrairement à la DNS, le nombre de calculs de FFT
est réduit, notamment car lors du post-traitement, il est possible de stocker en mémoire des champs
qu’il n’est pas judicieux de conserver durant la simulation. Ainsi, le code est parallélisé de manière à
exécuter plusieurs opérations en parallèle. Par exemple la lecture de 𝑃 fichiers de sortie du solveur, ou
le calcul des spectres de 𝑃 instantanés de l’écoulement issus de la simulation, où 𝑃 représente le nombre
de threads utilisés lors du post-traitement.
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Ce chapitre expose l’étude principale des travaux de thèse, à savoir l’analyse de l’interaction entre une
turbulence isotrope incompressible et un champ de densité inhomogène.

L’objectif consiste à mener une analyse de la dynamique des petites structures de l’écoulement en
vue de quantifier l’influence des variations de densité sur la turbulence isotrope. Étant donné que,
conformément aux idées de Kolmogorov [50], quelle que soit la source de la turbulence isotrope, la
dynamique aux petites échelles est universelle, ce type d’étude est couramment utilisé pour comprendre
les phénomènes turbulents à densité constante. Notablement, les travaux de Kerr [49], Vincent et
Meneguzzi [79], Jiménez et al. [46] et Ishihara et al. [41], parmi d’autres, ont préalablement exploré la
dynamique turbulente des petites échelles contribuant ainsi de manière significative à la compréhension
des phénomènes turbulents. En outre, Dubrulle [24] et Sreenivasan et Antonia [75] présentent
en détail les résultats actuellement connus dans ce contexte. Parmi ces résultats, on peut citer les lois
d’échelles pour les différents moments du champ de vitesse qui décrivent la répartition spatiale des
structures, ainsi que les modèles d’intermittence et de répartition spectrale d’énergie.
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En appliquant une méthodologie inspirée des travaux des auteurs cités, les données provenant de
DNS de Turbulence Homogène Isotrope (THI) forcée sont post-traitées et analysées par le biais d’outils
d’analyse statistique et spectrale. L’objectif de cette démarche est d’étudier si les lois établies pour
la turbulence à densité constante subissent des modifications suite à l’injection d’effets de masse dans
l’écoulement étudié.

Afin de réaliser cette investigation, les simulations sont effectuées en introduisant un champ de
densité inhomogène au sein d’un champ turbulent résultant d’une simulation préliminaire à densité
constante. Le maintien d’un état pleinement turbulent est assuré par une méthode de Lundgren spéci-
fiquement adaptée aux équations à densité variable. La méthode de forçage est exposée en détail dans
la section 3.1.

L’analyse statistique de la dynamique requiert une sélection minutieuse de la fenêtre temporelle
au cours de laquelle l’écoulement peut être considéré comme étant proche d’un état statistiquement
stationnaire. La section 3.2 expose la méthodologie utilisée pour l’initialisation des simulations et la
sélection des données pour l’étude statistique de l’écoulement. Il convient de noter que, en raison des
effets de diffusion de masse, l’écoulement demeure non stationnaire jusqu’à l’achèvement du processus
de mélange. Il est donc essentiel de parvenir à un compromis entre le taux de mélange et le nombre
d’échantillons pour l’analyse statistique. Cette section détaille spécifiquement la sélection d’une fenêtre
temporelle où l’écoulement présente une turbulence statistiquement stationnaire, tout en conservant
une dynamique de mélange, en vue de la réalisation des calculs statistiques.

Les sections 3.3 à 3.5 présentent les résultats dérivés des analyses des données provenant des DNS.
Notamment, les PDF du champ de vitesse et les spectres d’énergie obtenus lors des DNS à densité
variable sont comparés à ceux de la simulation initiale à densité constante. Conformément aux détails
fournis dans le chapitre 1, les paramètres de contrôle des simulations sont

Re = 1000, Sc = 1, 𝑠 ∈ [2, 8]. (3.1)

En résumé, cette valeur du nombre de Reynolds permet d’étudier la THI tout en maintenant une
discrétisation abordable avec nos capacités de calcul. Un nombre de Schmidt de 1 est représentatif des
mélanges gazeux et assure un équilibre entre les effets de diffusion visqueuse et massique. Des simulations
à 𝑠 < 1, notamment 𝑠 = 1

2 et 𝑠 = 1
4 , ont également été réalisées. Bien que cela ne soit pas représentatif

du cas d’étude, puisque cela modélise l’émission d’un gaz léger dans l’atmosphère, cela permet d’étudier
la présence d’une symétrie entre 𝑠 et 𝑠−1 dans la dynamique à densité variable.

Pour simplifier le discours, les simulations sont identifiées par leur nombre de points 𝑁 de discréti-
sation dans chaque direction et leur rapport de densité 𝑠. Par exemple, une simulation avec un nombre
de Reynolds de 1000, un nombre de Schmidt de 1 et un rapport de densité de 4, utilisant un maillage de
2563 points, est ainsi désignée par « 256-4 ». En outre, le tableau 3.1 récapitule les paramètres de chaque
simulation effectuée, en fournissant également les valeurs correspondantes des grandeurs caractéristiques
associées à celles-ci.
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3.1 Méthode de forçage

Comme cela a été précédemment mentionné, l’étude de la dynamique turbulente à densité variable
des petites échelles se fait principalement par le biais d’une approche statistique. Étant donné que les
champs turbulents présentent des fluctuations, les statistiques sont obtenues en effectuant des moyennes
temporelles sur les données provenant des DNS, afin de réduire la variance statistique. Cependant, cela
suppose que les phénomènes étudiés soient statistiquement stationnaires. Il est important de noter que
l’équation d’énergie de la turbulence, comme détaillée dans la section 1.3.1, ne présente plus de terme
de production sous l’hypothèse d’isotropie. En conséquence, la turbulence isotrope est un processus
instationnaire qui dissipe rapidement l’énergie cinétique de la condition initiale (en la transformant en
énergie interne). Face à cette problématique, deux approches se présentent donc :

1. Étudier la dynamique de la turbulence en déclin. Les études statistiques peuvent alors être réali-
sées sur une fenêtre temporelle où le niveau d’énergie turbulent varie peu, de façon à supposer les
phénomènes comme stationnaires. Cependant, cette approche présente une limitation significative
en termes de nombres d’échantillons statistiques disponibles. De plus, cette méthode s’avère com-
plexe à mettre en œuvre dans le cas de la turbulence à densité variable, notamment lorsque les
nombres de Schmidt observés dans les rejets atmosphériques sont de l’ordre de 1 [35]. En effet,
dans une configuration à 𝑆𝑐 = 1, le mélange se produit rapidement, ce qui rend difficile la sélection
d’un intervalle pour l’analyse statistique, où l’écoulement maintient à la fois un fort gradient de
densité et un comportement pleinement turbulent.

2. Utiliser une méthode de forçage qui injecte continuellement de l’énergie cinétique dans le système.
Cette approche permet de maintenir une turbulence pleinement développée tout au long des
simulations, évitant ainsi le déclin de l’énergie turbulente. En appliquant cette méthode de forçage,
la turbulence peut être considérée comme statistiquement stationnaire, ce qui élimine la limitation
du nombre d’échantillons statistiques induite par la dissipation turbulente. Cette seconde approche
est qualifiée de simulation de THI forcée.

La méthode de forçage se révèle donc être le choix naturel pour cette étude. Du point de vue de la
modélisation, l’énergie injectée par la méthode de forçage peut être directement associée à l’énergie
cinétique transmise par le jet d’émission qui transitionne vers la THI.

Cette section présente le choix et le développement de la méthode de forçage utilisée pour les
simulations à densité variable. La méthode implémentée s’inspire de la méthode de forçage linéaire
dans l’espace physique proposée par Lundgren [55] et inclut une adaptation spécifique aux équations
traitées ici, prenant en compte les variations de densité.

3.1.1 Méthode de Lundgren
Depuis les travaux fondateurs de Siggia et Patterson [74], Overholt et Pope [60], Kerr [49] et
Eswaran et Pope [25], les méthodes de forçage sont largement utilisées pour les DNS de THI lors
d’études fondamentales des statistiques des structures d’un écoulement turbulent. Les implémentations
développées par les auteurs mentionnés précédemment permettent de prévenir le déclin de la turbulence
en injectant de l’énergie dans les grandes structures tourbillonnaires à travers une zone étroite de l’espace
spectral. Ces méthodes de forçage reposent sur la notion de cascade de Kolmogorov [50], selon laquelle
les petites échelles turbulentes sont indépendantes du comportement aux grandes échelles.

Plus récemment Lundgren [55] a introduit un terme de forçage dans l’espace physique où le terme
source correspondant prend la forme 𝒇f = 𝑞𝒖, analogue au terme de production d’énergie qui apparaît
dans les écoulements cisaillés. Cette approche injecte de l’énergie dans toutes les échelles de l’écoulement,
contrairement aux méthodes de forçage spectral mentionnées précédemment, qui n’excitent que les plus
grosses structures. Étant donné que les plus grandes échelles sont sujettes aux plus grandes fluctuations,
elles sont les plus impactées par le terme source tandis que les plus petites échelles ne sont quasiment pas
affectées [55, 14]. L’un des avantages de cette approche linéaire est sa facilité d’extension aux écoulements
— compressibles ou incompressibles — à densité variable [14, 69]. Carroll et Blanquart [14] et Janin
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et al. [44] ont proposé des modifications à cette méthode afin de réduire les oscillations statistiques et
de contrôler l’échelle intégrale. Malgré ces améliorations, ces nouvelles méthodes ajoutent également des
paramètres de contrôle absent de notre jeu de données. En particulier, pour des écoulements à densité
variable, ces modifications nécessiteraient des paramètres de contrôle supplémentaires dépendants du
nombre de Schmidt Sc, du rapport de densité 𝑠, et de la condition initiale 𝜌0(𝒓) du champ de densité.
Par conséquent, cette étude se base sur la méthode de Lundgren, qui est étendue aux équations de
la dynamique avec diffusion de masse, afin de ne pas introduire de paramètre supplémentaire dans la
modélisation.

Il est pertinent de noter que l’étude menée par Livescu et Ristorcelli [52] sur la turbulence induite
par effets de flottaison ne fait pas usage d’une méthode de forçage. En effet, dans cette configuration,
la turbulence est générée par l’interaction entre le flux de masse et le gradient de pression induit
par la flottaison. Cette approche est idéale pour étudier spécifiquement le phénomène de mélange. En
revanche, dans cette étude, la méthode de forçage est privilégiée afin d’exciter directement les structures
turbulentes et d’examiner leur interaction avec le champ de densité.

La section 1.3.1 présente en détail les équations d’évolution de l’énergie cinétique turbulente. Dans
le cas à densité constante, le taux de variation de l’énergie cinétique turbulente par unité de masse est
donné par l’expression suivante :

∫
𝛺

𝜕
𝜕𝑡

( 1
2 𝒖2) d𝑉 = ∫

𝛺

1
Re

𝒖 ⋅ 𝛁2𝒖 d𝑉 + ∫
𝛺

𝑞𝒖 ⋅ 𝒖 d𝑉 . (3.2)

Le coefficient de forçage 𝑞 est ajusté de manière à atteindre un état statistiquement stationnaire qui
garantit la conservation de l’énergie cinétique intégrée. À cet égard, il doit vérifier

∫
𝛺

𝑞𝒖 ⋅ 𝒖 d𝑉 = − ∫
𝛺

1
Re

𝒖 ⋅ 𝛁2𝒖 d𝑉 (3.3)

et s’exprime donc

𝑞(𝒖) = − 1
Re

∫
𝛺

𝒖 ⋅ 𝛁2𝒖 d𝑉
∫
𝛺

𝒖 ⋅ 𝒖 d𝑉
. (3.4)

Le terme de forçage étant proportionnel au champ de vitesse et étant la source initiale des perturbations,
ce dernier doit être initialisé en début de simulations. Afin de garantir que les petites structures ne
soient pas affectées par la condition initiale, une approche similaire à celle de Kerr [49] est adoptée :
la condition de vitesse 𝒖0 force les modes de Fourier associés aux plus petits nombres d’onde avec une
amplitude constante :

𝒖0 = ℱ−1( ̂𝒇), ̂𝒇(𝒌) = 𝑓0, ‖𝒌‖2 = 1 (3.5)
avec 𝑓0 = 1

4 de façon à ce que l’amplitude du champ de vitesse initiale soit de 1. Cette approche revient
à injecter un spectre d’énergie, contenant de l’énergie uniquement dans les premiers modes. La condition
de vitesse 𝒖0 est ensuite projetée dans l’espace des vecteurs à divergence nulle de façon à respecter la
contrainte d’incompressibilité.

En appliquant une méthodologie similaire, la méthode de Lundgren est étendue aux équations à
densité variable par l’insertion de la relation 𝒇f = 𝑞𝒖 dans l’équation (1.39) de l’énergie cinétique par
unité de volume intégrée, permettant ainsi d’établir la condition de stationnarité énergétique

∫
𝛺

𝜌𝒇 ⋅ 𝒖 d𝑉 = − ∫
𝛺

𝜌𝒖 ⋅ 𝜻(𝜌, 𝒖) d𝑉 − ∫
𝛺

1
2

1
Re Sc

𝒖2𝛁2𝜌 d𝑉 . (3.6)

Dans ce contexte, le coefficient de forçage 𝑞 est maintenant une fonction de 𝜌 et 𝒖 et s’exprime

𝑞(𝜌, 𝒖) = −
∫
𝛺

𝒖 ⋅ (𝜌𝜻(𝜌, 𝒖) + (2 Re Sc)−1𝒖𝛁2𝜌) d𝑉
∫
𝛺

𝜌𝒖 ⋅ 𝒖 d𝑉
. (3.7)

Il est primordial de rappeler que cette section se concentre exclusivement sur la stationnarité éner-
gétique globale et la stationnarité statistique des fluctuations turbulentes. L’écoulement, quant à lui,
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n’est pas stationnaire en raison des effets de diffusion de masse et de son caractère turbulent. Grâce à
cette approche de forçage, l’écoulement maintient une quantité d’énergie constante tout au long de la
simulation. En ce qui concerne la turbulence, les fluctuations sont par définition non stationnaires. Ce-
pendant, selon la décomposition de Reynolds exposée dans la section 1.3.1, elles présentent des valeurs
moyennes constantes au cours du temps. Quant aux effets de masse, l’écoulement devient complètement
(statistiquement) stationnaire une fois que le mélange est complet et que le champ de densité devient
uniforme. À ce stade, le champ de densité tend à être homogène, et on aboutit à une configuration
classique de turbulence incompressible isotrope, dépourvue des effets à densité variable. Il est égale-
ment important de noter que l’injection d’énergie par le processus de forçage accélère le mélange. En
stimulant l’écoulement avec une quantité (contrôlée) d’énergie supplémentaire, le processus de mélange
des différentes composantes fluides est intensifié, entraînant une augmentation de la dispersion et une
meilleure homogénéisation du champ de densité.

L’accélération du processus de mélange par le forçage rend l’étude des phénomènes turbulents plus
complexes au cours de ce laps de temps. Cependant, cette injection d’énergie est essentielle pour main-
tenir un état pleinement turbulent. Sans cette injection continue d’énergie, l’écoulement s’atténue et
se stabilise éventuellement. De plus, comme mentionné auparavant, le forçage joue également un rôle
crucial en permettant de modéliser l’énergie apportée par le jet d’émission responsable de la turbulence
isotrope étudiée.

3.2 Méthodologie d’étude statistique

Comme exposé antérieurement, l’analyse de la dynamique turbulente s’effectue par le biais d’une ana-
lyse statistique visant à appréhender les caractéristiques moyennes des phénomènes fluctuants. En vue
de mener une analyse statistique, un nombre approprié d’échantillons représentatifs est requis. Afin
que le processus de moyenne soit cohérent, il est impératif que l’écoulement exhibe une forme de
quasi-stationnarité statistique sur le segment temporel échantillonné. La stationnarité turbulente et
énergétique est assurée par la méthode de forage explicitée dans la section précédente. À présent, la
préoccupation réside dans la sélection d’une condition initiale 𝜌0(𝒓) pour le champ de densité ainsi que
dans la détermination d’un intervalle temporel adéquat en vue de mener l’étude statistique.

3.2.1 Initialisation à densité variable
La première étape consiste à sélectionner une condition initiale. Une condition initiale inhomogène pour
le champ de densité doit être instaurée de manière à introduire les effets liés aux variations de masse.
Cette condition initiale 𝜌0(𝒓) doit satisfaire les conditions d’isotropie et de périodicité. En ce sens, deux
formes de champ sont envisagées :

1. Un profil « sinusoïdal »

𝜌0(𝒓) = 𝜌0(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1 + 𝑠 − 1
𝑠 + 1

sin(𝑥) sin(𝑦) sin(𝑧) (3.8)

qui présente des oscillations entre les deux composantes, ce qui sous-entend que le processus de
mélange a déjà été amorcé.

2. Un profil « sphérique » où la composante fluide la plus dense est confinée dans une sphère de
volume 1

2 𝑉, située au centre du domaine de simulation 𝛺 :

𝜌0(𝑟) = 1 + 𝑠 − 1
2

(1 − tanh 𝑟 − 𝑟0
𝑑

) (3.9)

avec 𝑟 = ‖𝒓‖2 et 𝑟0 = (3𝜋2)1/3. Le paramètre 𝑑 représente la longueur de la région de transition
entre l’intérieur de la sphère et le fluide (léger) environnant. Entre d’autres termes, il s’agit de la
taille caractéristique initiale des gradients de densité.
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À ce stade, il convient de rappeler que le paramètre 𝑠 correspond au rapport de densité entre les deux
composantes fluides. Dans le cas de la sphère, il s’agit donc du rapport entre le fluide remplissant la
sphère et le fluide l’entourant.

Au cours des essais de simulations menés à un nombre de Reynolds de 1000 et à un nombre de
Schmidt de 1, il a été constaté que le profil sinusoïdal se dissipe bien plus rapidement que le profil
sphérique. En d’autres termes, l’uniformisation du champ de densité s’effectue plus rapidement dans le
cas du profil sinusoïdal, tendant ainsi vers un écoulement à densité constante en peu de temps. L’objectif
primordial étant d’acquérir un nombre maximal d’échantillons temporels, il est préconisé d’opter pour
un profil qui présente une diffusion la plus lente possible. Naturellement, il est concevable de contourner
cette limitation en réduisant le pas de temps pour accroître le nombre d’échantillons ou en augmentant
le nombre de Schmidt pour ralentir le mélange. Cependant, de telles approches s’éloignent de la physique
visée dans cette étude. De plus, en raison de sa forme en produits de sinus, le premier profil peut exciter
les premiers modes de Fourier du champ de vitesse. Cet artefact pourrait alors introduire une corrélation
𝒖-𝜌 susceptible de biaiser l’analyse. Pour ces raisons, le profil sphérique est choisi pour les simulations de
cette étude. Une fois la sélection de la condition initiale 𝜌0 effectuée, il convient désormais d’initialiser
les autres champs. À nouveau, deux approches se dessinent.

La première approche implique l’initialisation de la simulation à partir d’un état initial au repos
associé à la condition initiale de la méthode de forçage décrite dans l’équation (3.5). Cette approche
vise à engendrer et à maintenir les premiers tourbillons à grande échelle au sein d’un champ de densité
inhomogène, de manière à forcer le développement de la turbulence. Cette méthode permet d’observer
le développement de la turbulence dans un écoulement à densité variable. Son inconvénient et que le
mélange se produit en parallèle du développement de la turbulence. Lors des essais à Re = 1000, Sc = 1
et 𝑠 ∈ [2, 8], le mélange s’homogénéise avant que la turbulence ne soit complètement développée. Ce
qui revient à observer une turbulence pleinement développée dans un écoulement à densité constante.
Une fois de plus, ce problème peut être contourné en augmentant le nombre de Schmidt. Cependant,
cette approche n’est pas viable, car elle éloignerait la modélisation du régime représentatif des rejets
atmosphériques.

L’approche alternative permettant de s’affranchir de ce problème consiste à injecter la condition
initiale de densité 𝜌0 au sein d’un écoulement turbulent déjà complètement développé. Pour ce faire,
une simulation préliminaire de THI à densité constante est réalisée, avec le même nombre de Reynolds
(et le même maillage). Les champs de vitesse et de pression finaux obtenus à l’issue de cette simulation
préliminaire sont ensuite employés en tant que conditions initiales pour les simulations à densité variable.
Cette approche ne permet pas d’explorer le développement de la turbulence dans un champ de densité
inhomogène. Elle est néanmoins bien adaptée à l’objectif de cette étude, qui est d’analyser la dynamique
des structures d’une turbulence pleinement développée au sein d’un écoulement caractérisé par des
variations de densité. C’est en conséquence que cette approche est sélectionnée pour la mise en œuvre
des simulations. En résumé, la démarche consiste à injecter un champ de densité inhomogène (où le
fluide le plus dense est initialement confiné dans une sphère), au sein d’un écoulement déjà pleinement
turbulent résultant d’une simulation à densité constante. Le maintien de la turbulence est assuré par
la méthode de forçage discutée précédemment. Cette stratégie permet d’étudier la dynamique de la
turbulence au sein d’un écoulement caractérisé par des variations de densité.

La figure 3.1 présente en vue de coupe l’évolution du champ de densité à différents instants après
l’injection du profil initial à densité variable lors de la DNS 256-4. La figure illustre que la densité est
rapidement équirépartie dans le domaine.

Dès l’instant 𝑡 = 𝑇 (où 𝑇 ≈ 2 est le temps de retournement, voir équation (1.48)), la trace de la
condition initiale n’est plus perceptible. À l’instant 𝑡 = 5𝑇, seule une petite zone de densité élevée
(jaune) subsiste.

Il est à noter que des simulations ont également été conduites avec des rapports de densité inférieurs
à 1 (𝑠 ∈ { 1

2 , 1
4 }). Dans cette configuration, la composante fluide la moins dense se trouve confinée à

l’intérieur de la sphère. Bien que ce paramètre ne soit pas représentatif des rejets atmosphériques lourds,
cette configuration permet de vérifier l’existence d’une symétrie entre les dynamiques à 𝑠 et 𝑠−1. La
figure 3.2 présente l’évolution du champ de densité à différents instants après l’injection du profil initial
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à densité variable lors de la DNS 256-0.5. Tout comme dans le cas à 𝑠 > 1, dès l’instant 𝑡 = 𝑇, la trace
de la sphère initiale a disparu.

L’évolution du champ de densité issue des autres simulations est présentée en annexe C.1.

3.2.2 Sélection de l’intervalle d’étude
La deuxième étape consiste à sélectionner un intervalle temporel pour l’étude statistique. Conformé-
ment aux détails exposés précédemment, l’objectif est d’identifier un segment temporel où l’écoulement
atteint un état de quasi-stationnarité statistique, permettant ainsi le calcul des moyennes des grandeurs
physiques. Les effets de diffusion de masse doivent demeurer présents au sein de cette fenêtre temporelle.
En d’autres termes, il est impératif de ne pas sélectionner un intervalle trop tardivement au cours de
la simulation. Dans le cas contraire, il y a un risque se confronter à un mélange trop avancé, ce qui se
traduirait par une réduction des effets de variations de masse.

La figure 3.3 présente l’évolution temporelle de diverses grandeurs liées à la turbulence au cours
de la simulation 256-4. Ces grandeurs incluent l’énergie cinétique totale, le degré d’isotropie [18], le
nombre de Reynolds basés sur l’échelle de Taylor Re𝜆, l’écart type (en espace) du champ de densité
𝜎(𝜌), l’asymétrie de la dérivée longitudinale de la vitesse 𝑆 (« skewness » en anglais, dont l’expression
est rappelée dans la section suivante) ainsi que le temps de retournement 𝑇. La méthode utilisée pour
calculer le degré d’isotropie, basée sur les travaux de Curry et al. [18], est détaillée en annexe D. D’une
part, la figure démontre que le forçage de Lundgren adapté au cas à densité variable parvient à garantir
la conservation de l’énergie cinétique totale et une isotropie très proche de l’unité.

D’autre part, les courbes révèlent qu’il est possible de sélectionner un intervalle temporel spécifique
d’environ 2 temps de retournement 𝑇, où le nombre de Reynolds turbulent Re𝜆 ainsi que le coefficient
de skewness conservent une valeur quasi constante tandis que les effets de variation de masse demeurent
significatifs. Sur la figure, cet intervalle temporel est délimité par des lignes verticales. Le nombre de
Reynolds turbulent caractérise la dynamique turbulente aux petites échelles, tandis que le coefficient
de skewness décrit la structure du champ de vitesse. Par conséquent, dans un intervalle où ces valeurs
présentent peu de variations, l’écoulement peut être traité comme étant statistiquement stationnaire.
Les fluctuations d’isotropie de l’ordre de quelques pourcents autour de 1 observées ne posent pas de
problème, étant donné que cette grandeur est particulièrement sensible et qu’un écoulement est géné-
ralement considéré comme pleinement isotrope si son degré se situe entre 0.95 et 1.05 [18, 49]. Ainsi,
cette fenêtre temporelle semble pertinente pour l’analyse statistique et est utilisée par la suite.

Ce segment temporel employé pour l’étude statistique est désigné par le symbole 𝛤. Étant donné
que les nombres de Reynolds et de Schmidt sont identiques pour la plupart des simulations (Re = 1000,
Sc = 1), les échelles temporelles caractéristiques demeurent similaires pour l’ensemble des simulations.
Par conséquent, l’intervalle temporel choisi pour la simulation 256-4 peut être généralisé aux autres
simulations. Toutefois, les bornes de cet intervalle pour chaque simulation sont explicitées dans le
tableau 3.1 page 48.
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(a) 𝑡 = 10−3𝑇 ≈ 0 (b) 𝑡 = 𝑇

(c) 𝑡 = 2𝑇 (d) 𝑡 = 3𝑇

(e) 𝑡 = 4𝑇 (f) 𝑡 = 5𝑇

Figure 3.1 : Évolution du champ de densité lors de la DNS de THI à densité variable 256-4. 𝑇 ≈ 2
représente le temps de retournement défini dans l’équation (1.48) page 20. Les paramètres des différentes
simulations de THI sont répertoriés dans le tableau 3.1 page 48.
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Figure 3.2 : Évolution du champ de densité lors de la DNS de THI à densité variable 256-0.5. 𝑇 ≈ 2
représente le temps de retournement défini dans l’équation (1.48) page 20. Les paramètres des différentes
simulations de THI sont répertoriés dans le tableau 3.1 page 48.
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Figure 3.3 : Évolution de l’énergie cinétique, du degré d’isotropie ([18], annexe D), du nombre de Rey-
nolds basé sur l’échelle de Taylor Re𝜆, de l’écart type du champ de densité 𝜎(𝜌), de l’asymétrie/skewness
de la dérivée longitudinale de la vitesse 𝑆, ainsi que du temps de retournement des grands tourbillons
𝑇. Les données sont issues de la DNS 256-4 de THI à densité variable : Re = 1000, 𝑠 = 4, Sc = 1,
𝑁 = 256. Les lignes verticales délimitent un intervalle de temps 𝛤 correspondant à environ 2 temps de
retournement 𝑇, pendant lequel les paramètres turbulents ne fluctuent pas significativement et où les
effets de variation de masse demeurent substantiels. Les paramètres des différentes simulations de THI
sont répertoriés dans le tableau 3.1 page 48.
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3.3 Analyse temporelle

Avant d’aborder l’étude statistique, il est pertinent de présenter quelques résultats issus de l’analyse de
l’évolution temporelle de certaines grandeurs, notamment l’énergie cinétique et le champ de densité.

3.3.1 Évolution temporelle de l’énergie cinétique
Dans un premier temps, une attention particulière est portée à l’évolution de l’énergie cinétique, suc-
cinctement discutée dans les commentaires de la figure 3.3. La figure 3.4 illustre cette évolution pour
diverses simulations. Il est notable sur cette figure que, pour l’ensemble des simulations, une diminution
d’énergie d’environ un pourcent par temps de retournement 𝑇 ≈ 2 est observée. Cette décroissance
négligeable valide l’aptitude de la méthode de forçage à préserver l’énergie. Les pertes minimes sont
attribuables à la diffusion numérique du schéma d’intégration.

En ce qui concerne le niveau d’énergie, il est également pertinent d’examiner la quantité d’énergie
injectée dans le système au fil de la simulation. La figure 3.5 présente l’évolution temporelle du coef-
ficient de forçage de Lundgren 𝑞(𝜌, 𝒖) lors des simulations. Un schéma de comportement similaire est
identifiable dans toutes les simulations, bien que les fluctuations soient plus prononcées pour les rap-
ports de densité élevés. Notamment, un pic d’injection d’énergie se manifeste en début de simulation.
Une interprétation plausible de cette augmentation réside dans le fait qu’au début de la simulation,
l’injection du champ de densité engendre un ralentissement des grandes structures. Ce ralentissement
accélère le processus de cascade d’énergie et est compensé par le pic d’injection d’énergie. À mesure que
le processus de mélange s’amorce, les interactions liées aux variations de densité se produisent à des
échelles plus réduites. Cette transition vers des échelles plus fines occasionne un impact moindre sur les
grands tourbillons porteurs de la majorité de l’énergie cinétique, ce qui réduit la nécessité d’une injec-
tion énergétique substantielle. Il est essentiel de noter qu’après le pic d’énergie, le coefficient tend vers
une valeur constante, en particulier pour 𝑡 > 𝑇. Cette stationnarité renforce davantage la pertinence du
choix de l’intervalle d’étude 𝛤 pour l’analyse statistique.

Étant donné que le terme de forçage émerge de l’intégration de plusieurs termes, il s’avère pertinent
d’examiner la contribution individuelle de chaque terme au sein du processus d’injection d’énergie. Le
coefficient de forçage s’exprime comme

𝑞 = − 1
Re

∫
𝛺

𝒖 ⋅ 𝝎̇ d𝑉
∫
𝛺

𝜌𝒖 ⋅ 𝒖 d𝑉
, (3.10)

où
𝝎̇ = 𝛁2𝒖 + 1

Sc
((𝛁𝜌 ⋅ 𝛁)𝒖 + (𝒖 ⋅ 𝛁)𝛁𝜌 + 1

2
𝒖 ⋅ 𝛁2𝜌) . (3.11)

La figure 3.6 illustre la contribution (valeur absolue de l’intégrale sur le volume) de chacun des quatre
termes de 𝝎̇ durant la simulation 256-8. Il est observé que le terme relié à la diffusion visqueuse présente
une contribution qui dépasse de deux ordres de grandeur les autres. Il en découle que c’est ce phénomène
qui gouverne la dynamique énergétique du système. Un comportement analogue est constaté dans les
simulations à d’autres rapports de densité. Par conséquent, les termes additionnels de l’équation de
quantité de mouvement introduits par les effets de diffusion de masse se manifestent davantage comme
des mécanismes de transfert d’énergie plutôt que comme des termes de diffusion.

En dernier lieu, le paramètre dont l’évolution temporelle mérite examen est le nombre de Reynolds
Re𝜆 basé sur l’échelle de Taylor. Comme explicité en détail dans la section suivante, ce paramètre
joue un rôle crucial dans l’analyse de la turbulence, étant intégré dans diverses lois d’échelle [49, 46,
41]. La figure 3.7 dépeint l’évolution de ce nombre de Reynolds turbulent au cours des différentes
simulations. L’évolution au cours de la simulation à densité constante 256-1, utilisée pour établir la
condition initiale turbulente, est également présentée à titre de comparaison. Cette figure renforce l’idée
d’utiliser l’intervalle temporel 𝛤 pour l’analyse statistique en démontrant que toutes les simulations y
présentent peu de fluctuations en Re𝜆.

De plus, il est à noter que l’introduction des effets de variation de densité dans l’écoulement influe
directement sur ce nombre de Reynolds. Ce dernier décroît avec le rapport de densité 𝑠. Puisque le
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Figure 3.4 : Évolution de l’énergie cinétique intégrée lors des DNS de THI à densité variable. Les
paramètres des différentes simulations de THI sont répertoriés dans le tableau 3.1 page 48.
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Figure 3.5 : Évolution du coefficient de forçage de Lundgren 𝑞 lors des DNS de THI à densité variable.
Le coefficient est défini dans l’équation (3.7) page 50. Les paramètres des différentes simulations de THI
sont répertoriés dans le tableau 3.1 page 48.

nombre de Reynolds turbulent intervient dans les lois d’échelles de la turbulence à densité constante,
il est prévisible que cette modification affecte les structures turbulentes à densité variable. Dans le
cas de la simulation à 𝑠 = 0.5, le nombre de Reynolds turbulent augmente avant de converger vers la
valeur observée dans le cas 𝑠 = 1. Cette dynamique diverge des cas où 𝑠 > 1, où Re𝜆 ne converge pas
vers la courbe à densité constante à la fin de la simulation. Il semble donc que dans le cas où 𝑠 < 1,
l’introduction du champ inhomogène de densité influence peu la dynamique turbulente.

Cette analyse temporelle préliminaire de l’énergie met en évidence que malgré la prédominance
énergétique du terme de diffusion visqueuse, l’incorporation du champ de densité inhomogène dans
l’écoulement altère son comportement énergétique. Notamment, le nombre de Reynolds turbulent Re𝜆
subit un impact significatif. Cette modification de comportement sous-entend une altération de la dy-
namique des structures, un aspect qui est l’objet de l’étude statistique de la section suivante.
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Figure 3.6 : Évolution des contributions des termes du coefficient de forçage lors de la DNS de THI
à densité variable 256-8. La contribution est calculée en prenant la valeur absolue de l’intégrale sur
l’intégralité du domaine de calcul du terme en question. Les paramètres des différentes simulations de
THI sont répertoriés dans le tableau 3.1 page 48.
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Figure 3.7 : Évolution du nombre de Reynolds basé sur l’échelle de Taylor Re𝜆 = (𝜆/𝐿) Re lors des DNS
de THI à densité variable. Pour comparaison, la ligne en pointillés représente l’évolution tout au long
de la simulation à densité constante 256-1 pour 𝑡 ∈ [40, 50]. Les lignes verticales délimitent l’intervalle
de temps 𝛤 utilisé pour l’étude statistique de ces simulations. Les paramètres des différentes simulations
de THI sont répertoriés dans le tableau 3.1 page 48.
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Figure 3.8 : Illustration du coefficient de skewness d’une distribution. Les courbes sont tracées à partir
de la « approximate skew normal distribution » proposée par Ashour et Abdel-hameed [3].

3.3.2 Mélange du champ de densité
L’introduction d’un champ de densité inhomogène dans un écoulement turbulent induit son mélange,
catalysé par les tourbillons. Les Probability Density Function (PDF, Fonction de Densité de Probabilité)
peuvent être utilisées pour caractériser l’état du mélange ainsi que son évolution. Spécifiquement, les
écarts par rapport à un comportement gaussien dans les PDF permettent de mettre en évidence des
asymétries dans le processus de mélange. Pour rappel, une PDF est considérée comme gaussienne
lorsqu’elle présente une forme en cloche centrée autour de la moyenne ̄𝑥 et s’exprime sous la forme
d’une distribution gaussienne

𝑓(𝑥) = 1
𝜎

√
2𝜋

exp (−1
2

(𝑥 − ̄𝑥
𝜎

)
2
) (3.12)

où 𝜎 est l’écart type, qui mesure la dispersion des valeurs par rapport à la moyenne. Plus 𝜎 est grand,
plus la cloche est large et étalée. Un écart par rapport au comportement gaussien se produit alors
lorsque les ailes de la PDF s’écartent ou se referment par rapport à la cloche gaussienne et/ou lorsque
la courbe perd sa symétrie. L’écart par rapport au comportement gaussien peut être quantifié à l’aide des
coefficients d’asymétrie (skewness) et d’aplatissement (flatness, kurtosis) de la distribution de données.

Le coefficient de « skewness » 𝑆, également connu sous le nom de coefficient d’asymétrie, est une
mesure statistique utilisée pour évaluer l’asymétrie ou la forme de la distribution d’un ensemble de
données. Pour 𝑆 > 0, la distribution est positivement asymétrique, ce qui signifie qu’elle est étirée vers
la gauche et que la queue de la distribution est plus longue du côté droit. Pour 𝑆 < 0, la distribution est
négativement asymétrique, ce qui signifie qu’elle est étirée vers la droite et que la queue de la distribution
est plus longue du côté gauche. Pour 𝑆 = 0, la distribution est approximativement symétrique et est
proche d’un comportement gaussien, bien que cela ne garantisse pas une symétrie parfaite. La figure 3.8
illustre la signification du coefficient d’asymétrie.

Le coefficient de « flatness », également connu sous le nom de coefficient d’aplatissement ou de kur-
tosis, est une mesure statistique qui évalue la forme de la distribution d’un ensemble de données en se
concentrant sur l’importance des queues et des pics par rapport à la distribution normale (gaussienne).
Contrairement au coefficient de skewness qui mesure l’asymétrie, le flatness se concentre sur la présence
ou l’absence de pics prononcés et de queues épaisses dans la distribution. Pour 𝐹 > 3, la distribution
a une forme plus étroite et pointue que la distribution normale. Cela indique la présence d’un pic plus
prononcé et d’une queue plus étroite que celles d’une distribution normale. Pour 𝐹 < 3, la distribu-
tion a une forme plus large et aplatie que la distribution normale. Cela indique une dispersion plus
importante des valeurs et une queue plus épaisse que la loi gaussienne. Pour 𝐹 = 3, la distribution a
la même forme que la distribution normale en termes d’aplatissement et de taille de queue. C’est la
valeur d’aplatissement attendue pour une distribution normale. La figure 3.9 illustre la signification du
coefficient d’aplatissement.

La figure 3.10 présente les PDF du champ de densité à différents instants sélectionnés pour diverses
simulations. Les PDF commencent sous la forme d’un double pic symétrique, correspondant à deux
fluides purs au départ, reliés par la zone de transition. À mesure que les fluides commencent à se
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𝐿, 𝐹 > 3
𝑁, 𝐹 = 3
𝐶, 𝐹 < 3

Figure 3.9 : Illustration du coefficient de flatness d’une distribution où 𝐿 est une loi de Laplace, 𝑁 une
loi normale (gaussienne), et 𝐶 est une loi de cosinus surélevé. Toutes les distributions ont une moyenne
et un skewness nuls. Les paramètres sont fixés de façon à ce que les variances soient de 1.

mélanger lors de la simulation, les PDF deviennent asymétriques. Un étirement progressif de la cloche
vers la gauche est perceptible, ce qui traduit une asymétrie positive. Cela révèle que la composante fluide
plus dense se mélange plus rapidement que la composante moins dense. Ce comportement est également
observé dans les simulations de turbulence entraînée par des effets de flottaison réalisées par Livescu
et Ristorcelli [52, figure 4]. Il convient également de noter que les différences entre les différents
rapports de densité 𝑠 sont minimes, en particulier l’asymétrie ne s’accentue pas avec l’augmentation de
𝑠. Cette asymétrie est corroborée par le coefficient de skewness

𝑆𝜌 = ⟨(𝜌 − ̄𝜌)3⟩𝛺

⟨(𝜌 − ̄𝜌)2⟩3/2
𝛺

, (3.13)

qui demeure positif tout au long de la simulation comme illustré sur la figure 3.11. L’évolution de 𝑆𝜌
révèle que l’asymétrie diminue au fur et à mesure du mélange. Cependant, en fin de simulation, il
semble atteindre un plateau, avec un coefficient d’asymétrie d’environ 1, ce qui demeure éloigné d’un
comportement gaussien, caractérisé par un coefficient nul.

L’évolution du coefficient de flatness

𝐹𝜌 = ⟨(𝜌 − ̄𝜌)4⟩𝛺
⟨(𝜌 − ̄𝜌)2⟩2

𝛺
, (3.14)

également présentée dans la figure 3.11, démontre un écart progressif par rapport au comportement
gaussien (𝐹 = 3) à mesure que le mélange progresse. Cependant, il est difficile de tirer des conclusions
spécifiques de cette observation, à part le fait que le mélange engendre une distribution étendue des
valeurs de densité.

Le mélange peut également être caractérisé par les PDF du gradient du champ de densité. Les
figures 3.12 et 3.13 présentent les PDF de la dérivée longitudinale 𝜕𝜌/𝜕𝑥 et transversale 𝜕𝜌/𝜕𝑦 du
champ de densité, respectivement. Initialement, le champ de densité inhomogène est composé de régions
de fluides purs, où les dérivées directionnelles de la densité sont nulles, à l’exception de la zone de
transition entre les deux régions. Cela se traduit par une PDF dans laquelle les valeurs proches de
zéro ont la fréquence la plus élevée, tandis que les valeurs de grande amplitude se produisent avec une
faible fréquence. Lors des premiers instants de la simulation, la PDF s’élargit en raison de l’apparition
de multiples zones de mélange à des échelles plus petites. Cet élargissement suggère notamment que
les effets à densité variable sont rapidement transportés à de plus petites échelles lors du mélange.
Par la suite, au fil du temps, les PDF se réduisent en largeur à mesure que les gradients se dissipent
progressivement par diffusion.

Il est à noter que la distribution des gradients est symétrique. Cette dynamique pleinement isotrope
se distingue de celle observée par Livescu et Ristorcelli [52, figure 10], où les PDF de la dérivée dans
la direction des effets de flottaison présentent une asymétrie. Il est également important de noter que le
rapport de densité 𝑠 n’a pas d’influence sur la distribution des gradients, à l’exception de la production
de gradients plus intenses.

En résumé, l’étude temporelle présentée dans cette section a mis en évidence deux points importants :
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Figure 3.10 : Évolution de la PDF du champ de densité lors des DNS de THI à densité variable. Les
paramètres des différentes simulations de THI sont répertoriés dans le tableau 3.1 page 48.
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Figure 3.11 : Évolution des moments du champ de densité lors des DNS de THI à densité variable :
(gauche) skewness défini dans l’équation (3.13) ; (droite) flatness défini dans l’équation (3.14). Les
paramètres des différentes simulations de THI sont répertoriés dans le tableau 3.1 page 48.

• L’introduction d’un champ de densité inhomogène dans un écoulement turbulent modifie le nombre
de Reynolds turbulent de l’écoulement. Cette modification suggère une modification des échelles
turbulentes et, par conséquent, une modification du comportement aux petites échelles.

• Le mélange du champ inhomogène présente une légère asymétrie, avec un mélange plus rapide
de la composante fluide la plus dense. De plus, le processus de mélange entraîne une distribution
des gradients sur une large gamme d’échelles, transportant ainsi les effets à densité variable aux
petites échelles.

3.4 Analyse statistique

La turbulence est caractérisée par une fluctuation irrégulière et abrupte de l’intensité des grandeurs
physiques de l’écoulement [45]. Ce phénomène, souvent désigné sous le terme d’intermittence, incarne
l’essence du chaos inhérent aux écoulements turbulents. Il se manifeste par des variations brusques
et marquées des grandeurs, lesquelles se traduisent par des régions où les fluctuations sont marquées
contrastant avec d’autres où elles sont atténuées. Cette manifestation se déploie non seulement dans
l’espace, mais également à travers le temps [41]. L’intermittence représente un pilier fondamental de la
complexité inhérente à la turbulence, et elle est profondément liée à la genèse et à la dissipation des
structures tourbillonnaires qui émergent à diverses échelles spatiales et temporelles.

Cette étude est dédiée à l’analyse statistique des petites structures de la turbulence isotrope à densité
variable, en particulier à travers la quantification de l’intermittence spatiale et temporelle au moyen de
PDF. Elle tire son inspiration des travaux de Jiménez et al. [46] et Ishihara et al. [41], qui explorent
la dynamique des structures à petite échelle de la THI à densité constante, en se penchant sur leur
intermittence via des analyses statistiques. En particulier, ils explorent la dépendance en Re𝜆 des PDF
et des moments du champ de vitesse et de ses gradients. L’analyse temporelle présentée précédemment a
mis en évidence l’impact de l’introduction du champ de densité inhomogène sur le nombre de Reynolds
turbulent, laissant ainsi présager une altération de ces caractéristiques du champ de vitesse.
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Figure 3.12 : Évolution de la PDF de la dérivée longitudinale du champ de densité 𝜕𝜌/𝜕𝑥 lors des DNS
de THI à densité variable. Les paramètres des différentes simulations de THI sont répertoriés dans le
tableau 3.1 page 48.
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Figure 3.13 : Évolution de la PDF de la dérivée transverse du champ de densité 𝜕𝜌/𝜕𝑦 lors des DNS
de THI à densité variable. Les paramètres des différentes simulations de THI sont répertoriés dans le
tableau 3.1 page 48.
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3.4.1 Analyse statistique des fluctuations de vitesse
L’intermittence de la turbulence à petite échelle exige que les PDF présentent des queues évasées [75].
Plus précisément, Jiménez et al. [46], Gotoh, Fukayama et Nakano [32] et Ishihara et al. [41]
démontrent que dans les écoulements à densité constante, les PDF des gradients de vitesse 𝜕𝑢𝑥/𝜕𝑥 ,
𝜕𝑢𝑦/𝜕𝑥 et des composantes de vorticité 𝜔𝑥, 𝜔𝑦 deviennent de plus en plus non gaussiennes et présentent
des queues évasées à mesure que le nombre de Reynolds turbulent Re𝜆 augmente. L’élargissement des
PDF en fonction du nombre de Reynolds turbulent est le résultat d’une distribution plus étalée des
valeurs, ce qui reflète une augmentation marquée du phénomène d’intermittence.

Les figures 3.14 et 3.15 présentent les PDF de la dérivée longitudinale du champ de vitesse 𝜕𝑢𝑥/𝜕𝑥 ,
de la dérivée transversale du champ de vitesse 𝜕𝑢𝑦/𝜕𝑥 , des composantes de vorticité 𝜔𝑥 et 𝜔𝑦, de la
dérivée longitudinale de la quantité de mouvement 𝜕𝜌𝑢𝑥/𝜕𝑥 , ainsi que de la composante d’accélération
lagrangienne 𝑎𝑥 ≡ (𝜕/𝜕𝑡 + (𝒖 ⋅ 𝛁)𝑢𝑥 pour les différentes simulations réalisées, associées aux différentes
valeurs de 𝑠 considérées dans cette étude. Pour chaque variable, la courbe correspondant à la simulation
préliminaire à densité constante est tracée en pointillés pour comparaison. Conformément à la discussion
sur l’intervalle d’analyse statistique de la section 3.2, les PDF sont moyennées sur environ 500 pas de
temps de l’intervalle temporel 𝛤. Plus précisément, la figure 3.14 présente les PDF non normalisées, et
la figure 3.15 présente les PDF normalisées par l’écart type de chaque grandeur 𝜑. Dans cette seconde
figure, 𝜎(𝜑) PDF 𝜑 est tracé en fonction de la distribution des valeurs de 𝜑/𝜎(𝜑). La visualisation des
PDF non normalisées permet de caractériser la répartition de structures de différentes tailles au sein de
l’écoulement. En revanche, les PDF normalisées servent à évaluer si les phénomènes observés présentent
une propriété d’autosimilarité.

Dans la figure 3.14, toutes les PDF (non normalisées) des écoulements à densité variable présentent
des ailes larges, qui s’écartent davantage pour des valeurs plus élevées de 𝑠. Cela suggère qu’à mesure
que 𝑠 augmente, l’énergie est transférée vers des tourbillons de plus petites échelles qui présentent des
gradients de vitesse élevés. Ce phénomène est observé dans les écoulements à densité constante lors d’une
augmentation du nombre de Reynolds. Cependant, ici, il est observé suite à l’introduction d’un champ
de densité inhomogène sans augmentation de Re, mettant en évidence un changement de dynamique,
lié aux effets à densité de variable. Cependant, l’augmentation de 𝑠 entraîne une diminution de Re𝜆. Les
effets de masse semblent ainsi contrebalancer cette réduction en générant et en transférant de l’énergie
vers les plus petites échelles. Ce mécanisme complexe contribue à maintenir une certaine dynamique
turbulente et à éviter une diminution excessive de l’intermittence, même lorsque Re𝜆 diminue. La PDF
de la dérivée longitudinale de la quantité de mouvement 𝜕𝜌𝑢𝑥/𝜕𝑥 (figure 3.14, panneau (e)) présente
un écartement plus important en fonction de 𝑠 que celle de 𝜕𝑢𝑥/𝜕𝑥 . Cette observation renforce l’idée
que le processus de mélange engendre une mécanique de transfert d’énergie vers les plus petites échelles.

Dans la figure 3.15, les PDF normalisées de 𝜕𝑢𝑥/𝜕𝑥 (panneau (a)) et de 𝜕𝜌𝑢𝑥/𝜕𝑥 (panneau (e))
ne présentent pas d’élargissement des ailes pour 𝑠 ≤ 4. Dans ce cas, les différences observées pour les
petites échelles, c’est-à-dire les gradients de vitesse élevés, devraient être principalement attribuées à un
effet de nombre de Reynolds. Pour 𝑠 = 8, la PDF devient symétrique et présente une queue évasée. Cela
semble indiquer que l’intermittence à petite échelle reste inchangée par les effets de variation de masse
jusqu’à une valeur seuil de 𝑠 entre 4 et 8, en tenant compte de nos paramètres de contrôle. Au-delà de ce
seuil, l’élargissement des PDF reflète une augmentation de l’intermittence à petite échelle de 𝜕𝑢𝑥/𝜕𝑥 .
L’intermittence de la dérivée de la vitesse transversale et des composantes de vorticité reste inchangée,
indépendamment du rapport de densité, comme illustré dans les panneaux (b) à (f) de la figure 3.15.

Ishihara et al. [41] démontrent que l’intermittence de la turbulence se manifeste non seulement dans
l’espace, mais aussi à travers le temps. Cela signifie que les fluctuations turbulentes ne se manifestent pas
uniquement dans les gradients spatiaux de vitesse, mais aussi dans les dérivées temporelles du champ
de vitesse. Dans la figure 3.15(f), la PDF de l’accélération lagrangienne 𝑎𝑥 présente un comportement
similaire à celui de 𝜕𝑢𝑥/𝜕𝑥 : pour des valeurs de 𝑠 inférieures ou égales à 4, les PDF ne présentent
pas d’élargissement significatif, et pour 𝑠 = 8, la PDF devient plus large et plus symétrique. Ainsi, à la
fois l’intermittence spatiale et temporelle ne semblent pas affectées par les effets de la densité variable
jusqu’à ce qu’une valeur seuil spécifique du rapport de densité soit atteinte. Au-delà de cette limite,
une augmentation de l’intermittence est observée.
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Figure 3.14 : PDF(𝜑) des DNS de THI à densité variable moyennées sur l’intervalle d’étude 𝛤 et
comparées avec la condition initiale à densité constante (pointillés) : (a) 𝜑 = 𝜕𝑢𝑥/𝜕𝑥 ; (b) 𝜑 = 𝜕𝑢𝑦/𝜕𝑥 ;
(c) 𝜑 = 𝜔𝑥 ; (d) 𝜑 = 𝜔𝑦 ; (f) 𝜑 = 𝜕𝜌𝑢𝑥/𝜕𝑥 ; (e) 𝜑 = 𝑎𝑥 (accélération lagrangienne). Les paramètres
des différentes simulations de THI sont répertoriés dans le tableau 3.1 page 48. ⟨Re𝜆⟩𝛤 représente le
nombre de Reynolds turbulent moyenné sur l’intervalle temporel 𝛤.
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Figure 3.15 : PDF(𝜑) normalisées (par l’écart type 𝜎(𝜑)) des DNS de THI à densité variable moyennées
sur l’intervalle d’étude 𝛤 et comparées avec la condition initiale à densité constante (pointillés) : (a)
𝜑 = 𝜕𝑢𝑥/𝜕𝑥 ; (b) 𝜑 = 𝜕𝑢𝑦/𝜕𝑥 ; (c) 𝜑 = 𝜔𝑥 ; (d) 𝜑 = 𝜔𝑦 ; (e) 𝜑 = 𝜕𝜌𝑢𝑥/𝜕𝑥 . (f) 𝜑 = 𝑎𝑥 (accélération
lagrangienne). Les paramètres des différentes simulations de THI sont répertoriés dans le tableau 3.1
page 48. ⟨Re𝜆⟩𝛤 représente le nombre de Reynolds turbulent moyenné sur l’intervalle temporel 𝛤.
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3.4.2 Analyse des moments du champ de vitesse
Dans l’étude des PDF, il a été montré que, tout comme les écoulements turbulents à densité constante,
la THI à densité variable présentent des PDF non gaussiennes et qui présentent des queues s’élargissant
lorsque le rapport de densité augmente. Les statistiques non gaussiennes du champ de vitesse peuvent
également être caractérisées quantitativement par les moments d’ordre trois et quatre de la dérivée
longitudinale de la vitesse : le skewness 𝑆 et le flatness 𝐹. La signification de ces coefficients est détaillée
pour une distribution générale (autre que 𝜕𝑢/𝜕𝑥 ) dans la section précédente. Dans le cadre d’un
écoulement isotrope, ils sont définis [79] par

𝑆 = ⟨(𝜕𝑢𝑥/𝜕𝑥)3⟩𝛺

⟨(𝜕𝑢𝑥/𝜕𝑥)2⟩3/2
𝛺

, (3.15)

et
𝐹 = ⟨(𝜕𝑢𝑥/𝜕𝑥)4⟩𝛺

⟨(𝜕𝑢𝑥/𝜕𝑥)2⟩2
𝛺

. (3.16)

Les travaux de Kerr [49], Vincent et Meneguzzi [79] et Jiménez et al. [46], parmi tant d’autres,
montrent que les PDF des champs de THI à densité constante sont légèrement étirées vers la droite,
présentant donc un coefficient d’asymétrie négatif. La figure 3.14 indique que cette caractéristique est
également présente dans les écoulements à densité variable, bien que les PDF semblent se symétriser
pour des rapports de densité élevés. Pour les écoulements à densité constante, Ishihara et al. [41] ainsi
que Gylfason, Ayyalasomayajula et Warhaft [38], mesurent que le coefficient d’asymétrie 𝑆 reste
constant pour Re𝜆 < 200, et diminue lentement pour des Re𝜆 plus élevés. Les auteurs proposent la loi
d’échelle suivante :

−𝑆 ≈ (0.32 ∓ 0.02) Re0.11±0.01
𝜆 . (3.17)

Le tableau 3.1 présente les valeurs du skewness moyennées sur l’intervalle d’étude statistique 𝛤 pour
les différentes simulations à densité variable. Remarquablement, le skewness converge vers des valeurs
différentes en fonction de 𝑠, même si le nombre de Reynolds turbulent reste inférieur à 200 pour tous les
cas 𝑠 > 1. Par exemple, pour 𝑠 = 2, un coefficient d’asymétrie moyen de 𝑆 = −0.43 est obtenu, tandis
que pour 𝑠 = 4, il augmente jusqu’à 𝑆 = −0.30. Ainsi, l’hypothèse d’un coefficient de skewness constant
pour Re𝜆 < 200 n’est plus valide pour les écoulements à densité variable. De plus, une augmentation
de 𝑠 tend également à augmenter le skewness. Cela suggère que les PDF deviennent progressivement
plus symétriques à mesure que le rapport de densité augmente. Cette caractéristique est évidente dans
la figure 3.15(a), où la PDF de 𝜕𝑢𝑥/𝜕𝑥 apparaît davantage symétrique pour 𝑠 = 8 que pour les autres
valeurs de 𝑠. Enfin, la loi d’échelle fournie par l’équation (3.17) a tendance à surestimer la valeur absolue
de 𝑆 dans le cas des écoulements à densité variable. Il semble donc qu’une correction à cette loi semble
nécessaire pour prendre en compte l’effet de 𝑠. Cependant, notre volume de données ne permet pas de
mettre en place une loi d’échelle avec une précision suffisante.

Les investigations antérieures sur les écoulements à densité constante ont démontré que le flatness
présente une tendance croissante lorsque le nombre de Reynolds augmente pour 100 < Re𝜆 < 1000.
Ishihara et al. [41] et proposent la loi d’échelle suivante

𝐹 ≈ (1.14 ± 0.19) Re0.34±0.03
𝜆 . (3.18)

Bien que nos résultats coïncident avec une tendance croissante de 𝐹 par rapport à Re𝜆, la loi d’échelle
mentionnée surestime le flatness lorsque les effets à densité variable entrent en jeu (voir tableau 3.1).
Cependant, notre jeu de données n’est pas suffisamment vaste pour tirer des conclusions plus précises.
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3.4.3 Conclusion sur l’analyse statistique
En synthèse, une analyse statistique de la dynamique turbulente à densité variable a été entreprise en
calculant des moyennes des grandeurs caractéristiques sur l’intervalle 𝛤. Ce choix d’intervalle est basé
sur le critère que le nombre de Reynolds turbulent Re𝜆, et le coefficient d’asymétrie 𝑆 n’y présentent que
peu de fluctuations. Ainsi, il est possible de considérer que la turbulence est quasiment statistiquement
stationnaire, ce qui justifie l’usage du processus de moyenne. Pendant cet intervalle, les effets de diffusion
demeurent significatifs, ce qui assure la capture des interactions entre la THI et les variations de masse.

Dans une première phase d’analyse, il est observé que l’introduction d’un champ de densité inho-
mogène modifie le nombre de Reynolds turbulent, le rendant inversement proportionnel au rapport de
densité 𝑠. Étant donné que ce nombre de Reynolds est un paramètre clé dans les lois d’échelles associées
aux écoulements à densité constante, cette modification suggère un changement dans la dynamique
turbulente. Plus particulièrement, dans les écoulements à densité constante, l’augmentation de Re𝜆
entraîne un élargissement des PDF du champ de vitesse.

Les tracés des PDF issus des simulations à densité variable révèlent que celles-ci présentent des queues
plus évasées à mesure que 𝑠 augmente, malgré le fait que Re𝜆 diminue en fonction de 𝑠. Cette observation
souligne que les effets de densité induisent un processus de génération et de transfert d’énergie vers les
structures à plus petite échelle, ce qui compense la diminution du nombre de Reynolds. Lorsque les PDF
sont normalisées par l’écart type, l’écartement par rapport au cas à densité constante n’est plus aussi
marqué, à l’exception de la simulation à 𝑠 = 8. Il semble donc que l’introduction des effets de masse
n’entraîne pas une augmentation significative de l’intermittence (mesure du chaos) jusqu’à atteindre
une valeur seuil comprise entre 4 < 𝑠 ≤ 8.

La littérature relative aux écoulements à densité constante [49, 41, 38] propose des lois d’échelle
reliant les coefficients d’asymétrie (skewness) et d’aplatissement (flatness) au nombre de Reynolds tur-
bulent. Ces coefficients jouent un rôle essentiel dans la quantification de l’intermittence turbulente en
évaluant l’écart de distribution des données par rapport à un comportement gaussien. Ces lois d’échelle
existantes ne capturent pas les modifications induites dans la dynamique par les effets de masse et néces-
sitent une révision. Cependant, le volume de données généré dans le cadre de cette étude ne permet pas
d’effectuer ces ajustements. De plus, étant donné que le nombre de Reynolds turbulent Re𝜆 est fonction
du rapport de densité 𝑠, une dépendance croisée entre ces deux paramètres complique l’élaboration
d’une loi d’échelle de la forme

𝑓 ∝ 𝑎 Re𝛼
𝜆 𝑠𝛽, (3.19)

qui serait capable de rendre compte de la dynamique observée.
En perspectives de cette analyse, il serait bénéfique de raffiner le volume de données pour déterminer

précisément la valeur seuil à partir de laquelle une augmentation nette de l’intermittence est observée
sur les PDF normalisées. Un ensemble de données plus vaste permettrait également de développer une
loi d’échelle Re𝜆 ∝ 𝑠𝛼 pour le nombre de Reynolds turbulent en fonction du rapport de densité. De
plus, cela permettrait de tenter d’établir une loi d’échelle pour le skewness et le flatness comme abordé
dans le paragraphe précédent. Enfin, il serait pertinent de prolonger les simulations jusqu’à atteindre un
mélange complet et d’étudier les statistiques pour comparer l’état final à l’état initial. Cette comparaison
permettait de vérifier si une trace de l’introduction du champ de densité inhomogène persiste après le
mélange.

L’altération de la dynamique aux petites échelles observée, caractérisée par l’écartement des ailes
des PDF et les fluctuations du skewness et flatness, est l’objet d’une analyse plus approfondie dans la
section suivante consacrée à l’analyse spectrale.
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3.5 Analyse spectrale

L’analyse statistique illustre une modification des distributions d’énergie sur les différentes échelles à
mesure que les effets à densité variable augmentent. Dans le but d’expliquer ce comportement, cette
section est consacrée à fournir des perspectives physiques sur la structure de l’écoulement en utilisant
l’analyse spectrale de Fourier et la visualisation des champs de l’écoulement.

Avant de recourir aux outils spectraux, il est judicieux de procéder à la visualisation de l’écoulement
afin de déterminer si les phénomènes mis en évidence par l’analyse ont un impact perceptible sur les
champs de l’écoulement.

3.5.1 Visualisation du champ de vorticité
La figure 3.16 illustre, dans les panneaux (c) et (d), les isosurfaces de la norme de vorticité ‖𝝎‖2 dans
la section transversale 𝑥𝑧 de la simulation 256-4 au temps 𝑡 = 4 (début de l’intervalle d’étude 𝛤). Les
isosurfaces de la condition initiale à densité constante (issue de la simulation 256-1) sont représentées
dans les panneaux (a) et (b) pour comparaison. Dans les panneaux (b) et (c), les données sont filtrées et
seules les isosurfaces les plus intenses (deux écarts types au-dessus de la moyenne) sont représentées. La
visualisation de la vorticité permet de mettre en évidence les structures tourbillonnaires de l’écoulement.
Il est remarquable que l’écoulement à densité variable présente des structures cohérentes de taille plus
réduite que celles observées dans l’écoulement à densité constante. De plus, des valeurs de vorticité plus
élevées sont observées dans l’écoulement à densité variable, ce qui confirme l’observation de gradients
de vitesse plus prononcés associés aux plus petites structures.

De manière similaire, la figure 3.17 illustre les isosurfaces de vorticité résultant des simulations 256-
0.5 et 256-8 (à 𝑡 = 4). Sur cette figure, il est possible de discerner que l’écoulement à 𝑠 = 8 manifeste
des structures de taille encore plus réduite (ainsi que des valeurs de vorticité plus élevées) que celles
observées dans l’écoulement à 𝑠 = 4. Cette dissemblance entre les deux écoulements est en corrélation
avec l’écartement observé dans les PDF. Il semble donc que la taille des structures tourbillonnaires les
plus petites varie de fonction inverse à 𝑠. D’un autre côté, l’écoulement à 𝑠 = 0.5 exhibe des structures de
taille comparable à celles engendrées par l’écoulement à densité constante. Cette nouvelle constatation
confirme l’observation antérieure selon laquelle, pour des valeurs de 𝑠 inférieures à 1, la dynamique
turbulente est peu impactée.

Des visualisations supplémentaires de champs de vorticité provenant des diverses simulations réali-
sées sont exposées dans l’annexe C.2.

3.5.2 Spectres d’énergie
Les méthodes spectrales offrent des moyens d’accéder aux caractéristiques des différentes tailles de
structures tourbillonnaires en examinant les modes de Fourier associés. Parmi ces outils, le spectre
d’énergie, discuté dans la section 1.3.2, permet de quantifier le niveau d’énergie associé à chaque taille
de tourbillons. La théorie de Kolmogorov [50] postule que, dans les écoulements à densité constante,
le spectre d’énergie suit une loi en 𝑘−5/3 dans la zone inertielle.

Les résultats obtenus à partir de l’analyse statistique suggèrent l’existence de dynamiques à petites
échelles induites par l’introduction d’effets de masse dans l’écoulement turbulent. Si cette modification
se manifeste dans le spectre, on s’attend à la détecter dans les plus petites échelles de la zone inertielle,
juste avant la coupure visqueuse. Cependant, les variations de comportement observées dans les PDF
et les moments du champ de vitesse ne sont pas significatives, laissant supposer que la forme du spectre
aux grandes échelles et aux échelles intermédiaires reste similaire à celle observée dans les écoulements
à densité constante.

La figure 3.18 présente les spectres d’énergie moyennés sur l’intervalle d’étude 𝛤. Le spectre de la
condition initiale à densité constante est inclus à titre de comparaison. Dans les panneaux supérieurs,
où les spectres à densité variable de l’énergie cinétique par unité de masse 1

2 𝒖2 sont comparés au spectre
à densité constante, une forme différente est observée à la fin de la zone inertielle pour 𝑘 > 20. Cette
modification est nettement plus visible dans le panneau de droite, où la plage spectrale est limitée à
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Figure 3.16 : Tracé des isosurfaces de la norme de la vorticité ‖𝝎‖2 dans la section transversale 𝑥𝑧
pour : (a) et (b) la condition initiale à densité constante 256-1 ; (c) et (d) la DNS de THI à densité
variable 256-4 (au temps 𝑡 = 4). (b) et (d) représentent les isosurfaces les plus intenses (deux écarts
types au-dessus de la moyenne).

𝑘 ∈ [10, 140], représentant la zone inertielle. Comme illustré sur les panneaux centraux, les spectres à
densité variable s’écartent de la loi de Kolmogorov 𝐸(𝑘) ∼ 𝑘−5/3 (représentée en pointillés) à partir
de 𝑘 > 20 et présentent une décroissance plus marquée. En revanche, les spectres à densité variable ne
présentent pas la même décroissance, à l’exception de 𝑠 < 1. Au contraire, les cas avec 𝑠 ≥ 4 présentent
une augmentation de la pente jusqu’à la coupure visqueuse. Cette observation relève un phénomène
modifiant les niveaux d’énergie cinétique dans les dernières gammes de structures de la zone inertielle.
Ce phénomène est également capturé par les spectres 𝐸𝜌(𝑘) d’énergie cinétique par unité de volume
1
2 𝜌𝒖2, présentés en pointillés dans les panneaux inférieurs.

En résumé, les spectres des simulations à densité variable présentent un pic d’énergie dans les
dernières échelles de la zone inertielle qui est absent des spectres à densité constante. Cette modification
confirme l’existence d’une dynamique supplémentaire introduite par les effets de masse, qui devient
dominante au-delà d’une certaine taille de structure. Cette observation complète l’analyse des PDF
du champ de vitesse. Ces dernières mettent en évidence une plus grande répartition des structures
énergétiques dans l’écoulement à densité variable que dans l’écoulement à densité constante. L’analyse
des spectres indique que cette augmentation de la répartition de l’énergie est associée à un gain de
niveau d’énergie au sein des structures les plus petites de l’écoulement. Il semble donc que dans un
écoulement de THI à densité variable, les échelles finales de la zone inertielle, qui dans le cas à densité
constante sont liées au processus de diffusion visqueuse, présentent une dynamique de transfert d’énergie
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Figure 3.17 : Tracé des isosurfaces de la norme de la vorticité ‖𝝎‖2 dans la section transversale 𝑥𝑧 de
simulations de THI à densité variable (au temps 𝑡 = 4) : (a) et (b) 256-0.25 (c) et (d) 256-8. (b) et (d)
représentent les isosurfaces les plus intenses (deux écarts types au-dessus de la moyenne).

induite par les effets de diffusion de masse.
Ainsi, la dissipation visqueuse émerge comme le processus prédominant à des échelles plus petites

que dans le cas à densité constante. Ce résultat est également illustré par la réduction de l’échelle de
Taylor et de Kolmogorov en fonction du rapport de densité 𝑠. Ceci est observable dans le tableau 3.1 et
dans la figure 3.19, où les spectres sont accompagnés de lignes verticales délimitant les modes associés
aux échelles de Taylor. Notamment, sur cette figure, la ligne verticale représentant l’échelle de Taylor
de la simulation à densité variable s’éloigne progressivement de celle à densité constante à mesure que
𝑠 augmente. Pour 𝑠 < 1, l’échelle de Taylor augmente et la coupure visqueuse apparaît plus tôt sur le
spectre. Dans les DNS de THI à densité constante, la réduction des échelles et le report de la coupure
visqueuse vers des échelles plus petites sont des conséquences de l’augmentation du nombre de Reynolds.
Par conséquent, l’augmentation de 𝑠 entraîne un phénomène similaire à une augmentation du nombre de
Reynolds Re. Cette observation est en accord avec les résultats de l’étude des PDF, où l’augmentation
de 𝑠 conduit à un élargissement, ce qui est généralement associé à une augmentation de Re.

Ce comportement peut être déduit de l’équation de quantité de mouvement équation (1.27a), où le
terme de dissipation visqueuse se transforme, lors de l’introduction du champ de densité variable, de
Re−1 𝛁2𝒖 à

(𝜌 Re)−1𝛁2𝒖 ≈ (𝑠 − 1
2

Re)
−1

𝛁2𝒖 ≡ Re′−1 𝛁2𝒖, (3.20)

où 1
2 (𝑠 − 1) représente la valeur moyenne du champ de densité. Ainsi, pour 𝑠 > 1, l’introduction du
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champ à densité variable conduit à une augmentation du nombre de Reynolds équivalent Re′ et, par
conséquent, à une diminution de l’échelle de longueur visqueuse. En revanche, pour 𝑠 < 1, Re′ diminue,
entraînant une augmentation de l’échelle de longueur visqueuse. Cette augmentation de l’échelle de
longueur visqueuse explique le comportement observé dans les simulations à 𝑠 < 1. Il convient de
rappeler qu’il a été observé que l’introduction d’un champ de densité où le fluide le plus léger est
confiné à l’intérieur de la sphère de la condition initiale a peu d’influence sur la dynamique turbulente.
Cela se traduit par des PDF du champ de vitesse moins écartées que celles de la simulation à densité
constante, ainsi que des spectres présentant une coupure visqueuse à des échelles plus grandes. En
conséquence, dans cette configuration, la coupure visqueuse se produit avant la gamme d’échelles où
les effets à densité variable introduisent le pic d’énergie. Cela entraîne donc un impact limité sur la
dynamique turbulente. Il est donc important de noter que l’écoulement ne présente pas de symétrie
𝑠 → 𝑠−1, puisque les valeurs moyennes de 𝜌 ne sont pas égales, ce qui entraîne des nombres de Reynolds
équivalents différents et, par conséquent, des dynamiques différentes.

En résumé, l’analyse des spectres confirme la modification de la dynamique turbulente observée lors
de l’étude des PDF. En effet, pour 𝑠 > 1, une augmentation du niveau d’énergie est perceptible dans
les dernières échelles de la gamme inertielle, retardant ainsi la coupure visqueuse et en entraînant la
génération de structures plus petites au sein de l’écoulement.

3.5.3 Spectres d’instabilité RTI
Il est largement admis que les variations de densité peuvent engendrer divers phénomènes, parmi lesquels
la Rayleigh–Taylor Instability (RTI, Instabilité de Rayleigh–Taylor) occupe une place prééminente [72,
23, 43, 83] . Cette instabilité fondamentale se produit à l’interface entre deux fluides de densités diffé-
rentes lorsque le fluide le plus dense est accéléré dans le fluide moins dense. Ce phénomène est connu
pour initier des mouvements turbulents et donner lieu à la formation de structures complexes. Dans
la THI à densité variable, le mélange du champ inhomogène de densité peut conduire à la formation
de configurations de RTI à différentes échelles. En effet, des paquets de particules fluides de différentes
densités se retrouvent superposés dans un écoulement chaotique présentant de fortes fluctuations. Ainsi,
ce régime d’écoulement semble être propice au développement d’une dynamique pilotée par de la RTI.
L’émergence de structures à haute énergie au sein de la partie inférieure du spectre pourrait ainsi
découler du développement de structures tourbillonnaires piloté par une dynamique de type RTI.

Les travaux de Jacques [42, chapitre 4] mettent en évidence que

−𝐺2 = accélération locale ⋅ variation de densité locale = (𝒖 ⋅ 𝛁)𝒖 ⋅ 𝛁𝜌/𝜌 < 0 (3.21)

représente un critère suffisant pour le déclenchement de RTI dans les régions instables en rotation d’un
jet plan à densité variable. Ce résultat est obtenu en généralisant le taux de croissance √−𝒂c(𝑟) ⋅ 𝛁𝜌/𝜌
obtenu pour une instabilité cylindrique de Rayleigh–Taylor au cas du jet. Dans cette configuration
simplifiée, l’instabilité se déclenche lorsque l’accélération centrifuge locale 𝒂c(𝑟) = 𝛺2𝑟 et le gradient de
densité réduit 𝛁𝜌/𝜌 sont de directions opposées. La généralisation au cas des structures tourbillonnaires
du jet est accomplie en substituant l’accélération centrifuge par l’accélération convective locale (𝒖⋅𝛁)𝒖.
Compte tenu des configurations de RTI en rotation présentes dans la THI à densité variable, ce critère
peut être employé afin d’identifier l’émergence de ces instabilités au sein des simulations. La figure 3.20
présente une coupe transversale issue de DNS 256-4 du critère 𝐺2 de la RTI. La coupe du champ de
vorticité est également illustrée pour comparaison. Une fois de plus, le champ complet ainsi que les
champs filtrés, qui ne révèlent que les structures les plus intenses, sont représentés. Lorsqu’on compare
le critère 𝐺2 à la vorticité, il apparaît que les deux grandeurs exhibent des structures analogues. Cette
similitude renforce l’hypothèse d’une dynamique de type RTI jouant un rôle prépondérant dans la
génération des structures de plus petite échelle. Cependant, il n’est pas pertinent d’étudier la corrélation
spatiale ou spectrale entre 𝐺2 et 𝜔, étant donné que 𝐺2 comprend un terme en 𝛁𝒖 qui est très semblable
à la vorticité. Par conséquent, il serait difficile d’obtenir une information physique significative à partir
de cette corrélation.

D’un autre côté, du fait que ces phénomènes peuvent se produire à diverses échelles, une décom-
position spectrale permet de représenter ce critère pour chaque dimension de structure tourbillonnaire.



CHAPITRE 3. TURBULENCE À DENSITÉ VARIABLE 75

10−7

10−5

10−3

10−1

101

𝐸
(𝑘

) 256-2
256-4
256-6
256-8
256-0.5
256-1 10−4

10−3

10−2

10−1

10−7

10−4

10−1

𝐸
(𝑘

),
𝑐 0

𝑘−
5 3

256-2
256-4
256-6
256-8
256-0.5
256-1 10−4

10−3

10−2

10−1

100 101 102

10−8

10−5

10−2

101

𝑘

𝐸
(𝑘

),
𝐸

𝜌(
𝑘)

256-2
256-4
256-6
256-8
256-0.5
256-1

101 101.5 102

10−4

10−3

10−2

10−1

𝑘

Figure 3.18 : Spectres d’énergie des DNS de THI à densité variable moyennés sur l’intervalle d’étude
𝛤 : (haut) spectres 𝐸(𝑘) ; (milieu) spectres 𝐸(𝑘) comparés à la loi de Kolmogorov (pointillés) 𝐸 ∼ 𝑘− 5

3 ;
(bas) spectres 𝐸(𝑘) (énergie cinétique par unité de masse) et 𝐸𝜌(𝑘) (énergie cinétique par unité de
volume, pointillés). Dans les panneaux de droite, le domaine est restreint à la zone inertielle (𝑘 ∈
[10, 140]). Les paramètres des différentes simulations de THI sont répertoriés dans le tableau 3.1 page 48.
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Figure 3.19 : Spectres d’énergie des DNS de THI à densité variable moyennés sur l’intervalle d’étude
𝛤 et comparés au spectre de la simulation à densité constante 256-1 (pointillés). Les lignes verticales
représentent les échelles intégrales et de Taylor associées, définies dans les équations équation (1.44a)
et équation (1.44b) page 18. Les paramètres des différentes simulations de THI sont répertoriés dans le
tableau 3.1 page 48.

La figure 3.21 illustre, pour chaque simulation, une comparaison entre la densité spectrale d’énergie du
critère RTI

DSE(𝐺2) = |ℱ𝐺2|2 (3.22)

et le spectre d’énergie de la turbulence correspondant. Il est important de noter que la région où le
critère présente la plus grande énergie coïncide avec la plage de modes où les variations d’énergie sur le
spectre sont observées. Ce résultat supporte l’idée que les variations de niveaux d’énergie par rapport
au cas à densité constante, observées dans la partie inférieure du spectre, sont étroitement liées à une
interaction entre la turbulence et une dynamique de type RTI.
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Figure 3.20 : Tracé des isosurfaces dans la section transversale 𝑥𝑧 de la DNS de THI 256-4 (au temps
𝑡 = 4) : (a) et (b) du critère de RTI ; (c) et (d) de la norme de la vorticité. (b) et (d) représentent les
isosurfaces les plus intenses (deux écarts types au-dessus de la moyenne).

3.5.4 Modèle de prédiction de modification du spectre
La visualisation de la densité spectrale d’énergie du critère d’émergence de RTI confirme la présence
d’une dynamique de type RTI dans la région où des variations de niveaux d’énergie sont observées sur
le spectre d’énergie. Afin de rendre compte de cette modification de comportement, il est envisageable
d’établir un modèle de prédiction basé sur la théorie de l’instabilité RTI développée par Jacques [42]
et la théorie du spectre d’énergie de Kolmogorov [50]. Notamment, en supposant que les effets de la
dynamique RTI deviennent significatifs à partir d’une certaine taille d’échelle, il devient envisageable
d’appliquer une correction additive au spectre de Kolmogorov de la forme

𝐸(𝑘) = 𝐸Kolmo(𝑘) + 𝐸RTI(𝑘) (3.23)

pour modéliser le spectre obtenu dans les DNS de THI à densité variable. Ici, la correction à densité
variable 𝐸RTI(𝑘) est négligeable devant la loi de Kolmogorov jusqu’à un certain mode, associé à l’échelle
où les variations de comportement sont observées. Il est important de noter que cette approche additive
demeure approximative dans la mesure où elle suggère que la dynamique décrite par Kolmogorov
et celle pilotée par la RTI sont indépendantes, ou du moins suffisamment indépendantes pour être
découplées sous cette forme.
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comparées aux spectres d’énergie (bas).
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Comme exposé en détail dans la sous-section précédente, dans la configuration de l’étude, le processus
de formation de l’instabilité de RTI est piloté par le critère

−𝐺2 = (𝒖 ⋅ 𝛁)𝒖 ⋅ 𝛁𝜌/𝜌 < 0. (3.24)

Cette relation met en évidence la taille caractéristique initiale 𝛿 des gradients de densité

∥1
𝜌

𝛁𝜌 ∥
|𝑡=0

= 1
𝛿

= 𝑘𝛿
2𝜋

(3.25)

associée au mode de Fourier 𝑘𝛿. La question qui se pose est de savoir si cette échelle peut être considérée
comme valable à des instants autres que l’instant initial. Étant donné que l’équation de densité suit
une équation de convection-diffusion, si le temps caractéristique de convection est inférieur au temps
caractéristique de diffusion, il est raisonnable de supposer que 𝛿 reste constant au cours du temps. Les
simulations étant paramétrées avec un nombre de Reynolds de 1000 et un nombre de Schmidt de 1, le
rapport entre les effets de convection et de diffusion de masse est caractérisé par un nombre de Péclet

Pe = Re Sc = 1000. (3.26)

Bien que ce rapport soit représentatif de la dynamique globale de l’écoulement et non spécifiquement du
champ de densité, il est raisonnable de présumer que l’échelle de temps de convection est très inférieure
à l’échelle de temps de diffusion. Par conséquent, l’échelle de densité 𝛿 peut être traitée comme constante
au cours du temps.

D’après le développement de Jacques [42], le taux de croissance de la RTI peut être représenté par

𝜍 =
√

−𝐺2 = √(𝒖 ⋅ 𝛁)𝒖 ⋅ 𝛁𝜌/𝜌. (3.27)

En considérant le taux de transfert d’énergie 𝜀 associé à la RTI, dont la dimension est

[𝜀] = [𝐿2𝑇 −3] , (3.28)

il est possible de construire une échelle temporelle associée, représentant le temps de vie des instabilités.
En supposant que le taux de transfert d’énergie soit constant pour toutes les échelles de l’écoulement, et
en considérant 𝛿 comme l’échelle de longueur caractéristique de l’instabilité (d’après les équations (3.25)
et (3.27)), cette échelle de temps s’exprime par

𝑇RTI = ( 𝜀
𝛿2 )

− 1
3 . (3.29)

La construction de cette échelle temporelle suit une approche similaire à celle de Kolmogorov, à la
différence que dans ce cas, l’échelle spatiale, 𝛿, est déjà connue. Ce temps caractéristique permet notam-
ment de déterminer un taux de croissance qui, à son tour, permet de calculer une vitesse caractéristique.
Cette vitesse sera utilisée pour modéliser le spectre d’énergie. Par une analyse dimensionnelle, le taux
de croissance peut être exprimé dans l’espace spectral comme une fonction autosimilaire

̂𝜍(𝑘) = 𝑇 −1
RTI(𝑘𝛿)𝑛 = 𝜀 1

3

𝛿− 2
3

(𝑘𝛿)𝑛. (3.30)

En comparant cette équation avec celle de 𝜍 dans l’espace physique (3.27), il est remarquable que l’échelle
du tourbillon 1/𝑘 a le même poids que l’échelle des gradients 𝛿. Pour assurer cette même pondération
dans l’équation (3.30), 𝑛 = 1/3 est la seule solution et conduit à

̂𝜍(𝑘) = 𝜀 1
3 𝑘 1

3 𝛿− 1
3 . (3.31)

En fin de compte, une vitesse caractéristique de la dynamique RTI peut être construite à partir de ce
taux de croissance :

𝑢̂RTI(𝑘) = ̂𝜍(𝑘)
𝑘

∼ 𝑘− 2
3 (3.32)
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En utilisant le critère d’instabilité RTI défini par l’équation (3.24) et tenant compte de l’hypothèse
précédemment énoncée, selon laquelle l’échelle caractéristique des gradients de densité 𝛿 reste constante
tout au long de la simulation, deux comportements distincts peuvent être observés en fonction de la
taille des tourbillons (voir figure 3.22) :

• Lorsque le tourbillon est plus grand que l’échelle des gradients de densité (𝑘 < 𝑘𝛿), sa stabilité
vis-à-vis de la RTI dépend de son alignement avec 𝛁𝜌 comme énoncé par le critère.

• En revanche, si le tourbillon est plus petit que l’échelle des gradients de densité (𝑘 > 𝑘𝛿), il est
inévitablement instable, quelle que soit sa taille, et la RTI domine son comportement.

Ces deux dynamiques distinctes créent une rupture dans la cascade du spectre située au mode
associé à l’échelle des gradients de densité 𝛿, noté 𝑘𝛿. Dans les premières échelles de la zone inertielle,
le comportement décrit par Kolmogorov en 𝐸(𝑘) ∼ 𝑘−5/3 est observé :

𝐸(𝑘 << 𝑘𝛿) ∼ 𝐸Kolmo(𝑘) ∼ 𝑐0
𝑢Kolmo(𝑘)2

𝑘
∼ 𝑐0𝑘− 5

3 (3.33)

Dans les échelles intermédiaires de la gamme inertielle, et ce, jusqu’au mode critique 𝑘𝛿, l’instabilité
conditionnelle des tourbillons pompe de l’énergie à la dynamique turbulente et le spectre doit être
corrigé par une correction de couplage entre les effets turbulents et la RTI :

𝐸(𝑘 < 𝑘𝛿) ∼ 𝑐1
𝑢Kolmo(𝑘)𝑢RTI(𝑘)

𝑘
, (3.34a)

∼ 𝑐1
𝑘− 1

3 𝑘− 2
3

𝑘
, (3.34b)

∼ 𝑐1𝑘−2. (3.34c)

Au-delà de ce mode critique, tous les tourbillons sont instables, quelle que soit leur taille et la correction
additive au spectre

𝐸RTI(𝑘 > 𝑘𝛿) ∼ 𝑐2 ̂𝜍(𝑘)2𝛿3 (3.35)

s’obtient par analyse dimensionnelle. Ainsi, la dynamique du spectre aux plus petites échelles est donnée
par

𝐸(𝑘 > 𝑘𝛿) ∼ 𝐸Kolmo(𝑘) + 𝐸RTI(𝑘 > 𝑘𝛿) ∼ 𝑐0𝑘−5/3 + 𝑐2𝛿 1
3 𝑘 2

3 . (3.36)

Finalement, le spectre de la turbulence à densité variable peut être modélisé par

𝐸(𝑘) ∼
⎧{
⎨{⎩

𝑐0𝑘−5/3 𝑘 << 𝑘𝛿
𝑐1𝑘−2 𝑘 < 𝑘𝛿
𝑐0𝑘−5/3 + 𝑐2𝛿 1

3 𝑘 2
3 𝑘 > 𝑘𝛿

(3.37)

La figure 3.23 présente une superposition de ce modèle avec les spectres de THI à densité variable
des simulations 256-6 et 256-8. Dans les panneaux de gauche, le comportement en 𝑘−2 est représenté
en pointillés. Il est à noter que ce comportement est tangent la pente du spectre dans les échelles
intermédiaires de la zone inertielle. Dans le panneau de droite, le comportement en 𝑘2/3 est superposé à
la différence 𝐸(𝑠)−𝐸(𝑠 = 1) entre le spectre de la simulation à densité variable et celui de la simulation
à densité constante 256-1. Ici aussi, la tendance en 𝑘2/3 correspond à la différence de spectres observée
dans les plus petites échelles de la simulation.

Il est essentiel de souligner que ce modèle offre une explication quantitative de la modification du
spectre d’énergie dans le cas à densité variable grâce à l’introduction d’un spectre caractéristique de la
RTI. Il suggère une correction additive à la loi de Kolmogorov, mais les paramètres de cette correction
ne sont pas précisément déterminés.
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Figure 3.22 : Illustration de la stabilité RTI des tourbillons en fonction de leur taille : (gauche) les
tourbillons sont plus grands que la taille caractéristique du gradient de densité 𝛿 ; (droite) les tourbillons
sont plus petits que 𝛿. La stabilité RTI est définie via le critère décrit par l’équation (3.24) page 79 et
𝛿 est définie par l’équation (3.25) page 79. 𝒂c représente l’accélération centrifuge.

3.6 Conclusions

Pour conclure l’étude de la THI à densité variable, cette section résume les travaux réalisés et les
résultats obtenus, tout en proposant des perspectives de poursuite de cette étude.

Des DNS de THI ont été réalisées en forçant les équations de la dynamique à densité variable en
introduisant un terme de forçage. La méthode de forçage utilisée est une extension de la méthode de
Lundgren [55] adaptée à ces équations avec diffusion de masse. Elle introduit un terme linéaire 𝑞𝒖
dans l’équation de quantité de mouvement, assurant ainsi la conservation de l’énergie cinétique malgré
la dissipation visqueuse. Afin d’étudier les effets d’un champ de densité inhomogène sur une turbulence
isotrope, un champ de densité est introduit dans une condition initiale turbulente obtenue à partir
d’une DNS de THI à densité constante. Le champ de densité initial est composé de deux phases de
fluide pur : la plus dense est confinée à l’intérieur d’une sphère, tandis que la moins dense l’entoure.
L’introduction du champ de densité dans les champs turbulents entraîne son mélange progressif, catalysé
par les tourbillons présents au sein de l’écoulement.

3.6.1 Résumé des résultats
Une première analyse temporelle révèle que l’introduction du champ de densité dans l’écoulement turbu-
lent a un impact sur son nombre de Reynolds turbulent, basé sur l’échelle de Taylor. Cette observation
initiale suggère une modification de la dynamique aux petites en raison des effets de masse. L’examen
des contributions au forçage, des termes de l’équation d’énergie cinétique, montre que le terme de dif-
fusion visqueuse 𝛁2𝒖 est prédominant, ce qui suggère que les termes de couplage densité-vitesse aient
une dynamique de transport plutôt que de diffusion.

Une analyse statistique est ensuite effectuée en moyennant les champs sur une période d’environ
deux temps de retournement, au cours de laquelle la turbulence est statistiquement stationnaire et où les
effets de diffusion demeurent significatifs. Cette analyse permet d’examiner les PDF du champ de vitesse
ainsi que ses moments. L’étude montre que les effets de masse provoquent un élargissement des PDF
proportionnel au rapport de densité 𝑠. Cet élargissement est une conséquence généralement attribuée à
l’augmentation du nombre de Reynolds turbulent Re𝜆 dans les cas à densité constante. Cependant, Re𝜆



CHAPITRE 3. TURBULENCE À DENSITÉ VARIABLE 82

10−5

10−3

10−1

𝐸
(𝑘

),
𝑎𝑘

−
2

10−5

10−4

10−3

(𝐸
𝑠=

6
−

𝐸
𝑠=

1)
(𝑘

),
𝑏𝑘

2/
3

100 101 102

10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

100

𝑘

𝐸
(𝑘

),
𝑎𝑘

−
2

101.4 101.6 101.8 102 102.2

10−5

10−4

10−3

𝑘

(𝐸
𝑠=

8
−

𝐸
𝑠=

1)
(𝑘

),
𝑏𝑘

2/
3

(a) 256-6

(b) 256-8

Figure 3.23 : Illustration du modèle de prédiction du spectre d’énergie de THI à densité variable défini
par équation (3.37). Le comportement en 𝑘−2 dans la zone inertielle est tracé en pointillé dans le
panneau de gauche, en comparaison du spectre d’énergie. Le comportement en 𝑘2/3 aux petites échelles
est tracé en pointillés dans le panneau de droite en comparaison de la différence entre le spectre à
densité variable et le spectre à densité constante de la condition initiale (256-1). Les paramètres des
différentes simulations de THI sont répertoriés dans le tableau 3.1 page 48.
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est mesuré comme décroissant en fonction de 𝑠. Ainsi, l’introduction du champ de densité inhomogène
a un effet similaire à l’augmentation du nombre de Reynolds : il engendre la génération de structures
à des échelles plus petites. Le calcul des moments du champ de vitesse révèle que les lois d’échelles
−𝑆 = 𝑎 Re𝛼

𝜆 et 𝐹 = 𝑏 Re𝛽
𝜆 de la littérature à densité constante nécessitent des ajustements pour prendre

en compte les effets à densité variable.
La visualisation de l’écoulement à travers les isosurfaces du champ de vorticité confirme la formation

de structures plus petites dans les écoulements à densité variable. Une analyse spectrale est ensuite
effectuée pour examiner le comportement énergétique des différentes tailles de structures par le biais
d’une décomposition de Fourier. L’étude du spectre d’énergie turbulent révèle que la cascade turbulente
de Kolmogorov 𝐸 ∼ 𝑘−5/3 est conservée dans la zone inertielle. De plus, cette zone inertielle s’étend
proportionnellement au rapport de densité 𝑠. En d’autres termes, plus 𝑠 est élevé, plus la coupure
visqueuse se produit tardivement dans le spectre d’énergie. Mais encore, en fin de zone inertielle, une
élévation significative du niveau d’énergie se manifeste et cette élévation est d’autant plus marquée
lorsque le paramètre 𝑠 augmente. Ce comportement est également observé dans les spectres 𝐸𝜌(𝑘)
d’énergie cinétique par unité de volume 1

2 𝜌𝒖2.
Ce changement de pente observé dans le spectre témoigne de la présence d’une dynamique addi-

tionnelle qui prédomine sur les effets visqueux dans cette gamme de petites échelles. Ce phénomène est
intrinsèquement lié à la formation de structures plus petites observée dans l’élargissement des PDF et
dans le champ de vorticité. La RTI pouvant survenir dans des configurations de tourbillons à densité
variable, elle est examinée en tant que mécanisme induisant ce phénomène. Notamment, la densité
spectrale d’un critère de cette instabilité présente également un pic dans la gamme d’échelles où la
modification du spectre d’énergie est observée. Cette observation suggère que les modifications de la
dynamique aux petites échelles induites par les effets à densité variable résultent d’un phénomène piloté
par une dynamique RTI.

En utilisant un critère d’apparition des instabilités RTI, un spectre d’énergie caractéristique de ces
instabilités au sein de l’écoulement est élaboré, ce qui permet d’apporter une explication qualitative à
la forme observée des spectres à densité variable. Plus précisément, le spectre présente une pente en
𝑘−2 dans la zone inertielle en raison du couplage entre la turbulence et la RTI. De plus, une correction
additive à la loi de Kolmogorov en 𝑘2/3 est nécessaire dans les plus petites échelles, là où le pic d’énergie
est observé.

3.6.2 Perspectives
En ce qui concerne les perspectives de cette étude, une première continuation consisterait à élargir la
gamme de paramètres afin d’affiner les résultats observés. Il serait notamment intéressant de réaliser de
simulations couvrant une plage plus étendue de rapports de densité 𝑠 et de nombres de Reynolds Re,
basés sur l’échelle intégrale. Cela permettrait :

• De développer des lois d’échelles reliant Re, Re𝜆 et 𝑠, ce qui permettrait de corriger les lois
d’échelles actuelles pour les moments 𝑆 et 𝐹 du champ de vitesse.

• De raffiner la valeur limite du rapport de densité 𝑠 pour laquelle une augmentation de l’intermit-
tence est observée.

• D’obtenir avec une plus grande précision les coefficients du modèle de prédiction de modification
du spectre d’énergie.

De plus, l’augmentation de la résolution des simulations permettrait d’affiner l’analyse des spectres et
d’améliorer le modèle de prédiction de la modification du spectre.

D’un autre côté, il serait également pertinent de prolonger les simulations jusqu’à obtenir un mélange
complet, c’est-à-dire un retour à un état à densité constante. Dans cette optique, une analyse statistique
similaire à celle employée dans cette étude pourrait être effectuée pour comparer l’état final à l’état
initial. Cette approche permettrait d’étudier l’impact sur l’état final de l’écoulement de l’introduction
d’un champ de densité inhomogène dans une turbulence forcée.
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Ce chapitre présente une étude d’un écoulement de jet à densité variable transitionnant vers un état
de Turbulence Homogène Isotrope (THI) (à densité variable). L’accent est particulièrement mis sur les
propriétés de la turbulence isotrope qui en résulte. Cette investigation complémente l’étude principale
exposée dans le chapitre 3, concernant la dynamique de la THI à densité variable.

Il est raisonnable de considérer que les rejets atmosphériques engendrent un écoulement turbulent
quasiment isotrope à une distance éloignée de la zone d’émission du jet. Par conséquent, cette seconde
étude vise à corroborer les conclusions obtenues par le biais de la modélisation THI. Cette validation
repose sur la comparaison des données statistiques issues des DNS de THI avec les données issues des
DNS de jets.

L’objectif de cette étude complémentaire est d’explorer si les effets liés aux variations de masse,
observés avec la modélisation THI, sont également présents dans la turbulence découlant du jet. Plus
précisément, l’attention est portée sur les différences de niveaux d’énergie constatées au sein de la partie
inférieure du spectre d’énergie.

4.1 Modélisation du jet

Deux approches sont disponibles pour effectuer une DNS d’un écoulement de jet à densité variable
turbulent. La première méthode consiste à effectuer une simulation de « jet spatial » en injectant un
spectre d’énergie dans l’écoulement de base du jet, de manière que les instabilités se développent et
la turbulence isotrope se forme dans une région spatiale donnée. Le forçage par injection du spectre
d’énergie est ainsi maintenu tout au long de la simulation. Lorsqu’un solveur spectral est utilisé, il
est nécessaire de mettre en place des artéfacts numériques, tels qu’une « zone fringe » discutée par
Schlatter, Adams et Kleiser [73], afin de résoudre cet écoulement qui n’est pas périodique par
nature. Cette approche présente un intérêt notable, car elle offre la possibilité de simuler l’ensemble
du jet, permettant ainsi d’observer l’évolution des instabilités et des structures spatiales conduisant
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à l’apparition de la turbulence. Toutefois, il est important de noter qu’elle engendre une consomma-
tion substantielle de ressource de calcul, surtout lorsque l’objectif consiste uniquement à examiner la
turbulence isotrope découlant de ce processus. Ce constat est particulièrement prononcé lorsqu’elle est
combinée avec l’utilisation d’une méthode de zone fringe, laquelle requiert un quart de domaine de
simulation supplémentaire pour d’affranchir de la restriction périodique.

L’option alternative réside dans la réalisation de simulations de « jets temporels ». Cette approche
consiste à injecter une perturbation dans l’écoulement de base du jet, qui déstabilise l’intégralité du
jet jusqu’à l’obtention de la turbulence isotrope sans recours à un forçage externe. Dans ce contexte,
le jet subit une déstabilisation spatiale complète, ce qui équivaut à modéliser sa dynamique dans une
zone spatiale spécifique où la turbulence prend forme. En considérant cette région suffisamment petite,
l’application de conditions aux limites périodiques se justifie, simplifiant ainsi la mise en œuvre de cette
méthode au sein du solveur spectral.

Cette approche simplifiée s’avère particulièrement adaptée pour mener une étude préliminaire de la
transition d’un jet à densité variable vers la turbulence. En effet, elle offre la possibilité de se concentrer
sur la zone de développement de la turbulence, ce qui réduit les besoins en ressource de calcul. Pour
cette étude spécifique, c’est donc cette méthodologie qui est sélectionnée. Ce choix ne sous-entend
aucunement que la première approche ne convient pas à ce contexte d’étude, bien au contraire. En
réalité, il serait même intéressant de conduire une étude sur les jets spatiaux en perspectives de cette
étude. Cependant, il convient de noter une limitation de cette méthode : en l’absence d’injection continue
d’énergie, la turbulence engendrée est en déclin. Les conséquences de cette limitation sont discutées en
fin de chapitre, mais elles n’entravent pas la capacité à tirer des conclusions sur les phénomènes observés.

Le profil de jet expérimental, discuté par Gallaire et Chomaz [30] et étendu au cas à densité
variable par Di Pierro [20], est choisi pour écoulement de base pour cette étude :

𝑢̄𝑥(𝑟) = 1
1 + (exp(log 2𝑟2) − 1)𝛽 , (4.1a)

𝑢̄𝑦(𝑟, 𝜃) = −𝑞𝑟 exp(−(𝑟/𝑅v)𝛼) sin 𝜃, (4.1b)
𝑢̄𝑧(𝑟, 𝜃) = 𝑞𝑟 exp(−(𝑟/𝑅v)𝛼) cos 𝜃, (4.1c)

𝜌(𝑟) = 1 + (𝑠 − 1)𝑢𝑥(𝑟). (4.1d)

Dans ces expressions, la variable 𝑞 représente le nombre de swirl (taux de rotation), 𝑅v = 0.719 corres-
pond à la taille du cœur du vortex, tandis que les paramètres 𝛽 et 𝛼 régulent l’intensité du cisaillement
selon l’axe et l’azimut respectivement. Au sein de cette étude, le paramètre 𝑞 est fixé à zéro, de manière
à éliminer les effets de rotation sur le développement de la turbulence. Quant au paramètre 𝛽, il est
fixé à 𝛽 = 3. Dans cette configuration, le jet rond est projeté dans la boîte cubique du solveur, avec
la variable radiale définie comme 𝑟 = √𝑦2 + 𝑧2. L’axe du jet est alors aligné dans la direction 𝑥 du
domaine cartésien.

Ce champ de base est utilisé comme condition initiale et est perturbé par l’injection d’une perturba-
tion aléatoire 𝒖′ = (0, 𝑢′

𝑦, 𝑢′
𝑧)𝑇 d’amplitude comprise entre 0 et 1, dans les directions transverses. Ainsi,

les simulations sont initialisées par

𝑢𝑥(𝑟) = 1
1 + (exp(log 2𝑟2) − 1)3 , (4.2a)

𝑢𝑦(𝑟) = 10−2(2𝑢′
𝑦 − 1), (4.2b)

𝑢𝑧(𝑟) = 10−2(2𝑢′
𝑧 − 1), (4.2c)

𝜌(𝑟) = 1 + (𝑠 − 1)𝑢𝑥(𝑟). (4.2d)

L’incorporation de ces perturbations conduit à la transition du jet vers un écoulement turbulent en
déclin, étant donné que le champ de base n’est pas forcé en continu, privant ainsi la turbulence d’une
injection d’énergie.

En ce qui concerne les paramètres de simulation, de la même manière que pour la modélisation THI,
les valeurs suivantes sont utilisées :

Re = 1000, Sc = 1, 𝑠 ∈ [2, 8]. (4.3)
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Plus précisément, deux simulations sont étudiées : une à 𝑠 = 2, représentative d’un jet de CO2, et
une à 𝑠 = 6, représentative d’un jet de SF6. Quant au maillage, les simulations sont réalisées au
sein d’une boîte périodique de dimension (4𝜋)3, discrétisée avec une grille de 256 points dans chaque
direction. La taille de la boîte est doublée par rapport aux simulations de THI, permettant ainsi au jet
de se déstabiliser sans dépasser les limites du domaine dans les directions transversales [23]. De façon
similaire aux simulations de THI, les simulations de jet sont identifiées par leur nombre de points 𝑁
de discrétisation dans chaque direction et leur rapport de densité 𝑠. Les deux simulations sont alors
désignées par « J256-2 » et « J256-6 ». Le préfixe ”J” permet de différencier la simulation de jet de la
simulation de THI « 256-6 ».

Il est important de rappeler, que tout comme dans le chapitre précédent, les grandeurs présentées
dans ce chapitre, sont adimensionnées comme détaillé dans la section 1.2.2.

4.2 Évolution temporelle du jet

Suite à l’injection de la perturbation, le jet se déstabilise progressivement par la création de vortex au
sein de l’écoulement jusqu’à atteindre le point critique d’éclatement tourbillonnaire. Ce comportement
est caractérisé en détail par Di Pierro et Abid [22] dans le cas à densité constante. La forme du jet au fil
du temps est présentée dans les figures 4.1 et 4.2, pour les simulations J256-2 et J256-6, respectivement,
à travers les isosurfaces du champ de densité dans la section 𝑥𝑧. Des instabilités se développent à
l’interface entre le jet lourd et le milieu environnant de densité inférieure, évoluant progressivement
jusqu’à provoquer l’éclatement complet du jet à l’instant 𝑇𝛺. Cet instant caractéristique de l’éclatement
tourbillonnaire correspond au moment où l’enstrophie ∫

𝛺
𝝎2 d𝑉 atteint un maximum. Pour 𝑠 = 2, cet

instant correspond à 𝑡 = 50.35, tandis que pour 𝑠 = 6, il est enregistré à 𝑡 = 42.25. Il est donc possible de
conclure que le rapport de densité exerce une influence accélératrice sur le processus de déstabilisation
du jet. Ce comportement est prévisible étant donné que le taux de croissance de ces instabilités est
croissant avec le rapport de densité 𝑠 [20, 42].

L’évolution des caractéristiques scalaires du jet au cours de la simulation J256-6 est présentée dans
la figure 4.3. Les quantités telles que l’enstrophie, le degré d’isotropie, le nombre de Reynolds basé sur
l’échelle de Taylor et l’écart type du champ de densité représentant le taux de mélange y sont tracées.
Le temps est normalisé par le temps 𝑇𝛺 associé à l’éclatement tourbillonnaire de manière que le pic
maximal d’enstrophie apparaisse à 𝑡/𝑇𝛺 = 1. Ces courbes permettent ainsi de décrire et de comprendre,
dans une première approximation l’évolution turbulente du jet.

Dans un premier temps, il est à noter que la dynamique du jet évolue peu jusqu’à l’instant 𝑡 =
0.8𝑇𝛺. À cet instant, l’enstrophie augmente fortement jusqu’à atteindre un maximum à 𝑡 = 𝑇𝛺. Cette
augmentation est reliée à la déstabilisation du jet par la création de nombreux tourbillons de différentes
tailles qui peuvent être observées dans les figures 4.1 et 4.2. Un comportement similaire est observé
dans le cas d’un jet hélicoïdal (à densité constante) par Di Pierro et Abid [22].

Lors de cette crise tourbillonnaire, une chute significative du nombre de Reynolds turbulent est
observée. Initialement proche de 600, 𝑅𝑒𝜆 décroît jusqu’à atteindre environ 200, une valeur généralement
associée à une THI d’un écoulement à Re = 1000. Ensuite, pour 𝑡/𝑇𝛺 > 1, le nombre de Reynolds
turbulent 𝑅𝑒𝜆 semble stagner. Cette première observation suggère que le jet évolue vers une dynamique
de type THI après éclatement.

Ce résultat est confirmé par l’évolution du degré d’isotropie. Initialement, l’isotropie augmente jus-
qu’à atteindre 1.6, ce qui indique une répartition non uniforme de l’énergie à travers les différentes
directions. Progressivement, cette valeur converge vers 1, correspondant à une isotropie totale de l’écou-
lement. Après l’éclatement tourbillonnaire, elle atteint notamment une valeur de 1.03. Pour rappel, un
écoulement est considéré comme suffisamment isotrope lorsque cette mesure se situe entre 1.05 et 0.95.

L’évolution de la turbulence est également observée à travers le mélange, caractérisé par l’écart type
𝜎(𝜌) du champ de densité. Encore une fois, jusqu’à la crise tourbillonnaire à 𝑡 = 0.8𝑇 𝛺, cette quantité
reste quasiment constante. Au-delà de cet instant, elle commence à décroître, ce qui est synonyme d’un
mélange provoqué par les tourbillons développés.
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(a) 𝑡 = 0.75𝑇𝛺 (b) 𝑡 = 0.9𝑇𝛺

(c) 𝑡 = 𝑇𝛺 (d) 𝑡 = 1.05𝑇𝛺

Figure 4.1 : Évolution du champ de densité lors de la DNS de jet temporel à densité variable J256-2.
𝑇𝛺 représente l’instant de l’éclatement tourbillonnaire, associé au maximum d’enstrophie.

Il convient de noter que la quantification de la turbulence est limitée et approximative en se ba-
sant uniquement sur ces courbes d’évolution temporelle des quantités scalaires. La section suivante
présente les spectres d’énergie associés afin d’obtenir une meilleure perspective sur le développement de
la turbulence lors de la déstabilisation du jet.

4.3 Spectres d’énergie

La figure 4.4 illustre l’évolution des spectres d’énergie au cours des simulations J256-2 et J256-6. Initiale-
ment, les spectres présentent des oscillations correspondant aux premiers modes instables qui donneront
lieu à la transition vers la turbulence. Avec la crise tourbillonnaire, le spectre se remplit et présente la
forme en 𝐸(𝑘) ∼ 𝑘−5/3 dans la zone inertielle aux instants qui suivent l’éclatement tourbillonnaire.

La figure 4.5 présente l’évolution de la pente du spectre 𝛼𝐸 dans la zone inertielle, en comparaison
de l’évolution de l’enstrophie. La pente est calculée en faisant une interpolation par un polynôme de
degré 1 de ln 𝐸(𝑘) entre les modes ln 𝑘𝑖 associés à l’échelle intégrale et l’échelle de Taylor. L’évolution de
la pente n’est pas tracée pour les premiers instants, 𝑡 < 0.4𝑇𝛺, étant donné qu’en début de simulation,
l’échelle de Taylor n’a pas de sens physique sans turbulence développée. Le coefficient 𝛼𝐸 converge vers
− 5

3 après éclatement tourbillonnaire, ce qui est caractéristique de la loi de Kolmogorov pour la THI. À
nouveau, ce résultat confirme la transition du jet vers une dynamique de type THI.

Il convient désormais de s’interroger sur la présence, dans le spectre d’énergie, des modifications
aux petites échelles attribuées aux effets de RTI et observées au cours de l’étude de la THI à densité
variable. Le panneau supérieur de la figure 4.6 présente les spectres d’énergie issus des simulations de



CHAPITRE 4. JET À DENSITÉ VARIABLE 88

(a) 𝑡 = 0.7𝑇𝛺 (b) 𝑡 = 0.9𝑇𝛺

(c) 𝑡 = 𝑇𝛺 (d) 𝑡 = 1.2𝑇𝛺

Figure 4.2 : Évolution du champ de densité lors de la DNS de jet temporel à densité variable J256-6.
𝑇𝛺 représente l’instant de l’éclatement tourbillonnaire, associé au maximum d’enstrophie.

jet, limités à la zone inertielle. Ces spectres sont calculés en moyennant les données sur une période
𝑡 ∈ [0.99𝑇𝛺, 1.01𝑇𝛺] de 100 itérations.

De plus, les spectres sont comparés avec le spectre d’énergie de la DNS de THI à densité constante
(représenté en pointillés), normalisé de manière que le mode associé à l’échelle intégrale ait la même
amplitude que celui du spectre de jet associé. Cette comparaison révèle une augmentation notable de
l’énergie en fin de zone inertielle dans le spectre à 𝑠 = 6. Une augmentation légère est également
perceptible dans les derniers modes avant la coupure visqueuse, cependant cet effet est bien moins
prononcé que celui observé dans les spectres de THI (voir figure 3.18).

Les lignes verticales en pointillés, qui délimitent les modes associés aux échelles de Taylor, montrent
que le rapport de densité a également un effet sur cette échelle. Cette dernière est inversement pro-
portionnelle à 𝑠. Les effets de densité variable dans le jet ont donc, comme dans le cas de la THI,
un effet similaire au nombre de Reynolds : ils repoussent la coupure visqueuse par l’introduction d’un
nouveau phénomène dominant aux petites échelles. L’étude de la THI à densité variable, suggère que
ce phénomène est une dynamique liée à la RTI.

Le panneau inférieur de la figure 4.6 présente la densité spectrale d’énergie du critère d’instabilité
RTI, défini dans l’équation (3.24). Les spectres présentent une forme similaire à ceux de la THI, avec
un pic d’énergie correspondant aux plus petites échelles de la zone inertielle.

Cependant, en raison de la non-stationnarité du jet temporel, il n’est pas possible d’approfondir la
comparaison entre la turbulence issue du jet et celle générée par la modélisation THI.
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Figure 4.3 : Évolution de l’enstrophie, du degré d’isotropie ([18], annexe D), du nombre de Reynolds
turbulent Re𝜆, ainsi que de l’écart type du champ de densité 𝜎(𝜌), lors de la DNS de jet à densité variable
J256-6 : Re = 1000, 𝑠 = 6, Sc = 1, 𝑁 = 256. 𝑇𝛺 représente l’instant de l’éclatement tourbillonnaire,
associé au maximum d’enstrophie.
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Figure 4.4 : Évolution du spectre d’énergie lors des DNS de jet temporel à densité variable : (haut)
J256-2 ; (bas) J256-6. 𝑇𝛺 représente l’instant de l’éclatement tourbillonnaire, associé au maximum d’en-
strophie.

4.4 Conclusions et perspectives

Cette étude complémentaire à celle de la turbulence isotrope à densité variable permet de valider
l’utilisation d’une modélisation THI pour étudier l’interaction des structures avec les variations de
densité. En effet, l’étude temporelle montre que les jets évoluent vers un écoulement turbulent et isotrope
suite à l’éclatement tourbillonnaire. De plus, les spectres résultants présentent des caractéristiques
similaires à ceux obtenus avec les DNS de THI. Notamment, une remontée d’énergie est observée dans
les dernières échelles de la zone inertielle et l’échelle de Taylor diminue lorsque le rapport de densité
augmente. La densité spectrale d’énergie du critère d’instabilité RTI suggère que ces modifications sont
une conséquence d’une dynamique pilotée par cette instabilité, tout comme pour la THI.

Néanmoins, cette étude de jet temporel du jet ne permet pas une analyse quantitative des structures
du jet et de leur interaction avec les variations de densité. Après la phase turbulente d’éclatement, le
spectre d’énergie nouvellement développé diminue rapidement. Cela conduit à une configuration de
turbulence isotrope en déclin, accéléré davantage par le processus de mélange.

Pour résoudre cette limitation, il serait intéressant dans un premier temps, de conduire des simu-
lations avec une approche perturbative où le champ de base est fixé de façon à forcer une injection
d’énergie. Le maintien de la turbulence permettrait notamment de réaliser des études statistiques et
d’analyser les structures de la turbulence, comme cela a été fait dans l’étude de la THI.
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Figure 4.5 : Évolution de la pente du spectre d’énergie comparée à l’évolution de l’enstrophie lors de
la DNS de jet à densité variable J256-6. 𝑇𝛺 représente l’instant de l’éclatement tourbillonnaire, associé
au maximum d’enstrophie. La pente 𝛼𝐸 est calculée entre l’échelle intégrale et l’échelle de Taylor.

Au-delà de l’étude des structures, une perspective de continuité possible consisterait à analyser la
réponse du jet à densité variable lors de l’injection d’un spectre d’énergie et à comparer cette réaction
à celle observée dans le cas d’un jet à densité constante. Pour mettre en œuvre cette approche, il
serait nécessaire de réaliser des simulations de jets spatiaux, où la turbulence est générée dans une
région spécifique de l’écoulement est maintenue grâce à l’énergie injectée par le jet. Cette approche
permettrait de quantifier l’impact des variations de densité sur les instabilités convectives/absolues,
ainsi que leurs signatures sur la turbulence aux temps longs [7].

En ce qui concerne la dynamique du jet indépendant de la turbulence, l’étude de ce chapitre ne
révèle pas de résultats nouveaux. Cependant, il semble que le temps d’éclatement tourbillonnaire 𝑇𝛺
soit une fonction décroissante du rapport de densité. Pour obtenir une relation plus précise entre 𝑠 et
𝑇𝛺, il serait intéressant de réaliser davantage de simulations avec différents rapports de densité afin
d’établir une loi d’échelle reliant 𝑇𝛺 et 𝑠.
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Figure 4.6 : Spectres d’énergie (haut) comparés à la densité spectrale du critère RTI (bas) lors de
l’éclatement tourbillonnaire des DNS de jet à densité variable. Le critère est défini par l’équation (3.21)
page 74. Les lignes verticales délimitent les modes associés aux échelles de Taylor. Dans le panneau
supérieur, les courbes en pointillés représentent les spectres d’énergie de la DNS de THI à densité
constante 256-1, normalisés de façon à ce que le mode associé à l’échelle intégrale ait la même amplitude
que celui du spectre de jet associé.
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Ce chapitre final propose une synthèse complète des travaux menés au cours de cette étude, mettant en
lumière les résultats obtenus. De plus, il évoque les axes de recherche qui méritent d’être explorés dans
le prolongement de ces travaux.

Cette thèse a pour objet l’analyse et la caractérisation des effets à densité variable sur la dynamique
turbulente d’un écoulement incompressible. Cette étude s’inscrit dans un contexte plus vaste de modé-
lisation des écoulements associés aux rejets atmosphériques, qui se distinguent par leurs faibles vitesses
et leurs gradients de densité de grande amplitude. Dans ce cadre, une formulation originale est adoptée
pour la modélisation, dans laquelle l’écoulement est considéré comme incompressible tout en considérant
de grandes variations de masse volumique et en traitant le champ de densité comme un scalaire actif de
l’écoulement. Ainsi, la turbulence à densité variable est modélisée par un écoulement incompressible,
isotherme, et non réactif, impliquant un mélange binaire de fluides newtoniens. D’un point de vue ma-
thématique, cette modélisation se formule à travers le système d’équations de Kazhikhov–Smagulov,
qui sont équivalentes aux équations de Navier–Stokes incompressibles avec diffusion de masse par loi de
Fick, mais négligeant les termes d’ordre 2 en diffusion.

L’analyse de l’interaction entre la turbulence et les fortes variations de densité reste une probléma-
tique relativement peu explorée, cette étude met l’accent sur l’analyse de la dynamique fondamentale
de la Turbulence Homogène Isotrope (THI) à densité variable. Afin d’atteindre cet objectif, cette étude
repose sur la réalisation de Direct Numerical Simulation (DNS, Simulation Numérique Directe) de THI
à densité variable. Ces simulations sont ensuite comparées à une DNS à densité constante et soumises
à des analyses statistiques et spectrales dans le but de caractériser les effets de densité variable sur la
turbulence.
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5.1 Méthodes numériques

L’accomplissement de DNS de turbulence impliquant d’importantes variations de masse volumique re-
quiert l’utilisation d’une méthode numérique robuste. L’hypothèse de variations suffisamment régulières,
bien qu’importantes, permet l’application de méthodes spectrales, offrant ainsi une efficacité numérique
optimale pour la discrétisation spatiale des équations. Les méthodes spectrales sont associées à une mé-
thode de projection, pour la résolution du problème incompressible, ainsi qu’à un schéma d’intégration
temporelle d’ordre élevé.

Afin de capturer la dynamique de manière robuste et efficiente, l’intégration temporelle utilise un
schéma semi-implicite de Crank–Nicholson qui implique l’inversion d’un opérateur à coefficients va-
riables, notamment en 1/𝜌(𝒓). Les opérateurs liés à la projection et au traitement implicite sont inversés
à l’aide d’une technique de préconditionnement appliquée à des solveurs de Krylov. Cette méthode uti-
lise l’inverse de l’opérateur associé à densité constante comme préconditionneur et a été valorisée par la
publication d’un article : Loïc Reynier et al. « A preconditioning for the spectral solution of incompres-
sible variable-density flows ». In : Computers & Fluids 266 (nov. 2023), p. 106024. issn : 0045-7930. doi :
10.1016/j.compfluid.2023.106024. url : https://doi.org/10.1016/j.compfluid.2023.106024.

Ainsi, les DNS utilisent un schéma semi-implicite de type Runge–Kutta 2/Crank–Nicholson (RK2/CN)
associé à un solveur GMRES préconditionné. Les schémas d’ordres supérieurs permettant d’obtenir des
ordres supérieurs sur les champs de vitesse et de densité, cependant, la résolution de la pression reste
limitée à un ordre 2.

5.2 Turbulence Homogène Isotrope

Dans le but de couvrir une gamme de paramètres représentatifs des écoulements de type rejets atmo-
sphériques, les DNS de THI à densité variable sont réalisées avec un nombre de Reynolds de 1000, un
nombre de Schmidt de 1 et un rapport de densité compris entre 2 (CO2) et 6 (SF6). La turbulence est
initiée et entretenue à l’aide d’une méthode de forçage, inspirée de la méthode de Lundgren et adaptée
aux équations à densité variable.

En ce qui concerne les effets à densité variable, ils sont introduits en injectant un champ de densité
inhomogène dans un écoulement pleinement turbulent obtenu par le biais d’une DNS à densité constante.
Ce profil initial de densité prend la forme d’une sphère dans laquelle le fluide dense est confiné, entouré
par le fluide moins dense.

L’analyse statistique des données sur une période temporelle où la turbulence peut être considérée
comme statistiquement stationnaire et où les effets à densité variable demeure significatifs, révèle que
cette introduction altère la dynamique turbulente. En particulier, le nombre de Reynolds basé sur
l’échelle de Taylor subit une décroissance proportionnelle au rapport de densité. Cependant, l’analyse
des PDF du champ de vitesse montre un élargissement proportionnel au rapport de densité, suggérant
que les effets à densité variable induisent la génération de structures plus fines, malgré la diminution du
nombre de Reynolds turbulent. Les moments de skewness et de flatness du champ de vitesse subissent
également une modification qui n’est pas capturée par les lois d’échelles à densité constante. Notamment,
les PDF ont tendance à devenir davantage symétriques et une augmentation de l’intermittence est
observée avec l’augmentation du rapport de densité.

La génération de structures plus petites, par l’introduction du champ de densité inhomogène, est
confirmée par la visualisation de l’écoulement à travers les isosurfaces de vorticité : les écoulements à
densité variable présentent des structures plus petites que la simulation de référence à densité constante.
L’analyse spectrale confirme également ce résultat en montrant une diminution de l’échelle de Taylor
avec le rapport de densité, ce qui repousse la coupure visqueuse à des échelles plus petites. Le comporte-
ment aux grandes échelles et dans la zone inertielle est quant à lui peu impacté. La loi de Kolmogorov est
préservée, à l’exception des échelles les plus petites de la gamme inertielle. Dans cette gamme d’échelles,
une augmentation de l’énergie est observée et cette augmentation est plus prononcée lorsque le rapport
de densité augmente.

https://doi.org/10.1016/j.compfluid.2023.106024
https://doi.org/10.1016/j.compfluid.2023.106024
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Ce comportement suggère la présence d’un phénomène supplémentaire dominant dans cette gamme
d’échelles, lié à la modification des échelles de Taylor et de coupure. En se basant sur la théorie d’un
critère de Rayleigh–Taylor Instability (RTI, Instabilité de Rayleigh–Taylor), ce phénomène est identifié
comme une dynamique pilotée par les instabilités RTI des plus petits tourbillons. Notamment, un modèle
de spectre est élaboré à partir de ce critère dans le but de prédire les modifications de pente observées.

Les résultats obtenus concernant la THI ont été soumis pour publication dans la revue Physical
Review Fluids, où ils sont en cours de révision.

5.3 Jet à densité variable

La THI, bien qu’étant une modélisation couramment utilisée pour les études fondamentales, demeure
une représentation idéalisée d’un écoulement turbulent. Afin de vérifier si les résultats obtenus sont
effectivement caractéristiques de la dynamique d’un rejet atmosphérique, des DNS de jet temporel sont
réalisés avec des paramètres similaires à ceux des simulations de turbulence. Pour cela, des perturbations
sont introduites dans un profil de jet expérimental, ce qui provoque sa déstabilisation et sa transition
vers un régime turbulent.

L’analyse des données révèle qu’après l’éclatement tourbillonnaire, le jet transitionne vers une dy-
namique similaire à celle de la THI. Le spectre résultant présente une forme similaire à celui obtenu
avec la modélisation THI, bien que les effets à densité variable soient moins prononcés. Cependant, le
spectre du critère RTI montre un pic d’énergie dans les dernières échelles de la zone inertielle, indiquant
ainsi la prédominance d’un phénomène RTI.

L’étude du jet à densité variable confirme donc la légitimité de l’emploi d’une modélisation THI pour
cette étude. Cependant, en raison du déclin rapide de la turbulence du jet temporel, il n’est pas possible
d’effectuer une analyse plus approfondie de ses structures à partir des données des DNS réalisées. Pour
cela, une étude axée sur un jet spatial serait nécessaire.

5.4 Perspectives

Les outils et la méthodologie mis en œuvre au cours de ce travail n’ont encore livré que leurs tout
premiers résultats. Tant sur le plan de la THI que sur le plan du jet, de nombreuses perspectives de
recherche s’ouvrent.

En ce qui concerne l’étude de la THI, il serait intéressant, dans un premier temps d’élargir le jeu
de données en réalisant davantage de simulations avec différents nombres de Reynolds et de rapports
de densité. Ces données pourraient être utilisées pour développer les lois d’échelle similaires à celles
disponibles dans la littérature pour les écoulements à densité constante. Il serait notamment intéressant
d’établir une relation entre le nombre de Reynolds turbulent, le rapport de densité et le nombre de
Reynolds global. Cette relation permettrait ensuite d’adapter les lois des moments du champ de vitesse,
afin qu’elles puissent prendre en compte les effets à densité variable.

Un jeu de données plus étendu offrirait également la possibilité de mieux affiner les coefficients du
modèle de prédiction de modification du spectre d’énergie. Par ailleurs, des simulations à résolution
plus élevée (5123 au lieu de 2563) sont en cours afin de préciser davantage ce modèle. Il est essentiel de
noter que les premiers spectres obtenus en résolution 5123 présentent des caractéristiques similaires à
ceux exposés dans ce document.

D’un autre côté, il serait également pertinent de prolonger les simulations de THI obtenir un mé-
lange complet, c’est-à-dire, un retour à un état à densité constante. Cette nouvelle étude permettrait
d’examiner si l’introduction d’un champ inhomogène de densité a une incidence sur l’état final de
l’écoulement.

En ce qui concerne le jet, l’étude présentée dans ce travail ne permet pas d’examiner en détail
les structures de la turbulence dans le jet à densité variable. Il serait alors intéressant de réaliser des
simulations de jets spatiaux où la turbulence générée est maintenue par une injection d’énergie. Cela
permettrait d’analyse de façon approfondie les structures turbulentes générées et de les comparer à
celles de la THI.
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Dans le but de mieux appréhender les effets des variations de densité sur la dynamique transitionnelle,
une voie de recherche potentielle pourrait impliquer l’analyse de la réponse des structures du jet à
densité variable lors de l’introduction d’une perturbation. En introduisant un spectre spécifique dans
l’écoulement et en comparant ensuite la réponse à celle observée dans un jet à densité constante, cette
approche chercherait à évaluer de manière quantitative l’influence des variations de densité sur les
instabilités convectives/absolues du jet.



Annexe A

Stockage des données

Cette annexe offre un aperçu détaillé de la méthode de stockage et d’accès aux données et justifie la
transition d’une interface d’accès fait maison vers une interface HDF5 [34]. Les informations présentées
ici peuvent être utiles pour les personnes intéressées à entreprendre des campagnes de calcul similaires.

L’analyse statistique de la turbulence nécessite la sauvegarde périodique des champs, ce qui génère
d’importantes quantités de données. Pour donner une idée de l’échelle, avec une taille de maillage de
2563, un champ stocké en double précision occupe 125 MiB. Par conséquent, sauvegarder un instantané
des cinq champs d’écoulement (𝒖 = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑧)T, 𝜌, 𝑝) nécessiterait 640 MiB d’espace de stockage.
À chaque doublement de la taille du maillage, la taille de stockage augmente d’un facteur de 23.
Ainsi, un instantané d’écoulement à une résolution de 5123 requiert 5 GiB de stockage. En termes de
considérations de stockage, l’approche optimale consisterait à effectuer l’analyse statistique pendant
le processus de simulation et à ne sauvegarder que les résultats utilisés. Cependant, conserver l’accès
aux données d’écoulement permet des analyses supplémentaires sans avoir besoin de refaire les calculs.
Ainsi, la préférence va à la sauvegarde des instantanés d’écoulement pour garantir l’accessibilité future
à l’ensemble des données d’écoulement. À cet égard, toutes les données de simulation sont disponibles
sur demande1.

Le tableau A.1 illustre l’espace disque occupé par chaque simulation traitée dans cette étude.

1Étant donné les importantes tailles de fichiers, le transfert de données se fera probablement via BitTorrent.

Simulations Résolution Instantanés ≈ Taille (GiB)
256-1 2563 700 350
256-2 2563 600 550
256-4 2563 600 850
256-4 2563 600 850
256-6 2563 400 650
256-8 2563 600 1100
256-0.25 2563 600 850
256-0.5 2563 400 550
J256-2 2563 300 350
J256-4 2563 300 350
J256-6 2563 300 350

Table A.1 : Espace disque occupé par chaque simulation réalisée au cours de cette étude (après post-
traitement). Les paramètres des différentes simulations de THI sont répertoriés dans le tableau 3.1
page 48.
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A.1 D’une interface personnalisée à HDF5

Pendant une simulation, le code de DNS POUSSINS sauvegarde régulièrement des instantanés du champ
d’écoulement sous forme d’un format binaire connu sous le nom de FORTRAN unformatted. Initia-
lement, les fichiers binaires étaient convertis en tableaux NumPy [39] et ensuite stockés à l’aide de la
fonctionnalité de sérialisation d’objets pickle de Python. Par le biais d’une interface de programma-
tion orientée objet, les données d’écoulement étaient récupérées au moyen d’un objet Simulation, qui
englobait plusieurs objets Snapshot. Lors de l’étape de post-traitement, chaque quantité nouvellement
calculée était intégrée en tant qu’attribut dans son instantané (Snapshot) correspondant, qui était
ensuite sérialisé comme décrit ci-dessus.

Cette interface d’accès aux données remplissait correctement son rôle pour accéder et post-traiter
un nombre limité d’instantanés. Cependant, ses limitations sont devenues évidentes lors du traitement
de simulations de turbulence contenant plusieurs centaines d’instantanés. Notamment, l’incapacité à
accéder aux données sans charger simultanément tous les champs en mémoire posait une contrainte
significative. Dans le but d’améliorer l’accès aux données parallélisé lors du post-traitement, nous avons
d’abord expérimenté avec notre ancienne interface en introduisant une interface parallèle en utilisant
la bibliothèque multiprocessing de Python. Cependant, nous avons rencontré des défis pour gérer
efficacement le chargement dynamique de la mémoire par cette approche. En conséquence, nous avons
exploré une solution alternative en utilisant l’interface OpenMPI, plus précisément le package Python
mpi4py, ce qui nous a amenés au format de données hiérarchiques HDF5. Les bibliothèques associées
à HDF5 offrent une IPA OpenMPI qui facilite sa mise en œuvre parallèle, rendant ainsi (presque) sans
effort la réalisation d’implémentations parallèles.

A.2 Avantages et limites du format de fichier HDF5

HDF5 offre un format de données véritablement hiérarchique, similaire à un système de fichiers, où
les ressources peuvent être accédées en utilisant la syntaxe POSIX /chemin/vers/la/ressource. Cela
permet d’organiser les données de manière structurée. Chaque ressource est soit (1) un jeu de données
(dataset), qui est un tableau multidimensionnel typé, soit (2) un groupe (group), qui est une structure
conteneur pouvant contenir des dataset et d’autres group. Dans l’analogie du système de fichiers,
un groupe correspond à un dossier, tandis qu’un jeu de données est semblable à un fichier. Dans
notre application spécifique, le champ de vitesse du 400e instantané peut être accédé en utilisant le
chemin2/snaps/400/u. De plus, HDF5 permet d’inclure des métadonnées pour décrire chaque groupe
ou jeu de données. Cela, associé à la structure conviviale de type système de fichiers, facilite le partage
des données avec des tiers qui ne sont peut-être pas familiers avec votre travail spécifique.

En ce qui concerne le partage de données, HDF5 propose des IPA pour divers langages de pro-
grammation tels que C, C++, FORTRAN, Python et Rust. Cette large gamme de support linguistique
simplifie le processus de partage de données avec des tiers travaillant avec différents codes de simulation
ou de post-traitement.

En termes de performances, HDF5 prend en charge l’accès dynamique et parallélisé aux ressources.
Cet avantage nous a incités à adopter cette bibliothèque, surtout compte tenu des limites de notre
interface précédente, qui exigeaient le chargement de toutes les données d’instantanés en mémoire pour
le post-traitement, qu’il s’agisse d’une exécution séquentielle ou parallèle.

Pour certaines personnes, y compris moi-même, la structure de type système de fichiers peut être
considérée comme un inconvénient. L’idée d’implémenter un système de fichiers au sein d’un système
de fichiers peut sembler complexe et sujette à des problèmes. À la place, opter pour une structure qui
sépare les données en dossiers et/ou en plusieurs fichiers pour chaque tableau peut offrir une organisation
tout aussi intuitive sans recourir à une bibliothèque complexe. Cependant, l’avantage d’utiliser une
bibliothèque disponible immédiatement (en particulier dans une thèse où le temps de développement
non scientifique est limité) et qui automatise l’accès parallèle et dynamique aux données, l’emporte sur
l’inconvénient mentionné ci-dessus.

2Une explication détaillée de la structure de données est fournie dans la prochaine section.
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Le principal inconvénient des fichiers HDF5 est le risque de corruption. Une interruption brutale
d’un processus d’écriture peut entraîner une perte de données et le risque de perte semble plus élevé
pendant les opérations d’écriture parallèles.

Le deuxième inconvénient est l’incapacité de supprimer les données stockées. La suppression fonc-
tionne de manière similaire à un système de fichiers, où seul le lien entre les données et la table des
partitions est supprimé : les données restent présentes et la taille du fichier ne diminue pas. Il est
nécessaire d’utiliser des outils tels que h5repack pour reconstruire le fichier et libérer de l’espace de
stockage.

Pour conclure cette section sur les avantages et les inconvénients de ce format de données, je dirais que
HDF5 n’est pas la solution optimale en raison de son manque d’opacité et de sa complexité inhérente.
Cependant, il reste un excellent choix pour toute personne souhaitant générer une base de données
partageable et portable. À mon avis, la solution idéale consisterait en une structure utilisant des dossiers
et des fichiers simples pour différents groupes et tableaux. Cela offrirait une opacité totale sur les
données tout en limitant le risque de corruption. Des fichiers supplémentaires peuvent être ajoutés pour
les métadonnées et pour spécifier comment le logiciel de visualisation, par exemple, peut naviguer dans
la base de données. Cependant, pour atteindre cet objectif, nous devrions (1) convenir d’un format
binaire standard, car stocker de tels volumes en format texte n’est pas réalisable, et (2) développer
une interface d’accès aux données parallèle et dynamique. Jusqu’à ce qu’une telle solution soit mise en
œuvre, HDF5 remplira très bien ce rôle.

A.3 Structures des données

Comme mentionné précédemment, les données sont organisées dans une structure de type système de
fichier de la forme /chemin/vers/la/ressource. La figure A.1 illustre le contenu d’un fichier HDF5
qui stocke les données d’une simulation. L’organisation de cette hiérarchie comprend quatre groupes
principaux :

• attrs : Ce groupe 3contient les variables de configuration du code POUSSINS, utilisées pour
l’initialisation de la simulation.

• logs : Dans ce groupe sont stockées les informations calculées au cours de la DNS qui servent à
surveiller la convergence de la simulation. Cela inclut des données telles que l’énergie cinétique
totale, la divergence du champ de vitesse, le degré d’isotropie, des informations sur la convergence
des solveurs itératifs, ainsi que le coefficient de forçage.

• snaps : Ce groupe contient toutes les grandeurs à un instant 𝑡 = 𝑛δ𝑡 de la simulation. Chacun de
ses sous-groupes contient les grandeurs descriptives de l’écoulement pour un instantané (snapshot).
Cela inclut les champs calculés lors de la DNS, comme le champ de vitesse et de pression, ainsi
que les grandeurs calculées lors du post-traitement, comme le spectre ou les différentes grandeurs
statistiques.

• stats : Ce dernier groupe contient les résultats d’analyses statistiques effectuées sur des intervalles
temporels de la simulation. Chacun de ces sous-groupes contient les grandeurs moyennées sur
l’intervalle correspondant.

Par exemple, pour accéder au champ de vitesse de la 400e itération de la simulation, il convient
d’utiliser le chemin /snaps/400/u. De même, pour accéder au spectre d’énergie moyenné sur l’intervalle
d’analyse statistique 𝛤, il faudra emprunter le chemin /stats/Gamma/E_avg.

3Plus précisément, il s’agit d’attributs plutôt qu’un groupe, utilisé pour stocker des métadonnées, différentes des
tableaux de données représentant les champs ou les scalaires.
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Figure A.1 : Illustration de la structure d’un fichier de stockage de données HDF5.



Annexe B

Méthodes Runge–Kutta

Cette annexe fournit une brève introduction aux principes de la famille des méthodes de Runge–Kutta.
Pour des informations plus détaillées sur ces méthodes, on peut se référer à l’ouvrage de Butcher
[10, section 23] et pour les méthodes spectrales en particulier, à celui de Peyret [62, section 4.5.1(c)].
Ces méthodes sont utilisées dans le cadre de cette étude pour l’intégration temporelle des équations du
mouvement fluide (VDINSE, équations (1.27) page 12).

Au début du XXe siècle, les mathématiciens allemands Carle Runge et Wilhelm Kutta ont
développé une méthode itérative pour résoudre les équations différentielles ordinaires. Aujourd’hui,
cette méthode a été généralisée en une famille de schémas explicites et implicites connus sous le nom
de méthodes de Runge–Kutta, en leur honneur. Ces méthodes sont réputées pour leur robustesse et
leur stabilité, bien que cela se fasse au détriment d’un temps de calcul accru. La famille de méthodes
de Runge–Kutta peut être catégorisée en deux sous-groupes : les schémas explicites et les schémas
implicites. Pour illustrer le concept, le problème à valeur initiale

𝜕𝜑
𝜕𝑡

= 𝑓(𝑡, 𝜑), 𝜑(𝑡0) = 𝜑0, (B.1)

est considéré.

B.1 Méthodes explicites

Les méthodes explicites sont une extension de la méthode originale de Runge–Kutta, maintenant cou-
ramment appelée méthode de Runge–Kutta d’ordre quatre (RK4). Le schéma peut être exprimé comme
suit :

𝜑𝑛+1 = 𝜙 + δ𝑡
𝑠

∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑘𝑖, 𝑘𝑖 = 𝑓(𝑡𝑛 + 𝑐𝑖δ𝑡, 𝜑𝑛 + δ𝑡
𝑠−1
∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑘𝑗). (B.2)

Les différentes méthodes explicites se distinguent par le nombre d’étapes 𝑠, la matrice de Runge–Kutta
associées [𝑎𝑖], les coefficients de pondération 𝑏𝑖, et les points d’intégration 𝑐𝑗. Ces paramètres sont rangés
dans un tableau de Butcher :

0
𝑐2 𝑎21
𝑐3 𝑎31 𝑎32
⋮ ⋮ ⋱

𝑐𝑠 𝑎𝑠1 𝑎𝑠2 ⋯ 𝑎𝑠,𝑠−1

𝑏1 𝑏2 ⋯ 𝑏𝑠−1 𝑏𝑠

(B.3)

La consistance de la méthode est atteinte uniquement si la somme des poids ∑𝑠
𝑖=1 𝑏𝑖 = 1. En ce qui

concerne l’erreur de troncature, une méthode est considérée d’ordre 𝑝 < 5 si 𝑠 ≤ 5, et pour 𝑝 ≥ 5, alors
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𝑠 ≥ 𝑝 + 1 est requis. Déterminer le nombre minimum d’étapes nécessaires pour atteindre un certain
ordre reste un problème ouvert. Néanmoins, certaines valeurs sont connues :

𝑝 1 2 3 4 5 6 7 8
min 𝑠 1 2 3 4 6 7 9 11 (B.4)

Ces conditions spécifiques sont élaborées dans Butcher [10].

B.2 Méthodes implicites

Les limitations de stabilité des méthodes explicites ont incité le développement de méthodes implicites
qui offrent une région de stabilité plus étendue [62, 10]. Leur schéma s’exprime

𝜑𝑛+1 = 𝜑𝑛 + δ𝑡
𝑠

∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑘𝑖, 𝑘𝑖 = 𝑓(𝑡𝑛 + 𝑐𝑖δ𝑡, 𝜑𝑛 + δ𝑡
𝑠

∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑘𝑗). (B.5)

La sommation sur 𝑗 s’étend maintenant jusqu’à 𝑠, contrairement aux méthodes explicites. La matrice
de Runge–Kutta [𝑎𝑖𝑗] est désormais complète, et le tableau de Butcher prend la forme suivante :

𝑐1 𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑠
𝑐2 𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑠
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑠 𝑎𝑠1 𝑎𝑠2 ⋯ 𝑎𝑠,𝑠
𝑏1 𝑏2 ⋯ 𝑏𝑠

(B.6)

Cette différence nécessite la résolution d’un système algébrique à chaque étape, ce qui entraîne une
augmentation substantielle du coût en calcul.



Annexe C

Visualisations de THI à densité variable

Cette annexe contient des figures additionnelles de visualisation de l’écoulement des simulations de THI
à densité variable. Ces illustrations ont été omises du corps du document par souci de concision.

C.1 Évolution du champ de densité

Les figures C.1 à C.4 pages 104 à 107 présentent l’évolution du champ de densité à divers instants suite
à l’introduction du profil initial inhomogène dans la condition initiale pleinement turbulente lors de
différentes simulations (les paramètres de simulations sont détaillés dans les légendes de chaque figure).
Une observation commune à chaque figure est que, dès le premier temps de retournement (𝑡 ≈ 𝑇), la
trace de la condition initiale a disparu. De plus, le processus de mélange continue à être actif pour
𝑡 ≥ 5𝑇. Les illustrations pour 𝑠 = 4 et 𝑠 = 0.5 sont présentées dans le corps du document, dans les
figures 3.1 et 3.2 pages 54 et 55.

C.2 Évolution de la vorticité

Les figures C.5 à C.9 illustrent l’évolution temporelle de la vorticité suite à l’introduction du champ
inhomogène de densité dans un écoulement pleinement turbulent. La visualisation de la vorticité est
obtenue par le biais de ses isosurfaces ‖𝝎‖2 dans la section transversale 𝑥𝑧. Toutes les simulations ne
sont pas incluses dans cette présentation, car la résolution des images ne permet pas de discerner des
différentes significatives entre les divers écoulements.

L’observation principale déductible de ces représentations réside dans le fait que l’introduction d’un
champ de densité non uniforme au sein d’un écoulement pleinement turbulent induit des modifications
des dimensions des plus petites structures tourbillonnaires, lorsque le rapport de densité est 𝑠 > 1. En
effet, une analyse des figures C.7 et C.9 révèle que les écoulements à 𝑠 = 4 et 𝑠 = 8 génèrent, lors du
processus de mélange, des structures cohérentes de taille inférieure à celles présentes dans la condition
initiale. En outre, les écoulements à 𝑠 = 1

4 et 𝑠 = 1
2 , illustrés dans les figures C.5 et C.6, exhibent des

structures de dimension comparable à celles de la condition initiale.
Dans le corps du document, les figures 3.16 et 3.17 pages 72 et 73 présentent une visualisation des

isosurfaces de vorticité, dans laquelle un filtre est appliqué pour mettre en évidence les structures des
plus intenses.
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ANNEXE C. VISUALISATIONS DE THI À DENSITÉ VARIABLE 104
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𝜌(a) 𝑡 = 10−3𝑇 ≈ 0 (b) 𝑡 = 𝑇

(c) 𝑡 = 2𝑇 (d) 𝑡 = 3𝑇

Figure C.1 : Évolution du champ de densité lors de la DNS de THI à densité variable 256-0.25. 𝑇 ≈ 2
représente le temps de retournement défini dans l’équation (1.48) page 20. Les paramètres des différentes
simulations de THI sont répertoriés dans le tableau 3.1 page 48.
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𝜌(a) 𝑡 = 10−3𝑇 ≈ 0 (b) 𝑡 = 𝑇

(c) 𝑡 = 2𝑇 (d) 𝑡 = 3𝑇

Figure C.2 : Évolution du champ de densité lors de la DNS de THI à densité variable 256-2. 𝑇 ≈ 2
représente le temps de retournement défini dans l’équation (1.48) page 20. Les paramètres des différentes
simulations de THI sont répertoriés dans le tableau 3.1 page 48.



ANNEXE C. VISUALISATIONS DE THI À DENSITÉ VARIABLE 106

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

6

𝜌(a) 𝑡 = 10−3𝑇 ≈ 0 (b) 𝑡 = 𝑇

(c) 𝑡 = 2𝑇 (d) 𝑡 = 3𝑇

Figure C.3 : Évolution du champ de densité lors de la DNS de THI à densité variable 256-6. 𝑇 ≈ 2
représente le temps de retournement défini dans l’équation (1.48) page 20. Les paramètres des différentes
simulations de THI sont répertoriés dans le tableau 3.1 page 48.
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(a) 𝑡 = 10−3𝑇 ≈ 0 (b) 𝑡 = 𝑇

(c) 𝑡 = 2𝑇 (d) 𝑡 = 3𝑇

(e) 𝑡 = 4𝑇 (f) 𝑡 = 5𝑇

Figure C.4 : Évolution du champ de densité lors de la DNS de THI à densité variable 256-8. 𝑇 ≈ 2
représente le temps de retournement défini dans l’équation (1.48) page 20. Les paramètres des différentes
simulations de THI sont répertoriés dans le tableau 3.1 page 48.
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(a) 𝑡 = 10−3𝑇 ≈ 0 (b) 𝑡 = 𝑇

(c) 𝑡 = 2𝑇 (d) 𝑡 = 3𝑇

Figure C.5 : Évolution du champ de vorticité lors de la DNS de THI à densité variable 256-0.25. La
vorticité est représentée par les isosurfaces de sa norme ‖𝝎‖2 dans la section transversale 𝑥𝑧. 𝑇 ≈ 2
représente le temps de retournement défini dans l’équation (1.48) page 20. Les paramètres des différentes
simulations de THI sont répertoriés dans le tableau 3.1 page 48.
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(a) 𝑡 = 10−3𝑇 ≈ 0 (b) 𝑡 = 𝑇

(c) 𝑡 = 2𝑇 (d) 𝑡 = 3𝑇

(e) 𝑡 = 4𝑇 (f) 𝑡 = 5𝑇

Figure C.6 : Évolution du champ de vorticité lors de la DNS de THI à densité variable 256-0.5. La
vorticité est représentée par les isosurfaces de sa norme ‖𝝎‖2 dans la section transversale 𝑥𝑧. 𝑇 ≈ 2
représente le temps de retournement défini dans l’équation (1.48) page 20. Les paramètres des différentes
simulations de THI sont répertoriés dans le tableau 3.1 page 48.
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(a) 𝑡 = 10−3𝑇 ≈ 0 (b) 𝑡 = 𝑇

(c) 𝑡 = 2𝑇 (d) 𝑡 = 3𝑇

(e) 𝑡 = 4𝑇 (f) 𝑡 = 5𝑇

Figure C.7 : Évolution du champ de densité lors de la DNS de THI à densité variable 256-4. La vorticité
est représentée par les isosurfaces de sa norme ‖𝝎‖2 dans la section transversale 𝑥𝑧. 𝑇 ≈ 2 représente le
temps de retournement défini dans l’équation (1.48) page 20. Les paramètres des différentes simulations
de THI sont répertoriés dans le tableau 3.1 page 48.
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(a) 𝑡 = 10−3𝑇 ≈ 0 (b) 𝑡 = 𝑇

(c) 𝑡 = 2𝑇 (d) 𝑡 = 3𝑇

Figure C.8 : Évolution du champ de vorticité lors de la DNS de THI à densité variable 256-6. La vorticité
est représentée par les isosurfaces de sa norme ‖𝝎‖2 dans la section transversale 𝑥𝑧. 𝑇 ≈ 2 représente le
temps de retournement défini dans l’équation (1.48) page 20. Les paramètres des différentes simulations
de THI sont répertoriés dans le tableau 3.1 page 48.



ANNEXE C. VISUALISATIONS DE THI À DENSITÉ VARIABLE 112

(a) 𝑡 = 10−3𝑇 ≈ 0 (b) 𝑡 = 𝑇

(c) 𝑡 = 2𝑇 (d) 𝑡 = 3𝑇

(e) 𝑡 = 4𝑇 (f) 𝑡 = 5𝑇

Figure C.9 : Évolution du champ de vorticité lors de la DNS de THI à densité variable 256-8. La vorticité
est représentée par les isosurfaces de sa norme ‖𝝎‖2 dans la section transversale 𝑥𝑧. 𝑇 ≈ 2 représente le
temps de retournement défini dans l’équation (1.48) page 20. Les paramètres des différentes simulations
de THI sont répertoriés dans le tableau 3.1 page 48.



Annexe D

Calcul du degré d’isotropie

La modélisation THI exige une condition d’isotropie statistique au sein de l’écoulement considéré. Cela
implique que les propriétés statistiques des fluctuations turbulentes démontrent une uniformité dans
toutes les directions spatiales. Afin de valider cette exigence au sein des simulations numériques, le
degré d’isotropie est calculé après chaque intégration temporelle, de façon à mesurer l’isotropie du
champ de vitesse. Cette mesure est notamment tracée dans la figure 3.3 page 56 pour la simulation
256-4. Cette mesure trouve son inspiration dans la méthodologie introduite par Curry et al. [18] dans
ces travaux sur la turbulence isotrope.

Cette approche implique la construction d’une base vectorielle composée d’un vecteur unitaire 𝒆𝑧
des coordonnées cartésiennes de l’espace physique, ainsi que deux vecteurs directeurs spectraux

𝒆1(𝒌) = 𝒆𝑧 × 𝒌
‖𝒆𝑧 × 𝒌‖

, 𝒆2(𝒌) = 𝒆1 × 𝒌
‖𝒆1 × 𝒌‖

.

En l’absence d’effets porteurs le long de la direction 𝒆𝑧, les effets non linéaires ainsi que le mélange
conduisent à une répartition égale de l’énergie de 𝒖̂(𝑘) le long des axes 𝒆1(𝑘) et 𝒆2(𝑘) [18]. Une mesure
de l’isotropie est donc donnée en comparant les contributions 𝜓1 et 𝜓2 de l’énergie cinétique par unité
de masse dans l’espace spectral

𝜓1 = ⟨‖𝒆1 ⋅ 𝒖̂(𝑘)‖2⟩, 𝜓2 = ⟨‖𝒆1 ⋅ 𝒖̂(𝑘)‖2⟩

où les crochets angulaires ⟨⋅⟩ représentent une moyenne sur l’ensemble du volume périodique, ou en
d’autres termes, une sommation sur l’ensemble des nombres d’onde disponibles. Pour un écoulement
pleinement isotrope, 𝜓1 = 𝜓2 ainsi, une mesure approximative de l’écart par rapport à l’isotropie est
donnée par

𝐼2 = 𝜓1/𝜓2.

Un écoulement est donc considéré comme étant proche d’un état pleinement isotrope pour 0.95 ≤ 𝐼 ≤
1.05.

Il est crucial de noter que lorsqu’une méthode de forçage non isotrope est mise en œuvre pour main-
tenir la THI, les modes associés à l’injection d’énergie ne doivent pas être pris en compte dans la mesure
de l’isotropie. Dans cette étude, les simulations sont initialisées de manière similaire à la méthode de
Kerr [49], qui excite les premiers modes dans chaque direction (voir équations équation (3.5)). Cette
condition initiale n’est pas isotrope. Afin d’éliminer une signature dans la mesure de l’isotropie, les
premiers et derniers modes de chaque direction ne sont pas comptabilisés. L’exclusion de ces modes
n’entraîne pas de problème en ce qui concerne la contrainte de modélisation THI, car cette dernière
exige une isotropie des fluctuations. Les premiers modes sont associés aux grandes structures de l’écou-
lement, tandis que les fluctuations des autres échelles sont indépendantes du comportement des grands
tourbillons, conformément à la théorie de Kolmogorov [50].
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Liste des abbréviations

BiCG BiConjugate Gradient

BiCGStab Stabilized BiConjugate Gradient

CG Conjugate Gradient

CN Crank–Nicholson

DFT Discrete Fourier Transform

DNS Direct Numerical Simulation

DSA Densité Spectrale d’Amplitude

DSE Densité Spectrale d’Énergie

FFT Fast Fourier Transform

FFTW Fastest Fourier Transform in the West

FLSMSN Fédération Lyonnaise de Modélisation et Sciences Numériques

FP Fixed Point

GES Gaz à Effet de Serre

GIEC Groupe d’experts Intergouvernemental sur l’Évolution du Climat

GMRES General Minimal Residual

HDF5 Hierarchical Data Format 5

IPA Interface de Programmation d’Applications

IPCC Intergovernmental Panel on Climate Change

LMFA Laboratoire de Mécanique des Fluides et d’Acoustique

MPI Message Passing Interface

P2CHPD Pôle de Compétence en Calcul Hautes Performances Dédiés

PDF Probability Density Function

PMCS2I Pôle de Modélisation et de Calcul en Sciences de l’Ingénieur et de l’Information
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POUSSINS Parallel Open-source Unsteady Spectral Solver for Inhomogeneous Navier–Stokes

RK2 Runge–Kutta 2

RK2/CN Runge–Kutta 2/Crank–Nicholson

RK3 Runge–Kutta 3

RK3/CN Runge–Kutta 3/Crank–Nicholson

RK4 Runge–Kutta 4

RMR Richardson Minimal Residual

ROAST Real-time Open-source Analysis Software for Turbulence

RTI Rayleigh–Taylor Instability

SSP Strong-Stability Preserving

SSPRK3 Strong-Stability Preserving Runge–Kutta 3

THI Turbulence Homogène Isotrope

VDINSE Variable-Density Incompressible Navier–Stokes Equations



Glossaire

approximation de Boussinesq
Approximation utilisée pour modéliser les écoulements à densité variable négligeant les effets
de variation de densité sauf dans le terme de flottaison. Cette approximation ne s’applique que
lorsque les gradients de densité sont faibles, notamment dans les écoulements avec des différences
de température dans lesquels les variations de densité sont principalement dues à des gradients
de température. Elle est nommée en hommage à l’hydraulicien français Joseph Boussinesq.

conditionnement
Mesure de la variation de la valeur de sortie d’une fonction pour une petite variation des pa-
ramètres d’entrée. Par exemple, le conditionnement associé au système linéaire 𝑨𝒙 = 𝑩 donne
une borne sur l’inexactitude de la solution 𝒙 après approximation. Un problème avec un faible
conditionnement est considéré comme bien conditionné, tandis qu’un problème avec un condition-
nement élevé est considéré comme mal conditionné. Pour des systèmes linéaires, l’efficacité et la
précision d’une inversion de matrice est fortement corrélée avec la qualité de son conditionnement.
Ce dernier se calcule à partir des valeurs propres de la matrice, ou dans les cas problématiques,
à partir d’une décomposition en valeurs singulières. Dans ce document, le conditionnement d’une
matrice 𝑨 est noté 𝜅(𝑨).

Densité Spectrale d’Énergie
Mesure de la répartition d’énergie d’un signal dans le domaine spectral (fréquentiel). Elle indique
comment l’énergie totale du signal est répartie sur différents modes. En d’autres termes, elle
permet de quantifier la contribution relative de chaque mode à l’énergie totale du signal. Pour un
signal (une quantité physique scalaire) 𝜑, la densité spectrale d’énergie est définie par

DSE 𝜑 = ‖𝜑̂‖2

où 𝜑̂ est la transformée de Fourier de 𝜑. Le spectre d’énergie turbulente est équivalent à la densité
spectrale d’énergie du signal du champ de vitesse. Il quantifie la contribution relative de chaque
mode à l’énergie cinétique (par unité de masse) totale de l’écoulement. La racine carrée de la DSE

DSA 𝜑 = √DSE 𝜑 = √‖𝜑̂‖2,

nommée Densité Spectrale d’Amplitude (DSA), mesure la répartition de la contribution de chaque
mode à l’amplitude totale du signal.

Direct Numerical Simulation
(Simulation Numérique Directe) Simulation dans laquelle les équations de Navier–Stokes sont
résolues numériquement sans utiliser de modèle de turbulence. Toutes les échelles spatiales de
la turbulence doivent être résolues dans le maillage, des plus petites échelles dissipatives jusqu’à
l’échelle intégrale 𝐿, ce qui entraîne des coûts de calcul significatifs.
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Discrete Fourier Transform
(Transformation de Fourier Discrète) Approximation de la transformée de Fourier qui opère sur un
ensemble discret de points de données. Elle décompose un ensemble de données en ses composantes
fréquentielles constitutives. Elle peut être implémentée efficacement en utilisant des algorithmes
tels que FFTW pour accélérer le calcul.

échelle de Taylor
échelle de longueur utilisée pour quantifier la taille des structures turbulentes. Plus précisément,
elle correspond à la plus grande des échelles dissipatives. En dessous de cette échelle, les effets
visqueux dominent la dynamique turbulente. Symbolisée par 𝜆 dans ce document et définie dans
l’équation (1.44b) page 19.

échelle intégrale
échelle de longueur associée aux structures contenant la majeure partie de l’énergie cinétique,
c’est-à-dire les plus grands tourbillons. Symbolisée par 𝐿 dans ce document et définie dans l’équa-
tion (1.44a) page 18. Dans la littérature, elle peut également être désignée par as 𝐿0, 𝐿11 or
ℓ.

éclatement tourbillonnaire
(Vortex breakdown) Phénomène se produisant dans un écoulement tourbillonnaire ou en rotation,
lorsque les conditions deviennent instables et que les tourbillons existants subissent une transi-
tion brusque. Ce phénomène se caractérise généralement par la rupture ou la déformation des
tourbillons, créant ainsi une modification significative de la dynamique de l’écoulement.

écoulement incompressible
Écoulement dont le volume élémentaire de chaque particule fluide ne varie pas au cours du temps.
Mathématiquement, cela se traduit par

lim
𝑉 →0

1
𝑉

d𝑉
d𝑡

= 0.

Dans le cas à densité constante, cette hypothèse conduit à un champ de vitesse à divergence nulle :

𝛁 ⋅ 𝒗 = 0

enstrophie
Quantité, définie comme la norme du carré de la vorticité, permettant de mesurer la quantité de
vorticité, et donc de tourbillons/vortex, présente dans l’écoulement.

équation elliptique
Classe d’équation aux dérivées partielles du second ordre de la forme

𝑛
∑
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝒙) 𝜕2𝜑
𝜕𝑥𝑖 𝜕𝑥𝑗

+
𝑛

∑
𝑖=1

𝑏𝑖(𝒙) 𝜕𝜑
𝜕𝑥𝑖

+ 𝑐(𝒙)𝜑 = 𝑓(𝒙)

dans laquelle la matrice symétrique carré [𝑎𝑖𝑗(𝒙)] des coefficients du second ordre n’a que des
valeurs propres non nulles et de même signe. Des exemples simples d’équations elliptiques sont
l’équation de Laplace 𝛁2𝜑 = 0, l’équation de Poisson 𝛁2𝜑 = 𝑓 et l’équation de Helmholtz
𝛁2𝜑 = −𝜆2𝜑.

équations de Navier–Stokes
Équations aux dérivées partielles décrivant l’écoulement d’un fluide visqueux. Elles expriment
la conservation de la quantité de mouvement et la conservation. Elles sont nommées ainsi pour
honorer les travaux de l’ingénieur français Henri Navier et du physicien anglo-irlandais George
Gabriel Stokes.
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FFTW
Bibliothèque open-source hautement optimisée pour le calcul de la transformation de DFT et
de ses variantes. Elle fournit des algorithmes efficaces et précis pour transformer des données
unidimensionnelles, bidimensionnelles et multidimensionnelles entre le domaine temporel et le
domaine fréquentiel. Dans le travail présenté ici, cette bibliothèque est utilisée pour le calcul des
gradients par des méthodes spectrales.

flatness
(coefficient d’aplatissement) Mesure statistique, notée 𝐹 dans ce document, qui quantifie le degré
d’aplatissement ou d’étalement des valeurs d’un ensemble de données autour de leur moyenne.
Il permet d’évaluer la concentration ou la dispersion des données par rapport à la moyenne, en
mettant l’accent sur les queues de la distribution et la présence de valeurs extrêmes.

GIEC
(Intergovernmental Panel on Climate Change) Organisation scientifique internationale créée en
1988 par le Programme des Nations Unies pour l’environnement. L’organisation a pour mission
principale d’évaluer de manière exhaustive, impartiale et régulière l’état des connaissances sur les
changements climatiques d’origine humaine, leurs impacts potentiels et les stratégies d’adaptation
et d’atténuation possibles.

HDF5
Modèle de données, format de fichier et bibliothèque logicielle conçus pour le stockage, l’orga-
nisation et la gestion de grands ensembles complexes de données scientifiques et numériques. Il
fournit un moyen flexible et efficace de stocker et d’accéder aux données, ce qui le rend largement
utilisé dans la recherche scientifique, l’ingénierie et les applications à forte intensité de données.
Dans le travail présenté, cette bibliothèque est utilisée pour le stockage et le transfert parallélisé
des données.

instabilité de Richtmyer–Meshkov
Instabilité caractérisée par la perturbation de deux fluides de densités différentes lorsqu’ils sont
soumis à un choc ou à une onde choc. Cette instabilité conduit à la formation de structures
tourbillonnaires et à la création de structures de mélanges. Elle est nommée en hommage au
physicien américain Robert Richtmyer qui a fourni une prévision théorique et au physicien
russe Evgeni Meshkov qui a donné la vérification expérimentale.

loi de Kolmogorov
Concept fondamental de la turbulence, formulé par le mathématicien russe Andreï Kolmogo-
rov, décrivant la distribution statistique des fluctuations de vitesse et et d’énergie dans la zone
inertielle. Plus précisément, elle énonce que le spectre d’énergie suit une loi 𝐸(𝑘) ∼ 𝑘−5/3 dans
cette gamme d’échelles.

méthodes spectrales
Approches numériques utilisées pour discrétiser et résoudre des équations différentielles en exploi-
tant la décomposition spectrale d’une fonction dans un espace de fonctions de base. Plutôt que
de discrétiser le domaine de calcul en un maillage régulier comme dans les méthodes numériques
traditionnelles, les méthodes spectrales utilisent une approche basée sur les propriétés spectrales
des opérateurs différentiels. Cela implique de représenter une fonction comme une somme pondé-
rée de fonctions de base spécifiques, telles que les fonctions trigonométriques (séries de Fourier),
les polynômes de Chebyshev, les polynômes de Legendre, etc. Dans les travaux présentés dans ce
document, les fonctions sont décomposées en série de Fourier est le choix de la méthode spectrale
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est détaillé dans la section 2.1 page 22. Les étapes typiques d’une méthode spectrale comprennent
la sélection des fonctions de base appropriées, la transformation du problème continu en un pro-
blème discret en exprimant les dérivées sous forme spectrale, la résolution des équations discrètes
pour obtenir les coefficients de la décomposition spectrale, et enfin, la reconstruction de la solu-
tion à partir de ces coefficients. Les méthodes spectrales sont particulièrement puissantes pour
la résolution de problèmes linéaires et non linéaires, car elles convergent rapidement vers des
solutions précises, surtout lorsque la fonction à résoudre est suffisamment régulière. Cependant,
elles peuvent exiger une certaine expertise dans la sélection des fonctions de base et la gestion de
problèmes de condition aux limites, en particulier pour des géométries complexes.

mode de Fourier
Composante individuelle dans la décomposition d’une fonction périodique en une série de Fou-
rier. Lorsqu’une fonction temporelle est décomposée, chaque mode est associé à une fréquence.
Lorsqu’une fonction spatiale est décomposée, chaque mode est associé à un nombre d’onde. Dans
les travaux présentés dans de document, les méthodes spectrales sont utilisées pour discrétiser en
espace les champs de l’écoulement et chaque mode est associé à un nombre d’onde noté 𝑘.

MPI
Protocole de passage de message entre fils d’exécution fournissant une manière standardisée et
portable pour le calcul parallèle sur des systèmes à mémoire distribuée. Il permet la communication
et la coordination entre plusieurs processus ou nœuds dans un environnement de calcul parallèle,
facilitant ainsi l’échange de données et la synchronisation efficace.

nombre de Froude
Paramètre sans dimension, symbolisé par Fr dans ce document, utilisé pour décrire l’importance
relative des forces d’inertie et des forces de gravité dans un écoulement. Il est défini comme le
rapport de la vitesse caractéristique de l’écoulement et la vitesse de propagation des ondes de
gravité dans le fluide. Il s’exprime généralement par

Fr = 𝑣√
𝑔𝐿

où 𝑣 est la vitesse caractéristique de l’écoulement, 𝑔 l’accélération de la pesanteur, et 𝐿 une
longueur caractéristique du système. Un nombre de Froude inférieur à 1 indique que les forces de
gravité dominent et l’écoulement est dit « subcritique », tandis qu’un nombre de Froude supérieur
à 1 indique que les forces d’inertie sont prédominantes et l’écoulement est dit « supercritique ».

nombre de Péclet
Paramètre sans dimension, symbolisé par Pe dans ce document, utilisé pour caractériser l’impor-
tance relative entres les effets convectifs et les effets diffusifs dans un processus de transport. Il
est particulièrement pertinent pour les problèmes de transfert de chaleur, de masse ou de quantité
de mouvement dans les fluides ou les milieux poreux. Dans le contexte d’un transfert de masse
(convection-diffusion), il est défini comme

Pe = 𝑣𝐿
𝐷

où 𝑉 et 𝐿 sont les vitesses et longueurs caractéristiques de l’écoulement et 𝐷 est le coefficient de
diffusion de masse. Il s’exprime également en fonction du nombre de Reynolds et du nombre de
nombre de Schmidt comme

Pe = Re Sc .

Si le nombre de Péclet est grand devant 1, cela signifie que la convection joue un rôle dominant
dans le processus de transport, tandis que si le nombre de Péclet est petit devant 1, la diffusion
est prépondérante.
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nombre de Reynolds
Paramètre sans dimension, symbolisé par Re dans ce document, utilisé pour décrire le régime
d’écoulement et prédire la nature du mouvement fluide. Il représente le rapport entre les forces
inertielles et les forces visqueuses dans un écoulement de fluide. Pour de faibles nombres de Rey-
nolds, les forces visqueuses dominent et l’écoulement est généralement lisse, laminaire et bien
ordonné. À mesure que le nombre de Reynolds augmente, les forces inertielles deviennent prépon-
dérantes, ce qui peut entraîner des phénomènes turbulents et chaotiques. Dans l’étude présentée
dans ce document, le nombre de Reynolds est défini par l’équation (1.25) page 12

nombre de Schmidt
Paramètre sans dimension, symbolisé par Sc dans ce document, utilisé pour décrire l’importance
relative de la diffusion de la quantité de mouvement par rapport à la diffusion de la masse. Il est
défini comme le rapport entre la diffusivité de la quantité de mouvement (viscosité cinématique)
et la diffusivité de la masse (diffusivité moléculaire). Un faible nombre de Schmidt indique que
la diffusion de masse se produit plus rapidement par rapport à la diffusion de la quantité de
mouvement, ce qui implique un mélange et un transport efficaces de la quantité scalaire. En
revanche, un nombre de Schmidt élevé suggère que la quantité de mouvement se diffuse plus
rapidement par rapport à la diffusion de la masse, ce qui entraîne un mélange et un transport plus
lents de la quantité scalaire. Dans l’étude présentée dans ce document, le nombre de Schmidt est
défini par l’équation (1.25) page 12

OpenMPI
Implémentation open-source du protocole MPI. Dans le travail présenté ici, cette bibliothèque
est utilisée durant la DNS pour distribuer les calculs entre plusieurs processus : le domaine de
calcul est divisé spatialement et chaque processus résout les équations dans sa partie allouée du
domaine. Elle est également utilisée lors de l’étape de post-traitement pour calculer simultanément
en parallèle des quantités sur plusieurs instantanés de simulation.

opérateur de diffusion de masse semi-implicite
Opérateur de diffusion de masse utilisé dans l’avancement en temps semi-implicite de l’équation
de masse (2.22b) page 29. Il est défini dans l’équation (2.24) page 30.

opérateur de diffusion semi-implicite
Opérateur de diffusion de quantité de mouvement à densité variable utilisé dans l’avancement en
temps semi-implicite de l’équation de quantité de mouvement (2.22a) page 29. Il est défini dans
l’équation (2.23) page 30.

opérateur de projection
Opérateur utilisé pour projeter le champ de vitesse intermédiaire (avec une divergence non nulle)
dans l’espace des vecteurs à divergence nulle. Il est défini dans équation (2.5) page 24 pour les
écoulements à densité constante, et dans l’équation (2.8) page 24 pour les écoulements à densité
variable.

POUSSINS
Code de simulation DNS pour les équations de Navier–Stokes incompressibles et à densité variable.
Il possède une précision spectrale spatiale, des méthodes d’intégration temporelle allant jusqu’à
l’ordre 4, et un noyau parallélisé à mémoire distribuée. Le code est implémenté en FORTRAN et
utilise les bibliothèques OpenMPI et FFTW. À l’origine développé par Bastien Di Pierro lors
de sa thèse, il est actuellement utilisé par l’équipe Turbulence et Instabilité au LMFA. Son noyau
a été étendu au cours de ce travail pour permettre la simulation d’écoulements turbulents.
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préconditionnement
Application d’une transformation, appelée préconditionneur, qui conditionne un problème donné
sous une forme plus adaptée aux méthodes de résolution numérique. Le préconditionnement est
généralement lié à la réduction du conditionnement du problème. Le problème préconditionné est
ensuite généralement résolu par une méthode itérative. D’un point de vue matriciel, pour résoudre
un système matriciel 𝑨𝒙 = 𝑩, on peut utiliser une matrice de préconditionnement 𝑴 afin de
travailler sur le système préconditionné 𝑴 ⋅ 𝑨𝒙 = 𝑴 ⋅ 𝑩, où (𝑴 ⋅ 𝑨) est mieux conditionné que
𝑨.

Probability Density Function
(Fonction de Densité de Probabilité) Fonction utilisée pour décrire la distribution des probabilités
d’une variable aléatoire continue. La PDF permet de quantifier la probabilité que la variable
prenne une valeur donnée dans un intervalle défini. Cet outil est utilisé dans l’étude statistique
de la turbulence pour décrire la distribution des valeurs de vitesses et des autres champs dans
l’écoulement.

projection
Technique utilisée pour faire avancer en temps les équations de Navier–Stokes incompressibles
tout en assurant la conservation de la masse et la convergence de la pression. Elle consiste à
calculer une vitesse de projection intermédiaire avec une divergence non nulle, puis à la projeter
dans l’espace vectoriel à divergence nulle en calculant un champ de pression et en utilisant un
opérateur de projection Cette technique est détaillée dans la section 2.1.2.

Rayleigh–Taylor Instability
Instabilité d’une interface entre deux fluides de densités différentes qui se produit lorsque le fluide
léger pousse le fluide plus lourd. Un exemple est le comportement de l’eau suspendue au-dessus de
l’huile dans un champ gravitationnel. Cette instabilité est nommée en hommage à Lord Rayleigh
et G.I. Taylor.

ROAST
Boîte à outils de post-traitement pour les simulations DNS de turbulence. Il s’agit d’un module
Python parallélisé qui utilise les bibliothèques. NumPy, SciPy, mpi4py, PyFFTW et h5py.

skewness
(coefficient d’asymétrie) Mesure statistique, notée 𝑆 dans ce document, utilisée pour quantifier
l’asymétrie de la distribution des valeurs d’un ensemble de données autour de leur moyenne. Il
permet de déterminer si la distribution est plus étalée vers la gauche (skewness négatif) ou vers
la droite (skewness positif) par rapport à la moyenne.

solénoïdal
Qualifie un champ vectoriel dont la divergence est nulle en tout point d’un domaine spécifié. Le
champ de vitesse d’un écoulement incompressible est solénoïdal. Dans le cas d’un écoulement à
densité variable, la vitesse moyennée par la masse est solénoïdale.

spectre d’énergie turbulente
Grandeur spectrale, équivalente à la Densité Spectrale d’Énergie du champ de vitesse, utilisée pour
quantifier les niveaux d’énergie cinétique de chaque taille de structure de l’écoulement, associée
à un mode de Fourier. Le calcul du spectre, noté 𝐸(𝑘) dans ce document, est détaillé dans la
section 1.3.2 page 16.
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temps de retournement
Grandeur caractéristique, notée 𝑇 dans ce document, utilisée pour décrire la rapidité avec laquelle
les tourbillons ou les structures cohérentes dans un écoulement se forment et se dissipent. Il re-
présente le temps moyen nécessaire pour qu’une particule fluide effectue une rotation complète
ou revienne à une position similaire dans l’écoulement. Dans un écoulement turbulent, les fluc-
tuations se produisent à différentes échelles, ce qui signifie que le temps de retournement peut
varier d’une échelle à une autre. Dans ce document, le temps de retournement 𝑇 fait référence
spécifiquement au temps de retournement associé à l’échelle intégrale, caractérisant les grandes
échelles de l’écoulement. Cette grandeur est utilisée comme échelle de temps pour la description
de l’écoulement turbulent.

thread
(fil d’exécution) Plus petite unité d’exécution à l’intérieur d’un processus informatique. Un pro-
cessus est un programme en cours d’exécution sur un ordinateur et un thread est une séquence
d’instructions qui peut être exécutée de manière indépendante par le processeur. Un processus
peut comporter un ou plusieurs threads, et chaque thread partage les mêmes ressources du proces-
sus, telles que la mémoire, le fichier ouvert et les descripteurs de fichiers. Cependant, chaque thread
a son propre état d’exécution, y compris son registre, sa pile et son compteur de programme, ce
qui lui permet de fonctionner de manière indépendante des autres threads du même processus.
Dans cette étude, les threads sont utilisés lors des calculs et des accès aux données parallélisés.
Les processus multithread permettant d’exploiter les processeurs multicœurs et d’améliorer les
performances en parallélisant les tâches.

transformation de Fourier
Transformation mathématique qui permet de décomposer une fonction (souvent une fonction pé-
riodique) en une combinaison de fonctions sinus et cosinus, ou en termes complexes exponentiels,
dans le but d’analyse ses composantes fréquentielles. Formellement, pour une fonction 𝑓(𝑥) conti-
nue, sa transformation de Fourier ℱ𝑓(𝑘) est définie par

ℱ𝑓(𝑘) = ̂𝑓(𝑘) = ∫
∞

−∞
𝑓(𝑥) exp −i2𝜋𝑘𝑥 d𝑥.

Dans les méthodes numériques, la transformation de Fourier est approximée par la Discrete Fourier
Transform. Elle est nommée en hommage au physicien français Joseph Fourier qui a introduit
cette transformation.

Turbulence Homogène Isotrope
Modèle de la turbulence utilisée pour des applications fondamentales ou pour la simulation d’écou-
lements isotropes, dans lequel les propriétés statistiques de la turbulence sont uniformes dans
toutes les directions et indépendantes de la position dans l’espace. Le but de ce travail est d’ana-
lyser l’interaction entre un écoulement modélisé par la THI et les effets à densité variable. Une
des caractéristiques notables de la THI est que le spectre d’énergie turbulente est défini dans la
zone inertielle par la loi de Kolmogorov.

Variable-Density Incompressible Navier–Stokes Equations
(Équations de Navier–Stokes incompressible à densité variable) Équations de Navier-Stokes in-
compressibles dans lesquelles le champ de densité varie dans l’espace et le temps en raison de la
diffusion de masse décrite par la loi de Fick. Ce modèle est également désigné comme le modèle
de Kazhikhov–Smagulov dans la littérature. La variable de vitesse résolue est la vitesse moyennée
par le volume 𝒖.
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vitesse moyennée par la masse
Moyenne des vitesses des composants du fluide pondérée par leurs masses respectives. Elle est
également appelée vitesse barycentrique et est définie dans l’équation (1.10) page 8. C’est l’une
des deux représentations du champ de vitesse d’un écoulement à densité variable, l’autre étant la
vitesse moyennée par le volume. Dans le cas des écoulements incompressibles, la vitesse moyennée
par la masse n’est pas à divergence nulle, contrairement à l’autre option qu’est la vitesse moyennée
par le volume

vitesse moyennée par le volume
Moyenne des vitesses des composants du fluide pondérée par leurs volumes respectifs. Elle est
également appelée vitesse cinématique et est définie dans l’équation (1.12) page 8. C’est l’une
des deux représentations du champ de vitesse d’un écoulement à densité variable, l’autre étant la
vélocité moyenne des masses. Dans le cas des écoulements incompressibles, la vitesse moyennée
par le volume est à divergence nulle, contrairement à l’alternative qu’est la vitesse moyennée par
la masse. La vitesse moyennée par le volume est le champ calculé par le code POUSSINS, et c’est
ce champ qui est étudié dans le présent travail.

zone inertielle
Plage d’échelles de longueur de la turbulence où les forces inertielles dominent sur les forces
visqueuses. Dans cette région, l’énergie cinétique est transférée des échelles de grande taille aux
échelles plus petites à travers des interactions turbulentes, créant ainsi des structures cohérentes et
des fluctuations turbulentes. Elle se situe entre les échelles de grande taille, où les forces visqueuses
prédominent et les échelles de petite taille, où les effets visqueux dissipent l’énergie turbulente en
chaleur.



Résumé

Ce travail s’intéresse à la dynamique turbulente d’un écoulement incompressible caractérisé
par d’importantes variations de masse volumique, représentatif d’un rejet atmosphérique à basse
vitesse. Ces écoulements sont au cœur des préoccupations du 21e siècle et leur dynamique à densité
variable, qui ne peut être correctement décrite par une approximation de type Boussinesq, demeure
peu explorée.

L’objectif principal de cette étude est d’analyser le comportement d’une turbulence isotrope
en interaction avec un champ de densité inhomogène au sein d’un processus de mélange. Pour ce
faire, l’étude emploie une formulation où le champ de densité est traité comme un scalaire actif de
l’écoulement incompressible. La complexité du problème a nécessité le développement d’une mé-
thode numérique de précision spectrale, notamment en utilisant une technique de précondionnement
originale pour assurer une intégration en temps d’ordre deux des équations discrètes.

Dans ce contexte, des analyses statistiques et spectrales des données obtenues à partir de simu-
lations numériques directes de turbulence isotrope à densité variable sont réalisées. L’objectif est de
déterminer si l’introduction d’un champ de densité inhomogène a un impact sur le comportement
observé dans le cas de la turbulence isotrope à densité constante.

Les résultats de cette étude mettent en évidence que l’introduction d’un champ de densité
inhomogène dans une turbulence isotrope induit des modifications significatives des caractéristiques
du champ de vitesse. Plus précisément, cette interaction conduit à la génération de structures de
plus petites échelles au sein de l’écoulement. De plus, un pic d’énergie est observé dans les plus
petites échelles du spectre d’énergie, attribué à une dynamique d’instabilité Rayleigh–Taylor.

Abstract

This study focuses on the turbulent dynamics of an incompressible flow characterized by signifi-
cant variations in density, representative of a low-speed atmospheric emission. Such flows are at the
forefront of 21st-century concerns, and their density-variable dynamics, which cannot be accurately
described by a Boussinesq-type approximation, remains largely unexplored.

The primary objective of this investigation is to analyze the behavior of isotropic turbulence
interacting with an inhomogeneous density field within a mixing process. To achieve this, the study
employs a formulation in which the density field is treated as an active scalar in the incompressible
flow. The complexity of the problem necessitated the development of a high-precision spectral
numerical method, including the use of an original preconditioning technique to ensure second-
order time integration of the discrete equations.

In this context, statistical and spectral analyses of data obtained from direct numerical simula-
tions of isotropic turbulence with variable density are conducted. The goal is to determine whether
the introduction of an inhomogeneous density field has an impact on the behavior observed in the
case of isotropic turbulence with constant density.

The results of this study highlight that the introduction of an inhomogeneous density field into
isotropic turbulence induces significant modifications in the characteristics of the velocity field.
Specifically, this interaction leads to the generation of smaller-scale structures within the flow.
Furthermore, an energy peak is observed in the smallest scales of the energy spectrum, attributed
to Rayleigh–Taylor instability dynamics.
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