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Résumé

Ce mémoire d’habilitation & diriger des recherches est consacré a I’étude mathématique et au
développement et a ’analyse de schémas numériques pour des modeles d’écoulements mono et mul-
tiphasiques, compressibles et incompressibles. Le mémoire est composé de deux parties. La premiére
partie est consacrée a ’étude des propriétés mathématiques ainsi qu’au développement et a ’analyse
de schémas numériques pour des modeles multiphasiques compressibles. Ce sont des systemes d’équa-
tions aux dérivées partielles de type Euler compressibles permettant de modéliser des écoulements
mettant en jeu un nombre arbitraire d’espeéces qui se trouvent dans différents états de la matieére (ga-
zeux, liquide, solide) ou des especes qui sont dans le méme état mais qui ont des propriétés chimiques
différentes (mélanges liquide-liquide non miscibles par exemple). Aprés avoir introduit les enjeux liés
a la modélisation de ces écoulements et les principes de développement des modeles considérés, qui
sont des modeles moyennés de type Baer-Nunziato, nous présentons les principales propriétés des mo-
deles (hyperbolicité, existence d’entropies mathématiques, symétrisabilité), puis nous développons un
schéma de relaxation a la Suliciu pour la partie convective des modeéles, schéma qui s’avere bien plus
précis et robuste que les schémas numériques pré-existants. La deuxiéme partie est consacrée au dé-
veloppement de schémas numériques permettant de traiter aussi bien des écoulements monophasiques
compressibles qu’incompressibles. Dans un premier temps, nous présentons les principales difficultés
liées a I'approximation numérique des écoulements faiblement compressibles, puis nous présentons une
classe de schémas numériques pour les modeles compressibles (Navier-Stokes et Euler compressibles)
qui restent stables et précis dans la limite incompressible. Les schémas considérés s’appuient sur une
discrétisation spatiale sur grilles décalées (les inconnues scalaires sont discrétisées aux centres des
mailles et les vitesses sont discrétisées aux faces) et sur une discrétisation temporelle semi-implicite de
type prédiction-correction de pression. Nous présentons des résultats assurant le caractere asymptotic
preserving dans la limite incompressible ainsi que des résultats de convergence de la solution numé-
rique vers la solution exacte pour les modeles de Navier-Stokes compressibles et incompressibles dans
la limite de pas de discrétisation qui tendent vers zéro.
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Introduction

Ce mémoire d’habilitation & diriger des recherches est ’occasion pour moi de faire le point sur les
quatorze années de recherche en mathématiques appliquées qui se sont écoulées depuis le début de
ma theése en octobre 2009 chez EDF R&D. Mes activités de recherche concernent les mathématiques
appliquées a la mécanique des fluides compressibles et incompressibles. Je me suis intéressé aussi bien
a la modélisation et a I'analyse de modeles permettant de décrire ces écoulements de fluides, qu’au
développement, a I’analyse mathématique et a la mise en ceuvre de méthodes numériques permettant
de simuler ces types d’écoulements.

Une premiere thématique importante de mes travaux de recherche est la modélisation et la simu-
lation numérique de mélanges multiphasiques compressibles. Ce sont des écoulements mettant en jeu
des espéces qui se trouvent dans différents états de la matiére (gazeux, liquide, solide). Si la princi-
pale application visée par mes recherches est I’étude des écoulements dans les circuits des centrales
nucléaires destinées a la production électrique frangaise (en particulier dans des configurations acci-
dentelles), les modeéles considérés et les schémas numériques développés peuvent étre mobilisés dans
d’autres contextes (transports d’hydrocarbures, volcanologie, etc...). Cette thématique de recherche
fait I'objet de la Partie I de ce mémoire.

Une autre thématique de recherche sur laquelle je travaille depuis mon post-doctorat a 1'Institut
de Radioprotection et de Streté Nucléaire (IRSN) est I’élaboration et l’analyse de méthodes d’ap-
proximations numériques permettant de simuler aussi bien des écoulements incompressibles que des
écoulements compressibles. En effet, des transitions entre ces types d’écoulements peuvent apparaitre
lors de configurations accidentelles (incendies, explosions..) et il est alors important de disposer de
méthodes permettant de faire des simulations dans ces deux régimes tres différents. Cette thématique
fait I'objet de la Partie II de ce mémoire.

L’objectif de cette introduction est de fournir une vue d’ensemble du contenu du mémoire.

Partie I : Modélisation, analyse et simulation numériques pour les
écoulements multiphasiques compressibles

Les écoulements multiphasiques compressibles sont des écoulements mettant en jeu des especes qui
se trouvent dans différents états de la matiere (gazeux, liquide, solide) ou des especes qui sont dans le
méme état mais qui ont des propriétés chimiques différentes (mélanges liquide-liquide non miscibles
par exemple).

Les applications visées dans l'industrie nucléaire concernent non seulement le fonctionnement no-
minal mais aussi et surtout les configurations accidentelles. On peut par exemple citer la crise d’ébul-
lition : il s’agit d’un accident hypothétique ou, suite a I'augmentation du flux thermique issu des
crayons de combustible nucléaire ou a une diminution du débit ou de la pression du fluide caloporteur
du circuit primaire, un film de vapeur peut se former a la surface externe de la gaine de combus-
tible refroidie par le caloporteur, ce qui provoque une réduction brutale de ’échange thermique et,
en conséquence, une augmentation rapide de la température de la gaine pouvant conduire a son en-
dommagement. La compréhension d’un tel phénomene nécessite des modeles d’écoulements diphasique
dont au moins 1'une des phases (la vapeur) est compressible. On peut également citer le phénomene
de I'explosion de vapeur : suite a un défaut d’évacuation de chaleur dans le coeur du réacteur, celui-ci
peut entrer en fusion créant un magma métallique appelé corium. Le contact des particules de corium
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avec 'eau (liquide) provoque alors une évaporation violente, la naissance d’ondes de choc et de détente
qui pourraient endommager la structure du réacteur. La compréhension d’un tel phénoméne nécessite
des modeles d’écoulements faisant intervenir au moins trois phases (solide ou liquide pour le corium,
liquide et gazeuse pour l'eau).

Il existe plusieurs manieres de modéliser mathématiquement des écoulements multiphasiques com-
pressibles. Une approche naturelle serait de faire une description microscopique de 1’écoulement : si une
zone de 1’écoulement est occupée par la phase k, supposée compressible, alors I’écoulement est locale-
ment régi par les équations d’Euler ou de de Navier-Stokes compressibles avec les données physiques
de la phase k. Il reste alors a modéliser les échanges thermodynamiques et les échanges éventuels de
masse aux interfaces entre les phases. Une telle approche est impossible a mettre en ceuvre en pratique
tant du point de vue de la modélisation, en raison de la diversité et de la complexité des écoulements
que du point de vue de la simulation numérique qui nécessiterait un cotit de calcul bien trop important.

Dans le but d’obtenir des modeles susceptibles d’étre approchés numériquement, il apparalt donc
nécessaire de simplifier la description locale instantanée. Une approche couramment utilisée consiste
a appliquer des opérateurs de moyenne sur des écoulements mettant en jeu plusieurs phases, régies
chacune par les équations de Navier Stokes monophasiques. On obtient alors des modeles de milieux
continus ou les inconnues sont des quantités phasiques moyennées, pondérées par le taux de présence
statistique de chaque phase.

L’un des modeles développé récemment ([29, 30]) pour les écoulements composés de N phases
compressibles non miscibles (et non visqueuses) est une généralisation du modele bifluide de Baer-
Nunziato [5]. Le modeéle est composé de N systémes de type Euler compressibles couplés par des
termes non conservatifs et des termes sources d’échanges thermodynamiques entre les phases. Il est
donné pour k=1,...N,t >0et x € R% d € {1,2,3} par :

Oy + V1(U) - Vay, = @ (U), (La)
O (Oékpk) + div (akpkuk) = Fk(U), (1b)
O (agprug) + div (apprur © uy) + V(arpr) + Z%}g P (U)Vaoy =Dy (U), (1c)
8t (OzkpkEk) + diV (akpkEkuk -+ akpkuk) — Z%]}: Pkl(U)atal = \I/k(U) (1d)

La quantité ay(t, x) est le taux de présence statistique de la phase k. C’est la probabilité de trouver la
phase k£ au temps ¢ dans un volume élémentaire autour du point x. Ces taux de présence statistiques
sont liées par la relation de saturation suivante :

N
Z ap = 1. (2)
k=1

Les quantités pi(t,x), Er(t,x) et ui(t,x) € R3 sont respectivement la masse volumique, 'énergie
totale et la vitesse moyennes de la phase k (pour & = 1,..,N). Les pressions pj sont les pressions
phasiques. Elles sont données par des lois d’état thermodynamiques en fonction des quantités phasiques
(pr> uk, Ey). On note U = (ag, agpr, g prtby, apprr By ) p=1,. N le vecteur des inconnues conservatives
de ce systeme. Les quantités

Vi(U), (Pt (U))1<k21<N,

sont appelées la vitesse et les pressions interfaciales. Elles sont déterminées a partir des inconnues
physiques U par des lois de fermeture algébriques, tout comme les quantités

qui sont des termes sources qui modélisent la dilatation des phases ainsi que les échanges de masse,
de quantité de mouvement (par exemple par frottement) et d’énergie entre les phases. Ces termes ont
notamment un effet de relaxation vers un équilibre thermodynamique entre les phases caractérisé par
I’égalité des pressions, vitesses, potentiels chimiques et températures de toutes les phases.



Le chapitre 1 est principalement dédié a la dérivation du modele bifluide de Baer-Nunziato (qui
est le modele (1) pour N = 2) a partir de la méthode de moyennisation statistique.

Dans le chapitre 2 on donne les principales propriétés de la partie convective du modele (1) (c’est-
a-dire le systéme correspondant a des termes sources nuls) a savoir :

1. L’invariance Galiléenne et I'invariance par rotation du systéme.

2. La faible hyperbolicité du systeme c’est-a-dire son hyperbolicité en dehors d’une zone dite de
résonance caractérisée par I’égalité entre la vitesse interfaciale V ;(U) et les vitesses acoustiques
des phases. On montre également que pour certaines lois de fermeture sur la vitesse interfaciale,
londe associée au transport des taux de présence statistique (voir I’équation (1a)) est linéaire-
ment dégénérée. Cette propriété permet de donner un sens aux produits non conservatifs dans le
cadre des solutions faibles. Les discontinuités de taux de présence sont alors définies grace a des
invariants de Riemann. Par ailleurs, c’est une propriété naturelle puisque dans le cas diphasique
(N = 2) par exemple, on s’attend a ce qu’une discontinuité initiale entre deux valeurs oy, ~ 0
et aq,gr ~ 1, qui traduit une interface entre deux zones quasi-monophasiques, soit préservée et
non épaissie au cours du temps.

3. Pour certaines lois de fermeture sur la vitesse et les pressions interfaciales, I’existence de lois de
conservation vérifiées par les solutions régulieres (de la partie convective) du modele (1) pour des
entropies mathématiques naturelles qui sont des fonctions convexes du vecteur U des inconnues
physiques. Cette propriété permet de sélectionner les solutions faibles admissibles et fournit un
critére de stabilité (non linéaire) pour les schémas numériques.

4. La symétrisabilité du systeme en dehors de la zone de résonance. On en déduit que le probleme
de Cauchy pour le systéme (1) est bien posé pour les solutions réguliéres au moins localement
en temps, pour des données petites et éloignées de la zone de résonance.

Le chapitre 3 est dédié au développement d’un schéma numérique de relaxation a la Suliciu pour
la partie convective du modele (1). Contrairement aux modeles diphasiques ou monophasiques, il
existe trés peu de schémas numériques permettant des approximations stables et précises des modeles
multifluides & plus de trois phases tels que (1). Les seuls schémas existants sont des généralisations du
schéma de Rusanov [6, 7].

Les applications visées, notamment dans I'industrie nucléaire civile, font intervenir des écoulements
fortement instationnaires et mettant en jeu des échelles de temps tres différentes. Il est donc nécessaire
de disposer de méthodes numériques extrémement stables et robustes. En particulier, il est important
de développer des méthodes assurant la positivité des masses volumiques et des énergies internes (ou
de maniére équivalente des masses volumiques et des températures) et pour lesquelles il est possible de
démontrer des inégalités d’entropie discretes. Un schéma numérique disposant de ces propriétés est le
schéma de Godunov qui s’appuie sur un solveur exact pour le probléeme de Riemann. Malheureusement,
en raison de la présence de champs non linéaires et du fort couplage entre les phases occasionné par
les termes non conservatifs, la résolution exacte du probléme de Riemann reste a ce jour un probléme
ouvert, et ce méme dans le cas bifluide N = 2.

L’idée des schémas de relaxation est la construction d’'un solveur de Riemann approché grice a
la technique d’approximation par relaxation dite d la Suliciu. Il s’agit de construire un solveur de
Riemann exact pour un systeme approché obtenu en relaxant les non linéarités des lois de pression. Le
systeme relaxé obtenu est un systeme, certes plus grand, mais dont les champs sont tous linéairement
dégénérés, ce qui rend la résolution du probléme de Riemann compliquée mais possible. On en déduit
alors un schéma de volumes finis défini par un solveur de Riemann approché (on parle de méthode
de Godunov approchée). Au cours de ma these, j'ai développé un schéma numérique par relaxation
a la Suliciu dans le cas du modele bifluide N = 2. J’ai ensuite étendu ce schéma au cas du modele
multifluide & N phases avec N arbitraire.

Dans ce chapitre 3, apres avoir rappelé quelques notions et propriétés du schéma de Godunov, on
présente la technique d’approximation par relaxation a la Suliciu dans le cas simple monophasique des



équations d’FKuler. On présente ensuite le développement du schéma numérique de relaxation pour le
modele multifluide & N phases, d’abord dans le cas barotrope, puis dans le cas (de la partie convective)
du systéme (1) en dimension un, et enfin dans le cas multidimensionnel. L’extension du schéma de
relaxation pour un modele triphasique similaire a (1) (avec N = 3) mais qui autorise la miscibilité de
deux des phases (par exemple pour modéliser un mélange eau liquide/eau vapeur/air) est également
abordée.

Le schéma de relaxation obtenu est un schéma de type volumes finis colocalisé (tous les degrés de
liberté sont attachés aux centres des cellules) qui a les propriétés suivantes :

1. Il garantit la positivité des taux de présence statistiques, des masses volumiques et des énergies
internes sous une condition CFL basée sur la vitesse des ondes acoustiques.

2. Les masses partielles de chaque phase, la quantité de mouvement totale (somme des quantités
de mouvement partielles de chaque phase) et I’énergie totale de mélange (somme des énergies
totales de chaque phase) sont discrétisées de maniére localement conservative.

3. Le schéma de relaxation satisfait, sous une condition sous-caractéristique appelée condition de
Whitham, des inégalités d’entropie qui sont des contreparties discretes des inégalités d’entropie
vérifiées par les solutions faibles admissibles de (1).

4. Le schéma de relaxation s’avere étre extrémement précis en comparaison avec le schéma de
Rusanov. Il est par ailleurs beaucoup moins coiiteux en temps de calcul a précision donnée que
le schéma de Rusanov, et ce malgré sa plus grande complexité. On observe par exemple sur un cas
test unidimensionnel pour lequel on connait la solution exacte, qu’il faut en moyenne dix fois plus
de temps de calcul au schéma de Rusanov qu’au schéma de relaxation pour atteindre le méme
niveau d’erreur sur une variable donnée. Pour un cas test tridimensionnel, cela correspondrait
A un coiit de calcul 10* fois plus grand pour le schéma de Rusanov que pour le schéma de
relaxation. La grande précision du schéma de relaxation compense donc largement sa relative
complexité par rapport au schéma de Rusanov.

Partie II : Méthodes numériques pour la transition compressible-
incompressible

Le nombre de Mach est un nombre sans dimension qui exprime le rapport de la vitesse locale
d’un fluide & la vitesse du son dans ce méme fluide. Lorsque ce nombre est tres petit, les effets des
compressions dues aux variations de pression peuvent étre négligés (sur un domaine infini par exemple,
les ondes acoustiques dont la propagation est treés rapide si le nombre de Mach est tres petit, sortent
rapidement de la zone d’intérét). Ainsi, en premiére approximation, un écoulement peut étre considéré
comme étant incompressible si le nombre de Mach est trés petit.

D’un point de vue applicatif, peuvent intervenir, dans de nombreuses configurations industrielles,
des transitions entre un écoulement incompressible ou faiblement compressible vers un écoulement
fortement compressible. C’est le cas par exemple lorsque 1’on étudie des situations accidentelles dans
le domaine de la stireté nucléaire. En fonctionnement normal, ’eau liquide du circuit primaire peut
étre considérée comme incompressible. Ce n’est que si un accident survient que des phénomenes com-
pressibles tels que la propagation d’ondes de chocs ne peuvent plus étre négligés. Il est alors essentiel
de disposer de méthodes numériques permettant de simuler des écoulements a tout nombre de Mach.

Afin de comprendre le comportement des fluides dans les régimes faiblement compressibles ainsi
que la limite singuliere des modeles de fluides compressibles vers les modeéles incompressibles, on
adimensionne les équations en introduisant des grandeurs caractéristiques de I’écoulement. Partant
du systeme de Navier-Stokes monophasique, compressible et barotrope, on obtient le systéme suivant
pour les grandeurs adimensionnées :

Op® + div(p°u®) =0, (3a)

1
O (ptu’) + div(p*u® @ u°) — pAu® — (u+ N)V(divu®) + ?Vp(pa) =0. (3b)



Les quantités p® > 0 et u® sont respectivement la masse volumique adimensionnée, et la vitesse du
fluide adimensionnée. La pression (adimensionnée) est donnée par une équation d’état barotrope en
fonction de la masse volumique adimensionnée. Le coefficient p est la viscosité du fluide (adimension-
née, c’est l'inverse du nombre de Reynolds) prise constante. Le coefficient A est tel que p+ A > 0. Le
parametre € est le nombre de Mach c’est-a-dire € = Uy /coo 00l Uy, est une vitesse caractéristique de
I’écoulement considéré et c, la vitesse du son caractéristique dans le fluide.

Formellement, lorsque que le nombre de Mach ¢ tend vers zéro, si p° — p et u® — wu alors, par
Iéquation de quantité de mouvement (3b) on a Vp(p®) = O(e2). A la limite on a alors p = p(t). Si
le fluide n’échange pas de masse avec l'extérieur (par exemple si le probléme est posé sur un domaine
Q borné avec des conditions aux limites de non pénétration sur la vitesse u®) on obtient que la masse
volumique limite p est constante en temps et en espace. En passant a la limite dans les deux équations,
on obtient alors le systéme des équations de Navier-Stokes incompressibles :

divu =0,

(4)
pou + pdiv(u @ u) — pAu + VII = 0,

o, formellement, on a IT = lim._, €%(p(ps) —p(p)).

Dans le chapitre 4, premier chapitre de la partie II, on commence par rappeler les principaux
arguments mathématiques permettant de justifier rigoureusement la convergence lorsque € tend vers
zéro des solutions faibles (d’énergie finie) du systéme de Navier-Stokes compressible adimensionné (3)
vers une solution du systéme de Navier-Stokes incompressible (4). Il est en effet primordial de bien
comprendre les mécanismes en jeu dans cette limite singuliere afin de pouvoir développer des méthodes
numériques stables et consistantes autorisant une gestion transparente de la limite du compressible
vers I'incompressible. Une propriété en particulier est mise en lumiere, et qui s’avére cruciale pour le
bon comportement des schémas numériques dans les régimes faiblement compressibles : la condition
inf-sup, ou de maniére équivalente 1’existence de 'opérateur de Bogovskii qui est un opérateur continu,
inverse de l'opérateur de divergence div : H{(Q)4 — L3(2) (ot L3(£2) est composé des champs scalaires
de carré intégrable et de moyenne nulle sur ).

On rappelle ensuite dans ce méme chapitre 4 les difficultés soulevées par 'approximation numérique
des écoulements faiblement compressibles. Ces difficultés relevent du domaine général des méthodes
numériques dites asymptotic preserving, c’est-a-dire des méthodes numériques reproduisant au niveau
discret une limite singuliere d’'un modele vers un autre dans la limite d'un parametre € tendant vers
zéro. Considérons par exemple un modele d’équations aux dérivées partielles dépendant d’un parametre
e > 0 et s’écrivant S(U®) = 0 (par exemple les équations d’Euler ou de Navier Stokes compressibles
avec € > 0 le nombre de Mach) dont les solutions (U¢).~( convergent (en un certain sens) lorsque ¢ tend
vers zéro vers une solution U d’un modele S°(U) = 0. On dira qu'une méthode numérique ShstWUk st) =
0 (ou h est le pas d’espace et 0t le pas de temps) pour le premier modele est asymptotic preserving si,
a discrétisation fixée (c’est-a-dire & h et dt fixés), les solutions discretes (U,EL s5t)e>0 convergent lorsque
€ tend vers zéro vers des solutions d’un schéma numérique 5’27 s5t(Un.st) = 0 stable et consistant pour le
modele limite SO(U) = 0. Bien évidemment le schéma numérique S5 5, (U, inst) = 0 doit également étre
stable et consistant avec le modele S¢(U¢) = 0. On s’intéresse donc ici a la fleche rouge du diagramme
de la Fig. 1 ci-dessous, diagramme que ’on souhaite étre commutatif.

Il est connu que sans correction particuliere, les schémas numériques les plus utilisés pour les
modeles compressibles ne sont en général pas adaptés a la simulation numérique des écoulements qui
sont dans des régimes ou le nombre de Mach € est tres petit, c’est-a-dire des régimes proches de
I'incompressible, et ce pour des raisons qui sont liées a la fois a la discrétisation temporelle et a la
discrétisation spatiale. Premiérement, concernant la discrétisation de la variable temporelle, pour des
raisons de simplicité et de précision, les schémas utilisés pour approcher les solutions des modeles
d’écoulements compressibles utilisent souvent des discrétisations explicites. La stabilité des solutions
implique alors une restriction du pas de temps ¢ par une condition CFL dictée par la vitesse des
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FIGURE 1 — Schémas numériques asymptotic preserving.

Ces schémas explicites ne peuvent donc pas rester stables lorsque le nombre de Mach ¢ tend vers zéro.
Il est donc nécessaire, pour s’affranchir de cette contrainte, de discrétiser de maniere implicite certains
termes qui deviennent raides dans les régimes a faibles nombres de Mach. Une deuxiéme limitation
dont souffrent les schémas classiques pour les modeles d’écoulements compressibles dans les régimes a
faible nombre de Mach est liée a la discrétisation spatiale. En général, ces schémas s’appuient sur un
arrangement colocalisé des inconnues discretes c’est-a-dire que tous les degrés de liberté sont attachés
aux centres des cellules du maillage. Cette discrétisation spatiale, qui est naturelle pour les modeles
compressibles, est la cause de deux “pathologies” numériques. Premiérement, le décentrement des flux
numériques dans I’équation de quantité de mouvement discrétisée introduit une diffusion numérique de
lordre de O(1/e). Cette diffusion numérique devient donc trop importante dans les régimes proches
de lincompressible. En particulier, une perte de précision est observée sur l'approximation de la
pression. Les variations de la pression autour de sa moyenne, qui doivent étre de I'ordre de O(?) sont
plutot de l'ordre de O(g). Deuxiemement, les discrétisations colocalisées ne vérifient pas un équivalent
discret de la condition inf-sup évoquée plus haut. Ceci a pour conséquence ’apparition éventuelle dans
les régimes faiblement compressibles de modes de pression parasites appelés modes en échiquier, qui
sont des champs de pression de moyenne nulle ou dans deux cellules voisines la pression prend des
valeurs opposées. Les schémas numériques colocalisés nécessitent donc des mécanismes de stabilisation
additionnels dans la limite incompressible.

Plut6t que de stabiliser dans les régimes des tres petits nombres de Mach les méthodes habituelle-
ment utilisées pour les modeles compressibles, une approche alternative consiste a partir de schémas
stables et consistants pour les modeles incompressibles a savoir des schémas s’appuyant sur

e une discrétisation temporelle semi-implicite basée sur des méthodes de prédiction-correction de
pression,

e une discrétisation spatiale sur grilles décalées ou les degrés de liberté de la pression sont attachés
aux centres des cellules d’un maillage et ceux de la vitesse sont attachées aux faces de ces cellules,

et d’étendre ces schémas numériques aux modeles compressibles.

Dans le chapitre 5, on décrit la discrétisation des équations de Navier-Stokes compressibles baro-
tropes sur grilles décalées. Les degrés de liberté des grandeurs physiques scalaires (masse volumique,
pression) sont situés aux centres des mailles d’un maillage dit primal tandis que les degrés de liberté
des vitesses sont situés aux faces. L’équation de conservation de la masse est discrétisée sur le maillage
primal a ’aide de techniques de volumes finis, tandis que 1’équation de quantité de mouvement est
discrétisée sur un maillage dual dont les cellules sont situées au voisinage des faces du maillage primal.
Dans cette derniere équation, les termes de diffusion sont discrétisés a 1’aide d’éléments finis de bas
degré (éléments finis de Crouzeix-Raviart ou de Rannacher-Turek) tandis que les termes de convec-
tion sont discrétisés par volumes finis. Nous présentons également dans ce chapitre les principales



propriétés des schémas obtenus, a savoir : une version discrete de la condition inf-sup qui assure la
stabilité et la précision des schémas dans les régimes faiblement compressibles (et incompressibles)
ainsi que des équations d’énergie cinétique et d’énergie totale discrétes dont découlent des propriétés
de stabilité non linéaire pour des pas de temps arbitrairement grands ou contraints par des conditions
CFL indépendantes des ondes acoustiques.

Dans le chapitre 6, on s’intéresse au caractere asymptotic preserving des schémas implicites ou semi-
implicites sur grilles décalées développés au chapitre 5, ¢’est-a-dire a la fleche rouge du diagramme (Fig.
1) ci-dessus. On étudie, a discrétisation fixée, la stabilité des solutions discretes et le passage a la limite
dans ces solutions pour deux limites incompressibles. La premiere limite est la limite incompressible
classique ol le nombre de Mach tend vers zéro dans la discrétisation pour les équations de Navier-Stokes
adimensionnées. La deuxiéme limite est la limite d’'un modeéle de congestion dite douce (qui modélise
un fluide compressible avec une contrainte maximale sur la densité) vers un modele de congestion dite
dure associant des zones compressibles (sans pression) ou la contrainte de densité maximale n’est pas
atteinte et des zones incompressibles ol la densité maximale est atteinte.

S’il était attendu que les schémas numériques sur grilles décalées aient les propriétés requises pour
assurer stabilité et précision dans la limite incompressible (ce que nous montrons dans le chapitre
6) il n’est pas évident a priori que ces schémas numériques ou les degrés de liberté des quantités
scalaires et des quantités vectorielles ne sont pas localisés aux mémes endroits, fournissent des solu-
tions discretes consistantes avec les solutions exactes. Dans le chapitre 7, on s’intéresse donc a des
résultats de convergence des solutions de certains schémas sur grilles décalées vers les solutions faibles
exactes des modeles discrétisés. On présente des résultats de convergence (a extraction de sous-suite
pres) des solutions discretes vers des solutions faibles des équations de Navier-Stokes compressibles
stationnaires avec des lois de pression barotropes de type gaz parfait, p(p) = ap?, avec v > % Enfin,
on donne également des résultats de convergence pour le modeéle de Navier-Stokes incompressible a
masse volumique variable (la masse volumique est advectée) dans un cadre instationnaire.
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Chapitre 1

Modeles bifluides moyennés pour les
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Les écoulements multiphasiques compressibles sont des écoulements mettant en jeu des espéces qui
se trouvent dans différents états de la matiere (gazeux, liquide, solide) ou des especes qui sont dans le
méme état mais qui ont des propriétés chimiques différentes (mélanges liquide-liquide non miscibles
par exemple).

Les applications visées dans l'industrie nucléaire concernent non seulement le fonctionnement no-
minal mais aussi et surtout les configurations accidentelles. On peut par exemple citer la crise d’ébulli-
tion : il s’agit d’un accident hypothétique ou, suite a 'augmentation du flux thermique issu des crayons
de combustible nucléaire ou & une diminution du débit ou de la pression du fluide caloporteur du circuit
primaire, un film de vapeur peut se former & la surface externe de la gaine de combustible refroidie par
le caloporteur, ce qui provoque une réduction brutale de I’échange thermique et, en conséquence, une
augmentation rapide de la température de la gaine pouvant conduire a son endommagement. La com-
préhension d’un tel phénomeéne nécessite des modeles d’écoulements diphasique dont au moins 'une
des phases (la vapeur) est compressible. On peut également citer 'accident par perte de réfrigérant
primaire (APRP) : c’est 1a aussi un accident hypothétique provoqué par une bréche dans Ienveloppe
du circuit primaire ; I’existence de cette breche entraine alors une chute de la pression dans le circuit
primaire et la propagation d’une onde de détente de vaporisation due a cette dépression. La encore,
il peut résulter d’un tel accident un échauffement des crayons combustibles qui doit rester limité afin
que I’endommagement du combustible ne mette pas en cause le refroidissement du coeur du réacteur
et évite sa fusion. Enfin, on peut citer le phénomene de 1’explosion de wvapeur : suite a un défaut
d’évacuation de chaleur dans le coeur du réacteur, celui-ci peut entrer en fusion créant un magma
métallique appelé corium. Le contact des particules de corium avec ’eau (liquide) provoque alors une
évaporation violente, la naissance d’ondes de choc et de détente qui pourraient endommager la struc-
ture du réacteur. La compréhension d’un tel phénomene nécessite des modeles d’écoulements faisant
intervenir au moins trois phases (solide ou liquide pour le corium, liquide et gazeuse pour l’eau).

Il existe plusieurs maniéres de modéliser mathématiquement des écoulements multiphasiques com-
pressibles. Une approche naturelle serait de faire une description microscopique de 1’écoulement : si
une zone de ’écoulement est occupée par la phase k, supposée compressible, alors ’écoulement est
localement régi par les équations d’Euler ou de Navier-Stokes compressibles avec les données physiques
de la phase k. Il reste alors a modéliser les échanges thermodynamiques et les échanges éventuels de
masse aux interfaces entre les phases. Une telle approche est impossible & mettre en ceuvre en pratique
tant du point de vue de la modélisation, en raison de la diversité et de la complexité des écoulements
que du point de vue de la simulation numérique qui nécessiterait un cotit de calcul bien trop important.
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292 CHAPITRE 1. MODELES BIFLUIDES MOYENNES

Dans le but d’obtenir des modeles susceptibles d’étre approchés numériquement, il apparalt donc
nécessaire de simplifier la description locale instantanée. Une approche couramment utilisée consiste
a appliquer des opérateurs de moyenne sur des écoulements mettant en jeu plusieurs phases, régies
chacune par les équations d’Euler ou de Navier Stokes monophasiques. On obtient alors des modeles
de milieux continus ou les inconnues sont des quantités phasiques moyennées, pondérées par le taux
de présence statistique de chaque phase.

En ce qui concerne les écoulements & deux phases, deux grandes classes de modeles moyennés,
(i.e. proposant des équations d’évolution pour les moments statistiques d’ordre un au moins) ont été
proposées dans la littérature depuis les années 1970 (voir parmi d’autres références les ouvrages [37,
23]). Une premiere classe correspond & une représentation homogene monofluide, décrivant essentiel-
lement les propriétés moyennes du mélange eau-vapeur (masse, débit, énergie), et éventuellement le
déséquilibre de titre masse. Les codes francais THYC (EDF), FLICA et GENEPI (CEA), sont basés
sur de tels modeles d’écoulements diphasiques. Une autre approche possible repose sur 1'utilisation
de 'approche a deux fluides, c’est le cas pour les codes CATHARE et NEPTUNE_ CFD (France) et
RELAP (Etats—Unis). Dans cette derniére formulation, les moments d’ordre un associés a la densité,
au débit, et & ’énergie sont prédits par des lois d’évolution pour chaque phase, le taux de présence
statistique de phase étant fourni par une équation d’évolution ou une fermeture algébrique. L’approche
monofluide permet d’éviter le recours a de nombreuses lois de fermeture, hormis sur le plan des lois
d’état thermodynamique et des transferts de masse interfaciaux. Les systémes fermés associés ont en
général une structure convective assez proche de celle des équations d’Euler, et I’on peut dans certains
cas (les plus simples) s’appuyer sur des résultats de caractérisation des solutions de ces équations.
Un inconvénient évident est qu’ils ne fournissent pas d’information précise et pertinente sur les dés-
équilibres de vitesse/pression/température entre phases. Enfin, dans les cas optimaux, 1’obtention de
solutions numériques raisonnablement proches de la convergence ne requiert pas obligatoirement des
maillages trés fins. Inversement, I’approche & deux fluides fournit a priori une représentation plus
fine de la réalité en prenant en compte des déséquilibres entre phases, mais elle nécessite de fournir
des lois de fermeture cohérentes (notamment par rapport a la caractérisation entropique) et suffisam-
ment renseignées (pour ce qui concerne les échelles de temps de relaxation par exemple). En outre, il
n’existe pas de consensus actuellement concernant la forme optimale des lois de fermeture des termes
de transfert interfacial, ou des échelles de temps de relaxation. Selon que ’on considére telle ou telle
loi de fermeture, les propriétés des modeles peuvent éventuellement différer.

Les modeles que nous considérons dans ce mémoire sont des modeles multifluides ot aucune hypo-
these d’équilibre entre les pressions des phases en présence n’est faite, non plus qu’entre les vitesses,
températures ou potentiels de Gibbs des phases. Dans le cas diphasique, ce type de modele fut par
exemple étudié par Ransom et Hicks [44] ainsi que Stewart et Wendroff [52]. L’évolution de l'inter-
face, identifiée a I’évolution des fractions statistiques est alors décrite par une équation aux dérivées
partielles supplémentaire. Cette loi est généralement une équation de transport avec terme source
ou la vitesse de transport est appelée vitesse interfaciale. Intervient également dans ces modeles une
pression interfaciale qui est possiblement différente des deux pressions phasiques. L’existence d’une
équation d’advection sur les taux de présence donne & ces modeles hors équilibre en pression la pro-
priété d’avoir une structure convective faiblement hyperbolique. Ils ne sont donc pas susceptibles a
priori de développer de fortes instabilités non physiques liés a l'existence d’une zone elliptique (en
temps-espace).

L’objectif de ce premier chapitre est de présenter, dans les grandes lignes, la dérivation des modeles
diphasiques bifluides en s’appuyant sur I’approche par moyennisation statistique.

1.1 Moyennisation statistique d’un écoulement diphasique

On considere un écoulement diphasique non visqueux composé de deux phases notées k = 1 et
k = 2. On suppose que les deux phases sont immiscibles, qu’il n’y a pas de vide, et qu’en tout
(t,x) € RT x R3, on sait quelle est la phase présente. On note O(t) C R? le domaine occupé par la
phase k et one note X(t) = 00;(t) = 00(t) la frontiere entre les deux phases.
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On suppose que dans le domaine O (t) C R3, I’évolution de la phase k est régie par les équations
d’Euler. En notant pi(t, x), ui(t, @), Ex(t,x) la masse volumique, la vitesse et ’énergie totale de la
phase k, on a pour k = 1,2, ¢t > 0 et & € O(t) :

Opr + div(prug) = 0,
O(prug) + div(prur ® ug) + Vi, = 0, (1.1)
Oi(prEy) + div(pr Erug + prug) = 0,

_ Jusl?

ol la pression est donnée par une loi d’état p, = @i (pr, ex) avec £ = =5 + ex. Un exemple de loi
d’état est donné par les lois de type stiffened gas :
pr = ok(prer) = (v — Dpkes — YePooks V& > 1, P > 0. (1.2)

Pour déterminer entierement I’écoulement diphasique, il reste a décrire la dynamique de la frontiere
3(t). On suppose que cette frontiere est suffisamment réguliere pour pouvoir définir ny le vecteur
unitaire normal a cette frontiere orienté par convention de la phase 1 vers la phase 2. On note également
ni = ny = —ny. On suppose que la vitesse de 'interface, notée vy, est colinéaire et de méme sens que
ny. On définit y; : RT x R? — {0, 1} la fonction caractéristique de la phase k :

)1 si x € O(t),
Xi(t @) = { 0 sinon.
On a alors, au sens des distributions :
VXk = —’I’Lk52, (13)
V(xef) =xkVf - frxds, VfeC'(R%R), (1.4)
Vxf) =xxVF—(f@np)ds, VfeC (R%R"),n>1, (1.5)
oixk = (vs - nx)dy, (1.6)
at(ka) = Xkatf + (’UE : nE)f5Z7 vf € Cl(Rngn)vn > L. (17)
Notons que (1.3) et (1.6) donnent, au sens des distributions :
8th + vy - VXk =0. (18)

La dynamique de l'interface est donc entierement encodée dans I’évolution de la vitesse vsy.

En multipliant (1.1) par i et en utilisant (1.3)-(1.7) pour faire des intégrations par parties, on
obtient que le mélange diphasique est régi par le systéme suivant : pour k = 1,2, t > 0 et © € R3 :

Oxk +vs - Vi =0,

Or(xkpr) + V- (Xkprur) = Trs,

Or(xkprur) + V- (xkprur @ ug) + V(Xkpr) — Pk VXe = upls,
Or(xkprEr) +V - ((prEr + pr)Xewr) + peixr = Hylys,

(1.9)

ou Hy = Ey + pr/pk est Uenthalpie de la phase k et

Fiy = pr(vs — ug) - ngdyx
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est le transfert de masse vers la phase k résultant du mouvement de l'interface X. A ce stade, le modele
n’est pas fermé. Il reste a spécifier ’évolution de la vitesse d’interface vy ou de maniere équivalente
I’évolution du transfert de masse I'yy,, par exemple en fonction des quantités thermodynamiques des
deux phases. Cependant, méme en supposant disposer d’une telle fermeture, la discrétisation d’un tel
modele dans le but de simuler numériquement des phénomenes diphasiques instationnaires tels que
ceux intéressant l'industrie nucléaire reste hors de portée en raison de la diversité et de la compléxité
topologiques des écoulements qui nécessiteraient une capacité de calcul infinie. Il est par ailleurs
extrémement difficile de discrétiser les équations de transport sur les fonctions caractéristiques xj de
maniere & préserver des valeurs de xj dans ensemble {0, 1}.

L’idée de la moyennisation est alors de contourner cette difficulté en se placant a une échelle
macroscopique ou ’observateur ne cherche plus un modele lui permettant de connaitre les détails mi-
croscopiques de ’écoulement mais un modele lui donnant acces a des quantités moyennes. Il existe
plusieurs types de moyennisations (moyenne statistique, moyenne volumique [37], intégration dans
la direction transverse d’un écoulement stratifié [44, 52],...). Notons qu’en général, ces procédés de
moyennisation sont formels et ne permettent pas une justification mathématique rigoureuse des mo-
deles bifluides en déséquilibre de pressions, vitesses, températures et potentiels de Gibbs. On peut citer
néanmoins un certain nombre de travaux récents permettant une dérivation rigoureuse de modeles bi-
fluides mono-vitesse visqueux, a partir de procédés d’homogénéisation des équations de Navier-Stokes
compressibles ou la masse volumique oscille (de plus en plus fortement) entre deux valeurs représentant
les masses volumiques des deux phases. [35, 12, 11, 10, 34, 9, 8, 36].

Nous allons décrire succinctement 'approche par moyennisation statistique qui est la plus couram-
ment utilisée [23].

A Déchelle macroscopique, un état observé peut correspondre & plusieurs états microscopiques
différents. Notons Q = {w;, ws, ..} un ensemble de réalisations microscopiques possibles de ’écoulement
correspondant & un méme état observé a 1’échelle macroscopique. On suppose que {2 est muni d’une
mesure de probabilités P.

)00 . Q. @ )e® 0 ™ o

Réalisation wq Réalisation wq

On note f(t,x;w) un champ physique (par exemple la masse volumique, la vitesse ou la pression,...)
pour la réalisation w € Q. On définit alors la moyenne statistique (f) du champ f comme l'espérance
de f pour la mesure P :

mmmzlj@mmwwy

On a alors les propriétés suivantes :

(f+9) =)+ (9, (fa) = (F){g) +((f = (Mg = (9
<8tf>:at<f>7 <axzf>:a:r:z<f>’ 1=1,..,3.

On définit ay(t, ) = (xk)(t,x) le taux de présence statistique de la phase k c’est-a-dire la proba-
bilité de trouver la phase k au point (t,z) € R x R3. On a naturellement que

ap € (0,1), az € (0,1), a1 +ag = 1.
On définit pg, Dk, Uy, et By par :

Pk =< XkPk >, Dk =< XkDk >, QPR UE =< XkPEWk >, kPrEr =< xkprEr > .
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En appliquant 'opérateur de moyenne (-) au systéme (1.9) on obtient :
dra1 + (vy) - Vag = 9,
O (anpr) + div(owpr ug) = Ty,
O (akpr uy) + div(owpy uk @ k) + V(ouwpr) — (pr) Vag = Dy,

O(axprEr) + div(ak(prEx + Pr) Bk) + (pr)Oray = ¥y,

¢ = —((vs — (vy)) - (Vxx — Vag)),
Ty = (Trs),

Dy = (urls) + ((pr — (1)) (VX — Vag)) + div(appr @ @ g — (xeprtr @ ug)), (1.10)

U = (Hilks) — (k. — (0x)) (Oexk — Ora)) + div(aw (k By, + Dr) @k — ((ox Bk + pr) xeur))-

On choisit alors comme inconnues du modele moyenné le taux de présence statistique aq de la
phase 1 ainsi que les masses volumiques, vitesses et énergies totales moyennes pg, Uy, Fr dans chaque
phase k, on obtient un modele moyenné d’inconnue

U = (a1, p1, a1, Bn, p2, Uz, Ba) € RM.
Pour fermer le modele, il faut alors

1. Spécifier le lien entre les pressions pg et les inconnues principales. Un choix possible est de
considérer des lois d’états thermodynamiques phase par phase :

Pk = ok (P, Br, — [wr]%/2)

ol gy, sont des fonctions données. On peut choisir par exemple des lois d’états thermodynamiques
de type stiffened gas telles que (1.2).

2. Spécifier en fonction des inconnues principales, des lois de fermeture pour (vy) la moyenne de
la vitesse de l'interface et pour la quantité (px) qui est la moyenne de la pression au niveau de
Iinterface entre les deux phases. On peut la aussi choisir des lois de fermeture algébrique ne
dépendant que du vecteur d’inconnues U :

(vs) =V (U), (pr) = Pr(U).

Lorsque 'une des phases, par exemple la phase 1, est présente en faible quantité et dispersée
dans l'autre phase qui est prépondérante, un choix classique de fermetures consiste a choisir pour
la vitesse d’interface la vitesse moyenne de la phase dispersée et pour la pression d’interface la
pression moyenne de la phase prépondérante : V ;(U) = uy, Pr(U) = pa.

3. Spécifier des lois de fermeture pour les termes apparaissant au second membre I'y, Dy et ¥ qui
représentent la moyenne des transferts de masse, de quantité de mouvement et d’énergie entre
les phases. La aussi on peut choisir des lois de fermeture algébrique ne dépendant que du vecteur
d’inconnues U :

(I)(U)7 Fk(U)’ Dk(U)’ ‘ljkz(U)

Ces lois de fermeture doivent garantir la conservation globale de la masse, de la quantité de
mouvement et de ’énergie totales. Elles doivent donc satisfaire

> Tw(U) =0, > Dy(U) =0, > W(U) =0.

k=1,2 k=1,2 k=1,2

On cherchera également a les déterminer de maniére a satisfaire un principe d’irréversibilité, en
accord avec le second principe de la thermodynamique.
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1.2 Le modéle bifluide de Baer-Nunziato

Le modele de Baer-Nunziato est un modele bifluide moyenné qui a pour inconnues physiques une
masse volumique moyenne pg(t, ), une vitesse moyenne ug (¢, x), une pression moyenne pi(t,x) et
une énergie massique totale moyenne Ej(t,x) pour chaque phase k € {1,2} ainsi que le taux de
présence statistique aq(t, ) qui indique la probabilité de présence de la phase 1 en @ a la date ¢ (avec
ags =1 — aj). C’est un modele qui permet de décrire un écoulement diphasique ou I'une des phases
(ici la phase 1) est dispersée dans l'autre phase (ici la phase 2).

Le modele s’écrit alors pour k € {1,2}, ¢t >0, z € R3 :
Orory + V[(U) -Va; =,
Oy(arpr) + div(agpruy) = Ty,
Or(agprur) + div(agprur, ® ug) + V(agpr) — Pr(U)Vay, = Dy,
Oy(anprEr) + div(onpr Eruy + agpruy) + Pr(U)0iog, = Yy,

(1.11)

avec

Vi(U) = u, Pr(U) = po.
La solution est a valeurs dans ’espace des états admissibles suivant :
)T

Qu = {U = (a1, a1p1, Q2pa, 1p1Ut, a2pats, a1pr B, aspeE)” € RY,

tel que 0 < o < 1, agpr > 0 et appr(Ey — |ug|?/2) > 0 pour tout k = 1,2}.

Les pressions sont données par des lois d’état thermodynamiques pour chaque phase k sous la
forme

pr = ©k(Pk €k)
ou e, est I’énergie interne spécifique de la phase k définie par la relation :
_ wf?
2

On suppose en outre que les lois de pressions phasiques vérifient le second principe de la thermody-
namique au sens ou pour chaque phase k, il existe un facteur intégrant positif 7y = Tx(pg,er) > 0
appelé température de la phase k, tel que la différentielle dsg(px, ex) définie par

Ey +er, ke{l,2}. (1.12)

Ty ds; = p—gdpk — deg,
Pk

soit la différentielle exacte d’une fonction s (px, ex) appelée entropie de la phase k (il s’agit de 'opposée
de 'entropie physique habituelle). On suppose également que 'application (7,ex) — sp(7; L ey) est
convexe (1 = pgl est le volume spécifique de la phase k). On montre alors que pour le couple
(Vi(U), Pr(U)) donné ci-dessus, les solutions régulieres de (1.11) satisfont les lois de conservation :

Ot(akprsk) + div(agprsgur) = 0. (1.13)
On a la propriété suivante sur les champs caractéristiques du modele de Baer-Nunziato.

Proposition 1.2.1. En dimension un d’espace et sans termes sources, le systéme (1.11) admet les
7 wvaleurs propres suivantes : uy (qui est double), uy — ci(pk,ex) pour k = 1,2, u + ci(pk, ex) pour
k=1,2 et us, ou

(ks €x)? = O Pk (Pis 1) + Pi(Pks €k)/ Pk Oey Pk (Pks €k)-
Si c(pr,er)? > 0, alors le systéme est faiblement hyperbolique dans le sens suivant : toutes les valeurs
propres sont réelles et les vecteurs propres & droite engendrent R” si et seulement si

lug — u1] # ca(p2; €2). (1.14)

Les champs caractéristiques associés aux valeurs propres up pour k = 1,2 sont linéairement dégénérés.
Les champs caractéristiques associés aux valeurs propres uy + ci(pg, ex) pour k = 1,2 sont vraiment
non linéaires.



1.2. LE MODELE BIFLUIDE DE BAER-NUNZIATO 27

Le systéeme de Baer-Nunziato (1.11) est un systéme non conservatif ce qui rend la définition des
solutions faibles ambigué deés lors que les taux de présence statistiques sont des fonctions discontinues.
Cependant, comme 'onde de vitesse u; est linéairement dégénérée, on peut, tant que le systeme est
hyperbolique (c’est-a-dire tant que (1.14) est vraie), définir les produits non conservatifs au niveau
des sauts de oy grace aux invariants de Riemann de cette onde.

On montre que les fonctions U — (a1p151)(U) et U — (agp2s2)(U) sont convexes. On sélectionne
alors les solutions faibles physiquement admissibles comme étant les solutions qui vérifient, au sens
faible, les inégalités d’entropie suivantes :

8t(akpksk) + div(akpkskuk) <0. (1.15)

Remarque 1.2.1. Le modéle de Baer-Nunziato peut-étre généralisé d d’autres fermetures pour le
couple vitesse et pression interfaciales de maniere a préserver le caractére linéairement dégénéré de
l'onde de vitesse Vi(U) et a assurer lexistence d’une équation d’entropie conservative permettant de
définir le produit non conservatif et de sélectionner les solutions faibles physiquement admissibles.
Considérons par exemple les fermetures suivantes qui ont été introduites dans [16] et [25] :

_ Xa1p1
xaip1 + (1 — x)aops

Pi(U) = BU)pr+ (1= BU)p2, - AU) = = ;(Ll(U);lJSQIJj‘)Z?U)T17

Vi(U) = pU)ur + (1 = p(U))ug,  u(U)

. x€{0,1/2,1}, (1.16)

(1.17)

ot Ty est la température de la phase k. On montre que l'onde de vitesse Vi(U) est linéairement dégé-
nérée et que les solutions réguliéres du systéme (1.11) satisfont la loi de conservation supplémentaire

om(U) +div(F(U)) =0,

avec N(U) = a1p1s1+agpass et F(U) = arprsiur + agpasaus, et les solutions faibles entropiques sont
les solutions faibles qui vérifient, au sens des distributions l'inégalité d’entropie :

din(U) + div(F(U)) < 0. (1.18)

D’autres fermetures sont proposées par Saurel et al. [}9], Abgrall-Saurel [1] et Papin-Abgrall [}3].
Dans ce cadre citons également les travaus de Gallouét et al. [24], Gavrilyuk-Saurel [26], Kapila et
al. [38, 39] ainsi que ceux de Coquel et al. [17].

Considérons a présent les fermetures des termes sources d’ordre zéro, qui sont en général choisis
de maniére a assurer un certain nombre de propriétés structurelles :

1. En I’absence de forces extérieures, les termes d’ordre zéro doivent assurer la conservation de la
masse totale, de quantité de mouvement totale ainsi que de 1’énergie totale si bien que

2 2 2
S TR(U)=0, ,> Dp(U)=0, et Y W (U)=0. (1.19)
k=1 k=1 k=1

2. Ces termes sources doivent étres compatibles avec l'inégalité d’entropie (1.18).
3. Les termes sources doivent préserver la propriété d’invariance par rotation du systéme.

Un choix usuel pour ces termes sources est le suivant. Le terme source ®(U) est un terme de relaxation
sur la différence entre les pressions p; — po. Il traduit I’expansion de la phase 1 si sa pression est
supérieure a celle de la phase 2. Les termes I'y(U), k € {1,2} sont des termes d’échanges de masse
entre les phases. Ces termes dépendent des températures et des potentiels chimiques pg(pg,ex) de
chaque phase qui sont définis par :

e = e + Pk + T Sg-
Pk
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Les termes Dy(U), k € {1,2} sont des termes d’échange de quantité de mouvement par friction
entre les phases. Ces termes de friction étant généralement proportionnels a la différence u; — uo, ils
agissent également comme des termes de relaxation sur la différence des vitesses. Enfin, les termes
U, (U), k € {1,2} modélisent les échanges d’énergie entre les phases. Notant u = (u; + u2)/2 et
W = u; - u2/2, un choix admissible pour ces termes sources est donné par

®(U) = 6p(p1 — p2);

Th(U) = (=1)*Or (1 /T1 — p2/T2),

Dk(U) = (—1)k@u(u1 - UQ) +ul',

UL (U) = (=1D)FOr(T) — Ty) + wl'y, + 1 - Dy,

ot ©p, Or, O, et O sont des termes positifs pouvant étre pris comme suit :

1 102
0, - -
P ™ Py’
op = L _(ep1)(aap)

1 (a1 p1 + azpz) Mo
o -1 (1p1)(azp2)

Ty 01p1 + agpe’

O 1 (a1p1C1)(a2p2C2)

;= )
7 a1p1C1 + azp2Cs

(1.24)

Les grandeurs 7,, 1, 7, et 77 sont des temps caractéristiques (en secondes) liés aux phénomenes de
relaxation en pression, potentiel chimique, vitesse et température. Py est une pression de référence. My
est une valeur de référence homogene a p/T. Le coefficient Cy, est homogeéne a une capacité thermique
massique.
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Dans une série d’articles fondateurs [29, 30, 42], les modeles bifluides de type Baer-Nunziato
présentés dans le chapitre précédent ont été étendus pour modéliser des écoulements multiphasiques
compressibles mettant en jeu plus de deux phases non miscibles. On présente ici la version sans termes
sources du modeéle ainsi que ses principales propriétés. Les termes sources modélisant les échanges de
masse, de quantité de mouvement et d’énergie entre les phases, sont similaires aux termes sources
pour le modele diphasique de Baer-Nunziato (1.20)-(1.21)-(1.22)-(1.23). Voir par exemple [6, 7] pour
leur définition précise dans le cadre de mélanges multiphasiques immiscibles.

Les travaux décrits dans ce chapitre font I’objet des publications suivantes :
1 F. CoQUEL, J.-M. HERARD, K. SALEH et N. SEGUIN. « A class of two-fluid two-phase flow
models ». In : 42nd AIAA Fluid Dynamics Conference and FExhibit. 2012, p. 3356.

2 F. CoQuUEL, J.-M. HERARD, K. SALEH et N. SEGUIN. « Two properties of two-velocity two-

pressure models for two-phase flows ». In : Communications in Mathematical Sciences 12.3
(2014).

3 K. SALEH et N. SEGUIN. « Some mathematical properties of a barotropic multiphase flow
model ». In : ESAIM : Proceedings and Surveys 69 (2020), p. 70-78.
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2.1 Le modele multifluide a N phases et ses propriétés

Soit N > 2. On considere le modele suivant pour I’évolution de N phases compressibles : pour
k=1,.,N,t>0etx cR3:

Orarg, + V](U) -Vai =0, (2.1a)
O (agpr) + div (agprug) = 0, (2.1b)
O (apruy) + div (agprpur @ ug) + V(agpy) + E%k Pu(U)Va; =0, (2.1¢)
O (oxprEx) + div (ogpr Epur, + agprug) + Vi(U) - Z%i Pu(U)Va; =0. (2.1d)

Comme pour le cadre diphasique, oy (t, ), pr(t, @), E(t, ) et ug(t,x) € R? sont respectivement la
fraction statistique, la masse volumique, I’énergie totale et la vitesse moyennes de la phase k (pour
k=1,..,N). Le vecteur d’état est recherché dans I’espace des phases suivant :
Quy = {U = (Oéh - ON-1,01P01, .-, ONPN, 1 P1UL, .., ENOPNUN,
E Ex)" € RV tel que 0 1
a1p1L, .., ANPN N) € 3 te que U < ay,..,any-1 <1,
arpr > 0 et agpr(Er, — |ugl?/2) > 0 pour tout k = 1, ..,N}.

Les fractions statistiques sont liées par la condition de saturation suivante, qui traduit le fait que les
phases en présence sont non miscibles :

N
> ap=1. (2.2)
k=1

On se donne une loi d’état thermodynamique pour chaque phase k comme suit

_ ug]

(pr>er) = pi(pr, ex), avec ey = Ej, 5

ou e est ’énergie interne spécifique de la phase k. Enfin, on suppose qu’il existe une température
Ty = Ti(pr, ex) > 0 telle que la différentielle dsg(px, ex) définie par

Tk dSk = %dpk — dek (2.3)
Pk
soit la différentielle exacte d’une fonction sg(pg,er). On suppose enfin que Papplication (7, er) —
Sk(Tl;l, ex) est convexe.
2.1.1 Invariance Galiléenne et invariance par rotation

Dans la suite, on considére des lois de fermeture pour la vitesse interfaciale V;(U) et les pres-
sions interfaciales Py (U) qui sont des combinaisons linéaires des vitesses phasiques d’une part et des
pressions phasiques d’autre part

N N
Vi(U) =3 0;(U)u;, > 0;U) =1,

— M (2.4)
Pu(U) = Bui(Upj, > Bu,y(U) =1

s =i

dont les coefficients 0;(U) et B ;(U) ne dépendent en fait que des fractions statistiques as, .., an—_1 et
des grandeurs thermodynamiques a savoir, les masses volumiques p1, .., py et les températures 11, .., T
(ou de fagon équivalente les énergies internes eg,..,ex). On montre alors que sous cette hypothese,
le modele multifluide (2.1) est invariant par rotation dans l'espace et par changement de référentiel
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Galiléen. Pour donner un énoncé précis de ce résultat, on écrit le systéme (2.1) sous forme vectorielle
(on laisse le soin au lecteur de déterminer les expressions des fonctions f;(U) et ¢;(U) pouri =1, ..,3) :

U + 0, f1(U) 4+ 0y fo(U) + 0. f3(U) + 1 (U)0,U + c2(U)0,U + c3(U)0,U = 0. (2.5)

Pour vg € R3 et Ry : R3 — R3 € SO(3) (Ry est une rotation de R3 ou une composition de
rotations), on considére le changement de variables

(' x') = (t, REx — vot).

On définit également R~! : Qp — Qp, U — U la transformation qui agit sur un vecteur d’état U en
gardant inchangées les quantités scalaires et en appliquant Ry puis la translation de vecteur vy aux
vitesses :

— — P T
ap = Q, Pk =Pk €k=2¢k Up=Ryup—vy, k=1,.,N.

On a le résultat suivant, qui traduit 'invariance du modele par changement de référentiel Galiléen
et par rotation dans R3.

Théoréme 2.1.1. On suppose que les lois de fermeture pour la vitesse interfaciale et les pressions
interfaciales sont de la forme (2.4). Soit U : R x R* — Qu, (t,x) — U(t,x) et soit U : RT x R® —
Qu, (' a") — U(t',x') définie par

U, &) = U(t, Rz — vot) :== RIU(t, Ro(x’ + vot)).

Alors U est solution de (2.5) si et seulement si U est solution de :

c%ﬁ + 3x/f1((,~7) + ay/fg(ﬁ) + 8z/f3((,~7) + Cl(ﬁ)ﬁwlﬁ + 62(6)8‘7/& + Cg(ﬁ)@Z/U =0, (2.6)

ot les fonctions f1, fo, f3 et c1, co, c3 sont inchangées.

Remarque 2.1.1.

1. Une preuve d’un résultat similaire peut étre trouvée dans [27] dans le cadre monophasique des
équations d’Fuler. Dans le cadre multiphasique, on peut trouver des preuves de l’invariance
de systémes similaires sous l'action du groupe des transformations dites objectives, dont les
transformations Galiléennes et les rotations constituent un sous-groupe, voir par exemple [51,

42].

2. La condition Zé\f:l 0;(U) = 1 est une condition nécessaire pour l'invariance par rotation du
systéme. L’égalité Zj'vzl Brij(U) = 1 découle d’une condition de consistance appelée realizable
interfacial pressure : lorsque les pressions phasiques sont d ’équilibre égales & une méme pression
p, les pressions d’interface doivent également étre égales a p (voir [32, Annexe A]).

3. L’invariance par rotation du systéme (2.1) a des conséquences importantes, notamment pour
Uapproximation numérique, puisqu’elle permet de construire de fagon simple des schémas nu-
mériques pour le modéle multi-D (2.1) a partir de schémas numériques pour la version unidi-
mensionnelle du modéle. Dans la suite de ce chapitre, on se restreint a énoncer les principales
propriétés de la version unidimensionnelle du modéle. Ces propriétés s’étendent naturellement
au modéle multidimensionnel (2.1). Le systéme unidimensionnel s’écrit, pour k=1,..,N, t >0

etx eR :
Ororg, + V](U)@mak =0, (2.7&)
O (awpr) + Oz (cprug) = 0, (2.7b)
Oy (akpkuk) + 0, (akpku% + Oékpk> + Z%}ﬁ Pkl(U)axal =0, (2.7(3)
O (apprEy) + 0x (g prExug + agprug) + Vi(U) Zl]\il Py (U)0zap = 0. (2.7d)

I£k
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L’inconnue U doit appartenir ¢ l'espace des états physiquement admissibles qui est donné par :

Qu = {U = (A1, ey AN—1, Q1P1, ooy AN PN, QLPIUL, -y AN PNUN,
T _
a1 By, anpnEy)T € RYTL tel que 0 < ay,.yan— < 1,

agpr > 0 et agpr(Er — (uk)2/2) > 0 pour tout k = 1, ..,N}.

2.1.2 Hyperbolicité du modéle unidimensionnel

L’une des principales propriétés des modeles multifluides de type Baer-Nunziato, c’est-a-dire des
modeles multifluides qui ne vérifient pas 1’équilibre des pressions, est leur caracteére (faiblement) hy-
perbolique. On a le résultat suivant :

Théoréme 2.1.2. Le systéme unidimensionnel (2.7) admet les 4N — 1 valeurs propres suivantes :
o1(U) = .. = on-1(U) = Vi(U), on—14x(U) = up — cx(pr,ex) pour k = 1,..,N, oan_145(U) =
up + cip(pr,ex) pour k=1,.,N et osny_14£(U) = u pour k =1,..,N, ot

k(P ek)® = Ope Dk (Pros ex) + Pk (Prs €k)/ Pt Oer, Pk (Pis €k)-

Si cr(pr,er)? > 0, alors le systéme (2.7) est faiblement hyperbolique sur Q dans le sens suivant :
toutes les valeurs propres sont réelles et les vecteurs propres d droite engendrent RN =1 si et seulement
St

\uk —V[(U)| #ck(pk,ek), Vk‘:2,..,N. (2.8)

Les champs caractéristiques associés aux valeurs propres osn_14+,(U) = ug pourk = 1,.., N sont linéai-
rement dégénérés. Les champs caractéristiques associés aux valeurs propres on_14+,(U) et ooy —14%(U)
pour k = 1,.., N sont vraiment non linéaires. De plus, le champ associé a la valeur propre Vi(U) est
linéairement dégénéré si la vitesse interfaciale Vi(U) est définie par l'une des fermetures suivantes :

N
XkOK Pk
VilU) =) 0p,(U)ug, 0x(U)=—F——— (2.9)
kz=:1 S XkQk Pk

ot x = (X1,.-,XN) est soit égal a l'un des vecteurs de la base canonique de RY, soit donné par
x = (1/N,..,1/N).

Remarque 2.1.2.

1. Dans le cas diphasique N = 2, on s’attend a ce qu’une discontinuité initiale entre deux valeurs
ar, = 0 et aggp = 1, qui traduit une interface entre deux zones quasi-monophasiques, soit
préservée et non épaissie au cours du temps. Il est donc naturel de rechercher des lois de fermeture
Vi(U) qui assurent le caractére linéairement dégénéré de l'onde de vitesse Vi(U) qui transporte
les fractions statistiques ay.

2. Le caractére linéairement dégénéré de l’onde de vitesse Vi(U) permet de donner un sens auz pro-
duits non conservatifs dans le cadre des solutions faibles. Les discontinuités de tauxr de présence
sont alors définies grace auz invariants de Riemann de cette onde.

3. Ce résultat donne une famille de lois de fermeture Vi(U) qui assurent le caractére linéairement
dégénéré de l'onde de vitesse Vi(U). Dans le cas Vi(U) = uy c’est un résultat connu depuis
longtemps. Le caractére linéairement dégénéré de l’onde pour la loi de fermeture (2.9) avec x =
(1/N,..,1/N) est démontré dans [16] pour le modéle diphasique et dans [29, 30] pour le modéle
multifluide. Mentionnons également que dans le cadre diphasique (N = 2) il existe une classe
un peu plus large de fermetures pour la vitesse interfaciale Vi(U) [17].

4. Lorsque la condition (2.8) n’est pas vérifiée, on dit que le systéme (2.7) est résonant.
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2.1.3 Entropies et convexité

La fermeture des pressions interfaciales Py (U) est motivée par la dérivation d’une loi de conser-
vation supplémentaire vérifiée par les solutions régulieres du systeme. En notant

N

U) = onkprsk, FalU) = cakprsiur, (2.10)
=1 k=1

on montre que les solutions réguliéres de (2.7) vérifient
omU) + 0, F,(U) + A(U,0,U) =0

ou

N —V N
AU,0,U) = Z u — Vi Zpk—sz )0z

On a le résultat suivant dont on peut trouver une preuve dans [30, Annexe G| dans le cas immiscible
a trois phases, et dans [31, 13] pour des modeéles multifluides & champs miscibles.

Proposition 2.1.3. On suppose que la vitesse interfaciale est donnée par l'une des lois de fermeture
(2.9). Alors il existe une unique famille de pressions interfaciales (Py(U))i<izr<n de la forme (2.4)
qui vérifie A(U,0,U) = 0 pour tout U. Ces pressions interfaciales sont des combinaisons linéaires
des pressions phasiques :

Py (U Z/Bkl,] )pi(pjs€j) (2.11)

dont les coefficients By j(U) ne dépendent que des fonctions 61(U),..,0n(U) définissant la vitesse
interfaciale Vi(U) (voir (2.9)) et des températures phasiques Ty, .., Tn.

Exemple 2.1.1. Supposons que Vi(U) = uy. Alors lunique famille de pressions interfaciales de la
forme (2.4) qui assure que A(U,0;U) = 0 est donnée par :

Pu(U) = pi(pi, 1), pourl=2,...N 2.12)
P (U) = pr(px, ex), pourk=2,..,.Netl=1,...N, | #k. ’

Dans ce cas précis, le systéeme (2.7) peut étre réécrit de la maniére suivante :

O + w1001 = 0,
O (a1p1) + Oy (a1prur) = 0,

N
O (1prur) + Oy (alpﬂt% + a1p1(p1, 61)) + > wilpr, e)dpoq =0,
1=2

N

; (a1prEn) + Oy (a1pr Evur + capi(pr, ex)un) + ur Y pi(pr, e1)pcq = 0,
1=2

et pour k=2,..,N :
Oy, + u 0z, = 0,
O (agpr) + Ox (agprug) = 0,
O (agpruk) + Oz (akpkui + agpr(pk, €k)) — pr(pks ex) Oz, = 0,
O (arxprEy) + 0x (arprErug + arpr(pr, ex)ur) — u1pk(pk, ex)Ozax = 0,

et on montre que les solutions réqulicres satisfont des équations d’entropie conservatives pour chaque
phase :

8t(akpk8k) + 8x(akpkskuk) =0, k=1,..,N. (2.13)
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On a le résultat suivant qui énonce la convexité des entropies phasiques comme fonctions de
I'inconnue principale U. Ce résultat fut d’abord démontré dans [19] pour le cas diphasique, puis dans
[47] pour le cas général & N phases.

Théoréme 2.1.4. Pour tout k = 1,.., N, l'entropie spécifique fractionnelle de la phase k définie par

(arprsk) : U — (arprsk)(U)

est une fonction convexre, mais non strictement convexe de U. Par conséquent, l’entropie totale de
mélange n(U) = Zszl arprsk(U) est également une fonction convexe mais non strictement convexe
de U.

Remarque 2.1.3. Il est remarquable que la convexité de l’entropie de mélange soit vraie pour toute
loi d’état admissible, c’est-a-dire qui vérifie (2.3) avec une fonction s, convexe en le couple (T, ex).
De plus, cette propriété s’étend au modéle multi-dimensionnel en raison de l’invariance par rotation
des équations.

La fonction n(U) étant convexe et satisfaisant une loi de conservation pour les solutions réguliéres,
il s’agit d’une entropie mathématique naturelle pour le systéme (2.7). On dira que les solutions faibles
entropiques (et donc physiquement admissibles) sont les solutions faibles qui vérifient 1'inégalité

Om(U) + 0, F,(U) < 0.

Remarque 2.1.4. Dans le cas particulier de la fermeture Vi(U) = uy et des pressions interfaciales
(Pri(U))1<ik<n données par (2.12), toutes les fonctions (agprsk)(U) sont des entropies naturelles.
On dira alors que les solutions faibles entropiques sont les solutions faibles qui satisfont, au sens faible,
les inégalités :

O(awprs)(U) + Ox(arprsiur)(U) <0,  k=1,.,N.

2.1.4 Symétrisabilité du systéme

Définition 2.1.1. On dit que le systéme (2.7) est symétrisable s’il existe un C*-difféomorphisme
RN 5 RN=1 7 s U, une matrice symétrique définie positive P(U), et une matrice symétrique
Q(U) tels que les solutions réguliéres de (2.7) satisfont :

PU)OU + QU) DU = 0.

La symétrisabilité est une propriété plus forte que ’hyperbolicité. Elle permet, a ’aide d’un théo-
reme de point fixe de Leray-Schauder de montrer que le probléeme de Cauchy est bien posé localement
en temps pour des données initiales réguliéres (voir [41]). Un systéme convervatif possédant une en-
tropie strictement convexe peut étre symétrisé en choisissant pour P(U) la hessienne de ’entropie.
Comme le systéme (2.7) n’est pas conservatif et que I'entropie de mélange n(U) définie en (2.10) n’est
pas strictement convexe, on ne peut utiliser sa matrice hessienne pour démontrer la symétrisabilité
du systeme (2.7). Cependant, on peut construire d¢ la main une matrice symétrique définie positive
P(U) qui symétrise le systéme. L’idée est de s’appuyer sur les variables de symétrisation des équations
d’Euler monophasiques qui sont (ug, pg, si). Le résultat suivant fut d’abord démontré dans [19] pour
le cas diphasique, puis dans [47] pour le cas général & N phases.

Théoréme 2.1.5. On suppose les lois de fermetrures Vi(U) = uy et (Py(U))i<izk<n données par
(2.12). Alors le systéme (2.7) est symétrisable sous la condition de non résonance (2.8).

Notons que 1a encore, la propriété de symétrisabilité du systéme (en dehors des zones de réso-
nance) est vraie pour toute loi d’état admissible et s’étend au modéle multi-dimensionnel en raison de
I'invariance par rotation des équations.
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2.2 Le modele multifluide a N phases barotrope

Le modele multifluide barotrope est un modele dont les inconnues physiques sont oy (¢, ), pr(t, x),
et ug(t, ), la fraction statistique, la masse volumique et la vitesse moyennes de la phase k (pour k =
1,.., N). Les pressions phasiques ne dépendent que de la masse volumique de la phase correspondante.
Les lois d’états sont donc données par des fonctions :

ok — Pk (Pk)

que l'on suppose strictement croissantes. Le modele, composé de 5N — 1 équations, s’écrit pour k =
1,.,N,t>0et zcR?

Oray, + V[(U) -Vai =0, (2.14&)
Oy (Odkpk) + div (ozkpkuk) =0, (2.14b)
O (apprug) + div (agprur @ ug) + V(agpr) + Z%}g Py (U)Va; =0, (2.14c)

avec la contrainte de saturation : N
Z ap = 1.
k=1
L’espace des états physiquement admissibles est défini par
Qu = {U = (U1, ooy AN_1, Q11 o, ANPN, Q11U -y N pNuy) | € RV
tel que 0 < aq,..,an—1 < 1 et agpr > 0 pour tout k =1, ..,N}.

La version unidimensionnelle du modele s’écrit, pour k=1,..,. N,z € Ret t > 0

Oy, + Vi(U) 0, = 0, (2.15a)
O (okpr) + Oz (cwprur) = 0, (2.15D)
O (agprug) + Oy (ozkpku% + Oékpk) + Z%i P (U)0yaq = 0. (2.15¢)

Ce systéme a des propriétés mathématiques similaires au systéme non barotrope (avec équations
d’énergie) : invariance par rotation et par changement de référentiel Galiléen, hyperbolicité, existence
d’une entropie mathématique convexe (qui ici est homogene a une énergie), symétrisabilité. La pro-
priété d’invariance s’exprime de maniére identique au cas non barotrope. On énonce ci-dessous les
propriétés d’hyperbolicité, 'existence d’une entropie convexe et la symétrisabilité du modele baro-
trope. On renvoie a [19, 47] pour les preuves de ces résultats.

2.2.1 Hyperbolicité du modele a N phases barotrope unidimensionnel

Théoréme 2.2.1. Le systéme (2.15) est faiblement hyperbolique sur Qy. Il admet les 3N — 1 valeurs

propres réelles suivantes : 01(U) = .. = ony_1(U) = Vi (U), on—14%(U) = ugp—ci(pr) pourk =1,..,N et
ooN-14+k(U) = up+ci(pr) pourk =1,.., N, ot cp(pr) = \/P)(pr). Les vecteurs propres correspondants

R?)Nfl

engendrent [’espace st et seulement si

‘V](U) - ’U,k’ 7& Ck(pk), Vk = 2, ..,N. (2.16)

Les champs caractéristiques associés auzx valeurs propres on_14+x(U) et oony_14k(U) pour k =1,.., N
sont vraiment non linéaires. De plus, le champ associé da la valeur propre Vi(U) est linéairement
dégénéré si la vitesse interfaciale Vi(U) est définie par l'une des fermetures

N
Xk Pk
V[(U) = E Gk(U)uk, Qk(U) = —— (2.17)
k=1 2521 XkCQk Pk

ot x = (x1,.,XN) est soit égal a l'un des vecteurs de la base canonique de RY, soit donné par
x = (1/N,.,1/N).
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2.2.2 Energies et entropies mathématiques

Les lois de fermeture des pressions interfaciales (P(U))1<ps<n sont déterminées de maniere a
imposer une loi de conservation supplémentaire pour les solutions régulieres. On définit les énergies
internes spécifiques e, comme des fonctions déterminées a partir des lois de pressions par la relation
el (pr) = pr(pr)/p3. L'énergie totale de la phase k est alors définie par

up
Ey = 5 T ex(pr)-

On définit enfin I’énergie totale de mélange et son flux par :

N N

n(U) =Y appeEr,  Fy(U) = > (awprpErur, + arpr(pr)u) - (2.18)
=1 P

On montre que pour une fermeture sur la vitesse interfaciale V;(U) donnée par (2.17), il existe une
unique famille de pressions interfaciales (Py(U))i<kxi<n de la forme (2.4) telles que I’évolution de
I’énergie totale soit régie par une loi de conservation :

om(U) + 0, F,(U) = 0.
Exemple 2.2.1. Dans le cas des lois de fermetures suivantes pour les vitesse et pressions interfaciales

Pll(U) :pl(pl)7 pourle,..,N

ViU) =u, et P (U) = p(pr), pourk>2etl=1,..,N,1#k, (2.19)
le systéme (2.15) peut étre réécrit de la maniére suivante :
Ora1 + w1000 = 0,
O (1p1) + 0z (1prur) = 0,
N
O (1prur) + Oy (Oéll)lU% + aip (Pl)) + > pilp1)dzay =0,
1=2
et pourk=2,..,N :
Oy, + w100, = 0,
O (akpr) + Ox (arprug) =0,
O (o prur) + Oy (Oékpkui + Oékpk(/?k)) — pr(pr)Ozay = 0,
et on montre que les solutions réguliéres de (2.15) satisfont :
O (c1p1E1) + 0x (a1p1 Eyug + arpr(pr)ur) + ur Siv o pi(p1)deay = 0, (2.20)
O (akprEk) + Op (aprEruk + capr(pr)ur) — uipk(pr) 0z, =0,  k=2,.,N. (2.21)
En sommant pour k = 1,..,N, on voit que les solutions réguliéres de (2.15) vérifient une loi de
conservation supplémentaire portant sur l’énergie totale de mélange :
om(U) + 0,F,(U) = 0. (2.22)

On a le résultat de convexité suivant :

Théoréme 2.2.2. Pour tout k =1,.., N, l’énergie spécifique fractionnelle de la phase k, définie par
(cxprBr) : U (owprEr)(U),

est une fonction convexe, mais non strictement convere de U. Par conséquent, ’énergie totale de
mélange n(U) est également une fonction (non strictement) conveze de U.

On peut donc utiliser ’énergie totale de mélange comme une entropie mathématique du systeme.
On appellera solutions faibles entropiques de (2.15) les solutions faibles qui satisfont, au sens faible,
I'inégalité

om(U) + 0, F,(U) <0. (2.23)
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2.2.3 Symétrisabilité du modele barotrope

On a le résultat suivant, dont la preuve est analogue au cas non barotrope.

Théoréme 2.2.3. On suppose que les lois de fermeture sur les vitesse et pressions interfaciales sont

données par (2.19). Alors le systéme (2.15) est symétrisable tant que la condition de non résonance
(2.16) est vérifiée.
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Dans ce chapitre, on s’intéresse au développement de méthodes numériques pour approcher les
solutions faibles entropiques des modeles multifluides & N phases présentés dans le chapitre précédent.
Concernant ’approximation numérique des modeles bifluides de type Baer-Nunzioto (lorsque N = 2), il
existe une importante littérature. On peut citer par exemple des solveurs basés sur le probleme de Rie-
mann exact ou approché comme ceux proposés par Schwendeman et al. [50], Deledicque-Papalexandris
[22], Saurel-Abgrall [48], Ambroso et al. [3, 4], Thanh et al. [54, 55|, Karni-Hernandez-Duenas [40],
Tokareva-Toro [56]. Ait-Ameur et al. [2] proposent un schéma numérique implicite-explicite basé sur
un splitting entre les phénomeénes de transport et les phénomeénes acoustiques. On peut également
citer des schémas numériques basés sur des discrétisations sur grilles décalées [21].

Concernant les modeles multifluides a plus de trois phases en revanche, la littérature numérique
est beaucoup moins abondante. Les seuls schémas existants sont des généralisations du schéma de
Rusanov [6, 7].

Les applications visées, notamment dans I'industrie nucléaire civile, font intervenir des écoulements
fortement instationnaires et mettant en jeu des échelles de temps tres différentes. Il est donc nécessaire
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de disposer de méthodes numériques extrémement stables et robustes. En particulier, il est important
de développer des méthodes assurant la positivité des masses volumiques et des énergies internes (ou
de maniere équivalente des masses volumiques et des températures) et pour lesquelles il est possible de
démontrer des inégalités d’entropie discretes. Un schéma numérique disposant de ces propriétés est le
schéma de Godunov qui s’appuie sur un solveur exact pour le probleme de Riemann. Malheureusement,
en raison de la présence de champs non linéaires et du fort couplage entre les phases occasionné par
les termes non conservatifs, la résolution exacte du probléme de Riemann reste & ce jour un probleme
ouvert, et ce méme dans le cas bifluide N = 2.

Une approche fructueuse est la construction d’un solveur de Riemann approché grace a la technique
d’approximation par relaxation dite d¢ la Suliciu. Il s’agit de construire un solveur de Riemann exact
pour un systeme approché obtenu en relaxant les non linéarités des lois de pression. Le systéme relaxé
obtenu est un systeme, certes plus grand, mais dont les champs sont tous linéairement dégénérés,
ce qui rend la résolution du probleme de Riemann compliquée mais possible. On en déduit alors un
schéma de volumes finis défini par un solveur de Riemann approché (on parle de méthode de Godunov
approchée). Au cours de ma these, j’ai développé un schéma numérique par relaxation a la Suliciu
dans le cas du modele bifluide N = 2. J’ai ensuite étendu ce schéma au cas du modeéle multifluide a
N phases avec N arbitraire.

Dans ce chapitre, aprés avoir rappelé quelques notions et propriétés du schéma de Godunov, je
présente la technique d’approximation par relaxation a la Suliciu dans le cas simple monophasique des
équations d’Euler. Je présente ensuite le développement du schéma numérique de relaxation pour le
modele multifluide a N phases.

Les travaux décrits dans ce chapitre font I’objet des publications suivantes :

1 J. BussAc et K. SALEH. « Numerical Simulation of a Barotropic Two-Phase Flow Model with
Miscible Phases ». In : Finite Volumes for Complex Applications X— Volume 2, Hyperbolic and
Related Problems. Cham : Springer Nature Switzerland, 2023, p. 63-71.

2 F. COoQUEL, J.-M. HERARD, K. SALEH et N. SEGUIN. « A Robust Entropy-Satisfying Finite Vo-
lume Scheme for the Isentropic Baer-Nunziato Model ». In : ESAIM : Mathematical Modelling
and Numerical Analysis 48.1 (2014). 42 pages, p. 165-206.

3 F. CoQUEL, HERARD, J.-M. et K. SALEH. « A Positive and Entropy-Satisfying Finite Volume
Scheme for the Baer-Nunziato Model ». In : Journal of Computational Physics 330 (2017),
p. 401-435.

4 J.-M. HERARD, O. HURISSE, A. MORENTE et K. SALEH. « Application of a two-fluid model
to simulate the heating of two-phase flows ». In : Finite Volumes for Complex Applications
VII-Elliptic, Parabolic and Hyperbolic Problems : FVCA 7, Berlin, June 201/. Springer, 2014,
p. 857-864.

5 K. SALEH. « A relaxation scheme for a hyperbolic multiphase flow model - Part 1 : Barotropic
EOS ». In : ESAIM : M2AN 53.5 (2019), p. 1763-1795.

3.1 Rappels sur le schéma de Godunov
On considere le probleme de Cauchy

o U + 8zf(IU) =0, t>0, zeR, (3 1)
U(z,0) = Up(z), z €R, ’
d’inconnue U : (t,2) — Qu C R% L’ensemble Qy correspond & des contraintes d’admissibilité sur la
solution qui peuvent étre par exemple des contraintes de positivité sur certaines composantes de U.
On suppose que le systéme est hyperbolique c’est-a-dire que le flux f : Quy — R? est régulier et que la
matrice V f(U) est diagonalisable dans R de valeurs propres o;(U), i = 1, ..,d. On suppose en outre
qu’il existe une entropie mathématique pour ce systéme c’est-a-dire une fonction convexe 7 : Qy — R
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et une fonction 7, : Quy — R telles que les solutions régulieres de (3.1) satisfont la loi de conservation
supplémentaire

om(U) + 0, F,(U) = 0. (3.2)
On appelle solution faible entropique de (3.1) une solution faible qui satisfait, au sens faible, I'inégalité
d’entropie

on(U) + 0, F,(U) <0. (3.3)

On suppose enfin que 'on peut calculer la solution faible entropique (supposée unique) du probléme
de Riemann, c’est-a-dire du probléme de Cauchy avec la donnée initiale discontinue

) Uy siz<0,
UO(”“"){ Up siz >0,

ou (U, Ug) € Q%. On suppose que cette solution, qui est alors nécessairement auto-semblable et que
I’on notera

U(t, ) = U ex (f;tUL,IUR) . 1>0, €R,

est composée par des états constants séparés par un nombre fini d’ondes (de choc ou de détente) se
propageant & des vitesses qui sont majorées par la quantité

A = max max(|ai([UL)|, ’O-Z([UR)D

i=1,.,
En particulier, si z/t < =\, on a U(¢t,z) = Up et si z/t > A\, on a U(t,z) = Ug.

On cherche a approcher les solutions faibles entropiques de (3.1). On se donne des pas de temps et
d’espace At et Ax supposés constants pour simplifier. L’espace est partitionné en cellules R = ;7 C;
ou C; = [xj_;,a:j+;[ avec ;1 =+ )Ax pour tout j dans Z. On introduit les temps dlscrets

2 2

t" = nAt, n € N. La solution approchée au temps t" est une fonction constante par morceaux
Ua(t",z) dont la valeur sur la cellule C; est notée U} € Qy :

"x)= ZU?]ICJ. (x), z €R.
JEZ
On initialise le schéma en posant
.1

1 Ty 1
0 _ J .
U; = Az /x * Up(z)dz, Jj €.

|
=

Le schéma de Godunov est un schéma itératif permettant de calculer, en deux étapes, ’approximation
constante par morceaux au temps t" 11, (U?H) jez, a partir de 'approximation constante par morceaux
au temps t", ([U;?)jez.

Etape 1 : La premiére étape consiste a résoudre (3.1) pour ¢ €]t”,t"T![ avec la donnée initiale

constante par morceaux Uy = Ua (t", -). Pour les petits temps, la solution est obtenue en superposant

les solutions des problémes de Riemann issus des discontinuités aux interfaces T; 1, ] € 7Z entre les
2

cellules. Ainsi, si le pas de temps At est suffisamment petit de maniére a satisfaire la condition CFL

At 1
max max |UZ(U”)|—:E <3 (3.4)

alors les ondes issues des diverses solutions des problemes de Riemann n’interagissent pas avant le
temps t = t"*1 et la solution au temps t"*! est donnée par

X — .le
tn+1 x Z[URex ( At 2 U?,Un ) ]l]arj,ijrl[(‘T)’ x € R,
JEZ

oux; = jAz, j € Z.
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n+1
Uj
I I
I I
I I
| |
| |
| |
| |
| |
I I
I I
I I
n n n
Uj—l | Uj [ Uj+1
1 } 1 > T

Etape 2 : La deuxiéme étape permet de revenir a une approximation constante par morceaux au
temps t"*! en calculant les moyennes de la fonction U(#"*!, z) issue de la premiere étape sur les

cellules Cj :

1 T. 1
Ut = A76/ TRyt p)de, e Z.
X .
J

1
2

En particulier, on obtient que si I’espace des états admissibles Qy est un convexe de R?, alors U?H € Qu
pour tout j € Z.

Ecriture sous la forme d’un schéma volumes finis conservatif : Le schéma de Godunov
peut se mettre sous la forme d’un schéma de volumes finis conservatif explicite. En effet, comme la
fonction U(t, ) considérée a I’étape 1 est la solution faible entropique du probléeme de Cauchy (3.1)
pour la donnée initiale constante par morceaux Uy = Ua(t",-), en intégrant le systéme (3.1) sur
]t”,t”“[x]xj_%,a:ﬁ%[ on montre que :

At
Ut = U7 - = (B(U}, Uy) - F(UG,, U)) (3.5)
ot le flux numérique est défini (la fonction & — f(Ur ex (§; UL, Ug)) est continue en zéro en raison de

la condition de saut de Rankine-Hugoniot) par
F(UL,Ur) = f(Ur.ex (0; Uz, Ug)).

Ce flux numérique est consistant avec le flux physique au sens ou F'(U,U) = f(U) pour tout Q. De
méme, en intégrant I'inégalité d’entropie (3.3) sur ]t",t”+1[x]xj_%,:vj+%[, on montre que la solution
discrete satisfait I'inégalité d’entropie discrete suivante :

" " At
(U5 < n(U;

D=y (CU3LU7) = G(US, 1)) (5.6)

ou le flux d’entropie numérique peut étre pris égal a :
G(Us,Ug) = Fy (Un,ex (075 Uz, Ur) ).

La aussi, ce flux d’entropie numérique est consistant avec le flux d’entropie physique au sens ou
G(U,U) = F,(U) pour tout U € Qy.

Le schéma de Godunov est un trés bon schéma numérique (d’ordre un) des lors que la solution
UR,ex (z/t; U, Ug) générique du probleme de Riemann est relativement facile a calculer. I est robuste
au sens ou il permet de préserver les contraintes d’admissibilité telles que la positivité d’une des
composantes de U. Il vérifie une propriété de stabilité non linéaire découlant de I'inégalité d’entropie
discréte (3.6). Enfin, le caractére conservatif de ce schéma et de I'inégalité d’entropie discréte permet
de montrer que le schéma vérifie la consistance au sens de Lax-Wendroff : si la solution du schéma
converge (pour des topologies suffisamment fortes) lorsque At, Az — 0 vers une fonction, alors cette
fonction est une solution faible entropique de (3.1).
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Lorsque la solution exacte du probléme de Riemann ne peut étre calculée, ou ne peut étre calculée
sans occasionner une lourde complexité numérique, une stratégie usuelle consiste a construire un
schéma de volumes finis conservatif a partir d’'un solveur de Riemann approché, qui est une solution
approchée Ug app (2/t; Ur, Ug) du probléeme de Riemann pour (3.1). La fonction Ug app est en général
une solution simplifiée, qui contient par exemple un petit nombre d’ondes simples (par exemple,
uniquement des discontinuités comme pour le schéma de Roe) et le schéma qui en résulte est un
schéma de Godunov approché. On peut citer par exemple les schémas de Rusanov, HHL (ou encore
HLLC pour les équations d’Euler), de Roe ou de VF-Roe qui entrent tous dans le cadre des schémas
de Godunov approchés. Certains de ces schémas jouissent des mémes propriétés de robustesse et de
consistance avec 'inégalité d’entropie que le schéma de Godunov. Ils sont cependant plus simples a
mettre en ceuvre.

3.2 Schéma de relaxation a la Suliciu pour les équations d’Euler

En raison de la présence de termes non conservatifs qui entrainent un fort couplage entre les phases
et de la présence d’ondes acoustiques non linéaires, la résolution explicite du probleme de Riemann
pour les modeles multifluides présentés au chapitre précédent est un probléme ouvert, méme dans le
cas diphasique N = 2, ce qui rend inopérant le schéma de Godunov. On cherche donc a développer un
solveur de Riemann approché pour le probléeme de Riemann a 'aide de la méthode d’approximation
par relaxation a la Suliciu. Il s’agit d’approcher le modeéle multifluide par un systéme d’EDP plus
grand partiellement linéarisé, dit systéme relaxé, qui restitue le modele de départ dans la limite d’un
petit parametre tendant vers zéro. On construit alors un solveur de Riemann exact pour le systéme
relaxé, pour lequel le probléeme de Riemann est relativement facile a résoudre, et on en déduit un
solveur de Riemann approché pour le systeme de départ.

Remarque 3.2.1. Schwendeman et al. [50] ont certes développé un schéma numérique s’ appuyant sur
la solution exacte du probléme de Riemann pour le modéle de Baer-Nunziato (sans termes sources),
mais celle-ci est calculée numériquement da partir de la résolution d’un point five portant sur un systéme
d’équations non linéaires. En particulier, il n’existe pas de résultat mathématique qui assure l’existence
de la solution du probléme de Riemann pour toute donnée initiale, ni la convergence de la méthode
itérative permettant de calculer cette solution.

On présente dans cette section la méthode de relaxation a la Suliciu dans le cas simplifié des
équations d’Euler. La section suivante sera consacrée a l’extension de la méthode au modele multi-
fluide. Dans un premier temps on cherche a approcher les solutions du systéme des équations d’Euler
barotropes en dimension un d’espace qui s’écrit pour t >0, x € R :

Op + 0 (pu) = 0, (3.7a)
B (pu) + 0x(pu® + p(p)) = 0. (3.7b)

La loi de pression p — p(p) est une fonction réguliére strictement croissante. La solution recherchée
est a valeurs dans I’ensemble des états admissibles suivant :

Qu = {U: (p, pu) € R?, t.q. p > 0}.

On s’intéresse aux solutions faibles entropiques. Il s’agit des solutions faibles qui vérifient I'inégalité
d’énergie
O (pE)(U) + 0x(pEu + p(p)u)(U) <0, (3.8)

ou Iénergie est une fonction convexe de I'inconnue U définie par (pE)(U) = p(%2 +e(p)) on e(p) est
une primitive de p(p)/p®. 1l est connu que le systéme (3.7) est un systéme hyperbolique admettant
deux valeurs propres (u % c(p) avec c(p)? = p/(p)) associées & des champs vraiment non linéaires,
ce qui rend la solution du probléeme de Riemann relativement difficile (mais dans le cas présent pas
impossible) a calculer.
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3.2.1 Approximation par relaxation a la Suliciu

On approche, dans la limite e — 0, le systéme (3.7) par le systéme relaxé suivant : pour ¢ > 0,
reR:

Ope + Oz (peue) =0, (3.9a)

Or(peue) + Op(peu? + m(r2, T2)) = 0, (3.9b)
1

8t<p€7;) + 0y (Psualﬁs) = gpa(Ta - 7;)7 (3'9C)

d’inconnue (t,x) — W(t, z) = (pe, petie, peT2)(t, x) recherchée dans lespace :
Qw = {W: (p, pu, pT) €R3, t.q. p> 0 et pT > O}.
L’espace des états admissibles pour les équations d’Euler Qg est alors une sous-variété de Q2w appelée

variété d’équilibre. Dans ce systéme relaxé, notant 7 = p~! le volume spécifique et P(7) = p(77 1), la
pression relaxée est linéaire en 7 :

(1, T) = P(T) + a*(T — 1), (3.10)

ol a > 0 est un parametre. Formellement, lorsque ¢ — 0, I’équation (3.9¢) donne 7. — 7 — 0 et a la
limite, les équations (3.9a)-(3.9b) restituent le systeme (3.7). La parametre a est choisi de manieére a
satisfaire la condition suivante, appelée condition de Whitham :

a? > —P'(T). (3.11)
On montre que les solutions régulieres de (3.9) vérifient
1
315(/?555) + az(pageue + 77(7'57 72)“’&‘) = _gpe(GQ + PI(IE))(TE - 7;)27 (3‘12)

2 2
pour I'énergie relaxée &(u,7,T) = “*22 +e(TH) + %

(3.11), satisfait au principe de Gibbs suivant

qui, sous la condition de Whitham

2
T =argming{E(u,7,7)}, et E(u,7,7)=E(p,u) = % + e(p). (3.13)

Cette propriété exprime que I’énergie relaxée est minimale lorsque la variable de relaxation 7 est a
I’équilibre c’est-a-dire égale au volume spécifie 7 et que dans ce cas, I’énergie relaxée est égale a I’énergie
du systéme de départ. En vertu de (3.12), I'énergie relaxée peut étre vue comme une fonctionnelle de
Lyapunov qui a pour effet de forcer le retour vers 1’équilibre.

Remarque 3.2.2. En effectuant un développement de Chapman-FEnskog pour évaluer la déviation au
premier ordre de T. par rapport a 7., To = 7 + €T1 + O(e2), on obtient l’approzimation suivante du
systeme relaxé :

Ope + 8x(peua) =0,
1
Or(peuie) + O (peu? +p(12)) = ~0s ((a* + P'(72))7e05ue ) + O(c).

Ainsi, sous la condition sous-caractéristique de Whitham, le systéme relaxé est une perturbation vis-
queuse du systéeme (3.7).

Comme le systeme relaxé restitue le systéme des équations d’Euler dans la limite € — 0, on peut
envisager une approximation des solutions de (3.7) grace a une procédure en deux étapes. Dans la
premiére étape, la solution du systéme relaxé homogene (c¢’est-a-dire avec un second membre nul dans
(3.9¢)) est calculée. Dans une deuxiéme étape, la solution issue de la premiere étape est projetée sur
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la variété d’équilibre Qy en imposant 7 = 7. L’intérét de cette approche est que le systéme convectif
associé au systéme relaxé (3.9), que 1'on note

IW + 0,g(W) =0, t>0,z €R, (3.14)

avec g(W) = (pu, pu® + (7, T), pTu) admet trois champs linéairement dégénérés associés aux valeurs
propres u & a1 et u. Pour cette raison, la solution du probleme de Riemann associé a (3.14), pour la
donnée initiale
W(z,0) = { Wi = (pr,prur,prTe) € Qw  siz <0,
’ Wr = (pr, pRUR, pRTR) € Qw siz >0,

peut étre calculée. Notons
Wrex(z/t; Wi, Wg), t>0, z€R

cette solution. Elle se calcule alors de maniére extrémement simple grace aux invariants de Riemann as-
sociés aux ondes qui sont toutes linéairement dégénérées. En notant 7y = n(7r,71) et mg = 7(7r, TR),
la solution est de la forme suivante :

t 4 ot
uy, — aty,
Tﬁ,uﬁﬂrﬁ Tﬁ_{’uﬁﬂrﬁ wp +arh
TL,UL,TL TR,UR,TR
-
ou les états intermédiaires sont déterminés par :
ut o= %(uL—}-uR) — ;—a(ﬁR—WL), (3.15)
o= %(WR—I-WL)— %(uR—uL), (3.16)
Tﬁ = 7L+ é(uﬁ —up) =711+ %(uR —ur) — %(WR —7L), (3.17)
Tf% = TR — %(uﬁ —uR) =Tr + %(uR —up)+ %“2(7'(3 —7L). (3.18)

Remarque 3.2.3. Sous la condition de Whitham (3.11), Uapplication T — (1, T) est un difféomor-
phisme. Il est donc équivalent de résoudre le probléme en les variables (p,u,T) ou en les variables

(p,u,m).

Remarque 3.2.4. Si les données initiales (Wp,Wp) sont a léquilibre c’est-a-dire si Tr, = 711 et
Tr = Tr alors, 1, = p(pr) et mr = p(pr) sont indépendants du paramétre a. On peut alors choisir a
suffisamment grand pour que les volumes spécifiques intermédiaires Tg et Tﬁ% sotent positifs. La solution

du probléme de Riemann relaxé est alors bien a valeurs dans l’espace des états admissibles Qyy.

3.2.2 Schéma de relaxation pour les équations d’Euler barotropes

On cherche donc a approcher les solutions faibles entropiques du probléeme de Cauchy pour (3.7)
avec une donnée initiale Uy. On se donne des pas de temps et d’espace At et Az supposés constants

. , N . oo~ .
pour simplifier. L’espace est partitionné en cellules R = (J;c7 C; ou Cj = [:Ej_%,$j+%[ avec ;1 =

(j+ %)A.’L‘ pour tout j dans Z. On introduit les temps discrets t™ = nAt, n € N. La solution approchée
au temps t" est une fonction constante par morceaux Ua(t",z) dont la valeur sur la cellule C; est
notée [U;L e Qu:
Ua(t",z) = ZU}‘HCJ. (x), z €R.
JEZ
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On initialise le schéma en posant

1 T. 1
UQ:—/ 72 Ug(z)de, j €.

Le schéma de relaxation a la Suliciu est un schéma itératif permettant de calculer, en deux étapes,
I’approximation constante par morceaux au temps t"*! & partir de Iapproximation constante par
morceaux au temps t".

Etape 1 : On résout le probléme de Cauchy suivant pour le systeme relaxé convectif

W + 0,g(W) = 0, zeR,teRT,
W(x,t =0)=.#(Ux(t", x))

2 3
%:{RHR

(3.19)
ou

(z,y) — (z,9,1).
Ceci signifie que la donnée initiale pour le probléme relaxée est obtenue a partir de Ua (t", z) en prenant
la variable T d I’équilibre, c’est-a-dire égale au volume spécifique 7 = p~!. Pour les petits temps, la
solution est obtenue en superposant les solutions des problemes de Riemann issus des discontinuités
aux interfaces Ti1,] € Z entre les cellules. Ainsi, si le pas de temps At est suffisamment petit de
2

maniere a satisfaire la condition CFL
1

r;leazxmax(\(u—aT) |, [uf], \(u—i—aT)j\)E <3 (3.20)

alors les ondes issues des diverses solutions des problemes de Riemann n’interagissent pas avant le
temps t = t"*1 et la solution au temps t"*! est donnée par

n * + n n
t + .’L’ ZWR ex (M %([U ) %(Mj—l—l)) ]l]x]-,mﬁ_l[(x)a z € R,

= At
ou x; = jAz, j € Z.
WT}+1
\/ (IU W U;l+1
| T
,% X 1

2

En choisissant le parametre a suffisamment grand, on peut s’assurer que les solutions des divers
problémes de Riemann locaux ont des masses volumiques positives et on a donc que W(t"*1 ) € Qw
pour tout z € R. Notons que le parametre a peut étre choisi localement autour de chaque interface
Tjpd et n’a pas besoin d’étre uniforme.

Etape 2 : La deuxiéme étape permet de revenir & une approximation constante par morceaux au
temps t" 1. Pour cela on calcule (comme pour le schéma de Godunov) les moyennes de la fonction
W(t"*!, z) issue de la premiére étape sur les cellules Cj, puis on projette le résultat sur la variété
d’équilibre en ne gardant que les variables (p, pu) :

1

W;Hrl A—/ =% Wt z)de, puis U"H WW"H
T Jz,

m\»—‘
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ou

3 2
. {(R % R

2,y,2) > (2,9).
Comme la solution exacte W(t" "1 x) = (p, pu, pT)(t" L, z) est telle que p(t"1,z) > 0 (puisqu’elle
est a valeurs dans Qyy), on obtient que U"H (p}Hl (pu)?“) avec pg‘“ > 0.

Ecriture sous forme d’un schéma volumes finis conservatif : Ce schéma de relaxation peut
étre mis sous la forme d’un schéma de volumes finis conservatif. En effet, en procédant de méme que

pour le schéma de Godunov, on intégre le systeme (3.14) sur |¢t", t"*l[x]xj_%,mj+%[ :
W = W B (W (05 (U, A (U12)) — 9P (01 (Uyr), A (U))) . (3:21)

Comme ,@Wﬁ = TU;? pour k = n,n + 1 on obtient

Ut = U - o (F(U3, U — F(UG,, U)) (3:22)

ou le flux numérique est défini par
F(Ur,Ugr) = Pg(WRex (0; .4 (Ur), # (UR))).

Ce flux numérique est consistant avec le flux physique au sens ou F(U,U) = f(U) pour tout Qy. Il
est également facile de vérifier que le schéma numérique vérifie une inégalité d’énergie discrete sous la
condition de Whitham

a§+% >-P'(r), Vj€eZ, (3.23)
j4+1- Comme Wt z) est la
solution exacte de (3.19), elle vérifie I’égalité d’énergie (faire € — oo dans (3.12))

O (pE)(W) + 0x(pEu+ m(1, T)u)(W) = 0.

pour tout 7 dans la solution du probléeme de Riemann relaxé en x

En intégrant cette égalité sur |t", " [x]z. 1,2, 1[ on obtient :
J—=37"1+5

Aix /:ﬁ%(pg)(W(th’m))dm = (p&€)(W7}) — 27; (G([U" m) — GUL 1,U”)>

-4

avec G(Ur,Ug) = (p€u + 7(7, T)u)(Wg ox (01; . #(UL), # (Ug))). Par convexité de U — (pE)(U) et
par le principe de Gibbs (3.64) on obtient que :

EEYU) < o [T eB Ut oo < o [T ) e ).

j—

Nl
<.
|
[N

On obtient donc que

At
(PE)UF) < (pE)(U}) = 5 (G(U}, Upyy) — G(UF,, U}))
et on peut montrer que le flux d’énergie numérique est consistant avec le flux d’énergie physique au
sens ou G(U,U) = (pEu + pu)(U) pour tout U € Q.

En conclusion, le schéma numérique basé sur I’approximation par relaxation a la Suliciu est donc
un schéma de volumes finis conservatif jouissant des mémes propriétés que le schéma de Godunov :
positivité des masses volumiques et inégalité d’énergie discrete. Il est cependant plus simple et moins
coliteux a mettre en ceuvre car le calcul de la solution du probléme de Riemann relaxé est plus simple
que le calcul de la solution du probleme de Riemann exact.

Remarque 3.2.5. Le schéma de relaxation est donc un schéma numérique de type Godunov approché
ot le solveur de Riemann approché est donné par

U app (2/t; UL, Ur) = PWR ex (0;4(Ur), #(Ugr)), t>0, z€R.
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3.2.3 Extension du schéma de relaxation au modele d’Euler non barotrope

On considere a présent le systeme d’Euler avec équation d’énergie :

Op + O (pu) = 0, (3.24a)
O(pu) + 0z(pu® + p(p, ) = 0, (3.24b)
Ot(pE) + 0z (pEu+ p(p, e)u) = 0, (3.24c¢)

ol E est I'énergie totale et e = F' — %~ est I'énergie interne. La solution recherchée est a valeurs dans
I’ensemble des états admissibles suivant :

_ _ 3 _(PU)2
Qu =<U = (p,pu,pE) € R’ t.q. p>0et pE 5 >0p.

L’application (p, €) — p(p, e) est I'équation d’état. On suppose qu’il existe une fonction positive T'(p, e)
appelée température ainsi qu'une fonction s(p, e) telles que

p
Tds = ?dp —de, (3.25)

avec (T,e) — s(77 1, e) convexe. On montre que les solutions régulieres de (3.24) satisfont une équation
conservative supplémentaire :

O(ps)(U) + 0x(psu)(U) < 0. (3.26)

On s’intéresse aux solutions faibles entropiques qui sont les solutions faibles qui vérifient I'inégalité
d’entropie suivante au sens faible :

O(ps)(U) + 0z(psu)(U) < 0. (3.27)

Il est connu que le systéme (3.24) est un systéme hyperbolique admettant trois valeurs propres (u et
u =+ c(p,e) avec c(p,e)® = ,p(p,e) + p(p,€)/p* Bep(p, €)). Le champ associé a la valeur propre u est
linéairement dégénéré et les champs associés aux valeurs propres acoustiques u 4 ¢(p, e) sont vraiment
non linéaires, ce qui rend la aussi le probleme de Riemann relativement difficile (mais pas impossible
a résoudre).

On considére le systeme auxiliaire suivant ou ’équation d’énergie est remplacée par une équation
de conservation sur l’entropie :

Op + 0z (pu) =0, (3.28a)
dr(pu) + Oz (pu? + P(1,5)) = 0, (3.28b)
O(ps) + Oz(psu) = 0. (3.28¢)

La pression est maintenant une fonction du volume spécifique et de I'entropie qui est calculée comme
suit. Par le second principe (3.25) on a

O (00 =~
9e T T(p,e)’

L’application e — s(p, e) est donc bijective pour tout p > 0. On note s — e(7, s) sa réciproque, qui
est une fonction positive, ol la dépendance en p est remplacée par une dépendance en 7 = p~!. La loi
de pression P(7,s) est alors donnée par P(7,s) := p(7~1,e(7, s)). On retrouve Iénergie totale par la
relation E(u,T,s) = u?/2 + e(1, 5).

avec T'(p,e) > 0.

L’espace des états admissibles pour le probleme auxiliaire (3.28) est :

Qp = {U = (p, pu, ps) ER3 p >0, et pe(r,s) > 0} . (3.29)
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Proposition 3.2.1. Les deuz assertions équivalentes suivantes sont satisfaites :

(i) L’application

Qy — R
() {UU — (ps)(O)

est telle que Opp(ps)(U) = —1/T et est conveze.

(ii) L’application

Qu — Rt
(bE) {UU — (PE)(U)

est telle que 0,s(pE)(U) = =T et est conveze.
Démonstration. Pour calculer la dérivée de (ps)(U) par rapport a pE on détermine la différentielle de
ps. Par le second principe Tds = —de + pp~2dp et le fait que e = E — u?/2 on obtient :
Td(ps) = pT'ds + Tsdp
= —pde 4+ pp~tdp+ Tsdp
= —pde + (pp~ ' + Ts)dp
= —pdE + (pu)du + (pp~' + Ts)dp
= —pdE + ud(pu) — u*dp + (pp~ ' 4 T's)dp
—d(pE) + ud(pu) + (E — u* + pp~ ' + Ts)dp.

La dérivée 0,g(ps)(U) est la dérivée de ps par rapport a pE a (p, pu) constant. Ainsi 0,g(ps)(U) =
—1/T et par le méme calcul on obtient que 0,5(pE)(U) = —T. La preuve de la convexité des ces
applications découle de la convexité de (7, e) + s(7,e). On renvoie a [27] pour la preuve. O

Le systeme des équations d’Euler (3.24) et le systéme auxiliaire (3.28) ont les mémes solutions
régulieres. En revanche, leurs solutions faibles entropiques ne coincident pas. En effet, comme 'ap-
plication U — (pE)(U) est convexe, il est naturel de sélectionner les solutions faibles entropiques de
(3.28) comme étant les solutions faibles qui vérifient la décroissance de ’énergie :

O (pE) + 0 (pEu+ P(1,8)u) < 0. (3.30)

Ainsi, un schéma numérique basé sur le systéme auxiliaire (3.28) doit étre corrigé afin de fournir une
approximation correcte des solutions faibles entropiques du systéme d’Euler (3.24). Cette étape de
correction a pour but d’imposer une discrétisation conservative de ’énergie (consistante avec (3.24c))
et non dissipative (en accord avec (3.30)) tout en assurant une inégalité d’entropie discrete (consistante
avec (3.27)) et non la conservation de l'entropie (en accord avec (3.28c)). Cette étape de correction
est une application du fait que ps est une fonction décroissante de pFE, les autres variables d’état étant
fixées. Dans la suite, on parlera de dualité énergie-entropie pour évoquer ce lien de décroissance entre
ces deux variables d’état.

Afin d’approcher les solutions faibles entropiques (au sens de I'inégalité (3.30)) du systéme auxiliaire
(3.28), on introduit le systéme de relaxation de type Suliciu suivant pour ¢ > 0 et z € R :

Ope + Oz (peue) =0, (3.31a)

Or(peucs) + 8x(p5u§ + 7(7e, T2y 8¢)) = 0, (3.31b)

Ot(pese) + On(pescus) =0, (3.31c)
1

Oc(p<Te) + Ou(peucTe) = —pe(re = Te), (3.31d)

ou la pression relaxée est donnée par :

7(r,T,s) =P(T,s) + a*(T — 7). (3.32)
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Le parametre a est choisi de maniére a satisfaire la condition de Whitham

a®> > —0rP(T,s). (3.33)

Formellement le systeme (3.31) restitue, lorsque ¢ — 0 le systéme auxiliaire (3.28) dans les trois
premiéres équations. La partie convective du systéme s’écrit pourt >0 et z € R :

Op + Oz(pu) =0, (3.34a)
dt(pu) + 0y (pu? + (1, T, s)) = 0, (3.34b)
Ot(ps) + 0z (psu) = 0, (3.34c¢)
O(pT) + 0z (puT) = 0. (3.34d)

Notons W = (p, pu, ps, pT) et g(W) = (pu, pu®/2 + = (1, T, s), psu, pT u). Ce systéme s’écrit

W + 0,9(W) =0, t>0, z€R.
De méme que dans le cas barotrope, on cherche la solution exacte du probléeme de Riemann pour une
donnée initiale du type :

W(z,0) = Wi = (pr,prur, prse, prTr)  siz <0,
’ Wr = (PR, PRUR, PRSR; PRTR) sl T > 0.

Il se trouve que cette solution peut-étre déterminée de fagon quasi-immeédiate a partir de la solution
du probléeme de Riemann de relaxation pour le systeme d’Euler barotrope développé a la section
précédente. En effet, comme les variables s et T sont toutes les deux advectées a la vitesse u :

8t7' + u@xT = 0,
0¢S + udys =0,

la solution du probleme de Riemann s’obtient formellement & partir de la solution du probléme de
Riemann de relaxation pour le modele barotrope en remplagant l'inconnue 7 par le vecteur (s, 7).
Ainsi, en notant 7y, = w(7,sr, Tr) et 7r = 7(7R, Sr, Tr), la solution est donnée par

a4

uu
Ur — arTy,
LS g
Tp, U, T i .4 4 URTATR
sL, Tr, U, T
SR
TL,UL,TL,SL TR;UR, TR, SR
> T

ou les états intermédiaires sont donnés par les mémes formules que dans le cas barotrope (voir (3.15)-

(3.16)-(3.17)-(3.18)) :

1 1
g = _ _
ut = g(up +ur) = o (R — L), (3.35)
1 a
71'Tj = *(7TR+7TL)—*(UR—UL), (3.36)
2 2
7'ﬁ = TL—l—l(uﬁ—uL):TL—i—i(uR—uL)—i(wR—ﬂL) (3.37)
L a 2a 2a? ’
1 1 1
T}ﬁ% = TR—E(’U,u—uR):TR—F%(UR—UL)-F@(?TR—T(L). (338)

Notons
WR,ex (x/t; //(UL),///(UR)), t>0, r €R,
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la solution exacte de ce probleme de Riemann. On en déduit donc naturellement un schéma numérique
de relaxation conservatif pour le systéme auxiliaire qui s’écrit

Upt = U - o (F(U3, Uf) - F(UR, U7)), G €, (3.39)

avec

F(UL,UR> = e@g(WR,ex (Ovﬁ(UL)V%(UR)))a

ou pour U = (p, pu,ps) on a #(U) = (p, pu, ps,pT = 1) et pour W = (p, pu, ps,pT) on a W =
(p, pu, ps). Sous une condition CFL similaire & (3.20), le schéma préserve la positivité des masses
volumiques. En outre, il est simple de démontrer que le schéma préserve la positivité des énergies in-
ternes. Comme ’entropie s est advectée, S;LH est une combinaison convexe de (s7_;, s, s}, ;). Comme

lapplication s — e(7, s) est décroissante on a alors pour tout j € Z

e(rP L gnthy > o(7n max st) > 0. 3.40
i j) =z el " ke{j—1j.j+1} 2 (3.40)
De plus, sous la condition de Whitham (3.33), pour tout (7,s) dans la solution Wg ¢x du probleme
de Riemann en x j+1 pour tout j € Z (le parameétre a = a j+1 peut étre choisi localement), le schéma
2 2
satisfait une inégalité d’énergie discrete
At <

(PB)(UFH) < (pE)} — o (G(U}, Up,) — G(UF-,, 1)) (3.41)

avec

G(UL, Ug) = (p€u + mu) (Wrex (07;.4(Up),.#(Up)))

ou (‘:(W) = L; + 6(7-, S) + 71'(7',7’,3)2_73(7’78)2.

2a?

On en déduit alors un schéma numérique en deux étapes pour le systeme originel des équations
d’Euler (3.24).

Etape 1 - Un schéma de relaxation pour le modéle auxiliaire

. T
Etant donné U} = (p}‘, (pu)7, (pE)?) , on calcule l'inconnue du systéme auxiliaire U7 :

T
Uj = /(U] = (o, (o)}, (ps)(U])) s G €L, (342)

ot (ps)(U}') est 'entropie pour le vecteur d’état U' que I'on peut calculer & partir de la masse
volumique p et de I’énergie interne e, elleeméme déterminée par 1’énergie totale et la vitesse e =
E—u?/2:

(ps)(UF) = ps (o, (B —u}/2)}) .

On a alors que (pE)(U?) = (pE)7. On calcule ensuite [U?H’_ en appliquant le schéma de relaxation
(3.39) pour le systeme auxiliaire. On obtient

a1 — n At
AT =0y = 5y (o) = (o) y) (3.43a)
n n At
(o)™ = ()} = o (0w + )01 = (e + ) 4) (3.43D)
At
7L+1 n
(ps); ™1 = ()} = 1 ((psw)41 = (psu);_y ) (3.43¢)
ou pour j € Z, (pu)j-t,-% (Un ;L+1) (pu? —I—p)ﬁ_% = (U Ug+1) et (psu)j_i_% = FZ’)(UH ?-5-1)
C’est un schéma qui satisfait une inégalité d’énergie discrete :
n+1,— n At n T n .
(PE)US ™) < (o)) — 5 (GUF. Upyy) = G(UF L, UY)) ez (3.44)
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Etape 2 : correction Dans cette étape, on détermine U; ntl g partir de UnH de maniere a assurer

une discrétisation conservative de ’énergie ainsi qu’une megahte d entrople discrete. Cette étape de
correction consiste simplement a garder inchangées la masse volumique et la vitesse

Pt =T (o) = (pu) T (3.45)
tandis que I’énergie est corrigée en posant :
By = (pE) — 2L (G, un, ) — Gun, Un (3.46)
(PE); = (pB)} — o (G(U3, Ufy) = G(U],, 1)) :

Par la Proposition 3.2.1 on a
Bpi(ps)(U) = —1/T.

Ainsi, on déduit de (pE);”+1 > (pE)(U?H’_) que (ps)(U]nH) < (ps)?“’_. En remplacant dans (3.43c)
on obtient que le schéma satisfait une inégalité d’entropie discrete :

At

)"+1 (ps)}1 AL ((psu)jJr% — (psu)J 1) .

(ps

Remarque 3.2.6. Ce schéma en deuz étapes peut se mettre sous la forme d’un schéma conservatif a

trois points :

Uit = U7 = S (FUF Up) = FURLUD)) (3.47)

F(Ur,Ug) = (F1(«/ (UL), o (Ur)),F2( (Us), & (UR)), G(</ (UL), o (U))) ",

ot lopérateur of est défini en (3.42).

3.3 Schémas de relaxation a la Suliciu pour les modeles multipha-
siques

On souhaite écrire un schéma numérique pour le modele multifluide barotrope unidimensionnel
dans le cas des lois de fermeture (2.19) pour les vitesse et pressions interfaciales. Comme évoqué dans
le chapitre précédent, le systéme s’écrit dans ce cas de la maniere suivante, pour t >0 et xz € R :

3,5041 + ulamal = 0,
O (a1p1) + Ox (1p1u1) =0,

O (a1 prur) + Oy (0101161 + aipi(p1 ) + ZPZ p1) Oz =

et pour k=2,..,N : (3.48)

O, + w100, = 0,

O (agpr) + Op (cprug) =0,

Oy (aprug) + Oy (Ozkpkuz + akPk(ﬂk)) — pr(pr)Orar = 0,

avec

N
> ap=1. (3.49)
=1

On cherche les solutions dans ’espace des états admissibles suivant :

T _ m3N-1
Qu= {U = (01, .,aN—1,01p1, -, ANPN, Q1P1UL, -, aNpNUN) € R :

tel que 0 < aq,..,an—1 <1 et agpr > 0 pour tout k =1, ..,N}.
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On montre que les solutions régulieres de (3.48) satisfont :

O (a1p1Er) + 0x (a1p1 Brug + aapr(pr)ur) + uy Sie o pr(py) 0y = 0, (3.50)
Ot (apprEx) + O0p (o prEgur, + arxpr(pr)ur) — wipe(pr)Ozar =0, k=2,.., N, (3.51)

ot By = ui/2 + ex(pr) avec e,(p) = pr(p)/p? pour k = 1,..,N. En sommant pour k = 1,.., N, on
voit que les solutions régulieres de (3.48) vérifient une loi de conservation supplémentaire portant sur
I’énergie totale de mélange :

O (lecvzl akPkEk(U)) + Op (Zﬁ:l (arprErur + capr(pr)ur) (U)> =0. (3.52)

On souhaite écrire un schéma numérique de relaxation qui préserve la positivité des taux de présence
statistiques «j et des masses volumiques partielles agpr et qui satisfasse une version discrete des
équations d’énergie vérifiées par les solutions faibles entropiques (on rappelle que les fonctions U +—
(agprEy)(U) sont convexes) :

O (1p1E1) + 0x (a1 p1 Eyuy + anpr(pr)ur) + ur Siv o pi(pr1)deay <0, (3.53)
O (arprEy) + O (arprErur + crpr(pr)ur) — uipk(pr)Ozar <0, k=2,..,N. (3.54)

3.3.1 Solveur de Riemann de relaxation

La résolution du probléme de Riemann pour (3.48) est une question toujours ouverte a ce jour
(méme pour le modele diphasique N = 2), principalement en raison du caractére non linéaire des
champs acoustiques et de 'ordonnancement des ondes qui n’est pas connu a priori. On cherche donc
une approximation de type Suliciu & champs linéairement dégénérés et pour laquelle la solution du
probléeme de Riemann est plus facile a calculer. Par analogie avec le cas monophasique (voir la section
précédente pour les équations d’Euler barotropes), on introduit le systéme de relaxation suivant, pour
lequel on souhaite calculer la solution exacte du probléeme de Riemann associé au systéme convectif :
pourt >0etx e R:

Oy + u10,0q0 = 0,
O (a1p1) + 0y (a1prur) =0,

N
O (1prur) + Oy (061/01U% + 0417T1(7'1,7'1)) +> m(m, T)dzaq = 0,
1=2

O (a1p1Th) + 0z (a1p1Tiur) =0,

(3.55)
et pour k=2,..,N :
8,50% + ulﬁxak =0,
O (akpr) + Oy (agprug) = 0,
O (apprug) + Oy (akPkUi + apm (T, 77:)) — Tk (Thy Tie) Ozt = 0,
O (aprTi) + O (o pr Trug) = 0.
avec
N
> =1 (3.56)
k=1

L’inconnue est recherchée dans ’espace des états suivant :

T _ maN—1
Qw = {W = (a1, .., ON—1,Q1P1, .., ANPN, Q1 P1UL, .., ONPNUN, Q1 p1T1, .., anpNTN) €R ,

tel que 0 < aq,..,an_1 <1, arpr > 0 et agprTi > 0 pour k =1, ..,N}.
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Pour chaque phase £k =1,..,N, 17, = pgl est le volume spécifique de la phase k et la pression relaxée
7, est donnée par :

(T T) = Pr(Ti) + ai(Te =), k=1,..,N, (3.57)

ot 7 = Pi(7) := pr(77 ). Les constantes (ax)x—1, n dans (3.57) sont des parametres positifs qui
doivent étre pris suffisamment grands de manieére a satisfaire la condition sous-caractéristique de
Whitham :

ai > —Pi(Tr), k=1,.,N. (3.58)

Dans la suite, on écrira le systéme (3.55) sous la forme
oW + 0,g(W) +d(W)0,W =0, zeR,t>0. (3.59)

On a la propriété suivante.

Proposition 3.3.1. Le systéme (3.59) est faiblement hyperbolique sur Qyy. Il admet les AN —1 valeurs
propres réelles suivantes : 01(W) = .. = on_1(W) = w1, ony—14£(W) = ur — axm, oon—146(W) =
ug + a7 et o3n_14x(W) = uy, pour k =1,..,N. Les champs associés sont tous linéairement dégénérés
et la famille de vecteurs propres correspondants engendre Uespace RAN™1 si et seulement si

\ul —uk\ ;éaka, Vk‘ZQ,..,N. (3.60)

Proposition 3.3.2. Les solutions réguliéres, ainsi que les solutions faibles entropiques de (3.59) sa-
tisfont les équations d’énergies phasiques suivantes :

Oy (Ozlplgl) + 0y (a1p1€1u1 + a17r1u1) + u Ef\;Q w00y = 0, (3.61)

at (Ozkpkgk) + Gx (akpkgkuk + akﬂkuk) - ulwkﬁxak = 0, k= 2, vey N, (3.62)

7[']%(7']0 776) B ,Pl%(ﬁ)

3 , k=1,..,N.
Qak

9
u
& = E(up, T, Ti) = ?k + er(Tr) +

En sommant pour k = 1,..,N, on obtient que les solutions réguliéres, ainsi que les solutions faibles
entropiques de (3.59) satisfont la loi de conservation additionnelle suivante :

Zi (ZkN=1 akpkgk) + 0s (Z{cvzl g prEruk + amkuk) =0. (3.63)

De plus, sous la condition de Whitham (3.58), on a le principe de Gibbs suivants pour k =1,..,N :

7, = argming {&(ug, 7k, Te)}, et Ep(ur, Thy Th) = Eg(uk, 1), (3.64)

ol Ek(uk,rk) = u%/? + ek(Tkz_l)'

Soient (Wr, Wg) deux états dans Q. On considére a présent le probleme de Riemann pour le
systeme relaxé (3.59) avec la donnée initiale suivante :

(W, ifz<o,
W(z,t = 0) = { W e, (3.65)

En raison de la Proposition 3.3.1 la solution du probléme de Riemann (3.59)-(3.65) est recherchée sous
la forme d’une fonction auto-semblable composée d’états intermédiaires séparés par des discontinuités
de contact associées aux valeurs propres du systeme. Comme les fractions oy sont transportées par
la vitesse ui, les produits non conservatifs ne sont actifs qu’au niveau de cette onde et les phases
sont virtuellement indépendantes loin de cette onde. En particulier, pour k dans {1,.., N} fixé, les
quantités phasiques associées a la phase k peuvent changer a travers les ondes associées aux valeurs
propres ux — apTg, Uk, Uk — QxTE €6 w1 mais elles restent constantes a travers les autres ondes. Dans la
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suite, nous rechercherons des solutions subsoniques en vitesses relatives c’est-a-dire des solutions qui
vérifient :
lur — ug| < api, Vk=2,.., N,

en conséquence de quoi, dans les solutions auto-semblables recherchées, la vitesse de propagation uq
sera toujours comprise entre les vitesses des ondes acoustiques des autres phases. De plus, la positivité
des volumes spécifiques de la phase 1 requiert également que 'onde de vitesse u; soit comprise entre
les ondes acoustiques de la phase 1. En notant

cr, = Mmax Uk — QpTk.L CR= min_ ugp -+ a7k 3.66
k=1, ,N o k=1,,N  Of o (3.66)

=1,.. =1,..

la condition de subsonicité des solutions du probléme de Riemann s’écrit donc

cr, < uyp < CR.

UlR + G1T1IR '

UER + QKT
Ui — a171L UkL — QkTkL R RIkR

T > T

Structure d’onde pour la phase 1. Structure d’onde pour la phase k, k =2,.., N.

Comme les fractions volumiques «ay, sont transportées a la vitesse u, les produits non conservatifs
dans la solution du probleme de Riemann s’identifient a des masses de Dirac se déplagant & une vitesse
uj, vitesse de la discontinuité de contact associée a la valeur propre u; dans la solution du probléme
de Riemann :

m(n,ﬁ)ﬁzal :Wanldo(x—uft), | = 1,..,N,
ou AOzl = R — QL.

L’idée principale qui permet la résolution du probleme de Riemann de relaxation est de remarquer
que dans le cas des fermetures (2.19), les équations des différentes phases peuvent étre partiellement
découplées. Remarquons en effet que pour une solution du probléme de Riemann, le systéme (3.55)
peut s’écrire sous la forme :

Oy + ujdpan =0,

(S1)  O(aapr) + Oy (a1prur) =0,
O (rprur) + 0y (aprud + armi (11, Th)) = — S o T Ope,
O (a1p1Th) + 0z (c1p1Tiug) = 0,

et pour k=2,..,N :

O, + uj0zap = 0,

(Sk) O (arpr) + O (crprur) =0,
O (arprur) + O, (rprui + i (Th, Tr)) — e, = 0,
Ot (axprTr) + O (i Trug) = 0.

Ainsi, la phase 1 ne dépend des phases k pour k = 2,.., N qu’a travers les poids des masses de
Dirac c’est-a-dire de la quantité II* = (73,..,7mx) € RN=1 De plus, pour k = 2,..,N, la phase k
ne dépend de la phase 1 qu’a travers la vitesse de propagation de ay, a savoir uj. La résolution du
probleme de Riemann repose alors sur la recherche d’un point fixe qui revient & itérer une procédure
en deux étapes sur le couple (uf,IT*) € R x RV~1,
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Premiére étape : On suppose connues les valeurs des pressions interfaciales II* = (73, .., mx) € RN-1
définissant les produits non conservatifs ;0,1 = 7 Aaydo(z — ujt) pour k = 2,..,N. Le systeme
(81), qui gouverne la phase 1, est alors complétement indépendant des autres phases puisque le terme
non-conservatif est un terme source donné. On peut alors résoudre le probleme de Riemann pour
(S1) indépendamment des autres phases. Ainsi, étant donnée une prédiction des pressions d’interface
* = (m},..,7%) € R¥71 on peut calculer explicitement la valeur de la vitesse matérielle u} en
résolvant le probleme de Riemann de la phase 1. Cette premiére étape permet d’expliciter une fonction :

RN-1 — R

II* = (73, ..,mn) +— uj. (3.67)

fi[WL, WR; CL1] : {
Seconde étape : On suppose connue la valeur de la vitesse u] de la discontinuité de contact associée
a la valeur propre uj. Alors, pour tout & = 2,.., N, le systeme (Sk), qui gouverne la phase k, est
indépendant des autres phases [ = 1,.., N, | # k. On peut alors résoudre de fagon paralléle les
problémes de Riemann associés aux phases k = 2,.., N et déterminer les pressions interfaciales 7} (en
appliquant la relation de Rankine-Hugoniot & 1’équation de quantité de mouvement). Cette deuxiéme
étape permet d’expliciter une fonction :

R — RN
YW, Wg; (ak)k=2,..N] : { W s T = (). (3.68)
Recherche d’un point fixe : Itérer sur ces deux étapes revient a
Chercher ui dans intervalle (cr,cr) tel que
uj = (FIWL, Wrsa] 0 9 [We, W (ax)k=z,. ) (u}). (3.69)

Afin de donner le résultat d’existence de solutions subsoniques au probléme de Riemann relaxé, on
introduit quelques notations. On considére la fonction suivante, définie pour (v,w) € (0,+o0) x [0,1)
et qui peut étre prolongée par continuité & w = 1 en remarquant que lim,,_,; Mo(v,w) =0 :

1(14w? 1 1+w?)? N2 4
Mo(vw) = [ 15 <1+V)—J<1_w2> <1+V) -2l (3.70)

On définit sur 'intervalle [cr, cr] (voir (3.66)) les fonctions 0 pour k = 1,.., N qui s’expriment de
fagon explicite en les données initiales (W, Wg) :

O (u) = ay, (.1 + g r) (u—ub)

# Qg 1-— Mk o u’i —u . i
a1, 77,1, Mo <a:;, M) , avec My = a:T}j ; siouy, > u,
+2(1 = 61) af ’ (3.71)
8 M, (R 1 - M, M, — u—ul ¢ <
(07° Tk,R 0 an’ T/Vlk R avec k= ak’r}i . S1 U, < U.

ou Jx est le symbole de Kronecker et ou les quantités ff sont définies comme dans le cas monophasique :

1 1
uy, = = (uk,r, +ur,r) — =— (T (Tk,Rs Tie,R) — Tk(Th,1> Tho1)) 5

2 2ak
# 1 af
=35 (71 (T, T, r) + T Ty They 1)) — 3 (Uk,R — Uk,L) 5
) (3.72)
TIE,L =Tkt ;k(ui — Uk,L)a
1
TR =ThR— ;k(u% — Up,R)-

Enfin on définit sur Uintervalle [cr, cg] la fonction

O(u) =601(u) + -+ 0n(u).
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Théoréme 3.3.3. Soient (W, Wg) € Qw x Qw deux états. On suppose que pour tout k = 1,..,N,

le paramétre ay est tel que TIQL >0 et T]gR > 0. Alors la fonction © est une fonction de classe C!

strictement croissante sur Uintervalle [CL,7CR]. De plus, le probléme de Riemann (3.59)-(3.65) admet
une solution si et seulement si la condition suivante est vérifiée :

N
@(CL) < — Z?TIEAO% < @(CR). (3.73)
k=1

En notant ui lunique réel dans lintervalle (cr,,cr) qui vérifie

O®u}) = - Y mjAay, (3.74)
la solution est une fonction auto-semblable W(x,t) = W, ox(x/t; W, Wg) qui a les propriétés sui-
vantes :

(1) Wy ex(§Wr, WR) est une fonction composée de 3N +1 états constants dans Qwy séparés par 3N
discontinuités (associées aux valeurs propres up — apTk, Uk et ug + a7y pour k =1,.., N ).

(ii) 1l existe II* = (73, ..,7%) € RY™L tel que W(z,t) = Wy o (z/t; Wr, WR) satisfait le systéme
d’EDP suivant au sens des distributions :

W + 9,8(W) + D* (W, Wr)do(z — ult) =0, (3.75)

avec

N
D*(Wg,Wg) = (ujAaq, .., ujAan_1,0, ..,O,ZTF[*AO([, —miAag, .., —mAay,0,..,0)T. (3.76)
1=2

111 a jonction x, = rex\Z/T; L R) Verifie tes equations ENEergies sutvantes au SeENs aes
jii) La fonction W(z,t) = W, e (z/t: W, Wg) vérifie les équations d’énergies suivant d

distributions :
O (a1p1&r) + 0z (arpr&rur + armiug) + uf Zf\ig 00y =0, (3.77)
O (Ozkpkgk) + Oy (ozkpka‘fkuk + akﬂkuk) — u}‘w,*;é)xak <0, k=2,..,N. (3.78)

Remarque 3.3.1 (Quelques remarques sur le Théoréeme 3.3.3).

1. 1l est tout a fait remarquable que la procédure de point fixe se rameéne au calcul d’un zéro sur un
intervalle borné pour une fonction scalaire, réguliére, strictement monotone et qui
est connue explicitement en fonction des données du probléme de Riemann. Ainsi,
un algorithme de Newton scalaire ou une simple méthode de dichotomie permettent de converger
vers la solution du point fixe en un nombre maitrisé d’itérations. Ceci est crucial pour limiter le
cout de calcul du schéma numérique.

2. L’intervalle borné (cp,cr) = (kir%axN {ug,1, —aka,L},kjrllinN {ug,r + armi,r}) dans lequel est

recherché la solution uj correspond a la recherche de solutions subsoniques en vitesses relatives :

\uk—u1]<ak7k, k=2,.,N.

3. L’inégalité (3.78) est une version relaxée de (3.62). En effet, lors de la résolution du probléme
de Riemann de la phase k, bien que tous les champs soient linéairement dégénérés, on autorise
une dissipation d’énergie qui a pour effet d’assurer la positivité des volumes spécifiques 1, dans
la limite des petites fractions volumiques oy, 1, << 1 ou oy g << 1.

4. L’expression compléte de la solution W, ox(§; W1, Wg) peut étre trouvée dans [45].
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3.3.2 Le schéma numérique issu de ’approximation par relaxation

On peut a présent écrire le schéma de volumes finis issu du solveur de Riemann approché obtenu
grace a 'approximation par relaxation. On se donne des pas de temps et d’espace At et Ax supposés
constants pour simplifier. L’espace est partitionné en cellules R = {J ¢z Cj ou Cj = [x j-1 Tl [ avec
Tjp1 = (j+ %)A% pour tout j dans Z. On introduit les temps discrets t* = nAt, n € N. La solution
approchée au temps t" est une fonction constante par morceaux dont la valeur sur la cellule C; est
notée U? € Qy. On suppose que At et Az satisfont la condition CFL suivante basée sur les ondes
acoustiques du systeme relaxé :

At n n 1
Ap X, max max {](uk — agTk)7 |, [ (ug + aka)j+1|} <3 (3.79)
Le schéma volumes finis de relaxation s’écrit alors (voir [18] pour plus de détails) :
n At — n
Upt =07 - o (B (U5, U - FF (U7, 1)) (3.80)

ou les flux numériques sont calculés a partir du solveur de Riemann exact W, ox(&; W, Wg) pour le
systéme de relaxation :

F~ (UL, Ur) = 2 (Wrex (075.4(UL), . #(Ur))) + 2D* (A (UL), A (Ur)) L, o1
F+(UL, Ug) = Pg (wr,ex (o+;//z(UL),///(UR))) — D" (M(UL), M (UR) Ly

La quantité D*(Wp, Wg) est définie en (3.76) et les applications .# et &2 sont données par :

Qu — Qw
%: N 1 N—-1_,
(xi)i=1,.3N-1 +— (Z1,%2,..,T3N—1,%1, T2, .., TN-1,1 — D> ;- ;) .

P - QW — QU
(®i)i=1,..aN—1 +—— (21,%2,..,23N—1).

Le théoréme suivant donne les propriétés du schéma de relaxation.

Théoréme 3.3.4. Le schéma volumes finis (3.80) a les propriétés suivantes :

e Positivité : Sous la condition CFL (3.79), le schéma préserve la positivité des fractions vo-
lumiques et des masses partielles : pour tout n € N, si ([U’]1 € Qu pour tout j € Z), alors
0< (ak)?Jrl <1let (akpk);”l > 0 pour tout k =1,..,N et tout j € Z, i.e. ([U;-Hl € Qu pour tout
JEZ).

o Conservativité : Les discrétisations des masses partielles appr, k = 1,..,N, et de la quantité
de mouvement totale Z,]fvzl apprup sont conservatives.
k=
2
1,..,N sont choisis a chaque pas de temps et d chaque interface de maniére d satisfaire la
condition de Whitham, i.e pour tout k=1,..,.N,ne€N, j € Z, (ak)?Jrl satisfait
2

o Inégalités d’énergie discrétes. On suppose que les paramétres de relazation (ay)

(ar)?, 1)* > =Pi(Th), (3.81)

1
2

pour tout Ty, dans la solution & — Wy ex(&§; 4 (U}), 4 (U}, ). Alors, les valeurs UY, j € Z, n €
N, calculées par le schéma vérifient les inégalités d’énergie discrétes suivantes, qui sont des
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équivalents discrets des inégalités (3.53) et (3.54) vérifiées par les solutions faibles entropiques
du modéle :

(1pr ED)(UTHY) < (aupr B)(UY)

At
“Ar ((alplglul + 0417T1u1)?+% — (a1p1&1ur + alﬂlul)?é)

_Aly iy S (@) — (o) (3.82)
Az {(u %>0} =35 = J—3 J J

At *\ 7N ol *\ 1N n n
_Ax]l{( on <0}(u1)1+§ > (i it ((O”)j“ - (O”)J') ’
uy j+%_ =2

et pour k =2,..,N :
(ki ER)(UTHY) < (arpr By ) (UY)

At
Az ((akpkgkuk +apmrur)i 1 — (PR + akﬂkuk)?é)
At
* Ax“{@*)n 1>O}(“1>j—; (i) (@)} = (ew)j) (353
]—j_

2

ol @D @D (@)Fh - (@),
(up)™ 1 <0

ot pour j € Z, (apprErug +Oék7TkUk)§L+; = (appr&rur + apmpug) (Wr,eX(0+§ ///(U?)v //([U?—&-l)))

2
est la trace a droite en x., 1 du flux d’énergie phasique de relazation.
2

J+

3.3.3 Quelques résultats numériques pour le modele triphasique barotrope

On présente ici deux tests numériques pour évaluer les performances du schéma de relaxation. On
considére le modele a trois phases (i.e. N = 3) avec des lois d’état de type gaz parfait pour les trois
phases £k =1,2,3 :

pr(pr) = Krplt. (3.84)

On rappelle que le schéma de relaxation repose sur le calcul de la solution exacte du probleme de
Riemann de relaxation. Ce calcul nécessite le calcul du zéro d’une fonction scalaire monotone a chaque
interface du maillage. On utilise pour cela la méthode de Newton.

Cas test 1 : un probléme de Riemann avec toutes les ondes : Dans ce premier cas test, les
parametres des lois d’états sont donnés dans le tableau 3.1 et la donnée initiale est donnée dans le
Tableau 3.2.

(k1,71)  (k2,72)  (K3,73)
(1,3) (10,1.4) (1,1.6)

TABLE 3.1 — Parametres des lois d’état pour le cas test 1.

On compare la solution exacte du probléme de Riemann aux solutions approchées issues du schéma
de relaxation de Suliciu et du schéma de Rusanov, qui est le seul autre schéma existant pour ce
modele triphasique (voir [6]). Le maillage utilisé est composé de 100 mailles, ce qui correspond a un
maillage réaliste (du point de vue du cofit de calcul) de 10 mailles en 3D. On voit que le schéma
de relaxation est beaucoup plus précis que le schéma de Rusanov. Sur un maillage grossier de 100
mailles, le schéma de relaxation capture convenablement tous les états intermédiaires contrairement
au schéma de Rusanov. Le manque de précision du schéma de Rusanov (dii & son caracteére tres
dissipatif) s’observe particulierement au niveau des états intermédiaires de la phase 3.
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Ur Ur
aq 0.9 0.4
1e%) 0.05 0.4
o | 25 1.03097
up | —0.56603 —1.62876
P2 0.2 1.25044
U 6.18311 1.14140
P3 0.5 .59926
uz | 0.31861 —0.73119

TABLE 3.2 — Cas test 1 : donnée initiale de type Riemann.

Pour plusieurs pas d’espace Az, on calcule également l’erreur en norme L' entre la solution exacte
et la solution approchée calculée par les deux schémas au temps final T, = 0.05 :

. > |¢§V — Gea (25, Timax)| Az
B(Ae) = Zj ‘Qsew(inja Tax)|Az

ol ¢ est une des variables non conservatives (aq, ag, p1,u1, p2, u2, p3,us). L'erreur est calculée pour
une série de maillages composés de 100 x 2" mailles avec n = 0,1,..,10. La Figure 3.2 donne le
tracé de E(Axz) en fonction de Az dans une échelle logarithmique. Les deux schémas fournissent des
approximations qui semblent converger & 1'ordre théorique attendu de Axz'/2 (en raison de la présence
d’ondes linéairement dégénérées).

Méme si le schéma de Rusanov est réputé tres diffusif, il reste attractif en raison de sa mise en
ceuvre qui est relativement simple et peu cotliteuse & maillage donné. Afin de mieux comparer les
performances des deux schémas en termes de temps de calcul, il convient de comparer le temps de
calcul nécessaire pour atteindre une erreur donnée. Dans la Figure 3.3 on trace en échelle logarithmique
et pour les diverses variables non conservatives ¢, I'erreur E(Ax) en fonction du temps de calcul CPU
(en secondes) pour les deux schémas numériques. Chaque point correspond & un calcul pour une
taille de maillage donnée. On voit que pour toutes les variables mis a part p; et wy, le temps de
calcul nécessaire pour atteindre un niveau d’erreur donné est beaucoup plus petit avec le schéma de
relaxation qu’avec le schéma de Rusanov. Pour ce cas test unidimensionnel, il faut en moyenne dix fois
plus de temps de calcul au schéma de Rusanov qu’au schéma de relaxation pour atteindre le méme
niveau d’erreur sur une variable donnée. Pour un cas test tridimensionnel, cela correspondrait a un
cofit de calcul 10* fois plus grand pour le schéma de Rusanov que pour le schéma de relaxation. La
grande précision du schéma de relaxation compense donc largement sa relative complexité par rapport
au schéma de Rusanov.

Cas test 2 : un probléme de Riemann couplant une zone monophasique et une zone
triphasique : Dans ce cas test, les lois d’état thermodynamiques sont données par (3.84) avec les
parametres donnés dans le Tableau 3.3.

(k1,71)  (k2,72)  (K3,73)
1,3) (10,14) (5,1.6)

TABLE 3.3 — Parametres des lois d’état pour le cas test 2.

On considere un probleme de Riemann pour lequel les taux de présence des phases 1 et 2 sont
nuls dans la donnée initiale de gauche. L’onde de vitesse u; sépare alors une zone monophasique (avec
uniquement la phase 3) a gauche d’une phase de mélange triphasique a droite.

En pratique, on prend a1 = ag = 10719 dans les simulations numériques. Les résultats sont
donnés dans la Figure 3.4. On observe la encore qu’a maillage donné (composé ici de 100 mailles) le
schéma de relaxation est beaucoup plus précis que le schéma de Rusanov. Dans la zone monophasique
ou les phases 1 et 2 ne sont (quasiment) pas présentes, on observe que le schéma de relaxation est
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a1

Rusanov —s— |
05 rRelaxation —+— )

a2

Rusanov —=— |
Relaxation —e— 1

Exact —— Exact ——
04+ A ! ]
L L L L L 0 L L L L L
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.4 0.2 0 0.2 0.4
Ul U2
6 = 1
i ‘\ Rusanov —e—
0+ 5t \ Relaxation —e— |
4l | Exact —— |
-0.5 3l
2 L
1T Rusanov —a— 1
Relaxation —e— [
Exact
15t 0r
L L L L L R L L L L L
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4
P1 P2
1.2
1 iz
0.8
0.6
5 Rusanov —=—
12 ¢ R§§§§53¥ . 0.4 Relaxation —e— |
1r Exact Exact
08 ‘ ‘ ‘ ‘ 0.2 ‘ ‘ ‘ ‘
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4

FIGURE 3.1 — Cas test 1 :
mailles.

TABLE 3.4 — Cas test 2 : donnée initiale du probleme de Riemann.

variations spatiales de la solution au temps Tinax

Up Ugr
aq 0.0 0.4
a9 0.0 0.2
P1 — 0.67758
Ul — —0.96764
P2 - 0.5
U9 — —2.19213
03 0.5 1.24587
uz | 2.03047  0.70127

04 f
02 f

02
04
06
0.8

u3

Rusanov —s— |
Relaxation —e—
Exact —

-0.4

P3

Rusanov —&— |
Relaxation ——
Exact — 7

-0.4

= 0.05. Maillage : 100

bien plus stable que le schéma de Rusanov pour lequel les divisions par de petites valeurs de «; et
ao occasionnent de fortes oscillations sur les variables non conservatives. On observe par ailleurs que

I’amplitude de ces oscillations augmente d’autant plus que le maillage est fin!
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Rusanov’s scheme Relaxation scheme

10° 10 103 10 107 107 1073 1072
AX AX

FIGURE 3.2 — Cas test 1 : Erreur L' en fonction de Az pour les schémas de relaxation et de Rusanov.

3.3.4 Schéma de relaxation pour le modeéle complet avec énergies

On consideére a présent le modele multifluide & N phases avec équations d’énergies unidimensionnel.
Pour k=1,.., N, t>0etxeR:

Orau, + Vi(U)Opoy, = 0,
O (apr) + Or (apprur) = 0,

O (agprur) + 0z (akprui + arpr(pr, ex)) + Z%,}; Py(U)0z0q =0, (3.85)
O (oprEx) + 0y (o pr Exur, + opi(pr, ex)ur) + Vi(U) Z%}C Pr(U)0py =0,

avec les lois de fermeture

(3.86)

Vi =u1, et Py(U) = pi(pr,er),  pourl=2,.,N,
' v Pu(U) = p(pr,ex), pourk>2,1=1,..,N,1#k,

dont I'inconnue est recherchée dans I’espace des phases suivant

Qu = {U = (1, 0y ON—1, Q1P1, oy ANPN, QALP1UL, -, ANPNUN,
T _
oqplEl,..,oszNEN) c RN 1, tel que 0 < aq,..,any_1 <1,
arpr > 0 et appr(Er — (ug)?/2) > 0 pour tout k = 1, ..,N}.
On rappelle que les lois de pressions phasiques (pk, ex) — pr(pr, €x) sont supposées satisfaire le second

principe de la thermodynamique : il existe T (pg, ex) et sk(pk, ex) avec (7, ex) — Sk(lel, er) convexe
et

Tids, = p—gdpk — deg.
Pk

Pour les lois de fermeture (3.86), les solutions régulieres de (3.85) satisfont la conservation de toutes
les entropies phasiques :
O(agprsk) + Ox(aprsiug) = 0. (3.87)

Les solutions faibles entropiques quant a elles sont les solutions faibles qui satisfont, au sens faible, les
inégalités d’entropie phasiques :

Or(arprsk) + Ox(agprsiug) < 0. (3.88)
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a2

10° 10" 102 100 10t 108 10° 100 102 100 10t 10°

U2

10° 10" 102 100 10t 10° 10 10" 102 100 10t 10° 10° 10" 102 100 10t 10°

10° 10" 102 10° 10t 108 10 10" 102 100 10t 10° 10° 10" 102 10° 10t 108

FIGURE 3.3 — Cas test 1 : Erreur L! en fonction du temps de calcul CPU (en secondes) pour le schéma
de relaxation (points, ligne rouge) et le schéma de Rusanov (carrés, ligne bleue).

Comme dans le cas monophasique des équations d’Euler, il est possible d’étendre le schéma de
relaxation a la Suliciu pour le modeéle barotrope en considérant un schéma numérique en deux étapes,
ou la premiere étape consiste en un solveur de Riemann de relaxation pour un systéme auxiliaire ou les
équations d’énergies sont remplacées par les lois de conservation pour les entropies phasiques (3.87).
La partie convective du systéme de relaxation s’écrit alors

avec

Oy, + w10z, = 0,
O (agpr) + Ox (agpru) = 0,

O (ckprur) + O (kpruf + xmh(Thy sk, Tr)) + Z%i I (W)0raq = 0, (3.89)

Ot (onprsk) + Oc(arprspur) = 0,
Ot (anprTr) + Or(arprTrur) = 0,

T (ks Ther 1) = Pre( T, 8) + az (T — k). (3.90)
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aq

0.4

No phase 1

0.3

0.2

01y Rusanov —=— |

Relaxation —e—
0 Exact
-0.4 -0.2 0.2 0.4

uy

3 : : : : :

Rusanov —e— |

Relaxation —e— |

Exact

1.8

P1

0.2 0.4

16
14 4

No phase 1

12

08
0.6 f
04 f
0.2

b

Rusanov —=—
Relaxation —— |

Exact

FIGURE 3.4 — Cas test 2 : variations spatiales de la solution au temps Tiax = 0.05. Maillage :

mailles.
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Q2
0.2
No phase 2
0.15
0.1
0.05 Rusanov —=— |
Relaxation —e—
0 Exact — |
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
U2
2 T T T : :
1 L
O [
_1 L
_2 L
_3 L
4t R 4
usanov —s—
5t Relaxation —e— |
Exact ——
-6 : 4
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

P2

Rusanov —=—
Relaxation —e— 1
Exact ——

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

u3
25 T T T : :
Rusanov —&—
. Relaxation —e—
2 Exact —— 1
15+
1 L
0.5
O L
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
p3
1.3
12
1.1
1 L
0.9
0.8
0.7
0.6 Rusanov —e— |
Relaxation —e—
0.5 1 Exact —— 1

-0.2 0 0.2 0.4

100

ot P(7,8) = pp(77 4, en(r,5)) avec s — e(7,s) la réciproque de e — s(77!,¢e). Les paramétres ay
doivent satisfaire la condition de Whitham :

Les pressions d’interface pour le systéme de relaxation sont définies par :

Iy (W) = m(m, Tr),
M (W) = 7 (i, Tie) s

aj

> —0:Pr(Tk, Sk)-

pour I =2,..,.N

La solution est recherchée dans I’espace des phases suivant :

Qw = {U = (01, .y N1, QU P1, oy ANPN, QALPIUL, - AN PNUN,

pour k>2,1=1,..,N,[l+#k.

(3.91)

(3.92)

T N-1
Q1p181, ., ANPNSN, 1 p1Th, - anpnTy) T € ROV tel que 0 < ay,..,an—1 < 1,

agpr > 0, et agprer (T, sp) > 0 pour tout k=1, ..
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On note alors Wy ex (&; Wr,, W) la solution du probléeme de Cauchy pour (3.89) avec la donnée initiale
de type Riemann suivante.

Wy x <0,
W(x’o):{ WZ z>0.

Cette solution s’obtient & partir de la solution du probleme de Riemann de relaxation pour le mo-
dele barotrope calculée a la section 3.2.3, en remplagant formellement I'inconnue 7 par le vecteur
d’inconnues (7, sk).

En notant At et Az les pas d’espace et de temps et U 7 Papproximation de la solution au temps
t" =nAtsur C; = [z._1,z. 1] otz 1 = (j+ 3)Az pour tout j € Z, on obtient un schéma qui se
J J—35'7i+t3 Jjts 2
met sous la forme d’un schéma numérique de volumes finis non conservatif :

At

1 _

Ut = Up - = (P, Upy) = FHULUP)) (3.93)
Le pas de temps At est mis a jour de maniére a satisfaire une condition CFL prescrite pas les ondes
acoustiques du systéme de relaxation pour le modele auxiliaire (3.89) :

(3.94)

At 1
ax | max max {|(ur — ae)f, (s + aem)fyal} < 5.

—_— m
Azx ke{l,.,N} jeZ

Théoréme 3.3.5. Le schéma de relazation (3.93) a les propriétés suivantes :

e Positivité : Sous la condition CFL (3.94), le schéma préserve la positivité des taux de présence
statistiques, des masses volumiques et des énergies internes : pour tout n € N, si (UJ” € Qu pour
tout j € Z), alors 0 < (ak)}”l <1, (ozkpk);-”l >0, et (B — u,2§/2);-"H >0 pour tout k =1,..,N
et tout j € Z, i.e. (U;LJF1 € Qu pour tout j € Z).

o Conservativité : Les discrétisations des masses partielles appr, k = 1,.., N, de la quantité de
mouvement totale ngvzl appruy et de ’énergie totale de mélange ngvzl agprEy sont conserva-
tives.

e Inégalités d’entropie discrétes : On suppose que les paramétres de relaxation (ak);ﬁrl, k=
2

1, .., N satisfont la condition de Whitham a chaque pas de temps et a chaque interface, i.e. pour

toutneN, jeZ, (ak);ﬁrl, k=1,.,N, (ak)?Jr; vérifie
2 2

((ak)?+%>2 > —0r, Pr(Tk, sk) (3.95)

pour tous Ty et si dans la solution du probléeme de Riemann relaxé en x, 1. Alors les valeurs uy

1
J+§
calculées par le schéma numérique satisfont des inégalités d’entropie discrétes : pourk =1,..,N :

At

(rprs) (U ) < (ups) (U]) = 5 (npsin)l,y — (upsan)l_y ). (396)

Remarque 3.3.2.

1. 1l est remarquable de noter que les propriétés de positivité des masses volumiques et des énergies
internes ainsi que les inégalités d’entropie discrétes sont valables quel que soit le choix des lois
d’états, pourvu qu’elles soient admissibles.

2. Méme dans le cas diphasique N = 2 du systéme de Baer-Nunziato, le schéma de relaxation est
le premier schéma numérique, et & ma connaissance le seul, pour lequel on peut démontrer ces
propriétés de positivité et d’inégalités d’entropies discreétes.
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3.3.5 Un cas test pour le systéme diphasique (N = 2) avec énergies

L’extension du schéma numérique pour le modele avec équations d’énergies n’a été mise en ceuvre
numériquement que dans le cas du modele diphasique de Baer-Nunziato (N = 2). L’extension au
cas général (N > 3) avec équations d’énergies est immédiate mais reste encore a mettre en ceuvre
numériquement.

On présente un cas test de type probléme de Riemann tiré de [20]. La loi de fermeture considérée
ici pour les vitesse et pression d’interface est :

Vi(U) =ug,  Pr(U) =p1.

D’autres cas tests peuvent étre trouvés dans [20]. Les lois d’états des deux phases sont des lois de type
gaz parfaits ou stiffened gas :

pi(p1,e1) = (m — 1)pie, =14
p2(p2,e2) = (72 — 1)p2e2 — V2Poc 2, Y2 =3, Pooz = 100.

La donnée initiale est de type Riemann et donnée dans le tableau 3.5.

UL Ur
oq 0.3 0.8
o 1.0 1.0
up —19.59741 —19.59741
P1 1000.0 0.01
2 1.0 1.0
us —19.59716 —19.59741
P2 1000.0 0.01

TABLE 3.5 — Donnée initiale.

Dans la figure 3.5, la solution approchée calculée avec le schéma de relaxation est comparée a la
solution exacte et aux solutions approchées obtenues avec d’autres schémas de la littérature, a savoir
le schéma de Rusanov, le schéma de type Godunov de Schwendeman et al. [50] et le schéma de type
HLLC de Toro et Tokareva [56]. On voit que le schéma de relaxation a des performances similaires aux
schémas de Godunov et HLLC. Les trois schémas sont beaucoup plus précis que le schéma de Rusanov
qui, avec un maillage de 100 mailles ne capture que tres approximativement les états intermédiaires.
Dans la figure 3.6, on montre la convergence de l'erreur en norme L' en fonction du pas du maillage
Ax ainsi que I’évolution de I'erreur en fonction du temps de calcul CPU pour les schémas de relaxation
et de Rusanov. Comme pour le cas barotrope, le gain en temps de calcul pour une erreur donnée est
tres significatif pour le schéma de relaxation comparativement au schéma de Rusanov.
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FIGURE 3.6 — Erreur L' en fonction de Az et en fonction du temps de calcul
CPU (en secondes) pour le schéma de relaxation (ligne continue) et le schéma
de Rusanov (ligne pointillée).
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3.4 Extension a un modele multifluide avec champs miscibles

Les modeéles multifluides considérés jusqu’ici ne permettent pas de modéliser des écoulements avec
des phases miscibles c’est-a-dire des écoulements ou certaines phases sont constituées de plusieurs
constituants. C’est le cas par exemple d’un écoulement mettant en jeu de ’eau sous forme liquide (1),
de la vapeur d’eau (v) et un gaz inerte (g) (qui n’échange pas de masse avec I’eau), tel que de air,
qui partage la phase gazeuse avec la vapeur d’eau. On parle alors d’écoulement diphasique & trois
champs. Dans l'industrie nucléaire, de tels écoulements peuvent apparaitre dans des configurations
accidentelles telles que l'accident de perte de réfrigérant primaire (APRP).

Une extension des modeles multifluides de type Baer-Nunziato pour la prise en compte de tels
écoulements a été effectuée dans [33]. La version barotrope et sans termes sources du modele unidi-
mensionnel s’écrit, pour t >0 et x € R :

Oray + u0paq = 0,
O(cupr) + Oz (cuprug) = 0,
A(cuprwy) + Ox(cuprud + cupi(p1)) + Po(po)Oncty + Dyg(pg)Onary = 0,
et pour k=wv,g: (3.97)
Oy(agpr) + On(arprur) = 0,
O (ampruk) + O (cnprui + arpr(px)) — pr(pr) Oway, = 0.

Pour k € {l,v,g}, prp(t,x) > 0 et ug(t,z) € R sont respectivement la masse volumique et la vitesse du
champ k. La pression du champ k ne dépend que de la densité du champ correspondant et est donnée
par une équation d’état barotrope py : pr — pr(px) strictement croissante. Enfin, o € (0,1) est la
fraction statistique du champ k. Comme le champ de vapeur et le gaz inerte partagent la méme phase
gazeuse, nous avons la contrainte de saturation suivante

ay=0y=1—q. (3.98)

Remarque 3.4.1. Des termes sources peuvent étre ajoutés au modéle (3.97) pour tenir compte des
transferts de masse entre eau liquide et eau vapeur et des échanges thermodynamiques.

Proposition 3.4.1. On note U := (oy, aypy, qypiiy, 0w pu, QP 0gPg, 0gPgtig). Le systéme (3.97) est
faiblement hyperbolique et admet les valeurs propres réelles suivantes

01(U) = w, 023(U) = w £ ci(p), 045(0) = uy £ cu(py), 067(U) = uy £ cg(pg),

ot ck(pr) = /Pi(pr) est la vitesse du son du champ k. Tous les champs caractéristiques sont vrai-
ment non linéaires, a l’exception de o1 qui est linéairement dégénéré. L’ensemble des vecteurs propres
correspondants engendre R si et seulement si

luk —wl # ck(pr)  pour k= g,v. (3.99)

L’énergie spécifique totale du champ k est définie par E) = e;ﬁ—u% /2, ou I'énergie interne spécifique
du champ k est telle que €} (pr) = pr(pr)/pi. La fonction U — (agprEy)(U) est (non strictement)
convexe. Les solutions faibles entropiques du systéme (3.97) sont les solutions faibles qui satisfont
I'inégalité suivante au sens faible :

5t( > akpkEk) + am( > (cwprBruy, + akpk(Pk)uk)) <0. (3.100)
k=l,g,v k=l,g,v

Pour les solutions régulieres de (3.97), (3.100) est une égalité.
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3.4.1 Schéma de relaxation

Comme pour les modeles a phases non miscibles, on introduit un systeme de relaxation pour lequel
on cherche a construire un solveur de Riemann exact. Pour le systeme diphasique a trois champs, la
partie convective du modele de relaxation s’écrit, tout t > 0 et x € R :

Oray + w0paq = 0,
A(cupr) + 9z (cuprur) = 0,
Or(cupruy) + O (uprud + cqmi (11, T))) + 7o (Tw, To)) Oucvy + g (74, Tg) Oy = 0,
Or(cupiT) + Oz (cupTruy) = 0,
et pour k=wv,9: (3.101)
O(awpr) + Oz (agprug) =0,
O (oprur) + O (cwprui + (e, Te)) — T (ks Tie)Opcue = 0,
Or(akprTe) + Oz (cupr Trug) = 0,

avec les lois de pression
7Tk’(7-k777€) :Pk(ﬁ)—i_a%(n_'rk)a k:lv.g)U?

ot T — Py(1) = pr(771). Les parametres de relaxation a; > 0 sont choisis de maniére & satisfaire la
condition de Whitham :
az > —PL(Tp). (3.102)

Dans la résolution du probleme de Riemann pour le systeme de relaxation du modele multifluide
a trois phases non miscibles, les équations de transport pour o; et o, sont résolues et par la relation
de saturation >, , ,ap =1, oy est calculé en appliquant I'initialisation suivante :

gt =0):=1—at =0) — ay(t = 0).

L’extension au probléme relaxé pour le modele diphasique a trois champs ci-dessus est assez simple.
Elle consiste a résoudre I’équation de transport pour o; tandis que oy = av, sont calculés en appliquant
I’initialisation :
ag(t=0)=o,(t=0):=1—-(t=0).
Puisque dans les cas miscibles et non miscibles, les taux de présence statistiques o, satisfont la méme
équation de transport :
Oy, + w0pay, = 0,

Pexpression de la solution globale du probléme de Riemann est inchangée! On obtient donc 1a aussi
un schéma numérique qui prend la forme d’un schéma de volumes finis explicite non conservatif et qui
a les mémes propriétés que précédemment : positivité des taux de présence statistiques et des masses
volumiques, inégalités d’énergie discretes. Il peut étre également étendu a une version du modele avec
équations d’énergies prenant en compte des lois d’état completes (non barotropes). Le schéma qui en
résulte préserve la positivité des taux de présence, des masses volumiques et des énergies internes. Il
vérifie également des inégalités d’entropie discretes.

3.4.2 Un cas test numérique

On présente un cas test numérique composé de I'unique onde de vitesse u;. D’autres simulations
peuvent étre trouvées dans [15] et [14], notamment des simulations ou des termes sources de retour a
I’équilibre thermodynamique entre les phases sont discrétisés. La donnée initiale est donnée par

U, =(0.1,3.0,0.2,0.3,1.0,0.4, 1.0),
Ugr =(0.4,2.0724212862957074, 0.2, 0.28339834471128433, (3.103)
1.4702967632600488, 0.34584269153214842, 1.5879142504747157).

La solution exacte au temps T = 0.08 ainsi que les solutions approchées par le schéma de relaxation
et le schéma de Rusanov sont donnés dans la figure 3.7. On présente également le tracé de l'erreur
L' en fonction du pas d’espace Az et du temps de calcul CPU (en secondes) dans la Figure 3.8 . Les
résultats sont comparables a ceux des sections précédentes.
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FiGURE 3.9 — Notations pour un maillage conforme non structuré.

3.5 Extension multidimensionnelle du schéma de relaxation

On souhaite étendre le schéma de relaxation en un schéma de volumes finis multidimensionnel afin
d’approcher les solutions faibles d’un probleme de Cauchy pour le modeéle multifluide que I'on réécrit
ici:pourk=1,.,N,t>0etxzcOCR?(de{23}):

O, + Vi(U)-Va =0,

O (agpr) + div (g prug) = 0,

O (apprug) + div (apprur @ ug) + V(owpr) + Z%k Pu(U)Va; =0,

Or (axprEx) + div (ogpr Epur, + agprug) + Vi (U) - Z%i Pu(U)Va; =0.

On suppose des lois de fermeture sur la vitesse et les pressions interfaciales données par Vi (U) = u;
et (2.12). On se restreint au cas de la dimension 2 (on peut généraliser a la dimension 3) et on écrit
le probléme sous forme vectorielle, pour t > 0 et = (z,y) € O C R? :

U + 0, f1(U) + 0y f2(U) + c1(U)0,U + c2(U)9,U = 0,

U(0,z) = Up(x). (3.104)

La solution est a valeurs dans l’espace des états admissibles

Qu = {U = (@1, ., AN—1, Q11 o, ANPN, X1P1UL, -.; AN PNUN,
T N-1
a1p1Fh, ..,aNpNEN) eR® , tel que 0 < aq,..,an_1 <1,

arpr > 0 et appp(Ey — |ukl?/2) > 0 pour tout k =1, ..,N}.

3.5.1 Schéma de volumes finis sur maillages non structurés

On introduit un pas de temps At et les temps discrets t" = nAt pour tout n € N. La discrétisation
spatiale est une discrétisation sur maillage conforme non structuré donnée par la

Définition 3.5.1 (Maillage conforme, voir Figure 3.9). Un maillage M de O est une famille composée
de polygones converes K € M qui forme une partition de O : O = Ugepm K. On suppose que le
maillage est conforme i.e. que “toute face o d’un élément K € M est soit contenue dans la frontiére
00, soit égale a une face d’un autre élément L7, et on note alors o = K|L. Pour chaque K € M, on
note E(K) l’ensemble des faces de K, et par € l’ensemble des faces du maillage. On note Eqxt Tesp.
Eint 'ensemble des faces externes resp. internes : Eoxy = {0 € E,0 C 0O} et Einy = €\ Eext- Le vecteur
unitaire normal & o € E(K) et sortant de K est noté ng . Dans la suite, la notation |K|, |0K| ou
\o| désigne indifféremment l'aire de K dans R? ou la longueur dans R de OK ou de la face o.

La discrétisation par volumes finis consiste & approcher la solution de (3.104) aux temps discrets
t" par une fonction constante sur chaque maille K notée Uy représentant sa moyenne sur cette maille
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K. On initialise la solution discrete en posant :
1
Ud = —/ Up(x)dz, KeM. (3.105)
K| Jx

On cherche a écrire un schéma de volumes finis qui est 'analogue 2D d’un schéma explicite a 3-points
en 1D. Le schéma prend la forme suivante :

At
Uit = Uk - == Y Jol FUR Ubink,), K €M, n20. (3.106)
| ‘ c€e&(K)
o=K|L

Notons que, le systeme (3.104) étant non conservatif, les flux numériques ne sont pas conservatifs. En
général, la fonction F(Uy, Uz; n) est telle que

F(U1,Uz;n) # —F(Us, Uy; —n).

On cherche donc & déterminer les flux numériques. Pour n € S!, notons R(n) € SO(2) la rotation

de R? telle que n = R(n)e,. On définit également R(n)~! : Qy — Qp, U +— U la transformation qui
agit sur un vecteur d’état U en gardant inchangées les quantités scalaires et en changeant les vecteurs
vitesses

ap = Qg, Pk =Pk, €k = €k, @:R(n)*luk k=1,..,N.

Etant donnée la solution U(t, ) de (3.104), on considére le changement de variable suivant correspon-
dant & une rotation du repeére :

Ut,z') := R(n)"'U(t, R(n)x').

Dans le voisinage d’une interface o = K|L, la solution discrete étant constante de part et d’autre
de l'interface, on peut considérer que I'on a un probléme de Riemann local 1D pour (3.104) dans la
direction de ng . Grace a I'invariance par rotation des équations ce probleme de Riemann s’écrit

0T + By f1(U) + 8y fo2(U) + 1 (U)0p U + (U0, U = 0,
Ut =0,2',y) = Rnkq) Uk s a’ <0,
R(nke)Up siz' >0.

Si on considere que la solution est constante dans la direction orthogonale a ng ,, c’est a dire qu’elle
ne dépend pas de la variable tangentielle ¥’ ce probléme de Riemann se réduit a

U + 0y f1(U) + c1(U) U = 0,
R(nge)Up siz' <0, (3.107)
R(ng,)Up siz' >0,

qui n’est autre que le probléeme de Riemann pour le modeéle 1D supplémenté d’équations d’advection
a vitesse uy pour les vitesses tangentielles vy, :

Bvk + WOy =0,  k=1,.,N.

On construit alors naturellement un flux numérique pour le systéme (3.107) en complétant le flux
numérique F'~ du schéma de relaxation pour le modele 1D (voir (3.93)) par une discrétisation décentrée
amont (par rapport a la valeur uj de la vitesse de propagation de 'onde matérielle de valeur propre
uy dans le probleme de Riemann relaxé) des vitesses tangentielles. Notons F _((71,172) le flux ainsi
obtenu et définissons le flux numérique suivant pour le schéma 2D :

F(Uy,Us;n) := R(n)E~(R(n)"'UL, R(n)"'Us). (3.108)
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Remarque 3.5.1. Il est naturel de prendre le flur numérique F~ et non le flur F* car dans la
direction du vecteur nk , orienté de la maille K vers la maille L, le flux numérique doit correspondre
d la trace a gauche du flux physique évalué en 0~ pour le probléme de Riemann approché.

Le schéma numérique 1D étant consistant avec le flux physique 1D on a F~(R(n)~1U, R(n)~1U) =
f1(R(n)~tU) pour tout U € Qp et tout n € S'. De plus, I'invariance par rotation du systéme donne

AR@)TU) =Rn) ™ [AU), (V)] - n=Rn) ™ (A(U)na + f2(U)ny)

pour tout U, et tout n = (ng, n,) dans S'. On voit alors que le flux numérique 2D (3.108) est consistant
avec le flux physique au sens ou

F(U,U;n) = R(n)f1(R(n)'U) = [f1(U), fo(U)] -n, VU €Qpy, ¥n e St (3.109)

En invoquant l'identité géométrique 3 ce (k) |o|nKk,c = 0 on peut écrire le schéma (3.106) sous la
forme suivante.

n+1 |0| -1 rrn+1
U™ = > K] % (nko)Uk, (3.110)
o€&(K)
avec
i1 MOK| = .
Uko = Uk — K] ‘(F (UKaUL)_fl(UK))- (3.111)

La forme (3.110)-(3.111) est ’analogue 2D de la décomposition en demi-cellules introduite par Harten,
Lax et Van Leer [28]. Comme la formule (3.111) correspond au modeéle 1D complété par des équations
de transport pour les vitesses tangentielles & la face, on voit par la formule (3.110) que I'inconnue est
mise & jour par une combinaison convexe de problémes de Riemann 1D entre la cellule K et la face
o € E(K). Ainsi, Les résultats de positivité et les inégalités d’entropie discrétes peuvent étre étendus
au schéma 2D. La condition CFL a imposer en 2D est similaire a la condition CFL 1D :

At (3.112)

|

———— max max max(|(u} - ng, + o)kl (U} ke £ a)L]) <
: 7] 7 | |
mingenm Ry k25N 72N

3.5.2 Un cas test numérique en dimension 2

On considere ici le modele bifluide de Baer-Nunziato barotrope avec des termes sources de retour a
I’équilibre en pression et vitesse ainsi qu'une force de gravité et on se propose de faire une simulation
en dimension deux. Le modeéle est donné pour k =1,2,t >0et x € O C R? :

1
Qo+ Vi(U) - Vau = — =52 (na(pr) = pa(p2)

Tp

O (agpr) + div (agprug) = 0,
O (akpkuk) + div (akpkuk ® ’lLk) + V(akpk(pk)) — P](U)Vozk

1
_ 7%(_1)%“ — us| (U1 — u2) — agprg,
Tu Q1P1 + Q202
avec

V[(U)IUQ, P[(U):pl.

On approche les solutions de ce modeéle avec un schéma numérique a pas fractionnaire. A chaque
pas de temps, la partie convective du modele est traitée a l’aide du schéma de relaxation, puis les
deux termes sources (qui sont indépendants) sont discrétisés a tour de rdle par un schéma numérique
implicite sur chaque maille (voir [46] pour plus de détails).

On considére un cas test présentant le ballottement d’un liquide dans un disque @ C R2. A ¢t = 0,
le liquide qui se trouve initialement dans le quart de disque en bas & gauche (avec a; = 0.99) est
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“libéré” et se met a osciller dans le fond du disque sous l'effet de la gravité. Dans le but de reproduire
un rapport de densité liquide/vapeur, on considére des équations d’état données par

p1(p1) = p1 (liquide), p2(p2) = (p2)* (vapeur).

Les parametres dans les termes sources sont Py = 1, 7, = 1079 7, = 1004 et g = —9.81e,. Le
domaine de calcul O est le disque unité centré en (0,0) et la condition initiale est donnée par (avec
U = (a1, a1p1, a1p1ur, a1 p1v1, aapa, aapauiz, aapavs))

Ue.y.0) (0.99,0.99 x 81,0,0,0.01 x 3,0,0) siz <0ety<O0,
95 =) (0.01,0.01 x 81,0,0,0.99 x 3,0,0)  sinon.

On applique des conditions aux limites de type paroi sur toute la frontiere du domaine (grace a la tech-
nique des cellules miroirs). Le maillage est composé de 6888 cellules triangulaires et de 3545 sommets,
voir la Figure 3.10. Nous présentons dans la Figure 3.11 la fraction statistique de phase 1, a; et la
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FIGURE 3.10 — Maillage test numérique en 2D.

masse partielle de phase 1, a1 p; a différents instants. La solution approchée est conforme a 'intuition :
apres libération de la donnée initiale, la phase la plus lourde (phase 1) oscille au fond du disque sous
I’effet de la gravité. La solution observée est similaire a la solution plane de Thacker pour les équations
de Saint-Venant [53], caractérisée par une surface plane et un comportement périodique. Ici, on peut
observer que la surface devient de plus en plus plane et que le nombre de cellules dans 1’épaisseur de
I'interface diminue. Bien stir, pour des temps beaucoup plus longs, la solution numérique n’est pas en-
tierement périodique en raison de la diffusion numérique qui introduit un léger amortissement, laissant
la solution tendre vers une solution stationnaire avec une surface horizontale. Le schéma numérique
est trés robuste puisque la fraction aq prend ses valeurs sur une large plage allant de 1072 &4 1 — 1072,
De plus, en raison des différents termes sources, la vitesse relative de 1’écoulement reste subsonique,
de sorte que le schéma de relaxation est applicable tout au long de la simulation.
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Chapitre 4

La limite incompressible pour les
équations de Navier-Stokes
compressibles
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Il est connu que lorsque le nombre de Mach, qui est le rapport entre la vitesse caractéristique de
I’écoulement d’un fluide compressible et la célérité des ondes acoustiques dans ce fluide, tend vers
zéro, le fluide se comporte comme un fluide incompressible. On parle alors de limite compressible-
incompressible. On dit en général qu'un écoulement de fluide pour lequel le nombre de Mach est petit
est dans un régime faiblement compressible ou proche de l’incompressible. L’objectif de ce chapitre est

triple :

1. Présenter le systeme des équations de Navier-Stokes compressibles barotropes régissant ’écou-
lement d’un fluide compressible visqueux pour lequel la pression est une fonction de la masse
volumique. On donne ensuite quelques résultats sur 1’existence de solutions faibles et sur leurs

propriétés.

2. Donner une formulation mathématique a la limite compressible-incompressible. On introduit
pour cela un systeme adimensionné par les grandeurs caractéristiques de 1’écoulement, dans
lequel le nombre de Mach (noté ¢) apparait comme un parameétre, puis on rappelle dans les

grandes lignes, les principaux résultats mathématiques connus sur la limite € — 0.

3. Donner un panorama des principales difficultées rencontrées lors de 'approximation numérique
des équations de Navier-Stokes (ou d’Euler) compressibles lorsque le fluide est dans un régime

proche de I'incompressible, en discuter les causes et les remedes.

4.1 Les équations de Navier-Stokes compressibles barotropes

Soit T € RT™* et Q € R? un ouvert borné et connexe, avec d € {2,3}. On considere le systéme des
équations de Navier-Stokes compressibles barotropes qui décrit 1’évolution sur l'intervalle de temps
[0, 7] d’un fluide visqueux occupant le volume €2, et dont la pression locale est une fonction uniquement

85
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de la masse volumique locale du fluide. En I"absence de forces volumiques extérieures s’appliquant sur
le fluide, ce systéme s’écrit :

Op + div(pu) =0, (4.1a)
Oh(pu) +divipu @ u) — div(T(u)) + Vp =0, (4.1b)
p=p(p). (4.1c)

Les quantités p = p(t,z) > 0, p = p(t,x) et u = u(t,z) = (u1(t,x),..,uq(t,))” sont respectivement
la masse volumique, la pression et la vitesse du fluide pour tout € Q et ¢t € (0,7"). On supposera
que la loi de pression p — @(p) est un fonction réguliére et strictement croissante. Le tenseur des
contraintes 7(u) est déterminé par la loi de Hooke :

(u) = jp(Vu+ Viu) + A(divu) I, p>0, A+ p 0. (42)

Le coefficient 1 est la viscosité dynamique du fluide. Un choix classique pour X est A = —& (si d = 3).
Enfin on compleéte le systéme (4.1) par des conditions initiales ainsi que des conditions aux limites de
Dirichlet homogenes :

Pli=0 = po = 0, (pu)ji=0 = qo; ujpn =0, (4.3)

avec qo = 0 sur {pg = 0}.

On montre que les solutions réguliéres de (4.1)-(4.3) satisfont ’équation suivante, dite équation
d’énergie cinétique :

6t(%p \u|2) + div(%p |u|? u) —div(T(u))-u+ Vp(p) - u=0. (4.4)

De plus, on montre que pour les solutions réguliéres, pour toute fonction b € C°([0,0)) N C*(0, c0),
on a l'identité suivante appelée identité de renormalisation :

9b(p) + div(b(p)u) + (pV'(p) — b(p)) diveu = 0. (4.5)
En particulier pour I’énergie libre, qui est la fonction H solution de

pH'(p) — H(p) = p(p),  p >0,

on obtient I'équation d’énergie interne (on appelle énergie interne la fonction e telle que H(p) = pe(p),
e est une primitive de p — p(p)/p?) :

O H (p) + div(H (p)u) + p(p) divu = 0. (4.6)

En sommant (4.4) et (4.6) on obtient 1’équation d’énergie totale :

8t(%p|u\2+H(p))+d1v( pluf? w+ H(p)u+ p(p)u) — div(r(u)) -u = 0. (4.7)

En intégrant sur (0,¢) x Q et en utilisant des intégrations par parties dans le terme de diffusion et la
condition de Dirichlet homogene on obtient

1
5/ ) Ju(t ]2dw+/H daz+u//qu12dxdt+ W+ A) // (divw)® de dt
Q

2
<Ll g, +/ H(po)da,  Vte (0,T). (4.8)
2Ja po

On s’intéresse aux solutions faibles du systéme (4.3)-(4.1) c’est & dire aux couples (p, u) qui vérifient
les équations du systéme au sens des distributions :
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(i) Pour tout ¢ dans C2°([0,7") x €2),

— /T/ p(x, t)(Orp(z, t) + u(x,t) - Vo(z,t)) dedt = / po(x)d(x,0) de.
0 Jo Q

(i) Pour tout v dans C([0,T) x )%,

T
/0 /Q(—P(w,t)u(ac,t) -Ow(x,t) — (p(z, Hu(x, t) @ u(zx,t)) : Vo(x,t)
+uVau(z,t) : Vo(z,t) + (n+ A) divu(e, t) divo(z, t)

— p(p(x,t)) divv(w,t)) dedt = /qu(:n) -v(z,0)dx,

ot toutes les fonctions impliquant le couple (p,u) sont (au moins) dans Li ((0,7) x ©). On dira
que (p,u) est une solution faible d’énergie finie si de plus elle vérifie I'estimation (4.8). Enfin on dit
que (p,u) est une solution faible renormalisée si elle vérifie '’équation de renormalisation (4.5) dans
D'((0,T)xQ) (o1 (p, u) est prolongé par 0 en dehors de ) pour toute fonction b € C°([0, 00))NCL(0, co)
vérifiant certaines inégalités prescrivant son comportement au bord de l'intervalle (0, 00) (voir [110] et
(7.24)).

Pour les lois d’état de type gaz parfait :

o(p) = Kp’, k>0,7>1, (4.9)

les premiers résultats d’existence de solutions faibles pour le systéme des équations de Navier-Stokes
compressibles barotropes sont dus & P.-L. Lions [104] qui a démontré Iexistence de solutions pour
v > 9/5 (pour d = 3). Ces résultats ont été par la suite étendus par Feireisl & des coefficients
adiabatiques v > 3/2 [77]. On a le résultat d’existence suivant dont on peut trouver une preuve dans

[110] :
Théoréme 4.1.1. On suppose que la loi d’état est une loi d’état de type gaz parfait (4.9) avec v > %

. 2y
Soit (po,qy) tels que pg > 0, po € Li (Q), H(po) € LL .(Q), go € L7 (Q), g = 0 sur {py = 0},
\gol?/po € LY(Q). Alors il existe (p,u) une solution faible renormalisée d’énergie finie de (4.3)-(4.1).
Cette solution vérifie les estimations suivantes :

5v—3

pE LOO((O7T);L7(Q)) NL s ((O,T) X Q),
pE CO([()? T]; L?aible(Q))7
u € L2((0,7); H(Q)),

27/7
pu € CO([()? T]’ Lf’Z;l;lc(Q))?
pluf? € L((0,T): L (2)) N LH# ((0,T) x Q).

4.2 La limite incompressible pour les solutions faibles

4.2.1 Adimensionnement et limite formelle

Pour comprendre le comportement des fluides dans les régimes faiblement compressibles ainsi que la
limite incompressible, on adimensionne les équations (4.1). Si on note Lo, une longueur caractéristique
de I’écoulement, U, une vitesse caractéristique de ’écoulement, ¢y, la vitesse du son caractéristique
dans le fluide et poo la masse volumique caractéristique du fluide, on peut introduire les grandeurs
adimensionnées suivantes :

_ U, x u
t=1-22 =" ﬁzi, = ]5:%
PooCloo
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Les grandeurs dimensionnées (p, pu) étant solutions des équations de masse (4.1a) et de quantité de
mouvement (4.1b), leurs homologues adimensionnées (p, pu) sont solutions de

OOUOO — . _—
PL (&gp + dlvg—c(pu)> =0,
IOOOUozo —_ . - _ _ _ X . 1 .,
i7 (8g(pu) + divz(pu @ u) — pAzu — (g + \)Vz(divg u) + ?Vip(p)) =0
olt 5(p) = P e (poop) €t ol
Us ooUso Lo 1
£E=—, Re = P ==
Coo M H

sont respectivement les nombres de Mach et de Reynolds qui sont des nombres caractéristiques de
I’écoulement et ot A = (i + A)/(PoocUso Loo) — fi-

Ainsi si 'on suppose que fi et A sont constants et indépendants du nombre de Mach, le systéme
adimensionné s’écrit (on allege les notations en enlevant les barres) :

Op° + div(p°u®) = 0,
1 (4.10)
Oh(p°u’) + div(p°u® @ u®) — pAu® — (p+ \)V(divu®) + ?Vp(pa) = 0.

Formellement, lorsque que le nombre de Mach ¢ tend vers zéro, si p° — p et 4 — wu alors, par
Péquation de quantité de mouvement on a Vp(p®) = O(e?). A la limite on a alors p = p(t). En
intégrant 1’équation de conservation de la masse sur €2 et en utilisant les conditions de Dirichlet
homogenes sur la vitesse, on obtient que la masse volumique limite p est constante en temps et en
espace. En passant & la limite dans les deux équations, on obtient alors le systeme des équations de
Navier-Stokes incompressibles :

divu =0,
(4.11)
poru + pdiv(u @ u) — pAu + VII = 0,

ot IT = lim. 0 & (p(p°) — p(p))-

4.2.2 Quelques éléments de preuve

La justification rigoureuse de cette limite singuliere a fait 1'objet (et continue de faire I'objet)
de nombreux travaux de recherche, les plus anciens remontant aux années 80 avec les articles de
Klainerman et Majda [101] et de Schochet [116] qui se sont intéressés a la limite incompressible
pour les équations d’Euler compressibles (sans les termes de viscosité donc). Concernant la limite
incompressible pour les solutions faibles (d’énergie finie) des équations de Navier-Stokes compressibles,
on peut citer les travaux de Lions et Masmoudi [105] dans le cas ot Q = T¢ Desjardins etal [72, 73]
pour les cas = R? et  borné avec des conditions aux limites de Dirichlet homogenes.

La principale difficulté réside dans la gestion des ondes acoustiques qui oscillent de plus en plus
rapidement lorsque € — 0. En effet, le systeme (4.10) se réécrit

Op® + div(p*u®) =0,
€,.€ : €€ € 1 € € - (4'12)
Oh(p°u®) + div(p u® @ u®) + ?Vp(p ) = AU + (p+ A)V(divu®).

Les estimations d’énergie permettent alors de montrer (modulo des hypotheses sur la donnée initiale)
que le membre de droite de ce systéme est compact (pour des topologies faibles) dans la limite & — 0.
Le membre de gauche quant a lui est le systeme des équations d’Euler adimensionnées. C’est un
systéme hyperbolique dont les valeurs propres (en dimension un) sont les vitesses de propagation des
ondes acoustiques qui sont données par

)
e
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La solution est donc de plus en plus oscillante dans la limite e — 0 et la difficulté principale réside dans
la justification de la compacité du terme de convection dans I’équation de quantité de mouvement,
terme non linéaire faisant intervenir un produit de fonctions qui ne convergent que faiblement.

Donnons un peu plus de détails sur le schéma de la preuve. On considére une suite de solutions
faibles d’énergie finie de (4.12) associées a une suite de données initiales (pf, ug)e>0 avec € — 0. On
supposera que la loi de pression est une loi de pression de type gaz parfait définie par

olp) = kp?,  avecr=1, 7> 2.

Le raisonnement peut étre décomposé en deux étapes. Dans une premiere étape, on montre la conver-
gence de la masse volumique vers une constante et la compacité de la vitesse. Dans une deuxiéme
étape, on effectue le passage a la limite dans les équations.

Etape 1 : estimation d’énergie et compacité — A l'aide de l'inégalité d’énergie totale (4.8)
vérifiée par les solutions faibles d’énergie finie de (4.12) (I’énergie libre est ici H(p) = (y —1)"1p? =
(v — 1)"tp(p)) et de I’équation de conservation de la masse on montre que les solutions vérifient
Pestimation suivante :

1
3y OROR o+ ot [Tl @) 1946 et

IPESY /0 Jdiv(u (DI = 5 [l o+ 5 —— [ Mlglde (413

ot la fonction II,[p] est donnée par
T[] = o(p) — 0(p) = ¢'(P)(p — P),

oup= ﬁ Jo pde est la moyenne de p : Q — R sur 2. Notons que par intégration de I'équation de la
masse sur € et les conditions aux limites de Dirichlet homogenes sur la vitesse, p° est une constante (en
temps et en espace) ne dépendant que de € et déterminée par la masse volumique initiale. L’estimation
(4.13) peut-étre vue comme une estimation d’entropie relative qui permet un controle de la distance
entre la masse volumique p° et sa moyenne p*. On montre en effet, a ’aide d’'un développement de
Taylor que pour v > 2 on a

IL[p] > (y = 1)p"2(p — p)*. (4.14)

On suppose que la donnée initiale (p§, uj) est telle que

li =1, 4.15
lim (1)
et que le membre de droite de (4.13) est borné, uniformément en e ce qui exprime le fait que p§ =
14 O(g). On parle alors de données initiales mal préparées (des données bien préparées seraient telles
que pf = Cste + O(g?) et divu§ — 0).

De l'estimation d’entropie relative (4.13), de (4.14) et de (4.15) on déduit alors les résultats de
compacité suivants sur la suite (p%, u®) :

1. Onall,[p?] = O(e?) dans L>°(L') donc par (4.14) et (4.15) on a |p°—p°| — 0 et p° — 1 fortement
dans L*°(L?) (en fait on montre qu’'on a convergence dans L>°(L7)) avec |p° — p°| = O(e) dans
L>(L?).

2. La suite (u®). est bornée dans L2(H}) et il existe une fonction u € L2(H}) telle qu’a extraction
d’une sous-suite prés u® — u fortement dans L?(L?) et faiblement dans L2(H!).

3. En passant a la limite dans I’équation de conservation de la masse on a divu =0 et divu® — 0
faiblement dans L2(L?).
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Etape 2 : passage a la limite ¢ — 0 dans les équations — On introduit 7 = (p° — 5°)/e. On a
alors ¢ = O(1) (dans L>°(L?)) et le systéme (4.12) s’écrit :

1
or® + —div(p°u®) =0,
c (4.16)

/(=€ 1
B (p°u) + div(pu® @ uf) + 2 (6” ) gre = — 55 VIL o] + pAu + (i + )V (divud).

Comme p'(p®) — 7 on peut, sans perte de complexité dans I’analyse, identifier cette constante ne
dépendant que de € & sa limite. L’étude du systéme (4.16) se ramene alors a ’étude du systéme
suivant :

BU* + B(U=,U®) + %AUs = F.(U9) (4.17)

- re e rrey 0 (0 div
U= <p€u5> ’ B(U=U%) = <div(,05uE ®u£)> ’ A= <7V 0/’

avec

o 0
)= (-éVm [0°] + nAWE + (p + A) V (div u€>> '

Grace a l'estimation d’énergie (4.13), on montre que les fonctions 0,U¢, B(U*,U?) et F.(U*) sont
bornés uniformément en £ (pour certaines normes). On en déduit alors que AU = O(e) et a la limite
U¢ — U avec U € Ker A. L’opérateur A n’est autre que l'opérateur des ondes. C’est un opérateur
anti-symétrique sur L? x (L?)? en vertu de I'identité de dualité gradient/divergence :

/rdivudw+/Vr-uda::0.
9 Q

i
1l vérifie la décomposition orthogonale L? x (L2)? = Ker A @ (Ker A)* avec

Ker A = {(r, u) € L2 x (LY? t.q. r = Cste et divu = 0}

(Ker A)t = {(r,u) €L x (L*)? t.q. /Qr =0et e, u= Vq/J}.

Remarque 4.2.1. La premiére composante de cette décomposition orthogonale est la décomposition de
lespace L2(Q) entre les champs constants (noyau de lopérateur gradient) et les champs de moyenne
nulle. La deuxiéeme composante est la décomposition de Leray sur les champs de vitesse entre les
champs a divergence nulle et les champs potentiels.

En décomposant U¢ = U§ + U avec U5 € Ker A et eU; € (Ker A)* on a U; = O(1) (car
AU® = O(g)). On injecte alors cette décomposition dans I’équation (4.17) que 'on projette ensuite
sur Ker A. On montre alors, quitte & extraire une sous-suite, que

: € €Y __ O
0y + lim PB(U®, U?) = (HAu> (4.18)

ot P est le projecteur orthogonal sur Ker A et Uy = lim._,o U = (0,u)T (avec w la limite de uf).
Toute la difficulté de la preuve réside dans la justification de la compacité du terme non linéaire de
convection PB(U#,U¢). Dans [105], & I'aide d’un calcul explicite s’appuyant sur les valeurs propres et
les fonctions propres de I'opérateur A, les auteurs démontrent que :

€ T7E) — 0 = " ;
PB(U*,U®) = B(Uy, Up) + <qe> - (’u, : Vu) * <q5>



4.2. LA LIMITE INCOMPRESSIBLE POUR LES SOLUTIONS FAIBLES 91

avec ¢° — q au sens des distributions ou g est un gradient (c’est-a-dire qu’il existe une distribution
IT telle que ¢ = VII) qui peut donc étre incorporé au gradient de pression. A la limite, (4.18) donne
donc le systéme de Navier-Stokes incompressible, avec une masse volumique constante égale a 1 :

divu =0,
) (4.19)
ou+ (u-V)u — pAu+ VII = 0.
4.2.3 Remarques importantes concernant de la condition inf-sup

Un propriété cruciale dans 1'obtention de (4.18) est le fait que la premiere composante des vecteurs
(r,u) € Ker A ne contient que des champs constants, ce qui permet de filtrer la composante oscillante
de 7€ en projetant 1’équation (4.17) sur Ker A. Cela est dii au théoreme de de Rham qui énonce que
pour €2 connexe, le noyau de 'opérateur gradient

Vo LAQ) — H YD)

est composé des champs constants. Afin de comprendre le comportement parfois problématique des
schémas numériques dans les régimes de faible compressibilité, et d’envisager des corrections, il peut
étre judicieux de donner plusieurs équivalents & cette propriété.

Considérons alors les espaces suivants :

L3(Q) = {r e 1() t.q /Qr =0}
V = {v € H{(Q) t.q. dive = 0}.

Ve ={w e H(Q) t.q. (w,v)g140 =0, Yo €V},

On a le résultat suivant :

Théoréme 4.2.1. Soit Q C R* un ouvert connexe, borné, de bord Lipschitz. Alors les trois assertions
susvantes sont équivalentes et vraies :

1. L’opérateur gradient réalise un isomorphisme bicontinu de L3(2) dans V°.

2. L’opérateur divergence réalise un isomorphisme bicontinu de H§(Q) dans L3(). L’inverse de
cet opérateur est appelé l'opérateur de Bogovskii. On le note B : L3(Q) — HE ().

3. (Condition inf-sup de Ladyzenskaia-Babushka-Brezzi) Il existe une constante C(2) > 0 telle
que :

/ pdive dex
inf sup 2 > C(9). (4.20)
perd(@) | veri(@) [Pz ) [VollLz o)
p#0 v#£0

Lorsqu’un schéma numérique est utilisé pour approcher les solutions des équations de Navier-Stokes
(ou d’Euler) compressibles, disposer d’un équivalent discret de ces propriétés (pour les espaces de
fonctions et les opérateurs gradient et divergence discrets) est crucial pour assurer le bon comportement
du schéma dans la limite incompressible ¢ — 0. C’est I'objet de la section suivante.

Remarque 4.2.2.

1. Une formulation équivalente de l’inégalité (4.20) est qu’il existe une constante C () > 0 telle que
pour tout champ de pression p € L2(Q), il existe v € H () avec v # 0 (si p est non constant,
on peut choisir v =B(p — p)) tel que :

/pdivvda:

C)p—p <A < ||Vp|g-1(o)-
9l IL2(0) Vol IV plle-1(0)
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On obtient ainsi un controle en norme L? de l’écart de la pression d sa moyenne par une esti-
mation de son gradient en norme H™', estimation qui peut étre obtenue grace a l’équation de
quantité de mouvement et aux estimations sur (p,w) issues de l'inégalité d’énergie.

2. L’opérateur de Bogovskii est en fait un opérateur continu de Lgl (Q) dans W(l)’ql (Q) pour tout ¢’ €
(1,400). De méme, la condition inf-sup, qui est souvent énoncée pour des espaces fonctionnels
basés sur lespace L2, peut en fait étre généralisée de la maniére suivante :

\

Il existe une constante C(q,$Q) tel que pour tout champ p € LI(Q), il existe v € W(l)’q/(Q) ot
% + % =1 (si p est non constant, on peut prendre v = B(P — P) ou P = (p —]3)%) tel que :

/pdivvd:c

Clg, Dlp = Pllrao) < < |Vplw-1a(0)-

Q
HV”HLq’(Q)

On obtient ainsi un contréle en norme LY de I’écart de la pression a sa moyenne par une esti-
mation de son gradient en norme W14, estimation qui peut étre obtenue grice aux estimations
des différents termes de ’équation de quantité de mouvement. C’est de cette maniére que [’on
démontre [’estimation L%((O, T) x Q) sur la masse volumique, vérifiée par les solutions faibles
du systeme de Naver-Stokes compressible.

4.3 La limite incompressible pour les schémas numériques

Dans de nombreuses configurations industrielles, des transitions peuvent intervenir entre un écou-
lement incompressible ou faiblement compressible vers un écoulement fortement compressible. C’est le
cas par exemple lorsque ’on étudie des situations accidentelles dans le domaine de la stireté nucléaire.
En fonctionnement normal, I’eau liquide du circuit primaire peut étre considérée comme incompres-
sible. Ce n’est que si un accident survient que des phénomeénes compressibles tels que la propagation
d’ondes de chocs ne peuvent plus étre négligés. Il est alors essentiel de disposer de méthodes numériques
permettant de simuler des écoulements a tout nombre de Mach.

Les difficultés soulevées par I’approximation numérique des écoulements faiblement compressibles
relevent du domaine général des méthodes numériques dites asymptotic preserving, c’est-a-dire des
méthodes numériques reproduisant au niveau discret une limite singuliere d’un modele vers un autre
dans la limite d’un parametre € tendant vers zéro. Considérons par exemple un modele d’équations
aux dérivées partielles dépendant d’un parametre € > 0 et s’écrivant S¢(U¢) = 0 (par exemple les
équations d’Euler ou de Navier Stokes compressibles avec € > 0 le nombre de Mach) dont les solutions
(U%)e>o convergent (en un certain sens) lorsque € tend vers zéro vers une solution U d’un modele
S%(U) = 0. On dira qu’une méthode numérique Si5t(Uf 5:) = 0 (ot h est le pas d’espace et dt le pas
de temps) pour le premier modele est asymptotic preserving si, a discrétisation fixée (c’est-a-dire a
h et 6t fixés), les solutions discretes (U 5)e>0 convergent lorsque € tend vers zéro vers des solutions
d’un schéma numérique 527&(Uh’5t) = 0 stable et consistant pour le modeéle limite S°(U) = 0. Bien
évidemment le schéma numérique S,i?&(U,f’ét) = 0 doit également étre stable et consistant avec le
modele S¢(U¢) = 0. On s’intéresse donc ici & la fleche rouge du diagramme de la Fig. 4.1 ci-dessous,
diagramme que l'on souhaite étre commutatif.

4.3.1 Difficultées numériques liées a la limite incompressible

Sans correction particuliere, les schémas numériques les plus utilisés pour les modeéles compressibles
ne sont en général pas adaptés a la simulation numérique des écoulements qui sont dans des régimes a
faibles nombres de Mach, c’est-a-dire proches de I'incompressible, et ce pour des raisons qui sont liées
a la fois & la discrétisation temporelle et a la discrétisation spatiale.
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Si 5 (Ui g) =0 hot20 L ey =0
e—0 e—0
Sp 5t (Unst) =0 h,0t = 0 > SUU) =0

FIGURE 4.1 — Schémas numériques asymptotic preserving.

Difficultées liées a la discrétisation temporelle dans la limite ¢ — 0 : Pour des raisons de
simplicité et de précision, les schémas utilisés pour approcher les solutions des modéles d’écoulements
compressibles utilisent souvent des discrétisations ezplicites. La stabilité des solutions implique alors
une restriction du pas de temps 0t par une condition CFL dictée par la vitesse des ondes acoustiques :
ot < i
™ Jul
Ces schémas explicites ne peuvent donc pas rester stables lorsque le nombre de Mach € tend vers zéro.
Il est donc nécessaire, pour s’affranchir de cette contrainte de discrétiser de maniere implicite certains
termes qui deviennent raides dans les régimes a faibles nombres de Mach. En général on considére
des discrétisations temporelles semi-implicites ou les termes implicites sont, a minima, le gradient de
pression dans ’équation de quantité de mouvement ainsi que les flux de masse dans 1’équation de
continuité. Une discrétisation de (4.17) s’écrit donc formellement :

U;Z—H — UfTLl n rrn 1 n+1 n
T+Bh(UhaUh)+gAhUh = Fn(Uy), (4.21)
avec Ul = (r, (pu)}), Bp(Up,Up) une discrétisation (ici explicite) du terme de convection dans

I'équation de quantité de mouvement, F}(U;') une discrétisation explicite de la partie non singuliere
du gradient de pression et des termes de diffusion (souvent, les termes de diffusion sont en fait traités
de maniére implicite pour éviter des contraintes CFL diffusives du type 6t < [p|h%/u), et A, un

opérateur des ondes discret :
B 0 divy,
am (2, )

On peut citer les approches d’implicitation partielle de type IMEX ([70, 66]) ou les schémas de type
Lagrange-projection avec une étape lagrangienne implicite [65, 117]. Toutes ces approches permettent
de s’affranchir d’une condition CFL contrainte par la vitesse du son (singuliére) et d’assurer la stabilité
des schémas sous une contrainte CFL associée a la vitesse matérielle :

h
5t < .
|u

Difficultées liées a la discrétisation spatiale dans la limite ¢ — 0 : Une deuxieme limitation
dont souffrent les schémas classiques pour les modeles d’écoulements compressibles dans les régimes
a faible nombre de Mach est liée a la discrétisation spatiale. En général, ces schémas s’appuient
sur un arrangement colocalisé des inconnues discretes c’est-a-dire que tous les degrés de liberté sont
attachés aux centres des cellules du maillage. Les schémas numériques de type volumes finis ou les flux
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numériques aux interfaces entre cellules sont par exemple déterminés par des solveurs de Godunov
approchés locaux aux faces entrent dans cette catégorie. Par exemple, sur un maillage conforme tel
qu’introduit dans la Définition 3.5.1, on peut écrire (4.21) au niveau d’une maille K comme
n+1 n
Y Uk L gurye = mp (4.22)
ot €

ou F}} est une discrétisation explicite des termes non singuliers dans la limite ¢ — 0 (et de la convec-
tion) et ou (AU ,?H) k est déterminé par des opérateurs divergence et gradient discrets qui ont la
forme suivante :

1 1

(diva(pu)) - = 4] Z lo|(pu)e, (Var) g = K] Z lolronk o
c€e€(K) c€e€(K)
ot pour une face interne o = K|L, les flux aux faces (pu), et r, sont calculés & partir de (U™, UPT)

en résolvant un probléme de Riemann approché. Pour le schéma de Rusanov par exemple, on a (avec
A~ max(|ugl|, |ur|)) :

) i+ (pu rp —r
(pu)o % nrs) ) L—TK
o 2|
T TEATL 7 ((pu)L = (pu)k ) Pk o
flux centré diffusion numérique

On voit alors qu’en raison du coefficient 1/e devant 1'opérateur des ondes discrets, le décentrement
des flux (qui reste nécessaire a la stabilité du schéma malgré son caractére semi-implicite) induit
une diffusion numeérique de l'ordre de 1/e. Cette diffusion numérique devient donc trop importante
dans les régimes proches de l'incompressible. En particulier, une perte de précision est observée sur
I’approximation de la pression. Les variations de la pression autour de sa moyenne, qui doivent étre
de l'ordre de O(g?) sont plutot de 'ordre de O(e) (voir par exemple [91, 90, 89, 71, 92, 108]). Ce
probléme peut étre corrigé en multipliant la dissipation numérique par un coefficient de l'ordre du
nombre de Mach c’est-a-dire en remplacant A par A(¢) = O(e). Cela revient formellement & recentrer
les flux dans la divergence et le gradient de pression discrets dans la limite € — 0. On obtient alors a
la limite (si p — 1 lorsque € — 0) les opérateurs divergence et gradient centrés suivants :

: 1 ug +ur, 1 K + Ty
(leh U)K = ﬁ Z( |U|T ‘MK, (VhT)K = m Z( |U|Tn[(7o—. (423)
oce&(K) oce&(K)

Malheureusement, en raison de l'arrangement colocalisé des inconnues discrétes, le gradient centré
(V1) défini ci-dessus ne satisfait pas la propriété

Vir=20 — r = Cste

sur domaine connexe. Il est en effet facile de voir que sur un maillage cartésien régulier (les mailles sont
rectangulaires et ont les mémes longueurs et les mémes largeurs) pour lequel les centres des mailles
(Kij)ijez sont situés aux points (zj,y;) = (iAz, jAy), un champ non constant du type

TK;; = (*1)Z(*1)jv 1,] €L

vérifie Vr = 0. Ce type de champ pathologique est appelé un mode en échiquier (checkerboard mode
en anglais). Si l'on note
_ 0 divy,

l'opérateur des ondes discret associé aux discrétisations centrées (4.23), on observe que Ker Aj, contient
des champs de la forme Uj, = (rp,, up) ou divy up, = 0 et ou 7, est un mode en échiquier. Comme le
schéma limite (pour l'incompressible) est formellement obtenu en projetant (4.22) sur Ker Ay, des
modes parasites en échiquier peuvent venir perturber les solutions discrétes. En réalité, ces modes
parasites sont observés pour les discrétisations colocalisées y compris & des nombres de Mach ¢ stric-
tement positifs (mais petits). Les schémas numériques colocalisés nécessitent alors des mécanismes de
stabilisation additionnels dans la limite incompressible [107].
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Remarque 4.3.1. Le schéma limite pour le modéle incompressible que l’on obtient avec une discré-
tisation colocalisée est de la forme suivante :

Connaissant (u",p"), chercher (u"*!, p"*1) avec p"*! de moyenne nulle et tels que
(divy, u" ™) =0, K e M,
bt —
KTK+(Vhpn+1)K :F}é, KeM,

ot les opérateurs divergence et gradient discrets sont donnés par (4.23). La pression solution p"*t' est
calculée en appliquant 'opérateur divergence discret divy, a la deuxiéme équation. On est alors amené
a la résolution d’un probléme de Poisson discret :

Chercher p"™ =3 c p’}('H]lK telle que Y j |K\p7}<+1 =0 et telle que :
divy,(Vpp™t) = divy (F).

L’opérateur Laplacien discret divy,(Vy:) a un stencil étendu. Sa valeur d la maille K dépend des
valeurs de la pression dans les mailles voisines des mailles voisines de la maille K. Par ailleurs, pour
un maillage cartésien régulier, on observe que cet opérateur découple les mailles d’indices pairs et
celles d’indices impairs. L’opérateur contient donc dans son noyau les modes en échiquier qui peuvent
venir perturber la solution.

4.3.2 Une approche alternative : partir des méthodes numériques pour I’incom-
pressible

Plutét que de stabiliser dans les régimes des tres petits € les méthodes habituellement utilisées
pour les modeles compressibles, une approche alternative consiste a partir de schémas stables et
consistants pour les modeles incompressibles et étendre ces discrétisations aux modeles compressibles.
Une discrétisation spatiale usuelle pour les modeéles incompressibles consiste en un arrangement décalé
des inconnues discretes : les pressions discretes sont attachées aux centres des cellules K d’un maillage
dit primal M :

{pK, K e M}

tandis que les vitesses sont attachées aux faces o € £ de ce méme maillage :

{ug, o€ 5}.

La divergence dans ’équation de conservation de la masse est alors discrétisée a ’aide d’une formule
de volumes finis faisant intervenir les inconnues de vitesse aux faces tandis que le gradient de pression
dans ’équation de quantité de mouvement est calculé de maniere centrée en o = K|L :

. 1 1
(divyu), = ] > lolte nke,  (Vip), = —(pr —pK)nKc o, (4.24)
ce€(K) 7

ou d, est la distance entre deux centres i et &y de deux mailles voisines K et L partageant la face
0. Le schéma le plus célebre introduisant une telle discrétisation sur grilles décalées est probablement
le schéma MAC [93] pour les grilles cartésiennes. On peut également citer des méthodes similaires sur
maillages plus généraux tels que des méthodes d’éléments finis non conformes de bas degré utilisant des
degrés de liberté aux faces : les éléments finis de Crouzeix-Raviart [67] sur des maillages triangulaires
ou les éléments finis de Rannacher-Turek [115] sur les maillages quadrangulaires. La particularité de
ces discrétisations sur grilles décalées est qu’elles vérifient une version discrete de la condition inf-sup,
ou de maniere équivalente de ’existence d’un opérateur de Bogovskii discret, inverse de la divergence
discrete divy,, ou encore de la propriété

(Vip)e =0, Yo € & = p = Cste
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sur domaine connexe. Cette propriété est d’ailleurs évidente & partir de la définition (4.24) de (Vyp),-.
Ces discrétisations sur grilles décalées permettent donc d’éviter les modes en échiquier, et elles sont
en général couplées avec une semi-implicitation en temps s’appuyant sur une technique de prédiction-
correction.

Remarque 4.3.2. Le schéma limite pour le modéle incompressible que [’on obtient avec une discré-
tisation décalée est de la forme suivante :

Connaissant (u",p"), chercher (u"*!, p"*1) avec p"! de moyenne nulle et tels que

(dth u”+1)K =0, KeM,
n+l _ ,n (425)
S (Vi = FY, cee,

ou les opérateurs divergence et gradient discrets sont donnés par (4.24). La pression solution p"t! est
calculée en appliquant 'opérateur divergence discret divy, a la deuxiéme équation. On est alors amené
a la résolution d’un probleme de Poisson discret :

Chercher p"™ =3 p’}('H]lK telle que > |K\p%+1 =0 et telle que :
divy,(Vip™ ) = divy(F})

qui dans ce cas est bien posé. En effet, l'opérateur Laplacien discret divy(Vy:) est ici lopérateur
Laplacien correspondant au schéma TPFA (pour Two-Point Flux Approximation) pour [’équation de
Poisson, schéma réputé consistant et stable sur les maillages dits admissibles (voir [76]). Nous verrons
dans le chapitre suivant que le “bon” gradient de pression discret qu’il faut définir auz faces n’est en
fait pas le gradient donné par (4.24) mais plutot le gradient gonflé, obtenu par multiplication par la
dimension d’espace :

d
(Vip), = d*(pL — PK)NK o

Ce gradient gonflé est en fait le dual de la divergence discréte donnée en (4.24) (voir la Prop. 5.2.2 et
la Remarque 5.2.1), propriété qui permet de démontrer sa consistance (au sense faible).

L’idée est donc d’étendre ces méthodes de maniere a pouvoir approcher les solutions des modeles
compressibles. Il faut donc pour cela discrétiser la masse volumique, qui n’est plus constante. Un
choix naturel est de placer les degrés de liberté de la masse volumique au méme endroit que ceux de
la pression, c’est-a-dire aux centres des mailles. Cette approche remonte en fait aux années soixante
et soixante dix [93, 94, 59]. Une classe de nouveaux schémas sur grilles décalées et utilisant une
implicitation partielle par une approche de prédiction-correction a été développée depuis une quinzaine
d’années dans le code de calcul CALIF3S [64] (développé & I'Institut de Radioprotection et de Stireté
Nucléaire) pour les modeles d’écoulements compressibles : d’abord pour les équations d’Euler et de
Navier-Stokes barotropes [96, 95] et ensuite pour le cas non barotrope [95, 88]. Les inconnues scalaires
(masse volumique, pression et énergie interne dans le cas non barotrope) sont discrétisées sur les
cellules d'un maillage dit primal et les vitesses sont discrétisées sur un maillage dual dont les cellules
sont localisées au voisinage des faces du maillage primal.

Le chapitre suivant (chapitre 5) est dédié a la présentation, dans le cadre des équations de Navier-
Stokes compressibles barotrope de ces discrétisations semi-implicites sur grilles décalées. Dans le cha-
pitre 6 on s’intéresse a la fleche rouge du diagramme de la Fig. 4.1 c’est-a-dire a la limite des solutions
discretes a discrétisation fixée pour deux types de limites incompressibles (en particulier pour la limite
€ — 0 ou ¢ est le nombre de Mach). Enfin, dans le chapitre 7, on s’intéresse aux fleches bleues, c’est-a-
dire a la convergence des solutions discretes vers les solutions exactes des équations de Navier-Stokes
compressibles (dans le cas stationnaire) et incompressibles.
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Dans ce chapitre nous expliquons comment les discrétisations spatiales sur grilles décalées et tem-
porelles par des méthodes de prédiction-correction de pression, tres classiques pour 'approximation
numérique des modeles d’écoulements incompressibles, peuvent étre étendues aux modeles d’écoule-
ments compressibles. Nous décrivons donc ’extension de ces discrétisations dans le cas des équations
de Navier-Stokes compressibles barotropes en dimensions deux et trois. Les degrés de liberté des gran-
deurs physiques scalaires (masse volumique, pression) sont situés aux centres des mailles d’un maillage
dit primal tandis que les degrés de liberté des vitesses sont situés aux faces. Comme dans le cas in-
compressible (voir (4.25)) I’équation de conservation de la masse est discrétisée sur le maillage primal
a ’aide de techniques de volumes finis, tandis que ’équation de quantité de mouvement est discrétisée
sur un maillage dual dont les cellules sont situées au voisinage des faces du maillage primal. Dans
cette derniére équation, les termes de diffusion sont discrétisés a I'aide d’éléments finis de bas degré
(éléments finis de Crouzeix-Raviart ou de Rannacher-Turek) tandis que les termes de convection sont
discrétisés par volumes finis. Mise a part la discrétisation implicite en temps, les schémas décrits sont
implémentés dans le logiciel open source CALIF3S [64] développé par I'Institut de Radioprotection et
de Sireté Nucléaire.

Nous présentons les principales propriétés des schémas obtenus, a savoir : une version discrete de
la condition inf-sup qui assure la stabilité et la précision des schémas dans les régimes faiblement com-
pressibles (et incompressibles) ainsi que des équations d’énergie cinétique et d’énergie totale discrétes
dont découlent des propriétés de stabilité non linéaire pour des pas de temps arbitrairement grands
ou contraints par des conditions CFL indépendantes des ondes acoustiques.

Tous les schémas numériques décrits dans ce chapitre peuvent étre généralisés aux équations d’Euler
barotropes et au cas unidimensionnel. Notons également que ces schémas ont été étendus aux modeles
non barotropes grace a une discrétisation de 1’équation d’énergie interne sur le maillage primal.
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Notons enfin qu’en ce qui concerne les régimes compressibles, un certain nombre de travaux ont
démontré que les schémas sur grilles décalées fournissent des approximations robustes et précises.
Nous renvoyons par exemple a [96, 98, 87] ou des versions semi-implicites ou explicites (d’ordre un
ou avec des techniques de montée en ordre de type MUSCL) de ces schémas permettent la simulation
numérique de cas tests de type tube a choc pour les équations d’Euler barotropes et non barotropes.

5.1 Maillages et inconnues discretes

Dans tout le chapitre, Q C R est un ouvert borné, polygonal si d = 2, et polyédrique si d = 3. On
cherche a écrire un schéma numérique pour approcher les solutions de (4.1)-(4.3).

Définition 5.1.1 (Discrétisation spatiale sur grilles décalées). Une discrétisation sur grilles décalées
de Q, notée D, est définie par un couple D = (M,E), ot :

o M est une famille finie composée de simpleres K € M (triangles pour d = 2, tétraédres pour
d = 3) ou de quadrangles (quadrilatéres pour d = 2, hezaédres pour d = 3) appelée “maillage
primal” qui forme une partition de Q0 : Q = Uge K. On suppose que le maillage est conforme
i.e. que “toute face o d’un élément K € M est soit contenue dans la frontiére 0X), soit égale
a une face d’un autre élément L”, et on note alors o = K|L. Pour chaque K € M, on note
E(K) lensemble des faces de K, et par € 'ensemble des faces du maillage. On note Eqxy resp.
Eint l'ensemble des faces externes resp. internes : Eoxy = {0 € E,0 C N} et Eing = E \ Eext- Le
vecteur unitaire normal ¢ o € E(K) et sortant de K est noté ng ,. Dans la suite, la notation
|K| ot |o| désigne indifféremment la mesure d ou (d — 1)-dimensionnelle de K dans R¢ ou de o
dans R4,

e On définit un “maillage dual” associé aux faces o € € comme suit. Si K est un simplexe, un
rectangle ou un parallélépipéde rectangle, on définit, pour chaque face o € E(K), Dk, comme le
cone de base o et de sommet Ty le centre de gravité de K. On obtient alors une partition de K en
(d+1 si K est un simplexe, 2d si K est un quadrangle) sous-volumes de méme mesure. On étend
cette construction au cas général en supposant avoir construit une partition de K en 1/(§€(K))
sous-volumes de méme mesure (voir Figure 5.1). Le volume Dy , est appelé la demi-maille duale
associée a K et o. Pour o € En, 0 = K|L, on définit la maille duale D, associée a o en posant
Dy = DisUDp o et pour 0 € Eext NE(K), on définit Dy par Dy = D . L’ensemble Uycg Dy
est alors un autre maillage de Q0 appelé “maillage dual” et est associé a ’ensemble £. On note
E(Dy) lensemble des faces de Dy, et € = Dy|Dyr la face séparant les deux mailles duales D,
et D,r. Comme pour le maillage primal, on note Eny Uensemble des faces duales incluses dans
le domaine Q0 et Eoxy Uensemble des faces duales situées sur le bord 2. Dans ce dernier cas, il
existe alors o € Eqxt tel que e = 0.

Définition 5.1.2 (Pas de la discrétisation). Soit D = (M, E) une discrétisation sur grilles décalées.
Pour chaque maille K € M, on définit hx le diamétre de K (mesure du plus grand segment inclus
dans K ). Le pas de la discrétisation est défini par :

hp = max hg.
KeM

Définition 5.1.3 (Régularité de la discrétisation). Soit D = (M, E) une discrétisation sur grilles
décalées. Pour chaque maille K € M, on définit pox le rayon de la plus grande boule inscrite dans K.
Le paramétre de réqularité de la discrétisation D est défini par

HD:max{Zg,KeM}U{Zf, Z[I;,U:K\Legmt}. (5.1)

Soit D = (M, E) une discrétisation sur grilles décalées. Pour chaque maille K € M, on définit a = 0
st K est un simplexe et si K est un quadrangle, ax € [0,m) est définit par ag = ™ — ag ou ak est
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l’angle maximal entre les vecteurs normauz sortants a deux faces opposées. a est une mesure de la
déviation du quadrangle K par rapport a un parallélogramme (ou un parallélépidéde rectangle) pour
lequel on a ag = 0. On note

- . 5.2
ap = max ak (5.2)

FIGURE 5.1 — Notations pour les mailles primales et duales.

Partant de la Définition 5.1.1, on propose une localisation différenciée des inconnues discrétes,
similaire & celle du schéma MAC. Les degrés de liberté pour la masse volumique sont associés aux
mailles du maillage primal M et sont notés :

{pK7 K e M}a

tandis que les degrés de liberté pour la vitesse sont localisés au niveau des faces du maillage primal,
et sont donc associés aux cellules du maillage dual D,, o € £. La condition aux limites de Dirichlet
homogene sur la vitesse ujgn = 0 est prise en compte en fixant a zéro les inconnues de vitesse associées
aux faces externes. Pour des conditions aux limites de Dirichlet homogenes, les inconnues discretes
pour la vitesse sont donc :

{uo7 o€ gint}'

Aux inconnues discrétes nous associons des fonctions constantes par mailles comme suit.

Définition 5.1.4 (Espaces fonctionnels discrets). Soit D = (M, ) une discrétisation de 2 sur grilles
décalées comme introduite a la Définition 5.1.1.

e On note Lap(Q2) Uespace des fonctions scalaires constantes sur chaque maille K du maillage
primal. Pour tout ¢ € Ly () et K € M, on note qx la valeur constante de q sur K. La
fonction q est alors donnée par :

q(x) = > qxlg(x) pptxeQ,
KeM

ou 1k est la fonction indicatrice de K. On note Lipg,0(S2) les fonctions de Lip(2) de moyenne
nulle sur Q.

e On note He(QQ) lespace des fonctions scalaires constantes sur chaque maille du maillage dual
Dy, 0 € £. Pour tout u € Hg(Q) et 0 € &€, on note u, la valeur constante de u sur D,. La
fonction u est alors donnée par :

u(x) = Z uy 1p, () p.p.t. & € Q.
o€l
On note He(Q) = Heg(Q)?. Enfin, on note He o(Q) = {u € Hg(2), uy = 0 pour tout o € Eext}
et ng(Q) = Hgy[)(Q)d .
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5.2 Discrétisation spatiale

Décrivons a présent la discrétisation des équations de conservation de la masse et de bilan de
quantité de mouvement. L’équation de conservation de la masse est discrétisée sur le maillage primal
et ’équation de quantité de mouvement est discrétisée sur le maillage dual.

5.2.1 Discrétisation de la convection

Etant donnés (p,u) € La(Q) x He o(Q), le terme div(pu) dans Péquation de conservation de la
masse est discrétisé par une formule de volumes finis sur la cellule K :

div(pu)x | Z Fr +(p,u), (5.3)
UEE(K)

ou Fk ,(p,u), le flux de masse numérique a travers une face o est, nul a travers les faces externes
0 € Eext conformément a la condition aux limites de Dirichlet homogene sur la vitesse, et est défini
pour les faces internes de la maniére suivante :

Fro(p,u) = 0| po s - MK o, Vo € &int, 0 = K|L, (5.4)

ol pour p,, on prend la valeur décentrée amont (upwind) par rapport a la composante orthogonale &
o de la vitesse, Uy - N o :

PE, SiUus ngs >0,

Po = (5.5)
pL, Sius -ngs <0.

On décrit maintenant la discrétisation de l'opérateur de convection J¢(pu) + div(pu ® u) dans
I’équation de quantité de mouvement discrete. Cette discrétisation est définie de maniere a pouvoir
reproduire au niveau discret le calcul continu suivant, crucial pour ’établissement du bilan d’énergie
cinétique :

O(pu) +div(pu @ u) = u (Otp +div(p u)) +p<3tu + (u- V)u)

=0
On choisit une discrétisation de type volumes finis sur le maillage dual. Afin de pouvoir considérer
des discrétisations temporelles ol la vitesse convectée et la vitesse convectante ne sont pas prises au
méme pas de temps, on définit 'approximation d’un opérateur de convection plus général a savoir
div(pu ® v). Etant donnés une masse volumique discréte p € Lag(9), et deux champs de vitesses
discrets u € Hg o(Q) et v € He (£2), cette discrétisation est construite comme suit :

> Foelp,u) v, Vo € Ens. (5.6)
Eeg(Da)

div(pu @ v),

\ol

La vitesse convectée est discrétisée au niveau des faces du maillage dual : v.. Comme déja men-
tionné, une face duale se trouvant sur le bord de ) est aussi une face primale, et le flux a travers
celle-ci est nul (pour des conditions de Dirichlet homogenes). Ainsi, les valeurs de v, ne sont a définir
que sur les faces duales internes. On choisit une valeur centrée :

1
5
En fonction de la discrétisation temporelle, d’autres choix sont possibles. Par exemple, si ce terme est

complétement explicite, on choisit pour v, la valeur décentrée amont (upwind) par rapport au signe
de Fyc(p,u).

Le flux Fj,((p,u) est un flux de masse numérique a travers une face € de la cellule duale D,. Sa
valeur est fixée & zéro si € € Eext. Pour € € Epnt, F, c(p,u) est une combinaison linéaire des flux de
masses Fi (p, u) sortants de la maille K contenant e. Plus précisément, les flux duaux sont calculés
en vertu de la définition suivante :

/
Ve = = (v, +vy), pour € = D, |Dy.
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Définition 5.2.1 (Calcul des flux de masse duaux). Les flux d travers les faces du maillage dual sont
définis de maniéere d satisfaire les trois contraintes suivantes :

(H1) Les flux duauzr (Fyc(p,u))eck @ travers les faces du maillage dual qui sont incluses dans une
cellule K sont solution du systéme linéaire suivant :

Dk »
Fralpw) Y Falpw) =08 S Feg(u). vocetn. (60
ec€(Dy), eCK o'e€(K)

(H2) Les flur duauz sont conservatifs, i.e. pour toute face duale ¢ = Dy|D., on a Fy(p,u) =
—FU/7€(p,u).

(H3) Les flur duauz sont des fonctions bornées des flux primauzr (Fr o (p,u))sce(k) -

|Fye(p,u)| < max {|F o (p,u)|, o € E(K)}, VYee&(D,), € C K. (5.8)

Exemple 5.2.1 (Calcul des flux duaux en dimension d = 2 pour une cellule triangulaire). Notons
o, 0" et o” les faces d'une maille K triangulaire. Connaissant les flux primaux Fk 5, Fi o €t F gn
sortants a travers les faces de la maille K, on cherche les flux duaux a travers les faces duales incluses
dans K. Notons les ainsi : Fy , le flur dual allant de Dy a Dy, Fyr gn celui de Dy vers Don et Fon 4
celut de Dy vers D, .

FK,G”

Par construction du maillage dual, on a lD‘II?‘”I = 1/3 (lorsque d = 2) pour toute maille K € M

triangulaire et tout o € E(K). Ainsi, les hypothéses (H1) et (H2) expriment le fait que ces trois
nombres sont solution du systéme linéaire suivant :

1

FK,U+FJ,0’ _Fa”,a = §(FK,O'+FK,O'/+FK,O'”)J
1

FK,O'/ _Fa,a’+Fa/,a” = §<FK,U+FK,O’/+FK,O’//)’
1

FK,U” _Fo',a” +F0'”,a = §(FK,0'+FK,0" +FK,U”)'

Ce systéme admet une infinité de solutions (faire la somme des lignes pour voir que les équations sont
liées). Une solution particuliére qui satisfait I’hypothése (H3) est donnée par :
1 1 1

FO,U’ = g(FK,a’ _FK,O')7 FU’,U” = g(FK,U” _FK,0’>7 Fo”,cr = §(FK,O'_FK,U”)-

Définissons & présent I'opérateur de dérivation temporelle 9;(pu) apparaissant dans I’équation de
quantité de mouvement. Cette équation étant discrétisée sur les mailles duales, et la masse volumique
sur les mailles primales, il est nécessaire d’interpoler la masse volumique sur le maillage dual. La
définition des masses volumiques duales pp_ est déterminée de sorte qu’une équation de conservation
de la masse discrete soit satisfaite sur le maillage dual. On a le résultat suivant (voir par exemple [58,
96, 103] pour une preuve) :
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Proposition 5.2.1 (Conservation de la masse discréte sur les mailles duales). Soient (p™, p" T, p*, u*) €
L (9)3 x H¢ o(Q) des champs de masse volumique et de vitesse discrets. On suppose que ces champs
vérifient la discrétisation suivante de l’équation de conservation de la masse sur le maillage primal :

1K

5p (K i)+ Y Fre(phu') =0, VK eM. (5.9)

ceé(K)

On définit p’f,a pour k =n et k =n+ 1 une interpolation de la masse volumique discréte du maillage
primal vers le maillage dual par :

Dy p%. = |Dico| ph + D10l Pk, Vo € Emy, 0 = K|L. (5.10)

On définit les flux duaux Fyo(p*,u*) a partir des flux primauz Fi ,(p*, w*) comme dans la Définition
5.2.1. Alors une équation discréte de bilan de masse est satisfaite sur toutes les mailles duales :

Do |
ot

(pgjl - pgg) + Z Fo‘,e(p*) ’U,*) = 07 Vo S gint' (511)
e€€(Dy)
5.2.2 Discrétisation du gradient de pression

Etant donné p € L (), la discrétisation du terme Vp(p) dans Péquation de quantité de mouve-
ment est définie par :

(Vp)o = (p(pr) — 9(pK)) Ko, Vo € &int, 0 = KIL. (5.12)

Do |
Ce choix de discrétisation pour le gradient de pression satisfait un analogue discret de la propriété

de dualité entre le gradient et la divergence, vérifiée dés que u satisfait des conditions aux limites de
Dirichlet homogenes :

/pdivud:n+/Vp-udm:/div(pu)dm:/ p(u-n)dy(x) =0.
Q Q Q [2/9]

Proposition 5.2.2 (Dualité gradient-divergence discrete). Pour tous (p,u) € La(2) x He o(Q2), on
a U’égalité suivante :

> IKlplpx) div(w)x + D [Do| g - (Vp)o =0 (5.13)
KeM o€&int

ou div(u) g = | K|~ Y oce(k) lo| U - n s est obtenu en prenant p =1 dans (5.3).
Remarque 5.2.1. Le gradient discret (5.12) est le gradient dit gonflé. Dans le cas ot le segment

XK, xr] (reliant les centres des mailles K et L) est orthogonal a la face o (et donc colinéaire a nk o),
en notant d, la distance entre x g et xy, on a |Dy| = |o|ds/d. Le gradient (Vp), est donc donné par :

(Vp)o = tA] (p(pL) — p(pK)) NK.o) Vo € Eing, 0 = K|L.

Il s’agit donc du gradient correspondant d la Two Point Flux Approximation (TPFA) multiplié par la
dimension de [’espace.
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5.2.3 Discrétisation du terme de diffusion

Le terme de diffusion est discrétisé a ’aide d’éléments finis non conformes de bas degré qui utilisent
les degrés de libertés de la vitesse aux faces : les éléments finis de Crouzeixz-Raviart sur les simplexes et
les éléments finis de Rannacher-Turek sur les mailles quadrangulaires. Notons II(K) 'espace polyno-
mial associé a ces éléments finis. Lorsque K € M est un simplexe, II(K) est ’espace P; des fonctions
affines définies sur K. Lorsque K € M est un quadrangle on note Qg 'unique fonction quadratique
qui envoie les sommets du cube unité sur les sommets de K. L’espace II(K) est alors donné par

I(K) = {f o Qy, avec f € span {1, (2;)i=1.. 4, (¥ — 2211)iz1, _a— 1}}

Une fonction @ € II(K) est entierement déterminée par ses valeurs moyennes sur les faces de K
c’est-a-dire par les formes linéaires suivantes

1
(@) = — / idy(x), o c&(K).
o] Jo
On définit alors un espace discret associé a ces éléments finis et s’appuyant sur des degrés de liberté

aux faces :

Définition 5.2.2 (Espaces d’éléments finis pour la vitesse).

e On définit l'espace de fonctions Hp(2) associé a l’élément fini de Crouzeix-Raviart ou Ranacher-
Turek :

Hum(Q) = {a € L2(Q) | iyx € T(K), VK € M;

avec Fy(0) continue d travers chaque face o € Eint}.

o On définit Ha0(Q) C Haq(2) Uespace des fonctions discrétes dont les degrés de liberté associés
auz faces de bord sont nuls :

Hpa0(2) = {ﬂ e Hu(Q) | F,(a) =0 pour tout o € 5ext}-
On note Hpq(Q) := Hp () et Hag0(Q) := Hago.(Q2)?

Définition 5.2.3 (Fonctions de forme). On appelle fonctions de forme les fonctions (, € Hpaq(R2),
o €&, telles que pour tous ,0" € £, Fyr((y) = 6:;/ ot 6:;/ =1sioc=0 et 55/ =0 sinon. On a alors,
pour tout 4 € Haq(2) -

1
ﬁ:Zuaﬁg, ol u, = Fy(l) = |U‘/udy( x), Vo € €.

el
On a4 € Ha0(R2) si, et seulement si uy = 0 pour tout 0 € Eexy.

Remarque 5.2.2. Une fonction de forme ¢, € Ha(Q) a son support inclus dans les mailles adjacentes
ao.

L’espace Hp((2) (resp. Haq0(€2)) est isomorphe & espace des vitesses discrétes constantes sur les
mailles duales Hg(Q) (resp. He o(Q)). A chaque fonction u = ¥, ¢ u, 1p, € He(Q) est associée une
unique fonction @ = Y e Us (o € Hpg(2). On définit alors la discrétisation des termes de diffusion
par éléments finis de la maniére suivante : étant donné u € Hg(£2), on pose :

— div(t(u)), = dz)

KeM

+(,u+)\

/ div(@)V(,dz), Yo € & (5.14)
KEM
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Donnons quelques propriétés liées a cette discrétisation par éléments finis non conformes. Premie-
rement, espace H)¢(2) n’est pas un sous-espace vectoriel de H(2). En effet, les fonctions qui le
composent sont discontinues a travers les faces du maillage primal. Les gradients de ces fonctions sont
donc composés d’une partie réguliere définie sur I'intérieur des mailles primales et d’une partie mesure
supportée par les faces du maillage primal. On peut néanmoins définir sur H((€2) des opérateurs
gradient et divergence réguliers sur I'intérieur de chaque maille comme suit :

Vmu(x) = Z Vau(x)lg(x), (5.15)
KeM

divy a(x) = Z diva(x)l g (x). (5.16)
KeM

On définit également sur Hg () des semi-normes W14 discrétes pour ¢ € [1, +00) :

1
~ q
el 1 = (/Q\VMu]qda:) . (5.17)
Ces semi-normes sont en fait des normes sur I'espace Hg ¢(§2) grace a une inégalité de Poincaré discrete

(voir la Prop. 7.1.5 et la remarque 7.1.2 dans le chapitre 7) :

lullLaie) < Cbo, llwlqm, Vo€ Heo(2), (5.18)

ol g > 0 est un réel tel que Op < 6.

Il est facile de démontrer que la discrétisation du terme de diffusion satisfait une version discrete
de la propriété de coercivité découlant du calcul suivant :

/ —div(r(u)) - udx = pu / Vu:Vudz + (p+ ) / (divu)Qdaz > / Vu: Vudez.
Q Q Q Q
En effet, on a le résultat suivant :

Proposition 5.2.3 (Coercivité de I'opérateur de diffusion discret). Pour tout champ de vitesse discret
u € Heo(Q), ona:

S 1Dg] g (— div(r(w),) =p 3 / Vi Vadz+(u+)) S /(diva)dezu ll2 5 pr.
E€Ems Kem 'K Kem’K

Terminons cette partie par une propriété tres importante des éléments finis de type Crouzeix-
Raviart et Rannacher-Turek, & savoir I'existence d’un opérateur d’interpolation de Fortin :

v | WEl(Q) — Hao(Q) 1
u — IM'U, = Z (‘O_’Ludry(m)> Co_. (519)

oe&
Cet opérateur a les propriétés suivantes (voir [67] et [115]) :

Proposition 5.2.4. Soit D = (M, ) une discrétisation de Q) telle que 0p < 0y (ot Op est définie
dans (5.1)). Alors pour tout q € [1,+00), il existe C = C (6o, q,d) telle :

(i) Stabilité :

ITaullr, g0 < C lulyray, — Yu € We?(Q). (5.20)
(ii) Approzimation :

[u = Tpmullary + b [V (u — Ivu) L
< Chilhi +ox) Jullweary, VI € M,Vu € W29(Q) NWEI(Q).  (5.21)

(iii) Préservation de la divergence :

/pdivM(IMu) dz = / pdivude,  VpeLu(), ue WiQ). (5.22)
Q Q
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5.2.4 La condition inf-sup discréte

On énonce a présent la propriété cruciale qui justifie I'utilisation d’une discrétisation sur grilles
décalées, a savoir que le couple d’espaces discrets (Lag,0(£2), Haq,0(£2)) satisfait une version discrete de
la condition inf-sup ou encore, de maniére équivalente, ’existence d’un opérateur de Bogovskii discret,
c’est-a-dire d’un “inverse” pour l'opérateur de divergence discret divg défini en (5.16).

Proposition 5.2.5 (Opérateur de Bogovskii discret dans L?). Soit D = (M, E) une discrétisation de
Q telle que Op < By (ou Op est définie dans (5.1)). Alors il existe un opérateur linéaire

BM : LMyo(Q) — HM70(Q)
ne dépendant que de 2 et de la discrétisation et qui a les propriétés suivantes :

(1) Pour tout p € Lag,0(€2),
/TdivM(BMp)da: = / rpde, Vr € Lpm(Q).
Q Q

(ii) Pour tout q € (1,400), il existe C = C(q,d,,60p), tel que

IBmplligm < Clpllua@)y, ¥ € Lao(9).
Démonstration. L'opérateur Byg = Ipgo0 B ou B : LE(Q) — Wé’q(Q) est 'opérateur de Bogovskii
convient. Voir [111] pour plus de détails. O

Remarque 5.2.3. L’opérateur de divergence discret divag n’est pas a valeurs dans Lago(S2) car les
divergences des fonctions de II(K) ne sont pas constantes lorsque K est un quadrangle. La propriété
(1) de la Prop. 5.2.5 est équivalente au fait que la moyenne sur chaque maille K € M de diva(Bamp)
est égale a pr. Dans le cas d’un maillage composé uniquement de simplexes ot div(Bamp) est une
fonction constante sur les mailles du maillage primal, on a alors bien que diva(Bamp) = p.

On a le résultat équivalent suivant :

Proposition 5.2.6 (Condition inf-sup discréte dans L?). Soit D = (M, E) une discrétisation de
telle que Op < Oy (ot Op est définie dans (5.1)). Alors pour tout q € (1,400), il existe C(q,,0) >0
tel que

/pdiVMvdw
inf sup &2 > C(q,,0y), 5.23
peitn @ | verne® @ Tl Tollgrae | = C 8% (5:23)
p#0 v#0
1,1 _
ou + 7= 1.

Tout comme dans le cas continu, la condition inf-sup discréte (ou opérateur de Bogovskii discret)
permet un contréle de I’écart de la pression a sa moyenne a travers le contréle du gradient de pres-
sion. Une condition cruciale pour assurer le bon comportement des solutions discrétes dans la limite
incompressible.

5.3 Discrétisations temporelles

Décrivons a présent la discrétisation temporelle. Nous considérons trois discrétisations dont on
donne les principales propriétés : une discrétisation complétement implicite. Un discrétisation semi-
implicite sur le modele des schémas de prédiction-correction de pression ainsi qu’une autre discréti-
sation semi-implicite ou seuls les termes de convection dans ’équation de continuité et le gradient de
pression sont implicites. Toutes ces discrétisations temporelles sont adaptées a la limite bas Mach dans
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la mesure ou les deux premiéres discrétisations sont stables sans condition sur le pas de temps, et ou
la troisieme discrétisation est stable sous une condition CFL n’impliquant pas les ondes acoustiques.
L’équation de conservation de la masse est discrétisée sur le maillage primal tandis que ’équation de
quantité de mouvement est discrétisée sur le maillage dual.

Dans toute la suite, on se donne ¢ > 0 un pas de temps que I’on supposera constant pour simplifier.
On suppose aussi que le temps final T est un multiple entier de ¢, i.e. que T" = Nt avec N € N.
On note (p",u") € Ly(Q2) x Hg o(Q) 'approximation de la solution (p,u) de (4.1)-(4.3) au temps
t, =mndt pour 0 < n < N.

5.3.1 Le schéma implicite et ses propriétés

On considere dans un premier temps un schéma numérique completement implicite pour le calcul
de la solution approchée (p™, u")n—o,. n. Le schéma s’écrit :

Initialisation :

On calcule les champs discrets initiaux (p%, u®) € Ly(Q2) x He o(2) en posant :

1
P 7/ po(z) de, VK € M,
|K| Jk
(5.24)
1
0
o = uo(x) de, Vo € Ens.
Dyl Jp, ) t

Marche en temps :

Pour 0 < n < N — 1, connaissant (p",u") € Ly(2) x Hgo(£2), on résout le systéme suivant
d’inconnues (p" 1, u™t1) € Ly (Q) x Heo(Q) :

1 :
E(p}?l — o)+ div(p" ") g =0, VK € M, (5.25a)
1
g(p’[%flug“ — ppup) + div(p"Hu"t @ ),
—div(r(u"™)), + (Vp"t), =0, Vo € En. (5.25b)

Les opérateurs différentiels discrets ci-dessus sont ceux décrits a la section précédente.

On énonce a présent les principales propriétés du schéma implicite (5.24)-(5.25). On commence par
la positivité de la masse volumique discrete, qui est une conséquence du choix décentré amont pour la
masse volumique (5.5) (voir [86, Lemme 2.1]).

Proposition 5.3.1. Soit (pg,uo) des données initiales dans L (Q) telles que po > 0. Alors toute
solution du schéma implicite (5.24)-(5.25) satisfait la positivité de la masse volumique discréte :

P >0, VK e M, ¥n=0,..,N.

Si po > 0 presque partout dans 2, alors p' > 0 pour tous K € M etn=0,..,N.

Une propriété tres importante pour la stabilité des solutions discrétes est ’existence d’un équivalent
discret de I’équation d’énergie cinétique satisfaite au niveau continu par les solutions (réguliéres) de
(4.1)-(4.3) :

6t(%p \u|2) + div(%p Mk u) —div(T(u))-u+ Vgp(p) u=0.
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La démonstration, que 'on peut trouver dans [58, 96, 103], repose de maniére cruciale sur Iexistence
d’une équation de conservation de la masse satisfaite sur les mailles duales

| Ds |

ot (pgjl - Pgn) + Z FU,E(pn+17un+1) =0, Vo € Eint, (5-26)

e€€(Dy)

grace au choix particulier des interpolations pp, de la masse volumique sur les mailles duales et au
choix des flux duaux F, . (voir la Définition 5.2.1 et la Prop. 5.2.1). La démonstration est alors
quasi-identique au cas continu. On développe 'opérateur de convection dans ’équation de quantité de
mouvement discréte, que I'on simplifie grice a la conservation de la masse sur les mailles duales (5.26).
On multiplie ensuite le résultat par la vitesse locale u, puis on se rameéne a une forme conservative
en utilisant & nouveau la conservation de la masse sur les mailles duales (5.26).

Proposition 5.3.2 (Bilan d’énergie cinétique discret). Soit (po,uo) des données initiales dans L ()
telles que py > 0. Alors toute solution du schéma implicite (5.24)-(5.25) satisfait une équation d’énergie
cinétique discréte : pour tout 0 € Ey, et 0 <N < N —1:

1 1
ag (P g™ P = b uh) g 30 Fael T w gt
g EEE(DJ)
o) (5.27)

—div(T(u"™)), - w4 (Vp)it T 4 R =,

1
avec Ry = TMPEJ“?“ —ugl®.

Nous avons aussi un équivalent discret de 'identité de renormalisation satisfaite par les solutions
de renormalisation (ainsi que les solutions régulieres) de (4.1)-(4.3) :

91(b(p)) + div(b(p)a) + (p¥(p) — b(p)) diveu = 0,

pour toute fonction réguliere b. En particulier, on a un équivalent discret de I’équation d’énergie
interne :

dy(pe(p)) + div(pe(p)u) + p(p) divau = 0.

Proposition 5.3.3 (Equation de renormalisation discréte). Soit (pg,ug) des données initiales dans
LL () telles que po > 0. Soit b € C([0,+00)) NCL(0, +00). Alors toute solution du schéma implicite
(5.24)-(5.25) satisfait une équation de renormalisation discréte : pour tout o € Eint, et 0 <n < N—1 :

1 T 3 : (' n n n T : n n
E(b(PKJrl) - b(PK)) + div(b(p +1)'u, +1)K + <PK+1b/(PK+1) - b(PKJrl)) (divu +1)K + RKJrl =0,

(5.28)
avec :
1
div(b(p" T u" g = = D0 olb(pyTul T - ng,
|K| ce€(K)
1 _ 1 — =
Ry = g5p V') 0 = 05" + gy 2 lol (g™ o) 0" (05™) (01 = Pk,
t ‘ | o=K|L

ot prt € [min(pt, pi), max(pit, pi)], prtt € [min(pRt, plth), max(p2 L, pl)] pour tout o €
E(K), et pour a € R, a= > 0 est défini par a~ = —min(a,0). Si b est une fonction convexe (ce qui est

le cas pour b(p) = pe(p) si p est croissante), alors R est positif.

Démonstration. Voir [95]. O
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En sommant les équations d’énergie cinétique (5.27) et d’énergie interne (5.28) (avec b(p) = pe(p))
et en utilisant la dualité gradient-divergence, on obtient un équivalent discret de I'inégalité d’énergie
totale (intégrée sur Q) :

%% /Qp(t)\u(t)|2dw+§t /Qp(t)e(p(t))d:c—k,u/Q|Vu(t)]2dm§0, vt € (0,T).

Proposition 5.3.4 (Bilan d’énergie totale discret local en temps). Soit (po,ug) des données initiales
dans L (Q) telles que py > 0. Alors toute solution du schéma implicite (5.24)-(5.25) satisfait un bilan
d’énergie totale discret : pour tout 0 <n < N —1 :

o5 O 1Dl (B s = iy i) s S K] (el ) — kel

Ueglnt KeM
+ plluHE o pq RS0, (5.29)

. 1
ou Rn+1 = ZO’Egint |D0’R2+1 + ZKEM |K|R?(+ Z 0.
Enfin, en intégrant en temps (c’est-a-dire en multipliant par ¢ et en sommant sur n) on obtient

un équivalent discret de I'inégalité d’énergie totale (intégrée sur (0,t) x ) satisfaite par les solutions
régulieres de (4.1)-(4.3) :

5 [l da+ [ oo dw+u/HVU)hzdds
< */ Po\uof2dm+/ poe(po) dz, vt € (0,T).
2 Ja Q
Proposition 5.3.5 (Bilan d’énergie totale discret). Soit (po,uo) des données initiales dans LL ()

telles que po > 0. Alors toute solution du schéma implicite (5.24)-(5.25) satisfait un bilan d’énergie
totale discret : pour tout 1 <n < N :

n
S Z |Ds| P, \U"\2+2 > IK|phelpi) + 1Y St [uf| o 0+ R
UESmt KeM k=1
1
<3 > Dol o), |u0\2+ > K| pkelpk). (5.30)
o€Eint KEM

ot R™ = S, 6tR* > 0.

Grace aux estimations d’énergie, on obtient des bornes sur la solution discréte (p"!, w"t1) de
I’étape de marche en temps (5.25). Un argument de point fixe de Brouwer (ou de degré topologique
de Brouwer) permet alors de démontrer ’existence de solutions au schéma implicite (voir par exemple
[102]). Cependant, bien que des solutions existent, la mise en ceuvre pratique d’un tel schéma est
exclue car il n’existe pas de méthodes numériques rapides et robustes permettant de résoudre un tel
systeme non linéaire. C’est pourquoi d’autres discrétisations en temps sont utilisées en pratique dans
les codes de calcul tels que le logiciel CALIF3S [64].

5.3.2 Un schéma de type prédiction-correction de pression

Nous présentons a présent un schéma obtenu grace a un découplage partiel des équations discréetes,
et qui fait partie de la classe des schémas de prédiction-correction de pression. Il consiste (aprés une
étape de remise a ’échelle du gradient de pression) en deux étapes. Dans une premiére étape, dite
de prédiction, une vitesse provisoire est calculée en résolvant une équation de quantité de mouvement
linéarisée dans laquelle le flux de masse convectif et le gradient de pression sont explicites. Puis, dans
une seconde étape, un probléme non linéaire sur la pression est résolu, et la vitesse est corrigée de
manieére a imposer une équation de conservation de la masse discréte. Le schéma s’écrit :



5.3. DISCRETISATIONS TEMPORELLES 109

Initialisation :
On calcule les champs discrets initiaux (p~1, u®) € Ly (Q) x He o(Q) par :
o = / ol VK € M,
K]
(5.31)
ug ug(x) de, Vo€ &nt.
‘DO" D,
On calcule le champ p® € La¢(2) en résolvant un schéma implicite (linéaire) en p°
1
&(p(}( —p) Fdiv(p’u®)g =0, VK € M. (5.32)

Marche en temps :

Pour 0 < n < N — 1, connaissant (p" 1, p",u") € Ly(Q) x Ly (Q) x He o(Q2), calculer p"tt e
Lam(Q) et u™! € He o(Q) & travers les étapes :

Etape de mise & 'échelle du gradient de pression :

_ 1/2
(Vp)y = ( pD_”l) (Vp")o, Vo € Eme.  (5.33a)
Etape de prédiction — Résoudre en @™ € Hg (1) :

= (ppaptt = pitug) + div(p"u” @ @',
—div(r(a"™)), + (Vp)? =0, Vo € & (5.33Db)

Etape de correction — Résoudre en p"+1 € Ly (Q) et u™! € He () :

1 _
57 P, (ug™ = a4+ (VP — (V)5 =0, Yo € e, (5.33¢)
1

= (0 = pl) + div(p" ) e = 0, VK € M. (5.33d)

L’étape de prédiction consiste en un probléme implicite linéaire en la vitesse @', dont on peut

montrer facilement qu’il est bien posé quelle que soit la valeur du pas de temps dt. L’étape de correction
quant & elle consiste en un probléme de convection-diffusion sur la pression p"*1 = p(p"*1), dont on
peut montrer qu’il admet des solutions pour tout pas de temps dt par un argument de point fixe de
Brouwer. Bien que non linéaire (& cause de la non linéarité de la loi de pression), 'algorithme de
Newton permet de calculer de maniere robuste des solutions a ce probleme. Il est & noter que pour
p = 1, cet algorithme de prédiction-correction restitue exactement le schéma de correction de pression
classique, tres utilisé pour la discrétisation temporelle des équations de Navier-Stokes incompressibles.

Le schéma de correction de pression bénéficie de propriétés similaires a celles du schéma implicite.
Comme la discrétisation de 1’équation de masse (dans I’étape de correction) est identique a celle
du schéma implicite, la positivité de la masse volumique est vérifiée, de méme que I’équation de
renormalisation discrete (5.28), et par conséquent une version discrete de I’équation d’énergie interne.

Le décalage en temps entre les masses volumiques (p" 1, p") et les vitesses (u™, @"*!) dans I’étape
de prédiction permet d’utiliser une équation de conservation de la masse vérifiée sur les mailles duales
(conséquence de ’étape de correction du pas de temps précédent et de la proposition 5.2.1) :

Do |
ot

(pD, )+ D Fa(p"u) =0, Vo € Ent
e€€(Dy)
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pour démontrer une inégalité d’énergie cinétique pour I’étape de correction. En combinant cette inéga-
lité avec la premiere étape dite de mise a ’échelle et avec la premiére équation de ’étape de correction,
on peut démontrer le résultat suivant (voir [95]) :

Proposition 5.3.6 (Bilan d’énergie cinétique discret). Soit (po,uo) des données initiales dans LL ()
telles que pg > 0. Alors le schéma de correction de pression (5.33) admet une solution qui satisfait
une équation d’énergie cinétique discréte : pour tout 0 € Ent, et 0 <n < N —1 :

1 _ 1 - -
2o (B 1P = b ) g 3% P w gt gt
71 e=Ds|D,
5t |(Vprt. P [(Vp)el
_ diV(T(ﬂ,n'H))g X ,a?;-‘rl + (Vpn+1)g . ,ug-i-l + 2(|( b . ) ’ o |( ]Z_l | ) + Rg-i—l — 0’ (5'34)
Pb, Pp

o

v pntl n—1|~n+1 n|2
ou Ra - T&pDJ ’ua - ua| :

En sommant les bilans d’énergie cinétique et d’énergie interne, on obtient la aussi un équivalent
discret de l'inégalité d’énergie totale (intégrée sur Q) :

Proposition 5.3.7 (Bilan d’énergie totale discret - local en temps). Soit (pg, ug) des données initiales
dans L (Q) telles que po > 0. Alors le schéma de correction de pression (5.33) admet une solution

qui satisfait un bilan d’énergie totale discret : pour tout 0 <n < N —1 :

1
5 2 |Dal(ph, P = pp "t ug) + 3 K| (o el = plee(p)

O'G(Sim KeM
_ ot (Ve )2 (VM)
ot @ T+ = 3 1D (P2 = BT ) + R <0, (5.35)
o€€int Pb, Pb,

; 1_ 1 +1
ot R"™ =3 e, By + Xgem R 2 0.

On a obtient également un bilan d’énergie totale intégré en temps pour le schéma de correction de
pression.

Proposition 5.3.8 (Bilan d’énergie totale discret). Soit (po,uo) des données initiales dans Li ()
telles que po > 0. Alors le schéma de correction de pression (5.33) admet une solution qui satisfait un
bilan d’énergie totale discret : pour tout 1 <n < N :

1 _ SN ot? | Do |
LY Dol o P Y (K pkelol) S0 [t o S D] w2
o€&€int KeM k=1 0€Ens Do
< 1 D —1 02 K 0 0 67t2 ’DU‘ V 0 %5 36
<2 S Do Wl Y K elole) + o 30 2ol (wp, ts.6)
g€Eint KeM 0E€Eint pD,,

ot R™ = S, 6tR* > 0.

On déduit de ce résultat que tout comme le schéma implicite, le schéma de correction de pression
est stable sans condition sur le pas de temps dt.

5.3.3 Un autre schéma semi-implicite

Considérons a présent un schéma aussi explicite que possible, obtenu en considérant une discréti-
sation implicite uniquement pour les termes permettant d’assurer la stabilité du schéma dans la limite
incompressible, c’est-a-dire le flux de masse dans I’équation de continuité et le gradient de pression
dans I’équation de quantité de mouvement.

Initialisation :
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On calcule les champs initiaux (p~1, u%) € Ly(Q) x He o(Q) par :

1
-1
= xTr dm’ \V/K S M,
PK |K| /K'OO( )
(5.37)
1
0
u, = ug(x) de, Vo€ Ens.
7 Dol /D ole) '
On calcule le champ p® € L((©2) en résolvant un schéma implicite :
1
a(p(}( —pi) +div(p’u®) g =0, VK € M. (5.38)

Marche en temps :

Pour 0 < n < N — 1, connaissant (p" 1, p", u") € Ly (Q) x He (), résoudre en p"t1 € L(Q)
et u" Tl € He o(Q) :

1

E(p;‘(Jrl — o)+ div(p" ") g =0, VK € M, (5.39a)
1
57 (D, ugth = ph tug) + div(p"u" @ uh)gP

—div(r(u")), + (Vp"™), =0, Vo € Ein- (5.39b)

Ce schéma peut également se mettre sous la forme d’un schéma de correction de pression :

Etape de prédiction — Résoudre en 4" € He o () :

1
g (Pt — pp~tul) + div(p"u" @ u™)P — div(T(u")), =0, Vo € Ent. (5.40a)

Etape de correction — Résoudre en p"+! € Ly (Q) et u™' € He () :

1
= Py, (ug™ —agt) + (V" ), =0, Vo € Ems,  (5.40b)
1
a(p?’(+1 — p%) 4 div(p"Hu ) g =0, VK e M. (5.40c)

La encore, la discrétisation de I’équation de masse (dans I’étape de correction) étant identique a
celle du schéma implicite et du schéma de prédiction-correction, la positivité de la masse volumique
est vérifiée, de méme que ’équation de renormalisation discrete (5.28), et par conséquent une version
discrete de ’équation d’énergie interne.

Comme les termes de convection et de diffusion dans I’équation de quantité de mouvement sont
explicites, on s’attend a ce que ce schéma soit stable sous une condition CFL de la forme dt <
(hp/|u| + |p|h3 /1), pourvu que les termes de convection soient calculés a 'aide d’un schéma upwind.
Par conséquent, dans le cas particulier du schéma semi-implicite (5.39), le terme de convection dans
I’équation de quantité de mouvement est défini par :

div(ue )P = Y o) ve Vo€ (5.41)
e€€(Dy)

ou le flux a la face duale € = D,| D/, est donné par : v, = v, si Fy(p,u) > 0, et v. = v, sinon.
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Définition 5.3.1. On note A la matrice de rigidité associée a la discrétisation des termes de diffusion
(par les éléments finis de Crouzeiz-Raviart ou de Rannacher-Turek). 1l s’agit de la matrice carrée de
taille di€ine X di&ing définie par blocs : A = (Ap.o) 5.0/ cEiis OU pour tout o,0" € Eng, Ao o est la matrice
de taille d x d donnée par :

Ay = / Ve Vi da Iyt (u+\) / Vi, © Vi da), (5.42)
KGM

ot ((y)oes,, sont les fonctions de formes. La matrice A est une matrice symétrique, définie positive.

On a le résultat de stabilité suivant (voir [99]).

Proposition 5.3.9 (Inégalité d’énergie cinétique discrete). Soit (po,ug) des données initiales dans
LL () telles que po > 0. Alors le schéma semi-implicite (5.39) admet une solution qui satisfait, pour
tout 0 <n<N—-1:

o5 30 Dol (o, ™ P = o ) 3 D] (V)
0€Eint 0€E&int
ot D,

| ’\Vp”“)g|2+Rg+1go, (5.43)

o€t pD

avec | ‘

pp. | D 1 -1

mpt = Y (T S (Fedtun) - o) [t - (544)
Uegint Eeg(Do')

ot o(A) est le rayon spectral de la matrice de rigidité associée a la discrétisation par éléments finis
des termes de diffusion. Si la condition CFL suivante est vérifiée a chaque pas de temps

4p% | Do
5t < min pu‘ | _ 7
€&t 2 Z 0’€p u )) +Q(A)
Eeg(Do')

(5.45)

alors R?H > 0.

Remarque 5.3.1. La condition (5.45) est une condition CFL de type convective-diffusive. Elle est
satisfaite sous la condition légerement plus restrictive suivante :

D 2" | D
0t < min pD"‘ 7| — et Ot < min M.
0E€Ens Z (F(776 (o™, un)) o€ 0(A)

665(DO’)

La premieére condition est une condition CFL associée a la discrétisation par le schéma upwind expli-
cite du terme de convection dans l'équation de quantité de mouvement (F, (p",u™) est homogéne d
h%‘lplu| avec hp le pas du maillage). La deuziéme condition est une condition CFL diffusive associée
d la discrétisation explicite des termes de diffusion. En effet, si les coefficients de Lamé u et A sont
du méme ordre, alors le rayon spectral de la matrice de rigidité se comporte comme uhg{2

En sommant les bilans d’énergie cinétique et d’énergie interne, on obtient la aussi un équivalent
discret de l'inégalité d’énergie totale (intégrée sur Q) :
Proposition 5.3.10 (Bilan d’énergie totale discret - local en temps). Soit (po, wg) des données initiales
dans L (Q) telles que pg > 0. On suppose la condition CFL (5.45) vérifiée d chaque pas de temps.
Alors le schéma semi-implicite (5.39) admet une solution qui satisfait un bilan d’énergie totale discret :
pourtoutO<n<N—1 :

5 IDol(oh, o )+ S KN o) — deloh)
ae&nt KeM

O 5y T

Uegmt Dy

n+1 2
) | +6tR™E <0, (5.46)

ot R = REF + S e REF > 0.
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On obtient également un bilan d’énergie totale intégré en temps pour ce deuxiéme schéma semi-
implicite.
Proposition 5.3.11 (Bilan d’énergie totale discret). Soit (po,uo) des données initiales dans Li ()
telles que pg > 0. On suppose la condition CFL (5.45) vérifiée a chaque pas de temps. Alors le schéma
semi-implicite (5.39) admet une solution qui satisfait un bilan d’énergie totale discret : pour tout
1<n<N :

5t? |D, |

1 _
5 2 IDal pB g+ D K] pelol) + =5 D0 5 (VP
o€Emt KeM 0E€Ems PDo
1 _
<3 > Dol ppt lugl? + D K| pke(pk)  (5.47)
o€Eint KeM

ot R = Y0_ StRF > 0.
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Chapitre 6

Deux types de limites incompressibles
pour les schémas sur grilles décalées
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Les schémas numériques implicite ou semi-implicites sur grilles décalées décrits au chapitre précé-
dent jouissent de propriétés leur permettant d’approcher de maniere stable et consistante les solutions
des modeles d’écoulements compressibles dans les régimes proches de I'incompressible :

1. La discrétisation temporelle est telle que les schémas sont stables sans restriction sur le pas de
temps ou avec une restriction CFL s’appuyant sur la vitesse matérielle et non sur la vitesse des
ondes acoustiques. En particulier, on dispose d’une inégalité d’énergie totale discrete fournissant
des estimations sur les solutions discretes.

2. La discrétisation spatiale vérifie une condition inf-sup discrete, propriété qui permet un controle
de I’écart de la pression a sa moyenne a travers le controle du gradient de pression.

Dans ce chapitre, on s’intéresse au caractere asymptotic preserving des schémas implicite ou semi-
implicites sur grilles décalées, c’est-a-dire a la fleche rouge du diagramme de la Fig. 4.1. On étudie,
a discrétisation fixée, la stabilité des solutions discreétes et le passage a la limite dans ces solutions
pour deux limites incompressibles. La premiére limite est la limite classique ou le nombre de Mach
tend vers zéro dans la discrétisation pour les équations de Navier-Stokes adimensionnées. La deuxieéme
limite est la limite d’'un modele de congestion dite douce (qui modélise un fluide compressible avec
une contrainte maximale sur la densité) vers un modeéle de congestion dite dure associant des zones
compressibles (sans pression) ou la contrainte de densité maximale n’est pas atteinte et des zones
incompressibles ou la densité maximale est atteinte.

Les travaux décrits dans ce chapitre font I’objet des publications suivantes :

1 R. HERBIN, J.-C. LATCHE et K. SALEH. « Low Mach number limit of a pressure correction

MAC scheme for compressible barotropic flows ». In : Finite Volumes for Complex Applications
VIII-Methods and Theoretical Aspects : FVCA 8, Lille, France, June 2017 8. Springer. 2017,
p- 255-263.
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2 R. HERBIN, J.-C. LATCHE et K. SALEH. « Low Mach number limit of some staggered schemes
for compressible barotropic flows ». In : Mathematics of Computation 90.329 (2021), p. 1039-
1087.

3 C. PERRIN et K. SALEH. « Numerical staggered schemes for the free-congested Navier-Stokes
equations ». In : STAM J. Numer. Anal. 60.4 (2022), p. 1824-1852.

6.1 Schémas préservant ’asymptotique bas Mach

Soit T > 0 et Q € R?, avec d € {2,3}, un ouvert borné polygonal. On consideére le systéme des
équations de Navier-Stokes compressibles avec loi d’état barotrope, adimensionné et paramétré par le
nombre de Mach € > 0. Pour (¢t,z) € (0,T) x Q :

Op® + div(p® u®) =0, (6.1a)
1
O (p° u®) + div(p® u® @ u°) —div(T(u%)) + 5 Vp(p°) =0. (6.1b)
€
La pression est donnée par une loi d’état de type gaz parfait

plp) =p", v > L (6.2)
Le tenseur des contraintes visqueuses est tel que
div(T(u)) = pAu + (p+ A\)V(div u), w>0, p+A>0.

Enfin on compléete le systéme (6.1) par une donnée initiale et des conditions aux limites de Dirichlet
sur la vitesse :
P°li=0 = pg > 0, U |t=0 = ug, ulpn = 0. (6.3)

On montre que les solutions réguliéres, ainsi que les solutions faibles d’énergie finie et de renorma-
lisation vérifient I'inégalité d’entropie relative suivante :

1 1 t
5 [P ORE@F de+ 5 [ L O)do+ [ [V () s

t 1 1
) [ v ©)feds < 5 [ pluiPde+ 5 [ ) de, Ve 0.7) (6.4)
0
ou la fonction IL, est définie par

IL,(p) = H(p) - H(1) - H'(1)(p— 1)

ou I'énergie libre H est définie par H(p) = pe(p), avec e I’énergie interne. Pour une loi d’état de type
gaz parfait telle que définie en (6.2), la fonction H est un fonction convexe donnée par :

— (’Y - 1)71p’y7 si v > 17
H<p)—{plnp, siy=1.

Grace a la convexité de H, on montre que la fonction II,(p) est une mesure de la distance entre p et
la constante 1. On a en effet le résultat suivant (voir [99]) :

Proposition 6.1.1. La fonction 11, vérifie les minorations suivantes :

e Pour tout v > 1 et 6 >0, il existe Cy 5 > 0 tel que :

ILy(p) > Cy5 [p= 1|7, ¥p >0 avec |p—1] >0, (6.52)

o Sivy>2alors T (p) > |p— 1|2, ¥p > 0. (6.5b)

e Siy € [1,2) alors pour tout R € (2,+00), il existe Cy g tel que :
H’Y(p) = C%R ’p - 1|27 Vp € (07 R)> (65C)
H’Y(p) > C’y,R ’p - 1|’Y7 \V’p € [Rv OO)
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De plus, la fonction I1, vérifie la majoration suivante (pour les petites masse volumiques) : pour tout
v > 1l existe C, tel que :

IL(p) < C, [p— 1%, Vp € (0,2). (6.6)

Dans toute la suite, on fixe D = (M, £) une discrétisation spatiale décalée au sens de la Définition
(5.1.1) et 6t > 0 un pas de temps, que I’on suppose donc constants. On suppose aussi que le temps final
T est un multiple entier de dt, i.e. que T' = Nt avec N € N. On note (p™, u"™) € L (2) x Hg o(Q)
I'approximation de la solution (p, w) de (6.1)-(6.3) au temps t,, = ndt pour 1 < n < N, obtenu par I'un
des trois schémas décrits au chapitre précédent. On étudie, pour ces trois schémas, le comportement
de la solution dans la limite € — 0.

6.1.1 La limite incompressible pour le schéma implicite

Pour le schéma implicite, on suppose que la donnée initiale (p§,uj) est mal préparée au sens
suivant :
PG € L(), 05 > 0 p.p. dans Q, uf € L3(Q),
_ 1, . (6.7)
ugllz) + - 106 — ULy < C, Ve >0.

De plus on suppose que u§ converge faiblement dans L2(Q) vers une fonction ug € L%(Q).

On considere le schéma implicite suivant. Pour alléger la notation, on n’indique pas la dépendance
de la solution du schéma par rapport au parameétre €.

Initialisation :

On calcule les champs discrets initiaux (p°, u®) € Lag(2) x He o(2) en posant :

1
P = —/ po(x) de, VK e M,
K| JK
(6.8)
1

0

U, = — ug(x) de, Vo€ &nt.
|D0'| D,

Marche en temps :

Pour 0 < n < N — 1, connaissant (p",u") € La(Q) x Hgo(£2), on résout le systeme suivant
d’inconnue (p" 1, u" ) € L () x He o()

1

E(p?jl — o)+ div(p" ") g =0, VK € M, (6.9a)
1
57 (0BG = ph ) + div(p" e @ wt ),
1
—div(T(u")), + 8—2(Vp"+1)g =0, Vo € En. (6.9b)

Avant de donner le résultat de convergence du schéma lorsque que le nombre de Mach ¢ tend vers
zéro, on introduit la pression désingularisée, qui est 1’écart de la pression & sa moyenne divisée par 2.

Sip" = p(p") =X kem 9(PK%) Lk est la pression au pas de temps n, on note
7 7 7 1 T =N
op" = Z ok Lk, avec Px = = (plpk) —p"), K€ M
KeM c
ot p" est la moyenne de p(p") sur Q (i.e. p* = |Q 1Y e [ K| 0(0))-

On a le résultat de convergence suivant pour la solution du schéma implicite lorsque le nombre de
Mach tend vers zéro.
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Théoréme 6.1.2. Soit (£™),,en une suite de nombres (de Mach) positifs tendant vers zéro, et soit
(P, u(™),cn une suite de solutions associée du schéma numérique implicite (6.8)-(6.9). On suppose

que la donnée initiale (pg(m),uf)(m)) est mal préparée au sens de (6.7). Alors

1. La suite (p"™)men converge dans L=((0,T),LY(Q)) vers la fonction constante p = 1 lorsque m
tend vers +00. De plus, pour tout q € [1, min(2,~)], il existe C > 0 tel que :

o™ — lpee (0,110 (02)) < Ccelm), pour m assez grand.

2. Les suites (u(m))meN et (5p(m))meN sont bornées et quitte a extraire une sous-suite, la suite
(&™), wlm), e converge vers (Op,u) € (Lag(Q) x ng(Q))N+1 (pour toute norme) ou (dp,u)
est solution d’un schéma numérique standard (Rannacher-Turek ou Crouzeiz-Raviart) implicite
pour les équations de Navier-Stokes incompressibles :

Initialisation :

On calcule u® € He o(Q) par :
0 o 1
7 |Ds| Jp,

u uo(x) de, Vo € Ent. (6.10)
ot ug est la limite faible dans L2(S2) de us.

Marche en temps :

Pour 0 < n < N — 1, connaissant (0p",u") € La(Q) x He o(Q) résoudre en (9p" ™, u"1) €
Lam(Q) x He o(2) le systéme discret suivant :

div(u"t) g =0, VK € M, (6.11a)

1
7(un+1 o ug) + diV(unJrl ® un+1)a

5t
— div(r(u"™), + (VHp"), =0, Vo € Emi. (6.11D)

La démonstration est tres similaire & la démonstration de la limite incompressible pour les solutions
faibles des équations de Navier-Stokes décrite au chapitre 4, a ceci pres que, la discrétisation étant fixée,
les solutions discretes évoluent dans I’espace de dimension finie (L(€2) x He o ()Y, Les topologies
y sont donc toutes équivalentes, avec des constantes de dominations qui certes peuvent dépendre de
la discrétisation (et qui peuvent donc exploser lorsque les pas d’espace ou de temps tendent vers zéro)
mais qui ici sont fixées. Ainsi, on évite toutes les difficultées dues a la convergence du terme non
linéaire de convection faisant intervenir des limites faibles. La preuve repose donc essentiellement sur
deux ingrédients :

1. L’établissement d’une estimation d’entropie relative, contrepartie discrete de I'estimation (6.4),
permettant de montrer la convergence de la masse volumique et une borne sur la vitesse uniforme
en €.

2. Le controle de la pression désingularisée dp(™ = (p(p™)) — p"™)) /e (ot p(™) est la moyenne
sur Q de p(™m = go(p(m))) grace a la condition inf-sup discrete vérifiée par la discrétisation sur
grilles décalées.

Une adaptation directe au cas du systéme adimensionné (6.1)-(6.3) des estimations d’énergie énon-
cées au chapitre précédent permet en effet de montrer que toute solution du schéma numérique vérifie,
pour tout 1 <n < N :

1 " N 1
5 2 Dol b, [ugl® +p Yoot [wlion+ 5 D IKITL (oK)
k=1

o€&int KeM

1 1
<5 2 1D P, luol® + = > K| L (pk), (6.12)
£

0€Eint KeM
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et on montre que si la donnée initiale (p§,u]) est mal préparée, alors le second membre de cette
inégalité est uniformément borné en e. En particulier, on a II, = O(g?) dans L>°(L'). On déduit alors
des propriétés de la fonction IL, (voir la Prop. 6.1.1) la convergence de la masse volumique vers la
fonction constante égale & 1 et une borne sur la vitesse en norme L?(H!) discréte :

Ip™ — Ul Leo ((0,rysmminen () < ce™, 1wl 5 pqem) < C.

Il reste alors a démontrer le contrdle, uniformément en ¢ de la pression désingularisée op = (p(p) —
©(p))/e2. Ce controle découle de la condition inf-sup discréte. En effet, cette propriété implique qu’a
chaque pas de temps n, il existe un champ de vitesse v € Hg ¢(2) qui satisfait ||[v]12m = 1 et tel

que :

1 . 1
C(2,00) [p"ll220) < 5 D_ 1] Phdiv(v)x = = > [Do|(VP")o - vo
KeM 0€Ent

ou l'on a utilisé la dualité entre le gradient et la divergence discrets. En multipliant ’équation de
quantité de mouvement (6.9b) par |D,| v, et en sommant sur o € iy, on obtient

1 1 o
C(00) 60" | 120) < |57 > 1Dol (0w = i ™) - 0o
O'Egint
+ 3 Dol div(p"u" @ u")s cve — |Dg|div(r(u"))a-vg‘.
0€Eint 0€Eint

Il est alors possible de controler le membre de droite de fagon uniforme en ¢ a 1’aide des estimations
sur la masse volumique et la vitesse discrétes déja démontrées. On obtient alors que pour toute norme
| - || sur 'espace de dimension finie L4 (2) il existe une constante Cp 5; dépendant de la discrétisation
(et de la borne uniforme sur la donnée initiale) telle que :

lop"| < Cpsi,  ¥Y1<n<N. (6.13)

La suite (5p(m),u(m))meN est donc bornée et on peut donc par le théoreme de Bolzano-Weirstrass
en extraire une sous suite, toujours notée (5p(m),u(m))m€N, qui converge vers un couple (dp,u) €
(L (2) x Hg,o(Q))N *1 En passant & la limite maille par maille dans le schéma numérique, on obtient
le schéma (6.10)-(6.11).

Remarque 6.1.1. L’estimation (6.13) indique que ’écart de la pression d sa moyenne est bien de
Pordre de €2 comme attendu. Il n’y a donc pas de perte de précision liée a une diffusion numérique
trop importante comme on peut l'observer pour les schémas de type Godunov approchés.

Remarque 6.1.2 (Limite incompressible du schéma sans termes de viscosité). L’estimation (6.12)
fournit un controle sur la suite des vitesses discrétes (u™),en dans une norme L2(H') discréte
condition que p soit strictement positif. Cependant, méme dans le cas du schéma pour les équations
d’Fuler ou p = X = 0, on peut déduire une borne uniforme sur (u(m))meN dans ntmporte quelle
norme discréte. En effet, le maillage étant fize, p™ — 1 lorsque m — +oo signifie que la masse
volumique discréete (p(m))}} tend vers 1 dans chaque maille K et d chaque pas de temps n. Ainsi, par

la partie énergie cinétique de 'estimation (6.12), il existe une densité minimale pminp > 0 dépendant

2C
pmin,D

de droite de (6.12), indépendant de . Par conséquent, le résultat du Théoréme 6.1.2 est toujours valide
pour les équations d’Euler : la solution du schéma compressible (6.9) (avec p = A = 0 et des conditions
aux limites de Neumann homogénes sur la vitesse) converge, lorsque le nombre de Mach tend vers zéro,
vers la solution d’un schéma implicite stable (au sens ot il vérifie une condition inf-sup discréte) pour
les équations d’Fuler incompressibles.

du maillage fize telle que ”u(m)HL2(Q)d <

pour tout m € N, ou C' est un majorant du membre
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6.1.2 La limite incompressible pour le schéma de correction de pression

On étudie a présent la limite incompressible du schéma semi-implicite de prédiction-correction de
pression qui est le schéma utilisé en pratique dans le code de calcul CALIF3S [64]. On se donne donc
une donnée initiale (pf, u§) que 'on suppose cette fois-ci bien préparée au sens suivant :

PG € L*°(Q), 05 > 0 p.p. dans Q, u§ € HY(Q),
) L o (6.14)
luglla @) + z [divugllz) + = 196 — Ul () < C.

On suppose également que wu§ converge dans L?(f2) et faiblement dans H!(f2) vers une fonction
ug € H () (ce qui est vrai & extraction d'une sous-suite prés par I'estimation (6.14)).

On applique le schéma de prédiction-correction de pression au systéme adimensionné (6.10)-(6.11).

Initialisation :

On calcule les champs (p°, u?) € Ly (Q) x He () par :

1
p%:—/ po(x) de, VK e M,
K] K
(6.15)
1
ul = o] / ug(x) dy(x), Vo € Ent.
On calcule le champ p~! € Ly(£2) en résolvant un schéma explicite rétrograde :
1
a(p% —pit) +div(p’u®) g =0, VK € M. (6.16)

Marche en temps :

Pour 0 < n < N — 1, connaissant (p" 1, p",u") € Ly (Q) x Ly (Q) x He o(Q2), calculer p"tt e
Lm(Q) et u € He o(Q) & travers les étapes :

Mise a l’échelle du gradient de pression :

_ 1/2
(Vp)g = ( de1> (Vp")o, Vo € Eme. (6.17a)

n

Pp,
Etape de prédiction — Résoudre en @™ € Hg (1) :

1
5 (op,aptt = pi tug) + div(p"u” @ a" ),

1
—div(r(@" ™)), + (V)5 =0, Vo € Emi. (6.17D)

Etape de correction — Résoudre en p"+! € Ly () et u™ € He () :

1 1 —

1 ~ M 7 n

5 P (ul — @ty 4 ?(Vp h, — ?(Vp)g =0, Vo € Eng.  (6.17¢)
1

g(p’}jl — o)+ div(p" ) =0, VK € M. (6.17d)

On a le théoreme de convergence suivant lorsque € — 0.
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Théoréme 6.1.3. Soit (£™),,en une suite de nombres (de Mach) positifs tendant vers zéro, et soit

(P, u(™),cn une suite de solutions associée du schéma numérique de correction de pression (6.15)-

(6.16)-(6.17). On suppose que la donnée initiale (p6<m> , u6<m)) est bien préparée au sens de (6.14). Alors

1. La suite (p"™)men converge dans L°((0,T),LY(Q)) vers la fonction constante p = 1 lorsque m
tend vers +o00. De plus, pour tout q € [1,min(2,7)], il existe C > 0 tel que :

o™ — Ulpee ((0,1):10(02)) < Celm) pour m assez grand.

2. Les suites (w(™)en et (™) men sont bornées. Quitte d extraire une sous-suite, (p™), u(™),,exn
converge vers (0p,u) € (Ly(Q) x He o(Q)N (pour toute norme) ot (9p,u) est solution d'un
schéma numérique de correction de pression standard (Rannacher-Turek ou Crouzeiz-Raviart)
pour les équations de Navier-Stokes incompressibles :

Initialisation :

On calcule u® € He o(Q) par :

1

G

q o

u / wo(x) dvy(x), Vo € &int. (6.18)

ot ug est la limite dans L%(Q) de u§.

Marche en temps :

Pour 0 < n < N — 1, connaissant (6p™,u") € Ly (Q) x Heo(Q) calculer (p™+H untl) €
L () x He o(2) d travers les étapes suivantes :
Etape de prédiction — Résoudre en u" ' € Hg o(Q) :

1

5 (@ —up) +divt o @),

—div(r(a"™)), + (Vip")s =0, Vo € Em. (6.19a)

Etape de correction — Résoudre en u™ € He o(Q) :

1

5 (u™ — @t 4 (Vep ), — (Vép™), = 0, Vo € . (6.19b)
div(u" g =0, VK € M. (6.19¢)

La preuve est similaire au cas implicite et repose sur ’estimation d’entropie relative pour la conver-
gence de la masse volumique et I’estimation de la vitesse ainsi que sur la condition inf-sup discrete pour
le controle de la pression. Notons cependant une différence avec le cas du schéma implicite. Le controle
du membre de droite de l'inégalité d’entropie relative discrete (voir (5.36)) nécessite un contréle du
gradient de pression au pas de temps n = 0 en O(e?) ainsi qu'un controle de la masse volumique au
pas de temps n = —1. C’est ce qui justifie que 'on suppose ici des données initiales bien préparées
ainsi que l'initialisation particuliere du schéma (6.15)-(6.16). On renvoie a [99] pour les détails de la
preuve. Mentionnons que 1a aussi, on a p —p = O(e?) et que la preuve reste valide pour les équations
d’Euler, c’est-a-dire pour g = A = 0.

6.1.3 La limite incompressible pour le deuxiéme schéma semi-implicite

On considére a présent la limite incompressible pour le deuxieme schéma semi-implicite introduit
au chapitre précédent. Dans le cas de ce schéma, on peut affaiblir les conditions sur les données initiales
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bien préparées. On requiert toujours que la divergence de la vitesse initiale soit petite, en revanche, la
masse volumique initiale est proche d’une constante & un O(e) prés (et non O(e?)). On suppose donc
que :
po € L2(Q), 05 > 0 p.p. dans Q, uj € HY(Q),
) . (6.20)
uglla @) + - [divugllLz) + z 106 — Ul (@) < C.

On suppose également que u§ converge dans L2(f2) et faiblement dans H!(f2) vers une fonction
ug € H{(Q) (ce qui est vrai a extraction d'une sous-suite prés par Pestimation (6.20)).
Le schéma s’écrit :

Initialisation :

On calcule les champs (p°, u?) € Ly (Q) x He o(Q) par :

1
P = ’K‘/Kpf)(w) de, VK e M,
(6.21)
1
ul = o] / ug(x) dvy(x), Vo € &nt.
[
On calcule le champ p~! € Ly(£2) en résolvant un schéma explicite rétrograde :
1 - .
a(p?{ — ) + div(p®u®) g = 0, VK € M. (6.22)

Marche en temps :

Pour 0 < n < N — 1, connaissant (p" 1, p", u™) € La(Q) x He o(€2), résoudre en p"! € L ()
et u" € He o(Q) :

1
a(p?;rl — p%) 4 div(p" M g =0, VK € M, (6.23a)

1
= (ol u™ = p ) + div(p"u @ )
1

—div(T(u"))s + = (Vp"h, =0, Vo € Eint. (6.23b)

Comme on ’a vu au chapitre précédent, ce schéma numérique vérifie une inégalité d’énergie totale
sous la contrainte d’une condition CFL dictée par la convection par la vitesse matérielle et par la
diffusion :

4,7 1D
5t < min P, Do |

0€€int 9 Z (Fme(pn’un))i + Q(A)
EEE(DU)

; 0<n<N-1, (6.24)

ot o(A) est le rayon spectral de la matrice de rigidité associée & la discrétisation par éléments finis
des termes de diffusion. Afin de passer a la limite ¢ — 0 & discrétisation fixée, il est nécessaire de
supposer qu’il existe un pas de temps 4t > 0 qui vérifie cette condition CFL pour tout € > 0, ce qui
n’est pas évident puisque la contrainte CFL fait intervenir la vitesse solution du schéma (u™)o<p<n—1,
qui dépend elle-méme de £. Néanmoins, on peut démontrer qu’'un tel pas de temps existe. On renvoie
a 'annexe de [99] pour les détails de la preuve.

On a le résultat de convergence suivant (qui est également vrai pour p =\ =0) :

Théoréme 6.1.4. Soit (e™)),,en une suite de nombres (de Mach) positifs tendant vers zéro, et soit
(P w™),. cn une suite de solutions associée du schéma numérique (6.21)-(6.22)-(6.23). On suppose
cm)  (m)

que la donnée initiale (p§ ", u§ ) vérifie (6.20), et que le pas de temps §t vérifie la condition CFL
(6.24) pour tout m € N. Alors :
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1. La suite (p"™)men converge dans L°((0,T),LY(Q)) vers la fonction constante p = 1 lorsque m
tend vers +o00. De plus, pour tout q € [1,min(2,7)], il existe C > 0 tel que :

o™ — Ulpee (0,110 (02)) < Ccelm), pour m assez grand.

2. Les suites (u(m))meN et (5p(m))meN sont bornées. Quitte a extraire une sous-suite, ((5p(m), u(m))meN
converge vers (dp,u) € (La(2) x Hgg(Q))N+1 (pour toute norme) ot (dp,u) est solution du
schéma numérique suivant pour les équations de Navier-Stokes incompressibles :

Initialisation :

On calcule u° € He o(Q) par :

0 1

U, = —
7 |Dsl Jp,

wo(x) de, Vo € Ent. (6.25)

ot ug est la limite dans L%(Q) de uj.

Marche en temps :

Pour 0 <n < N —1, connaissant (0p",u") € Ly (Q) x He o(Q), résoudre en dp™*t € L (Q) et
u"t € He o(Q) le systéme suivant :

div(u"™ g =0, VK € M, (6.26a)

1
ot

(u™ —u?) + div(u” @ u™)P — div(T(u")), + (Vp" ™), =0, Vo € Emg. (6.26b)
6.2 Schémas numériques pour les modeles de congestion

Soit T € R** et Q un ouvert borné de R d € {2,3}. On considere sur (0,T) x © le modele
d’écoulement suivant appelé modele de congestion dure :

Op + div(pu) =0, (6.27a)
O(pu) +div(pu ® u) + Vp —div (t(u)) = f, (6.27D)
0<p<1l, (1-pp=0, p=>0, (6.27¢)
ol p>0etu=(ug.,ug) sont respectivement la densité et la vitesse du fluide, et ol le champ

f=(f1,.., f2)" est un champ de force volumique extérieure. Le tenseur des contraintes est donné par

div (7(u)) = pAu+ (p+A\)V(divu) >0, p+ X >0.

Ce modele, qui fut introduit pour la premiere fois dans [60] & partir d’'un modele diphasique dans
la limite pgas/pliq — 0, est un modele hybride, qui autorise la coexistence de zones compressibles sans
pression dites zones libres ou la densité vérifie 0 < p < 1 et de zones dites saturées ou la densité est
maximale égale a 1 et ot la pression peut étre non nulle. Dans ces zones, la dynamique est régie par les
équations de Navier-Stokes incompressibles (I’équation de conservation de la masse donne divu = 0
dans les zones {p = 1}, si divu # 0, la densité peut dépasser la valeur maximale 1) et la pression p,
qui ne s’active que dans les zones saturées peut étre vue comme un multiplicateur de Lagrange associé
a la contrainte de divergence nulle sur la vitesse.

Tres peu de méthodes numériques ont été proposées pour approcher les solutions du systéme (6.27).
La difficulté principale résidant dans le fait qu’il s’agit la d’un probleme de frontiere libre ou aucune



124 CHAPITRE 6. LA LIMITE INCOMPRESSIBLE POUR LES SCHEMAS DECALES

information n’est disponible sur I'interface entre les zones libres et les zones saturées (pas de dynamique
explicite, aucune condition de transmission imposée). Mentionnons toutefois 1’étude [60], qui présente
en une dimension d’espace une méthode numérique basée sur une approximation par "sticky blocks"
de la dynamique de (6.27), et les travaux [106] et [113] (limités au cas unidimensionnel) qui reposent
sur une projection de la dynamique sur un ensemble de trajectoires admissibles. Cependant, ces trois
articles ne traitent que du cas des écoulements non visqueux y = A = 0 dans un cadre unidimensionnel.

L’idée, développée dans [62] dans le cas unidimensionel, puis dans [114] dans le cas multidimension-
nel, est alors d’approcher le modéle (6.27) par un modeéle complétement compressible. La contrainte
de pression incompressible (p = 0 dans les zones {p < 1} et p > 0 dans les zones {p = 1}) est relaxée
en une loi de pression compressible singuliere de la forme suivante

P’ .

e———, si0<p<l,

pe(p) =4 (1= p)P ’ avee 7,5 > 1. (6.28)
+00, sip=1.

En raison de la singularité de la pression en p = 1, la pression (6.28) joue un réle de barriere qui
empéche la densité de dépasser la valeur critique 1 :

0<pt,e) <1l ppt. (t,x) € (0,T) x Q. (6.29)

A la limite ¢ — 0, la pression p. tends vers un potentiel p qui ne s’active que lorsque la densité est
maximale, égale & 1. On a alors, a la limite, la contrainte d’exclusion suivante : (1 — p)p = 0 (voir la
Fig. 6.1).

plp)

o o0z 04 06 08 1
density p

FIGURE 6.1 — Evolution de la pression singuliére p — p, (p) en fonction de e.

Le modele compressible sensé relaxer vers le modele de congestion dure (6.27) dans la limite & — 0
est alors le modele de Navier-Stokes compressible barotrope pour lequel la loi de pression est donnée
par (6.28). Il est donné sur (0,7") x Q par :

Ope + div(psus) =0, (6.30a)
Ot(pette) + div(psu: @ us) + Vpe(pe) — div (1(u.)) = f. (6.30b)

On compléte le systéme (6.30) par une condition initiale et des conditions aux limites de Dirichlet
homogenes sur la vitesse :

Peli=0 = Pos  (peUe)i=0 =45,  Ucppq = 0. (6.31)

avec qg]lp(s):o = 0 p.p. dans €. Dans la suite, le modele (6.31) sera appelé modeéle de congestion douce.
L’existence de solutions faibles au systeme (6.30)-(6.31) vérifiant la contrainte (6.29) et la convergence
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de ces solutions vers des solutions du modele de congestion dure (6.27) dans la limite singuliere e — 0
a été prouvée dans [62] par Bresch, Perrin et Zatorska dans le cas unidimensionel puis par Perrin et
Zatorska dans [114] dans le cas multidimensionnel. Tout comme pour la limite bas Mach, le résultat
de convergence s’appuie sur des estimations d’énergie, et des arguments de compacité classique dans le
cadre des équations de Navier-Stokes compressibles. La condition inf-sup (ou 'opérateur de Bogovskii)
y joue un role crucial dans le contréle de la pression dans la limite ¢ — 0. Tout comme pour la limite
bas Mach, on démontre que la vitesse limite vérifie la contrainte d’incompressibilité divu = 0.

D’un point de vue numérique, on rencontre des difficultés similaires a celles liées a la limite bas
Mach. D’une part, on observe que la condition CFL associée a un schéma entierement explicite dégénere
lorsque ¢ — 0 dans les régions denses. En effet, la vitesse de propagation des ondes acoustiques
ce(pe) = /PL(pe), explose lorsque € — 0 et p. — 1. Un schéma numérique stable sous une condition
CFL basée sur les ondes acoustiques ne permet donc pas d’approcher les solutions dans le régime € — 0.
Dans le cadre du modeéle de congestion douce non visqueux, les auteurs de [70] proposent un schéma
de volumes finis (Rusanov) ou la pression est séparée en une partie bornée, traitée explicitement, et
une partie implicite qui porte la singularité pres de p = 1. Cette technique permet de contourner la
dégénérescence de la condition CFL dans les régions denses. La viscosité physique est prise en compte
dans 1’étude plus récente [69] (qui traite également d’une contrainte de congestion variable), avec
une discrétisation spatiale par volumes finis. Néanmoins, en raison de ’arrangement colocalisé des
inconnues discrétes, ’analyse de ces schémas est assez éloignée de I'analyse des équations continues
sous-jacentes réalisée dans [114]. En particulier, aucune estimation uniforme en € de la pression discrete
ne semble disponible dans [68], puisque les discrétisations spatiales colocalisées ne vérifient par un
équivalent discret de la condition inf-sup.

6.2.1 La limite ¢ — 0 pour les solutions faibles

Dans cette section on rappelle les résultats théoriques obtenus dans [114] concernant 1’existence
de solutions au modele de congestion douce (6.30) et leur comportement asymptotique lorsque € — 0.
On présente également les principaux outils utilisés dans la démonstration de ces résultats, des outils
qui seront adaptés ensuite au cadre discret.

Tout d’abord, on introduit ’énergie libre H. associée a la pression p; :

Hl(r)r — He(r) = ps(r). (6.32)

Le choix de pression (6.28) garantit que la fonction r — H.(r) est convexe. Soit 7' > 0 et f €
L2((0,T) x Q)4. On suppose que la donnée initiale (p§, g5 = pjug) est telle que :

1
0<p;<1l pp.dansQ, pj:= |Q|/Qp8(m) de < p* <1, (6.33)
. |95/ .
qolps=0 =0 p.p. dans Q, /Q 2 + H.(pg)| < Eo, (6.34)
0

pour certains p*, Ey > 0 indépendants de €.

On a le résultat suivant :

Théoréme 6.2.1 (Perrin & Zatorska [114]). On suppose que la loi de pression est donnée par (6.28)
avec > 3. On suppose également que la donnée initiale vérifie (6.33)-(6.34). Alors :

e Pour tout € > 0, il existe une solution faible globale d’énergie finie (pe,uc:) au systéeme (6.30)-

(6.31).

e [l existe une sous-suite encore notée (pe, us, p=(ps))e qui converge vers (p,w,p) une solution faible
globale de (6.27) avec des conditions aux limites identiques d (6.31). Plus précisément : pour tout
T >0, p. — p fortement dans LI((0,T) x Q) pour tout ¢ € [1,+00), us — u faiblement dans
L2((0,T); HY(R)), p(p:) — p faiblement dans M4 ((0,T) x Q).
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Schéma de la preuve. Pour la construction de solutions faibles globales (ps, u.) a e > 0 fixé, la premiére
étape consiste en la définition d’un probléme approché en introduisant un parametre de coupure
d € (0,1) et une loi de pression approchée p. s comme suit :

6.35
6 Pp7, sip>1-06. (6.35)

_Jpe(p), si0O<p<1-4,
Des (,0) -
A § > 0 fixé et pour les grandes valeurs de p, P=5(p) se comporte comme une loi de pression de type
gaz parfait. A § > 0 fixé, I'existence de solutions faibles globales (p; 5, u. ) est assurée par la théorie
classique développée par Lions et Feireisl (voir par exemple [110]). Les solutions satisfont I'inégalité
d’énergie :

u 2
sup / [psd 5’5’ +H€,6()0€,5> de
tel0,7) /2 2

T
I {glVUaﬁl?+()\+u)(divua,5)2 de dt < C(L+ |22 0me):

pour une constante positive C' ne dépendant que de la donnée initiale et de la viscosité, mais indépen-
dante de ¢ et de ¢. En particulier, on obtient un contrdle de ’énergie libre H, s associée a la pression
tronquée p. s :

| He.5(pe.6)ll Lo ((0,r)1(0)) < € pour C > 0 indépendante de €, 4.

Des arguments classiques basés sur la compacité du fluz effectif permettent de passer a la limite § — 0
dans la formulation faible des équations en assurant la convergence forte de la suite (p. 5)s>0 vers une
limite p.. On montre que la suite (p. 5(pe,5))s>0 est équi-intégrable sous la condition 3 > 3 et qu’elle
converge (fortement) dans L((0,77) x Q) vers p.(p). Enfin, en revenant au controle de I’énergie libre
H, 5, on démontre que

mesure {p. 5 > 1— 8} < CO(e)s" 1.

En conséquence de cette inégalité, on garantit la contrainte de densité maximale sur la limite p. :
0 < pe < 1 p.p.dans (0,7) x €. La deuxiéme étape de la preuve consiste a passer a la limite par
rapport au parametre €. Grace a 'inégalité d’énergie :

2
sup /lea‘ua‘ +Hs(ps)] dx

te[0,T] 2
T
bk

la vitesse (u:)->g est contrdlée dans L2((0,T); H(Q)), tandis que la densité (p.)e>o est automati-
quement controlée dans L>°((0,7) x §) grace a la contrainte de densité maximale. Le contrdle de la
pression p.(p:) découle de 'utilisation de 'opérateur de Bogovskii, B. En prenant v. = B(p: — p:) €
Hl((O,T);Wé’q(Q)) (1 < g < 400 pour d = 2, ¢ = 6 pour d = 3) comme fonction test dans la
formulation faible de (6.30b), on obtient

%|Vu€|2 + (A4 ) (divae)? | dzdt < C(1+ [ FlZ2om)xny):  (6.36)

T T
/ / pete - B(Oipe) dee dt/ / Pette @ U : Vo da dt
0 Ja 0 Jo
T T
,u/ /Vug:vadzz:dt+(/\+u)/ /divug div v, dz dt
0 Q 0 Q

—/OT/Qf-vgdm dtzfoT/Qpe(ps)(pe—ps)dwdt-

Gréce aux propriétés de continuité de 'opérateur de Bogovskii ([110], Lemme 3.17), I'inégalité d’énergie
et le contréle de la densité assurent que le membre de gauche de 1’égalité ci-dessus est borné et donc :

‘/OT /Qpe(ps)(/)e — pe) dadt

< C pour C > 0 indépendante de €.




6.2. SCHEMAS NUMERIQUES POUR LES MODELES DE CONGESTION 127

Cette estimation permet alors de montrer que (p-(p:))- est controlée dans L ((0, T) x 2). Il existe alors
psu et p tels que p. — p faiblement-* dans L>°((0,T) x ), u. — u faiblement dans L2((0, T'); H{(Q2)),
pe(pe) — p faiblement dans M4 ((0,T) x ), et (p, u, p) est une solution au sens des distributions des
équations de Navier-Stokes compressibles sans contrainte (6.27a)-(6.27b). Ensuite, on peut montrer la
convergence forte de (pz)e>0 dans LI((0,T) x Q) pour tout 1 < g < 400 en utilisant les concepts de flux
effectif et de solutions renormalisées (voir [110, 79]). Enfin, la justification de la relation d’exclusion
(1 — p)p = 0 est réalisée en deux étapes. D’'une part, la convergence forte de (p:)e>0 implique que

(1 —pe)pe(ps) — (1 —p)p dans D.

D’autre part, on a
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(1= pe)pe(pe) = ¢

Ainsi, la limite (p,p) satisfait 0 < p < 1 presque partout, (1 — p)p = 0 dans D', et p € M, ((0,T) x
). O

6.2.2 La limite de congestion dure pour le schéma de prédiction-correction de
pression sur grilles décalées

Au vu des résultats obtenus par les schémas semi-implicites sur grilles décalées dans la limite bas
Mach, on se propose d’utiliser ces schémas pour approcher les solutions du systeme de congestion douce
(6.30)-(6.31). Dans la limite ¢ — 0, on s’attend a obtenir une approximation stable et consistante du
modele de congestion dure (6.27).

On se donne donc un second membre f € L2((0,7) x Q) et une condition initiale qui vérifie

1
BELHQ). A0, =g [ sde<s <l wpeH (@)
Q (6.37)

gl @) + llp=(65) (o) + 11 = )~ [div uf]-[l20) < C.

Remarque 6.2.1.

1. Ces conditions sont spécifiques au schéma de correction de pression. L’analyse peut étre faite
également dans le cas du schéma implicite pour lequel seules les conditions (6.33)-(6.34) sont
nécessaires (voir [112]).

2. Le controle de la pression initiale en norme L' implique en fait que la densité initiale vérifie

1
1—p5 > Coe? pour une constante Cy indépendante de €, ce qui est plus restrictif que le controle
de ’énergie libre initiale H.(p5) dans L' (€2).

3. La condition sur la divergence de la vitesse initiale indique que la compression initiale ([div ug]—)
est petite dans les zones denses ou pg est proche de 1.

On se donne une discrétisation sur grilles décalées D = (M, E) au sens de la Définition 5.1.1 et un
pas de temps dt > 0. On suppose que le temps final T est un multiple entier de §t, i.e. que T'= Nt
avec N € N. On note (p™, u") € Ly (Q2) x He o(€2) 'approximation de la solution (p, ) de (6.30)-(6.31)
au temps t, = ndt pour 1 <n < N. Le schéma de correction de pression s’écrit :

Discrétisation du second membre :

o L Ly dzadr (6.38)
= —— , o) dx dt. )
7 5t|DU| tn D

Initialisation :
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On calcule les champs (p~1,u®) € L () x He o(€2) par :

1
pf}lz—/ pg(x) de, VK e M,
K| Jr
(6.39)
1
up= o [wi@ d@),  Voe
0| Jo
On calcule le champ p° € L((Q) en résolvant un schéma implicite :
1
= (Pl = pic) +div(p’u’)c =0, VK € M. (6.40)

Marche en temps :

Pour 0 < n < N — 1, connaissant (p" 1, p",u") € Ly(Q) x Ly(Q) x He o(Q2), calculer p"tt e
Lam(Q) et u™l € He o(Q) & travers les étapes :

Mise a l’échelle du gradient de pression :

_ noo1/2
(Voer)t = (L25) " (Voem(p™)or Vo € Em.  (6.41a)

=
D,

Etape de prédiction — Résoudre en @™ € Hg (1) :

1

= (pp,ay

ot

+1 _ Pg:lug) —i—div(p”u" ®ﬁn+1)g

- diV(T(ﬁn+1))o + (Vpa,/\/l)g = ng, Vo € gint- (6.41b)

Etape de correction — Résoudre en p"+1 € Ly (Q) et u™! € He () :
1

51 Pp. (up™ —agt™h) + (Voe m(p™))o — (Vpem)y =0, Vo € g (6.41c)
1
a(pj;jl — o)+ div(p" ") g =0, VK € M. (6.41d)

La pression utilisée dans le gradient de pression discret est une pression tronquée définie par

,
5% sip<1-—d:Mm,
peralp) =4 =7 (6.42)

1
E_ﬂh;!ﬂp“f sip>1-—10d.m,

avec 0e M = h%sﬁ et a un parametre choisi tel que oS —1) > d. Lorsque le pas du maillage hp — 0
a e fixé, cette pression tronquée restitue la pression du modeéle de congestion douce (6.28), tandis que
lorsque £ — 0 a discrétisation fixée, on retrouve le potentiel p nul pour p € [0, 1) et qui ne s’active que
lorsque la densité est égale a 1. Cette pression tronquée est tres similaire a la pression tronquée (6.35)
introduite dans [114] pour la construction des solutions faibles du modéle (6.30)-(6.31). A cette loi de
pression tronquée, on associe une énergie libre H. a((p) solution de

PHL p1(p) — Het(p) = pepa(p),  p€(0,1)
qui est une fonction convexe.

On montre que le schéma de correction de pression vérifie I'estimation d’énergie totale suivante :
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Proposition 6.2.2 (Inégalité d’énergie totale). On suppose que la donnée initiale vérifie (6.37).
Alors il existe une solution (pZ,ul)o<n<n du schéma (6.38)-(6.39)-(6.41). De plus, il existe C > 0
indépendante de ¢ telle que, pour € suffisamment petit et pour tout 1 <n < N :

1 _ T e
=D DUV HY PR S A L PEVRED SRV AP A
O'Egint k’zl KGM

5t? D, "
O 5 ol g o <€ (6.43)

(ofS] 5int Dy

L’estimation dans L>°(L') de I'énergie libre tronquée H. r(p) permet alors de démontrer, comme
pour le modele continu, que la densité vérifie une contrainte de saturation maximale.

Proposition 6.2.3 (Contrainte de saturation sur la densité). On suppose que le paramétre « est tel
que (B — 1) > d. Il existe hy > 0 tel que pour tout h € (0,hg), il existe une constant Cpq > 0
indépendante de € (mais pas de la discrétisation), telle que

1

P <1 =0 m <1 —CpyeP-T1, VKeM, neN. (6.44)

Enfin, grace a la condition inf-sup discréte (plus précisément grace a 'opérateur de Bogovskii
discret) on montre une estimation L! sur la pression.

Proposition 6.2.4 (Controle de la pression). On suppose que la donnée initiale vérifie (6.37). Alors
pour tout 1 <n < N ona :

[Pe,m(PE)IL1(0) < Cmyots (6.45)

ott Caq5¢ > 0 est indépendante de €.

On déduit grace aux estimations ci-dessus qu’il existe ¢ tel que les suites (p2)c<eys (Pe M (PY))e<es
et (ul)c<e, sont bornées respectivement dans L=(Q), L'(Q) et Hgo(Q). Etant donné que toutes les
normes sont équivalentes en dimension finie, ces suites sont bornées dans n’importe quelle norme. On
conclut qu’il existe p, p, u tels qu’a extraction pres, on ait, pour tout 0 < n < N :

n n

pr = p", pem(pl) = 0", ul —u", lorsquee — 0

dans n’importe quelle norme discrete. En conséquence de (6.44), il est facile de voir que la contrainte
de densité maximale est vérifiée a la limite :

0<pk <1, VKeM,V0o<n<N. 6.46
PK

(1= (1) k) Pem((Pl)i) = ST ()P

on obtient que lorsque € — 0,
(1= pk) P =0 ou pi =lim p. a((p1)rc)-
e—0
Remarque 6.2.2.

1. Tout comme pour la limite bas Mach, les résultats restent valables sans termes de viscosité (c’est-
a-dire pour p =X =0).

2. Une analyse similaire peut étre faite dans le cas du schéma implicite. On renvoie & [112] pour
les détails.
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8. La troncature de la pression est en fait un artifice technique qui garantit l’existence d’une solution
numérique auz schémas. L’estimation (6.44) indique que la densité de troncature 1 — 0. pmq mest
en fait jamais atteinte a condition que la densité initiale soit inférieure d 1 — 6. pq. En pratique,
on peut donc conserver la loi de pression originale (6.28). C’est ce qui est fait dans les cas test
effectués avec le logiciel CALIF®S.

4. Nous pourrions espérer un équivalent discret du fait que la divergence de la vitesse est nulle dans
le domaine congestionné {p = 1}. Malheureusement, la seule observation (triviale) que nous
pouvons faire est la suivante : supposons que sur la cellule K, p%, p’}(ﬂ, Pt sont tous égauz a

1, alors par (6.41d) div(u™*!)g = 0 (voir [70] ot une observation similaire est faite).

6.2.3 Un cas test en dimension deux : collision de deux blocs denses

On consideére le cas test en dimension deux introduit dans [68] qui illustre la collision de deux
blocs denses et la création, apres collision d’'une zone saturée qui se propage. Le domaine de calcul

est Q = (0,1)2. Les régions denses a t = 0 sont situées dans les domaines A = [3, 5] x [3, 5] et
B = [1—727 3] x [, 2]. La densité p et la quantité de mouvement g = pu initiales sont données par :

1 -1
p=06+021T4,p5, q:<0>]l,4+<0>113.

On utilise le schéma de correction de pression codé dans le logiciel CALIF3S pour calculer la
solution approchée du systéme de congestion douce (6.30) sans terme de viscosité et pour e = 1074,
Le maillage est composé de 41648 triangles et le pas de temps est 6t = 5.107%. On impose des conditions
aux limites de non pénétration sur la vitesse. Le temps CPU du calcul est de 13 min pour 400 itérations
permettant d’atteindre le temps final ¢t = 0.2. Dans la Fig. 6.3 on peut observer, en échelle de couleur,
la densité aux temps ¢ = 0, ¢ = 0.005 et ¢ = 0.2 ainsi que le champ de vitesse (fleches blanches). La
Fig. 6.2 présente les coupes de la densité et de la vitesse a ¢ = 0.005 le long de 'axe y = 0.5. On
observe bien la formation d’une zone saturée (p ~ 1) qui se propage dans le domaine.

1.5

f I . h 15 | . 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 6.2 — Collision de deux blocs denses : densité (a gauche) et vitesse (a
droite) en fonction de x le long de I'axe y = 0.5 & t = 0.005. ¢ = 10™%.
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9.8e-01
0.8
—0.6
o
I
4
— 0.4

[ -
0.0e+00

FIGURE 6.3 — Collision de deux blocs denses : densité et champ de vitesse a ¢ = 0 (en
haut), ¢ = 0.005 (au milieu) et ¢ = 0.2 (en bas). ¢ = 10~%. Nombre de cellules 41648,
6t =5.10"%
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S’il était attendu que les schémas numériques sur grilles décalées aient les propriétés requises
pour assurer stabilité et précision dans la limite incompressible (ce que nous avons pu montrer dans le
chapitre précédent) il n’est pas évident a priori que ces schémas numériques ot les degrés de liberté des
quantités scalaires et des quantités vectorielles ne sont pas localisés aux mémes endroits, fournissent
des solutions discretes consistantes avec les solutions exactes. Les premiers résultats en ce sens sont des
théorémes de consistance de type Lax-Wendroff : on montre que si la solution discréte converge dans
des normes suffisamment fortes lorsque les pas de discrétisation tendent vers zéro vers une certaine
fonction, alors cette fonction est une solution faible du probléme discrétisé (voir [96, 97, 81, 83]).

Dans ce chapitre, on s’intéresse a des résultats de convergence des solutions de certains schémas
sur grilles décalées vers les solutions faibles exactes des modeles discrétisés. Dans ce cas, la conver-
gence des solutions discrétes n’est plus supposée mais démontrée a partir des estimations discretes
satisfaites par ces solutions et des résultats de compacité. On commence par donner quelques résultats
d’analyse fonctionnelle discrete qui sont cruciaux pour I'analyse de convergence. On présente ensuite
un résultat de convergence pour les équations de Navier-Stokes compressibles stationnaires avec des
lois de pression barotropes de type gaz parfait, p(p) = ap?, v > % Enfin, on donne également un
résultat de convergence pour le modele de Navier-Stokes incompressible a masse volumique variable

(la masse volumique est advectée) dans un cadre instationnaire.

Les travaux décrits dans ce chapitre font I’objet des publications suivantes :

1 J.-C. LATCcHE et K. SALEH. « A Convergent Staggered Scheme for the Variable Density Incom-
pressible Navier-Stokes Equations ». In : Mathematics of Computation 87.310 (2017), p. 581-
632.

2 C. PERRIN et K. SALEH. « A convergent FV-FE scheme for the stationary compressible Navier-
Stokes equations ». In : IMA Journal of Numerical Analysis 41.2 (2021), p. 826-899.

133
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7.1 Analyse fonctionnelle discrete

Dans cette section, on donne quelques résultats d’analyse fonctionnelle discréte, qui généralisent
aux espaces de fonctions réguliéres par morceaux H(2) issus de 'approximation par les éléments finis
de Crouzeix-Raviart [67] ou de Rannacher-Turek [115] , les résultats classiques d’analyse fonctionnelle
que sont les injection de Sobolev et le théoréme de compacité de Rellich. Les démonstrations s’inspirent
tres largement de travaux de R. Eymard, T. Gallouét, R. Herbin, et de leurs collaborateurs. Nous
renvoyons notamment aux livres [76, 74] et & ’annexe de I'article [75], ou des résultats similaires sont
démontrés pour des approximations par volumes finis.

Soit © un ouvert borné connexe de R?, d € {2,3}, polygonal si d = 2, et polyédrique si d = 3. On
se donne une discrétisation de {2 comme dans la Définition 5.1.1 et on consideére les espaces d’éléments
finis Haq(2), Hag,0(€2) introduits & la Définition 5.2.2.

Les fonctions de H((€2) présentent des sauts au niveau des faces du maillage. Ainsi, leurs gradients
au sens des distributions contiennent des mesures supportées par les faces o du maillage. Il est donc
clair que pour tout 1 < p < +oo, Hy(2) ¢ WHP(Q). On peut cependant définir pour les fonctions de
H(Q) un équivalent discret des semi-normes normes W!>.

Définition 7.1.1 (Opérateurs discrets et semi-norme W14 discréte). Soit D = (M, &) une discréti-
sation de Q) comme dans la Définition 5.1.1. On définit des opérateurs gradients et divergence discrets
pour les fonctions discrétes régulieres par morceaur u € Hp(Q) -

Vmu(x) = Z Vu(x)lg(x), (7.1)
KeM

divpm u(x) = Z divu(z)lg(x). (7.2)
KeM

Pour une fonction scalaire u € Hap(Q2) et pour tout 1 < g < 400, on définit ||ull1 ¢4, m la semi-norme
Whe discréte de u par :

1
Julh.gonn i= ([ 1V aqul? da)". (7.3

Pour une fonction d valeurs vectorielles w € Hp(2) et pour tout 1 < q < 400, on définit |ull1,q, m
la semi-norme Wh4 discréte de w par :

1
fulsgoan = ([ [Vaguftde)”. (7.4)

Il est assez facile de vérifier que sur Hpyo(€2), la semi-norme ||.||1,4, A est en fait une norme, c’est
notamment une conséquence de l'inégalité de Poincaré discréte (voir la Proposition 7.1.5).
7.1.1 Injections de Sobolev discretes

Rappelons le fameux résultat d’injection continue pour les espaces de Sobolev dont une démons-
tration peut étre trouvée dans [63].

Théoréme 7.1.1 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg). Soit 1 < p < d. Alors il existe une constante
C(p,d) telle que :

lullpp gay < C(p, d) [ Vullpomay, — Vu € WHP(R?), (7.5)

d x L )
ol p* = N particulier, on a WHP(R?) c LP"(RY) avec injection continue.
d—p

Nous cherchons a démontrer un équivalent discret de I'inégalité (7.5) pour les fonctions de Hay o(£2)
avec [[ull1,p, m au lieu de || Vul|ppgay. Commencons par le cas p = 1. L'inégalité (7.5) s’écrit :

lull 1+ ey < C(@D)|[Vullpyray,  Yu € WHH(RY). (7.6)
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Telle quelle, I'inégalité (7.6) n’a pas de sens pour u € Hxqo(Q2) car les gradients (au sens des
distributions) des fonctions de H 0 (£2) ne sont pas dans L (R) puisque ces fonctions sont discontinues
A travers les faces du maillage. En revanche, I'inégalité (7.6) s’étend & un espace plus large que WH1(R9)
qui lui contient I'espace Haq0(€2). Il s’agit de l'espace des fonctions a variations bornées dans lequel
les gradients sont contrélés dans un sens plus faible que L!. Pour une fonction v € L'(R%), on note :

lullpy = sup {(Vu, ¢} p, avec ¢ € CZ (R t.q. | pllpoere) < 1}

Rappelons que par définition, pour u € L'(R%), on a (Vu,¢p)pp = — Jqudive. On dit qu'une
fonction u appartient & 'espace BV(R?) des fonctions & variations bornées si u € L*(R?) et |lul|py < oc.

Remarque 7.1.1. L’espace BV(R?) est l’espace des fonctions de L'(R?) dont le gradient au sens
des distributions est une mesure finie. Il contient naturellement I’espace WH1(RY) puisque pour tout
u € WHYRY), on a |jullpy = IVl ray, mais il contient aussi lespace Hag,0(2) comme nous allons
le démontrer ci-dessous.

Montrons que (7.6) est toujours vraie pour les fonctions de BV (R?) avec ||u| gy au lieu de [Vullpgay-
Pour tout u € BV(R?), il existe (voir par exemple [57]) une suite (u,) C L*(R%) telle que u, — u
dans L' (RY) et presque partout, et telle que V|l ey = llunllsy — [[ullpy. La suite (|[unl|i ga))
est bornée (grace a l'injection de Sobolev Wh!(R?) ¢ L™ (R%)) et comme wu,, — u presque partout, le
lemme de Fatou donne [|ul|p1x gay < limJirnf [tn | 1% (may- En passant a la limite dans (7.6) pour u, on

n——+0o0
obtient :
”uHLl*(Rd) < %gﬂg HUTLHLl*(Rd)
=C(d) lim un|py

= C(d) [|lullBv-

Pour démontrer un équivalent discret de (7.6), il suffit donc de démontrer que toute fonction u de
Hp0(92) s’étend & RY en une fonction de BV(R?) avec |lullpy < [Jull1,1, m. Ce résultat, qui est vrai
sous contrainte de régularité sur le maillage, découle du Lemme suivant sur le contréle des sauts des
fonctions de Hxq,0(£2).

Lemme 7.1.2. Soit D = (M, &) une discrétisation de S telle que Op < 0y, avec Op définie en (5.1).
Pour toute fonction v définie sur Q0 et tout o € &, avec o = K|L, on note [v], le saut de v a
travers o (i.e. |[v]o(x)| = |vx(x) — v (T)], pour tout x € o), et pour o € Eexi, 0 € K, on note
[v]o(2) = v (), pour tout © € 0. Enfin, on note h, le diametre de o pour tout o € . Alors :

e Pour tout 1 < p < oo, il existe une constante C(p,d,0p) telle que :

1

p—1
he

LIt 61@)” < Cond,00) ol pats Vo€ Huo(@): (78)

(X

o€l

e Pour tout 1 < p < oo, il existe une constante C(p,d,0y) telle que pour tout o > 1 :

(X [ 11611 | dv(@)) < @ Clp,d,00) [olZt sy g Iolpae, Vo € Hago(®),  (7.9)

ccE’?

0d1<p’<ooestdonnépar%—{—l%:l,
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Soit D = (M, £) une discrétisation de  telle que Op < 6y, avec by > 0 et soit u € Hpq0(2). On
étend u par 0 en dehors de € et on a alors u € L*(R?). Pour tout ¢ € C°(R%)?, on a :

<Vu,¢>D,,D=—/Rdudivqbdm:—/gudivqsdmz —;/Kudiv¢da:
;(/KVU-¢d:c—/8Ku¢-nd7(w)>
;(/KVu-qbd:r—aegz(m/auq‘)-nfggdfy(w))
;/}{Vu-gbda:—;;g [ [ulo ¢ nico dy(@)

> [ 1vulde+ 3 [ fuleldv(a)) Ileiee

< C(d, bo) [lull1,1, m @l Loo (ra)

(7.10)

IN

par définition de la norme ||lulj1,1, A et grace a I'inégalité (7.8) (avec p = 1). En vertu de (7.10), une
fonction u € Haq0(Q) (étendu par 0 en dehors de Q) est dans BV(R?) avec :

lullsv < C(d, bo) ||u|

1,1, M- (7.11)

En combinant (7.11) avec (7.7), nous avons démontré le résultat suivant :

Proposition 7.1.3 (Injection Wbl c L'" discréte). Soit D = (M, E) une discrétisation de ) telle
que Op < 0y, avec Oy > 0. 1l existe une constante C(d,by) > 0 telle que :

HUHLl*(Q) < C(d, 90)”71,“1717/\/(, Yu € HM70(Q). (7.12)

On peut maintenant démontrer un analogue discret de I'inégalité de Sobolev (7.5) pour 1 < p < d
quelconque :

Proposition 7.1.4 (Injection WP C LP" discréte pour 1 < p < d ). Soit D = (M, &) une discréti-
sation de Q) telle que Op < 6y, avec 8y > 0. On suppose que 1 < p < d. Alors il existe une constante
C(p,d,0y) > 0 telle que :

lullLe (@) < Cp,d; Bo)[ullr,pra,  Vu € Haro(€), (7.13)

d
ol p* = ri), et on a C(p,d,0y) — +oo lorsque p — d.

Démonstration. La démonstration consiste a appliquer I'inégalité obtenue pour p = 1 a la fonction
réguliere par morceaux égale a |u|* pour « bien choisi. En pratique on prend « tel que a.1* = p'(a—1)
i.e. a =p'/(p) — 1*) et on utilise (7.9). O

Par interpolation d’espaces de Lebesgue, on a le corollaire suivant, dont une conséquence est une
inégalité de Poincaré discréte.

Proposition 7.1.5. Soit D = (M, E) une discrétisation de Q telle que Op < 6y, avec 6y > 0. On
suppose que 1 < p < d. Alors, pour tout q € [p,p*], il existe une constante C(p,q,d,0y) > 0 telle que :

”UHLQ(Q) < C(p, q, d7 00)||uH17p7M, Yu € HMyo(Q). (7.14)

Pour g = p, cette inégalité s’appelle l’inégalité de Poincaré discrete.
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Enfin, pour p > d, on a le résultat suivant.

Proposition 7.1.6 (Injection W' C L9 discréte pour p > d ). Soit D = (M, E) une discrétisation
de Q telle que 6p < 0y, avec 6y > 0. On suppose que p > d. Alors pour tout q €|p, o], il existe une
constante C(p,q,d,0y) > 0 telle que :

HuHLq(Q) < C(p, q,d, 00)”“”1,1?7/\47 Yu € HM70(Q). (7.15)

Remarque 7.1.2. Ces résultats d’injections de Sobolev discrétes démontrés pour 'espace d’éléments
finis Haq0(S2) peuvent étre facilement étendus a ’espace des fonctions constantes sur les cellules du
maillage dual He o(Q2). On sait en effet que ces deux espaces sont isomorphes et qu’d toute fonction
U =Y celsLp, € He(Q) est associée la fonction & = Y, ce o (o € Hp(R2). En se ramenant d
un élément de référence (simplexe de référence ou cube unité), on peut montrer que si le paramétre
de régularité du maillage est tel que Op < Oy pour une certaine constant 0y > 0, alors pour tout
q € [1,400], il existe des constantes ne dépendant que de la régularité du maillage c(0y,q) et C(6y,q)
telles que :
(0o, )N tlla) < lullLa) < c(fo, @)L

En prenant ¢ = p*, on en déduit que les inégalités de Sobolev (et de Poincaré) discrétes s’étendent a

Uespace Hg (2) muni de la norme

1
= ([ Vs dz)”.

7.1.2 Résultats de compacité

Dans cette partie, nous démontrons un analogue discret du théoreme de compacité de Rellich a
savoir que des suites qui sont bornées pour les normes WUP discrétes sont relativement compactes
dans LP(Q). Ces résultats se fondent naturellement sur le théoréme de Kolmogorov qui caractérise les
parties relativement compactes de LP(€2). Une démonstration de ce théoréme ainsi que du théoreme
de Rellich peut étre trouvée dans [63].

Théoréme 7.1.7 (Kolmogorov). Soit 2 un ouvert borné deR%, d > 1,1 <p < oo et A C LP(Q2). Alors
A est relativement compact dans LP(§2) si, et seulement si, il existe un opérateur de prolongement :

P: A — LPRY
u +— P(u)

qui satisfait les propriétés suivantes :
1. P(u) = u presque partout sur Q, pour tout u € A,
2. L’ensemble {P(u), u € A} est borné dans LP(R?),
3 ||[P(u)(- +y) — P(u)|Lpmay — 0 lorsque y — 0, uniformément en u € A.

On commence par établir une estimation sur les translations des fonctions discretes u € Haq,o(2).

Proposition 7.1.8 (Translations dans L!). Soit D = (M, &) une discrétisation de Q telle que Op < 6y,
avec 0y > 0. Alors, il existe une constante C(d,0y) > 0 telle que :

lu(. +y) = ullui ey < |yl C(d,00)ulli,1,m Vu € HagolQ), Vy € RY,

otiu € Hag0(Q) est prolongée a tout R en posant u = 0 en dehors de Q, et |y| est la norme euclidienne
de y € R,
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Démonstration. Soit u € C°(R?). Pour tout =, y € R%, on a :

lu(z + y) — ulz)| = \/01 Vu( + sy) -y ds| < |y /01 Vu(z + sy)| ds.

En intégrant par rapport a @ et en utilisant le théoreme de Fubini, on obtient :
lu(- +y) = ullLire) < |yl /Rd Vu|dz = |yl [|VulLi ). (7.16)

Par densité de C2°(R?) dans W1 (R?), I'inégalité (7.16) est aussi vraie pour les fonctions u € W1 (R?).
Puis en procédant comme dans la preuve de la Proposition 7.1.3, on montre que ’on peut encore
étendre ce résultat aux fonctions u € BV(R?) :

lu(. +9) —ullui ey < lylllullpy,  Yu€BV(RY).

Soit maintenant u € Hyyo(2) que I'on étend par 0 en dehors de 2. D’aprés (7.11), on a u € BV(R?)
avec ||ullpy < C(d, 0) ||ul|1,1, m d’ot le résultat. O

On en déduit le résultat suivant, analogue discret de I'injection compacte W1P(£2) < LP(§) pour
) borné.

Théoréme 7.1.9. Soit 1 < p < co. Soit D™ = (M) €M)y une suite de discrétisations de Q
telle que 0 m) < 0y pour tout m € N avec 6y > 0. Pour tout m € N, soit um e H, m) que l'on
prolonge par 0 en dehors de 2. On suppose qu’il existe C' € R telle que ||u(m)H1’p7M(m) <C,VmeN.

Alors il existe une sous-suite de (u™)en convergente dans LP(R?) et donc dans LP(Q).

Démonstration. On traite d’abord la cas p = 1. On applique le Théoreme de Kolmogorov a ’ensemble
A = Upen{u™}. L’hypothese 1. du théoréme est bien vérifiée. De plus, la Proposition 7.1.3 montre
que la suite (u™),,cn est bornée dans L' (Q) et donc dans L'(Q) et dans L!'(R%) puisque 1* > 1 et
que 2 est borné. L’hypothese 2. du théoréme est donc aussi vérifiée. Enfin, grace a la Proposition 7.1.8
et au fait que H“(m)”Ll,M(m) < C,¥m €N, on voit aussi que [|[u™ (. +y) — U(m)HLp(Rd) — 0 lorsque
y — 0, uniformément en m € N. On peut donc appliquer le Théoréme de Kolmogorov, ce qui donne
Pexistence d’une sous-suite de (u("™),,en convergente dans L'(R?) et donc dans L'(Q2). On passe au
cas général en montrant que si (Hu(m)HvaM(m))neN est bornée alors (”u(m)HLLM(m))neN est bornée.
On peut donc conclure par le premier cas (en interpolant LP entre L! et LP*, (u(m))meN étant bornée
dans LP* grace a l'inégalité de Sobolev discrete). O

En continu, la limite forte dans LP(§2) d’une suite de fonctions bornée dans W(l]’p (2) obtenue par
extraction grace au théoreme de Rellich est en fait dans Wé’p (©2). Nous démontrons un analogue discret
de ce résultat qui suppose que le pas de la suite de maillages considérés tende vers zéro.

Théoréme 7.1.10. Soit D™ = (M) £0m) .« une suite de discrétisations de Q) telle que O ppom) <
0o pour tout m € N avec 0y > 0. Pour tout m € N, soit u(™ € HM(m)ﬁ(Q). On suppose qu’il existe

C € R telle que Hu(m)H17p7M(m) < C, ¥Ym € N. On suppose aussi que hpm) — 0 lorsque m — +oc.
Alors :

1. 1l existe une sous-suite de (u\"™)en, towjours notée (u™)en, qui converge dans LP(Q) vers
un certain u € LP(§2).

2. La limite u appartient a W(l)’p(Q) avec || Vullppgye < C.

3. La suite (VM(m)u(m))neN converge faiblement vers Vu dans LP(Q)<.

Idée de la prewve. Le fait qu’il existe une sous-suite de (u(™),,cn, toujours notée (u(™),cn, qui
converge dans LP(Q2) vers un certain u € LP(£2), est une conséquence du Théoreme 7.1.9. Il reste donc
a montrer que u € Wé’p(Q) avec [|Vullpp(qye < C. En prolongeant u(™) et u par 0 en dehors de Q, on
a aussi u(™ — u dans LP(R%). Comme u = 0 en dehors de €, il suffit pour que u soit dans W(l)’p (Q) de
monter que Vu au sens des distributions s’identifie a une fonction de LP(R?)?. 1l reste alors & montrer
que V M<m>u(m) converge faiblement vers Vu dans LP(R?)<, O
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Remarque 7.1.3. La encore, ces résultats de compacité s’étendent a l’espace des fonctions constantes
sur les cellules du maillage dual Hg o(€2). En notant @ = )" c¢ Uy (o la fonction de Ha () associée d
une fonction u =", c¢ Us Lp, € He(Q2), on montre que pour tout g € [1,+00), il existe C(6p,q) telle
que :

= ooy < ClO0 @) ho g ae, Vo € He(0),

On en déduit que les théorémes 7.1.9 et 7.1.10 s’étendent auz suites de fonctions (u(™) ey telles que
u™ € Hem) (Q) et telles que (lally p rgom) )men est bornée.

7.2 Convergence du schéma sur grilles décalées pour les équations
de Navier-Stokes compressibles stationnaires

Soit © C R% un ouvert borné et connexe de bord lipschitzien, avec d € {2,3}. On consideére le
systeme des équations de Navier-Stokes compressibles barotropes stationnaires, donné par :

div(pu) = 0, (7.17a)
div(pu @ u) — pAu — (u+ A\)V(divu) + Vp(p) = f. (7.17b)
Les quantités p > 0 et u = (ug, .., ug)? sont respectivement la masse volumique et la vitesse du fluide.

Le terme f est une force volumique extérieure. Les coefficients de viscosité vérifient > 0 et p+A > 0.
La loi de pression est une loi de type gaz parfait p(p) = ap” avec a > 0 et v > 1. On complete le
systéme (7.17) par des conditions aux limites de Dirichlet homogenes sur la vitesse :

ulpn =0, (7.18)

et par une contrainte sur la valeur moyenne de la masse volumique :
1 *
—/pdm:p > 0. (7.19)
€2 Ja

L’existence de solutions faibles pour ce systéme a été initialement démontrée par P.-L. Lions dans

[104] pour des exposants adiabatiques v > % en dimension d = 3. Ce résultat fut ensuite étendu aux

coefficients v € (3, 2) par Novo et Novotny dans [109], grace & la méthode des troncatures introduites

par Feireisl dans le cas instationnaire. On rappelle ci-dessous la définition des solutions faibles dans le
cadre du systeme (7.17)-(7.18)-(7.19) en trois dimension.

Définition 7.2.1. Soit Q un ouvert borné Lipschitzien de R3. Soit v > % Soit f € L2(Q) et p* > 0.
Un couple (p,u) € L3O0=D(Q) x H{(Q) est une solution faible du probléme (7.17)-(7.18)-(7.19) sl
satisfait :
1. Positivité de la masse volumique et contrainte de masse moyenne :
1 *
p>0p.p. dans Q et ]Q|/ pdx = p*. (7.20)
Q

2. Les équations (7.17a)—(7.17b) sont vérifiées au sens faible :

/qu -Vodx =0 Vo € C°(), (7.21)

—/pu@u:Vvdm—a/p’V divvdw+u/ Vu: Vude
Q Q Q

+(/\+u)/ divu divvda::/ f-vde, Vo € C(Q)3. (7.22)
Q Q
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On dit que (p,u) € L30~D(Q) x HY(Q) est une solution faible d’énergie finie si de plus, elle satisfait
l'inégalité d’énergie suivante :

/L/Q|Vu\2da:+()\+,u)/g(divu)2 dx < /Qf-udw. (7.23)

Enfin, (p,u) € L*0~D(Q) x H§(Q) est une solution faible renormalisée si de plus, pour toute fonction
b € CO([0, +00)) NC((0, +00)) telle que

=M N < 1 sit<1
V(t)] < ’ ’ 7.24
| ()’_{cth, MA1<302D >, (7.24)
la solution (p,w) satisfait
div(b(p)u) + (b'(p)p — b(p))divu =0 dans D'(R?), (7.25)

ol p et uw sont étendus par 0 en dehors de ).

Remarque 7.2.1. La borne inférieur v > % correspond da lintégrabilité minimale sur p qui permet
d’assurer, a partir des estimations classiques, que le pression soit intégrable. En effet, comme p €
L3O0=1(Q) la pression p = p(p) = ap” vérifie p € L'T(Q) avec n = 277—_3 > 0, puisque vy > %

Concernant I'approximation numérique des solutions de (7.17)-(7.18)-(7.19), il existe dans la lit-
térature plusieurs résultats récents de convergence pour des schémas d’éléments finis ou des schémas
mixtes volumes finis - éléments finis. Gallouét et al. [82] prouvent la convergence du schéma MAC
sous la condition vy > 3 et Karper a prouvé dans [100] (voir aussi le livre récent [78]) un résultat de
convergence dans le cas instationnaire, encore une fois pour v > 3. Notons que dans tous ces travaux,
un terme de diffusion numérique (terme évanescent dans la limite vers zéro des pas de discrétisation)
sur la masse volumique est ajouté dans ’équation de continuité. Il s’agit d’un terme technique four-
nissant des estimations supplémentaires qui permettent la mise en ceuvre de I'analyse de convergence.
Notons également que pour le cas instationnaire, des estimations d’erreur sont disponibles dans [84]
pour vy > % Pour des valeurs de v € (%,3] (plus précisément v < 2), des résultats de convergence
peuvent étre trouvés dans [79] et [80] dans le cadre de solutions dissipatives a valeurs mesures, un
cadre “plus faible” que le cadre des solutions faibles renormalisées considéré ici.

Nous présentons dans cette section un résultat de convergence des solutions du schéma sur grilles
décalées vers une solution faible d’énergie finie du systeme (7.17)-(7.18)-(7.19) dans le cadre tridimen-
sionnel et pour des coefficients v € (%, 3]. Le maillage considéré est un maillage non structuré composé
uniquement de tétraedres (on utilise les degrés de liberté des éléments finis de Crouzeix-Raviart) mais
le résultat peut étre étendu au schéma MAC sur grilles cartésiennes et a des maillages quadrangulaires
en utilisant les éléments finis de Rannacher-Turek. A notre connaissance, il s’agit 14 du premier résul-
tat de convergence d’un schéma dans le cas tridimensionnel pour des valeurs vy € (%, 3] dans le cadre
de solutions faibles d’énergie finie (voir la Définition 7.2.1). Il fournit une démonstration alternative
du résultat d’existence obtenu par Lions ou par Novo et Novotny.

7.2.1 Le schéma numérique

On se donne D = (M, ) une discrétisation spatiale sur grilles décalées au sens de la définition
(5.1.1). On suppose que le maillage M est composé uniquement de simplexes. La masse volumique
est discrétisée aux centres des mailles primales tandis que les vitesses sont discrétisées aux faces.
Le systeme (7.17)-(7.18)-(7.19) est discrétisé par le schéma numérique suivant, avec les opérateurs
différentiels discrets introduits au chapitre 5 :

Chercher (p,u) € La(2) x Hg o(2) tels que :
div(pu)K + Tsltab,K + Ts2tab,K =0, VK € M, (726&)

div(pu @ u), — div(T(u))s + (Ve(p))s + Tiab’a =f, Vo € Eint, (7.26b)
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ol les opérateurs discrets sont ceux introduits au chapitre 5 et ott T stab, K1 L s2tab K et T3 stab,o Sont des
termes de stabilisation définis par :

TstabK h% (pK - p*)a (727)
o\ 1_
T =0 Qb= 0§ 5 ol (55) w7 o g, (129
K c€E(K)NEimt o
o=K|L
o]
Tt = hp (Vo')a = b5 15 1 (o1 = pic) mcr (7.29)

L’équation de masse discrete contient deux termes de stabilisation numériques. Le premier terme
de stabilisation, T} K> permet d’assurer la contrainte de masse moyenne (7.19) au niveau discret. Le

deuxiéme terme de stabilisation, 72 stab K> €St un équivalent discret d’un p-Laplacien avec p = HT" (pon-

déré par h%). Ce terme permet un controle de la masse volumique dans une semi-norme WlHTn(Q)
discrete par une puissance (négative) du pas du maillage hp. Il s’agit 1a d’un terme technique permet-
tant le passage a la limite dans I’équation d’état lors de I’analyse de convergence du schéma. L’équation
de quantité de mouvement discrete contient elle aussi un terme de stabilisation, Ttab o> qui est un
terme de pression artificielle ou I' > « est choisi suffisamment grand pour permettre un contrdle de
I’équivalent du terme pu ® w apparaissant dans la formulation faible de I’équation de quantité de
mouvement lorsque vy € (%, 3]. Lorsque d = 3 et v > 3 ou lorsque d = 2 et 7 > 2, ce terme n’est pas
nécessaire.

Remarque 7.2.2. Le terme de convection dans l’équation de quantité de mouvement discréte est de
la forme

div(pu @ u)s Z F,c(p,u) u, Vo € Eint.

GES(DO')

Les flur numériques auz faces du maillage dual Fyc(p,u) sont habituellement calculés a partir des
flux de masses d travers les faces de la maille primale K telle que € C K : Fg o = |0'|portor - N o7
(avec pyr la valeur upwind) pour o’ € E(K) (voir Définition 5.2.1). Dans le cas du schéma (7.26), on
calcule les flur duaux Fy(p,u) non pas a partir des flur de masse primaux mais d partir de flux de
masses primaur qui incorporent le terme de correction avec le p-Laplacien discret :

1
_ 1_
FK,UI(p7 u) = FK,O'/(p7 ) ’ ’ (’L) |> ‘pK - PL|” 1(pK - ,OL)a Vo' € ginta o = K’L

7.2.2 Le résultat de convergence

On donne le résultat de convergence dans le cas d = 3 et pour des coeflicients v € (%,3]. La
convergence du schéma dans le cas de la dimension d = 2 ou pour des coefficients v > 3 est un résultat
plus simple qui peut étre obtenu sans le terme de pression artificielle Ttab » dans I'équation de quantité
de mouvement, et dans certains cas, sans le terme de diffusion numérique Ttab k dans I'équation de

conservation de la masse.

Théoréme 7.2.1 (Convergence du schéma). Soit Q un polyédre de R3. Soit f € L2(Q) et p* > 0. On
suppose que y € (%,3]. En notant n = # € (0,1], on suppose que les coefficients ' et (&1,&2,&3) qui
définissent les termes de stabilisations satisfont les inégalités suivantes :

(7) &1>1, (7.30)

1+n

(i) 1+5(3+§3) <gg<1:”—5(3+gg>. (7.32)

(i7) fr( ] §3) T+ (7.31)
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Soit (Dp)nen une suite réguliére de discrétisations sur grilles décalées de §) composées uniquement de
simplexes et telles que O0p, < 6y pour 6y > 0 et hp, — 0 lorsque n — +oo. Alors il existe N € N
tel que pour tout n > N, il existe une solution (pn,un) € L, () X Hp, 0(S2) au schéma numérique
(7.26) pour la discrétisation D,,. De plus il existe (p,u) € L30~D(Q) x H{(Q) et une sous suite de
(Pny Un)n>N, que l'on note encore (pr, Un)nen tels que :

e La suite (uy)nen converge vers u dans L(Q) pour tout q € [1,6) et faiblement dans L6((2),

o La suite (pp)neny converge vers p dans L1(Q) pour tout q € [1,3(y — 1)) et faiblement dans
10D (9),

3(y=1)

o La suite (p})nen converge vers p? dans L1(Q) pour tout ¢ € [1, ) et faiblement dans

3(v=1)

L= (9),

e Le couple (p,u) est une solution faible d’énergie finie du probléme (7.17)-(7.18)-(7.19).
Donnons les grandes étapes de la démonstration de ce résultat.

Etape 1 : estimations uniformes — L’existence de solutions au schéma a n fixé découle d’une
estimation d’énergie et d'un argument de degré topologique (ou un point fixe de Brouwer) dans I’espace
de dimension finie Ly, () X Hg, ¢(€2). On montre en effet 'estimation d’énergie suivante sur la suite

(pna un)nEN-

Il existe Cy >0, p € (1,1 +mn) et 7 € (0,1) tels que :

[wnlli2Mm, + [unllLs@) + lonllse-n@) + R" < Co, VR €N, (7.33)
avec

5 i+£
R — hér(1+n 3) Z ’O’| (pL o pK)2 ’ua ‘MK,

Uegn,int
o=K|L
(1 [ bt (12463 41
4R AElrsogey + ha @O IRl + ki ) o 0 (73

n

Les trois premiers termes de I’estimation (7.33) correspondent a l’estimation classique vérifiée par
les solutions faibles renormalisées. On démontre d’abord les estimations sur la vitesse grace a une
inégalité d’énergie discrete (on utilise I'inégalité de Poincaré discrete pour les fonctions de Hp (€2)) et
I'injection de Sobolev discréte Hp (2) C L5(Q2) (voir (7.13) pour p = 2 et d = 3 et la remarque 7.1.2).
Le coefficient &1 doit étre suffisamment grand pour que le terme de stabilisation Tsltab’K ne perturbe pas
cette estimation. Le terme Tftab k quant & lui ne perturbe pas I’estimation car il est incorporé aux flux
de masse lors de la définition des flux de masse duaux (voir Remarque 7.2.2). L’estimation sur la masse
volumique est plus complexe. Elle est obtenue en choisissant v = Ba((P — 15), ou P = (ap” + hf{’;t pr)"
et By est Popérateur de Bogovskii discret, comme fonction test dans la formulation variationnelle
de I'équation de quantité de mouvement discrete. Cette formulation variationnelle a une forme peu
sympathique. Elle s’écrit (avec Pgp la fonction constante sur chaque maille duale D, égale a p, la
valeur upwind de la masse volumique et Vgv un certain gradient discret de v) :

—/(ng)u@u:Vg'vdm
Q
-l-,u/ VM’fL:VM'f)dm+(M+)\)/diVMﬁdiva)dw
Q Q

—a/QdeiVM'Dda:—hf{’,l/gprdiVM'dew—}—Rconv(p,u,v):/Q‘f.vda:, (7.35)
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avec U = Y, ce UGy la fonction de Hpy(€2) qui a les mémes degrés de liberté que u € He o(€2) (de
méme pour ¥ et v) et avec le terme de reste numérique suivant

Reonv(p,u,v) = / dive(pu @ u) - vdx + / (Pep)u @ u: Vevde
Q Q

qui n’est pas nul! C’est le controle de ce terme qui justifie 'introduction du terme de stabilisation par
pression artificielle Tiab »- On a alors suffisamment d’intégrabilité sur p pour que ce terme ne perturbe
pas ’estimation.

Le quatriéeme terme dans l’estimation d’énergie, R", qui est positif, est un terme de dissipation
numérique qui fournit des estimations supplémentaires qui sont cruciales pour le passage a la limite
dans le schéma. Ce terme additionnel est la conséquence des divers choix de discrétisation : le choix
upwind pour la masse volumique aux faces dans le flux de masse de I’équation de conservation de
la masse fournit le premier terme de dissipation. Les deux termes suivants sont issus du terme de
stabilisation Tsiabp. Ils permettent une estimation améliorée de l'intégrabilité de la masse volumique
(estimation qui est perdue dans la limite n — 400 a cause du poids qui s’annule lorsque le pas de la

discrétisation tend vers zéro). Le dernier terme de dissipation est issu du terme de stabilisation 72, .

R . P . . 1,141
Il permet un contréle de la masse volumique dans un équivalent discret de la semi-norme W™ 7 | que

nous ne définissons pas ici.

Etape 2 : compacité et passage a la limite dans les équations — Gréce & I’estimation (7.33),
on montre qu’il existe

3(v—=1)

peP07N(@Q),  pTel 7 (Q), wcH)Q)

telles qu’a extraction d’une sous-suite pres :

e La masse volumique (p,)nen converge faiblement dans L3~ (Q) vers p.

3(y=1) _
e La pression (p))nen converge faiblement dans L g (Q) vers p7.

e La vitesse (u,)nen converge fortement dans L4(€2) pour tout g € [1,6) et faiblement dans L5(Q)
Vers u.

La compacité de la vitesse discrete est une conséquence du théoréme de Rellich discret 7.1.10
(voir aussi la remarque 7.1.3) qui donne la convergence dans L? vers une fonction u € Hj(Q), et de
I'injection de Sobolev discrete H! c LS.

On peut alors passer a la limite dans la formulation variationnelle du schéma numérique. On
obtient, a la limite, que :

—/pu-VgZ)d:I::O, Vo € C(Q), (7.36)
Q
—/pu@u:Vvd:c+,u/Vu:Vvdac—k(,u%—)\)/divudivvdaz

Q Q Q

—a/ﬁdivv dm:/ f-vde, VYoelXQ)>. (7.37)
Q Q

Mentionnons que ce passage a la limite ne se fait pas sans difficultés, en raison de la discrétisation.
Pour I’équation de continuité par exemple, on se donne une fonction test ¢ € C°(£2) et pour tout
n € N on définit ¢, € L, () par ¢nx = ¢k la valeur moyenne de ¢ sur K, pour K € M,,. En
multipliant (7.26a) par |K| ¢k, et en sommant sur K € M, on obtient, aprés une intégration par
parties discrete :

= [ (Pe.on)wn- Ve, 6, dw+ Ry + Ry =0, (7.38)
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ou Vg, ¢, est la fonction constante sur chaque maille duale Dy, 0 € &, ini, égale au gradient discret
centré :

o
Ve, on = gz (|D | | (61 — ¢K)nK,a) 1p,
0E€LEn, int o
o=K|L

et ou les termes de reste sont donnés par :

r=0% Y |Kl(pk — p") ok,

KeMy,
=h3, Y. ( > |‘7|(||0||) ok — prln” (PK_PL)> PK
KeM, oc&(K) Do

Il est relativement simple de démontrer que les termes de reste convergent vers zéro a partir de
I'estimation uniforme (7.33). En revanche, le gradient discret Vg, ¢y, constant sur les mailles duales
D,, n’étant porté que par la direction orthogonale a la face o, il ne converge que faiblement vers V¢
lorsque n tend vers +oo. Comme la masse volumique discreéte (pp,)nen ne converge que faiblement a ce
stade, il n’est pas possible de passer a la limite dans ’expression (7.38). Il faut donc retravailler cette
expression afin de pouvoir passer a la limite et obtenir (7.36). Voir [111] pour les détails.

Etape 3 : passage a la limite dans I’équation d’état — C’est ’étape la plus délicate de la
preuve. Elle permet de démontrer (a extraction d’une sous-suite pres) que la convergence de la masse
volumique est en fait une convergence forte dans LI(€2) pour tout ¢ € [1,3(y — 1)) et ainsi de passer
a la limite dans I’équation d’état pour montrer que

p(p) =ap” = ap?.

La preuve est trop technique pour étre reproduite ici. Nous renvoyons a [111] pour les détails. Mention-
nons simplement que, comme dans la preuve de Lions et celle de Novo et Novotny, la démonstration
repose sur la compacité du flux visqueux effectif qui dans le cadre discret est définie par

Fo =2+ A) divag, @n — ap))

ainsi que sur la technique des troncatures introduite par Feireisl. C’est a ce stade de la démonstration
que la présence du terme de stabilisation 72 stab kst primordiale.

7.3 Convergence du schéma implicite sur grilles décalées pour les
équations de Navier-Stokes incompressibles 4 masse volumique
variable

Soit T' € R** et © un ouvert borné connexe de R, avec d € {2,3}. On considére le systéme des

équations de Navier-Stokes incompressibles a masse volumique variable, donné pour (¢, ) € (0,7) x Q
par :

Op + div(pu) =0, (7.39a)
O(pu) +div(pu @ u) — Au+ Vp =0, (7.39b)
divu = 0. (7.39¢)
Les variables p, u = (uq, . .. ,ud)T et p sont respectivement la masse volumique, la vitesse et la pression

de ’écoulement. Notons que la pression ici n’est pas liée a la masse volumique par une loi d’état. Il s’agit
d’un modele incompressible ou la pression est une variable indépendante qui peut étre vue comme un
multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte d’incompressibilité. Ce systéme est complété par
des conditions initiales et aux limites :

pli=o = po, uli—o = uo, ulpn = 0. (7.40)
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Supposons que les données initiales satisfont les propriétés suivantes :
po € L(Q), avec 0 < pmin < po < Pmax; (7.41a)
ug € L(Q). (7.41b)
Par (7.39a) et (7.39¢), la masse volumique est advectée par la vitesse u :
dp+u-Vp=0.
On s’attend donc a ce que la solution vérifie le principe du maximum suivant :
pmin < p(6, ) < pmax, PP (tx) € (0,T) x Q,

et la régularité naturelle pour p est p € L°°((0,7) x ©2). On démontre également que si (p, p, u) est une
solution réguliére alors pour toute fonction b € C1(0, +00), on a I'identité de renormalisation suivante :

0¢b(p) + div(b(p)u) = 0.

En ce qui concerne la vitesse, un calcul d’énergie permet de voir que la régularité naturelle est
w € L®((0,7); L2(2)) N L2((0,T); HY(2)). Cela conduit & définir les solutions faibles du probleme
(7.39)-(7.40) comme suit.

Définition 7.3.1. Soit py € L>®(Q) tel que po(x) > 0 pour p.p.t. « € Q, et soit ug € L*(Q). Un
couple (p,u) est une solution faible du probléme (7.39)-(7.40) s’il satisfait les propriétés suivantes :

(i) pe{peL>(0,T) xQ), p>0 presque partout dans (0,T) x Q}.
(i) w € {u € L=((0,T); L2(2)4) N L2((0,T); H(2)?), divau = 0}.
(iii) Pour tout ¢ dans C°(]0,T) x ),

[~ [t w)@0(t.2) + ut.2)- Voit.) ded = [ po(w)ote,0)da-
0 Q Q

i) Pour tout v dans {v € C([0,T) x Q)¢,divv = 0},
c

T
/0 /g)(—p(t,:c)u(t,x) -o(t,x) — (p(t,x)u(t,x) @ u(t,x)) : Vou(t,x)

+ Vu(t,x) : V'v(t,:c)) dedt = /on(az)uo(az) -v(x,0) de.

Remarque 7.3.1. Comme les fonctions tests v considérées dans la formulation faible de I’équation
de quantité de mouvement sont a divergence nulle, la pression n’apparait pas dans la définition des
solutions faibles. Cependant, pour (p,u) une solution faible, on peut montrer, a partir du théoréme de
de Rahm qu’il existe une unique pression p € W—1°((0,T); L&(Q)) tel que (p,p,u) soit solution de
(7.39) au sens faible (voir par exemple [61]).

7.3.1 Le schéma numérique

On se donne D = (M, ) une discrétisation spatiale sur grilles décalées au sens de la définition
(5.1.1). On suppose ici que le maillage M est composé uniquement de quadrangles (mais on peut
généraliser & un maillage contenant des simplexes). La masse volumique et la pression sont discrétisées
aux centres des mailles primales tandis que les vitesses sont discrétisées aux faces. On se donne
également dt > 0 un pas de temps que 'on supposera constant pour simplifier. On suppose aussi que
T est un multiple entier de dt, i.e. que T'= Nt avec N € N. On note (p",p", u") € La(Q) x Ly () x
He¢ ((€2) approximation de la solution (p,p,u) de (7.39)-(7.40) au temps ¢, = ndt pour 1 <n < N.
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On considere le schéma implicite suivant, ot les opérateurs différentiels discrets sont introduits au
chapitre 5 :

Initialisation :

Les champs discrets initiaux (p%, u°) sont caluclés comme suit :

1
p?(:—/ po() de, VK € M,
|K| Jx
(7.42)

1

0

u, = ug(x) de, Vo € Ent-
|Dg|/Da (@) ‘

Marche en temps :

Connaissant (p",p™, u™) € La(2) x Lu(Q) x He (), chercher (p"1, pntlantl) e Ly (Q) x
La(2) x Hg}o(Q) tel que
> Kl =0

KeM
et

1
E(anH — o)+ div(p" ) g =0, VK € M, (7.43a)
1
57 (b s = b ug) + div(p" e T o utt,

—div(T(u"™), + (Vp" ™), =0, Vo € En, (7.43b)
div(u"™h g =0, VK € M. (7.43c)

7.3.2 Convergence du schéma

A toute solution discréte (p,p", u™)o<n<ny du schéma numérique (7.42)-(7.43), on associe les
fonctions constantes par morceaux suivantes :

N
plt,) =Y Y pilg(x) Ln_1,(t), (7.44)

On a le résultat de convergence suivant :

Théoréme 7.3.1. Soit (po, up) € L®(Q) x L2(Q) tels que

0< Pmin < Lo < Pmax -

Soit (D(m), 6t(m))meN une suite de discrétisations telle qu’il existe 0y > 0 tel que Opm) < Oy pour tout
m € N. On suppose que les suites (Rpm))meN et (6t0™),en convergent vers zéro lorsque m tend vers
+00 et que la suite des parameétres (a™) e (voir la Définition 5.1.3) tend vers zéro lorsque m tend
vers 4+00. Alors, pour tout m € N, il existe une solution (p), p(™ w(™) au schéma (7.42)-(7.43).
De plus, il existe (p,u) € L=®(Q) x HY(Q) et une sous-suite de (p(™,p™ u(™),.cn, toujours notée
(pt™), plm) ) tels que
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1.

La suite (p™)men converge fortement vers p dans LI((0,T) x Q) pour tout q dans [1,00) et
faible-x dans L>°((0,T) x Q).

2. La suite (u\™),,en converge vers w fortement dans L((0,T);L3(Q)) pour tout q in [1,00),

dans L2((0,T); L4(2)) pour tout q in [1,6), et faiblement dans L2((0,T); L%(2)) ainsi que dans
L2((0,7); H'(92)).

3. Le couple (p,u) est une solution faible du probléme (7.40)-(7.43) au sens de la Définition 7.3.1.

Remarque 7.3.2. Pour assurer l’analyse de convergence, le paramétre de réqularité de la discréti-
sation Op est en fait plus restrictif que le paramétre introduit dans la Définition 5.1.5. On renvoie a
[102] pour les détails.

La preuve de ce résultat se fait en cinq étapes :

1.

On commence par démontrer des versions discretes de I'identité de renormalisation et de ’équa-
tion d’énergie cinétique. On en déduit des estimations uniformes sur la suite de solutions discretes
(estimation L sur la masse volumique grace au schéma upwind et estimations L°°(L?) ainsi
que dans une norme L?(H') discréte pour la vitesse grace a une inégalité d’énergie cinétique
discrete).

La compacité de la suite (p(m), ul™ )meN est étape la plus difficile. Grace aux estimations on
obtient la convergence L*° faible-x de la suite (p(m))meN vers une fonction p € L*((0,T) x
Q). La compacité de la suite des vitesses discrétes (u(™),,cy découle d’une estimation sur les
translations en temps des vitesses en norme L?(L?). On montre en effet qu’il existe C' telle que
pour tout m € N :

T
/ [ () = ul™ (¢ = 1) [Ragpa dt < C (75 + (883 + (AFY)2), ¥ € (0,min(T, 1)),

(7.45)

Cette estimation permet de montrer, grace au théoreme de Kolmogorov (voir par exemple [85]),
la convergence dans L2((0,T); L?(Q2)) d’une sous-suite de (u(™),,cn vers une fonction % dont
on peut montrer (grace aux estimations et a (7.43c)) qu’elle vérifie :

w € L((0,T); L2(Q)) NL2((0,T); HY(Q)),  diva = 0.

On passe ensuite a la limite dans la forme variationnelle de ’équation de conservation de la
masse ce qui permet de démontrer que le couple (p, ) vérifie ’équation de conservation de la
masse Oip + div(pu) = 0 au sens faible.

Gréce au fait que (p,u) est une solution faible de I’équation de conservation de la masse et aux
identités de renormalisation (discréte et pour la limite (p, @)), on montre que (p(™),,en converge
fortement vers p pour tout ¢ € [1, +00).

Enfin, grace a la converge forte de (p(m),u(m))meN, on passe facilement a la limite dans la
formulation variationnelle de I’équation de quantité de mouvement discréete.
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Résumé : Ce mémoire d’habilitation a diriger des recherches est consacré a 1’étude mathématique et au
développement et a I’analyse de schémas numériques pour des modéles d’écoulements mono et multipha-
siques, compressibles et incompressibles. Le manuscrit est composé de deux parties. La premiére partie
est consacrée a 1’étude des propriétés mathématiques ainsi qu’au développement et a I'analyse de sché-
mas numériques pour des modéles multiphasiques compressibles. Ce sont des systémes d’équations aux
dérivées partielles de type Euler compressibles permettant de modéliser des écoulements mettant en jeu
un nombre arbitraire d’espéces qui se trouvent dans différents états de la matiére (gazeux, liquide, solide)
ou des espéces qui sont dans le méme état mais qui ont des propriétés chimiques différentes (mélanges
liquide-liquide non miscibles par exemple). Aprés avoir introduit les enjeux liés a la modélisation de ces
écoulements et les principes de développement des modéles considérés, qui sont des modéles moyennés
de type Baer-Nunziato, nous présentons les principales propriétés des modeéles (hyperbolicité, existence
d’entropies mathématiques, symétrisabilité), puis nous développons un schéma de relaxation a la Suliciu
pour la partie convective des modéles, schéma qui s’avére bien plus précis et robuste que les schémas
numériques pré-existants. La deuxiéme partie est consacrée au développement de schémas numériques
permettant de traiter aussi bien des écoulements monophasiques compressibles qu’incompressibles. Dans
un premier temps, nous présentons les principales difficultés liées a I’approximation numérique des écoule-
ments faiblement compressibles, puis nous présentons une classe de schémas numériques pour les modéles
compressibles (Navier-Stokes et Euler compressibles) qui restent stables et précis dans la limite incompres-
sible. Les schémas considérés s’appuient sur une discrétisation spatiale sur grilles décalées (les inconnues
scalaires sont discrétisées aux centres des mailles et les vitesses sont discrétisées aux faces) et sur une
discrétisation temporelle semi-implicite de type prédiction-correction de pression. Nous présentons des
résultats assurant le caractére asymptotic preserving dans la limite incompressible ainsi que des résul-
tats de convergence de la solution numérique vers la solution exacte pour les modéles de Navier-Stokes
compressibles et incompressibles dans la limite de pas de discrétisation qui tendent vers zéro.
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