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Le rapport de synthése est divisé en cinq parties.

La premiére présente I'objectif général de mes recherches en philosophie
et histoire des mathématiques et de la logique, & savoir une philosophie sys-
tématique de l'axiomatique émergeant d’études textuelles, épistémologiques
et historiques de nombreux mathématiciens fin XIXe et début XXe et de la
méthodologie qu’ils ont adoptée.

La deuxiéme partie décrit mon parcours intellectuel et scientifique, en men-
tionnant les principales publications et conférences sur invitation, ainsi que les
responsabilités collectives et administratives.

La troisiéme partie présente mes principaux thémes de recherche actuels,
qui portent sur le rapport entre mathématique et logique, sur I’axiomatisation
au XIXe siécle et sur la théorie de I'argumentation.

La quatriéme partie mentionne mes projets futurs sur l'axiomatique (a 4
ans, 8 ans et 12 ans).

La derniére partie comprend un résumé des cing publications que j’ai sélec-
tionnées comme étant les plus représentatives du point de vue de ’habilitation
a diriger des recherches.






Chapitre 1

Pour une philosophie de I’axiomatique

L’objectif théorique général de mes recherches est de procéder & un étude
philosophique comparative de diverses approches axiomatiques aux théories
mathématiques. L’axiomatisation de la géométrie et sa relation complexe avec
la logique et la philosophie des mathématiques ont d’abord suscité mon intérét
et attiré mon attention, ce depuis les premiéres recherches que j’avais effectuée
en vue de la rédaction d’une thése de master sur les fondements de la géomé-
trie chez Giuseppe Veronese. A I’époque, je considérais que le role principal de
I’axiomatique était de contribuer a ’étude des fondements, et donc & une ana-
lyse philosophique des principes et des régles mathématiques, a la discussion
sur la possibilité de réduire les mathématiques a la logique, ou & des questions
de pureté dans la relation entre arithmétique et géométrie. L’analyse ultérieure
de nombreux exemples de formulation axiomatique (Peano, Bettazzi, Holder,
Pasch, Hilbert) et d’autres questions de philosophie des mathématiques m’ont
amenée & rechercher une vision plus large de ce qu’est 'axiomatique, suggérant
de procéder a une véritable étude philosophique de ses formes, objectifs, mé-
thodes. Méme si nous limitons notre attention & une période comprise entre la
fin du XIXe siécle et la premiére moitié du XXe siécle, la variété des manifes-
tations de I’axiomatique y est déja telle qu’elle suggére I'opportunité de cette
étude plus large et plus profonde du sujet que j’ai entreprise—une approche dont
on notera qu’elle est peu courante dans la littérature. ! Commencons par une
clarification conceptuelle préliminaire pour distinguer la maniére dont j utili-
serai les trois termes « axiomatique », « méthode axiomatique » et « théorie
axiomatique ».

La méthode axiomatique utilisée pour la formulation des théories mathé-
matiques se présente sous de nombreuses formes, qui différent principalement

1. ScHLIMM 2006, p. 2-3.
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par le langage utilisé : formel, informel ou semi-formel. Méme lorsque le lan-
gage est formel, il existe plusieurs possibilités de reconstruction, par exemple
en utilisant la logique du premier ou du second ordre, la logique classique
ou intuitionniste, etc. Mais la méthode axiomatique varie également avec le
temps : la distinction traditionnelle entre la méthode euclidienne classique et
la méthode hypothético-déductive moderne souligne la différence entre une
approche axée sur le contenu (inhaltlich), dans laquelle les axiomes sont consi-
dérés comme des vérités évidentes et les concepts fondamentaux font 1’objet
de définitions explicites connaissables par intuition, et une approche formelle,
dans laquelle les axiomes sont des hypothéses définissant les concepts primi-
tifs et leurs relations mutuelles. L’étude historique de divers exemples de mé-
thode axiomatique, et en particulier de la situation complexe liée & 1’école de
Peano, suggére l'existence de multiples variantes qui sont en quelque sorte in-
termédiaires entre l'axiomatique classique de type euclidien et 'axiomatique
moderne hypothético-déductive. D’autres variantes peuvent apparaitre en pré-
tant attention non seulement au role des axiomes et des définitions, mais aussi
a la formulation explicite et au roéle des régles logiques.

Une théorie axiomatique est composée d’un langage, d’une théorie logique
(qui comprend des termes logiques primitifs, des axiomes logiques et des régles
logiques d’inférence), d'un ensemble de termes primitifs ou indéfinis, d’un en-
semble d’énoncés considérés comme des axiomes, d’un ensemble de termes
définis et d’un ensemble de théorémes qui peuvent étre dérivés avec les régles
logiques d’inférence & partir des axiomes (souvent, d’autres régles spécifiques
de dérivation sont autorisées & coté des régles logiques fondamentales). La mé-
thode axiomatique, sous ses diverses formes et avec les divers outils utilisés,
conduit & de multiples formulations de théories mathématiques, par exemple
des nombres naturels, rationnels, réels, complexes, des espaces vectoriels, de
la géométrie plane et solide, de la géométrie projective, de la théorie des en-
sembles. Une étude philosophique de I’axiomatique a pour tache d’analyser les
différences entre ses diverses formes, en soulignant leurs différentes apparte-
nances historiques, mais aussi leurs objectifs relatifs, leurs avantages et leurs
inconvénients. D’autre part, une méme théorie axiomatique peut étre analysée
de différents points de vue. D’un point de vue syntaxique, une théorie axioma-
tique est, comme mentionné, un ensemble d’énoncés, mais d'un point de vue
sémantique, elle est plus correctement caractérisée par les modéles non lin-
guistiques qui satisfont les énoncés. Enfin, dans une perspective pragmatique,
une théorie axiomatique est caractérisée par les exemples, les problémes, les
normes, les compétences et les pratiques qui la distinguent. 2

2. SAVAGE 1990; WINTHER 2016.
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Pour toutes ces raisons, il est utile d’introduire le terme d’aziomatique,
par opposition a la méthode axiomatique et a la notion de théorie axioma-
tique, pour caractériser I’ensemble des éléments et des perspectives que I'une
et 'autre ouvrent a 'enquéte philosophique. Mais comment faut-il comprendre
ce terme 7 Sans prétendre & ’exhaustivité, je distinguerai dans ce qui suit trois
maniéres générales de comprendre 'axiomatique auxquelles j’ai été confron-
tée dans mes recherches. J’espére que cette bréve introduction systématique
permettra de comprendre les motivations philosophiques qui sous-tendent mes
recherches des vingt derniéres années, mais aussi la direction que prendront
mes futures recherches, visant a recomposer dans un apergu systématique une
multiplicité de formulations axiomatiques historiquement situées, et souvent
liées & un domaine mathématique particulier, que j’ai analysées en détail jus-
qu’a présent.

1.1 Qu’est-ce que c’est axiomatique ?

1.1.1 Trois conceptions de ’axiomatique en mathématiques

Les trois approches sur lesquelles je me concentrerai sont ’axiomatique en
tant que recherche sur les fondements des mathématiques, I'axiomatique en
tant que style mathématique et I'axiomatique en tant qu’institution sociale.
La premiére est I’approche la plus courante dans la littérature philosophique
sur I'axiomatique des mathématiques, et je me limiterai & quelques mentions
trés bréves, notamment parce que le sujet est présent dans la plupart de mes
publications discutées dans la troisiéme partie de ce rapport. Les deux autres
approches, sur lesquelles je n’ai commencé a réfléchir que trés récemment, grace
a quelques recherches sur 1’épistémologie historique et sur la relation entre
I’ontologie sociale et la pratique mathématique, constituent deux domaines de
recherches futures, que j’esquisse ici plus sous forme de programme que comme
résultat d’une recherche achevée.

Chacune de ces visions de I'axiomatique est diversifiée sur le plan interne,
et afin de distinguer ces variantes, il est utile de considérer les objectifs que
I’axiomatique sert dans chaque cas. Je présenterai donc une bréve analyse des
buts que 'axiomatique a servis chez divers auteurs clés entre le XIXe et le
XXe siécle. Cette classification des finalités, qui découle principalement mais
pas exclusivement des recherches menées jusqu’a présent sur l'axiomatique en
tant qu’étude des fondements, pourrait étre enrichie ou modifiée & ’avenir par
les contributions des deux autres approches.
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1.1.1.1 L’axiomatique en tant que recherche sur les fondements
des mathématiques

L’axiomatique peut viser a résoudre la question des fondements, ¢’est-a-dire
a déterminer quels sont les principes des sciences, en distinguant éventuelle-
ment ['ordo essendi de l'ordo cognoscendi, c’est-a-dire ce qui est premier en
soi de ce qui est premier pour nous. Dans ce sens classique, inauguré dans
les Premiers Analytiques d’Aristote, I'axiomatique a une portée ontologique et
cognitive. De ce point de vue, les autres questions clés que pose ’axiomatique
sont par exemple le réductionnisme (quels sont les principes réellement indé-
pendants les uns des autres et quels sont ceux qui peuvent étre réduits aux
principes d’autres disciplines ou aux principes logiques?) et la pureté (est-il
possible de formuler une théorie axiomatique sans incorporer des principes
provenant d’autres disciplines ou sciences 7). Dans ce cadre général, différentes
interprétations de la question des fondements (relatives, par exemple, a la ri-
gueur et & I'élimination des erreurs dans les définitions ou les démonstrations
mathématiques ou & la clarification philosophique de la nature des éléments
fondamentaux) et différentes approches des systémes formels en tant que sys-
témes clos ou ouverts conduisent & une énorme variété de formes possibles. 3

1.1.1.2 L’axiomatique comme style mathématique

L’axiomatique, cependant, peut aussi étre considérée comme quelque chose
d’historique et de culturel et en méme temps incarnée dans une théorie ma-
thématique particuliére, c’est-a-dire comme un style mathématique, un terme
dérivé de 'analogie avec les styles artistiques ou littéraires. Paolo Mancosu
compare 1'usage fait du terme en philosophie, en histoire des mathématiques et
en mathématiques et distingue style individuel, méthodologique, épistémique,
national, culturel, d’écriture, de pensée ou cognitif, mais n’applique pas cette
distinction au cas spécifique de ’axiomatique.* Que peut-on donc comprendre
par style axiomatique 7 Par exemple ['un des éléments qui caractérisent le style
d’écriture d’un certain mathématicien (on parle de I'axiomatique a la Dedekind
ou & la Peano). Mais en méme temps, un style axiomatique individuel peut de-
venir un style méthodologique ou une tradition de recherche : Buss distingue,

3. Je reviendrai sur ces différences et d’autres dans la troisiéme partie de ce rapport, ou
je donnerai également des indications bibliographiques plus précises sur les sources mathé-
matiques de cette approche et les publications dans lesquelles nous les avons analysées. Voir
aussi le chapitre 6 du manuscrit inédit sur I’école de Peano Peano’s Philosophy of Mathe-
matics. The Peano School and the practice of ariomatics, ol cette approche est discutée en
détail en référence a 1’école de Peano (Annexe C3).

4. MaNcosu 2017.
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par exemple, la théorie de la démonstration a la Hilbert, dans laquelle chaque
étape d’une dérivation est une formule, de la théorie de la démonstration a la
Gentzen, dans laquelle chaque étape d’'une dérivation est un séquent.®

Dans un autre sens, ’axiomatique peut étre considérée comme un élément
d’un style de pensée, c’est-a-dire comme une composante d'un paradigme ou
comme un concept épistémique.® L’axiomatique peut encore étre interpré-
tée comme un style cognitif, qu’il s’agisse de la structure du développement
psychologique humain—pour Piaget, le développement mental de 'enfant est
associé au démeélage progressif des axiomes logico-mathématiques—ou de 'un
des nombreux styles cognitifs pour lesquels I’enseignant ou 1’éléve peut avoir
une préférence dans ’enseignement et apprentissage. ”

Dans le contexte historique, il est possible de considérer le style axiomatique
comme une catégorie historiographique ou mathématique—pensez au contraste
entre la conception déductive aristotélicienne des mathématiques, dans laquelle
les axiomes sont vrais et évidents, et la conception hypothético-déductive hil-
bertienne 8—ou comme un style mathématique ?, illustré par exemple par Zer-
melo dans le cas de la théorie des ensembles. 1°

Le style axiomatique pourrait alors a son tour faire I’objet des distinctions
en sous-styles distincts ou opposés. La distinction interne a I’axiomatique entre
(a) approche hypothético-déductive, qui voit une théorie comme un systéme
clos, (b) approche sémantique, qui voit une théorie comme un ensemble de
modeéles, et (c) approche analytique—compatible avec la vision d’une théorie
comme un systéme ouvert 11—pourmit étre considérée comme une différence
de style. Deux formes opposées du style axiomatique seraient ’axiomatique
axée sur le contenu, qui comprend la géométrie d’Euclide, la mécanique de
Newton et la thermodynamique de Clausius, et I'axiomatique formelle ou exis-
tentielle. 2 De méme, on pourrait comprendre comme des sous-styles opposés
le style des modernistes, pour qui les mathématiques n’ont a voir qu’avec des
mots, et le style des anti-modernistes, pour qui les mathématiques ont & voir
avec des objets. 13

Buss 1998.
Voir respectivement KuuN 7962 et HACKING 1999.
Voir P1AGET 1947, BORROMEO FERRI 2005 et LERMAN 1990.
KLINE 1990, vol. 3.

9. De LORENZO 1971.

10. Voir ZERMELO 1908 et GRAY 2008, p. 260.

11. CeLLucct 2017.

12. Voir HILBERT et BERNAYS 193/, p. 2 et SIEG et RAVAGLIA 2005, p. 987.

13. Voir MEHRTENS 1990 et GRAY 2008, p. 9. Cette analyse de 'axiomatique comme style
m’a été suggérée par la lecture de I'article cité de Paolo MANcosu 2017, par la lecture de
MARQUIs 2020, de RABOUIN 2017, et par la lecture de plusieurs auteurs de la tradition épis-

® N o o
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1.1.1.3 L’axiomatique en tant qu’institution

Une troisiéme facon d’aborder 'axiomatique est de considérer qu’il s’agit
d’un élément qui caractérise les mathématiques depuis trés longtemps, bien
que sous des formes changeantes, et qui les a caractérisées comme une en-
treprise cognitive réalisée par des agents humains qui les ont utilisées pour
gérer des interactions réciproques complexes. La persistance dans le temps, la
possibilité de distinguer I'axiomatique en tant que type de ses instanciations
(tokens) basées sur différentes méthodes et différentes formulations de théo-
ries, ainsi que la présence de régles, fonctions, agents et roles, suggérent de se
demander si 'axiomatique peut étre considérée comme une institution sociale.
En ontologie sociale, la discipline philosophique qui étudie les institutions so-
ciales et leurs composantes, une institution est généralement caractérisée par
des régles, des obligations, des problémes de coordination, des agents et des
roles 4. L’axiomatique formelle pourrait étre associée a l’ensemble des régles
suivantes : 1) déterminer les termes primitifs d’une théorie et les axiomes qui
les définissent implicitement ; 2) rendre explicites les régles légitimes de dé-
rivation ; 3) spécifier quelle régle est appliquée a chaque étape d’une preuve.
Dans cette approche, certains des problémes métathéoriques classiques associés
a 'axiomatique pourraient étre considérés comme des obligations spécifiques.
Par exemple, la cohérence serait une obligation justifiée par le fait qu’il est
indésirable qu’un énoncé et sa négation soient tous deux des axiomes ou des
théorémes du méme systéme. La complétude au sens hilbertien (géométrique)
pourrait étre considérée comme une obligation dictée par le fait qu’il est sou-
haitable que le systéme axiomatique ait un niveau de généralité adéquat. Les
agents incluent des étres humains et éventuellement aussi des ordinateurs et
des systémes multi-agents. Les réles incluent celui de chercheur, enseignant,
étudiant, rapporteur de revue, etc. De nombreux problémes de coordination
pourraient étre facilités par 'axiomatique : a) éviter de prouver un théoréme
qui a déja été prouvé de maniére satisfaisante ; b) fournir un cadre conceptuel
commun pour comparer différentes preuves du méme théoréme et évaluer la-
quelle est la plus adéquate; ¢) faciliter I'interaction et la coordination entre
différents chercheurs, groupes de chercheurs et projets de recherche dans la dé-
monstration de nouveaux résultats ou la formulation de nouvelles conjectures ;
d) faciliter 1'unification de résultats fragmentés en une unité organique. *°

témologique frangaise (Chevalley, Granger, ...) ainsi que par une collaboration sur Bourbaki
avec Frédéric Patras et par de nombreuses discussions fructueuses avec Sébastien Maronne
et d’autres collégues a I'occasion d’une Ecole Thématique & Toulouse en 2021.

14. GuALA 2016 ; EPSTEIN 2016.

15. Cette interprétation de 'axiomatique en tant qu’institution sociale a fait I’objet d’une
présentation au colloque international ENPOSS 2020.
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1.1.2 Les objectifs de ’axiomatique

L’un des principaux problémes d’une philosophie de I'axiomatique est de
comprendre la relation entre les différentes méthodes appliquées et les objectifs
que se fixent les chercheurs formulant des théories sous forme axiomatique.
L’étude de I'école de Peano m’a permis d’observer que des objectifs souvent
conceptuellement distincts sont coprésents chez le méme auteur et dans la
formulation d’une théorie axiomatique donnée. La distinction entre les trois
approches décrites ci-dessus permet d’enrichir la liste des objectifs typiques de
I’axiomatique en tant qu’étude des fondements en y ajoutant des objectifs qui
ont émergé de I'étude de l'axiomatique en tant que style (finalité génétique-
historique) et en tant qu’institution (finalité de coordination).

Objectif heuristique

L’axiomatique est utile pour formuler de nouvelles conjectures, pour com-
prendre pourquoi certaines sont plus centrales que d’autres, pour fournir de
nouvelles démonstrations, pour simplifier et accélérer des démonstrations déja
données par d’autres moyens et pour découvrir des erreurs dans une théorie,
ou de nouveaux problémes. 16 Freudenthal en tant que mathématicien consi-
dére la finalité heuristique de I’axiomatique comme son aspect principal, 17 et
considére donc les Grundlagen der Geometrie comme son meilleur exemple,
méme si la formulation de 'essence de I'axiomatique se trouve également chez
Padoa et que I'élimination du lien avec l'intuition, également présente chez
Pasch, est déja évidente chez des auteurs comme Fano (j’ajouterais Bettazzi). 18
L’exemple cité explique trés bien pourquoi, selon 'objectif considéré comme
primaire en axiomatique, un auteur ou l'autre en devient le pére fondateur.

Analyse conceptuelle

L’axiomatique est également un outil d’analyse conceptuelle des mathéma-
tiques, c’est-a-dire un outil permettant de comprendre quels concepts présup-
posent d’autres concepts et lesquels sont indépendants les uns des autres, de

16. Comme le dit Hilbert : « Maintenant mon présent Travail, comme j 'ai déja dit,
est plutét une recherche critique sur les principes de la Géométrie euclidienne. Dans cette
recherche nous avons eu pour guide ce principe fondamentale : faire la discussion de chaque
question qui se présente de maniére & examiner en méme temps s’il est possible ou non de
répondre a cette question en suivant une voie assignée d’avance et en se servant de certains
moyens limités. Ce principe fondamental me semble contenir une régle générale et conforme
4 la nature des choses. » HILBERT 1900, p. 110.

17. FREUDENTHAL 1957, p. 153.

18. Voir Papoa 1901, PascH 1884, FANO 1958 et BETTAZZI 1890.
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distinguer des notions qui sont souvent exprimées par le méme terme dans le
langage mais qui ont des fonctions logiques ou mathématiques distinctes.
Dans le cas de I’école de Peano, l'idéographie n’est autre chose qu’une
forme d’analyse conceptuelle, ' qui part généralement de I’analyse textuelle
d’un manuel de mathématiques. L’analyse se déroule en deux étapes qui s’in-
fluencent mutuellement. D’une part, ’analyse du langage et de la structure des
démonstrations permet de mettre en évidence les termes logiques primitifs, par
exemple en distinguant la notion d’appartenance et d’inclusion, souvent dési-
gnée par le méme terme (la copule est), et les régles logiques primitives (par
exemple le syllogisme et le modus ponendo ponens). D’autre part, 'analyse des
définitions mathématiques fournies dans les manuels d’analyse et de géométrie
constitue le point de départ de la recherche des concepts fondamentaux des
mathématiques et de la formulation axiomatique de I'arithmétique, de la géo-
métrie, de la théorie des espaces vectoriels, etc. Comme Peano et ses collabo-
rateurs l'expliquent clairement, & un certain point, la formulation axiomatique
des théories mathématiques induit une modification de la formulation axio-
matique de la théorie logique, et a son tour la modification de cette derniére
nécessite un ajustement de la formulation des théories mathématiques. 2°

Recherche de la rigueur

L’axiomatique sert & éliminer le risque de contradictions internes & une
théorie et a éliminer les erreurs qui pourraient résulter d’un recours excessif
aux idées intuitives, de I’hypothése d’axiomes contradictoires, du choix d’une
mauvaise définition, de ’application d’une régle incorrecte dans la dérivation,
d’une erreur dans la preuve. La quéte de la rigueur peut s’exprimer de diverses
maniéres en mathématiques, et il est important de distinguer les besoins ma-
thématiques et philosophiques. Pour Peano, bien que sa position sur ce point
différe sensiblement de celle de Pieri et Padoa, 'intérét pour la rigueur s’ins-
crit dans la tradition du probléme de 'analyse conceptuelle des fondements
des mathématiques plutdt que dans celle de la fondation philosophique des
mathématiques. 2! Pour Bolzano il s’inscrit dans l'ordre de présentation des
concepts et des propositions d’une théorie scientifique. 22

19. ScHLIMM 2021.

20. « L’idéographie logique, en plus d’étre ’outil le plus approprié pour une étude non
superficielle de la logique, en abolissant toute promiscuité insidieuse de son vocabulaire
avec celui d’autres sciences qui ne présupposent que la logique, comme 'arithmétique et la
géomeétrie, a obligé chacune de celles-ci & une révision tout aussi diligente de son propre
vocabulaire. » Voir PADOA 1933, p. 76-77, ma trad.

21. Voir CANTU 2014e et MANGIONE et Bozzl 1993, p. 262.

22. BorLzANoO 1804.
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Par probléme mathématique des fondements, j’entends ici I’'objectif de don-
ner une organisation rigoureuse a I’ensemble des mathématiques, en fournissant
une caractérisation précise et non ambigué de ses concepts clés, par exemple
de limite et de continuité dans le cas de I’analyse. 2 Parmi les auteurs qui ont
contribué au renouvellement des mathématiques dans ce sens, on peut citer
Gauss, Abel, Cauchy, Bolzano, et dans la phase historique de ’arithmétisa-
tion de l'analyse, Weierstrass, Cantor et Dedekind (mais aussi Kossak, Meray,
Heine, Lipschitz et Tannery), qui ont essayé d’éviter le recours a la notion de
continuité géométrique dans la définition des propriétés des nombres réels.

Par fondement logico-philosophique des mathématiques, j'entends plutot
une réflexion sur la nature du symbolisme et de 'abstraction utilisés dans les
pratiques mathématiques, sur les conditions qui légitiment leur application et
justification. 2 La question fondamentale est associée & une vision hypothético-
déductive des théories et a la discussion de points de vue philosophiques alter-

natifs sur les mathématiques : logicisme, intuitionnisme et formalisme. 2

Si 'on accepte cette distinction, la recherche de la rigueur ne peut étre iden-
tifiée ni & 'analyse conceptuelle qui permet d’identifier les éléments primitifs
d’une théorie, ni a 'objectif descriptif qui consiste & produire une présentation
sans erreur d’une théorie axiomatique. En effet, les méthodes de recherche de
la rigueur sont souvent différentes. Dans le cas de Peano, la méthode clé est
celle du contre-exemple et s’applique principalement aux définitions mathéma-
tiques, dont on montre I'inadéquation en trouvant des exemples qui les satisfont
et doivent étre exclus, ou des exemples qui ne les satisfont pas et doivent étre
acceptés. Par exemple, Peano critique la définition de Peano-Schwartz car la
généralisation aux surfaces de la définition donnée pour la longueur d’un arc
de courbe n’est pas applicable a toutes les surfaces concaves. 26

Meéme si nous nous limitons au domaine logico-philosophique, il convient
de noter que la recherche de la rigueur ne présuppose pas nécessairement une
conception formelle de I'axiomatique, mais est parfaitement compatible avec
une vision orientée vers le contenu, ainsi qu’avec une évaluation positive du
role de l'intuition en mathématiques, qui pour Gddel reste nécessaire afin de
justifier applicabilité des mathématiques. 27

23. MANGIONE et Bozz1 1993, p. 269.

24. MANGIONE et Bozz1 1993, p. 262.

25. SHAPIRO 2005.

26. PEANO 1890.

27. Voir GODEL 1958/9, p. 348-9 et infra, § 4.1.1, p. 82.
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Objectif descriptif

L’axiomatique sert & exposer une théorie une fois qu’elle a déja été déve-
loppée. Cet objectif est souvent considéré par les philosophes comme purement
accessoire, ou du moins tout a fait secondaire par rapport & ’objectif d’analyse
conceptuelle ou de recherche de la rigueur, qui constituent les deux piliers de
I’approche de I'axiomatique en tant qu’investigation philosophique des fonde-
ments. Cela ne tient néanmoins pas compte de I'histoire de la logique, qui a
longtemps été considérée comme une théorie générale des concepts ayant 1’ob-
jectif primaire d’ordonner correctement les concepts dans un traité. Ainsi, la
logique était pour Bolzano 'art d’exposer une théorie dans un manuel appro-
prié ( Wissenschaftslehre), ce qui explique I’accent mis par Bolzano sur I’analyse
critique de l'ordre des concepts géométriques dans les Eléments d’Euclide. 28
Le bon ordre des concepts était souvent lié & la distinction entre un ordre
correct des concepts (celui présent dans 'esprit divin) et I'ordre reconstruit
par les hommes. La difficulté de fournir une liste exhaustive des concepts fon-
damentaux d’une discipline (Bolzano ne fournit pas une liste exhaustive des
concepts logiques fondamentaux) était précisément liée a la différence entre
la finitude humaine et la finitude divine, un théme que ’on retrouve égale-
ment chez Godel, par exemple lorsqu’il observe que les paradoxes de la théorie
des ensembles sont dus & un mauvais choix d’axiomes et non a un probléme
d’existence des ensembles. 2

Pour les philosophes des sciences, 1’objectif descriptif explique la valeur de
I’axiomatique dans les contextes de justification mais aussi pourquoi elle ne
permet pas de nouvelles découvertes. Hempel observe par exemple que I’axio-
matique, étant un « dispositif d’exposition » des théories, 2 sert a les comparer
et a les justifier, mais pas & découvrir de nouveaux faits. L’objectif descriptif
est donc opposé a ’objectif heuristique.

Objectif génético-historique

L’axiomatique est parfois utilisée pour comparer différentes théories, pour
expliquer la transformation ou I’évolution d’une théorie en une autre et éven-
tuellement le progrés cognitif qui s’ensuit. Un exemple trés connu est celui
des Grundlagen der Geometrie de Hilbert, dans lequel la distinction entre les
groupes d’axiomes est également utilisée pour comparer différentes théories
géométriques. 3 Mais nous voudrions également mentionner le cas de Giu-

28. Voir BoLzAaNO 1837, BoLzANO 1804 et BoLzaNO 1810.

29. Crocco, ATTEN, CANTU et ROLLINGER 2020a, p. 48, 73, 86.
30. HEMPEL 1970, p. 250.

31. HILBERT 1899.
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seppe Veronese, car sa formulation axiomatique de la géométrie infinitésimale
a été des le début liée a la comparaison entre le continu non-Archimédien et le
continu de Dedekind et I’a incité a écrire un long appendice a son livre Fonda-
menti della geometria qui constitue 'un des premiers exemples d’histoire des
mathématiques profondément influencée par I’axiomatique. 32

D’autres exemples intéressants sont ceux du Formulaire de Peano et des
Elements de Bourbaki, tous deux extrémement attentifs & la formulation axio-
matique et en méme temps a la rédaction de notes historiques capables d’ex-
pliquer la premiére occurrence d’une certaine formule ou 1’évolution interne
des idées mathématiques. 33

Objectif architectural

L’axiomatique peut étre utilisée pour restructurer et mieux comprendre
I’édifice global d’une science, qui évolue au gré des théories axiomatiques indi-
viduelles qui le composent, ou qui se renouvelle grace & de nouvelles analogies
structurelles permises par le développement de 'axiomatique elle-méme (pen-
sons par exemple aux structures méres chez Bourbaki®? ou a la réorganisation
disciplinaire qui a vu la transformation de la géométrie d’une science mathé-
matique en une science physique au XIXe siécle). 3

La réorganisation de I'architecture des mathématiques peut également in-
fluencer leur position au sein de la classification des sciences, un probléme qui
a été trés présent a la fin du XIXe et au début du XXe siécle, tant en rai-
son de la multiplication des disciplines mathématiques, qui incluent désormais
les probabilités, la combinatoire, les espaces vectoriels et les hypercomplexes,
a coté de larithmétique, de la géométrie et de ’analyse, qu’en raison de la
fragmentation des autres disciplines scientifiques, qui voient se multiplier les
applications possibles des mathématiques.

Analyse modulaire

Dans certains cas, I'intérét pour un probléme ou un théoréme mathéma-
tique n’est pas seulement lié a la compréhension du roéle qu’il joue dans un
systéme axiomatique défini. Ce que 'on veut étudier, c’est la quantité de ma-
thématiques nécessaire pour dériver le théoréme ou résoudre le probléme. De
ce type est l'utilisation de I'axiomatique par Hilbert dans les Grundlagen der

32. VERONESE 1891.
33. Voir PEANO 1901a, BOURBAKI 1939-1984 et DIEUDONNE 1978.
34. BOURBAKI 1950.
35. TORRETTI 1978.
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Geometrie, lorsqu’il demande ce qui peut étre prouvé avec chacun des cing
groupes d’axiomes qu’il a isolés (incidence, ordre, congruence, parallélisme et
continuité), 3¢ mais surtout le but des mathématiques au rebours, qui est de
déterminer quels axiomes sont nécessaires pour prouver un certain ensemble
de théorémes ou quels systémes formels isolent les principes nécessaires pour
les prouver. 37

Objectif pédagogique

L’axiomatique peut également étre un outil pédagogique, non seulement
parce qu’elle permet une exposition claire des théories, mais parce que la pré-
sentation axiomatique développe les capacités d’abstraction des éléves.3® De-
mander aux éléves de définir un concept ou prouver un théoréme mathéma-
tique conduit naturellement & étudier plusieurs définitions et démonstrations
possibles, chacune basée sur des notions et des régles distinctes. 3

L’effort visant & vérifier que le contenu mathématique que 'on souhaite
enseigner est accessible aux étudiants & un certain niveau d’étude nécessite
également une distinction entre les parties élémentaires et non élémentaires
d’une théorie pour aboutir & des formulations axiomatiques alternatives d’une
théorie qui n’utilisent que les axiomes élémentaires. Par exemple, Giuseppe
Veronese distingue une méthode intuitive, expérimentale et pratique adaptée
aux enfants d’une méthode axiomatique rationnelle et rigoureuse qui peut étre
introduite a partir de 14 ans : les propositions géométriques enseignées dans les
deux cas ne sont pas les mémes, car la géométrie matérielle ou pratique se limite
au champ de I'observable et n’énonce donc jamais de propositions géométriques
relatives a la ligne illimitée mais seulement aux segments de ligne, c’est-a-dire
qu'elle ne comprend que des propositions vérifiables expérimentalement. 40

Souvent l'objectif pédagogique est associé a I'objectif descriptif, car dans la
rédaction d’un manuel d’enseignement, le probléme du bon ordre des concepts
est décliné en termes de 'ordre qui facilite le plus I'apprentissage sans exiger
des notions étrangéres au domaine de connaissance des apprenants. Le pro-
bléme de la pureté, c’est-a-dire la recherche d’une preuve d’un théoréme qui
ne fasse pas appel & des notions étrangéres a la théorie en question, trouve
parfois son origine non pas dans le souci philosophique d’adhérer au principe
aristotélicien qui interdit de dépasser le genre d’objets dont parle la théorie (par

36. HILBERT 1899.

37. FRIEDMAN 1975, p. 235.
38. PIAGET 1968.

39. PEANO 1921.

40. VERONESE 1909.
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exemple, en utilisant des outils arithmétiques dans une démonstration géomé-
trique ou des théorémes de géométrie sphérique en géométrie plane), mais dans
le souci didactique de fournir une démonstration que les éléves soient capables
de produire de maniére autonome.

Objectif de coordination

Si U'on considére les mathématiques comme une activité sociale menée par
des agents humains concrets ou des systémes multi-agents qui se trouvent
dans la nécessité pratique de réguler leurs interactions, il devient plus facile de
comprendre dans quelle mesure une théorie axiomatique peut servir a résoudre
les problémes de coordination entre différents agents.

Il ne s’agit pas d’un probléme qui n’est apparu qu’avec la tendance ré-
cente de la philosophie des mathématiques a traiter des pratiques scientifiques
concrétes, ni d’un probléme rendu nécessaire par I'introduction des ordinateurs.
Curieusement, Peano justifiait déja 'opportunité de construire un recueil de
formules mathématiques en tant qu’outil pratique visant & orienter le mathé-
maticien de maniére qu’il voie immeédiatement ce qui avait déja été démontré
et ce qui restait a faire. 41

D’autres problémes de coordination sont résolus grace a des objectifs spé-
cifiques de I'axiomatique, comme 'objectif génético-historique, qui permet de
comparer les théories développées a différentes époques et avec différents ou-
tils, et donc aussi de comprendre dans quelle mesure une preuve fournie avec
de nouvelles techniques peut étre plus ou moins adéquate ou plus ou moins
générale qu’une preuve précédente.

Dans une perspective d’histoire externe des mathématiques, qui porte I'at-
tention sur les institutions concrétes dans lesquelles les agents mathématiques
opérent (universités, revues, institutions de recherche, écoles, etc.), 'objectif
de la coordination devient essentiel pour comprendre la dynamique des entre-
prises collectives, de I’évaluation par les pairs et des controverses scientifiques.

Dans la mesure ot I'unification des mathématiques ou des sciences fait
également partie des instruments qui favorisent la coordination des agents
mathématiques, 'objectif de coordination s’articule également avec 1’objectif
architectural mentionné ci-dessus.

41. PEANO 1896.
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1.2 Meéthodologie de recherche

Avant de mentionner les thémes et la portée des résultats scientifiques ob-
tenus, nous voudrions ajouter quelques remarques concernant la méthodologie
utilisée dans nos recherches. Le but initial dans ma thése de doctorat était ce-
lui d’examiner comment les mathématiciens congoivent leur discipline et leur
activité, comment ils réfléchissent sur celles-ci afin d’en donner une définition
théorique ou d’en préciser les rapports avec les autres sciences. Cette approche
accorde une grande importance a la recherche historique sur les mathéma-
tiques et a I’étude de la pratique mathématique, y incluses la symbolisation et
I’argumentation. Nous partageons 1'idée qu'une conception de la philosophie
des sciences qui serait indifférente a la pensée des scientifiques eux-mémes et
a 'analyse détaillée de leur ceuvre et des méthodes qu’ils déploient dans leur
pratique serait incompléte. D’autre part, une philosophie des mathématiques
ne peut se résoudre ni & une analyse descriptive des pratiques mathématiques
concrétes développées par des mathématiciens individuels ou des groupes de
chercheurs, ni a une analyse purement historique. Dans les sections qui suivent,
nous donnerons une idée de notre méthode en philosophie des mathématiques
en discutant les relations entre philosophie, mathématiques, histoire des ma-
thématiques et philosophie de la pratique mathématique.

1.2.1 Philosophie des mathématiques

La philosophie des mathématiques, et plus généralement la philosophie des
sciences, est un champ d’étude aux frontiéres floues, aux définitions multiples
et aux objets d’étude différents. Il s’agit d’une activité philosophique por-
tant sur les concepts mathématiques, mais aussi d’une enquéte sur la relation
entre deux formes différentes de connaissance (Kant),*? d’une métaréflexion
des mathématiciens sur leur propre travail (Peano), %3 ou encore d’une étude
des pratiques mathématiques. ** Pour nous, la philosophie des mathématiques
est une activité qui est générée au sein des mathématiques, et il importe peu
qu’elle soit menée par un mathématicien professionnel ou un philosophe, du
moment qu’ils disposent des outils nécessaires.

Prenons 'exemple classique de la question des fondements des mathéma-
tiques, qui a longtemps été considérée comme emblématique de 'approche de
la philosophie analytique, une approche critiquée pour ses prétentions a régle-
menter de maniére normative ce que les mathématiques devraient étre sans

42. KANT 1781.
43. CANTU s. d.
44. CARTER 2019.
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enquéter sur leur évolution. Méme dans I’étude purement philosophique des
fondements des mathématiques, la philosophie s’inspire d’un probléme propre
aux mathématiques, la recherche d’un fondement rigoureux de ses concepts
fondamentaux, pour le transformer en un probléme plus strictement logique,
qui concerne soit une partie trés restreinte des mathématiques (la logique ma-
thématique et éventuellement certaines parties élémentaires de 'arithmétique
et de la géomeétrie), soit une partie de la philosophie elle-méme, étant donné
que pour de nombreux auteurs la logique mathématique est une discipline
philosophique écrite en notation symbolique.

Et pourtant, ’équilibre entre normativité et description est trés difficile
A maintenir. Stewart Shapiro a distingué deux maniéres différentes d’aborder
la philosophie des mathématiques, décrites respectivement par les principes
méthodologiques « philosophy first » et « philosophy last-if-at-all ». Dans le
premier cas, les raisons philosophiques en faveur d’une certaine ontologie ma-
thématique déterminent de maniére normative la maniére dont les mathéma-
tiques doivent étre faites; dans le second cas, la philosophie est un simple
épiphénoméne qui n’exerce aucune influence sur le développement des ma-
thématiques. 46 La philosophie analytique a souvent eu tendance a privilégier
exclusivement le premier mode, alors que la philosophie de la pratique mathé-
matique, que nous aborderons dans la section suivante, tend & privilégier le
second, méme au risque de devenir parfois une discipline simplement descrip-
tive, dépourvue d’agenda philosophique identifiable. 47

L’approche « philosophy first » sur laquelle Shapiro s’aligne, tout en in-
sistant sur la nécessité d’abattre les murs inutiles entre la philosophie et les
mathématiques et sur 'opportunité de considérer la normativité philosophique
comme quelque chose qui n’est pas immuable, suppose que la philosophie
est une activité menée exclusivement par des philosophes professionnels (qui
peuvent également étre compétents en mathématiques) et qu’elle influence
les mathématiques sans étre significativement influencée par elles. Nous at-
tribuons & cette approche les recherches liées au développement des ismes du
XX¢ siécle (néo-logicisme, nominalisme, structuralisme, etc.), les recherches
liées au dilemme bien connu de Benacerraf sur le caractére indispensable des
mathématiques, et plus généralement toutes les contributions de la philoso-
phie analytique au probléme de 'existence des objets abstraits, de leur accés
cognitif, et du choix d’une logique du premier ou du second ordre.

L’approche « philosophy last-if-at-all » ou, comme nous préférons le dire,

45. CANTU 2014c.
46. SHAPIRO 1997, p. 25 et suivantes.
47. GANDON 2013, p. 213.
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I’approche qui considére 'enquéte philosophique comme une exigence émer-
geant de 'activité mathématique elle-méme, exige un travail d’investigation
philosophique de concepts, méthodes, problémes et paradoxes mathématiques.
D’une fagon similaire, la philosophie de la pratique mathématique porte sur
la fagcon dont les mathématiques sont faites, évaluées, appliquées; elle analyse
leur histoire, leurs traditions, ainsi que les problémes éducatifs auxquelles elles
donnent lieu et les questions cognitives qui les concernent. Notre approche a la
philosophie des sciences, et plus spécialement & la philosophie des mathéma-
tiques et de la logique, est une approche multidisciplinaire qui s’ancre dans une
analyse textuelle, historique, dialectique et socio-culturelle des concepts et des
méthodologies utilisés dans les sciences. Cette analyse multidisciplinaire s’ap-
plique réflexivement aux analyses philosophiques des concepts scientifiques,
tout comme 1’analyse argumentative peut s’appliquer & des méta-arguments,
c’est-a-dire a des arguments qui analysent des arguments. Les instruments de
la logique, des mathématiques, de la théorie de 'argumentation, de la linguis-
tique et de la rhétorique sont mobilisés dans le cadre d’une reconstruction
philologique des documents, qui ne peut étre séparée de I'analyse historique
des sources et d’'une comparaison du contexte socio-culturel. Nous proposons
d’intégrer aux recherches les plus courantes en philosophie de la pratique ma-
thématique une analyse de I'opposition entre savoir disciplinaire et interdisci-
plinaire ainsi qu’'un examen de l'opposition entre argumentation logique for-
melle et informelle, ce qui permet de garder un équilibre entre normativité et
description. L’approche interdisciplinaire exige une confrontation précise non
seulement avec les mathématiques contemporaines élémentaires et avancées,
mais aussi avec des domaines abordés en histoire des mathématiques, en théo-
rie de argumentation, en sociologie, en intelligence artificielle, en physique,
etc., en fonction du type particulier de pratique mathématique a étudier. A tra-
vers une constitution aussi transversale que possible, une ouverture & d’autres
disciplines et méthodes, et surtout la mise en place de groupes de recherche
collaboratifs et interdisciplinaires, ’étude philosophique des mathématiques
peut aboutir & des résultats réellement innovants.

1.2.2 Philosophies de la pratique mathématique

La philosophie de la pratique mathématique est un mouvement ou une
tradition de recherche qui s’est constituée initialement en opposition & une
certaine partie de la philosophie analytique, comme Paolo Mancosu ’a montré
en discutant les rapports avec la tradition qu’il appelle maverick. 4

48. MANCOSU 2008.



1.2. Méthodologie de recherche 19

La philosophie de la pratique mathématique est une constellation de re-
cherches ayant des objectifs et des intéréts divers. La plupart des auteurs
partagent une forme d’anti-fondationnalisme, une attention & I’histoire et un
intérét pour les questions ontologiques et épistémologiques qui se posent &
partir d’études de cas mathématiques, en partie en opposition aux tendances
classiques de la philosophie analytique.

Des enquétes récentes ont détaillé les origines et I'histoire de ’étude de la
pratique mathématique, en rappelant qu’elle n’est pas 'apanage de la seule
philosophie, mais est également étudiée par la sociologie, la théorie de 1’édu-
cation, I’ethnologie, la biologie évolutive et la psychologie cognitive.4? Une
approche basée sur les agents, une approche épistémologique et une approche
historique ont été distinguées,® et plusieurs questions clés de recherche sur
la connaissance mathématique ont été mises en évidence, notamment les com-
posantes, le role des agents, les valeurs mathématiques, la pratique mathéma-
tique, I'histoire et les relations avec d’autres disciplines, °! ainsi que les aspects
dynamiques, génétiques et heuristiques. 52

A Tapproche orientée vers la pratique appartiennent les recherches qui
montrent 'intersection de la philosophie et de I’histoire des mathématiques,
les recherches épistémologiques concernant la visualisation et I’explication en
mathématiques, les recherches sur les démonstrations faites avec 'aide d’'un
ordinateur, ainsi que ’analyse de certaines propriétés des arguments mathé-
matiques, comme la pureté, ’évidence, la fécondité. L’approche axée sur la pra-
tique comme nous l'entendons, comprend par exemple Lakatos, 53 Corfield, 54
mais aussi la nouvelle épistémologie, ®® les interactions entre la philosophie et
I'histoire, ®® les recherches récentes sur I'argumentation en logique et en ma-
thématiques, ®7 les recherches sur la théorie des ensembles, sur la théorie des
catégories, sur la probabilité, sur la calculabilité, sur les mathématiques incon-
sistantes ou sur les applications et les problémes ouverts en mathématiques. 58
La philosophie de la pratique mathématique comme nous I’avons mise en ceuvre
dans les recherches sur 'axiomatique dans 1’école de Peano est une philoso-
phie dynamique plutét que statique, c’est-a dire, selon la définition de Carlo

49. BENDEGEM 2014.

50. CARTER 2019.

51. HAamAMI et MORRIS 2020.

52. GIARDINO 2017.

53. LAkATOS 1976.

54. CORFIELD 20083.

55. MANcosu 2008.

56. Voir FERREIROS et GRAY 2006; KERKOVE, DE VUYST et van BENDEGEM 2010.
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Cellucci, une philosophie axée sur la croissance de la connaissance mathéma-
tique plutot que sur la justification d’un corpus de connaissances établies. %9
En particulier, il vise & distinguer et & comparer, selon une approche chére a
la philosophie constructiviste, le niveau ontologique et le niveau épistémolo-
gique dans les théories logiques et mathématiques%? et a souligner le role de
la logique dans le développement des pratiques scientifiques.

1.2.3 Philosophie et histoire

L’accent mis sur I'histoire de la philosophie, de la logique et des mathé-
matiques est un élément important de la conception de la philosophie des ma-
thématiques axée sur la pratique. L’histoire intervient cependant de plusieurs
maniéres dans nos recherches en philosophie des mathématiques.

Il y a tout d’abord I’histoire des textes mathématiques, comprise dans une
tradition qui permet de déchiffrer les références aux auteurs contemporains et
antérieurs. C’est dans cette perspective que nous avons édité une lettre ma-
nuscrite de Giuseppe Veronese, %2 traduit un texte d’Otto Holder, %3 publié la
bibliographie compléte des ceuvres d’Alessandro Padoa % et ’édition anglaise
d’une sélection d’écrits de Vailati, %° et participé au groupe dirigé par Gabriella
Crocco pour éditer les cahiers philosophiques de Kurt Godel. 66

Il y a ensuite les interactions entre histoire des mathématiques et histoire
de la philosophie, en particulier autour du nombre et de la mesure, mais qui
contribuent aussi & comprendre le réle joué par la logique et la mathesis uni-
versalis & la fin du XIX® siécle. Nous en donnons ci-aprés quelques exemples
tirés de nos recherches. %7

L’attention portée & I’histoire nous a fait comprendre que les recherches sur
la définition des nombres (réels mais aussi naturels, rationnels et complexes)
et sur les transformations de ’axiomatique ne peuvent étre séparée de la ré-
flexion sur la notion de grandeur géométrique en géométrie projective, dans les
théories du continuum, dans les premiéres formulations axiomatiques de ce que
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sont les grandeur mesurables et non mesurables. En d’autres termes, il n’est pas
possible de comprendre la dynamique de I'axiomatisation des nombres réels et
des nombres naturels sans tenir compte d’un panorama plus général, qui com-
prend le développement au XIX€® siécle de la géométrie projective qui améne
a s’interroger sur la possibilité de définir le concept de grandeur indépendam-
ment de la coordination numérique %8 et de la mesure % et plus généralement a
étudier la géométrie avec une méthode synthétique plutét qu’analytique, c’est-
a-dire sans traduire les problémes géométriques en équations. La procédure
analytique, basée sur la représentation sur des axes de coordonnées cartésiens,
permet de trouver la solution de nombreux problémes géométriques, mais 1)
elle n’est pas pure car elle utilise des méthodes non géométriques (dans le
processus de résolution des équations) et 2) elle présuppose qu’un systéme nu-
meérique privilégié (les nombres réels) est capable de représenter adéquatement
toutes les propriétés géométriques de la ligne. ™ La recherche sur la nature
des nombres est indissociable de 1’étude des notions de grandeur et de mesure,
dont une premiére caractérisation axiomatique a été fournie au début du XX¢
siécle. Une distinction apparait entre le concept de grandeur extensive et celui
de quantité extensive : le premier, déterminé par la somme, est indépendant
de la mesure, "' tandis que le second, déterminé par 1’ordre, est nécessairement
mesurable. ? Le role prédominant de la relation d’ordre par rapport a 'opéra-
tion de somme dans la définition de la grandeur explique le caractére privilégié
des nombres réels par rapport a d’autres systémes de nombres possibles (par
exemple les nombres non-archimédiens, qui n’ont pas le méme type d’ordre,
ou d’autres systémes de nombres hypercomplexes). La relation d’ordre garan-
tit, en effet, la mesurabilité et, donc, I’applicabilité des nombres aux quantités
physiques—exigence formulée par Frege dans les termes de ce qu’on appelle
aujourd’hui la contrainte d’application : 'applicabilité des nombres doit étre
interne & la définition méme du nombre réel et non un résultat externe et
indépendant de la définition. 7

Une vision historique de 1’émergence de la distinction disciplinaire entre
les mathématiques et la philosophie dans les classifications des sciences du
XIX¢ siécle et dans les réflexions philosophiques de 1'époque ™ est également
utile pour comprendre le role joué par la logique comme terme commun entre
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mathématiques et philosophie au XX€ siécle. Les critéres utilisés pour clas-
ser les sciences au XIX€ siécle se fondaient sur différents aspects des théories
scientifiques—Ila nature des objets, la méthodologie d’investigation, le type de
connaissance atteint—mais ils s’accordaient pour assigner a la philosophie et
aux mathématiques deux positions distinctes, voire opposées, mettant fin a
l'idée de transférer la certitude de la méthode axiomatique & la philosophie. 7
Meéme dans les réflexions philosophiques sur la nature de ces deux sciences—
pensons, par exemple, a Kant, Hegel, Bolzano, Husserl—on insiste sur une
opposition méthodologique qui implique des champs d’application et des ob-
jectifs distincts. L’un des aspects centraux du tournant du vingtiéme siécle
consiste précisément dans le role ambigu que la logique vient jouer, se calant
entre les mathématiques et la philosophie au point de faire exploser ces défini-
tions philosophiques par contraste. D'une part, dans la tradition de 1’algébre
de la logique, "% I'investigation philosophique des lois de la pensée fait appel
4 une notation symbolique qui détecte certaines symétries entre les relations
entre les concepts et les opérations mathématiques habituelles. En revanche,
dans la philosophie analytique, héritiére de la perspective logiciste, les mathé-
matiques sont réductibles a la logique, et lorsque cette derniére est considérée
comme faisant partie de la philosophie, I'opposition entre mathématiques et
philosophie disparait. 7" Méme ceux qui considérent la logique mathématique
comme quelque chose d’essentiellement distinct de la logique philosophique ne
semblent pas vouloir opposer les deux disciplines : Peano et les membres de
son école, par exemple, se sont présentés aux conférences mathématiques et
philosophiques de Paris en 1900 en discutant le théme de la définition d’un
point de vue logique, ”® mathématique, ™ mais aussi philosophique et scien-
tifique. 8 Vailati en particulier insiste sur la relation entre le pragmatisme
philosophique et le pragmatisme logico-mathématique, tandis que les projets
de langue universelle manifestent un nouvel intérét pour la relation entre le
langage ordinaire et le langage symbolique. 8!

Enfin, il y a I’épistémologie historique, qui combine ’attention portée a
I’histoire des mathématiques avec une analyse philosophique de la connais-
sance mathématique. La tradition frangaise, visant a reconstruire la dynamique
des concepts, interroge spécifiquement les connaissances mathématiques, tan-
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dis que la tradition analytique (notamment Ian Hacking) analyse les concepts
épistémiques en mathématiques (probabilité) mais aussi dans les sciences hu-
maines comme le résultat de pratiques scientifiques concrétes pas toujours
explicites. 82 Notre attention récente pour I'épistémologie francaise est dicté
par un intérét pour Bourbaki, qui passe par un étude des travaux de Cavaillés
et Lautman, 83
gier dans la scéne francaise, 3 et par un projet d’étude comparative sur trois
traditions de recherche collaboratives et interdisciplinaires : I’école de Peano,
le comité de rédaction de la Revue de Métaphysique et de Morale et le Cercle
de Vienne (voir le projet « Interepisteme » mentionné dans la section qui suit).

mais aussi par 'analyse historique de la figure de Louis Rou-

1.2.4 Collaborations

L’ampleur du domaine visé, surtout en relation avec les recherches sur
I’axiomatique, ont rendu opportun de coopérer avec d’autres chercheurs en
philosophie des mathématiques, appartenant & des traditions assez diverses.
La participation & plusieurs projets collectifs a favorisé la collaboration avec
des philosophes, des historiens de mathématiques et des mathématiciens. Avant
méme mon recrutement au CNRS, j’ai pu participer & deux projets interna-
tionaux : le projet ANR « Godel » dirigé par Gabriella Crocco (2009-2010),
et la Chaire d’Excellence « Idéaux de preuve » (2008-2009) dirigée par Mic
Detlefsen (Notre Dame University) en collaboration avec Gerhard Heinzmann
(Université de Nancy), Marco Panza (Université Paris 1) et Jean-Jacques Sc-
zeciniarcz (Université Paris 7).

La participation au comité scientifique du colloque FPMW du GDR Phil-
math & partir du 2013 ainsi qu’a son organisation en 2016 et en 2021 m’a
permis de développer des collaborations trés fructueuses avec d’autres cher-
cheurs frangais en philosophie des mathématiques. La création en 2017 du
réseau de recherche « PhilMathMed », ayant 1'objectif de favoriser échanges et
contacts entre plusieurs universités francaises du Sud de la France, a permis
I’'organisation d’'un séminaire annuel et des échanges trés riches.

Une collaboration trés étroite a été développée avec Georg Schiemer (ERC
Starting Grant 2016), chercheur a I'Université de Vienne. Il m’a invitée a par-
ticiper & un workshop sur le proto-structuralisme qui a eu lieu & Vienne en
2015 et & écrire un article pour un volume sur le structuralisme qu’il a codirigé
avec Erich Reck pour Oxford University Press.® Georg Schiemer a ensuite
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accepté de devenir partenaire du Projet International de Cooperation Scienti-
fique « Interepisteme », dont j’étais porteuse et qui a été soutenu par le CNRS
a hauteur de 18000 euros sur trois ans. Ce méme projet a renforcé des collabo-
rations précédentes avec les Archives Poincaré (UMR 7117) de I’Université de
Lorraine (Jules-Henri Greber, Gerhard Heinzmann, Philippe Nabonnand, Oli-
ver Schlaudt, Andy Arana), le Laboratoire Panlevé (UMR 8524) de I’Université
de Lille (Rossana Tazzioli), I'Institut d’Histoire et Philosophie des Sciences et
des Techniques (UMR 8590) de Paris 1 (Pierre Wagner), le Laboratoire de
Probabilités et Modeles Aléatoires (UMR 7599) de Paris 4 (Laurent Mazliak),
le Centre d’Archives de Philosophie, d’Histoire et d’Edition des Sciences (CA-
PHES UMS 2267) de ’'Ecole Normale Supérieure de Paris (Charles Alunni) et
le Département de Philosophie et Centre de Recherches Interdisciplinaires en
Sciences Humaines et Sociales (EA 4424) de I’Université Paul-Valéry Montpel-
lier 3 (Anastasios Brenner).

Une autre collaboration avec Vincenzo Risi (SPHERE, Paris 7) et Andy
Arana (IHPST, Paris 1, puis Archives Poincaré, Université de Lorraine) nous
a permis d’organiser trois séances d’un séminaire en collaboration entre le
Centre Gilles Gaston Granger, 'THPST et SPHERE en 2018 et 2019. Georg
Schiemer et Andy Arana sont aussi partenaires du projet international ANR
FWF, que nous avons soumis en 2021 avec la participation de plusieurs centres
de recherches nationaux et internationaux : aux cotés du Département de Phi-
losophie de Vienne, il y a le CGGG a Aix-Marseille Université, les Archives
Poincaré & Nancy, le CAPHI & Nantes, 'THPST & Paris et le IrPhil & Lyon.
Entre-temps, j’ai obtenu de mon université le financement d’un atelier inter-
national sur le sujet, qui se tiendra en 2022, afin de lancer les recherches.

D’autres collaborations nationales et internationales relévent de projets
éditoriaux communs. Une collaboration a eu lieu avec des experts du néo-
kantisme de I'Université de Turin : Massimo Ferrari a participé au projet PICS
« Interepisteme » et y a contribué avec un article sur Leibniz qui paraitra dans
I’ouvrage collectif en préparation chez Springer ; Francesca Biagioli a publié un
article sur la relation entre I’épistémologie de Otto Holder et le kantisme dans
le numéro spécial de la revue Philosophia Scientiae que j’ai coédité avec Oliver
Schlaudt en 2013, %6 et a ensuite participé aux PICS « Interepisteme ».

L’approche interdisciplinaire et I'attention & la pratique mathématique que
nous avons suivies dans nos recherches ont rendu nécessaire une collaboration
plus étroite avec les mathématiciens. Nous avons donc institué des collabora-
tions avec des mathématiciens experts en philosophie et histoire des mathéma-
tiques. Avec Frédéric Patras (Université Cote d’Azur) nous avons écrit deux

86. BracIioL 2018.
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articles I'un & paraitre dans un ouvrage collectif, ’autre soumis & une revue,
et avons deux autres articles en préparation. Avec Sébastien Maronne (Uni-
versité de Toulouse) et Patras nous avons rédigé le projet d’un livre pendant
un séjour d’une semaine & la Fondation des Treilles en mars 2021. J’ai déve-
loppé une collaboration importante avec des chercheurs italiens qui travaillent
sur I’école de Peano : Clara Silvia Roero, Erika Luciano, Livia Giacardi et
Gabriele Lolli au Département des Mathématiques de I’Université de Turin.
La collaboration remonte & la Conférence Internationale « Peano et son Ecole
entre Mathématiques, Logique et Interlingua » organisée & Turin en 2010, qui
a donné lieu a la publication de ouvrage Peano et son Ecole, paru sous la
direction de Clara Silvia Roero.®” La collaboration a ensuite été renforcée par
le colloque que nous avons co-organisé a Turin en mai 2019 dans le cadre
du PICS « Interepisteme ». La collaboration avec Erika Luciano a amené a
la direction commune d’un numéro spécial de Philosophia Scientiae autour
de I’école de Peano.®® Finalement, la collaboration avec Laurent Mazliak et
Rossana Tazzioli, qui avait débuté en 2011 pendant ma résidence a I'Institut
Méditerranéen de Recherches Avancées de Marseille, a abouti a la publication
d’un article dans 'ouvrage Images of Italian Mathematics in France paru en
2016 aux éditions Springer®® et a constitué la base de leur collaboration au
Projet « Interepisteme ».
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Chapitre 2

Cheminement intellectuel

Dans cette section, je décris mon parcours scientifique de la thése a au-
jourd’hui, mais je mentionnerai aussi les années de formation en Italie, Suisse
et Allemagne, ce qui permettra de mieux comprendre l'origine de plusieurs
travaux qui datent d’avant la thése et de mentionner la premiére invitation en
France qui date de 2001.

Dans ce parcours, j’évoquerai la genése de certains travaux scientifiques,
mais surtout les responsabilités collectives, les conférences auxquelles j’ai été
invitée et les rencontres professionnelles qui ont particuliérement influencé le
développement de ma recherche.

Dans la section 3. Thémes de recherche, j offrirai une description plus dé-
taillée des motivations et du contexte dans lequel mon travail scientifique a
pris naissance, en insistant moins sur l'aspect chronologique et biographique
que sur la spécificité thématique.

2.1 Premiers écrits sur les fondements de la
géométrie

En 1992, je me suis inscrite a un cours de licence en philosophie & I’Univer-
sita Statale di Milano, ot enseignait Ludovico Geymonat, éléve de Giuseppe
Peano et fondateur de la premiére chaire universitaire italienne de philosophie
des sciences. A 'époque, le diplome durait quatre ans et donnait un certifi-
cat de maitrise, qui s’obtenait avec une dissertation presque aussi exigeante
qu’une thése de doctorat. J'ai été fascinée par I'histoire de la philosophie et
par la relation entre la géométrie et la logique : sous la direction de Corrado
Mangione et Silvio Bozzi (deux éléves de Geymonat), j’ai rédigé un mémoire
sur les fondements de la géométrie non-archimédienne. Le mémoire portait
sur la figure de Giuseppe Veronese, qui m’a fasciné grace aux rencontres avec

27
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Santuzza Baldassarri Ghezzo, professeur de géométrie au département de ma-
thématiques de Padoue et auteur d’une biographie de Veronese. Les aprés-midi
ou elle m’invitait & Padoue, j’apprenais I’histoire des mathématiciens de I’Uni-
versité, puis j’allais consulter les ceuvres de Giuseppe Veronese conservées dans
les différentes bibliothéques, dont un exemplaire des Fondamenti di Geometria
appartenant a 1’ Accademia di Scienze Lettere ed Arti que Veronese avait prési-
dée de 1906 a 1908 (et pourtant I’exemplaire de son ceuvre qui y était conservé
n’avait jamais été consulté : les pages étaient encore a couper!).

Le mémoire a obtenu un soutien financier du Département de Philoso-
phie de I'Université de Milan pour la publication.! Sur invitation de Gerhard
Heinzmann je suis venue en France pour la premiére fois en 2011 présenter mes
travaux sur la géométrie non Archimédienne. Le texte de la conférence a été en-
suite publié en francais dans Philosophia Scientiae.? Le volume sur Veronese,
reviewé par Victor Pambuccian dans Zentralblatt,? a fait ’'objet de nombreuses
présentations en France et en Allemagne : en 2005 j’ai été invitée & un atelier
sur Henri Poincaré et la topologie organisé par Jean Mawhin, Philippe Nabon-
nand, et Klaus Volkert a Oberwolfach (ot j’ai rencontré entre autres Jeremy
Gray, Ralph Kromer et Heinrich Scholz), au Séminaire d’Epistémologie du CE-
PERC & Aix-en-Provence le 29 novembre 2005 (a l'invitation d’Alain Michel),
au Séminaire Histoires de Géométrie a la Maison des Sciences de I’'Homme,
Paris, le 13 mars 2006 (invitée par Dominique Flament) et a UInstitut fiir
Mathematik de I’Universitdt Koln le 8 décembre 2005 (invitée par Klaus Vol-
kert). En 2003, j’ai également co-organisé un atelier sur Giuseppe Veronese en
collaboration avec I’Université de Padoue et le Liceo « Veronese » de Chiog-
gia.? J’ai invité a cet atelier Umberto Bottazzini et Aldo Brigaglia, que j’ai
eu l'occasion de rencontrer & Rende, a I'occasion de la Dixiéme Conférence sur
'Histoire des Mathématiques. A cette occasion, j'avais également rencontré
plusieurs spécialistes d’histoire des mathématiques, qui ont influencé mes re-
cherches ultérieures : Marco Panza, Luigi Maiert, Rossana Tazzioli, Christian
Houzel, Massimo Galuzzi et Paolo Freguglia.®
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2.2 La philosophie de Bolzano et Frege a Genéve
(1998-1999)

Aprés la maitrise, je me suis inscrite 4 un Diplome d’Etudes Supérieures
en Philosophie et Histoire de la Logique & 1’Université de Genéve et j’ai obtenu
une bourse de la Société Académique Suisse pour couvrir mes frais de séjour en
Suisse (septembre 2008—janvier 2009). J’ai suivi un cours sur Bolzano et Frege
(Kevin Mulligan), un cours sur Aristote (Jonathan Barnes), un séminaire sur
la logique de Galéne (J. Barnes), un cours sur la philosophie médiévale (Alain
De Libera). A Genéve, j’ai lu la Begriffschrift de Frege, les deux premiéres
parties de la Wissenschaftslehre de Bolzano, sa correspondance avec Exner et
de nombreux textes sur la logique médiévale. J’ai présenté une thése concernant
les représentations sans objets dans la Wissenschaftslehre de Bernard Bolzano.
La thése a ensuite été révisée sous forme d’article et publiée dans un ouvrage
collectif dirigé par Paolo Valore sur la rationalité et 'ontologie. 6

Grace a l'expérience suisse j’ai rencontré Peter Simons, Barry Smith, Joce-
lyn Benoist, Jan Wolenski, Jan Sebestik, Sandra Lapointe, Mark Textor. J’ai
participé a un workshop international sur Bolzano en 2001 et j’ai été invité
a faire une présentation au Séminaire de recherche : Propositions et états de
choses dirigé par Jocelyn Benoist aux Archives Husserl a 'Ecole Normale Su-
périeure en 2003. Le texte de cette présentation a été publié dans un recueil
dirigé par Jocelyn Benoist chez Vrin.”

2.3 Le doctorat (1999-2003) : Genova et Erlangen

Pendant mon séjour en Suisse, j’ai passé les examens d’Etat pour entrer
dans le programme italien de doctorat et obtenir une bourse. Avec un article
sur la notion de vérité en géométrie, j’été classée premiére au concours pour
I’obtention d’une bourse du ministére italien de la recherche pour financer un
doctorat de quatre ans (2008-2012) au Centre d’épistémologie du Départe-
ment de philosophie de Génes. J’y discutais réguliérement avec mon directeur
de thése Franco Palladino, mathématicien, responsable des cours de logique
et auteur de plusieurs publications sur la géométrie non-euclidienne, 1’école de
Peano, la logique et ’algébre, ainsi qu’avec Carlo Penco, professeur de phi-
losophie du langage et expert de la philosophie de Frege, Evandro Agazzi,
chercheur en philosophie des mathématiques et philosophie des sciences, Mi-
chele Marsonet, qui a travaillé sur les questions de logique philosophique et

6. CANTU 2003a.
7. CANTU 2006.
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sur le pragmatisme, 1’idéalisme et le réalisme en philosophie des sciences, Mar-
cello Frixione, qui a travaillé sur la compatibilité, 'intelligence artificielle et le
raisonnement. J’ai également continué & discuter avec Silvio Bozzi et Corrado
Mangione de I’Université de Milan, qui ont lu et commenté mes recherches,
orientées autour de la théorie de I'extension de Hermann Grassmann et de la
transformation des mathématiques d’une science des quantités & une théorie
des formes.

C’est sur leur suggestion que j’ai décidé de demander une bourse de re-
cherche supplémentaire au ministére pour passer une année de mon doctorat a
I'étranger (mars 2000-février 2001) et aller étudier avec Christian Thiel et Vol-
ker Peckhaus a I'université d’Erlangen-Niirnberg, qui disposait d’une trés riche
bibliothéque de philosophie. J’ai participé réguliérement au séminaire de I’ins-
titut de Philosophie (le Colloquium Logico-Philosophicum) et aux séminaires
de I'Institut Interdisciplinaire pour la Théorie et I'Histoire de la Science (In-
terdisziplindres Institut fiir Wissenschaftstheorie und Wissenschaftsgeschichte,
ITWW), fondé par Lorenzen et fréquenté a I’époque par Rudiger Ineethven,
qui avait travaillé sur la géométrie constructive, la logique dialogique et avait
développé la protophysique dans le cadre du constructivisme méthodologique
typique de I’école d’Erlangen. Durant ces années, j’ai eu l'occasion d’entrer
en contact avec la logique dialogique, le constructivisme d’Erlangen et, plus
généralement, avec de nombreuses approches dialogiques de la théorie de I'ar-
gumentation, sur lesquelles j’ai écrit un article qui s’est ensuite transformé en
la premiére partie d’un volume en collaboration avec Italo Testa.® Toujours
pendant mon séjour & Erlangen, j’ai eu 'occasion d’assister au colloque inter-
national « Die Philosophie und die Wissenschaften. Zum Werk Oskar Beckers »
a la Fern-Universitat-Gesamthochschule Hagen, ou j’ai rencontré Paolo Man-
cosu. Pendant mon séjour en Allemagne, j’ai rendu visite & Heinrich Scholz
et Gert Schubring a Bielefeld pour approfondir mes recherches sur Hermann
Grassmann.

Entre décembre 2000 et janvier 2001, j’ai également passé I’Agrégation de
I'enseignement secondaire supérieur, un concours d’état (par examen écrit et
oral) du Ministére de la Recherche, de I’Université et de ’Enseignement d’Ita-
lie. J’été lauréate pour la section 36 : Philosophie, Psychologie, Sociologie et
Sciences de ’'Education et pour la section 37 : Philosophie et Histoire, ce qui
m’a permis d’étre engagée comme Professeur de Lycée (CDI) au Lycée des
Sciences Humaines « Racchetti » de Crema, oil j’ai enseigné la philosophie, la
sociologie, la psychologie et la pédagogie de 2002 a 2004, et ensuite au Lycée
Scientifique « Novello » de Codogno, ot j’ai enseigné la philosophie et I'histoire

8. CANTU et TESTA 2001 ; CANTU et TESTA 2006.



2.3. Le doctorat (1999-2003) : Genova et Erlangen 31

de 2010 & 2011. Pendant toutes les autres périodes, j'étais en congé grace a
des bourses de recherche obtenues en Italie et en France, et j’ai démissionné en
2012, lorsque mon recrutement au CNRS a été confirmé. L’enseignement m’a
permis d’élargir mes connaissances en sciences humaines, en étudiant notam-
ment les fondements de la psychologie et de la sociologie et la méthodologie
historique, compétences qui m’ont récemment permis de développer des pro-
jets interdisciplinaires sur la relation entre les mathématiques et les sciences
sociales.

Le 13 février 2003 j’ai soutenu une thése en histoire et philosophie des
mathématiques, consacrée a la transformation des mathématiques de Science
des Grandeurs & Théorie des Formes. La premiére partie analyse le concept
de grandeur chez Euclide et le compare avec le concept des algébristes du
XVI° siécle et avec les premiéres définitions relationnelles des grandeurs, en
analysant des passages des ceuvres de Wolff, d’Alembert, Euler, Gauss, Kant
et Bolzano.? La deuxiéme partie analyse la contribution de Hermann Grass-
mann & la définition des mathématiques et a la compréhension du concept de
grandeur extensive. En analysant I'ccuvre de Hermann Grassmann, la thése se
concentre sur le concept de grandeur, ou forme extensive, en comparant systé-
matiquement les deux éditions de I’ Ausdehnungslehre. 10 La question est alors
discutée de savoir pourquoi seule la premiére édition est tout a fait cohérente
avec le projet philosophique de Grassmann de fonder I’étude des propriétés
de l'extension spatiale indépendamment de celle des propriétés des nombres.
La comparaison entre le concept algébrique de base et I'origine génétique des
objets géométriques, ainsi que l'analyse de la dimension dans ses rapports
avec la théorie de la mesure, révélent, d’une part, qu’il y a un rapport trés
étroit entre les travaux mathématiques de Grassmann et sa conception phi-
losophique, d’autre part, que le projet de Grassmann est plus général et plus
riche que le simple établissement du calcul vectoriel. En effet, ce projet aboutit
4 une fondation de la conception d’espace abstrait & plusieurs dimensions qui
est essentiellement génétique et dynamique.

Gréace & ma theése sur Grassmann, j’'ai été invité en France par Philippe
Nabonnand & une conférence organisée au CIRM de Luminy par les Archives
Poincaré en collaboration avec le Centre d’Epistemologie et d’Ergologie Com-
paratives (CEPERC) d’Aix-en-Provence en septembre 2005. C'est 1a que j’ai
rencontré Alain Michel et Dominique Flament pour la premiére fois. Un autre
moment clé qui m’a permis d’élargir mes connaissances sur Grassmann a été

9. WoOLFF 1716 ; WOLFF 1730; DIDEROT et D’ALEMBERT 1751; EULER 1768; EULER
1771; KanT 1781; Gauss 1800; BorLzano 1804 ; BoLzaNo 1810; PONCELET 1822;
BoLzaNo 1837; Gauss 1862.

10. GRASSMANN 1844 ; GRASSMANN 1862.
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I'invitation de Hans-Joachim Petsche a la conférence du bicentenaire de Grass-
mann (1809-1877) qui s’est tenue en septembre 2009 & 1'Université de Potsdam
et & 'Université de Szczecin : j’y ai rencontré Ivor Grattan-Guinness, Albert
C. Lewis, Michael Otte, Mircea Radu, Mirja Hartimo et Steve Russ.'! De ma
theése de doctorat, j’ai tiré quelques articles sur la définition des mathématiques
comme science des quantités 12 et sur I'épistémologie de Grassmann. '

2.4 Postdoc : Milan 2004-2008

En novembre 2004 j’ai obtenu, & l'issue d’un concours public sur titres,
un contrat de travail a temps déterminé (deux ans, renouvelé pour deux ans
jusqu’en 2008) en qualité de chercheur a 1'Université de Milan, Département
de Philosophie, sous la direction de Silvio Bozzi, Corrado Mangione et Renato
Pettoello. Le projet de recherche portait sur « Forme, grandeur et nombres.
Philosophie et mathématiques chez Bolzano, Grassmann et Husserl ». Il s’agis-
sait de : 1) reconstruire historiquement le développement du concept de gran-
deur de Euclide & Gauss; 2) déterminer le rapport entre la définition des ma-
thématiques donnée par Bolzano en tant que théorie des formes et le concept
de mathesis universalis ; 3) étudier le concept de grandeur extensive de Her-
mann Grassmann pour montrer ’origine philosophique de la caractérisation
dynamique et relationnelle des formes et pour évaluer sa contribution & 1’al-
gébre linéaire; 4) analyser les analogies et les différences entre le concept de
Husserl d’une ontologie formelle et les définitions des mathématiques données
par Grassmann et par Bolzano, en recherchant la possibilité d’une caractérisa-
tion génétique, mais non pas psychologique, des grandeurs mathématiques; 5)
analyser 'intérét philosophique de I'étude des grandeurs extensives sans l’in-
troduction des coordonnées numériques pour comprendre les aspects essentiels
du rapport entre géométrie et algébre. Pendant cette période, j’ai étudié aussi
a Berlin (Humboldt Universitét) et a Francfort (Goethe-Universitét), ot jai
participé au séminaire de Philosophie et Histoire des Sciences de Moritz Epple
et au Séminaire de Théorie critique d’Axel Honneth.

D’abord j’ai étudié la notion de représentation vide dans ’ceuvre de Ber-
nard Bolzano pour examiner les rapports entre logique et mathématiques a
partir d’'une question mathématique concréte. Bolzano se propose de donner
une signification aux termes vides et d’introduire des relations extensionnelles
non banales entre les représentations vides, parce qu’il est convaincu que les

11. PETscHE, A. LEwis, LIESEN et Russ 2010.
12. CANTU 2010a; CANTU 2008.
13. CANTU 2010b.
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mathématiques ont besoin de concepts vides (par exemple le concept de v/—1,
ou de polygone régulier ayant 7 cotés). La théorie logique est modifiée pour
rendre compte des exigences des mathématiques. Une comparaison de Bolzano
et Frege a également montré que le role de la philosophie ne se limite pas a
la discussion sur le type d’existence des entités logiques et mathématiques,
comme si le seul probléme philosophique concernait ’ontologie. Au contraire,
on voit que le role de la philosophie peut étre mieux compris si 'on examine
la démarcation entre logique et mathématiques, et la fagcon de concevoir la
logique comme théorie générale des concepts ou comme langage universel.

Pour examiner cette distinction j’ai d’abord étudié la notion de mathesis
universalis au XIX® siécle, ce qui a aussi fourni une liaison nouvelle entre les
recherches sur la géométrie de Veronese et les recherches sur les mathématiques
de Bolzano. La notion de grandeur est en effet la clé pour mieux comprendre la
différence entre la mathesis universalis comme théorie généralisée des opéra-
tions, ' et la mathesis universalis comme théorie des possibilités des choses. 1°
Une partie des résultats sur ces thématiques ont été publiés dans des articles
sur le bon ordre des concepts et sur le rapport entre formel et génerel en
mathématiques. 16

J’ai poursuivi cette recherche en développant une comparaison entre les
idées philosophiques de Bolzano, Grassmann et Husserl, pour éclaircir la facon
dans laquelle I'idée d’une théorie abstraite préalable aux mathématiques et liée
a I'idée de grandeur et & une notion de logique en tant que théorie générale
des concepts. J’al comparé cette conception générale de la logique avec une
autre conception de la logique en tant qu’outil qu’on trouve dans les ceuvres
de Peano et Padoa. '™ Une analyse des différences internes a I’école de Peano
montre 'influence de Grassmann sur le développement de la logique mathé-
matique italienne, mais aussi une proximité avec Hilbert. ¥ A une conception
symbolique et linguistique de la logique s’oppose, dans 1’école de Peano, la
conception de Vailati, qui est plus large, plus proche d’une conception de la
logique comme théorie de 'argumentation et du discours scientifique et liée a
une conception pragmatiste et historiciste de la science, ' ce qui donne une
preuve ultérieure de l'intérét de la démarcation entre logique et mathématiques

14. VERONESE 1909 ; VERONESE 1906 ; VERONESE 1897; VERONESE 1891 ; GRASSMANN
1877; GRASSMANN 1844 ; GRASSMANN 1845; GRASSMANN 1855 ; BETTAZZI 1890.

15. BoLzaNo 1975; BoLzANO 1810; HUSSERL 1929 ; HUSSERL 1975.

16. CANTU 2014e; CANTU 2020a.

17. PEANO 1913, p. 48; PADOA 1933, p. 76-77.

18. Voir la lettre de Padoa a Vailati du 23 Mars 1905 publié dans CANTU 2007.

19. Voir spécialement les chapitres 1, 2, 3, 12 et 15 de ARRIGHI, CANTU, de ZAN et
SUPPES 2010.
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pour comprendre le réle de la philosophie dans les sciences.

Pendant cette période, j’ai diversifié mes sujets de recherche, en essayant
d’aborder les problémes qui me tenaient le plus & coeur, comme la relation
entre le nombre et la grandeur et 'argumentation scientifique, en participant
aux conférences des associations italiennes de philosophie du langage (SIFA)
en 2008 et de la philosophie de la logique et des sciences (SILFS) en 2009,
aux conférences internationales sur la théorie de 'argumentation en 2008 et
2010 (XII® conférence biennale sur 'argumentation de I'université de Wake Fo-
rest, ISSA 7th International Conference on Argumentation of the International
Society for the Study of Argumentation), & deux conférences internationales
sur l'histoire de la philosophie moderne en 2004 et 2007 (The Classical Mo-
del of Science et Internationaler Cristian-Wolff-Kongress), et & une conférence
sur Giuseppe Peano, ou j’ai rencontré entre autres Angelo Guerraggio, En-
rico Pasini, Livia Giacardi, Erika Luciano, Silvia Roero, Elena A. Marchisotto,
Sébastien Gandon, James Smith, avec lesquels j’ai eu des échanges fructueux
ensuite.

L’étude de la théorie de I'argumentation, et en particulier 'analyse de
textes de débat public, m’a permis d’enseigner dans plusieurs séminaires &
1'Université Bicocca, & 'Ecole Polytechnique de Milan (2007-2008, 2008-2009)
et au Centre de recherche Giovanni Vailati de Crema et d’entamer une collabo-
ration avec la revue mensuelle de divulgation philosophique Diogene (Giunti
editore) dans laquelle je tenais une rubrique sur la logique appliquée. Les
articles ont ensuite été révisés et publiés avec un appendice qui analyse les
formes d’arguments dans le volume Qui casca I’asino paru chez Bollati Borin-
ghieri. 20 Au cours de cette période, j’ai également fondé, avec Adelino Cat-
tani, Paolo Vidali et Italo Testa, I’Association of Argumentation Practice and
Theory (https://sites.google.com /site/argomentazione/home) qui a rassemblé
de nombreux spécialistes italiens et étrangers de la théorie de ’argumentation
(entre autres Sara Rubinelli, Fabio Paglieri, Giovanni Tuzet, Richard Davies,
Franca d’Agostini, Sharon Bailin) et a donné lieu & deux ateliers sur le sujet
en 2008 et en 2011 et a une publication. 2!

2.5 Postdoc : Nancy-Paris et Aix-Marseille
(2008-2011)
Pendant ’année académique 2008-2009, j’ai participé & la Chaire d’Excel-
lence ANR « Idéaux de preuve » dirigée par Michael Detlefsen (Notre-Dame

20. CANTU 2011.
21. Cartani, CANTU, TESTA et VIDALI 2009.
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University, Indiana) en collaboration avec les Archives Poincaré, SPHERE
(ancien REHSEIS), le Collége de France, 'ENS et I'THPST. Le théme de la
recherche était I’étude de la méthode des éléments idéaux en mathématiques,
particuliérement en rapport avec les grandeurs infiniment petites et la théorie
de la mesure. J’ai développé une conception d’idéalité relative & une théorie
donnée et qui est basée sur I'étude des différentes facons de changer le do-
maine des éléments de la théorie primitive. Au cours de cette année, j’ai eu
la chance de rencontrer des chercheurs francais et étrangers en philosophie
des mathématiques, avec lesquels j’ai eu des échanges particuliérement fruc-
tueux : en plus de Michael Detlefsen, Marco Panza, Gerhard Heinzmann, Paolo
Mancosu, Philippe Nabonnand et Sébastien Maronne que je connaissais déja,
j’al rencontré Andy Arana, Karine Chemla, Renaud Chorlay, Walter Dean,
Jean-Pierre Marquis, John Mumma, Victor Pambuccian, Mattia Petrolo, Da-
vid Rabouin, Andrei Rodin, Oliver Schlaudt, Dirk Schlimm, Hourya Sinaceur,
Ivan Smadja, Goran Sundholm, Jean-Jacques Sczeciniarcz, James Tappenden
et Sean Walsh.

L’année suivante j’ai obtenu un CDD de chercheur CNRS & 1’Université
Aix-Marseille pour participer au Projet ANR « Godel » dirigé par Gabriella
Crocco au CEPERC (2009-2010). La recherche portait sur ’analyse de la théo-
rie générale des concepts de Kurt Godel en rapport avec la théorie logique de
Bolzano, Leibniz et Peano. J’ai analysé les textes de Godel pour montrer le
rapport avec la tradition philosophique de Leibniz ?? et j’ai analysé particulié-
rement plusieurs passages ot Godel discute en détail le Formulaire de Peano
en le comparant avec le Principia Mathematica de Russell pour montrer que
la lecture de Goédel souligne des problémes de philosophie de la logique : le
role de l'identité dans les systémes logiques et mathématiques, la définition
de la notion de fonction, la possibilité de donner une solution alternative au
probléme des descriptions vides.?3 C’est 4 ce moment-1a que j’ai rencontré
Mark van Atten et Robin Rollinger, avec qui j’ai entamé une longue collabo-
ration sur I’édition des manuscrits philosophiques MaxPhil de Goédel, qui est
toujours en cours sous la direction de Gabriella Crocco. ?* Pendant ma partici-
pation au projet ANR, j’ai participé au comité scientifique et & ’organisation
d’un colloque international et d’un atelier sur Godel en 2012 et 2013 a Aix-
en-Provence et d’un workshop international sur Otto Holder, qui a donné lieu
& un numéro spécial de Philosophia Scientiae codirigé avec Oliver Schlaudt et

22. CANTU 201je.

23. CANTU 20160.

24. Crocco, ATTEN, CANTU et ENGELEN 2017; Crocco, ATTEN, CANTU et
ROLLINGER 2020b; Crocco, ATTEN, CANTU et ROLLINGER 2020a; CROCCO, ATTEN,
CANTU et ROLLINGER 2021.
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avec la participation de Francesca Biagioli et Mircea Radu. 2

En 2010 j’ai obtenu la qualification aux fonctions de maitre de conférences
en France pour la section 72 (Epistémologie, histoire des sciences et des tech-
niques) et pour la section 17 (Philosophie). En 2013 j’ai obtenu la Qualification
aux fonctions de maitre de conférences en Italie pour la section « Histoire et
Philosophie des Sciences » et pour la section « Philosophie du Langage ».

En 2011 j’ai obtenu une bourse de recherche de I'Institut d’Etudes Avan-
cées d’Aix-Marseille pour une résidence qui s’est déroulée du 14 Octobre 2011
jusqu’au 14 Juillet 2012. Le projet de recherche était intitulé « L’épistémologie
italienne a la fin du XIX® siécle : une contamination féconde ? ». 26 Le projet de
recherche portait sur les fondements des mathématiques — au carrefour entre
sciences humaines et sciences dures — dans le XIX€ siécle en Italie et en particu-
lier dans I’école de Peano, qui constitue un exemple de contamination féconde
entre plusieurs influences (par exemple allemandes et francaises : Grassmann,
Leibniz, Hilbert, Poincaré) et, surtout dans le cas de Giovanni Vailati, un croi-
sement entre plusieurs disciplines (philosophie, histoire des mathématiques,
logique, mathématique, linguistique, économie, sociologie et psychologie). Le
projet consistait en trois parties : (a) une partie dédiée aux projets de re-
cherche transdisciplinaires de 'IMéERA et aux perspectives éducatives inter-
disciplinaires actives & 1'Université Aix-Marseille, (b) une partie dédiée a une
étude des spécificités de la situation italienne au début du XX€ siécle et en
particulier & la figure de Giovanni Vailati, (¢) une partie dédiée a la comparai-
son entre France, Allemagne et Italie, que ce soit par rapport aux fondements
des mathématiques ou par rapport aux institutions éducatives.

Mon principal contact au sein du comité scientifique était Pierre Livet, avec
qui j’ai eu de nombreux échanges fructueux. Sur le théme de I'interdisciplina-
rité, j’ai pu profiter de rencontres avec plusieurs enseignants-chercheurs qui
préparaient la licence interdisciplinaire « Sciences et Humanités », notamment
Gabriella Crocco, Eric Audureau, Julien Bernard, Philippe Abgrall et Marie
Anglade. J’ai participé & des nombreux projets, séminaires de recherches et
groupes de travail : 1) le projet « L’espace scientifique européen dans ’entre-
deux-guerres. L’exemple des échanges entre les communautés mathématiques
frangaises et italiennes » dirigé par I’équipe EuroMath « Mathématiciens fran-
cais et italiens : 1920-1940 », un séminaire sur l'interdisciplinarité que j’ai
organisé, un groupe de travail « Les preuves mathématiques vues par les ma-
thématiciens » dirigé par Marouane Ben Miled (Université de Tunis), le projet
ATRI sur la mesure financé par le LABEXMED et co-dirigé avec Igor Ly

25. CANTU 2013b; « Special Issue Otto Holder » 20183.
26. CANTU 2012a.
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(CGGG).

J’ai résumé les objectifs et les résultats de ma résidence a l'occasion du
workshop « Giovanni Vailati. Pragmatisme, logique et transdisciplinarité », que
j’ai organisé a 'IMéRA le 10 décembre 2012 avec la participation de Pierre Li-
vet (Université Aix-Marseille), Amirouche Moktefi (Université de Strasbourg)
et Paolo Parrini (Université de Florence, Italie). Le s¢jour a 'IMéRa a été
particuliérement utile pour prendre contact avec de nombreux collégues et la-
boratoires de ’'Université Aix-Marseille, notamment en étant nommée membre
du comité scientifique a la fin de la résidence (2012-2014).

Pendant mes années francaises de recherche post-doctorale, j’ai participé
a plusieurs conférences internationales sur invitation et contribution, en pu-
bliant en plus des publications mentionnées auparavant des compte rendus
sur Godel 27 et sur la mathesis universalis,?® et sur la justification en mathé-
matiques, 2 ainsi que des contributions nouvelles sur Bolzano et Wolff30. De
cette période francaise datent également quelques traductions de 'anglais vers
l'italien, 3! de 'allemand vers 1’anglais, 32 et du francais vers l'italien. 33

2.6 Chargée de recherche au CNRS (2011--)

Sur la suggestion de Gabriella Crocco, j’ai participé au concours CNRS
CR1 au printemps 2011 avec un projet intitulé « L’algébre des concepts : un
héritage leibnizien de Bolzano & Grassmann, de Peano a Godel » (admise :
classé 2°™¢). J’ai été nommée chargée de recherche 1% classe au Centre Na-
tional de la Recherche Scientifique (CNRS CR 1) en Philosophie et Histoire
des Sciences (section 35 : Sciences philosophiques et philologiques, Sciences de
l'art) en 2011 et affectée au centre CGGG (UMR 7304) a 'Université Aix-
Marseille.

Dans les années suivantes, j’ai développé les thématiques du projet, notam-
ment la signification des concepts mathématiques, y inclus les représentations
vides, la distinction entre une notion relative et une notion absolue d’égalité,
la différence entre une notion d’opération ou de fonction définie sur un do-
maine préalablement déterminé et une notion d’opération ou fonction définie
sur un domaine variable, les difficultés et les avantages liées a l'introduction

27. CANTU 2014a.

28. CANTU 2010c; CANTU 2010e.
29. CANTU 2014d.

30. CANTU 2014b; CANTU 2018a.
31. CANTU 20090.

32. CANTU et SCHLAUDT 20138.
33. CANTU 2010d; CANTU 2012b.
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des différents symbolismes et & de nouvelles procédures de démonstration. En
dirigeant ’attention vers des pratiques mathématiques trés différentes par rap-
port & l'utilisation du symbolisme, il s’agissait d’évaluer si on peut découvrir
des traits communs aux projets de Bolzano, qui suggére une solution originale
au probléme des représentations vides, 3* de Grassmann, qui introduit I'idée
d’une définition constructive des opérations fondamentales sur un domaine
variable, 3° de Peano, qui reprend I'idéal leibnizien de characteristica universa-
lis36 et de Godel, qui compare dans le cahiers inédits Mazx Phil les suggestions
de Peano avec les solutions de Frege et Russell. 37

En travaillant sur les thémes du projet de recherche, j’ai identifié trois do-
maines qui ont acquis un role plus central que celui qui leur était initialement
réservé : 1) le role de argumentation en mathématiques, soit en rapport avec
la question des éléments idéaux soit en rapport avec la notion d’algorithme et
de computabilité ; 2) les notions de grandeur, quantité, mesure, qui sont liées a
la question des représentations vides en mathématiques et a la conception des
notions de fonction, opération et égalité; 3) I'analyse des approches interdisci-
plinaires par rapport a la recherche sur les fondements des mathématiques et
de la logique, sur la base de plusieurs exemples que j’ai trouvés dans ’ceuvre
de Hermann Grassmann, dans les travaux des membres de 1’école de Peano
(en particulier de Giovanni Vailati), mais aussi chez certains auteurs francais
comme Louis Rougier. Enfin, j’ai abordé deux autres questions liées au rap-
port entre mathématiques, logique, philosophie et sciences : 1) la question de
I’applicabilité des mathématiques, que j’ai examinée surtout dans I’histoire de
la philosophie du XVIII® au XX¢ siécle (Wolff, Kant, le néo-Kantisme, Frege
et le néo-logicisme, Godel) et 2) la question du rapport entre philosophie et
mathématiques non seulement au XIX¢ et au XX¢ siécle (Kant, Bolzano, He-
gel, Schroder, Frege, Russell, Husserl, Peano, Couturat, Dedekind, Cantor,
Enriques) mais aussi dans les théorisations contemporaines (Shapiro, Irvine,
Horsten, Corfield, Mancosu, Colyvan, Cellucci).

J’ai montré que les questions des concepts vides et plus généralement des
éléments idéaux, la distinction entre égalité relative et absolue, I’analyse de la
notion de fonction, le développement du symbolisme et des nouvelles procé-
dures de démonstration et d’argumentation en mathématiques, relévent sou-
vent d’'une problématique interne aux mathématiques, mais sont aux mémes
temps strictement liés a la logique et liés entre eux. D’une part, on a vu que
la possibilité de déterminer I’égalité entre deux fonctions dépend de la notion

34. BoLzANO 1837.

35. GRASSMANN 1862; GRASSMANN 18/4.

36. PEaNO 1901a.

37. Crocco, ATTEN, CANTU et ENGELEN 2017.
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de fonction qu’on accepte (fonction au sens large ou au sens étroit). D’autre
part on a vu que l'introduction des nouveaux symbolismes engendre la genése
de nouveaux éléments, ainsi que la nécessité de justifier leur occurrence, et de
rendre explicite les inférences qui en font usage.

Les résultats obtenus ont montré que les rapports entre logique et mathé-
matiques doivent étre nécessairement analysés a la lumiére de la question des
relations complexes entre mathématiques et philosophie d’une part et entre
mathématiques et autres disciplines scientifiques d’autre part.

Au cours des cinq derniéres années, j’ai développé I'idée clé de mon projet
de recherche, a savoir que 'analyse des rapports entre logique et mathéma-
tiques devrait conduire & la construction d’une philosophie systématique de
I’axiomatique.

Premiérement, j’ai développé la thése qu’il y a eu entre le XVIII® et le XX°
siécles un grand nombre de conceptions philosophiques différentes, qu’on pour-
rait appeler des « épistémologies mineures », qui ne doivent pas étre comprises
comme des variantes mineures des « ismes » dominants dans la littérature (lo-
gicisme, formalisme, intuitionnisme, structuralisme), mais plutdt comme des
conceptions épistémologiques complexes, qui ne se laissent pas réduire a cette
classification brute.

Ces épistémologies mineures sont caractérisées 1) par une discussion inter-
disciplinaire des questions mathématiques, 2) par un intérét profond pour la
pratique mathématique qui résulte d’une interaction quotidienne entre les phi-
losophes, les mathématiciens et les physiciens, 3) par I’accent mis sur les ques-
tions philosophiques qui découlent des mathématiques, et pas seulement de la
discussion d’un petit nombre d’exemples tirés des mathématiques élémentaires,
mais de 'analyse de divers sujets mathématiques avancés, y compris ’analyse
réelle et la théorie des espaces vectoriels ; 4) par un rapport de continuité par-
tielle avec la conception classique de I'axiomatique. Par exemple, la réflexion
théorique sur les différentes acceptions possibles de la question de 'applica-
tion des mathématiques et une étude des différentes fagons contemporaines
d’entendre le rapport entre philosophie et mathématiques en « philosophie des
mathématiques » ont permis de réviser certaines interprétations standard de
I’histoire des fondements des mathématiques, comme le réle du néo-kantisme
et de I'idéalisme dans le développement du logicisme et du structuralisme, ainsi
que 'opposition trop nette entre les études de I’age classique sur le bon ordre
des concepts et la création de ’axiomatique moderne.

En particulier, j’ai monté avec Georg Schiemer un Projet de Collaboration
International PICS France-Autriche qui a été retenu (2018-2021) : le projet
a permis la création d’'un réseau de chercheurs francais et étrangers spécia-
lisés en philosophie, mathématiques et histoire des sciences, favorisant des
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échanges interdisciplinaires fructueux. Le PICS (dont j’ai créé un site web sur
hypotheses.org/) a permis la réalisation de deux workshops internationaux or-
ganisés & Vienne et Turin en décembre 2018 et Mai 2019 et 'organisation de
deux autres workshops internationaux qui ont eu lieu en Octobre 2019 et en
Mai 2020 & Aix-en-Provence.

De plus, I’approche comparative entre philosophie et mathématique a amené
au développement d’une conception corrélative de ’opposition réel et idéel en
mathématiques, qui permet une analyse de la question de 'objectivité mathé-
matique indépendamment de la question de I'objectivité philosophique. D’une
part on découvre que l'objectivité ne concerne pas que ’aspect sémantique et
métaphysique, mais surtout des aspects plus proprement historiques, gnoséolo-
giques, méthodologiques et persuasifs (concernant par exemple les techniques
de généralisation en mathématiques ainsi que les stratégies de justification des
ruptures méthodologiques et théoriques). D’autre part on voit que les argu-
ments qui visent & justifier 'introduction des éléments idéaux en mathéma-
tiques, insistant plutét sur des métaphores comme 'extension ou 1’élargisse-
ment, ont souvent le but de renforcer une certaine idée du développement
historique des mathématiques, c¢’est-a-dire leur croissance cumulative.

Les premiers résultats concernant le rapport entre logicisme, structura-
lisme, applications des mathématiques et histoire de la philosophie ont été
publiés dans un article paru dans le Journal for the History of Analytical Phi-
losophy3® (Canti 2018b) et dans un article paru dans un ouvrage collectif
dirigé par Erich Reck et Georg Schiemer chez Oxford University Press.3? Une
partie des résultats obtenus par les membres du projet fera ’objet d’une publi-
cation qui a été acceptée dans la série Vienna Circle Institute de Springer. 4°

Le projet PICS étant centré sur ’étude comparative des trois épistémo-
logies collaboratives et interdisciplinaires développées par I’école de Peano, la
Revue de Métaphysique et de Morale et le Cercle de Vienne, j’ai donc eu 'oc-
casion de poursuivre dans un contexte élargi le volet de mon projet dédié a
I’école de Peano. Les résultats visant une reconstruction de 1’épistémologie de
I’école de Peano ainsi que le développement d’une conception dynamique et
non fondationnelle de ’axiomatique sont mentionnés dans 'introduction & un
numéro spécial de la revue Philosophia Scientiae codirigé avec Erika Luciano !

38. CANTU 2018b.

39. CANTU 2020a.

40. Paola Cantu and Georg Schiemer (éds.), Logic, Epistemology, and Scientific Theo-
ries. From Peano to the Vienna Circle, Vienna : Springer, « Institute Vienna Circle » Series,
a paraitre en 2022.

41. « Special Issue The Peano School : Epistemology : Logic, Epistemology and Didac-
tics » 2021.
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et developpés dans un manuscrit inédit sur I'école de Peano.*? Les résultats
centrés sur le rapport entre Peano et le logicisme de Frege viennent de paraitre
dans un ouvrage collectif chez Routledge. 43

Finalement, j’ai interrogé le rapport entre mathématiques et sciences so-
ciales, et en particulier entre pratique mathématique et ontologie sociale. J’ai
donné des cours en Logique et Epistémologie a 1'Université de Milan et j’ai
mis en ceuvre des collaborations avec des experts en philosophie des sciences
sociales. J’ai organisé avec Italo Testa un symposium dans le cadre de la Confé-
rence internationale ENPOSS 2020 et j’ai soumis avec succes a la revue TOPOI
une proposition de numéro spécial (& éditer toujours en collaboration avec Italo
Testa) « Mathematical Practice and Social Ontology » : parmi les conféren-
ciers invités il y a Julian Cole (Suny Buffalo), José Ferreiros (Universidad de
Valencia), Valeria Giardino (Institut Jean Nicod, Paris), Yacin Hamami (Uni-
versité de Liége), Mirja Hartimo (Helsinki and Tampere University), Pierre
Livet (Université Aix-Marseille), Sebastien Gandon (Université Clermont Au-
vergne) et Jessica Carter (University of Southern Denmark). Deux workshops
préparatoires ont été dédiés a cette thématique en octobre 2019 a Aix-en-
Provence et en décembre 2021 & Parme. Un article est en cours de rédaction
pour un Handbook of the History and Philosophy of Mathematical Practice
(Springer) dirigé par Bharath Sriraman dans la section New Perspectives édi-
tée par Valeria Giardino. Une partie des résultats obtenus ou envisagés sera
ultérieurement mise a I’épreuve dans le développement de mes recherches dans
les prochaines années, grace & des collaborations en cours avec des mathéma-
ticiens, des historiens des mathématiques, des épistémologues et des historiens
de la philosophie.

L’environnement de travail stimulant offert par le Centre Gilles Gaston
Granger, qui accueille de nombreux chercheurs ouverts a la recherche interdis-
ciplinaire en philosophie et en histoire de la philosophie, en mathématiques et
en histoire des mathématiques, avec un accent non seulement sur les sciences
dures mais aussi sur les sciences humaines, notamment en raison de I'héritage
des études en ergologie, m’a permis de mener & bien mes recherches. Seule
interruption, un congé de grossesse gémellaire de six mois en 2013. La partici-
pation au GDR Philosophie des Mathématiques et au GDR Histoire des ma-
thématiques m’a permis d’entrer en contact avec de nombreux autres collégues
frangais et chercheurs étrangers avec lesquels j’ai développé de riches échanges
et collaborations : Francesca Biagioli, Frédéric Patras et Georg Schiemer.

Entre 2011 et 2021, j’ai été invitée a une vingtaine de conférences inter-

42. Voir le manuscrit CANTU s. d. inclus dans ’annexe C3.
43. CANTU 2021.
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nationales & Tubingen, Toulouse, Vienne, Prague, Lyon, Amsterdam, Venise,
Konstanz, Pavie, Milan, Paris; j’ai contribué a une quinzaine de conférences
internationales et donné une quinzaine de conférences sur invitation en France
et en Italie. Ces voyages m’ont permis de renforcer des collaborations exis-
tantes, d’en créer de nouvelles et de soumettre plusieurs nouveaux projets en
cours & un examen par les pairs.

Les responsabilités administratives qu’on m’a confiées, telles que la parti-
cipation au comité d’animation scientifique de I'lméRa (2012-2014) et en tant
que membre nommeée au Comité National de la Recherche Scientifique dans la
section 35 (2018-2021) m’ont permis de développer de nouvelles interactions,
notamment avec mes collégues Paul Egré (Nicod, ENS), Baptiste Melés (Ar-
chives Poincaré, Université de Lorraine) et Barbara Carnevali (EHESS), qui
m’a invitée & intervenir lors d’une discussion sur la trilogie de ’auteur féministe
britannique Rachel Cusk a I'Ecole Normale Supérieure en octobre 2021.

Les premiéres expériences d’encadrement de la recherche (la co-direction
avec Gabriella Crocco d’'un doctorant, la participation au jury de thése de
Dewi Trebaul en 2015 et au comité de suivi de Bertrand Granier en 2020)
m’ont permis de mieux comprendre le fonctionnement du doctorat frangais.

Les activités éditoriales—je suis membre du comité scientifique des revues
Topoi (2011-), History and Philosophy of Logic (2020-) et M&Phi ou Annals
of Mathematics and Philosophy, en création (2021-)—et I'expertise scientifique
acquise en tant que rapporteur pour des nombreux colloques FPMW, pour un
projet international ECOS et pour plusieurs revues (History and Philosophy
of Logic, Logica universalis, Revue d’Histoire des Mathématiques, Journal of
Symbolic Logic, Perspectives, Rivista di Storia della Filosofia, Iride, Epistemo-
logia, Logica universalis, APHEX) me guideront dans I’évaluation des produits
de la recherche des jeunes chercheurs.

L’expérience de la direction du projet de recherche international PICS
« Interepisteme » (pour lequel j’ai coordonné avec Georg Schiemer un groupe
d’environ 30 chercheurs) 4 et la soumission d’un nouveau projet international
France-Autriche en collaboration avec Georg Schiemer m’ont permis d’amé-
liorer mes compétences en matiére de coordination et de promotion de la re-
cherche scientifique en France et & l'international.

Finalement, la participation au comité scientifique des Rencontres Fran-
cais en Philosophie des mathématiques (FPMW), des rencontres PHILMATH-
MED, des ateliers organisés avec le groupe de travail Axiomes et Définitions,
de plusieurs ateliers internationaux liés au projet « Interepisteme », d’un work-
shop international sur Bolzano & Prague et d’'un workshop sur la pratique ma-

44. Voir la section §1.2.4 a la page 24.
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thématique, m’ont permis d’étendre mes compétences en matiére d’évaluation,
d’organisation et de diffusion de la recherche scientifique.






Chapitre 3

Thémes de recherche

Le sujet principal de mes recherches concerne la philosophie des mathé-
matiques et en particulier plusieurs aspects liés aux rapports complexes entre
logique et mathématiques. Cette partie du rapport traite de mon intérét et
de mes contributions & ces domaines de recherche et mentionne également des
développements futurs, dont la partie couvrant les quatre prochaines années
est incluse dans la section §4.1.

Je me suis fixé trois problémes centraux pour analyser la relation entre la
logique et les mathématiques aux XIX® et XX°€ siécles :

— Est-ce que le développement des mathématiques a influencé la logique
du XIX€® siécle, bien avant que ’émergence de la logique symbolique
n’influence & son tour les mathématiques ?

— Existe-t-il, dans la seconde moitié du XIX€ siécle, des approches axio-
matiques distinctes de ’axiomatique euclidienne et de I’approche hypo-
thético-déductive du XX°€ siécle ?

— La théorie de 'argumentation est-elle vraiment née dans les années 1950
ou peut-on en trouver de nombreuses traces dans la logique des XIX®
et XX€ siécles ?

3.1 L’influence des mathématiques sur la logique

On a coutume de considérer la fin du XIX€ siécle comme un moment cru-
cial ou la logique a profondément influencé les mathématiques, au point d’en
transformer le langage. Mais, est-ce que le développement des mathématiques
a influencé & son tour la logique du XIX€ siécle ?

L’importance de la logique pour le développement des mathématiques dans
la premiére moitié du XX€ siécle a été considérable, non seulement parce que la
logique constitue le langage utilisé dans la formulation axiomatique des théories

45
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mathématiques, mais aussi parce que la formulation axiomatique des théories
logiques a favorisé le développement de la théorie de la démonstration et plus
généralement des métamathématiques et des discussions philosophiques sur les
fondements des mathématiques. S’il est vrai que la clarification des concepts
logiques primitifs, des axiomes et des régles logiques a favorisé la formulation
axiomatique de l'arithmétique et d’autres théories mathématiques au début
du XX siécle, il est néanmoins intéressant d’étudier le sens inverse, a savoir la
mesure selon laquelle des problémes ouverts ou des innovations conceptuelles
ou symboliques en mathématiques ont contribué & un renouveau de la logique
du XIX€ siécle, méme lorsque 'intérét pour la logique était, dans ’ensemble,
limité & son application aux mathématiques (comme dans le cas de Peano).

Dans mes recherches, j’ai essayé d’étudier ce probléme sous des angles dif-
férents, en posant deux questions distinctes.

1. Existe-t-il des concepts ou des problémes mathématiques qui ont néces-
sité une modification de la théorie logique dominante ?

2. Dans quelle mesure le besoin de définir des concepts géométriques indé-
pendamment des concepts arithmétiques a-t-elle pu influencer le déve-
loppement de la logique ?

3.1.1 Problémes mathématiques qui influencent la logique

Les connaissances mathématiques ont influencé la logique de nombreuses
maniéres au XIX€ siécle, avant que la symbolisation de la logique ne transforme
profondément le langage et la formulation des mathématiques. Tout d’abord,
il est possible d’identifier des concepts mathématiques qui ont stimulé une
transformation ou une modification de la logique. Trois exemples clés sont :

1. la nécessité de fournir une justification logique pour l'utilisation de concepts
vides largement utilisés par les mathématiciens, tels que v/—1, ou d’autres
éléments idéaux ;

2. la distinction entre égalité absolue et relative en géométrie, et

3. la détermination d’une notion logique de fonction distincte de la notion
utilisée par les mathématiciens.

3.1.1.1 Les concepts vides et les éléments idéaux

La discussion sur Iinterprétation des termes vides a souvent été dévelop-
pée a partir d’un probléme de la théorie du langage : expliquer la signification
des termes vides & I'intérieur d’une théorie de la référence directe. Mon étude
de la logique des représentations sans objet de Bernard Bolzano de méme que
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I’analyse de la méthode des éléments idéaux dans les textes de Peano et Go-
del montre au contraire que la question a une origine strictement interne aux
mathématiques. Premiérement, les concepts vides ont une signification méme
s’ils sont dépourvus de référence, car ils expriment une opération ou fonction
qui n’est pas définie sur un domaine fixé. Deuxiémement, I’analyse des straté-
gies argumentatives utilisées pour justifier I'introduction des éléments idéaux
(Cantor, Dedekind, Veronese, Hilbert, Weyl) en mathématiques montre qu’a
la fin du XIX€ siécle 'intérét de la question ne concerne pas principalement le
probléme de I'existence des éléments idéaux, mais surtout leur réle heuristique.
Finalement, une comparaison entre la signification des notions de « réel » et
d’« idéal » en philosophie et en mathématiques montre que dans les dernier
cas on a affaire & une définition corrélative des termes, qui explique les trans-
formations d’une théorie donnée en une autre théorie, nouvelle. L’analyse des
éléments idéaux n’est pas seulement liée & la question de la signification des
concepts vides mais aussi a4 la question de l'introduction de nouveaux sym-
bolismes en mathématiques et de nouvelles procédures de raisonnement. Ces
recherches ont permis de montrer que I'intérét philosophique de la méthode des
éléments idéaux touche a la fécondité et la généralité de la méthode de démons-
tration employée, et en particulier a I’étude des types de discours justificatifs
que les mathématiciens introduisent en leur pratique.

Sur les concepts vides et les éléments idéaux en mathématiques j’ai rédigé
trois articles, auxquels je renvoie pour les références des auteurs cités :

2003a « Bernard Bolzano e le rappresentazioni anoggettuali », in P. Valore
(éd.), Forma dat esse rei. Milano : Led, 2003, pp. 125-166.

2006a « Bolzano et les propositions en soi : une théorie objective des vérités »,
in J. Benoist (dir.), Propositions et états de choses. Entre étre et sens.
Paris : Vrin, 2006, pp. 51-66.

2013a « An argumentative approach to ideal elements in mathematics », in A.
Aberdein et 1. J. Dove (dir.), The Argument of Mathematics. Dordrecht
/Heidelberg /New York/London : Springer. « Logic, Epistemology & the
Unity of Science » Series. 2013, pp. 79-99. ISBN 9789400765337. https:
//doi.org/10.1007/978-94-007-6534-4__6.

2003a. Dans l'article « Bernard Bolzano e le rappresentazioni anogget-
tualt », j’ai décrit le rapport entre les résultats logiques et les intéréts ma-
thématiques de Bernard Bolzano dans le cas de représentations vides. Dans
la Wissenschaftslehre Bernard Bolzano développe une théorie logique de la
signification & trois niveaux, en admettant et justifiant 'usage d’expressions
dépourvues de référence et néanmoins signifiantes. Je maintiens que la moti-
vation de Bolzano, comme on peut également le voir dans ses premiers écrits


https://doi.org/ 10.1007/978-94-007-6534-4__6
https://doi.org/ 10.1007/978-94-007-6534-4__6
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mathématiques, était de rendre compte de la pratique mathématique consis-
tant & utiliser des représentations contradictoires, comme par exemple y/—1.
L’article commence par une bréve introduction des concepts fondamentaux
de la théorie logique et analyse ensuite les représentations sans objet a par-
tir d’une classification des nombreux exemples qu’on trouve chez Bolzano. Je
maintiens qu’on peut distinguer quatre types de représentation sans objet : né-
gative, contradictoire, simplement vide et non référentielle. La fonction logique
des représentations sans objet est analysée par rapport aux raisons mathéma-
tiques qui en justifient I'introduction. Dans la derniére partie de l'article, on
donne une évaluation des implications ontologiques de la théorie des représen-
tations sans objet. En analysant la distinction entre deux niveaux ontologiques
—1il y a et exister — on interpréte la théorie comme objectivisme sémantique plu-
tot que comme platonisme logique. Au moyen d’une comparaison avec Frege,
Russell, Meinong et Quine, on analyse la question de la portée existentielle
des propositions pour montrer le rapport entre I’aspect sémantique et 1’aspect
métaphysique du probléme ontologique.

2006a. Dans larticle « Bolzano et les propositions en soi : une théorie
objective des vérités », j’ai d’abord esquissé quatre traits fondamentaux de la
logique bolzanienne : la définition et la fonction des propositions en soi et des
représentations en soi, le propositionalisme, qui, dans la théorie de la significa-
tion, attribue le réle le plus important aux propositions, la nature des relations
entre représentations subjectives, objectives et objets, la conception séman-
tique de la vérité. En exposant les différences entre propositions en soi et états
des choses, j’ai expliqué les raisons et les conséquences de cette opposition, en
mentionnant aussi quatre conceptions que Bolzano critique vigoureusement : le
psychologisme, 'interprétation intentionnelle des représentations en soi, la no-
tion traditionnelle de adequatio entendue comme ressemblance entre concepts
et objets, I'idée que tous les concepts doués de sens ont un objet, soit réel soit
irréel. A partir de I’analyse des fondements de la théorie logique de Bolzano, on
conclut que la théorie de la vérité n’est pas une théorie de la correspondance
en tant que adequatio entre idées et objets, que les propositions en soi sont
ce qui porte la valeur de vérité (truth-bearers) et donc ne jouent pas le role
d’état de choses, de quelque fagon qu’on les entende, que la logique bolzanienne
peut étre définie comme un platonisme logique seulement dans la mesure ou
elle refuse une conception épistémique de la vérité, et qu’il est de toute facon
préférable de la voir comme un objectivisme sémantique, car elle ne distingue
pas deux niveaux différents de I’étre.

2013a. Dans article « An argumentative approach to ideal elements in ma-
thematics » (voir résumé détaillé dans la section §5.1 a la page 92), j’ai mis en
relation la recherche sur les éléments idéaux avec 'application de la théorie de
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I’argumentation aux sciences mathématiques. Je maintiens qu’il y a deux types
distincts de raisonnements. D’une part, il y a des arguments pratiques qui sont
basés sur certaines valeurs pergues comme fondamentales en mathématiques :
ces arguments sont avancés pour convaincre la communauté des mathémati-
ciens de l'opportunité d’adopter une certaine stratégie heuristique dans des
circonstances données. J’ai utilisé le modéle de Douglas Walton des arguments
pragmatiques orientés vers un but pour reconstruire les raisonnements trouvés
dans les sources mathématiques. D’autre part, il y a des méta-arguments, c’est-
a~dire des arguments qui concernent la légitimité des arguments précédemment
considérés. Ces méta-arguments sont particuliérement intéressants pour mettre
en évidence les conceptions épistémologiques implicites des auteurs considérés.

Dans un article soumis a Philosophia Mathematica (maintenant en cours
de réécriture en vue d’une nouvelle soumission), la comparaison entre la ques-
tion logique des représentations vides et le probléme de ’existence géométrique
des grandeurs infiniment petites m’ont conduit & une interrogation plus géné-
rale sur la nature des éléments idéaux. Est-ce que la distinction mathématique
entre éléments idéaux et éléments réels peut étre expliquée comme distinction
relative & une théorie que 'on considére comme point de départ ? Si cela est
possible, alors les éléments idéaux constituent un aspect essentiel du rapport
entre mathématiques et logique, car ils expriment une démarche méthodolo-
gique propre aux mathématiques plutét qu'une question ontologique : I'intérét
philosophique de la méthode des éléments idéaux ne concerne donc pas tant
ou seulement 'existence réelle ou idéale des éléments, mais plutét la fécondité
et la généralité d’'une méthode démonstrative.

En analysant des passages des manuscrits inédits de Godel sur la théorie
des descriptions définies, ! j’ai abordé la question des éléments idéaux a partir
d’une autre perspective. En discutant les solutions proposées par Frege, Russell
et Peano, Godel associe explicitement la question de la signification d’une
description vide a l'idée du résultat d’une opération qui ne soit pas défini sur
un domaine. En analysant plusieurs passages de Peano, il discute la possibilité
de concevoir I'identité comme un moyen d’exprimer 'existence, car elle peut
étre introduite seulement entre fonctions qui sont définies sur un domaine
fixé. 2 L’analyse de ces textes inédits de Godel permet de bien comprendre le fil
rouge qui guide mes recherches entre logique et mathématiques : en analysant
les textes de Bolzano, Grassmann, Peano, Gddel, on voit trés clairement que
plusieurs questions que la logique et la philosophie du langage ont traitées
séparément peuvent recevoir des réponses nouvelles si on les considére liées :

1. Voir aussi CANTU 2016b, dont je parlerai dans la section §3.1.1.3.
2. Voir infra, section §3.1.1.3, page 52.
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I’analyse des représentations vides ne peut pas étre séparée de l'analyse des
symbolismes nouveaux introduit dans la Begriffschrift, le Formulaire ou les
Principia Mathematica.

3.1.1.2 Egalité absolue et relative

La distinction entre une notion relative et une notion absolue d’égalité
est généralement considérée comme pertinente en philosophie du langage (no-
tamment avec la question des contextes opaques) ou dans les discussions phi-
losophiques sur 'identité d’un individu dans le temps. De plus, on remarque
souvent que la question n’a pas d’importance en mathématiques, parce que l'on
peut toujours transformer une notion relative d’égalité en une notion absolue
grace a 'introduction d’une relation d’équivalence.? L’analyse historique des
rapports entre logique et mathématique au XIX® siécle a montré que la ques-
tion est importante pour les mathématiques, car elle est née justement dans
le cadre de la géométrie, de I'analyse des fonctions, des définitions par abs-
traction, des relations d’équivalence (par exemple dans les ceuvres de Peano,
Frege, Grassmann, Husserl, Poincaré). Par ailleurs, I’analyse historique montre
également que la question était étroitement liée a I'interprétation des relations
entre logique et mathématiques et surtout au probléme de savoir si l'identité
est un concept logique ou mathématique.

Sur la distinction entre égalité absolue et relative j’ai écrit un article, auquel
je renvoie pour les références des auteurs cités :

2010c « Sul concetto di equaglianza : Peano e la sua scuola ». In C. S. Roero
(dir.), Peano e la sua scuola fra matematica, logica e interlingua. Atti del
Congresso Internazionale di Studi (Torino, 6-7 Ottobre 2008). Torino :
Universita di Torino, pp. 545-561. ISBN 9788890476358.

2010c. Dans Darticle « Sul concetto di equaglianza : Peano e la sua scuola »,
je maintiens que la notion d’égalité est comprise de deux maniéres différentes
par Peano et Padoa, et que la racine de cette différence est étroitement liée a
la facon dont les deux auteurs comprennent la relation entre la logique et les
mathématiques. Pour Padoa, 'axiomatisation des nombres rationnels doit se
fonder sur l'identité absolue développée dans les nouvelles théories logiques,
tandis que pour Peano la notion euclidienne d’équivalence (1’égalité des lon-
gueurs, des aires, du volume d’une entité) reste centrale. L’analyse compa-
rative du concept d’égalité chez Padoa et chez Peano nous permet d’abord
d’apprécier la diversification des points de vue au sein de 1’école, car une ma-
niére différente de comprendre la relation d’égalité et d’identité refléte des

3. GRIFFIN 1977.
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différences méthodologiques et épistémologiques significatives, telles que la re-
lation entre la logique et les mathématiques, la conception du domaine d’une
théorie logique, du fondement des mathématiques. En particulier, je maintiens
que la conception de Peano doit étre comprise a la lumiére d’une approche
qui remonte & Grassmann, alors que la conception de Padoa est basée sur une
conception de la logique plus proche de celle de Frege et Russell, bien qu’avec
de nombreuses distinctions.

En m’appuyant sur une analyse détaillée des textes de Peano et de Padoa

publiés entre 1888 et 1933, j’avance les théses suivantes :

— La position de Peano n’est pas univoque mais évolue dans le temps.
Ce n’est qu’a partir de la deuxiéme édition du Formulaire qu’apparait
I'idée de fournir une définition générale de ’égalité, bien que Peano ne
semble jamais penser qu’elle puisse réellement épuiser le sens de 1’égalité
entre deux objets.

— Peano semble pencher pour une conception relative de I’égalité.

— Le choix de Peano de garder un seul symbole pour dénoter les différentes
relations d’égalité, choix critiqué par Frege et partiellement par Padoa,
est un symptome d’une certaine influence de 'approche de Grassmann,
basée sur une approche algébrique abstraite.

— La distinction de Padoa entre égalité et équivalence, ou, dans sa termi-
nologie, entre égalité et relations « égaliformes », émerge en relation avec
la critique de la caractérisation, dans les premiers projets du Formu-
laire, du symbole = au moyen des trois propriétés réflexive, symétrique
et transitive.

— La recherche d’une définition syntactico-linguistique de 1’égalité basée
sur la réflexivité et la substitutivité découle de l'insatisfaction de la
définition en termes de classes qui apparait dans le Formulaire dés la
deuxiéme édition : ce qui est en cause ici, cependant, ce n’est pas le
recours au concept de classe, mais plutdt 'utilité de la définition pour
les applications pratiques.

— Au lieu d’introduire une définition générale et d’autres propositions spé-
cifiques comme définitions particuliéres de 1’égalité entre paires, fonc-
tions, nombres de diverses sortes, il est nécessaire de donner une seule
définition logique et de la distinguer des autres propositions arithmé-
tiques, qui ne servent pas & définir 1’égalité mais contribuent a la défi-
nition des termes qui y figurent, dont certains seulement—paires, fonc-
tions et relations—sont des concepts strictement logiques.

— La seule tentative d’éliminer ’ambiguité, due a la présence simultanée
de plus d’une définition du symbole =, conduit Padoa & s’opposer, avant
et indépendamment de Russell, aux définitions par abstraction et aux
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définitions par opérateur proposées par Burali-Forti.

Dans l’article, j’aborde I'exemple des fractions pour montrer la différence
entre Peano et Padoa. Cet exemple montre également comment 'intention de
défendre une certaine pratique mathématique répandue constitue dans le cas
de Peano une raison supplémentaire de défendre une conception relative de
I'identité. Déja en 1894 et & nouveau dans un article de 1917, Peano avait
signalé un probléme dans I’écriture de 'égalité entre fractions. Les mathé-
maticiens écrivent « % = % » méme si ces deux fractions n’ont pas toutes
leurs propriétés en commun, car la premiére est une fraction irréductible (le
nominateur et le dénominateur sont premiers), alors que la seconde ne l'est
pas. Peano propose deux solutions : soit on considére qu’étre irréductible n’est
pas une propriété d’une fraction, soit on considére que c’est tout au plus une
propriété non réelle mais formelle d’une fraction, une propriété due au symbo-
lisme, comme étre & gauche du signe de 1’égalité. > Ces solutions confirment la
tendance de Peano & considérer 1’égalité comme une identité relative, qui ne
concerne que certains aspects des fractions—par exemple, uniquement les pro-
priétés réelles. La solution proposée par Padoa est d’un autre type : le concept
de fraction 7 est défini comme I'ensemble de toutes les couples d’entiers qui
sont proportionnelles & la couple (a, b), c’est-a-dire comme la classe d’équiva-
lence de la couple (a,b) par rapport & une relation de proportionnalité. Grace
a cette définition, entre deux fractions il sera possible de définir non seulement
une équivalence (l'identité relative de Peano) mais aussi une véritable identité
logique : % et % représenteraient en effet la méme fraction comme membres de
la méme classe d’équivalence.% Cet exemple montre clairement le fossé entre
Padoa et Peano : ce dernier défend une conception relative de 'identité, tandis
que Padoa suppose que le symbole de 1'égalité doit avoir une interprétation
fixe dans tous les domaines et est prét & changer les définitions des nombres
afin de garantir la définissabilité d’une seule relation d’égalité parmi toutes les
entités possibles.

3.1.1.3 La notion de fonction

Un troisiéme exemple ot nous voyons comment la logique a changé a la
suite de la discussion d’un concept mathématique est la notion de fonction. Les
exemples de Peano et de Grassmann révélent que la notion logique de fonction
était initialement plus large que celle utilisée aujourd’hui, et que la pratique
mathématique a finalement conduit & ’adoption d’une notion dans laquelle

4. PEANO 1917-1918 ; PEANO 1894.
5. PEANO 1917-1918, p. 421.
6. PApoA 1909, p. 68-72.
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domaine et codomaine sont définis. Sur la notion de fonction, j’ai écrit deux
articles, auxquels je renvoie pour les références des auteurs cités :

2009b « Grassmann’s epistemology : multiplication and constructivism ». In
A. Petsche et al. (éd.), From Past to Future : Grassmann’s Work in
Context. The Grassmann Bicentennial Conference Septembre 2009. Ba-
sel : Birkh&user, 2010, pp. 91-100. ISBN 9783034601542.

2016a « Peano and Godel », in G. Crocco et E-M. Engelen (éd.), Kurt Go-
del : Philosopher-Scientist. Aix en Provence : Presses Universitaires de
Provence, 2016, pp. 107-126. ISBN 9782853999762. https://doi.org/
10.4000/books . pup.53585.

2009b. La différence entre une notion d’opération ou de fonction définie
sur un domaine préalablement déterminé et la notion d’opération ou fonction
définie sur un domaine variable a été introduite par Hermann Grassmann dans
sa théorie de 'extension. Dans 'article « Grassmann’s epistemology : multipli-
cation and constructivism » j’ai analysé les influences réciproques des idées
mathématiques et philosophiques de Grassmann, en abordant son épistémolo-
gie a partir de son travail mathématique. Le point de départ est une analyse de
la notion de produit entre les grandeurs extensives tels qu’il a été décrit dans la
premiére et la deuxiéme édition de la Ausdehnungslehre (qui seront désignées
ci-dessous comme Al et A2 respectivement). 7 Grace A une comparaison avec
trois systémes vectoriels (I’analyse vectorielle, ’algébre extérieure et 1’algébre
géométrique) sur des questions mathématiques particuliéres comme "homogé-
néité des éléments, la considération du domaine comme ayant un nombre fixe
ou variable de dimensions, et les propriétés générales du domaine, j’ai mis en
évidence une distinction entre une notion « générale » ou logique de produit
définie en A1 pour deux grandeurs par rapport a un domaine indéfini (produit
régressif dans sa formulation générale), et le produit « particulier », régressif,
appliqué, défini & la fois en Al et en A2 par rapport & un systéme de n dimen-
sions. Grassmann considérait comme plus « général » le produit relatif & un
domaine variable—un domaine qui n’est pas fermé dans le cadre de I'opération
mais plutét un résultat de notre exécution de 'opération elle-méme—et comme
appliqué le produit sur un domaine fixe, comme dans les sciences réelles, par
exemple la géométrie, ol certaines contraintes sont acceptées d’emblée, et les
formes sont « incarnées » dans un domaine fixe. L’article donne des arguments
pour défendre les trois théses suivantes : le produit entre des magnitudes ex-
tensives est lié & la distinction introduite par Grassmann entre nombres et
grandeurs, & une nouvelle facon d’introduire la distinction entre les mathéma-

7. GRASSMANN 1844 ; GRASSMANN 1862.
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tiques abstraites et les mathématiques appliquées, et au développement d’une
approche constructiviste en mathématiques.

2016a. Grace a la participation au projet ANR Godel (2009-2013) dirigé
par Gabriella Crocco, j’ai eu la possibilité d’analyser plusieurs extraits de ma-
nuscrits philosophiques inédits de Godel, les Max Phil, et en particulier le
volume X, ol on trouve une distinction entre une fonction en sens général et
une fonction en sens strict. En comparant les textes de Gédel avec plusieurs
passages du Formulaire de Peano et des Principia Mathematica de Russell
et Whitehead cités dans les Maz Phil, j’ai montré dans 'article « Peano and
Godel » que Peano a clairement distingué entre fonctions définies et fonctions
indéfinies et que Go6del connaissait bien cette distinction. L’article confirme
que Godel avait une connaissance trés détaillée du Formulaire, également at-
testée par les annotations contenues dans le cahier Logik und Grundlagen.® Un
premier but de l'article est de contester ou limiter la continuité conceptuelle
entre Russell et Peano qui est souvent mise en évidence dans la littérature
récente. Un deuxiéme but est de montrer que pour Peano les fonctions au sens
strict sont les définitions utilisées par les mathématiciens, tandis que la notion
plus large de fonction est de nature logique. L’article applique la distinction
4 la question des descriptions définies et explique pourquoi une description
définie qui ne satisfait pas aux conditions d’existence et d’unicité est quand
méme douée de sens selon Peano, bien qu’elle ne puisse pas jouer le réle d’une
définition des termes y énoncés. L’article donne des arguments en faveur des
trois théses suivantes : 1) la fonction qui caractérise les descriptions définies
est introduite comme l'inverse de la fonction iota; 2) les fonctions peuvent
étre entendues dans un sens général, sans domaine déterminé, ou dans un sens
strict, et 3) ce n’est que dans le second cas que les conditions d’existence et
d’unicité sont nécessaires. C’est seulement lorsqu’en mathématiques on veut
utiliser une description définie comme une définition qu’il devient nécessaire
d’utiliser la notion de fonction au sens strict du terme.

3.1.2 L’opposition entre géométrie et arithmétique et son
rapport a la logique

La distinction traditionnelle entre arithmétique et géométrie est un théme
qui traverse toute I’histoire de la philosophie et qui n’a regu qu’une attention
unilatérale dans I’histoire des mathématiques. Dans mes recherches, je me suis
interrogée sur la relation de ce théme avec la transformation des mathéma-
tiques d’une science des quantités & une théorie des formes, avec ’opposition

8. Voir CANTU 20165, p. 109, note 6.
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entre la géométrie analytique et la géométrie synthétique, avec la nécessité de
distinguer les nombres et les quantités dans les axiomatisations de la fin du
XIXE€ siécle, ou encore avec la mathesis universalis. La question directrice ici
est de savoir si cette distinction (ou éventuellement sa négation) a influencé le
développement de la logique.

J’ai abordé le probléme en posant trois questions différentes :

1. La distinction entre la géométrie analytique et la géométrie synthétique
a-t-elle encouragé le développement de modéles non standard du conti-
nuum ou d’approches algébriques plus abstraites des quantités géomé-
triques ?

2. Dans quelle mesure cette opposition a-t-elle stimulé la formulation axio-
matique de théories numériques et géométriques ?

3. Quel a été le role de la notion de mathesis universalis dans la transfor-
mation des mathématiques d’une science des quantités & une étude des
structures ?

J’ai abordé ces questions dans les ouvrages suivants, auxquels je renvoie
pour les références des auteurs cités :

1999 Giuseppe Veronese e i fondamenti della geometria. Milano : Unicopli,
1999, 180 pp. ISBN 9788840005898.

2003b « La matematica da scienza delle grandezze a teoria delle forme. L’Aus-
dehnungslehre di H. Grassmann ». Thése de Doctorat en Philosophie des
Sciences. Genova : Universita degli Studi di Genova, 2003, xx+465pp.

2008b « Mathematik als Gréfienlehre », in J. Stolzenberg et O.-P. Rudolph
(dir.), Wolffiana II : Christian Wolff und die europdische Aufklirung.
Akten des 1. Internationalen Christian- Wolff-Kongresses, Halle (Saale),
4.-8. April 2004, Teil IV. Mathematik und Naturwissenschaften. Asthetik
und Poetik. Hildesheim : Olms, 2008, pp. 13--24. ISBN 9783487133911.

2010b « The role of epistemological models in Veronese’s and Bettazzi’s theory
of magnitudes », in M. D’Agostino, G. Giorello, F. Laudisa, T. Pievani
et C. Sinigaglia (éd.), New Essays in Logic and Philosophy of Science,
London : College Publications, 2010, pp. 229--241. ISBN 9781848900035.

2010d « Aristotle’s prohibition rule on kind-crossing and the definition of ma-
thematics as a science of quantities », Synthese, 174/2 (2010) : 225--235.
https://doi.org/10.1007/s11229.008-9419-2.

2013b « Geometry and measurement in Otto Holder’s epistemology », Phi-
losophia Scientiae - Studies in History and Philosophy of Science, 17-1
(2013) : 131--164. https://doi.org/10.4000/philosophiascientiae
.832.
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2014a « Bolzano versus Kant : Mathematics as a Scientia Universalis », in
A. Reboul (éd.), Mind, Values and Metaphysics, Philosophical Papers
Dedicated to Kevin Mulligan, Vol. I, Cham / Heidelberg / New York /
Dordrect / London : Springer, 2014, pp. 295--316, ISBN 9783319041988,
https://doi.org/10.1007/978-3-319-04199-5_22.

2018a « Mathematics. Systematical Concepts », in R. Theis et A. Aichele
(éd.), Handbuch Christian Wolff, Wiesbaden : Springer, pp. 357--379,
2018. ISBN : 978-3-658-14737-2 / 978-3-658-14736-5.

3.1.2.1 Géométrie analytique et synthétique

L’opposition entre géométrie analytique et géométrie synthétique est étroi-
tement liée & la naissance de la géométrie projective, qui conduit a la remise
en cause du caractére empirique de la géométrie (si Pasch s’efforce de le dé-
fendre, c’est parce qu’il estime qu’il est désormais d’usage de I'associer & des
spéculations) et exige en méme temps une formulation claire des propositions
primitives et des étapes par lesquelles on prouve des théorémes a partir de
celles-ci. ? De ce point de vue, le développement d’une géométrie qui s’oppose
a la géométrie analytique basée sur les coordonnées numériques est un pas
important vers la transformation de I'axiomatique euclidienne en axiomatique
hypothético-déductive. L’opposition entre la géométrie analytique et la géomé-
trie synthétique a également encouragé le traitement abstrait de la géométrie
en favorisant la distinction entre la science de 1’espace physique, dont ’objec-
tif principal est la mesure et qui fait donc un usage essentiel des nombres, et
I’étude de la théorie abstraite des extensions, qui peut également étre analysée
indépendamment des coordonnées numériques. Cette distinction a été appro-
fondie par de nombreuses discussions sur la relation entre espace intuitif et
espace géométrique (Véronése, Poincaré, Helmholtz, Klein).

La logique a été profondément modifiée par les géométries non euclidiennes
et non archimédiennes. Habituellement, on se concentre sur les géométries non-
euclidiennes en soulignant comment la co-possibilité de plusieurs descriptions
différentes de l'espace a sapé l'idée qu’il n’y a qu’une seule vraie description
de l'espace et la confiance dans I’évidence des axiomes. Je me suis concentrée
sur le cas des géométries non archimédiennes, qui posent un probléme non
pas tant dans la description de I’espace physique (puisque les infinitésimaux
sont de toute fagon imperceptibles et donc hors de portée de 1’observation
humaine) que dans la construction de systémes numériques alternatifs pour
décrire le continuum (le continuum de Dedekind opposé au continuum de Vé-

9. PascH 1884.
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ronése, mais aussi les ensembles de nombres infinis et infinitésimaux de Véro-
nése, qui n’ayant pas de premier élément s’opposent aux nombres transfinis de
Cantor). Les efforts pour définir le continuum numeérique sans recourir au conti-
nuum géométrique ont conduit Dedekind & concevoir une nouvelle définition
du nombre réel, qui place 'ordre au centre de 1’étude et modifie profondé-
ment la logique, qui devient progressivement une logique des relations. C’est
également en opposition avec la conception de Dedekind que s’est développé
un courant de recherche sur ’axiomatisation correcte des quantités, comprises
comme des entités géométriques étendues a caractériser indépendamment des
nombres. Différentes idées du role de la logique et de I’axiomatique émergent
dans I'ceuvre de Grassmann, Veronese, Holder, Bettazzi.

1999. L’objectif principal du livre Giuseppe Veronese e i fondamenti della
geometria est de présenter la formulation axiomatique de Veronese du conti-
nuum non-archimédien, formulation qu’il présente dans 'introduction & son
traité de géomeétrie projective.? Le livre montre & la fois le rdle joué par
I'opposition entre la géométrie analytique et la géométrie synthétique dans
la démarcation conceptuelle qui a conduit & la construction de la géométrie
non-archimédienne, et comment la nécessité de fournir une justification de la
légitimité de cette nouvelle théorie mathématique a suggéré une nouvelle facon
de distinguer la possibilité logique et la possibilité géométrique et a développé
une approche plus abstraite de I’étude axiomatique des quantités géométriques.
Comme la publication est antérieure a la thése, je ne donne pas plus de détails
ici.

2003b. J’ai analysé le lien entre la notion de grandeur et la notion lo-
gique de forme dans la thése de doctorat « La matematica da scienza delle
grandezze a teoria delle forme. L’Ausdehnungslehre di H. Grassmann », en
particulier dans la deuxiéme partie, dédiée & Hermann Giinther Grassmann et
a sa définition des mathématiques comme théorie des formes. Dans le chapitre
6 (j’analyserai les autres chapitres dans la section §3.1.2.2 sur les mathéma-
tiques comme science des grandeurs), j’ai montré les liens avec la construction
dynamique propre & la Naturphilosophie, et le rapport entre géométrie et al-
gébre qui émerge dans le calcul vectoriel. En particulier, ce qui m’intéresse le
plus dans le cas de Grassmann est la relation entre une question mathématique
spécifique (comment représenter géométriquement 1’étude de courbes décrites
par des équations algébriques de degré supérieur a trois) et la solution adop-
tée : étudier des quantités étendues sans introduire un ensemble arbitraire de
coordonnées, mais en introduisant un concept général de forme qui peut étre
appliqué aux nombres et aux grandeurs et qui permet, grace & l'introduction

10. VERONESE 1891.
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de la notion nouvelle de vecteur (Strecke), de comprendre de maniére plus
générale les relations entre la géométrie affine, projective et métrique.

L’étude de la géométrie sans 'introduction de coordonnées est importante
pour Grassmann car il pense que les grandeurs étendues ont une nature intrin-
séquement différente de celle des nombres et servent & décrire soit des quantités
sans dimension soit des quantités ayant une dimension. La base philosophique
de la nouvelle conception mathématique de Grassmann et de sa nouvelle théo-
rie des grandeurs étendues est centrée sur la formulation du concept mathé-
matique de « forme » en tant qu’objet de pensée déterminé par sa propre loi
générative. Les nombres discrets et les grandeurs continues relévent alors du
méme concept : les différences intrinséques entre ce que nous appelons nombre
et ce que nous appelons grandeur sont le résultat d’une maniére différente selon
laquelle ces formes sont générées : par la répétition d’une opération commu-
tative d’addition dans un cas, par une multiplication anticommutative dans le
second cas.

2010b. L’article « The role of epistemological models in Veronese’s and
Bettazzi’s theory of magnitudes » prend deux exemples historiques comme
point de départ pour I’étude du réle des modéles numériques dans la construc-
tion d’un systéme non-Archimédien. Contrairement & Dedekind, Veronese pen-
sait que le continuum géométrique ne devait pas étre décrit comme un systéme
de points, mais comme un systéme de segments qui ne devaient pas et ne pou-
vaient pas étre réduits & des nombres. Si Veronese avait admis le systéme des
nombres réels comme modéle privilégié pour la description des magnitudes
géométriques, il n’aurait pas pu nier le principe d’Archiméde et découvrir une
description alternative de la continuité spatiale. Les nombres sont considé-
rés comme essentiellement ordinaux (les nombres cardinaux étant, dans la
perspective de Cantor, le résultat d’une opération d’abstraction a partir d’en-
sembles ordonnés) et ont été introduits de deux maniéres indépendantes. Les
nombres naturels ont été introduits comme le résultat d’un acte de pensée—
le comptage des éléments d’un ensemble ordonné. Les nombres continus réels
et non-archimédiens ont été introduits par association & un systéme donné
de grandeurs géométriques. Les propriétés des nombres dérivent des proprié-
tés des magnitudes et non l'inverse. Bettazzi, comme Veronese, considére la
méthode synthétique comme plus simple, intuitive et compréhensible, mais il
reconnait le risque de limiter les extensions possibles de la notion de nombre,
si cette derniére est ancrée dans certaines classes concrétes de grandeurs. Le
risque pourrait étre évité si on étudiait également de classes de grandeurs qui
ne peuvent pas étre concrétement imaginées : c’est exactement ce que fait
Bettazzi quand il considére des classes a plusieurs dimensions ou des classes
unidimensionnelles de 2°™¢ espéce. L’approche synthétique de Bettazzi est une
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approche abstraite de I’étude des structures algébriques ordonnées. Les gran-
deurs mesurables sont définies par les propriétés qu’on attribue aujourd’hui
aux monoides ordonnés abéliens. Bien que le contexte épistémologique soit si-
milaire & celui de Véronese, 'objectif de Bettazzi est tout a fait différent : une
étude générale des magnitudes plutdt qu’'une description géométrique du conti-
nuum intuitif. Bettazzi est plus influencé par le conceptualisme de Grassmann
que par 'empirisme de Pasch. Bettazzi étend la notion de mesure & des classes
non-archimédiennes, mais suppose qu’une classe continue de magnitudes est
archimédienne. La notion de mesure n’implique pas la continuité de Dedekind
ni la monotonicité, mais elle ne peut pas étre définie dans les classes & n dimen-
sions, car elles ne sont pas ordonnées. C’est une raison pour laquelle I’approche
abstraite de Bettazzi marque une étape importante vers ’axiomatisation de la
théorie des magnitudes, qui est habituellement attribuée a Otto Hdlder.

2013b. Dans l'article « Geometry and measurement in Otto Holder’s epis-
temology », je présente la formulation axiomatique de la théorie des quantités
dans larticle de Holder « Die Axiome der Quantitit und die Lehre vom Mass »
et la compare aux formulations proposées par Bettazzi et Veronese. ' Dans le
reste de 'article, j’aborde trois questions plus larges, me référant a d’autres ou-
vrages de Holder, et notamment & Die mathematische Methode : ' comment et
pourquoi Holder introduit une distinction entre la géométrie et I’arithmétique ?
Quelle est la relation entre sa conception philosophique et 1’épistémologie kan-
tienne 7 Quel est le role accordé a ’axiomatique et le rapport avec I’empirisme ?
La démarcation entre la géométrie et I’arithmétique est associée & une distinc-
tion philosophique entre les objets et relations donnés et les concepts construits
a partir des premiers. En géométrie, il existe des concepts donnés (point, ligne,
plan, la relation « étre entre » |betweenness|) et des concepts construits (le seg-
ment en tant que paire de points), alors qu’en arithmétique, il n’existe que des
concepts construits, dont certains peuvent néanmoins jouer le réle de concepts
primitifs et étre utilisés pour générer des concepts d’ordre supérieur. L’article
étudie la relation avec Grassmann et Meinong, auxquels Holder fait explicite-
ment référence, et les différences avec le cadre conceptuel de Veronese qui ont
conduit Holder & considérer la continuité de Dedekind comme une propriété
des quantités mesurables. L’article montre également comment la démarcation
entre arithmétique et la géométrie a influencé les résultats mathématiques de
Hoélder, puisqu’elle I’a amené a prouver que les nombres réels et les quantités
mesurables ont réellement la méme structure (théoréme de représentation) : ce
n’est qu’ainsi qu’il est possible d’utiliser les premiers comme une représentation

11. HOLDER 1901.
12. HOLDER 1924.



60 Chapitre 3. Thémes de recherche

symbolique des secondes.

Un aspect important de ’approche de Hoélder concerne la conception de
la logique comme la science qui étudie les chaines déductives, et qui ne peut
donc pas elle-méme étre construite de maniére déductive. Pour Holder, la for-
mulation axiomatique concerne les mathématiques, mais pas la logique, qui
ne peut s’appliquer a elle-méme. Van der Waerden voit dans cet aspect une
anticipation de Godel. 13 Cette idée d’une logique générale qui nait d’un étude
jamais définitivement achevé des activités mathématiques déductives explique
la distance par rapport a U'effort de Hilbert de prouver des résultats métama-
thématiques & I'intérieur d’un systéme donné, mais aussi la différence radicale
par rapport & Peano, qui voulait exprimer toutes les mathématiques au moyen
d’un langage symbolique unique et adopter une langue universelle standardisée
comme le latino sine flexione pour la communication scientifique. Holder, au
contraire, pensait que la spécificité des mathématiques n’avait rien a voir avec
les symboles utilisés pour les représenter, mais plutot avec le type d’activité,
c’est-a-dire la déduction, déployée dans sa pratique.

3.1.2.2 Les mathématiques comme science des grandeurs
(Gréssenlehre) et la mathesis universalis

L’analyse de la notion de magnitude dans sa relation complexe avec I’arith-
métique et la géométrie permet également de mieux comprendre plusieurs in-
terprétations possibles de la mathesis universalis au XIX€® siécle comme logique
externe ou interne aux mathématiques. En comparant les idées philosophiques
de Bolzano, Grassmann et Husserl, on peut éclaircir la fagon selon laquelle
I'idée d’une théorie abstraite préalable aux mathématiques est liée & 'idée de
grandeur et & une notion de logique en tant que théorie générale des concepts.

2003b. Je compléte ici les informations sur la thése de doctorat « La mate-
matica da scienza delle grandezze a teoria delle forme. L’Ausdehnungslehre di
H. Grassmann », que j’avais mentionnée en relation a l'opposition entre géo-
métrie analytique et synthétique dans la section précédente. En discutant de
la, mathesis universalis d’un point de vue historique, on part souvent de Des-
cartes et Leibniz pour remonter jusqu’au commentaire de Proclus sur Euclide
et distinguer la mathesis universalis de I'analytique cartésienne, la méthode
géométrique, I'ars combinatoria et la characteristica leibnizienne et voir son
origine soit dans Proclus ' ou dans les algébristes du XVI® siécle, ® ce qui

13. Van der WAERDEN 1938.
14. RABOUIN 2015.
15. CRAPULLI 1969.
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marquerait une rupture avec 'age classique.'® Dans ma recherche doctorale,
j’al abordé la question sous un angle différent, car mon objectif principal était
d’évaluer l'origine et la transformation de la définition des mathématiques
comme science des quantités.

Le chapitre 2 de la thése fournit une reconstruction historique des diffé-
rentes significations du terme magnitude chez Aristote, Euclide, Proclus, les
algébristes du XVI° siécle, Viéte, Descartes et Leibniz. Je maintiens qu’une
rupture épistémologique a effectivement eu lieu au XVI® siécle, car pour la
premiére fois une définition unique des mathématiques comme science des
quantités (ou des quantités en général) est proposée, alors que chez Aris-
tote il n’y avait que des définitions séparées de ’arithmétique et de la géo-
métrie. Le concept de grandeur dans les mathématiques comme Grissenlehre
est plus général que le concept géométrique : les quantités sont des choses qui
peuvent étre considérées comme égales ou inégales. Cette définition des ma-
thématiques est restée pratiquement inchangée au cours des siécles suivants
et, par conséquent, au XVIII® siécle, elle apparait déja comme une définition
« traditionnelle », méme si elle ne remonte pas du tout aux mathématiques
antiques : néanmoins, le concept de grandeur mentionné varie continuellement
de sens d’un auteur & l'autre, d’une époque a 'autre. Avec le développement
de T'algeébre (notamment avec la logistique spécieuse de Viéte) la quantité ou
la grandeur en général est congue, par exemple, comme un nouveau concept
symbolique dont les propriétés sont empruntées aux propriétés des opérations
arithmétiques sur les nombres : les concepts de grandeur et de quantité sont
ainsi au centre des relations complexes entre 'arithmétique, la géométrie et
I’algébre. Ces derniéres ne sont en aucun cas fusionnées en une seule science
des quantités, car les nombres et les quantités géométriques ont des propriétés
différentes : outre la continuité (différence supprimée par la définition newto-
nienne du nombre comme rapport entre quantités), il y a 'homogénéité des
nombres par opposition & la dimensionnalité des quantités. Si les mathéma-
tiques, grace aux développements de ’algébre, sont de plus en plus définies
comme la science des quantités ou des grandeurs, cela ne signifie pas que cette
définition repose sur une catégorie ontologique d’objets : les quantités en géné-
ral. Au contraire, puisque les quantités en général sont définies dans le cadre
de la théorie des proportions et des équations, qui établit des relations et des
rapports entre les choses, la définition des mathématiques renvoie essentiel-
lement & l’idée de relation et d’opération, comme en témoigne la définition
cartésienne de la quantité comme « ce qui regoit le plus et le moins, comme ce
qui peut étre comparé, mesuré et ordonné ». Cette définition de la grandeur

16. CANTU 2010c; CANTU 2010e.
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englobe les caractéristiques attribuées par Aristote a la qualité et a la quantité
respectivement, et va donc au-dela du concept de quantité des algébristes du
XVI® siécle pour inclure le concept de qualité. C’est dans cette direction que
vont les recherches de Leibniz, dont la mathesis universalis n’est plus seule-
ment ’étude de la relation d’égalité et de 'opération de somme (toutes deux
identifiées comme caractéristiques de la quantité) mais elle est aussi 1’étude
d’autres types de relations, parmi lesquelles en particulier celle de similitude,
propre aux qualités : la mathématique universelle est une science générale des
relations.

Dans le troisiéme chapitre, I’étude du concept de mathématiques comme
science des grandeurs se poursuit a travers le commentaire de quelques textes,
également rapportés en traduction italienne en annexe a la these, de Wolff,
d’Alembert, Euler et Gauss. Si les termes « magnitude » et « quantité »,
distingués par Aristote comme espéce et genre, sont finalement devenus syno-
nymes a la suite du développement de ’algébre, Wolff a officiellement introduit
cette synonymie dans la langue allemande en traduisant le terme latin « quan-
titas » par 'expression « Grosse ». D’Alembert, qui est attentif & 1'histoire des
concepts mathématiques, distingue clairement un sens spécifique de la gran-
deur propre & la géométrie d’un sens général propre a ’algébre : ce n’est que
dans ce dernier sens que le terme « quantité » peut étre considéré comme syno-
nyme de « grandeur ». La définition cartésienne de la quantité comme « ce qui
est susceptible d’étre augmenté et défini » se retrouve chez Euler, qui en révéle
le sens mathématique : ce qui caractérise une quantité, c’est essentiellement
le fait qu’elle puisse étre obtenue et exprimée comme la somme de quantités
données. Gauss revient a cette méme caractéristique des quantités pour carac-
tériser les quantités extensionnelles, c’est-a-dire les quantités déterminées par
un certain type de relation entre les parties et le tout, relation qui s’exprime
mathématiquement par une opération d’addition.

Dans la deuxiéme partie de la thése consacrée a Grassmann (chapitres 4-
6), j’ai montré pourquoi I'analyse de ses travaux est centrale si ’on veut com-
prendre le passage des mathématiques d’une science des quantités a une théorie
des formes et la relation avec la mathesis universalis. D’une part, parce que
Grassmann critique une définition devenue traditionnelle mais ressentie par
beaucoup comme inadéquate parce qu’elle ne rend pas compte de nouvelles
disciplines comme ’analyse combinatoire; d’autre part, parce qu’il propose
une nouvelle définition des mathématiques comme théorie des formes en se
référant & l'idée romantique de la conception dynamique de la nature : les
caractéristiques de chaque chose coincident avec les propriétés de sa loi géné-
rative. Selon cette nouvelle définition, les mathématiques ne sont plus ni la
théorie des nombres ni la théorie des figures géométriques, comme elles 1’ont
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été jusqu’au XIX€ siécle, malgré l'insistance sur le concept d’ordre et de rela-
tion déja présent chez Descartes et Leibniz. Il s’agit plutdt de la science de ce
qui peut é&tre obtenu par une procédure constructive (selon une certaine loi ou
régularité) a partir d’un élément initial. De ce point de vue, la différence entre
Grassmann et ses contemporains ne pourrait étre plus radicale.

Dans la perspective de Grassmann, le probléme de la détermination des
mathématiques sur la base des critéres généraux de classification utilisés dans
les traités encyclopédiques pour établir la place des mathématiques dans le
corps des disciplines scientifiques perd son importance. En analysant dans le
premier chapitre de la thése les encyclopédies du XVIII® siécle (la Cyclopedia
de Chambers et I’ Encyclopédie de d’Alembert et Diderot) ainsi que les classi-
fications du XIX€ siécle (Ampére, Comte, Spencer et Wundt), j’avais identifié
plusieurs critéres classificatoires : les fins de la connaissance (sur la base des-
quelles Aristote distingue les sciences en théorique, pratique et polétique, et
qui sous-tendent la distinction des mathématiques en pures et appliquées), les
facultés cognitives (critére souvent extrinséque au développement effectif des
sciences et qui caractérise les mathématiques comme une activité essentielle-
ment rationnelle), les objets (qui peuvent étre une classe d’entités, mais aussi
un ensemble de notes, de propriétés, de points de vue), la nature des pro-
positions (nécessité, possibilité, a priori, a posteriori), la forme axiomatique
(ce dernier critére n’étant toutefois applicable qu’aux sciences démonstratives
axiomatisables). Pour Grassmann la définition des mathématiques n’utilise
ni le critére des fins, ni le critére des facultés, ni la méthode axiomatique :
Grassmann maintient que les mathématiques ne partent pas d’axiomes mais
de définitions, non pas de propositions sur la maniére dont le monde est fait
mais de propositions dont la vérité repose sur 'accord entre différents actes
de pensée. Le critére principal adopté par Grassmann pour sa caractérisation
des mathématiques est, & coté de celui de la nature des propositions qui les
composent, celui des objets. Mais par objets, il n’entend pas une catégorie
ontologique de choses, qu’il s’agisse de choses concrétes comme dans ’empi-
risme de Mill, ou de choses idéales comme dans le platonisme mathématique,
mais plutot des modes de génération des choses. La caractéristique la plus
pertinente des mathématiques est que leurs objets sont des formes, c¢’est-a-dire
des lois génératives, qui ne sont pas des systémes de relations entre objets
ou des structures avec des modéles particuliers, mais des objets caractérisés
par une régularité constructive et générative. L’approche « philosophique » de
Grassmann, que 'on retrouve dans la premiére édition de I’ Ausdehnungslehre,
remplit une fonction essentielle de conceptualisation de la connaissance ma-
thématique. L’approche philosophique ne sert pas seulement & définir ce que
sont les mathématiques ou a expliquer la nature des objets mathématiques,
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mais constitue en méme temps une solution & des problémes mathématiques
et philosophiques donnés.

2008b. Dans l'article « Mathematik als Griffenlehre » paru en allemand
dans les actes d’une conférence sur Christian Wolff, j’ai étudié le role de ce
dernier dans la diffusion de la définition des mathématiques comme Gris-
senlehre et les conséquences de son choix de traduire les deux termes latins
« quantitas » et « magnitudo » par le méme terme allemand « Grosse ». D’un
point de vue mathématique, cette identification a permis I’application des pro-
cédures algébriques a la géométrie et la détermination de figures géométriques
continues au moyen de leurs mesures numériques. La dispute entre la méthode
analytique et la méthode synthétique initiée par Monge, Poncelet et Chasles
au XIX® siécle montre & quel point la relation entre le calcul algébrique et
la géométrie était problématique, notamment parce que toutes les étapes du
calcul ne pouvaient pas correspondre & une signification géométrique. La réfu-
tation par Grassmann de la définition des mathématiques comme une théorie
des quantités est donc a rechercher dans la réfutation de toute tentative de
fonder la géométrie sur 'arithmétique. Selon Grassmann, chaque branche des
mathématiques doit étre fondée sur elle-méme : il a donc développé une nou-
velle théorie indépendante de 'arithmétique, qui a favorisé ’émergence de la
théorie vectorielle et de ’algébre linéaire. En particulier, cette nouvelle théorie,
appelée théorie de 'extension, devait dépasser ’opposition entre les méthodes
analytiques et synthétiques et réaliser le projet de Leibniz d’un calcul géomé-
trique.

D’un point de vue épistémologique, l'ientification de « quantitas » et de
« magnitudo » conduit par elle-méme & la détermination des propriétés des
figures géométriques au moyen des propriétés des nombres réels, comme c’est
le cas pour la continuité. Au contraire, 1’édification d’une géométrie non-
archimédienne par Giuseppe Veronese a prouvé que les propriétés de conti-
nuité des nombres réels pouvaient étre partiellement différentes de celles des
figures géométriques. Enfin, la traduction des mots « quantitas » et « magni-
tudo » par le seul mot « Grosse » a empéché une conceptualisation adéquate
et compléte des objets des mathématiques. Déja au XVII® siécle, Descartes
et Leibniz avaient envisagé les mathématiques comme une science des rela-
tions, mais la définition diffusée ensuite par Wolff privilégiait une conception
ontologique des mathématiques, puisque les « grandeurs » se référaient a des
quantités au sens strict plutdét qu’a des quantités en général. La vitalité du
débat germanophone sur la définition appropriée des mathématiques est donc
en partie due a la vision unilatérale des mathématiques de Wolff, sinon a son
choix terminologique.

2010d. L’article « Aristotle’s prohibition rule on kind-crossing and the de-
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finition of mathematics as a science of quantities » analyse le modéle de la
science classique pour en évaluer la fécondité du point de vue de I'histoire de
la philosophie des sciences, surtout en rapport avec le développement de la
conception des mathématiques en tant que science des grandeurs. Kant, Bol-
zano, Hegel et Grassmann ont tous critiqué la définition des mathématiques
en tant que Grdssenlehre et la confusion entre les quantités numériques et les
magnitudes extensives. Pour comprendre une telle critique, il faut savoir a quel
moment cette définition est devenue populaire et quel était son objectif.

C’est une tache trés difficile, car les termes « quantitas », « quantity »,
« quantité », « quantita », d’une part et « magnitudo », « magnitude », « gran-
dezza », « grandeur » d’autre part, étaient souvent utilisés de maniére ambigué
et parce que la méme définition a été adoptée par différents auteurs pour ex-
primer des conceptions distinctes des mathématiques. De plus, I’émergence de
cette définition était étroitement liée au développement du concept de mathe-
sis universalis et & la préférence pour I'un ou 'autre des mots « quantitas » et
« magnitudo » pour traduire le terme euclidien « méghezos ». L’article illustre
briévement, en reprenant certaines parties de la thése, quelques éléments perti-
nents pour comprendre I’émergence de la définition dite « traditionnelle » des
mathématiques comme « science des quantités » ou « science des grandeurs en
général ». Ensuite il compare trois conceptions différentes des mathématiques
en tant que science des quantités avec la régle d’interdiction du croisement des
genres d’Aristote, selon laquelle on ne peut pas prouver une vérité d’une théorie
en utilisant des concepts appartenant & un autre genre—par exemple quelque
chose de géométrique par I'arithmétique (Post. Anal. 7, 75a35-75b10). 17

Le but principal de P'article est de montrer que la recherche d’une défi-
nition unique des mathématiques en tant que science comprenant a la fois
Iarithmétique et la géométrie était liée aux développements de la théorie des
proportions, dont les théorémes pouvaient étre démontrés—comme Aristote
lui-méme I’a observé—non seulement séparément pour les nombres et pour les
grandeurs géométriques, mais aussi de maniére plus générale. J’ai également
fait valoir que la définition traditionnelle des mathématiques comme science
des quantités est liée & la théorie de la démonstration d’Aristote et & 'inter-
prétation qu’en fait Proclus. J’ai enfin présenté quelques exemples, de la fin
du seiziéme siécle a la premiére moitié du dix-septiéme siécle, qui attestent de
différentes conceptions des mathématiques désignées par la méme définition. Si
Viéte et Descartes concevaient les « grandeurs en général » comme un carac-
tére commun & différentes espéces d’objets, Stevin et Wallis partageaient une
conception différente des mathématiques. Ils concevaient les quantités comme

17. ARISTOTLE : 1993, p. 12.
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les objets de l'arithmétique, & condition que les nombres soient étendus a ce
que nous appelons aujourd’hui les « nombres réels ». Acceptant les nombres
irrationnels en méme temps que les nombres rationnels, Stevin et Wallis pou-
vaient exprimer tout rapport de deux quantités par un nombre et pouvaient
donc réduire la géométrie a I'arithmétique. Ensuite j’ai comparé trois stratégies
différentes pour expliquer I'unité interne des mathématiques : (1) la recherche
d’un genre plus large incluant tous les objets mathématiques; (2) la recherche
d’un caractére commun & différentes espéces d’objets mathématiques; et (3)
Ieffort pour traiter les magnitudes comme des nombres.

Apreés avoir donné quelques exemples historiques de chaque stratégie, jai
examiné si et comment elles peuvent faire face a la prescription d’Aristote.
Enfin, j’ai utilisé la régle aristotélicienne qui interdit d’aller au-dela du genre
propre a chaque théorie scientifique comme un outil d’investigation histo-
rique qui réussit a mettre en évidence des différences conceptuelles que le
premier axiome du modéle classique proposé par de Jong et Betti—« Toutes
les propositions et tous les concepts (ou termes) de S [science aristotélicienne]
concernent un ensemble spécifique d’objets ou portent sur un certain domaine
d’étre(s) » 18—ne parvient pas & mettre en évidence, comme la différence entre
les auteurs qui ont réfuté 'idée de réduire la géométrie a 'arithmétique et ceux
qui ont eu tendance a identifier I’algébre a 'arithmétique.

2014a L’article « Bolzano versus Kant : Mathematics as a Scientia Uni-
versalis » analyse les changements dans la définition des mathématiques dans
plusieurs textes de Bolzano, notamment les Beytrdge, la Wissenschaftslehre et
la Gréssenlehre : les mathématiques sont-elles une théorie des formes ou une
théorie des quantités? Les changements sont interprétés comme une consé-
quence de la nouvelle théorie logique de la vérité introduite dans la Wissen-
schaftslehre, mais aussi comme une conséquence du dépassement de la termi-
nologie de Kant, de la radicalisation de l’anti-kantianisme de Bolzano et de
I'intérét de Bolzano pour la notion leibnizienne de mathesis universalis. Le
changement de définition est présenté comme une évolution cohérente, si I'on
considére que la notion de quantité introduite dans le Beytrige'® est assez dif-
férente de la notion plus large développée par Bolzano dés 1816. Bolzano men-
tionne deux textes anonymes dont les auteurs sont inconnus. L’article donne
les raisons d’identifier von Spaun et Vieth comme les auteurs des deux passages
cités et compare leurs théories avec la perspective de Bolzano. En conclusion,
j’affirme que Bolzano n’a jamais abandonné son idée originale de considérer les
mathématiques comme une scientia universalis, c’est-a-dire comme la science

18. De JoNG et BETTI 2010, p. 186.
19. BoLzanNo 1810.
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des quantités en général. Je maintiens aussi que la question des éléments idéaux
en mathématiques n’est pas seulement une raison pour le développement d’une
nouvelle théorie logique, mais peut également étre considérée comme une rai-
son pour développer une définition différente de la quantité.

2018a. L’article « Mathematics. Systematical Concepts » étudie les no-
tions de nombre, de quantité extensive, de quantité algébrique, de similarité
et de probabilité telles qu’elles sont introduites dans les écrits mathématiques
de Wolff, et évalue la cohérence de ces définitions avec sa présentation de la
méthode mathématique. Les mathématiques de Wolff sont surtout connues
comme la cible des critiques de Gauss, Schumacher, Leibniz, Bernoulli, Kést-
ner, Cantor et d’autres mathématiciens, qui n’appréciaient pas que ses livres
soient congus comme des manuels plutét que comme des écrits de recherche,
et qui critiquaient certaines de ses définitions. Ces critiques, ainsi que d’autres
remarques sur les erreurs commises dans les procédures inférentielles de Wolff,
prouvent & quel point la philosophie et la théorie de la connaissance de Wolff
ont influencé son orientation mathématique. Mais il est important de montrer
qu’il existe au moins une cohérence interne entre les exigences normatives sug-
gérées par la philosophie de Wolff, et en particulier par sa conception de la
méthode mathématique, et les notions qu’il a effectivement définies dans ses
manuels. L'impureté des définitions et des preuves dont Wolff a été accusé par
Kant et Lambert est un trait que Wolff partage avec d’autres auteurs de son
temps comme Leibniz. En effet, elle appartient aux desiderata de son épis-
témologie, car il croit en l'intégration de la connaissance mathématique dans
le corps plus large de la connaissance humaine, et partage I'idée qu'un ordre
correct de concepts doit étre introduit non seulement séparément dans chaque
discipline, mais aussi dans la totalité des concepts. Cette vision holistique ex-
plique pourquoi plusieurs sujets que Wolff n’a pas complétement développés
dans ses livres de mathématiques (comme les probabilités, et en partie la théo-
rie des quantités extensives) sont plutot discutés dans les textes sur la logique
et la métaphysique. Ceci confirme la thése selon laquelle les ceuvres de Wolff
(comme celles de Leibniz, Newton ou Descartes) ne peuvent pas étre lues sé-
parément, et qu’une vision compléte des mathématiques de Wolff ne peut étre
atteinte sans une étude plus profonde des relations entre les mathématiques,
I’ontologie, la métaphysique et la logique.

L’analyse des définitions de nombre et de quantité de Wolff & la lumiére
de sa théorie de ce que devraient étre les définitions mathématiques, révéle
d’une part que la dette de Wolff envers Descartes est peut-étre aussi évidente
que 'influence qu’il a regue de Leibniz, nonobstant sa défense de Leibniz dans
la controverse de priorité sur la découverte du calcul infinitésimal, et sa re-
connaissance des grandes contributions de Leibniz a l'algébre, a la mathesis
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universalis et au calculus situs. En outre, elle révéle que les définitions géo-
métriques de Wolff étaient fortement influencées par Euclide—en particulier
par l'édition anglaise des Eléments de Barrow—ainsi que par la notion de
contiguité d’Aristote, plutét que par la conception fluxionnelle des quantités
géométriques de Newton.

3.2 L’axiomatisation au XIX€ siécle

L’une des principales questions que je me suis posée dans le cadre de mes
recherches est la suivante :

— Existe-t-il au XIX® siécle des approches axiomatiques distinctes de
I’axiomatique euclidienne, mais qui ne sont pas encore identifiables a
I’approche hypothético-déductive typique du XX€ siécle ?

Un premier exemple est fourni par 'axiomatique de Veronese : une partie
des axiomes de la géométrie sont hypothétiques, mais la partie décrivant les
entités géométriques finies ne peut étre modifiée arbitrairement, car elle doit
décrire les propriétés de I'espace empirique fini. Un deuxiéme exemple se trouve
dans I’école de Peano. Mes recherches visent & montrer que I'axiomatique au
sens de Peano n’est pas hypothético-déductive, et que ’axiomatique au sens
de Padoa ne 'est que dans un sens impropre.

Les autres questions clés que je me suis posées pour mieux comprendre le
role de 'axiomatique et sa transformation de la fin du XVIII® siécle au début
du XX siécle sont les suivantes :

1. Quel est le rapport entre la mathesis universalis leibnizienne et les projets
d’axiomatisation des mathématiques et de la logique au XIX® siécle ?

2. Que signifie la symbolisation et la formalisation de la logique et des
mathématiques a cette époque?

3. Quelle est la relation entre idéographie, langage universel et logique ma-
thématique 7

4. Quelle est la relation entre 'applicabilité des mathématiques et la for-
mulation axiomatique des théories ?

J’ai partiellement répondu a la premiére question dans les articles analysés
dans la section précédente, en relation avec la discussion du roéle de la mathests
universalis dans la transformation des mathématiques d’une science des quan-
tités & une science des formes de Wolff & Grassmann. Dans cette section, je
répondrai en me référant principalement aux recherches sur I'école de Peano.
La seule exception est 'article dans lequel je discute de la derniére question—
I’applicabilité—et qui fait également référence a divers auteurs néo-kantiens et



3.2. L’axiomatisation au XIX¢ siécle 69

au néo-logicisme. 2 En étudiant la relation entre formalisation, symbolisation
et axiomatisation, avec une attention particuliére a la différence entre idéogra-
phie (Frege et Peano), langage caractéristique (Leibniz) et langage universel
(Peano, Couturat), j’ai montré que Peano a été influencé par la mathesis uni-
versalis leibnizienne, que sa notion d’interprétation est radicalement différente
de la notion tarskienne, que I'idéographie n’est pas un langage formel non inter-
prété mais un instrument d’analyse conceptuelle du langage mathématique a
vocation universelle, tout comme le latino sine flezione. L'importance accordée
au bon ordre des concepts, qui reste une tache idéale méme dans ’axiomatique
de Godel, et a la syllogistique, permet également de comprendre que I’histoire
de I'axiomatique est trés complexe et que la transformation de ’axiomatique
classique en axiomatique hypothético-déductive est un processus lent et non
linéaire. Les principaux ouvrages dans lesquels j’ai abordé ces questions sont
les suivants, auxquels je renvoie pour les références des auteurs cités :

Cantt et De Zan 2010 . « Life and Works of Giovanni Vailati », in C. Ar-
righi, P. Canti, M. De Zan et P. Suppes (éd.), Logic and Pragmatism. Se-
lected Writings of Giovanni Vailati, Stanford : CSLI Publications, 2010,
pp. xxi-Ixvii. ISBN 9781575865911.

2014d « The Right Order of Concepts : Grassmann, Peano, Gddel and the
Inheritance of Leibniz’s Universal Characteristic », Philosophia Scientiae
- Studies in History and Philosophy of Science, 18-1 (2014) : 157-182.
ISSN 1281-2463. https://doi.org/10.4000/philosophiascientiae.9
21.

2016b « Louis Rougier’s reception of the Peano School », in F.Brechenmacher,
G.Jouve, L.Mazliak, R.Tazzioli (éd.). Images of Italian Mathematics in
France. The Latin Sisters, from Risorgimento to Fascism. Switzerland :
Springer International Publishing. « New Trends in History of Science »
Series. Springer, 2016, pp. 213-254. ISBN 978-3-319-40080-8. https:
//doi.org/10.1007/978-3-319-40082-2_8.

2018b « The Epistemological Question of the Applicability of Mathematics »,
Journal for the History of Analytical Philosophy, Special Issue « Method,
Science, and Mathematics : Neo-Kantianism and Analytic Philosophy »
Sous la direction de L. Patton et S. Edgar), 6-3 (2018) : 95-114. https:
//doi.org/10.15173/jhap.v6i3.3435.

2020a « Grassmann’s Conceptual Structuralism », in E. Reck and G. Schiemer
(éd.), The Prehistory of Mathematical Structuralism, New York : Oxford

20. CANTU 2018b.
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https://doi.org/10.1007/978-3-319-40082-2_8
https://doi.org/10.1007/978-3-319-40082-2_8
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University Press, pp. 21—58. ISBN 978-0-19-064122-1. https://doi.or
g/10.1093/0s0/9780190641221.003.0002.

2020b « Logica impura », in E. Montuschi and P. D. Omodeo (éd.), Ordi-
nare il mondo. Prospettive logiche ed epistemologiche su scienza, natura
e societd. Roma : Armando Editore, 2020, pp. 71-95.

2021a « Peano’s philosophical views between structuralism and logicism », in
F. Boccuni et A. Sereni (éd.), Origins and Varieties of Logicism. A Foun-
dational Journey in the Philosophy of Mathematics. London : Routledge,
2021. « Studies in the Philosophy of Mathematics and Physics » Series.

2021c « Syllogism and beyond in the Peano School », in Lukas M. Verburgt
et M. Cosci (éd.), Aristotle’s Syllogism and the Creation of Modern Lo-
gic : Between Tradition and Innovation, 1820-1930, Bloomsbury. Texte
accepté pour la publication.

Cantu et Luciano 2021 « Giuseppe Peano and his School : Aziomatics, Sym-
bolism and Rigor », Philosophia Scientiae - Studies in History and Phi-
losophy of Science,25/1 : 3-14. Special Issue « The Peano School : Logic,
Epistemology and Didactics » Sous la direction de P. CANTU et E.
LUCIANO.

Cantti en préparation Peano’s Philosophy of Mathematics. The Peano School
and the practice of axiomatics, Manuscrit inédit.

Dans ce qui suit, je vais résumer briévement les travaux mentionnés.

Cantti et De Zan 2010. L’article « Life and Works of Giovanni Vailati »
paru dans une édition anglaise des écrits de Vailati, que j’ai co-editée avec C.
Arrighi, M. De Zan et P. Suppes,?! présente une introduction générale & la
vie et & 'ceuvre de Vailati. Dans la partie de D'article que j’ai redigée, j’ai
mis en évidence quelques noeuds essentiels pour comprendre la conception de
I’axiomatique de Vailati :

— l’interprétation originale de la méthode déductive comme un moteur
d’investigation heuristique plutét que moyen de transmission de la cer-
titude des prémisses a la conclusion ;

— l'importance accordée a 'analyse du langage et au raisonnement argu-
mentatif, y compris 'étude des métaphores et des fausses analogies ;

— I’étude des définitions, que Vailati fait correspondre aux représentations
psychologiques mentionnées par Brentano, mais aussi a des postulats ou
définitions indirectes (un exemple en est la continuité de Dedekind) et
qu’il décrit comme des énoncés dont le sens réside dans les conséquences

21. ARrriGHI, CANTU, de ZAN et SUPPES 2010.
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que 'on peut en tirer (pragmatisme) ou comme des outils d’analyse
conceptuelle ;

— la relation étroite entre la théorie des relations et la grammaire linguis-
tique, fondée sur la similitude entre la grammaire du langage ordinaire
et la syntaxe de l'algébre.

2014d. L’article « The Right Order of Concepts : Grassmann, Peano, Gé-

del and the Inheritance of Leibniz’s Universal Characteristic » aborde la ques-
tion suivante : est-ce que le bon ordre des concepts peut étre considéré un
élément essentiel de rigueur scientifique dans la logique et les mathématiques
du XIX® et XX€ siécle, en particulier quand il s’agit d’auteurs qui ont été in-
fluencés profondément par le projet leibnizien de la caractéristique ? L’article
prend en considération trois exemples : Hermann Grassmann, Giuseppe Peano
et Kurt Godel. Je maintiens que le choix des concepts primitifs dans les théories
hypothético-déductives n’était pas seulement une question d’opportunité, mais
parfois aussi le résultat d’'une investigation philosophique sur les fondements
des disciplines scientifiques. La question du bon ordre des concepts n’est plus
considérée comme une téache réalisable, mais elle est devenue un idéal & suivre;
néanmoins elle reste une partie essentielle du travail axiomatique. L’article vise
donc & critiquer 'opposition trop nette qu’on trouve dans la littérature entre
I'investigation de I’Age classique sur le bon ordre des concepts et la création
de I'axiomatique moderne. La rupture scientifique déterminée par la création
des systémes axiomatico-déductifs en mathématiques et logique doit donc étre
associée & certains éléments de continuité qui regardent 1'idéal de la connais-
sance en tant que recherche d’une théorie générale des concepts & obtenir par
composition de certains éléments fondamentaux.

2016b. Parmi les nombreuses influences et interactions réciproques entre

la France et I'Italie au début du XX° siécle, il est intéressant de se pencher sur
le cas, complexe, de la réception de la logique symbolique italienne par Louis
Rougier. L’influence de 1’école de Peano sur les travaux de Couturat et la ré-
action négative de Poincaré a la « logistique » de Peano sont bien connues et
étudiées dans la littérature. Insuffisamment abordée est cependant la relation
entre ’école de Peano et Louis Rougier, qui s’est sérieusement impliqué dans la
logique symbolique, tout en ayant en méme temps des intéréts philosophiques
plus larges. Dés le début de sa carriére, Louis Rougier étudie les relations entre
la philosophie, la logique, la géométrie et la physique, mais avec par ailleurs
de nombreux autres intéréts, allant de I’histoire a la linguistique, de la religion
a la philosophie politique. L’article « Louis Rougier’s reception of the Peano
School » étudie le role joué par Peano et son école comme source de la pensée
de Rougier et discute des similitudes et des différences entre les deux concep-
tions, avec une référence particuliére a I'importance accordée au langage et
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au pragmatisme et a la facon dont Rougier interpréte la notion de définition
déguisée de Poincaré.?? Je donne des arguments pour défendre la thése sui-
vante : si Rougier s’est servi de Peano et pas de Hilbert pour soutenir son
projet de rénovation de la logique et de la philosophie scientifique francaises,
c’est a cause de l'intérét commun pour la linguistique et 1’épistémologie.

2018b. L’article « The Epistemological Question of the Applicability of Ma-
thematics », que je décris en détail dans la section §5.2, étudie le role attribué
a lapplicabilité dans la définition des nombres réels. Aprés avoir distingué
des différentes maniéres d’interpréter 'applicabilité en mathématiques et en
avoir donné des exemples historiques précis, je montre 'origine kantienne du
probléme, ainsi que les liens entre le débat de la fin du XIX€ siécle et le dé-
bat néo-logiciste sur I’applicabilité comme condition indispensable (application
constraint) dans la définition fregéenne des nombres réels.

2020a. L’article « Grassmann’s Conceptual Structuralism », que je décris
en détail dans la section §5.3, analyse la relation entre axiomatisation et « for-
mel » chez Hermann Grassmann, en analysant la relation entre la notion de
forme particuliére qu’il prend comme objet en mathématiques et ses résultats
en algébre abstraite, algébre linéaire et théorie des nombres. En particulier,
I’article étudie la relation entre les structures générales et particuliéres et ce
que 'on peut comprendre par formalisme dans une structure qui n’est pas
définie axiomatiquement.

2020b. L’article « Logica impura », que je présenterai en détail dans le
chapitre 5, analyse la relation entre la logique et I’épistémologie au vingtiéme
siécle, qui est marquée par une sorte d’interdépendance, mais aussi d’autono-
mie mutuelle, et suggére que pour rendre compte de cette duplicité, on a besoin
d’une « logique impure », ou, comme je le dirai maintenant, une philosophie
de 'axiomatique.

2021a. L’article « Peano’s philosophical views between structuralism and
logicism » étudie I’épistémologie de Peano & travers une analyse détaillée de
plusieurs pratiques mathématiques qui peuvent étre considérées comme des
marqueurs du logicisme : le lien entre fonctions et relations, le réle des investi-
gations métathéoriques, le type de sémantique, ['utilisation de définitions par
abstraction, et la valeur fondatrice ou non de 'axiomatique. L’épistémologie
de Peano est caractérisée comme une forme d’algébrisme structuraliste, qui
différe & la fois de la tradition de ’algébre de la logique qui utilise des sym-
boles mathématiques pour exprimer les calculs logiques, et de I'investigation
logique de Frege centrée sur ’effort de comprendre la nature fonctionnelle de la
prédication. L’influence de Leibniz est présente & la fois dans le développement

22. HEINZMANN 2010.
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d’un type de sémantique qui n’est ni représentationnelle ni conceptualiste (les
symboles désignent les éléments linguistiques du langage ordinaire), et dans la
considération des signes symboliques comme reflétant ce qu'’ils représentent.
La logique symbolique développée dans le Formulaire de Peano est une racine
mais pas un fondement des mathématiques : comme les racines linguistiques
des langues anciennes, les symboles logiques sont un outil pour saisir les carac-
téristiques invariantes des fonctions et opérations mathématiques. L’article a
donné lieu & un travail plus important sur I’école de Peano, un manuscrit non
publié dont I'article constitue les chapitres centraux. Je discuterai de ces deux
ceuvres de maniére plus détaillée dans la section §5.

2021c. L’article « Syllogism and beyond in the Peano School » vise & dé-
terminer le role de la théorie classique du syllogisme dans 1’école de Peano,
soit comme cible de la critique, soit comme source de nouvelles idées. L’article
analyse les références au syllogisme et a la logique d’Aristote dans les écrits des
membres de 1’école de Peano, en se concentrant sur différents auteurs et sur
différentes étapes du développement du systéme logique de Giuseppe Peano.
L’utilisation de la syllogistique comme cible critique pour montrer ’extension
et ’amélioration apportées par la logique mathématique (ou logistique, comme
lappelait Couturat) était courante dans ’école de Peano. L’article examine
tout d’abord les diverses évaluations de la syllogistique, puis considére leur in-
fluence sur la compréhension du syllogisme et sur la formulation explicite des
régles de raisonnement. Il est affirmé que le syllogisme a été présenté et utilisé
comme une régle dans la transformation de certaines équations logiques dés les
premiers écrits, alors que le modus ponens a longtemps été considéré comme un
axiome du calcul des propositions qui manquait d’une interprétation dans le
calcul des classes. Le modus ponens n’est devenu une régle de raisonnement que
lorsqu’une distinction a été tracée entre implication et appartenance, influen-
cée par linterprétation scolastique du sens divisé et composite de la copule.
L’article montre que Peano, Cesare Burali-Forti, Alessandro Padoa, Giovanni
Vailati et Mario Pieri ont eux-mémes reconnu cette influence, et ont appro-
fondi les effets de cette distinction sur la séparation entre les régles d’inférence
et les axiomes logiques. La syllogistique a joué un role important en suscitant
des nouvelles questions épistémologiques et la transformation progressive de
I’axiomatique qui a eu lieu dans I’école de Peano.

Cantu et Luciano 2021. Le numéro thématique de la revue Philosophia
Scientiae « Special Issue The Peano School : Epistemology : Logic, Episte-
mology and Didactics » que j’ai édité avec Erika Luciano a réuni différents
types de contributions, allant de ’étude de la logique, des mathématiques et
du langage universel de Peano a 'intérét de son école pour la didactique, en
essayant d’évaluer 'originalité de 1’épistémologie du groupe par comparaison
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avec les perspectives développées par des contemporains, tels que Cantor, De-
dekind, Frege, Russell, Hilbert et Bernays. Une attention particuliére a été
accordée aux relations entre les intéréts de Peano pour 'analyse mathéma-
tique, la linguistique, le langage universel, les fondements de I'arithmétique
et de la logique. En particulier, le numéro étudie I'impact de 1’école sur les
développements ultérieurs en logique, en didactique et en épistémologie des
mathématiques. Le volume comprend des contributions par Joan Bertran-San-
Millan, Jan von Plato, Gabriele Lolli, Reinhard Kahle, Dirk Schlimm, Basak
Aray, Paolo Freguglia, Elena Anne Corie Marchisotto, Ana Millan Gasca et
un extrait—eédité par Jan von Plato—des carnets mathématiques de Godel
contenant un résumé des Arithmetices Principia de Peano, attestant d’une
lecture détaillée de 'ocuvre de Peano au moment ou il préparait 'article sur
la logique de Russell (début 1943). Dans l'introduction « Giuseppe Peano and
his School : Axiomatics, Symbolism and Rigor, Philosophia Scientiae », nous
soulignons quelques nouvelles perspectives sur le rapport entre la logique et
I’épistémologie, 'axiomatique, le symbolisme, la rigueur et la didactique.

Cantu en préparation. Le projet du manuscrit inédit Peano’s Philoso-
phy of Mathematics. The Peano School and the practice of axiomatics, que
je soumettrai pour évaluation & Cambridge University Press dans un mois, a
commencé avec 'article « Peano’s philosophical views between structuralism
and logicism », qui constitue le troisiéme chapitre du livre. Le manuscrit, dont
je donne une description détaillée dans la section §5.5, est une réponse a cing
questions principales, & chacune desquelles je consacre un chapitre.

- Le groupe qui s’est réuni autour de Peano et qui a donné lieu a de nom-
breux projets de collaboration constitue-t-il une école ou une tradition de re-
cherche 7 Comment les connaissances circulaient-elles entre les membres et quel
était le role de Peano dans 'orientation du groupe ?

- Quelle est la relation entre symbolisation et idéographie dans I'ceuvre de
Peano ? Quelle notion d’interprétation et de signification est utilisée par Peano
et Padoa ?

- Quel role jouent les définitions, les axiomes et les régles d’inférence dans
le systéme logique de Peano ?

- Quel role jouent la formalisation, la recherche de la rigueur et les preuves
d’indépendance des axiomes dans la construction de I'axiomatique de Peano ?
Quel est 'objectif principal de cette approche ?

- Peut-on parler d’une philosophie des mathématiques a la Peano? Com-
ment se distingue-t-elle du logicisme et du structuralisme ?
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3.3 Logique et argumentation

Un autre axe de recherche dans lequel je me suis engagée, souvent en colla-
boration avec d’autres auteurs, concerne la théorie de I'argumentation, c’est-
a-dire ’étude de D'activité sociale consistant a produire des arguments pour
soutenir une thése. Plusieurs questions ont guidé mes recherches historiques,
théoriques et appliquées dans ce domaine :

— La théorie de I'argumentation est-elle vraiment née dans les années 1950
ou peut-on en trouver de nombreuses traces dans la logique des XIX®
et XX€ siécles ?

— Quelle est la relation entre la théorie de 'argumentation et la logique
formelle ?

— Qu’ont en commun les arguments et les algorithmes ?

— Quelle est la relation entre la recherche de la rigueur en mathématiques
et 'utilisation de contre-arguments ?

D’un point de vue historique, j’ai étudié la dynamique de la reconstruc-
tion des textes argumentatifs et de leur évaluation, et j’ai comparé différentes
théories de I’argumentation sur la base de leur degré de normativité, de leur
efficacité descriptive et de leur capacité a expliquer l'interaction dialogique, dia-
lectique et pragmatique propre & la communication argumentative. D’un point
de vue théorique, quatre thémes ont particuliérement retenu mon attention,
car ils sont liés au rapport entre logique et mathématiques et & ’axiomatique :
1) l'opposition entre logique formelle et logique informelle, 2) la comparaison
entre démonstrations, arguments et algorithmes, 3) le rapport entre rigueur,
erreur et sophismes argumentatifs, 4) 1’analyse du type de rationalité associé
aux arguments et du degré de consensus ou de dissensus légitime. D’un point
de vue applicatif, j’ai reconstruit les arguments produits dans différents types
de contexte : mathématique, politique, journalistique, juridique.

Les principaux ouvrages dans lesquels j’ai abordé ces sujets sont les sui-
vants, auxquels je renvoie pour les références des auteurs cités :

2011b Qui casca lasino. Gli errori di ragionamento nel dibattito pubblico.
Torino : Bollati Boringhieri, 2011, 177 pp. ISBN 9788833922102.

Cantu et al. 2017b S. Francescon, I. Truccolo, C. Bianchini, P. Cantu, E.
Ferrarin, C. Cipolat Mis, N. Michilin, L. Ciolfi et M. Mazzocut, « The li-
brarian as an antidote : recognizing the misinformation online to improve
the educational reference for patients », Poster. International Congress of
Medical Librarianship (ICML) and European Association for Health In-
formation and Libraries (EAHIL) « Diversity in Practice : Integrating,
Inspiring & Innovative », Dublin Castle, Ireland, 12-16 Juin, 2017.
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Cantt et Testa 2006 Teorie dell’argomentazione. Un’introduzione storico-
filosofica alle logiche del dialogo. Milano : Bruno Mondadori, 2006, 188
pp-, ISBN 9788842493167.

Cantu et Testa 2009 «Consenso e dissenso», in A. Cattani, P. Cantu, I
Testa et P. Vidali (dir.), La svolta argomentativa. 50 anni dopo Perel-
man e Toulmin : 1958-2008. Napoli : Loffredo, 2009, pp. 87-96, ISBN
9788875643355.

Cantu et Testa 2012 « Algoritmi e argomenti » Sistemi Intelligenti, 24/3
(2012) : 427--445. ISSN 11209550.

Dans ce qui suit, je résumerai briévement les principaux sujets abordés dans
ces publications.

2011b. Dans le débat public italien, il existe une tendance & diaboliser
I'omniprésence de la communication de masse (télévision, journaux, rassem-
blements et affiches électorales, essais populaires, spectacles) en pensant que
le spectateur est toujours et de toute fagon un récepteur qui répond passive-
ment aux stimuli de la propagande. Si ce concept promu par Harold Lanssen
a la fin des années 1920 n’est plus scientifiquement accrédité, il n’en reste pas
moins qu’en Italie, jusqu’a il y a quelques années, il n’y avait pas d’espace dans
I’enseignement scolaire spécifiquement dédié a I’analyse critique des messages
communicatifs, contrairement & I’Angleterre, aux Etats-Unis ou au Canada,
par exemple, ot la « pensée critique » est depuis longtemps le pain quotidien
des éléves du secondaire. C’est peut-étre la raison pour laquelle le téléspecta-
teur/auditeur/lecteur italien dans sa vie publique n’a pas toujours « l'instinct »
de poser des questions ou de demander des preuves supplémentaires.

L’objectif du volume Qui casca l’asino. Gli errori di ragionamento nel di-
battito pubblico est d’entreprendre une analyse critique d’une sélection de dis-
cours de journalistes, de politiciens, de philosophes, de scientifiques, de juges,
de comédiens, de faiseurs d’opinion, et en particulier des raisonnements per-
suasifs qui invitent I’auditoire & choisir entre deux alternatives, & prendre une
décision dans une situation problématique, & émettre un jugement de valeur :
des raisonnements auxquels nous sommes confrontés tous les jours. Une ana-
lyse attentive de ces textes montre que certains d’entre eux contiennent des
sophismes évidents, c’est-a-dire des raisonnements qui ne fonctionnent pas d’un
point de vue logico-argumentatif, parce qu’ils enfreignent les régles de la lo-
gique ou les régles d’un échange dialogique correct entre les parties. L’étude et
la reconnaissance des sophismes sont présentées comme un exercice de critique,
essentiel non seulement pour le philosophe qui se consacre socratiquement a
I’art de demander des raisons, mais pour tout citoyen qui souhaite participer
activement au débat public, en entrant dans le dialogue et la discussion avec les
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autres. La sanction des raisonnements incorrects est utile pour garantir le res-
pect des régles qui permettent d’atteindre un accord dialectique rationnel entre
les interlocuteurs : reconnaitre les sophismes est le premier pas pour favoriser
la falsification d’une thése et donc la croissance de la connaissance. En outre,
I'identification des erreurs dans les discours des autres sert & éliminer les am-
biguités, a lancer une discussion sur des contenus partagés et & apprendre 'art
le plus difficile : reconnaitre les erreurs dans ses propres discours et admettre
sa propre faillibilité.

Les auteurs évoqués ne sont pas stigmatisés comme des exemples de mau-
vaise argumentation, mais ont été choisis parce qu’ils sont emblématiques d’un
certain style ou contexte de raisonnement. A travers un commentaire opportun
de quelques textes significatifs du paysage politique et culturel des premiéres
années du XXI¢ siecle (Fallaci, Crozza, Pera, Grillo, Habermas, Sokal entre
autres), le livre invite a une analyse critique du discours public et offre en
méme temps une introduction informelle & la théorie de 'argumentation. En
tant qu’exercice de logique appliquée, le livre définit et discute de nombreux
types de raisonnement, développant une analyse logico-pragmatique des so-
phismes que nous lisons, entendons et produisons quotidiennement.

Cantu et al. 2017b. Au CRO, I'Institut National Italien pour le Cancer
du Sein, la bibliothéque scientifique et le bureau clinique de la pharmacie sont
impliqués dans les services d’information sur le cancer et la médecine. L’un
des sujets émergents demandés par les patients et les proches a ces services est
la curcumine. Ce composé phénolique extrait du curcuma est de plus en plus
utilisé par les patients atteints de cancer pour soulager les effets secondaires
des traitements ou combattre le cancer. Mais il n’existe aucune preuve de son
efficacité & ces fins. J’ai été contactée pour collaborer avec une équipe de bi-
bliothécaires et de pharmaciens pour analyser des arguments sur 'efficacité de
la curcumine. Nous avons présenté les résultats préliminaires de la recherche
dans le poster « The librarian as an antidote : recognizing the misinformation
online to improve the educational reference for patients » au Congres inter-
national de bibliothéconomie médicale (ICML) et a I’Association européenne
pour U'information et les bibliothéques de santé (EAHIL). L’objectif principal
de la recherche était de développer des stratégies pour reconnaitre les informa-
tions trompeuses en ligne adressées aux patients sur la médecine complémen-
taire et alternative (CAM) en analysant I’étude de cas de la curcumine dans
le cancer du pancréas. Des techniques d’Open Source Intelligence (OSINT) et
des outils gratuits en ligne ont été exploités pour analyser les documents web
collectés dans I’échantillon. La validité des déclarations scientifiques sur les
propriétés et l'efficacité de la curcumine dans le traitement du cancer du pan-
créas ont été évaluées par une équipe de pharmaciens, tandis que j’ai analysé
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les arguments utilisés dans les documents Web recueillis. L’argument d’auto-
rité s’est avéré étre le schéma le plus fréquent dans notre échantillon, mais
n’a été suffisamment soutenu par des preuves que dans 1 des 93 arguments
analysés. Cela signifie qu’aucune connaissance médicale n’est nécessaire pour
identifier une grande majorité de cas ou les informations sur la santé ne sont
pas étayées par des preuves suffisantes et devraient donc étre considérés non
fiables. L’utilisation de techniques et d’outils OSINT ainsi que la connaissance
de la théorie de I'argumentation peuvent aider les professionnels de l’infor-
mation sur la santé (bibliothécaires, pharmaciens, etc.) & mieux comprendre
et évaluer la désinformation en ligne sur des sujets controversés tels que les
médecines complémentaires et alternatives (CAM).

Canttd et Testa 2006. Que signifie « argumenter » 7 Pourquoi certaines
raisons sont-elles meilleures que d’autres pour défendre ou réfuter une thése ?
Quelles régles peut-on suivre pour éviter les erreurs ou pour construire une
bonne argumentation ? Suivre les régles est-il un comportement rationnel 7 La
théorie de 'argumentation cherche une réponse a ces questions, en cherchant un
équilibre entre différents besoins : un intérét descriptif visant & comprendre la
structure et le fonctionnement des arguments qui sont effectivement acceptés,
un besoin normatif visant & identifier un ensemble de régles pour reconstruire,
évaluer et produire de bons arguments, un besoin fondationnel qui identifie
une rationalité de la pratique argumentative ou cherche une justification du
systéme de régles normatives.

Le livre Teorie dell’argomentazione. Un’introduzione storico-filosofica alle
logiche del dialogo, écrit avec Italo Testa, étudie la relation entre la logique
et la théorie de I'argumentation, en particulier dans une phase ou le tour-
nant pragmatique semble éloigner ’attention de la forme déductive-formelle
en faveur de formes pragmatiques et linguistico-communicatives d’analyse des
arguments. Le fil rouge qui guide le choix des auteurs traités et la prééminence
accordée a certains d’entre eux est la notion de dialogue, qui est proposée a la
fois comme fondement dialectique et intersubjectif, comme contexte normatif
du raisonnement et comme outil descriptif de ’argumentation.

Reconstruisant le lien entre les approches descriptives et normatives, entre
la logique formelle et informelle, entre la rationalité et 'intersubjectivité dia-
logique et dialectique, le texte vise a la fois & fournir un apercu des traditions
théoriques des quarante derniéres années et a mettre les théories en dialogue
afin d’énucléer certains problémes communs et de montrer des réponses diffé-
rentes. L’attention est portée, entre autres, sur les origines du débat (Perelman
et Toulmin), la logique informelle, la dialectique dialogique de Lorenzen (Ham-
blin, Barth, Hintikka), la pragma-dialectique de van Eemeren, la nouvelle dia-
lectique de Walton, les théories fondatrices de la pragmatique communicative
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et d’une forme de rationalité argumentative (Habermas, Apel, Brandom).

Canta et Testa 2009. 1’article « Consenso e dissenso », écrit avec Italo
Testa, examine la relation entre ’argumentation et la rationalité, en étudiant
les problémes et les limites d’une notion statique, universaliste et intellectua-
liste de la rationalité. Quelles sont les conditions nécessaires au démarrage
d’une pratique argumentative? Schopenhauer et Perelman ont fait valoir la
nécessité d’'un accord préalable de base, d'une « communauté spirituelle »
entre les locuteurs, mais cela semble empécher la possibilité d’une résolution
argumentative du conflit en cas de désaccord profond. De plus, insister sur la
nécessité d’un terrain d’entente préalable, fondé sur des valeurs, des normes,
des croyances partagées ou sur une certaine notion de rationalité basée sur le
contenu, finit par transformer le désaccord en une violation des régles qui inter-
rompt et empéche la pratique argumentative elle-méme. Afin d’expliquer pour-
quoi certaines formes de désaccord profond qui impliquent des violations des
régles procédurales ne bloquent pas le processus argumentatif, mais peuvent
en induire une transformation, nous avons introduit une notion de consensus
dynamique de second ordre, définie comme une disposition commune & coopé-
rer en vue d’atteindre un objectif général qui dépend du contexte et ne peut
étre déterminé indépendamment de la pratique argumentative elle-méme. Le
consensus de second ordre est considéré comme une forme d’intentionnalité
collective qui implique un certain degré d’acceptation d’un objectif partagé,
mais cette acceptation peut étre rétractée, & condition qu’une certaine forme
de reconnaissance mutuelle soit maintenue entre les participants. Affirmer que
sans dialogue constructif il n’est pas possible d’argumenter est donc fallacieux :
I’erreur consiste & croire que la condition préalable au processus argumentatif
est un consensus de contenu de premier ordre, alors qu'un consensus dyna-
mique de second ordre suffirait.

Canti et Testa 2012 Dans larticle « Algoritmi e argomenti » que j’ai
écrit en collaboration avec Italo Testa nous avons analysé le rapport entre
preuves, arguments et algorithmes. La théorie de I’argumentation a connu un
développement énorme dans les années cinquante et soixante du XX€¢ siécle :
la renaissance de ce domaine de recherche a été souvent expliquée comme
une conséquence de la critique de Perelman de la logique formelle et comme
un résultat du développement de la logique informelle. On doit néanmoins
remarquer qu’il y a eu, a la méme époque, le développement de 'intelligence
artificielle et la diffusion de la thése selon laquelle le raisonnement humain peut
étre émulé par des machines. L’article met en question la relation entre ces deux
courants théoriques : on interpréte 'opposition entre logique formelle et logique
informelle comme une réaction a la thése selon laquelle le raisonnement humain
peut étre émulé par des machines, ou plus précisément comme une attaque a
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la prémisse d’'un argument qui vise & soutenir cette thése.

J’ai ultérieurement développée cette question dans une intervention te-
nue au Séminaire « Réflexions sur le processus de calcul, d’information et de
programmation » organisé a I’'SND a Paris en 2016, ou j’ai souligné d’autres
éléments qui ont rapproché les deux perspectives. Premiérement il y a eu des
modifications importantes dans I’approche cognitive & 'intelligence artificielle,
qui s’occupe non plus seulement de high-level tasks (perception, motor tasks)
mais aussi de low-level tasks (intelligence située). Deuxiémement, j’ai souligné
des similarités entre des développements plus récents de I'intelligence artificielle
et la théorie de argumentation : par exemple, 1) entre la logique informelle et
les critiques des limites de la logique formelle proposé par Minsky, 2) entre les
objections au formalisme symbolique de Winograd et la perspective de Per-
elman, 3) entre attention pour le probléme de la relevance dans 'ccuvre de
Dreyfus et Searle et les conceptions de Johnson, Blair, Hamblin et Grice, ou
encore 4) entre la critique du mentalisme avancée par Dreyfus et Searle et la
régle d’externalisation développée par van Eeemeren et les représentants de
I’approche pragma-dialectique.



Chapitre 4

Projets futurs

Comme mentionné dans 'introduction, ’objectif de mes recherches est de
développer plusieurs analyses historiquement détaillées d’auteurs clés dans le
développement de la logique et des mathématiques du début du XIX€ siécle
au milieu du XX€ siécle, afin de pouvoir ensuite compiler tous les éléments
collectés dans un traité systématique sur la philosophie de I'axiomatique. Il
s’agit d’un projet assez ambitieux, mais il se compose de plusieurs étapes que
je voudrais franchir au cours des prochaines années. Je vais donc analyser les
projets que j'aimerais développer a 4, 8 et 12 ans.

Je voudrais consacrer les quatre prochaines années a ’achévement des re-
cherches en cours et & une analyse des définitions axiomatiques, un sujet qui
s’est avéré trés important dans ’analyse des écrits de Peano et que je voudrais
étendre & d’autres auteurs (§4.1).

Au cours des quatre années suivantes, j’aimerais développer une approche
non fondationnaliste de ’axiomatique, en cherchant & savoir si et comment
elle peut étre considérée comme une institution sociale ou comme un style
mathématique (§4.2).

Dans les années ultérieures, j’aimerais approfondir ’analyse de ’axioma-
tique chez plusieurs autres auteurs clés du début du XIX® siécle au milieu du
XX siecle et préparer un ouvrage de synthése sur la philosophie et I'histoire
de Paxiomatique (§4.3).

4.1 Projet a 4 ans. Les définitions axiomatiques

4.1.1 La poursuite des travaux en cours

Dans les quatre prochaines années je voudrais avant tout poursuivre les
recherches en cours. Premiérement je voudrais publier des articles sur Peano et
son école qui n’ont pas pu trouver de place dans le livre sur Peano : notamment
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un article sur la théorie des grandeurs de Bettazzi, qui présente le contenu de
son texte Teoria delle grandezze,' un article sur le pragmatisme de Vailati, un
article sur le calcul géométrique et un article sur les inférences logiques utilisés
dans le Formulaire.

Deuxiémement, je voudrais poursuivre la recherche sur Goédel, en conti-
nuant la collaboration & 1’édition du Max Phil qui prévoit la transcription
des Cahiers XIV et XV et complétant la rédaction d'un article en collabo-
ration avec Gabriella Crocco sur I'applicabilité des mathématiques, auquel je
contribuerai un argument pour défendre la thése selon laquelle I'intuition ma-
thématique est justifiée chez Godel par un argument d’indispensabilité. 2

Troisiémement, je voudrais terminer un article en cours de rédaction sur
le rapport entre philosophie des mathématiques et ontologie sociale, ot je pré-
senterai un apercu général d’un croisement disciplinaire entre pratique mathé-
matique et constructions sociales.

Par ailleurs, je terminerai deux articles en collaboration avec Fréderic Pa-
tras sur Bourbaki, dédiés respectivement & I'analyse de la notion de structure
et & Bourbaki comme groupe institutionnel, et je travaillerai a un livre en
collaboration avec Sebastien Maronne et Frédéric Patras.

4.1.2 Les définitions axiomatiques

La relation entre axiomes et définitions a été un élément clé dans la trans-
formation de la logique, des mathématiques et des sciences, suite a la naissance
de I'axiomatique moderne et & des changements radicaux dans les définitions
des notions fondamentales des mathématiques : nombre, grandeur, ensemble.
On dit souvent que les définitions ne jouent aucun réle dans les systémes axio-
matiques, sauf en tant qu’abréviations. Les axiomes sont souvent considérés
comme des définitions implicites ou des caractérisations des termes primitifs
qui apparaissent dans les axiomes. L’objectif du projet est de procéder a une
étude historique et théorique qui détaillera et remettra en question cette pers-
pective standard, en développant une analyse de la forme logique, des critéres
d’adéquation et des fonctions épistémiques des définitions, ainsi que leur ana-
lyse sémantique. L’enquéte historique est basée sur I’hypothése qu'un large
éventail de facteurs a contribué & la transformation de ’axiomatique en une
étude des systémes hypothético-déductifs. Le changement a été graduel et ne
peut étre compris par une simple enquéte sur les écrits de la fin du XIX€ siécle
et du début du XX°€ siécle. L’enquéte théorique est basée sur I’hypothése qu’une

1. BETTAZZI 1890.
2. GODEL 1953/9, p. 348-9.
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compréhension plus rigoureuse des définitions axiomatiques contribuerait for-
tement & une meilleure compréhension de plusieurs débats contemporains en
philosophie de la logique, des mathématiques et en philosophie des sciences :
les débats fondateurs sur le logicisme et le structuralisme, la distinction entre
la prouvabilité formelle et informelle, 'analyse des termes théoriques.

La méthode de définition axiomatique ou implicite joue un role fondamen-
tal dans les mathématiques modernes, en particulier dans les contributions a
I'axiomatique formelle de Hilbert et d’autres. Il est intéressant de noter que
la notion est également d’une importance centrale dans les débats contempo-
rains en philosophie de la logique, en mathématiques et en philosophie des
sciences, par exemple dans les travaux sur les termes théoriques, 3 dans le néo-
logicisme, ou dans le structuralisme mathématique.* Compte tenu de cela, il
est surprenant que la notion soit généralement utilisée de maniére informelle
dans ces débats. ® Une clarification de la notion nécessite une analyse historique
et théorique. Des études ont été menées sur la premiére apparition des critéres
d’adéquation, ot on demande par exemple que les définitions soient éliminables
et non-créatives, deux conditions qui sont souvent désignées comme la théorie
standard des définitions, ¢ et contestées par des auteurs qui incluent des condi-
tions plus faibles et les utilisent comme critéres d’adéquation des définitions),
incluant ainsi les définitions circulaires comme légitimes. ” Plusieurs enquétes
historiques montrent que les critéres sus-mentionnés ne sont pas apparus pour
la premiére fois dans ’école polonaise, comme on le dit souvent, mais qu’il faut
les faire remonter & Frege, Pascal ou méme Porphyre.® L’originalité du projet
est de transmettre une histoire détaillée de leur développement dans le temps
qui ne se limite pas a la mention d’un ou deux célébres précurseurs de l'idée,
mais étudie en profondeur toutes les conditions proposées pour une théorie des
définitions depuis la logique de Port Royal jusqu’a aujourd’hui.

En ce qui concerne ’analyse théorique de la logique des définitions, ’ori-
ginalité du projet est de réunir des recherches individuelles qui sont souvent
développées comme des sous-produits de recherches qui ont des objectifs prin-
cipaux différents, tels que les mathématiques inverses, la théorie de la preuve,
la théorie des types, la sémantique, le contenu empirique vs théorique des
axiomes d’une théorie scientifique. La nouveauté du projet réside également
dans l'accent mis sur des exemples mathématiques spécifiques, qui permet-

ANDREAS 2010.

EBERT 2016 ; SHAPIRO 1997.
(GIOVANNINI et SCHIEMER 2019.
SUPPES 1957; BELNAP 1998.
CHaPUIs et GUPTA 2000.
DubpmMmAN 1973 ; HODGES 1993.
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tront de clarifier a la fois 'origine, les applications et la fonction épistémique
des définitions axiomatiques. Une difficulté dans les recherches sur le théme
des définitions est & la fois leur omniprésence et leur manque de traitement
systématique. La collaboration d’un groupe élargi de chercheurs permettra de
surmonter cet obstacle. A cette fin, un tel groupe a été rassemblé dans un
projet de recherche que j’ai soumis avec Georg Schiemer et Andy Arana en ré-
ponse a '« Appel a projet générique » (APPG 2021) dans la section « Projets
de Recherche collaborative — internationale » (PRCI 2021) avec I’Autriche. Le
projet prévoit la participation de plusieurs centres de recherches francgais et
autrichiens : & co6té du Département de Philosophie de Vienne, il y aura le
CGGG a Aix-Marseille, les Archives Poincaré & Nancy, le CAPHI & Nantes,
I'THPST & Paris et le IrPhil & Lyon; d’autres chercheurs italiens et francais
seront aussi impliqués sur une base individuelle. Dans ce qui suit, je détaillerai
la partie historique du projet, dont je suis la créatrice et la responsable.
[’axiomatique moderne s’est construite sur une séparation radicale entre
définitions, axiomes et théorémes, et sur 'opposition entre définitions réelles et
nominales. Pascal et Mill sont deux clés de voiite reconnues de cette tradition,
mais ’histoire de cette opposition et des conséquences qu’elle a eues sur le role
déductif des définitions est beaucoup plus complexe et doit étre évaluée sur la
base d’une analyse plus fine d’autres figures philosophiques. Il se pourrait que
I'influence de la tradition aristotélicienne et de la scolastique soit plus forte
que prévu. La critique de I'idée que les théorémes peuvent étre dérivés des dé-
finitions a été avancée par plusieurs auteurs et s’est accompagnée de nouvelles
propositions visant a distinguer les définitions, les axiomes et les postulats.
Pourtant, un changement radical s’est produit a la fin du 19e siécle, lorsque
les axiomes ont été considérés comme définissant implicitement la signification
d’un terme ou d’un groupe de termes. L’histoire exacte de ’émergence et du
développement des définitions implicites reste a écrire et permettra d’élucider
non seulement le débat bien connu entre Frege et Hilbert, mais aussi les liens
complexes entre la tradition allemande, francaise, italienne et anglaise.
L’effort visant & établir des systémes axiomatiques rigoureux pour les théo-
ries mathématiques s’est accompagné d’une analyse détaillée du contenu in-
tuitif des définitions, afin de garantir qu’aucun élément parasite n’entre dans
la déduction des théorémes & partir des axiomes. Ce processus a abouti & une
révision de la théorie normative des définitions, analysant les critéres qu’une
définition adéquate devrait satisfaire. Outre le refus des définitions réelles,
différents critéres ont été discutés, dont par exemple ’homogénéité, 1’élimina-
bilité et la non-créativité. La question de savoir ol ces critéres sont apparus
pour la premiére fois et comment leur émergence a été liée aux changements
mentionnés précédemment dans I’axiomatique reste un sujet de débat. Les ré-
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sultats attendus de cette enquéte historique sur le réle des définitions dans
les systémes axiomatiques depuis la logique de Port Royal jusqu’au milieu du
XX¢€ siécle comprennent une compréhension différente du roéle de la déduction
dans la naissance de la science moderne, une clarification de la distinction
entre définitions implicites et conventionnelles, une étude des contributions
des définitions & plusieurs projets philosophiques fondamentaux, tels que le
logicisme, ? le structuralisme, '© le formalisme et I'intuitionnisme, mais surtout
une nouvelle perspective sur I'histoire de ’axiomatique, qui n’est pas le résultat
d’un changement abrupt de paradigme, mais plutot I'effet d’une multiplicité
de facteurs.

Le projet de recherche comprendra trois volets principaux : I’étude de I'op-
position entre définitions réelles et nominales, I'histoire des définitions impli-
cites et I'histoire d’une théorie logique des définitions.

L’étude de 'opposition entre définitions réelles et nominales

Aristote (mais surtout les scolastiques ultérieurs) distinguait entre les dé-
finitions des choses (definitio quid rei) et les définitions des termes (definitio
quid nominis), la premiére étant la recherche de l'essence substantielle, ! et
la seconde l'investigation du sens d’un nom ou d’une expression nominale. 2
A partir de la logique de Port Royal et de Pascal jusqu’a l'empirisme bri-
tannique (voir par exemple Hobbes, Locke et J.S. Mill), 'attention logique et
philosophique s’est déplacée vers les définitions des mots et vers ’analyse d’un
concept complexe en ses composantes, conformément a 1'idée que la science
moderne ne devait pas étudier les essences des choses mais seulement leurs
relations réciproques. Cette étape, ainsi que la naissance de 'axiomatique mo-
derne, obligent & repenser la relation entre axiomes, définitions et preuves. Si
les définitions réelles sont omniprésentes en philosophie et en mathématiques
prémodernes, elles semblent avoir été entiérement remplacées par des défini-
tions nominales ou par des définitions implicites de concepts de second ordre
dans 'axiomatique contemporaine. L’objectif de ce volet est d’enquéter et de
remettre en question cette vision standard, en déterminant si les définitions ont
été reléguées au role subsidiaire d’abréviations nominales ou transformées en
explications. Ma recherche portera sur ’héritage de la tradition leibnizienne,
qui sera approfondi par une étude de plusieurs remarques méthodologiques et

9. CANTU 2021.

10. E. H. RECK et SCHIEMER 2020; SCHIEMER el KORBMACHER 2018; SCHIEMER et
WIGGLESWORTH 2019.

11. Post. An. 90b, ARISTOTLE : 1993, p. 49.

12. Post. An. 93b29-30, ARISTOTLE : 1993, p. 58.
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épistémologiques faites par Wolff sur la distinction entre axiomes et défini-
tions et par Bolzano sur 'ordre des définitions dans un traité scientifique, et
notamment en géométrie. Un autre objectif de cette partie du projet est de dé-
terminer le role exact joué par d’autres auteurs de la tradition germanophone
tels que Fries, Herbart, Lotze et Drobisch, qui seront analysés non seulement
comme chaines de transmission de la tradition antérieure aux auteurs posté-
rieurs, mais aussi pour leurs contributions spécifiques.

L’histoire des définitions implicites

Les Grundlagen de Hilbert sont généralement cités comme un exemple de
I'utilisation des définitions implicites, mais ’expression « définition implicite
» n’a jamais été utilisée pour caractériser les axiomes ni par Hilbert ni par
Frege. 13 L’utilisation du terme est documentée dans Gergonne, Pasch, Poin-
caré, les membres de I’école de Peano, Enriques, Schlick et Carnap, en des sens
trés différents. L’'un des principaux objectifs du projet est de reconstruire les
différents sens attribués au terme « implicite » et de montrer la Wirkungsges-
chichte complexe de ce terme. Ma recherche se concentrera sur 1'utilisation du
terme dans les écrits de Pasch, dans 1’école de Peano et dans les travaux de
Weyl. Chez Pasch, 'expression « définition implicite » correspond a un acte
créatif déterminant le sens des phrases contenant un substantif non référentiel
qui est traité comme s’il s’agissait du nom propre d’une chose : un exemple
typique est l'extension du concept de nombre.® Dans Peano, qui n’utilise
pas le terme « implicite » mais I'expression « définition par postulats », ainsi
que dans Schlick et Carnap, le définitions implicites introduisent un concept
d’ordre supérieur, tandis que dans Vailati et Burali-Forti elles définissent des
termes primitifs. Elles différent a la fois de I'idée de Gentzen de définir im-
plicitement la signification des constantes logiques, '® et de 'utilisation par
Boghossian de définitions implicites pour expliquer le concept d’analyticité. 16
Les définitions par abstraction sont un exemple typique de définition implicite
dans les écrits de ’école de Peano et de Russell, qui ont examiné les moyens
possibles de transformer, par exemple, la définition de Frege du nombre naturel
en une définition nominale (explicite). L’analyse de Hermann Weyl des défini-
tions créatives, et des définitions par abstraction en tant que cas particulier de
celles-ci, peut étre comparée de maniére fructueuse aux approches mentionnées
précédemment. En philosophie des mathématiques et des sciences naturelles,

13. GABRIEL 1978.

14. PascH 1921.

15. GENTZEN 1935.

16. GIOVANNINI et SCHIEMER 2019.
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les éléments idéaux sont introduits au moyen de définitions créatives, c’est-a-
dire des définitions basées sur I'introduction d’un opérateur et d’une relation,
qui est souvent prise comme une relation d’équivalence. Des exemples d’entités
mathématiques introduites de cette maniére sont les cercles, les fonctions, les
points & l'infini, la forme. La procédure des définitions créatives revient a une
méthode de formation d’ensembles, ou les ensembles ne sont pas pris comme
des collections d’individus, mais comme des extensions de propriétés que les
mathématiciens veulent généraliser, par exemple quand ils introduisent des
points & l'infini pour généraliser les propriétés d’incidence des lignes. Grace
a une collaboration avec Frédéric Patras et Sébastien Maronne, j’aborderai
aussi ’analyse du projet bourbakiste, qui se base sur une évolution des tra-
ditions précédentes et dont le point de vue central est la notion de structure.
Il sera analysé en considérant des exemples spécifiques pour comprendre son
role mathématique et épistémologique avec les définitions de structure et de
morphismes.

L’histoire d’une théorie logique des définitions : classification et
critéres d’adéquation

En axiomatique moderne, les définitions explicites sont généralement consi-
dérées comme des phrases n’appartenant pas aux systémes. Enoncées dans le
métalangage, elles permettent simplement des abréviations et doivent toujours
rester éliminables. Considérant que cela ne correspond pas au vrai role des dé-
finitions en mathématiques, les logiciens de 1’école de Varsovie ont développé
des méthodes de formalisation qui incluent pleinement les définitions dans les
systémes axiomatiques. Comme les théorémes et les preuves, les définitions
devaient alors étre soumises & une régulation logique explicite. L’enquéte sur
les origines d’une théorie normative logique des définitions, déterminant les
types, les roles et les critéres d’adéquation des définitions axiomatiques, sera
accomplie grice aux matériaux historiques recueillis dans les deux premiers
volets. Ma contribution portera essentiellement sur les contraintes imposées
dans 1’école de Peano qui seront comparées avec les contraintes développées
par Frege et Russell. Une classification de tous les types de définitions appa-
raissant en logique et en mathématiques sera également esquissée. Une mul-
tiplicité d’objectifs (stipulatif, descriptif, explicatif, ostensif, lexicographique),
et différentes formes (nominale, conditionnelle, par abstraction, implicite) de
définitions seront considérées.

Les résultats attendus comprennent la direction d’'un ouvrage sur ['his-
toire des définitions axiomatiques qui offrira une premiére vue d’ensemble sur
les définitions, ainsi que de nouvelles perspectives sur les roles et les pers-
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pectives de I'axiomatique, et des articles scientifiques publiés dans des revues
internationales a comité de lecture qui clarifieront la logique des définitions
axiomatiques dans 1’école de Peano et comment les axiomes pourraient avoir
d’autres fonctions épistémiques a coté de leur role inférentiel.

4.2 Projet & 8 ans. Une approche non
fondationnaliste de ’axiomatique

Au cours des quatre années suivantes, j’aimerais développer une approche
non fondationnaliste de 'axiomatique. La recherche portera sur deux volets.

Le premier analysera si I’axiomatique peut étre considérée comme une ins-
titution sociale. D’une part, je développerai I’étude de la pratique scientifique
en tant qu’activité sociale et j'appliquerai ces résultats a 'analyse de travaux
de I’école de Peano, du cercle de Vienne et du comité éditorial de la Revue de
métaphysique et de morale, reprenant certains résultats obtenus avec le projet
de collaboration international « Interepisteme ». D’autre part, je poursuivrai
I’étude de la relation entre I'ontologie sociale et les mathématiques, pour ana-
lyser les composantes de ’axiomatique en tant qu’institution sociale.

Le deuxiéme volet analysera l’axiomatique en tant que style mathéma-
tique, en s’appuyant sur les aspects linguistiques et rhétoriques de la pratique
mathématique et sur I'analyse de I'axiomatique menée a travers le filtre de
I’épistémologie historique. Le cas d’étude principal sera l'activité du groupe
Bourbaki.

4.3 Projet a 12 ans. Philosophie de 'axiomatique

Outre développer certaines problématiques déja appréhendées chez Bol-
zano, Grassmann, Cantor, Holder, Husserl, Godel, j’aimerais approfondir Dro-
bisch et Lotze, Frege, Hilbert, Bernays, Zermelo, Couturat et Bourbaki afin
d’avoir une vision plus large des différentes fonctions fondatrices possibles de
I’axiomatique dans sa période de transformation de ’axiomatique classique en
axiomatique hypothético-déductive. En développant et en intégrant les idées
suggérées dans le chapitre d’introduction, je voudrais montrer les similitudes
et les différences entre une variété d’axiomatiques, comprises non pas comme
des théories individuelles, mais comme des institutions, des styles et des ap-
proches fondamentales des mathématiques et de la logique. L’aboutissement
de ce projet a long terme consistera en la rédaction d’un ouvrage théorique qui
s’appuiera sur ’analyse d’un cas mathématique concret : les descriptions axio-
matiques du continu et de 'infini. A cette fin, je développerai, d’'une part, une
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analyse comparative de différentes formulations axiomatiques anciennes et ré-
centes du continuum et, d’autre part, une analyse argumentative des raisonne-
ments utilisés par les mathématiciens pour défendre ou critiquer les différentes
formulations et représentations de 'infini.
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Aux fins de I’évaluation de la qualification pour la direction de recherches,
j’ai choisi de présenter cing travaux individuels dans lesquels I’étendue de ma
contribution est claire, mais j’aurais pu en inclure d’autres collectifs auxquelles
j'ai consacré beaucoup de temps et de travail et qui ont joué un role central
dans mon développement scientifique. Je me référe en particulier au travail
d’édition des transcriptions des manuscrits philosophiques inédits de Godel.
J’ai inclus quatre publications déja parues, mais aussi le manuscrit inédit sur
I’école de Peano (voir annexe C3), que je considére extrémement représentatif
de la phase actuelle de mes recherches.

Les publications sélectionnées sont représentatives de différents moments
de mon cheminement intellectuel le plus récent et de plusieurs thémes clés
de mon parcours de recherche (Grassmann, les éléments idéaux, I’applicabilité
des mathématiques, la philosophie de I'axiomatique et 1’école de Peano). Le
seul auteur qui manque est Bolzano, auquel j’ai consacré un mémoire, une
partie de la thése et trois articles, et sur lequel je suis en train d’écrire un
article tiré d’'une communication présentée au Congress of Logic, Methodology
and Philosophy of Science and Technology (CLPMST) de Prague en 2019. La
théorie de I'argumentation aussi est sous-représentée, mais j’en parle dans le
texte sur 'analyse des éléments idéaux en mathématiques. Comme on peut le
voir dans la section Projets futurs (§4), ce théme acquerra plus d’importance
dans le projet d’une philosophie de ’axiomatique, dans lequel je prendrai sys-
tématiquement en compte les arguments produits par les mathématiciens et
analyserai les pratiques argumentatives en tant qu’éléments clés de I'axioma-
tique comme style et comme institution sociale.

Les publications témoignent également de la variété des langues utilisées
dans la rédaction des textes scientifiques. Si 'italien a été la langue dans la-
quelle j’ai commencé & rédiger mes articles scientifiques, I’anglais est devenu la
principale langue d’écriture aprés mon doctorat. Cependant, j’ai fait plusieurs
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présentations et publié des articles en allemand et en frangais. Récemment,
pour des raisons administratives, des responsabilités scientifiques, mais aussi
griace & de nombreuses collaborations avec des collégues francais, j'utilise de
plus en plus le frangais. Si le passage d’une langue & l'autre demande sou-
vent plus d’efforts et de temps lors de la rédaction d’un texte scientifique, la
transformation linguistique s’accompagne toujours d’une analyse conceptuelle
plus approfondie, capable de mettre en évidence des questions théoriques jus-
qu’alors sous-estimées qui, loin de se réduire a de simples nuances linguistiques,
révélent des composantes stylistiques et argumentatives essentielles au discours
scientifique.

Comme le rappelait Imre Toth lors d’une présentation sur les géométries
non-euclidiennes & laquelle j’ai eu le plaisir d’assister griace & une bourse de
I'Institut philosophique de Naples en 1999, et comme 'atteste tout le projet
Péanien d’une langue universelle sans inflexions, ce qui compte d’un point
de vue scientifique n’est pas la forme ou le style littéraire mais la richesse
du lexique. Néanmoins, 'expérience de la traduction de poémes, les dialogues
avec Patrick Suppes, qui voulait implémenter une option stylistique dans les
logiciels de traduction automatique, ou I’analyse de Vailati sur les métaphores
en science me font douter que la forme ou le style soit entiérement séparable
de la communication du contenu lexical, méme dans le domaine scientifique. 11
s’agit peut-étre d’une question d’impureté de la langue, similaire a 'impureté
de la logique que je mentionne dans CANTU 2020b.

5.1 Les arguments sur les éléments idéaux en
mathématiques

P. CANTU 2013a. « An Argumentative Approach to Ideal Elements in
Mathematics », in A. ABERDEIN et 1. J. DOVE (dir.), The Argument of
Mathematics. Dordrecht /Heidelberg /New York/London : Springer. « Logic,
Epistemology & the Unity of Science » Series. 2013, pp. 79-99. https://doi.
org/10.1007/978-94-007-6534-4__6.

L’article propose une classification des différentes maniéres de considérer
la question des éléments idéaux en mathématiques et aborde la question sous
un angle nouveau, basé sur I’analyse des arguments produits par les mathéma-
ticiens. Parmi les avantages de cette perspective figure la possibilité d’étudier
I’épistémologie implicite des pratiques mathématiques. L’article montre que
Gauss, Dedekind et Hilbert ont tous utilisé le raisonnement qui, dans la théo-
rie de 'argumentation, est identifié comme schéma pragmatique fondé sur des
valeurs : « Tout mathématicien qui agit comme un agent rationnel, ayant pour
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objectif d’éliminer les exceptions des théories mathématiques et partageant cer-
taines valeurs telles que la généralité et la simplicité et une certaine méthode
d’introduction des éléments idéaux qui permettent d’atteindre cet objectif, est
pratiquement engagé & introduire des éléments idéaux ». L’article montre en-
suite comment d’autres arguments de Hilbert, Dedekind, Cantor et Veronese
peuvent étre identifiés comme des méta-arguments de réduction pragmatique-
inductive, hiérarchique et de direction respectivement.

Dans l'introduction, I'article considére plusieurs points d’attaque possibles,
en en suggérant une classification. Il est assez courant en mathématiques de
parler d’éléments idéaux, imaginaires ou méme impossibles. On pourrait consi-
dérer ces pratiques linguistiques comme une simple question de mots, en ar-
guant que les nombres complexes ne sont pas moins réels (ou idéaux) que les
nombres réels, et que ces noms ne sont que des facons conventionnelles de dé-
signer des entités mathématiques. On peut aussi considérer ces pratiques d’'un
point de vue historique, et soutenant que l’'idéal, I'imaginaire et 'impossible
ne sont que des noms utilisés pour des entités ou des théories nouvellement
introduites, révélant leur impact révolutionnaire en mathématiques. On peut
aussi prendre la distinction au sérieux et expliquer la partition au moyen d’une
différence d’ordre métaphysique, épistémologique, psychologique, pragmatique
ou génétique.

D’un point de vue métaphysique, on peut distinguer deux types d’existence,
ou deux caractéristiques de 'existence. En introduisant la distinction entre les
choses réelles et les idées en soi, Bernard Bolzano a considéré toutes les enti-
tés mathématiques comme étant en soi, ¢’est-a-dire inexistantes. ! La tradition
analytique frégéenne et platonicienne partageait une conception similaire des
entités arithmétiques. La géométrie, au contraire, a été considérée au XIX®
siécle principalement comme une partie de la physique, suivant une tradition
qui avait commencé avec Friedrich Gauss et qui a été théorisée par Hermann
Grassmann, lorsqu’il a distingué les sciences formelles et réelles.? Giuseppe
Veronese considérait la géométrie comme une science mixte, en partie formelle
et en partie réelle : par exemple, il faisait la distinction entre un segment de
ligne, qui est une représentation de quelque chose de réel, et une ligne droite
infinie, qui n’a pas de contrepartie dans le monde physique.? Dans Formal
and factual science,* Rudolf Carnap réfute l'interprétation ontologique de la
distinction entre idéal et réel, affirmant qu’elle ne légitime pas encore ’opinion
de certains philosophes qui pensent que les objets « réels » des sciences fac-

BoLzANO 1837.
GRASSMANN 18/4.
VERONESE 1891.
CARNAP 1935.
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tuelles doivent étre opposés aux objets « formels », « geistig » ou « idéaux »
des sciences formelles.

D’un point de vue épistémologique, on peut distinguer deux niveaux de
connaissance différents : une certitude plus ou moins grande, une perspicacité
plus ou moins grande, une difficulté plus ou moins grande dans le calcul, une
efficacité plus ou moins grande des preuves. Par exemple, on pourrait distinguer
entre les théories dont on peut prouver la cohérence et les théories dont on ne
le peut pas, ou entre les théories finitaires et infinitaires.

D’un point de vue psychologique, il existe une distinction entre les éléments
qui peuvent étre congus intuitivement, et les éléments qui ne peuvent étre ob-
jets ni d’intuition ni de représentation. Par exemple, plusieurs mathématiciens,
dont Hermann von Helmholtz® et Giuseppe Veronese, ¢ et philosophes, comme
Bertrand Russell, 7 ont cherché un noyau axiomatique commun aux géométries
euclidienne et non-euclidienne qui pourrait exprimer les principales caractéris-
tiques de I'intuition a priori kantienne de I'espace. 8

Enfin, on peut tracer une distinction pragmatique entre deux types d’élé-
ments qui ont des fonctions différentes en mathématiques : par exemple, en
supposant, comme Otto Holder,? que la fonction des nombres réels est la me-
sure, ou, comme Hans Hahn, ' que l'introduction des nombres imaginaires a
la fonction instrumentale de permettre une meilleure compréhension des pro-
priétés des nombres réels.

Les lacunes descriptives de certaines des approches susmentionnées, sur-
tout lorsqu’elles sont prises isolément, m’ont poussé a développer un autre
type d’approche du théme des éléments idéaux. La méthode choisie consiste &
appliquer des outils techniques de la théorie de 'argumentation et de la logique
informelle a ’étude des discours mathématiques sur les éléments idéaux.

A partir de I’analyse de plusieurs passages de mathématiciens tels que Hil-
bert, Gauss, Véronése, Cantor et Dedekind, je maintiens que l'utilisation des
termes « idéal », « imaginaire » et « impossible » se produit soit dans le
contexte d’'un argument pratique visant & justifier un type particulier de mo-
dification d’une théorie dans des circonstances données, soit dans le contexte
d’autres types d’arguments visant & légitimer cet argument pratique. La dis-
tinction réel-idéal est donc considérée a la lumiére d’une pratique argumenta-
tive dialectique concernant la méthodologie mathématique.

HeLMHOLTZ 1968.

VERONESE 1891.

RUSSELL 1897.

ToRRETTI 1978 ; CANTU 2009a.
HOLDER 1901.

HanN 1907.
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L’analyse des méta-arguments est philosophiquement intéressante car elle
révele des différences significatives dans les approches épistémologiques de De-
dekind, Hilbert, Cantor et Veronese a la méthode d’introduction des éléments
idéaux. Dedekind avait tendance & concevoir la généralité comme 1’accom-
plissement d’une théorie qui pourrait inclure la théorie originale comme un
cas particulier, partageant une conception cumulative de la connaissance ma-
thématique et une préférence pour les théories hiérarchiquement ordonnées.
Hilbert visait a justifier les arguments pratiques par un raisonnement mathé-
matique heuristique. Cantor considérait sa généralisation des nombres comme
« la seule naturelle », et donc unique, tandis que Veronese considérait que
différentes généralisations alternatives étaient non seulement possibles mais
également légitimes par rapport aux objectifs.

En outre, 'analyse a montré que la méthode d’introduction des éléments
idéaux peut étre étudiée de maniére intéressante non seulement en ce qui
concerne le statut ontologique des objets mathématiques, mais aussi en ce
qui concerne la valeur normative de certaines stratégies heuristiques. Les ar-
guments discutés dans le § 2 ont été reconstruits comme instances d’un schéma
d’argumentation pratique : si j’ai un objectif soutenu par des valeurs partagées
(par exemple, la nécessité de supprimer les exceptions parce que cela augmente
la généralité et la simplicité de la théorie), alors une action qui permet d’at-
teindre le but (en introduisant des éléments idéaux) est légitime, sauf s'il y a
des conflits avec d’autres objectifs et valeurs partagés. Les arguments discutés
dans le § 3 ont au contraire pour fonction de répondre & certaines objections
critiques aux arguments précédents, et jouent donc le réle de méta-arguments,
c’est-a-dire d’arguments concernant la légitimité d’'un argument. Alors que ’ar-
gument pragmatique a une conclusion normative recommandant I'introduction
d’éléments idéaux pour éliminer certaines exceptions d’une théorie, les méta-
arguments ont pour but d’évaluer la légitimité de cette stratégie heuristique,
et offrent ainsi un apercu intéressant de la conception épistémologique de leurs
partisans.

5.2 L’application des mathématiques et sa valeur
épistémologique

P. CANTU 2018b. « The epistemological question of the applicability of
mathematics », Journal for the History of Analytical Philosophy, Special Issue
« Method, Science, and Mathematics : Neo-Kantianism and Analytic Philoso-
phy » Sous la direction de L. PATTON et S. EDGAR, 6-3 (2018) : 95-114.
https://doi.org/10.15173/jhap.v6i3.3435.
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La question de I'applicabilité des mathématiques est une question épistémo-
logique qui a été explicitement soulevée par Kant, et qui a joué différents roles
dans les travaux des philosophes néo-kantiens, avant de devenir une question
essentielle dans la premiére philosophie analytique. Dans 'article je distingue
trois questions principales qui sont liées & 'application des mathématiques et
je les précise avec une enquéte historique sur les différences entre la position
de Kant, les perspectives néo-kantiennes (Helmholtz et Cassirer en particu-
lier, mais aussi Otto Hoélder), la philosophie de Frege et les vues de plusieurs
mathématiciens de la fin du XIX® siécle (Grassmann, Dedekind, Hankel et
Bettazzi).

A) L’argument de I'indispensabilité est une forme pratique de raisonnement
ayant le schéma suivant : si quelque chose est indispensable & nos théories
scientifiques, nous devons y souscrire. Les mathématiques sont indispensables.
Nous devons y souscrire.

B) Les explications philosophiques de I'application réussie des mathéma-
tiques répondent & la question : Pourquoi les mathématiques sont-elles appli-
quées avec succés a la compréhension du monde physique ?

C) Les discussions fondamentales sur les théories mathématiques axiomati-
sées cherchent & savoir si la formulation des axiomes inclut déja leur application
possible au monde physique.

A. Une fagon courante d’aborder la question de I’applicabilité des mathé-
matiques consiste a produire un argument d’indispensabilité. Un argument
d’indispensabilité est une forme pratique de raisonnement suggérant que nous
devrions accepter ce qui est indispensable pour nos théories scientifiques. Ainsi,
nous pourrions accepter ;

(A1) lexistence d’entités mathématiques abstraites (Quine, Putnam) ;

(A2) une croyance justifiée en l'existence d’entités mathématiques abs-
traites ; 11

(A3) 'utilisation légitime d’éléments abstraits en mathématiques. Cassirer,
par exemple, a affirmé que nous sommes attachés aux éléments idéaux des
mathématiques, méme s’ils ne trouvent aucune application dans une science
empirique, parce que les éléments idéaux sont inséparables de la partie réelle
des mathématiques qui est appliquée avec succés aux théories scientifiques.

B. Une autre fagon d’aborder la question de 'applicabilité est de répondre
a la question : Pourquoi les mathématiques devraient-elles étre applicables avec
succés au monde physique ? 12

De nombreux types d’explications philosophiques ont été proposés :

11. CoLyvaN 2001.
12. STEINER 1995.
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(B1) une explication linguistique basée sur l'idée que I'univers est écrit en
langage mathématique; '

(B2) une explication transcendantale de la nature mathématique du monde,
reposant en définitive sur la constitution du sujet, qui interpréte la réalité au
moyen des formes a priori de I'intuition : I'espace et le temps (Kant), ou au
moyen de processus spécifiques de formation de concepts (Cassirer, Holder) ;

(B3) une explication structurelle : lapplication des mathématiques au
monde est basée sur des similitudes (homomorphismes) entre les structures
mathématiques et les systémes de grandeurs; Bettazzi par exemple a soutenu
que nous n’avons accés aux propriétés physiques qu’a travers une représenta-
tion mathématique de la structure de la réalité physique, qui est décrite de
maniére appropriée par des structures mathématiques si un théoréme de re-
présentation peut étre prouvé (c’est-a-dire, si on peut prouver qu’il existe un
isomorphisme entre les deux structures respectant les propriétés des relations
et des opérations) ;

(B4) une explication empirique : les mathématiques ne peuvent étre appli-
quées avec succes que lorsqu’elles produisent effectivement un systéme axioma-
tique qui peut étre mis en corrélation structurelle avec des modéles conceptuels
de la réalité physique. Helmholtz doutait que 'on puisse accéder aux pro-
priétés physiques uniquement par le biais de représentations mathématiques,
car au moins certaines d’entre elles peuvent étre mesurées indépendamment.
Certaines propriétés physiques ne peuvent étre évaluées que par des repré-
sentations arithmétiques, car les axiomes des nombres naturels « controlent
I’application » dans la mesure ou ils sont nécessaires pour déterminer quelles
magnitudes physiques sont mesurables. Mais il n’en va pas de méme pour la
géométrie, ol au contraire « l'application décide des axiomes », car la formu-
lation axiomatique correcte de ’espace géométrique dépend de l'application
réussie a la physique.

(B5) une explication logiciste : les mathématiques peuvent étre appliquées a
la description du monde, étant donné qu’elles ne contiennent que des concepts
logiques, et que les concepts logiques sont suffisamment généraux pour per-
mettre des applications & tout ce qui existe. Frege défendait ainsi une ap-
proche fondationnelle : I'applicabilité des mathématiques est intrinséque a la
nature logique des concepts mathématiques, qui peuvent étre appliqués a tout
domaine possible d’objets, et doit donc étre incluse dans leur définition.

Dans la derniére section de I’article, la pertinence d’une contrainte d’appli-
cation dans la définition des nombres réels est discuté en relation avec le débat
contemporain sur le néo-logicisme (notamment Hale, Wright et les critiques de

13. GALILEI 1623, p. 171.
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Batitksy), afin de suggérer une comparaison non seulement avec les positions
de Frege, mais aussi avec les idées de plusieurs chercheurs néo-kantiens, no-
tamment Holder, Cassirer et Helmholtz. Le raisonnement de Batitsky partage
plusieurs traits avec 'argumentation de Helmholtz; les remarques de Wright
sur 'acceptabilité de la voie dedekindienne, et sur 'application effective de
certaines parties abstraites des mathématiques, nous rappellent ’approche de
Cassirer. Ces similitudes montrent 1'utilité d’une référence a I’histoire de la phi-
losophie pour 'analyse des débats contemporains en philosophie analytique.

5.3 La philosophie de Grassmann et le
structuralisme contemporain

P. CANTU 2020a. « Grassmann’s concept structuralism », in E. RECK et
G. SCHIEMER (éd.), The Prehistory of Mathematical Structuralism, Oxford
University Press, pp. 21-—58. https://doi.org/10.1093/0s0/978019064122
1.003.0002.

L’article vise une présentation et interprétation de la philosophie des ma-
thématiques de Grassmann. Il y a plusieurs difficultés a surmonter : 1) la
philosophie des mathématiques de Grassmann varie selon les écrits, 2) il est
difficile de distinguer clairement sa conception de celle de son frére Robert, 3)
lorsqu’une distinction peut étre tracée, Robert semble avoir été celui qui s’est
le plus intéressé a la logique et a la philosophie de la logique (voir Peckhaus
(2011) et Grattan-Guinness (2011),* 4) le style philosophique de Grassmann,
typique de la philosophie naturelle du début du XIX€® siécle, n’est pas facile-
ment lisible par les philosophes contemporains, 5) Grassmann a été interprété
de différentes maniéres dés la seconde moitié du XIX€ siecle, et au début du
XXe€ siécle par Hankel, Cassirer et Klein. !> Je maintiens que ces interpréta-
tions ne soulignaient pas suffisamment le role du « particulier » dans les ma-
thématiques de Grassmann (Cassirer), le role de 'intuition et les raisons d’une
présentation quasi-axiomatique de la théorie de I'extension et de l'arithmétique
(Klein), les différences entre la théorie générale des formes et I'arithmétique de
Grassmann (Cassirer), ou les différences entre la théorie générale des formes et
un traitement symbolique des objets mathématiques en tant que signes dont le
référent n’a pas d’importance (Hankel). Pourtant, tous ces aspects sont extré-
mement pertinents pour saisir la compréhension de Grassmann de la formation
des concepts en mathématiques et sa contribution au structuralisme méthodo-
logique et philosophique.

14. Voir PEckHAUs 2010; GRATTAN-GUINNESS 2010.
15. Voir, par exemple, HANKEL 1867; CASSIRER 1910; KLEIN 1875.
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Dans l'article j’analyse la définition que Grassmann donne des mathé-
matiques comme la science du particulier, et étudie sa distinction complexe
entre le formel et le réel, en me référant & certaines interprétations philoso-
phiques 1%, mais en analysant aussi les contributions mathématiques de Grass-
mann qui sont pertinentes pour la transformation structuraliste des mathéma-
tiques, comme l’algébre abstraite, 1'algébre linéaire et la théorie des nombres
(§ 2). Je montre ainsi que les notions de combinaison linéaire, de série et d’ad-
dition sont plus importantes pour Grassmann que les notions de fonction, de
cartographie et d’ordre, ce qui entraine des conséquences intéressantes pour
I’analyse de la contribution possible de Grassmann au structuralisme métho-
dologique et philosophique, qui est 'objectif principal de Particle (§ 4).

Par structuralisme méthodologique, j’entends ’analyse de la méthode ap-
pliquée par les mathématiciens lorsqu’ils travaillent dans le domaine des ma-
thématiques et qui a évolué dans le temps. Reck et Price ont défini le structu-
ralisme méthodologique comme une méthodologie qui « motive, explicitement
ou implicitement, beaucoup de vues structuralistes dans la littérature philo-
sophique ».'7 En suivant une suggestion de Reck et Schiemer, ¥ j’associe le
structuralisme méthodologique & des questions concernant :

1) la critique des mathématiques en tant que science d’un domaine donné
d’objets (par exemple, les quantités) considérés isolément plutdt que dans leurs
relations mutuelles ;

2) le réle de l'intuition et des déductions formelles

3) le role des axiomes, des invariants et des applications, et

4) la relation entre des différentes maniéres d’encadrer les mathématiques
(par exemple, la théorie des ensembles, la théorie des catégories).

Ce structuralisme méthodologique aborde des questions philosophiques
profondes, qui se posent souvent dans la pratique mathématique elle-méme
ou dans 'analyse historique du développement des théories mathématiques.

Le structuralisme philosophique est utilisé ici comme un nom collectif pour
un grand nombre de théories philosophiques centrées sur la question fondamen-
tale : « Qu’est-ce qu’une structure ? ». Des questions typiques concernent par
exemple

1) existence d’objets et d’opérations et leurs relations avec les structures;

2) si les structures générales peuvent étre distinguées des structures parti-
culiéres et des exemplaires ;

16. A. C. LEwis 1977, FLAMENT 199/, BANKS 2013, et SCHLOTE 1996
17. E. RECK et PRrICE 2000, p. 345.
18. E. RECK et SCHIEMER 2020.
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3) ce que nous appelons « formel » dans une structure et quel role joue
I’axiomatique dans cette caractérisation.

L’analyse de ces questions est reliée a I’étude des réponses données dans la
littérature contemporaine par Shapiro, Parsons, Feferman, Isaacson et Burgess.
Je suggére une distinction entre ce que j'appelle « structuralisme conceptuel »
et « structuralisme objectuel » respectivement, afin de clarifier les différences
entre la perspective de Grassmann et les approches contemporaines.

L’objectif n’est certainement pas de déterminer si Grassmann a été un pré-
curseur d’une position philosophique spécifique dans le débat contemporain,
ce qui serait tout a fait anachronique, car tant les mathématiques que la phi-
losophie ont profondément évolué depuis I’époque de Grassmann. D’une part,
plusieurs conceptions du structuralisme sont fondées soit sur une théorie des
ensembles, soit sur un cadre catégoriel qui n’avait pas encore été développé
a I’époque. D’autre part, 'approche de la philosophie analytique au structu-
ralisme est fondée sur une nouvelle compréhension des mathématiques et de
la logique introduite par exemple par Dedekind, Frege, Peano, Russell et Hil-
bert, ce qui rend difficile de séparer notre usage commun de certaines notions
(telles que fonction, concept, égalité) de I'utilisation correspondante faite par
Grassmann. Pourtant, & condition que les différences historiques soient claire-
ment exposées, il n’est pas anachronique d’évaluer Grassmann du point de vue
de la philosophie contemporaine des mathématiques, si cela signifie mettre
en évidence des problémes que le structuralisme contemporain ne considére
pas suffisamment. Je donne des arguments & 'appui de la thése selon laquelle
Grassmann a indubitablement contribué au structuralisme mathématique et
que, d’un point de vue philosophique, la perspective avec laquelle son approche
peut étre comparée le plus fructueusement est le structuralisme non-éliminatif
associé a une ontologie constructiviste (je pense par exemple a Parsons ou Fe-
ferman). Pourtant, les contributions les plus intéressantes de Grassmann au
structuralisme contemporain pourraient étre vues dans ce qui ne rentre pas
dans le cadre des philosophies contemporaines mais souléve des problémes :

(a) trouver une alternative constructiviste a ’ontologie ante rem / in re,

(b) vérifier si une forme de conceptualisme pourrait expliquer comment les
mathématiciens parlent des structures sans faire abstraction de leurs
instanciations,

(c) considérer le role fondamental des séries (et notamment l'importance
de Topération qui permet la construction d’une suite) dans la pensée
mathématique et scientifique,

(d) développer une étude des différences entre ce que nous avons appelé le
structuralisme conceptuel et objectuel.
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5.4 Logique impure et philosophie de ’axiomatique

P. CANTU, 2020b. « Logica impura », in E. MONTUSCHI and P. D.
OMODEO (éd.), Ordinare il mondo. Prospettive logiche ed epistemologiche
su scienza, natura e societd. Roma : Armando Editore, 2020, pp. 71-95.

Tout comme les voix du contrepoint musical sont harmoniquement dé-
pendantes les unes des autres mais peuvent avoir des rythmes et des timbres
différents, la logique et ’épistémologie se sont développées dans une interdé-
pendance mutuelle mais ont conservé une démarche rythmique distincte. C’est
pourquoi je parle de logique impure, c’est-a-dire d’une logique qui, comprise
comme une activité de recherche plutoét que comme une collection de théo-
ries axiomatisées ou de calculs formels, est mélée & des préoccupations que
I’on qualifierait aujourd’hui d’épistémologiques, soit au sens anglais du terme,
parce que la recherche logique s’intéresse & des questions concernant la théo-
rie de la connaissance humaine au sens large, soit au sens francais du terme,
parce que la recherche s’est tournée vers la critique des théories scientifiques.
En ce sens, la logique impure ne coincide pas avec la logique appliquée, qui
vise a étudier la structure logique liée & un domaine d’objets donné ou & un
ensemble circonscrit de pratiques ou de procédures de raisonnement afin de
résoudre un probléme concret. Et pourtant, comme la logique appliquée, elle
est profondément ancrée dans les pratiques sociales. L’ouverture épistémolo-
gique de ce que jappelle logique impure dans cet article et que je considére
aujourd’hui comme exemplifiée par la philosophie de ’axiomatique telle qu’elle
a été esquissé dans le premier chapitre de ce rapport, ne se limite pas a une
description nomologique ou & une catégorisation normative d’un domaine de
la réalité, mais vise une vaste étude philosophique de la nature, de l'origine
et des limites de la connaissance, et en particulier de la connaissance scienti-
fique. Cette étude ne s’identifie pas aux résultats du processus d’axiomatisa-
tion, mais plutdt a la dynamique de son développement. Si 'objectif fait écho
au projet épistémologique de Kant de recherche des conditions de possibilité
de la connaissance scientifique, ’accent est également mis sur la dimension
sociale et intersubjective de la constitution de 'objectivité. Si 'adjectif « im-
pure » suggére une dévalorisation par rapport a la logique pure ou neutre, le
terme est utilisé dans ’article de maniére provocatrice pour revendiquer cette
minorité comme un point fort, consistant en la capacité de résister a toute
tentative de purge (par exemple, la logique impure résiste au réductionnisme
syntaxique ou & I’élimination de ’approche intentionnelle, ou encore a la dé-
valorisation de la composante pragmatique et dialogique). La richesse de ce
que j’ai appelé ailleurs « théories épistémologiques mineures » dans le Projet
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« Interepisteme » ' réside précisément dans I'impossibilité d’étre purgées de

leur spécificités pour entrer en parfaite assonance avec les « ismes » dominants
d’une certaine phase historique (logicisme, structuralisme, formalisme, intui-
tionnisme, platonisme). De méme, la logique impure résiste a toute forme de
neutralisation dans laquelle la composante normative est déterminée par une
conception ontologique ou métaphysique ou téléologique préalable plutét que
par le résultat d’une analyse conceptuelle ouverte.

Dans l'article j’illustre 'impureté par un exemple. Au XX€ siécle, la logique
a longtemps été entrelacée, voire parfois identifiée, avec I'axiomatique, ce qui a
favorisé une distinction entre différentes approches des théories scientifiques :
une approche syntaxique, qui considére une théorie axiomatique comme une
collection d’énoncés linguistiques ; une approche sémantique, qui considére les
théories comme des collections de modéles; et une approche pragmatique, qui
juge une théorie comme un ensemble d’exemples paradigmatiques, de pro-
blémes, de normes, de compétences et de pratiques. La logique a progressive-
ment été considérée comme le noyau de ces théories scientifiques et analysée
séparément dans ses composantes syntaxiques, sémantiques et pragmatiques.
Si la philosophie de la logique s’est interrogée sur la relation et la coexistence
de ces trois modes d’investigation d’une théorie, la spécialisation disciplinaire
a parfois rendu difficile un regard global sur la dynamique de I'aventure axio-
matique. Par ce terme, nous entendons quelque chose de distinct & la fois d’une
théorie axiomatique et de la méthode axiomatique, comprise comme une mé-
thode de construction ou de reconstruction des théories axiomatiques. L’aven-
ture axiomatique est un va-et-vient entre les niveaux syntaxique, sémantique
et pragmatique-linguistique, va-et-vient qui, & I’époque de Peano, était aussi
motivé par le fait qu’il n’y avait pas encore de séparation nette entre les diffé-
rentes approches. La logique axiomatique est née comme une logique impure
parce que les objectifs liés & ces trois perspectives sont interdépendants : 1)
rendre explicites les hypothéses implicites d’une théorie (par exemple, en énon-
cant toutes les hypothéses nécessaires pour prouver un théoréme donné); 2)
étudier les hypothéses tacites d’une théorie afin de considérer ce qui se passe si
elles ne sont pas implicitement assumées (par exemple, en testant la possibilité
de créer des modéles non standard d’une théorie); 3) définir la portée et les
objectifs d’un programme de recherche ou d’une discipline.

19. Voir plus haut section §1.2.4 a la page 24.
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5.5 La philosophie des mathématiques de Peano et
la pratique axiomatique de son école

P. CANTU. Peano’s philosophical views between structuralism and logi-
cism. In F. Boccuni and A. Sereni, editors, Origins and Varieties of Logicism.
A Foundational Journey in the Philosophy of Mathematics. Routledge, 2021.

P. CANTU en préparation. Peano’s Philosophy of Mathematics. The Peano
School and the practice of axiomatics, Manuscrit inédit.

Le manuscrit, dont I'article publié constitue le troisiéme et une section du
sixiéme chapitre, est consacré a Giuseppe Peano et a plusieurs de ses collabo-
rateurs et se compose de six chapitres :

1. Introduction. Le premier chapitre comprend une bréve présentation his-
torique de la vie et ceuvre de Peano, ainsi qu’une analyse détaillée de la
littérature récente qui montre un regain d’intérét pour les vues philoso-
phiques de son école.

2. The Peano School. Le deuxiéme chapitre présente certains des collabo-
rateurs de Peano et décrit les projets de collaboration, notamment le
Formulaire, mais aussi le Dictionnaire de mathématiques et les travaux
liés a I’ Academia pro Interlingua.

3. Symbolic Language. Le troisiéme chapitre traite de la notation de Peano,
du sens qu’il attache a 'idéographie, de sa théorie de la signification, de
la maniére dont il congoit la formalisation et de la critique qu’en fait
Enriques.

4. Definitions, Azioms and Rules. Le quatriéme chapitre est consacré a une
analyse de la théorie de la définition de Peano, aux formulations axio-
matiques de théories logique et mathématiques et & une discussion des
régles d’inférence. Il s’agit de comprendre la relation entre les définitions,
les axiomes et les régles, tant en logique qu’en mathématiques.

5. Axiomatics. Le cinquiéme chapitre étudie la forme particuliére d’axio-
matique utilisée et théorisée par Peano et aborde la question de savoir
s’il existe une recherche métathéorique chez Peano. Le chapitre suggére
qu’une telle enquéte ne concerne pas seulement les résultats sur I'indé-
pendance, mais aussi les observations sur la rigueur et le réle dynamique
de l'axiomatique elle-méme.

6. Implicit Philosophy. Le sixiéme chapitre reconstruit la philosophie impli-
cite de 'ccuvre de Peano a travers une enquéte sur ses pratiques logiques
et mathématiques. Abordant la relation avec Leibniz et I’analyse de la
relation entre la logique et les mathématiques, le chapitre traite de la
relation de Peano avec le logicisme, le pragmatisme et le structuralisme.
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Malgré les nombreux articles de recherche consacrés aux questions fonda-
mentales, on ne dispose pas encore d’'une évaluation philosophique compléte
des contributions de 1’école de Peano. La plupart des études se concentrent
sur des aspects spécifiques de la production de 1’école, opposant les intéréts de
la logique et des mathématiques a ceux de la linguistique. Le présent volume
propose une nouvelle lecture, fondée sur une reconstruction des relations avec
les contemporains et des interactions entre les objectifs logiques, mathéma-
tiques, linguistiques, historiques et éducatifs. Grace a une lecture minutieuse
de la production de divers membres de 1’école, une nouvelle interprétation
de I'axiomatique de Peano émerge, une interprétation qui déplace ’attention
de la justification ultime des propositions primitives d’une théorie vers la re-
cherche de relations entre les axiomes, les définitions et les théorémes et entre
les structures de différentes théories.

Giuseppe Peano était une figure clé de la logique et des mathématiques en
Italie et au-delé, mais sa figure et ses ceuvres sont difficiles & analyser. Premié-
rement, il est difficile de séparer clairement les idées de Peano des contributions
de ses collaborateurs dans les diverses activités collectives qu’il dirigeait. En-
suite, il est difficile d’évaluer la contribution philosophique de Peano, en la
séparant du mythe associé a sa figure dans les études fondationnalistes. Enfin,
il est difficile de considérer toutes les dimensions de sa pensée, qui incluent
la logique et les mathématiques mais aussi 'histoire, la linguistique et la di-
dactique. Ces raisons, parmi d’autres, expliquent ’absence d’une monographie
compléte sur Giuseppe Peano et son groupe de collaborateurs.

Conscient de ces difficultés, le volume fait un choix méthodologique clair,
en plagant la figure de Giuseppe Peano au centre de I'enquéte, mais en la
présentant en contraste avec celles de Giovanni Vailati, Mario Pieri, Cesare
Burali-Forti, Alessandro Padoa, Giovanni Vacca et Rodolfo Bettazzi.

Un deuxiéme choix explicite est celui de ne pas limiter ’analyse des tra-
vaux de Peano et de son groupe de collaborateurs aux contributions sur les
fondements. Il y a plusieurs raisons intrinséques & ce choix : premiérement,
je prétends que le but principal de Peano était de contribuer & une clarifi-
cation conceptuelle des mathématiques et non au débat philosophique entre
logicisme, intuitionnisme et formalisme ; deuxiémement, je montre qu’aucun
des membres de I’école n’est entré dans ce débat, alors qu’au contraire ils
ont continué & discuter de la syllogistique jusque dans les années 30; enfin,
la comparaison avec plusieurs auteurs fondationnalistes (par exemple Frege,
Dedekind, Hilbert) montre clairement que U'intérét de Peano pour la logique
avait une origine et des objectifs différents.

Mais il y a aussi des raisons extrinséques & ce choix : nous sommes main-
tenant suffisamment éloignés du début du vingtiéme siécle pour avoir une
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distance historique adéquate par rapport aux intéréts qui se sont imposés
a I’époque. En particulier, le développement récent d’approches interdiscipli-
naires de la philosophie et de I'histoire des mathématiques, plus attentives aux
pratiques réelles, permet d’adopter une vue d’ensemble plus large, capable de
saisir la division de l'attention de Peano entre les études fondamentales, les
découvertes logico-mathématiques et les questions de linguistique. 2°

Le volume aborde néanmoins certaines questions fondamentales classiques :
comment les vues philosophiques de Peano se rapportent-elles au logicisme, au
structuralisme et & ’algébre de la logique ? Quel role a-t-il assigné a ’axio-
matique 7 L’objectif est d’évaluer I'axiomatique comme une approche qui peut
avoir une valeur fondatrice, mais aussi d’autres roles : elle peut étre un outil
architectural et didactique d’organisation et de transmission de la connais-
sance ; un outil d’analyse conceptuelle qui conduit & la recherche de définitions
adéquates des termes du langage; un outil modulaire qui vise & comprendre
les relations inférentielles entre différentes parties de la connaissance (De quoi
ai-je besoin pour prouver un théoréme donné? ), et enfin un outil heuristique
qui conduit & la recherche de nouveaux résultats.

Les questions fondamentales sont reprises dans ce volume, mais pour la
premiére fois en les reliant systématiquement aux intéréts de la linguistique,
et aux écrits d’autres collaborateurs, notamment Vailati, Burali-Forti, Padoa,
Bettazzi et Vacca, qui soulignent le lien entre la grammaire linguistique et
I’algébre de la logique. Cette approche nécessite ’approfondissement de cer-
tains thémes peu traités dans la littérature, comme la syllogistique, la théorie
des définitions, ’étude des relations d’équivalence, la définition axiomatique
des systémes de grandeurs, ’histoire des mathématiques, le rapport complexe
avec la tradition leibinizienne et avec ’algébre de la logique, les problémes
théoriques et pratiques liés & I'introduction du symbolisme. La comparaison
avec les contemporains (Cantor, Schroder, Dedekind, Frege, Hilbert, Enriques,
Veronese, Segre et Volterra) permet non seulement d’étudier le prétendu logi-
cisme ou structuralisme de Peano et de son école, mais aussi de déterminer les
différents objectifs théoriques et pratiques de leurs approches et de comparer
les pratiques et les problémes mathématiques, logiques et linguistiques dans
lesquels ils se sont incarnés. La comparaison avec d’autres auteurs, en particu-
lier Russell et Gédel, ne sert pas tant & déterminer si Peano était un logiciste
ou s’il doit étre mis sur le méme plan que Frege et Russell, mais plutét & com-
prendre quels probléemes mathématiques spécifiques ont induit la recherche de
solutions alternatives. Par exemple, Godel dans les cahiers inédits Max Phil as-
socie les problémes mathématiques de la limite et du maximum d’une fonction

20. BorGA, FREGUGLIA et PALLADINO 1985, p. 8.
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a la solution proposée par Peano du probléme de descriptions définies. L’ob-
jectif de ce volume est donc de fournir une vue d’ensemble plus articulée et
plus précise de I’école de Peano, en I'analysant non seulement dans le contexte
des recherches du XX°¢ siécle sur les fondements des mathématiques, mais aussi
au travers de la question des principes fondamentaux des mathématiques, et
en effectuant une étude comparative des problémes linguistiques, logiques et
mathématiques.

Le volume montre qu’il existe une philosophie de Giuseppe Peano, qu’elle
est en partie implicite dans les pratiques mathématiques et logiques qui émergent
de ses ceuvres et qu’elle peut donc étre plus facilement reconstruite par un exa-
men comparatif de ses écrits et de ceux de ses collaborateurs. Le choix entre
deux définitions possibles d’un terme logique ou mathématique révéle souvent
une préférence théorique ou une position philosophique implicite contre cer-
taines définitions. Par une analyse détaillée de certaines pratiques, je montre
qu’il n’est pas correct de dire, comme on le fait habituellement, que Peano
ne s’intéressait pas aux questions philosophiques. De méme que Kennedy a
affirmé que Peano n’était pas politiquement actif mais avait des sympathies
socialistes, 2! je prétends que Peano n’était pas intéressé par la défense d'une
position philosophique précise mais avait des sympathies pragmatistes et des
intuitions philosophiques liées & des intéréts logiques, linguistiques, historiques
et didactiques qui ne peuvent étre séparés de son activité et de sa pratique en
tant que mathématicien.

Par ailleurs, je maintiens que la philosophie de Peano n’est pas identique
a celle de ses collaborateurs, non seulement parce que le groupe n’a jamais
publié de manifeste commun, mais surtout parce qu’'un apergu des textes indi-
viduels et collectifs permet de distinguer d’importantes tensions et différences
entre les membres du groupe. Ces différences ne concernent pas seulement les
principaux intéréts de chaque chercheur, mais aussi certaines questions fonda-
mentales. Parmi les traits unificateurs de ’école, je souligne I'attention portée
aux théories et pratiques éducatives, qui est le moteur et le point d’arrivée
de la plupart des questions fondamentales soulevées au sein du groupe, mais
aussi I'un des points de friction les plus forts avec les collegues de I’Université
de Turin et I'un des héritages négatifs les plus souvent cités pour expliquer
le déclin de 1’école. Un premier résultat de cette nouvelle lecture de I’école de
Peano associe la reconstruction de la philosophie des mathématiques a la pra-
tique de ’enseignement—une approche qu’Erika Luciano étudie en discutant
la valeur épistémologique des remarques de Padoa sur la didactique, ??> mais

21. KENNEDY 2006, chapitre 16.
22. Luciano 2017.
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que j’associe aussi aux vues pragmatistes.

La philosophie de Peano ne peut étre reconstruite sans une compréhension
plus large du roéle des entreprises interdisciplinaires et collectives qu’il a pro-
mues et dirigées, méme si leur réalisation n’a pas toujours été a la hauteur des
intentions initiales. L’accent est donc mis sur la discussion interdisciplinaire
des problémes mathématiques, sur les changements dans la pratique mathé-
matique qui résulte d’une interaction quotidienne entre philosophes, mathéma-
ticiens, logiciens, linguistes et enseignants, et sur les questions philosophiques
qui découlent non seulement de l'arithmétique, mais aussi de 'analyse, de la
géométrie algébrique, de la théorie des espaces vectoriels, de la mécanique, de
la linguistique, de ’économie et de la psychologie.

Un autre résultat de ce manuscrit est 'application systématique des résul-
tats de 'enquéte sur les pratiques mathématiques de Peano dans I’évaluation
de sa recherche axiomatique sur la logique, 'arithmétique, la géométrie et la
théorie des nombres réels. Il en ressort une vision trés différente de la pratique
axiomatique, qui, loin de viser exclusivement ou principalement la fondation
ou la certification d’une discipline mathématique, vise & en faire une ana-
lyse conceptuelle rigoureuse. La rigueur dont parle Peano n’est pas seulement,
comme dans I'axiomatique moderne & partir de Pasch, le soin apporté a ne pas
introduire des éléments intuitifs étrangers dans les inférences qui composent
les démonstrations mathématiques, mais c’est aussi la rigueur qu’exige ’ana-
lyse conceptuelle des définitions proposées par les mathématiciens précédents
lorsqu’il s’agit de donner un cours universitaire d’analyse.

Le Formulaire, loin d’étre une présentation axiomatique de toutes les connais-
sances mathématiques selon une ligne directrice théorique ou philosophique
unificatrice, est avant tout un recueil de formules, un outil pratique destiné
a guider le mathématicien sur ce qui a déja été démontré et ce qui reste a
faire. La relation entre la logique mathématique, la tradition syllogistique et
les Eléments d’Euclide révéle que pour Peano I'axiomatique est une analyse
conceptuelle et un démasquage des erreurs, mais aussi un processus histo-
rique, culturel, linguistique et dynamique, qui impose des choix & faire dans un
contexte scientifique donné. Dans ces termes, j’analyse, par exemple, l'origine
de certains résultats mathématiques importants sur les limites et les dérivées,
le rejet par Peano des définitions logicistes des nombres naturels (Frege) et
des nombres rationnels (Russell) comme classes d’équivalences, mais aussi la
tendance a utiliser les mémes propositions comme régles d’inférence et aussi
comme axiomes logiques dans les traités arithmétiques.

Un autre résultat de ce volume est de montrer que la différence entre 1’axio-
matique formelle de Peano et celle communément congue est beaucoup plus
forte qu’on ne le croit habituellement : 1) Padoption du symbolisme et de la
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représentation idéographique n’est pas associée & une conception des théories
axiomatiques comme des ensembles de signes non interprétés, c’est-a-dire que
la symbolisation de Peano n’est pas équivalente a la formalisation au sens hil-
bertien ; 2) la notion d’interprétation de Peano ne coincide ni avec la notion
en usage dans la théorie des modéles ni avec la notion de traduction d’un lan-
gage a un autre; 3) la philosophie de Peano n’est ni une forme de logicisme
ni une forme de structuralisme, mais une version linguistique et structuraliste
particuliére de ce que j’appelle « algébrisme ».
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