N
N

N

HAL

open science

Effets tunnels magnétiques dans diverses géométries
khaled Abou Alfa

» To cite this version:

khaled Abou Alfa. Effets tunnels magnétiques dans diverses géométries. Physique mathématique
[math-ph]. Nantes Université, 2023. Francais. NNT: . tel-04485662

HAL Id: tel-04485662
https://hal.science/tel-04485662

Submitted on 1 Mar 2024

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://hal.science/tel-04485662
https://hal.archives-ouvertes.fr

INE Nant
antes

 Puvs o 1 orve| W7 Université

THESE DE DOCTORAT DE

Rapporteurs avant soutenance :

M. Vincent BRUNEAU Professeur des universités, Université de Bordeaux
M. Setsuro FUJIIE Professeur des universités, Ritsumeikan University

Composition du Jury :

Président : M. Luc HILLAIRET Professeur des universités, Université d’Orléans
Examinateurs :  Mme. Virginie BONNAILLIE-NOEL  Directrice de recherche, CNRS
M. Vincent BRUNEAU Professeur des universités, Université de Bordeaux
M. Sgren FOURNAIS Professeur des universités, Université de Copeinhagen
M. Setsuro FUJIIE Professeur des universités, Ritsumeikan University
M. Luc HILLAIRET Professeur des universités, Université d'Orléans
M. Gabriel RIVIERE Professeur des universités, Nantes Université

Dir. de thése : M. Frédéric HERAU Professeur des universités, Nantes Université






« Une personne qui n’a jamais commis d’erreurs n’a jamais tenté d’innover.»

Albert Einstein

A mes parents, a Nana ...






REMERCIEMENTS

Je souhaite débuter mes remerciements en mettant en lumiere la personne sans la-
quelle cette these n’aurait pas vu le jour, et sans laquelle je ne me trouverais pas ici
aujourd’hui : toi, Frédéric. Il est difficile de trouver les mots appropriés pour exprimer ma
gratitude envers toi. Ta grande gentillesse a été évidente deés notre premiere rencontre,
lorsque je suis venu solliciter la possibilité d'un stage suivi d’une these dans ton domaine
de recherche. Je tiens a te remercier pour cette these exceptionnelle, ainsi que pour ta
disponibilité et la régularité de nos rencontres au cours de ces trois années. Tes remarques
pertinentes et tes conseils précieux dans le domaine des mathématiques ont été d’une va-
leur inestimable pour moi. Merci pour avoir répondu avec rigueur a toutes mes questions.
Je te suis reconnaissant pour tes relectures attentives, tes remarques judicieuses et les
précieux conseils que tu m’as prodigués pour la rédaction d’articles de qualité et pour
m’avoir initié au monde de la recherche. Je te suis également reconnaissant pour m’avoir
fait rencontrer de nombreux chercheurs lors de divers événements scientifiques, élargis-
sant ainsi mon horizon académique. Ton soutien inestimable a été un pilier essentiel de
ma réussite, et je t’en suis profondément reconnaissant. Encore une fois, je t’exprime ma

profonde gratitude pour tout ce que tu as fait.

Je souhaite également exprimer ma gratitude envers les rapporteurs, Vincent Bruneau
et Setsuro Fujiié, qui ont accepté de remplir cette fonction pour ma these. Je tiens a les
remercier chaleureusement pour avoir consacré de leur précieux temps a la lecture atten-
tive de mon manuscrit. Je souhaite également exprimer ma sincere reconnaissance envers
Virginie Bonnaillie-Noél, Sgren Fournais, Luc Hillairet et Gabriel Riviere pour avoir ac-

cepté de faire partie du jury de ma these.

Je tiens également a exprimer ma gratitude envers Virginie Bonnaillie-Noél, Nicolas
Raymond et Xue Ping Wang pour avoir accepté de faire partie du comité de suivi de ma
these. Je vous remercie chaleureusement pour le temps que vous avez consacré et pour
vos précieuses remarques tout au long de ces trois années. Je tiens tout particulierement

a exprimer ma gratitude envers Nicolas Raymond, a qui je dois également une grande



part du mérite pour l'achevement de cette these, car il a été ma principale source de
motivation depuis notre rencontre en Master 2. Nicolas, je te remercie sincerement pour
les précieuses expériences et les discussions enrichissantes que nous avons partagées. Je

suis extréemement honoré d’avoir eu 'opportunité de collaborer avec toi.

Bien siir, je tiens a exprimer une reconnaissance toute particuliere envers une personne
qui a joué un role essentiel tout au long de ces trois années, c’est toi Bernard Helffer. Je
tiens a te remercier sincerement pour ta gentillesse, tes précieuses remarques et tes conseils

qui ont grandement contribué a I'amélioration de mon travail.

Je tiens a exprimer ma gratitude envers I’ensemble des membres du Laboratoire de
Mathématiques Jean Leray. Je tiens particulierement a remercier Vincent Colin et Eric
Paturel. Mes remerciements s’adressent également aux membres du secrétariat Caroline,
Stéphanie, Béatrice, Annick, Alexandra et Brigitte, ainsi qu’aux informaticiens Eric et
Said, et aux bibliothécaires Anh et Claude, pour leur accueil chaleureux, leur disponibi-
lité et leur soutien inestimable dans toutes les questions et démarches administratives.
Merci également a Nicolas Depauw, Benoit Grébert, Christophe Berthon, Francois Jau-
berteau, Baptiste Chantraine et Erwan Brugallé. Je tiens également a remercier Mazen

Saad pour sa gentillesse et son soutien scientifique.

Je tiens a exprimer ma reconnaissance envers l’ensemble des doctorants que j’ai eu le
plaisir de rencontrer au cours de ces trois années. Je tiens a les remercier chaleureuse-
ment pour leur amitié, leurs encouragements et leur grande gentillesse. Ces trois années
n’auraient pas été aussi exceptionnelles sans la présence de Silvere, Clément, Alexandre,
Zeinab, Maha, Mohamad, Jean, Lucas D., Lucas M., Anh, Fabien, Azzedine, Antoine,
Ludovic, Adrien, Charbella, Sarah, Van hai, Destin, Elric, Gurvan, Damien, Thomas,
Klervi, Gaspard, Anthony, Ziyad, Florent, Gaelle et Flavien. Je vous remercie pour tous
les précieux moments que nous avons partagés ensemble, en particulier lors des sémi-
naires de doctorants, des pauses café et des déjeuners au Resto U. Un immense merci a
mes co-bureaux, Silvere, Clément et Alexandre, pour tous les moments formidables que
nous avons partagés. Je vous souhaite beaucoup de courage et de réussite dans vos propres
theses. Je tiens a exprimer ma gratitude envers Mahdi et Rayan pour tout le temps que
nous avons passé ensemble en Master 2, notamment lors de nos journées passées a Nantes.

Mahdi, je te souhaite une excellente continuation dans ta these.



Je tiens a exprimer ma reconnaissance particuliere envers Hala, Zeinab et Maha pour
leur précieuse assistance dans les démarches administratives au début de ma these et en
Master 2. Je souhaite également remercier chaleureusement mes amis Fakhrieldinne et
Samir pour tous les merveilleux moments que nous avons partagés ensemble a Nantes.
Vous étes des amis qui sont devenus comme des "freres" depuis le début de notre amitié,
et cette proximité perdurera toujours. Bien siir, des remerciements tout particuliers vont
a la petite famille de Fakhrieldinne et Hala, et je leur souhaite tout le meilleur, ainsi
que de merveilleux moments en compagnie de leurs deux enfants, Adrien et Lorena. Je
tiens a remercier mes amis Libanais avec qui j’ai partagé de bons moments a Nantes.
Je tiens a exprimer ma gratitude envers mon cousin Khaled Abou Alfa "qui partage le
méme prénom et nom que moi' et je te souhaite une excellente continuation dans ta
these. Mes remerciements vont également a Khaled Damaj pour les bons moments que
nous avons partagés a Nantes. Je souhaite aussi exprimer ma reconnaissance envers Fa-

ten, Khodor, Ahmad, Fayad et Darwish pour tous les moments passés, présents et a venir.

A présent, j’adresse mes remerciements a ma famille au Liban, qui occupe une place
immense dans mon cceur. Un grand merci a mes parents pour leur précieux soutien. Ma
chere mere, Fatima, tu es le support de ma vie, la source inépuisable d’amour et de force
qui m’anime. Tu as fait preuve d’une patience exemplaire et de nombreux sacrifices pour
moi, je te suis infiniment reconnaissant pour tout ce que tu m’as offert pour que je sois
la ou j’en suis aujourd’hui. Tout ce que j’ai accompli, c’est grace a toi, ma chere maman.
Mon cher pere, Jamal, je te remercie pour tes premiéres encouragements envers les ma-
thématiques, pour pourvoir a tous mes besoins, et pour ta confiance en moi. Je tiens a
exprimer ma profonde gratitude envers mon frere Ahmad A., qui a été a mes c6tés tout au
long de cette période, malgré la distance qui nous sépare. Je souhaite également remercier
ma sceur Rim pour son soutien indéfectible et sa confiance en moi. A ma deuxiéme famille,
je tiens a exprimer ma sincere gratitude pour les merveilleux moments que nous avons
partagés lors de ma visite au Liban, ainsi que pour la communication constante malgré
la distance qui nous sépare. Un merci tout particulier s’adresse a mes parents, Omar et
Rima, pour leur soutien inébranlable et leur confiance en moi. Je souhaite également ex-
primer ma reconnaissance envers Adam et Aya, tout en leur souhaitant tout le meilleur,
ainsi que de précieux moments en compagnie de leur adorable petite fille, Talia. Mes re-

merciements vont également a la petite famille de Youssef B. et Baraa, accompagnés de

7



mes veeux pour de doux moments en compagnie de leur petit prince, Rifaat. Enfin, je
remercie chaleureusement Ahmad 1. et Alaa T. ainsi que Omran et Alaa J., tout en leur

souhaitant une vie heureuse.

Je tiens a exprimer ma gratitude envers mon ami, qui m’accompagne depuis le début
de mes études universitaires, que je considére comme un membre de ma famille, et que je
qualifie de "deuxieme frere", Youssef Saad. Merci pour tous les moments précieux que nous
avons partagés depuis nos années universitaires, et tu es devenu un ami fidele pour tous
les jours a venir. Tu as été une source d’encouragement inestimable pour mon parcours
académique. Je souhaite également exprimer ma reconnaissance envers ton frere, Ahmad
Saad, pour les merveilleux moments que nous avons partagés, en particulier lors de nos

jeux de PlayStation et de ma célebre phrase "ya mahzouz".

A présent, je finis mes remerciements en m’adressant a une personne qui a enrichi ma
vie, une personne qui est devenue une source d’espoir, d’amour, et une priorité inestimable
dans ma vie, c’est toi, Nana. Je tiens a t’exprimer ma gratitude pour tout I'amour que
tu m’as prodigué et pour avoir été a mes cotés tout au long de cette période, malgré
la distance qui nous sépare. Ta confiance en moi et les merveilleux moments que nous
avons partagés lors de ma visite au Liban sont des souvenirs précieux. En terminant, je
te remercie du fond du cceur pour cet amour, et je souhaite que tous nos jours a venir se

déroulent comme le désire ton ceeur.



TABLE OF CONTENTS

1 Introduction 13
1.1 Motivation Physique . . . . . . . .. ... oo 13
1.2 Laplacien magnétique . . . . . . . . . ..o 16

1.2.1 Contexte . . . . . . . . . 16
1.2.2  Analyse semi-classique en dimension 2 . . . . . ... ... ... .. 18
1.2.3  Analyse semi-classique en dimension 3 . . . . . . .. ... ... .. 20
1.3 Réductions spectrales . . . . . . . ... Lo 24
1.3.1 Approximation de Born-Oppenheimer électrique . . . . . . . . .. 24
1.3.2 Développements BKW magnétiques . . . . . . . .. ... ... ... 26
1.3.3  Estimations d’Agmon . . . . . . .. ... 28
1.4  Opérateurs de Montgomery généralisés . . . . . . .. .. .. .. ... ... 31
1.5 Résultats principaux de la these . . . . . . . .. .. ..o 34

1.5.1 Effet tunnel avec annulation du champ magnétique en 2D (Chapitre
2) 34
1.5.2  Asymptotique spectrale du Laplacien de Neumann a champ ma-

gnétique variable sur un domaine borné régulier en 3D (Chapitre

S 44

2 Tunneling effect in 2D with vanishing magnetic fields 53
2.1 Imtroduction . . . . . . . L 53
2.1.1 Motivation . . . . . . . .. 53
2.1.2  Semiclassical magnetic Laplacian . . . . . . .. ... ... ... .. o4
2.1.3 Mainresult . . . . ..o Y
2.1.4  Organization of the paper . . . . . . . . ... ... ... .. .... 59

2.2 A reduction to a tubular neighborhood of the cancellation curve . . . . . . 60
2.2.1 Truncated operator and rescaled operator . . . .. ... .. .. .. 66

2.3 Single well . . . . .. 68
2.3.1 Right well operator . . . . . .. .. ... ... 68
2.3.2 Left well operator . . . . . . . . .. ... 70



TABLE OF CONTENTS

2.4 WKB expansions of the right well operator . . . . . . ... ... ... ... 71
2.4.1 Generalized Montgomery operator . . . . . . .. .. ... ... ... 71
2.4.2 FEikonal equation . . . . . .. ... o 0oL 72
2.4.3 WKBexpansions . . . . . . . ... 74

2.5 A Grushin problem . . . . . ..o 80
2.5.1 Sub-solution of the eikonal equation . . . . . . . . .. ... ... .. 81
2.5.2 A pseudo-differential operator with operator-valued symbol. . . . . 86
2.5.3 Solving the Grushin problem. . . . . . .. ... .. ... ... ... 87
2.5.4 Tangential coercivity estimates . . . . . . . ... ... ... ... 91

2.6 Removing the frequency cutoff . . . . . .. ..o 93

2.7 Optimal tangential Agmon estimates . . . . . . ... ... ... .. .. .. 99
2.7.1 Agmon estimates . . . . . . .. ... 99
2.7.2  WKB approximation in the right well . . . . . . . ... ... .. .. 102

2.8 Interaction matrix and tunneling effect . . . . . . . . ... 0L 103

3 Spectral asymptotics of the Neumann Laplacian with variable magnetic

field on a smooth bounded domain in three dimensions 109
3.1 Motivation and main result . . . . . ... ..o oL 109
3.1.1 Theoperator . . . . .. ... ... 109
3.1.2  The operator on a half-space with constant magnetic field . . . . . 110
3.1.3 Context, known results and main theorem . . . ... ... .. ... 111
3.1.4  Organization and strategy of the proof . . . . . ... ... ... .. 113

3.2 Localization near xy and consequences . . . . . . . .. .. ... .. .. .. 115
3.2.1 Localization estimates . . . . . . . . .. .. ... ... .. ... .. 115
3.2.2 Adapted coordinates near xg . . . . . . ... 116
3.2.3 First approximation of the magnetic Laplacian in local coordinates 121

3.3 Change of coordinates and metaplectic transform . . . . . . . . .. .. .. 123
3.4 A pseudodifferential operator with operator symbol . . . . . . . . . .. .. 127
3.4.1 The symbol and its properties . . . . . . . . ... ... ... ... 127
3.4.2 An approximate parametrix . . . . . .. ... 130

3.5 Spectral consequences . . . .. ... 132
3.5.1 A model operator . . . . .. ..o 133
3.5.2 Refined estimates . . . . . . ... oL 134
Perspectives 139

10



TABLE OF CONTENTS

A Théorie spectrale d’un opérateur auto-adjoint 141
B Opérateurs Pseudodifférentiels 143
B.1 Opérateurs pseudodifférentiels a symbole scalaire . . . . . . .. ... ... 143
B.2 Opérateurs pseudodifférentiels a symbole opérateur . . . . . . . . . .. .. 144
Conclusion 147
Bibliography 149

11






CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1 Motivation Physique

La mécanique quantique est née au début du 20ieme siecle. Elle a été développée par
des dizaines de physiciens! pour étudier le comportement des atomes et des molécules,
et pour expliquer des phénomeénes qui ne pouvaient pas étre décrits de maniere satis-
faisante par la physique classique. L’équation proposé par Schrodinger [99] en 1926 est
fondamentale en mécanique quantique. Elle régit le comportement des fonctions d’onde,
qui décrivent I’état quantique d’une particule [71, 72, 70, 23, 31]. Une des manifestations
de la description quantique de la matiere est ce qu’on appelle "'effet tunnel", au centre de
cette these : une particule quantique possede une certaine probabilité de se retrouver de
I’autre coté d'une barriere d’énergie, malgré les lois classiques de la physique qui I'inter-
disent. En utilisant ’équation proposé par Schrodinger, on peut calculer la probabilité de
"traversée' de la barriere en fonction de I’énergie de la particule, de la forme de la barriere
et d’autres parametres.

Expliquons maintenant les choses mathématiquement : Soit d € {2,3}. On
considére deux fonctions A : R —s R% et V : RZ — R correspondant respectivement
au potentiel magnétique et au potentiel électrique. Ces deux potentiels fournissent un

champ électromagnétique (E, B) défini par
E=VVetB=VxA.

Si l'on considere une particule quantique soumise a un champ électromagnétique (E, B),
la fonction d’onde associée, notée ¥, est une solution de "l’équation de Schridinger" dé-
pendant du temps :

1ho, ¥ = (—ihV + A’ U 4 VT, (1.1)

1. Albert Einstein, Max Planck, Niels Bohr, Werner Heisenberg, Erwin Schrodinger et Max Born sont
parmi les physiciens clés qui ont jeté les bases de la théorie de la mécanique quantique au début du 20ieme
siecle.

13



Introduction

out >0,z e, et Qest un ouvert de R%. La quantité |W¥(z,t)|* est alors la densité de

probabilité de présence de la particule au point x et au temps t. Ici, h = % ou h est la
constante de Planck normalisée et m la masse de la particule quantique.

L’opérateur auto-adjoint non borné
H = (—ihV + A)* +V,

est au coeur de 'analyse quantique mathématique. Certaines solutions de ’équation de
Schrodinger (1.1) sont construites & partir des fonctions propres de l'opérateur H. En
effet, si ¢ est une fonction propre de I'opérateur H associé a une valeur propre £ € R

(c’est-a~dire Hy = E¢), alors la fonction

iEt

U(z,t) = p(x)e” », (1.2)

est une solution de I’équation (1.1). Par conséquent, le spectre de H joue un role essentiel
dans I’étude de (1.1). Le fait que h soit tres petit permet d’une étude spectrale tres fine, de
type asymptotique en h — 0T, dans le cadre de ce qu’on appelle la limite semi-classique.

La théorie spectrale de 'opérateur de Schrodinger a fait 'objet d’une recherche intense
(voir [33, 27, 91, 98, 81, 96, 24] pour des présentations pédagogiques). Durant les années
80, une analyse spectrale approfondie de I'opérateur H a en particulier été menée de
maniere intensive par Helffer et Sjostrand [56, 57, 58, 40] (voir aussi Simon [100]). Dans
le contexte ou le potentiel magnétique A est nul, et sous certaines hypotheses relatives
au potentiel électrique V, ils ont en particulier établi des estimations de localisation tres

précises pour les fonctions propres de 'opérateur électrique
—h?A 4V,

qui sont concentrées au voisinage du minimum du potentiel V, que 'on désignera sous le
terme de "puits", et ont établi des estimations de type effet tunnel que nous présentons

succinctement maintenant.
Prenons un exemple d’un Laplacien purement électrique dans le cas unidimensionnel :

Soit
pn=—h2L + V()

Dom (py) = {¢ € L2 (R) : ppp € L? (R)},
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ou 'V e C™(R) tel que V(—x) = V(z) et V(x) > 0 pour tout = € R.

Cas d’un puits simple : Supposons que V admet un unique minimum non dégénéré
en 0 avec ‘hfg Jiran(x) > V(0). La n-iéme valeur propre de p;, existe alors (voir [56]), et
son dévelo;penint asymptotique en terme de h est, pour h suffisamment petit (limite

semi-classique), donnée par

V(0)+ (2n—1) h+ O(h?). (1.3)

A\ (0)
2
Cas d’un puits double : Supposons que V admet exactement deux minima non dégéné-
rés en deux points symétriques a et —a avec }n‘m inf V(z) > V(a), alors le bas du spectre

T|—+00
est discret et la différence entre les deux plus petites valeurs propres de pj, noté par (h),

est exponentiellement petite et vérifie

S s a
d(h) L AVhe ™ +o0 (\/ﬁe h) , avec S = /_a mdx, (1.4)
et A > 0 est une constante explicitement calculable en terme de la fonction V. Cette esti-
mation de la différence entre les deux petites valeurs propres, a été établie rigoureusement
par Helffer et Sjostrand [58] et est par exemple expliquée en détail dans [97]. Physique-
ment lorsque l'on revient a 1’équation (1.1) on remarque alors que pour certains donnés
initiales et en vertue de (1.2), la particule oscille entre le puits droite et le puits gauche

avec une période

21wh
T = m, (1.5)

surmontant ainsi la barriere en 0. On est en présence d’'un effet tunnel électrique.

Est-ce-qu’il y a des résultats similaire a (1.3), (1.4) et (1.5) dans le cas de

vartations du champs magnétique ?

Cette question est la motivation générale de cette these : il s’agit d’un opérateur de Schro-
dinger avec un champ magnétique variable, et essayons d’obtenir des résultats similaires
a ceux de (1.3), (1.4) et (1.5).
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1.2 Laplacien magnétique

1.2.1 Contexte

L’objet d’étude principal de cette these est le Laplacien purement magnétique
(—ihV + A)?, (1.6)

sur un ouvert Q C R? avec d € {2,3}. Ici A € € (ﬁ; ]Rd) est le potentiel magnétique
et h > 0 est considéré comme un parametre semi-classique. Le champ magnétique associé

est donné par
B(z) =V x A(z), VzecR%

Quand d = 2, on peut identifier le champ magnétique par le scalaire défini par
B(x) = 0,,Ay — 0,,A1, Vo = (21, 15) € R%
Quand d = 3, le champ magnétique est un vecteur défini par
B(7) = (0p,A3 — 0y, Ao, 0py Ay — 0y As, 0p Ay — 00, A1), Yo = (21, 29, 23) € R,

aussi noté rotA.

De nombreuses recherches ont été consacrées a ’analyse spectrale du Laplacien ma-
gnétique dans la limite semi-classique, h — 0™, (voir par exemple [33, 41, 76, 75]). Elle est
motivée par la théorie mathématique de la supraconductivité 2. Plus précisement, I’étude
du Hessien de la fonctionnelle de Ginzburg-Landau® conduit a I'analyse de 1'état fon-
damental du Laplacien magnétique avec un potentiel. Pour plus des informations sur
'apparition de la supraconductivité dans le matériau, voir [5, 6, 26, 52, 102].

Un des problemes les plus intéressants est d’identifier 'influence de la géométrie du
probléme et de la variation du champ sur le spectre du Laplacien magnétique. Nous nous
référons tout d’abord aux travaux de Helffer et Morame sur ’asymptotique (en puissance
de h) du bas de spectre du Laplacien magnétique (1.6) en dimensions 2 et 3 avec la

condition de Neumann au bord (dans le cas d'un domaine régulier borné). En particulier,

2. La supraconductivité est un phénomeéne physique qui se produit dans certains matériaux a des
températures tres basses, ou ces matériaux perdent totalement leur résistance électrique et présentent
d’autres propriétés remarquables.

3. La fonctionnelle de Ginzburg-Landau permet de décrire le principe fondamental du comportement
macroscopique des matériaux (voir [37]).
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ils étudient l'influence des variations du champ magnétique en dimension 2 [48], I'influence
de la géométrie de la frontiere et plus précisément de la courbe ot le champ magnétique
est tangent au bord en dimension 3 [49], et d’autres problématiques [47, 51]. Citons aussi
les travaux théoriques et numériques de Bonnaillie-Noél sur le Laplacien magnétique dans
le cas ot le domaine a des coins [4, 7, 87, 9, 8]. Citons finalement le Laplacien magnétique
avec la condition du Robin au bord qui a suscité U'intérét de nombreux chercheurs (voir

29, 42, 45, 74, 88]).

Cette these est précisément consacrée a 1’étude spectrale du Laplacien magnétique
(—ihV + A)2 dans le cas ou le champ magnétique B = V x A n’est pas uniforme. La
premiere partie de cette these concerne 'effet tunnel en dimension 2 avec annulation du
champ magnétique. En dimension 2 nous établissons une estimation, exponentiellement
petite en terme de h, de la différence entre les deux premieres valeurs propres du La-
placien magnétique dans le cas ou le champ magnétique s’annule sur une courbe fermée,
réguliere et symétrique. La deuxieme partie de cette these concerne l'analyse spectrale
semi-classique du Laplacien magnétique avec la condition de Neumann au bord sur un
domaine régulier et borné en dimension 3. Sous une hypothese générique sur le champ ma-
gnétique variable, nous établissons une décomposition semi-classique des valeurs propres
les plus petites. En corollaire, nous obtenons que les valeurs propres deviennent simples

dans la limite semi-classique.

Dans les deux sous-sections suivantes, nous présentons des résultats historiques concer-
nant 'influence de la géométrie et de la variation du champ sur le bas du spectre du La-
placien magnétique (1.6) avec la condition de Neumann au bord (si le domaine est régulier
et borné), dans la limite semi-classique (lorsque h — 0%). Nous utiliserons les notations

suivants :

— Si Q = R4, le Laplacien magnétique est défini comme un opérateur auto-adjoint, noté

Py a, associé a la forme quadratique
/ (—ihV + A) $2de, Vo € H) (R),
Rd

), (RY) = {¢ € L* (R) : (—ihV + A)y € L2 (RY) }.

La construction de cet opérateur est basée sur le théoreme de Lax-Milgram. Le domaine
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de Pp a est caractérisé par
Dom (P a) = {¢ € L (RY) : Py avy € L (RY) }.

Sous des bons conditions (voir en fin de section 1.2.2) le bas du spectre de Pj a est

discret et on introduire une suite de valeurs propres.

— Si © C R? est un ouvert borné régulier, on peut définir le Laplacien magnétique de

Neumann, noté

PNaq = (—ihV + A)?, (1.7)

sur L2 (Q2) avec domaine
Dom (PY o) = {¢ € L*(Q) : L € L2(Q) et n- (—ihV + A) ¢ =0 sur 90},

ot n est la normale unitaire a la frontiere pointant vers ’extérieur. On note ()\geu(h)) .
nz
la suite croissante de ses valeurs propres. Par le principe du mini-max (voir annexe

A), nous avons en particulier

(PNaat.v)

ANew(py —  ip
A T

Remarque 1.2.1. Si A et A sont deuz potentiels magnétiques tels que rotA = rotA,
alors il existe une fonction ¢ € €= (R™,R) telle que A = A+ V¢ et on a

e (—ihV + A) e = (—ihV + A)’.

N2
Ainsi, les deuzx opérateurs conjugués (—ihV + A)2 et (—ihV + A) ont le méme spectre.
Par conséquent, le spectre du Laplacien magnétique ne dépend que du champ magnétique

associé.

1.2.2 Analyse semi-classique en dimension 2
Le cas du champ magnétique constant :

On suppose ici que Q est un ouvert, borné et régulier de R? et que le champ magnétique
est constant B(z) = 1. On considere ici 'opérateur auto-adjoint P}\f’ A0 avec la condition

de Neumann au bord. Lorsque 2 est un disque de rayon R, Bauman, Phillips et Tang [5]
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ont établi le développement asymptotique a deux termes (en h) de la plus petite valeur

propre AY¥U(h) sous la forme

C 3 3

Neu 1,3 3

A (R) v, Boh = b + 0 (n2),

ou Oy € (0,1) et C; > 0 sont des constantes universelles. Ce résultat est généralisé par
Helffer et Morame [51], qui ont prouvé que dans le cas ot €2 est un domaine ouvert, régulier
et borné de R2, et pour tout n > 1, le développement asymptotique a deux termes de

ANeu(h) est donné par
Neu 3 3
M (h) ~ Ooh = Cirimaxh? + 0 (h2) | (1.8)

ol Kmax €st la courbure maximale de la frontiere. Ils ont également prouvé que les fonctions
propres associées a ces petites valeurs propres sont localisées au voisinage des points
de la frontiére ou la courbure est maximale. Le développement asymptotique en (1.8)
montre l'influence de la courbure sur le spectre de Pl,i A, Mais sans distinguer entre les
valeurs propres. Le dévéloppement asymptotique complet de toutes les valeurs propres
a été établie par Fournais et Helffer [32] sous des hypotheses de non dégénérescence
de courbure du bord de Q. Soit s une paramétrisation d’arc de la frontiere 02 et x(s)
la courbure de 0f) au point de coordonné s. L’hypothese de non dégénérescence est la

suivante.

Hypotheése 1.2.2. Supposons que la courbure s — £(s) admet un unique minimum non

dégénéré en sg, qui vérifie que K" (sg) < 0.
sg joue alors le role d'un puit de potentiel et on a le résultat suivante.

Théoréme 1.2.3 (Fournais-Helffer 2006, [32]). Sous [’hypothése 1.2.2, pour tout n €

N*, il existe une suite ((](n)) , C R, telle que AN°U(h) a le développement asymptotique
]/

sutvante

3 1 [3k T
A (h) ~ Ooh = Cikimash? + €16 \/?(Qn — Dhi + b Y R,

=1
ol ke = —K"(s0).

Dans le cas de symétries (par exemple une ellipse), Bonnaillie-Hérau-Raymond [14] ont

trouvé une expression explicite de la différence entre les deux premieres valeurs propres,
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conduisant a la premiere formule explicite d’effet tunnel dans une situation purement

magnétique.

Annulation du champ magnétique :

On suppose maintenant que = R? et que le champ magnétique B(x) s’annule jusqu’a
l'ordre k > 1 sur une courbe fermée réguliere I' de R2. On suppose de plus que le champ
magnétique est suffisamment grand a l'infini,

lim B(z) = +o0.

|z| =400

Sous ces hypotheses, 'opérateur auto-adjoint Py, o, qui sera noté par
Py = (—ihV + A)? (1.9)

pour toute la suite, est a résolvante compacte. Alors, on peut considérer la suite crois-
sante de ses valeurs propres ()\Xn’[k](h)) _,- Helffer et Kordyukov [46] ont obtenu une
n>z
décomposition asymptotique a un terme pour la plus petite valeur propre du type
Vn,[k] -~ 2k+2 2k+2
A(h) h—0+ Cih w2 +o (h o ) ’
ou (] est une constante strictement positive explicitement calculable. Sous une hypothese
générique, Dombrowski et Raymond [28] ont également obtenu des estimations locales et
microlocales pour les fonctions propres. Ils ont établi que, pour £ = 1, et pour tout n > 1,

M) ~ Cohs + (Ch + (20— 1)Co) hi + 0 (ki)

h—0

ou Cy, C1,Cy > 0 sont des constantes explicitement calculables.

1.2.3 Analyse semi-classique en dimension 3

Soit  un domaine ouvert, régulier et borné de R3. Nous considérons ici le Laplacien
magnétique P} 5  avec la condition de Neumann au bord donné en (1.7).

Comme mentionné en début de section, la frontiére de §2 a une influence importante sur
I’asymptotique spectrale. Il est possible d’approcher le spectre grace a une approximation

locale du champ magnétique par le champ constant. Considérons ainsi xy € 0f2 et I'angle
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0(zo) € [—g, g} donné par

B(20) - n(o) = [ B(xo) | sin(8(x0)) (1.10)

Au voisinage de g, on peut approcher 2 par le demi-espace R? = {(r,s,t) € R*: ¢ > 0}
(la variable ¢ jouant le role de la distance a la frontiere), et le champ magnétique par un
champ constant b = B(xg). 0(zg) est alors égal a 'angle entre le champ magnétique b
et le plan ¢ = 0, et donc, apres rotation, on peut supposer que le champ magnétique est
donné par

b = (0, |B(zo) || cos 0(zo), [[B(zo)]| sin 6(z0)) -

On peut également supposer sans perte de généralité que ||B(zg)|| = 1. Pour la suite on
note # = 6y, D, = %VS et on suppose h = 1. Le but de ce qui suit est d’introduire un
opérateur modele dit de Lu-Pan, qui joue un role important dans la suite. Grace a un
changement de gauge (voir remarque 1.2.1), on peut choisir un potentiel magnétique de
la forme

(tcosf — ssinb,0,0).

Cela conduit a considérer la réalisation de Neumann de
£y = (D, —tcosf + ssinf)? + Dz + D?

dans Despace ambiant L*(R3 ), qui est déja apparue dans [77] dans le contexte de la théorie

de Ginzburg-Landau. On note par
e(f) = infsp (£y) . (1.11)
Par transformée de Fourier partielle en r, on arrive a :
H(0,p) = (p — tcosf + ssinf)® + D? + D?,
dans R? avec la condition de Neumann en ¢ = 0, et on a
e(f) = inf (infsp (H(9, p)))

Le lemme suivant donne des propriétés de la fonction e (voir [50], [77], et aussi [91, Section

2.5.2]) et introduit I'opérateur de Lu-Pan.
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Lemme 1.2.4. Nous avons les propriétés suivantes :

1. Pour tout § € (0,7%), e(0) est aussi l'énergie de ’état fondamental de la réalisation

de Neumann de l'opérateur dit de Lu-Pan, agissant sur L2 (Ri),
Ly = (tcosh — ssinf)’ + D? 4+ D2,

2. La fonction 0 — e(0) est analytique sur (0,7).

8. La fonction 0 — e(0) est continue et strictement croissante sur [0, 7).

4. e(0):=6g € (0,1) ete(]) =1

Ces considérations conduisent a introduire la fonction [ sur la frontiere de ) pour

notre probléme associé a (1.7) :

Définition 1.2.5. On pose, pour tout x € 02,
Blz) = IB(z)] e(0(x)).

Dans ce qui suit, nous examinons I'influence de la fonction S sur le spectre de P} , ¢.

L’asympotique & un terme de A"(h) est établie dans [77] (voir aussi [93] et [34]).

Théoréme 1.2.6 (Lu-Pan ’00). On a
AT (h) = hmin(buin, Buin) + 0(h) |
0t byin = Min, o || B(2)|| et Bmin = mingean B(x).

Quand byin < Bmin, les fonctions propres associées aux petites valeurs propres sont
localisées pres des minima de ||B||. Ensuite, si le minimum est unique et non dégénéré,

I'analyse de [60] s’applique et on a
ANU(R) = binh + Coh? + (Cy(2n — 1) + Cy)h? + o(h?)
ou les constantes Cy, C et Cy sont des constantes explicitement calculables.
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Le cas du champ magnétique constant :

On suppose maintenant que le champ magnétique est constant. Le Lemme 1.2.4 et le

Théoreme 1.2.6 nous donnent que
AN (h) = Buinh + o(h),

ol Bmin = Op [|B||. Ce minimum est atteint lorsque #(z) = 0, c’est-a-dire quand le champ

magnétique est tangent a 0€2. Ainsi, les fonctions propres sont localisées au voisinage de
I'={z € 0Q:B(z)n(x) =0}.

En supposant que I' est une sous-variété réguliere de 92, Helffer et Morame [51] ont
obtenu une décomposition asymptotique a deux termes pour la plus petite valeur propre

du type
ANU(R) = Buinh 4+ Coh3 + O(h3H),

ou Cy > 0 une constante calculable (dépendant de I') et > 0. Lorsque la courbe I' est
fermée et sous une hypothese supplémentaire de non-dégénérescence, alors, la décompo-
sition asymtotique compléte pour les plus petites valeurs propres a été établie dans [61],

et est donnée par
AN () = Biwh + Cohd + Cih% + (Co(2n — 1) + C3)h’ + o(h?),

ou Cy, C1, Cy et (5 sont des constantes explicitement calculables.

La cas du champ magnétique variable :

Lorsque Buyin < bmin €t ||B]| est variable, il semble que I'on en sache moins. Les pre-
mieres estimations des plus petites valeurs propres, et pas seulement de la premiere, sont
faites dans [93] (voir aussi [92]), o une borne supérieure est obtenue sous une hypothese
générique :

An(h) < Buinh + Coh® + (C1(2n — 1) + Co)h? + o(h?) (1.12)

pour certaines constantes Cy, C, C5 et ou C} est explicitement donné par

\/det Hess,, 3
c, -

~ 2|B(zo)|[sinf(zo)

23



Introduction

La borne supérieure (1.12) est obtenue au moyen d’une construction de quasimodes en
coordonnées locales preés du minimum de 3 et implique un certain nombre d’annulations

algébriques assez subtiles.

1.3 Réductions spectrales

Dans cette these, nous allons suivre une méthode de réduction spectrale que nous
expliquons maintenant. Sous des hypotheses géométriques sur le domaine, telles que I'an-
nulation du champ magnétique ou sur le bord du domaine, des estimations de type Agmon
peuvent étre utilisées pour prouver la localisation des fonctions propres associées a des
petites valeurs propres. Ces types de localisation conduisent a un développement local de
I'opérateur et souvent a une structure a double échelle. Cela nécessite la mise en place
d’une stratégie de type Born-Oppenheimer, expliquée succintement dans la sous-section
suivante, et l'utilisation d’une méthode de réduction de type Grushin. Cette derniere
méthode est expliquée en détail par exemple par Sjostrand et Zworski dans [101], ou
par Martinez dans [68] (voir aussi [65] et [10] dans le cas purement magnétique). Cette
méthode nécessite 1'utilisation du calcul pseudo-différentiel pour des symboles a valeur
opérateur, et réduit le probleme a ’étude d’un opérateur effectif de symbole scalaire (voir
I’annexe B pour une introduction rapide aux symboles a valeurs scalaires et opérateurs).
Cette démarche globale sera détaillée dans la suite. Nous commencons ci dessous par

donner un apercu de la méthode de Born-Oppenheimer.

1.3.1 Approximation de Born-Oppenheimer électrique

Soit V' : R? — R une fonction positive de classe C* qui vérifie

lim V(s t) = +o0.
|(s,t)|—+o0

On considere 'opérateur électrique
G, = h*D? + D} + V(s,1),
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ou on rappelle que D, = %Vs, définie sur L% (R?) comme 'extension auto-adjointe associée

a la forme quadratique

20(0) = [, (1001 + 100 +V (5, )u ) dsdt,

ou h > 0 est un parametre semi-classique essentiellement égal a la racine du ratio entre
les masses électronique et nucléaire (on ne détaille pas la modélisation physique).
Mathématiquement, la stratégie de Born-Oppenheimer [20] pour I’analyse spectrale de
l'opérateur 7, dans la limite semi-classique (c’est-a-dire lorsque h — 07) est la suivante.
La prise en compte de ce type de problemes partiellement semi-classiques apparait, par
exemple, dans les articles de Martinez [68, 67, 82, 78|, ou 'objectif principal est d’ap-
procher les valeurs propres et les fonctions propres de 'opérateur .74, par des techniques
d’opérateurs pseudo-différentiels. La méthode consiste a transformer le probleme des va-

leurs propres

I = Ep,

en un probleme d’inversion d'un opérateur matriciel 2 x 2 en utilisant une réduction de
type Grushin.

Précisément, on introduit d’abord 'opérateur partiel,
H (s) =D +V(s,1),

qui est défini pour chaque s € R sur L? (R;) comme 'extension auto-adjointe associée &

la forme quadratique
o | (10l + V(s )lel?) .

En supposant que (£ (s)), g est une famille analytique de type (A) au sens de Kato*, et
en notant par v(s) la plus petite valeur propre de J# (s), on peut alors remplacer, pour s
fixé, opérateur électrique J# (s) par sa plus petite valeur propre v(s). L’étude du bas du

spectre de .77, se réduit alors a celui de 'opérateur effectif
AT = h*D? 4 v(s).

Des techniques semi-classiques a la Helffer-Sjostrand a 4% permettent d’analyser le bas

4. Tl s’agit d’une théorie des perturbations analytiques qui s’intéresse principalement au comportement
des valeurs propres et des vecteurs propres isolés d’un opérateur holomorphe dépendant d’'un parametre
(Voir [64, Section VII.2]).
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du spectre de .77, et méme, dans certains cas, d’obtenir des estimations précises de type

effet tunnel lorsque v a des symmétries.

1.3.2 Développements BKW magnétiques

Apres avoir étudié le cas électrique, la question de la description du spectre de 'opé-
rateur de Schrodinger avec champ magnétique en utilisant la méthode de réduction de
Born-Oppenheimer est légitime. Dans 'article [10], Bonnaillie-Noél et al s’inspirent de
I’approximation de Born-Oppenheimer pour 1'étude spectrale d’opérateurs auto-adjoints

sur L2 (R" x R™), de la forme
/Ch = (hDs + A1($> t))Q + (Dt + A?(Sa t))2 )

ou A; et A sont des fonctions analytiques réelles (ici n,m € N*). Ils ont obtenu le
développement asymptotique en puissance h (quand h — 07) des petites valeurs propres
et des fonctions propres associées (sous forme BKW) pour des opérateurs auto-adjoints
de type L} dans le cas d’un puits de potentiel simple. Expliquons un peu ce que signifie
le développement BKW. La méthode BKW, proposée par Brillouin, Kramers, Wentzel
[21, 69, 103] en 1926, a été appliquée mathématiquement par exemple en 1980 (voir [39],
[22] et [55]). Cette méthode consiste a construire des quasimodes sous forme d’une série

formelle en puissance h du type

pour un certain « > 0. La raison pour laquelle nous aimerions avoir une description BKW
des fonctions propres est aussi que cela constitue une premiere étape pour obtenir une
estimation précise de l'effet tunnel magnétique dans le cas de symétries.

Le symbole a valeur opérateur associé a £, est un opérateur électromagnétique agissant
sur L2 (R*, dt) donné par

Mye = (Dy + Ay(x,1))* + (€ + Ay (1)), (1.13)

avec (z,£) € R™ x R™, et on note par u(z,§) le bas du spectre de ., ¢. Nous travaillons

sous les hypotheéses suivantes.
Hypothése 1.3.1. 1) La fonction R™ x R™ 3 (z,£) — u(x,§) est continue et ad-
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met un minimum unique et non dégénéré uy en un point noté (xo,&o) et tel que

liminf p(x, &) > po.
|m|+|£H+OON( §) > Ho

2) La famille (t//lx,g)(xé)eRmem
(A), au sens de Kato, dans un voisinage complexe Vy de (xo,&o).

peut étre étendue en une famille holomorphe de type

3) Pour tout (x,&) € R™ x R™ N Vy, u(x,§) est une valeur propre simple.

L’hypothese 1.3.1 assure que la plus petite valeur propre du symbole de 'opérateur

de L, est simple et admet un minimum unique et non dégénéré.

Hypotheése 1.3.2. Sous ’hypothése 1.3.1, on désigne par Hesspu(xg, &) la matrice hes-
sienne de p en (xg,&). On suppose que le spectre de 'opérateur Hesspu(xg, &) (s, Ds) est

simple.

Hypothése 1.3.3. Pour R > 0, on note par Qr = R™"\B(0, R). On désigne par L™

la réalisation de Dirichlet sur Qg de
(Dy + As(s, 1)) 4 (hDg + Ay (s,1))% .

On suppose qu’il existe Ry > 0, hg > 0 et pf > po tels que pour tout h € (0, hy), le bas du
spectre de .cf“”’QRO satisfait :
/\]1311",QRO > MS

L’hypotheése 1.3.3 est une hypothése de confinement spectral. Elle permet d’obtenir

une minoration de I'infimum du spectre essentiel de I'opérateur £;. On a alors :

Proposition 1.3.4. Sous l’hypothése 1.5.3, il existe hg > 0 tel que, pour tout h € (0, hy),
inf Spess (£h> > :U’Ek)

La remarque suivante montre que le travail peut étre réduit au cas ou Ay = 0.

Remarque 1.3.5. Lorsque Ay # 0, nous pouvons effectuer un changement de gauge et
remplacer le potentiel (A1, Aa) par (A1 + hVp(s,t),0). Et dans ce cas, le spectre associé
au potentiel (A1 + hVp(s,t),0) est décalé d’un facteur O(h) par rapport a celui associé
d (A1,0). Nous pouvons méme prouver avec un changement de gauge que la phase ® dans
le développement BKW dépend de (s,t).
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Voici le résultat suivant, qui établit le développement asymtotique en puissance de h

des petites valeurs propres et des fonctions propres associées pour 'opéarateur Ly.

Théoréme 1.3.6 (Bonnaillie-Hérau- Raymond 2016, [10]). On suppose que As = 0 et
que Ay est analytique et réel. Sous les hypothéses 1.3.1, 1.3.2 et 1.3.3, et pour toutn > 1,

il existe une suite de nombres réels (N, ;).., et hg > 0 telle que pour tout h € (0, hy), la

j=0
n-iéme valeur propre de L, existe et satisfait
)\n(h) ~ Z)\n,jhj>

h—0 i>0

au sens des séries formelles, avec \po = o, Mg = 0 et A\, 2 est la n-ieme valeur propre
de $HesS (4,60 14(3, D). De plus, il existe une fonction ® = ®(s) définie dans un voisinage

V de xy avec ReHess ®(xy) > 0, et une série formelle de fonctions régulieres sur ¥V x R}

avec ano 7 0 tel que

S|

sur ¥V x R}.

1.3.3 Estimations d’Agmon

Les estimations d’Agmon sont essentielles pour ’étude de 'effet tunnel : 'existence
d’une décroissance exponentielle pour les fonctions propres associées aux petites valeurs
propres suggere que, dans certains cas, une séparation entre les deux valeurs propres les
plus petites, de type

S
e n, (Set a>0)
pourrait apparaitre dans la situation d’un double puits. Dans [1], Agmon a démontré
la décroissance exponentielle des fonctions propres du Laplacien électrique —h?A + V,

associées a de petites valeurs propres, a I'extérieur de ’ensemble

{x :V(z) = minV(y)} .

Y
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Cette décroissance exponentielle est basée sur l'inégalité —h?A +V > V. Dans le cas
du Laplacien magnétique, la minoration de l'opérateur est plus délicate, mais permet
d’obtenir le méme type de résultats.

Expliquons maintenant les estimations d’Agmon pour les fonctions propres du Lapla-
cien magnétique dans le cadre de cette these. Dans ce qui suit, on note par P;, I'un des
deux opérateurs Py o (si @ = RY) et P}l 5 o (si Q est borné de R?) qui sont définis dans
la section 1.2.1. Les deux lemmes suivants sont essentiels pour démontrer la décroissance

exponentielle des fonctions propres de Py,.

Lemme 1.3.7 (Formule de localisation). Soit (x;);., une partition de l'unité sur Q, telle

que

Alors, pour toute ¢ € Dom (Py,), on a

Prp, ) = S (Pt i) — B2 [1[Vx 9|

Jjz1 j=1

Lemme 1.3.8 (Formule d’Agmon). Soit ® une fonction Lipschitzienne d valeurs réelles
et bornée sur Q. Alors, pour toute fonction propre ¢» € Dom (P},) associée d une valeur

propre A de Py, on a

(Pre®, %) = Ao + 2 || w2

Annulation du champ magnétique dans R?

On consideére I'opérateur P}ﬁ,’ik] qui a été défini en (1.9). On rappelle ici que le champ

magnétique B(z) s’annule jusqu’a un ordre & > 1 sur une courbe fermée régulicre de R?
et que
lim B(x) = +oc0.

|z| =400

Dans [48], Helffer et Mohamed ont établi les estimations d’Agmon pour les fonctions

propres de 'opérateur P hIA[ ). Le théoréme suivant montre une minoration trés fine de la

. -, ~ pVn,lk]
forme quadratique associée a Pj o™
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Théoréme 1.3.9 (Théoreme 4.5 dans [48]). 1l existe Cy, hg > 0, et pour tout € € (0, 1),

il existe une constante C. > 0 telle que
h/RQ (1B(x)] — Ch' ) [ (@)* de < Cy /]R (—ihV + A) [ d,
pour tout ¢ € Dom (erx[k]) et pour tout h € (0, hy).

Les deux Lemmes 1.3.7, 1.3.8 et le Théoreme 1.3.9 nous donnent le résultat suivant. Ce

résultat montre la localisation exponentielle des fonctions propres, associées aux petites

valeurs propres de PX%H au voisinage de la courbe d’annulation I' a I’échelle =3

Théoréme 1.3.10 (Proposition 5.1 dans [48]). Soit E > 0. Il existe C, hg,a > 0 telles
que, pour tout h € (0, hg), et tout couple propre (X, 1)) de P,\fx[k] avec A < Ehz%,

k+

2
adist(z,I') 2
L& e <,

et
2 adist(z,I") . 2 2@ 2
L& (Y + A)wf de < O g,
R

Champ magnétique variable dans R?

On suppose ici que € est un ouvert, borné et régulier de R? et que le champ magnétique
B(r) = V x A(z) ne s’annule pas sur €. Le théoréme suivant a été établi par Helffer et
Morame dans [50].

Théoréme 1.3.11 (Théoreme 4.3 dans [50]). Il existe Co,hy > 0, tel que pour tout
h € (0, hg), et pour tout ¢ € Dom (PE,A,Q)’ on a

h [ W) [p@)f do < [ [(<ihV + A) o] da,
ou
IB(z)|| — Chrt, si dist (z, 0Q)

Wi(w) = S
|IB (s(x))]| e (0(z)) — Ch1, si dist(x,0N)

Y
[\ [\
o
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Nous rappelons ici que 0(x) satisfait
B (s(2)) 1 (s(2)) = |B (s(x))]] e(8(x),
ou s(x) est, pour x proche de OS2, le point dans OS2 tel que
dist (z, 002) = dist(z, s(x)),

et la fonction 0 — e(0) a été définie en (1.11).

On suppose que

0 < Buin = 1in |B(x)] e(0(2)) < buin := min | B(x)]] .

€

Le théoreme suivant est une conséquence du Théoréme 1.3.11 (voir [92]). Il montre la
localisation exonentielle des fonctions propres, associées aux petites valeurs propres, de

P} 4 o au voisinage du bord 99 a D'échelle hz.

Théoréme 1.3.12. Pour tout € > 0 tel que Buyin + € < buin, il existe C,hg > 0 tel que,
pour tout h € (0, hg), et tout couple propre (A, ) de P};{An avec A < (Bmin + €)h,

2adist(z,00) 9 9
[ e s < Cllyl®

1.4 Opérateurs de Montgomery généralisés

Pour k£ € N* et £ € R, on considere l'opérateur h[gk}, la réalisation auto-adjointe a

résolvante compacte sur L2 (R, d7) de

) LRl 2
D — .
(e )

On note par v¥1(¢) la plus petite valeur propre de b[gk]. La famille ([] ék])gem est analytique
de type (A) au sens de Kato, v[*! est une valeur propre simple, et pour tout & € R donné,
V¥l a une extension holomorphe locale dans un voisinage complexe de & (voir par exemple
13)).

Quand ¢ € R, I'analyse spectrale de cette famille d’opérateurs a été effectuée par Helffer

et Persson dans [53], ol ils ont prouvé que la fonction R 3 ¢ — v[¥/(¢) admet un minimum
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unique non dégénéré en 5([)k] et que vl (g([)’“]) > 0.

Pour k € N*, l'opérateur de Montgomery généralisé est un opérateur auto-adjoint
défini sur L% (R?; dsdt) par

(k] gM 9o tk—i—l 2
"gh ® :th—I—(hDS_’Y(S)k_{_l) ;

de domaine
Dom (Z#M) = {u € H? (R?) : 4(s)*+2u € L2 (R?) },

ou v est une fonction de classe C* sur R ayant un unique minimum non dégénéré stric-

tement positif 79 > 0 atteint en 0 = 0. On suppose de plus que

lim infy = 7. € (70, +00).

|o]—+o0

Cette famille d’opérateurs est un cas particulier du Laplacien magnétique, dont le champ
magnétique s’annule jusqu’a ordre k& > 1 sur la ligne droite t = 0 du plan R2. Le champ

magnétique correspondant est
BIFeM(s 1) = ~(s)t".
En effectuant le changement d’échelle
(0,7) = (s, hF=1),

Popérateur 2 #Y devient

2k+2 [k}

g}yﬂ’gM = hF+2 Zh ,

avec

. ) 1 2
M —p2y (hD, - ,

. 1 . . . k A
ou h = h#%+ est le nouveau parametre semi-classique. Formellement, .,iﬂh[ ] peut étre écrit

comme un opérateur pseudo-différentiel par rapport a la variable o,
2" =opy (p™)
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ott le symbole pl*! est donné par

4,6 = D2+ (€= () s )
p ) T v Er1)

oil (0,€) € R2. Pour tout (o,£) € R?, opérateur pl¥l(g, €) est auto-adjoint, positif et a

résolvante compacte. Sa plus petite valeur propre, noté ,u[’“](a, £), est donné par

(0. 6) = ()Tl (3(0) 2g)

_1
Le minimun de la fonction R? 3 (o, &) + plfl(0, €), atteint en (0, y5* fék]), est noté ,ugd.

Sous les hypotheses génériques sur ~, 'opérateur .i”h[k] satisfait les hypotheses 1.3.1,
1.3.2 et 1.3.3 (voir [10, Section 4.1]). Par conséquent, nous pouvons appliquer directement

le théoreme 1.3.6 a I'opérateur magnétique fhm, et nous avons le résultat suivant.

Théoreme 1.4.1. Pour tout n > 1, il existe une suite de nombre réels ()‘n,j)po telle que

~ K
An(R) h—0 ;))\wh ’

au sens des séries formelles, avec A\, = ,u%] et \p1 est la n-ieme valeur propre de

1 1
SHessl (0.482¢}7) (0,D,). (1.14)

De plus, il existe une fonction ® = ®(o) définie dans un voisinage complexe ¥V de o = 0

avec Re Hess®(0) > 0, et une série formelle de fonctions réguliéres sur) x R

an('; h) E:O Zan,jhju

Jj=0

ol ano 7 0 tel que

(L= M(h)) (an(h)e ) = O () e
Le terme principal de a,(.;h) est
anolo,7) = [ (o)ultt,), avee w(o) =& +4(0) 2P (0),

ot f,[f(]) est la n-iéme fonction propre normalisée de (1.14).
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La preuve de ce résultat a été démontrée par Bonnaillie-Noél et al dans [10, Section
4.2]. Elle donne une décomposition asymptotique compléte pour les petites valeurs propres
de l'opérateur de Montgomery généralisé, ainsi que la décomposition asymptotique sous
forme BKW des fonctions propres associées. La fonction ® du Théoreme 1.4.1 est donnée
par

1

@(0) = | (&) e(5)d,
0
ol ¢ est une solution a priori locale de 1’équation eikonale
Ho)ma (& +ip(0)) = . (1.15)

Remarque 1.4.2. En supposant que

1- 22

H Y0
fy

o0

est suffisamment petit, le terme de gauche de l’équation (1.15) est bien défini pour tout
o € R, en utilisant Uextension holomorphe de la fonction v¥ dans un voisinage compleze

de {t[)k], et dans ce cas nous pouvons prendre V = R.

1.5 Reésultats principaux de la these

Dans cette section, nous présentons en détail les problemes étudiés, les principaux
résultats de cette these qui font I'objet des articles [2, 3], ainsi que des éléments sur les

stratégies de preuve.

1.5.1 Effet tunnel avec annulation du champ magnétique en 2D
(Chapitre 2)

Considérons le Laplacien magnétique dans R? défini par
%, = (kY + A)?, Dom (%) = {v € L? (R?) : L € L? (R?)},

avec A = (A, Ay) € C*°(R?* R?). Le spectre de %, ne dépend que du champ magnétique
B =V x A, donné par

B(z) = 0,,A5(7) — 0,,A1(x), Yo = (21, 29) € R
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Nous supposons que | lim B(xz) = 400, pour assurer que la résolvante de %, est com-
x| —+00

pacte. Dans ce cas, nous pouvons considérer la suite non décroissante de ses valeurs propres

Dans ce travail, nous nous concentrerons sur un champ magnétique variable qui s’an-
nule jusqu’a lordre k& > 1 sur une courbe réguliére fermée I' de R? symétrique par rapport
a I'axe des ordonnés et sans points doubles. Avant d’énoncer le résultat principal de ce
travail, nous introduisons quelques notations relatives a la géométrie du lieu d’annulation
du champ magnétique. Au voisinage de la courbe d’annulation I', nous utiliserons les co-
ordonnées tubulaires (s,t), ou t(z) est la distance algébrique entre z et T" et s(x) est la

coordonnée curviligne sur I', avec |I'| = 2L. Soit
M:R/(TZ)>s+— M(s) €T
la paramétrisation de la longueur d’arc de I', orientée dans le sens positif, de sorte que
rn {(xl,xg) cR?: 2 = O} ={M(0) := (0,291), M(L) := (0,222)} avec x99 < Xoy,

et v(s) la normale unitaire a I" au point M(s) (voir figure 1.5.1). La courbure «(s) de I'

au point M(s) est donnée par la paramétrisation
M"(s) = k(s)v(s).
Pour 9, suffisamment petit, la fonction
O R/ (|| Z) x (—b9,00) D (s,t) — D(s,t) = M(s) + tv(s),
est un diffeomorphisme d’image
Qs, = {x € R?: dist (z,1) < (50}.

Localement (au voisinage de I'), le potentiel magnétique en coordonnés (s,t) est donné
par

A(s,t) = (A(s, 1), Aa(s, 1)) ,

avec

Ay(s,t) = (1 —tr(s)) A (D(s)) - M'(s) et Ay(s,t) = A (B(s)) - v(s).
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Le champ magnétique correspondant est donné par
B(s,t) == Visy) X A(s, 1) = (1 — tr(s))B o O(s, ).

On définit les fonctions v et § sur I' par

v(s) := kl/l' (gtk (Bo®) (3,0)> , 0(s) = G i 0 (8875’:;1 (Bo®) (s,O)) ,
et la fonction & par
5(s) = d(s) — k(s)7(s). (1.16)

FIGURE 1.1 — Coordonnées tubulaires au voisinage de I'

L’objectif est alors de trouver une approximation explicite de la différence entre les
deux premiéres valeurs propres Ag(h) — A (h) de %, , en termes de «y et d’autres quantités
géométriques. Nous travaillons avec les hypotheses suivantes sur la géométrie et le champ

magnétique, qui justifient la description paramétrique précédente.

Hypothese 1.5.1. On suppose que le champ magnétique B s’annule exactement a [’ordre
k > 1 sur une courbe fermée, réqulicére, non vide, compacte et conneze I' C R2. On suppose

également que
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1. B est symétrique par rapport a l'axe xo et donc I' aussi;

2. la fonction v sur I' admet un unique minimum non dégénéré vy > 0 qui n’est atteint
qu’en deux points symétriques distincts ay,as € I'. Nous supposons que s, et s; sont

les longueurs d’arc respectives pour aq et as ;

-

est suffisamment petit.

Nous définissons la distance d’Agmon attachée aux deux puits comme suit
S = min {S,, Sq}, (1.17)
avec les constantes S, et S; définies par

Su :/[ }v(s)ﬁg(s)ds et Sy :/[ y(s)ﬁQ(s)ds, (1.18)

ler]

o, ® est une fonction positive définie sur I' qui sera définie plus loin dans (2.33).

Rappelons que L = % Nous définissons les deux constantes A, et A, par

0 ' (5) + 2R, (s) — 201
A, :=exp (—/ Re (mT(S) i (s) 1’1) ds) , (1.19)

29, (s)

et

L (s 1(s) — ?11
A, :=exp (— /8l Re (ml( >+22§;((s)) 200, ) ds) , (1.20)

ou cﬂk}l est le deuxieme terme de la décomposition asymptotique de I'énergie de 1'état
fondamental (voir Théoreme 1.5.6), et les fonctions U,., U;, R, et R, sont définies dans
les remarques 2.4.5 et 2.4.6.

Enoncons le théoréme principal de ce travail, qui donne une estimation optimale de

I'effet tunnel lorsque le champ magnétique s’annule le long d’une courbe I'.

Théoreme 1.5.2. Sous I’hypothese 1.5.1, il existe € > 0 tel que si

L

v

sup
s€[—L,L]

<e,

alors la différence entre les deux premiéres valeurs propres de £, est donnée par
s
Ao(h) — Ai(h) = 2 |dy,| + e #7052 O (h?),
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avec
iy, = (Va2 (mr(o)Auew?M etlf () 4 mT(—L)Adefihl/?M e Lt <h>) ,(1.21)
ot S =min {S,,Sq}, ¢ est une constante définie dans (2.47), et
1. la fonction U, est introduite dans la remarque 2.4.2;

2. Ay, Ay sont définis dans (1.19), (1.20) et S, Sq sont définis dans (1.18) ;
—1 0
3. f(h) = Bo/h — hm/ 7(3)#2 (5([)’“] —Im gpr(s)) ds — ap, avec
-L
— la constante o définie dans (2.52) ;

— @, une solution exacte de l’équation eikonale pour le puits droit introduit dans
le Lemme 2.4.1;

— la constante By est proportionnelle au flux magnétique a travers () et est définie

comme suit

1
Bo := m/QB(:L’)d.Z‘, (1.22)

ot () est le domaine ouvert circonscrit par I'.

Remarque 1.5.3. Deux situations se présentent dans ce théoréeme :

1. SiS, # Sa, un seul terme dans la somme (1.21) définissant Wy, est dominant et Wy,

ne disparait jamais pour h suffisamment petit.

2. 8% Sy, = Sq, la situation est différente : en raison de la circulation, le terme d’inter-

action Wy, peut étre nul pour certains parametres h et, dans ce cas, l’écart spectral

s
est d’ordre O (th W1/ (k7 2) >

Le deuxieme cas de la remarque 1.5.3 se produit lorsque le champ magnétique est

symétrique par rapport a l'axe xy, c’est-a-dire
B(z1,75) = B(zy, —13) pour tout (a1, 25) € R2 (1.23)
Dans ce cas, on a
A, =A;=A, 0,00 =2U.(—L) =Yy et S,=85;:=5,

et nous obtenons le corollaire suivant.
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Corollaire 1.5.4. Si B vérifie (1.23) et sous l'hypothése (1.5.1), il existe € > 0 tel que si

L

Y

sup
s€[—L,L]

<e,

alors la différence entre les deux premiéres valeurs propres de L, est donnée par

2k+3

Aa(l) = Au(h) = 4GV 2m AR (90] AT [cos (f(h)] + K20 (e ).

Passons maintenant a I'explication de la stratégie utilisée pour démontrer le Théoreme
1.5.2. Dans ce travail, nous suivons la méme méthode que Bonnaillie et al [14] (dans le
cas ou le champ magnétique est constant), mais avec une difficulté qui apparait ici due &
la variation du champ magnétique. Voici les étapes nécessaires pour prouver le Théoreme
1.5.2.

Premiere étape :

Nous commencons par une réduction spectrale au voisinage de la courbe d’annulation
I'. D’apres le Théoreme 1.3.10, les fonctions propres, associées aux petites valeurs propres
de %, sont localisées au voisinage de la courbe I' a ’échelle h#+2. Cette localisation permet

de se ramener a un modele droit et effectuer le changement de variable suivant
(s,t) = (o,hT),

71 N . . / .
ou h = h#2 le nouveau parametre semi-classique. Plus précisement, elle permet de rempla-
cer opérateur &, par 'opérateur redimensionné, noté N, % ], définie comme une réalisation

auto-adjointe sur l'espace L? (T x R, apdodT) de

a,'D,a;D; + a; " (hD, — A (0, 7)) 05! (hD, — A (0, 7)),

avec
an(o,7) =1 — hre,(T)k(0),
et k+1 k+2
[K] _ _p—k-1 T S T 2 k+3
A" (o,7) = —h 5o+7(0)k+ 1 +h5(a)cu(7)k+2 +h Cuﬁ(T ) ,

ou pt > 0, ¢,(7) = c(ur) et ¢ est une fonction de troncature réguliere égale a 1 sur [—1, 1]

et 0 pour |t| > 2. Rappelons que S, est défini en (1.22) et la fonction ¢ en (1.16). Nous
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désignons par (v,(h)),, la suite des valeurs propres de N, FEM. On a la proposition suivante.

Proposition 1.5.5. Soit n > 1. Il existe D > S,C, hg > 0 tels que, pour tout h € (0, hy),
on a
)\n(h) — Ce_‘h:l/(gw) < ﬁ2k+21/n(ﬁ) < /\n(h) + Oe_ihu(DHz)_

Cela signifie que, pour estimer la différence entre les valeurs propres, Az(h) — A;(h),
de l'opérateur initial %, il suffit d’estimer la différence v5(h) — v (h) correspondante a
lopérateur redimensionné N, ,ék}. Dans ce qui suit, nous nous concentrerons sur ’'opérateur

redimensionné A},

Deuxiéme étape :

Dans cette étape, on essaie de comprendre ce qui se passe avec un seul puits pour ce
modele. Pour cela, nous commencons par considérer I’'opérateur du puits droit, en enlevant
un petit voisinage de s;, et en collant une bande infinie, comme le montre la figure 1.2.
Nous commengons par identifier I" avec (s, — 2L, 5], et on fixe 1) de telle sorte que

0 <7 < mi {1 L}
min< —, — ¢ .
1 14
Nous considérons opérateur différentiel droit suivant, sur 'espace L? (T’ x R, apdodr),

N o = aniDran,Dr + apt (hD, — AL, (0.7)) apt (BDy — AL 5 (0,7)) .

avec

ap,(o,7) =1—hre,(T)ke(0),

et . "
T N T
A%IT]T*,BO(Ua )= —h 18 + %(U)k 1 + h@(o)mcﬂ(r) + e B0 (Tk+3) :

ou les fonctions 7,, 0, et K, sont des extensions respectives de 7, ¢ et x (voir 2.3.1 pour

les détails). En particulier, 'extension ~, de =y est choisie de telle sorte que -, admette un

minimum unique non dégénéré vo > 0 en s, < 0 et Hl — % reste suffisamment petit.

T 11oo
Puisque le domaine est maintenant simplement connexe, nous réduisons le travail a

(k] . asIH]

Vopérateur N, = h[mo au lieu de /\/}Ekr]ﬁ0 Le but de cette étape est de trouver une

approximation BKW pour ’état fondamental u%kl de Vopérateur a puits droit N, ,i’j!
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FIGURE 1.2 — Un domaine de puits attaché au puits droit

Introduisons la distance d’Agmon attachée au puits droit
2,(0) = [ 2(0)/ 5 Re (p.(5)) d,

avec @, la solution d’une équation implicite (appelé équation eikonale),

Ye(o)Ful (g +ipn(0)) = 477l (&),

ot vl (¢) est la plus petite valeur propre de I'opérateur de Montgomery généralisé bgﬂ
qui a été défini dans la section 1.4.
Voici le théoreme explicitant les développements BKW des fonctions propres de 1'opé-

rateur ./\/’,.Ekj Ce théoreme est inspiré de [10, Théoreme 5.2].

Théoréme 1.5.6. [] existe une suite de fonctions réquliéres (af]j) _, C Dom ( ,E’ﬂ), une
2 J/ )
: 5 (] : - (k] 2 (T2
suite de nombres réels (én’j)po C R, une famille de fonctions (‘I/,WQ) he(O.] C L*(R?) et

n

une famille de nombres réels (5[k](h))he(0h | telle que
s

U (o)~ B S o, sl () ~ Yo,

Jj=0 §=0
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et
(N = 620 Wi o0
avec
0.(0) = [ 9(@)7 (! —m (4(5))) do. (1.24)
De plus,
2 vk (k]
o =iy e = 0D i on ),
2) agilo(a, T) = fmo(a)ugﬂw(a) (7), ot fno Tésout I’équation de transport effective
1
5 (&,QIT(J) + %T(O')ag) fn,O + mr(O')fn,() = (5n,1fn,07 (125)
avec
0,(0) = ~i0eu (0.10,(0)) . Re(0) = (Rel0. 7t () U, o)
ol

Ro(0,7) = 27¢ ki (0) (mr(a> — (o) ,Z ,?1)2 - 2&(0)%,2?2 (mr@ — () ;Z I:)

+ Cukin(0)0r + €,k (0) 7Oy,

2 (O (&)

, w.(0):=1P. (o) + g.(0).
k’ 2 ﬁ " r r
T2 o) (¢ff)

(=

Troisieme étape :

Dans cette étape, nous continuons avec 1’opérateur /\@E’ﬂ a puits droit pour la méme
raison que précédemment, c’est-a-dire pour trouver une approximation optimale pour les
fonctions propres de 'opérateur /\/}Ekj, qui nous aident a trouver une estimation explicite
(exponentiellement petite) de la différence entre les deux premieres valeurs propres. Alors
on conjugue par une exponentielle et on réduit la dimension (au moins formellement) par
Grushin. On choisit alors le poids exponentiel comme une perturbation de la solution
de I'équation eikonale et, pour garder de l'ellipticité globale, on utilise I'hypothese de

variation "douce" de la fonction ~,. Pour cela, nous considérons une fonction lipchitzienne
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non négative, R 3 o — ®(0), satisfaisant I'hypothese suivante :

Hypotheése 1.5.7. Pour tout M > 0, il existe ho, C, R > 0 tel que, pour tout h € (0, hy),

la fonction ® satisfait,

(i) pour tout o € R, on a
Re (5 (o) (6~ T (20(0)) + (o) 730/(0)) — 150l >
(ii) pour tout o € R tel que |0 — s,.| > Rh'?, on a
Re (1(0)72H (€ T (60(0)) + 17(0) 720 (0)) = 2f o)) = M,
(iii) pour tout o € R tel que |0 — s,| < Rh'?, on a
|®(a)| < Mh.

. ) . @ 1z )
Nous conjugons alors 'opérateur ./\fh . par I’exponentielle en | et considérons 'opérateur

conjugué

N, h[fﬂ’q) peut étre écrit comme un opérateur h-pseudo-différentiel avec un symbole a valeur
opérateur dont le symbole principal est 'opérateur de Montgomery généralisé. Sous 1’hy-
pothese 1.5.7, la méthode de réduction de Grushin peut étre appliquée pour réduire la
dimension afin de prouver les estimations tangentielles optimales d’Agmon. Le théoreme

suivant montre ces estimations.

Théoréme 1.5.8. Soit ¢g > 0. Sous 'hypothése 1.5.7, il existe c, hg, Ry > 0 tel que pour
tout h € (0,hy), R > Ry et tout z € C tel que ‘z — ,ug < coh, et tout p € Dom (/\/ﬁ]ﬂ (b),

ch ||| < H<7_>2k:+3 <N£?A,¢ _ z) qu + h’

Xo ( RR1/ )
ot Xo € C° (R) est une fonction qui vaut 1 au voisinage de 0.

Par un choix particulier de poids qui vérifie I'hypothese 1.5.1, les théorémes 1.5.6 et
1.5.8 conduisent a la proposition suivante. Cette proposition montre des approximations

des fonctions propres de 'opérateur N, ,.yﬂ avec une erreur exponentiellement petite.
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Proposition 1.5.9. On a
% (W~ o) = o(h),
et
(T)F* e (Th) —unr) = O(h),

dans C' (K;L? (R x R)), ou K C (s; — 2L + 21), 5; — 27) est un ensemble compact.

Quatrieme étape :

Revenons a l'opérateur N, F[k] avec deux puits symétriques. On considere 1’espace
. k
gﬁ = @Ker (Nﬁ[ ] — Vl(h)) .
i=1

Soit u% la fonction propre associée a la plus petite valeur propre de N,Q’j] (opérateur du
[k ] (K]

puits gauche). A partir de u;, et uy,}, on peut construire une base orthonormée By, de &.

Ainsi, 11 (h) et v5(h) sont exactement les deux valeurs propres de la matrice d’interaction
M, matrice de Ng’“} relative a la base Bj. En utilisant I'approximation de la Proposi-
tion 1.5.9, on peut trouver une expression explicite de I'écart spectral de M avec un
erreur d’ordre e %. Finalement, pour démontrer le Théoreme 1.5.2; il suffit d’utiliser la

proposition 1.5.5.

1.5.2 Asymptotique spectrale du Laplacien de Neumann a champ
magnétique variable sur un domaine borné régulier en 3D
(Chapitre 3)

Soit  un ouvert, borné et régulier de R®. On considére un vecteur potentiel magnétique

régulier A : ) — R3. Le champ magnétique associé est donné par
B(z) =V x A(x),
et on suppose qu’il ne s’annule pas sur 2. Pour A > 0, nous considérons I'opérateur

%, = (—ihV + A)?,
Dom (%,) = {¢ € L2 (Q) : L € L2 (Q) et n- (—ihV + A)p =0 sur 9Q},
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ou n est la normale & la frontiére orientée vers ’extérieur.

La forme quadratique associée est définie, pour tout 1) € H! (), par

QW) = [1(-IV =~ Aol ds, Yy e (@).

Puisque €2 est régulier et borné, 'opérateur ., est auto-adjoint et a résolvante compacte.
Alors, on peut considérer la suite croissante de ces valeurs propres (A,(h)),,-,. Le but de
ce travail est de décrire le comportement asymptotique des valeurs propres A, (h) dans la
limite semi-classique h — 0%.

™

Rappelons que pour un point = € 92, on a définit 'angle 6(z) € [-7, 5] en (1.10) par

B(z).n(x) = ||B(x)|| sinf(x), (1.26)

et la fonction [ sur la frontiere par :

fz) = [IB(x)] e (6(2)), (1.27)

ou e(f) est définie dans (1.11). Nous travaillons sous des hypotheses de non dégénérescence

concernant la fonction .

Hypothese 1.5.10. La fonction [ posséde un unique minimum, qui est non dégénéré. Il

est atteint en xg € OS2 et on a
T
Q(ZE()) S (0, 2> .
De plus, on a
Fimin = f(20) = min(z) < min IB(z)| = bmin-

€

Le théoréme suivant établit la décomposition asymptotique complete de la n-ieme

valeur propre du Laplacien magnétique %}, et est le résultat principal de ce travail.

Théoréme 1.5.11. Sous [’hypothese 1.5.10, il existe Cy, C; € R tel que pour tout n > 1,

on a

5 det Hess,, 3 1
M(h) | = Busnh + Coh? + ( v | (n=5)+ 01) W o (1),

|B(z0)]| sin 0(xq
En particulier, pour tout n > 1, \,(h) devient une valeur propre simple dés que h est
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suffisamment petit.

Expliquons maintenant la stratégie de la preuve du Théoreme 1.5.11.

Premieére étape : Opérateur approximé

On prouve que les fonctions propres associées aux valeurs propres A = SBpinh+ O (h%>,
sont exponentiellement localisées au voisinage de xg a ’échelle hz pres de la frontiere 0f2

(optimal) et grossiérement & l'ordre A8 au voisinage de 2o (non optimal).

FIGURE 1.3 — Localisation au voisinage de xg

Cela nous suggere d’introduire des coordonnées locales au voisinage de (. Soit

et considérons sa projection sur le plan tangent a x € 0€ :
bl (z) = b(x) — (b(z),n(x))n(z).

En raison de I’hypotheése 1.5.10, au voisinage xo, le champ de vecteur bl ne s’annule

pas. Cela permet de considérer le champ de vecteurs unitaire

bl (x)
=) = ol
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et la courbe intégrale associée v donné par

7'(s) =f(7(s)), ~(0) =0,

qui est bien définie sur (—sg, s9) pour certain so > 0. Ainsi, 7 est réguliere et a des valeurs
dans 0f2.
On désigne par K la deuxiéme forme fondamentale de OS2 associée a la carte de Wein-
garten définie par
VU,V € T,0Q, KU, V)= (dn,(U),V).

Nous pouvons considérer I'EDO avec le parametre s d’inconnue 7 — (7, s)

0;(r,s) = —K(9,y(r,5),0,7(r, s)n(y(r, 5)) .

avec les conditions initiales

7(0,8) =7(s),  97(0,8) = —(s)",

ou L est entendu dans l'espace tangent. Cette EDO a une solution unique et réguliere

(—ro,70) X (=S0,50) 2 (r,s) +— 7(r,s) ou ryg > 0 est choisi suffisamment petit. Nous

F1GURE 1.4 — Coordonnées locales au voisinage de x sur le bord 9f2
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considérons alors les coordonnées tubulaires associées a la carte v :

y=(r,s,t)—T(r,s,t)=~(r,s) —tn(y(r,s)) =z.

Dans ces coordonnées, la métrique Euclidienne est donnée par

_ T (80
]

avec

o(r,s5.1) = ( |(Id — tdn)(d,v)]? ((Id — tdn)(9,7), (Id — tdn)@ﬂ))) ‘
N ((Id = tdn)(0,), (Id — tdn)(ds7)) 1(1d — tdn)(9,7)|)?

Apres changement de gauge et de variables adéquats, 'opérateur .}, agit localement

comme

8|72 (—ihV, — A(y)) - |g|2 G (~ihV, — A(y)),
ou
~ t 1
Airs.t) = [ g/*Bol(r.s,7)ar
0

~ t 1 r 1
Aofrys,t) = = [ [lgl*Bil(r, s, T)dr + [ (gl Bl (u. 5,0)du,

As(r,s,t) =0.
Ici, Bi, By et By sont des fonctions définies sur R? x R* qui vérifient, en t = 0,
Bi(r,s,0) = (B,d,7), a(r,s)2Bs(r,s,0) = (B,dyy) et Bs(r,s,0) = (B, n),

avec a(r, s) = |0sy(r, s)|>.

La localisation en ¢ suggere que nous pouvons remplacer A par son développement de

Taylor en ¢ (seulement). On considere
L0 = (~ihd, — A) + a7 (<iho, — A;)” — W23,
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avec

1(7", S,t) :tC’l +0252+C’3£3,

>

o(r, 8,t) = —tﬁoﬁ + _Zi(r,s) + z?ng + 13737?3,
As(r,s,t) =0,

Y

ou #(r,s) = (/ |g|%l033(u, s,0)du, 3), C, = a2B, et By = a2B;. Ici, la notation C définit
0

une extension de la fonction C' & R?, et dépendant de la nouvelle variable £ = ty (hlt”>’
2

pour 1 > 0. On montre alors :
Proposition 1.5.12. Pour toutn > 1, on a
Ma(h) = Ao (L) + o(h?).

Essayons maintenant de décrire le spectre de .Z;".

Deuxiéme étape : Transformation canonique

On considere le changement de variable (u1,us) = _# (7, s) et nous obtenons un nouvel

opérateur noté

1 0 O
e/Vh:.@h 0 at 0 @h,
0 0 1
ou y y y y
—ihCyDy, — tCy — 22y — B3Cs
.@h = —1h8u2 — Uy — 1hE'0(9ul + tEl - EQEQ — 1?3E3 X
—ih0;
et

Co = 04%33, Eo = 35/17

et les notations C' signifie que ’on regarde les fonctions comme des fonctions en (uq, us).
On prouve alors que les fonctions propres associées aux valeurs propres A < Kh sont

microlocalisées au voisinage de vg — u; = 0 (vy est le symbole de —ihd,,) dans le sens ou

Uy — U2

E(5eR)] v,
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Considérons la transformée de Fourier semi-classique partielle ., Spar rapport a us et a

la translation/dilatation 7" : uy — (u; — Ug)h_% = 2. Nous obtenons un nouvel opérateur

i

1 0 0
ME=2! 0 at o] 27,
0 0 1
avec
—iCED, — tCF — ht2x (h1t)2C% — RA3x (ht)3CY
D= | —2 — B0, + tE} — ht2x (W) Es — 23y (ht)3EL |
—id),

ott P! = P(uy + hz,up) et h = h2. Aprés cette transformation, .4, devient h.4;*. La

localisation en z permet d’étendre e/iﬁ en puissances de A de symbole principal donné par

no(ug, v2) = (—iCu'o(Um —u9)0, — tél(U% —uy))?

+ Oé_l(UQ, —U2>(—Z — iEo(’UQ, —u2)8z + tEl(Ug, —UQ)>2 — 8]52 s

Grace a la transformée de Fourier en z et a un changement de gauge, ng est unitairement
équivalent au méme opérateur avec EO = 0. Enfin, quelques considérations élémentaires
montrent que ’énergie de I'état fondamental de ng est B (g, us), c’est-a-dire la fonction [
définie en (1.27) dans les nouvelles variables, ce qui justifie sa role crucial dans le résultat

complet.

Troiziéeme étape : Réduction de Grushin

La matrice
Zo(A) = (“0(“’“> A f) :

<',fu,v> 0

est bijective dés que A < S + €, ou f,,, est la fonction propre de ng(u,v) associée a

f(v,u). Son inverse est

9 -9 (A) _ (nO(U’U) - A)J__l 'fu,v
" " <" fu7v> A— B(“? u) ’

5. qui est la transformée métaplectique associée a l’application symplectique linéaire (ug,vs) +—
(v2, —us), voir, par exemple, [80, Section 3.4].
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ot (ng(u,v)—A)7" est le résolvant régularisé sur (vect f,.,,)*. Le symbole complet est alors

Pr(h) - (""”A f) ,

<'afu,v> 0
et on a ﬁ
NP — AN P*
,@WA: h ’
o ()

ot P = (-, f,.,)"V. Il existe alors 2; et 2, tels que, si on note
9 = Dy + h2y + K> D,

on a

VNPV =1d+ O(h*), (1.28)
PVIN =1d + O(h*), (1.29)

avec les restes estimés dans une topologie convenable. On note par

G
Le terme qi est de la forme

qy =A— (Po + hpy + thz,/\) ;

v

avec pg = B(v,u). Les équations 1.28 et 1.29 nous donne

(@)W (A= A) o+ (0f) Po = v+ 00 |0l
()" (A=) o+ ()" P = 00 0]

et
(A= A) ()" o+ P (o) 0 = O 0]
P(p) =0+ 00 el

Ainsi, ;" — A est inversible si et seulement si qhiw est inversible et on a
-1 w wy—L W
(A=) = —a " (ar") a
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Si on note par p§t = py¥ + Ap)¥ + h2p¥YA, alors
A€ Sp (%ﬁ) si et seulement si A € Sp (p§ﬁ> )
C’est pourquoi il suffit maintenant de décrire le spectre et la résolvante de pt.

.s , . X i
Quatrieme étape : A propos de pj

Si 'on développe le symbole au voisinage du minimum de son symbole principal, on
est amené a considérer

1 )
ppd (U) = pp" (U) + iHeSS(O,O)pO (U) + hpi™ (U),

avec U = (u,v).

Apres rotation et utilisation de I’hypothese 1.5.10, nous pouvons supposer que

d
Pt = piT0) + 5 ( +0?) A (aut B),

avec dy > 0 et a, 8 € C. En complétant le carré et en utilisant la théorie analytique des

perturbations, on obtient que le spectre de p°? est donné par

d 2 2
{20(2n ~ 1)+ - S C‘l:ﬁ n?} .

W
Les fonctions propres correspondantes sont de bons quasimodes pour (p,eiﬂr) et, par suite,

w
pour J%f. Cela montre que le spectre de (p}in‘)d) est réel lorsque h est suffisamment petit.

Cela donne la borne supérieure
A (AF) < AZ4(h) + CHP.

La borne inférieure est établie en utilisant en particulier que les valeurs propres de I'opé-

w
rateur non auto-adjoint (p’gmd) ont une multiplicité algébrique égale a 1.
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CHAPITRE 2

TUNNELING EFFECT IN 2D WITH
VANISHING MAGNETIC FIELDS

2.1 Introduction

2.1.1 Motivation

We consider two functions A : R — R? and V : R — R corresponding to the
magnetic potential and the electric potential respectively. These two potentials provide
an electromagnetic field (£, B) defined by

E=VVand B=V x A.
Considering the Schrodinger equation
ihoy¥ = ((—ihV + A)* + V) ¥, (2.1)

for t > 0, z € R? and ¥ a normalized solution of (2.1), |¥(z,t)|* is then the probability
density of presence of the particle at point  and at time ¢. Here, h is considered as a
strictly positive semi-classical parameter close to 0T, in the spirit of the so called semi-
classical analysis.

A particular solution of equation (2.1) is then

iAt

U, t) = plr)e

where A and ¢ verify
((—ihV + A+ V) o = Ap.

We are interested here in the determination of such a so-called eigenpair (), ¢) in the

semiclassical limit (h — 0).
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Partie , Chapitre 2 — Tunneling effect in 2D with vanishing magnetic fields

In some cases (where there are symmetries), the difference between the first two lowest
eigenvalues can be exponentially small with respect to h, leading to what is called tun-
neling effect. The tunneling effect is an important physical phenomenon. Mathematically,
this phenomenon was studied in particular in the 80’s by Helffer and Sjostrand in the
case where the magnetic potential A = 0 and the electric potential has non-degenerate
minima [56, 57, 58, 40]. They proved that the ground states are concentrated near the
minima of the potential V.

This article deals with the same tunneling question, but when V = 0 and in a particular
geometric situation. A first answer to this type of question was found by Bonnaillie-Hérau-
Raymond [14] in the case where the magnetic field is constant in a open, bounded and
regular domain of R? with the Neumann condition on the boundary. In that work, the
authors found an explicit expression of the difference between the first two eigenvalues,
leading to the first explicit tunneling formula in a pure magnetic situation. A second case
was studied by Fournais-Helffer-Kachmar [35] in the case where the magnetic field is a
piecewise constant function with a jump discontinuity along a symmetric curve.

In this paper, we work with a variable magnetic field in R2. We prove that, under some
symmetry and small variability conditions on the magnetic field, the tunneling effect also
occurs. Note this work is the first one providing tunneling effect results in the case where

the magnetic field is variable.

2.1.2 Semiclassical magnetic Laplacian

The purely magnetic Laplacian in R? is defined by
Ly = (—ihV + A)*, Dom(Ly) = { € L* (R?) : Ly € L* (R?)},

with A = (A, Ay) € C*(R? R?). Note that by gauge invariance, this self adjoint operator
is unitarily equivalent to
(—ihV + A 4+ V§)*,

for any suitable real valued function ¢. This gauge transformation ensures that the
spectrum of L, depends only on the magnetic field B = V x A. We assume that
| |lim B(x) = 400, to ensure that the resolvent of L is compact. In this case, we can
x|—+00

consider the non-decreasing sequence of eigenvalues (An(h)),,~ -

In this paper, we will focus on a variable magnetic field that vanishes to order k > 1
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2.1. Introduction

on a smooth compact connected curve I' of R%. In Section 2.2, the tubular coordinates
(s,t) in the neighborhood of the zero curve I' are defined in detail, where s is the arc
length of I' and ¢ is the normal distance to I'. With these tubular coordinates and the
diffeomorphism & defined in (2.14), we define the function v on I' by

1
1s) = o (0F (Bo®)(s,0)). (2.2)
The objective is then to find an explicit approximation of the difference between the first
two eigenvalues A\o(h) — A1 (h) of Ly, in terms of « and other geometric quantities.

An important toy model in our context is the so-called generalized Montgomery ope-

rator, which is the self-adjoint realization, on L*(R, dt), of the following operator

tk-l—l 2
hgﬂ:Der(&— ) k>

E+1

The spectrum of this operator can be found in [53], in which it is proven that the function
R > ¢ = v¥(€) admits a unique non-degenerate minimum at 5}{“} and that ¥ (5})’“]) > 0,
where v¥(€) is the eigenvalue of bgﬂ. This function will be crucial is the monic result.

The spectrum of the magnetic Laplacian £, has been the subject of many works [6, 7,
33, 51, 52, 75|, particularly in the context of superconductivity, in which the asymptotic
description of the third critical field associated with the Ginzburg-Landau functional is
related to the ground state energy of the magnetic Laplacian.

In this paper we will follow the strategy of Helffer and Sjostrand which has been
recently applied to understand the tunneling effect for the Neumann realization in a
bounded domain. This strategy has been already used in the paper [14] by Bonnaillie-
Hérau-Raymond and in paper [35] by Fournais-Helffer-Kachmar.

Earlier rigorous spectral results were obtained in the case of the magnetic Laplacian
with vanishing magnetic field [84, 46, 48, 28]. Helffer and Morame exhibited normal Agmon
estimates which allow to show the localization of the eigenfunctions in the neighborhood
of the zero curve I' [48]. Helffer and Kordyukov found the first term of the asymptotic
expansion of the groundstate energy of £, in [46], and the following asymptotic formula

was established

Ai(h) = A0 () hF o (R (2.3)

where vy > 0 is the minimum of the function v on T". In [28], Dombrowski and Raymond

also found local and microlocal estimates for the eigenfunctions when the function v has
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Partie , Chapitre 2 — Tunneling effect in 2D with vanishing magnetic fields

a unique and non-degenerate minimum -, > 0 at s = 0 on I'. They established that, for
k=1 and for all n > 1,
An(h) = Ophs + 07k + o (h3)), (2.4)

3770)

2 2 2 oyl1] 5[1] LY 5[1] ~
with 8 1= 1311 (&) and 67 := 76"00+76”(2n—1)( (&) ()  where Cy is
a constant.

An open question for the magnetic Laplacian was whether the eigenfunctions have a
similar approximation as the eigenvalues in (2.4), i.e. whether we can approximate the

eigenfunctions by asymptotics of the form

e 5 Y a;(s, ) (2.5)

j=1

for some a > 0. A positive answer to this question was found by Bonnaillie-Hérau-
Raymond in [10], in which they give a formal WKB expansions for the eigenfunctions of the
magnetic Laplacian. The function ® that appears in (2.5) is a solution of an equation called
“eikonal equation”. In papers [14] and [35], the eikonal equation has explicit solutions and
thus the function ® can be found explicitly as a function of the curvature of the boundary.
This shows that the tunneling effect is linked to the curvature. However, in this paper,

the situation is different.

In this work, the eikonal equation is given by (see section 2.4.2) :
2
(o)l () +i0'(0)) = 7o (&), (2.6)

where 7 := mi%w(s) > 0. We note that in this equation, we implicitly use a holomorphic
sE

extension, in a complex neighborhood of fék], of the function R 3 ¢ s vl¥ (€) associated
to the Montgomery operator f]gd. For the solution of this eikonal equation to be a priori

well defined, we shall assume that

1—- 2

|| Yo
/‘y

o

is sufficiently small.

The eikonal equation (2.6) is an implicit complex equation, and a priori its solution is
an unknown complex valued function. This induces difficulties not appearing in [14] and
[35].
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2.1.3 Main result

We work under the following assumptions on the geometry and the potential.

Assumption 2.1.1. It is assumed that the magnetic field B vanishes exvactly to order
k> 1 on a closed, smooth, non empty compact and connected curve I' C R2. It is further

assumed that
(i) B is symmetric with respect to the xa-axis and therefore I' also ;

(ii) the function v on I' admits a unique non-degenerate minimum -~y > 0 which is
reached only at two distinct symmetric points ay,ay € I'. We suppose that s, and s;

are the respective arc lengths for a; and as ;

i i,

is sufficiently small.

We define the so-called Agmon distance attached to the two wells as
S = min {Su, Sd} s (27)
with “up" and “down" constants S, and S; defined by

Su :/[ ]7(3)'#29(5)&9 and Sd:/ ’y(s)%wQ(s)ds, (2.8)

[51757”]

where, ® is a positive function defined on I' which will be defined later in (2.33).
Let L = % We define the two constants A, and Ay by

0 (s r(S) — gk]l
Ay = exp (— / Re (%’“( H;;:é; 201, )ds) , (2.9)

L (s 1(8) — ﬂ
Ay =exp (— /Sl Re (ml( )+22§;:(i)) 201, ) ds) , (2.10)

and

where (ﬂk}l is the second term of the asymptotic decomposition of the ground state energy
(see Theorem 2.4.3), and the functions U,, U;, R, and R, are defined in remarks 2.4.5
and 2.4.6.

Let us state the main theorem of this paper, which gives an optimal estimate of the

tunneling effect when the magnetic field vanishes along a curve I'.
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Theorem 2.1.2. Under Assumption 2.1.1, there exists € > 0 such that if

L0

Y

sup
s€[—L,L]

< e,

then the difference between the first two eigenvalues of Ly, is given by
Na(h) = Ay (h) = 2iy,| + e 0T O(h2),

with

Su

iy, = (Va2 (%T(O)Aue_h”(’f“) eI 4 Q?r(—L)Ade_ihl/?g“) eLif<h>) ;o (2.11)

where S = min {S,, Sq}, ¢ is a constant defined in (2.47), and
1) the function B, is introduced in remark 2.4.2;
2) Ay, Aq are defined in (2.9), (2.10) and Sy, Sq are defined in (2.8) ;
9) 1) = o/~ 175 [ 5(5)75 (61— Tm () ds — o, with
(1) the constant ag defined in (2.52) ;

(7i) . an ezact solution of the eikonal equation for the right well introduced in
Lemma 2.4.1;

(ii) the constant By, is proportional to the magnetic flux through 2, defined as
b= o [ Bla)d (2.12)
== x)dx .
0 ‘F’ Q )

where €2 is the open domain formed by the interior of I.

Remark 2.1.3. We have two situations in this theorem :

1. If S, # Sa, only one term in the sum (2.11) defining Wy, is dominant and w,, never

vanishes for h small enough.

2. If S, = Sy, the situation is different : due to the circulation, the interaction term

Wy, can vanish for some parameters h and in this case the spectral gap is of order

S
@ <h2e n1/(k+2) ) .
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The second case in remark 2.1.3 occurs when the magnetic field is symmetric with

respect to the rq-axis, i.e
B(w1,15) = B(xy, —13) forall (aq,2;) € R (2.13)
In this case, we have
Ay,=A;=A, U,(0)=2,(—-L):=Ly and S, =95,4:=S5,
and we get the following corollary.

Corollary 2.1.4. If B verifies (2.13) and under Assumption 2.1.1, there exists ¢ > 0

such that if

o0

v

sup
s€[—L,L]

<e,

then the difference between the first two eigenvalues of Ly, is given by

2

Aa(l) = Au(h) = 4612w 2R 04| AT [cos (f(R)] + 12O (o 77 )

2.1.4 Organization of the paper

In Section 2.2, we explain the spectral reduction scheme, using normal Agmon esti-
mates and tubular coordinates in the neighborhood of the zero curve I', which allows us to
replace the operator £, by the rescaled operator N, hw with a new semi-classical parameter
h = h#2. The localization near T allows us to reduce to the study of a straight model, and
we introduce reduced left and right “one well” models (see Section 2.3). In Section 2.4, we
construct the WKB expansions for the ground state of the “right well” operator /\/'h[kj In
Section 2.5, we conjugate by an exponential and reduce the dimension (at least formally)
using a Grushin method. We then choose the exponential weight as a perturbation of the
solution of the eikonal equation and, to keep ellipticity, we have to use the hypothesis of
“soft" variation of the function «. With these assumptions, the Agmon weight is uniformly
controlled and we are reduced to a perturbation problem near the minimum of the Mont-
gomery operator. To ensure that the frequency variable £ is bounded, we truncate this

variable in a neighborhood of vé/ (k+2) f([)k]

and consider the operator with truncated symbol
Op} pr. Using the Grushin reduction method, we show tangential coercivity (see Theorem

2.5.7) following [65]. In Section 2.6, we prove Theorem 2.6.1. It consists in particular in
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removing the cutoff function which was introduced in Section 2.5. In Section 2.7, we show
optimal tangential estimates using Theorem 2.6.1 (see Corollary 2.7.1). We also establish
tangential estimates for the double-well operator Nék] (see Proposition 2.7.2), and esta-
blish WKB approximations of the first eigenfunctions of operator N,LE’“} (see Proposition
2.7.5). In Section 2.8, we prove Theorem 2.1.2. WKB approximations allow the analysis

of an interaction matrix whose eigenvalues measure the tunneling effect.

2.2 A reduction to a tubular neighborhood of the

cancellation curve

The following Agmon estimates can be found in [48, Proposition 5.1]. These estimates

show the exponential localization of the eigenfunctions of £; near the zero curve.

Proposition 2.2.1. Let E > 0. There ezist C,hg,a > 0 such that, for all h € (0, hy),
and all eigenpairs (X, 1) of Ly, with A < Eh2%,

k+2

adist(z, 1) 2
L& il de <Ol

and
k+2

adist(z, 1) 2 1
/RZ VR |(—ihV 4+ A) o[ de < Ch2ES |2

Since the first eigenfunctions are concentrated in the neighborhood of I' then we can
deduce that we can work in a small neighborhood of I' of size § small enough. For this

reason, we consider the d-neighborhood of the curve I'
Qs = {z € R? : dist(z, I") < 0} .

Here 6 normally depends on h which we will specify later. We consider the quadratic form
Qns defined for all ¢ € Vs = H} (),

Qh,(S:/Q |(—ihV + A) ¥|* da.
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2.2. A reduction to a tubular neighborhood of the cancellation curve

The associated self-adjoint operator is
Lys = (—ihV + A)?,
with domain
Dom (L, 5) = {¢ € H* () :¢(z) =0, on {x € R?: dist (2, 1) = 5}}

This operator is self-adjoint with compact resolvent, and we can consider the non-decreasing

sequence of eigenvalues (A, (h,6)),-,.- We will follow the same reduction strategy as [14].

Proposition 2.2.2. Let n > 1. There exist C, ho, 5 > 0 such that, for all h € (0, hy) and
0 € (0,6),

k+2
_Bs 2

An(R) < An(h, 6) < Au(h) + Ce™ Vi,

Démonstration. The proof is similar to that of [14], except the power of h. We first then
prove first inequality. Let v, € Vs the eigenfunction associated with A, (h,d). Since ¥, = 0
on {x € R? : dist(z,T) = 0}, we can extend it by 0 on R? to obtain a function 1, defined

on R? which satisfies
Qn (¥n) = Qus (¥n) = An(h, 0).
Then by min-max principle A, (h) < A\, (h,d).

We now show the second inequality in proposition 2.2.2. Let (v;)
and let

I<j<n be an ortho-

normal family of eigenfunctions associated with (A;()), ;<

Xs() == X (W) 7

where x is a smooth cut off function, which is equal to 0 on [1, 4+00], and is equal to 1 on
[0,1/2[. We define
E(h,0) := Spanys1¥; C Vs.

1<ysn

Let 9 be a function of £(h,d). This function is written in the forme

V=x5 Y. By = xst-

Jj=1
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We have

Qns (xst) = [ (=09 + &) (x| de

h,§

<AV + A) ¢|* + 20 || (—ikV + A) Ul moray ) 11V X6l I+ 22 (VX0 Yl

Since the family (1;) is orthogonal, then

1<j<n
((—ihV + A) )y, (—1hV + A) ¥y) = 0, Vj #k,

which implies
I(=1RV + A) 9 < Au(h) [[2]]*.

Using Proposition 2.2.1, we have

5\ (k+2)/2

2

IVxslvl < Co~le ™ v ||y,

and
5\ (++2)/2

2

. g1 _N2)
[(~h9 + A) 6l o (ang, ) < ChER ™ 77— ],
Therefore,

k42

Bo

Qna () < (An(h) +C (5 4 w5

)Hﬂﬁ G € a0,

with 8 = 57%. Then we get

k42

An(h,0) < A\ (h)+Ce™ Vi,

Proposition 2.2.2 allows to replace the initial operator £, by the operator £, s with
Dirichlet conditions in a d-neighborhood of the curve I'. We will make a change of coor-
dinates in the neighborhood of the zero curve I'. This change of coordinates can be found
in detail in [33]. Let

M:R/(T'|Z)>s— M(s) el
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2.2. A reduction to a tubular neighborhood of the cancellation curve

be the arc-length parametrization of I' (see figure 2.1) so that
r'n {(m,y) ER?:z= 0} = {M(0) :=(0,y0), M(L) := (0,y1)} with y; <yo.

Let v(s) the unit normal to I' at the point M (s). We choose the orientation of the para-
metrization M so that
det (M'(s),v(s)) = 1.

The curvature (s) of I at point M(s) is given by the parametrization
M"(s) = k(s)v(s).

Since we are working with 2L-periodic functions, then we can consider the restriction of

these functions on the interval | — L, +L].

We consider the function ® : R/ (|I'| Z) x (—do, dg) —> €25, defined by
O(s,t) = M(s) +tv(s), Y(s,t) € R/ (|I'|Z) x (=bo, o), (2.14)
where dy > 0 small enough, so that ® is a diffeomorphism with image
Qs, = {$ € R? : dist(z,I") < 50)}.
The inverse of ® is given by
O (x) = (M(x),t(z)), Vo € Qy, (2.15)

where t(x) = dist(x,T") and M(x) is the parameterization of the normal projection of x

on the curve I'.

With the change of coordinates ®~! defined in (2.15), the determinant of the Jacobian

matrix of this transformation is given by
m(s,t) =1 —tr(s),
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F1GURE 2.1 — Tubular coordinates in the neighborhood of T’

and the quadratic form ()}, s can be rewritten as follows
Qns(u) :/Q (=AY + A)ul dz
4
-2 . — 2 . — 2
= /<1>1((25) {(1 — tk(s)) ‘(—1]185 + A1> U‘ + ’(—1h(9t + Ag) U‘ } (1 —tr(s))dsdt,

and

/Qé [u(@)[* dz = / [o(s, 1) (1 — tr(s))dsdt,

P=1(Qs)

for all u € Vs, with v =u o ® and

Ai(s,t) = (1 —tk(s)) (Ao ®).M'(s), Ay(s,t) = (Aod).v(s).

The magnetic field associated with the new magnetic potential A is given by

B(s,t) = Vs %X A(s, 1)
=m(s,t) (V x A) o ®D(s,t)
=m(s,t)B o d(s,t).
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To eliminate the normal component of A, we now use the gauge transformation which

corresponds to the conjugation of the operator by ei%, with ¢ is given by

t_ s_
o(5,1) = —505+/ Ag(s,t’)dt’+/ Ay(s',0)ds,
0 0
where [y is defined in (2.12).

The new magnetic potential is given by A(s,t) = A(s,t)— V(s,@- Then for all u € Vs,

we have

Quns(u) =/Q (—ihV + A)uf? dz

= {0t (00, + A) wf” 4+ 1(=h0) wlf (1= t(s))dsct,

where w = elfv and v = u o ®.
After this change of gauge, the operator £}, 5 is unitarily equivalent to Eh@ the self-adjoint
realization on L? (T x (—d,); m(s,t)dsdt), of the differential operator

(1=tr(s)) " hDy(1=tr(s)) hDi+(1—ti(s)) " (hDs + Av(s,1)) (1=tr(s)) " (hDs+ Au(s,1)) ,

where D = %8 and

t t

Ai(s,1) :50—/ m(s,t’)Bo@(s,t’)dt’zﬁo—/ (1—t'k(s))Bod(s, )dt’, (2.16)
0 0

with boundary dirichlet conditions.

Using Assumption 2.1.1, magnetic field B vanishes exactly at order k£ > 1 on I, with
B and the (k — 1) first normal derivatives of B vanish on I". So

Bo®,0,(Bo®),0%(Bo®),..,.0571 (Bo®)

vanish at ¢ = 0.
Since we work for ¢ small enough (—§ < ¢t < d), writing the asymptotic expansion of Bo ®
near t = 0 (for s fixed) gives

k tk+1

Bod(s,t) = Z, (05 (B @) (5,0)) + 7y (965 (Bo @) s.0)) + O(%)
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We recall and define

v(s) == kl' (3;2 (Bo®) (s, O)) and 0(s) := G i 0 (8;?;11 (Bo®) (s, O)) . (2.7)

Using Assumption 2.1.1, the function s — v(s) has a non-degenerate minimum ~, > 0

at s=s, <0and s =5 = —s, > 0, with
M(s,) =a1, M(s))=ay, —L<s,<0, 0<s <+L,
and
v(s) =(sr) =, () =7"(sr) =0, ¥"(s1),7"(s;) > 0.
By computing the integral in (2.16), expression of the magnetic potential A, is given by

k+1 k+2
t ~ .t

Sl

Ai(s,t) = fo = (s) +O(t"),

where 6(s) = d(s) — y(s)k(s).

2.2.1 Truncated operator and rescaled operator

In this section we follow the same spectral reduction method as in [14]. First, we
truncate the variable ¢ to work on the domain | — L, +L] x R instead of | — L, +L] x (=6, 9).
After the truncation, we use the fact that the first eigenfunctions of operator £~h75 decay
exponentially away from the cancellation curve I' at the length scale h = h#+2. This
localization allows us to consider the partial rescaling (s,t) = (o, ht) with h = =3

We start by truncating in the variable t. Let ¢ be a smooth truncation function equal
to 1 on [—1,1] and O for |¢| > 2.

We define

m(s,t) =1—tc <§> K,

k+1 k+2
o= e (£) £ ()0 ).

We introduced here the truncation function ¢ to ensure that the terms are bounded

and

when ¢ is large. This truncation function is found only in front of t*¥2 and t*+3 in A(s,t).

Then, we define M, ; as self-adjoint realization on the space L? (I' x R, m(s,t)dsdt) of
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2.2. A reduction to a tubular neighborhood of the cancellation curve

the differential operator
m *hDmhD, +m ™" (hDy + A(s,t))m ™ (D, + A(s,t)) .

We denote by (A,(h,0)),5, the increasing sequence of eigenvalues of operator M, 5.
Using the same method of the proof of Proposition 2.2.2, Agmon estimates of M,, 5 in

coordinates (s,t) and the min-max principle we can obtain the following proposition.

Proposition 2.2.3. Let n > 1. There exist C, hy, 5 > 0 such that, for all h € (0, hy) and
d € (0,0),

k+2
2

A (1, 8) < Aa(h,8) < Ay(h, ) + Ce Vi,

From now on we fix
k 2n_

§ = hi? T (2.18)
for some fixed 0 < n < ﬁ, which verifies that

5% — h2(k112) U hz(k’iz)_
Now the h#2-scale normal localization invites us to make the following change of variable

(s,t) = (o, ht),

where h = h#2 is the new semi-classical parameter. With this change of variable, the

metric and the new magnetic potential are given by

ap(o,7) =1 — hre,(T)k(0), (2.19)
and k+1 k+2
(K] _ —k—1 T N T 2 k+3
A (0,7) = =B B + (o) 3= + b (0)eu(7) 1 + 7,0 (79)

with ¢,(7) = ¢(pu7r) where > 0. In the following, the estimates are uniform with respect
to the parameter x and then we will fix after u = h2 27 Dividing M, 5 by 2 we

get the rescaled operator
N =0 DranD; + ;" (hDy — A (0,7)) 0y (hDs — A (0,7)) (2.20)
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We denote by (v,(h)),~, the sequence of eigenvalues of /\/'FEM. Then for all n > 1 we

have
k4l

M (Mys5) = B2, (h) = W, (h).
Proposition 2.2.4. Let n > 1. There exist D > S, C, hy > 0 such that, for all h € (0, hy)

Aalh) = Ce™ RT3 < 12420, (h) < Aa(h) + Ce” m7ke

Démonstration. Using Propositions 2.2.2 and 2.2.3, we can deduce that

Bé% Bé#
i <A, (h) < Mu(h) + Ce™ Vi,

An(h) — Ce™

With the choice of §, we have

k42
_Bs 2 __BRT1
e Vh =—=e nl/(k+2)

Therefore, there exist D > S such that

Aa(R) — Ce™ TTHF < W42y, () < An(R) + Ce™ m7eT.

2.3 Single well

The function v admits two non-degenerate minima in s; and s, on I'. We will now
consider two operators N,LE“,{BO and Nh“ﬂ 5, Which represent the left well operator and the

right well operator respectively.

2.3.1 Right well operator

This operator is attached to the right well s,.. We will work on R x R instead of
I' x R and with only one well. For this we will remove the left well by removing a small

neighborhood of s;, and gluing an infinite strip : precisely we start by identifying I" with
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2.8. Single well

A\—i—oo

FIGURE 2.2 — One well domain attached to the right well

(s; — 2L, s;]. We fix 7 so that
1 L
0<m nq—, —. 2.21
<77<m1n{4,4} (2.21)

We consider the following right well differential operator in L? (R x R; a5, dodr),

./\/'h[fﬂﬁo = a;,D-a5,D: + aj, (hD(, - Aﬁ{flﬁo(a, 7')) a, (hDU - Agflﬁo(a, 7')) . (2.22)

with
ap,(o,7) =1—hre,(T)k0(0),
and
—k— Thtl - Tht+2 ,
Ag,ﬁo(@ 7)==k 18 + ”Yr(U)k 1 + h(Sr(a)mcu(r) + ¢, h*0 (Tk+3) 7

where the functions d, and k, are respective extensions of 4 and x such that
6.(0) =6(0) and k.(0) =k(o) on I.;:= (s —2L+1,s —17),

and are zero functions on (—oo,s; — 2L) U (s;,+00). On the other hand, the extension

7, of 7 is chosen so that v, = v on I,; and 7, = 75 on (—oo, s, — 2L) U (s;, +00), with
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Yo € R% such that v, > max v(o). This extension can be chosen so that 7, admits a

unique non-degenerate minimum -, > 0 at s, < 0 and that Hl — 20| is small enough.

T 1oo
Since we are now working with a simply connected operator, then the two operators

./\/}”, 5, and /\/,LE’“QO are equivalent. We denote by u;kl a normalized ground state of the

operator j\fh =N, ;_E’ﬂo in L2 (R x R; a,dodr), and the normalized ground state of A" hrBo

is given by :
O (o,7) = oM (0, 7). (2:23)
2.3.2 Left well operator

To define the left well operator, we consider the symmetry operator

Uf(o,7):= f(—0,71), (2.24)
and define the left well operator on L? (R x R; ay,,dodr) by

'/\[}’Ekl]ﬂo =U" lNhrﬁo

where
api(o,7) = ap,(—0o, 7).

Note that this operator corresponds to the following construction. We identify I" with
[$r, 8, + 2L), we can define on R the functions 7;, 6; and x; by v,(0) = v.(—0), &(0) =
0;(—0) and k(o) = K,(—0).

Then the functions §; and x; verify that

0(0) =d(0) and k(o) = k(o) on I;:= (s, +1,s +2L—1),

and are zero functions on (—o00, s,) U (s, + 2L, +00). On the other hand, the extension 7,

of v is chosen so that 7, = v on [} 5 and ¥, = Yo 0on (—00, 5;) U(s, +2L, +00). In this way,

~; admits a unique non-degenerate minimum -, > 0 at s; > 0, and verify that Hl — 773’
is small enough.

The normalized ground state of the operator Nh[{cl]ﬁo on L* (R x R; adodr) is given
by

Yk k —iBoo /B2 [k
ni(0,7) = U0, 7) = e 7/l o, 7), (2.25)
where uhl = Uu
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2.4 WKB expansions of the right well operator

In this section, we will construct an approximation of the eigenvalues and the asso-
ciated eigenfunctions for the right well operator N} [k] : N,Efﬂp by WKB expansions, and
the construction for the left well operator /\/'%k; : Né’?o is obtained by symmetry. These

WKB constructions are inspired by [10].

2.4.1 Generalized Montgomery operator

For (x,&) € R% we consider the symbol operator

ML= D24 (&= () AN
ne k1)

In the sense of Kato’s perturbation theory (see [63]), the family of self-adjoint operators

(K] : : 2 : (]
(Mx@)(a;,g)eﬂe? is analytic of type (A). Then, for (z¢, &) € R?, the family (Mf’f@)(x,g)eﬂx?
[]

be extended into a family of closed operators (/\/lx’g)( ey where V is a C-neighborhood

can

of (z9,&p). The lowest eigenvalue of ngk] , denoted by ulfl(z, &), satisfies

(. €) = (@) 2 ()" (2.26)

Since the function R 3 ¢ + 7,(0) admits a unique non-degenerate minimum v, > 0 at

s, then the function R? 3 (z,¢) + plFl(x,¢) admits a unique non-degenerate minimum
at (sr,%’““ ) give by
k == k
no) =g M) > 0. (2:27)

We denote by u[ ] the eigenfunction of M[ ¢ associated with the eigenvalue p¥l(x, £).

By differentiating Wlth respect to £ equation (./\/l[ ] plkl (2, 5)) u, ¢ = 0 and taking the
inner product with u/* ]E in L*(R), we get
K\ [k k
O (2,6) = [ ((0eMEL) ulk(r)) ulk(r)ar. (2.28)

By differentiating the function p¥! with respect to z and &, the Hessian matrix of u* at
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(50,77

sr 0 260" is given by

1 2 “%tz, [k] [ ¢lK]
HeSS M[k}(sr7,y(;€+2 ([]k}) — k;-|—2’y (ST)70 v (60 > 0 (229)

0 CUNCY

2.4.2 Eikonal equation

We consider the following equation

v (ipr(0)) = Fr(0), (2.30)

¥r (o)
This eikonal equation can be found in [10, Section 4]. The following lemma is the same as

the one of [10, Lemma 4.4]. Since Hl — 2¢|| _ is small enough, the solution of this equation
is defined for all o € (s; + 7 — 2L, s; — 7)) where 7 > 0 is introduced in (2.21).

where (&) = vl¥! (5[[,’“] + 5) — ¥ (fék}) and F.(o) = v¥ ( ([)k]) << 20 )2/(k+2) — 1> .

Lemma 2.4.1. FEquation (2.30) admits a smooth solution o, defined on (s;+7—2L, s;—1)

A (57 )wIk] g[k]
such that p.(s,) =0 and ¢.(s,) = 1«2#2//((:) > 0.
Y0 (V[’“]) (E([) ])

Using the proof of Lemma 4.4 in [10, Section 4], the function ¢ is given by

pr(0) = =77 (if ()

where 7 is a holomorphic function in a neighborhood of 0 such that 7> = v and 7/(0) =

\/@ and the function §, is defined by

k 2/(k+2)
I A ([)})\/1—(7]&)) if 0>s,,
fr(o-) o k] (k] Yo 2/(k+2) |
—\/ V(&)1 — <%(U)) if o <s,.

The function f, is derivable at s, and f,.(0) = 4/ —%(0) > 0. The taylor series of 7! at 0

gives

pr(0) = Re (¢r(0)) +ilm (¢,(0)),

Re (p,(0)) =, ([])2(5“) () + O (Ifu(0)). (2.31)
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and

i (p.()) = UL O 07 1 0 (10009 (2.32)

Remark 2.4.2. Concerning the left well operator ./\/',Ek}] defined in (2.3.2), equation

v (ipi(a)) = Fi(o)

admits also a smooth solution ¢, defined on (s, + 1, s, + 2L — 1) such that ¢;(s;) = 0 and

, 2 (s (&7
A T ()

2/(k+2)
=69 ((55) )

As the construction of ., the function y; is defined by

Y

where

pi(o) = =i (ifi(0)).

where

k
o VE1 - (25)7 i oz,
(o) = -
AT ([]k})\/l - (%7((;))2/( +2) if 0<s.

By construction of ¢, and ¢;, we can define the two even smooth functions ® and J
onI'=[-L,+L] by

—Rep (o) if 0 €[-L,s,]

[
Do) = Re g, (o) if o€ ET,O]], (2.3
[

—Reg(o0) if o€

Re ¢;(0) if o€ [s,+L].

and

o) = {Im or(o) if o € [-L,0], (2.34)
Im (o) if o €0,+L].
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2.4.3 WKB expansions

The WKB expansions of operator N, ,E";! are inspired from [10, Section 5, Theorem 5.2].
In the following theorem, we will construct these approximations and specify the Agmon
distance adapted to our case which will be a positive real function.

Let us introduce the Agmon distance related to the “right well”

@.(0) = [ (@) Re (0,(5)) d,
which verifies that ®”(s,) > 0 where ¢, is the function defined in Lemma 2.4.1.

Theorem 2.4.3. There exist a sequence of smooth functions (agﬂj) o C Dom (/\/}Elﬂ), a
2 ]/ ‘)

sequence of real numbers (5,[5]]) 0 C R, a family of functions (\I/;kl C L* (R?) and
2 J/ ]

)he(o,ho]

a family of real numbers (5Lk](h)>r€(0ﬁ | such that
v 510

\I/;Lk] (0,7) ~h~ /4 70 i Za[k]

3=0
Z 5! (%] h]
j=0
and
(NI = o)) Wl = O(ne)ee i,
with
TN (K] ~
0.(0) = [ (@) (& —Im (4.(5))) do- (2.35)
Furthermore
(v (&
1) 65 = A F2 () and o) = 2(0)(2n — 1)¢+ Re(sy),
2) agi]o(a, T) = fmo(a)ugﬂw(g) (1), where f,o solves the effective transport equation
1
5 (Dagﬁﬂ[k](a’ mT<0)) + aﬁ:u[k} (07 mT(U))DU) fn,O + Rq[«k](o-)fn,o = 5n,1fn,07 (236)
with

2 (0 (")

(=
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2.4. WKB expansions of the right well operator

ke (0)V, (0 2k+3 i 9
() = 2o (00 + D) [ T (b )
+ k(o) / (e +¢,7) Dalfd oy (0l o (r)dr
k+3)k,(0)y,(o Tht2 . 2
>(6r<a>+< = Lfl)” >> [ g (i, (7)) dr

+ 200, (o), (0) / curul o (r)dr,

— 2w, (o

where

w, (o) = i®.(0) + g'.(0) and 1,(s,) =&l (2.37)

Démonstration. For some real function ®, = ®,(0) to be determined, we introduce the
conjugate operator
N[k] ‘f’r(ﬂ') mr(v)N _®r(o)— lgar(o)

)

and expand it formally as follows

- A
j=0
with
Tt 2
No = D2 + [ 1w0,(a) — 7 ( )k—|—1> )
Tk-‘rl k+1
Ni =D, (mr<a>—%<a>k+1)+(mr<a> (o >k+1)D F R0y,
where

R, (0, 7) =27¢,5,(0) (mxo) o) ) - 25,(0)c T”(wa) ~ ol 1>

+ cukir(0)0r + €,k (0)TOx,

w,(c) =i®/ (o) + g¢.(0), and the function g, is defined in (2.35).
Let al¥l(o,7:h) = 3,20 a%ﬁ ]j(cr, 7)W and let us formally solve equation

(N = o)) (o, 73 h) = O(R™).
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Identifying the coefficient of each A7, j > 0, gives us first
(Mo = 015 aiy = 0, (A)

(Mo = duo) ans = (Omh = Ni) any. (B)

Noticing that Ny = M[JTLT(G), we get that the first equation allows us to choose the
function @, such that
Buo = g’ = 1 (010, (), (2.38)
and aﬂf ]O(O', T) = fmo(a)ugﬂw(a) (1) where f, 0 is to be determined at a later stage.

Indeed, using (2.26), and that /ng] = a2 ylkl (ﬁék]), the eikonal equation (2.38) is given

by

(@) P2l (6 41 (1,(0) 720, (0) +ilm (6,(0)))) =00 (), (239)

which is equivalent to

ylH ( (N (%(U)_‘%“(I’;(U) +ilm (%((ﬁ))) — yl¥ (5&‘“}) =yl (fc[)k]) ((13) T 1) .

Therefore, using Lemma 2.4.1, we choose the function @, such that
(o) TR (0) +ilm (¢,(0)) = ¢, (0),

which is equivalent to
1

(o) F2 @ (0) = Re (¢,(0)).

Then we get

This function ®, verifies that

(K]
1 9 (s, )VIF (€
D, (s,) = ¥(s,) =0 and P(s,) = 20"V (s,) = ¢ (&)
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The second equation (B) can be solved if the following Fredholm condition holds

(31— 2 alfh & (icer (A — 315)") " = span (L)

in L? (R), the Fredholm condition will be given by

Taking the inner product with u([fL @

(k] k
Ny, u ,mr<a)>L2(R,dv) = 0 fuo(0).

Noticing that (85/\/13: 5) o

=2 (m,,(a) - ”yr(o)ﬂ>, N can be written as

o, (o)

N = ; ( (aEMM) oo (agM[kl) o) DU) + R, (0, 7).

Using (2.28) with z = 0 and £ = tv,(0), we have

(e w.0), = [ (0MY) |l o)) ul (2.40)

Multiplying (2.40) by f,.0(c) and differentiating with respect to o, we get

Dy (fuolo) (0e(w,)) ) (241)
_ (K] (k] [K]
_ <( c(eMB) (MBS DU> alfh, 'l (2.42)
(k]
~ (0M(2,€))  Defuol0). (2.43)
which implies
1
<N1(l,[f]0, k7 (o )>L2(R,d7) = 5 (Dcr (a&u’m (x7§))a,mr(a) + (244)
<8§/~L[k] (q;, 5))a,mr(a) Dg) fn’(] -+ %T<O')fn70, (245)
with
k
%7"(0-) = <R7~(0-7 7—) ([)'1‘07«(0')7 ([TLJ (O’)> 2(R,d7’).
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Therefore, f, o verifies the transport equation

(D (00,0) |+ (0 @,0) Do) fuo+ Fulo) = 8 fuge (240

w, (o)

Considering the linearized equation near o = s,., we are led to choose 6, [k 71 in the set
1 (k] k+2
2HeSS,U (Smfo Y ) (0, Dg) + Re(sr) ) -

Using (2.29), the Hessian matrix of ul* at (s,, f([) ]76“”) is given by

2 —wz ] (¢lK)
Hess Iu[ ](Sr, ’V(f”f[k]) k+27”(5r>700k+2V (50 ) (I/[k )0 <§[k]) 7

which gives us

1
iHess,u[k] (5, f([)k]%f“ )(0, Dy)

1 (s T () 0 o o
2 0 ()" () J\ D, )"\ D,
= 5 ()" (&) (92 + (o),

with ( is given by

2 ()M (&)
k+2 '
F205 ) ()

Recalling that the spectrum of the harmonic oscillator D? + (¢ o)’ is given by

(=

(2.47)

{(2n —1)(, n e N*},

we get

1 Y 9 ’7”(57’ ) plk] g[k]
i = (n - ) ()" (&) k+2, ma (y[k])//(é[k?) + Relor).
0 0
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2.4. WKB expansions of the right well operator

Let us come back to

(Vo = 6u) ah = (801 — ML) @,

(K]

where a,, (0, 7) = fmo(a)u[k]

o, (0)

(7). Then we take aﬂf ]1 as

k k ~k
i (0,7) = fun(o)ully (o) (1) +al (o,7),

where
1
d,[f’]l € (Ker (No — ,ugﬂ» .
The procedure can be continued by induction. O

Remark 2.4.4. By (2.39) and using the fact that &[)k] —1Im (p(0)) is bounded below and
that 7(0)7'@%&@;(0) = Rey,(0) is sufficiently small, we can apply [12, Theorem 1.2] to

the function v™ and we obtain that the exact solution of the eikonal equation verifies that
_2
@(0) > v (&) (1) =287 (2.43)

Remark 2.4.5. (Solving (2.46) and normalization of \Ifg“]r) In the expression of the
tunneling effect that we will write at the end, we need to find the explicit form (a priori in

terms of @, ) of solution fi o of the transport equation (2.46). This equation can be written

as follows

W,(0) + 2R, (o) — 200]
2%, (0) fio=0. (2.49)

Oo f1,0 +

where
B, (0) == —i0e (0, 10,(0)). (2.50)

We may write fio in the form fio(0) = eial’o(")flvo(a) with fl,O and oy are real-valued

functions such that fl,o(O) > 0. From (2.49), fn,O solves the real classical transport equation

; Ul 2R, (0) — 2001\ s
aamee( () + 2%, (0) )

29, (o) Ji0=0.

Then, we get

o / _ o5k
Frolo) = Kyexp (_ / Re (mr(s) +22§r(§) 25,%1) ds) |

79



Partie , Chapitre 2 — Tunneling effect in 2D with vanishing magnetic fields

and the constant Ky is chosen so that the WKB solution \I/m in Theorem 2.4.3 is almost

normalized. Following e.g.[16, Lemma 2.1], we choose Ky so that 1 = K2, /&/"—, which

D (sy) 7
P : 1/4 1/4
()
T T

with ¢ is defined in (2.47). Therefore,

' _ oslkl
le,o(O) = \/EAu and A, :=exp (— /: Re (QTT,(S) +22§r(§) 25”’1> ds) . (2.51)

From (2.49), the phase shifts a1 are chosen so that

allows us to choose Ky as

, V. (0) + 2R, (0) — 2607)
@) o(s) = —Im :

20, (0)

Noticing that B..(s,) + 2R,(s,) — 25,[?7]1 = 0 and B, vanishes linearly at s,, the function
o o(s) can be considered as a smooth function at s,. This shows that we have determined
the phase shift oo up to an additive constant. Then, we define

061’0(0) - Oél’()(—L)

ap 1= - . (2.52)

Remark 2.4.6. By the symmetry defined in (2.24), we define the functions attached to
the left well by
w,(0) :=1,.(—0) and R(o) =R, (—0),

and the function U; by
Vi(0) = —idep (o, 10,(0)) .

2.5 A Grushin problem

In this section, we introduce pseudo-differential calculus with operator-valued symbols

and perform a pseudo-differential dimensional reduction using Grushin’s method. This
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method is already used in [65, Chapter 3], [14], and the importance of this method is that
it gives optimal decay estimates consistent with the WKB expansions.

In this section, we consider again the right-well operator /\/}E’ﬂ, introduced in (2.22).

To simplify the notations, we will omit the reference to “right well" in the notation and
write NV, }Ek], ~,0,0, k instead of A, ,5’“,1, Yry Or, 0, k. We also denote ¢ instead of ¢,, which has

been defined in Lemma 2.4.1.

2.5.1 Sub-solution of the eikonal equation

To obtain the optimal estimates for the ground states of N, ,.Ek], we will consider an expo-
nential weight defined as a sub-solution of the eikonal equation (2.39). For this we consider

a non-negative Lipchitzian function, o — (o), satisfying the following hypothesis :

Assumption 2.5.1. For all M > 0 there exist hy, C, R > 0 such that, for all h € (0, k),
the function ® satisfies

(i) For all o € R, we have
2 1 _2
Re (7(o) 0l (& — Tm (o(0) + 11(0) 2 0/(0)) = 170 H() ) >0
(ii) For all o € R such that |0 — s,| = RRY?, we have
2] (k) v a o L EE (K] elH]
Re (y(o) 2 (&7 —Im (p(0)) +iy(0) 72 0'(0)) — 1§ (&) ) = M,
(iii) For all ¢ € R such that |o — s,| < Rh'?, we have

(o) < Mh.

Remark 2.5.2. The function

(k] ( ¢F] . ) BN
N e e

verifies Hypothesis 2.5.1. Indeed, using the fact that §E[)k] —Im (p(0)) is bounded below and
that ’y(a)_k%?q)’(a) is sufficiently small, we can apply [12, Theorem 1.2] to the function
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vIF and we obtain

Re (7() 20 (6 — T (p(0)) + (o) 2 0/(0)) = 2§ 7))
1 2 2
2 §V[k] (&) <%(0)k+2 - 75“*2) :

and Hypothesis 2.5.1 is well verified using the fact that the function v, has a unique
non-degenerate minimum at s.. But it should be noted that this does not give us the
optimal Agmon estimates (and after the optimal approzimations of the eigenfunctions),
it is necessary to construct weight functions that are related to the exact solution of the

eikonal equation. Much more useful solutions will be presented in the following proposition.
The following proposition shows the weight functions which satisfy Assumption 2.5.1.

Proposition 2.5.3. We consider the function v, defined on R by

2

1 2 2
o0(7) = S0 ()72 =9
By the hypothesis on 7., we can choose co > 0 such that
v,(0) = co(o — 5,)* and ®,.(0) = co(o — s,.)* for all o € By(L — ).

The following functions verify Assumption 2.5.1 :
(a) Foree (0,1),

®,.=+1—€d, with R>0 and M = coeR>.

(b) For N € N* and h € (0,1),

~ D, N ,
O, Ny =P r— Nhin <maX (h,N>> with R=/— and M:Ninfn—.
Co r

(¢c) Foree (0,1), Ne N and h € (0,1),

CTDTWJZ(S) = min {CT%N,E(S), vV1—¢€ inf (CDT(t) + /[ ]’y(&)k}rZRe gp,(&)d&) } ,
Sp,t

tEsupp x7.
with R = \/g and M = N min (e, inf ;—:), where supp x,. C Iy, \ Loy
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2.5. A Grushin problem

Démonstration. Since @, verifies (2.48) and the function 7, admits a unique non-degenerate

minimum at s,, the existence of ¢y > 0 is well guaranteed.

We recall that the function @, verifies the eikonal equation (2.39), and by Lemma
2.4.1, the function ®, is defined by

2.(0) = [ 4(5) 7 Re, (3)d, (2.53)

where ¢, verify (2.31) and (2.32), with

|fr V[k] [k] ( )M

According to the chosen hypothesis on 4, |f(o)| is small enough for all o € R and so, by
(2.31) and (2.32), |¢.(0)] is small enough for all o € R.

(a) By (2.39) and (2.53), ¢, verify that
_2
()5 (€ +ign(0)) = 257,
Then, by the expression of ®, ., we get

Re (5:(0)F20H (€ — I (90(0)) + ir(0) 72, (0)) = 20¥(el))
= (o)™ Re {1 (¢! — Im (i2,(0)) + VI~ Rep,(0)) — ¥ (& i, (o))}

Using the Taylor expansion for the function v*! in a neighborhood of f([)k], we get

Re (v (&7 = Im (,(0)) +ivVI = eRe (o)) — v (& + i1 (0)))
(%]

()" (&) ST eRew (o) — (o)
=Re { 3" 7 ((<Im (p,(0)) + VI = eRe g, ()" (ir(0))")

|
n>2 n.

()™ (&) "
— 2:2 TRe {(—Im (pr(0)) +iv1 — €Re gpr(a)> — (=Im (¢,(0)) +iRe @r(g))n} :
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Recall that, for all a, b, by € R and for all n € N\ {0, 1}, we have

3] IR
Re {(a+ib))" — (a +ibo)"} = (b5 — b2) ) (—1)7H C¥ g% (Z b%lbgg—m—z
J=1 1=0

(2.54)
Using (2.54), (2.31), (2.32) and the fact that |f.(o)| is small enough, we get

Re {(~Im (¢:(0)) + VI = Re,(0))" — (~Im (p:(0)) + Rer(0))"}

{eRe ©0%(0) if n=2,

eRe ©?(0)O (f.(0)?) if n>2,

which implies that

Re (v (&7 = Im (£(0)) +ivI = eRegp,(0)) — vH (&7 + i, (o))
= 6f?"<‘7)2 + Efr(‘7>20 (fT(U)Q) .

Therefore,

(o) Re (v (& = Tm (g,(0)) +ivI = eReipr(0)) — v (&l +ip(0)) }
= ev(0)72f,(0)? (1+ O (f:(0)?))

> ev,(0),

and, for all o € R such that |0 — s,| > RRY2 we have

Re (’y(cr)k?ﬂy[k] (2 —m (1 (0)) +i7(0) 72, (7)) — 70 710 (g}fh) > ccyR°h.

(b) For all N € N and A € (0, i), we have
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2.5. A Grushin problem

Then, on {®, > Nh}, we have

Re (1) 20 (6 — T (p.(0)) + (o) 728, ,(0)) =28 79l
= (o)t {u¥ (&~ (ar(o)) +1(1- 5 Reat)) = o (6 + 30 0) |

Similarly as part (a), on {®, > Nk}, we get

2

Re (7o) (61— 1m (p(0)) + ir(0) 28] () = 2 0l

Nh Nh
> (g 20y
5 (2= 5ol

Nh

>

v.(0) > c1Nh,

o

T

ith ¢; = inf 2 .

with ¢ Infg >0
LetR}Roz./%. we have

o — s.| = RhY? = &, g > coR*h > NH,

which implies that for all ¢ € R such that |0 — s,| > RA'Y2, we have

~ 2
Re (7() 20l (&~ Im (o0(0) + 17(0) P28, ,(0)) = 10 H(E) ) > M

(c) It exists ty € supp(x..) such that

t
inf ( _|_/ k+2Re¢r< )d&) _ tO +/0 k+2Reg0T( )d .

tesuppx?.

Then,

or

=V1—¢€|® =

7/
q)'r,N,fL

A, B
CI)r,N,h -

'rNT

Therefore, (i)r, ~,n verifies Assumption 2.5.1.
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2.5.2 A pseudo-differential operator with operator-valued sym-
bol.

We consider the conjugate operator
NP = oAt
with the same domaine as N, fE’“]. It needs
NI® = @' D,anD- + a;t (hDy — A (0, 7)) a3* (RD, — A} (0,7))

with
k+1 k+2

+ hg(a);i”cu + h2e, O(T73).

< x/ T
A (0,7) = ~i®'(0) + 71(0) 7

We recall that for a symbol a(c, €) € S (R?), the Weyl quantization of a is the operator
Op,’ (a) defined, for all u € S (R,;S (R,)), by

_5)¢ a—i—a N
OnY (@u(e) = 5 [ [ et a7 epuo)doc

Classical results of pseudo-differential calculus, for symbols with operator values, are

already detailed in [65, Chapter 2]. We consider the real valued function g defined by

8(0) = [ 20" ((1 (=) ) K 1 (w(@)) i

Remark 2.5.4. Note that, only in this sectzon this is not the same function as the one in
(2.35). There is an addition of the term 7’“*2 4
for the computations than (2.35).

. This new function is more convening

_;8¢

After the gauge transformation e TU), we are led to work with the conjugate operator

Ve _ e_iL,?N%klvq’ei% (2.55)

instead of N, ;Ek]’cb. We notice that N, %k]’cb can be written as an h-pseudo-differential operator
(K]

with an operator valued symbol n;" (o, ) having an expansion in powers of & :

n%k] =ng + hny + B*ng + ...,
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2.5. A Grushin problem

with
R\ 2
=02+ (€4 m(0) = 5(0) )
~ k42 Tl k1 2
= =2300) g (6 wl) o) [y ) + 2k (4 w00 =200 )

where (o) = ¢'(0) +i®’(0) and the notation O is defined in [14, Notation 3.1].

The frequency variable ¢ is a priori unbounded. Then, as in [14], nj, can be replaced by
a bounded symbol as long as nothing is changed near the minimum. For this, we consider
the function defined on R by

1 EEU.
(€ =76 + x(€ =),
where x € C*™ (R) is a function that verifies the following assertions :

(i) the function x is a smooth, bounded, increasing and odd function on R.

(i) x(§) =& on [—1,1] and ghm x(€) =2.

—+o00

We will consider

Opzv(l?h) 5 where ph(07 5) = nh(0>X1(§>)-

The symbol p; has the same expansion in powers of A, except £ to replace with the

truncation function xi(&).

2.5.3 Solving the Grushin problem.

For z € C, we define

P.(0,€) = (fﬁv_; 'Ug’ﬁ) e 8 (R2, £ (Dom(po) x C, L* (R) x C)),

see [14, Notation 3.2], where

R+l 2
= MUy <X1<£> + (o) = 7(0) ) | (2.56)
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is the principal symbol of p; and v,¢ = ugil(g)w(a

the smallest eigenvalue pl¥(o, x1 (&) + t(a)) of po.

) is the eigenfunction associated with

P. decomposes in the form :

P. =Py + WP+ B*Pa+ ..,

with
Po— %2 Usge p1 0
Po.(0,§) = , P1=
<A (<.,va,§> 0 ) 1 (o o)
where
- 7'k+2 Tk+1 Tk+1 2
pL= —2(5(0)mcu (Xl(f) + (o) — fy(a)k n 1)—1—270“]4: <X1(§) + (o) — 'y(a)k " 1) .
(2.57)
Let z € C such that Re (2) € (u! — &, ulf! + €), with € > 0 such that
1/,
e < 5 (o) - (gl (2.58)

where l/gﬂ (€) is the second eigenvalue of the Montgomery operator b ék] for £ € R.

Lemma 2.5.5. For all (0,€) € R?, Py .(0,&) is bijective and

Qo.(0,8) =Py (0,8) = ((po — z) I+ Vgt ) |

(vog) 2= pl(o,x1(6) + (o))

and
Qo-(0,¢) € S (R ¢; £ (Dom(py) x C, L*(R) x C)).

Here 11 = I, ¢ is the orthogonal projection on vy e and 1T+ = Id — 11.

Démonstration. Let (v, ) € L*(R x C) and find (u,a) € Dom(py) x C such that

Po,:(0,€) (z) = (;) : (2.59)

Po— 2)u =0V — U, and (u,v,¢) = 5.
& 3

This equation is equivalent to
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2.5. A Grushin problem

We have

(po = 2)u’ = (po — 2)(u — (U, Vo) Vo)
=V — QUye — (p[k](a, x1(&) + (o)) — z) Vog-

The space (Cvmg)L is stable by pg — z, then py — z induces an operator
Po— 2 : ((Cv(,,g)L — ((Cv(,,g)L .
On this space,
(o — Re (2))u, u) > (Re (1 (0, x1(€) + w(0))) = Re (2)) [Jul® > co [Jul*,

by the choice of z. Indeed, applying [12, Theorem 1.2] to the function z/g“] (see also Remark
1.3 and 1.4 in [12]), using (2.58) and the fact that |®'(o)| is small enough for all o € R
(according to Assumption 2.1.1 and the choice of ® in Proposition 2.5.3), we get

Re (157(0,x1(€) +(0))) — Re (2)
= Re (wa)kiwé’“] (vw)kim(@ +9(0) 79 (0) + w<a>kiup’<a>) — ! - )
(wa)kiwﬁ (v<a>—kizx1<g> + v(a)‘ﬁwg%a)) — (o) - iy’ — )

>0 (el - o) - @0 — ¢

€ER £ER
> T —i —d'(0) >
Z = (glgfl/2 (€) 512fy1 (5)) ()" = co,

where ¢y > 0. Thus, this operator is injective with closed range and, by considering the

adjoint, it is bijective. We have :

(po — 2)ut = v — avge — B (1M (0, x1(§) + W(0)) = 2) vog € (Cupe)”
— (V,V5¢) —x — 3 (,u[k](a, x1(&) + (o)) — z) =0
= a = (1,v5¢) — B (Mo, x1(&) + w(0)) — 2) .
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By the bijectivity of py — z on ((Cvg,g)L, we take

ut = (po— 2) 7" (v = avee — B (M0, x2(€) + 10(0) = 2) Vo)
= (po — 2) 7 (V= (v, Vo) Vo g)
= (po — 2) " THw.
Therefore, u = (U, V,¢)V5¢ + ur = Bvge + (po — 2) 0. ]

The following proposition gives an expression of an approximative inverse of operator

Op,” (P.) with a remainder of order A.

Proposition 2.5.6. We have

OpY (Qo..) OpYY (P.) = [A+HO((r)?+9). (2.60)

. qo,z qa:z
QO,Z = _ + 5
4o, 90,z

then modulo some remainders of order h, we have

Moreover, if we denote by

—1 —1
(OpX(pw) —2) = Opy q0.- — OpyY a5, (Op a.)  Opy g (2.61)

Démonstration. Using Lemma 2.5.5, and composition of pseudo-differential operators, we

have

OpyY (Qo..) 0 Op)Y (Po..) = Opy’ (Do),

with Dy, = Id + hR. By the Calderon-Vaillancourt theorem, R is a bounded operator,
but the bounds depends on the parameter u. In the terms of R, 71 appears and so we
can consider Ova (7@) as a bounded operator for the topology L? (<’7’>k+1d7'd0>.

On the other hand, we see that

Opy’ (Qo-) o (Op} (P2) — OpyY (Po..))

is of order h for the topology of L? (<T>2k+3d7'd0). This power of 7273 comes from the
terms of Py in (2.57). Therefore, (2.60) is proved.
The proof of (2.61) was already established in [65, Proposition 3.1.7]. O
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2.5.4 Tangential coercivity estimates

The goal of this subsection is to prove the following Theorem which gives tangential
elliptic estimate for the truncated operator Opzv (pr). We recall that ® is a non-negative

Lipchitzian function, verifying Assumption 2.5.1

Theorem 2.5.7. Let ¢y > 0 and xo € C(R) which equals 1 in the neighborhood of 0.
There exist ¢, hg, Ry > 0 such that, for all R > Rq, there exists Cr > 0 such that for all
h e (0,hy) and all z € C such that ’z — ,u([)k]’ < ¢oh, and for all ¢ € Dom (Opzv(ph)),

B 9] < || (O} (n) = 2) ] + |

(G o el

The procedure for proving this Theorem is the same as the one followed in [14, Theorem
4.2], but what differs here is the eikonal equation. We first prove the following proposition
which will be the main ingredient in the proof of Theorem 2.5.7.

Proposition 2.5.8. Let ¢ > 0. There exist C,hy > 0 such that, for all z € C with
‘z — ,u([)k}‘ < ¢oh, and for all » € Dom (Op};v(ph)),

[, €al0) [0 dodr — ChVI* < —Re (OB} 0,0, (2.62)
where
€s(0) == Re (1(0) 0 () — T (p(0)) +17(0) 7@/ (0)) — TP ) . (2.63)
Moreover, for some ¢ > 0 and all R > 0, there exists Cg > 0 such that

Rl < Opy g xo (S5 ) vl (264

]+CRh’
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Démonstration. By Lemma 2.5.5, we have

—git. = 1 (0, 31 (€) + 10(0)) — 2
= y(o) Pl (wo—)ﬁxl(s) + v(arriam(a)) — 7 E) + O(h)
= 1(0) 0¥ (Y + (o) Hx(€ —2FE) — Tm (o) +i9(0) P (o)

— 52 M) + on).

Then, —Re (qgfz) is written in the form

~Re (g5.) = €a(0) + (o) ™10, &) + O(h). (2.65)
with

r2(0,6) = ¥ (74 1(0) (€~ 2F 7 — I pl0) + ir(0) 19 (o))

/9 (6 T (p(r)) + Ma)—m'@) 7

and the expression of €g(0) is given in (2.63). Using the Taylor expansion for the two

terms of re at & (for fixed o) and the fact that the functions ¢(o) and fy(a)_ﬁ@ (o)
1 1/2

are controlled by Hl - (770) k2 , we obtain

rafo.€) = v (6”+7( > ﬁwx(f—vﬁgé’“b) - Mgl

() )

Furthermore, since (VW>/( ([)k]) = 0 and (y[k])” (g([)’f]) > 0, there exists a constant ¢; > 0
(independent of o) such that

is small enough and from the Young inequality, we

£ —152e)

min (1,

()7 (4 (61 + o) Rnle o el)) - el > e (1] - o6l |

1

Using the fact that H1 _ (%)m
get

(o) rg + O(h) > —Ch,
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and (2.65) becomes
—Re (q(}—tz) > €g(0) — Ch.

We apply the Fefferman-Phong inequality (see [18, Theorem 3.2]) to get

[, €al0) [0 dodr — CRIYIP < ~Re (Op}Y ., 0.

Using Assumption 2.5.1, the fonction ® verifies
/ Es(0) |1/)|2 dodr > / Ep(0) |¢|2 dodr
R2 |o—sr|>Rh1/2

> cR*h 1o|* dodr

|o—sr|>Rh1/2
= cR*h||Y|)* — cR*h ob|* dodr.
|o—sr|<RR/2

So using (2.62), we get

(cR? = OV [[]* < |[Op) g3

el + cr2n [ [0 dodr,

|o—s-|<RAL/2

and for R large enough, (2.62) is well established. O

The proof of Theorem 2.5.7 is then the same as the one of Theorem 4.2 in [14], but
here with the use of the two Propositions 2.5.6 and 2.5.8.

2.6 Removing the frequency cutoff

The goal of this section is to prove that Theorem 2.5.7 remains true when we replace
the truncate operator OpXV pn by the operator without frequency cutoff N, ,»Ek]’cb defined in

(2.55). For this purpose, we want to prove the following Theorem.

Theorem 2.6.1. Let ¢y > 0. Under Assumption 2.5.1, there exist ¢, hy > 0 such that for
all h € (0,hy) and all z € C such that ’z - u([)k]’ < coh, and all ¢ € Dom (Ngk]@)

el < [+ (W = 2) o] + 8 xo (T ) ]

1
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In all what follows, we shall consider the smooth function R 3 £ — x5(§), such that

@ (2076 —€) =xale) forall ceR (2.66)

and x2(§) = 0in a nelghborhood of 7’”2 ([)k], x2(&) = 1on {€€R: x1(&) =&} so that

==} [k]

the support of y» avoids vy . We will now deal with some lemmas that help us to

prove Theorem 2.6.1.

Lemma 2.6.2. Let ¢y > 0. Under Assumption 2.5.1, there exist C, hy > 0 such that for
all h € (0, hy) and all z € C such that ‘z - ,ugd‘ < coh, and all ¢ € Dom (./\N/';gk]’@),

< CO||(NFE = 2) || + C [l - (2.67)

Tk+1
S (e

Démonstration. For all ¥ € Dom(N{"™'®), we have

2

NP, 0) 2 e | Da* +

Y

s
(hDU +w(o) — 7(0)k n 1) P

which implies that

anwﬂKM%+mww—<> )4\<WN“%M+CWH

E+1

Using the fact that |r(o)| is bounded, (2.67) is well established. O

Lemma 2.6.3. Let ¢g > 0. Under Assumption 2.5.1, there exist C,hy > 0 such that for
all h € (0, hy) and all z € C such that ‘z — ,ug“]‘ < coh, and all ¢ € Dom (/\75[@’@),

k+1

ot xaul}+|(n0n =200

A 1) Opn X2t

. 0n v < € 0 =) o ]
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2.6. Removing the frequency cutoff

Démonstration. We have :

Re (N3 = 2) Op)Y xav, Op) xa) (2.68)

Tk+1

E+1

=Re<(D3+(hDa+m<a>—v<a> ) +o<1>—z) OpY o, O yat)  (2:69)

> (14 o(1) (Dz (D, + (o) - st0) ) Onl ot Opl o) (270
— Re(2) HOpzv ng/JHQ (2.71)
> (10, + w(0)) = ! + 0(1)) OpY e (2.72)

_1
We can assume without loss of generality that 15 > vt fék], and by the symmetry of

X2 in (2.66), the results are true when & < ~¢*? ([)k]. By the choice of ® (see (2.5.3)),
‘7(0)71&2@’(0)‘ is small enough for all o € R, and using [12, Theorem 1.2], we get

Rew (&) +9(0) 7 (€= 9f7el?) — T (p(0)) + (o) 77@'(0)
> 0¥ () 44007 (6 =77 ) — T (0(0)) = 2(0) PR (o),
and

i, + () = 2() 0¥ (6 + (o) 77 (6= 2F7el) —m (ol0)) - /(0)”

1
k+2

When £ € Supp(xe), £ is far from ~, §g€] and for a certain ¢ > 0 we have

1
s ~k
‘5 — A& el

= C.

Using the fact that |p(o)| is small enough, we get in this case

‘y(a)—kiz (g s g’ﬂ) ~Im @(@)’ > L forall ceR

Then, there exists a constant r > 0 such that for all ¢ € R, we have

84 9(0) 77 (6= 2F7el) — Im (p(0)) € R\ B, 7).
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Since the function R 3 ¢ + v*1(¢) admits a unique non-degenerate minimum at &[)k}, then

there exists ¢; > 0 such that for all o € R, we have

k] [ ¢IH — 52 (k]
v (& (o) FE (€= ) —Im (p(0)) ) = a.
Therefore,

_2
(0, € + (o)) — 1) = (o) ey — py! — &' (0)?

> 572 (¢ — V() — @' (0)?

0 (e — vB(ely)
2

WV

- Cl > O
Going back to (2.72), and we get
2 -
|0pi xov||” < € x Re (W = 2) OpjY xatb, Opy X)),

Combining this inequality with (2.67), we get

k+1

|op} waHJrH <hDa — (o)

T 0o x| D O v < € (5~ 2) 00 v

]

Lemma 2.6.4. Let N € N, ¢y > 0. Under Assumption 2.5.1, there exist C,hy > 0 such
that for all h € (0, hy) and all z € C such that ’z - ug“]’ < ¢oh, and all ¥ € Dom (/\7#]’@),

k+1

|OpiY xav | + H (hDa ~10) 1

) OP;;V X2¢H + HDT OP;:,V X2¢H

k+1

2
i
+ (hDg—'y(U)k+1) Opy’ X2t

+ |2 opy ot | < C | (N = 2) ]| + ORN) (1l

Démonstration. Using Lemma 2.6.3, the proof of this lemma is exactly as the one of [14,
Lemma 5.4]. O

k+1
k+1 "

with the normal Agmon estimates.

We will control now 2D, instead of hD, —~(0)
k+1

Since 7 is bounded, then it suffices

to control 7
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2.6. Removing the frequency cutoff

Lemma 2.6.5. Let ¢g > 0. Under Assumption 2.5.1, for all k > 1, there exist C,hy > 0
such that for all h € (0,hy) and all z € C such that ‘z—,u([)k}‘ < coh, and all ¢ €

Dom (./\7,?]’(1)) ,
[l o] < ol (el v Sl e
§=0

Démonstration. By calculating the commutator {/\7}?]@, 7"“} = [ah_lDTahDT, 7"“}, and using
the fact that [DT,Tk} = ? k=1 for k > 1, we have :

} 2D, — a;" (0rap) if k=1,
’ 2okl frh—lar Y (O,an) — k(k —1)72 it k> 2.
For k =1, using (2.67), we have

HM”¢}M<OMMM+OWH
<O (A9 = 2) wl| + 1wl

for all ¢ € Dom (./\fogk]’@). Then, (2.73) is true for k = 1.
By induction on k > 1, we assume that (2.73) is true up to order k£ — 1 and show that it
is true for order k. In effect, for all ¢) € Dom (/\7,?]’@), we get

([t K ENrel iy 2X0 el st e T
D, (719)|| + C 72| + C 11wl

and by (2.67), we get

[ 24 o <0 (2 - ) ot e el + ] e
<= (97 =) o]+ P o+ 0ot
4O+l

Using the induction hypothesis for order k£ — 1, (2.73) is true for order k. ]

Lemma 2.6.6. Let ¢y > 0. Under Assumption 2.5.1, for all k > 1, there exist C, hg > 0
such that for all h € (0,hy) and all z € C such that ‘z —,ugc]‘ < coh, and all ¢ €
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Dom (/\7#]’@),
|7 o < e flmF (N7 = 2) v + C . (2.74)

Démonstration. The proof is quite simple by noting that
|7l < ("7 =2) (o) | < e s (5 = =) v+ M5 ]
and using (2.73), we get
4o < i (819 2 u] + ¢ 5 [
3=0

By induction on k > 1, (2.74) is well established. O

Proposition 2.6.7. Let N € N, ¢y > 0. Under Assumption 2.5.1, there exist C,hyg > 0
such that for all h € (0,ho) and all z € C such that ‘z—,u([)k}‘ < coh, and all Y €

Dom (J\ﬁ[k]’(b),

|0py X2t + | D- O x| + || D5 Oy xoth|| + | D2 Op3 x| + || (Do) OpyY xat|
+ || D, OpyY xav| < € [[(7)# 2 (N2 = 2) | + O (BY) ([l

Démonstration. By applying (2.74) to Op,’ 21, we have
[ op xav | < O () (M = 2) O oy | + C Oy xat]
and by calculating the commutator [N}, Op)" x»| and using Lemma 2.6.4, we get
[ op av | < O (AT = 2) o + 00N Il (2.75)
Likewise, we get

|2 0p)Y xou|| < € (7?42 (M = 2) ¢ + OB 1] (2.76)
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Since 7 is bounded, then using (2.75) and Lemma 2.6.4, we get

k+1

|1z O} xat|| < (ﬁDo—%a) - +1> Op; x2|| +

< Oyt (K90 = 2) ] + O™) o]

Tkt
’ H k:+ ] OpyY X2t

Likewise as the proof of [14, Proposition 5.6], we have

|(rDo)* Op}Y ot | < Cf[¢r) 2 (WHT = 2) ]| + O () 114

and
|70, OpY xov| < C ()2 (M = 2) ¢ + 0 (BY) 10
]

We now have all the elements to prove Theorem 2.5.7. Using the result of Proposition

2.6.7 and like the same strategy from the proof of [14, Theorem 5.1], we get

X0 ( e )

_lg(o) [k;]cb uz(rr)
h

el < H<T>2k+3 (Nrgk]@ ) QpH + h’

for all ¢y € Dom (Ngk]’é). But we use the fact that /(/,LE’“L@
Theorem 2.5.7 is well established.

, then

2.7 Optimal tangential Agmon estimates

2.7.1 Agmon estimates

Let us give the optimal Agmon estimates for the eigenfunctions of the two operators

N, fgkj and N, fE’ﬂ. The following corollary is a consequence of Theorem 2.6.1.

Corollary 2.7.1. (Single well) Let c¢q > 0. Under Assumption 2.5.1, there exist C, hy >
0 such that for all h € (0, hy) and all X\ eigenvalue ofj\/}Eﬁ] such that ‘)\ — ,ugd’ < ¢oh, and
all associated eigenfunction ¥ € Dom (N[k])

h,r

/RXRM W[* dsdt < C W] gp) -
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Démonstration. By applying Theorem 2.6.1 with ¢ = ei U and z = A, we get

o — Sy >
eletel < o (s ) oF9].

Since the function % is bounded on Supp <O’ — Xo (;,;15/2)), then

ot <|

tuf <.

]

We recall that the two Agmon distances for the two single-well operators N,!ﬂ and

N ni» are respectively given by

2.(0) = [ () Rep,(3)d5 and ®u(0) = [ (5) 7 Rep1(3)do.

51

We will consider the operator Ni* with two wells defined on L2 (I' x R) ~ L2 ([~ L, L) x R).
For 7 > 0 small enough, we denote by

B, (7)) :=B(s,,0) = (sr =), s, + 1), and By(A) := B(sy, ) = (s1 — 0, 51+ 7).

We define the two 2L-periodic functions on [—L, +L) so that

- D, (o if —L<o<s—1,
b0y = {7 o
¢,.(0c—2L) if s+ <o< L,
and
- O (c+2L) if —L<o<s,—1,
Py(0) =
(o) if s,+n1<o<L,

and that ®, > @, on B, (n) and o, > ®, on B, (n).
For 0 € (0,1), we define the function ¢ on I' by

¢ =1 — fmin ((DT, <I>,)

Proposition 2.7.2. (Double well) Let ¢ > 0 and /) > 0 small enough. There exist
C, ho > 0 such that for all h € (0,hy) and all X eigenvalue of./\/}L such that ‘)\ u[k] <
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2.7. Optimal tangential Agmon estimates

coh, and all associated eigenfunction v € Dom (/\/}Ek]),

20, 19
/ e |ul”dodr <
[—L,L)xR

4 )XR).

[k] < ¢oh and u the

Démonstration. Let \ be an eigenvalue of NTE such that ‘)\ 140
associated eigenfunction. We denote by y, the smooth cutoff function which is equal to 0
for 0 € By(7) and 1 for o € I"\ B;(27). The function ¢ is defined on [—L,+L), so we will
extend ¢ so that it is defined on R and verifies Assumption 2.5.1. Therefore, we consider

the function ¢ = Xre%u as a function on R and we apply the Theorem 2.6.1 with z = A
to obtain that
g s\ s
o (e ) o]

By using that u is an eigenfunction of N, %k] associated with A\, we get

ch‘

ebul <m0 (A9 - 2) ] +

H<7_>2k+3 (Nrgk]@ _ Z) Xre%uH = H<T>2k+3 {Nh[,k}, Xr} UH :

But Supp (x}) C (s; — 27,1 — 1) U (s; + 1,5, + 27), and so for 7 small enough, we can
assume that ¢ < 5 in Supp([/\/’h[k], X’"D' Therefore,

ch‘

< >2k+3 [N[k]’ XT] U

2} €
Xreﬁu” < e L2([L.L)xR) + Chllull po_r.1)xm) -

By the normal Agmon estimates,

@ £
xeetu| < O ull 2, s

and by symmetry, we get

[xieful| < Cef ullpa_r, 1)y -
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Since 7 is small enough, then

[
h

‘eu

¢
ery

+ et

L2((—L,+L)xR) < ’ L2((—L,0)xR) L2((0,+L)><R)

< el + ek

S Cet lull o p yxr) -

2.7.2 WKB approximation in the right well

In order to perform the tunneling analysis, an explicit approximation of the ground
state energy of the single well operators must be found. This approximation is a direct
consequence of the Theorem 2.6.1.

For /) > 0, we denote by I, := (s; — 2L + 1), s; — 1)). Let @/},[ikl = Xﬁ,r\I!,gfl, with

e X, & smooth cutoff function such that x;, =1 on Iy;, and x;, = 0 on R\ I;,,

that is to say supp (xa.,) C Li-

. \I/;Lk]r is the WKB expansions (already defined in Theorem 2.4.3), such that H\If%kl
1.

e Let I, the orthogonal projection on the first eigenspace span {u%kl,} for NV, ﬁ[kj
Proposition 2.7.3. We have

L2(RXR)

Démonstration. Using the fact that the spectral gap between the lowest eigenvalues of
/\/’,”, is of order A (see Theorem 2.4.3) and that

w,[ikl — Hﬂ/}% € (vect {ugﬁl})L ,

)

the Min-Max principle proves that there exists ¢ > 0 such that

Y

< (M = g (m)) i)
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where p§%(h) is the smallest eigenvalue of N, ,»E associated with u[r ] Therefore, by applying

Theorem 2.4.3, we get

(KN T = O(h™).

L2(RxR)
O

The following Lemma gives some properties on the weight ‘i%, ~,; introduced in Proposition
2.5.3, and the proof of this Lemma is exactly like that of [16, Lemma 2.6].

Lemma 2.7.4. Let K C I; be a compact set. For all N € N* there ewists ¢g > 0 such

that for all e € (0,€), there exist hg > 0 and R > 0 such that, for all h € (0, hy), we have
(]) rNE < Ppoon I,

2

(3) @rnp=I— P, = P, onsupp X}, .

TNf_ TN,h, on K.

~
=

Using Theorem 2.6.1, Lemma 2.7.4, we follow the same proof as [14, Proposition 6.3]
(that of [16, Proposition 2.7] as well) and we obtain the following Proposition.

Proposition 2.7.5. We have
e (W, —up,) = O(™),

and
<1>, 0o
(T e (W) — ) = O(h),

in C* (K; L* (R x R)), where K C Iy, is a compact set.

2.8 Interaction matrix and tunneling effect

The goal of this section is to estimate the difference between the first two eigenvalues,
vo(h) — v1(h), of the operator /\/}Ek] which is defined in (2.20). For this, we will follow
the same strategy as in [16] and [14] We denote by u$*(h) the common “single well'
groundstate energy of operators N o and tho By Corollary 2.7.1, Proposition 2.7.2
and the Min-Max principle, we get

p(h) — O (7)) < (k) < valh) < i (B) + O (7)),
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where we recall S is defined in (2.7) and O is defined in [16, Notation 3.3].

First, we will construct an orthonormal basis of
2
E = @Ker( k] _ Vi(ﬁ)> ,
i=1

and we will write the matrix of the operator Nrgk] in this basis. For that, we will start
with two functions u%kl and u;,k% (the two eigenfunctions of J\/}Eﬂo and Ngﬁo respectively
associated with the same first eigenvalue p§*(h)). Inspired from (2.23) and (2.25), we

define the two functions gb%kl and gzﬁ%k} by

(o) e 0o M2y (5, 7) if —L<o<s—17/2,
o,T) =
e o2y M (5 oL, 7) if s +7/2 <0 < L,

h,r

and
" e—iﬂo(a+2L)/hk+2u[hlf%(O_+ oL,7) if ~L<o

Sr — ﬁ/za
h,l(@ T) =

<
e Por M2y (g, 1) if s, +7n/2<0<L.

We will truncate these two functions so that they are defined on I' x R, and then we will

build from these two functions a basis of £.

For a € {l, 7}, we introduce the quasimodes f,% defined on I" x R by

k k
ig/,l = Xn,aqsgi,ll

where ., is the cut-off function introduced in the beginning of Section 2.7.2, x,,; = U Xy,

is defined by the symmetry operator (see Section 2.3.2).

Let II be the orthogonal projection on £, and consider the new quasimodes, for o €
{l,r},

k k
ot = 1is

By Proposition 2.7.2, we have (see Section 3 of [16])
_ sy
<;E]i,f;§’f}3)=1+(9(e n) if =8,
L s\
G =0 () i ars
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and
k]
gh a

| 0. (ghe = fia) | = O (7).

The base { g,[i]f;, g,[@kl} is a priori not orthonormal, and by the Gram-Schmidt process, we

can transform it to an orthonormal basis By, = { g,% I gf[ikl} defined by

~k k _1
= gliat,

where G is the Gram-Schmidt matrix ((g,[ik(]x, g;[ik,]g)) selln} With this construction, By is

an orthonormal basis of £. Let M be the matrix of N, %k;} relative to the basis By given by

(k] ~[k]  ~[K]
(<N gha’ 55>)a,ﬁ€{lvr}.

We have
Spec (M) = {v1(h), v2(R)}.

Then, using [16, Proposition 3.11], we get
va(h) = va(h) = 2|wi, |+ O (e77 ), wi, = (r)], i), (2.77)

where rha = (N[k Sw(h)) f,LEk}l for a € {I,7}.

The goal is now to estimate the interaction term w . By integration by parts (see [14,

Lemma 7.1]), we have

wy, = ih(wy, +wi,), (2.78)
with
wy, = /]R (¢[k]D ¢ +Dh¢hz hr) (0,7)dr,
and
w, == [[art (ool + Drollioll ) (-1, myar,
Where Tk+1 k+2

Dy = hDy + ™ 715y — 4(0) - hc?(o-)cu—; — 0,

k+1
and ay is defined in (2.19).
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By the explicit form of gb,%k]a, we can write

[k] Th+l ~ Th+2 "
wp, = / agluhl<ﬁDg - V(U)k 1 h5(0)cuk + h2c (9(7"”3)) ufl (0, 7)dr

1 T S T 2 k+3 (k] [k]
+ /R a; (ﬁDU — v(a)k 1o hé(a)cum + e, O(T"" )) upup,. (0, 7)dT.

By Proposition 2.7.5, the explicit expression of the WKB solution in Theorem 2.4.3 and
the fact that ®,.(0) 4+ ®;(0) = S, the expression for wy', is given by

“ 1K) TR s T ks ) @l
wM:/Rah U ADs = (0) 1 = B(0)eu 5 + B, 0(+) | Wl (0, )dr

k+1 k+2
u

* /R @’ (hDU - 7(0);+ 1 FLS(O')C“%_’_Q + e, O(r k+3)> \IJ%H‘I’%«(O T)dr + O(h®)e™ .

Pr(o) igr(o)

Since \1/;’“}(0, T) = U\I/;f]r((), 7) and \I/;fl(a, T) = a[llf]h(a, T)e " n e & (see Theorem 2.4.3),

we get

Su 1y [H] : R
eHuf, = [ 'V} D, +i9(0) + g1(0) = 7(0) 17 | alh(0, T)ar

k1 )
+ [Lat (D, ~ 1001-0) + 1l-0) — 2(0) [y ) Ul 0. + O

with

0:(0) = [ (@)% (& — m ,(3)) o,

where the function ¢, is defined in Lemma 2.4.1. Therefore,

Suw _ 1y , TN W T
enwy, =2 Ran i®7.(0) + g7.(0) _7(0)k+ 1 Uay pay (0, 7)dr + O(h).

We recall that by Theorem 2.4.3, we have a ]h [k] o+ O(h), with
00, 7) = F10(0) g, (o) A 10,(0) = 1P () + g1 (0).

Using the expression of f; in Remark 2.4.2, we get

U rt — i Tk+1 2
eHuf, = i o(0)%e 100) /R 9 (mr(O) = 9(0)5— 1) (@) A7 +O(R).  (2.79)
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Using (2.28), we have

ThHl K \2 k) k) [k]
[2 (0 =20 ) (o) ar = [ (0M5), o) (e

— G (0, 0,(0)).
According to Remark 2.4.2, we can write
f10(0)2 =271 2A, and  — i0:1%(0,10,(0)) = ,(0).
Therefore, we get

Sy

ie nwl = (Y2295, (0)Aye 20 1 O(h). (2.80)

lr

By the same method, we can obtain
_ie%wﬁr _ C1/2ﬂ_71/2mr(_L)Adef2ia1,0(fL)672i,80L/hk+2f2igr(fL)/h + O(h), (281)

where A, is defined in (2.10).

By combining (2.78), (2.80) and (2.81), we get

Wy, :hgl/Q,ﬂ_—l/Q (mr(o)Aue—ziaLo(O)e—S}fL‘ + Q},n(—[/)Ade_zial’O(_L)e_ZiﬁOL/thrQ_2igr(_L)/he_S}{i)
+e nO(R).

By multiplying w;, by exp (igr(—L)/h+ i(a1,0(0) + a1o(—L)) + iBOL/h’“H), and using
(2.77) and the fact that A = hF7 | we get

va(h) — 1(h) = 2iy,| + ¢ T O(hFH2),
with

Sy

by, = (V2 V2pEn (‘Z],,(O)Auehlﬂwemf(h) + B (=LY A e i oild <h>> ,

where f(h) = }%%}L — ap + Bo/h and «y is defined in (2.52).
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Finally, combining this result with Proposition 2.2.4, we get
S
Aa(h) — M (h) = 2|y, | + e W7ED O(h?),

with

S

Wy, = Cl/%—l/?hz;f%f <qyr(0)Aueh1/§§+z>eiLf(h) + 0, (—L)Age” V(= e—Lif(h)> ’

which ends the proof of Theorem 2.1.2.
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CHAPITRE 3

SPECTRAL ASYMPTOTICS OF THE
NEUMANN LAPLACIAN WITH VARIABLE
MAGNETIC FIELD ON A SMOOTH
BOUNDED DOMAIN IN THREE
DIMENSIONS

3.1 Motivation and main result

3.1.1 The operator

Let 2 C R3 be a smooth connected open bounded domain. We consider A : ) — R3

a smooth magnetic vector potential. The associated magnetic field is given by
B(z) =V x A(x),
and assumed to be non vanishing on €. For h > 0, we consider the selfadjoint operator
L = (—ihV — A)? (3.1)
with domain
Dom(%,) = {1 € H*(Q) : n- (—ihV — A)yp = 0 on 0},
where n is the outward pointing normal to the boundary.
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The associated quadratic form is defined, for all ¢ € H'(Q2), by

e H'(Q), Q) = [ |(=ihV — Al da.

Since () is smooth and bounded, the operator £, has compact resolvent and we can
consider the non-decreasing sequence of its eigenvalues (A, (h)),>1 (repeated according to
their multiplicities). The aim of this article is to describe the behavior of the eigenvalues

An(h) in the semiclassical limit h — 0.

3.1.2 The operator on a half-space with constant magnetic field

The boundary of 2 has an important influence on the spectral asymptotics. Let us

consider xy € 09 and the angle 0(x) € [—g, g} given by
B(zo) - n(z0) = [[B(zo)]| sin(6(z))

Near xg, one will approximate 2 by the half-space R} = {(r,s,t) € R* : ¢ > 0} (the va-
riable ¢ playing the role of the distance to the boundary). Then, this will lead to consider

the Neumann realization of
Lo = (D, —tcosl + ssin@)2 + Dg + Df

in the ambient space L*(R%), which already appeared in [77] in the context of Ginzburg-
Landau theory. The corresponding magnetic field is b(#) = (0, cos @, sin §). We let

e(f) = infsp(Ly).

It is well-known (see [50], [77], and also [91, Section 2.5.2]) that e is even, continuous and
increasing on [O, %} (from Oy :=e(0) € (0,1) to 1) and analytic on (0, g) Moreover, we
can prove that, for all # € (O, g), e(f) is also the groundstate energy of the Neumann
realization of the 'Lu-Pan' operator, acting on L*(R?%),

Ly = (tcosh — ssinf)* + D? + D? (3.2)

see [91, Section 0.1.5.4]. In this case, the groundstate energy belongs to the discrete

spectrum and it is a simple eigenvalue.

110



3.1. Motivation and main result

These considerations lead to introduce the function 5 on the boundary.

Definition 3.1.1. We let, for all x € 02,
Blz) = [|B(z)[le(0(x)) -

3.1.3 Context, known results and main theorem

The function g plays a central role in the semiclassical spectral asymptotics. The one-
term asympotics of A\j(h) is established in [77] (see also [93] and [34] where additionnal

details are provided).

Theorem 3.1.2 (Lu-Pan '00). We have
Al(h) = hmin(bmina Bmin) + O(h) )

where by, = min_ g [|B(2)|| and Bunin = mingean B(x).

When B is constant (or with constant norm), more accurate estimates of the ground-
state energy have been obtained in [49] and in [95, 43]. When looking at Theorem 3.1.2,
natural questions can be asked. Can we describe more than the groundstate energy ? Is
the groundstate energy a simple eigenvalue ? In three dimensions, most of the results in

this direction have been obtained rather recently :

— When by < Puin, We can prove that the boundary is essentially not seen by the
eigenfunctions with low eigenvalues and that they are localized near the minima of
|B||. Then, if the minimum is unique and non-degenerate, the analysis of [60] applies
and it can be established that

An(h) = buinh + Coh2 + (C1(2n — 1) + Co)h2 + o(h?),

where the constants (Cp,C,Cs) € R x Ry x R reflect the classical dynamics in a

magnetic field.

— When B is constant (or with constant norm), we can prove that Sy, < by and that
Pmin = Oo||B||. In this case, the eigenfunctions with low eigenvalues are localized near
the points of the boundary where the magnetic field is tangent, that is where e(6(x)) is
minimal. Assuming that the magnetic field becomes generically tangent to the boun-

dary along a nice closed curve and assuming also a non-degeneracy assumption, we
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have, from [61],
An(h) = Buinh + Coh® 4+ Cih2 + (Co(2n — 1) + C3)h3 + o(h?),

for some constants (Cy, C1, Co, C3) € R?2 x Ry x R.

The result in [61] is stated in the case of a constant magnetic field, but only the fact that
its norm is constant is actually used in the analysis, see [61, Section 3.2.1]. Note that
without the additionnal non-degeneracy assumption and stopping the analysis before
[61, Section 5.6], this work provides us with the two-term expansion. This observation
is motivated by [43], where the two-term expansion of the groundstate energy has been

obtained independently and where examples are also analyzed in detail.

When B < bmin and when ||B|| is variable, it seems that less is known. The first
estimates of the low-lying eigenvalues, and not only of the first one, are done in [93] (see

also [92]), where an upper bound is obtained under a generic assumption (see Assumption

3.1.3 below) :
An(h) € Buminh + Coh® + (C1(2n — 1) + Co)h? + o(h?) (3.3)

for some constants (Cy, C1,Cy) € R x Ry x R and where C] is explicitly given by

\/det Hess, 3
c, _

~ 2| B(zo)| sinb(zo)

The upper bound (3.3) is obtained by means of construction of quasimodes in local coor-
dinates near the minimum of S and involves a number of rather subtle algebraic cancel-
lations. At a conference in Dijon in March 2010, S. Vi Ngoc suggested to the last author
that these algebraic cancellations were the signs of a hidden normal form. At the same
conference, J. Sjostrand also suggested that a dimensonal reduction in the Grushin spirit
(see the remarkable survey [101]) could provide us with the lower bound. Retrospectively,
we will see that both of them were somewhat right, but that some microlocal technics
needed to be developed further in order to tackle the problem in an efficient way.

Until now, the matching lower bound to (3.3) has only been obtained for a toy model
in the case of a flat boundary with an explicit polynomial magnetic field, see [94]. The
aim of this article is to establish a lower bound that matches to (3.3) in the general case.

To do so, we will, of course, work under the same assumption as in [93].
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Assumption 3.1.3. The function 5 has a unique minimum, which is non-degenerate. It

is attained at xo € I and we have

0(xy) € (o, ”) . (3.4)

Moreover, we have

B = Hz0) = i, () < i [B)] = b
z€ zEQN

The main result of this article is a three-term expansion of the n-th eigenvalue of .%},.

Thereby, it completes the picture described above.

Theorem 3.1.4. Under Assumption 3.1.3, the exist Cy, C; € R such that for alln > 1,

we have

f \/det Hess,. 3
)\n(h) h:() Bminh + C(Oh% + ( .
—

1 ) ,
|B(0)]| sin 6(zo) (n - 2) + Cl) h* + o(h?).

In particular, for all n > 1, A\,(h) becomes a simple eigenvalue as soon as h is small

enough.

3.1.4 Organization and strategy of the proof

In Section 3.2, we recall the already known results of localization of the eigenfunctions
near xro. This formally reduces the spectral analysis to a neighborhood of xzy. This sug-
gests to introduce local coordinates near . These coordinates (r, s,t) are adapted to the
geometry of the magnetic field : the coordinate s is the curvilinear coordinate along the
projection of the magnetic field on the boundary (we use here that 6(zy) < 7), the coordi-
nate r is the geodesic coordinate transverse to s, and t is the distance to the boundary. A
rather similar coordinate system has been used and described in [61] (inspired from [49]).
Then, the local action of the operator is described in Section 3.2.3 where we perform a
Taylor expansion with respect to the normal variable ¢ only. After a local change of gauge,
this makes an approximate magnetic vector potential appear, see (3.14). In Section 3.2.3,
we define a new operator on L*(R?%) by extending the coefficients, seen as functions of
(r,s) defined near (0,0), to functions on R?. Since this extension occurs away from the
localization zone of the eigenfunctions, we get a new operator Z** whose spectrum is

close to that of %}, see Proposition 3.2.11.
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In Section 3.3, we perform the analysis of £, with the help of the change of coordi-
nates (r,s) — _#(r,s) = (u1, uz), whose geometric role is to make the normal component
of the magnetic field constant (here, we use 6(zg) > 0). This idea is reminiscent of the
recent work [85] in two dimensions, see [85, Prop. 2.2]. We are reduced to the spectral ana-
lysis of the operator .47, see (3.17). Then, we conjugate .4}, by means of tangential Fourier
transform (in the direction u;) and a translation/dilation 7" (after these transforms, the
variable u; becomes z). After these explicit transforms, we get a new operator %ﬁ7 which
can be seen as a differential operator of order two in the variables (z,t) with coefficients
that are h-pseudodifferential operators (with an expansion in powers of h = h%) in the
variable uy only, see (3.25). Its eigenfunctions are localized in (z,t), see Proposition 3.3.3
and Remark 3.3.4.

In Section 3.4, this localization with respect to z suggests to insert cutoff functions
in the coefficients of our operator. By doing this, we get the operator .4;’, see (3.26).
The advantage of .#;” is that it can be considered as a pseudodifferential operator with
operator-valued symbol in a reasonable class S(R?, N), see Proposition 3.4.2. The principal
operator symbol ng(u, v) is unitarily equivalent to the Lu-Pan operator || B(v, —u)||Lo(v,—u)
(where we make here a slight abuse of notation by forgetting the reference to the local
coordinates on the boundary), see Proposition 3.4.4. Then, we may construct an inverse
for no — A by means of the so-called Grushin formalism, as soon as A is close to Suin,
see Lemma 3.4.5. This is the first step in the approximate parametrix construction for
N> — A given in Proposition 3.4.7, which is the key of the proof of Theorem 3.1.4. Let
us emphasize that this parametrix construction is inspired by [66] and based on ideas
developed by A. Martinez and J. Sjostrand. This formalism has recently been used in
[61] in three dimensions (see also [15, 36, 30] in the case of two dimensions). At a formal
level, this parametrix construction relates the kernel of .#;> — A to that of an effective
pseudodifferential operator Qi (A), see (3.31).

Section 3.5 is devoted to relate the spectrum of %ﬁ to that of the effective operator
(P see (3.34). Note that the effective operator is an operator in one dimension. This
contrasts with [61] where a double Grushin reduction is used : here, this reduction is done
in one step with the help of the Lu-Pan operator. The quasi-parametrix in Proposition
3.4.7 is the bridge between the spectra of .4;* and (p™)".

We emphasize that we have to be very careful when studying this connection since the
symbol of the effective operator is not necessarily real-valued (only its principal symbol

po is a priori real). This contrasts again with [61] and all the previous works on the

114



3.2. Localization near xo and consequences

subject. This non-selfadjointness comes from the fact that .4 is not selfadjoint on the
canonical L2-space, but on a weighted L?-space. That is why a short detour in the world
of non-selfadjoint operators is used in Section 3.5. In fact, one will not need the operator
(psHYW more than its approximation (ped)V

This approximation is a complex perturbation of the harmonic oscillator. Its spectrum is

near the minimum of pg, see Section 3.5.1.

well-known as well as the behavior of its resolvent.

In Section 3.5.2, we use rescaled Hermite functions to construct quasimodes for %ﬁ.
This shows that the spectrum of the model operator is in fact real and we get an accurate
upper bound of \,(.4#;%) in (3.37). This reproves in a much shorter way (3.3) (see [93,
Theorem 1.5] where the convention ||B(zo)|| = 1 is used). Section 3.5.2 is devoted to

establish the corresponding lower bound (by using in particular that the eigenvalues of

mod)

the non-selfadjoint operator (p°)" have algebraic multiplicity 1).

3.2 Localization near r;y and consequences

3.2.1 Localization estimates

In this section, we gather some already known localization properties of the eigenfunc-

tions, see [92].

Proposition 3.2.1 (Localization near the boundary). Under Assumption 3.1.3, for all
€ > 0 such that Buyin + € < bmin, there exist a, C,hg > 0 such that, for all h € (0,hy) and

all eigenfunctions 1 of £, associated with an eigenvalue X\ < (Bin + €)h, we have
2adist(z,00) 9 9
[ e < Clu (3.5)
Q
For 6 > 0, we consider the d-neighborhood of the boundary given by
Qs = {z € Q: dist(z,00) <} .
Due to Proposition 3.2.1, in the following, we take
§=hz"

for n € (0,1). We consider &, 5 = (—ihV — A)® the operator with magnetic Neumann
condition on 0f2 and Dirichlet condition on 05 \ 02
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Corollary 3.2.2. Letn > 1. There exist C, hy > 0 such that for all h € (0, hg),
M(Zs) — Ce "7 < AN(B) € M Ghs) -

Thanks to Corollary 3.2.2, we may focus on the spectral analysis of .7, 5. The following
proposition can be found in [34, Chapter 9] and [50, Theorem 4.3] (see also the proof of
[61, Prop. 2.9]).

Proposition 3.2.3 (Localization near xq). Let M > 0. There exist C,hy > 0 and o > 0

such that, for all h € (0, hy), and all eigenfunctions i of £, 5 associated with an eigenvalue
A such that A < Buinh + Mh2 we have

2adlst(z Q) 2al|z—zq 9 5
/Q ‘ z)[* dl‘+/ T (@) P de < Ol (3.6)
8

Proposition 3.2.3 invites us to consider a local chart near xy and to write the operator
in the corresponding coordinates. In order to simplify our analysis, we construct below a

system of coordinates compatible with the geometry of the magnetic field.

3.2.2 Adapted coordinates near x

This section is devoted to introduce coordinates adapted to the magnetic field. Most

of the properties of our coordinates system have been established in [61].

Coordinate in the direction of the magnetic field on the boundary

We set
B(z)

P = B

and we consider its projection on the tangent plane at = € 02 :

bl (2) = b(z) — (b(z), n(z))n(z),

where n is the outward pointing normal.
Due to Assumption 3.1.3, near g, the vector field bl does not vanish. This allows to

consider the unit vector field

bl (x)
=) = ol
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and the associated integral curve v given by

7'(s) =f(7(s)), ~(0) =0,

which is well-defined on (—sg, s9) for some sy > 0. Clearly, v is smooth and with values
in 09).

Coordinates on the boundary

Denoting by K the second fundamental form of 02 associated to the Weingarten map
defined by
VU,V € T,0Q), KU, V)= (dn,(U),V),

we can consider the ODE with parameter s of unknown r — ~(r, s)

83’}/(7’, S) = _K(ar,>,<r7 5)7 87“’)/(7"7 5))n(7(rv S)) )

with initial conditions

v(0,8) =(s), 0,7(0,8) = —7'(s)",

where | is understood in the tangent space. The minus is here so that (9,7, sy, n) is a
direct orthonormal basis. This ODE has a unique smooth solution (—rg,79) X (—So, So) 3
(r,s) = v(r,s) where ry > 0 is chosen small enough. Let us gather the important proper-

ties of (r, s) + (r, s). Their proofs may be found in [61].

Proposition 3.2.4. The function (r,s) — y(r,s) is valued in OQ2. Moreover, we have

0yy(r,s)| =1, (07,057) =0.

In this chart v, the first fundamental form on OS2 is given by the matriz

1 0 9
g(?“, 3) = (O Oz(?“, S)) ) 04(7“, S) = |as’7(7"v S)| :

For all s € (—sg, S0), we have a(0,s) =1 and 0sa(0,s) = 0.
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Coordinates near the boundary

We consider the tubular coordinates associated with the chart ~ :
y=(r;s,t) = I(r,;s,t) =y(r,s) —tn(y(r,s)) = z. (3.7)

The map I' is a smooth diffeomorphism from Qg := (—ro, ro) X (=50, s0) X (0, o) to I'(Qo),

as soon as ty > 0 is chosen small enough. The differential of I' can be written as
dl'y = [(Id — tdn)(0,7), (Id — tdn)(0s7), —n], (3.8)

and the Euclidean metrics becomes

G = (d0)Tdr = (fé ?) , (3.9)

with

a(r.5,1) = ( I1(Id — tdn)(8,7)|]? (1d — tdn)(9,7), (Id — tdn)(m») |

((Id — tdn)(9,7), (Id — tdn)(9s7)) I(Id — tdn)(0,7)]|?

We have ¢(r, s) = g(r, s,0), where g is defined in Proposition 3.2.4.

The magnetic form in tubular coordinates

In this section, we discuss the expression of the magnetic field in the coodinates induced
by I'. This discusssion can be found in [91, Section 0.1.2.2] and [61, Section 3.2]. We

consider the 1-form

3
O':A'dZL‘:ZAgdl’g.
=1

Its exterior derivative is the magnetic 2-form

w=do = Z (akAg — 8@Ak)dl’k A dxy,

1<k<<3

which can also be written as

W = Bgd&?l VAN dSL’Q — Bgd&?l VAN d133 + Bld.TQ VAN dl’g .
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Note also that
VU,V eR’, w(U,V)=[UV,B]=(UxV,B).

Let us now consider the effect of the change of variables I'(y) = x. We have

3
I"o=> Ady;, A=(dl)ToAol, (3.10)
Jj=1
and
Mw=T"do =d(T™o) =[,-,V x A].

This also gives that, for all U,V € R3,

[AT(U),dT(V),B] = [U,V,V x A], or detdl'[-,-,d[""}(B)] = [-,-,V x A],

so that,
V x A = (detdl")dI''(B).

Note then that using (3.9) we get
gtV x A =B, (3.11)

where B(y) := dI';'(B(x)) corresponds to the coordinates of B(y) in the image of the

canonical basis by dI',. With our specific change of coordinates (3.7), we have
B = dI'(B) = B; (Id —tdn) (0,7) + Bz (Id —tdn) (0s7y) — Bsn.
For all z € 090, i.e. t = 0, we have

B(x) = Bi(r,5,0)0,v + Ba(r, s,0)0sy — Bs(r, s,0)n(y(r, s)),

(3.12)
IB(2)[|* = B(r, s,0) + a(r, s)B3(r, 5,0) + B;(r, s,0).

Moreover, we have

Bi(r,s,0) = (B, 0,7), a(r,s)By(r,s,0) = (B, dsy) , Bs(r,s,0) = —(B,n).
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Note that our choice of coordinate s (along the projection of the magnetic field on the

tangent plane) and of transverse coordinate r implies that
B1(0,s,0) =0, By(0,s,0) >0,
thanks to Assumption 3.1.3.

Definition 3.2.5. In a neighbordhood of (0,0), we can consider the unique smooth func-
tion 6 such that

B (7(r,s)) -n(y(r,5)) = B (y(r, 5)) [ sin 6(r, s)

and satisfying 6(r, s) € (0, g) With a sligh abuse of notation, we let
B(r,s) = IB(v(r,5))[le(0(r, s)).
Remark 3.2.6. We have
Bs(r,s) = — [[B(y(r, s)) sin (6(r, 5)) -
Moreover, since By > 0 and «(0,s) =1,

B:(0,5,0) = |B(7(0, 5))[| cos (0, 5),  Bs(0,5,0) = —[|B((0, 5))[| sin (0, s) .

In fact, we can choose a suitable explicit A such that (3.11) holds in a neighborhood
of (0,0,0).

Lemma 3.2.7. Considering

- t 1
Ailris,t) = [ (gl Bul(r,s,)dr.

~ t 1 r 1
Ag(rst) = = [ llgltBilr s, )ar + [ llgltBul (. 5. 0)du,

As(r,s,t) =0,
we have V x A(r, s,t) = |g|2B(r, s,t).

Démonstration. It follows from a straightforward computation and the fact that |g|2B is

divergence-free. |
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Remark 3.2.8. Note that the proof of Lemma 3.2.7 does not involve global geometric

quantities on the boundary as in [61, Prop. 3.3] since our analysis is local near xg.

3.2.3 First approximation of the magnetic Laplacian in local

coordinates

If the support of 1 is close enough to xg, we may express Q(¢)) in the local chart
given by I'(y) = x. Letting ¥ (y) = 1 o I'(y), we have then

Onw) = [(@ (=ihV, — A(y)d, (~ihV, — Afy)i) gl dy.
In the Hilbert space LQ(\g]%dy), the operator locally takes the form
gl "% (—ihV, — A(y)) - |g|2 G~ (=ihV, — A(y)) . (3.13)

where G is defined in (3.9). From now on, the analysis deviates from [61].

Expansion with respect to ¢

Due to the localization near the boundary at the scale h%, we are led to replace A by
its Taylor expansion AP at order 3 and g and G by their Taylor expansions at the order
2. We let

APr, s,1) = t]|g2 Buo)(r, 5,0) + Cof? + C5t°,
AS(r,5,t) = —t[|g|2Ba](r, 5,0) + F(r, s) + Eyf® + Est®, (3.14)
A s,t) =0,

where 7 = tx(h~277¢) for some smooth cutoff function x equal to 1 near 0 and where
F(r,s) = / (|3 Bs) (4, 5,0)d¢ . (3.15)
0

and the functions C;(r, s) and E;(r, s) are smooth. We emphasize that we only truncate

the terms of order at least 2 in ¢ in the above expression.

Due to Assumption 3.1.3, (r,s) — (F(r,s), s) is a smooth diffeomorphism on a neigh-
borhood of (0,0).
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We also consider the expansions
|g|é(r, s,t) =m(r,s,t) + O, G t=DM(rs,t) '+ 0O,
with
m(r, s, t) = ag(r, s) +tay(r,s) +t2as(r,s), M(r,s,t) = My(r,s)+tM(r,s)+ 2 My(r, s).
Recall that |g|(r,s,0) = a(r, s).

Extension of the functions of the tangential variables

It will be convenient to work on the half-space R? instead of a neighborhood of (0,0, 0).
Given €, > 0, consider a smooth odd function ¢ : R — R such that {(z) = x on [0, €]
and ((x) = 2¢, for all z > 2¢y. In particular, ||(||e = 2€9. We let

Z(r,s) = (¢(r),¢(s)) -
The following lemma is a straightforward consequence of Assumption 3.1.3.

Lemma 3.2.9. For ¢y small enough, the function B = BoZ:R* = R, is smooth and

has a unique minimum (at (0,0)), which is non-degenerate and not attained at infinity.

Let us now replace the function & : (r, s) — a(r, s)2B(r,s,0) by %o Z in (3.14) and
(3.15). We replace the other coefficients C; and E; by C; o Z and E; o Z. Note that we

have the following.

Lemma 3.2.10. For ¢y small enough, the function

783 (rs) o> ([ (gl Bl(Z(4,5),0)d0,5) = = (u,03) € R
0
is smooth and it is a global diffeomorphism.

This leads to consider the new vector potential

1211(7“, S, t) = tC’l + 022?2 + 037?3 s

>

2(7”7 S,t) = —tél + /1(7”, S) + EQ??Q + Egt% s (316)
As(r,s,t) =0,
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where C; = a%Bg, E = a%Bl and with the notation f = fo Z.
The rest of the article will be devoted to the spectral analysis of the operator associated

with the new quadratic form

¢}

P(e) = [ (07 (=ihV, = Aly))p, (<ihV, — Aly))p)rindy.

+
This selfadjoint operator Z*" is acting as

o —1 o

m  (—ihV, — A) -m(M)~'(=ihV, — A),

in the ambient Hilbert space L?(R? , mdy). This spectral analysis is motivated by the fact
that the low-lying spectra of %, and %™ coincide modulo o(h?), in the sense of the

following proposition.

Proposition 3.2.11. We have, for alln > 1,
An(h) = M\ (Z2PP) + o(h?) .

We omit the proof. It follows from Corollary 3.2.2 and the localization estimates given
in Proposition 3.2.3 (which are also true in the coordinates (r,s,t) for those of £
by using the same arguments) and the Min-max Theorem. These localisation estimates
allow to remove the cutoff functions up to remainders of order &'(h*) and to control the

remainders of the expansion in t.

3.3 Change of coordinates and metaplectic transform

In order to perform the spectral analysis of £, it is convenient to use the change
of variable ¢ given in Lemma 3.2.10. More precisely, we will use the unitary transform
induced by ¢ defined by

LX(R3,mdy) — L*R%,m|Jac_# 1| dudt)
@ > 2

U:

)

V)

where we used the notation f(u,t) = f(_ZH(u),t) and the slight abuse of notation ;‘ =f
Then, we focus on the operator .4, = UZPU, acting in L*(R3, m|Jac_# 1| dudt).
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The operator .4}, is acting as

Ny =ULPU =m™' 9, - (M) D, , (3.17)
where y 5 y y
—ihCy0y, — tCy — 12Cy — 13C4
Dy = | —ihdy, — uy — ihEyd,, + tE, — 26y — B3E5 |
—ihd,
and
Co=0, 1 =aiBs, Ey=0, 7. (3.18)

Notation 3.3.1. We will use the following classical notation for the semiclassical Weyl

quantization of a symbol a = a(u,v). We let

1 )
aV(u) = e /R4 ellu=a)v/hy (u —; I,U) Y(z)dado .

'3
near 0 and 1 away from a compact neighborhood of 0. There exists hy > 0 such that for all

Proposition 3.3.2. Let K > 0 and n € (0 1). Let = be a smooth function equal to 0

h € (0, hg) and for all normalized eigenfunctions ¥ of Ay, associated with an eigenvalue
A such that A < Kh, we have

=)
2o

Démonstration. To simplify the notation, we denote by Z, = = (M) Let ¢ be a
2

w
b = O(h>).

normalized eigenfunction of .4}, associated with an eigenvalue A\ such that A < Kh. The

eigenvalue equation gives us
(MEN Y, ZN ) = NIEV I + ([, 2 ] v, 2 ), (3.19)

where (-, -) is the scalar product in L? (Ri, ﬁz|Jac/’1|dudt).
According to the localization at the scale h3 with respect to t, we can insert a cutoff

function supported in {t < hl_Tn} and we obtain, for j = 2, 3,
IFER Y < CRTMET @l + O(h>)|[¢ ] (3.20)
By means of the Young inequality and rough quadratic form estimates, this yields, for
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some ¢, C' > 0,

(ME,E ) = cQu(EY¢) — CRTMEY Y + 6(h)|[¢], (3.21)
where

Q) = [0l + || (hCoDuy — tC || + || (hDuy = w1 + hEy Dy + tEr )|
Then, using again the Young inequality, we find that
Q) > 1l + 5 [1CoDus| + 5 10D, — ur)l? — 2hEaDuiel? — Cltiel?.
Notice that there exists ¢ > 0 such that
Col >, 1Bl <7,

where we recall (3.18) and Lemma 3.2.10. Note also that Cy is globally positive and that

Ey is as small as we want since it vanishes at (0,0,0), after the extension procedure in
Section 3.2.3. This shows that, for some ¢q > 0,

1
@ () = [1hdpl|* + co D, l* + 5 (D, — w)ell* = Clltel. (3.22)

On the support of Z;, we have (vy — uy)? > h'727. Thus (3.20), (3.21), (3.22), and again

the localization in ¢, yield
(MEWY.EW0) > SRS GIE + ) . (323)
By using classical results of composition of pseudo-differential operators, we have
(A 20| 0, 2 0) < CRET @I + 6 () |81 (3.24)

where = has a support slightly larger than that of =;,. Here we used the energy estimate
|Z2h 20 || = O(hY?)||Z) || + O(h)||%||, which follows from rough estimates of (3.19).

Thus, by combining (3.19), (3.23), and (3.24) with the fact that A < Kh, we obtain
1= ¢l? < MATZR @I + O(h>) [
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Finally, by an induction argument on the size of the support of =, we get

I=R ¢l = o).
O

Let us consider the partial semiclassical Fourier transform .%, ! with respect to uy and
the translation/dilation T : uy — (u; — v2)h™2 = z. With a slight abuse of notation, we
identify T with ¢ + @ o T. Letting V = .%, 'T, we have

V*(—ihdy, — u)V = —h2z,

and, with the dilation W : t — h_%t,

[NIES

WV VW = h9!, h=h?,

with w
—iCLa, — tCF — ht2x (ht)2C% — B2y (h1t)3C
D= | —2 —iE}0. +tE} — ht*x(h"t)* B — Rt (ht)* B}
—id,

%

where the coefficients of the conjugated operator @g are now given by P! = P(vy +
hz, —us). Here the Weyl quantization can be considered only in the variables (usg,vs)

since z is now a "space variable". We let
M= [mn P D} - [mn(My) " 2,

where my,(-,t) = m(-, it) and M,(-,t) = M(-, hit). Note that 4;, and h.#;’ are unitarily
equivalent since

WV VW = htt. (3.25)

After all these elementary transforms, Proposition 3.3.2 can be reformulated as follows.

Proposition 3.3.3. Let K > 0 and n € (O, %) Let = be a smooth function equal to 0
near 0 and 1 away from a compact neighborhood of 0. There exists hg > 0 such that for all

h € (0,ho) and for all normalized eigenfunctions ¢ of Jﬁ%ﬁ associated with an eigenvalue

1. which is the metaplectic transform associated with the linear symplectic application (ug,vs) +—
(vg, —us), see, for instance, [80, Section 3.4].
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A such that A < K, we have
=Z(h"2)¢ = O(h™).

Remark 3.3.4. As a consequence of the Agmon estimates and working in the coordinates
(u1,ug,t), we notice that the eigenfunctions are also roughly localized in "frequency" in the
sense that, for all (o, 8,7) € N* | and alln € (0, %), there exist C, hg > 0 such that, for
all h € (0, hy),

¢ D70 + [£228 DYwl| < Ch=e+H ) ).

3.4 A pseudodifferential operator with operator sym-
bol

Proposition 3.3.3 invites us to insert cutoff functions in the coefficients of the operator

:/%ﬁ. That is why we consider
w w
A= ()" Zh- (M) ) 2, (3.26)

where
—iC20, — tC — ht*x(h"t)2Ch — R2t3x (h"t)3C5,
Dy = | —2 —iE20. +tE° — ht>x(h"t)2ES — B2 (W) ES | (3.27)
—10;
with P* = P(vy 4 hy,(2)2, —uy), where x,(2) = xo(h"2), the function x, being smooth,

with a compact support, and equal to 1 on a neighborhood of the support of 1 — =.

3.4.1 The symbol and its properties

Expanding the operator .4, with respect to h (say first at a formal level) suggests to

consider the following selfadjoint operator, depending on (us, v5), acting as

No (u2> Uz)

= (-iég(’l)g, —u2)8z—té'1(vg, —UQ>)2+0671(’U2, —UQ)(—Z—’iE0<U2, —Ug)az‘i‘tél(vg, —ug))Q—ﬁf s

with the domain

Dom(ng) = {¢ € L2(Ri) : no(ug, ve)h € LQ(Ri) ,0u0(2,0) =0},
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and where we recall that C, and F; are given in (3.16). The domain of ng(us, v2) depends
on (ug,vy). However, we can check that it is unitarily equivalent to a selfadjoint operator
with domain independent of (us,vs), see the proof of Proposition 3.4.4 below. In the

following, we will use class of operator symbols of the form
S(R?, L(ot, o)) = {a € €7 (R?, L(a, b)) : ¥y € N? 3C, > 0 |07a|| (e ,n) < Oy},
where @7 and <% are (fixed) Hilbert spaces. We also introduce
B = {1 € LARE) : Yo € N, o] < k = ((1F + ()"0 € LA(R2)},
and the class of symbols

S(R* N) = [ S(R*, L(B, Br—n)) -

k>N

and we notice that ny € S(R?,2).

Remark 3.4.1. Note that these classes of symbols are not algebras. However, the clas-
sical Moyal product of symbols in S(R? N) and S(R%, M) is well-defined and belongs to
S(R%, N + M), see [66, Theorem 2. 1. 12].

In fact, for N > 2, by using a classical trace theorem, we may also define
BN = {1 € By : 9p(2,0) = 0}(C Domny)

and the associated class SN(R?, N). We can also write ng € SN"(R? 2) to remember
that the domain of ng is equipped with the Neumann condition.
By expanding .4}’ in powers of i and by using a composition theorem for pseudodif-

ferential operators, we get the following.

Proposition 3.4.2. The operator .4;’ is an h-pseudodifferential operator with symbol in

the class SN°U(IR%,2). Moreover, we can write the expansion
A2 =l + iV + B2 + i)V (3.28)

with ny, ny and ry in the class SN (R?,8).

Démonstration. Let us recall that .4;’ is given in (3.26). Let us notice that the operator

27, defined in (3.27), is indeed a pseudodifferential operator with operator-valued symbol.
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With respect to the variables z and ¢, it is a differential operator of order 1 whose symbol
is
—iCR0, — tC — ht®x(h"t)2Ch — 2t (ht)*C5
—2 —iE}0, + tE; — Rt (h"t)2E, — B2\ (h"t)3 E), (3.29)
—10;

and belongs to S(R?, 1). The functions/symbols [m;,~']” and [m(M;)~')* belong to S(R2,0).
Combining these considerations with (3.26), it remains to apply the composition theorem
for pseudodifferential operators with operator symbols, see Remark 3.4.1.

To get (3.28), it is sufficient to use the Taylor expansions in & of the symbol (3.29),
[my =1, and [ms (M) "], and to apply again the composition theorem (the worst remain-

ders being roughly of order 8 in (z,1)). O

Remark 3.4.3. We will see that the accurate description of ny and ny in (3.28) are not
necessary to prove our main theorem. The use of the more restrictive class SN (R?,8)

allows to deal with the uniformity in the semiclassical expansions in h.

Let us describe the groundstate energy of the principal symbol ng. From now on, we

lighten the notation by setting (us, ve) = (u,v).
Proposition 3.4.4. For all (u,v) € R?, the bottom of the spectrum of ny belongs to the

discrete spectrum and it is a simple eigenvalue that equals B(v, —u). The corresponding
normalized eigenfunction f,.,, belongs to the Schwartz class and depends on (u,v) smoothly.
Moreover, there exists ¢ > 0 such that, by possibly choosing €y smaller in Lemma 3.2.9,

we have, for all (u,v) € R?,
inf sp(no(u, v)};L, ) = Buin +¢ 2= B(u, V).

Démonstration. By using the Fourier transform in z and then a change of gauge, we are

reduced to the case when Ey = 0. With a rescaling in z, ng is unitarily equivalent to
(—id, —tC1)? + a Y (=Coz + tE)? — 82 = (—id. — thy)? + (bgz + thy)> — 82,

with
i
2

51231, by =« 52, 53:—[;’3,

where the functions are evaluated at (vg, —us). Recalling (3.12), we see that the Euclidean
norm of b = (bl, bQ, bg) is
1bll2 = IIBI[
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with a slight abuse of notation. By homogeneity, we can easily scale out ||B|| and consider

the operator
(=10, — tha)® — 97 + (tby + bs2)?,
with by = cosfcosp, by = cosfsing and by = sinf. Completing a square leads to the

identity

(=0, — thy)® — O} + (tby + bsz)?
= —0? + (tcosf —sinpD, — zsinf cos p)? + (cos D, — zsin O sin p)?.

This shows, thanks to a change of gauge and a rescaling in z, that the operator is unitarily
equivalent to
D? 4 (tcos® — tan D, — zsinf)? + D?

and then, by a change of gauge on the Fourier side, to
D} + D? + (tcos§ — zsin6)?,

which is nothing but the Lu-Pan operator defined in (3.2), which is unitarily equivalent
to cos? §D? + sin? §D? + (t — 2)? (whose domain is independent of ).

The eigenfunction f,, belongs to the Schwartz class in virtue of [92, Corollaire 5.1.2]
and the stability of the Schwartz class by Fourier and gauge transforms.

]

3.4.2 An approximate parametrix
Inverting the principal symbol

Lemma 3.4.5. Consider ¢ >0 and A < B + €. We let

Py(A) = (nO(u’U) - f) .
<'7fuw> 0

For e small enough, P(A) : Domngx C — L*(R%) x C is bijective. Its inverse is denoted
by 2y and is given by

By = 2o(A) = | POV NI e
: ' <'a fu,v) A — B(U7 u) ’
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where (no(u,v) — A)7" is the reqularized resolvent on (span f,,,)*

Moreover, we have 2y € S(R?,0).

Démonstration. By using the same algebraic computations as in [66] and the spectral gap
in Proposition 3.4.4, we get the announced inverse. Moreover, it is also clear that 2 is
bounded from L*(R%) to L*(R%) uniformly in (u,v). The fact that it belongs to the class
S(R?,0) follows from weighted resolvent estimates similar to [92, p.100-101], see also [30,
Appendix]. ]

We let

no + hny + W2ng + Br, — A o,

i . ) = Py(N) + hP, + B> Py + B %y,

Pn(N) = (
where ng, ny, ng, and r, are given in Proposition 3.4.2.

The approximate parametrix

Let us now construct an approximate (at the order 2) inverse of 22} when it acts on

the Schwartz class (with Neumann condition). We consider

+
Dy = Do+ hD, + 2Dy = Qﬁ Qi ,
Qn Q@

where
1
Ql - _Qoy1°@07 9@2 = —9@0@2304-20@10@0@19@0 - ;{307@0}0@0- (330)

By Remark 3.4.1, the symbols 2, and 2, belong to S(R?, M), for some M > 8. By

computing products of matrices and using the exponential decay of §,,, we get

Qi (A) = A= (po + hpy + F*pa.a) (3.31)

with py = B(U, —u) and py,pep € Sg2(1) where
Sp2(1) = {a € €°(R* C) : Ya € N* ,3C, > 0:]0%| < C,}.

In addition, A — pop € Sg2(1) is analytic in a neighborhood of Bpy.
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Remark 3.4.6. Let us emphasize here that nothing a priori ensures that the subprincipal
symbols p1 and ps g are real-valued since our formal operator is not selfadjoint on the

canonical L?-space.

The reason to consider the expressions (3.30) simply comes from the semiclassical
expansion of the product 2}V 2V by means of the composition theorem [66, Theorem
2.1.12]. These explicit choices, with the Calder6n-Vaillancourt Theorem [66, Theorem

2.1.16] to estimate the remainders, imply the following proposition.

Proposition 3.4.7. There exists N > 2 such that the following holds. We have

2V PV = 1d VS CR R

FNew(®Y ) 5.7 (R )x.7 (R

where Xyo and Ry, belong to S(R*, N) and where YNe“(@i) denotes the Schwartz class
on Ri with Neumann condition at t = 0.
. ou (52
In particular, we have, for all ¢ € N (R+),

QY (AN — MY+ (Q)VBY =¥ + OB |Y] r2(r,2y) »

—\W b £H\W 3 <3'32)
(@) (A = N +(Qp)" B = OB [Vl 2 5) -

and, for all ¢ € S (R),

b \W * =Tw, o 3
(A = NQN W+ (Qi> p=0m)ell, (3.33)

BQH o =90+ OR)|e].

Here, B = ({-,fu))"V.

3.5 Spectral consequences

This last section is devoted to the proof of Theorem 3.1.4 with the help of Proposition
3.4.7. The spectrum of </Vhﬁ will be compared to the spectrum of a model operator, derived

from an effective operator whose symbol is
pzﬁ = po + hpl + h2p276min ) (334)

see (3.31).
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3.5.1 A model operator

Let us consider

1
pret(U) = pi"(0) + 2HeSS 00 po(U, U) + hpi"(U), U = (u,v),

where pi is the linear approximation of p; at (0, 0). The corresponding operator (piod)V

is not selfadjoint due to the linear part. However, this operator has still compact resolvent
and we can compute its spectrum and estimate its resolvent. Let us explain this. Thanks

to a rotation and Assumption 3.1.3, we may assume that
d,
Pt = pi(0) + 5w +0%) + o + Bv),
for some dy > 0 and («, ) € C2.

Remark 3.5.1. In fact, we have

det Hess,, 3
\/m \/det Hess 00)6 |IB(z0) HQSmOH(Io)

where we used the notation introduced at the beginning of Section 3.3, the change of
variable # in Lemma 3.2.10, and Remark 3.2.6.

By completing square, we get

2 2 2 ?
e =g+ 2 ((u22) (i 22)) o o) - o,
0 0 ’

For all n > 1, we let

1

Ful) = [ BH,O (w5 ) o fual) = R A (),

where H,, is the n-th normalized Hermite function.
The family (fn1)n>1 is a total family in L*(R) (but not necessarily orthogonal). Tt

satisfies d
PR fon = X0 fas - X20) = 520 = DR+ FI0). (3.35)

By the analytic perturbation theory, the spectrum of (p°)" is made of eigenvalues of
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algebraic multiplicity 1 and it is given by

sp ((ppo)") = {dz()

(2n — Dh+p50), n> 1} :

Moreover, for all compact K C C, there exists Cx > 0 such that, for all p € K,

Ck

H((p;zmd)w —ﬁiﬂ(o) - h:u)_1H < diSt(ﬁZﬂ(O) T hﬂa sp ((p%lod)W» :

(3.36)

3.5.2 Refined estimates

From the model operator to ./4;°

The functions (f, ) can serve as quasimodes for .4;* with the help of (3.33). Indeed,
by taking z = A\™°4(h) and ¢ = f, 5, we see that

(A = Xt NQINY fun = O,

Since (Q)"Y fun is localized near (z,t) = (0,0) (due to the exponential decay of f,..,

which is uniform in (u,v)), we get
(M = A QY fun = O(R).

By using the inverse Fourier transform and translation/dilation, (Q;})" f,. becomes a
quasimode for .44, see (3.17) and the end of Section 3.3. But the operator .4}, is unitarily
equivalent to selfadjoint for a suitable scalar product on the usual L?-space. Therefore,

we can apply the spectral theorem and we deduce that
dist (A7°d(h), sp(A7)) < CH°.

In particular, this implies that, for A small enough, A™°4(h) is real. This shows that we

necessarily have

a2 + 2
o) €R, pl0) - 5 e
0
This also implies that
A (AH) < AOd(R) 4+ CR? (3.37)

134



3.5. Spectral consequences

From .4 to the model operator

Let n > 1. Let us consider an eigenfunction v of e/%f associated with the eigenvalue

()

We know that A,(4;") = Bum 4 0(1) and that the corresponding eigenfunctions are
localized in (z,t) (due to the Agmon estimates and Proposition 3.3.3). Thus, in (3.32),
we can replace .4, by ;% and we deduce that

(@Y = X)) B = O [Gl], vl < ClIBY - (3.38)

where we used Remark 3.3.4 to control the remainders. By taking the scalar product with

P, taking the real part and using the min-max principle, we get that
An(A3) = Buin + p1(0)h — Ch.

This establishes the two-term asymptotic estimate

A( M) = Bunin + p1(0)h + O(R).
Therefore, we can focus on the description of the eigenvalues of the form

M(A5) = Bunin + 10+ pra(B),
for p,(h) € D(0, R) with a given R > 0. We have

(0" = (Buin + p1(0)h+ p(R)R))) Biby = € (B°)[Beba]|, (3.39)

where 1, denotes a normalized eigenfunction associated to the n-th eigenvalue of e/lélﬁ. In
fact, by considering (3.39) and again Proposition 3.4.7, the function B, is microlocalized
near (0, 0), the minimum of the principal symbol py. Since this minimum is non-degenerate,
the quadratic approximation of the symbol shows that B4, is microlocalized near (u, v) =
(0,0) at the scale A'™" for any n € (0, %) In particular, we deduce that

(@™ = Buin + p1O)A+ n(W)R))) Biby = OB [P
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From the resolvent estimate (3.36), this implies that

dg

pa(h) € D (C;O(Qj —1) +dy, Ch13"> . dy = p2(0)

i>1
where D(z,r) denotes the disc of center z € C and radius r > 0. In particular, we have

,LLl(FL> 2 Cg) + d1 - Chl_sn .

This shows that
d
)\1 (‘/Vﬁﬁ) > 5min +p1(0)h + (20 + d1> h2 - ChS_Sn )

and thus, with (3.37), we get

d
p (h) = 50 +di+ O ),

and

3

M (M) = APd(h) + O(R).

Let us now deal with Ay (%ﬁ) and recall (3.37). Assume by contradiction that us(h) €
D (%0 +dy, Chl_?’”). Then, we have

|ua(R) — pa(R)| < ORI

We infer that
(@)™ = Apod(n)) Pu = G|,

for all ¢ € span(ty, 12). Moreover, coming back to (3.32) (see also (3.39)), we also get that

||| < C||B|| for all ¢p € span(i)q, 1)s). In particular, P (span (i, 1),)) is of dimension two.

Let us consider the Riesz projector (in the characteristic subspace of (p°d)" associated

with the smallest eigenvalue)

1
| —

mod\W\—1
N - d
20m //\flnod(h),rﬁ47:)(C (pi°9)" ) d¢,

which is of rank one. Then, for all ¢ € P(span(v,1)), we write, with the Cauchy
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formula,

1 mo - mo -
o=@t i [ s oy (€7 EED™)7 = (€= A7) ) dC.

But, we have
(C=(EReH)™) T = (=AY (B) ™ = (C=ATY(R) T (C= (o)) ()Y = ATY(h))
so that, by using the resolvent estimate (3.36), we get

I — || < CR R HR=3 R3] g = CR|| ]|

This shows that the range of II is of dimension at least two as soon as h is small en-
ough. This is a contradiction. Therefore, we must have ps(h) € D (3%0 +dy, Ch1’3’7). In

particular, we have
_ do 1-3n #) __ ymod 3—3n
pa(h) =350 +dy + O(R) Xy (A7) = A5d(h) + O(H*7).
We proceed by induction to get that, for all n > 1,
d,
[ (R) = (2n — 1)50 +di+ OB, A (M) = Amd(h) + O (3.40)

End of the proof of Theorem 3.1.4

Proposition 3.2.11 shows that the first eigenvalues of .}, coincide with those of .£;*"
modulo o(h?). Then, by (3.17), Z*" is unitarily equivalent to .4;. The operator .4 is
unitarily equivalent to h.477, see (3.25). Theorem 3.1.4 follows from (3.40) and (3.35) (see

also Remark 3.5.1 for the explicit formula for dp).
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PERSPECTIVES

Les problématiques liées a I’étude de 'effet tunnel magnétique sont nombreuses, et font
I'objet d'une attention soutenue de la communauté ces dernieres années. Parmi d’autres
problemes, voici deux exemples qu’il serait intéressant d’aborder dans la continuation du

travail présenté dans ce manuscrit.

I- Effet tunnel dans le cas d’une symétrie par rapport
a Porigine de R?

Rappelons qu’au chapitre 2, nous avons obtenu (sous 'hypothese 1.5.1) une approxi-
mation explicite (exponentiellement petite et en terme de h) de la différence entre les
deux petites valeurs propres de 'opérateur .%,. Mais comme nous ’avons dit dans la re-
marque 1.5.3, le Théoreme 1.5.2 a deux situations. Dans le cas ou le champ magnétique

est symétrique par rapport a ’axe x1, c¢’est-a-dire
B(r1,79) = B(z1, —13) pour tout (a1, 75) € R?,

on a

Su:Sd = S

Dans ce cas, pour h suffisamment petit et sous I'’hypothese 1.5.1, la différence entre les

deux premieres valeurs propres de %, est donnée par
2k+3  _ S 9 — S
Aa(h) = M(h) = CREZ e 7705 | cos (f(B)) | + € (h e ww)) L (341)

ou C est une constante non nulle indépendante de h et f(h) a été défini dans le Théoreme
1.5.2. Alors, pour certaines valeurs de h, le terme principal de (3.41) est nul et 1’écart
spectral est d’ordre & (hze_hl/(s’“”)). Cette situation ouvre un probleme concernant la
multiplicité de la plus petite valeur propre de .Z},. Lorsque le terme principal de (3.41) est
nul, est-ce que A;(h) = A2(h)? Si ce n’est pas le cas, quelle est 'approximation explicite

de leur différence ?
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[I- Effet tunnel avec champ magnétique variable dans

un domaine borné de R?

Rappelons qu’au chapitre 3, nous avons considéré le Laplacien magnétique

%, = (—ihV + A)?,
Dom (%) = {¢ € L2 (Q) : L € L2(Q) et n- (—ihV + A)p =0 sur 90},

ou h > 0, n est la normale a la frontiere orientée vers 'extérieur et {2 un ouvert, borné
et régulier de R3. Nous avons supposé que le champ magnétique B = V x A ne s’annule

pas sur ), et nous avons défini la fonction 5 sur 92 par

pz) = [IB(x)] e (6(2)),

ou e(f) est définie dans (1.11) et 6(z) dans (1.26).

Sous I'hypothese 1.5.10, c¢’est-a-dire que la fonction § a un minimum unique atteint en
xo € 0€), la proposition 3.6 établit les estimations d’Agmon non optimales. Ces estimations
montrent la localisation des fonctions propres, associés aux petites valeurs propres de
%, dans un voisinage de xy a 1’échelle hs. 11 est possible de se demander quelles sont
les estimations d’Agmon optimales au voisinage de xg, ce qui nous permet de poser le

probléme de 'effet tunnel dans le cas ou :

— le domaine €2 est symétrique par rapport au plan
P = {(1'1,0,1'3) S R3 : (x17$3) € RQ}a

— la fonction  a deux minima non dégénérés symétrique par rapport au plan P.
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ANNEXE A

THEORIE SPECTRALE D’UN OPERATEUR
AUTO-ADJOINT

On désigne par (H, (.,.)) un espace de Hilbert et P un opérateur non-borné et auto-

adjoint définie sur son domaine Dom (P) C H.

Définition A.0.1. On appelle X € C une valeur propre de (P,Dom (P)) s’il existe u €

Dom (P), non-nul, tel que Pu = Au. La multiplicité géométrique de X est la dimension de
Ker (P — \).

Définition A.0.2. 1. La résolvante de (P,Dom (P)), notée par p (P), est définie par

p(P)={Ae€ C:P — X est bijective de Dom (P) sur H}.

2. Le spectre de (P,Dom (P)), noté par sp (P), est définie par
sp(P) =C\p(P).
3. Le spectre discret de (P,Dom (P)), noté par spy (P), est définie par
SPais (P) = {X € sp (P) : A est une valeur propre isolée de multiplicité finie} .
4. Le spectre essentiel de (P,Dom (P)), noté par sp. (P), est définie par
SPess (P) = sp (P) \ spyss (P) -

Théoréme A.0.3 (Théoreme spectrale). Pour tout z € p(P), on a

1

I[P=27 < Gy
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Partie , Chapitre A — Théorie spectrale d’un opérateur auto-adjoint

En particulier, pour tout A € C et pour tout v» € Dom (P), on a

dist (A, sp (P)) [[9] < || (P = A) |-

Théoréme A.0.4 (Principe de min-max). On suppose que (P,Dom (P)) est borné infé-
rieurement. Les quotients de Rayleigh associés a l'opérateur P sont définis, pour n € N*,
par
Pu,u
A (P) = sup inf <%2>H
Y1y r_1 wEVECH{W1 ot —1 1+ ||u||H
u€Dom(P)\{0}

On a une des deuz propriétés suivantes :

1. X\, (P) est la n-iéme valeur propre de P (compté avec multiplicité), et P n’a que de

spectre discret dans | — oo, A\, (P)].

2. A (P) est le bas du spectre essentiel de P, et \; (P) = A, (P) pour tout j > n.
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ANNEXE B

OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS

Soit d € N* et on note par X = (x,£) € R?%. On rappel que I'espace de Schwartz, noté
S (]R”l)7 est I'espace des fonctions régulieres u : RY — C telles que

Vo, 3 € N¢ sup|2®0Pu(xr)| < +oo.
z€R

B.1 Opérateurs pseudodifférentiels a symbole scalaire
Définition B.1.1. On dit que m : R*! — R% une fonction d’ordre si elle vérifie que
JC,N >0, VX, Y e R* m(X)<C(X -Y)"m(Y),

avec la notation (X) = /1 + | X%

Définition B.1.2. Soit m une fonction d’ordre. On définit la classe de symbole, Sgea (m),

par
Sges () := {a € € (R*;C) : Va € N*,3C, > 0,YX € R*, [0°a(X)| < Cam (X)}.

Définition B.1.3. Soit m une fonction d’ordre sur R*? et a € Sgaa (m). La quantification
de Weyl de a est l'opérateur Ovaa S (Rd) — 7 (Rd) donné par la formule

Tty

1 i
Op}u(w) = (o | Loy 055 uly)dyde,

Les résultats suivants sont classiques et se trouvent par exemple dans le livre [81].

Théoréme B.1.4 (Composition). Soient m; et my deux fonctions d’ordre sur R?, et

a1 € Sgea (M), ag € Sgza (My). Alors,
Opy, (a1) 0 Opy (az) = Opy (),

143



Partie , Chapitre B — Opérateurs Pseudodifférentiels

0l 1 € Sp2a (Mymy). De plus, pour tout N € N*, on a le développement suivant :

Théoréme B.1.5 (Inégalité de Garding). Soit a € Sgea (1) tel que a > 0. Alors, il existe
C > 0 tel que pour tout u € L2 (Rd),

1\3‘3

J k
Z <8§J v a%)) ar(z,&)ax(y, N)(@e)=(m) + O (hNH) .

(Opy (a)u,u) > —Chllul.

B.2 Opérateurs pseudodifférentiels a symbole opéra-

teur

Définition B.2.1. On dit que (@x)ycpea €5t une famille ordonnée d’espaces de Hilbert

si elle vérifie les propriétes suivantes :
1. (Yx)xcgea st une famille d’espaces de Hilbert séparables,
2. pour tout X € R ofy = oy (:= &) au sens d’espace vectoriel,
3. il existe C, N > 0 tels que, pour tous X,Y € R* q € o,

lallore < CX = Y)V]la]l o -

Définition B.2.2. Soit (&x)ycpea €t (Bx)yepea deux familles ordonnées d’espaces de
Hilbert. On définie la classe de symbole d valeurs opérateurs, S (RQd;f (,QZX,%X)), par

S (R*; & (wlx, Bx))
— {p e €™ (RQd;f(%X,%X)) Yo e N2 3C, >0, tel que 10°D|| 2 (v, 8x) < Ca} ,

ou L (dx, Bx) désigne l'ensemble des opérateurs bornés de (A, ||.||ay) vers (A, ||.|| sy )-
De plus, si les familles de normes sur o et B sont constantes, on notera S (RQd; Z (o, @))

Définition B.2.3. La quantification de Weyl de p € S (RQd; L (dx, QBX)> est l'opérateur,
agissant sur u € . (Rd; ,Qf) donné par la formule

h(ﬂ:y :E+y

Oph (p)u( ,§)u(y)dydE.

R2d
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B.2. Opérateurs pseudodifférentiels a symbole opérateur

De plus, on note parfois
Opy' (p) = p" (2, hD).

Les résultats suivants se trouvent dans [65], ou les démonstrations sont détaillées.

Théoréme B.2.4 (Composition). Soientp € S (RM; Z (B, CKX» etq €S (RM; L (A, %X)>
Alors,
Opy, (p) © Opy (q) = Opy,' (),

oureES (RM; Z (Wx,ch)) De plus, pour tout N € N* | on a le développement suivant

k
N h d
r(X) = Z (21 Z (aéjayj - awjaﬂj)) P, 8)a(y, n)@e—wm + WYy,

k=0 j=1

ou TNyl €S (RQd;Z (JZ%X,CKX)). En particulier

h h2
r=pogq+ {pq} + < ({02, 0cq} — {0ep, 0uq}) + h3rs.

Corollaire B.2.5. Supposons que € = o/ s’injecte de maniére continue dans AB. Soient
pES (de;g (%X,;zfx)) etq €S (RM;X (%X,%X)), alors

0p1 (). 00 ()] = OpY ([p.4)) + OB} ({020} — {a.}) + OB} (1),
oir €S (R .2 (o, 5B)).
Théoréme B.2.6 (Calderén-Vaillancourt). Sip € S (RM; Z (A, %’)) alors
Opy(p) : L? (R, ) — L? (R, )
est uniformément borné pour h € (0, hg). Plus précisément, il existe C;, M > 0 tels que

Lo .
10py (p)|lr212 < C Y k2 sup [|0°p (X) | 2.2
lo|<Md XeR2d

Théoréme B.2.7 (Inégalité de Garding). Supposons que o/ C A. Soitp € S (de; Z (A, %))
tel que
VX eR* Va € o, (p(X)a,a)g > 0.
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Partie , Chapitre B — Opérateurs Pseudodifférentiels

Alors il existe C' > 0 tel que, pour tout u € L2 (Rd; &f),

<Ova(p)u,u>Lz(,%») > _Ch||u||L2(Rd;g¢>HUHL2(Rd;__@)~
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CONCLUSION

Cette these concerne I'étude spectrale tres fine de 'opérateur de Schrodinger avec
champ magnétique. Il s’agit d'un opérateur dont I'étude est complexe, car il est intrin-
sequement dégénéré. Depuis des travaux fondateurs de Helffer, Morame, Sjostrand ou
Martinez dans les années 90, ceux de Helffer-Kordyukov puis de Bonnaillie-Noél, Helffer,
Fournais, Raymond et Hérau dans les années 2005-2015, de gros progres sont faits dans la
compréhension du bas du spectre dans plusieurs géométries (avec bord, en dimensions 2
et 3, dans un cadre théorique ou numérique). Plus précisement, cette thése est consacrée
a ’étude spectrale de 'opérateur de Schrodinger avec un champ purement magnétique et

variable dans la limite semi-classique.

Dans la premiere partie, nous travaillons en dimension 2 avec annulation du champ
magnétique sur une courbe fermée. Sous des hypotheses génériques et symétriques sur
la variation du champ, nous établissons une estimation, exponentiellement petite, de la
différence entre les deux premieres valeurs propres, caractéristique de I'effet tunnel le long
de la courbe d’annulation du champ magnétique. La localisation au voisinage de la courbe
d’annulation nous rameéne a un modele droit, et nous essayons de comprendre ce qui se
passe avec un seul puits pour ce modele. Nous conjuguons ensuite par une exponentielle
et réduisons la dimension par Grushin, ce qui ouvre finalement la voie a I’analyse d’une
matrice d’interaction (cas d’'un double puits) dont les valeurs propres mesurent 1'effet

tunnel.

La deuxieme partie est consacré a ’analyse spectrale semi-classique du Laplacien ma-
gnétique de Neumann sur un domaine régulier et borné en dimension 3. Sous une hy-
pothese générique sur le champ magnétique variable (impliquant une localisation des
fonctions propres pres de la frontiere), nous établissons un développement semi-classique

complet des valeurs propres les plus basses.
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