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Chapitre 1

INTRODUCTION

1.1 Motivation Physique

La mécanique quantique est née au début du 20ième siècle. Elle a été développée par
des dizaines de physiciens 1 pour étudier le comportement des atomes et des molécules,
et pour expliquer des phénomènes qui ne pouvaient pas être décrits de manière satis-
faisante par la physique classique. L’équation proposé par Schrödinger [99] en 1926 est
fondamentale en mécanique quantique. Elle régit le comportement des fonctions d’onde,
qui décrivent l’état quantique d’une particule [71, 72, 70, 23, 31]. Une des manifestations
de la description quantique de la matière est ce qu’on appelle "l’effet tunnel", au centre de
cette thèse : une particule quantique possède une certaine probabilité de se retrouver de
l’autre côté d’une barrière d’énergie, malgré les lois classiques de la physique qui l’inter-
disent. En utilisant l’équation proposé par Schrödinger, on peut calculer la probabilité de
"traversée" de la barrière en fonction de l’énergie de la particule, de la forme de la barrière
et d’autres paramètres.

Expliquons maintenant les choses mathématiquement : Soit d ∈ {2, 3}. On
considère deux fonctions A : Rd

x −→ Rd et V : Rd
x −→ R correspondant respectivement

au potentiel magnétique et au potentiel électrique. Ces deux potentiels fournissent un
champ électromagnétique (E,B) défini par

E = ∇V et B = ∇ × A.

Si l’on considère une particule quantique soumise à un champ électromagnétique (E,B),
la fonction d’onde associée, notée Ψ, est une solution de "l’équation de Schrödinger" dé-
pendant du temps :

ih∂tΨ = (−ih∇ + A)2 Ψ + VΨ, (1.1)

1. Albert Einstein, Max Planck, Niels Bohr, Werner Heisenberg, Erwin Schrödinger et Max Born sont
parmi les physiciens clés qui ont jeté les bases de la théorie de la mécanique quantique au début du 20ième
siècle.
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où t > 0, x ∈ Ω, et Ω est un ouvert de Rd. La quantité |Ψ(x, t)|2 est alors la densité de
probabilité de présence de la particule au point x et au temps t. Ici, h = ℏ

2m où ℏ est la
constante de Planck normalisée et m la masse de la particule quantique.

L’opérateur auto-adjoint non borné

H = (−ih∇ + A)2 + V,

est au coeur de l’analyse quantique mathématique. Certaines solutions de l’équation de
Schrödinger (1.1) sont construites à partir des fonctions propres de l’opérateur H. En
effet, si φ est une fonction propre de l’opérateur H associé à une valeur propre E ∈ R
(c’est-à-dire Hφ = Eφ), alors la fonction

Ψ(x, t) = φ(x)e− iEt
h , (1.2)

est une solution de l’équation (1.1). Par conséquent, le spectre de H joue un rôle essentiel
dans l’étude de (1.1). Le fait que h soit très petit permet d’une étude spectrale très fine, de
type asymptotique en h → 0+, dans le cadre de ce qu’on appelle la limite semi-classique.

La théorie spectrale de l’opérateur de Schrödinger a fait l’objet d’une recherche intense
(voir [33, 27, 91, 98, 81, 96, 24] pour des présentations pédagogiques). Durant les années
80, une analyse spectrale approfondie de l’opérateur H a en particulier été menée de
manière intensive par Helffer et Sjöstrand [56, 57, 58, 40] (voir aussi Simon [100]). Dans
le contexte où le potentiel magnétique A est nul, et sous certaines hypothèses relatives
au potentiel électrique V, ils ont en particulier établi des estimations de localisation très
précises pour les fonctions propres de l’opérateur électrique

−h2∆ + V,

qui sont concentrées au voisinage du minimum du potentiel V, que l’on désignera sous le
terme de "puits", et ont établi des estimations de type effet tunnel que nous présentons
succinctement maintenant.

Prenons un exemple d’un Laplacien purement électrique dans le cas unidimensionnel :

Soit ph = −h2 d2

dx2 + V(x),

Dom (ph) = {ψ ∈ L2 (R) : phψ ∈ L2 (R)} ,

14
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où V ∈ C∞ (R) tel que V(−x) = V(x) et V(x) ⩾ 0 pour tout x ∈ R.
Cas d’un puits simple : Supposons que V admet un unique minimum non dégénéré
en 0 avec lim inf

|x|→+∞
V(x) > V(0). La n-ième valeur propre de ph existe alors (voir [56]), et

son développement asymptotique en terme de h est, pour h suffisamment petit (limite
semi-classique), donnée par

V(0) + (2n− 1)
√

V′′(0)
2 h+ O(h2). (1.3)

Cas d’un puits double : Supposons que V admet exactement deux minima non dégéné-
rés en deux points symétriques a et −a avec lim inf

|x|→+∞
V(x) > V(a), alors le bas du spectre

est discret et la différence entre les deux plus petites valeurs propres de ph, noté par δ(h),
est exponentiellement petite et vérifie

δ(h) ∼
h→0+

A
√
he− S

h + o
(√

he− S
h

)
, avec S =

∫ a

−a

√
V(x)dx, (1.4)

et A > 0 est une constante explicitement calculable en terme de la fonction V. Cette esti-
mation de la différence entre les deux petites valeurs propres, a été établie rigoureusement
par Helffer et Sjöstrand [58] et est par exemple expliquée en détail dans [97]. Physique-
ment lorsque l’on revient à l’équation (1.1) on remarque alors que pour certains donnés
initiales et en vertue de (1.2), la particule oscille entre le puits droite et le puits gauche
avec une période

T = 2πh
δ(h) , (1.5)

surmontant ainsi la barrière en 0. On est en présence d’un effet tunnel électrique.

Est-ce-qu’il y a des résultats similaire à (1.3), (1.4) et (1.5) dans le cas de
variations du champs magnétique ?

Cette question est la motivation générale de cette thèse : il s’agit d’un opérateur de Schrö-
dinger avec un champ magnétique variable, et essayons d’obtenir des résultats similaires
à ceux de (1.3), (1.4) et (1.5).
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1.2 Laplacien magnétique

1.2.1 Contexte

L’objet d’étude principal de cette thèse est le Laplacien purement magnétique

(−ih∇ + A)2 , (1.6)

sur un ouvert Ω ⊂ Rd avec d ∈ {2, 3}. Ici A ∈ C ∞
(
Ω;Rd

)
est le potentiel magnétique

et h > 0 est considéré comme un paramètre semi-classique. Le champ magnétique associé
est donné par

B(x) := ∇ × A(x) , ∀x ∈ Rd.

Quand d = 2, on peut identifier le champ magnétique par le scalaire défini par

B(x) = ∂x1A2 − ∂x2A1, ∀x = (x1, x2) ∈ R2.

Quand d = 3, le champ magnétique est un vecteur défini par

B(x) = (∂x2A3 − ∂x3A2, ∂x3A1 − ∂x1A3, ∂x1A2 − ∂x2A1) , ∀x = (x1, x2, x3) ∈ R3,

aussi noté rotA.
De nombreuses recherches ont été consacrées à l’analyse spectrale du Laplacien ma-

gnétique dans la limite semi-classique, h → 0+, (voir par exemple [33, 41, 76, 75]). Elle est
motivée par la théorie mathématique de la supraconductivité 2. Plus précisement, l’étude
du Hessien de la fonctionnelle de Ginzburg-Landau 3 conduit à l’analyse de l’état fon-
damental du Laplacien magnétique avec un potentiel. Pour plus des informations sur
l’apparition de la supraconductivité dans le matériau, voir [5, 6, 26, 52, 102].

Un des problèmes les plus intéressants est d’identifier l’influence de la géométrie du
problème et de la variation du champ sur le spectre du Laplacien magnétique. Nous nous
référons tout d’abord aux travaux de Helffer et Morame sur l’asymptotique (en puissance
de h) du bas de spectre du Laplacien magnétique (1.6) en dimensions 2 et 3 avec la
condition de Neumann au bord (dans le cas d’un domaine régulier borné). En particulier,

2. La supraconductivité est un phénomène physique qui se produit dans certains matériaux à des
températures très basses, où ces matériaux perdent totalement leur résistance électrique et présentent
d’autres propriétés remarquables.

3. La fonctionnelle de Ginzburg-Landau permet de décrire le principe fondamental du comportement
macroscopique des matériaux (voir [37]).
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ils étudient l’influence des variations du champ magnétique en dimension 2 [48], l’influence
de la géométrie de la frontière et plus précisément de la courbe où le champ magnétique
est tangent au bord en dimension 3 [49], et d’autres problématiques [47, 51]. Citons aussi
les travaux théoriques et numériques de Bonnaillie-Noël sur le Laplacien magnétique dans
le cas où le domaine a des coins [4, 7, 87, 9, 8]. Citons finalement le Laplacien magnétique
avec la condition du Robin au bord qui a suscité l’intérêt de nombreux chercheurs (voir
[29, 42, 45, 74, 88]).

Cette thèse est précisément consacrée à l’étude spectrale du Laplacien magnétique
(−ih∇ + A)2 dans le cas où le champ magnétique B = ∇ × A n’est pas uniforme. La
première partie de cette thèse concerne l’effet tunnel en dimension 2 avec annulation du
champ magnétique. En dimension 2 nous établissons une estimation, exponentiellement
petite en terme de h, de la différence entre les deux premières valeurs propres du La-
placien magnétique dans le cas où le champ magnétique s’annule sur une courbe fermée,
régulière et symétrique. La deuxième partie de cette thèse concerne l’analyse spectrale
semi-classique du Laplacien magnétique avec la condition de Neumann au bord sur un
domaine régulier et borné en dimension 3. Sous une hypothèse générique sur le champ ma-
gnétique variable, nous établissons une décomposition semi-classique des valeurs propres
les plus petites. En corollaire, nous obtenons que les valeurs propres deviennent simples
dans la limite semi-classique.

Dans les deux sous-sections suivantes, nous présentons des résultats historiques concer-
nant l’influence de la géométrie et de la variation du champ sur le bas du spectre du La-
placien magnétique (1.6) avec la condition de Neumann au bord (si le domaine est régulier
et borné), dans la limite semi-classique (lorsque h → 0+). Nous utiliserons les notations
suivants :

— Si Ω = Rd, le Laplacien magnétique est défini comme un opérateur auto-adjoint, noté
Ph,A, associé à la forme quadratique

∫
Rd

|(−ih∇ + A)ψ|2 dx, ∀ψ ∈ H1
A

(
Rd
)
,

avec
H1

A

(
Rd
)

:=
{
ψ ∈ L2

(
Rd
)

: (−ih∇ + A)ψ ∈ L2
(
Rd
)}
.

La construction de cet opérateur est basée sur le théorème de Lax-Milgram. Le domaine
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de Ph,A est caractérisé par

Dom (Ph,A) =
{
ψ ∈ L2

(
Rd
)

: Ph,Aψ ∈ L2
(
Rd
)}
.

Sous des bons conditions (voir en fin de section 1.2.2) le bas du spectre de Ph,A est
discret et on introduire une suite de valeurs propres.

— Si Ω ⊂ Rd est un ouvert borné régulier, on peut définir le Laplacien magnétique de
Neumann, noté

PN
h,A,Ω = (−ih∇ + A)2 , (1.7)

sur L2 (Ω) avec domaine

Dom
(
PN
h,A,Ω

)
=
{
ψ ∈ L2 (Ω) : Lhψ ∈ L2 (Ω) et n · (−ih∇ + A)ψ = 0 sur ∂Ω

}
,

où n est la normale unitaire à la frontière pointant vers l’extérieur. On note
(
λNeu
n (h)

)
n⩾1

la suite croissante de ses valeurs propres. Par le principe du mini-max (voir annexe
A), nous avons en particulier

λNeu
1 (h) = inf

ψ∈H1
A(Ω)

⟨PN
h,A,Ωψ, ψ⟩
∥ψ∥2 .

Remarque 1.2.1. Si A et Ã sont deux potentiels magnétiques tels que rotA = rotÃ,
alors il existe une fonction ϕ ∈ C ∞ (Rn,R) telle que Ã = A + ∇ϕ et on a

e− iϕ
h (−ih∇ + A)2 e

iϕ
h =

(
−ih∇ + Ã

)2
.

Ainsi, les deux opérateurs conjugués (−ih∇ + A)2 et
(
−ih∇ + Ã

)2
ont le même spectre.

Par conséquent, le spectre du Laplacien magnétique ne dépend que du champ magnétique
associé.

1.2.2 Analyse semi-classique en dimension 2

Le cas du champ magnétique constant :

On suppose ici que Ω est un ouvert, borné et régulier de R2 et que le champ magnétique
est constant B(x) = 1. On considère ici l’opérateur auto-adjoint PN

h,A,Ω, avec la condition
de Neumann au bord. Lorsque Ω est un disque de rayon R, Bauman, Phillips et Tang [5]
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ont établi le développement asymptotique à deux termes (en h) de la plus petite valeur
propre λNeu

1 (h) sous la forme

λNeu
1 (h) ∼

h→0
Θ0h− C1

R
h

3
2 + o

(
h

3
2
)
,

où Θ0 ∈ (0, 1) et C1 > 0 sont des constantes universelles. Ce résultat est généralisé par
Helffer et Morame [51], qui ont prouvé que dans le cas où Ω est un domaine ouvert, régulier
et borné de R2, et pour tout n ⩾ 1, le développement asymptotique à deux termes de
λNeu
n (h) est donné par

λNeu
n (h) ∼

h→0
Θ0h− C1κmaxh

3
2 + o

(
h

3
2
)
, (1.8)

où κmax est la courbure maximale de la frontière. Ils ont également prouvé que les fonctions
propres associées à ces petites valeurs propres sont localisées au voisinage des points
de la frontière où la courbure est maximale. Le développement asymptotique en (1.8)
montre l’influence de la courbure sur le spectre de PN

h,A,Ω, mais sans distinguer entre les
valeurs propres. Le dévéloppement asymptotique complet de toutes les valeurs propres
a été établie par Fournais et Helffer [32] sous des hypothèses de non dégénérescence
de courbure du bord de Ω. Soit s une paramétrisation d’arc de la frontière ∂Ω et κ(s)
la courbure de ∂Ω au point de coordonné s. L’hypothèse de non dégénérescence est la
suivante.

Hypothèse 1.2.2. Supposons que la courbure s 7→ κ(s) admet un unique minimum non
dégénéré en s0, qui vérifie que κ′′(s0) < 0.

s0 joue alors le rôle d’un puit de potentiel et on a le résultat suivante.

Théorème 1.2.3 (Fournais-Helffer 2006, [32]). Sous l’hypothèse 1.2.2, pour tout n ∈
N∗, il existe une suite

(
ζ

(n)
j

)
j⩾1

⊂ R, telle que λNeu
n (h) a le développement asymptotique

suivante

λNeu
n (h) ∼

h→0
Θ0h− C1κmaxh

3
2 + C1Θ

1
4
0

√
3κ2

2 (2n− 1)h 7
4 + h

15
8

+∞∑
j=1

h
j
8 ζ

(n)
j ,

où κ2 = −κ′′(s0).

Dans le cas de symétries (par exemple une ellipse), Bonnaillie-Hérau-Raymond [14] ont
trouvé une expression explicite de la différence entre les deux premières valeurs propres,
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conduisant à la première formule explicite d’effet tunnel dans une situation purement
magnétique.

Annulation du champ magnétique :

On suppose maintenant que Ω = R2 et que le champ magnétique B(x) s’annule jusqu’a
l’ordre k ⩾ 1 sur une courbe fermée régulière Γ de R2. On suppose de plus que le champ
magnétique est suffisamment grand à l’infini,

lim
|x|→+∞

B(x) = +∞.

Sous ces hypothèses, l’opérateur auto-adjoint Ph,A, qui sera noté par

PVn,[k]
h,A = (−ih∇ + A)2 (1.9)

pour toute la suite, est à résolvante compacte. Alors, on peut considérer la suite crois-
sante de ses valeurs propres

(
λVn,[k]
n (h)

)
n⩾1

. Helffer et Kordyukov [46] ont obtenu une
décomposition asymptotique à un terme pour la plus petite valeur propre du type

λ
Vn,[k]
1 (h) ∼

h→0+
C1h

2k+2
k+2 + o

(
h

2k+2
k+2

)
,

où C1 est une constante strictement positive explicitement calculable. Sous une hypothèse
générique, Dombrowski et Raymond [28] ont également obtenu des estimations locales et
microlocales pour les fonctions propres. Ils ont établi que, pour k = 1, et pour tout n ⩾ 1,

λn(h)Vn,[1] ∼
h→0+

C0h
4
3 + (C1 + (2n− 1)C2)h

5
3 + o

(
h

5
3
)
,

où C0, C1, C2 > 0 sont des constantes explicitement calculables.

1.2.3 Analyse semi-classique en dimension 3

Soit Ω un domaine ouvert, régulier et borné de R3. Nous considérons ici le Laplacien
magnétique PN

h,A,Ω avec la condition de Neumann au bord donné en (1.7).
Comme mentionné en début de section, la frontière de Ω a une influence importante sur

l’asymptotique spectrale. Il est possible d’approcher le spectre grâce à une approximation
locale du champ magnétique par le champ constant. Considérons ainsi x0 ∈ ∂Ω et l’angle
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θ(x0) ∈
[
−π

2 ,
π
2

]
donné par

B(x0) · n(x0) = ∥B(x0)∥ sin(θ(x0)) . (1.10)

Au voisinage de x0, on peut approcher Ω par le demi-espace R3
+ = {(r, s, t) ∈ R3 : t > 0}

(la variable t jouant le rôle de la distance à la frontière), et le champ magnétique par un
champ constant b = B(x0). θ(x0) est alors égal à l’angle entre le champ magnétique b
et le plan t = 0, et donc, après rotation, on peut supposer que le champ magnétique est
donné par

b = (0, ∥B(x0)∥ cos θ(x0), ∥B(x0)∥ sin θ(x0)) .

On peut également supposer sans perte de généralité que ∥B(x0)∥ = 1. Pour la suite on
note θ = θ0, Ds = 1

i ∇s et on suppose h = 1. Le but de ce qui suit est d’introduire un
opérateur modèle dit de Lu-Pan, qui joue un rôle important dans la suite. Grâce à un
changement de gauge (voir remarque 1.2.1), on peut choisir un potentiel magnétique de
la forme

(t cos θ − s sin θ, 0, 0) .

Cela conduit à considérer la réalisation de Neumann de

Lθ = (Dr − t cos θ + s sin θ)2 + D2
s + D2

t

dans l’espace ambiant L2(R3
+), qui est déjà apparue dans [77] dans le contexte de la théorie

de Ginzburg-Landau. On note par

e(θ) = inf sp (Lθ) . (1.11)

Par transformée de Fourier partielle en r, on arrive à :

H(θ, ρ) = (ρ− t cos θ + s sin θ)2 + D2
s + D2

t ,

dans R3
+ avec la condition de Neumann en t = 0, et on a

e(θ) = inf
ρ∈R

(inf sp (H(θ, ρ))) .

Le lemme suivant donne des propriétés de la fonction e (voir [50], [77], et aussi [91, Section
2.5.2]) et introduit l’opérateur de Lu-Pan.

21



Introduction

Lemme 1.2.4. Nous avons les propriétés suivantes :

1. Pour tout θ ∈ (0, π2 ), e(θ) est aussi l’énergie de l’état fondamental de la réalisation
de Neumann de l’opérateur dit de Lu-Pan, agissant sur L2

(
R2

+

)
,

Lθ = (t cos θ − s sin θ)2 + D2
s + D2

t .

2. La fonction θ 7→ e(θ) est analytique sur (0, π2 ).

3. La fonction θ 7→ e(θ) est continue et strictement croissante sur [0, π2 ].

4. e(0) := Θ0 ∈ (0, 1) et e
(
π
2

)
= 1.

Ces considérations conduisent à introduire la fonction β sur la frontière de Ω pour
notre problème associé à (1.7) :

Définition 1.2.5. On pose, pour tout x ∈ ∂Ω,

β(x) = ∥B(x)∥ e(θ(x)).

Dans ce qui suit, nous examinons l’influence de la fonction β sur le spectre de PN
h,A,Ω.

L’asympotique à un terme de λNeu
1 (h) est établie dans [77] (voir aussi [93] et [34]).

Théorème 1.2.6 (Lu-Pan ’00). On a

λNeu
1 (h) = hmin(bmin, βmin) + o(h) ,

où bmin = minx∈Ω ∥B(x)∥ et βmin = minx∈∂Ω β(x).

Quand bmin < βmin, les fonctions propres associées aux petites valeurs propres sont
localisées près des minima de ∥B∥. Ensuite, si le minimum est unique et non dégénéré,
l’analyse de [60] s’applique et on a

λNeu
n (h) = bminh+ C0h

3
2 + (C1(2n− 1) + C2)h2 + o(h2) ,

où les constantes C0, C1 et C2 sont des constantes explicitement calculables.
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Le cas du champ magnétique constant :

On suppose maintenant que le champ magnétique est constant. Le Lemme 1.2.4 et le
Théorème 1.2.6 nous donnent que

λNeu
1 (h) = βminh+ o(h),

où βmin = Θ0 ∥B∥. Ce minimum est atteint lorsque θ(x) = 0, c’est-à-dire quand le champ
magnétique est tangent à ∂Ω. Ainsi, les fonctions propres sont localisées au voisinage de

Γ = {x ∈ ∂Ω : B(x).n(x) = 0} .

En supposant que Γ est une sous-variété régulière de ∂Ω, Helffer et Morame [51] ont
obtenu une décomposition asymptotique à deux termes pour la plus petite valeur propre
du type

λNeu
1 (h) = βminh+ C0h

4
3 + O(h 4

3 +η),

où C0 > 0 une constante calculable (dépendant de Γ) et η > 0. Lorsque la courbe Γ est
fermée et sous une hypothèse supplémentaire de non-dégénérescence, alors, la décompo-
sition asymtotique complète pour les plus petites valeurs propres a été établie dans [61],
et est donnée par

λNeu
n (h) = βminh+ C0h

4
3 + C1h

3
2 + (C2(2n− 1) + C3)h

5
3 + o(h2),

où C0, C1, C2 et C3 sont des constantes explicitement calculables.

La cas du champ magnétique variable :

Lorsque βmin < bmin et ∥B∥ est variable, il semble que l’on en sache moins. Les pre-
mières estimations des plus petites valeurs propres, et pas seulement de la première, sont
faites dans [93] (voir aussi [92]), où une borne supérieure est obtenue sous une hypothèse
générique :

λn(h) ⩽ βminh+ C0h
3
2 + (C1(2n− 1) + C2)h2 + o(h2) , (1.12)

pour certaines constantes C0, C1, C2 et où C1 est explicitement donné par

C1 =

√
det Hessx0β

2∥B(x0)∥ sin θ(x0)
.
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La borne supérieure (1.12) est obtenue au moyen d’une construction de quasimodes en
coordonnées locales près du minimum de β et implique un certain nombre d’annulations
algébriques assez subtiles.

1.3 Réductions spectrales

Dans cette thèse, nous allons suivre une méthode de réduction spectrale que nous
expliquons maintenant. Sous des hypothèses géométriques sur le domaine, telles que l’an-
nulation du champ magnétique ou sur le bord du domaine, des estimations de type Agmon
peuvent être utilisées pour prouver la localisation des fonctions propres associées à des
petites valeurs propres. Ces types de localisation conduisent à un développement local de
l’opérateur et souvent à une structure à double échelle. Cela nécessite la mise en place
d’une stratégie de type Born-Oppenheimer, expliquée succintement dans la sous-section
suivante, et l’utilisation d’une méthode de réduction de type Grushin. Cette dernière
méthode est expliquée en détail par exemple par Sjöstrand et Zworski dans [101], ou
par Martinez dans [68] (voir aussi [65] et [10] dans le cas purement magnétique). Cette
méthode nécessite l’utilisation du calcul pseudo-différentiel pour des symboles à valeur
opérateur, et réduit le problème à l’étude d’un opérateur effectif de symbole scalaire (voir
l’annexe B pour une introduction rapide aux symboles à valeurs scalaires et opérateurs).
Cette démarche globale sera détaillée dans la suite. Nous commencons ci dessous par
donner un apercu de la méthode de Born-Oppenheimer.

1.3.1 Approximation de Born-Oppenheimer électrique

Soit V : R2 → R une fonction positive de classe C∞ qui vérifie

lim
|(s,t)|→+∞

V (s, t) = +∞.

On considère l’opérateur électrique

Hh = h2D2
s + D2

t + V (s, t),
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où on rappelle que Ds = 1
i ∇s, définie sur L2 (R2) comme l’extension auto-adjointe associée

à la forme quadratique

Qh (ψ) =
∫
R2

(
h2|∂sψ|2 + |∂tψ|2 + V (s, t)|ψ|2

)
dsdt,

où h > 0 est un paramètre semi-classique essentiellement égal à la racine du ratio entre
les masses électronique et nucléaire (on ne détaille pas la modélisation physique).

Mathématiquement, la stratégie de Born-Oppenheimer [20] pour l’analyse spectrale de
l’opérateur Hh dans la limite semi-classique (c’est-à-dire lorsque h → 0+) est la suivante.
La prise en compte de ce type de problèmes partiellement semi-classiques apparaît, par
exemple, dans les articles de Martinez [68, 67, 82, 78], où l’objectif principal est d’ap-
procher les valeurs propres et les fonctions propres de l’opérateur Hh par des techniques
d’opérateurs pseudo-différentiels. La méthode consiste à transformer le problème des va-
leurs propres

Hhψ = Eψ,

en un problème d’inversion d’un opérateur matriciel 2 × 2 en utilisant une réduction de
type Grushin.

Précisément, on introduit d’abord l’opérateur partiel,

K (s) = D2
t + V (s, t),

qui est défini pour chaque s ∈ R sur L2 (Rt) comme l’extension auto-adjointe associée à
la forme quadratique

φ 7→
∫

Ω

(
|∂tφ|2 + V (s, t)|φ|2

)
dt.

En supposant que (K (s))s∈R est une famille analytique de type (A) au sens de Kato 4, et
en notant par ν(s) la plus petite valeur propre de K (s), on peut alors remplacer, pour s
fixé, l’opérateur électrique K (s) par sa plus petite valeur propre ν(s). L’étude du bas du
spectre de Hh se réduit alors à celui de l’opérateur effectif

H eff
h = h2D2

s + ν(s).

Des techniques semi-classiques à la Helffer-Sjöstrand à H eff
h permettent d’analyser le bas

4. Il s’agit d’une théorie des perturbations analytiques qui s’intéresse principalement au comportement
des valeurs propres et des vecteurs propres isolés d’un opérateur holomorphe dépendant d’un paramètre
(Voir [64, Section VII.2]).
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du spectre de Hh, et même, dans certains cas, d’obtenir des estimations précises de type
effet tunnel lorsque ν a des symmétries.

1.3.2 Développements BKW magnétiques

Après avoir étudié le cas électrique, la question de la description du spectre de l’opé-
rateur de Schrödinger avec champ magnétique en utilisant la méthode de réduction de
Born-Oppenheimer est légitime. Dans l’article [10], Bonnaillie-Noël et al s’inspirent de
l’approximation de Born-Oppenheimer pour l’étude spectrale d’opérateurs auto-adjoints
sur L2 (Rn × Rm), de la forme

Lh = (hDs + A1(s, t))2 + (Dt + A2(s, t))2 ,

où A1 et A2 sont des fonctions analytiques réelles (ici n,m ∈ N∗). Ils ont obtenu le
développement asymptotique en puissance h (quand h → 0+) des petites valeurs propres
et des fonctions propres associées (sous forme BKW) pour des opérateurs auto-adjoints
de type Lh dans le cas d’un puits de potentiel simple. Expliquons un peu ce que signifie
le développement BKW. La méthode BKW, proposée par Brillouin, Kramers, Wentzel
[21, 69, 103] en 1926, a été appliquée mathématiquement par exemple en 1980 (voir [39],
[22] et [55]). Cette méthode consiste à construire des quasimodes sous forme d’une série
formelle en puissance h du type

e− Φ(s,t)
hα

∑
j⩾1

aj(s, t)hj,

pour un certain α > 0. La raison pour laquelle nous aimerions avoir une description BKW
des fonctions propres est aussi que celà constitue une première étape pour obtenir une
estimation précise de l’effet tunnel magnétique dans le cas de symétries.

Le symbole à valeur opérateur associé à Lh est un opérateur électromagnétique agissant
sur L2 (Rn, dt) donné par

Mx,ξ = (Dt + A2(x, t))2 + (ξ + A1(x, t))2 , (1.13)

avec (x, ξ) ∈ Rm × Rm, et on note par µ(x, ξ) le bas du spectre de Mx,ξ. Nous travaillons
sous les hypothèses suivantes.

Hypothèse 1.3.1. 1) La fonction Rm × Rm ∋ (x, ξ) 7→ µ(x, ξ) est continue et ad-
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met un minimum unique et non dégénéré µ0 en un point noté (x0, ξ0) et tel que
lim inf

|x|+|ξ|→+∞
µ(x, ξ) > µ0.

2) La famille (Mx,ξ)(x,ξ)∈Rm×Rm peut être étendue en une famille holomorphe de type
(A), au sens de Kato, dans un voisinage complexe V0 de (x0, ξ0).

3) Pour tout (x, ξ) ∈ Rm × Rm ∩ V0, µ(x, ξ) est une valeur propre simple.

L’hypothèse 1.3.1 assure que la plus petite valeur propre du symbole de l’opérateur
de Lh est simple et admet un minimum unique et non dégénéré.

Hypothèse 1.3.2. Sous l’hypothèse 1.3.1, on désigne par Hessµ(x0, ξ0) la matrice hes-
sienne de µ en (x0, ξ0). On suppose que le spectre de l’opérateur Hessµ(x0, ξ0)(s,Ds) est
simple.

Hypothèse 1.3.3. Pour R ⩾ 0, on note par ΩR = Rm+n\B(0, R). On désigne par LDir,ΩR
h

la réalisation de Dirichlet sur ΩR de

(Dt + A2(s, t))2 + (hDs + A1(s, t))2 .

On suppose qu’il existe R0 ⩾ 0, h0 > 0 et µ∗
0 > µ0 tels que pour tout h ∈ (0, h0), le bas du

spectre de LDir,ΩR0
h satisfait :

λ
Dir,ΩR0
1 ⩾ µ∗

0.

L’hypothèse 1.3.3 est une hypothèse de confinement spectral. Elle permet d’obtenir
une minoration de l’infimum du spectre essentiel de l’opérateur Lh. On a alors :

Proposition 1.3.4. Sous l’hypothèse 1.3.3, il existe h0 > 0 tel que, pour tout h ∈ (0, h0),

inf Spess (Lh) ⩾ µ∗
0.

La remarque suivante montre que le travail peut être réduit au cas où A2 = 0.

Remarque 1.3.5. Lorsque A2 ̸= 0, nous pouvons effectuer un changement de gauge et
remplacer le potentiel (A1, A2) par (A1 + h∇sφ(s, t), 0). Et dans ce cas, le spectre associé
au potentiel (A1 + h∇sφ(s, t), 0) est décalé d’un facteur O(h) par rapport à celui associé
à (A1, 0). Nous pouvons même prouver avec un changement de gauge que la phase Φ dans
le développement BKW dépend de (s, t).
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Voici le résultat suivant, qui établit le développement asymtotique en puissance de h
des petites valeurs propres et des fonctions propres associées pour l’opéarateur Lh.

Théorème 1.3.6 (Bonnaillie-Hérau- Raymond 2016, [10]). On suppose que A2 = 0 et
que A1 est analytique et réel. Sous les hypothèses 1.3.1, 1.3.2 et 1.3.3, et pour tout n ⩾ 1,
il existe une suite de nombres réels (λn,j)j⩾0 et h0 > 0 telle que pour tout h ∈ (0, h0), la
n-ième valeur propre de Lh existe et satisfait

λn(h) ∼
h→0

∑
j⩾0

λn,jh
j,

au sens des séries formelles, avec λn,0 = µ0, λn,1 = 0 et λn,2 est la n-ième valeur propre
de 1

2Hess(x0,ξ0)µ(s,Ds). De plus, il existe une fonction Φ = Φ(s) définie dans un voisinage
V de x0 avec Re Hess Φ(x0) > 0, et une série formelle de fonctions régulières sur V × Rn

t

an(.;h) ∼
h→0

∑
j⩾0

an,jh
j,

avec an,0 ̸= 0 tel que

(Lh − λn(h))
(
an(.;h)e− Φ

h

)
= O (h∞) e− Φ

h ,

sur V × Rn
t .

1.3.3 Estimations d’Agmon

Les estimations d’Agmon sont essentielles pour l’étude de l’effet tunnel : l’existence
d’une décroissance exponentielle pour les fonctions propres associées aux petites valeurs
propres suggère que, dans certains cas, une séparation entre les deux valeurs propres les
plus petites, de type

e− S
hα , (S et α > 0)

pourrait apparaître dans la situation d’un double puits. Dans [1], Agmon a démontré
la décroissance exponentielle des fonctions propres du Laplacien électrique −h2∆ + V,
associées à de petites valeurs propres, à l’extérieur de l’ensemble{

x : V(x) = min
y

V(y)
}
.
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Cette décroissance exponentielle est basée sur l’inégalité −h2∆ + V ⩾ V. Dans le cas
du Laplacien magnétique, la minoration de l’opérateur est plus délicate, mais permet
d’obtenir le même type de résultats.

Expliquons maintenant les estimations d’Agmon pour les fonctions propres du Lapla-
cien magnétique dans le cadre de cette thèse. Dans ce qui suit, on note par Ph l’un des
deux opérateurs Ph,A (si Ω = Rd) et PN

h,A,Ω (si Ω est borné de Rd) qui sont définis dans
la section 1.2.1. Les deux lemmes suivants sont essentiels pour démontrer la décroissance
exponentielle des fonctions propres de Ph.

Lemme 1.3.7 (Formule de localisation). Soit (χj)j⩾1 une partition de l’unité sur Ω, telle
que ∑

j⩾1
χ2
j = 1.

Alors, pour toute ψ ∈ Dom (Ph), on a

⟨Phψ, ψ⟩ =
∑
j⩾1

⟨Phχjψ, χjψ⟩ − h2∑
j⩾1

∥|∇χj|ψ∥2 .

Lemme 1.3.8 (Formule d’Agmon). Soit Φ une fonction Lipschitzienne à valeurs réelles
et bornée sur Ω. Alors, pour toute fonction propre ψ ∈ Dom (Ph) associée à une valeur
propre λ de Ph, on a

⟨PheΦψ, eΦψ⟩ = λ
∥∥∥eΦψ

∥∥∥2
+ h2 ∥|∇Φ|ψ∥2 .

Annulation du champ magnétique dans R2

On considère l’opérateur PVn,[k]
h,A qui a été défini en (1.9). On rappelle ici que le champ

magnétique B(x) s’annule jusqu’a un ordre k ⩾ 1 sur une courbe fermée régulière de R2

et que
lim

|x|→+∞
B(x) = +∞.

Dans [48], Helffer et Mohamed ont établi les estimations d’Agmon pour les fonctions
propres de l’opérateur PVn,[k]

h,A . Le théorème suivant montre une minoration très fine de la
forme quadratique associée à PVn,[k]

h,A .
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Théorème 1.3.9 (Théorème 4.5 dans [48]). Il existe C0, h0 > 0, et pour tout ϵ ∈ (0, 1),
il existe une constante Cϵ > 0 telle que

h
∫
R2

(
|B(x)| − Cϵh

1−ϵ
)

|ψ(x)|2 dx ⩽ C0

∫
R2

|(−ih∇ + A)ψ|2 dx,

pour tout ψ ∈ Dom
(
PVn,[k]
h,A

)
et pour tout h ∈ (0, h0).

Les deux Lemmes 1.3.7, 1.3.8 et le Théorème 1.3.9 nous donnent le résultat suivant. Ce
résultat montre la localisation exponentielle des fonctions propres, associées aux petites
valeurs propres de PVn,[k]

h,A au voisinage de la courbe d’annulation Γ à l’échelle h
1

k+2 .

Théorème 1.3.10 (Proposition 5.1 dans [48]). Soit E > 0. Il existe C, h0, α > 0 telles
que, pour tout h ∈ (0, h0), et tout couple propre (λ, ψ) de PVn,[k]

h,A avec λ ⩽ Eh2 k+1
k+2 ,

∫
R2

e2 αdist(x,Γ)
k+2

2√
h |ψ|2 dx ⩽ C ∥ψ∥2 ,

et ∫
R2

e2 αdist(x,Γ)
k+2

2√
h |(−ih∇ + A)ψ|2 dx ⩽ Ch2 k+1

k+2 ∥ψ∥2 .

Champ magnétique variable dans R3

On suppose ici que Ω est un ouvert, borné et régulier de R3 et que le champ magnétique
B(x) = ∇ × A(x) ne s’annule pas sur Ω. Le théorème suivant a été établi par Helffer et
Morame dans [50].

Théorème 1.3.11 (Théorème 4.3 dans [50]). Il existe C0, h0 > 0, tel que pour tout
h ∈ (0, h0), et pour tout ψ ∈ Dom

(
PN
h,A,Ω

)
, on a

h
∫

Ω
Wh(x) |ψ(x)|2 dx ⩽

∫
Ω

|(−ih∇ + A)ψ|2 dx,

où

Wh(x) =

∥B(x)∥ − Ch
1
4 , si dist (x, ∂Ω) ⩾ 2h 3

8 ,

∥B (s(x))∥ e (θ(x)) − Ch
1
4 , si dist (x, ∂Ω) ⩽ 2h 3

8 .
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Nous rappelons ici que θ(x) satisfait

B (s(x)) .n (s(x)) = ∥B (s(x))∥ e(θ(x)),

où s(x) est, pour x proche de ∂Ω, le point dans ∂Ω tel que

dist (x, ∂Ω) = dist(x, s(x)),

et la fonction θ 7→ e(θ) a été définie en (1.11).

On suppose que

0 < βmin := min
x∈∂Ω

∥B(x)∥ e(θ(x)) < bmin := min
x∈Ω

∥B(x)∥ .

Le théorème suivant est une conséquence du Théorème 1.3.11 (voir [92]). Il montre la
localisation exonentielle des fonctions propres, associées aux petites valeurs propres, de
PN
h,A,Ω au voisinage du bord ∂Ω à l’échelle h 1

2 .

Théorème 1.3.12. Pour tout ϵ > 0 tel que βmin + ϵ < bmin, il existe C, h0 > 0 tel que,
pour tout h ∈ (0, h0), et tout couple propre (λ, ψ) de PN

h,A,Ω avec λ ⩽ (βmin + ϵ)h,

∫
Ω

e
2αdist(x,∂Ω)√

h |ψ|2dx ⩽ C∥ψ∥2.

1.4 Opérateurs de Montgomery généralisés

Pour k ∈ N∗ et ξ ∈ R, on considère l’opérateur h
[k]
ξ , la réalisation auto-adjointe à

résolvante compacte sur L2 (R, dτ) de

D2
τ +

(
ξ − τ k+1

k + 1

)2

.

On note par ν [k](ξ) la plus petite valeur propre de h
[k]
ξ . La famille

(
h

[k]
ξ

)
ξ∈R

est analytique
de type (A) au sens de Kato, ν [k] est une valeur propre simple, et pour tout ξ0 ∈ R donné,
ν [k] a une extension holomorphe locale dans un voisinage complexe de ξ0 (voir par exemple
[13]).
Quand ξ ∈ R, l’analyse spectrale de cette famille d’opérateurs a été effectuée par Helffer
et Persson dans [53], où ils ont prouvé que la fonction R ∋ ξ → ν [k](ξ) admet un minimum
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unique non dégénéré en ξ
[k]
0 et que ν [k]

(
ξ

[k]
0

)
> 0.

Pour k ∈ N∗, l’opérateur de Montgomery généralisé est un opérateur auto-adjoint
défini sur L2 (R2; dsdt) par

L [k],gM
h = h2D2

t +
(
hDs − γ(s) t

k+1

k + 1

)2

,

de domaine

Dom
(
L [k],gM
h

)
=
{
u ∈ H2

(
R2
)

: γ(s)2t2k+2u ∈ L2
(
R2
)}
,

où γ est une fonction de classe C∞ sur R ayant un unique minimum non dégénéré stric-
tement positif γ0 > 0 atteint en σ = 0. On suppose de plus que

lim inf
|σ|→+∞

γ = γ∞ ∈ (γ0,+∞).

Cette famille d’opérateurs est un cas particulier du Laplacien magnétique, dont le champ
magnétique s’annule jusqu’à l’ordre k ⩾ 1 sur la ligne droite t = 0 du plan R2. Le champ
magnétique correspondant est

B[k],gM(s, t) = γ(s)tk.

En effectuant le changement d’échelle

(σ, τ) = (s, h
1

k+2 t),

l’opérateur L [k],gM
h devient

L [k],gM
h = h

2k+2
k+2 L [k]

ℏ ,

avec

L [k]
ℏ = D2

τ +
(
ℏDσ − γ(σ) τ

k+1

k + 1

)2

,

où ℏ = h
1

k+2 est le nouveau paramètre semi-classique. Formellement, L [k]
ℏ peut être écrit

comme un opérateur pseudo-différentiel par rapport à la variable σ,

L [k]
ℏ = OpW

ℏ

(
p[k]
)
,
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où le symbole p[k] est donné par

p[k](σ, ξ) = D2
τ +

(
ξ − γ(σ) τ

k+1

k + 1

)2

,

où (σ, ξ) ∈ R2. Pour tout (σ, ξ) ∈ R2, l’opérateur p[k](σ, ξ) est auto-adjoint, positif et à
résolvante compacte. Sa plus petite valeur propre, noté µ[k](σ, ξ), est donné par

µ[k](σ, ξ) = γ(σ)
2

k+2ν [k]
(
γ(σ)− 1

k+2 ξ
)
.

Le minimun de la fonction R2 ∋ (σ, ξ) 7→ µ[k](σ, ξ), atteint en (0, γ
1

k+2
0 ξ

[k]
0 ), est noté µ[k]

0 .
Sous les hypothèses génériques sur γ, l’opérateur L [k]

ℏ satisfait les hypothèses 1.3.1,
1.3.2 et 1.3.3 (voir [10, Section 4.1]). Par conséquent, nous pouvons appliquer directement
le théorème 1.3.6 à l’opérateur magnétique L [k]

ℏ , et nous avons le résultat suivant.

Théorème 1.4.1. Pour tout n ⩾ 1, il existe une suite de nombre réels (λn,j)j⩾0 telle que

λn(ℏ) ∼
ℏ→0

∑
j⩾0

λn,jℏj,

au sens des séries formelles, avec λn,0 = µ
[k]
0 et λn,1 est la n-ième valeur propre de

1
2Hessµ[k]

(
0, γ

1
k+2
0 ξ

[k]
0

)
(σ,Dσ) . (1.14)

De plus, il existe une fonction Φ = Φ(σ) définie dans un voisinage complexe V de σ = 0
avec Re HessΦ(0) > 0, et une série formelle de fonctions régulières sur V × R

an(.; ℏ) ∼
ℏ→0

∑
j⩾0

an,jℏj,

où an,0 ̸= 0 tel que
(Lℏ − λn(ℏ))

(
an(.; ℏ)e− Φ

ℏ
)

= O (ℏ∞) e− Φ
ℏ .

Le terme principal de an(.; ℏ) est

an,0(σ, τ) = f
[k]
n,0(σ)u[k]

w(σ) , avec w(σ) = ξ
[k]
0 + γ(σ)− 1

k+2 Φ′(σ),

où f
[k]
n,0 est la n-ième fonction propre normalisée de (1.14).
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La preuve de ce résultat a été démontrée par Bonnaillie-Noël et al dans [10, Section
4.2]. Elle donne une décomposition asymptotique complète pour les petites valeurs propres
de l’opérateur de Montgomery généralisé, ainsi que la décomposition asymptotique sous
forme BKW des fonctions propres associées. La fonction Φ du Théorème 1.4.1 est donnée
par

Φ(σ) =
∫ σ

0
γ(σ̃)

1
k+2φ(σ̃)dσ̃,

où φ est une solution a priori locale de l’équation eikonale

γ(σ)
2

k+2ν [k]
(
ξ

[k]
0 + iφ(σ)

)
= µ

[k]
0 . (1.15)

Remarque 1.4.2. En supposant que ∥∥∥∥∥1 − γ0

γ

∥∥∥∥∥
∞

est suffisamment petit, le terme de gauche de l’équation (1.15) est bien défini pour tout
σ ∈ R, en utilisant l’extension holomorphe de la fonction ν [k] dans un voisinage complexe
de ξ[k]

0 , et dans ce cas nous pouvons prendre V = R.

1.5 Résultats principaux de la thèse

Dans cette section, nous présentons en détail les problèmes étudiés, les principaux
résultats de cette thèse qui font l’objet des articles [2, 3], ainsi que des éléments sur les
stratégies de preuve.

1.5.1 Effet tunnel avec annulation du champ magnétique en 2D
(Chapitre 2)

Considérons le Laplacien magnétique dans R2 défini par

Lh = (−ih∇ + A)2 , Dom (Lh) =
{
ψ ∈ L2

(
R2
)

: Lhψ ∈ L2
(
R2
)}
,

avec A = (A1, A2) ∈ C∞(R2;R2). Le spectre de Lh ne dépend que du champ magnétique
B = ∇ × A, donné par

B(x) = ∂x1A2(x) − ∂x2A1(x), ∀x = (x1, x2) ∈ R2.
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Nous supposons que lim
|x|→+∞

B(x) = +∞, pour assurer que la résolvante de Lh est com-
pacte. Dans ce cas, nous pouvons considérer la suite non décroissante de ses valeurs propres
(λn(h))n⩾1.

Dans ce travail, nous nous concentrerons sur un champ magnétique variable qui s’an-
nule jusqu’à l’ordre k ⩾ 1 sur une courbe régulière fermée Γ de R2 symétrique par rapport
à l’axe des ordonnés et sans points doubles. Avant d’énoncer le résultat principal de ce
travail, nous introduisons quelques notations relatives à la géométrie du lieu d’annulation
du champ magnétique. Au voisinage de la courbe d’annulation Γ, nous utiliserons les co-
ordonnées tubulaires (s, t), où t(x) est la distance algébrique entre x et Γ et s(x) est la
coordonnée curviligne sur Γ, avec |Γ| = 2L. Soit

M : R/(|Γ|Z) ∋ s 7−→ M(s) ∈ Γ

la paramétrisation de la longueur d’arc de Γ, orientée dans le sens positif, de sorte que

Γ ∩
{
(x1, x2) ∈ R2 : x1 = 0

}
= {M(0) := (0, x21),M(L) := (0, x22)} avec x22 < x21,

et ν(s) la normale unitaire à Γ au point M(s) (voir figure 1.5.1). La courbure κ(s) de Γ
au point M(s) est donnée par la paramétrisation

M ′′(s) = κ(s)ν(s).

Pour δ0 suffisamment petit, la fonction

Φ : R/ (|Γ|Z) × (−δ0, δ0) ∋ (s, t) 7→ Φ(s, t) = M(s) + tν(s),

est un difféomorphisme d’image

Ωδ0 =
{
x ∈ R2 : dist (x,Γ) < δ0

}
.

Localement (au voisinage de Γ), le potentiel magnétique en coordonnés (s, t) est donné
par

Ã(s, t) =
(
Ã1(s, t), Ã2(s, t)

)
,

avec
Ã1(s, t) = (1 − tκ(s)) A (Φ(s)) ·M ′(s) et Ã2(s, t) = A (Φ(s)) · ν(s).
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Le champ magnétique correspondant est donné par

β(s, t) := ∇(s,t) × Ã(s, t) = (1 − tκ(s))B ◦ Φ(s, t).

On définit les fonctions γ et δ sur Γ par

γ(s) := 1
k!

(
∂k

∂tk
(B ◦ Φ) (s, 0)

)
, δ(s) := 1

(k + 1)!

(
∂k+1

∂tk+1 (B ◦ Φ) (s, 0)
)
,

et la fonction δ̃ par
δ̃(s) := δ(s) − κ(s)γ(s). (1.16)

Γ

srsl

−∞

+∞

Ωδ

0

x1 = 0

+

M(s)

−L+L

Figure 1.1 – Coordonnées tubulaires au voisinage de Γ

L’objectif est alors de trouver une approximation explicite de la différence entre les
deux premières valeurs propres λ2(h)−λ1(h) de Lh , en termes de γ et d’autres quantités
géométriques. Nous travaillons avec les hypothèses suivantes sur la géométrie et le champ
magnétique, qui justifient la description paramétrique précédente.

Hypothèse 1.5.1. On suppose que le champ magnétique B s’annule exactement à l’ordre
k ⩾ 1 sur une courbe fermée, régulière, non vide, compacte et connexe Γ ⊂ R2. On suppose
également que

36



Introduction

1. B est symétrique par rapport à l’axe x2 et donc Γ aussi ;

2. la fonction γ sur Γ admet un unique minimum non dégénéré γ0 > 0 qui n’est atteint
qu’en deux points symétriques distincts a1, a2 ∈ Γ. Nous supposons que sr et sl sont
les longueurs d’arc respectives pour a1 et a2 ;

3.
∥∥∥1 − γ0

γ

∥∥∥
∞

est suffisamment petit.

Nous définissons la distance d’Agmon attachée aux deux puits comme suit

S = min {Su, Sd} , (1.17)

avec les constantes Su et Sd définies par

Su =
∫

[sr,sl]
γ(s)

1
k+2D(s)ds et Sd =

∫
[sl,sr]

γ(s)
1

k+2D(s)ds, (1.18)

où, D est une fonction positive définie sur Γ qui sera définie plus loin dans (2.33).
Rappelons que L = |Γ|

2 . Nous définissons les deux constantes Au et Ad par

Au := exp
−

∫ 0

sr

Re
V′

r(s) + 2Rr(s) − 2δ[k]
1,1

2Vr(s)

 ds
 , (1.19)

et

Ad := exp
−

∫ L

sl

Re
V′

l(s) + 2Rl(s) − 2δ[k]
1,1

2Vl(s)

 ds
 , (1.20)

où δ
[k]
1,1 est le deuxième terme de la décomposition asymptotique de l’énergie de l’état

fondamental (voir Théorème 1.5.6), et les fonctions Vr, Vl, Rr et Rl sont définies dans
les remarques 2.4.5 et 2.4.6.

Énonçons le théorème principal de ce travail, qui donne une estimation optimale de
l’effet tunnel lorsque le champ magnétique s’annule le long d’une courbe Γ.

Théorème 1.5.2. Sous l’hypothèse 1.5.1, il existe ε > 0 tel que si

sup
s∈[−L,L]

∣∣∣∣∣1 − γ0

γ

∣∣∣∣∣ < ε,

alors la différence entre les deux premières valeurs propres de Lh est donnée par

λ2(h) − λ1(h) = 2 |w̃l,r| + e− S
h1/(k+2) O(h2),
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avec

w̃l,r = ζ1/2π−1/2h
2k+3
k+2

(
Vr(0)Aue− Su

h1/(k+2) eiLf(h) + Vr(−L)Ade− Sd
h1/(k+2) e−iLf(h)

)
, (1.21)

où S = min {Su, Sd}, ζ est une constante définie dans (2.47), et

1. la fonction Vr est introduite dans la remarque 2.4.2 ;

2. Au, Ad sont définis dans (1.19), (1.20) et Su, Sd sont définis dans (1.18) ;

3. f(h) = β0/h− h
−1

k+2

∫ 0

−L
γ(s)

1
k+2

(
ξ

[k]
0 − Im φr(s)

)
ds− α0, avec

— la constante α0 définie dans (2.52) ;

— φr une solution exacte de l’équation eikonale pour le puits droit introduit dans
le Lemme 2.4.1 ;

— la constante β0 est proportionnelle au flux magnétique à travers Ω et est définie
comme suit

β0 := 1
|Γ|

∫
Ω

B(x)dx, (1.22)

où Ω est le domaine ouvert circonscrit par Γ.

Remarque 1.5.3. Deux situations se présentent dans ce théorème :

1. Si Su ̸= Sd, un seul terme dans la somme (1.21) définissant w̃l,r est dominant et w̃l,r
ne disparaît jamais pour h suffisamment petit.

2. Si Su = Sd, la situation est différente : en raison de la circulation, le terme d’inter-
action w̃l,r peut être nul pour certains paramètres h et, dans ce cas, l’écart spectral
est d’ordre O

(
h2e− S

h1/(k+2)

)
.

Le deuxième cas de la remarque 1.5.3 se produit lorsque le champ magnétique est
symétrique par rapport à l’axe x1, c’est-à-dire

B(x1, x2) = B(x1,−x2) pour tout (x1, x2) ∈ R2. (1.23)

Dans ce cas, on a

Au = Ad := A , Vr(0) = Vr(−L) := V0 et Su = Sd := S,

et nous obtenons le corollaire suivant.
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Corollaire 1.5.4. Si B vérifie (1.23) et sous l’hypothèse (1.5.1), il existe ε > 0 tel que si

sup
s∈[−L,L]

∣∣∣∣∣1 − γ0

γ

∣∣∣∣∣ < ε,

alors la différence entre les deux premières valeurs propres de Lh est donnée par

λ2(h) − λ1(h) = 4ζ1/2π−1/2h
2k+3
k+2 |V0| Ae− S

h1/(k+2) |cos (f(h))| + h2O
(

e− S
h1/(k+2)

)
.

Passons maintenant à l’explication de la stratégie utilisée pour démontrer le Théorème
1.5.2. Dans ce travail, nous suivons la même méthode que Bonnaillie et al [14] (dans le
cas où le champ magnétique est constant), mais avec une difficulté qui apparaît ici due à
la variation du champ magnétique. Voici les étapes nécessaires pour prouver le Théorème
1.5.2.

Première étape :

Nous commençons par une réduction spectrale au voisinage de la courbe d’annulation
Γ. D’après le Théorème 1.3.10, les fonctions propres, associées aux petites valeurs propres
de Lh sont localisées au voisinage de la courbe Γ à l’échelle h

1
k+2 . Cette localisation permet

de se ramener à un modèle droit et effectuer le changement de variable suivant

(s, t) = (σ, ℏτ),

où ℏ = h
1

k+2 le nouveau paramètre semi-classique. Plus précisement, elle permet de rempla-
cer l’opérateur Lh par l’opérateur redimensionné, noté N [k]

ℏ , définie comme une réalisation
auto-adjointe sur l’espace L2 (Γ × R, aℏdσdτ) de

a−1
ℏ DτaℏDτ + a−1

ℏ

(
ℏDσ − A[k]

ℏ (σ, τ)
)
a−1
ℏ

(
ℏDσ − A[k]

ℏ (σ, τ)
)
,

avec
aℏ(σ, τ) = 1 − ℏτcµ(τ)κ(σ),

et
A[k]

ℏ (σ, τ) = −ℏ−k−1β0 + γ(σ) τ
k+1

k + 1 + ℏδ̃(σ)cµ(τ) τ
k+2

k + 2 + ℏ2cµO
(
τ k+3

)
,

où µ > 0, cµ(τ) = c(µτ) et c est une fonction de troncature régulière égale à 1 sur [−1, 1]
et 0 pour |t| ⩾ 2. Rappelons que β0 est défini en (1.22) et la fonction δ̃ en (1.16). Nous
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désignons par (νn(ℏ))n⩾1 la suite des valeurs propres de N [k]
ℏ . On a la proposition suivante.

Proposition 1.5.5. Soit n ⩾ 1. Il existe D > S, C, h0 > 0 tels que, pour tout h ∈ (0, h0),
on a

λn(h) − Ce− D

h1/(k+2) ⩽ ℏ2k+2νn(ℏ) ⩽ λn(h) + Ce− D

h1/(k+2) .

Cela signifie que, pour estimer la différence entre les valeurs propres, λ2(h) − λ1(h),
de l’opérateur initial Lh, il suffit d’estimer la différence ν2(ℏ) − ν1(ℏ) correspondante à
l’opérateur redimensionné N [k]

ℏ . Dans ce qui suit, nous nous concentrerons sur l’opérateur
redimensionné N [k]

ℏ .

Deuxième étape :

Dans cette étape, on essaie de comprendre ce qui se passe avec un seul puits pour ce
modèle. Pour cela, nous commencons par considérer l’opérateur du puits droit, en enlevant
un petit voisinage de sl, et en collant une bande infinie, comme le montre la figure 1.2.
Nous commençons par identifier Γ avec (sl − 2L, sl], et on fixe η̂ de telle sorte que

0 < η̂ < min
{1

4 ,
L

4

}
.

Nous considérons l’opérateur différentiel droit suivant, sur l’espace L2 (Γ × R, aℏdσdτ),

N [k]
ℏ,r,β0 = a−1

ℏ,rDτaℏ,rDτ + a−1
ℏ,r

(
ℏDσ − A[k]

ℏ,r,β0(σ, τ)
)
a−1
ℏ,r

(
ℏDσ − A[k]

ℏ,r,β0(σ, τ)
)
,

avec
aℏ,r(σ, τ) = 1 − ℏτcµ(τ)κr(σ),

et
A[k]

ℏ,r,β0(σ, τ) = −ℏ−k−1β0 + γr(σ) τ
k+1

k + 1 + ℏδ̃r(σ) τ
k+2

k + 2cµ(τ) + cµℏ2O
(
τ k+3

)
,

où les fonctions γr, δr et κr sont des extensions respectives de γ, δ et κ (voir 2.3.1 pour
les détails). En particulier, l’extension γr de γ est choisie de telle sorte que γr admette un
minimum unique non dégénéré γ0 > 0 en sr < 0 et

∥∥∥1 − γ0
γr

∥∥∥
∞

reste suffisamment petit.
Puisque le domaine est maintenant simplement connexe, nous réduisons le travail à

l’opérateur N [k]
ℏ,r := N [k]

ℏ,r,0 au lieu de N [k]
ℏ,r,β0 . Le but de cette étape est de trouver une

approximation BKW pour l’état fondamental u[k]
ℏ,r de l’opérateur à puits droit N [k]

ℏ,r .
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Γ

srsl +

−L+L

−∞

+∞

sl − η̂

sl + η̂

s = 0

Figure 1.2 – Un domaine de puits attaché au puits droit

Introduisons la distance d’Agmon attachée au puits droit

Φr(σ) =
∫ σ

sr

γr(σ̃)1/(k+2)Re (φr(σ̃)) dσ̃,

avec φr la solution d’une équation implicite (appelé équation eikonale),

γr(σ)
2

k+2ν [k]
(
ξ

[k]
0 + iφr(σ)

)
= γ

2
k+2
0 ν [k]

(
ξ

[k]
0

)
,

où ν [k] (ξ) est la plus petite valeur propre de l’opérateur de Montgomery généralisé h
[k]
ξ

qui a été défini dans la section 1.4.
Voici le théorème explicitant les développements BKW des fonctions propres de l’opé-

rateur N [k]
ℏ,r . Ce théorème est inspiré de [10, Théorème 5.2].

Théorème 1.5.6. Il existe une suite de fonctions régulières
(
a

[k]
n,j

)
j⩾0

⊂ Dom
(
N [k]

ℏ,r

)
, une

suite de nombres réels
(
δ

[k]
n,j

)
j⩾0

⊂ R, une famille de fonctions
(
Ψ[k]

ℏ,r

)
ℏ∈(0,ℏ0]

⊂ L2 (R2) et

une famille de nombres réels
(
δ[k]
n (ℏ)

)
ℏ∈(0,ℏ0]

telle que

Ψ[k]
ℏ,r(σ, τ) ∼ ℏ−1/4e− Φr(σ)

ℏ ei gr(σ)
ℏ
∑
j⩾0

a
[k]
n,j(σ, τ)ℏj , δ[k]

n (ℏ) ∼
∑
j⩾0

δ
[k]
n,jℏj,
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et (
N [k]

ℏ,r − δ[k]
n (ℏ)

)
Ψ[k]

ℏ,r = O(ℏ∞)e−Φr/ℏ,

avec
gr(σ) =

∫ σ

0
γr(σ̃)

1
k+2

(
ξ

[k]
0 − Im (φr(σ̃))

)
dσ̃. (1.24)

De plus,

1) δ
[k]
n,0 = γ

2
k+2
0 ν [k](ξ[k]

0 ) et δ[k]
n,1 =

(ν[k])′′
(
ξ

[k]
0

)
2 (2n− 1)ζ + Rr(sr),

2) a
[k]
n,0(σ, τ) = fn,0(σ)u[k]

σ,wr(σ)(τ), où fn,0 résout l’équation de transport effective

1
2 (∂σVr(σ) + Vr(σ)∂σ) fn,0 + Rr(σ)fn,0 = δn,1fn,0, (1.25)

avec
Vr(σ) = −i∂ξµ[k] (σ,wr(σ)) , Rr(σ) = ⟨Rr(σ, τ)u[k]

σ,wr(σ), u
[k]
σ,wr(σ)⟩,

où

Rr(σ, τ) = 2τcµκr(σ)
(
wr(σ) − γr(σ) τ

k+1

k + 1

)2

− 2δ̃r(σ)cµ
τ k+2

k + 2

(
wr(σ) − γr(σ) τ

k+1

k + 1

)
+ cµκr(σ)∂τ + c′

µκr(σ)τ∂τ ,

et

ζ =

√√√√√√ 2
k + 2

γ′′(0)ν [k]
(
ξ

[k]
0

)
γ

k
k+2
0 (ν [k])′′ (

ξ
[k]
0

) , wr(σ) := iΦ′
r(σ) + g′

r(σ).

Troisième étape :

Dans cette étape, nous continuons avec l’opérateur N [k]
ℏ,r à puits droit pour la même

raison que précédemment, c’est-à-dire pour trouver une approximation optimale pour les
fonctions propres de l’opérateur N [k]

ℏ,r , qui nous aident à trouver une estimation explicite
(exponentiellement petite) de la différence entre les deux premières valeurs propres. Alors
on conjugue par une exponentielle et on réduit la dimension (au moins formellement) par
Grushin. On choisit alors le poids exponentiel comme une perturbation de la solution
de l’équation eikonale et, pour garder de l’ellipticité globale, on utilise l’hypothèse de
variation "douce" de la fonction γr. Pour cela, nous considérons une fonction lipchitzienne
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non négative, R ∋ σ 7→ Φ(σ), satisfaisant l’hypothèse suivante :

Hypothèse 1.5.7. Pour tout M > 0, il existe ℏ0, C,R > 0 tel que, pour tout ℏ ∈ (0, ℏ0),
la fonction Φ satisfait,

(i) pour tout σ ∈ R, on a

Re
(
γr(σ)

2
k+2ν [k]

(
ξ

[k]
0 − Im (φr(σ)) + iγ(σ)− 1

k+2 Φ′(σ)
)

− γ
2

k+2
0 ν [k](ξ[k]

0 )
)
⩾ 0,

(ii) pour tout σ ∈ R tel que |σ − sr| ⩾ Rℏ1/2, on a

Re
(
γr(σ)

2
k+2ν [k]

(
ξ

[k]
0 − Im (φr(σ)) + iγ(σ)− 1

k+2 Φ′(σ)
)

− γ
2

k+2
0 ν [k](ξ[k]

0 )
)
⩾Mℏ,

(iii) pour tout σ ∈ R tel que |σ − sr| ⩽ Rℏ1/2, on a

|Φ(σ)| ⩽Mℏ.

Nous conjugons alors l’opérateur N [k]
ℏ,r par l’exponentielle eΦ

ℏ , et considérons l’opérateur
conjugué

N [k],Φ
ℏ,r = eΦ

ℏ N [k]
ℏ,re− Φ

ℏ .

N [k],Φ
ℏ,r peut être écrit comme un opérateur ℏ-pseudo-différentiel avec un symbole à valeur

opérateur dont le symbole principal est l’opérateur de Montgomery généralisé. Sous l’hy-
pothèse 1.5.7, la méthode de réduction de Grushin peut être appliquée pour réduire la
dimension afin de prouver les estimations tangentielles optimales d’Agmon. Le théorème
suivant montre ces estimations.

Théorème 1.5.8. Soit c0 > 0. Sous l’hypothèse 1.5.7, il existe c, ℏ0, R0 > 0 tel que pour
tout ℏ ∈ (0, ℏ0), R ⩾ R0 et tout z ∈ C tel que

∣∣∣z − µ
[k]
0

∣∣∣ ⩽ c0ℏ, et tout ψ ∈ Dom
(
N [k],Φ

ℏ,r

)
,

cℏ ∥ψ∥ ⩽
∥∥∥⟨τ⟩2k+3

(
N [k],Φ

ℏ,r − z
)
ψ
∥∥∥+ ℏ

∥∥∥∥χ0

(
σ − sr
Rℏ1/2

)
ψ

∥∥∥∥ ,
où χ0 ∈ C∞

c (R) est une fonction qui vaut 1 au voisinage de 0.

Par un choix particulier de poids qui vérifie l’hypothèse 1.5.1, les théorèmes 1.5.6 et
1.5.8 conduisent à la proposition suivante. Cette proposition montre des approximations
des fonctions propres de l’opérateur N [k]

ℏ,r avec une erreur exponentiellement petite.
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Proposition 1.5.9. On a

e
Φr
ℏ
(
Ψ[k]

ℏ,r − u
[k]
ℏ,r

)
= O(ℏ∞),

et
⟨τ⟩k+1e

Φr
ℏ
(
Ψ[k]

ℏ,r − u
[k]
ℏ,r

)
= O(ℏ∞),

dans C1 (K; L2 (R × R)), où K ⊂ (sl − 2L+ 2η̂, sl − 2η̂) est un ensemble compact.

Quatrième étape :

Revenons à l’opérateur N [k]
ℏ avec deux puits symétriques. On considère l’espace

Eℏ =
2⊕
i=1

Ker
(
N [k]

ℏ − νi(ℏ)
)
.

Soit u[k]
ℏ,l la fonction propre associée à la plus petite valeur propre de N [k]

ℏ,l (opérateur du
puits gauche). A partir de u[k]

ℏ,r et u[k]
ℏ,l, on peut construire une base orthonormée Bℏ de Eℏ.

Ainsi, ν1(ℏ) et ν2(ℏ) sont exactement les deux valeurs propres de la matrice d’interaction
Mℏ, matrice de N [k]

ℏ relative à la base Bℏ. En utilisant l’approximation de la Proposi-
tion 1.5.9, on peut trouver une expression explicite de l’écart spectral de Mℏ avec un
erreur d’ordre e− S

ℏ . Finalement, pour démontrer le Théorème 1.5.2, il suffit d’utiliser la
proposition 1.5.5.

1.5.2 Asymptotique spectrale du Laplacien de Neumann à champ
magnétique variable sur un domaine borné régulier en 3D
(Chapitre 3)

Soit Ω un ouvert, borné et régulier de R3. On considère un vecteur potentiel magnétique
régulier A : Ω → R3. Le champ magnétique associé est donné par

B(x) = ∇ × A(x),

et on suppose qu’il ne s’annule pas sur Ω. Pour h > 0, nous considérons l’opérateur
Lh = (−ih∇ + A)2 ,

Dom (Lh) = {ψ ∈ L2 (Ω) : Lhψ ∈ L2 (Ω) et n · (−ih∇ + A)ψ = 0 sur ∂Ω} ,
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où n est la normale à la frontière orientée vers l’extérieur.
La forme quadratique associée est définie, pour tout ψ ∈ H1 (Ω), par

Q (ψ) =
∫

Ω
|(−i∇ − A)ψ|2 dx, ∀ψ ∈ H1 (Ω) .

Puisque Ω est régulier et borné, l’opérateur Lh est auto-adjoint et à résolvante compacte.
Alors, on peut considérer la suite croissante de ces valeurs propres (λn(h))n⩾1. Le but de
ce travail est de décrire le comportement asymptotique des valeurs propres λn(h) dans la
limite semi-classique h → 0+.

Rappelons que pour un point x ∈ ∂Ω, on a définit l’angle θ(x) ∈ [−π
2 ,

π
2 ] en (1.10) par

B(x).n(x) = ∥B(x)∥ sin θ(x), (1.26)

et la fonction β sur la frontière par :

β(x) = ∥B(x)∥ e (θ(x)) , (1.27)

où e(θ) est définie dans (1.11). Nous travaillons sous des hypothèses de non dégénérescence
concernant la fonction β.

Hypothèse 1.5.10. La fonction β possède un unique minimum, qui est non dégénéré. Il
est atteint en x0 ∈ ∂Ω et on a

θ(x0) ∈
(

0, π2

)
.

De plus, on a
βmin = β(x0) = min

x∈∂Ω
β(x) < min

x∈Ω
∥B(x)∥ = bmin.

Le théorème suivant établit la décomposition asymptotique complète de la n-ième
valeur propre du Laplacien magnétique Lh, et est le résultat principal de ce travail.

Théorème 1.5.11. Sous l’hypothèse 1.5.10, il existe C0, C1 ∈ R tel que pour tout n ⩾ 1,
on a

λn(h) =
h→0+

βminh+ C0h
3
2 +


√

det Hessx0β

∥B(x0)∥ sin θ(x0)

(
n− 1

2

)
+ C1

h2 + o
(
h2
)
.

En particulier, pour tout n ⩾ 1, λn(h) devient une valeur propre simple dès que h est
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suffisamment petit.

Expliquons maintenant la stratégie de la preuve du Théorème 1.5.11.

Première étape : Opérateur approximé

On prouve que les fonctions propres associées aux valeurs propres λ = βminh+O
(
h

3
2
)
,

sont exponentiellement localisées au voisinage de x0 à l’échelle h 1
2 près de la frontière ∂Ω

(optimal) et grossièrement à l’ordre h 1
8 au voisinage de x0 (non optimal).

x0
h

1
2

h
1
2

h
1
8

∂Ω

Figure 1.3 – Localisation au voisinage de x0

Cela nous suggère d’introduire des coordonnées locales au voisinage de x0. Soit

b(x) = B(x)
∥B(x)∥ ,

et considérons sa projection sur le plan tangent à x ∈ ∂Ω :

b∥(x) = b(x) − ⟨b(x),n(x)⟩n(x) .

En raison de l’hypothèse 1.5.10, au voisinage x0, le champ de vecteur b∥ ne s’annule
pas. Cela permet de considérer le champ de vecteurs unitaire

f(x) = b∥(x)
∥b∥(x)∥
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et la courbe intégrale associée γ donné par

γ′(s) = f(γ(s)) , γ(0) = x0 ,

qui est bien définie sur (−s0, s0) pour certain s0 > 0. Ainsi, γ est régulière et a des valeurs
dans ∂Ω.

On désigne par K la deuxième forme fondamentale de ∂Ω associée à la carte de Wein-
garten définie par

∀U, V ∈ Tx∂Ω , Kx(U, V ) = ⟨dnx(U), V ⟩ .

Nous pouvons considérer l’EDO avec le paramètre s d’inconnue r 7→ γ(r, s)

∂2
rγ(r, s) = −K(∂rγ(r, s), ∂rγ(r, s))n(γ(r, s)) ,

avec les conditions initiales

γ(0, s) = γ(s) , ∂rγ(0, s) = −γ′(s)⊥ ,

où ⊥ est entendu dans l’espace tangent. Cette EDO a une solution unique et régulière
(−r0, r0) × (−s0, s0) ∋ (r, s) 7→ γ(r, s) où r0 > 0 est choisi suffisamment petit. Nous

x0

∂Ω r

γ(s)

γ′(s)

B (γ(s))
n (γ(s))

s

γ(r, s)

Figure 1.4 – Coordonnées locales au voisinage de x0 sur le bord ∂Ω
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considérons alors les coordonnées tubulaires associées à la carte γ :

y = (r, s, t) 7→ Γ(r, s, t) = γ(r, s) − tn(γ(r, s)) = x .

Dans ces coordonnées, la métrique Euclidienne est donnée par

G = (dΓ)TdΓ =
g 0

0 1

 ,

avec

g(r, s, t) =
 ∥(Id − tdn)(∂rγ)∥2 ⟨(Id − tdn)(∂rγ), (Id − tdn)(∂sγ)⟩

⟨(Id − tdn)(∂rγ), (Id − tdn)(∂sγ)⟩ ∥(Id − tdn)(∂sγ)∥2

 .

Après changement de gauge et de variables adéquats, l’opérateur Lh agit localement
comme

|g|−
1
2 (−ih∇y − Ã(y)) · |g|

1
2 G−1(−ih∇y − Ã(y)) ,

où

Ã1(r, s, t) =
∫ t

0
[|g|

1
2 B2](r, s, τ)dτ ,

Ã2(r, s, t) = −
∫ t

0
[|g|

1
2 B1](r, s, τ)dτ +

∫ r

0
[|g|

1
2 B3](u, s, 0)du ,

Ã3(r, s, t) = 0 .

Ici, B1, B2 et B3 sont des fonctions définies sur R2 × R+ qui vérifient, en t = 0,

B1(r, s, 0) = ⟨B, ∂rγ⟩ , α(r, s) 1
2 B2(r, s, 0) = ⟨B, ∂sγ⟩ et B3(r, s, 0) = ⟨B,n⟩,

avec α(r, s) = |∂sγ(r, s)|2.

La localisation en t suggère que nous pouvons remplacer Ã par son développement de
Taylor en t (seulement). On considère

L app
h :=

(
−ih∂r − Â1

)2
+ α−1

(
−ih∂s − Â2

)2
− h2∂2

t ,
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avec

Â1(r, s, t) = t
◦
C1 +

◦
C2t̂

2 +
◦
C3t̂

3 ,

Â2(r, s, t) = −t
◦
E1 + J1(r, s) +

◦
E2t̂

2 +
◦
E3t̂

3 ,

Â3(r, s, t) = 0 ,

où J (r, s) =
(∫ r

0
|g|

1
2

◦
B3(u, s, 0)du, s

)
, C1 = α

1
2 B2 et E1 = α

1
2 B1. Ici, la notation

◦
C définit

une extension de la fonction C à R2, et dépendant de la nouvelle variable t̂ = tχ
(

t

h
1
2 −η

)
,

pour η > 0. On montre alors :

Proposition 1.5.12. Pour tout n ⩾ 1, on a

λn(h) =
h→0+

λn (L app
h ) + o(h2).

Essayons maintenant de décrire le spectre de L app
h .

Deuxième étape : Transformation canonique

On considère le changement de variable (u1, u2) = J (r, s) et nous obtenons un nouvel
opérateur noté

Nh = Dh


1 0 0
0 ᾰ−1 0
0 0 1

Dh ,

où

Dh =


−ihC̆0∂u1 − tC̆1 − t̂2C̆2 − t̂3C̆3

−ih∂u2 − u1 − ihĔ0∂u1 + tĔ1 − t̂2Ĕ2 − t̂3Ĕ3

−ih∂t

 ,

et
C0 = α

1
2 B3 , E0 = ∂sJ1 ,

et les notations C̆ signifie que l’on regarde les fonctions comme des fonctions en (u1, u2).
On prouve alors que les fonctions propres associées aux valeurs propres λ ⩽ Kh sont
microlocalisées au voisinage de υ2 − u1 = 0 (υ2 est le symbole de −ih∂u2) dans le sens où

[
Ξ
(
u1 − υ2

h
1
2 −η

)]W
ψ = O(h∞) .
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Considérons la transformée de Fourier semi-classique partielle F2
5par rapport à u2 et à

la translation/dilatation T : u1 7→ (u1 − υ2)h− 1
2 = z. Nous obtenons un nouvel opérateur

N ♯
ℏ = D ♯

ℏ


1 0 0
0 ᾰ−1 0
0 0 1


♯

D ♯
ℏ,

avec

D ♯
ℏ =


−iC♯

0∂z − tC♯
1 − ℏt2χ(hηt)2C♯

2 − ℏ2t3χ(hηt)3C♯
3

−z − iE♯
0∂z + tE♯

1 − ℏt2χ(hηt)2E♯
2 − ℏ2t3χ(hηt)3E♯

3

−i∂t


W

,

où P ♯ = P̆ (υ2 + ℏz, u2) et ℏ = h
1
2 . Après cette transformation, Nh devient hN ♯

ℏ . La
localisation en z permet d’étendre N ♯

ℏ en puissances de ℏ de symbole principal donné par

n0(u2, υ2) = (−iC̆0(υ2,−u2)∂z − tC̆1(υ2,−u2))2

+ α−1(υ2,−u2)(−z − iĔ0(υ2,−u2)∂z + tĔ1(υ2,−u2))2 − ∂2
t ,

Grâce à la transformée de Fourier en z et à un changement de gauge, n0 est unitairement
équivalent au même opérateur avec Ĕ0 = 0. Enfin, quelques considérations élémentaires
montrent que l’énergie de l’état fondamental de n0 est β̆(υ2, u2), c’est-à-dire la fonction β
définie en (1.27) dans les nouvelles variables, ce qui justifie sa rôle crucial dans le résultat
complet.

Troizième étape : Réduction de Grushin

La matrice

P0(Λ) =
n0(u, υ) − Λ ·fu,υ

⟨·, fu,υ⟩ 0

 ,

est bijective dès que Λ ⩽ βmin + ϵ, où fu,υ est la fonction propre de n0(u, υ) associée à
β̆(υ, u). Son inverse est

Q0 = Q0(Λ) =
(n0(u, υ) − Λ)−1

⊥ ·fu,υ
⟨·, fu,υ⟩ Λ − β̆(υ, u)

 ,

5. qui est la transformée métaplectique associée à l’application symplectique linéaire (u2, υ2) 7→
(υ2, −u2), voir, par exemple, [80, Section 3.4].
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où (n0(u, υ)−Λ)−1
⊥ est le résolvant régularisé sur (vect fu,υ)⊥. Le symbole complet est alors

Pℏ(Λ) =
nℏ − Λ ·fu,υ

⟨·, fu,υ⟩ 0

 ,

et on a

PW
ℏ (Λ) =

N ♯
ℏ − Λ P∗

P 0

 ,

où P = ⟨·, fu,υ⟩W. Il existe alors Q1 et Q2 tels que, si on note

Qℏ = Q0 + ℏQ1 + ℏ2Q2,

on a
QW

ℏ PW
ℏ = Id + O(ℏ3), (1.28)

PW
ℏ QW

ℏ = Id + O(ℏ3), (1.29)

avec les restes estimés dans une topologie convenable. On note par

QW
ℏ =

qℏ q+
ℏ

q−
ℏ q±

ℏ

 .
Le terme q±

ℏ est de la forme

q±
ℏ = Λ −

(
p0 + ℏp1 + ℏ2p2,Λ

)
,

avec p0 = β̆(υ, u). Les équations 1.28 et 1.29 nous donne
(qℏ)W

(
N ♯

ℏ − Λ
)
ψ +

(
q+
ℏ

)W
Pψ = ψ + O(ℏ3) ∥ψ∥ ,(

q−
ℏ

)W (
N ♯

ℏ − Λ
)
ψ +

(
q±
ℏ

)W
Pψ = O(ℏ3) ∥ψ∥ ,

et 
(
N ♯

ℏ − Λ
) (

q+
ℏ

)W
φ+ P∗

(
p±
ℏ

)W
φ = O(ℏ3) ∥φ∥ ,

P
(
p+
ℏ

)W
φ = φ+ O(ℏ3) ∥φ∥ .

Ainsi, N ♯
ℏ − Λ est inversible si et seulement si q±

ℏ
W est inversible et on a

(
N ♯

ℏ − Λ
)−1

= qW
ℏ − q+

ℏ
W (

q±
ℏ

W)−1
q−
ℏ

W
.
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Si on note par peff
ℏ = pW

0 + ℏpW
1 + ℏ2pW

2,Λ, alors

Λ ∈ Sp
(
N ♯

ℏ

)
si et seulement si Λ ∈ Sp

(
peff
ℏ

)
.

C’est pourquoi il suffit maintenant de décrire le spectre et la résolvante de peff
ℏ .

Quatrième étape : À propos de peff
ℏ

Si l’on développe le symbole au voisinage du minimum de son symbole principal, on
est amené à considérer

pmod
ℏ (U) = peff

ℏ (U) + 1
2Hess(0,0)p0 (U) + ℏplin

1 (U) ,

avec U = (u, υ).
Après rotation et utilisation de l’hypothèse 1.5.10, nous pouvons supposer que

pmod
ℏ = peff

ℏ (0) + d0

2
(
u2 + υ2

)
+ ℏ (αu+ βυ) ,

avec d0 > 0 et α, β ∈ C. En complétant le carré et en utilisant la théorie analytique des
perturbations, on obtient que le spectre de pmod

ℏ est donné par
{
d0

2 (2n− 1) + peff
ℏ (0) − α2 + β2

d0
ℏ2
}
.

Les fonctions propres correspondantes sont de bons quasimodes pour
(
peff
ℏ

)W
et, par suite,

pour N ♯
ℏ . Cela montre que le spectre de

(
pmod
ℏ

)W
est réel lorsque ℏ est suffisamment petit.

Cela donne la borne supérieure

λn
(
N ♯

ℏ

)
⩽ λmod

n (ℏ) + Cℏ3.

La borne inférieure est établie en utilisant en particulier que les valeurs propres de l’opé-
rateur non auto-adjoint

(
pmod
ℏ

)W
ont une multiplicité algébrique égale à 1.
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Chapitre 2

TUNNELING EFFECT IN 2D WITH

VANISHING MAGNETIC FIELDS

2.1 Introduction

2.1.1 Motivation

We consider two functions A : Rd
x −→ Rd and V : Rd

x −→ R corresponding to the
magnetic potential and the electric potential respectively. These two potentials provide
an electromagnetic field (E,B) defined by

E = ∇V and B = ∇ × A.

Considering the Schrödinger equation

ih∂tΨ =
(
(−ih∇ + A)2 + V

)
Ψ, (2.1)

for t > 0, x ∈ Rd and Ψ a normalized solution of (2.1), |Ψ(x, t)|2 is then the probability
density of presence of the particle at point x and at time t. Here, h is considered as a
strictly positive semi-classical parameter close to 0+, in the spirit of the so called semi-
classical analysis.

A particular solution of equation (2.1) is then

Ψ(x, t) = φ(x)e− iλt
h ,

where λ and φ verify (
(−ih∇ + A)2 + V

)
φ = λφ.

We are interested here in the determination of such a so-called eigenpair (λ, φ) in the
semiclassical limit (h → 0).
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In some cases (where there are symmetries), the difference between the first two lowest
eigenvalues can be exponentially small with respect to h, leading to what is called tun-
neling effect. The tunneling effect is an important physical phenomenon. Mathematically,
this phenomenon was studied in particular in the 80’s by Helffer and Sjöstrand in the
case where the magnetic potential A = 0 and the electric potential has non-degenerate
minima [56, 57, 58, 40]. They proved that the ground states are concentrated near the
minima of the potential V.

This article deals with the same tunneling question, but when V = 0 and in a particular
geometric situation. A first answer to this type of question was found by Bonnaillie-Hérau-
Raymond [14] in the case where the magnetic field is constant in a open, bounded and
regular domain of R2 with the Neumann condition on the boundary. In that work, the
authors found an explicit expression of the difference between the first two eigenvalues,
leading to the first explicit tunneling formula in a pure magnetic situation. A second case
was studied by Fournais-Helffer-Kachmar [35] in the case where the magnetic field is a
piecewise constant function with a jump discontinuity along a symmetric curve.

In this paper, we work with a variable magnetic field in R2. We prove that, under some
symmetry and small variability conditions on the magnetic field, the tunneling effect also
occurs. Note this work is the first one providing tunneling effect results in the case where
the magnetic field is variable.

2.1.2 Semiclassical magnetic Laplacian

The purely magnetic Laplacian in R2 is defined by

Lh = (−ih∇ + A)2 , Dom (Lh) =
{
ψ ∈ L2

(
R2
)

: Lhψ ∈ L2
(
R2
)}
,

with A = (A1, A2) ∈ C∞(R2,R2). Note that by gauge invariance, this self adjoint operator
is unitarily equivalent to

(−ih∇ + A + ∇ϕ)2 ,

for any suitable real valued function ϕ. This gauge transformation ensures that the
spectrum of Lh depends only on the magnetic field B = ∇ × A. We assume that

lim
|x|→+∞

B(x) = +∞, to ensure that the resolvent of Lh is compact. In this case, we can
consider the non-decreasing sequence of eigenvalues (λn(h))n⩾1.

In this paper, we will focus on a variable magnetic field that vanishes to order k ⩾ 1

54



2.1. Introduction

on a smooth compact connected curve Γ of R2. In Section 2.2, the tubular coordinates
(s, t) in the neighborhood of the zero curve Γ are defined in detail, where s is the arc
length of Γ and t is the normal distance to Γ. With these tubular coordinates and the
diffeomorphism Φ defined in (2.14), we define the function γ on Γ by

γ(s) := 1
k!
(
∂kt (B ◦ Φ) (s, 0)

)
. (2.2)

The objective is then to find an explicit approximation of the difference between the first
two eigenvalues λ2(h) − λ1(h) of Lh, in terms of γ and other geometric quantities.

An important toy model in our context is the so-called generalized Montgomery ope-
rator, which is the self-adjoint realization, on L2(R, dt), of the following operator

h
[k]
ξ = D2

t +
(
ξ − tk+1

k + 1

)2

, k ⩾ 1.

The spectrum of this operator can be found in [53], in which it is proven that the function
R ∋ ξ 7→ ν [k](ξ) admits a unique non-degenerate minimum at ξ[k]

0 and that ν [k](ξ[k]
0 ) > 0,

where ν [k](ξ) is the eigenvalue of h[k]
ξ . This function will be crucial is the monic result.

The spectrum of the magnetic Laplacian Lh has been the subject of many works [6, 7,
33, 51, 52, 75], particularly in the context of superconductivity, in which the asymptotic
description of the third critical field associated with the Ginzburg-Landau functional is
related to the ground state energy of the magnetic Laplacian.

In this paper we will follow the strategy of Helffer and Sjöstrand which has been
recently applied to understand the tunneling effect for the Neumann realization in a
bounded domain. This strategy has been already used in the paper [14] by Bonnaillie-
Hérau-Raymond and in paper [35] by Fournais-Helffer-Kachmar.

Earlier rigorous spectral results were obtained in the case of the magnetic Laplacian
with vanishing magnetic field [84, 46, 48, 28]. Helffer and Morame exhibited normal Agmon
estimates which allow to show the localization of the eigenfunctions in the neighborhood
of the zero curve Γ [48]. Helffer and Kordyukov found the first term of the asymptotic
expansion of the groundstate energy of Lh in [46], and the following asymptotic formula
was established

λ1(h) = γ
2

k+2
0 ν [k]

(
ξ

[k]
0

)
h

2k+2
k+2 + o

(
h

2k+2
k+2

)
, (2.3)

where γ0 > 0 is the minimum of the function γ on Γ. In [28], Dombrowski and Raymond
also found local and microlocal estimates for the eigenfunctions when the function γ has
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a unique and non-degenerate minimum γ0 > 0 at s = 0 on Γ. They established that, for
k = 1 and for all n ⩾ 1,

λn(h) = θn0h
4
3 + θn1h

5
3 + o

(
h

5
3
)
, (2.4)

with θn0 := γ
2
3
0 ν

[1]
(
ξ

[1]
0

)
and θn1 := γ

2
3
0 C0 + γ

2
3
0 (2n− 1)

2ν[1]
(
ξ

[1]
0

)
(ν[1])′′

(
ξ

[1]
0

)
γ0

3γ′′(0)

, where C0 is

a constant.

An open question for the magnetic Laplacian was whether the eigenfunctions have a
similar approximation as the eigenvalues in (2.4), i.e. whether we can approximate the
eigenfunctions by asymptotics of the form

e− Φ(s)
hα
∑
j⩾1

aj(s, t)hj, (2.5)

for some α > 0. A positive answer to this question was found by Bonnaillie-Hérau-
Raymond in [10], in which they give a formal WKB expansions for the eigenfunctions of the
magnetic Laplacian. The function Φ that appears in (2.5) is a solution of an equation called
“eikonal equation”. In papers [14] and [35], the eikonal equation has explicit solutions and
thus the function Φ can be found explicitly as a function of the curvature of the boundary.
This shows that the tunneling effect is linked to the curvature. However, in this paper,
the situation is different.

In this work, the eikonal equation is given by (see section 2.4.2) :

γ(σ)
2

k+2ν [k]
(
ξ

[k]
0 + iΦ′(σ)

)
= γ

2
k+2
0 ν [k]

(
ξ

[k]
0

)
, (2.6)

where γ0 := min
s∈Γ

γ(s) > 0. We note that in this equation, we implicitly use a holomorphic

extension, in a complex neighborhood of ξ[k]
0 , of the function R ∋ ξ 7→ ν [k](ξ) associated

to the Montgomery operator h
[k]
ξ . For the solution of this eikonal equation to be a priori

well defined, we shall assume that ∥∥∥∥∥1 − γ0

γ

∥∥∥∥∥
∞

is sufficiently small.

The eikonal equation (2.6) is an implicit complex equation, and a priori its solution is
an unknown complex valued function. This induces difficulties not appearing in [14] and
[35].
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2.1.3 Main result

We work under the following assumptions on the geometry and the potential.

Assumption 2.1.1. It is assumed that the magnetic field B vanishes exactly to order
k ⩾ 1 on a closed, smooth, non empty compact and connected curve Γ ⊂ R2. It is further
assumed that

(i) B is symmetric with respect to the x2-axis and therefore Γ also ;

(ii) the function γ on Γ admits a unique non-degenerate minimum γ0 > 0 which is
reached only at two distinct symmetric points a1, a2 ∈ Γ. We suppose that sr and sl
are the respective arc lengths for a1 and a2 ;

(iii)
∥∥∥1 − γ0

γ

∥∥∥
∞

is sufficiently small.

We define the so-called Agmon distance attached to the two wells as

S = min {Su, Sd} , (2.7)

with “up" and “down" constants Su and Sd defined by

Su =
∫

[sr,sl]
γ(s)

1
k+2D(s)ds and Sd =

∫
[sl,sr]

γ(s)
1

k+2D(s)ds, (2.8)

where, D is a positive function defined on Γ which will be defined later in (2.33).
Let L = |Γ|

2 . We define the two constants Au and Ad by

Au := exp
−

∫ 0

sr

Re
V′

r(s) + 2Rr(s) − 2δ[k]
1,1

2Vr(s)

 ds
 , (2.9)

and

Ad := exp
−

∫ L

sl

Re
V′

l(s) + 2Rl(s) − 2δ[k]
1,1

2Vl(s)

 ds
 , (2.10)

where δ[k]
1,1 is the second term of the asymptotic decomposition of the ground state energy

(see Theorem 2.4.3), and the functions Vr, Vl, Rr and Rl are defined in remarks 2.4.5
and 2.4.6.

Let us state the main theorem of this paper, which gives an optimal estimate of the
tunneling effect when the magnetic field vanishes along a curve Γ.
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Theorem 2.1.2. Under Assumption 2.1.1, there exists ε > 0 such that if

sup
s∈[−L,L]

∣∣∣∣∣1 − γ0

γ

∣∣∣∣∣ < ε,

then the difference between the first two eigenvalues of Lh is given by

λ2(h) − λ1(h) = 2 |w̃l,r| + e− S
h1/(k+2) O(h2),

with

w̃l,r = ζ1/2π−1/2h
2k+3
k+2

(
Vr(0)Aue− Su

h1/(k+2) eiLf(h) + Vr(−L)Ade− Sd
h1/(k+2) e−Lif(h)

)
, (2.11)

where S = min {Su, Sd}, ζ is a constant defined in (2.47), and

1) the function Vr is introduced in remark 2.4.2 ;

2) Au, Ad are defined in (2.9), (2.10) and Su, Sd are defined in (2.8) ;

3) f(h) = β0/h− h
−1

k+2

∫ 0

−L
γ(s)

1
k+2

(
ξ

[k]
0 − Im φr(s)

)
ds− α0, with

(i) the constant α0 defined in (2.52) ;

(ii) φr an exact solution of the eikonal equation for the right well introduced in
Lemma 2.4.1 ;

(ii) the constant β0, is proportional to the magnetic flux through Ω, defined as

β0 := 1
|Γ|

∫
Ω
B(x)dx, (2.12)

where Ω is the open domain formed by the interior of Γ.

Remark 2.1.3. We have two situations in this theorem :

1. If Su ̸= Sd, only one term in the sum (2.11) defining w̃l,r is dominant and w̃l,r never
vanishes for h small enough.

2. If Su = Sd, the situation is different : due to the circulation, the interaction term
w̃l,r can vanish for some parameters h and in this case the spectral gap is of order
O
(
h2e− S

h1/(k+2)

)
.
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The second case in remark 2.1.3 occurs when the magnetic field is symmetric with
respect to the x1-axis, i.e

B(x1, x2) = B(x1,−x2) for all (x1, x2) ∈ R2. (2.13)

In this case, we have

Au = Ad := A , Vr(0) = Vr(−L) := V0 and Su = Sd := S,

and we get the following corollary.

Corollary 2.1.4. If B verifies (2.13) and under Assumption 2.1.1, there exists ε > 0
such that if

sup
s∈[−L,L]

∣∣∣∣∣1 − γ0

γ

∣∣∣∣∣ < ε,

then the difference between the first two eigenvalues of Lh is given by

λ2(h) − λ1(h) = 4ζ1/2π−1/2h
2k+3
k+2 |V0| Ae− S

h1/(k+2) |cos (f(h))| + h2O
(

e− S
h1/(k+2)

)
.

2.1.4 Organization of the paper

In Section 2.2, we explain the spectral reduction scheme, using normal Agmon esti-
mates and tubular coordinates in the neighborhood of the zero curve Γ, which allows us to
replace the operator Lh by the rescaled operator N [k]

ℏ with a new semi-classical parameter
ℏ = h

1
k+2 . The localization near Γ allows us to reduce to the study of a straight model, and

we introduce reduced left and right “one well” models (see Section 2.3). In Section 2.4, we
construct the WKB expansions for the ground state of the “right well” operator N [k]

ℏ,r . In
Section 2.5, we conjugate by an exponential and reduce the dimension (at least formally)
using a Grushin method. We then choose the exponential weight as a perturbation of the
solution of the eikonal equation and, to keep ellipticity, we have to use the hypothesis of
“soft" variation of the function γ. With these assumptions, the Agmon weight is uniformly
controlled and we are reduced to a perturbation problem near the minimum of the Mont-
gomery operator. To ensure that the frequency variable ξ is bounded, we truncate this
variable in a neighborhood of γ1/(k+2)

0 ξ
[k]
0 and consider the operator with truncated symbol

Opw
ℏ pℏ. Using the Grushin reduction method, we show tangential coercivity (see Theorem

2.5.7) following [65]. In Section 2.6, we prove Theorem 2.6.1. It consists in particular in
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removing the cutoff function which was introduced in Section 2.5. In Section 2.7, we show
optimal tangential estimates using Theorem 2.6.1 (see Corollary 2.7.1). We also establish
tangential estimates for the double-well operator N [k]

ℏ (see Proposition 2.7.2), and esta-
blish WKB approximations of the first eigenfunctions of operator N [k]

ℏ (see Proposition
2.7.5). In Section 2.8, we prove Theorem 2.1.2. WKB approximations allow the analysis
of an interaction matrix whose eigenvalues measure the tunneling effect.

2.2 A reduction to a tubular neighborhood of the
cancellation curve

The following Agmon estimates can be found in [48, Proposition 5.1]. These estimates
show the exponential localization of the eigenfunctions of Lh near the zero curve.

Proposition 2.2.1. Let E > 0. There exist C, h0, α > 0 such that, for all h ∈ (0, h0),
and all eigenpairs (λ, ψ) of Lh with λ ⩽ Eh2 k+1

k+2 ,

∫
R2

e2 αdist(x,Γ)
k+2

2√
h |ψ|2 dx ⩽ C ∥ψ∥2 ,

and ∫
R2

e2 αdist(x,Γ)
k+2

2√
h |(−ih∇ + A)ψ|2 dx ⩽ Ch2 k+1

k+2 ∥ψ∥2 .

Since the first eigenfunctions are concentrated in the neighborhood of Γ then we can
deduce that we can work in a small neighborhood of Γ of size δ small enough. For this
reason, we consider the δ-neighborhood of the curve Γ

Ωδ :=
{
x ∈ R2 : dist(x,Γ) < δ

}
.

Here δ normally depends on h which we will specify later. We consider the quadratic form
Qh,δ defined for all ψ ∈ Vδ = H1

0 (Ωδ),

Qh,δ =
∫

Ωδ

|(−ih∇ + A)ψ|2 dx.
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The associated self-adjoint operator is

Lh,δ = (−ih∇ + A)2 ,

with domain

Dom (Lh,δ) =
{
ψ ∈ H2 (Ωδ) : ψ(x) = 0, on

{
x ∈ R2 : dist (x,Γ) = δ

}}
.

This operator is self-adjoint with compact resolvent, and we can consider the non-decreasing
sequence of eigenvalues (λn(h, δ))n⩾1. We will follow the same reduction strategy as [14].

Proposition 2.2.2. Let n ⩾ 1. There exist C, h0, β > 0 such that, for all h ∈ (0, h0) and
δ ∈ (0, δ0),

λn(h) ⩽ λn(h, δ) ⩽ λn(h) + Ce− βδ
k+2

2√
h .

Démonstration. The proof is similar to that of [14], except the power of h. We first then
prove first inequality. Let ψn ∈ Vδ the eigenfunction associated with λn(h, δ). Since ψn = 0
on {x ∈ R2 : dist(x,Γ) = δ}, we can extend it by 0 on R2 to obtain a function ψ̃n defined
on R2 which satisfies

Qh

(
ψ̃n
)

= Qh,δ (ψn) = λn(h, δ).

Then by min-max principle λn(h) ⩽ λn(h, δ).
We now show the second inequality in proposition 2.2.2. Let (ψj)1⩽j⩽n be an ortho-

normal family of eigenfunctions associated with (λj(h))1⩽j⩽n and let

χδ(x) := χ

(
dist(x,Γ)

δ

)
,

where χ is a smooth cut off function, which is equal to 0 on [1,+∞[, and is equal to 1 on
[0, 1/2[. We define

E(h, δ) := Span
1⩽j⩽n

χδψj ⊂ Vδ.

Let ψ̃ be a function of E(h, δ). This function is written in the forme

ψ̃ = χδ
n∑
j=1

βjψj = χδψ.
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We have

Qh,δ (χδψ) =
∫

Ωh,δ

|(−ih∇ + A) (χδψ)|2 dx

⩽ ∥(−ih∇ + A)ψ∥2 + 2h ∥(−ih∇ + A)ψ∥L2(R2\Ωδ/2) ∥|∇χδ|ψ∥ + h2 ∥|∇χδ|ψ∥2 .

Since the family (ψj)1⩽j⩽n is orthogonal, then

⟨(−ih∇ + A)ψj, (−ih∇ + A)ψk⟩ = 0, ∀j ̸= k,

which implies
∥(−ih∇ + A)ψ∥2 ⩽ λn(h) ∥ψ∥2 .

Using Proposition 2.2.1, we have

∥|∇χδ|ψ∥ ⩽ Cδ−1e−
α( δ

2)(k+2)/2

√
h ∥ψ∥ ,

and

∥(−ih∇ + A)ψ∥L2(R2\Ωδ/2) ⩽ Ch
k+1
k+2 e−

α( δ
2)(k+2)/2

√
h ∥ψ∥ .

Therefore,

Qh,δ

(
ψ̃
)
⩽

λn(h) + C
(
h

2k+3
k+2 δ−1 + h2δ−2

)
e− βδ

k+2
2√
h

∥∥∥ψ̃∥∥∥2
, ∀ψ̃ ∈ En(h, δ),

with β = α
2k/2 . Then we get

λn(h, δ) ⩽ λn(h) + Ce− βδ
k+2

2√
h .

Proposition 2.2.2 allows to replace the initial operator Lh by the operator Lh,δ with
Dirichlet conditions in a δ-neighborhood of the curve Γ. We will make a change of coor-
dinates in the neighborhood of the zero curve Γ. This change of coordinates can be found
in detail in [33]. Let

M : R/(|Γ|Z) ∋ s 7−→ M(s) ∈ Γ
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be the arc-length parametrization of Γ (see figure 2.1) so that

Γ ∩
{
(x, y) ∈ R2 : x = 0

}
= {M(0) := (0, y0),M(L) := (0, y1)} with y1 < y0.

Let ν(s) the unit normal to Γ at the point M(s). We choose the orientation of the para-
metrization M so that

det (M ′(s), ν(s)) = 1.

The curvature κ(s) of Γ at point M(s) is given by the parametrization

M ′′(s) = κ(s)ν(s).

Since we are working with 2L-periodic functions, then we can consider the restriction of
these functions on the interval ] − L,+L].

We consider the function Φ : R/ (|Γ|Z) × (−δ0, δ0) −→ Ωδ0 defined by

Φ(s, t) = M(s) + tν(s), ∀(s, t) ∈ R/ (|Γ|Z) × (−δ0, δ0), (2.14)

where δ0 > 0 small enough, so that Φ is a diffeomorphism with image

Ωδ0 :=
{
x ∈ R2 : dist(x,Γ) < δ0)

}
.

The inverse of Φ is given by

Φ−1(x) = (M(x), t(x)), ∀x ∈ Ωδ0 , (2.15)

where t(x) = dist(x,Γ) and M(x) is the parameterization of the normal projection of x
on the curve Γ.

With the change of coordinates Φ−1 defined in (2.15), the determinant of the Jacobian
matrix of this transformation is given by

m(s, t) = 1 − tκ(s),
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Γ

srsl

−∞

+∞

Ωδ

0

x1 = 0

+

M(s)

−L+L

Figure 2.1 – Tubular coordinates in the neighborhood of Γ

and the quadratic form Qh,δ can be rewritten as follows

Qh,δ(u) =
∫

Ωδ

|(−ih∇ + A)u|2 dx

=
∫

Φ−1(Ωδ)

{
(1 − tκ(s))−2

∣∣∣(−ih∂s + A1
)
v
∣∣∣2 +

∣∣∣(−ih∂t + A2
)
v
∣∣∣2} (1 − tκ(s))dsdt,

and ∫
Ωδ

|u(x)|2 dx =
∫

Φ−1(Ωδ)
|v(s, t)|2 (1 − tκ(s))dsdt,

for all u ∈ Vδ, with v = u ◦ Φ and

A1(s, t) = (1 − tκ(s)) (A ◦ Φ) .M ′(s), A2(s, t) = (A ◦ Φ) .ν(s).

The magnetic field associated with the new magnetic potential A is given by

β(s, t) := ∇(s,t) × A(s, t)

= m(s, t) (∇ × A) ◦ Φ(s, t)

= m(s, t)B ◦ Φ(s, t).
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To eliminate the normal component of A, we now use the gauge transformation which
corresponds to the conjugation of the operator by ei ϕ

h , with ϕ is given by

ϕ(s, t) = −β0s+
∫ t

0
A2(s, t′)dt′ +

∫ s

0
A1(s′, 0)ds′,

where β0 is defined in (2.12).

The new magnetic potential is given by Ã(s, t) = A(s, t)−∇(s,t)ϕ. Then for all u ∈ Vδ,
we have

Qh,δ(u) =
∫

Ωδ

|(−ih∇ + A)u|2 dx

=
∫

Φ−1(Ωδ)

{
(1 − tκ(s))−2

∣∣∣(−ih∂s + Ã1
)
w
∣∣∣2 + |(−ih∂t)w|2

}
(1 − tκ(s))dsdt,

where w = ei ϕ
h v and v = u ◦ Φ.

After this change of gauge, the operator Lh,δ is unitarily equivalent to L̃h,δ the self-adjoint
realization on L2 (Γ × (−δ, δ);m(s, t)dsdt), of the differential operator

(1−tκ(s))−1hDt(1−tκ(s))hDt+(1−tκ(s))−1
(
hDs + Ã1(s, t)

)
(1−tκ(s))−1

(
hDs + Ã1(s, t)

)
,

where D = 1
i ∂ and

Ã1(s, t) = β0 −
∫ t

0
m(s, t′)B ◦ Φ(s, t′)dt′ = β0 −

∫ t

0
(1 − t′κ(s))B ◦ Φ(s, t′)dt′, (2.16)

with boundary dirichlet conditions.

Using Assumption 2.1.1, magnetic field B vanishes exactly at order k ⩾ 1 on Γ, with
B and the (k − 1) first normal derivatives of B vanish on Γ. So

B ◦ Φ, ∂t (B ◦ Φ) , ∂2
t2 (B ◦ Φ) , ..., ∂k−1

tk−1 (B ◦ Φ)

vanish at t = 0.
Since we work for t small enough (−δ < t < δ), writing the asymptotic expansion of B ◦Φ
near t = 0 (for s fixed) gives

B ◦ Φ(s, t) = tk

k!
(
∂ktk (B ◦ Φ) (s, 0)

)
+ tk+1

(k + 1)!
(
∂k+1
tk+1 (B ◦ Φ) (s, 0)

)
+ O(tk+2).
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We recall and define

γ(s) := 1
k!
(
∂ktk (B ◦ Φ) (s, 0)

)
and δ(s) := 1

(k + 1)!
(
∂k+1
tk+1 (B ◦ Φ) (s, 0)

)
. (2.17)

Using Assumption 2.1.1, the function s 7→ γ(s) has a non-degenerate minimum γ0 > 0
at s = sr < 0 and s = sl = −sr > 0, with

M(sr) = a1, M(sl) = a2, −L < sr < 0, 0 < sl < +L,

and
γ(sl) = γ(sr) = γ0, γ′(sl) = γ′(sr) = 0, γ′′(sl), γ′′(sr) > 0.

By computing the integral in (2.16), expression of the magnetic potential Ã1 is given by

Ã1(s, t) = β0 − γ(s) t
k+1

k + 1 − δ̃(s) t
k+2

k + 2 + O(tk+3),

where δ̃(s) = δ(s) − γ(s)κ(s).

2.2.1 Truncated operator and rescaled operator

In this section we follow the same spectral reduction method as in [14]. First, we
truncate the variable t to work on the domain ]−L,+L]×R instead of ]−L,+L]×(−δ, δ).
After the truncation, we use the fact that the first eigenfunctions of operator L̃h,δ decay
exponentially away from the cancellation curve Γ at the length scale ℏ = h

1
k+2 . This

localization allows us to consider the partial rescaling (s, t) = (σ, ℏτ) with ℏ = h
1

k+2 .
We start by truncating in the variable t. Let c be a smooth truncation function equal

to 1 on [−1, 1] and 0 for |t| ⩾ 2.
We define

m(s, t) = 1 − tc
(
t

δ

)
κ,

and
A(s, t) = β0 − γ(s) t

k+1

k + 1 − δ̃(s)c
(
t

δ

)
tk+2

k + 2 + c
(
t

δ

)
O
(
tk+3

)
.

We introduced here the truncation function c to ensure that the terms are bounded
when t is large. This truncation function is found only in front of tk+2 and tk+3 in A(s, t).
Then, we define Mh,δ as self-adjoint realization on the space L2 (Γ × R,m(s, t)dsdt) of
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the differential operator

m−1hDtmhDt +m−1 (hDs + A(s, t))m−1 (hDs + A(s, t)) .

We denote by (λn(h, δ))n⩾1 the increasing sequence of eigenvalues of operator Mh,δ.
Using the same method of the proof of Proposition 2.2.2, Agmon estimates of Mh,δ in

coordinates (s, t) and the min-max principle we can obtain the following proposition.

Proposition 2.2.3. Let n ⩾ 1. There exist C, h0, β > 0 such that, for all h ∈ (0, h0) and
δ ∈ (0, δ0),

λn(h, δ) ⩽ λn(h, δ) ⩽ λn(h, δ) + Ce− βδ
k+2

2√
h .

From now on we fix
δ = h

k
(k+2)2 − 2η

k+2 , (2.18)

for some fixed 0 < η < k
2(k+2) , which verifies that

δ
k+2

2 = h
k

2(k+2) −η ≫ h
k

2(k+2) .

Now the h
1

k+2 -scale normal localization invites us to make the following change of variable

(s, t) = (σ, ℏτ),

where ℏ = h
1

k+2 is the new semi-classical parameter. With this change of variable, the
metric and the new magnetic potential are given by

aℏ(σ, τ) = 1 − ℏτcµ(τ)κ(σ), (2.19)

and
A[k]

ℏ (σ, τ) = −ℏ−k−1β0 + γ(σ) τ
k+1

k + 1 + ℏδ̃(σ)cµ(τ) τ
k+2

k + 2 + ℏ2cµO
(
τ k+3

)
,

with cµ(τ) = c(µτ) where µ > 0. In the following, the estimates are uniform with respect
to the parameter µ and then we will fix after µ = ℏ

2
k+2 +2η. Dividing Mh,δ by ℏ2k+2, we

get the rescaled operator

N [k]
ℏ = a−1

ℏ DτaℏDτ + a−1
ℏ

(
ℏDσ − A[k]

ℏ (σ, τ)
)
a−1
ℏ

(
ℏDσ − A[k]

ℏ (σ, τ)
)
. (2.20)
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We denote by (νn(ℏ))n⩾1 the sequence of eigenvalues of N [k]
ℏ . Then for all n ⩾ 1 we

have
λn
(
Mh,δ

)
= ℏ2k+2νn(ℏ) = h2 k+1

k+2νn(ℏ).

Proposition 2.2.4. Let n ⩾ 1. There exist D > S,C, h0 > 0 such that, for all h ∈ (0, h0)

λn(h) − Ce− D

h1/(k+2) ⩽ ℏ2k+2νn(ℏ) ⩽ λn(h) + Ce− D

h1/(k+2) .

Démonstration. Using Propositions 2.2.2 and 2.2.3, we can deduce that

λn(h) − Ce− βδ
k+2

2√
h ⩽ ℏ2k+2νn(ℏ) ⩽ λn(h) + Ce− βδ

k+2
2√
h .

With the choice of δ, we have

e− βδ
k+2

2√
h = e− βh−η

h1/(k+2) .

Therefore, there exist D > S such that

λn(h) − Ce− D

h1/(k+2) ⩽ ℏ2k+2νn(ℏ) ⩽ λn(h) + Ce− D

h1/(k+2) .

2.3 Single well

The function γ admits two non-degenerate minima in sl and sr on Γ. We will now
consider two operators N [k]

ℏ,l,β0 and N [k]
ℏ,r,β0 which represent the left well operator and the

right well operator respectively.

2.3.1 Right well operator

This operator is attached to the right well sr. We will work on R × R instead of
Γ × R and with only one well. For this we will remove the left well by removing a small
neighborhood of sl, and gluing an infinite strip : precisely we start by identifying Γ with
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Γ

srsl +

−L+L

−∞

+∞

sl − η̂

sl + η̂

s = 0

Figure 2.2 – One well domain attached to the right well

(sl − 2L, sl]. We fix η̂ so that
0 < η̂ < min

{1
4 ,
L

4

}
. (2.21)

We consider the following right well differential operator in L2 (R × R; aℏ,rdσdτ),

N [k]
ℏ,r,β0 = a−1

ℏ,rDτaℏ,rDτ + a−1
ℏ,r

(
ℏDσ − A[k]

ℏ,r,β0(σ, τ)
)
a−1
ℏ,r

(
ℏDσ − A[k]

ℏ,r,β0(σ, τ)
)
, (2.22)

with
aℏ,r(σ, τ) = 1 − ℏτcµ(τ)κr(σ),

and

A[k]
ℏ,r,β0(σ, τ) = −ℏ−k−1β0 + γr(σ) τ

k+1

k + 1 + ℏδ̃r(σ) τ
k+2

k + 2cµ(τ) + cµℏ2O
(
τ k+3

)
,

where the functions δr and κr are respective extensions of δ and κ such that

δr(σ) = δ(σ) and κr(σ) = κ(σ) on Ir,η̂ := (sl − 2L+ η̂, sl − η̂),

and are zero functions on (−∞, sl − 2L) ∪ (sl,+∞). On the other hand, the extension
γr of γ is chosen so that γr = γ on Ir,η̂ and γr = γ∞ on (−∞, sl − 2L) ∪ (sl,+∞), with
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γ∞ ∈ R∗
+ such that γ∞ > max

σ∈Γ
γ(σ). This extension can be chosen so that γr admits a

unique non-degenerate minimum γ0 > 0 at sr < 0 and that
∥∥∥1 − γ0

γr

∥∥∥
∞

is small enough.
Since we are now working with a simply connected operator, then the two operators

N [k]
ℏ,r,β0 and N [k]

ℏ,r,0 are equivalent. We denote by u
[k]
ℏ,r a normalized ground state of the

operator N [k]
ℏ,r := N [k]

ℏ,r,0 in L2 (R × R; aℏ,rdσdτ), and the normalized ground state of N [k]
ℏ,r,β0

is given by :
ϕ̌kℏ,r(σ, τ) = e−iβ0σ/ℏk+2

u
[k]
ℏ,r(σ, τ). (2.23)

2.3.2 Left well operator

To define the left well operator, we consider the symmetry operator

Uf(σ, τ) := f(−σ, τ), (2.24)

and define the left well operator on L2 (R × R; aℏ,ldσdτ) by

N [k]
ℏ,l,β0 = U−1N [k]

ℏ,r,β0U,

where
aℏ,l(σ, τ) = aℏ,r(−σ, τ).

Note that this operator corresponds to the following construction. We identify Γ with
[sr, sr + 2L), we can define on R the functions γl, δl and κl by γl(σ) = γr(−σ), δl(σ) =
δr(−σ) and κl(σ) = κr(−σ).
Then the functions δl and κl verify that

δl(σ) = δ(σ) and κl(σ) = κ(σ) on Il,η̂ := (sr + η̂, sr + 2L− η̂),

and are zero functions on (−∞, sr) ∪ (sr + 2L,+∞). On the other hand, the extension γl
of γ is chosen so that γl = γ on Il,η̂ and γl = γ∞ on (−∞, sr)∪ (sr +2L,+∞). In this way,
γl admits a unique non-degenerate minimum γ0 > 0 at sl > 0, and verify that

∥∥∥1 − γ0
γl

∥∥∥
∞

is small enough.
The normalized ground state of the operator N [k]

ℏ,l,β0 on L2 (R × R; aℏ,ldσdτ) is given
by

ϕ̌
[k]
ℏ,l(σ, τ) := Uϕ̌

[k]
ℏ,r(σ, τ) = e−iβ0σ/ℏk+2

u
[k]
ℏ,l(σ, τ), (2.25)

where u[k]
ℏ,l = Uu

[k]
ℏ,r.
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2.4 WKB expansions of the right well operator

In this section, we will construct an approximation of the eigenvalues and the asso-
ciated eigenfunctions for the right well operator N [k]

ℏ,r := N [k]
ℏ,r,0 by WKB expansions, and

the construction for the left well operator N [k]
ℏ,l := N [k]

ℏ,l,0 is obtained by symmetry. These
WKB constructions are inspired by [10].

2.4.1 Generalized Montgomery operator

For (x, ξ) ∈ R2, we consider the symbol operator

M[k]
x,ξ = D2

t +
(
ξ − γr(x) t

k+1

k + 1

)2

.

In the sense of Kato’s perturbation theory (see [63]), the family of self-adjoint operators(
M[k]

x,ξ

)
(x,ξ)∈R2

is analytic of type (A). Then, for (x0, ξ0) ∈ R2, the family
(
M[k]

x,ξ

)
(x,ξ)∈R2

can

be extended into a family of closed operators
(
M[k]

x,ξ

)
(x,ξ)∈V

where V is a C-neighborhood

of (x0, ξ0). The lowest eigenvalue of M[k]
x,ξ, denoted by µ[k](x, ξ), satisfies

µ[k](x, ξ) = γr(x)
2

k+2ν [k]
(
γr(x)− 1

k+2 ξ
)
. (2.26)

Since the function R ∋ σ 7→ γr(σ) admits a unique non-degenerate minimum γ0 > 0 at
sr, then the function R2 ∋ (x, ξ) 7→ µ[k](x, ξ) admits a unique non-degenerate minimum
at (sr, γ

1
k+2
0 ξ

[k]
0 ) give by

µ
[k]
0 := γ

2
k+2
0 ν [k](ξ[k]

0 ) > 0. (2.27)

We denote by u[k]
x,ξ the eigenfunction of M[k]

x,ξ associated with the eigenvalue µ[k](x, ξ).
By differentiating with respect to ξ equation

(
M[k]

x,ξ − µ[k](x, ξ)
)
u

[k]
x,ξ = 0 and taking the

inner product with u
[k]
x,ξ

in L2(R), we get

∂ξµ
[k](x, ξ) =

∫
R

((
∂ξM[k]

x,ξ

)
u

[k]
x,ξ(τ)

)
u

[k]
x,ξ(τ)dτ. (2.28)

By differentiating the function µ[k] with respect to x and ξ, the Hessian matrix of µ[k] at
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(sr, γ
1

k+2
0 ξ

[k]
0 ) is given by

Hessµ[k](sr, γ
1

k+2
0 ξ

[k]
0 ) =

 2
k+2γ

′′(sr)γ
− k

k+2
0 ν [k]

(
ξ

[k]
0

)
0

0
(
ν [k]

)′′ (
ξ

[k]
0

)
 . (2.29)

2.4.2 Eikonal equation

We consider the following equation

ν (iφr(σ)) = Fr(σ), (2.30)

where ν(ξ) = ν [k]
(
ξ

[k]
0 + ξ

)
− ν [k]

(
ξ

[k]
0

)
and Fr(σ) = ν [k]

(
ξ

[k]
0

) ((
γ0

γr(σ)

)2/(k+2)
− 1

)
.

This eikonal equation can be found in [10, Section 4]. The following lemma is the same as
the one of [10, Lemma 4.4]. Since

∥∥∥1 − γ0
γr

∥∥∥
∞

is small enough, the solution of this equation
is defined for all σ ∈ (sl + η̂ − 2L, sl − η̂) where η̂ > 0 is introduced in (2.21).

Lemma 2.4.1. Equation (2.30) admits a smooth solution φr defined on (sl+η̂−2L, sl−η̂)

such that φr(sr) = 0 and φ′
r(sr) =

√√√√√ 2
k+2

γ′′(sr)ν[k]
(
ξ

[k]
0

)
γ0(ν[k])′′

(
ξ

[k]
0

) > 0.

Using the proof of Lemma 4.4 in [10, Section 4], the function φ is given by

φr(σ) = −iν̃−1 (ifr(σ)) ,

where ν̃ is a holomorphic function in a neighborhood of 0 such that ν̃2 = ν and ν̃ ′(0) =√
ν′′(0)

2 and the function fr is defined by

fr(σ) =


√
ν [k](ξ[k]

0 )
√

1 −
(

γ0
γr(σ)

)2/(k+2)
if σ ⩾ sr,

−
√
ν [k](ξ[k]

0 )
√

1 −
(

γ0
γr(σ)

)2/(k+2)
if σ ⩽ sr.

The function fr is derivable at sr and f′r(0) =
√

−F ′′
r (0)
2 > 0. The taylor series of ν̃−1 at 0

gives
φr(σ) = Re (φr(σ)) + iIm (φr(σ)) ,

with

Re (φr(σ)) =
√√√√ 2

(ν [k])′′ (ξ[k]
0 )

|fr(σ)| + O
(
|fr(σ)|3

)
, (2.31)
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and
Im (φr(σ)) = (ν̃−1)′′ (0)

2 fr(σ)2 + O
(
fr(σ)4

)
. (2.32)

Remark 2.4.2. Concerning the left well operator N [k]
h,l defined in (2.3.2), equation

ν (iφl(σ)) = Fl(σ)

admits also a smooth solution φl defined on (sr + η̂, sr + 2L− η̂) such that φl(sl) = 0 and

φ′
l(sl) =

√√√√√ 2
k + 2

γ′′(sr)ν [k]
(
ξ

[k]
0

)
γ0 (ν [k])′′ (

ξ
[k]
0

) > 0,

where

Fl(σ) = ν [k]
(
ξ

[k]
0

)( γ0

γl(σ)

)2/(k+2)

− 1
 .

As the construction of φr, the function φl is defined by

φl(σ) = −iν̃−1 (ifl(σ)) ,

where

fl(σ) =


√
ν [k](ξ[k]

0 )
√

1 −
(

γ0
γl(σ)

)2/(k+2)
if σ ⩾ sl,

−
√
ν [k](ξ[k]

0 )
√

1 −
(

γ0
γl(σ)

)2/(k+2)
if σ ⩽ sl.

By construction of φr and φl, we can define the two even smooth functions D and I

on Γ ≡ [−L,+L] by

D(σ) :=



−Reφr(σ) if σ ∈ [−L, sr],

Reφr(σ) if σ ∈ [sr, 0],

−Reφl(σ) if σ ∈ [0, sl],

Reφl(σ) if σ ∈ [sl,+L].

(2.33)

and

I(σ) :=

Im φr(σ) if σ ∈ [−L, 0],

Im φl(σ) if σ ∈ [0,+L].
(2.34)
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2.4.3 WKB expansions

The WKB expansions of operator N [k]
ℏ,r are inspired from [10, Section 5, Theorem 5.2].

In the following theorem, we will construct these approximations and specify the Agmon
distance adapted to our case which will be a positive real function.

Let us introduce the Agmon distance related to the “right well”

Φr(σ) =
∫ σ

sr

γr(σ̃)1/(k+2)Re (φr(σ̃)) dσ̃,

which verifies that Φ′′
r(sr) > 0 where φr is the function defined in Lemma 2.4.1.

Theorem 2.4.3. There exist a sequence of smooth functions
(
a

[k]
n,j

)
j⩾0

⊂ Dom
(
N [k]

ℏ,r

)
, a

sequence of real numbers
(
δ

[k]
n,j

)
j⩾0

⊂ R, a family of functions
(
Ψ[k]

ℏ,r

)
ℏ∈(0,ℏ0]

⊂ L2 (R2) and

a family of real numbers
(
δ[k]
n (ℏ)

)
ℏ∈(0,ℏ0]

such that

Ψ[k]
ℏ,r(σ, τ) ∼ ℏ−1/4e− Φr(σ)

ℏ ei gr(σ)
ℏ
∑
j⩾0

a
[k]
n,j(σ, τ)ℏj,

δ[k]
n (ℏ) ∼

∑
j⩾0

δ
[k]
n,jℏj,

and (
N [k]

ℏ,r − δ[k]
n (ℏ)

)
Ψ[k]

ℏ,r = O(ℏ∞)e−Φr/ℏ,

with
gr(σ) =

∫ σ

0
γr(σ̃)

1
k+2

(
ξ

[k]
0 − Im (φr(σ̃))

)
dσ̃. (2.35)

Furthermore

1) δ
[k]
n,0 = γ

2
k+2
0 ν [k](ξ[k]

0 ) and δ[k]
n,1 =

(ν[k])′′
(
ξ

[k]
0

)
2 (2n− 1)ζ + Rr(sr),

2) a
[k]
n,0(σ, τ) = fn,0(σ)u[k]

σ,wr(σ)(τ), where fn,0 solves the effective transport equation

1
2
(
Dσ∂ξµ

[k](σ,wr(σ)) + ∂ξµ
[k](σ,wr(σ))Dσ

)
fn,0 +R[k]

r (σ)fn,0 = δn,1fn,0, (2.36)

with

ζ =

√√√√√√ 2
k + 2

γ′′(0)ν [k]
(
ξ

[k]
0

)
γ

k
k+2
0 (ν [k])′′ (

ξ
[k]
0

) ,
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2.4. WKB expansions of the right well operator

Rr(σ) = 2γr(σ)
(
δr(σ) + κr(σ)γr(σ)

k + 1

)∫
cµ

τ 2k+3

(k + 1)(k + 2)
(
u

[k]
σ,wr(σ)(τ)

)2
dτ

+ κr(σ)
∫ (

cµ + c′
µτ
)
∂τu

[k]
σ,w(σ)(τ)u[k]

σ,wr(σ)(τ)dτ

− 2wr(σ)
(
δr(σ) + (k + 3)κr(σ)γr(σ)

k + 1

)∫
cµ
τ k+2

k + 2
(
u

[k]
σ,wr(σ)(τ)

)2
dτ

+ 2wr(σ)2κr(σ)
∫
cµτu

[k]
σ,wr(σ)(τ)dτ,

where
wr(σ) := iΦ′

r(σ) + g′
r(σ) and wr(sr) = γ

1
k+2
0 ξ

[k]
0 . (2.37)

Démonstration. For some real function Φr = Φr(σ) to be determined, we introduce the
conjugate operator

Ñ [k]
ℏ,r = e

Φr(σ)−igr(σ)
ℏ N [k]

ℏ,re− Φr(σ)−igar(σ)
ℏ ,

and expand it formally as follows

Ñ [k]
ℏ,r ∼

∑
j⩾0

Njℏj,

with

N0 = D2
τ +

(
wr(σ) − γr(σ) τ

k+1

k + 1

)2

,

N1 = Dσ

(
wr(σ) − γr(σ) τ

k+1

k + 1

)
+
(
wr(σ) − γr(σ) τ

k+1

k + 1

)
Dσ + Rr(σ, τ),

where

Rr(σ, τ) =2τcµκr(σ)
wr(σ) − γr(σ) τ

k+1

k + 1

2

− 2δ̃r(σ)cµ
τ k+2

k + 2

wr(σ) − γr(σ) τ
k+1

k + 1


+ cµκr(σ)∂τ + c′

µκr(σ)τ∂τ ,

wr(σ) = iΦ′
r(σ) + g′

r(σ), and the function gr is defined in (2.35).
Let a[k](σ, τ ; ℏ) = ∑

j⩾0 a
[k]
n,j(σ, τ)ℏj and let us formally solve equation

(
Ñ [k]

ℏ,r − δ[k]
n (ℏ)

)
a[k](σ, τ ; ℏ) = O(ℏ∞).
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Identifying the coefficient of each ℏj, j ⩾ 0, gives us first

(
N0 − δ

[k]
n,0

)
a

[k]
n,0 = 0, (A)

(
N0 − δ

[k]
n,0

)
a

[k]
n,1 =

(
δ

[k]
n,1 − N1

)
a

[k]
n,0. (B)

Noticing that N0 = M[k]
σ,wr(σ), we get that the first equation allows us to choose the

function Φr such that
δ

[k]
n,0 = µ

[k]
0 = µ[k](σ,wr(σ)), (2.38)

and a
[k]
n,0(σ, τ) = fn,0(σ)u[k]

σ,wr(σ)(τ) where fn,0 is to be determined at a later stage.

Indeed, using (2.26), and that µ[k]
0 = γ

2
k+2
0 ν [k]

(
ξ

[k]
0

)
, the eikonal equation (2.38) is given

by

γr(σ)
2

k+2ν [k]
(
ξ

[k]
0 + i

(
γr(σ)− 1

k+2 Φ′
r(σ) + iIm (φr(σ))

))
= γ

2
k+2
0 ν [k]

(
ξ

[k]
0

)
, (2.39)

which is equivalent to

ν [k]
(
ξ

[k]
0 + i

(
γr(σ)− 1

k+2 Φ′
r(σ) + iIm (φr(σ))

))
− ν [k]

(
ξ

[k]
0

)
= ν [k]

(
ξ

[k]
0

)(γ0

γr

) 2
k+2

− 1
 .

Therefore, using Lemma 2.4.1, we choose the function Φr such that

γr(σ)− 1
k+2 Φ′

r(σ) + iIm (φr(σ)) = φr(σ),

which is equivalent to
γr(σ)− 1

k+2 Φ′
r(σ) = Re (φr(σ)) .

Then we get
Φr(σ) =

∫ σ

sr

γr(σ̃)1/(k+2)Re (φr(σ̃)) dσ̃.

This function Φr verifies that

Φr(sr) = Φ′
r(sr) = 0 and Φ′′

r(sr) = γ
1/(k+2)
0 φ′

r(sr) = γ
1

k+2
0

√√√√√ 2
k + 2

γ′′(sr)ν [k]
(
ξ

[k]
0

)
γ0 (ν [k])′′ (

ξ
[k]
0

) > 0.
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2.4. WKB expansions of the right well operator

The second equation (B) can be solved if the following Fredholm condition holds

(
δ

[k]
n,1 − N1

)
a

[k]
n,0 ∈

(
Ker

(
N0 − δ

[k]
n,0

)∗)⊥
= span

(
u

[k]
σ,wr(σ)

)⊥
.

Taking the inner product with u[k]
σ,wr(σ) in L2 (R), the Fredholm condition will be given by

⟨N1a
[k]
n,0, u

[k]
σ,wr(σ)⟩L2(R,dτ) = δ

[k]
n,1fn,0(σ).

Noticing that
(
∂ξM[k]

x,ξ

)
σ,wr(σ)

= 2
(
wr(σ) − γr(σ) τk+1

k+1

)
, N1 can be written as

N1 = 1
2

(
Dσ

(
∂ξM[k]

x,ξ

)
σ,wr(σ)

+
(
∂ξM[k]

x,ξ

)
σ,wr(σ)

Dσ

)
+ Rr(σ, τ).

Using (2.28) with x = σ and ξ = wr(σ), we have

(
∂ξµ

[k](x, ξ)
)
σ,wr(σ)

=
∫
R

((
∂ξM[k]

x,ξ

)
σ,wr(σ)

u
[k]
σ,wr(σ)(τ)

)
u

[k]
σ,wr(σ)(τ)dτ. (2.40)

Multiplying (2.40) by fn,0(σ) and differentiating with respect to σ, we get

Dσ

(
fn,0(σ)

(
∂ξµ

[k](x, ξ)
)
σ,wr(σ)

)
(2.41)

= ⟨
(
Dσ

(
∂ξM[k]

x,ξ

)
σ,wr(σ)

+
(
∂ξM[k]

x,ξ

)
σ,wr(σ)

Dσ

)
a

[k]
n,0, u

[k]
σ,wr(σ)⟩ (2.42)

−
(
∂ξµ

[k](x, ξ)
)
σ,wr(σ)

Dσfn,0(σ), (2.43)

which implies

⟨N1a
[k]
n,0, u

[k]
σ,wr(σ)⟩L2(R,dτ) = 1

2

Dσ

(
∂ξµ

[k](x, ξ)
)
σ,wr(σ)

+ (2.44)

(
∂ξµ

[k](x, ξ)
)
σ,wr(σ)

Dσ

fn,0 + Rr(σ)fn,0, (2.45)

with
Rr(σ) = ⟨Rr(σ, τ)u[k]

σ,wr(σ), u
[k]
σ,wr(σ)⟩L2(R,dτ).
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Therefore, fn,0 verifies the transport equation

1
2

(
Dσ

(
∂ξµ

[k](x, ξ)
)
σ,wr(σ)

+
(
∂ξµ

[k](x, ξ)
)
σ,wr(σ)

Dσ

)
fn,0 + Rr(σ) = δ

[k]
n,1fn,0. (2.46)

Considering the linearized equation near σ = sr, we are led to choose δ[k]
n,1 in the set

sp
(1

2Hessµ[k](sr, ξ[k]
0 γ

1
k+2
0 )(σ,Dσ) + Rr(sr)

)
.

Using (2.29), the Hessian matrix of µ[k] at (sr, ξ[k]
0 γ

1
k+2
0 ) is given by

Hessµ[k](sr, γ
1

k+2
0 ξ

[k]
0 ) =

 2
k+2γ

′′(sr)γ
− k

k+2
0 ν [k]

(
ξ

[k]
0

)
0

0
(
ν [k]

)′′ (
ξ

[k]
0

)
 ,

which gives us

1
2Hessµ[k](sr, ξ[k]

0 γ
1

k+2
0 )(σ,Dσ)

= 1
2

 2
k+2γ

′′(sr)γ
− k

k+2
0 ν [k]

(
ξ

[k]
0

)
0

0
(
ν [k]

)′′ (
ξ

[k]
0

)

 σ

Dσ

 .
 σ

Dσ


= 1

2
(
ν [k]

)′′ (
ξ

[k]
0

) (
D2
σ + (ζσ)2

)
,

with ζ is given by

ζ =

√√√√√√ 2
k + 2

γ′′(sr)ν [k]
(
ξ

[k]
0

)
γ

k
k+2
0 (ν [k])′′ (

ξ
[k]
0

) . (2.47)

Recalling that the spectrum of the harmonic oscillator D2
σ + (ζσ)2 is given by

{(2n− 1)ζ, n ∈ N∗} ,

we get

δ
[k]
n,1 =

(
n− 1

2

) (
ν [k]

)′′ (
ξ

[k]
0

)√√√√√√ 2
k + 2

γ′′(sr)ν [k]
(
ξ

[k]
0

)
γ

k
k+2
0 (ν [k])′′ (

ξ
[k]
0

) + Rr(sr).
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Let us come back to

(
N0 − δ

[k]
n,0

)
a

[k]
n,1 =

(
δ

[k]
n,1 − N1

)
a

[k]
n,0,

where a[k]
n,0(σ, τ) = fn,0(σ)u[k]

σ,wr(σ)(τ). Then we take a[k]
n,1 as

a
[k]
n,1(σ, τ) = fn,1(σ)u[k]

σ,wr(σ)(τ) + ã
[k]
n,1(σ, τ),

where
ã

[k]
n,1 ∈

(
Ker

(
N0 − µ

[k]
0

))⊥
.

The procedure can be continued by induction.

Remark 2.4.4. By (2.39) and using the fact that ξ[k]
0 − Im (φ(σ)) is bounded below and

that γ(σ)− 1
k+2 Φ′

r(σ) = Reφr(σ) is sufficiently small, we can apply [12, Theorem 1.2] to
the function ν [k] and we obtain that the exact solution of the eikonal equation verifies that

Φ′
r(σ) ⩾ ν [k]

(
ξ

[k]
0

) (
γ(σ)

2
k+2 − γ

2
k+2
0

)
. (2.48)

Remark 2.4.5. (Solving (2.46) and normalization of Ψ[k]
h,r) In the expression of the

tunneling effect that we will write at the end, we need to find the explicit form (a priori in
terms of φr) of solution f1,0 of the transport equation (2.46). This equation can be written
as follows

∂σf1,0 +
V′
r(σ) + 2Rr(σ) − 2δ[k]

n,1

2Vr(σ) f1,0 = 0. (2.49)

where
Vr(σ) := −i∂ξµ[k](σ,wr(σ)). (2.50)

We may write f1,0 in the form f1,0(σ) = eiα1,0(σ)f̃1,0(σ) with f̃1,0 and α1,0 are real-valued
functions such that f̃1,0(0) > 0. From (2.49), f̃n,0 solves the real classical transport equation

∂σf̃1,0 + Re
V′

r(σ) + 2Rr(σ) − 2δ[k]
n,1

2Vr(σ)

 f̃1,0 = 0.

Then, we get

f̃1,0(σ) = K0 exp
−

∫ σ

sr

Re
V′

r(s) + 2Rr(s) − 2δ[k]
n,1

2Vr(s)

 ds
 ,
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and the constant K0 is chosen so that the WKB solution Ψ[k]
h,r in Theorem 2.4.3 is almost

normalized. Following e.g.[16, Lemma 2.1], we choose K0 so that 1 = K2
0
√

π
Φ′′(sr) , which

allows us to choose K0 as

K0 =
(

Φ′′
r(sr)
π

)1/4

=
(
ζ

π

)1/4

,

with ζ is defined in (2.47). Therefore,

f̃ 2
1,0(0) =

√
ζ

π
Au and Au := exp

−
∫ 0

sr

Re
V′

r(s) + 2Rr(s) − 2δ[k]
n,1

2Vr(s)

 ds
 . (2.51)

From (2.49), the phase shifts α1,0 are chosen so that

α′
1,0(s) = −Im

V′
r(σ) + 2Rr(σ) − 2δ[k]

n,1

2Vr(σ)

 .
Noticing that V′

r(sr) + 2Rr(sr) − 2δ[k]
n,1 = 0 and Vr vanishes linearly at sr, the function

α′
1,0(s) can be considered as a smooth function at sr. This shows that we have determined

the phase shift α1,0 up to an additive constant. Then, we define

α0 := α1,0(0) − α1,0(−L)
L

. (2.52)

Remark 2.4.6. By the symmetry defined in (2.24), we define the functions attached to
the left well by

wl(σ) := wr(−σ) and Rl(σ) := Rr(−σ),

and the function Vl by
Vl(σ) = −i∂ξµ[k] (σ,wl(σ)) .

2.5 A Grushin problem

In this section, we introduce pseudo-differential calculus with operator-valued symbols
and perform a pseudo-differential dimensional reduction using Grushin’s method. This
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method is already used in [65, Chapter 3], [14], and the importance of this method is that
it gives optimal decay estimates consistent with the WKB expansions.

In this section, we consider again the right-well operator N [k]
ℏ,r , introduced in (2.22).

To simplify the notations, we will omit the reference to “right well" in the notation and
write N [k]

ℏ , γ, δ, δ̃, κ instead of N [k]
ℏ,r , γr, δr, δ̃r, κr. We also denote φ instead of φr, which has

been defined in Lemma 2.4.1.

2.5.1 Sub-solution of the eikonal equation

To obtain the optimal estimates for the ground states of N [k]
ℏ , we will consider an expo-

nential weight defined as a sub-solution of the eikonal equation (2.39). For this we consider
a non-negative Lipchitzian function, σ 7→ Φ(σ), satisfying the following hypothesis :

Assumption 2.5.1. For all M > 0 there exist ℏ0, C,R > 0 such that, for all ℏ ∈ (0, ℏ0),
the function Φ satisfies

(i) For all σ ∈ R, we have

Re
(
γ(σ)

2
k+2ν [k]

(
ξ

[k]
0 − Im (φ(σ)) + iγ(σ)− 1

k+2 Φ′(σ)
)

− γ
2

k+2
0 ν [k](ξ[k]

0 )
)
⩾ 0,

(ii) For all σ ∈ R such that |σ − sr| ⩾ Rℏ1/2, we have

Re
(
γ(σ)

2
k+2ν [k]

(
ξ

[k]
0 − Im (φ(σ)) + iγ(σ)− 1

k+2 Φ′(σ)
)

− γ
2

k+2
0 ν [k](ξ[k]

0 )
)
⩾Mℏ,

(iii) For all σ ∈ R such that |σ − sr| ⩽ Rℏ1/2, we have

|Φ(σ)| ⩽Mℏ.

Remark 2.5.2. The function

Φ(σ) =

√√√√ν [k](ξ[k]
0 )

2

∫ σ

sr

√
γr(σ̃)

2
k+2 − γ

2
k+2
0 dσ̃

verifies Hypothesis 2.5.1. Indeed, using the fact that ξ[k]
0 − Im (φ(σ)) is bounded below and

that γ(σ)− 1
k+2 Φ′(σ) is sufficiently small, we can apply [12, Theorem 1.2] to the function
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ν [k] and we obtain

Re
(
γ(σ)

2
k+2ν [k]

(
ξ

[k]
0 − Im (φ(σ)) + iγ(σ)− 1

k+2 Φ′(σ)
)

− γ
2

k+2
0 ν [k](ξ[k]

0 )
)

⩾
1
2ν

[k](ξ[k]
0 )

(
γr(σ)

2
k+2 − γ

2
k+2
0

)
,

and Hypothesis 2.5.1 is well verified using the fact that the function γr has a unique
non-degenerate minimum at sr. But it should be noted that this does not give us the
optimal Agmon estimates (and after the optimal approximations of the eigenfunctions),
it is necessary to construct weight functions that are related to the exact solution of the
eikonal equation. Much more useful solutions will be presented in the following proposition.

The following proposition shows the weight functions which satisfy Assumption 2.5.1.

Proposition 2.5.3. We consider the function vr defined on R by

vr(σ) = 1
2ν

[k](ξ[k]
0 )

(
γr(σ)

2
k+2 − γ

2
k+2
0

)
.

By the hypothesis on γr, we can choose c0 > 0 such that

vr(σ) ⩾ c0(σ − sr)2 and Φr(σ) ⩾ c0(σ − sr)2 for all σ ∈ Bl(L− η).

The following functions verify Assumption 2.5.1 :

(a) For ϵ ∈ (0, 1),

Φr,ϵ =
√

1 − ϵΦr with R > 0 and M = c0ϵR
2.

(b) For N ∈ N∗ and ℏ ∈ (0, 1),

Φ̃r,N,ℏ = Φr,R −Nℏ ln
(

max
(

Φr

ℏ
, N

))
with R =

√
N

c0
and M = N inf vr

Φr

.

(c) For ϵ ∈ (0, 1), N ∈ N and ℏ ∈ (0, 1),

Φ̂r,N,ℏ(s) = min
{

Φ̃r,N,ℏ(s),
√

1 − ϵ inf
t∈suppχ′

r

(
Φr(t) +

∫
[sr,t]

γ(σ̃)
1

k+2 Reφr(σ̃)dσ̃
)}

,

with R =
√

N
c0

and M = N min
(
ϵ, inf vr

Φr

)
, where suppχ′

r ⊂ Iη,r \ I2η,r.
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Démonstration. Since Φr verifies (2.48) and the function γr admits a unique non-degenerate
minimum at sr, the existence of c0 > 0 is well guaranteed.

We recall that the function Φr verifies the eikonal equation (2.39), and by Lemma
2.4.1, the function Φr is defined by

Φr(σ) =
∫ σ

sr

γ(σ̃)
1

k+2 Reφr(σ̃)dσ̃, (2.53)

where φr verify (2.31) and (2.32), with

|fr(σ)| =
√
ν [k](ξ[k]

0 )

√√√√√1 −
(
γ0

γr

) 2
k+2

.

According to the chosen hypothesis on γr, |fr(σ)| is small enough for all σ ∈ R and so, by
(2.31) and (2.32), |φr(σ)| is small enough for all σ ∈ R.

(a) By (2.39) and (2.53), φr verify that

γr(σ)
2

k+2ν [k]
(
ξ

[k]
0 + iφr(σ)

)
= γ

2
k+2
0 ν [k](ξ[k]

0 ).

Then, by the expression of Φr,ϵ, we get

Re
(
γr(σ)

2
k+2ν [k]

(
ξ

[k]
0 − Im (φr(σ)) + iγ(σ)− 1

k+2 Φ′
r,ϵ(σ)

)
− γ

2
k+2
0 ν [k](ξ[k]

0 )
)

= γ(σ)
2

k+2 Re
{
ν [k]

(
ξ

[k]
0 − Im (φr(σ)) + i

√
1 − ϵReφr(σ)

)
− ν [k]

(
ξ

[k]
0 + iφr(σ)

)}
.

Using the Taylor expansion for the function ν [k] in a neighborhood of ξ[k]
0 , we get

Re
(
ν [k]

(
ξ

[k]
0 − Im (φr(σ)) + i

√
1 − ϵReφr(σ)

)
− ν [k]

(
ξ

[k]
0 + iφr(σ)

))

= Re


∑
n⩾2

(
ν [k]

)(n) (
ξ

[k]
0

)
n!

((
−Im (φr(σ)) + i

√
1 − ϵReφr(σ)

)n
− (iφr(σ))n

)
=
∑
n⩾2

(
ν [k]

)(n) (
ξ

[k]
0

)
n! Re

{(
−Im (φr(σ)) + i

√
1 − ϵReφr(σ)

)n
− (−Im (φr(σ)) + iReφr(σ))n

}
.

83



Partie , Chapitre 2 – Tunneling effect in 2D with vanishing magnetic fields

Recall that, for all a, b1, b2 ∈ R and for all n ∈ N \ {0, 1}, we have

Re {(a+ ib1)n − (a+ ib2)n} = (b2
2 − b2

1)
⌊ n

2 ⌋∑
j=1

(−1)j+1C2j
n a

n−2j

j−1∑
l=0

b2l
1 b

2j−2l−2
2

 .
(2.54)

Using (2.54), (2.31), (2.32) and the fact that |fr(σ)| is small enough, we get

Re
{(

−Im (φr(σ)) + i
√

1 − ϵReφr(σ)
)n

− (−Im (φr(σ)) + iReφr(σ))n
}

=

ϵReφ2
r(σ) if n = 2,

ϵReφ2
r(σ)O (fr(σ)2) if n ⩾ 2,

which implies that

Re
(
ν [k]

(
ξ

[k]
0 − Im (φr(σ)) + i

√
1 − ϵReφr(σ)

)
− ν [k]

(
ξ

[k]
0 + iφr(σ)

))
= ϵfr(σ)2 + ϵfr(σ)2O

(
fr(σ)2

)
.

Therefore,

γ(σ)
2

k+2 Re
{
ν [k]

(
ξ

[k]
0 − Im (φr(σ)) + i

√
1 − ϵReφr(σ)

)
− ν [k]

(
ξ

[k]
0 + iφr(σ)

)}
= ϵγ(σ)

2
k+2 fr(σ)2

(
1 + O

(
fr(σ)2

))
⩾ ϵvr(σ),

and, for all σ ∈ R such that |σ − sr| ⩾ Rℏ1/2, we have

Re
(
γ(σ)

2
k+2ν [k]

(
ξ

[k]
0 − Im (φr(σ)) + iγ(σ)− 1

k+2 Φ′
r,ϵ(σ)

)
− γ

2
k+2
0 ν [k](ξ[k]

0 )
)
⩾ ϵc0R

2ℏ.

(b) For all N ∈ N and ℏ ∈ (0, ℏ0), we have

Φ̃′
r,N,ℏ =

Φ′
r

(
1 − Nℏ

Φr

)
if Φr

ℏ ⩾ N ,

Φ′
r if Φr

ℏ < N .
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Then, on {Φr ⩾ Nℏ}, we have

Re
(
γ(σ)

2
k+2ν [k]

(
ξ

[k]
0 − Im (φr(σ)) + iγ(σ)− 1

k+2 Φ̃′
r,N,ℏ(σ)

)
− γ

2
k+2
0 ν [k](ξ[k]

0 )
)

= γ(σ)
2

k+2 Re
{
ν [k]

(
ξ

[k]
0 − Im (φr(σ)) + i

(
1 − Nℏ

Φr

)
Reφr(σ)

)
− ν [k]

(
ξ

[k]
0 + iφr(σ)

)}
.

Similarly as part (a), on {Φr ⩾ Nℏ}, we get

Re
(
γ(σ)

2
k+2ν [k]

(
ξ

[k]
0 − Im (φr(σ)) + iγ(σ)− 1

k+2 Φ̃′
r,N,ℏ(σ)

)
− γ

2
k+2
0 ν [k](ξ[k]

0 )
)

⩾
Nℏ
Φr

(
2 − Nℏ

Φr

)
vr(σ)

⩾
Nℏ
Φr

vr(σ) ⩾ c1Nℏ,

with c1 = inf
σ∈R

vr

Φr
> 0.

Let R ⩾ R0 =
√

N
c0

. we have

|σ − sr| ⩾ Rℏ1/2 ⇒ Φr,R ⩾ c0R
2ℏ ⩾ Nℏ,

which implies that for all σ ∈ R such that |σ − sr| ⩾ Rℏ1/2, we have

Re
(
γ(σ)

2
k+2ν [k]

(
ξ

[k]
0 − Im (φr(σ)) + iγ(σ)− 1

k+2 Φ̃′
r,N,ℏ(σ)

)
− γ

2
k+2
0 ν [k](ξ[k]

0 )
)
⩾Mℏ.

(c) It exists t0 ∈ supp(χ′
r) such that

inf
t∈suppχ′

r

(
Φr(t) +

∫ t

sr

γ(σ̃)
1

k+2 Reφr(σ̃)dσ̃
)

= Φr(t0) +
∫ t0

sr

γ(σ̃)
1

k+2 Reφr(σ̃)dσ̃.

Then, ∣∣∣Φ̂′
r,N,ℏ

∣∣∣ =
∣∣∣Φ̃′

r,N,ℏ

∣∣∣ or
∣∣∣Φ̂′

r,N,ℏ

∣∣∣ =
√

1 − ϵ |Φ′
r| = Φ′

r,ϵ.

Therefore, Φ̂r,N,ℏ verifies Assumption 2.5.1.

85



Partie , Chapitre 2 – Tunneling effect in 2D with vanishing magnetic fields

2.5.2 A pseudo-differential operator with operator-valued sym-
bol.

We consider the conjugate operator

N [k],ϕ
ℏ = eΦ

ℏ N [k]
ℏ e− ϕ

ℏ ,

with the same domaine as N [k]
ℏ . It needs

N [k],Φ
ℏ = a−1

ℏ DτaℏDτ + a−1
ℏ

(
ℏDσ − A[k],Φ

ℏ (σ, τ)
)
a−1
ℏ

(
ℏDσ − A[k],Φ

ℏ (σ, τ)
)
,

with
A[k],Φ

ℏ (σ, τ) = −iΦ′(σ) + γ(σ) τ
k+1

k + 1 + ℏδ̃(σ) τ
k+2

k + 2cµ + ℏ2cµO(τ k+3).

We recall that for a symbol a(σ, ξ) ∈ S (R2), the Weyl quantization of a is the operator
OpW

ℏ (a) defined, for all u ∈ S (Rσ; S (Rτ )), by

OpW
ℏ (a)u(σ) := 1

2πℏ

∫ ∫
R2

e i
ℏ (σ−σ̃).ξa(σ + σ̃

2 , ξ)u(σ̃)dσ̃dξ.

Classical results of pseudo-differential calculus, for symbols with operator values, are
already detailed in [65, Chapter 2]. We consider the real valued function g defined by

g(σ) =
∫ σ

0
γ(σ̃)

1
k+2

1 −
(
γ0

γ

) 1
k+2
 ξ[k]

0 − Im (φ(σ̃))
 dσ̃.

Remark 2.5.4. Note that, only in this section, this is not the same function as the one in
(2.35). There is an addition of the term −γ

1
k+2
0 ξ

[k]
0 . This new function is more convening

for the computations than (2.35).

After the gauge transformation e−i g(σ)
ℏ , we are led to work with the conjugate operator

Ñ [k],Φ
ℏ = e−i g(σ)

ℏ N [k],Φ
ℏ ei g(σ)

ℏ (2.55)

instead of N [k],Φ
ℏ . We notice that Ñ [k],Φ

ℏ can be written as an ℏ-pseudo-differential operator
with an operator valued symbol n[k]

ℏ (σ, ξ) having an expansion in powers of ℏ :

n
[k]
ℏ = n0 + ℏn1 + ℏ2n2 + ...,
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with

n0 = D2
τ +

(
ξ + w(σ) − γ(σ) τ

k+1

k + 1

)2

,

n1 = −2δ̃(σ) τ
k+2

k + 2cµ
(
ξ + w(σ) − γ(σ) τ

k+1

k + 1

)
+ 2τcµk

(
ξ + w(σ) − γ(σ) τ

k+1

k + 1

)2

,

where w(σ) = g′(σ) + iΦ′(σ) and the notation O is defined in [14, Notation 3.1].

The frequency variable ξ is a priori unbounded. Then, as in [14], nℏ can be replaced by
a bounded symbol as long as nothing is changed near the minimum. For this, we consider
the function defined on R by

χ1(ξ) = γ
1

k+2
0 ξ

[k]
0 + χ(ξ − γ

1
k+2
0 ξ

[k]
0 ),

where χ ∈ C∞ (R) is a function that verifies the following assertions :

(i) the function χ is a smooth, bounded, increasing and odd function on R.

(ii) χ(ξ) = ξ on [−1, 1] and lim
ξ→+∞

χ(ξ) = 2.

We will consider

OpW
ℏ (pℏ) , where pℏ(σ, ξ) = nℏ(σ, χ1(ξ)).

The symbol pℏ has the same expansion in powers of ℏ, except ξ to replace with the
truncation function χ1(ξ).

2.5.3 Solving the Grushin problem.

For z ∈ C, we define

Pz(σ, ξ) =
 pℏ − z .vσ,ξ

⟨., vσ,ξ⟩ 0

 ∈ S
(
R2
σ,ξ,L

(
Dom(p0) × C, L2 (R) × C

))
,

see [14, Notation 3.2], where

p0 := M[k]
σ,χ1(ξ)+w(σ) = D2

τ +
(
χ1(ξ) + w(σ) − γ(σ) τ

k+1

k + 1

)2

, (2.56)
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is the principal symbol of pℏ and vσ,ξ := u
[k]
σ,χ1(ξ)+w(σ) is the eigenfunction associated with

the smallest eigenvalue µ[k](σ, χ1(ξ) + w(σ)) of p0.
Pz decomposes in the form :

Pz = P0,z + ℏP1 + ℏ2P2 + ...,

with

P0,z(σ, ξ) =
 p0 − z .vσ,ξ

⟨., vσ,ξ⟩ 0

 , P1 =
p1 0

0 0


where

p1 = −2δ̃(σ) τ
k+2

k + 2cµ
(
χ1(ξ) + w(σ) − γ(σ) τ

k+1

k + 1

)
+2τcµk

(
χ1(ξ) + w(σ) − γ(σ) τ

k+1

k + 1

)2

.

(2.57)
Let z ∈ C such that Re (z) ∈ (µ[k]

0 − ε, µ
[k]
0 + ε), with ε > 0 such that

ε <
1
2

(
inf
ξ∈R

ν
[k]
2 (ξ) − ν [k](ξ[k]

0 )
)
, (2.58)

where ν [k]
2 (ξ) is the second eigenvalue of the Montgomery operator h

[k]
ξ for ξ ∈ R.

Lemma 2.5.5. For all (σ, ξ) ∈ R2, P0,z(σ, ξ) is bijective and

Q0,z(σ, ξ) := P−1
0,z (σ, ξ) =

(p0 − z)−1Π⊥ .vσ,ξ

⟨., vσ,ξ⟩ z − µ[k](σ, χ1(ξ) + w(σ))

 ,
and

Q0,z(σ, ξ) ∈ S
(
R2
σ,ξ; L

(
Dom(p0) × C, L2(R) × C

))
.

Here Π = Πσ,ξ is the orthogonal projection on vσ,ξ and Π⊥ = Id− Π.

Démonstration. Let (v, β) ∈ L2(R × C) and find (u, α) ∈ Dom(p0) × C such that

P0,z(σ, ξ)
u
α

 =
v
β

 . (2.59)

This equation is equivalent to

(p0 − z)u = v − αvσ,ξ and ⟨u, vσ,ξ⟩ = β.
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We have

(p0 − z)u⊥ = (p0 − z)(u− ⟨u, vσ,ξ⟩vσ,ξ)

= v − αvσ,ξ − β
(
µ[k](σ, χ1(ξ) + w(σ)) − z

)
vσ,ξ.

The space (Cvσ,ξ)⊥ is stable by p0 − z, then p0 − z induces an operator

p0 − z : (Cvσ,ξ)⊥ −→ (Cvσ,ξ)⊥ .

On this space,

⟨(p0 − Re (z))u, u⟩ ⩾
(
Re

(
µ

[k]
2 (σ, χ1(ξ) + w(σ))

)
− Re (z)

)
∥u∥2 ⩾ c0 ∥u∥2 ,

by the choice of z. Indeed, applying [12, Theorem 1.2] to the function ν [k]
2 (see also Remark

1.3 and 1.4 in [12]), using (2.58) and the fact that |Φ′(σ)| is small enough for all σ ∈ R
(according to Assumption 2.1.1 and the choice of Φ in Proposition 2.5.3), we get

Re
(
µ

[k]
2 (σ, χ1(ξ) + w(σ))

)
− Re (z)

= Re
γ(σ)

2
k+2ν

[k]
2

(
γ(σ)− 1

k+2χ1(ξ) + γ(σ)− 1
k+2g′(σ) + iγ(σ)− 1

k+2 Φ′(σ)
)

− µ
[k]
0 − ε


⩾ Re

γ(σ)
2

k+2ν
[k]
2

(
γ(σ)− 1

k+2χ1(ξ) + γ(σ)− 1
k+2g′(σ)

)
− Φ′(σ)2 − µ

[k]
0 − ε


⩾ γ

2
k+2
0

(
inf
ξ∈R

ν
[k]
2 (ξ) − inf

ξ∈R
ν

[k]
1 (ξ)

)
− Φ′(σ)2 − ε

⩾
γ

2
k+2
0
2

(
inf
ξ∈R

ν
[k]
2 (ξ) − inf

ξ∈R
ν

[k]
1 (ξ)

)
− Φ′(σ)2 ⩾ c0,

where c0 > 0. Thus, this operator is injective with closed range and, by considering the
adjoint, it is bijective. We have :

(p0 − z)u⊥ = v − αvσ,ξ − β
(
µ[k](σ, χ1(ξ) + w(σ)) − z

)
vσ,ξ ∈ (Cvσ,ξ)⊥

=⇒ ⟨v, vσ,ξ⟩ − α− β
(
µ[k](σ, χ1(ξ) + w(σ)) − z

)
= 0

=⇒ α = ⟨v, vσ,ξ⟩ − β
(
µ[k](σ, χ1(ξ) + w(σ)) − z

)
.
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By the bijectivity of p0 − z on (Cvσ,ξ)⊥, we take

u⊥ = (p0 − z)−1
(
v − αvσ,ξ − β

(
µ[k](σ, χ1(ξ) + w(σ)) − z

)
vσ,ξ

)
= (p0 − z)−1 (v − ⟨v, vσ,ξ⟩vσ,ξ)

= (p0 − z)−1Π⊥v.

Therefore, u = ⟨u, vσ,ξ⟩vσ,ξ + u⊥ = βvσ,ξ + (p0 − z)−1Π⊥v.

The following proposition gives an expression of an approximative inverse of operator
OpW

ℏ (Pz) with a remainder of order ℏ.

Proposition 2.5.6. We have

OpW
ℏ (Q0,z) OpW

ℏ (Pz) = Id +ℏO(⟨τ⟩2k+3). (2.60)

Moreover, if we denote by

Q0,z :=
q0,z q+

0,z

q−
0,z q±

0,z

 ,
then modulo some remainders of order ℏ, we have

(
OpW

ℏ (pℏ) − z
)−1

= OpW
ℏ q0,z − OpW

ℏ q−
0,z

(
OpW

ℏ q±
0,z

)−1
OpW

ℏ q+
0,z. (2.61)

Démonstration. Using Lemma 2.5.5, and composition of pseudo-differential operators, we
have

OpW
ℏ (Q0,z) ◦ OpW

ℏ (P0,z) = OpW
ℏ (D0,z) ,

with D0,z = Id + ℏR̃. By the Calderon-Vaillancourt theorem, R̃ is a bounded operator,
but the bounds depends on the parameter µ. In the terms of R̃, τ k+1 appears and so we
can consider OpW

ℏ

(
R̃
)

as a bounded operator for the topology L2
(
⟨τ⟩k+1dτdσ

)
.

On the other hand, we see that

OpW
ℏ (Q0,z) ◦

(
OpW

ℏ (Pz) − OpW
ℏ (P0,z)

)
is of order ℏ for the topology of L2

(
⟨τ⟩2k+3dτdσ

)
. This power of τ 2k+3 comes from the

terms of P1 in (2.57). Therefore, (2.60) is proved.
The proof of (2.61) was already established in [65, Proposition 3.1.7].
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2.5.4 Tangential coercivity estimates

The goal of this subsection is to prove the following Theorem which gives tangential
elliptic estimate for the truncated operator OpW

ℏ (pℏ). We recall that Φ is a non-negative
Lipchitzian function, verifying Assumption 2.5.1

Theorem 2.5.7. Let c0 > 0 and χ0 ∈ C∞
c (R) which equals 1 in the neighborhood of 0.

There exist c, ℏ0, R0 > 0 such that, for all R > R0, there exists CR > 0 such that for all
ℏ ∈ (0, ℏ0) and all z ∈ C such that

∣∣∣z − µ
[k]
0

∣∣∣ ⩽ c0ℏ, and for all ψ ∈ Dom
(
OpW

ℏ (pℏ)
)
,

cR2ℏ ∥ψ∥ ⩽
∥∥∥(OpW

ℏ (pℏ) − z
)
ψ
∥∥∥+ CRℏ

∥∥∥∥χ0

(
σ − sr
Rℏ1/2

)
ψ

∥∥∥∥+ ℏ
∥∥∥τ 2k+3ψ

∥∥∥ .

The procedure for proving this Theorem is the same as the one followed in [14, Theorem
4.2], but what differs here is the eikonal equation. We first prove the following proposition
which will be the main ingredient in the proof of Theorem 2.5.7.

Proposition 2.5.8. Let c0 > 0. There exist C, ℏ0 > 0 such that, for all z ∈ C with∣∣∣z − µ
[k]
0

∣∣∣ ⩽ c0ℏ, and for all ψ ∈ Dom
(
OpW

ℏ (pℏ)
)
,

∫
R2

EΦ(σ) |ψ|2 dσdτ − Cℏ ∥ψ∥2 ⩽ −Re ⟨OpW
ℏ q±

0,zψ, ψ⟩, (2.62)

where

EΦ(σ) := Re
(
γ(σ)

2
k+2ν [k]

(
ξ

[k]
0 − Im (φ(σ)) + iγ(σ)− 1

k+2 Φ′(σ)
)

− γ
2

k+2
0 ν [k](ξ[k]

0 )
)
. (2.63)

Moreover, for some c > 0 and all R > 0, there exists CR > 0 such that

cR2ℏ ∥ψ∥ ⩽
∥∥∥OpW

ℏ q±
0,zψ

∥∥∥+ CRℏ
∥∥∥∥χ0

(
σ − sr
Rℏ1/2

)
ψ

∥∥∥∥ . (2.64)
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Démonstration. By Lemma 2.5.5, we have

−q±
0,z = µ[k](σ, χ1(ξ) + w(σ)) − z

= γ(σ)
2

k+2ν [k]
(
γ(σ)− 1

k+2χ1(ξ) + γ(σ)− 1
k+2w(σ)

)
− γ

2
k+2
0 ν [k](ξ[k]

0 ) + O(ℏ)

= γ(σ)
2

k+2ν [k]
(
ξ

[k]
0 + γ(σ)− 1

k+2χ(ξ − γ
1

k+2
0 ξ

[k]
0 ) − Im φ(σ) + iγ(σ)− 1

k+2 Φ′(σ)
)

− γ
2

k+2
0 ν [k](ξ[k]

0 ) + O(ℏ).

Then, −Re
(
q±

0,z

)
is written in the form

−Re
(
q±

0,z

)
= EΦ(σ) + γ(σ)

2
k+2 rΦ(σ, ξ) + O(ℏ), (2.65)

with

rΦ(σ, ξ) = ν [k]
(
ξ

[k]
0 + γ(σ)− 1

k+2χ(ξ − γ
1

k+2
0 ξ

[k]
0 ) − Im φ(σ) + iγ(σ)− 1

k+2 Φ′(σ)
)

− ν [k]
(
ξ

[k]
0 − Im (φ(σ)) + iγ(σ)− 1

k+2 Φ′(σ)
)
,

and the expression of EΦ(σ) is given in (2.63). Using the Taylor expansion for the two
terms of rΦ at ξ[k]

0 (for fixed σ) and the fact that the functions φ(σ) and γ(σ)− 1
k+2 Φ′(σ)

are controlled by
∥∥∥∥1 −

(
γ0
γ

) 1
k+2
∥∥∥∥1/2

∞
, we obtain

rΦ(σ, ξ) = ν [k]
(
ξ

[k]
0 + γ(σ)− 1

k+2χ(ξ − γ
1

k+2
0 ξ

[k]
0 )
)

− ν [k](ξ[k]
0 )

+ O


∥∥∥∥∥∥1 −

(
γ0

γ

) 1
k+2
∥∥∥∥∥∥

1/2

∞

min
(

1,
∣∣∣∣ξ − γ

1
k+2
0 ξ

[k]
0

∣∣∣∣) .

Furthermore, since
(
ν [k]

)′
(ξ[k]

0 ) = 0 and
(
ν [k]

)′′
(ξ[k]

0 ) > 0, there exists a constant c1 > 0
(independent of σ) such that

γ(σ)
2

k+2

(
ν [k]

(
ξ

[k]
0 + γ(σ)− 1

k+2χ(ξ − γ
1

k+2
0 ξ

[k]
0 )
)

− ν [k](ξ[k]
0 )
)
⩾ c1min

(
1,
∣∣∣∣ξ − γ

1
k+2
0 ξ

[k]
0

∣∣∣∣2
)
.

Using the fact that
∥∥∥∥1 −

(
γ0
γ

) 1
k+2
∥∥∥∥

∞
is small enough and from the Young inequality, we

get
γ(σ)

2
k+2 rΦ + O(h) ⩾ −Cℏ,
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and (2.65) becomes
−Re

(
q±

0,z

)
⩾ EΦ(σ) − Cℏ.

We apply the Fefferman-Phong inequality (see [18, Theorem 3.2]) to get
∫
R2

EΦ(σ) |ψ|2 dσdτ − Cℏ ∥ψ∥2 ⩽ −Re ⟨OpW
ℏ q±

0,zψ, ψ⟩.

Using Assumption 2.5.1, the fonction Φ verifies
∫
R2

EΦ(σ) |ψ|2 dσdτ ⩾
∫

|σ−sr|⩾Rℏ1/2
EΦ(σ) |ψ|2 dσdτ

⩾ cR2ℏ
∫

|σ−sr|⩾Rℏ1/2
|ψ|2 dσdτ

= cR2ℏ ∥ψ∥2 − cR2ℏ
∫

|σ−sr|⩽Rℏ1/2
|ψ|2 dσdτ.

So using (2.62), we get

(cR2 − C)ℏ ∥ψ∥2 ⩽
∥∥∥OpW

ℏ q±
0,z

∥∥∥ ∥ψ∥ + cR2ℏ
∫

|σ−sr|⩽Rℏ1/2
|ψ|2 dσdτ,

and for R large enough, (2.62) is well established.

The proof of Theorem 2.5.7 is then the same as the one of Theorem 4.2 in [14], but
here with the use of the two Propositions 2.5.6 and 2.5.8.

2.6 Removing the frequency cutoff

The goal of this section is to prove that Theorem 2.5.7 remains true when we replace
the truncate operator OpW

ℏ pℏ by the operator without frequency cutoff N [k],Φ
ℏ defined in

(2.55). For this purpose, we want to prove the following Theorem.

Theorem 2.6.1. Let c0 > 0. Under Assumption 2.5.1, there exist c, ℏ0 > 0 such that for
all ℏ ∈ (0, ℏ0) and all z ∈ C such that

∣∣∣z − µ
[k]
0

∣∣∣ ⩽ c0ℏ, and all ψ ∈ Dom
(
N [k],Φ

ℏ

)
,

cℏ ∥ψ∥ ⩽
∥∥∥⟨τ⟩2k+3

(
N [k],Φ

ℏ − z
)
ψ
∥∥∥+ ℏ

∥∥∥∥χ0

(
σ − sr
Rℏ1/2

)
ψ

∥∥∥∥ .
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In all what follows, we shall consider the smooth function R ∋ ξ 7→ χ2(ξ), such that

χ2

(
2γ

1
k+2
0 ξ

[k]
0 − ξ

)
= χ2(ξ) for all ξ ∈ R, (2.66)

and χ2(ξ) = 0 in a neighborhood of γ
1

k+2
0 ξ

[k]
0 , χ2(ξ) = 1 on {ξ ∈ R : χ1(ξ) = ξ}c so that

the support of χ2 avoids γ
1

k+2
0 ξ

[k]
0 . We will now deal with some lemmas that help us to

prove Theorem 2.6.1.

Lemma 2.6.2. Let c0 > 0. Under Assumption 2.5.1, there exist C, ℏ0 > 0 such that for
all ℏ ∈ (0, ℏ0) and all z ∈ C such that

∣∣∣z − µ
[k]
0

∣∣∣ ⩽ c0ℏ, and all ψ ∈ Dom
(
Ñ [k],Φ

ℏ

)
,

∥Dτψ∥ +
∥∥∥∥∥
(
ℏDσ − γ(σ) τ

k+1

k + 1

)
ψ

∥∥∥∥∥ ⩽ C
∥∥∥(Ñ [k],Φ

ℏ − z
)
ψ
∥∥∥+ C ∥ψ∥ . (2.67)

Démonstration. For all ψ ∈ Dom(Ñ [k],Φ
ℏ ), we have

⟨Ñ [k],Φ
ℏ ψ, ψ⟩ ⩾ c ∥Dτψ∥2 + c

∥∥∥∥∥
(
ℏDσ + w(σ) − γ(σ) τ

k+1

k + 1

)
ψ

∥∥∥∥∥
2

,

which implies that

∥Dτψ∥ +
∥∥∥∥∥
(
ℏDσ + w(σ) − γ(σ) τ

k+1

k + 1

)
ψ

∥∥∥∥∥ ⩽ C
∥∥∥Ñ [k],Φ

ℏ ψ
∥∥∥+ C ∥ψ∥ .

Using the fact that |w(σ)| is bounded, (2.67) is well established.

Lemma 2.6.3. Let c0 > 0. Under Assumption 2.5.1, there exist C, ℏ0 > 0 such that for
all ℏ ∈ (0, ℏ0) and all z ∈ C such that

∣∣∣z − µ
[k]
0

∣∣∣ ⩽ c0ℏ, and all ψ ∈ Dom
(
Ñ [k],Φ

ℏ

)
,

∥∥∥OpW
ℏ χ2ψ

∥∥∥+∥∥∥∥∥
(
ℏDσ − γ(σ) τ

k+1

k + 1

)
OpW

ℏ χ2ψ

∥∥∥∥∥+∥∥∥Dτ OpW
ℏ χ2ψ

∥∥∥ ⩽ C
∥∥∥(Ñ [k],Φ

ℏ − z
)

OpW
ℏ χ2ψ

∥∥∥ .
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Démonstration. We have :

Re ⟨
(
Ñ [k],Φ

ℏ − z
)

OpW
ℏ χ2ψ,OpW

ℏ χ2ψ⟩ (2.68)

= Re ⟨

D2
τ +

(
ℏDσ + w(σ) − γ(σ) τ

k+1

k + 1

)2

+ o(1) − z

OpW
ℏ χ2ψ,OpW

ℏ χ2ψ⟩ (2.69)

⩾ (1 + o(1))⟨
D2

τ +
(
ℏDσ + w(σ) − γ(σ) τ

k+1

k + 1

)2
OpW

ℏ χ2ψ,OpW
ℏ χ2ψ⟩ (2.70)

− Re (z)
∥∥∥OpW

ℏ χ2ψ
∥∥∥2

(2.71)

⩾
(
µ[k](σ, ξ + w(σ)) − µ

[k]
0 + o(1)

) ∥∥∥OpW
ℏ χ2ψ

∥∥∥2
. (2.72)

We can assume without loss of generality that ξ ⩾ γ
1

k+2
0 ξ

[k]
0 , and by the symmetry of

χ2 in (2.66), the results are true when ξ ⩽ γ
1

k+2
0 ξ

[k]
0 . By the choice of Φ (see (2.5.3)),∣∣∣γ(σ)− 1

k+2 Φ′(σ)
∣∣∣ is small enough for all σ ∈ R, and using [12, Theorem 1.2], we get

Re ν [k]
(
ξ

[k]
0 + γ(σ)− 1

k+2

(
ξ − γ

1
k+2
0 ξ

[k]
0

)
− Im (φ(σ)) + iγ(σ)− 1

k+2 Φ′(σ)
)

⩾ ν [k]
(
ξ

[k]
0 + γ(σ)− 1

k+2

(
ξ − γ

1
k+2
0 ξ

[k]
0

)
− Im (φ(σ))

)
− γ(σ)− 2

k+2 Φ′(σ)2,

and

µ[k](σ, ξ + w(σ)) ⩾ γ(σ)
2

k+2ν [k]
(
ξ

[k]
0 + γ(σ)− 1

k+2

(
ξ − γ

1
k+2
0 ξ

[k]
0

)
− Im (φ(σ))

)
− Φ′(σ)2.

When ξ ∈ Supp(χ2), ξ is far from γ
1

k+2
0 ξ

[k]
0 and for a certain c > 0 we have

∣∣∣∣ξ − γ
1

k+2
0 ξ

[k]
0

∣∣∣∣ ⩾ c.

Using the fact that |φ(σ)| is small enough, we get in this case

∣∣∣∣γ(σ)− 1
k+2

(
ξ − γ

1
k+2
0 ξ

[k]
0

)
− Im (φ(σ))

∣∣∣∣ ⩾ γ
− 1

k+2
∞ c

2 , for all σ ∈ R.

Then, there exists a constant r > 0 such that for all σ ∈ R, we have

ξ
[k]
0 + γ(σ)− 1

k+2

(
ξ − γ

1
k+2
0 ξ

[k]
0

)
− Im (φ(σ)) ∈ R \ B(ξ[k]

0 , r).
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Since the function R ∋ ξ 7→ ν [k](ξ) admits a unique non-degenerate minimum at ξ[k]
0 , then

there exists c1 > 0 such that for all σ ∈ R, we have

ν [k]
(
ξ

[k]
0 + γ(σ)− 1

k+2

(
ξ − γ

1
k+2
0 ξ

[k]
0

)
− Im (φ(σ))

)
⩾ c1.

Therefore,

µ[k](σ, ξ + w(σ)) − µ
[k]
0 ⩾ γ(σ)

2
k+2 c1 − µ

[k]
0 − Φ′(σ)2

⩾ γ
2

k+2
0 (c1 − ν [k](ξ[k]

0 )) − Φ′(σ)2

⩾
γ

2
k+2
0 (c1 − ν [k](ξ[k]

0 ))
2 = C1 > 0.

Going back to (2.72), and we get
∥∥∥OpW

ℏ χ2ψ
∥∥∥2

⩽ C × Re ⟨
(
Ñ [k],Φ

ℏ − z
)

OpW
ℏ χ2ψ,OpW

ℏ χ2ψ⟩.

Combining this inequality with (2.67), we get

∥∥∥OpW
ℏ χ2ψ

∥∥∥+∥∥∥∥∥
(
ℏDσ − γ(σ) τ

k+1

k + 1

)
OpW

ℏ χ2ψ

∥∥∥∥∥+∥∥∥Dτ OpW
ℏ χ2ψ

∥∥∥ ⩽ C
∥∥∥(Ñ [k],Φ

ℏ − z
)

OpW
ℏ χ2ψ

∥∥∥ .

Lemma 2.6.4. Let N ∈ N, c0 > 0. Under Assumption 2.5.1, there exist C, ℏ0 > 0 such
that for all ℏ ∈ (0, ℏ0) and all z ∈ C such that

∣∣∣z − µ
[k]
0

∣∣∣ ⩽ c0ℏ, and all ψ ∈ Dom
(
Ñ [k],Φ

ℏ

)
,

∥∥∥OpW
ℏ χ2ψ

∥∥∥+
∥∥∥∥∥
(
ℏDσ − γ(σ) τ

k+1

k + 1

)
OpW

ℏ χ2ψ

∥∥∥∥∥+
∥∥∥Dτ OpW

ℏ χ2ψ
∥∥∥

+

∥∥∥∥∥∥
(
ℏDσ − γ(σ) τ

k+1

k + 1

)2

OpW
ℏ χ2ψ

∥∥∥∥∥∥+
∥∥∥D2

τ OpW
ℏ χ2ψ

∥∥∥ ⩽ C
∥∥∥(Ñ [k],Φ

ℏ − z
)
ψ
∥∥∥+O(ℏN) ∥ψ∥ .

Démonstration. Using Lemma 2.6.3, the proof of this lemma is exactly as the one of [14,
Lemma 5.4].

We will control now ℏDσ instead of ℏDσ−γ(σ) τk+1

k+1 . Since γ is bounded, then it suffices
to control τ k+1 with the normal Agmon estimates.
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Lemma 2.6.5. Let c0 > 0. Under Assumption 2.5.1, for all k ⩾ 1, there exist C, ℏ0 > 0
such that for all ℏ ∈ (0, ℏ0) and all z ∈ C such that

∣∣∣z − µ
[k]
0

∣∣∣ ⩽ c0ℏ, and all ψ ∈
Dom

(
Ñ [k],Φ

ℏ

)
,

∥∥∥[Ñ [k]Φ
ℏ , τ k

]
ψ
∥∥∥ ⩽ C

∥∥∥⟨τ⟩k−1
(
Ñ [k],Φ

ℏ − z
)
ψ
∥∥∥+ C

k−1∑
j=0

∥∥∥τ jψ∥∥∥ . (2.73)

Démonstration. By calculating the commutator
[
Ñ [k]Φ

ℏ , τ k
]

=
[
a−1
ℏ DτaℏDτ , τ

k
]
, and using

the fact that
[
Dτ , τ

k
]

= k
i τ

k−1 for k ⩾ 1, we have :

[
Ñ [k]Φ

ℏ , τ k
]

=


2
iDτ − a−1

ℏ (∂τaℏ) if k = 1,
2k
i τ

k−1Dτ − kτ k−1a−1
ℏ (∂τaℏ) − k(k − 1)τ k−2 if k ⩾ 2.

For k = 1, using (2.67), we have
∥∥∥[Ñ [k]Φ

ℏ , τ
]
ψ
∥∥∥ ⩽ C ∥Dτψ∥ + C ∥ψ∥

⩽ C
∥∥∥(Ñ [k],Φ

ℏ − z
)
ψ
∥∥∥+ ∥ψ∥ ,

for all ψ ∈ Dom
(
Ñ [k],Φ

ℏ

)
. Then, (2.73) is true for k = 1.

By induction on k ⩾ 1, we assume that (2.73) is true up to order k − 1 and show that it
is true for order k. In effect, for all ψ ∈ Dom

(
Ñ [k],Φ

ℏ

)
, we get

∥∥∥[Ñ [k]Φ
ℏ , τ k

]
ψ
∥∥∥ ⩽ C

∥∥∥τ k−1Dτψ
∥∥∥+ C

∥∥∥τ k−2ψ
∥∥∥+ C ∥ψ∥

⩽ C
∥∥∥Dτ

(
τ k−1ψ

)∥∥∥+ C
∥∥∥τ k−2ψ

∥∥∥+ C ∥ψ∥ ,

and by (2.67), we get

∥∥∥[Ñ [k]Φ
ℏ , τ k

]
ψ
∥∥∥ ⩽ C

∥∥∥∥( ˜N [k],Φ
ℏ − z

)
τ k−1ψ

∥∥∥∥+ C
∥∥∥τ k−1ψ

∥∥∥+ C
∥∥∥τ k−2ψ

∥∥∥+ C ∥ψ∥

⩽ C
∥∥∥⟨τ⟩k−1

(
Ñ [k],Φ

ℏ − z
)
ψ
∥∥∥+ C

∥∥∥[Ñ [k]Φ
ℏ , τ k−1

]
ψ
∥∥∥+ C

∥∥∥τ k−1ψ
∥∥∥

+ C
∥∥∥τ k−2ψ

∥∥∥+ C ∥ψ∥ .

Using the induction hypothesis for order k − 1, (2.73) is true for order k.

Lemma 2.6.6. Let c0 > 0. Under Assumption 2.5.1, for all k ⩾ 1, there exist C, ℏ0 > 0
such that for all ℏ ∈ (0, ℏ0) and all z ∈ C such that

∣∣∣z − µ
[k]
0

∣∣∣ ⩽ c0ℏ, and all ψ ∈

97



Partie , Chapitre 2 – Tunneling effect in 2D with vanishing magnetic fields

Dom
(
Ñ [k],Φ

ℏ

)
, ∥∥∥τ kψ∥∥∥ ⩽ C

∥∥∥⟨τ⟩k
(
Ñ [k],Φ

ℏ − z
)
ψ
∥∥∥+ C ∥ψ∥ . (2.74)

Démonstration. The proof is quite simple by noting that
∥∥∥τ kψ∥∥∥ ⩽ C

∥∥∥(Ñ [k],Φ
ℏ − z

) (
τ kψ

)∥∥∥ ⩽ C
∥∥∥⟨τ⟩k

(
Ñ [k],Φ

ℏ − z
)
ψ
∥∥∥+ C

∥∥∥[Ñ [k]Φ
ℏ , τ k

]
ψ
∥∥∥ ,

and using (2.73), we get

∥∥∥τ kψ∥∥∥ ⩽ C
∥∥∥⟨τ⟩k

(
Ñ [k],Φ

ℏ − z
)
ψ
∥∥∥+ C

k−1∑
j=0

∥∥∥τ jψ∥∥∥ .
By induction on k ⩾ 1, (2.74) is well established.

Proposition 2.6.7. Let N ∈ N, c0 > 0. Under Assumption 2.5.1, there exist C, ℏ0 > 0
such that for all ℏ ∈ (0, ℏ0) and all z ∈ C such that

∣∣∣z − µ
[k]
0

∣∣∣ ⩽ c0ℏ, and all ψ ∈
Dom

(
Ñ [k],Φ

ℏ

)
,

∥∥∥OpW
ℏ χ2ψ

∥∥∥+
∥∥∥Dτ OpW

ℏ χ2ψ
∥∥∥+

∥∥∥ℏDσ OpW
ℏ χ2ψ

∥∥∥+
∥∥∥D2

τ OpW
ℏ χ2ψ

∥∥∥+
∥∥∥(ℏDσ)2 OpW

ℏ χ2ψ
∥∥∥

+
∥∥∥τ k+1ℏDσ OpW

ℏ χ2ψ
∥∥∥ ⩽ C

∥∥∥⟨τ⟩2k+2
(
Ñ [k],Φ

ℏ − z
)
ψ
∥∥∥+ O

(
ℏN
)

∥ψ∥ .

Démonstration. By applying (2.74) to OpW
ℏ χ2ψ, we have

∥∥∥τ k+1 OpW
ℏ χ2ψ

∥∥∥ ⩽ C
∥∥∥⟨τ⟩k+1

(
Ñ [k],Φ

ℏ − z
)

OpW
ℏ χ2ψ

∥∥∥+ C
∥∥∥OpW

ℏ χ2ψ
∥∥∥ ,

and by calculating the commutator
[
Ñ [k],Φ

ℏ ,OpW
ℏ χ2

]
and using Lemma 2.6.4, we get

∥∥∥τ k+1 OpW
ℏ χ2ψ

∥∥∥ ⩽ C
∥∥∥⟨τ⟩k+1

(
Ñ [k],Φ

ℏ − z
)
ψ
∥∥∥+ O(ℏN) ∥ψ∥ . (2.75)

Likewise, we get
∥∥∥τ 2k+2 OpW

ℏ χ2ψ
∥∥∥ ⩽ C

∥∥∥⟨τ⟩2k+2
(
Ñ [k],Φ

ℏ − z
)
ψ
∥∥∥+ O(ℏN) ∥ψ∥ . (2.76)
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Since γ is bounded, then using (2.75) and Lemma 2.6.4, we get

∥∥∥ℏDσ OpW
ℏ χ2ψ

∥∥∥ ⩽ ∥∥∥∥∥
(
ℏDσ − γ(σ) τ

k+1

k + 1

)
OpW

ℏ χ2ψ

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥γ(σ) τ

k+1

k + 1 OpW
ℏ χ2ψ

∥∥∥∥∥
⩽ C

∥∥∥⟨τ⟩k+1
(
Ñ [k],Φ

ℏ − z
)
ψ
∥∥∥+ O(ℏN) ∥ψ∥ .

Likewise as the proof of [14, Proposition 5.6], we have
∥∥∥(ℏDσ)2 OpW

ℏ χ2ψ
∥∥∥ ⩽ C

∥∥∥⟨τ⟩2k+2
(
N [k],Φ

ℏ − z
)
ψ
∥∥∥+ O

(
ℏN
)

∥ψ∥ ,

and ∥∥∥τ k+1ℏDσ OpW
ℏ χ2ψ

∥∥∥ ⩽ C
∥∥∥⟨τ⟩2k+2

(
N [k],Φ

ℏ − z
)
ψ
∥∥∥+ O

(
ℏN
)

∥ψ∥ .

We now have all the elements to prove Theorem 2.5.7. Using the result of Proposition
2.6.7 and like the same strategy from the proof of [14, Theorem 5.1], we get

cℏ ∥ψ∥ ⩽
∥∥∥⟨τ⟩2k+3

(
Ñ [k],Φ

ℏ − z
)
ψ
∥∥∥+ ℏ

∥∥∥∥χ0

(
σ − sr
Rℏ1/2

)
ψ
∥∥∥∥ ,

for all ψ ∈ Dom
(
Ñ [k],Φ

ℏ

)
. But we use the fact that Ñ [k],Φ

ℏ = e− ig(σ)
ℏ N [k],Φ

ℏ e
ig(σ)

ℏ , then
Theorem 2.5.7 is well established.

2.7 Optimal tangential Agmon estimates

2.7.1 Agmon estimates

Let us give the optimal Agmon estimates for the eigenfunctions of the two operators
N [k]

ℏ,r and N [k]
ℏ . The following corollary is a consequence of Theorem 2.6.1.

Corollary 2.7.1. (Single well) Let c0 > 0. Under Assumption 2.5.1, there exist C, ℏ0 >

0 such that for all ℏ ∈ (0, ℏ0) and all λ eigenvalue of N [k]
ℏ,r such that

∣∣∣λ− µ
[k]
0

∣∣∣ ⩽ c0ℏ, and
all associated eigenfunction Ψ ∈ Dom

(
N [k]

ℏ,r

)
,

∫
R×R

e 2Φ
ℏ |Ψ|2 dsdt ⩽ C ∥Ψ∥2

L2(R×R) .
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Démonstration. By applying Theorem 2.6.1 with ψ = eΦ
ℏ Ψ and z = λ, we get

c
∥∥∥eΦ

ℏ Ψ
∥∥∥ ⩽ ∥∥∥∥χ0

(
σ − sr
Rℏ1/2

)
eΦ

ℏ Ψ
∥∥∥∥ .

Since the function Φ
ℏ is bounded on Supp

(
σ 7→ χ0

(
σ−sr

Rℏ1/2

))
, then

∥∥∥eΦ
ℏ Ψ
∥∥∥ ⩽ C ∥Ψ∥ .

We recall that the two Agmon distances for the two single-well operators N [k]
ℏ,r and

N [k]
ℏ,l , are respectively given by

Φr(σ) =
∫ σ

sr

γr(σ̃)
1

k+2 Reφr(σ̃)dσ̃ and Φl(σ) =
∫ σ

sl

γl(σ̃)
1

k+2 Reφl(σ̃)dσ̃.

We will consider the operator N [k]
ℏ with two wells defined on L2 (Γ × R) ∼ L2 ([−L,L) × R).

For η̂ > 0 small enough, we denote by

Br(η̂) := B(sr, η̂) = (sr − η̂, sr + η̂), and Bl(η̂) := B(sl, η̂) = (sl − η̂, sl + η̂).

We define the two 2L-periodic functions on [−L,+L) so that

Φ̃r(σ) =

Φr(σ) if − L ⩽ σ ⩽ sl − η̂ ,

Φr(σ − 2L) if sl + η̂ ⩽ σ ⩽ L ,

and

Φ̃l(σ) =

Φl(σ + 2L) if − L ⩽ σ ⩽ sr − η̂ ,

Φl(σ) if sr + η̂ ⩽ σ ⩽ L ,

and that Φ̃r > Φ̃l on Bl(η) and Φ̃l > Φ̃r on Br(η).
For θ ∈ (0, 1), we define the function ϕ on Γ by

ϕ =
√

1 − θmin
(
Φ̃r, Φ̃l

)
.

Proposition 2.7.2. (Double well) Let ϵ > 0 and η̂ > 0 small enough. There exist
C, ℏ0 > 0 such that for all ℏ ∈ (0, ℏ0) and all λ eigenvalue of N [k]

ℏ such that
∣∣∣λ− µ

[k]
0

∣∣∣ ⩽
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c0ℏ, and all associated eigenfunction u ∈ Dom
(
N [k]

ℏ

)
,

∫
[−L,L)×R

e
2ϕ
ℏ |u|2 dσdτ ⩽ Ce ϵ

ℏ ∥u∥L2([−L,L)×R) .

Démonstration. Let λ be an eigenvalue of N [k]
ℏ such that

∣∣∣λ− µ
[k]
0

∣∣∣ ⩽ c0ℏ and u the
associated eigenfunction. We denote by χr the smooth cutoff function which is equal to 0
for σ ∈ Bl(η̂) and 1 for σ ∈ Γ \ Bl(2η̂). The function ϕ is defined on [−L,+L), so we will
extend ϕ so that it is defined on R and verifies Assumption 2.5.1. Therefore, we consider
the function ψ = χre

ϕ
ℏ u as a function on R and we apply the Theorem 2.6.1 with z = λ

to obtain that

cℏ
∥∥∥χreϕ

ℏ u
∥∥∥ ⩽ ∥∥∥⟨τ⟩2k+3

(
N [k],ϕ

ℏ − z
)
χre

ϕ
ℏ u
∥∥∥+ ℏ

∥∥∥∥χ0

(
σ − sr

Rℏ1/2

)
e

ϕ
ℏ u
∥∥∥∥ .

By using that u is an eigenfunction of N [k]
ℏ associated with λ, we get

∥∥∥⟨τ⟩2k+3
(
N [k],ϕ

ℏ − z
)
χre

ϕ
ℏ u
∥∥∥ =

∥∥∥⟨τ⟩2k+3
[
N [k]

ℏ , χr
]
u
∥∥∥ .

But Supp (χ′
r) ⊂ (sl − 2η̂, sl − η̂) ∪ (sl + η̂, sl + 2η̂), and so for η̂ small enough, we can

assume that ϕ ⩽ ϵ
2 in Supp

([
N [k]

ℏ , χr
])

. Therefore,

cℏ
∥∥∥χreϕ

ℏ u
∥∥∥ ⩽ e ϵ

2ℏ
∥∥∥⟨τ⟩2k+3

[
N [k]

ℏ , χr
]
u
∥∥∥
L2([−L,L)×R)

+ Cℏ ∥u∥L2([−L,L)×R) .

By the normal Agmon estimates,
∥∥∥χreϕ

ℏ u
∥∥∥ ⩽ Ce ϵ

ℏ ∥u∥L2([−L,L)×R) ,

and by symmetry, we get
∥∥∥χleϕ

ℏ u
∥∥∥ ⩽ Ce ϵ

ℏ ∥u∥L2([−L,L)×R) .
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Since η̂ is small enough, then
∥∥∥eϕ

ℏ u
∥∥∥
L2((−L,+L)×R)

⩽
∥∥∥eϕ

ℏ u
∥∥∥
L2((−L,0)×R)

+
∥∥∥eϕ

ℏ u
∥∥∥
L2((0,+L)×R)

⩽
∥∥∥χreϕ

ℏ u
∥∥∥+

∥∥∥χleϕ
ℏ u
∥∥∥

⩽ Ce ϵ
ℏ ∥u∥L2([−L,L)×R) .

2.7.2 WKB approximation in the right well

In order to perform the tunneling analysis, an explicit approximation of the ground
state energy of the single well operators must be found. This approximation is a direct
consequence of the Theorem 2.6.1.
For η̂ > 0, we denote by Iη̂,r := (sl − 2L+ η̂, sl − η̂). Let ψ[k]

ℏ,r = χη̂,rΨ[k]
ℏ,r, with

• χη,r a smooth cutoff function such that χη̂,r ≡ 1 on I2η̂,r and χη̂,r ≡ 0 on R \ Iη̂,r,
that is to say supp (χη̂,r) ⊂ Iη̂,r.

• Ψ[k]
ℏ,r is the WKB expansions (already defined in Theorem 2.4.3), such that

∥∥∥Ψ[k]
ℏ,r

∥∥∥ =
1.

• Let Πr the orthogonal projection on the first eigenspace span
{
u

[k]
ℏ,r

}
for N [k]

ℏ,r .

Proposition 2.7.3. We have

∥∥∥ψ[k]
ℏ,r − Πrψ

[k]
ℏ,r

∥∥∥
L2(R×R)

= O(ℏ∞).

Démonstration. Using the fact that the spectral gap between the lowest eigenvalues of
N [k]

ℏ,r is of order ℏ (see Theorem 2.4.3) and that

ψ
[k]
ℏ,r − Πrψ

[k]
ℏ,r ∈

(
vect

{
u

[k]
ℏ,r

})⊥
,

the Min-Max principle proves that there exists c > 0 such that

cℏ
∥∥∥ψ[k]

ℏ,r − Πrψ
[k]
ℏ,r

∥∥∥ ⩽ ∥∥∥(N [k]
ℏ,r − µsw1 (ℏ)

)
ψ

[k]
ℏ,r

∥∥∥ ,
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where µsw1 (ℏ) is the smallest eigenvalue of N [k]
ℏ,r associated with u[k]

ℏ,r. Therefore, by applying
Theorem 2.4.3, we get ∥∥∥ψ[k]

ℏ,r − Πrψ
[k]
ℏ,r

∥∥∥
L2(R×R)

= O(ℏ∞).

The following Lemma gives some properties on the weight Φ̂r,N,ℏ introduced in Proposition
2.5.3, and the proof of this Lemma is exactly like that of [16, Lemma 2.6].

Lemma 2.7.4. Let K ⊂ I2η̂ be a compact set. For all N ∈ N∗ there exists ϵ0 > 0 such
that for all ϵ ∈ (0, ϵ0), there exist ℏ0 > 0 and R > 0 such that, for all ℏ ∈ (0, ℏ0), we have

(1) Φ̂r,N,ℏ ⩽ Φr on Iη̂,r.

(2) Φ̂r,N,ℏ = Φ̃r,N,ℏ on K.

(3) Φ̂r,N,ℏ =
√

1 − ϵΦr = Φr,ϵ on suppχ′
η̂,r.

Using Theorem 2.6.1, Lemma 2.7.4, we follow the same proof as [14, Proposition 6.3]
(that of [16, Proposition 2.7] as well) and we obtain the following Proposition.

Proposition 2.7.5. We have

e
Φr
ℏ
(
Ψ[k]

ℏ,r − u
[k]
ℏ,r

)
= O(ℏ∞),

and
⟨τ⟩k+1e

Φr
ℏ
(
Ψ[k]

ℏ,r − u
[k]
ℏ,r

)
= O(ℏ∞),

in C1 (K;L2 (R × R)), where K ⊂ I2η̂,r is a compact set.

2.8 Interaction matrix and tunneling effect

The goal of this section is to estimate the difference between the first two eigenvalues,
ν2(ℏ) − ν1(ℏ), of the operator N [k]

ℏ which is defined in (2.20). For this, we will follow
the same strategy as in [16] and [14]. We denote by µsw1 (ℏ) the common “single well"
groundstate energy of operators N [k]

ℏ,r,0 and N [k]
ℏ,l,0. By Corollary 2.7.1, Proposition 2.7.2

and the Min-Max principle, we get

µsw1 (ℏ) − Õ
(
e− S

ℏ
)
⩽ ν1(ℏ) ⩽ ν2(ℏ) ⩽ µsw1 (ℏ) + Õ

(
e− S

ℏ
)
,
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where we recall S is defined in (2.7) and Õ is defined in [16, Notation 3.3].

First, we will construct an orthonormal basis of

E =
2⊕
i=1

Ker
(
N [k]

ℏ − νi(ℏ)
)
,

and we will write the matrix of the operator N [k]
ℏ in this basis. For that, we will start

with two functions u[k]
ℏ,r and u

[k]
ℏ,l (the two eigenfunctions of N [k]

ℏ,r,0 and N [k]
ℏ,l,0 respectively

associated with the same first eigenvalue µsw1 (ℏ)). Inspired from (2.23) and (2.25), we
define the two functions ϕ[k]

ℏ,r and ϕ
[k]
ℏ,l by

ϕ
[k]
ℏ,r(σ, τ) =

e−iβ0σ/ℏk+2
u

[k]
ℏ,r(σ, τ) if − L ⩽ σ ⩽ sl − η̂/2,

e−iβ0(σ−2L)/ℏk+2
u

[k]
ℏ,r(σ − 2L, τ) if sl + η̂/2 ⩽ σ ⩽ L,

and

ϕ
[k]
ℏ,l(σ, τ) =

e−iβ0(σ+2L)/ℏk+2
u

[k]
ℏ,l(σ + 2L, τ) if − L ⩽ σ ⩽ sr − η̂/2,

e−iβ0σ/ℏk+2
u

[k]
ℏ,l(σ, τ) if sr + η̂/2 ⩽ σ ⩽ L.

We will truncate these two functions so that they are defined on Γ × R, and then we will
build from these two functions a basis of E .

For α ∈ {l, r}, we introduce the quasimodes f [k]
ℏ,α defined on Γ × R by

f
[k]
ℏ,α = χη,αϕ

[k]
ℏ,α

where χη,r is the cut-off function introduced in the beginning of Section 2.7.2, χη,l = Uχη,r

is defined by the symmetry operator (see Section 2.3.2).

Let Π be the orthogonal projection on E , and consider the new quasimodes, for α ∈
{l, r},

g
[k]
ℏ,α = Πf [k]

ℏ,α.

By Proposition 2.7.2, we have (see Section 3 of [16])

⟨f [k]
ℏ,α, f

[k]
ℏ,β⟩ = 1 + Õ

(
e− 2S

ℏ
)

if α = β,

⟨f [k]
ℏ,α, f

[k]
ℏ,β⟩ = Õ

(
e− S

ℏ
)

if α ̸= β,
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and ∥∥∥g[k]
ℏ,α − f

[k]
ℏ,α

∥∥∥+
∥∥∥∂s (g[k]

ℏ,α − f
[k]
ℏ,α

)∥∥∥ = Õ
(
e− S

ℏ
)
.

The base
{
g

[k]
ℏ,l , g

[k]
ℏ,r

}
is a priori not orthonormal, and by the Gram-Schmidt process, we

can transform it to an orthonormal basis Bℏ =
{
g̃

[k]
ℏ,l , g̃

[k]
ℏ,r

}
defined by

g̃
[k]
ℏ,α = g

[k]
ℏ,αG

− 1
2 ,

where G is the Gram-Schmidt matrix
(
⟨g[k]

ℏ,α, g
[k]
ℏ,β⟩

)
α,β∈{l,r}

. With this construction, Bℏ is

an orthonormal basis of E . Let M be the matrix of N [k]
ℏ relative to the basis Bℏ given by

M =
(
⟨N [k]

ℏ g̃
[k]
ℏ,α, g̃

[k]
ℏ,β⟩

)
α,β∈{l,r}

.

We have
Spec (M) = {ν1(ℏ), ν2(ℏ)}.

Then, using [16, Proposition 3.11], we get

ν2(ℏ) − ν1(ℏ) = 2 |wl,r| + Õ
(
e− 2S

ℏ
)
, wl,r = ⟨r[k]

ℏ,l , f
[k]
ℏ,r⟩, (2.77)

where r[k]
ℏ,α =

(
N [k]

ℏ − µsw1 (ℏ)
)
f

[k]
ℏ,α for α ∈ {l, r}.

The goal is now to estimate the interaction term wl,r. By integration by parts (see [14,
Lemma 7.1]), we have

wl,r = iℏ(wul,r + wdl,r), (2.78)

with
wul,r =

∫
R
a−1
ℏ

(
ϕ

[k]
ℏ,lDℏϕ

[k]
ℏ,r + Dℏϕ

[k]
ℏ,lϕ

[k]
ℏ,r

)
(0, τ)dτ,

and
wdl,r = −

∫
R
a−1
ℏ

(
ϕ

[k]
ℏ,lDℏϕ

[k]
ℏ,r + Dℏϕ

[k]
ℏ,lϕ

[k]
ℏ,r

)
(−L, τ)dτ,

where
Dℏ = ℏDσ + ℏ−k−1β0 − γ(σ) τ

k+1

k + 1 − ℏδ̃(σ)cµ
τ k+2

k + 2 + ℏ2cµO(τ k+3),

and aℏ is defined in (2.19).
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By the explicit form of ϕ[k]
ℏ,α, we can write

wul,r =
∫
R
a−1
ℏ u

[k]
ℏ,l

(
ℏDσ − γ(σ) τ

k+1

k + 1 − ℏδ̃(σ)cµ
τ k+2

k + 2 + ℏ2cµO(τ k+3)
)
u

[k]
ℏ,r(0, τ)dτ

+
∫
R
a−1
ℏ

(
ℏDσ − γ(σ) τ

k+1

k + 1 − ℏδ̃(σ)cµ
τ k+2

k + 2 + ℏ2cµO(τ k+3)
)
u

[k]
ℏ,lu

[k]
ℏ,r(0, τ)dτ.

By Proposition 2.7.5, the explicit expression of the WKB solution in Theorem 2.4.3 and
the fact that Φr(0) + Φl(0) = Su, the expression for wul,r is given by

wul,r =
∫
R
a−1
ℏ Ψ[k]

ℏ,l

(
ℏDσ − γ(σ) τ

k+1

k + 1 − ℏδ̃(σ)cµ
τ k+2

k + 2 + ℏ2cµO(τ k+3)
)

Ψ[k]
ℏ,r(0, τ)dτ

+
∫
R
a−1
ℏ

(
ℏDσ − γ(σ) τ

k+1

k + 1 − ℏδ̃(σ)cµ
τ k+2

k + 2 + ℏ2cµO(τ k+3)
)

Ψ[k]
ℏ,lΨ

[k]
ℏ,r(0, τ)dτ + Õ(ℏ∞)e− Su

ℏ .

Since Ψ[k]
ℏ,l(0, τ) = UΨ[k]

ℏ,r(0, τ) and Ψ[k]
ℏ,r(σ, τ) = a

[k]
1,ℏ(σ, τ)e− Φr(σ)

ℏ e
igr(σ)

ℏ (see Theorem 2.4.3),
we get

e
Su
ℏ wul,r =

∫
R
a−1
ℏ Ua

[k]
1,ℏ

(
ℏDσ + iΦ′

r(σ) + g′
r(σ) − γ(σ) τ

k+1

k + 1

)
a

[k]
1,ℏ(0, τ)dτ

+
∫
R
a−1
ℏ

(
ℏDσ − iΦ′

r(−σ) + g′
r(−σ) − γ(σ) τ

k+1

k + 1

)
Ua

[k]
1,ℏa

[k]
1,ℏ(0, τ)dτ + Õ(ℏ),

with
gr(σ) =

∫ σ

0
γr(σ̃)

1
k+2

(
ξ

[k]
0 − Im φr(σ̃)

)
dσ̃,

where the function φr is defined in Lemma 2.4.1. Therefore,

e
Su
ℏ wul,r = 2

∫
R
a−1
ℏ

(
iΦ′

r(0) + g′
r(0) − γ(0) τ

k+1

k + 1

)
Ua

[k]
1,ℏa

[k]
1,ℏ(0, τ)dτ + O(ℏ).

We recall that by Theorem 2.4.3, we have a[k]
1,ℏ = a

[k]
1,0 + O(ℏ), with

a
[k]
1,0(σ, τ) = f1,0(σ)u[k]

σ,wr(σ) and wr(σ) = iΦ′
r(σ) + gr(σ).

Using the expression of f1,0 in Remark 2.4.2, we get

e
Su
ℏ wul,r = f̃1,0(0)2e−2iα1,0(0)

∫
R

2
(
wr(0) − γr(0) τ

k+1

k + 1

)(
u

[k]
0,wr(0)

)2
dτ + O(ℏ). (2.79)
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Using (2.28), we have

∫
R

2
(
wr(0) − γr(0) τ

k+1

k + 1

)(
u

[k]
0,wr(0)

)2
dτ =

∫
R

((
∂ξM[k]

x,ξ

)
0,wr(0)

u
[k]
0,wr(0)(τ)

)
u

[k]
0,wr(0)(τ)dτ

= ∂ξµ
[k](0,wr(0)).

According to Remark 2.4.2, we can write

f̃1,0(0)2 = ζ1/2π−1/2Au and − i∂ξµ[k](0,wr(0)) = Vr(0).

Therefore, we get

ie
Su
ℏ wul,r = ζ1/2π−1/2Vr(0)Aue−2iα1,0(0) + O(ℏ). (2.80)

By the same method, we can obtain

−ie
Sd
ℏ wdl,r = ζ1/2π−1/2Vr(−L)Ade−2iα1,0(−L)e−2iβ0L/ℏk+2−2igr(−L)/ℏ + O(ℏ), (2.81)

where Ad is defined in (2.10).

By combining (2.78), (2.80) and (2.81), we get

wl,r =ℏζ1/2π−1/2
(
Vr(0)Aue−2iα1,0(0)e− Su

ℏ + Vr(−L)Ade−2iα1,0(−L)e−2iβ0L/ℏk+2−2igr(−L)/ℏe− Sd
ℏ

)
+ e− S

ℏ O(ℏ2).

By multiplying wl,r by exp
(
igr(−L)/ℏ + i(α1,0(0) + α1,0(−L)) + iβ0L/ℏk+2

)
, and using

(2.77) and the fact that ℏ = h
1

k+2 , we get

ν2(ℏ) − ν1(ℏ) = 2 |ŵl,r| + e− S
h1/(k+2) O(h

2
k+2 ),

with

ŵl,r = ζ1/2π−1/2h
1

k+2

(
Vr(0)Aue− Su

h1/(k+2) eiLf(h) + Vr(−L)Ade− Sd
h1/(k+2) e−iLf(h)

)
,

where f(h) = gr(−L)
h1/(k+2)L

− α0 + β0/h and α0 is defined in (2.52).
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Finally, combining this result with Proposition 2.2.4, we get

λ2(h) − λ1(h) = 2 |w̃l,r| + e− S
h1/(k+2) O(h2),

with

w̃l,r = ζ1/2π−1/2h
2k+3
k+2

(
Vr(0)Aue− Su

h1/(k+2) eiLf(h) + Vr(−L)Ade− Sd
h1/(k+2) e−Lif(h)

)
,

which ends the proof of Theorem 2.1.2.
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Chapitre 3

SPECTRAL ASYMPTOTICS OF THE

NEUMANN LAPLACIAN WITH VARIABLE

MAGNETIC FIELD ON A SMOOTH

BOUNDED DOMAIN IN THREE

DIMENSIONS

3.1 Motivation and main result

3.1.1 The operator

Let Ω ⊂ R3 be a smooth connected open bounded domain. We consider A : Ω → R3

a smooth magnetic vector potential. The associated magnetic field is given by

B(x) = ∇ × A(x) ,

and assumed to be non vanishing on Ω. For h > 0, we consider the selfadjoint operator

Lh = (−ih∇ − A)2 (3.1)

with domain

Dom(Lh) = {ψ ∈ H2(Ω) : n · (−ih∇ − A)ψ = 0 on ∂Ω} ,

where n is the outward pointing normal to the boundary.
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The associated quadratic form is defined, for all ψ ∈ H1(Ω), by

∀ψ ∈ H1(Ω) , Qh(ψ) =
∫

Ω
|(−ih∇ − A)ψ|2 dx.

Since Ω is smooth and bounded, the operator Lh has compact resolvent and we can
consider the non-decreasing sequence of its eigenvalues (λn(h))n⩾1 (repeated according to
their multiplicities). The aim of this article is to describe the behavior of the eigenvalues
λn(h) in the semiclassical limit h → 0.

3.1.2 The operator on a half-space with constant magnetic field

The boundary of Ω has an important influence on the spectral asymptotics. Let us
consider x0 ∈ ∂Ω and the angle θ(x0) ∈

[
−π

2 ,
π
2

]
given by

B(x0) · n(x0) = ∥B(x0)∥ sin(θ(x0)) .

Near x0, one will approximate Ω by the half-space R3
+ = {(r, s, t) ∈ R3 : t > 0} (the va-

riable t playing the role of the distance to the boundary). Then, this will lead to consider
the Neumann realization of

Lθ = (Dr − t cos θ + s sin θ)2 +D2
s +D2

t

in the ambient space L2(R3
+), which already appeared in [77] in the context of Ginzburg-

Landau theory. The corresponding magnetic field is b(θ) = (0, cos θ, sin θ). We let

e(θ) = inf sp(Lθ) .

It is well-known (see [50], [77], and also [91, Section 2.5.2]) that e is even, continuous and
increasing on

[
0, π2

]
(from Θ0 := e(0) ∈ (0, 1) to 1) and analytic on

(
0, π2

)
. Moreover, we

can prove that, for all θ ∈
(
0, π2

)
, e(θ) is also the groundstate energy of the Neumann

realization of the "Lu-Pan" operator, acting on L2(R2
+),

Lθ = (t cos θ − s sin θ)2 +D2
s +D2

t , (3.2)

see [91, Section 0.1.5.4]. In this case, the groundstate energy belongs to the discrete
spectrum and it is a simple eigenvalue.

110



3.1. Motivation and main result

These considerations lead to introduce the function β on the boundary.

Definition 3.1.1. We let, for all x ∈ ∂Ω,

β(x) = ∥B(x)∥e(θ(x)) .

3.1.3 Context, known results and main theorem

The function β plays a central role in the semiclassical spectral asymptotics. The one-
term asympotics of λ1(h) is established in [77] (see also [93] and [34] where additionnal
details are provided).

Theorem 3.1.2 (Lu-Pan ’00). We have

λ1(h) = hmin(bmin, βmin) + o(h) ,

where bmin = minx∈Ω ∥B(x)∥ and βmin = minx∈∂Ω β(x).

When B is constant (or with constant norm), more accurate estimates of the ground-
state energy have been obtained in [49] and in [95, 43]. When looking at Theorem 3.1.2,
natural questions can be asked. Can we describe more than the groundstate energy ? Is
the groundstate energy a simple eigenvalue ? In three dimensions, most of the results in
this direction have been obtained rather recently :

— When bmin < βmin, we can prove that the boundary is essentially not seen by the
eigenfunctions with low eigenvalues and that they are localized near the minima of
∥B∥. Then, if the minimum is unique and non-degenerate, the analysis of [60] applies
and it can be established that

λn(h) = bminh+ C0h
3
2 + (C1(2n− 1) + C2)h2 + o(h2) ,

where the constants (C0, C1, C2) ∈ R × R+ × R reflect the classical dynamics in a
magnetic field.

— When B is constant (or with constant norm), we can prove that βmin < bmin and that
βmin = Θ0∥B∥. In this case, the eigenfunctions with low eigenvalues are localized near
the points of the boundary where the magnetic field is tangent, that is where e(θ(x)) is
minimal. Assuming that the magnetic field becomes generically tangent to the boun-
dary along a nice closed curve and assuming also a non-degeneracy assumption, we
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have, from [61],

λn(h) = βminh+ C0h
4
3 + C1h

3
2 + (C2(2n− 1) + C3)h

5
3 + o(h2) ,

for some constants (C0, C1, C2, C3) ∈ R2 × R+ × R.
The result in [61] is stated in the case of a constant magnetic field, but only the fact that
its norm is constant is actually used in the analysis, see [61, Section 3.2.1]. Note that
without the additionnal non-degeneracy assumption and stopping the analysis before
[61, Section 5.6], this work provides us with the two-term expansion. This observation
is motivated by [43], where the two-term expansion of the groundstate energy has been
obtained independently and where examples are also analyzed in detail.

When βmin < bmin and when ∥B∥ is variable, it seems that less is known. The first
estimates of the low-lying eigenvalues, and not only of the first one, are done in [93] (see
also [92]), where an upper bound is obtained under a generic assumption (see Assumption
3.1.3 below) :

λn(h) ⩽ βminh+ C0h
3
2 + (C1(2n− 1) + C2)h2 + o(h2) , (3.3)

for some constants (C0, C1, C2) ∈ R × R+ × R and where C1 is explicitly given by

C1 =

√
det Hessx0β

2∥B(x0)∥ sin θ(x0)
.

The upper bound (3.3) is obtained by means of construction of quasimodes in local coor-
dinates near the minimum of β and involves a number of rather subtle algebraic cancel-
lations. At a conference in Dijon in March 2010, S. Vũ Ngo.c suggested to the last author
that these algebraic cancellations were the signs of a hidden normal form. At the same
conference, J. Sjöstrand also suggested that a dimensonal reduction in the Grushin spirit
(see the remarkable survey [101]) could provide us with the lower bound. Retrospectively,
we will see that both of them were somewhat right, but that some microlocal technics
needed to be developed further in order to tackle the problem in an efficient way.

Until now, the matching lower bound to (3.3) has only been obtained for a toy model
in the case of a flat boundary with an explicit polynomial magnetic field, see [94]. The
aim of this article is to establish a lower bound that matches to (3.3) in the general case.
To do so, we will, of course, work under the same assumption as in [93].
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Assumption 3.1.3. The function β has a unique minimum, which is non-degenerate. It
is attained at x0 ∈ ∂Ω and we have

θ(x0) ∈
(

0, π2

)
. (3.4)

Moreover, we have

βmin = β(x0) = min
x∈∂Ω

β(x) < min
x∈Ω

∥B(x)∥ = bmin .

The main result of this article is a three-term expansion of the n-th eigenvalue of Lh.
Thereby, it completes the picture described above.

Theorem 3.1.4. Under Assumption 3.1.3, the exist C0, C1 ∈ R such that for all n ⩾ 1,
we have

λn(h) =
h→0

βminh+ C0h
3
2 +


√

det Hessx0β

∥B(x0)∥ sin θ(x0)

(
n− 1

2

)
+ C1

h2 + o(h2) .

In particular, for all n ⩾ 1, λn(h) becomes a simple eigenvalue as soon as h is small
enough.

3.1.4 Organization and strategy of the proof

In Section 3.2, we recall the already known results of localization of the eigenfunctions
near x0. This formally reduces the spectral analysis to a neighborhood of x0. This sug-
gests to introduce local coordinates near x0. These coordinates (r, s, t) are adapted to the
geometry of the magnetic field : the coordinate s is the curvilinear coordinate along the
projection of the magnetic field on the boundary (we use here that θ(x0) < π

2 ), the coordi-
nate r is the geodesic coordinate transverse to s, and t is the distance to the boundary. A
rather similar coordinate system has been used and described in [61] (inspired from [49]).
Then, the local action of the operator is described in Section 3.2.3 where we perform a
Taylor expansion with respect to the normal variable t only. After a local change of gauge,
this makes an approximate magnetic vector potential appear, see (3.14). In Section 3.2.3,
we define a new operator on L2(R3

+) by extending the coefficients, seen as functions of
(r, s) defined near (0, 0), to functions on R2. Since this extension occurs away from the
localization zone of the eigenfunctions, we get a new operator L app

h whose spectrum is
close to that of Lh, see Proposition 3.2.11.
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In Section 3.3, we perform the analysis of L app
h with the help of the change of coordi-

nates (r, s) 7→ J (r, s) = (u1, u2), whose geometric role is to make the normal component
of the magnetic field constant (here, we use θ(x0) > 0). This idea is reminiscent of the
recent work [85] in two dimensions, see [85, Prop. 2.2]. We are reduced to the spectral ana-
lysis of the operator Nh, see (3.17). Then, we conjugate Nh by means of tangential Fourier
transform (in the direction u1) and a translation/dilation T (after these transforms, the
variable u1 becomes z). After these explicit transforms, we get a new operator N ♯

ℏ , which
can be seen as a differential operator of order two in the variables (z, t) with coefficients
that are h-pseudodifferential operators (with an expansion in powers of ℏ = h

1
2 ) in the

variable u2 only, see (3.25). Its eigenfunctions are localized in (z, t), see Proposition 3.3.3
and Remark 3.3.4.

In Section 3.4, this localization with respect to z suggests to insert cutoff functions
in the coefficients of our operator. By doing this, we get the operator N ♭

ℏ , see (3.26).
The advantage of N ♭

ℏ is that it can be considered as a pseudodifferential operator with
operator-valued symbol in a reasonable class S(R2, N), see Proposition 3.4.2. The principal
operator symbol n0(u, υ) is unitarily equivalent to the Lu-Pan operator ∥B(υ,−u)∥Lθ(υ,−u)

(where we make here a slight abuse of notation by forgetting the reference to the local
coordinates on the boundary), see Proposition 3.4.4. Then, we may construct an inverse
for n0 − Λ by means of the so-called Grushin formalism, as soon as Λ is close to βmin,
see Lemma 3.4.5. This is the first step in the approximate parametrix construction for
N ♭

ℏ − Λ given in Proposition 3.4.7, which is the key of the proof of Theorem 3.1.4. Let
us emphasize that this parametrix construction is inspired by [66] and based on ideas
developed by A. Martinez and J. Sjöstrand. This formalism has recently been used in
[61] in three dimensions (see also [15, 36, 30] in the case of two dimensions). At a formal
level, this parametrix construction relates the kernel of N ♭

ℏ − Λ to that of an effective
pseudodifferential operator Q±

ℏ (Λ), see (3.31).

Section 3.5 is devoted to relate the spectrum of N ♯
ℏ to that of the effective operator

(peff
ℏ )W , see (3.34). Note that the effective operator is an operator in one dimension. This

contrasts with [61] where a double Grushin reduction is used : here, this reduction is done
in one step with the help of the Lu-Pan operator. The quasi-parametrix in Proposition
3.4.7 is the bridge between the spectra of N ♯

ℏ and (peff
ℏ )W .

We emphasize that we have to be very careful when studying this connection since the
symbol of the effective operator is not necessarily real-valued (only its principal symbol
p0 is a priori real). This contrasts again with [61] and all the previous works on the
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subject. This non-selfadjointness comes from the fact that Nh is not selfadjoint on the
canonical L2-space, but on a weighted L2-space. That is why a short detour in the world
of non-selfadjoint operators is used in Section 3.5. In fact, one will not need the operator
(peff

ℏ )W more than its approximation (pmod
ℏ )W near the minimum of p0, see Section 3.5.1.

This approximation is a complex perturbation of the harmonic oscillator. Its spectrum is
well-known as well as the behavior of its resolvent.

In Section 3.5.2, we use rescaled Hermite functions to construct quasimodes for N ♯
ℏ .

This shows that the spectrum of the model operator is in fact real and we get an accurate
upper bound of λn(N ♯

ℏ ) in (3.37). This reproves in a much shorter way (3.3) (see [93,
Theorem 1.5] where the convention ∥B(x0)∥ = 1 is used). Section 3.5.2 is devoted to
establish the corresponding lower bound (by using in particular that the eigenvalues of
the non-selfadjoint operator (pmod

ℏ )W have algebraic multiplicity 1).

3.2 Localization near x0 and consequences

3.2.1 Localization estimates

In this section, we gather some already known localization properties of the eigenfunc-
tions, see [92].

Proposition 3.2.1 (Localization near the boundary). Under Assumption 3.1.3, for all
ϵ > 0 such that βmin + ϵ < bmin, there exist α,C, h0 > 0 such that, for all h ∈ (0, h0) and
all eigenfunctions ψ of Lh associated with an eigenvalue λ ⩽ (βmin + ϵ)h, we have

∫
Ω
e

2αdist(x,∂Ω)√
h |ψ|2dx ⩽ C∥ψ∥2. (3.5)

For δ > 0, we consider the δ-neighborhood of the boundary given by

Ωδ := {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) < δ} .

Due to Proposition 3.2.1, in the following, we take

δ = h
1
2 −η

for η ∈ (0, 1
2). We consider Lh,δ = (−ih∇ − A)2 the operator with magnetic Neumann

condition on ∂Ω and Dirichlet condition on ∂Ωδ \ ∂Ω.
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Corollary 3.2.2. Let n ⩾ 1. There exist C, h0 > 0 such that for all h ∈ (0, h0),

λn(Lh,δ) − Ce−Ch−η

⩽ λn(Lh) ⩽ λn(Lh,δ) .

Thanks to Corollary 3.2.2, we may focus on the spectral analysis of Lh,δ. The following
proposition can be found in [34, Chapter 9] and [50, Theorem 4.3] (see also the proof of
[61, Prop. 2.9]).

Proposition 3.2.3 (Localization near x0). Let M > 0. There exist C, h0 > 0 and α > 0
such that, for all h ∈ (0, h0), and all eigenfunctions ψ of Lh,δ associated with an eigenvalue
λ such that λ ⩽ βminh+Mh

3
2 , we have

∫
Ωδ

e
2αdist(x,∂Ω)√

h |ψ(x)|2 dx+
∫

Ωδ

e
2α∥x−x0∥2

h1/4 |ψ(x)|2 dx ⩽ C ∥ψ∥2 . (3.6)

Proposition 3.2.3 invites us to consider a local chart near x0 and to write the operator
in the corresponding coordinates. In order to simplify our analysis, we construct below a
system of coordinates compatible with the geometry of the magnetic field.

3.2.2 Adapted coordinates near x0

This section is devoted to introduce coordinates adapted to the magnetic field. Most
of the properties of our coordinates system have been established in [61].

Coordinate in the direction of the magnetic field on the boundary

We set
b(x) = B(x)

∥B(x)∥ ,

and we consider its projection on the tangent plane at x ∈ ∂Ω :

b∥(x) = b(x) − ⟨b(x),n(x)⟩n(x) ,

where n is the outward pointing normal.
Due to Assumption 3.1.3, near x0, the vector field b∥ does not vanish. This allows to

consider the unit vector field
f(x) = b∥(x)

∥b∥(x)∥
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and the associated integral curve γ given by

γ′(s) = f(γ(s)) , γ(0) = x0 ,

which is well-defined on (−s0, s0) for some s0 > 0. Clearly, γ is smooth and with values
in ∂Ω.

Coordinates on the boundary

Denoting by K the second fundamental form of ∂Ω associated to the Weingarten map
defined by

∀U, V ∈ Tx∂Ω , Kx(U, V ) = ⟨dnx(U), V ⟩ ,

we can consider the ODE with parameter s of unknown r 7→ γ(r, s)

∂2
rγ(r, s) = −K(∂rγ(r, s), ∂rγ(r, s))n(γ(r, s)) ,

with initial conditions

γ(0, s) = γ(s) , ∂rγ(0, s) = −γ′(s)⊥ ,

where ⊥ is understood in the tangent space. The minus is here so that (∂rγ, ∂sγ,n) is a
direct orthonormal basis. This ODE has a unique smooth solution (−r0, r0) × (−s0, s0) ∋
(r, s) 7→ γ(r, s) where r0 > 0 is chosen small enough. Let us gather the important proper-
ties of (r, s) 7→ γ(r, s). Their proofs may be found in [61].

Proposition 3.2.4. The function (r, s) 7→ γ(r, s) is valued in ∂Ω. Moreover, we have

|∂rγ(r, s)| = 1 , ⟨∂rγ, ∂sγ⟩ = 0 .

In this chart γ, the first fundamental form on ∂Ω is given by the matrix

g(r, s) =
1 0

0 α(r, s)

 , α(r, s) = |∂sγ(r, s)|2 .

For all s ∈ (−s0, s0), we have α(0, s) = 1 and ∂sα(0, s) = 0.
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Coordinates near the boundary

We consider the tubular coordinates associated with the chart γ :

y = (r, s, t) 7→ Γ(r, s, t) = γ(r, s) − tn(γ(r, s)) = x . (3.7)

The map Γ is a smooth diffeomorphism from Q0 := (−r0, r0)×(−s0, s0)×(0, t0) to Γ(Q0),
as soon as t0 > 0 is chosen small enough. The differential of Γ can be written as

dΓy = [(Id − tdn)(∂rγ), (Id − tdn)(∂sγ),−n] , (3.8)

and the Euclidean metrics becomes

G = (dΓ)TdΓ =
g 0

0 1

 , (3.9)

with

g(r, s, t) =
 ∥(Id − tdn)(∂rγ)∥2 ⟨(Id − tdn)(∂rγ), (Id − tdn)(∂sγ)⟩

⟨(Id − tdn)(∂rγ), (Id − tdn)(∂sγ)⟩ ∥(Id − tdn)(∂sγ)∥2

 .

We have g(r, s) = g(r, s, 0), where g is defined in Proposition 3.2.4.

The magnetic form in tubular coordinates

In this section, we discuss the expression of the magnetic field in the coodinates induced
by Γ. This discusssion can be found in [91, Section 0.1.2.2] and [61, Section 3.2]. We
consider the 1-form

σ = A · dx =
3∑
ℓ=1

Aℓdxℓ .

Its exterior derivative is the magnetic 2-form

ω = dσ =
∑

1⩽k<ℓ⩽3
(∂kAℓ − ∂ℓAk)dxk ∧ dxℓ ,

which can also be written as

ω = B3dx1 ∧ dx2 −B2dx1 ∧ dx3 +B1dx2 ∧ dx3 .
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Note also that
∀U, V ∈ R3 , ω(U, V ) = [U, V,B] = ⟨U × V,B⟩ .

Let us now consider the effect of the change of variables Γ(y) = x. We have

Γ∗σ =
3∑
j=1

Ãjdyj , Ã = (dΓ)T ◦ A ◦ Γ , (3.10)

and
Γ∗ω = Γ∗dσ = d(Γ∗σ) = [·, ·,∇ × Ã] .

This also gives that, for all U, V ∈ R3,

[dΓ(U), dΓ(V ),B] = [U, V,∇ × Ã] , or det dΓ[·, ·, dΓ−1(B)] = [·, ·,∇ × Ã] ,

so that,
∇ × Ã = (det dΓ) dΓ−1(B) .

Note then that using (3.9) we get

|g|−
1
2 ∇ × Ã = B , (3.11)

where B(y) := dΓ−1
y (B(x)) corresponds to the coordinates of B(y) in the image of the

canonical basis by dΓy. With our specific change of coordinates (3.7), we have

B = dΓ(B) = B1 (Id −tdn) (∂rγ) + B2 (Id −tdn) (∂sγ) − B3n .

For all x ∈ ∂Ω, i.e. t = 0, we have

B(x) = B1(r, s, 0)∂rγ + B2(r, s, 0)∂sγ − B3(r, s, 0)n(γ(r, s)) ,

∥B(x)∥2 = B2
1(r, s, 0) + α(r, s)B2

2(r, s, 0) + B2
3(r, s, 0) .

(3.12)

Moreover, we have

B1(r, s, 0) = ⟨B, ∂rγ⟩ , α(r, s)B2(r, s, 0) = ⟨B, ∂sγ⟩ , B3(r, s, 0) = −⟨B,n⟩ .
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Note that our choice of coordinate s (along the projection of the magnetic field on the
tangent plane) and of transverse coordinate r implies that

B1(0, s, 0) = 0 , B2(0, s, 0) > 0 ,

thanks to Assumption 3.1.3.

Definition 3.2.5. In a neighbordhood of (0, 0), we can consider the unique smooth func-
tion θ such that

B (γ(r, s)) · n (γ(r, s)) = ∥B (γ(r, s))∥ sin θ(r, s)

and satisfying θ(r, s) ∈
(
0, π2

)
. With a sligh abuse of notation, we let

β(r, s) = ∥B(γ(r, s))∥e(θ(r, s)) .

Remark 3.2.6. We have

B3(r, s) = − ∥B(γ(r, s))∥ sin (θ(r, s)) .

Moreover, since B2 > 0 and α(0, s) = 1,

B2(0, s, 0) = ∥B(γ(0, s))∥ cos θ(0, s) , B3(0, s, 0) = −∥B(γ(0, s))∥ sin θ(0, s) .

In fact, we can choose a suitable explicit Ã such that (3.11) holds in a neighborhood
of (0, 0, 0).

Lemma 3.2.7. Considering

Ã1(r, s, t) =
∫ t

0
[|g|

1
2 B2](r, s, τ)dτ ,

Ã2(r, s, t) = −
∫ t

0
[|g|

1
2 B1](r, s, τ)dτ +

∫ r

0
[|g|

1
2 B3](u, s, 0)du ,

Ã3(r, s, t) = 0 ,

we have ∇ × Ã(r, s, t) = |g| 1
2 B(r, s, t).

Démonstration. It follows from a straightforward computation and the fact that |g| 1
2 B is

divergence-free.
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Remark 3.2.8. Note that the proof of Lemma 3.2.7 does not involve global geometric
quantities on the boundary as in [61, Prop. 3.3] since our analysis is local near x0.

3.2.3 First approximation of the magnetic Laplacian in local
coordinates

If the support of ψ is close enough to x0, we may express Qh(ψ) in the local chart
given by Γ(y) = x. Letting ψ̃(y) = ψ ◦ Γ(y), we have then

Qh(ψ) =
∫

⟨G−1(−ih∇y − Ã(y))ψ̃, (−ih∇y − Ã(y))ψ̃⟩|g|
1
2 dy .

In the Hilbert space L2(|g| 1
2 dy), the operator locally takes the form

|g|−
1
2 (−ih∇y − Ã(y)) · |g|

1
2 G−1(−ih∇y − Ã(y)) , (3.13)

where G is defined in (3.9). From now on, the analysis deviates from [61].

Expansion with respect to t

Due to the localization near the boundary at the scale h 1
2 , we are led to replace Ã by

its Taylor expansion Ã[3] at order 3 and g and G by their Taylor expansions at the order
2. We let

Ã
[3]
1 (r, s, t) = t[|g|

1
2 B2](r, s, 0) + C2t̂

2 + C3t̂
3 ,

Ã
[3]
2 (r, s, t) = −t[|g|

1
2 B1](r, s, 0) + F (r, s) + E2t̂

2 + E3t̂
3 ,

Ã
[3]
3 (r, s, t) = 0 ,

(3.14)

where t̂ = tχ(h− 1
2 +ηt) for some smooth cutoff function χ equal to 1 near 0 and where

F (r, s) =
∫ r

0
[|g|

1
2 B3](ℓ, s, 0)dℓ , (3.15)

and the functions Cj(r, s) and Ej(r, s) are smooth. We emphasize that we only truncate
the terms of order at least 2 in t in the above expression.

Due to Assumption 3.1.3, (r, s) 7→ (F (r, s), s) is a smooth diffeomorphism on a neigh-
borhood of (0, 0).
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We also consider the expansions

|g|
1
2 (r, s, t) = m(r, s, t) + O(t3) , G−1 = M(r, s, t)−1 + O(t3) ,

with

m(r, s, t) = a0(r, s) + t̂a1(r, s) + t̂2a2(r, s) , M(r, s, t) = M0(r, s) + t̂M1(r, s) + t̂2M2(r, s) .

Recall that |g|(r, s, 0) = α(r, s).

Extension of the functions of the tangential variables

It will be convenient to work on the half-space R3
+ instead of a neighborhood of (0, 0, 0).

Given ϵ0 > 0, consider a smooth odd function ζ : R → R such that ζ(x) = x on [0, ϵ0]
and ζ(x) = 2ϵ0, for all x ⩾ 2ϵ0. In particular, ∥ζ∥∞ = 2ϵ0. We let

Z(r, s) = (ζ(r), ζ(s)) .

The following lemma is a straightforward consequence of Assumption 3.1.3.

Lemma 3.2.9. For ϵ0 small enough, the function β̂ = β ◦ Z : R2 → R+ is smooth and
has a unique minimum (at (0, 0)), which is non-degenerate and not attained at infinity.

Let us now replace the function B : (r, s) 7→ α(r, s) 1
2 B(r, s, 0) by B ◦ Z in (3.14) and

(3.15). We replace the other coefficients Cj and Ej by Cj ◦ Z and Ej ◦ Z. Note that we
have the following.

Lemma 3.2.10. For ϵ0 small enough, the function

J : R2 ∋ (r, s) 7→
(∫ r

0
[|g|

1
2 B3](Z(ℓ, s), 0)dℓ, s

)
= u = (u1, u2) ∈ R2

is smooth and it is a global diffeomorphism.

This leads to consider the new vector potential

Â1(r, s, t) = t
◦
C1 +

◦
C2t̂

2 +
◦
C3t̂

3 ,

Â2(r, s, t) = −t
◦
E1 + J1(r, s) +

◦
E2t̂

2 +
◦
E3t̂

3 ,

Â3(r, s, t) = 0 ,

(3.16)
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where C1 = α
1
2 B2, E1 = α

1
2 B1 and with the notation

◦
f = f ◦ Z.

The rest of the article will be devoted to the spectral analysis of the operator associated
with the new quadratic form

Qapp
h (φ) =

∫
R3

+

⟨(
◦
M)−1(−ih∇y − Â(y))φ, (−ih∇y − Â(y))φ⟩ ◦

mdy .

This selfadjoint operator L app
h is acting as

◦
m

−1
(−ih∇y − Â) · ◦

m(
◦
M)−1(−ih∇y − Â) ,

in the ambient Hilbert space L2(R3
+,

◦
mdy). This spectral analysis is motivated by the fact

that the low-lying spectra of Lh and L app
h coincide modulo o(h2), in the sense of the

following proposition.

Proposition 3.2.11. We have, for all n ⩾ 1,

λn(h) = λn(L app
h ) + o(h2) .

We omit the proof. It follows from Corollary 3.2.2 and the localization estimates given
in Proposition 3.2.3 (which are also true in the coordinates (r, s, t) for those of L app

h

by using the same arguments) and the Min-max Theorem. These localisation estimates
allow to remove the cutoff functions up to remainders of order O(h∞) and to control the
remainders of the expansion in t.

3.3 Change of coordinates and metaplectic transform

In order to perform the spectral analysis of L app
h , it is convenient to use the change

of variable J given in Lemma 3.2.10. More precisely, we will use the unitary transform
induced by J defined by

U :
L2(R3

+,
◦
mdy) → L2(R3

+, m̆ |JacJ −1| dudt)
φ 7→ φ̆

,

where we used the notation f̆(u, t) = f(J −1(u), t) and the slight abuse of notation
◦̆
f = f̆ .

Then, we focus on the operator Nh = UL app
h U−1, acting in L2(R3

+, m̆ |JacJ −1| dudt).
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The operator Nh is acting as

Nh = UL app
h U−1 = m̆−1Dh · m̆(M̆)−1Dh , (3.17)

where

Dh =


−ihC̆0∂u1 − tC̆1 − t̂2C̆2 − t̂3C̆3

−ih∂u2 − u1 − ihĔ0∂u1 + tĔ1 − t̂2Ĕ2 − t̂3Ĕ3

−ih∂t

 ,

and
C0 = ∂rJ1 = α

1
2 B3 , E0 = ∂sJ1 . (3.18)

Notation 3.3.1. We will use the following classical notation for the semiclassical Weyl
quantization of a symbol a = a(u, υ). We let

aWψ(u) = 1
(2πh)2

∫
R4
ei(u−x)·υ/ha

(
u+ x

2 , υ
)
ψ(x)dxdυ .

Proposition 3.3.2. Let K > 0 and η ∈
(
0, 1

2

)
. Let Ξ be a smooth function equal to 0

near 0 and 1 away from a compact neighborhood of 0. There exists h0 > 0 such that for all
h ∈ (0, h0) and for all normalized eigenfunctions ψ of Nh associated with an eigenvalue
λ such that λ ⩽ Kh, we have

[
Ξ
(
u1 − υ2

h
1
2 −η

)]W
ψ = O(h∞) .

Démonstration. To simplify the notation, we denote by Ξh = Ξ
(
u1−υ2

h
1
2 −η

)
. Let ψ be a

normalized eigenfunction of Nh associated with an eigenvalue λ such that λ ⩽ Kh. The
eigenvalue equation gives us

⟨NhΞW
h ψ,ΞW

h ψ⟩ = λ∥ΞW
h ψ∥2 + ⟨

[
Nh,ΞW

h

]
ψ,ΞW

h ψ⟩, (3.19)

where ⟨·, ·⟩ is the scalar product in L2
(
R3

+, m̆|JacJ −1|dudt
)
.

According to the localization at the scale h 1
2 with respect to t, we can insert a cutoff

function supported in {t ⩽ h
1−η

2 } and we obtain, for j = 2, 3,

∥tjΞW
h ψ∥ ⩽ Ch1−η∥ΞW

h ψ∥ + O(h∞)∥ψ∥ . (3.20)

By means of the Young inequality and rough quadratic form estimates, this yields, for
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some c, C > 0,

⟨NhΞW
h ψ,ΞW

h ψ⟩ ⩾ cQ0
h(ΞW

h ψ) − Ch1−η∥ΞW
h ψ∥2 + O(h∞)∥ψ∥2 , (3.21)

where

Q0
h(φ) = ∥h∂tφ∥2 +

∥∥∥(hC̆0Du1 − tC̆1)φ
∥∥∥2

+
∥∥∥(hDu2 − u1 + hĔ0Du1 + tĔ1)φ

∥∥∥2
.

Then, using again the Young inequality, we find that

Q0
h(φ) ⩾ ∥h∂tφ∥2 + 1

2
∥∥∥hC̆0Du1φ

∥∥∥2
+ 1

2 ∥(hDu2 − u1)φ∥2 − 2∥hĔ0Du1φ∥2 − C∥tφ∥2 .

Notice that there exists c > 0 such that

|C̆0| ⩾ c , |Ĕ0| ⩽
c

4 ,

where we recall (3.18) and Lemma 3.2.10. Note also that C0 is globally positive and that
E0 is as small as we want since it vanishes at (0, 0, 0), after the extension procedure in
Section 3.2.3. This shows that, for some c0 > 0,

Q0
h(φ) ⩾ ∥h∂tφ∥2 + c0 ∥hDu1φ∥2 + 1

2 ∥(hDu2 − u1)φ∥2 − C∥tφ∥2 . (3.22)

On the support of Ξh we have (υ2 − u1)2 ⩾ h1−2η. Thus (3.20), (3.21), (3.22), and again
the localization in t, yield

⟨NhΞW
h ψ,ΞW

h ψ⟩ ⩾ c̃

2h
1−2η∥ΞW

h ψ∥2 + O(h∞)∥ψ∥2 . (3.23)

By using classical results of composition of pseudo-differential operators, we have

⟨
[
Nh,ΞW

h

]
ψ,ΞW

h ψ⟩ ⩽ Ch1+η∥ΞW
h ψ∥2 + O(h∞)∥ψ∥2 , (3.24)

where Ξ has a support slightly larger than that of Ξh. Here we used the energy estimate
∥DhΞW

h ψ∥ = O(h1/2)∥ΞW
h ψ∥ + O(h∞)∥ψ∥, which follows from rough estimates of (3.19).

Thus, by combining (3.19), (3.23), and (3.24) with the fact that λ ⩽ Kh, we obtain

∥ΞW
h ψ∥2 ⩽Mhη∥ΞW

h ψ∥2 + O(h∞)∥ψ∥2 .
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Finally, by an induction argument on the size of the support of Ξ, we get

∥ΞW
h ψ∥ = O(h∞)∥ψ∥ .

Let us consider the partial semiclassical Fourier transform F2
1 with respect to u2 and

the translation/dilation T : u1 7→ (u1 − υ2)h− 1
2 = z. With a slight abuse of notation, we

identify T with φ 7→ φ ◦ T . Letting V = F −1
2 T , we have

V ∗(−ih∂u2 − u1)V = −h
1
2 z ,

and, with the dilation W : t 7→ h− 1
2 t,

W ∗V ∗DhVW = ℏD ♯
ℏ , ℏ = h

1
2 ,

with

D ♯
ℏ =


−iC♯

0∂z − tC♯
1 − ℏt2χ(hηt)2C♯

2 − ℏ2t3χ(hηt)3C♯
3

−z − iE♯
0∂z + tE♯

1 − ℏt2χ(hηt)2E♯
2 − ℏ2t3χ(hηt)3E♯

3

−i∂t


W

where the coefficients of the conjugated operator D ♯
ℏ are now given by P ♯ = P̆ (υ2 +

ℏz,−u2). Here the Weyl quantization can be considered only in the variables (u2, υ2)
since z is now a "space variable". We let

N ♯
ℏ = [mℏ

−1]♯D ♯
ℏ · [mℏ(Mℏ)−1]♯D ♯

ℏ ,

where mℏ(·, t) = m(·, ℏt) and Mℏ(·, t) = M(·, ℏt). Note that Nh and hN ♯
ℏ are unitarily

equivalent since
W ∗V ∗NhVW = hN ♯

ℏ . (3.25)

After all these elementary transforms, Proposition 3.3.2 can be reformulated as follows.

Proposition 3.3.3. Let K > 0 and η ∈
(
0, 1

2

)
. Let Ξ be a smooth function equal to 0

near 0 and 1 away from a compact neighborhood of 0. There exists h0 > 0 such that for all
h ∈ (0, h0) and for all normalized eigenfunctions ψ of N ♯

ℏ associated with an eigenvalue

1. which is the metaplectic transform associated with the linear symplectic application (u2, υ2) 7→
(υ2, −u2), see, for instance, [80, Section 3.4].
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λ such that λ ⩽ K, we have
Ξ (hηz)ψ = O(h∞) .

Remark 3.3.4. As a consequence of the Agmon estimates and working in the coordinates
(u1, u2, t), we notice that the eigenfunctions are also roughly localized in "frequency" in the
sense that, for all (α, β, γ) ∈ N3 , and all η ∈

(
0, 1

2

)
, there exist C, h0 > 0 such that, for

all h ∈ (0, h0),
∥tαzβDγ

zψ∥ + ∥tαzβDγ
t ψ∥ ⩽ Ch−η(α+β+γ)∥ψ∥ .

3.4 A pseudodifferential operator with operator sym-
bol

Proposition 3.3.3 invites us to insert cutoff functions in the coefficients of the operator
N ♯

ℏ . That is why we consider

N ♭
ℏ =

(
[mℏ

−1]♭
)W

D ♭
ℏ ·
(
[mℏ(Mℏ)−1]♭

)W
D ♭

ℏ , (3.26)

where

D ♭
ℏ =


−iC♭

0∂z − tC♭
1 − ℏt2χ(hηt)2C♭

2 − ℏ2t3χ(hηt)3C♭
3

−z − iE♭
0∂z + tE♭

1 − ℏt2χ(hηt)2E♭
2 − ℏ2t3χ(hηt)3E♭

3

−i∂t


W

, (3.27)

with P ♭ = P̆ (υ2 + ℏχη(z)z,−u2), where χη(z) = χ0(hηz), the function χ0 being smooth,
with a compact support, and equal to 1 on a neighborhood of the support of 1 − Ξ.

3.4.1 The symbol and its properties

Expanding the operator N ♭
ℏ with respect to ℏ (say first at a formal level) suggests to

consider the following selfadjoint operator, depending on (u2, υ2), acting as

n0(u2, υ2)

= (−iC̆0(υ2,−u2)∂z−tC̆1(υ2,−u2))2+α−1(υ2,−u2)(−z−iĔ0(υ2,−u2)∂z+tĔ1(υ2,−u2))2−∂2
t ,

with the domain

Dom(n0) = {ψ ∈ L2(R2
+) : n0(u2, υ2)ψ ∈ L2(R2

+) , ∂tψ(z, 0) = 0} ,
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and where we recall that C1 and E1 are given in (3.16). The domain of n0(u2, υ2) depends
on (u2, υ2). However, we can check that it is unitarily equivalent to a selfadjoint operator
with domain independent of (u2, υ2), see the proof of Proposition 3.4.4 below. In the
following, we will use class of operator symbols of the form

S(R2,L(A1,A2)) = {a ∈ C ∞(R2,L(A1,A2)) : ∀γ ∈ N2 ,∃Cγ > 0 : ∥∂γa∥L(A1,A2) ⩽ Cγ} ,

where A1 and A2 are (fixed) Hilbert spaces. We also introduce

Bk = {ψ ∈ L2(R2
+) : ∀α ∈ Nk , |α| ⩽ k ⇒ (⟨t⟩k + ⟨z⟩k)∂αψ ∈ L2(R2

+)} ,

and the class of symbols

S(R2, N) =
⋂
k⩾N

S(R2,L(Bk,Bk−N)) .

and we notice that n0 ∈ S(R2, 2).

Remark 3.4.1. Note that these classes of symbols are not algebras. However, the clas-
sical Moyal product of symbols in S(R2, N) and S(R2,M) is well-defined and belongs to
S(R2, N +M), see [66, Theorem 2. 1. 12].

In fact, for N ⩾ 2, by using a classical trace theorem, we may also define

BNeu
N = {ψ ∈ BN : ∂tψ(z, 0) = 0}(⊂ Domn0) ,

and the associated class SNeu(R2, N). We can also write n0 ∈ SNeu(R2, 2) to remember
that the domain of n0 is equipped with the Neumann condition.

By expanding N ♭
ℏ in powers of ℏ and by using a composition theorem for pseudodif-

ferential operators, we get the following.

Proposition 3.4.2. The operator N ♭
ℏ is an h-pseudodifferential operator with symbol in

the class SNeu(R2, 2). Moreover, we can write the expansion

N ♭
ℏ = nW0 + ℏnW1 + ℏ2nW2 + ℏ3rWℏ , (3.28)

with n1, n2 and rℏ in the class SNeu(R2, 8).

Démonstration. Let us recall that N ♭
ℏ is given in (3.26). Let us notice that the operator

D ♭
ℏ, defined in (3.27), is indeed a pseudodifferential operator with operator-valued symbol.
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With respect to the variables z and t, it is a differential operator of order 1 whose symbol
is 

−iC♭
0∂z − tC♭

1 − ℏt2χ(hηt)2C♭
2 − ℏ2t3χ(hηt)3C♭

3

−z − iE♭
0∂z + tE♭

1 − ℏt2χ(hηt)2E♭
2 − ℏ2t3χ(hηt)3E♭

3

−i∂t

 (3.29)

and belongs to S(R2, 1). The functions/symbols [mℏ
−1]♭ and [mℏ(Mℏ)−1]♭ belong to S(R2, 0).

Combining these considerations with (3.26), it remains to apply the composition theorem
for pseudodifferential operators with operator symbols, see Remark 3.4.1.

To get (3.28), it is sufficient to use the Taylor expansions in ℏ of the symbol (3.29),
[mℏ

−1]♭, and [mℏ(Mℏ)−1]♭, and to apply again the composition theorem (the worst remain-
ders being roughly of order 8 in (z, t)).

Remark 3.4.3. We will see that the accurate description of n1 and n2 in (3.28) are not
necessary to prove our main theorem. The use of the more restrictive class SNeu(R2, 8)
allows to deal with the uniformity in the semiclassical expansions in ℏ.

Let us describe the groundstate energy of the principal symbol n0. From now on, we
lighten the notation by setting (u2, υ2) = (u, υ).

Proposition 3.4.4. For all (u, υ) ∈ R2, the bottom of the spectrum of n0 belongs to the
discrete spectrum and it is a simple eigenvalue that equals β̆(υ,−u). The corresponding
normalized eigenfunction fu,υ belongs to the Schwartz class and depends on (u, υ) smoothly.

Moreover, there exists c > 0 such that, by possibly choosing ϵ0 smaller in Lemma 3.2.9,
we have, for all (u, υ) ∈ R2,

inf sp(n0(u, υ)|f⊥u,υ
) ⩾ βmin + c ⩾ β̆(u, υ) .

Démonstration. By using the Fourier transform in z and then a change of gauge, we are
reduced to the case when E0 = 0. With a rescaling in z, n0 is unitarily equivalent to

(−i∂z − tC̆1)2 + α−1(−C̆0z + tĔ1)2 − ∂2
t = (−i∂z − tb2)2 + (b3z + tb1)2 − ∂2

t ,

with
b1 = B̆1 , b2 = ˘

α
1
2 B2 , b3 = −B̆3 ,

where the functions are evaluated at (υ2,−u2). Recalling (3.12), we see that the Euclidean
norm of b = (b1, b2, b3) is

∥b∥2 = ∥B̆∥ ,
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with a slight abuse of notation. By homogeneity, we can easily scale out ∥B̆∥ and consider
the operator

(−i∂z − tb2)2 − ∂2
t + (tb1 + b3z)2 ,

with b1 = cos θ cosφ, b2 = cos θ sinφ and b3 = sin θ. Completing a square leads to the
identity

(−i∂z − tb2)2 − ∂2
t + (tb1 + b3z)2

= −∂2
t + (t cos θ − sinφDz − z sin θ cosφ)2 + (cosφDz − z sin θ sinφ)2 .

This shows, thanks to a change of gauge and a rescaling in z, that the operator is unitarily
equivalent to

D2
t + (t cos θ − tanφDz − z sin θ)2 +D2

z

and then, by a change of gauge on the Fourier side, to

D2
t +D2

z + (t cos θ − z sin θ)2 ,

which is nothing but the Lu-Pan operator defined in (3.2), which is unitarily equivalent
to cos2 θD2

t + sin2 θD2
z + (t− z)2 (whose domain is independent of θ).

The eigenfunction fu,υ belongs to the Schwartz class in virtue of [92, Corollaire 5.1.2]
and the stability of the Schwartz class by Fourier and gauge transforms.

3.4.2 An approximate parametrix

Inverting the principal symbol

Lemma 3.4.5. Consider ϵ > 0 and Λ ⩽ βmin + ϵ. We let

P0(Λ) =
n0(u, υ) − Λ ·fu,υ

⟨·, fu,υ⟩ 0

 .

For ϵ small enough, P0(Λ) : Domn0 ×C → L2(R2
+)×C is bijective. Its inverse is denoted

by Q0 and is given by

Q0 = Q0(Λ) =
(n0(u, υ) − Λ)−1

⊥ ·fu,υ
⟨·, fu,υ⟩ Λ − β̆(υ, u)

 ,
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where (n0(u, υ) − Λ)−1
⊥ is the regularized resolvent on (span fu,υ)⊥.

Moreover, we have Q0 ∈ S(R2, 0).

Démonstration. By using the same algebraic computations as in [66] and the spectral gap
in Proposition 3.4.4, we get the announced inverse. Moreover, it is also clear that Q0 is
bounded from L2(R2

+) to L2(R2
+) uniformly in (u, υ). The fact that it belongs to the class

S(R2, 0) follows from weighted resolvent estimates similar to [92, p.100-101], see also [30,
Appendix].

We let

Pℏ(Λ) =
n0 + ℏn1 + ℏ2n2 + ℏ3rℏ − Λ ·fu,υ

⟨·, fu,υ⟩ 0

 = P0(Λ) + ℏP1 + ℏ2P2 + ℏ3Rℏ ,

where n0, n1, n2, and rℏ are given in Proposition 3.4.2.

The approximate parametrix

Let us now construct an approximate (at the order 2) inverse of PW
ℏ when it acts on

the Schwartz class (with Neumann condition). We consider

Qℏ = Q0 + ℏQ1 + ℏ2Q2 =
Qℏ Q+

ℏ

Q−
ℏ Q±

ℏ

 ,

where

Q1 = −Q0P1Q0 , Q2 = −Q0P2Q0 + Q0P1Q0P1Q0 − 1
i
{Q0,P0}Q0 . (3.30)

By Remark 3.4.1, the symbols Q1 and Q2 belong to S(R2,M), for some M ⩾ 8. By
computing products of matrices and using the exponential decay of fu,υ, we get

Q±
ℏ (Λ) = Λ − (p0 + ℏp1 + ℏ2p2,Λ) , (3.31)

with p0 = β̆(υ,−u) and p1, p2,Λ ∈ SR2(1) where

SR2(1) = {a ∈ C ∞(R2,C) : ∀α ∈ N2 ,∃Cα > 0 : |∂αa| ⩽ Cα} .

In addition, Λ 7→ p2,Λ ∈ SR2(1) is analytic in a neighborhood of βmin.
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Remark 3.4.6. Let us emphasize here that nothing a priori ensures that the subprincipal
symbols p1 and p2,E are real-valued since our formal operator is not selfadjoint on the
canonical L2-space.

The reason to consider the expressions (3.30) simply comes from the semiclassical
expansion of the product QW

ℏ PW
ℏ by means of the composition theorem [66, Theorem

2.1.12]. These explicit choices, with the Calderón-Vaillancourt Theorem [66, Theorem
2.1.16] to estimate the remainders, imply the following proposition.

Proposition 3.4.7. There exists N ⩾ 2 such that the following holds. We have

QW
ℏ PW

ℏ = Id
S Neu(R2

+)×S (R) + ℏ3RW
ℏ,ℓ , PW

ℏ QW
ℏ = Id

S (R2
+)×S (R) + ℏ3RW

ℏ,r ,

where Rℏ,ℓ and Rℏ,r belong to S(R2, N) and where S Neu(R2
+) denotes the Schwartz class

on R2
+ with Neumann condition at t = 0.

In particular, we have, for all ψ ∈ S Neu(R2
+),

QW
ℏ (N ♭

ℏ − Λ)ψ + (Q+
ℏ )WPψ = ψ + O(ℏ3)∥ψ∥L2(R,BN ) ,

(Q−
ℏ )W (N ♭

ℏ − Λ)ψ + (Q±
ℏ )WPψ = O(ℏ3)∥ψ∥L2(R,BN ) ,

(3.32)

and, for all φ ∈ S (R),

(N ♭
ℏ − Λ)(Q+

ℏ )Wφ+ P∗(Q±
ℏ )Wφ = O(ℏ3)∥φ∥ ,

P(Q+
ℏ )Wφ = φ+ O(ℏ3)∥φ∥ .

(3.33)

Here, P = (⟨·, fu,υ⟩)W .

3.5 Spectral consequences

This last section is devoted to the proof of Theorem 3.1.4 with the help of Proposition
3.4.7. The spectrum of N ♯

ℏ will be compared to the spectrum of a model operator, derived
from an effective operator whose symbol is

peff
h = p0 + ℏp1 + ℏ2p2,βmin , (3.34)

see (3.31).
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3.5.1 A model operator

Let us consider

pmod
h (U) = peff

h (0) + 1
2Hess(0,0) p0(U,U) + ℏplin

1 (U) , U = (u, υ) ,

where plin
1 is the linear approximation of p1 at (0, 0). The corresponding operator (pmod

h )W

is not selfadjoint due to the linear part. However, this operator has still compact resolvent
and we can compute its spectrum and estimate its resolvent. Let us explain this. Thanks
to a rotation and Assumption 3.1.3, we may assume that

pmod
h = peff

h (0) + d0

2 (u2 + υ2) + ℏ(αu+ βυ) ,

for some d0 > 0 and (α, β) ∈ C2.

Remark 3.5.1. In fact, we have

d0 =
√

det Hess(0,0)p0 =
√

det Hess(0,0)β̆(υ,−u) =
√

det Hessx0β

∥B(x0)∥2 sin2 θ(x0)
,

where we used the notation introduced at the beginning of Section 3.3, the change of
variable J in Lemma 3.2.10, and Remark 3.2.6.

By completing square, we get

(pmod
h )W = p̃eff

h (0) + d0

2

(u+ ℏα
d0

)2

+
(
hDu + ℏβ

d0

)2
 , p̃eff

h (0) = peff
h (0) − α2 + β2

d0
h .

For all n ⩾ 1, we let

fn(u) = [e−iβ·/d0Hn(·)]
(
u+ α

d0

)
, fn,ℏ(u) = ℏ− 1

2fn(ℏ−1u) ,

where Hn is the n-th normalized Hermite function.
The family (fn,ℏ)n⩾1 is a total family in L2(R) (but not necessarily orthogonal). It

satisfies
(pmod
h )Wfn,ℏ = λmod

n (h)fn,ℏ , λmod
n (h) = d0

2 (2n− 1)h+ p̃eff
h (0) . (3.35)

By the analytic perturbation theory, the spectrum of (pmod
h )W is made of eigenvalues of

133



Partie , Chapitre 3 – Spectral asymptotics of the Neumann Laplacian with variable magnetic
field on a smooth bounded domain in three dimensions

algebraic multiplicity 1 and it is given by

sp
(
(pmod
h )W

)
=
{
d0

2 (2n− 1)h+ p̃eff
h (0) , n ⩾ 1

}
.

Moreover, for all compact K ⊂ C, there exists CK > 0 such that, for all µ ∈ K,

∥((pmod
h )W − p̃eff

h (0) − hµ)−1∥ ⩽
CK

dist(p̃eff
h (0) + hµ, sp ((pmod

h )W )) . (3.36)

3.5.2 Refined estimates

From the model operator to N ♯
ℏ

The functions (fn,ℏ) can serve as quasimodes for Nℏ
♯ with the help of (3.33). Indeed,

by taking z = λmod
n (h) and φ = fn,ℏ, we see that

(N ♭
ℏ − λmod

n (h))(Q+
ℏ )Wfn,ℏ = O(ℏ3) ,

Since (Q+
ℏ )Wfn,ℏ is localized near (z, t) = (0, 0) (due to the exponential decay of fu,υ,

which is uniform in (u, υ)), we get

(N ♯
ℏ − λmod

n (h))(Q+
ℏ )Wfn,ℏ = O(ℏ3) .

By using the inverse Fourier transform and translation/dilation, (Q+
ℏ )Wfn,ℏ becomes a

quasimode for Nh, see (3.17) and the end of Section 3.3. But the operator Nh is unitarily
equivalent to selfadjoint for a suitable scalar product on the usual L2-space. Therefore,
we can apply the spectral theorem and we deduce that

dist
(
λmod
n (h), sp(N ♯

ℏ )
)
⩽ Cℏ3 .

In particular, this implies that, for h small enough, λmod
n (h) is real. This shows that we

necessarily have
p1(0) ∈ R , p2(0) − α2 + β2

d0
∈ R .

This also implies that
λn(N ♯

ℏ ) ⩽ λmod
n (h) + Cℏ3 . (3.37)
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From N ♯
ℏ to the model operator

Let n ⩾ 1. Let us consider an eigenfunction ψ of N ♯
ℏ associated with the eigenvalue

λn(N ♯
ℏ ).

We know that λn(N ♯
ℏ ) = βmin + o(1) and that the corresponding eigenfunctions are

localized in (z, t) (due to the Agmon estimates and Proposition 3.3.3). Thus, in (3.32),
we can replace N ♭

ℏ by N ♯
ℏ and we deduce that

(
(peff
h )W − λn(N ♯

ℏ )
)
Pψ = O(ℏ3)∥ψ∥ , ∥ψ∥ ⩽ C∥Pψ∥ . (3.38)

where we used Remark 3.3.4 to control the remainders. By taking the scalar product with
Pψ, taking the real part and using the min-max principle, we get that

λn(N ♯
ℏ ) ⩾ βmin + p1(0)ℏ − Ch .

This establishes the two-term asymptotic estimate

λn(N ♯
ℏ ) = βmin + p1(0)ℏ + O(h) .

Therefore, we can focus on the description of the eigenvalues of the form

λn(N ♯
ℏ ) = βmin + p1(0)ℏ + µn(ℏ)h ,

for µn(ℏ) ∈ D(0, R) with a given R > 0. We have

(
(peff
h )W − (βmin + p1(0)ℏ + µn(ℏ)h))

)
Pψn = O(ℏ3)∥Pψn∥ , (3.39)

where ψn denotes a normalized eigenfunction associated to the n-th eigenvalue of N ♯
ℏ . In

fact, by considering (3.39) and again Proposition 3.4.7, the function Pψn is microlocalized
near (0, 0), the minimum of the principal symbol p0. Since this minimum is non-degenerate,
the quadratic approximation of the symbol shows that Pψn is microlocalized near (u, υ) =
(0, 0) at the scale ℏ1−η for any η ∈

(
0, 1

2

)
. In particular, we deduce that

(
(pmod
h )W − (βmin + p1(0)ℏ + µn(ℏ)h))

)
Pψn = O(ℏ3−3η)∥Pψn∥ .
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From the resolvent estimate (3.36), this implies that

µn(ℏ) ∈
⋃
j⩾1

D

(
d0

2 (2j − 1) + d1, Cℏ1−3η
)
, d1 = p2(0) − α2 + β2

d0
,

where D(z, r) denotes the disc of center z ∈ C and radius r > 0. In particular, we have

µ1(ℏ) ⩾ d0

2 + d1 − Cℏ1−3η .

This shows that

λ1
(
N ♯

ℏ

)
⩾ βmin + p1(0)ℏ +

(
d0

2 + d1

)
ℏ2 − Cℏ3−3η ,

and thus, with (3.37), we get

µ1(ℏ) = d0

2 + d1 + O(ℏ1−3η) ,

and
λ1
(
N ♯

ℏ

)
= λmod

1 (h) + O(ℏ3−3η) .

Let us now deal with λ2
(
N ♯

ℏ

)
and recall (3.37). Assume by contradiction that µ2(ℏ) ∈

D
(
d0
2 + d1, Cℏ1−3η

)
. Then, we have

|µ2(ℏ) − µ1(ℏ)| ⩽ Cℏ1−3η .

We infer that (
(pmod
h )W − λmod

1 (h)
)
Pψ = O(ℏ3−3η)∥Pψ∥ ,

for all ψ ∈ span(ψ1, ψ2). Moreover, coming back to (3.32) (see also (3.39)), we also get that
∥ψ∥ ⩽ C∥Pψ∥ for all ψ ∈ span(ψ1, ψ2). In particular, P(span(ψ1, ψ2)) is of dimension two.
Let us consider the Riesz projector (in the characteristic subspace of (pmod

ℏ )W associated
with the smallest eigenvalue)

Π = 1
2iπ

∫
λmod

1 (h),ℏ3−4η)
(ζ − (pmod

ℏ )W )−1dζ ,

which is of rank one. Then, for all φ ∈ P(span(ψ1, ψ2)), we write, with the Cauchy
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formula,

Πφ = φ+ 1
2iπ

∫
λmod

1 (h),ℏ3−4η)

(
(ζ − (pmod

ℏ )W )−1 − (ζ − λmod
1 (h))−1

)
dζ .

But, we have

(ζ−(pmod
ℏ )W )−1−(ζ−λmod

1 (h))−1 = (ζ−λmod
1 (h))−1(ζ−(pmod

ℏ )W )−1
(
(pmod
h )W − λmod

1 (h))
)
,

so that, by using the resolvent estimate (3.36), we get

∥Πφ− φ∥ ⩽ Cℏ3−4ηℏ−3+4ηℏ−3+4ηℏ3−3η∥φ∥ = Cℏη∥φ∥ .

This shows that the range of Π is of dimension at least two as soon as ℏ is small en-
ough. This is a contradiction. Therefore, we must have µ2(ℏ) ∈ D

(
3d0

2 + d1, Cℏ1−3η
)
. In

particular, we have

µ2(ℏ) = 3d0

2 + d1 + O(ℏ1−3η) , λ2
(
N ♯

ℏ

)
= λmod

2 (h) + O(ℏ3−3η) .

We proceed by induction to get that, for all n ⩾ 1,

µn(ℏ) = (2n− 1)d0

2 + d1 + O(ℏ1−3η) , λn
(
N ♯

ℏ

)
= λmod

n (h) + O(ℏ3−3η) . (3.40)

End of the proof of Theorem 3.1.4

Proposition 3.2.11 shows that the first eigenvalues of Lh coincide with those of L app
h

modulo o(h2). Then, by (3.17), L app
h is unitarily equivalent to Nh. The operator Nh is

unitarily equivalent to hN ♯
ℏ , see (3.25). Theorem 3.1.4 follows from (3.40) and (3.35) (see

also Remark 3.5.1 for the explicit formula for d0).
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PERSPECTIVES

Les problématiques liées à l’étude de l’effet tunnel magnétique sont nombreuses, et font
l’objet d’une attention soutenue de la communauté ces dernières années. Parmi d’autres
problèmes, voici deux exemples qu’il serait intéressant d’aborder dans la continuation du
travail présenté dans ce manuscrit.

I- Effet tunnel dans le cas d’une symétrie par rapport
à l’origine de R2

Rappelons qu’au chapitre 2, nous avons obtenu (sous l’hypothèse 1.5.1) une approxi-
mation explicite (exponentiellement petite et en terme de h) de la différence entre les
deux petites valeurs propres de l’opérateur Lh. Mais comme nous l’avons dit dans la re-
marque 1.5.3, le Théorème 1.5.2 a deux situations. Dans le cas où le champ magnétique
est symétrique par rapport à l’axe x1, c’est-à-dire

B(x1, x2) = B(x1,−x2) pour tout (x1, x2) ∈ R2,

on a
Su = Sd := S.

Dans ce cas, pour h suffisamment petit et sous l’hypothèse 1.5.1, la différence entre les
deux premières valeurs propres de Lh est donnée par

λ2(h) − λ1(h) = Ch
2k+3
k+2 e− S

h1/(k+2) | cos (f(h)) | + O
(
h2e− S

h1/(k+2)

)
, (3.41)

où C est une constante non nulle indépendante de h et f(h) a été défini dans le Théorème
1.5.2. Alors, pour certaines valeurs de h, le terme principal de (3.41) est nul et l’écart
spectral est d’ordre O

(
h2e− S

h1/(k+2)

)
. Cette situation ouvre un problème concernant la

multiplicité de la plus petite valeur propre de Lh. Lorsque le terme principal de (3.41) est
nul, est-ce que λ1(h) = λ2(h) ? Si ce n’est pas le cas, quelle est l’approximation explicite
de leur différence ?

139



Partie , Chapitre 3 – Perspectives

II- Effet tunnel avec champ magnétique variable dans
un domaine borné de R3

Rappelons qu’au chapitre 3, nous avons considéré le Laplacien magnétique
Lh = (−ih∇ + A)2 ,

Dom (Lh) = {ψ ∈ L2 (Ω) : Lhψ ∈ L2 (Ω) et n · (−ih∇ + A)ψ = 0 sur ∂Ω} ,

où h > 0, n est la normale à la frontière orientée vers l’extérieur et Ω un ouvert, borné
et régulier de R3. Nous avons supposé que le champ magnétique B = ∇ × A ne s’annule
pas sur Ω, et nous avons défini la fonction β sur ∂Ω par

β(x) = ∥B(x)∥ e (θ(x)) ,

où e(θ) est définie dans (1.11) et θ(x) dans (1.26).
Sous l’hypothèse 1.5.10, c’est-à-dire que la fonction β a un minimum unique atteint en

x0 ∈ ∂Ω, la proposition 3.6 établit les estimations d’Agmon non optimales. Ces estimations
montrent la localisation des fonctions propres, associés aux petites valeurs propres de
Lh, dans un voisinage de x0 à l’échelle h 1

8 . Il est possible de se demander quelles sont
les estimations d’Agmon optimales au voisinage de x0, ce qui nous permet de poser le
problème de l’effet tunnel dans le cas où :

— le domaine Ω est symétrique par rapport au plan

P =
{
(x1, 0, x3) ∈ R3 : (x1, x3) ∈ R2

}
;

— la fonction β a deux minima non dégénérés symétrique par rapport au plan P .
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Annexe A

THÉORIE SPECTRALE D’UN OPÉRATEUR

AUTO-ADJOINT

On désigne par (H, ⟨., .⟩) un espace de Hilbert et P un opérateur non-borné et auto-
adjoint définie sur son domaine Dom (P) ⊂ H.

Définition A.0.1. On appelle λ ∈ C une valeur propre de (P,Dom (P)) s’il existe u ∈
Dom (P), non-nul, tel que Pu = λu. La multiplicité géométrique de λ est la dimension de
Ker (P − λ).

Définition A.0.2. 1. La résolvante de (P,Dom (P)), notée par ρ (P), est définie par

ρ (P) = {λ ∈ C : P − λ est bijective de Dom (P) sur H} .

2. Le spectre de (P,Dom (P)), noté par sp (P), est définie par

sp (P) = C \ ρ (P) .

3. Le spectre discret de (P,Dom (P)), noté par spdis (P), est définie par

spdis (P) = {λ ∈ sp (P) : λ est une valeur propre isolée de multiplicité finie} .

4. Le spectre essentiel de (P,Dom (P)), noté par spess (P), est définie par

spess (P) = sp (P) \ spdis (P) .

Théorème A.0.3 (Théorème spectrale). Pour tout z ∈ ρ (P), on a

∥ (P − z)−1 ∥ ⩽
1

dist (z, sp (P)) .
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En particulier, pour tout λ ∈ C et pour tout ψ ∈ Dom (P), on a

dist (λ, sp (P)) ∥ψ∥ ⩽ ∥ (P − λ)ψ∥.

Théorème A.0.4 (Principe de min-max). On suppose que (P,Dom (P)) est borné infé-
rieurement. Les quotients de Rayleigh associés à l’opérateur P sont définis, pour n ∈ N∗,
par

λn (P) = sup
ψ1,...,ψn−1

inf
u∈vect{ψ1,...,ψn−1}⊥

u∈Dom(P)\{0}

⟨Pu, u⟩H

∥u∥2
H

.

On a une des deux propriétés suivantes :

1. λn (P) est la n-ième valeur propre de P (compté avec multiplicité), et P n’a que de
spectre discret dans ] − ∞, λn (P)].

2. λn (P) est le bas du spectre essentiel de P, et λj (P) = λn (P) pour tout j ⩾ n.
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Annexe B

OPÉRATEURS PSEUDODIFFÉRENTIELS

Soit d ∈ N∗ et on note par X = (x, ξ) ∈ R2d. On rappel que l’espace de Schwartz, noté
S
(
Rd
)
, est l’espace des fonctions régulières u : Rd → C telles que

∀α, β ∈ Nd, sup
x∈Rd

|xα∂βxu(x)| < +∞.

B.1 Opérateurs pseudodifférentiels à symbole scalaire

Définition B.1.1. On dit que m : R2d → R∗
+ une fonction d’ordre si elle vérifie que

∃C,N > 0, ∀X, Y ∈ R2d, m (X) ⩽ C⟨X − Y ⟩Nm (Y ) ,

avec la notation ⟨X⟩ =
√

1 + |X|2.

Définition B.1.2. Soit m une fonction d’ordre. On définit la classe de symbole, SR2d (m),
par

SR2d (m) :=
{
a ∈ C ∞

(
R2d;C

)
: ∀α ∈ N2d,∃Cα > 0,∀X ∈ R2d, |∂αa (X) | ⩽ Cαm (X)

}
.

Définition B.1.3. Soit m une fonction d’ordre sur R2d et a ∈ SR2d (m). La quantification
de Weyl de a est l’opérateur OpW

h a : S
(
Rd
)

→ S
(
Rd
)

donné par la formule

OpW
h u(x) := 1

(2πh)d
∫ ∫

R2d
e i

h
(x−y)·ξp(x+ y

2 , ξ)u(y)dydξ.

Les résultats suivants sont classiques et se trouvent par exemple dans le livre [81].

Théorème B.1.4 (Composition). Soient m1 et m2 deux fonctions d’ordre sur R2d, et
a1 ∈ SR2d (m1), a2 ∈ SR2d (m2). Alors,

OpW
h (a1) ◦ OpW

h (a2) = OpW
h (r),
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où r ∈ SR2d (m1m2). De plus, pour tout N ∈ N∗, on a le développement suivant :

r(x, ξ) =
N∑
k=0

 h
2i

d∑
j=1

(
∂ξj
∂yj

− ∂xj
∂ηj

)k a1(x, ξ)a2(y, η)(x,ξ)=(y,η) + O
(
hN+1

)
.

Théorème B.1.5 (Inégalité de Gårding). Soit a ∈ SR2d (1) tel que a ⩾ 0. Alors, il existe
C > 0 tel que pour tout u ∈ L2

(
Rd
)
,

⟨OpW
h (a)u, u⟩ ⩾ −Ch∥u∥2.

B.2 Opérateurs pseudodifférentiels à symbole opéra-
teur

Définition B.2.1. On dit que (AX)X∈R2d est une famille ordonnée d’espaces de Hilbert
si elle vérifie les propriétes suivantes :

1. (AX)X∈R2d est une famille d’espaces de Hilbert séparables,

2. pour tout X ∈ R2d, AX = A0 (:= A ) au sens d’espace vectoriel,

3. il existe C,N > 0 tels que, pour tous X, Y ∈ R2d, a ∈ A ,

∥a∥AX
⩽ C⟨X − Y ⟩N∥a∥AY

.

Définition B.2.2. Soit (AX)X∈R2d et (BX)X∈R2d deux familles ordonnées d’espaces de
Hilbert. On définie la classe de symbole à valeurs opérateurs, S

(
R2d; L (AX ,BX)

)
, par

S
(
R2d; L (AX ,BX)

)
:=
{
p ∈ C ∞

(
R2d; L (AX ,BX)

)
: ∀α ∈ N2,∃Cα > 0, tel que ∥∂αp∥L (AX ,BX) ⩽ Cα

}
,

où L (AX ,BX) désigne l’ensemble des opérateurs bornés de (A , ∥.∥AX
) vers (B, ∥.∥BX

).
De plus, si les familles de normes sur A et B sont constantes, on notera S

(
R2d; L (A ,B)

)
.

Définition B.2.3. La quantification de Weyl de p ∈ S
(
R2d; L (AX ,BX)

)
est l’opérateur,

agissant sur u ∈ S
(
Rd; A

)
donné par la formule

OpW
h (p)u(x) := 1

(2πh)d
∫ ∫

R2d
e i

h
(x−y)·ξp(x+ y

2 , ξ)u(y)dydξ.
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De plus, on note parfois
OpW

h (p) = pW (x, hD) .

Les résultats suivants se trouvent dans [65], où les démonstrations sont détaillées.

Théorème B.2.4 (Composition). Soient p ∈ S
(
R2d; L (BX ,CX)

)
et q ∈ S

(
R2d; L (AX ,BX)

)
.

Alors,
OpW

h (p) ◦ OpW
h (q) = OpW

h (r),

où r ∈ S
(
R2d; L (AX ,CX)

)
. De plus, pour tout N ∈ N∗ , on a le développement suivant

r (X) =
N∑
k=0

 h
2i

d∑
j=1

(
∂ξj
∂yj

− ∂xj
∂ηj

)k p(x, ξ)q(y, η)(x,ξ)=(y,η) + hN+1rN+1,

où rN+1 ∈ S
(
R2d; L (AX ,CX)

)
. En particulier

r = p ◦ q + h

2i {p, q} + h2

8 ({∂xp, ∂ξq} − {∂ξp, ∂xq}) + h3r3.

Corollaire B.2.5. Supposons que C = A s’injecte de manière continue dans B. Soient
p ∈ S

(
R2d; L (BX ,AX)

)
et q ∈ S

(
R2d; L (AX ,BX)

)
, alors

[
OpW

h (p),OpW
h (q)

]
= OpW

h ([p, q]) + h

2iOpW
h ({p, q} − {q, p}) + h2OpW

h (r),

où r ∈ S
(
R2d; L (A ,B)

)
.

Théorème B.2.6 (Calderón-Vaillancourt). Si p ∈ S
(
R2d; L (A ,B)

)
alors

OpW
h (p) : L2

(
Rd,A

)
→ L2

(
Rd,B

)
est uniformément borné pour h ∈ (0, h0). Plus précisément, il existe C,M > 0 tels que

∥OpW
h (p)∥L2→L2 ⩽ C

∑
|α|⩽Md

h
|α|
2 sup
X∈R2d

∥∂αp (X) ∥L (A ,B).

Théorème B.2.7 (Inégalité de Gårding). Supposons que A ⊂ B. Soit p ∈ S
(
R2d; L (A ,B)

)
tel que

∀X ∈ R2d,∀a ∈ A , ⟨p (X) a, a⟩B ⩾ 0.

145



Partie , Chapitre B – Opérateurs Pseudodifférentiels

Alors il existe C > 0 tel que, pour tout u ∈ L2
(
Rd; A

)
,

⟨OpW
h (p)u, u⟩L2(B) ⩾ −Ch∥u∥L2(Rd;A )∥u∥L2(Rd;B).
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CONCLUSION

Cette thèse concerne l’étude spectrale très fine de l’opérateur de Schrödinger avec
champ magnétique. Il s’agit d’un opérateur dont l’étude est complexe, car il est intrin-
sèquement dégénéré. Depuis des travaux fondateurs de Helffer, Morame, Sjöstrand ou
Martinez dans les années 90, ceux de Helffer-Kordyukov puis de Bonnaillie-Noël, Helffer,
Fournais, Raymond et Hérau dans les années 2005-2015, de gros progrès sont faits dans la
compréhension du bas du spectre dans plusieurs géométries (avec bord, en dimensions 2
et 3, dans un cadre théorique ou numérique). Plus précisement, cette thèse est consacrée
à l’étude spectrale de l’opérateur de Schrödinger avec un champ purement magnétique et
variable dans la limite semi-classique.

Dans la première partie, nous travaillons en dimension 2 avec annulation du champ
magnétique sur une courbe fermée. Sous des hypothèses génériques et symétriques sur
la variation du champ, nous établissons une estimation, exponentiellement petite, de la
différence entre les deux premières valeurs propres, caractéristique de l’effet tunnel le long
de la courbe d’annulation du champ magnétique. La localisation au voisinage de la courbe
d’annulation nous ramène à un modèle droit, et nous essayons de comprendre ce qui se
passe avec un seul puits pour ce modèle. Nous conjuguons ensuite par une exponentielle
et réduisons la dimension par Grushin, ce qui ouvre finalement la voie à l’analyse d’une
matrice d’interaction (cas d’un double puits) dont les valeurs propres mesurent l’effet
tunnel.

La deuxième partie est consacré à l’analyse spectrale semi-classique du Laplacien ma-
gnétique de Neumann sur un domaine régulier et borné en dimension 3. Sous une hy-
pothèse générique sur le champ magnétique variable (impliquant une localisation des
fonctions propres près de la frontière), nous établissons un développement semi-classique
complet des valeurs propres les plus basses.
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confining magnetic Schrödinger operators with complex potentials », in : To appear
in Int. Math. Res. Not. ().

[86] PH Müller, « T. Kato, Perturbation theory for linear operators.(Die Grund-
lehren der mathematischen Wissenschaften in Einzeldarstellungen mit besonderer
Berücksichtigung der Anwendungsgebiete, Band 132) XX+ 592 S. m. 3 Fig. Ber-
lin/Heidelberg/New York Springer-Verlag. Preis geb. DM 79, 20 », in : Zeitschrift
Angewandte Mathematik und Mechanik 47.8 (1967), p. 554-554.

[87] Virginie Bonnaillie Noël, « A posteriori error estimator for the eigenvalue problem
associated to the Schrödinger operator with magnetic field », in : Numerische Ma-
thematik 99 (2004), p. 325-348.

[88] Konstantin Pankrashkin et Nicolas Popoff, « An effective Hamiltonian for the
eigenvalue asymptotics of the Robin Laplacian with a large parameter », in : Jour-
nal de Mathématiques Pures et Appliquées 106.4 (2016), p. 615-650.

[89] Arne Persson, « Bounds for the discrete part of the spectrum of a semi-bounded
Schrödinger operator », in : Mathematica Scandinavica 8.1 (1960), p. 143-153.

[90] Nicolas Popoff et Nicolas Raymond, « When the 3D magnetic Laplacian meets
a curved edge in the semiclassical limit », in : SIAM Journal on Mathematical
Analysis 45.4 (2013), p. 2354-2395.

156



[91] Nicolas Raymond, Bound states of the magnetic Schrödinger operator, t. 27, EMS
Tracts in Mathematics, European Mathematical Society (EMS), Zürich, 2017,
p. xiv+380, isbn : 978-3-03719-169-9, doi : 10.4171/169, url : https://doi.
org/10.4171/169.

[92] Nicolas Raymond, « Méthodes spectrales et théorie des cristaux liquides », thèse
de doct., Université Paris-Sud 11, 2009.

[93] Nicolas Raymond, « On the semiclassical 3D Neumann Laplacian with variable
magnetic field », in : Asymptot. Anal. 68.1-2 (2010), p. 1-40, issn : 0921-7134.

[94] Nicolas Raymond, « Semiclassical 3D Neumann Laplacian with variable magnetic
field : a toy model », in : Comm. Partial Differential Equations 37.9 (2012), p. 1528-
1552, issn : 0360-5302, doi : 10.1080/03605302.2012.680558, url : https:
//doi.org/10.1080/03605302.2012.680558.

[95] Nicolas Raymond, « Uniform spectral estimates for families of Schrödinger ope-
rators with magnetic field of constant intensity and applications », in : Cubo 12.1
(2010), p. 67-81, issn : 0716-7776, doi : 10.4067/s0719-06462010000100007,
url : https://doi.org/10.4067/s0719-06462010000100007.

[96] Michael Reed et Barry Simon, IV : Analysis of Operators, t. 4, Elsevier, 1978.

[97] Didier Robert, « Analyse semi-classique de l’effet tunnel », in : Astérisque 5
(1987), p. 257-281.

[98] Didier Robert et al., Autour de l’approximation semi-classique, t. 68, Birkhäuser,
1987.

[99] Erwin Schrödinger, « An undulatory theory of the mechanics of atoms and
molecules », in : Physical review 28.6 (1926), p. 1049.

[100] Barry Simon, « Semiclassical analysis of low lying eigenvalues, II. Tunneling », in :
Annals of Mathematics (1984), p. 89-118.

[101] Johannes Sjöstrand et Maciej Zworski, « Elementary linear algebra for ad-
vanced spectral problems », in : t. 57, 7, Festival Yves Colin de Verdière, 2007,
p. 2095-2141, url : http://aif.cedram.org/item?id=AIF_2007__57_7_2095_0.

[102] Michael Tinkham et Victor Emery, Introduction to superconductivity, 1996.

[103] Gregor Wentzel, « Eine verallgemeinerung der quantenbedingungen für die zwecke
der wellenmechanik », in : Zeitschrift für Physik 38.6-7 (1926), p. 518-529.

157

https://doi.org/10.4171/169
https://doi.org/10.4171/169
https://doi.org/10.4171/169
https://doi.org/10.1080/03605302.2012.680558
https://doi.org/10.1080/03605302.2012.680558
https://doi.org/10.1080/03605302.2012.680558
https://doi.org/10.4067/s0719-06462010000100007
https://doi.org/10.4067/s0719-06462010000100007
http://aif.cedram.org/item?id=AIF_2007__57_7_2095_0






Titre : Effets tunnels magnétiques dans diverses géométries

Mot clés : Equation de Schrödinger ; Laplacien magnétique ; estimations d’Agmon ; équation

eikonal ; opérateur pseudo-différentiel ; effet tunnel.

Résumé : Cette thèse est consacrée à l’étude
spectrale de l’opérateur de Schrödinger avec
un champ purement magnétique et variable
dans la limite semi-classique. Dans la pre-
mière partie, nous travaillons en dimension
2 avec annulation du champ magnétique sur
une courbe fermée. Sous des hypothèses gé-
nériques et symétriques, nous établissons une
estimation, exponentiellement petite en terme
d’un paramètre semi-classique noté par h, de
la différence entre les deux premières valeurs
propres du Laplacien magnétique, caractéris-
tique de l’effet tunnel le long de la courbe d’an-
nulation. Dans la deuxième partie, nous tra-
vaillons en dimension 3 avec un champ ma-

gnétique variable dans un domaine ouvert,
borné et régulier avec la condition de Neu-
mann aux bord. Avec des hypothèses géné-
riques, nous obtenons une asymptotique com-
plète pour les petites valeurs propres du La-
placien magnétique. Dans les deux parties,
il s’agit d’une méthode de réduction spec-
trale inspiré d’une stratégie de type Born-
Oppenheimer et l’utilisation d’une méthode
de réduction de type Grushin. Cette mé-
thode nécessite l’utilisation du calcul pseudo-
différentiel pour des symboles à valeur opéra-
teur, et réduit le problème à l’étude d’un opé-
rateur effectif de symbole scalaire.

Title: Magnetic tunneling effects in various geometries
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pseudo-differential operator; tunnel effect.

Abstract: This thesis is devoted to the spec-
tral study of the Schrödinger operator with a
purely magnetic and variable field in the semi-
classical limit. In the first part, we work in
2 dimension with vanishing of the magnetic
field on a closed curve. Under generic and
symmetric assumptions, we derive an esti-
mate, exponentially small in terms of a semi-
classical parameter denoted by h, of the dif-
ference between the first two eigenvalues of
the magnetic Laplacian, tunneling character-
istic along the vanishing curve. In the second
part, we work in dimension 3 with a variable

magnetic field in an open, bounded and regu-
lar domain with the Neumann condition at the
boundary. Under generic assumptions, we ob-
tain complete asymptotics for small eigenval-
ues of the magnetic Laplacian. Both parts in-
volve a spectral reduction method inspired by
a Born-Oppenheimer strategy and the use of a
Grushin-type reduction method. This method
requires the use of pseudo-differential calcu-
lus for operator-valued symbols, and reduces
the problem to the study of an effective scalar
symbol operator.
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