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Introduction

Ce document propose une synthèse de mes travaux de recherche effectués depuis la fin
de ma thèse. Ils portent globalement sur trois grandes classes de processus : les processus
multistables, les processus de Markov jump-move et les processus de comptage (avec en par-
ticulier le processus de Poisson). Ces trois classes ont en commun de regrouper des processus
à sauts en temps continu pouvant servir de modèles pour des données aléatoires présentant
une inhomogénéité temporelle dans l’intensité des sauts. Ma contribution porte dans chaque
cas sur l’étude de quelques propriétés probabilistes caractéristiques de ces modèles, ainsi que
sur l’obtention de résultats de contrôle d’erreur pour des procédures statistiques adaptées à
ces modèles.

Ce mémoire comporte essentiellement trois parties principales. La première partie concerne
l’étude de régularité de processus multifractionnaires, avec en particulier celle des processus
multistables. Ce thème de recherche fut au cœur de mon travail de thèse de doctorat, dirigé
par Anne Philippe et Jacques Lévy-Véhel. J’ai poursuivi ces travaux après ma soutenance
tout en démarrant deux grands projets de recherche alternatifs. Le premier projet fait l’objet
de la deuxième partie de ce manuscrit et concerne l’étude des processus de type jump-move.
Ces processus ont émergé à la suite de discussions avec Frédéric Lavancier dont le but était
d’introduire du mouvement dans des modèles de données spatiales. L’étude de ces processus se
poursuit encore maintenant avec notamment le co-encadrement de la thèse d’Emilien Manent.
Le deuxième projet alternatif, objet de la troisième grande partie, aborde la question de la
détection de rupture dans l’intensité d’un processus de Poisson sous l’angle des tests mini-
max. En collaboration avec Magalie Fromont, ce projet, qui a donné lieu au co-encadrement
de la thèse de Fabrice Grela, s’inscrit plus largement dans ma démarche de caractérisation
d’inhomogénéités dans l’observation d’un processus stochastique.

Ces activités de recherche sont décrites plus précisément sous la forme de quatre chapitres.
Dans le premier chapitre je rappelle quelques définitions de modèles de processus stochastiques
à sauts, en commençant par les processus de comptage et leur martingale carrée associée,
processus dont le processus de Poisson est le représentant le plus célèbre. Ce chapitre sera
l’occasion de présenter les inégalités exponentielles obtenues dans [A9] pour les queues de
distribution des processus de comptage et leurs martingales associées, inégalités qui constituent
un outil clé pour le contrôle d’erreurs L2 des statistiques d’intérêt dans les problèmes relatifs au
processus jump-move considéré dans le chapitre 3. Elles sont également au cœur des résultats
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Introduction

minimax non-asymptotiques sur les tests de détection de rupture d’intensité d’un processus
de Poisson étudiés dans le chapitre 4. Je rappelle également dans ce premier chapitre plusieurs
définitions équivalentes des processus stables avec comme exemple le plus simple le processus
de Lévy α-stable, modèle de base des processus multifractionnaires. Ces définitions sont à
l’origine des définitions (non équivalentes cette fois-ci) des processus multistables dont les
études probabilistes et statistiques sont présentées dans le chapitre 2.

Ce deuxième chapitre porte sur l’étude de diverses notions de régularités de processus
multifractionnaires avec en ligne de mire celle des processus multistables. Plusieurs exposants
sont utilisés pour caractériser la régularité d’un processus. Le plus courant est l’exposant de
Hölder ponctuel, dont l’étude précise est faite pour le processus de Lévy multistable dans
[A3] et [A8]. D’autres exposants sont aussi largement étudiés, parmi lesquels l’exposant de
Hölder local ou encore l’exposant 2-microlocal, qui sont également des exposants de régularité
sur les trajectoires d’un processus. Outre l’exposant de Hölder ponctuel, je me suis aussi
intéressé dans [A1], [A2] et [A3] à l’indice de localisabilité des processus multistables, indice
caractéristique de la régularité en loi d’un processus. Les résultats obtenus montrent que cette
régularité, qu’elle soit trajectorielle ou en loi, est intimement reliée à la fonction de stabilité
α qui régit la hauteur typique des sauts du processus. D’un point de vue statistique, je me
suis donc intéressé dans [A4] au problème d’estimation de ces deux fonctions qui gouvernent
la régularité locale des processus multistables, la fonction de localisabilité H et la fonction
de stabilité α. D’un point de vue pratique, il est naturel de se demander au préalable si le
problème est de nature paramétrique ou non. Je propose ainsi dans [A7] un test statistique
permettant de décider si la fonction de stabilité α est constante ou non lorsque l’on observe
un processus de Lévy multistable. D’autres caractéristiques que ces exposants apparaissent
avec les processus fractionnaires, comme des lignes de niveau fractales par exemple. Elles sont
généralement mesurées grâce à la mesure de Hausdorff et la dimension fractale qu’elle induit.
La régularité du temps local et de la mesure d’occupation d’un processus est également reliée
à la régularité trajectorielle. Ces notions ont ainsi été à l’origine de plusieurs travaux. Je me
suis intéressé dans [A6] au calcul de la dimension fractale de l’ensemble image d’un processus
de Lévy multistable, calcul qui fait réapparâıtre la différence de comportement selon que le
processus est à variations bornées (α < 1) ou non. On retrouve cette différence dans la vitesse
d’estimation de la mesure d’occupation d’un processus stable, problème que j’ai abordé avec
Randolf Altmeyer dans [A11]. Dans ce cas la solution la plus simple est la meilleure, au sens où
pour estimer l’intégrale du temps local, l’estimateur de Riemann est de taux de convergence
L2-optimal. Enfin je termine ce chapitre avec la caractérisation complète de la régularité
ponctuelle d’un processus de Lévy multistable, donnée dans [A8] avec le calcul des spectres
de singularités de Hausdorff et de Legendre.

Le troisième chapitre est consacré à la présentation du processus jump-move introduit avec
Frédéric Lavancier dans [A10], processus qui constitue le centre d’intérêt de la thèse d’Emilien
Manent. On introduit ce processus avec comme objectif la modélisation d’un système de parti-
cules en interaction, mais il peut néanmoins servir de modèle dans un cadre plus large. A cette
fin le cas particulier du processus Birth-Death-Move généralise des processus classiques dans
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le domaine des dynamiques de population, introduisant un mouvement aléatoire markovien
pour les individus de la population. Ce processus à sauts étant encore un processus de Markov,
nous étudions dans [A13] les propriétés de Feller de son semi-groupe associé. Ses propriétés
de convergence en temps long vers un régime stationnaire sont également considérées, afin
d’assurer notamment l’accumulation d’observations de sauts similaires au cours du temps.
Ces résultats de convergence sont obtenus aussi bien dans le cadre d’une population de taille
bornée que dans celui d’une population non bornée. On estime alors l’intensité de sauts du pro-
cessus pour une observation en temps continu grâce à un estimateur à noyau. On obtient des
garanties théoriques de convergence avec des taux usuels en statistique non-paramétrique, en
particulier lorsque les données sont projetées dans un espace de dimension finie. Des résultats
semblables sont obtenus pour des observations effectuées le long d’une discrétisation de la tra-
jectoire dans un cadre hautes fréquences. Afin de donner une méthode utilisable en pratique,
je présente enfin une procédure de sélection de fenêtre par validation croisée basée sur une
vraisemblance partielle.

Pour terminer, le quatrième chapitre porte sur le problème de la détection de rupture
d’intensité d’un processus de Poisson inhomogène simple, problème considéré avec Magalie
Fromont lors du co-encadrement de la thèse de Fabrice Grela. Plus précisément, en considérant
des intensités de la forme λ(t) = λ0+ δ1(τ,1](t) par rapport à la mesure dΛ(t) = Ldt, l’objectif
consiste à détecter le cas H0 : λ ≡ λ0 avec l’observation d’une trajectoire du processus de
Poisson sur l’intervalle [0, 1]. Ce problème est abordé dans un premier temps sous l’angle
des tests simples, en considérant des tests répondant au critère d’optimalité défini au sens
du minimax. Dans le cas d’une intensité de base λ0 connue, nous considérons dans [A12]
toutes les alternatives possibles, selon la connaissance ou non de la hauteur du saut δ ou de la
position du saut τ. Pour chaque problème de test, on donne la vitesse de séparation minimax
(en L) accompagnée d’une statistique de test qui atteint cette vitesse minimax. Ce travail est
également effectué dans le cas où l’intensité de base λ0 n’est pas connue. Les outils de calcul,
basés sur des inégalités de martingales dans le cas où λ0 est connue, changent alors pour des
méthodes basées sur le processus empirique, les vitesses de séparation minimax restant quant
à elles inchangées. Dans un second temps, le problème de la localisation de l’instant de rupture
τ est abordé dans [A14] sous l’angle des tests multiples. Plus précisément, il s’agit alors de
considérer simultanément les hypothèses nulles de la forme Hk : λ(t) = λ0 + δ1(τ,1](t) avec
τ ∈ [k/M, 1]. En utilisant le critère d’erreur de première espèce FWER, nous étudions la vitesse
de séparation minimax de ce problème de tests multiples pour le critère de seconde espèce
FWSR dans le cas d’une intensité de base λ0 connue. Nous déterminons également dans ce
contexte la vitesse de séparation minimax ainsi qu’une procédure de tests multiples qui atteint
cette vitesse de séparation minimax, aussi bien pour des intensités dont la hauteur de saut δ
est connue que pour des intensités de hauteur de saut inconnue. Je terminerai ce chapitre en
établissant un lien entre ces procédures de tests multiples minimax et la détermination d’un
intervalle de confiance de longueur minimale pour l’instant de rupture τ.
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Chapitre 1

Présentation de quelques modèles de
processus à sauts

On rappelle ici quelques définitions et notations de processus à sauts apparaissant tout au
long de ce manuscrit.

1 Les processus de comptage

Les processus à sauts les plus élémentaires sont certainement les processus de comptage.

Définition 1.1 Un processus réelN = (Nt)t≥0 est un processus de comptage si ses trajectoires
sont croissantes par sauts d’amplitude 1, continues à droite et nulles à l’instant 0.

Pour une filtration F de l’espace (Ω,P), on note P(F) la tribu prévisible pour F sur
Ω× R+, engendrée par les processus adaptés à F et continus à gauche. Un processus Y sera
dit F -prévisible si (ω, t) 7→ Yt(ω) est P(F)-mesurable. On définit alors le compensateur d’un
processus de comptage.

Définition 1.2 Soit N un processus de comptage. On appelle compensateur de N un pro-
cessus croissant, continu à droite et F -prévisible Λ tel que N − Λ soit une martingale locale
(par rapport à la filtration F). Si P-presque sûrement toute trajectoire de Λ est Lebesgue
absolument continue, la dérivée de Radon-Nikodym de Λ s’appelle l’intensité de N pour la
filtration F .

L’exemple de base de processus de comptage est le processus de Poisson, élément central
du Chapitre 4, dont on rappelle la définition ici.

Définition 1.3 Le processus de comptage N est un processus de Poisson si et seulement si

i) N est à accroissements indépendants,

ii) la fonction Λ : t 7→ E[Nt] est continue.
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Chapitre 1. Présentation de quelques modèles de processus à sauts

La fonction Λ est alors le compensateur pour la filtration naturelle de N.

Dans beaucoup de problèmes statistiques faisant intervenir des processus à sauts, et no-
tamment pour des problèmes d’estimation d’intensité de sauts, on utilise des statistiques
linéaires de la forme

∫ t
0
HsdNs ou des statistiques quadratiques de type U -statistiques utili-

sant (
∫ t
0
HsdNs)

2 avec H un processus prévisible borné. Bien que la définition de N apparaisse
assez générale, le comportement de ces statistiques est toujours intimement relié à celui de∫ t
0
HsdΛs. En posant

Mt =

∫ t

0

Hsd(N − Λ)s

et

M̃t = (

∫ t

0

Hsd(N − Λ)s)
2 −

∫ t

0

H2
sdNs,

on obtient dans [A9] des inégalités exponentielles pour M et M̃ (Theorem 5 et 6 de [A9]) :

Théorème 1.1 Pour tout x > 0 et T > 0,

P
(

sup
0≤t≤T

|Mt| ≥ x

)
≤ 2 exp

(
−

∥H∥22,T
∥H∥2∞,T

I(
∥H∥∞,T

∥H∥22,T
x)

)
et

P
(

sup
0≤t≤T

|M̃t| ≥ x

)
≤ 6 exp

(
−

∥H∥22,T
∥H∥2∞,T

I(
∥H∥∞,T

∥H∥22,T

√
x

2
)

)
avec I(t) = (1+ t) log(1+ t)− t, ∥H∥∞,T un majorant presque sûr de sup0≤t≤T |Hs| et ∥H∥22,T
un majorant presque sûr de

∫ T
0
H2
sdΛs.

Ces processus de comptage se généralisent en des processus à sauts de tailles autres que 1
avec le processus de Poisson composé par exemple, processus qui peut se décrire comme un
processus de Lévy (de mesure de Lévy finie), dont on rappelle ici les propriétés élémentaires,
et que l’on peut trouver par exemple dans Sato (1999).

Définition 1.4 Un processus stochastique réel (Xt)t≥0 est un processus de Lévy si

i) presque sûrement, X est càdlàg

ii) X est continu en probabilité

iii) X est à accroissements indépendants

iv) X est à accroissements stationnaires (la loi de Xs+t −Xs est la loi de Xt −X0).
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2 . Les processus stables

La fonction caractéristique d’un processus de Lévy (Xt)t≥0 est alors donnée par la formule
de Lévy-Khintchine : pour t ≥ 0 et θ ∈ R,

E[eiθXt ] = exp (tψ(θ))

avec

ψ(θ) = iγθ − σ2

2
θ2 +

∫
R
(eiθx − 1− iθx1[−1,1](x))ν(dx)

où ν est la mesure de Lévy vérifiant ν({0}) = 0 et
∫
R(|x|

2 ∧ 1)ν(dx) < ∞. Les processus de
Lévy à sauts font souvent office de référence pour des modèles de processus où l’homogénéité
est présente. Dans le cas où ν(R) = +∞, on obtient une activité de sauts infinie avec comme
représentant le processus de Lévy symétrique α-stable (pour lequel ν(dx) ∝ |x|−1−αdx), pro-
cessus qui appartient aussi plus généralement à la famille des processus stables.

2 Les processus stables

On rappelle ici quelques définitions équivalentes des processus stables symétriques,
présentés par exemple dans Samorodnitsky and Taqqu (1994), suivies ensuite de celles des
processus multistables qui seront au cœur du Chapitre 2.

Définition 1.5 Un processus stochastique réel (Xt)t∈T est symétrique stable si toutes ses
lois finies dimensionnelles sont symétriques stables, i.e. s’il existe α ∈ (0, 2] tel que toute
combinaison linéaire

∑d
k=1 bkXtk vérifie pour θ ∈ R

E[eiθ
∑d

k=1 bkXtk ] = e−σ
α
d |θ|

α

pour un certain σd > 0 ne dépendant que de (bk)k et (tk)k.

Pour construire des processus symétriques stables, on peut utiliser des mesures aléatoires
stables ou de manière équivalente des intégrales aléatoires stables qui apparaissent par exemple
dans Bretagnolle et al. (1966) ou dans Schilder (1970). On considère ainsi (E, E ,m) un espace
mesuré, E0 = {A ∈ E : m(A) < +∞} formé des ensembles de mesure m finie, et L0(Ω)
l’ensemble des variables aléatoires réelles sur Ω.

Définition 1.6 Le processus M : E0 → L0(Ω) est appelé mesure aléatoire symétrique α-
stable si pour tous ensembles disjoints A1, ..., Ak de E0, les variables M(A1), ...,M(Ak) sont
indépendantes, si presque sûrement

M(
+∞⋃
j=1

Aj) =
+∞∑
j=1

M(Aj)

avec A1, A2, ... ensembles disjoints de E0 tels que
⋃+∞
j=1 Aj ∈ E0, et si pour tout A ∈ E0, θ ∈ R,

E[eiθM(A)] = e−m(A)|θ|α .
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Chapitre 1. Présentation de quelques modèles de processus à sauts

On écrira M(A) =
∫
E
1A(x)M(dx) ce qui permet de définir

∫
E
f(x)M(dx) (par linéarité

et passage à la limite de fonctions étagées), variable aléatoire qui vérifie

E[eiθ
∫
E f(x)M(dx)] = exp

(
−|θ|α

∫
E

|f(x)|αm(dx)

)
dès lors que

∫
E
|f(x)|αm(dx) < +∞. Beaucoup de processus stables admettent une

représentation intégrale de la forme I(ft) :=
∫
E
ft(x)M(dx) (en particulier ceux qui sont conti-

nus en probabilité, voir Bretagnolle et al. (1966)). En choisissant comme mesure de contrôle
m(dx) = dx la mesure de Lebesgue, on peut redéfinir par exemple le processus de Lévy
symétrique α-stable.

Exemple 1.1 (Processus de Lévy symétrique α-stable) C’est le processus défini pour t ≥ 0
par

Lαt =

+∞∫
0

1x≤tM(dx) =

t∫
0

M(dx) =M([0, t]).

On a également comme exemple principal le mouvement linéaire fractionnaire stable.

Exemple 1.2 (Mouvement Linéaire Fractionnaire Stable symétrique, LFSM) C’est le pro-
cessus défini pour H ∈ (0, 1), H ̸= 1

α
, et t ≥ 0 par

Y α,H
t =

+∞∫
−∞

(|t− x|H−1/α − |x|H−1/α)M(dx).

Ce processus, défini dans Taqqu and Wolpert (1983) et Maejima (1983) est H-autosimilaire
à accroissements stationnaires. Pour α = 2, c’est le mouvement Brownien fractionnaire, intro-
duit par Kolmogorov (1940) ou Mandelbrot and Van Ness (1968).

Représentation de Poisson des processus symétriques stables Les processus stables
admettent plusieurs représentations alternatives. On peut citer par exemple la représentation
sous forme de somme de Poisson (Samorodnitsky and Taqqu, 1994), aussi connue comme la
représentation de Lévy-Itô (Itô, 2004). Pour (E, E ,m) un espace mesuré σ-fini, on travaille
avec un processus de Poisson Π sur E × R de mesure d’intensité m × L avec L mesure de
Lebesgue. Π est donc un sous-ensemble aléatoire dénombrable de E × R tel que si N(A) est
le nombre de points de Π ∩ A, N(A) est de loi P((m × L)(A)) et N(A1), ...,N(An) sont
indépendantes pour A1, ..., An ensembles disjoints de E × R (Kingman, 1993).

On considère ensuite α ∈ (0, 2) et g : E×R → R une fonction (m×L)-mesurable vérifiant
g(x,−y) = −g(x, y) ainsi que |g(x, y)| ≤ h(x)|y|−1/α pour h telle que

∫
E
|h(x)|αm(dx) < +∞.

En découpant l’espace E sous la forme d’une union d’ensembles croissants E =
⋃
nEn avec
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2 . Les processus stables

m(En) < +∞, on définit le rectangle Rn = {(x, y) : x ∈ En, |y| ≤ n} ⊂ E × R. On peut alors
considérer (Falconer and Lévy Véhel, 2009)

Σ =
∑

(X,Y )∈Π

g(X, Y ) = lim
n→+∞

∑
(X,Y )∈Π∩Rn

g(X, Y )

qui vérifie pour θ ∈ R,

E[eiθΣ] = exp

(
−2

∫ ∫
sin2(

1

2
θg(x, y))m(dx)dy

)
.

En particulier le processus X(t) = I(ft) admet la représentation de Poisson

I(ft) =

∫
E

ft(x)M(dx)
d
= c(α)

∑
(X,Y )∈Π

ft(X)Y <−1/α> (0 < α < 2)

avec α ∈ (0, 2), c(α) = (2α−1Γ(1− α) cos(πα
2
))−1/α et a<b> = sign(a)|a|b.

Représentation de Ferguson-Klass-LePage des processus symétriques stables On
peut également citer la représentation sous forme de série de Ferguson-Klass et LePage (Fer-
guson and Klass, 1972; Le Page, 1980a,b). Pour (E, E ,m) un espace mesuré σ-fini, on peut
trouver une fonction r : E → R+ telle que m̂(dx) = 1

r(x)
m(dx) soit une mesure de probabi-

lité (on choisit r ≡ m(E) si m(E) < +∞). On considère alors trois suites indépendantes :
(Γi)i≥1 les temps d’arrivée d’un processus de Poisson simple de taux 1 sur R+, (Vi)i≥1 une
suite i.i.d. de loi m̂ sur E et (γi)i≥1 une suite i.i.d. de loi P(γi = 1) = P(γi = −1) = 1

2
. Pour

α ∈ (0, 2), M une mesure aléatoire symétrique α-stable et une fonction ft : E → R telle que∫
E
|ft(x)|αm(dx) < +∞, on a la représentation

I(ft) =

∫
E

ft(x)M(dx)
d
= Cα

∞∑
i=1

γiΓ
−1/α
i r(Vi)

1/αft(Vi)

avec Cα =
(
Γ(1− α) cos(πα

2
)
)1/α

.

Exemple 1.3 (Processus de Lévy symétrique α-stable) Pour α ∈ (0, 2), le processus de Lévy
symétrique α-stable admet pour t ∈ [0, 1] la représentation

(Lαt )t∈[0,1] := {
∫ +∞

0

1x≤tM(dx), 0 ≤ t ≤ 1} d
= {Cα

∞∑
i=1

γiΓ
−1/α
i 1Ui≤t, 0 ≤ t ≤ 1}

où (Ui)i≥1 est une suite i.i.d. de variables de loi uniforme sur [0, 1].
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Chapitre 1. Présentation de quelques modèles de processus à sauts

3 Les processus multistables

Pour définir les processus multistables, on utilise dans [A2] la représentation de Ferguson-
Klass-LePage des processus stables en remplaçant le paramètre α par une fonction α(t) afin
de rendre le paramètre de stabilité évolutif dans le temps. Un processus multistable y est donc
défini comme étant la somme d’une série de type Ferguson-Klass-LePage, à savoir

Xt = Cα(t)

∞∑
i=1

γiΓ
−1/α(t)
i r(Vi)

1/α(t)ft(Vi), t ≥ 0, (1.1)

avec Cα =
(
Γ(1− α) cos(πα

2
)
)1/α

et ft : E → R une fonction vérifiant
∫
E
|ft(x)|α(t)m(dx) <

+∞, les trois suites (Γi)i≥1, (Vi)i≥1 et (γi)i≥1 étant les trois suites indépendantes des séries de
Ferguson-Klass-LePage. Il est alors immédiat avec cette définition de constater que pour tout
t ≥ 0, Xt est une variable aléatoire α(t)-stable vérifiant pour θ ∈ R,

E[eiθXt ] = exp

(
−|θ|α(t)

∫
E

|ft(x)|α(t)m(dx)

)
.

Avec cette représentation on peut définir par exemple une extension multistable du pro-
cessus de Lévy symétrique α-stable sur [0, T ].

Exemple 1.4 (Processus de Lévy multistable) On considère une fonction α : (0,∞) → (0, 2).
Le processus de Lévy symétrique multistable est défini pour t ∈ [0, T ] par

Lt = Cα(t)T
1/α(t)

∞∑
i=1

γiΓ
−1/α(t)
i 1Ui≤t. (1.2)

On peut définir également une version multistable multifractionnaire du Mouvement
Linéaire Fractionnaire Stable.

Exemple 1.5 (Mouvement Linéaire Multifractionnaire Multistable, LMMM) On considère
une fonction α : [0,∞) → (0, 2) ainsi qu’une fonction H : [0,∞) → (0, 1), une suite (Γi)i≥1

de temps d’arrivée d’un processus de Poisson simple de taux 1 sur R+, (γi)i≥1 une suite
i.i.d. de loi P(γi = 1) = P(γi = −1) = 1

2
et (Vi)i≥1 une suite i.i.d. de loi m̂(dx) =

3
π2

∑∞
j=1 j

−21[−j,−j+1[∪[j−1,j[(x)dx sur R, (Γi)i≥1, (γi)i≥1 et (Vi)i≥1 étant indépendantes. Le
Mouvement Linéaire Multifractionnaire Multistable symétrique est alors défini pour t ≥ 0
par

Yt = Cα(t)

∞∑
i,j=1

γiΓ
−1/α(t)
i

(
|t− Vi|H(t)−1/α(t) − |Vi|H(t)−1/α(t)

)(π2j2

3

)1/α(t)

1[−j,−j+1[∪[j−1,j[(Vi).
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3 . Les processus multistables

Représentation de Poisson des processus symétriques multistables La
représentation en somme de Poisson des processus stables donne également une représentation
des processus multistables, qui correspond en réalité à la définition originelle des processus
multistables par Falconer and Lévy Véhel (2009). Pour une fonction α : R+ → (0, 2), un
processus multistable de fonction de stabilité α est un processus de la forme

Xt =
∑

(X,Y )∈Π

ft(X)Y <−1/α(t)>, t ≥ 0 (1.3)

où Π est un processus de Poisson sur E × R d’intensité m × L. De part le calcul de ses lois
finies-dimensionnelles, on sait que cette représentation conduit au même processus multistable
que celui défini par la représentation en séries de Ferguson-Klass-LePage.

Les mesures multistables Inspirée de la construction des intégrales par rapport à une
mesure aléatoire stable, une autre manière de définir des processus multistables est utilisée
dans Falconer and Liu (2012). La mesure aléatoire multistableMα(.)(A) d’un ensemble A ∈ E0
y est définie par la fonction caractéristique

E[eiθMα(.)(A)] = exp

(
−
∫
E

|θ1A(x)|α(x)m(dx)

)
pour θ ∈ R. On écrira Mα(.)(A) =

∫
E
1A(x)Mα(.)(dx), la loi de

∫
E
f(x)Mα(.)(dx) étant alors

E[eiθ
∫
E f(x)Mα(.)(dx)] = exp

(
−
∫
E

|θf(x)|α(x)m(dx)

)
.

En particulier cette construction donne naissance à une autre extension du processus de Lévy
symétrique α-stable, notée LI , différente de celle issue des représentations précédentes, no-
tamment car LI est un processus à accroissements indépendants contrairement au processus
L défini par (1.2) . On montre dans [A5] que LI admet également une représentation sous la
forme de série de Ferguson-Klass-LePage avec l’expression pour t ∈ [0, 1]

LIt =
∞∑
i=1

Cα(Ui)γiΓ
−1/α(Ui)
i 1Ui≤t. (1.4)

Le lien (ou la différence) avec le processus de Lévy multistable L défini par (1.2) fait l’objet
du Theorem 8 de [A5], lien qui sera exploité pour le calcul du spectre d’analyse multifractal
de ces processus (voir Chapitre 2).

Théorème 1.2 ([A5]) Si α est de classe C1 alors presque sûrement, pour tout t,

Lt = LIt + At

avec

At =

∫ t

0

+∞∑
i=1

γi
d(Cα(u)Γ

−1/α(u)
i )

du
(s)1[0,s)(Ui)ds.

——–
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Chapitre 2

Etudes de régularités

Cela fait longtemps que l’on s’intéresse à la régularité des trajectoires de processus sto-
chastiques. On trouvera par exemple dans Lévy (1948) des résultats fondamentaux sur le
mouvement Brownien, dont en particulier la loi du log-itéré dûe à A. Khintchine en 1924 qui
indique que presque sûrement

lim sup
t→+∞

Bt√
2t log log t

= 1.

Cette loi du log-itéré inspirera ensuite bon nombre de résultats du même type. Chung (1948)
détermine une loi du log-itéré pour le maximum du mouvement Brownien, loi qui sera ensuite
obtenue par Monrad and Rootzén (1995) pour le mouvement Brownien fractionnaire, puis
étendue au cas du mouvement Brownien bifractionnaire par Tudor and Xiao (2007) : on a
ainsi presque sûrement

lim inf
r→0+

maxt∈[0,r] |BH(t)|
rH/(log log 1/r)H

= c ∈ (0,+∞).

Plus largement on trouvera des résultats sur la continuité, la régularité et le caractère
borné des trajectoires de processus gaussiens dans Berman (1970, 1972), pour les processus
infiniment divisibles avec composante brownienne dans Cambanis et al. (1990), sans com-
posante brownienne dans Marcus and Rosinski (2005) ou encore pour les processus stables
symétriques dans Nolan (1989a) pour ne citer qu’eux. L’étude de la régularité des trajectoires
reste un domaine encore très actif, avec des développements récents comme dans Richard
(2014) par exemple qui étudie la régularité de champs Browniens fractionnaires, ou encore
dans Hannebicque (2021), où la notion de régularité est étudiée pour un processus (X(t))t∈T
indéxé par un ensemble général T .

On sait également depuis longtemps que le long d’une trajectoire donnée d’un mouve-
ment Brownien, certains points ne vérifient pas la loi du log-itérée. L’existence de points
lents pour le mouvement Brownien, i.e. de points ne vérifiant pas la loi du log-itéré car
lim suph→0 |Bt+h − Bt|/

√
|h| < +∞, est obtenue dans Kahane (1974), ces points pouvant

13



Chapitre 2. Etudes de régularités

aussi être éventuellement des zéros du processus (Kahane, 1976). L’existence de points ra-
pides, i.e. tels que lim suph→0 |Bt+h − Bt|/

√
2h log log 1/h > 1, est démontrée dans Orey

and Taylor (1974). Ces résultats seront ensuite généralisés pour le mouvement Brow-
nien fractionnaire par Khoshnevisan and Shi (2000) avec notamment l’égalité presque sûre
lim suph→0+ sup0≤t≤1 |BH(t+ h)−BH(t)|/

√
2hH log(1/h) = 1.

De manière générale le comportement typique d’un processus stochastique n’est donc pas
exactement identique en chaque point, ce qui conduit naturellement à la notion de régularité
locale d’un processus.

1 Plusieurs notions de régularité à travers divers ex-

posants

L’exposant de Hölder ponctuel

Une première caractérisation de la régularité locale se fait classiquement à l’aide de l’expo-
sant de Hölder ponctuel. On considère s > 0, t0 ∈ R et on dit qu’une fonction réelle f ∈ Cs(t0)
s’il existe un polynôme P de degré inférieur à s tel que

|f(t)− P (t− t0)| ≤ C|t− t0|s.

L’exposant de Hölder ponctuel de f en t0 est alors défini par

h(t0) = sup{s : f ∈ Cs(t0)}.
Andersson (1997) donne une caractérisation des fonctions h qui peuvent être des expo-

sants de Hölder ponctuels (ce sont les lim inf de fonctions continues) ainsi que des espaces
de Hölder Cs(t0). L’exposant de Hölder ponctuel pour un processus α-stable symétrique est
obtenu dans Fristedt (1979) et Davis (1984a), et pour un processus de Lévy en général sans
composante brownienne dans Pruitt (1981). On sait que l’on a h(t) = 1/β presque partout
avec β correspondant à l’indice de Blumenthal and Getoor (1961). Takashima (1989) étend
ces résultats au cas du mouvement linéaire fractionnaire stable (LFSM) : on sait que presque
sûrement et pour tout t, h(t) = H − 1/α si 1 < α < 2 et 1/α < H < 1.

On obtient des résultats analogues pour les processus de Lévy symétriques multistables
dans [A3]. La régularité typique du processus est reliée dans ce cas à la régularité de la
fonction α elle-même. Ce phénomène se produit également dans le cas du mouvement Brownien
multifractionnaire (Herbin, 2006). On note hα(t) l’exposant de Hölder de α au point t.

Théorème 2.1 ([A3]) Soit t ∈ (0, 1).

1. Si 0 < α(t) < 1, presque sûrement

h(t) = min

(
1

α(t)
, hα(t)

)
14



1 . Plusieurs notions de régularité à travers divers exposants

au moins lorsque 1
α(t)

̸= hα(t).

2. Si 1 ≤ α(t) < 2 et si α est de classe C1, presque sûrement

h(t) =
1

α(t)
.

Ces résultats sont valables pour tout t, presque sûrement. On dispose en réalité d’une ca-
ractérisation plus fine de l’exposant de Hölder ponctuel pour un processus de Lévy multistable,
avec la caractérisation presque sûre obtenue dans [A8].

Théorème 2.2 ([A8]) Soit L un processus de Lévy multistable symétrique avec α : [0, 1] 7→
(1, 2) de classe C1. Alors, presque sûrement, pour tout t ∈ [0, 1]\S,

h(t) =
δ(t)

α(t)
=

1

α(t)
inf

(Vϕ(n))n∈Rt

lim inf
i→∞

− log ϕ(i)

log |Vϕ(i) − t|
,

où S est l’ensemble des points de saut du processus, S = SN et Rt = {(rn)n∈N ∈ S : rn → t}.

L’exposant de Hölder local

Seuret and Lévy Véhel (2002) définissent un autre exposant de régularité possédant la
particularité d’être stable sous l’action d’opérateurs pseudo-différentiables contrairement à
l’exposant de Hölder ponctuel . Pour un ouvert U, on dit que f ∈ Cs(U) avec 0 < s < 1 s’il
existe C > 0 tel que pour tout x, y ∈ U,

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|s,

et pour m < s < m+ 1, |∂mf(x)− ∂mf(y)| ≤ C|x− y|s−m. On définit ensuite

αl(U) = sup{s : f ∈ Cs(U)}.

Considérant à présent une suite décroissante d’ouverts (Un)n telle que {t0} = ∩nUn, l’exposant
de Hölder local hl de la fonction f au point t0 est défini par

hl(t0) = sup
n
αl(Un) = lim

n→+∞
αl(Un).

Les exposants de Hölder h et hl sont deux exposants distincts. Pour la fonction de type
Cusp x 7→ |x|γ, on a h(t) = hl(t) = γ mais l’indice local permet de détecter un comportement
de type Chirp. En effet pour la fonction x 7→ |x|γ sin( 1

|x|β ), on a également h(t) = γ mais

par contre hl(t) = γ
1+β

. Les liens entre les deux exposants sont explorés dans Seuret and

Lévy Véhel (2002). De manière générale, on a toujours

hl(t0) ≤ h(t0)
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Chapitre 2. Etudes de régularités

et même hl(t0) ≤ h(t0) ∧ lim inf
t→t0

h(t) si f est une fonction continue.

Pour un processus gaussien continue, αl(U) et hl ne sont généralement pas aléatoires
alors que la fonction h peut l’être (voir Herbin and Lévy-Véhel (2009) ou Ayache (2011) où
il est justement construit un processus gaussien possédant un exposant ponctuel aléatoire).
Cependant pour les mouvements Brownien (multi)-fractionnaires, ce n’est pas le cas en général.
On trouvera des propriétés trajectorielles du mouvement Brownien fractionnaire dans Adler
(1981), Embrechts and Maejima (2002), Falconer (1990) ou encore dans Samorodnitsky and
Taqqu (1994). Pour sa version multifractionnaire, si maxt∈U H(t) < αl(U), on sait que pour
tout t ∈ U, h(t) = H(t) presque sûrement tandis que si maxt∈U H(t) ≥ αl(U) et hH(t) ̸= H(t)
(où hH est l’exposant de Hölder ponctuel de la fonction H), alors presque sûrement h(t) =
H(t) ∧ hH(t).

Le cas des processus stables est considéré de manière générale dans Xiao (2009) ou Pa-
nigrahi et al. (2021) à travers l’étude du module de continuité uniforme. Dans le cas du
mouvement linéraire fractionnaire stable (LFSM), la régularité Höldérienne des trajectoires
est établie dans Takashima (1989) et Kôno and Maejima (1991) pour α ∈ (1, 2) et H ∈ ( 1

α
, 1).

On sait également que presque sûrement, pour tout t,

hl(t) = H − 1

α
.

Ayache and Hamonier (2013) montreront ensuite pour le mouvement linéaire multifrac-
tionnaire stable (LMSM) que si hl,H(t) > 1/α (où hl,H est l’exposant de Hölder local de la
fonction H), alors hl(t) = H(t)− 1

α
(un encadrement était déjà fourni dans Stoev and Taqqu

(2004a)). Ils établissent dans Ayache and Hamonier (2017) que le processus appartient à un
espace de Hölder critique d’exposant hH ∧ (H∗ − 1/α) avec H∗ := inft∈U H(t) ∈ (1/α, 1).

Enfin pour la version multistable de ce processus, Biermé and Lacaux (2013) obtiennent
une borne supérieure pour le module de continuité du mouvement linéaire multifractionnaire
multistable (LMMM), améliorant également les résultats de Ayache and Hamonier (2013) dans
le cas où α est constant. Le résultat étant que si la fonction H est globalement Höldérienne
d’exposant H∗ − 1/α∗ (avec H∗ > 1/α∗), alors

hl(t) ≥ H(t)− 1

α(t)
. (2.1)

L’exposant 2-microlocal

Les exposants de Hölder sont contenus dans un environnement plus large, à savoir celui
de l’analyse 2-microlocale introduite par Bony (1986) au travers d’une analyse en ondelettes
de type Littlewood Paley, caractérisée dans le domaine temporel par Lévy Véhel and Seuret
(2003) (voir aussi Kolwankar and Lévy Véhel (2002)) et développée dans un cadre aléatoire
par Herbin and Lévy-Véhel (2009).
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1 . Plusieurs notions de régularité à travers divers exposants

On peut ainsi définir les espaces 2-microlocaux pour une fonction f non-différentiable de
la manière suivante. Pour D = {(s, s′) : 0 < s+ s′ < 1, s < 1, s′ < 0}, on dit que f ∈ Cs,s′(t0)
avec (s, s′) ∈ D s’il existe δ ∈ R et C ∈ R tels que pour tous 0 < |t1− t0| < δ, 0 < |t2− t0| < δ,

|f(t1)− f(t2)| ≤ C|t1 − t2|s+s
′
(|t1 − t0|+ |t1 − t2|)−s

′
.

On peut alors considérer le domaine 2-microlocal de f , E(f, t0) = {(s, s′) : f ∈ Cs,s′(t0)} qui
est un ensemble convexe. L’exposant 2-microlocal de f , appelé aussi frontière 2-microlocale,
est en réalité la courbe décroissante concave

σ : s′ 7→ σ(s′) = sup{s : f ∈ Cs,s′(t0)}.

Dans le cas où f ∈ Cη(R) pour un η > 0, on peut déduire de la frontière 2-microlocale
l’expression des deux exposants de Hölder grâce aux relations

h(t0) = − inf{s′ : σ(s′) ≥ 0}

et
hl(t0) = σ(0).

L’analyse 2-microlocale permet entre autres choses de distinguer les deux fonctions de type
Chirp f1(x) = |x|0.5 sin( 1

|x|) et f2(x) = |x|0.8 sin( 1
|x|2.2 )+|x|0.5 sin( 1

|x|0.25 ), pour qui toutes les deux

h(0) = 0, 5 et hl(0) = 0, 25 mais qui ne présentent pas les mêmes frontières 2-microlocales.
Dans le cadre aléatoire, cette analyse 2-microlocale est effectuée pour étudier la régularité
de martingales et d’intégrales stochastiques continues dans Balança and Herbin (2012) par
exemple, ou encore dans Balança (2014) pour les processus de Lévy et le mouvement linéraire
multifractionnaire stable (LMSM).

Régularité en loi : l’autosimilarité et l’indice de Hurst

Pour une notion de régularité plus faible, on peut considérer la loi des accroissements
plutôt que leur comportement presque sûr. La notion qui apparâıt alors naturellement est
celle d’autosimilarité. On dit qu’un processus X est autosimilaire d’indice de Hurst H si pour
tout a > 0,

X(at)
d
= aHX(t).

On sait que si X est un processus non-trivial autosimilaire d’exposant H alors H > 0
(Vervaat, 1985). Si le processus est de plus à accroissements stationnaires, alors

X(t+ h)−X(t)

hH
d
= X(1),

et l’on a alors trivialement

lim
h→0

X(t+ h)−X(t)

hH
d
= X(1).
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La régularité globale en loi H correspond bien souvent à la régularité trajectorielle presque
partout de ces processus homogènes. On pourra se référer à Embrechts and Maejima (2002)
pour une analyse approfondie des processus autosimilaires, leurs propriétés trajectorielles, leur
simulation, ainsi que les méthodes classiques d’estimation de l’indice de Hurst H.

Régularité en loi locale : l’indice de localisabilité

La localisation de cette notion de régularité en loi conduira ensuite à celle de localisabilité,
très utile en théorie et en pratique car elle permet de contrôler des caractéristiques locales
d’un processus comme sa régularité höldérienne mais aussi l’intensité de ses sauts dans le cas
des processus multistables. Cette notion a été introduite par Falconer (2002, 2003).

On dit qu’un processus réel X est hd(t)-localisable au point t s’il existe un processsus limite
non-trivial X ′

t = (X ′
t(u))u∈R tel que

lim
r→0+

X(t+ ru)−X(t)

rhd(t)
d
= X ′

t(u),

où l’égalité est en loi finies-dimensionnelles. Si la convergence a lieu en loi par rapport à une
métrique sur C(R) ou D(R), on parle de localisabilité forte. La limite X ′

t est appelée forme
locale ou processus tangent de X au point t. Cette notion est très proche de celle de processus
localement asymptotiquement autosimilaire décrite dans Cohen (1999) ou encore dans Peltier
and Lévy Véhel (1995); Benassi et al. (1997) pour le mouvement Brownien multifractionnaire.

Les processus localisables les plus simples sont les processus autosimilaires à accroissements
stationnaires, pour qui la forme locale en t est constante égale à X : X ′

t(.) = X(.). La forme

locale X ′
t au point t, si elle existe, doit elle-même être hd(t)-autosimilaire, i.e. X ′

t(au)
d
=

ahd(t)X ′
t(u) pour a > 0. De plus, sous des conditions assez générales (Falconer, 2002, 2003),

X ′
t est également à accroissements stationnaires. Les formes locales typiques sont donc des

processus autosimilaires à accroissements stationnaires.

Un autre exemple est donné par la moyenne mobile symétrique α-stable de la forme X(t) =∫
g(t − x)M(dx) où M est une mesure α-stable symétrique de mesure de contrôle la mesure

de Lebesgue ([A1]). La condition sur le noyau

lim
r→0+

∫
|g(r(u+ x))− g(rx)

rγ
− h(u, x)|αdx = 0

pour γ+1/α > 0 assure que le processus X a pour forme locale X ′
t(u) =

∫
h(u, x)M(dx) avec

hd(t) = γ + 1/α. Ainsi le processus d’Ornstein-Uhlenbeck X(t) =
∫
exp(−λ(x − t))M(dx)

admet pour forme locale X ′
t(u) = Lαu avec hd(t) = 1/α. On peut également trouver des

conditions sur la transformée de Fourier du noyau g pour obtenir le log-fractional stable
motion comme forme locale. Par ailleurs, si g est globalement höldérienne avec g(r) ∼ c+0 r

−γ

et g(−r) ∼ c−0 r
−γ, la forme locale sera le mouvement linéaire fractionnaire stable (LFSM).
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1 . Plusieurs notions de régularité à travers divers exposants

Cependant de manière générale la forme locale varie avec t. Dans le cas du mouvement
Brownien multifractionnaire,

lim
r→0

X(t+ ru)−X(t)

rH(t)

d
= BH(t)(u)

où BH est le mouvement Brownien fractionnaire d’exposant H. Ainsi le mouvement Brownien
multifractionnaire ressemble localement au point t à un mouvement Brownien fractionnaire
d’indice H(t) qui varie avec t. On obtient un résultat identique en remplaçant la mesure
gaussienne par une mesure α-stable (Stoev and Taqqu, 2004b).

On retrouve de même pour des processus moyennes mobiles multistables ([A1]) que la
condition

lim
r→0+

∫
|g(r(u+ x))− g(rx)

rγ
− h(u, x)|α(t)dx = 0

avec 0 < γ + 1/α(t) < η ≤ 1 assure que le processus a pour forme locale X ′
t(u) =∫

h(u, x)Mα(t)(dx) avec hd(t) = γ + 1/α(t) et Mα(t) une mesure aléatoire α(t)-stable
symétrique. Ainsi le processus d’Ornstein-Uhlenbeck multistable est tangent en chaque point
t à un processus de Lévy symétrique α(t)-stable.

Dans Falconer and Lévy Véhel (2009), des processus de forme locale prescrite sont
construits en collant des processus localisables dont la forme locale est connue. Ils considèrent
ainsi la localisabilité d’un champ aléatoire {X(t, v) : (t, v) ∈ U × U} et de son processus
diagonal Y = {X(t, t) : t ∈ U}, et donnent des conditions pour que Y et X(·, u) aient la
même forme locale. Cette approche permet de construire des processus localisables à partir
de processus élémentaires qui sont connus pour être localisables (typiquement des processus
autosimilaires à accroissements stationnaires). Cette méthode permet également de simuler
les accroissements d’un processus localisable en utilisant la structure de la forme locale (voir
[A1]). C’est cette idée qui est à la base de la construction des processus multistables dans Fal-
coner and Lévy Véhel (2009), utilisant également la représentation des processus stables sous
forme de somme de processus de Poisson. La localisabilité des processus moyennes mobiles
multistables est abordée de manière directe dans [A1], mais cette construction est reprise dans
[A2] pour proposer et étudier une version alternative des processus multistables sous forme de
série de Ferguson-Klass-LePage.

Pour un processus multistable général écrit sous la forme (1.1), on obtient des conditions sur
le noyau ft pour que le processus multistable X soit localisable, de forme locale un processus
α(t)-stable dont l’indice de stabilité dépend ainsi du temps ([A2]). Si α est de classe C1, on sait
alors que le processus de Lévy multistable a pour forme locale X ′

t = Lα(t) avec hd(t) = 1/α(t)
et que le mouvement linéaire multifractionnaire multistable (LMMM) a pour forme locale
X ′
t = Y α(t),H(t) avec hd(t) = H(t). On retrouve ainsi le mouvement linéaire fractionnaire

stable (LFSM), le processus de Lévy α-stable et le log-fractional stable motion comme formes
locales des processus localisables stables et multistables. On trouvera d’autres exemples dans
Falconer and Liu (2012) et [A2].
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Chapitre 2. Etudes de régularités

Généralement l’exposant de localisabilité hd est relié à la régularité ponctuelle de Hölder
classique h (voir Boufoussi et al. (2008) pour quelques conditions). Pour un processus mul-
tistable général écrit sous la forme (1.1), sous certaines conditions sur le noyau ft, on a une
majoration de h pour tout t presque sûrement par la fonction de localisabilité du processus
hd.

Théorème 2.3 ([A3]) Pour t > 0, si X est hd(t)-localisable au point t, et sous certaines
conditions sur le noyau ft, on a presque sûrement

h(t) ≤ hd(t)

avec égalité dans le cas du mouvement de Lévy multistable et α de classe C1.

L’indice de régularité hd est également étroitement relié à la régularité ponctuelle du
processus en espérance. En effet sous certaines conditions d’intégrabilité et de régularité du
noyau ft (voir [A3]), on a pour η < α∗

lim
ε→0+

E[|X(t+ ε)−X(t)

εhd(t)
|η] = E[|X ′

t(1)|η].

Autres indices de régularité

D’autres indices ont été introduits afin de caractériser la régularité d’un processus sto-
chastique, utilisant notamment la décomposition en ondelettes du signal. Par exemple en
considérant le coefficient d’ondelette dj,k =

∫
f(t)ψj,k(t) =

∫
f(t)2j/2ψ(2jt − k)dt pour une

ondelette mère ψ, on peut définir l’exposant discrétisé à base d’ondelettes

ω
(n)
kn

(t) = − 1

n
log2 |2n/2dn,kn|

avec kn(t) = ⌊t2n⌋, et l’exposant de singularité ponctuel à base d’ondelettes

ω(t) = lim inf
n→+∞

ω
(n)
kn

(t).

Celui-ci est alors relié à l’exposant de Hölder ponctuel h dans certains cas (Jaffard, 1991).
On peut également s’intéresser au coefficient d’oscillation défini dans Arneodo et al. (1998),
ou encore aux exposants d’annulation et fractionnaires introduits et caractérisés dans Abry
et al. (2017).

2 Quelques résultats statistiques

Estimation de la régularité

La question de l’estimation de la régularité trajectorielle a fait l’objet de nombreuses
études. La décomposition du signal en ondelettes fournit pour cela un outil performant en
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traitement du signal et a également donné lieu à beaucoup de méthodes pour l’estimation du
coefficient local de Hölder d’un processus. On pourra citer en particulier la méthode des lignes
maximales de la transformée continue en ondelettes, transformée introduite initialement par
Grossmann and Morlet (1984) puis utilisée pour l’estimation par Mallat and Hwang (1992)
(voir aussi Daubechies (1992)). Elle est également utilisée pour l’estimation du paramètre de
HurstH du mouvement Brownien fractionnaire dans Flandrin (1992), Delbeke and Van Assche
(1998), Abry and Veitch (1998), Goncalves et al. (1998), Veitch and Abry (1999), Bardet
(2000), Bardet et al. (2000), Abry et al. (2001), Veitch and Abry (2001), Bardet (2002), Abry
et al. (2003), Abry et al. (2011), Wu and Ding (2017) ou encore dans Abry et al. (1998) pour
l’estimation du paramètre de longue mémoire d’un processus stationnaire.

Pour ce problème d’estimation du paramètre de longue mémoire, beaucoup d’estimateurs
différents ont déjà été introduits. On pourra se référer à Bardet et al. (2003) pour une review
sur le sujet, ou encore à Embrechts and Maejima (2002), mais nous pouvons citer en particulier
l’estimateur de Whittle (Fox and Taqqu, 1986; Giraitis and Surgailis, 1990), l’utilisation de
méthode spectrale (Flandrin, 1989; Moulines and Soulier, 2003; Beran, 1992; Robinson, 1995),
de la variation quadratique (Istas and Lang, 1997; Coeurjolly, 2001) ou encore de l’estimateur
du log-periodogramme (Geweke and Porter-Hudak, 1983; Hurvich et al., 1998; Lang and Azäıs,
1999; Moulines and Soulier, 1999).

Concernant les processus multifractionnaires et le mouvement Brownien multifractionnaire
en particulier, de nombreuses références existent aussi, parmi lesquelles Ayache and Lévy Véhel
(2004); Ayache et al. (2004), Begyn (2007a,b), Istas and Lang (1997), Benassi et al. (1998,
2000), Lacaux (2004). Bardet and Surgailis (2012) présentent en particulier deux estimateurs,
inspirés respectivement de Coeurjolly (2005) et Bardet and Surgailis (2011), et montrent la
consistance de ces estimateurs pour des processus gaussiens généraux. Ils obtiennent également
la convergence presque sûre pour l’estimateur de H∗ avec une vitesse en probabilité qui est lo-
garithmique. Une meilleure vitesse de convergence a été obtenue plus récemment par Lebovits
and Podolskij (2017) pour ce problème d’estimation de la régularité globale d’un mouvement
Brownien multifractionnaire.

C’est dans ce contexte que l’on a considéré dans [A4] le problème d’estimation de régularité
pour les processus multistables, la régularité étant celle en loi. On considère α de classe
C1 à valeurs dans [α∗, α

∗] ⊂ (0, 2) et l’on suppose observée une discrétisation du processus
(X( k

N
))k∈Z,N∈N. N’ayant pas de connaissance de la valeur de α∗, une méthode des moments ne

semble a priori pas adaptée pour ce problème d’estimation. On opte alors pour une utilisation
du logarithme des accroissements qui possède des moments de tous ordres, ainsi qu’une uti-
lisation de la structure locale des processus multistables. Partant du principe que pour k/N

proche de t0 ∈ R fixé, |X(k+1
N

) − X( k
N
)|

d
≈ N−hd(t0)|X ′

t0
(1)|, on introduit un estimateur de

hd(t0) avec
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Chapitre 2. Etudes de régularités

ĥd(t0) = − 1

n(N) logN

⌊Nt0⌋+n(N)
2

+1∑
k=⌊Nt0⌋−n(N)

2

log |X(
k + 1

N
)−X(

k

N
)|

où (n(N))N∈N est une suite d’entiers. On suppose ensuite certaines conditions sur le noyau
ft pour t dans un ouvert U, conditions qui sont en particulier vérifiées pour les processus de
Lévy multistables et pour le mouvement linéaire multifractionnaire multistable (LMMM). On

a alors pour tout r > 0 et t0 ∈ U, sous les conditions lim
N→+∞

n(N) = +∞ et lim
N→+∞

n(N)
N

= 0,

lim
N→+∞

E[|ĥd(t0)− hd(t0)|r] = 0

et pour [a, b] ⊂ U,

lim
N→+∞

E[
∫ b

a

|ĥd(t)− hd(t)|rdt] = 0.

Concernant la vitesse de convergence, on a un résultat supplémentaire pour le mouvement
de Lévy multistable symétrique. En effet, si α ∈ (1, 2) est de classe C1, pour n(N) = O(N δ)

avec δ ∈ (0, 2α(t0)−2
3α(t0)+2

), on obtient

lim
N→+∞

√
n(N)(logN(ĥd(t0)− hd(t0)) + µα(t0))

d
= N (0, σ2

α(t0)
) (2.2)

avec µα = E[log |Z|] et σ2
α = Var(log |Z|) pour Z de loi α-stable standard. Les expres-

sions de µα et σ2
α étant explicites, on obtient de plus un intervalle de confiance de niveau

asymptotique 1− β avec ĥd(t0) logN + Γ′(1)

Γ′(1) + logN
±

q1−β/2
√
σ2
ĥd(t0)−1

(Γ′(1) + logN)
√
n(N)


où qβ est le β-quantile de la loi normale N (0, 1).

Estimation de l’intensité de sauts

La régularité d’un processus à sauts est intimement reliée à son intensité de sauts. Dans le
cas des processus multistables, cette intensité est complètement caractérisée par la fonction de
stabilité α, qui gouverne également la queue de distribution des marginales ou encore l’ordre
de ses moments. L’estimation de cette fonction relève ainsi une importance particulière dans
le cas des processus multistables.

De manière non-paramétrique, l’estimation de la queue de distribution d’une loi quelconque
est abordée par Hill (1975), ainsi que par Gonçalves and Riedi (2005) qui proposent d’estimer
λ+ = sup{r > 0 : E[|X|r] < +∞} dans le cas où λ+ ∈ (0, 2) à l’aide d’un estimateur
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de la fonction caractéristique et des ondelettes. Pour des processus de Lévy ou des semi-
martingales à sauts, poursuivant les travaux de Aı̈t-Sahalia and Jacod (2009a), Jing et al.
(2012) et Todorov (2015), Mies (2020) introduit un estimateur de l’indice de Blumenthal et
Getoor β ainsi qu’un estimateur de la volatilité. Cet estimateur est de vitesse de convergence
optimale, améliorant ainsi les résultats de Reiß (2013) pour les processus de Lévy et de Bull
(2016) pour les semi-martingales.

Le problème devient paramétrique dans le cas des lois α-stables et plusieurs estimateurs
du paramètre α ont déjà été proposés. Ainsi un estimateur qui utilise la queue de distribution
est proposé dans Koutrouvelis (1980), la fonction caractéristique est utilisée dans McCulloch
(1986, 1997), l’estimateur du maximum de vraisemblance est considéré dans Nolan (2001) et
Brouste and Masuda (2018), et on retrouve une estimation des paramètres d’une loi stable de
manière combinée dans Lévy Véhel et al. (2021).

Pour les processus multistables, on s’est intéressé à la question de l’estimation de la fonction
de stabilité α dans [A4]. On observe à nouveau une discrétisation du processus (X( k

N
))k∈Z,N∈N.

L’idée cette fois-ci est d’utiliser le fait que pour une loi stable Z de paramètre α ∈ (0, 2),
E[|Z|p] < +∞ si et seulement si p < α, l’expression de E[|Z|p] étant explicite en fonction de
p et α (voir Samorodnitsky and Taqqu (1994)) :

E[|Z|p] = 2p−1Γ(1− p/α)

p
∫∞
0
u−p−1 sin2(u)du

.

On introduit donc pour t0 ∈ R les moments empiriques

SN(p) =

 1

n(N)

⌊Nt0⌋+n(N)
2

+1∑
k=⌊Nt0⌋−n(N)

2

|X(
k + 1

N
)−X(

k

N
)|p


1/p

ainsi que les ratios de ces moments empiriques afin d’éviter tout problème d’échelle (inconnue) :
pour p0 ∈ (0, α∗), on pose

Rexp(p) =
SN(p0)

SN(p)
et Rα(p) =

E[|Z|p0 ]1/p0
E[|Z|p]1/p

1p<α.

On estime alors α(t0) par

α̂(t0) = min

(
argmin
α∈[0,2]

(

∫ 2

p0

|Rexp(p)−Rα(p)|γdp)1/γ
)

où γ ∈ (0, 1). Cet estimateur nécessite la connaissance au préalable de α∗, ce qui n’est pas
toujours réaliste. Cependant dans certains cas comme celui du mouvement linéaire multifrac-
tionnaire multistable (LMMM), on sait que si les trajectoires sont continues alors α ∈ (1, 2).
On obtient sous certaines conditions sur le noyau ft,

lim
N→+∞

E[|α̂(t0)− α(t0)|r] = 0
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pour tout r > 0 à partir du moment où le processus X devient autosimilaire à accroissements
stationnaires si α est constant. Ces résultats s’appliquent ainsi aux cas du mouvement linéaire
multifractionnaire multistable (LMMM) et du processus de Lévy multistable.

Avant d’estimer la fonction ou le paramètre de stabilité α, il est préférable de savoir si
le modèle présente une intensité de saut homogène ou non, afin de déterminer à l’avance si
l’estimation sera paramétrique ou non-paramétrique et utiliser l’estimateur adéquat. C’est la
question considérée dans [A7] pour les processus de Lévy multistables avec α ∈ (1, 2) de classe
C1. On y considère les deux versions du processus de Lévy multistable X = L (voir (1.2)) ou
X = LI (voir (1.4)), et l’on souhaite tester

(H0) : α ∈ {α : [a, b] → [α∗, α
∗] : α(t1) = α(t2),∀t1, t2}

vs
(H1) : α ∈ {α : [a, b] → [α∗, α

∗] : ∃t1, t2, α(t1) ̸= α(t2) et ∥α′∥∞ ≤M}
en observant une discrétisation (X( k

N
))k∈Z,N∈N. Le test est basé sur l’estimation de la fonction

de localisabilité hd avec hd(t) =
1
α(t)

pour le processus de Lévy multistable. On pose ainsi

ĥd(t0) =
1

n(N)

⌊Nt0⌋+n(N)
2

+1∑
k=⌊Nt0⌋−n(N)

2

Γ′(1)− log |X(k+1
N

)−X( k
N
)|

Γ′(1) + logN

et on définit la statistique de test pour (t0, t1) ∈ [a, b]2 tels que (t0 − n(N)
2N

, t0 +
n(N)
2N

) ∩ (t1 −
n(N)
2N

, t1 +
n(N)
2N

) = ∅ par

TN =
n(N)(Γ′(1) + logN)2

(b− a)σ̂2(t1)

∫ b

a

|ĥd(t)− ĥd(t0)|2dt

avec σ̂2(t1) =
(
v(ĥd(t1)

−1) ∨ v(2)
)
∧ v(1) et v(x) = π2

6x2
+ π2

12
. v(α) étant la variance asympto-

tique σ2
α de (2.2) si α ∈ (1, 2), σ̂2(t1) est un estimateur de σ2

α(t1)
qui devient σ2

α sous (H0). La

normalité asymptotique de ĥd donne la convergence de TN vers la loi de 1 + χ2(1) où χ2(1)
suit une loi du χ2 à 1 degré de liberté. La zone de rejet du test est ainsi de la forme

Rc = [q1−β,+∞)

où qβ est le β-quantile de la loi 1+χ
2(1). Posons enfin ξN =

√
n(N)(Γ′(1)+logN) et la distance

de Kolmogorov κ(µ1, µ2) = supx∈R |Fµ1(x)−Fµ2(x)| où Fµ est la fonction de répartition de µ.
On obtient un contrôle uniforme sous (H0) de la distance de Kolmogorov entre TN et 1+χ2(1).

Théorème 2.4 ([A7]) Soit Pα
N la loi de TN et P1+χ2 la loi de 1+χ2(1). Il existe une constante

K∗ > 0 telle que pour tout N ≥ 1,

sup
α∈Θ0

κ(Pα
N , P1+χ2) ≤ K∗(

1

ξN
+

1√
n(N)

+

(√
n(N)

N
+

1

ξN
+

1√
⌊Nb⌋ − ⌊Na⌋ − n(N)

)1/3

).
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Par conséquent il existe une constante K∗ > 0 telle que pour chaque niveau fixé β ∈ (0, 1)
dans le problème de test et chaque N ≥ 1,

sup
α∈(H0)

P(TN ∈ Rc) ≤ β+K∗(
1

ξN
+

1√
n(N)

+

(√
n(N)

N
+

1

ξN
+

1√
⌊Nb⌋ − ⌊Na⌋ − n(N)

)1/3

).

De plus, si lim
N→+∞

n(N) = +∞ et lim
N→+∞

n(N)
N

= 0, alors pour tout α ∈ (H0) on a la convergence

en loi suivante :

lim
N→+∞

TN
d
= 1 + χ2(1).

Sous l’alternative (H1), on établit une convergence en loi dans le cas X = L ainsi qu’un
contrôle de la vitesse de convergence de TN vers +∞ dans le cas X = LI .

Théorème 2.5 ([A7]) On suppose que l’on observe X = L. On définit

ZN :=
1

ξN

TN − ξ2N
σ̂2(t1)

1

b− a

b∫
a

|hd(t)− hd(t0)|2dt


et on considère Z, une variable aléatoire normalement distribuée N (0, σ2

Z) avec

σ2
Z =

4σ2
α(t0)

(b− a)2σ4
α(t1)

(∫ b

a

(hd(t)− hd(t0))dt

)2

.

Soit PZN
la loi de ZN , PZ la loi de Z et η ∈ (0, 1

2
). Il existe une constante positive K∗

η telle
que pour tout α ∈ (H1) et N ≥ 1,

κ(PZN
, PZ) ≤ K∗

η(
1√
n(N)

+
1

√
σZ

√
ξN

N (1− 1
α∗

) η
2

+ ξN
n(N)

N
+ (

n(N)

N
)
1
2 +

1

ξN
).

Par conséquent si n(N) = Nγ avec γ ∈ (0, α∗−1
4α∗

), alors pour tout α ∈ (H1),

lim
N→+∞

ZN
d
= Z

et pour un niveau fixé β ∈ (0, 1) du problème de test, il existe une constante K∗
γ > 0 telle que

pour tout α ∈ (H1) et N ≥ 1,

P(TN ∈ Rc) ≥

P(Z ≤ ξN
3(b− a)

∫ b

a

|hd(t)− hd(t0)|2dt−
qβ
ξN

)−K∗
γ

√
logN

Nγ/4

 1

b− a
|

b∫
a

(hd(t)− hd(t0))dt|

− 1
2

.
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Si hd(t0) =
1
b−a

∫ b
a
hd(t)dt, lim

N→+∞
ZN

P
= 0 où la convergence est en probabilité. En fait on a

lim
N→+∞

TN − Z2
N

σ̂2(t1)

1

b− a

b∫
a

|hd(t)− hd(t0)|2dt
d
=

1

b− a

∫ b

a

σ2
α(t)

σ2
α(t1)

dt+
σ2
α(t0)

σ2
α(t1)

χ2(1),

et on peut obtenir une borne similaire pour la distance de Kolmogorov entre les deux lois.
En ce qui concerne le processus de Lévy multistable LI , l’indépendance des accroissements
permet d’utiliser des bornes de type Chernov, donnant des taux de convergence exponentiels.

Théorème 2.6 ([A7]) On suppose que l’on observe X = LI , que (n(N) logN
N

)N est bornée et
n(N) ≥ 256. Alors il existe une constante K∗ > 0 telle que pour tout α ∈ (H1) et x > 0,

P(TN ≤ x) ≤ eK
∗√x(K∗)

√
n(N)e

− ξN
b−a

b∫
a
|hd(t)−hd(t0)|dt

.

Par conséquent pour un niveau fixé β ∈ (0, 1) dans le problème de test, il existe une constante
Kβ > 0 telle que pour tout α ∈ (H1),

P(TN ∈ Rc) ≥ 1−K

√
n(N)

β e
− ξN

b−a

b∫
a
|hd(t)−hd(t0)|dt

.

L’indépendance des accroissements du processus de Lévy multistable LI permet ainsi d’ob-
tenir des puissances de test plus grandes que dans le cas du processus L qui possède seulement
une indépendance asymptotique, au sens où par exemple ĥd(t0) et ĥd(t1) sont asymptotique-
ment indépendants pour L et indépendants à partir d’un certain rang pour LI .

3 Dimensions fractales

Les caractéristiques principales d’un processus (multi)fractionnaire en tant que fonction
aléatoire, telles que ses lignes de niveau, son ensemble image ou encore son graphe font natu-
rellement apparâıtre des ensembles fractals, dont on mesure généralement la taille grâce aux
mesures de Hausdorff et la dimension qu’elles induisent. On rappelle ici la définition de cette
notion introduite par Hausdorff en 1919 (voir Falconer (1990)).

On définit la mesure de Hausdorff s-dimensionnelle d’un ensemble F par

Hs(F ) = lim
δ→0

Hs
δ(F )

où

Hs
δ(F ) = inf

{
∞∑
i=1

|Ui|s : F ⊂
∞⋃
i=1

Ui avec 0 < |Ui| ≤ δ pour chaque i

}
.
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La dimension de Hausdorff de F (ou dimension de Hausdorff-Besicovitch) est alors

dimH(F ) = inf{s : Hs(F ) = 0} = sup{s : Hs(F ) = ∞}.
Le calcul de la dimension de Hausdorff d’ensembles issus de processus fractionnaires com-

mencent une nouvelle fois avec le mouvement Brownien, et en particulier avec Itô and McKean
(1964) qui obtiennent la dimension de Hausdorff des lignes de niveau {t : Bt = 0} pour le mou-
vement Brownien mais aussi plus largement pour des processus de diffusion. Les points lents
et rapides du mouvement Browniens sont également mesurés dans Perkins (1983) (pour les
points lents), et dans Orey and Taylor (1974), Khoshnevisan and Shi (2000) et Khoshnevisan
et al. (2000) (pour les points rapides). On pourra se référer à Xiao (2004) et Khoshnevisan and
Xiao (2004) pour un bon panorama sur les questions de calculs de dimension et de régularité
dans le cas des processus de Markov, des processus de Lévy et des processus additifs.

Dimension de l’image

De manière générale on sait qu’un processus de Lévy envoie un borélien G sur un ensemble
fractal aléatoireX(G). En effet pour un processus de Lévy dans Rd d’exposant ψ, Pruitt (1969)
donne la formule pour la dimension de l’image de l’intervalle [0, 1]

dimH X([0, 1]) = sup{α ≥ 0 : lim sup
r→0

r−α
∫ 1

0

P(|X(t)| ≤ r)dt <∞}.

Pour un ensemble quelconque E, Blumenthal and Getoor (1961) obtient une majoration de
dimH X(E) dans le cas β < 1 et Millar (1971) obtient la même majoration pour β quelconque.
Le cas général sera établi plus tard : Khoshnevisan and Xiao (2005) caractérisent dimH X(E)
pour un Lévy en général avec la formule presque sûre

dimH X(E) = sup{β ∈ (0, 1) : inf
µ∈P(E)

∫
R
E[|eiξX(t)µ(dt)|2]ξβ−1dξ < +∞}.

On dispose également de formules analogues pour un processus additif (Khoshnevisan et al.,
2003) :

γ = sup{α < d :

∫
Rd

Re(
1

1 + ψ(ξ)
)
dξ

|ξ|d−α
<∞},

et sous certaines conditions pour un processus de Markov (Xiao, 2004) :

dimH X([0, 1]) = sup{α ≥ 0 : lim sup
r→0

1

rα

∫ 1

0

Pt(0, B(0, r))dt <∞} Px-p.s.

Pour un processus α-stable dans Rd, la formule est obtenue par Blumenthal and Getoor
(1960a,b) : pour tout borélien E ⊂ R+, presque sûrement

dimH X(E) = d ∧ α dimH E.
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Le cas inhomogène des processus stables de type-Lévy, cas particulier d’un processus de
type-Lévy (voir Böttcher et al. (2013)), est considéré dans Yang (2015). On a dans ce cas la
dimension (aléatoire) suivante pour un intervalle ouvert U :

dimH X(U) = d ∧ sup
s∈U

α(Xs).

On se pose la question dans [A6] de savoir ce que devient la dimension de l’image dans le
cas du processus de Lévy multistable. On considère à nouveau les deux versions L et LI du
processus de Lévy multistable pour α est de classe C1 à valeurs dans (0, 2). On considère une
partition (Ani )i=1,...,n de [0, 1] de taille n : [0, 1] =

⋃n
i=1A

n
i avec Ani ∩Anj = ∅ si i ̸= j. On pose

également |An| = maxni=1 |Ani | le pas de la partition, et pour E un sous-ensemble de [0, 1] :
α∗(E) = inft∈E α(t), α∗(E) = supt∈E α(t) et d∗(E) = (1 ∨ α∗(E)) dimH E. On obtient alors la
dimension de l’image pour tout sous-ensemble de [0, 1].

Théorème 2.7 ([A6]) Pour toute partition de [0, 1] telle que lim
n→+∞

|An| = 0 et tout sous-

ensemble E de [0, 1], on a presque sûrement

dimH L
I(E) = 1 ∧ lim sup

n→+∞

n
max
i=1

[α∗(E ∩ Ani ) dimH(E ∩ Ani )].

Pour le processus L, on suppose qu’il s’agit réellement d’un processus multistable et non
d’un processus de Lévy stable, i.e. on suppose

sup
(s,t)∈(E∩Ån

i )
2

|t− s|
|α(t)− α(s)|

< +∞

pour tout i à partir d’un certain rang n. On obtient alors également la dimension de l’image
pour presque tout sous-ensemble de [0, 1].

Théorème 2.8 ([A6]) Pour toute partition de [0, 1] telle que lim
n→+∞

|An| = 0 et tout sous-

ensemble E de [0, 1] tel que infs∈E s > 0, presque sûrement

dimH L(E) = 1 ∧ lim sup
n→+∞

n
max
i=1

[d∗(E ∩ Ani )].

Si α est une constante, L = LI est un processus de Lévy α-stable standard et l’on re-
trouve la formule déjà connue dimH L(E) = dimH L

I(E) = 1 ∧ α dimH E. Si α n’est plus une

constante, comme c’est le cas par exemple sous l’hypothèse maxi sup(s,t)∈(E∩Ån
i )

2
|t−s|

|α(t)−α(s)| <

+∞, alors L ̸= LI . Si α∗(E) > 1, presque sûrement dimH L(E) = dimH L
I(E) mais

pour α∗(E) < 1, les deux processus présentent des comportements différents. En effet
dimH L(E) = dimH E, ce qui n’est plus vrai dans le cas où α est constant. On tire de l’égalité
h(t) = 1

α(t)
∧ hα(t) que si α∗(E) < 1 et α est de classe C1 alors h(t) = 1 pour t ∈ E, ce

qui explique en partie pourquoi L agit comme une fonction Lipschitz. En ce sens l’égalité
dimH L(E) = dimH E n’est pas si surprenante. LI par contre agit de manière similaire au cas
α constant, à savoir comme un processus à sauts purs, et donc comme une somme de processus
constants par morceaux.
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4 Temps local

A l’instar de l’ensemble image, pour caractériser le comportement fractionnaire d’un pro-
cessus, il est naturel de considérer pour un borélien F l’ensemble réciproque X−1(F ) = {t :
X(t) ∈ F}. Il est alors usuel de mesurer la taille de ces ensembles à l’aide de la dimension de
Hausdorff. De tels calculs de dimension sont obtenus par exemple pour des processus α-stables
symétriques (Blumenthal and Getoor, 1962), pour des processus stables (Hawkes, 1971), des
processus de Lévy (Hu and Taylor, 1997; Khoshnevisan and Xiao, 2005; Song et al., 2018;
Park et al., 2020), des processus additifs (Khoshnevisan and Xiao, 2002; Khoshnevisan et al.,
2008), pour le mouvement Brownien (bi)-fractionnaire (Tudor and Xiao, 2007) ou encore pour
des champs gaussiens (Xiao, 2006; Biermé et al., 2009).

Dans le cas où F est un singleton, la détermination des lignes de niveaux {t : Xt = x}
est fortement reliée à la notion de temps local lorsque celui-ci existe. En effet, en considérant
la mesure de Lebesgue λ en lieu et place de la mesure de Hausdorff, on définit la mesure
d’occupation d’un processus X ∈ Rd :

µI(A) = λ({t ∈ I : Xt ∈ A}).

Si µI << λ, alors le temps local l(y, I) est défini par

l(y, I) =
dµI
dλ

(y), y ∈ Rd.

Dans le cas où I = [0, T ], on note plus simplement le temps d’occupation de l’ensemble A
durant l’intervalle de temps [0, T ]

OT (A) =

∫ T

0

1A(Xt)dt,

et son temps local

lT (y) = l(y, [0, T ]) =
dOT

dy
(y).

On a alors la formule d’occupation
∫
I
f(Xt)dt =

∫
Rd f(y)l(y, I)dy pour toute fonction

borélienne positive f (Samorodnitsky, 2016) et donc pour T > 0∫ T

0

f(Xt)dt =

∫
Rd

f(y)lT (y)dy.

L’existence du temps local n’est pas garanti en toute généralité (on pourra se référer
à Geman and Horowitz (1980) pour une review). Citons simplement que dans le cas d’un
processus de Lévy réel d’exposant ψ, le temps local existe si et seulement si

∫
RRe(

1
1+ψ(ξ)

)dξ <

+∞ (Hawkes, 1974). Ce résultat est connu depuis 1968 pour des processus de Lévy α-stables
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avec α > 1 (Blumenthal and Getoor, 1968). Plus généralement pour des processus stables,
dont par exemple des moyennes mobiles stables, des conditions d’existence d’un temps local
continu sont établies dans Nolan (1989b).

Dans la lignée des travaux de Altmeyer and Chorowski (2017) et Altmeyer (2021), nous
nous sommes posés la question dans [A11] de l’estimation de la mesure d’occupation et du
temps local pour un processus de Lévy α-stable à partir de l’observation d’une trajectoire
discrétisée. On cherche ainsi à estimer OT (A) et lT (y) en supposant que l’on observe un
processus réel symétrique α-stable X = Lα aux temps tk = k∆n, k = 1, ..., n, ∆n = T/n pour
un temps d’horizon T > 0 fixé et l’asymptotique n → +∞. L’erreur quadratique minimale
pour ce problème d’estimation est atteinte par les espérances conditionnelles E[OT (A)|Gn] et
E[lT (y)|Gn] où Gn est la tribu engendrée par les Xtk . Ces espérances n’étant pas calculables en
pratique (sauf dans quelques rares exceptions), on introduit les estimateurs non-paramétriques
basés sur les sommes de Riemann

ÔT,n(A) = ∆n

n∑
k=1

1A(Xtk−1
)

et

l̂T,n(y) =
∆n

2hn

n∑
k=1

1[y−hn,y+hn](Xtk−1
).

Ce problème d’estimation a été étudié dans un premier temps pour des processus de diffu-
sion (voir par exemple Florens-Zmirou (1993)) et apparâıt en particulier avec les schemas de
discrétisation d’une équation différentielle stochastique (Gobet and Labart, 2008; Kohatsu-
Higa et al., 2014; Neuenkirch and Szölgyenyi, 2020). La question de l’approximation du temps
local (ou de ses dérivées comme dans Jaramillo et al. (2021)) est également considérée pour des
diffusions dans Hofmann (1999), Kohatsu-Higa et al. (2014) ou encore Dion and Genon-Catalot
(2016). Des estimateurs standards à noyaux de taux optimaux apparaissent en particulier dans
Borodin (1986), Jacod (1998), Ngo and Ogawa (2011) et Kohatsu-Higa et al. (2014). Certains
processus de Markov possédant des bornes de type noyau de la chaleur sont étudiés dans Ga-
nychenko et al. (2015) et Ganychenko (2015), et dans Altmeyer and Chorowski (2017) pour
les processus de Markov stationnaires.

On retrouve des résultats sur l’estimateur de Riemman pour l’estimation du temps d’occu-
pation dans Gobet and Matulewicz (2017), Chorowski (2018), pour une diffusion dans Ngo and
Ogawa (2011) et pour un processus de Lévy autosimilaire dans Ivanovs and Podolskij (2022)
(voir aussi Ivanovs and Podolskij (2020)). Son optimalité dans le cas particulier du mouvement
Brownien avec drift peut s’obtenir grâce à Ngo and Ogawa (2011), Altmeyer (2021) et Ivanovs
and Podolskij (2022).

On prouve dans [A11] que les estimateurs basés sur les sommes de Riemann sont de taux
de convergence optimaux au sens L2. En effet les vitesses optimales sont obtenues par l’erreur
quadratique des espérances conditionnelles E[OT (A)|Gn] et E[lT (y)|Gn], dont on calcule la
limite exacte dans le cas du processus de Lévy symétrique α-stable.
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Théorème 2.9 ([A11]) Pour y ∈ R on note OT (y) = OT ([y,+∞)). Si 1 < α ≤ 2 alors

lim
n→∞

∆−1−1/α
n ∥E[OT (y)|Gn]−OT (y)∥2L2(P) = 2E[lT (y)]

∫ ∞

0

E [Var (O1(x)|X1)] dx.

Si 0 < α < 1 alors

lim
n→∞

∆−2
n (log n)−1∥E[OT (0)|Gn]−OT (0)∥2L2(P) =

Γ(α) sin(πα
2
)

12π
E[|X1|−α].

Enfin pour α = 1, on a

lim
n→∞

∆−2
n (log n)−2∥E[OT (0)|Gn]−OT (0)∥2L2(P) =

1

12π2
.

Pour le temps local on a également l’expression exacte de la limite de l’erreur quadratique
de l’espérance conditionnelle.

Théorème 2.10 ([A11]) Soit 1 < α ≤ 2, y ∈ R et C(α) = −(α− 1)Γ(α) cos(πα
2
). Alors

lim
n→∞

∆1/α−1
n ∥E[lT (y)|Gn]− lT (y)∥2L2(P) =

E[lT (y)]
C(α)2

∫
R
E[Var(l1(x)|X1)]dx.

Ces vitesses sont atteintes par les sommes de Riemann dans le cas des processus de Lévy
symétriques α-stables. Là encore on obtient le comportement asymptotique exact des erreurs
quadratiques de l’estimateur de Riemann pour le temps d’occupation.

Théorème 2.11 ([A11]) Soit ϕ(x) := (x − ⌊x⌋) − (x − ⌊x⌋)2, x ≥ 0, où ⌊x⌋ est la partie
entière de x. Si 1 < α ≤ 2, alors

lim
n→∞

∆−1−1/α
n ∥ÔT,n(0)−OT (0)∥2L2(P) = T 1−1/α2Γ(1/α)

πα2
E[|X1|]

∫ ∞

0

ϕ(x)

x2−1/α
dx.

Si 0 < α < 1, alors

lim
n→∞

∆−2
n (log n)−1∥ÔT,n(0)−OT (0)∥2L2(P) =

Γ(α) sin(πα
2
)

12π
E[|X1|−α].

Enfin pour α = 1, on a

lim
n→∞

∆−2
n (log n)−2∥ÔT,n(0)−OT (0)∥2L2(P) =

1

12π2
.

Pour le temps local on obtient une borne supérieure, prouvant que l’estimateur de Riemann
est une nouvelle fois de vitesse de convergence optimale.
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Théorème 2.12 ([A11]) Soit 1 < α ≤ 2 et y ∈ R. Alors pour ϵ > 0 suffisamment petit

∥l̂T,n(y)− lT (y)∥2L2(P) ≤ C(1 ∨ T−ϵ)T 1−1/α(hα−1
n +∆1+1/α

n h−2
n ),

où C <∞ est indépendante de a, b, T et n. Si hn = ∆
1/α
n , alors

∆1/α−1
n ∥l̂T,n(y)− lT (y)∥2L2(P) ≤ C(1 ∨ T−ϵ)T 1−1/α.

On constate ainsi que l’estimateur le plus simple et le plus naturel pour ce problème, à
savoir la somme de Riemann, est de vitesse de convergence optimale pour tout 1 < α ≤ 2 et
tout y ∈ R, tandis que pour 0 < α ≤ 1, ÔT,n(0) est même asymptotiquement efficace et réalise
donc le minimum d’erreur quadratique asymptotique possible. L’efficacité n’est en revanche
plus vrai pour 1 < α ≤ 2, en particulier pour le mouvement Brownien, comme le montre la
proposition suivante.

Proposition 2.1 ([A11]) Pour tout 1 < α ≤ 2 on a

limn→∞∆
−1−1/α
n ∥ÔT,n(0)−OT (0)∥2L2(P)

limn→∞ ∆
−1−1/α
n ∥E[OT (0)|Gn]−OT (0)∥2L2(P)

> 1.

5 Formalisme multifractal

Spectre des singularités

Pour un processus multifractionnaire, le calcul de h(t0) n’est pas toujours pertinent ni
réalisable en pratique car h peut varier très fortement d’un point à un autre. De très nombreux
signaux sont très irréguliers, comme c’est le cas par exemple lors de l’analyse de la vitesse
d’un flux turbulent en mécanique des fluides. Etabli dans ce cadre d’analyse des turbulences, le
concept de multifractalité nâıt de l’introduction des cascades multiplicatives par Mandelbrot
(1974), puis la notion de spectre fut introduite par Frisch and Parisi (1985). On retrouve
ainsi une analyse multifractale des turbulences de Navier-Stokes dans plusieurs références,
parmi lesquelles Hentschel and Procaccia (1983) qui considèrent des dimensions fractales de
bôıte généralisées, puis Frisch and Parisi (1985) qui définissent le spectre des singularités et
introduisent la transformation de Legendre dans cette analyse des turbulences, Halsey et al.
(1986) qui considèrent des transformées de Legendre de dimensions généralisées introduites
par Hentschel and Procaccia (1983) et donnent des exemples de calculs, ou encore Chhabra
et al. (1989).

L’analyse multifractale intervient dans beaucoup d’autres domaines, comme par exemple
la modélisation des marchés financiers (Cont, 2001), l’étude des tremblements de terre (Harte,
2001) ou encore le traitement d’images médicales (Morales and Kolaczyk, 2002). L’analyse
du traffic TCP fait également état d’observations semblables, à savoir des signaux d’une
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très grande irrégularité présentant un caractère (multi)fractionnaire. De nombreux articles
montrent ainsi le caractère fractal du traffic au sens où il présente de l’autosimilarité ou de la
longue mémoire (voir par exemple Leland et al. (1994), Paxson and Floyd (1995), Lévy Véhel
and Riedi (1997), Jacquet (1998), Erramilli et al. (2000), Cappe et al. (2002), Dang et al.
(2003), Doi et al. (2004)). Cette autosimilarité observée dans le traffic Ethernet (voir Le-
land et al. (1994)) et expliquée en partie de manière empirique dans Willinger et al. (1997),
provient sans doute de l’aggrégation de sources individuelles qui engendrent le flux global
des paquets. La superposition de plusieurs sources i.i.d. ON/OFF (appelées aussi ”packet
train”) dont les périodes ON ou OFF présentent ”l’effet Noah” (i.e. une variance infinie) peut
produire un réseau aggrégé présentant ”l’effet Joseph” (de l’autosimilarité ou de la longue
mémoire). Lévy Véhel and Riedi (1997) et Lévy Véhel and Rams (2013) proposent en ce sens
une modélisation et une analyse multifractale du traffic internet en accord avec les observations
antérieures. Dans un modèle simplifié, une source W (t) binaire stationnaire à accroissements
indépendants, une période ON (W (t) = 1) de loi d’inter-arrivée F1 succède à une période OFF

de loi F2. Pour M sources avec un facteur d’échelle T, (WM(Tt))t = (
∫ Tt
0

(
∑M

i=mW
m(u))du)t

représente le nombre de paquets cumulés présents sur le réseau dans l’intervalle [0, T t]. Cor-
rectement renormalisé, on montre que lorsque M → +∞ puis T → +∞, on obtient σ∞BH(t)
avec BH un mouvement Brownien fractionnaire. En prenant T → +∞ en premier, si F1 et
F2 sont à queue lourde comme dans Taqqu et al. (1998), on obtient un processus de Lévy α-
stable qui devient ainsi une première modélisation homogène d’un phénomène additif naturel,
plus simple à étudier dans un premier temps. Le caractère homogène étant remis en cause en
pratique, il semble opportun de se tourner vers des processus multifractionnaires inhomogènes
comme les processus multistables.

Abandonnant l’idée de déterminer complètement la fonction h(t) trop irrégulière, la ques-
tion que l’on peut se poser alors est celle de savoir si la fonction h(t) peut prendre une certaine
valeur donnée h et si oui quelle est la taille de l’ensemble des points où la fonction prend cette
valeur fixée h. Cette taille n’est en général pas calculée avec la mesure de Lebesgue puisque
bien souvent la régularité la plus probable apparâıt Lebesgue presque partout et les points
atypiques forment un ensemble de mesure de Lebesgue nulle. Il est donc courant de chercher
à mesurer cet ensemble en terme de dimension de Hausdorff. Plusieurs notions distinctes de
spectres sont apparues depuis l’introduction initiale de Frisch and Parisi (1985). Ces notions
diffèrent selon que l’on utilise la notion de régularité höldérienne et son indice de régularité
ponctuelle h(t), que l’on utilise la régularité des coefficients d’ondelettes ω(t), mais également
selon la manière d’approcher ces régularités. On définit tout d’abord le spectre des singularités.

Définition 2.1 (Spectre des singularités) Soit f une fonction réelle et Eh l’ensemble {t :
h(t) = h}, où h(t) est l’exposant de Hölder ponctuel de f au point t. Le spectre des singularités
ou spectre de Hausdorff est la fonction

fH : h 7→ dimH(Eh).

Ce spectre a d’abord été introduit dans le but d’analyser des mesures possédant des pro-
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priétés fractales. On retrouve des calculs de spectres par exemple dans Falconer (1994), King
(1995), Olsen (1996, 1998) ou Hu and Taylor (1997). On trouvera une synthèse des notions
relatives aux spectres des singularités des mesures dans Falconer (1997), et une bibliogra-
phie dans Olsen (1994). Plus récemment on retrouve l’étude des cascades de Mandelbrot
dans Barral (2000), des cascades de Poisson dans Barral and Mandelbrot (2004) et encore
plus récemment, le spectre de la mesure d’occupation d’un processus de type-Lévy stable est
obtenu dans Seuret and Yang (2017).

Sans le formaliser de la sorte, les résultats pour des processus stochastiques commencent
avec Orey and Taylor (1974) qui calculent la dimension des points d’un processus α-stable
symétrique dont la régularité est au plus égale à h fixé. Le spectre du mouvement Brownien
fractionnaire sera ensuite obtenu dans Adler (1981), et celui d’un processus de Lévy en général
dans Jaffard (1999). En notant β l’indice de Blumenthal et Getoor du processus de Lévy, on
obtient en particulier

fH(h) =

{
βh si h ∈ [0, 1/β]
−∞ sinon

si β > 0 et si le processus n’a pas de composante brownienne. Si le processus possède une
composante brownienne, on a alors

fH(h) =


βh si h ∈ [0, 1/2)
1 si h = 1/2
−∞ sinon.

Le cas du processus de Lévy en temps multifractionnaire est considéré dans Barral and
Seuret (2007). Auparavant Barral and Lévy Véhel (2004) proposaient un modèle simplifié
de protocole TCP possédant le même spectre qu’un processus de Lévy bien qu’ayant des
accroissements corrélés et non stationnaires. Les résultats de Durand (2009) et Durand and
Jaffard (2012) complètent ensuite ceux de Jaffard (1999) en considérant les g-mesures de
Hausdorff d’ensembles Eh ∩ V pour V un ouvert quelconque.

Barral et al. (2010) introduisent quant à eux la notion de spectre local pour étudier un pro-
cessus de Markov purement à sauts positifs (Mt)t≥0 sans composante brownienne qui ressemble
localement à un Lévy subordinateur. A l’aide d’un théorème d’ubiquité de Barral and Seuret
(2011) et d’une représentation de Poisson Mt =

∫ t
0

∫∞
0

1

(1+z)1/γ(Ms−)N(ds, dz), ils obtiennent

pour tout intervalle I un spectre aléatoire

fH(I, h) = sup{h.γ(Mt) : t ∈ I, h.γ(Mt) < 1}.

En comparaison la représentation de Poisson Xt =
∞∫
0

∫
R\{0} ft(s)z

<−1/α(t)>N(ds, dz) (voir

(1.3)) d’un processus multistable général de noyau f, comme définie dans Falconer and
Lévy Véhel (2009) pourrait permettre d’obtenir le spectre de processus multistables comme

34



5 . Formalisme multifractal

le mouvement linéaire multifractionnaire multistable (LMMM). Avant cela le spectre des sin-
gularités pour le mouvement linéaire fractionnaire stable (LFSM) a été obtenu dans Balança
(2014) à l’aide du formalisme 2-microlocal. On a dans ce cas

fH(h) =

{
α(h−H) + 1 si h ∈ [H − 1

α
, H]

−∞ sinon.

Balança (2014) fournit également le spectre local pour le mouvement linéaire multifrac-
tionnaire stable (LMSM). D’autres exemples de processus sont également considérés dans
la littérature, comme des superprocessus avec un mécanisme de branchement stable (Myt-
nik and Wachtel, 2012), les processus de Volterra-Lévy, i.e. des processus de la forme
Xt =

∫ t
0
ft(u)dM(u) avec M un processus de Lévy (Marquardt, 2006; Mytnik and Neu-

man, 2012; Neuman, 2014), les processus de Boltzmann qui décrivent l’évolution de la vitesse
d’une particule dans le modèle de Boltzmann (Xu, 2016), des processus de diffusion avec sauts
comme les processus de type-Lévy stables (Yang, 2018), ou encore des processus de type-Lévy
avec des coefficients non bornés (Lörinczi and Yang, 2019).

Spectre de Legendre

L’exemple historique d’application physique est l’étude de la vitesse des flots de turbulence.
Ces flots ne sont pas spatialement homogènes et l’irrégularité du flot semble varier énormément
d’un point à l’autre (ce phénomène est appelé ”intermittency”). Il apparâıt dès le départ avec
la définition du spectre de Hausdorff faite à base d’infimums et de limites inférieures que son
calcul s’avère impossible à mettre en oeuvre d’un point de vue pratique, ou du moins aboutit à
des calculs numériquement très instables. On a alors proposé d’utiliser des quantités moyennes
plus stables numériquement en formulant l’hypothèse que cela permettait de retrouver le
spectre des singularités (ce qui est vrai dans certains cas, mais faux de manière générale). C’est
ce constat que font Frisch and Parisi (1985) lors de leur introduction de la définition de fH .
Ils ont alors l’idée d’utiliser des quantités moyennes afin de stabiliser les calculs numériques,
puis d’utiliser ensuite la transformée de Legendre pour retrouver fH . Plus précisément on
définit pour q ∈ R une fonction de structure Sq par Sq(l) =

∫
|Xt+l − Xt|qdt, ou dans sa

version empirique Sq(n) =
∑n−1

k=0 |X(k+1
n
) − X( k

n
)|q, et on introduit la fonction de partition

τ(q) = lim inf l→0
logSq(l)

log l
, ou dans sa version empirique τ(q) = lim infn∞

logSq(n)

− logn
. Le spectre de

Legendre est alors défini par

fl(h) = τ ∗(h) = inf
q∈R

(hq − τ(q)),

i.e. par la transformée de Legendre de τ. C’est comme cela que la notion de spectre a été
introduite historiquement par Hentschel and Procaccia (1983) et Frisch and Parisi (1985)
pour des mesures. A priori chaque fonction de structure ou discrétisation (X( k

n
))k,n conduit à

une notion de spectre de Legendre différente. D’autres choix sont ainsi possibles, comme ceux
faits par exemple dans Leonarduzzi et al. (2016).
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Spectre des grandes déviations

Une autre approche encore plus facile à implémenter que le spectre de Legendre consiste
à utiliser un estimateur de la dimension de bôıte. De manière générale, comme il est indiqué
dans Lévy Véhel and Tricot (2004), on peut considérer vX(U) une mesure de la variation de X
sur l’intervalle U. Les choix classiques sont les accroissements vX(U) = |X(Umax)−X(Umin)|
si U = [Umax, Umin], l’oscillation v

osc
X (U) = supt∈U X(t) − inft∈U X(t), ou encore le coefficient

d’ondelette : si Uk,j = [ k
2j

: k+1
2j

], on choisit vwX(Uk,j) = dj,k =
∫
X(t)2−jψ(2−jt− k)dt (le choix

dépend alors a priori de l’ondelette d’analyse ψ). Pour des intervalles du type Ikn = [ k
n
, k+1

n
],

le choix naturel devient

Xk
n = X(

k + 1

n
)−X(

k

n
)

qui donne les calculs les plus simples, ou encore Xk
n = Osc(Ikn) = sups∈Ikn X(s)− infs∈Ikn X(s),

l’oscillation de X sur Ikn. On définit alors A(U) = log vX(U)
log |U | , ce qui donne pour l’intervalle

Ikn = [ k
n
, k+1

n
]

A(Ikn) = − log |Xk
n|

log n
,

et l’on considère ensuite l’estimateur de la dimension de bôıte

N (n)(h, ε) = Card{k = 0, ..., n− 1 : h− ε ≤ A(Ikn) < h+ ε}.
On définit enfin le spectre des grandes déviations fg par

fg(h) = lim
ε→0

lim sup
n→+∞

logN (n)(h, ε)

log n
.

L’avantage immédiat de cette définition repose dans sa simplicité calculatoire. A contrario
la définition repose sur un choix de partitionnement du support du signal et sur un choix de
mesure de variation du signal à l’intérieur de ce support : a priori différents choix conduisent
à différents spectres. On peut définir aussi

f
g
(h) = lim

ε→0
lim inf
n→+∞

logN (n)(h, ε)

log n
.

Canus et al. (1998) introduisent également deux autres définitions du spectre des grandes
déviations plus adaptés à l’estimation. On trouvera des applications du calcul de fg à la
modélisation du traffic internet dans Lévy Véhel and Riedi (1997) et Lévy Véhel and Rams
(2013), ainsi que le calcul de fg et fl pour le mouvement Brownien fractionnaire.

Formalisme multifractal

Le spectre de Legendre fl ayant été introduit à l’origine par Frisch and Parisi (1985) dans le
but de fournir une méthode de calcul de fH plus facile à mettre en pratique, il est supposé dans
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leurs modélisations que les deux spectres sont égaux, justifiant ainsi leur méthode. On a un
résultat (voir Ellis (1984), Riedi (1995)) qui relie le spectre des grandes déviations fg au spectre

de Legendre fl. Si la fonction de partition τ(q) = lim
n→+∞

logSq(n)

logn
existe et est différentiable, alors

fg(h) = τ ∗(h) = fl(h).

De manière générale, on a sous certaines conditions (voir Lévy Véhel and Vojak (1998))

fH(h) ≤ f
g
(h) ≤ fg(h) ≤ fl(h).

Lorsque les spectres cöıncident on dit que le formalisme multifractal est vérifié. On parle aussi
de formalisme multifractal fort, et de formalisme multifractal faible lorsque l’on a fg = fl
avec fH ̸= fg. Dans le cas des processus de Lévy α-stables par exemple, c’est le formalisme
multifractal faible qui se produit (Riedi, 2002) :

f
g
(h) = fg(h) = fl(h) =


αh si h ∈ [0, 1

α
]

1 + 1/α− h si h ∈ [ 1
α
, 1 + 1

α
]

−∞ sinon.

Lors de leur analyse des données de turbulence, ces notions ont été introduites dans Frisch
and Parisi (1985), mais également dans Chhabra and Jensen (1989) ou encore dans Chhabra
et al. (1989), en supposant que le formalisme multifractal (fort) était vérifié. L’objectif de ce
formalisme est précisément de déterminer le spectre des singularités par d’autres méthodes
que le calcul de l’exposant de Hölder et la dimension de Hausdorff numériquement instables.
Le spectre des grandes déviations apparâıt ensuite en 1989 pour ces raisons computationelles.

Encore une fois le formalisme multifractal est étudié dans un premier temps pour des
mesures. Rand (1989) montre le formalisme multifractal pour une mesure de Gibbs invariante
par un cookie-cutters, Cawley and Mauldin (1992) pour des mesures de Moran. Peyrière
(1992) et Brown et al. (1992) établissent des liens entre les spectres de mesure et prouvent
le formalisme multifractal pour une large classe de mesures, dont les mesures multinomiales,
résultats qui seront ensuite étendus par Mandelbrot and Riedi (1995).

Un autre formalisme pour des mesures autosimilaires est prouvé dans Riedi (1995) en
utilisant le spectre de bôıtes qui y est défini. Jaffard (1997) définit et considère également
des fonctions autosimilaires qui vérifient le formalisme multifractal. Ben Nasr et al. (2002)
étudient la validité du formalisme multifractal pour les mesures en général et donnent des
conditions pour que le formalisme multifractal soit vérifié.

D’autres formalismes

D’autres choix sont possibles afin de résoudre le problème de calcul de fH en pratique. Par
exemple Lévy Véhel and Tricot (2004) définissent un autre spectre f limsup∆ vérifiant toujours

fH ≤ f limsup∆ ≤ fg,

37



Chapitre 2. Etudes de régularités

et qui sera donc plus précis que fg pour approcher fH . Barral et al. (2012) introduisent un
formalisme multifractal local pour des données dont le spectre dépend des observations i.e. un
spectre aléatoire adapté par exemple aux processus définis dans Barral et al. (2010). Grahovac
and Leonenko (2014) proposent de modifier la fonction de partition pour rendre plus robuste
le formalisme qui sera vérifié en particulier par les processus Lévy α-stables et le mouvement
linéaire fractionnaire stable (LFSM).

Un autre formalisme utilise la décomposition en ondelettes du processus. C’est ce forma-
lisme qui est souvent utilisé pour l’estimation du spectre des singularités quand le formalisme
est vérifié comme dans Riedi et al. (1999) et Ribeiro et al. (2000). L’idée consiste à considérer
l’indice de régularité ω(t) à la place de h(t) et à utiliser le coefficient d’ondelettes dj,k comme
mesure de régularité du signal au niveau de résolution 2−j. L’enjeu devient alors comme
précédemment de savoir si les spectres de Legendre ou des grandes déviations ainsi définis
vérifient le formalisme multifractal. La littérature à ce sujet est vaste. Là encore différents
choix de fonctions de structure et de fonctions de partitions produisent différents formalismes.
Citons parmi ces différents choix la Wavelet Transform Integrale Méthod et la Wavelet Trans-
form Modulus Maxima Method introduites par Muzy et al. (1993), Bacry et al. (1993) et
Muzy et al. (1994), méthodes qui présentent peu de garanties mathématiques et qui ont un
coût calculatoire élevé, la méthode Multifractal Detrending Fluctuation Analysis (voir par
exemple Serrano and Figliola (2009)), la méthode Wavelet Leaders (Lashermes et al., 2005)
utilisée par exemple dans Wendt and Abry (2007), Wendt et al. (2007) et Wendt et al. (2012).

Les espaces 2-microlocaux peuvent également être utilisés pour étudier un formalisme
basé sur l’exposant de régularité introduit par Meyer (1998), le weak scaling exposant (voir
Lashermes et al. (2005)). Bastin et al. (2016) proposent un autre formalisme en définissant
fg à partir des Wavelets Leaders, et Leonarduzzi et al. (2019) proposent une modification du
spectre de Legendre basé sur les ondelettes pour détecter des spectres non-concaves et garder
l’aspect pratique du spectre de Legendre au niveau des calculs.

De manière plus générale, Jaffard (2000) et Jaffard and Meyer (2000) montrent que le
formalisme multifractal est vérifié pour quasiment toutes les fonctions, au sens où c’est le cas
pour beaucoup d’espaces de Besov. Barral and Seuret (2020) cherchent alors la plus grande
classe possible de fonctions telles que fH = fl, complétant ainsi les résultats de Jaffard (2000)
qui trouve des espaces de Baire de fonctions dont les fonctions typiques ont un spectre de sin-
gularités prescrit et qui vérifient le formalisme multifractal. C’est ce problème qui est appelé
Conjecture de Frisch et Parisi, dont une réponse partielle est apportée dans Jaffard (2000)
grâce au formalisme développé à l’aide des Wavelets Leaders. Barral and Seuret (2020) intro-
duisent des espaces fonctionnels de Baire appelés espaces de Besov en environnement aléatoire
et concluent que la conjecture de Frisch et Parisi est vraie : pour chaque fonction σ qui est
admissible pour être une fonction spectre et qui vérifie le formalisme multifractal (en parti-
culier qui est concave), il existe un espace fonctionnel de Baire tel que chaque élément vérifie
fH = σ et tel que le formalisme multifractal est vérifié.
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Le cas des processus de Lévy multistables

C’est dans ce contexte que l’on obtient dans [A8] le spectre des singularités des deux
versions du processus de Lévy multistable, ainsi que le spectre des grandes déviations du
processus LI . Rappelons que l’on considère pour t ∈ [0, 1]

Lt =
∞∑
i=1

γiC
1/α(t)
α(t) Γ

−α(t)
i 1[0,t](Vi)

et

LIt =
∞∑
i=1

γiC
1/α(Vi)
α(Vi)

Γ
−α(Vi)
i 1[0,t](Vi)

avec Cu = (
∫∞
0
x−u sinxdx)−1. Ici α : [0, 1] 7→ (1, 2) est une fonction de classe C1 et l’on pose

α∗ = infu∈[0,1] α(u) et α
∗ = supu∈[0,1] α(u). En vertu de la relation unissant les deux processus

L et LI ([A5]), les deux spectres des singularités sont égaux.

Théorème 2.13 ([A8]) Presque sûrement le spectre des singularités de L et LI vérifie

fH(h) =



−∞ pour h < 0;

hα∗ pour h ∈ [0, 1
α∗ ];

1 pour h ∈ ( 1
α∗ ,

1
α∗
);

dimH ({t ∈ [0, 1] : α(t) = α∗}) pour h = 1
α∗
;

−∞ pour h > 1
α∗
.

Si α∗ ̸= α∗, comme fH(h) = 1 pour h ∈ ( 1
α∗ ,

1
α∗
), le spectre fH fournit en particulier une

décomposition de [0, 1] en une union non dénombrable d’ensembles disjoints de dimension de
Hausdorff égale à un. La preuve du Théorème 2.13 repose sur deux éléments essentiels. Le
premier est la décomposition reliant L et LI issue de [A5] : on a presque sûrement

Lt = LIt +

∫ t

0

∞∑
i=1

γi
d(C

1/α(.)
α(.) Γ

−1/α(.)
i )

dt
(s)1[0,s)(Vi)ds

ce qui assure en particulier que L et LI ont tous deux même exposant de Hölder ponctuel et
même spectre des singularités. Le deuxième élément est l’obtention de la formule exacte de
l’exposant de Hölder ponctuel pour L (et LI), à savoir

h(t) =
δ(t)

α(t)
=

1

α(t)
inf

Vϕ(n)∈Rt

lim inf
i→+∞

− log ϕ(i)

log |Vϕ(i) − t|

avec δ(t) qui ne dépend pas de α et qui correspond à la vitesse d’approximation d’un point
t par une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme. Les lignes de niveaux de h(t)
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{t : h(t) = h} correspondent donc aux abscisses des points d’intersection de la courbe de δ
avec la courbe de hα. A la lecture du résultat du Théorème 2.13, on voit que δ est une fonction
dont les lignes de niveaux vérifient dimH{t : δ(t) = h} = h pour h ∈ [0, 1].

Concernant le spectre des grandes déviations, on le calcule pour LI en utilisant
l’indépendance des accroisssements du processus.

Théorème 2.14 ([A8]) Presque sûrement, le spectre des grandes déviations de LI vérifie

fg(h) = fl(h) =



−∞ pour h < 0;

hα∗ pour h ∈ [0, 1
α∗ ];

1 pour h ∈ ( 1
α∗ ,

1
α∗
];

1 + 1
α∗

− h pour h ∈ ( 1
α∗
, 1 + 1

α∗
];

−∞ for h > 1
α∗
.

On a ainsi le formalisme multifractal faible pour LI mais pas le formalisme fort.

6 Perspectives de recherche

Perspectives probabilistes

On a présenté quelques résultats de calculs d’exposants de Hölder pour les processus multis-
tables, avec notamment une inégalité pour l’exposant local dans le cas du mouvement linéaire
multifractionnaire multistable (2.1). Il serait intéressant de savoir si cette inégalité est opti-
male ou non. Pour ce faire, une analyse 2-microlocale des processus multistables en général
et du mouvement linéaire multifractionnaire multistable (LMMM) en particulier permettrait
d’établir des résultats de régularité plus fins que ceux obtenus jusqu’alors, et d’obtenir au
passage les exposants de Hölder ponctuel et local si la frontière 2-microlocale est déterminée.
Les travaux de Balança (2014) vont dans ce sens puisqu’ils répondent à cette question dans le
cas où α est constant. Des liens y sont établis entre le mouvement linéaire fractionnaire stable
et les processus de Lévy, liens qui mériteraient d’être creusés dans le cas multistable. Dans un
second temps on pourrait alors envisager de calculer le spectre des singularités du mouvement
linéraire multifractionnaire multistable.

On pourra également chercher à intégrer ces modèles dans l’étude des équations
différentielles stochastiques dirigées par des processus à sauts. De tels modèles ont déjà été
largement étudiés dans le cas où le bruit est un processus de Lévy par exemple. Les proces-
sus multistables fournissant un modèle où l’intensité des sauts est explicite car directement
régie par la fonction de stabilité α, il sera intéressant d’intégrer ces processus multistables
dans une équation différentielle stochastique afin de mieux contrôler la hauteur typique des
sauts d’une solution. Si l’intégration d’un processus de Lévy multistable ne pose pas de dif-
ficulté particulière car il s’agit d’une semi-martingale, il en est tout autrement dans le cas
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par exemple où le processus à sauts est le mouvement linéaire multifractionnaire multistable
(LMMM), qui lui n’est a priori pas une semi-martingale. Il faudra alors se rapprocher des
résultats d’intégration stochastique par rapport au mouvement Brownien (multi)fractionnaire
(voir par exemple Lebovits (2012)).

Perspectives statistiques

Dans la continuité du point précédent, on pourra considérer dans un premier temps des
équations différentielles stochastiques dirigées par un processus de Lévy multistable et se poser
la question de l’estimation de la fonction de stabilité dirigeant le bruit. On peut également
se poser la question de savoir comment estimer le drift ou la volatilité dans ce cadre. Des
résultats d’estimation paramétrique du drift et de la volatilité existent déjà par exemple dans
le cas où le bruit est un processus de Lévy α-stable (voir Clément and Gloter (2019)). L’es-
timation non-paramétrique par projection est également déjà considérée pour des bruits qui
sont Lévy et mériterait d’être étudiée dans ce cadre d’EDS avec bruit multistable. La question
de la pertinence du modèle pour les sauts est également naturelle et peut être abordée par
exemple en terme de test d’inhomogénéité (ou de multistabilité), i.e. de test détectant si α
est une fonction ou une constante. Une autre manière de procéder consiste à considérer des
processus de type-Lévy, et en particulier les stable-like processus qui sont des modèles très
proches du processus de Lévy multistable LI . Les questions statistiques classiques autour de
ces processus semblent relativement ouvertes et toutes les questions précédentes provenant
de la caractérisation du modèle par une fonction α se posent également dans ce contexte.
De manière similaire on peut aussi se demander si le processus observé appartient bien à la
famille des processus (multi)stables. Là encore il semble raisonnable de considérer en premier
lieu le cas du processus de Lévy, la question se rapprochant alors de celle de l’identification
de loi, comme par exemple dans Fromont and Laurent (2006).

Il sera également intéressant d’essayer d’approfondir les résultats déjà obtenus dans le cas
des processus multistables. On pourra en particulier élargir ces résultats à des classes plus
larges que le processus de Lévy multistable. Ces processus étant définis en toute généralité
par un noyau ft(x) (voir (1.1)), on pourra chercher à établir des tests de multistabilité pour des
noyaux quelconques. Un autre résultat extrêmement utile en vue d’applications potentielles
est d’estimer le noyau ft lui-même. Cette question semble toute fois assez difficile de prime
abord. On pourra plus simplement dans un premier temps essayer de caractériser ce noyau à
l’aide de test, avec par exemple un test d’identification de modèle du type H0 : ft(x) = f 0

t (x)
pour un noyau f 0 donné. Dans le cas particulier f 0

t (x) = 1[0,t](x) du processus de Lévy, on
pourra ainsi utiliser la propriété de semi-martingale et se rapprocher de tests existants comme
par exemple celui de Aı̈t-Sahalia and Jacod (2009b) ou Aı̈t-Sahalia and Jacod (2018). De
manière générale la question du choix de modélisation par des processsus à sauts est assez
peu abordée d’un point vue statistique. Une réponse à cette question est apportée en partie
respectivement par Duvernet et al. (2010) et Aı̈t-Sahalia and Jacod (2018) qui observent une
discrétisation d’une semi-martingale et testent asymptotiquement si la semi-martingale est
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de type Itô ou non. Concernant l’estimation de la régularité ou de l’intensité des sauts, le
problème relève de l’estimation non-paramétrique. Il semble donc naturel de se demander
si l’on ne peut pas définir des estimateurs minimax à l’aide d’autres méthodes, comme par
exemple des estimateurs par projection, issus de la fonction caractéristique ou encore à l’aide
d’une représentation par ondelettes. Pour l’estimation du temps local, il semble raisonnable
d’essayer de savoir ce que l’on peut obtenir dans le cas du processus de Lévy multistable ou
dans celui de processus stables plus généraux, avant éventuellement d’envisager la classe des
processus multistables en général.

Citons enfin une autre utilisation potentielle de ces modèles multistables avec le cas où
l’intensité de sauts du processus dépendrait d’une ou plusieurs covariables comme c’est souvent
le cas en finance ou en cybersécurité par exemple. On pourrait ainsi considérer une fonction
de stabilité de la forme α(t, Zt) où Z est un processus covariable. Si la définition d’un tel
processus ne pose a priori pas de difficultés particulières, les questions statistiques autour de
ce modèle (comme par exemple celle de l’estimation de la fonction α(t, x)) ne sont en revanche
pas abordées pour le moment, bien que pouvant modéliser un bon nombre de phénomènes réels.
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Chapitre 3

Particules en interaction

Ce chapitre est en partie issu du co-encadrement de la thèse d’Emilien Manent avec Frédéric
Lavancier.

1 Quelques modèles de systèmes de particules en in-

teraction

On cherche depuis longtemps à modéliser des dynamiques de populations. Un des modèles
les plus basiques pour cela est certainement celui du processus de naissances et morts simple
(étudié au moins depuis Feller (1939) et Kendall (1949)), processus qui trouve néanmoins des
applications encore de nos jours avec par exemple la description des apparitions/disparitions
des restaurants dans le quartier de Shibuya à Tokyo (Sadahiro, 2019). Ce processus de comp-
tage n’a cependant pour objectif que celui de décrire le cardinal de la population étudiée,
occultant ainsi le comportement particulier des individus composant cette population. Dans
bien des situations ce comportement individuel joue un rôle essentiel dans la dynamique glo-
bale et mérite d’être intégré dans le modèle servant à l’analyse.

Il en est ainsi par exemple en épidémiologie (Masuda and Holme, 2017) ou en analyse
d’images (Wang and Zhu, 2002). Dans le domaine de la sylviculture, l’intégration des individus
dans l’étude permet de faire ressortir des phénomènes de compétition/coopération entre les
arbres, décrits à l’aide de processus du type Growth Interaction Model (voir par exemple
Renshaw and Särkkä (2001); Särkkä and Renshaw (2006); Pommerening and Grabarnik (2019)
ou encore Häbel et al. (2019)).

Les travaux présentés ici sont motivés à l’origine par l’analyse d’images en biologie et
notamment l’étude du phénomène d’exocytose cellulaire. Les techniques de captation vidéo
actuelles permettent de tracer précisément l’évolution de chaque protéine ciblée au sein d’une
cellule (Costes et al., 2004; Bolte and Cordelieres, 2006; Lagache et al., 2015). On dispose alors
d’images 3D de l’intérieur d’une cellule (Pécot et al., 2018), où des protéines ciblées appa-
raissent (ou naissent) régulièrement dans l’image, se déplacent aléatoirement puis disparaissent
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(ou meurent) de l’image une fois l’exocytose effectuée.
De nombreux modèles existent pour représenter un système de particules au comportement

pré-établi. La généralisation du processus de naissance et morts simple au cas de particules
sans mouvement naissant et disparaissant dans un espace quelconque a été étudiée par Preston
(1975). Auparavant, le cas de particules évoluant indépendamment les unes des autres est
abordé avec le processus de diffusion branchant de Skorokhod (1964), qui est l’un des premiers
processus introduit pour décrire un système de particules dans son entier. Les processus de
branchements généraux seront ensuite définis et étudiés dans une série de papiers de Ikeda
et al. (1965, 1966a,b,c). La construction, qui consiste à accoler des trajectoires de processus
de Markov forts, est séquentielle. Un autre point de vue est adopté par la construction des
superprocessus qui fait intervenir des EDS pour des processus à valeurs mesures. On pourra se
référer par exemple à Dynkin (1991); Li (2011); Athreya and Ney (2012) ou encore à Bansaye
and Méléard (2015) pour cette construction. Citons enfin le modèle défini séquentiellement
des processus de Markov déterministes par morceaux introduit par Davis (1984b) qui décrit
un processus évoluant dans le temps de façon déterministe (le long d’un flot), sautant dans
l’espace à un temps aléatoire avant de repartir de façon déterministe et continuer ainsi de
suite.

Le processus jump-move Généralisant la construction de Davis (1984a), nous définissons
dans [A10] un processus appelé Jump-Move qui permet en particulier d’introduire du mouve-
ment pour les particules d’un processus spatial de naissances et morts (Preston, 1975).

On considère E un espace polonais muni de la tribu borélienne E et d’une distance d. On
se donne alors (Ω,F) un espace probabilisé, (Px)x∈E une famille de mesures de probabilités
sur (Ω,F), ainsi que les trois ingrédients suivants :

1. une fonction α : E → R∗
+ d’intensité des sauts,

2. un noyau de transition K défini sur E × E ,
3. un processus de Markov ((Yt)t≥0, (Px)x∈E) continu sur E pour le mouvement entre les

sauts, de noyau de transition

QY
t (x,A) = Px(Yt ∈ A), x ∈ E,A ∈ E .

On se donne ensuite (Y
(j)
t )t≥0 une suite de processus sur E identiquement distribués se-

lon (QY
t )t≥0. On pose T0 = 0 et on prend x0 ∈ E comme état initial. On construit alors

itérativement le processus jump-move (Xt)t≥0 de la façon suivante : pour j ≥ 0,

i) sachant XTj = xj, simuler (Y
(j)
t )t≥0 conditionnellement à Y

(j)
0 = xj selon le noyau

(QY
t (xj, .))t≥0.

ii) Sachant XTj = xj et (Y
(j)
t )t≥0, simuler τj+1 selon la fonction de répartition

Fj+1(t) = 1− exp

(
−
∫ t

0

α(Y (j)
u )du

)
.
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iii) Sachant XTj = xj, (Y
(j)
t )t≥0 et τj+1, simuler xj+1 selon le noyau K(Y

(j)
τj+1 , .).

iv) Poser Tj+1 = Tj + τj+1, Xt = Y
(j)
t−Tj pour t ∈ [Tj, Tj+1[ et XTj+1

= xj+1.

On note (Ft)t≥0 la filtration naturelle complétée de (Xt)t≥0 et Ft+ =
⋂
s>tFs. Le proces-

sus ((Xt)t≥0, (Px)x∈E, (Ft)t≥0) est alors un processus càdlàg de Markov homogène en temps
([A10]). On note également Nt =

∑
j≥1 1Tj≤t le processus de comptage du nombre de sauts

du processus X. Si α est bornée, N est un processus non-explosif. On montre également dans
[A10] (Proposition S7) que Mt = Nt −

∫ t
0
α(Xs)ds est une Ft+-martingale, i.e. qu’une version

continue à gauche de l’intensité de N par rapport à (Ft+)t≥0 est α(Xt−).

Le cas particulier du processus Birth-Death-Move En vue de modéliser un processus
de type naissances et morts avec des individus en mouvement, on considère le cas du processus
birth-death-move qui généralise celui de Preston (1975). On considère ainsi E de la forme
spécifique E =

⋃+∞
n=0En avec ((En)n≥0, (En)n≥0) une suite d’espaces polonais disjoints, muni

de la tribu E = σ(
⋃+∞
n=0 En). On suppose de plus que E0 est réduit à un singleton noté ∅. On

suppose alors que le mouvement (Yt)t≥0 vérifie

Px((Yt)t≥0 ⊂ En) = 1En(x), x ∈ E, n ≥ 0.

Pour l’intensité des sauts, on suppose que α s’écrit α = β + δ avec β : E → R+ une intensité
de naissances et δ : E → R+ une intensité de morts (avec δ(∅) = 0). Afin de spécifier la
dynamique des sauts, on suppose enfin que K s’écrit de la forme

K(x,A) =
β(x)

α(x)
Kβ(x,A) +

δ(x)

α(x)
Kδ(x,A)

avec Kβ : E × E → [0, 1] un noyau de transition pour les naissances et Kδ : E × E → [0, 1] un
noyau de transition pour les morts, i.e. vérifiant

Kβ(x,En+1) = 1En(x) et Kδ(x,En) = 1En+1(x), x ∈ E, n ≥ 0.

Ce processus sert alors pour la modélisation d’un système de particules en interaction
de type naissances/morts avec des particules en mouvement dans Rd si l’on considère le cas
particulier où En représente l’ensemble des configurations de points de cardinal n, ou plus
précisément si En s’écrit En = πn(W

n) pour W ⊂ Rd un fermé de Rd représentant l’espace où
vivent les particules et πn : (x1, ..., xn) ∈ W n → {x1, ..., xn} est la projection naturelle associée
(qui supprime simplement l’ordre des particules).
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2 Propriétés du processus Jump-Move

Afin de caractériser le comportement du processus, il est naturel de considérer les propriétés
de son semi-groupe de transition. Le noyau de transition Qt(x,A) pour x ∈ E et A ∈ E est
entièrement déterminé par l’équation de Kolmogorov backward (Theorem 1 de [A13]) :

Qt(x,A) = EYx
[
1Yt∈Ae

−
∫ t
0 α(Yu)du

]
+

∫ t

0

∫
E

Qt−s(y, A)EYx [K(Ys, dy)α(Ys)e
−
∫ s
0 α(Yu)du]ds,

équation qui possède une unique solution stochastique si la fonction d’intensité α est bornée.
Nous nous sommes également intéressés dans [A13] aux propriétés de continuité du semi-
groupe de transition. Comme dans Dynkin (1965) et Øksendal (2013), on dit que le processus
(Xt)t≥0 de noyau de transition Qt sur E est Feller continu si QtCb(E) ⊂ Cb(E) avec Cb(E)
l’ensemble des fonctions continues bornées sur E. On dit qu’il est Feller si QtC0(E) ⊂ C0(E)
avec C0(E) l’ensemble des fonctions continues qui s’annulent à l’infini et si limt→0 ∥Qtf−f∥∞ =
0 pour tout f ∈ C0(E). On peut alors relier la continuité du semi-groupe Qt à celle du semi-
groupe QY

t correspondant au processus Y régissant le mouvement continu de X. On a en
effet :

Théorème 3.1 ([A13]) 1. Si QY
t Cb(E) ⊂ Cb(E) et si KCb(E) ⊂ Cb(E) alors (Xt)t≥0 est

Feller continu.

2. Si QY
t C0(E) ⊂ C0(E) et si KC0(E) ⊂ C0(E) alors (Xt)t≥0 est Feller.

Pour un système de particules de Rd (dans ce cas E =
⋃+∞
n=0En avec En = π(W n),

W ⊂ Rd), le mouvement continu (Yt)t≥0 se décompose en mouvements continus (Z
|n
t )t≥0 sur

chaque En, Z
|n
t étant alors un déplacement continu de n particules non-ordonnées de Rd. Le

caractère Feller de Y est alors hérité des propriétés de continuité de chaque semi-groupe de
(Z

|n
t )t≥0. Plus précisément, on a le résultat suivant ([A13], Proposition 9) :

Théorème 3.2 Si (Z
|n
t )t≥0 est un processus de Feller continu (resp. Feller) sur W n pour

chaque n ≥ 1 alors (Yt)t≥0 est un processus de Feller continu (resp. Feller) sur E.

Enfin dans le cas où le mouvement Y est Feller, le générateur infinitésimal du processus
jump-move X se décompose comme la somme du générateur infinitésimal de Y (noté AY ) et
du générateur infinitésimal d’un processus de Markov purement à sauts. En effet, si A est le
générateur infinitésimal de X, on a la formule ([A13], Theorem 6)

Af = AY f + α×Kf − α× f

pour toute fonction f dans le domaine de A.
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Propriétés de convergence On s’est posé également la question de la convergence du
processus vers un régime stationnaire, la convergence considérée ici étant celle en temps long.
La référence pour cela dans le cas fondamental du processus de naissances et morts simple est
très certainement l’article de Karlin and McGregor (1957) qui établit la classification de ses
états en donnant des critères de transience, de récurrence nulle ou de récurrence positive, ainsi
que des critères d’ergodicité sous forme de séries pour le processus. Dans le cas du processus de
naissances et morts spatial, des taux de convergence vers la mesure stationnaire sont obtenus
dans Møller (1989). D’autres résultats similaires ont été établis pour des systèmes de particules
avec un mouvement dirigé par un flot (Çinlar and Kao, 1991), pour des processus de naissances
et morts avec des contraintes sur les sauts (Manjrekar, 2018), ou encore plus récemment pour
des processus de type naissances et morts dont les taux dépendent du temps (Bezborodov and
Persio, 2022).

Dans le cas du processus birth-death-move, i.e. pour E de la forme E =
⋃+∞
n=0En avec

(En)n≥0 une suite d’espaces polonais disjoints, on peut montrer la convergence en temps long
du processus vers une mesure stationnaire sous l’hypothèse que l’espace d’états est constitué
d’un nombre fini de En. Plus précisément on suppose que pour un certain n∗ > 0, β(x) = 0
si x ∈ En avec n ≥ n∗, ou de manière équivalente que E s’écrit E =

⋃n∗

n=0En pour un certain
n∗ > 0. On montre alors sous cette hypothèse la convergence vers une mesure stationnaire :

Théorème 3.3 ([A10], Proposition S4) (Xt)t≥0 admet une unique mesure stationnaire µ∞ et
il existe a > 0 et c > 0 tels que pour toute fonction mesurable bornée g et t > 0,

sup
y∈E

∣∣∣∣∫
E

g(y)Qt(y, ds)−
∫
E

g(y)µ∞(dy)

∣∣∣∣ ≤ a∥g∥∞e−ct.

On obtient également dans ce cas un contrôle uniforme de la variance des intégrales de la
forme

∫ t
0
g(Xs)ds, ce qui constitue un résultat clé pour l’étude de la convergence des estima-

teurs de l’intensité des sauts de X.

Théorème 3.4 ([A10], Corollary S5) Il existe a > 0 et c > 0 tels que pour toute fonction
positive mesurable bornée g et t > 0,∣∣∣∣E [1t

∫ t

0

g(Xs)ds

]
−
∫
E

g(z)µ∞(dz)

∣∣∣∣ ≤ a∥g∥∞
ct

et

Var

(∫ t

0

g(Xs)ds

)
≤ c0∥g∥∞E

[∫ t

0

g(Xs)ds

]
avec c0 une constante indépendante de t et g.

Si on ne suppose plus l’existence d’un n∗ > 0 tel que E =
⋃n∗

n=0En, la première étape pour
montrer l’ergodicité du processus consiste à établir un couplage entre (Xt)t≥0 et un processus
de naissances et morts simple (ηt)t≥0 sur N, de taux de naissances βn = supx∈En

β(x), de
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taux de morts δn = infx∈En δ(x), dont le noyau de transition est noté qt. Inspiré du couplage
de Preston (1975), on construit un processus Čt = (X ′

t, η
′
t) dont les marginales vérifient en

particulier les égalités en loi (X ′
t)t≥0 = (Xt)t≥0 et (η′t)t≥0 = (ηt)t≥0, ainsi que le théorème

suivant :

Théorème 3.5 ([A13]) Supposons que (Yt)t≥0 soit un processus de Feller et que KC0(E) ⊂
C0(E). Alors pour tout t ≥ 0, (x, n) ∈ E × N, A ∈ E et S ∈ P(N), on a :

1. Q̌t((x, n);E × S) = qt(n, S)

2. Q̌((x, n);A× N) = Qt(x,A)

3. Si x ∈ E avec n(x) ≤ n alors Q̌t((x, n); Γ) = 0 pour

Γ = {(y, n) ∈ E × N;n(y) > m}.

On obtient en particulier pour x ∈ Em avec m ≤ n,

P(x,n)

(
(Čs)s≥0 ⊂ Γc

)
= 1,

ce qui traduit le fait que le processus (ηt)t≥0 converge plus lentement vers 0 que le processus
(Xt)t≥0 vers l’état E0 = {∅}. On déduit alors des propriétés d’ergodicité du processus de
naissances et morts simple sur N (étudiées par exemple dans Karlin and McGregor (1957))
des propriétés d’ergodicité identiques pour le processus birth-death-move (Xt)t≥0.

Théorème 3.6 ([A13], Theorem 11) Supposons que (Yt)t≥0 soit un processus de Feller avec
KC0(E) ⊂ C0(E), que βnδn > 0 pour tout n ≥ 1 avec

+∞∑
n=2

β1...βn−1

δ1...δn
<∞ et

∞∑
n=2

δ1...δn
β1...βn

= ∞.

Alors µ∞(A) = limt→+∞Qt(x,A) existe pour x ∈ E et A ∈ E , et est indépendante de x. De
plus µ∞ est l’unique mesure de probabilité invariante du processus, i.e. vérifiant

µ∞(A) =

∫
E

Qt(x,A)µ∞(dx)

pour tout A ∈ E et t ≥ 0.

Concernant le taux de convergence, on a des résultats de convergence identiques à ceux
obtenus par Møller (1989) dans le cas du processus de naissances et morts spatial. Sans
l’hypothèse de l’existence d’un entier n∗ > 0 tel que E =

⋃n∗
n=0En, la vitesse de convergence

n’est plus uniforme en l’état initial. Elle s’exprime grâce au théorème suivant ([A13], Theorem
12, Corollary 13) :
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2 . Propriétés du processus Jump-Move

Théorème 3.7 Supposons que les hypothèses du Théorème 3.6 soient satisfaites. Soit γ1 et
γ2 deux mesures de probabilité sur (E, E) telles que pour k = 1, 2

+∞∑
n=2

γk(En)

√
δ1...δn
β1...βn−1

<∞.

On peut trouver deux constantes c > 0 et 0 < r < 1 (dépendantes de γ1 et γ2) telles que pour
tout t ≥ 0,

sup
A∈E

∣∣∣∣∫
E

Qt(x,A)γ1(dx)−
∫
E

Qt(x,A)γ2(dx)

∣∣∣∣ ≤ crt.

Si de plus βn ≤ δn+1 à partir d’un certain rang et

+∞∑
n=2

√
β1...βn−1

δ1...δn
<∞,

alors pour tout y ∈ E, on peut trouver deux constantes c > 0 et 0 < r < 1 (dépendantes de y
et µ∞) telles que

sup
A∈E

|µ∞(A)−Qt(y, A)| ≤ crt.

Application à un système de particules en interaction En guise d’application, nous
pouvons modéliser par exemple un système de particules en interaction à valeurs dansW ⊂ Rd

de la forme W = I1 × ...× Id avec Ii compact de Rd. On considère alors

Wn = {(x1, ..., xn) ∈ (W̊ )n, i ̸= j ⇒ xi ̸= xj}

l’ensemble des n particules disjointes de W̊ , et pour espace d’états de notre processus X nous
prenons E0 = {∅}, pour n ≥ 1, En = πn(Wn) et enfin E =

⋃+∞
n=0En.

Afin de définir les naissances de X, nous considérons un potentiel d’interaction par paires
V : E → R ∪ {∞} de la forme

V (x) = an(x) +
∑

1≤i ̸=j≤n

ϕ(xi − xj)

avec a > 0, ϕ(ξ) = ϕ(−ξ) pour tout ξ ∈ Rd si n ≥ 2, V ({∅}) = 0 et V ({ξ}) = a pour ξ ∈ W.
On peut alors définir le noyau de naissance Kβ pour x ∈ E et A ⊂ W par

Kβ(x,A ∪ x) =
∫
A
e−(V (x∪ξ)−V (x))dξ∫

W
e−(V (x∪ξ)−V (x))dξ

avec l’intensité de naissance associée

β(x) =
1

n(x) ∨ 1

∫
W

e−(V (x∪ξ)−V (x))dξ.
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Pour le noyau de mort, on choisit le noyau uniforme : pour f mesurable bornée sur E et x ∈ E,

Kδf(x) =
1

n(x)

n(x)∑
i=1

f(x\xi)

avec l’intensité de mort associée uniforme également : δ(x) = 1n(x)≥1.
Pour le mouvement, nous considérons la diffusion de Langevin sur Wn

dZ
|n
t,i = −

∑
j ̸=i

▽ϕ(Z |n
t,i − Z

|n
t,j)dt+

√
2dBt,i, 1 ≤ i ≤ n

avec des conditions de réflection au bord (Fattler and Grothaus (2007)), le mouvement Y

étant alors défini sur chaque En par Y n
t = πn(Z

|n
t ) (on ne conserve pas l’ordre des particules).

Sous des hypothèses raisonnables sur ϕ, hypothèses vérifiées par les potentiels classiques
de Lennard-Jones répulsif, soft-core, de Riesz ou encore de Strauss régularisé, le potentiel V
correspond au potentiel d’une mesure de Gibbs invariante pour le processus X.

Théorème 3.8 ([A13]) Le processus birth-death-move (Xt)t≥0 ainsi défini est un processus
de Feller convergeant vers la mesure de probabilité invariante de Gibbs sur W de potentiel V,
i.e. de mesure à densité proportionnelle à exp(−V (x)) par rapport au processus de Poisson
simple sur W.

3 Estimation non-paramétrique de l’intensité de sauts

D’un point de vue statistique, nous avons cherché dans [A10] à estimer le taux de sauts
α dans un modèle de type birth-death-move. Beaucoup d’articles se sont intéressés à cette
question de l’estimation d’un taux de sauts pour des modèles variés plus ou moins complexes, à
commencer par le processus de naissances et morts simple sur N de taux constants, pour lequel
les travaux d’estimation sur les taux α, β et δ remontent aux années 1950 (Anscombe (1953),
Kendall (1949, 1952), Moran (1951, 1953), Darwin (1956)). Pour des taux non constants, Wolff
(1965) pose et étudie un modèle paramétrique sur les taux, tout comme Keiding (1975) qui
obtient également des résultats sur l’estimateur du maximum de vraisemblance. Un modèle
classique consiste à supposer que le taux αn est proportionnel à la taille de la population (i.e.
αn = α × n), hypothèse qui toute fois n’est pas reprise par Reynolds (1973) pour établir un
modèle bayésien. Pour des modèles de systèmes de particules plus complexes de type branching
processes, la vraisemblance est calculée dans Löcherbach (2002).

Les premières méthodes non-paramétriques à noyau apparaissent avec Ramlau-Hansen
(1983) pour l’estimation de l’intensité d’un processus de comptage (avec une version lisse
de l’estimateur de Nelson et Aalen), et Diggle (1985) pour l’estimation de l’intensité d’un
processus de Cox stationnaire. L’extension des résultats de Diggle (1985) au cas d’un champ
de R2 sera considéré par Guan (2008), le cas de l’estimateur de Nelson et Aalen pour un
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modèle avec covariables étant abordé dans Martinussen and Scheike (2007). L’estimateur à
noyau est également utilisé par Van Es et al. (2007) pour estimer la densité de sauts d’un
processus de Poisson composé, par Azäıs et al. (2013) pour l’estimation du taux de sauts d’un
processus de renouvellement, ou encore par Azäıs et al. (2014) pour la loi des temps de sauts
d’un processus de Markov déterministe par morceaux.

La méthode d’estimation non-paramétrique par projection est quant à elle utilisée par
Reynaud-Bouret (2003) pour l’estimation de l’intensité d’un processus de Poisson inhomogène
en dimension 1. Cela fournit une méthode adaptative qui sera reprise ensuie par Reynaud-
Bouret and Schbath (2010) pour l’estimation de l’intensité d’un processus de Hawkes.

Enfin, en vue d’applications plus pratiques, l’observation d’une trajectoire le long d’une
discrétisation du temps fait l’objet de travaux plus récents, comme ceux de Figueroa-López
(2009) qui réutilise un estimateur par projection pénalisée pour estimer la densité de Lévy
de la somme d’un processus de Poisson composé et d’un mouvement brownien, et pour des
processus de Lévy plus généraux par Comte and Genon-Catalot (2011). L’estimateur à noyau
est quant à lui privilégié par Bec and Lacour (2012) pour estimer la densité de Lévy d’un
processus de Lévy purement à sauts à l’aide d’une discrétisation de la trajectoire.

Nous introduisons également dans [A10] un estimateur non-paramétrique à noyau pour
estimer l’intensité de sauts α d’un processus jump-move (Xt)t≥0. Dans le cas de l’observation
d’une trajectoire complète en temps continu (Xt)0≤t≤T sur l’intervalle [0, T ] de temps de sauts
(Tj)j≥1, l’estimateur α̂(x) de α(x) pour x ∈ E est défini par

α̂(x) =

∫ T
0
kT (x,Xs−)dNs∫ T
0
kT (x,Xs)ds

où Nt = Card{j ≥ 1 : T ≤ t} et (kT )T≥0 est une famille de fonctions positives sur E × E
vérifiant supx,y,T |kT (x, y)| < +∞. Pour x, y ∈ E, le rôle de kT (x, y) est de mesurer la proximité

entre x et y. Un choix typique pour kT (x, y) est de la forme kT (x, y) = k(d(x,y)
hT

) pour k fonction
bornée sur R, une pseudo-distance d de notre choix et hT une fenêtre. Lorsque le processus
(Xt)t≥0 converge (en temps long) vers une mesure invariante µ∞, on montre que l’estimateur
α̂(x) est consistant lorsque T → +∞. Dans le cas d’un processus birth-death-move pour lequel
l’espace d’états E est de la forme E =

⋃n∗

n=0En pour un certain n∗, on obtient (Proposition 1
[A10]) :

Théorème 3.9 Pour tout x ∈ E et ε > 0, on peut fixer c > 0 (ne dépendant que de ε) tel
que

P (|α̂(x)− α(x)| > ε) ≤ c

(
1

TvT (x)
+ w2

T (x)

)
avec vT (x) =

∫
E
kT (x, y)µ∞(dz) et wT (x) =

1
vT (x)

∫
E
(α(z)− α(x))kT (x, y)µ∞(dz). En particu-

lier si limT→∞ TvT (x) = +∞ et limT→+∞wT (x) = 0 alors

lim
T→+∞

α̂(x)
P
= α(x).
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Le terme vT (x) est relié au contrôle de E
[∫ T

0
kT (x,Xs)ds

]
alors que wT (x) dépend de la

régularité de la fonction α sous la mesure invariante µ∞, régularité qui apparâıt classiquement
dans le contrôle de la vitesse de convergence en estimation non-paramétrique à noyau.

La consistance en norme L2(Ω) est également discutée dans [A10], l’estimateur α̂(x) ne

possédant pas nécessairement de moment d’ordre 2. En effet, comme
∫ T
0
kT (x,Xs)ds peut être

infiniment petit à horizon T fini, on peut trouver des exemples pour lesquels E[α̂(x)] = +∞
(Lemme S1 [A10]). D’un point de vue pratique, il n’est pas raisonnable d’espérer estimer

correctement α(x) avec une valeur trop faible de
∫ T
0
kT (x,Xs)ds (qui mesure le temps passé

par X proche de x). On peut donc considérer l’estimateur modifié

α̂ξ(x) = α̂(x)1∫ T
0 kT (x,Xs)ds>ξ

pour lequel on contrôle le moment d’ordre 2 : pour tout ξ > 0 et 0 < η < 1/3, lorsque T tend
vers +∞,

E
[
|α̂ξ(x)− α(x)|2

]
= O

(
1

(TvT (x))1/3−η
+ w2

T (x)

)
.

Différents choix de pseudo-distance d L’estimateur α̂ recouvre un large éventail de
situations diverses grâce aux différentes possibilités pour kT . Un choix standard pour la famille
(kT )T≥0 consiste à prendre kT de la forme

kT (x, y) = k

(
d(x, y)

hT

)
où k est une fonction bornée, d est une pseudo-distance et hT > 0 est un paramètre de fenêtre.
Pour la consistance on demandera classiquement à ce que limT→+∞ hT = 0 mais pas trop vite,
de sorte que limT→+∞ TvT (x) = +∞.

Lorsque E =
⋃n∗

n=0En avec En l’espace des configurations de points de Rd de cardinal n,
plusieurs choix de pseudo-distance d sont possibles. Un premier choix standard correspond à
la distance de Hausdorff dH définie par

dH(x, y) = max

(
max
u∈x

min
v∈y

∥u− v∥,max
v∈y

min
u∈x

∥v − u∥
)
.

Un autre choix classique dans ce contexte consiste à prendre la distance de transport
optimal dκ introduite par Schuhmacher and Xia (2008), définie pour κ > 0, x = {x1, ..., xn(x)}
et y = {y1, ..., yn(y)} avec n(x) ≤ n(y) par

dκ(x, y) =
1

n(y)

 min
π∈Sn(y)

n(x)∑
i=1

(∥xi − yπ(i)∥ ∧ κ) + κ(n(y)− n(x))


où Sn(y) désigne l’ensemble des permutations de {y1, ..., yn(y)}. En supposant que la fonc-
tion α(x) ne dépende que de la cardinalité de x, i.e. soit de la forme α(x) = α0(n(x))
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pour une fonction α0 définie sur N, on peut exploiter cette hypothèse en choisissant par
exemple kT (x, y) = 1n(x)=n(y) (on retrouve alors l’estimateur utilisé pour le processus de nais-
sances et morts simple) ou encore d(x, y) = |n(x) − n(y)| qui fournit une version lissée du
choix précédent. Plus généralement, si l’on suppose que la fonction α ne dépend que de ca-
ractéristiques encodées dans une fonction f : E → Rp pour p ≥ 1, i.e. α(x) = α0(f(x)), on
peut exploiter cette hypothèse en choisissant d(x, y) = ∥f(x)−f(y)∥. On se ramène alors à un
problème d’estimation non-paramétrique en dimension p et l’on retrouve pour α̂ une vitesse
de convergence standard d’estimation d’une fonction de Rp à savoir (Corollary 1 [A10]) :

P (|α̂(x)− α(x)| > ε) ≤ c

(
1

ThpT
+ h2T

)
.

Estimation en temps discret Si l’on suppose d’un point de vue plus réaliste que l’on
observe le processus (Xt)t≥0 en des temps discrets t0, ..., tm avec t0 = 0 et tm = T, une version
discrétisée de α̂(x) consiste à remplacer les intégrales par des sommes de Riemann, ce qui
donne ∑m−1

j=0 ∆Ntj+1
kT (x,Xtj)∑m−1

j=0 ∆tj+1kT (x,Xtj)
,

avec ∆Ntj = Ntj − Ntj−1
et ∆tj = tj − tj−1. ∆Ntj n’étant pas nécessairement observé, il

convient de l’estimer par une quantité observable Dj. Notre estimateur discrétisé devient

α̂(d)(x) =

∑m−1
j=0 Dj+1kT (x,Xtj)∑m−1
j=0 ∆tj+1kT (x,Xtj)

.

La consistance de α̂(d)(x) se déduit alors de celle de α̂(x) dans un cadre d’observations
hautes fréquences (Proposition 3 [A10]).

Choix de fenêtre par validation croisée sur vraisemblance partielle Toujours en
vue d’applications pratiques, nous fournissons pour finir une procédure de choix de fenêtre
basée sur une vraisemblance partielle du processus (toujours dans [A10]). Plus précisément,
on se base sur la log-vraisemblance du processus (Nt)0≤t≤T . L’intensité de Nt étant α(Xt−), le
théorème de Girsanov donne que la log-vraisemblance de (Nt)0≤t≤T par rapport au processus
de Poisson simple sur [0, T ] est

T +

NT∑
j=1

logα(XT−
j
)−

∫ T

0

α(Xs)ds.

Dans le cas d’observations en temps continu, on choisira alors hT comme
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ĥ = argmax
h

(
NT∑
j=1

log α̂−
h (XT−

j
)−

∫ T

0

α̂−
h (Xs)ds

)
,

α̂−
h (Xs) étant l’estimation de α(x) pour x = Xs sans utiliser le processus entre TNs et TNs+1 :

α̂−
h (Xs) =

∑NT

i=1,i ̸=Ns+1
kT

(
d(Xs,XT−

i
)

h

)
∫
[0,T ]\[TNs ,TNs+1

]
kT

(
d(Xs,Xu)

h

)
du
.

Enfin pour une procédure d’estimation complète, on observe le processus en temps discret
et la discrétisation des intégrales par les sommes de Riemann conduit à choisir hT en utilisant
la procédure de validation croisée sur la log-vraisemblance discrétisée

ĥ(d) = argmax
h

(
m−1∑
j=0

Dj+1 log α̂
(−)
(d),h(Xtj)−

m−1∑
j=0

∆tj+1α̂
(−)
(d),h(Xtj)

)
avec

α̂
(−)
(d),h(Xtj) =

∑m−1
i=0,i ̸=j Di+1kT

(
d(Xtj ,Xti )

h

)
∑m−1

i=0,i ̸=j ∆ti+1kT

(
d(Xtj ,Xti )

h

) .
4 Perspectives de recherche

On a présenté ici des résultats d’estimation de la fonction d’intensité de sauts α à l’aide
d’observation d’une trajectoire discrétisée. Le modèle des processus jump-move étant régi par
la fonction α, le noyau de transition des sauts K et le mouvement Y, il est envisagé dans la
lignée de ces travaux sur l’estimation de α de considérer le problème d’estimation du noyau
K. Concernant le mouvement Y, on peut se demander comment retrouver statistiquement
ses caractéristiques. Cette question d’estimation revenant peu ou prou à celle de l’estimation
d’un processus de Markov continu (qui est vaste), néanmoins pertubé ici par la présence de
sauts, celle de tester des caractéristiques de Y peut se révéler aussi très pertinente. Dans le
cas d’un système de particules, celles-ci sont principalement caractérisées par leur équation de
mouvement. Mettre en place des tests utilisant le modèle des processus jump-move en vue par
exemple d’une classification des particules comme dans Briane et al. (2019) peut permettre de
mieux prédire le système. Le processus jump-move permet également de modéliser facilement
des systèmes de particules marquées. Classifier et/ou estimer statistiquement ces marques est
un enjeu également intéressant dans la compréhension d’un tel système.

Enfin, pour simplifier l’étude globale du processus, on peut également se demander si le
modèle n’est pas mieux décrit par un modèle paramétrique. L’étude statistique de tels modèles
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commence à être menée depuis peu. Toujours dans l’espoir de simplifier le modèle, on pourra
chercher à déterminer dans un premier temps un test pour savoir si la fonction α n’est pas en
réalité constante. Ceci ouvrirait la voie dans un second temps à la question de la détection de
rupture d’intensité des sauts, problème formalisé plus précisément dans le Chapitre 4 pour le
processus de Poisson.
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Chapitre 4

Rupture d’intensité dans un processus
de Poisson

Ce chapitre est issu du co-encadrement de la thèse de Fabrice Grela avec Magalie Fromont.

1 Détection d’une rupture par test simple

Un nombre gigantesque de travaux de recherche, aussi bien appliqués que théoriques,
considèrent un signal changeant brutalement de caractéristique suite à un événement quel-
conque. Cette rupture trouve des interprétations naturelles dans de nombreux domaines,
comme l’analyse du réseau internet, l’analyse de notre ADN ou encore l’étude d’attaques
cyberterroristes. On trouvera un panorama général de cette large thématique dans Basseville
and Nikiforov (1993) par exemple. Dans leur analyse de séquences génétiques, Olshen et al.
(2004) considèrent le problème de la détection de rupture dans un modèle gaussien appliqué
au logarithme des intensités empiriques des marqueurs d’ADN considérés. Cependant c’est
le processus de Poisson inhomogène avec une intensité constante par morceaux qui est intro-
duit dans Shen and Zhang (2012) pour modéliser le nombre de copies de gènes et répondre
au problème biologique de la détection d’anomalies. Le processus de Poisson est également
fréquemment utilisé dans le processus de contrôle de la qualité d’un produit en sortie d’usine
pour le comptage de produits non-conformes, la rupture correspondant alors à un changement
dans le procédé de fabrication qu’il convient de détecter correctement (voir par exemple Perry
and Pignatiello (2011) et ses références).

La motivation première des travaux présentés dans cette section se trouve dans la détection
d’anomalies relatives à la cybersécurité. Là encore le processus de Poisson y joue un rôle
important (voir par exemple Holm (2013) ou Daras (2014) et ses références), servant par
exemple de modèle pour des communications secrètes (Wang, 2018; Soltani et al., 2015, 2020).
Le changement d’intensité dans le flux de paquets internet pouvant signifier une activité
suspecte (Soltani et al., 2008), de nombreuses méthodes sont mises en œuvre afin de détecter
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au mieux ce changement d’activité sur le réseau (Peng et al., 2004; Zhan et al., 2013; Liu
et al., 2021).

Nous nous sommes intéréssés spécifiquement au cas du processus de Poisson qui fournit un
premier modèle simplifié des échanges internet par protocole TCP, protocole dont l’étude est
essentielle dans le domaine de la cybersécurité. Cependant de nombreuses études empiriques
considèrent des signaux plus larges de différentes formes, allant de l’échantillon de loi quel-
conque pour la plus générale (Kendall and Kendall, 1980) à la loi exponentielle intervenant
dans le processus de Poisson (Bain et al., 1985; Engelhardt et al., 1990; Cohen and Sackrowitz,
1993; Ho, 1993, 1995; Green, 1995), en passant par l’échantillon gaussien qui est à la base d’un
nombre conséquent de résultats, dans des modèles de régression linéaire par exemple (Bai and
Perron, 2003; Picard et al., 2011), ou encore pour l’analyse de signaux autosimilaires (Veitch
and Abry, 2001).

De l’estimation d’une rupture

Beaucoup de travaux abordent la question d’un changement de régime sous l’angle de
l’estimation des paramètres modélisant la rupture du modèle, et prioritairement l’estimation
de ses instants de rupture (on pourra se référer à Lee (2010) ou Aue and Horváth (2013) pour
des éléments bibliographiques sur ce sujet). L’approche bayésienne notamment s’est beaucoup
développée autour de cette question, proposant de nombreuses méthodes d’estimation pour
différentes lois a priori et différents modèles de vraisemblance. Par exemple pour le modèle
de Poisson, des lois a posteriori de l’instant de rupture sont étudiées dans Leonard (1978),
Raftery and Akman (1986), Carlin et al. (1992), Raftery (1994), Assareh et al. (2016) ou
encore plus récemment dans Farinetto et al. (2020) pour ne citer qu’eux, et par exemple dans
Rigaill (2010) pour le modèle gaussien.

Plus classiquement, l’estimation du nombre et des instants de rupture dans une série
temporelle est abordée dans Bai (1994) pour des processus ARMA et plus généralement pour
des processus linéaires différence de martingales dans le cas d’une rupture, puis étendue au
cas de plusieurs ruptures dans Bai and Perron (1998), Lavielle and Moulines (2000) ou encore
Lavielle (2005) dans le cas i.i.d. Des intervalles de confiance sont obtenus dans Worsley (1986);
Hinkley (1970); Hinkley and Hinkley (1970); Siegmund (1988) dans le cas plus spécifique d’une
famille exponentielle de lois. Le cas du processus de Poisson est moins présent pour ce qui est
du point de vue de l’estimation non bayésienne. On pourra citer néanmoins les travaux de
Galeano (2007) et Perry and Pignatiello (2011) à ce sujet.

Comme souvent le cas de la loi normale fait l’objet d’un traitement particulier. Yao (1988)
estime ainsi de manière asymptotiquement consistante le nombre de ruptures dans l’espérance
d’un échantillon gaussien. Adoptant le point de vue de la sélection de modèle non-paramétrique
de Birgé and Massart (2001), Lebarbier (2005) propose une estimation non-asymptotique
pénalisée par moindre carrés du nombre et de la localisation de changements dans l’espérance
d’un processus gaussien (voir aussi Harchaoui and Lévy-Leduc (2010) pour une amélioration
quasi-optimale). Ce sont des méthodes de sélection forward qui sont utilisées le plus souvent
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pour l’estimation de plusieurs ruptures (Fryzlewicz, 2014, 2018), et non des méthodes back-
ward (sauf dans Shin et al. (2020)). Le cas de la dimension supérieure est abordé quant à lui
dans Wang and Samworth (2018), alors que les situations d’observations corrélées sont traitées
plus rarement. On trouve néanmoins des résultats récents dans Dette et al. (2020) ou encore
dans Benassi et al. (2000) dans le cas d’une observation en temps discret d’une trajectoire de
mouvement Brownien fractionnaire.

On obtient également des résultats optimaux dans le cadre gaussien. C’est le cas par
exemple dans Donoho and Johnstone (1998) qui propose une estimation minimax du drift
dans le modèle de bruit blanc observé en des temps discrets i/n. Dans le cadre de la régression
gaussienne, des premiers résultats sur des intervalles de confiance en lien avec des procédures de
test minimax sont obtenues dans Nickl and van de Geer (2013), des taux d’estimation minimax
sont donnés par Yao (1988) et Cai and Guo (2017), alors que le cas de l’estimation minimax
du support d’un bump est traité dans Kou (2023). Wang et al. (2020) étendent ces résultats
au cadre sous-gaussien avec des résultats minimax non-asymptotiques pour l’estimation des
instants de rupture de l’espérance. Plus généralement, Garreau and Arlot (2018) fournissent
une estimation minimax de changements multiples en grande dimension dans un cadre non-
paramétrique, pour des caractéristiques d’une distribution qui peuvent être différentes de
l’espérance ou de la variance.

A la détection de rupture

Il y a plusieurs manières de considérer la question de la détection d’un changement de
comportement d’un processus stochastique. L’histoire commence principalement avec Wald
(1945) qui aborde le problème de façon online, c’est-à-dire de manière séquentielle et en temps
réel, et qui se donne comme objectif de construire un temps d’arrêt aussi proche que possible
du temps inconnu de rupture dans la loi. On pourra se référer à Siegmund (1985); Csorgo and
Horváth (1997); Lai (2001); Moustakides et al. (2008); Polunchenko and Tartakovsky (2012)
pour une review sur les méthodes online.

Le point de vue bayésien a largement été adopté pour aborder ce problème, notamment
par Shiryaev (1978) dans le cadre du modèle de bruit blanc gaussien, montrant qu’il existe
une règle de décision minimisant le risque bayésien dans le cas où le changement s’effectue en
un temps τ inconnu. Ces résultats seront ensuite étendus en particulier par Pollak (1985) dans
un cadre de loi plus générale, puis également par Peskir and Shiryaev (2002), Herberts and
Jensen (2004), Bayraktar et al. (2006) et Brown and Zacks (2006) dans le cadre du modèle de
Poisson.

Sans considérer de modèle particulier, Wald (1945) expose une stratégie séquentielle de
prise de décision qui consiste à décider H0, H1 ou une troisième décision qui augmente le
nombre d’observations d’une unité, et réitérer jusqu’à décider finalement H0 ou H1, tout en
respectant le principe de Neyman-Pearson : une erreur de première espèce contrôlée par α et
une erreur de seconde espèce contrôlée par β, pour deux valeurs de α et β prescrites. Cette
stratégie est basée sur le processus Log Probability Ratio qui sera largement réutilisé ensuite,
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notamment par Page (1954), ou encore par Dvoretzky et al. (1953) qui étudient la méthode de
Wald (1945) dans le cas d’un processus à temps continu comme le mouvement Brownien ou le
processus de Poisson. Lorden (1971) introduit alors un critère d’optimalité de type minimax
pour la détection online de rupture dans une série i.d.d. à temps discret, critère utilisé par
Moustakides (1986) pour montrer que la procédure de test de Page (1954) est optimale en
ce sens. Ce problème est également traité en temps continu, par Moustakides (2004) pour le
modèle de bruit blanc et par El Karoui et al. (2017) dans le cas du processus de Poisson.

Un autre point de vue consiste à effectuer une analyse des données offline, c’est-à-dire a
posteriori mais sans le formalisme bayésien, point de vue que nous avons adopté dans [A12]
pour le modèle du processus de Poisson. De manière plus générale, Page (1955) et Page (1957)
proposent des tests de changement de paramètre d’un échantillon de loi quelconque, tests dont
les puissances seront ensuite comparées avec les modèles bayésiens binomiaux et gaussiens dans
Chernoff and Zacks (1964), puis dans Kander and Zacks (1966) pour des familles exponentielles
de lois. Le cas de la détection de rupture dans un échantillon de loi Bernoulli est abordé d’un
point de vue non bayésien dans Hinkley and Hinkley (1970), le cas de la loi normale étant
considéré par exemple dans Hinkley (1970); Hawkins (1977); James et al. (1987) et celui de
la loi exponentielle dans Antoch and Jaruvskova (2007).

La détection de rupture dans le cas du processus de Poisson

On trouve des premiers résultats de tests sur le modèle de Poisson, d’adéquation à la loi
exponentielle ou directement au processus de Poisson avec les travaux de Epstein (1960), Lewis
(1965), Cox and Lewis (1966) ou encore Davies (1977). La question à proprement parlée de la
détection d’une rupture dans le modèle de Poisson est ensuite abordée par Deshayes (1984),
qui considère le cas général où tous les paramètres sont inconnus. En conditionnant par le
nombre de points observés, il étudie en réalité le test de Kolmogorov Smirnov pour la loi
uniforme et le test du rapport de vraisemblance qui est asymptotiquement optimal lorsque
l’intensité totale tend vers l’infini. Deux autres tests seront ensuite considérés dans Deshayes
and Picard (1985), tests qui ne sont pas globalement optimaux. Leur optimalité est alors
étudiée de manière asymptotique au sens de Bahadur (1966) et Brown (1971) (on recherche
une décroissance exponentielle des erreurs de type I et II pour chaque couple d’hypothèses H0

et H1), ainsi qu’au sens de la théorie locale de Le Cam (1970). Plusieurs tests classiques pour
tester une intensité constante contre une intensité croissante sont introduits dans Bain et al.
(1985) pour une comparaison empirique de leur puissance. On y retrouve le test de Laplace,
le test Z qui est le test UPP dans le cas paramétrique du processus de Weibull, le test du
rapport de vraisemblance ou encore le test F. Une variante du test Z est également introduite
et étudiée de manière non-conditionnelle en temps long dans Bhattacharjee et al. (2004) pour
des alternatives croissantes. Une approximation asymptotique du niveau et de la puissance du
test de rapport de vraisemblances est développée dans Loader (1990) pour ce cas où aucun
paramètre n’est connu. Le test du rapport de vraisemblance enfin est utilisé par Dachian and
Kutoyants (2006) dans le cas où l’intensité constante est connue sous H0 pour construire des
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tests asymptotiquement uniformément plus puissants au sens de Le Cam pour des alternatives
composées de processus ponctuels stationnaires auto-excitants.

L’optimalité au sens du minimax

Afin de comparer les performances des différents tests de détection de rupture, on peut
utiliser des critères d’optimalité au sens du minimax. On se fixe deux bornes α et β pour
les probabilités d’erreurs. D’un point de vue asymptotique, on considère une suite de tests
paramétriques du type Hn

0 vs Hn
1 . Pour une statistique de test ψn, on peut considérer ses

erreurs de type I et II

αn(ψn) = sup
θ∈Hn

0

Pθ(ψn = 1) et βn(ψn) = sup
θ∈Hn

1

Pθ(ψn = 0).

On dit alors que la statistique ψn est asymptotiquement minimax si αn(ψn) ≤ α + o(1) et
βn(ψn) ≤ β+o(1). En supposant que Hn

1 dépende d’un paramètre de distinguabilité εn = o(1)
(i.e. tel que Hn

1 ∩ Hn
0 = ∅ si εn > 0 et Hn

1 ∩ Hn
0 ̸= ∅ si εn = 0), on s’intéresse le plus

souvent au problème de distinguabilité suivant : trouver φ
n
= o(1) une borne inférieure de

détection minimax (i.e. telle qu’il n’existe pas de test ψn asymptotiquement minimax pour
Hn

1 (φn)) et φn = o(1) une borne supérieure de détection minimax (i.e. telle qu’il existe un test
ψn asymptotiquement minimax pour Hn

1 (φn)). Si φn\φn = O(1), on parle alors de vitesse de
séparation minimax pour φn.

D’un point de vue non-asymptotique, on suppose que les observations sont issues d’une
loi Pλ indicée par une intensité λ, on se donne deux espaces S0 et S1 munis d’une distance d
et on considère un test du type H0 : λ ∈ S0 vs H1 : λ ∈ S1. Pour un test ψ, son erreur de
type I est α(ψ) = sup

λ∈S0

Pλ(ψ = 1). On définit alors, pour un test ψα de niveau α (i.e. vérifiant

α(ψα) ≤ α), son taux de séparation β-uniforme pour l’alternative S1 par

SRβ(ψα,S1) = inf{r > 0 : sup
λ∈S1,d(λ,S0)≥r

Pλ(ψα = 0) ≤ β}.

La vitesse de séparation minimax pour l’alternative S1 est alors

mSRα,β(S1) = inf{SRβ(ψα,S1) : α(ψα) ≤ α}. (4.1)

Les résultats d’optimalité au sens du minimax apparaissent principalement dans le cas du
modèle gaussien, considéré notamment par Spokoiny (1996) et Lepski and Tsybakov (2000),
où l’observation consiste en une trajectoire en temps continu d’une solution de l’équation
dXt = f(t)dt+εdBt pour B un mouvement Brownien. Se pose alors la question de l’adaptation
en la régularité de f pour tester H0 : f ≡ 0 vs H1 : ∥f∥2 ≥ q(ε) avec f appartenant à un espace
de Besov ou Sobolev. On cherche à déterminer ici q(ε) tel que le problème soit soluble avec des
erreurs de première et seconde espèce prescrites, la vitesse minimax étant pour l’asymptotique
ε→ 0. Dümbgen and Spokoiny (2001) reprennent ce cadre en considérant des fonctions dans
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l’alternative f négatives, décroissantes ou concaves. Des résultats minimax non-asymptotiques
sont également établis dans Ermakov (1991), Lepski and Spokoiny (1999), Baraud (2002) ou
encore Verzelen et al. (2020) selon l’espace d’alternatives considérées. Dans le cas de variables
gaussiennes corrélées, le problème de la détection de rupture dans l’espérance est abordé par
exemple dans Hall and Jin (2010) et Enikeeva et al. (2018).

Des bornes asymptotiques minimax pour le problème de la détection d’un bump dans
l’espérance d’un signal gaussien non corrélé sont établies dans Arias-Castro et al. (2005),
Chan and Walther (2013) et complétées par Gao et al. (2020) (voir aussi Frick et al. (2014)),
le cas d’un processus gaussien stationnaire avec corrélations étant considéré dans Enikeeva
et al. (2020). Ces résultats sont ensuite étendus au cas de plusieurs segments dans Jeng et al.
(2010) et au cas d’un processus gaussien hétérogène dans Pein et al. (2017). Brunel (2014)
établit la différence de vitesse de séparation minimax entre la détection d’une rupture et la
détection d’un segment dans un cadre sous-gaussien. La vitesse log n/n apparâıt ainsi dans le
problème d’adaptation à la position de la rupture pour la détection d’un segment, au lieu de
la vitesse 1/n pour une seule rupture.

Une détection minimax non-asymptotique pour un processus de Poisson

Pour le processus de Poisson, il existe semble-t-il peu de résultats minimax. Des tests
minimax d’adéquation à un processus de Poisson homogène sont développés dans Ingster and
Kutoyants (2007) pour le point de vue asymptotique et dans Fromont et al. (2011) pour le
point de vue non-asymptotique. La détection d’un bump dans l’intensité du processus de
Poisson observé est étudiée du point de vue minimax dans Rivera and Walther (2013), après
conditionnement par le nombre de points observés on y retrouve une vitesse en log n/n.

Dans [A12], nous nous sommes placés dans le cadre de l’étude minimax non-asymptotique
du problème de détection de rupture d’intensité dans un processus de Poisson, pour une
détection a posteriori (offline), aussi bien d’une seule rupture que d’un segment, en considérant
les cas d’une intensité de base connue et inconnue. Nous déterminons en particulier la vitesse
de séparation minimax pour les problèmes de détection d’une rupture et les problèmes de
détection d’un segment, et ce dans tous les cas de figure : une intensité de base connue ou
inconnue, avec une hauteur, une longueur et une position de saut connues et/ou inconnues.

On obtient ainsi une vision complète des différentes vitesses de séparation minimax dans
ce problème de détection, faisant apparâıtre différentes transition de phases selon les différents
espaces considérés. Pour la détection d’une seule rupture, la vitesse de séparation est

√
1/L

(en supposant que l’intensité soit proportionnelle à un paramètre d’échelle L) à l’exception
du cas où ni la hauteur ni la position du saut ne sont connues, cas où la vitesse de séparation
minimax devient

√
log logL/L. Un troisième régime apparâıt dans le problème de détection

d’un segment, régime pour lequel la vitesse est
√
logL/L. Il correspond à la situation où

ni la position ni la longueur du segment ne sont connues. Il existe également une situation
intermédiaire avec une vitesse en

√
log logL/L pour la détection d’un segment, lorsque ni la

hauteur ni la longueur du segment ne sont connues mais avec une position initiale connue.
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Enfin les autres cas présentent une vitesse paramétrique classique en
√

1/L.
On suppose donc que l’on observe un processus de Poisson (Nt)t∈[0,1] sur l’intervalle [0, 1],

d’intensité λ par rapport à la mesure de Lebesgue Ldt, où L > 0. Lorsque L est un entier, le
processus N peut s’interpréter comme la somme de L processus de Poisson indépendants de
même intensité λ par rapport à dt. On peut donc penser à L→ ∞ si l’on souhaite se comparer
aux résultats asymptotiques.

La détection avec une intensité de base connue

Dans ce cas de figure on se donne λ0 > 0 et on considère des tests pour lesquels H0

correspond à un processus de Poisson homogène d’intensité λ0 : H0 : λ ∈ S0[λ0] = {λ0}.
Pour les espaces d’alternatives S1, on introduit pour δ∗ ∈ (−λ0,+∞)\{0}, τ ∗ ∈ (0, 1) et
l∗ ∈ (0, 1− τ ∗] l’ensemble (qui ne contient qu’un seul élément) :

Sδ∗,τ∗,l∗ [λ0] = {λ : [0, 1] → (0,∞),∀t ∈ [0, 1], λ(t) = λ0 + δ∗1(τ∗,τ∗+l∗](t)}

correspondant à un segment de rupture de hauteur |δ∗| à l’instant τ ∗ pour une durée l∗. Ensuite
en remplaçant δ∗, τ ∗ et/ou l∗ par · on indique la connaissance ou non du paramètre. Ainsi par
exemple

Sδ∗,··,···[λ0] = {λ : ∃τ ∈ (0, 1),∃l ∈ (0, 1− τ) tq λ ∈ Sδ∗,τ,l[λ0]}

correspond au cas de l’alternative S1 = Sδ∗,··,···[λ0] où la position et la longueur du segment
sont inconnus, avec une hauteur (connue) égale à |δ∗|. Le cas d’une seule rupture correspond
au cas l = 1− τ et s’écrit simplement Sδ∗,·,1−·[λ0]. On introduit enfin

S·,τ∗,···[λ0, R] = S·,τ∗,···[λ0] ∩ {λ : [0, 1] → (0, R]}

car S·,τ∗,···[λ0], trop grand, vérifie mSRα,β(S·,τ∗,···[λ0]) = +∞.
Les vitesses de séparation minimax sont calculées sur ces alternatives pour la distance L2

usuelle : d22(f, g) =
∫ 1

0
|f(t)− g(t)|2dt. On sait alors que pour λ = λ0 + δ1(τ,τ+l],

d2(λ,S0[λ0]) = |δ|
√
l.

Pour obtenir des statistiques de tests minimax, on peut se servir dans chaque cas d’une
statistique linéaire en N. On a ainsi utilisé selon les cas

N(τ, τ + l] = Nτ+l −Nτ ,

max
τ∈[0,1−l]

N(τ, τ + l] et min
τ∈[0,1−l]

N(τ, τ + l],

Sτ1,τ2 = N(τ1, τ2]− λ0(τ2 − τ1)L

et
Sδ,τ1,τ2 = sgn(δ)Sτ1,τ2 − |δ|L(τ2 − τ1)/2.
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On peut également utiliser presque dans chaque cas une statistique quadratique en N , du
type de

Tτ1,τ2 =
1

L2(τ2 − τ1)
(N(τ1, τ2]

2 −N(τ1, τ2])−
2λ0
L
N(τ1, τ2] + λ20(τ2 − τ1)

qui correspond à une estimation sans biais de la norme L2 au carré de la projection orthogonale
de λ − λ0 sur Vect(1(τ1,τ2]), et qui présente de meilleurs résultats empiriques dans certaines
situations (voir [A12] pour plus de détails). On obtient alors les vitesses de séparation minimax
suivantes :

Détection d’une rupture simple
Alternative mSRα,β Statistique de test
Sδ∗,τ∗,1−τ∗ [λ0] - N(τ ∗, 1]

S·,τ∗,1−τ∗ [λ0] L−1/2 N(τ ∗, 1]

Sδ∗,··,1−··[λ0] L−1/2 supτ∈(0,1) Sδ∗,τ,1(N)

S·,··,1−··[λ0, R]
√

log logL
L

maxk∈{1,...,⌊log2 L⌋}

(∣∣S1−2−k,1(N)
∣∣− sλ0,1−2−k,1 (1− uα )

)
Détection d’un segment
Alternative mSRα,β Statistique de test
Sδ∗,τ∗,ℓ∗ [λ0] - N(τ ∗, τ ∗ + ℓ∗]

S·,τ∗,ℓ∗ [λ0] L−1/2 N(τ ∗, τ ∗ + ℓ∗]
Sδ∗,··,ℓ∗ [λ0] - maxτ∈[0,1−ℓ∗]N(τ, τ + ℓ∗], minτ∈[0,1−ℓ∗]N(τ, τ + ℓ∗]

S·,··,ℓ∗ [λ0] L−1/2 maxτ∈[0,1−ℓ∗]N(τ, τ + ℓ∗], minτ∈[0,1−ℓ∗]N(τ, τ + ℓ∗]

Sδ∗,τ∗,···[λ0] L−1/2 supℓ∈(0,1−τ∗) Sδ∗,τ∗,τ∗+ℓ(N)

S·,τ∗,···[λ0, R]
√

log logL
L

maxk∈{1,...,⌊log2 L⌋}

(∣∣Sτ∗,τ∗+(1−τ∗ )2−k(N)
∣∣− sλ0,τ∗,τ∗+(1−τ∗ )2−k (1− uα )

)
Sδ∗,··,···[λ0]

√
logL
L

maxk∈{0,...,⌈L⌉−1},k′∈{1,...,⌈L⌉−k}

(∣∣S k
⌈L⌉ ,

k+k′
⌈L⌉

(N)
∣∣− s

λ0,
k

⌈L⌉ ,
k+k′
⌈L⌉

(1− uα )
)

S·,··,···[λ0, R]
√

logL
L

maxk∈{0,...,⌈L⌉−1},k′∈{1,...,⌈L⌉−k}

(∣∣S k
⌈L⌉ ,

k+k′
⌈L⌉

(N)
∣∣− s

λ0,
k

⌈L⌉ ,
k+k′
⌈L⌉

(1− uα )
)

On retrouve les trois régimes avec la vitesse
√

1/L, la vitesse
√

log logL/L dûe à l’adap-

tation à la hauteur et la longueur de la rupture, et la vitesse
√
logL/L dûe à l’adaptation à

la position et la longueur du saut dans le cas d’un segment.

La détection avec une intensité de base inconnue

Dans ce cas de figure, on considère des tests pour lesquels H0 correspond à un processus
de Poisson homogène avec une intensité λ0 (inconnue) inférieure à un R > 0 donné (pour ne
pas avoir de vitesses de séparation infinies), λ appartenant donc à cet ensemble noté Su0 [R].
Les espaces d’alternatives deviennent de la forme
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1 . Détection d’une rupture par test simple

Suδ∗,τ∗,l∗ [R] = {λ : [0, 1] → (0, R] : ∃λ0 ∈ (−δ∗ ∨ 0, (R− δ∗) ∧R] tq λ ∈ Sδ∗,τ∗,l∗ [λ0, R]}

accompagnés de ses équivalents avec des · dans le cas de paramètres inconnus. Pour λ =
λ0 + δ1(τ,τ+l], on a dans ce cas

d2(λ,Su0 [R]) = |δ|
√
l(1− l).

Là encore on peut utiliser systématiquement des statistiques linéaires en N avec un ajustement
pour la statistique S (du fait de la non-connaissance de λ0) qui devient

S ′
τ1,τ2

= N(τ1, τ2]− (τ2 − τ1)N1

et
S ′
δ,τ1,τ2

= sgn(δ)S ′
τ1,τ2

− |δ|L(τ2 − τ1)(1− τ2 + τ1)/2.

On peut également ajuster les statistiques quadratiques en N et obtenir des statistiques
minimax. On obtient dans ce cas les vitesses de séparation suivantes :

Détection d’une rupture simple
Alternative mSRα,β Statistique de test
Suδ∗,τ∗,1−τ∗ [R] - N(τ ∗, 1]

Su·,τ∗,1−τ∗ [R] L−1/2 N(τ ∗, 1]
T ′
τ∗,1(N)

Suδ∗,··,1−··[R] L−1/2 supτ∈(0,1) S
′
δ∗,τ,1(N)

Su·,··,1−··[R]
√

log logL
L

maxτ∈DL

(∣∣S ′
τ,1(N)

∣∣− s′N1,τ,1
(1− uα )

)
DL =

{
2−k, k ∈ {2, . . . , ⌊log2(L)⌋}

}
∪
{
1− 2−k, k ∈ {1, . . . , ⌊log2(L)⌋}

}
Détection d’un segment
Alternative mSRα,β Statistique de test
Suδ∗,τ∗,ℓ∗ [R] - N(τ ∗, τ ∗ + ℓ∗]

Su·,τ∗,ℓ∗ [R] L−1/2 N(τ ∗, τ ∗ + ℓ∗]

Suδ∗,··,ℓ∗ [R] - maxτ∈[0,1−ℓ∗∧(1/2)]N(τ, τ + ℓ∗ ∧ (1/2)],
minτ∈[0,1−ℓ∗∧(1/2)]N(τ, τ + ℓ∗ ∧ (1/2)]
M = ⌈2/(ℓ∗(1− ℓ∗))⌉

Su·,··,ℓ∗ [R] L−1/2 maxτ∈[0,1−ℓ∗∧(1/2)]N(τ, τ + ℓ∗ ∧ (1/2)],
minτ∈[0,1−ℓ∗∧(1/2)]N(τ, τ + ℓ∗ ∧ (1/2)]

Suδ∗,τ∗,···[R] L−1/2 supℓ∈(0,1−τ∗) S
′
δ∗,τ∗,τ∗+ℓ(N)

Su·,τ∗,···[R]
√

log logL
L

maxk∈{1,...,⌊log2 L⌋}

(∣∣S ′
τ∗,τ∗+ 1−τ∗

2k

(N)
∣∣− s′

N1,τ∗,τ∗+
1−τ∗
2k

(1− uα )
)

Suδ∗,··,···[R]
√

logL
L

maxk∈{0,...,⌈L⌉−1},k′∈{1,...,⌈L⌉−k}

(∣∣S k
⌈L⌉ ,

k+k′
⌈L⌉

(N)
∣∣− s

λ0,
k

⌈L⌉ ,
k+k′
⌈L⌉

(1− uα )
)

Su·,··,···[R]
√

logL
L

maxk∈{0,...,⌈L⌉−1},k′∈{1,...,⌈L⌉−k}

(∣∣S ′
k

⌈L⌉ ,
k+k′
⌈L⌉

(N)
∣∣− s′

N1,
k

⌈L⌉ ,
k+k′
⌈L⌉

(
1− u

(1)
α

))
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Chapitre 4. Rupture d’intensité dans un processus de Poisson

On remarque que l’adaptation en λ0 modifie les techniques de calcul mais n’affecte pas les
vitesses de séparation minimax qui restent inchangées par rapport au cas où λ0 est connu.

2 Localisation d’une rupture par tests multiples

Les procédures de test précédentes conduisent à la conclusion éventuelle qu’une rupture à
eu lieu durant l’intervalle de temps [0, 1]. Nous nous sommes intéressés dans [A14] à la question
de la localisation d’une éventuelle rupture formulée à l’aide d’un problème de test multiple.
On suppose toujours que l’on observe une trajectoire (Nt)t∈[0,1] d’intensité λ par rapport à
la mesure Ldt avec λ appartenant à l’ensemble S des fonctions de la forme λ = λ0 + δ1(τ,1]

(et λ = λ0 si τ ≥ 1). On considère pour un entier non nul M une collection d’hypothèses
H = {Hk, k = 1, ...,M} avec Hk ⊂ S. Pour λ ∈ S, on notera T (λ) = {Hk ∈ H : λ ∈ Hk}
l’ensemble des hypothèses vérifiées par λ et F(λ) = H\T (λ) l’ensemble des hypothèses fausses
pour λ. Une procédure de test multiple R est alors un sous-ensemble aléatoire de H dont
l’objectif est d’inférer F(λ), indiquant les hypothèses rejetées suite à l’observation de N.

D’un point de vue pratique, plusieurs études ont pour objectif d’estimer la proportion
d’hypothèses vraies, i.e. d’estimer la quantité π0 = |T (λ)|/M à l’aide de l’observation des
p-values Pi, ..., PM des différents tests Hi. En supposant que Pi possède la densité h sous
H1i (et la densité uniforme sous H0i), les observations Pi sont des variables i.i.d. de loi de
mélange f(p) = π0 + (1 − π0)h(p). Les premiers travaux à propos de l’estimation de π0 à
l’aide des observations P1, ..., PM remontent à Schweder and Spjøtvoll (1982) et Storey (2002)
pour un point de vue pratique, formalisé ensuite par Langaas et al. (2005) pour des fonctions
h décroissantes, ou encore par Celisse and Robin (2010) où l’optimalité asymptotique est
considérée. On trouve également un intervalle de confiance pour π0 dans Meinshausen and
Rice (2006), l’estimation de la proportion d’espérances non-nulles dans un vecteur gaussien
dans Jin (2008), ainsi que des lois de mélange plus générales dans Cai and Jin (2010) et
Kumar Patra and Sen (2016).

Préférant l’idée de suivre le principe de Neyman Pearson, plusieurs critères d’erreur de
première espèce ont été introduits afin de quantifier l’erreur commise par l’utilisation de R en
lieu et place de F(λ). Le premier critère est le Family Wise Error Rate (FWER) défini par

FWER(R) = sup
λ∈S

Pλ(R∩ T (λ) ̸= ∅).

On dit qu’une procédure de test multiple R contrôle le FWER si FWER(R) ≤ α pour α
fixé au préalable. Faisant suite aux résultats de Bonferroni, Holm (1979) propose une procédure
générale séquentielle forward de type Bonferroni qui contrôle le FWER, procédure qui sera
ensuite améliorée et rendue moins conservatrice par Simes (1986), Shaffer (1986), Hommel
(1988), Hochberg (1988) puis Rom (1990). Une généralisation au contrôle du k-FWER (=
sup
λ∈S

Pλ(|R∩T (λ)| ≥ k)) est donnée dans Sarkar (2007). Approfondissant une idée de Schweder
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and Spjøtvoll (1982), Finner and Gontscharuk (2009) proposent quant à eux une procédure
qui contrôle le FWER basée sur l’estimateur de π0 de Storey (2002), procédure qui sera ensuite
développée dans Sarkar et al. (2012).

Le deuxième critère d’erreur de première espèce le plus couramment utilisé est le False
Discovery Rate (FDR) introduit par Benjamini and Hochberg (1995). Il est défini par

FDR(R) = sup
λ∈S

Eλ
[
|R ∩ T (λ)|
1 ∨ |R|

]
.

Il est facile de voir que l’on a toujours FDR(R) ≤ FWER(R). Une procédure contrôlant le
FDR est proposée dans Benjamini and Hochberg (1995) dans le cas de p-values indépendantes
et dans Benjamini and Yekutieli (2001) dans un cadre de dépendance. Hao et al. (2013) ont
l’idée de formuler le problème de détection de ruptures multiples dans l’espérance d’un vecteur
gaussien en terme de problème de tests multiples et proposent une procédure qui contrôle
le FDR. Ce modèle est repris par Li et al. (2016) qui fournissent une procédure permettant
notamment la détection minimax d’un segment (car vérifiant la condition de Chan andWalther
(2013)).

D’autres critères existent également comme le positive False Discovery Rate (pFDR) pro-
posé par Storey (2002)

pFDR(R) = sup
λ∈S

Eλ
[
|R ∩ T (λ)|

|R|
| |R| > 0

]
ou encore le k-FDR étudié dans Sarkar (2007)

k − FDR(R) = sup
λ∈S

Eλ
[
|R ∩ T (λ)|

|R|
1|R∩T (λ)|≥k

]
.

Nous choisissons dans [A14] d’établir des procédures de tests multiples qui contrôlent le
FWER ainsi qu’un critère de seconde espèce adapté au FWER afin de localiser une rupture
dans un processus de Poisson. Plusieurs notions de puissances existent pour les tests mul-
tiples (voir Benjamini and Hochberg (1995); Chen et al. (2011); Westfall et al. (2011)) ainsi
que quelques critères d’optimalité de type maximin (Lehmann et al., 2005; Romano et al.,
2011). Nous utilisons un critère d’optimalité au sens du minimax introduit par Fromont et al.
(2016), la vitesse de séparation minimax par famille (Family Wise Separation Rate FWSR).
On considère la distance d2 associée à la norme usuelle sur L2([0, 1]). Pour r > 0 et λ ∈ S, on
définit

Fr(λ) = {Hk ∈ H : d2(λ,Hk) ≥ r}

l’ensemble des hypothèses à distance au moins r de λ. On se fixe α et β deux probabilités
d’erreur. Pour S ⊂ S et R une procédure de tests multiples dont le FWER sur S est contrôlé
par α, on définit la vitesse de séparation par famille de niveau β de R sur S par
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FWSRβ(R,S) = inf{r > 0 : sup
λ∈S

Pλ(Fr(λ) ∩ (H\R) ̸= ∅) ≤ β}.

La vitesse de séparation par famille minimax de niveau α et β sur S est alors

mFWSRα,β(S) = inf
R:FWER(R)≤α

FWSRβ(R,S),

où l’infimum est pris sur toutes les procédures de tests multiples dont le FWER est contrôlé
par α sur S. Lorsque H n’est composé que d’une seule hypothèse, on a alors mFWSRα,β(S) =
mSRα,β(S).

Tests multiples minimax de détection et localisation d’une rupture avec une hau-
teur de saut connue

Pour λ0 > 0 et δ∗ ∈ (−λ0,+∞)\{0} fixés, on considère dans [A14] l’ensemble des intensités

S[λ0, δ∗] = {λ : [0, 1] → (0,+∞),∃τ ∈ (0, 1),∀t ∈ [0, 1], λ(t) = λ0 + δ∗1(τ,1](t)}

présentant un saut de hauteur δ∗ au temps τ (inconnu), et l’ensemble

S[λ0, δ∗] = S[λ0, δ∗] ∪ {λ0}

des intensités possédant au plus un saut. Afin de localiser τ avec une précision de 1/M, on
considère pour M ∈ N∗ fixé la collection d’hypothèses H = {Hk, k ∈ {1, ...,M}} où

Hk = {λ : [0, 1] → (0,+∞),∃τ ∈ [k/M, 1],∀t ∈ [0, 1], λ(t) = λ0 + δ∗1(τ,1](t)}

de sorte que

{λ0} = HM ⊂ HM−1 ⊂ ... ⊂ H1 ⊂ S[λ0, δ∗].

Les hypothèses étant embôıtées, on obtient (voir Fromont et al. (2016)) la borne inférieure
suivante pour le mFWSR :

Proposition 4.1 ([A14]) Soient α et β deux niveaux de (0, 1) tels que α + β < 1, λ0 > 0
et δ∗ ∈ (−λ0,+∞)\{0}. Pour tout M ∈ N∗ et pour tout L ≥ λ0 log(Cα,β/(δ

∗)2) (avec Cα,β =
1 + 4(1− α− β)2)

mFWSRα,β(S[λ0, δ∗]) ≥
√
λ0 logCα,β

L
.

Afin de construire une procédure de tests multiples qui atteint cette borne inférieure, on
considère le test simple de Hk vs S[λ0, δ∗]\Hk de la forme

ϕk(N) = 1Sδ∗,k(N)>sδ∗,k(1−α)
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avec

Sδ∗,k(N) = sup
t∈(0,k/M)

(
sign(δ∗)(N(t,

k

M
]− λ0L(

k

M
− t))− |δ∗|

2
L(

k

M
− t)

)
et sδ∗,k(u) le u-quantile de Sδ∗,k(N) sous Hk. On introduit ensuite l’indice

k̂ = sup{k′ ∈ {1, ...,M} : ϕk′ = 0}

(avec sup∅ = −∞) ainsi que la procédure de tests multiples

R1 = {Hk : k ≥ k̂ + 1}.

On montre alors dans [A14] la borne supérieure suivante :

Théorème 4.1 ([A14]) Soit L ≥ 1, α et β deux niveaux fixés de (0, 1), λ0 > 0 et δ∗ ∈
(−λ0,+∞)\{0}. Il existe une constante (explicite) C(α, β, λ0, δ

∗) > 0 telle que la procédure
de test R1 vérifie pour tout M ∈ N∗

FWER(R1) ≤ α et FWSRβ(R1,S[λ0, δ∗]) ≤ min(|δ∗|, C(α, β, λ0, δ
∗)√

L
).

En particulier si L ≥ (C(α, β, λ0, δ
∗)/δ∗)2,

mFWSRα,β(S[λ0, δ∗]) ≤
C(α, β, λ0, δ

∗)√
L

,

redonnant la borne inférieure à une constante près.

Tests multiples minimax de détection et localisation d’une rupture avec une hau-
teur de saut inconnue

On considère ensuite le cas d’une hauteur de saut inconnue, i.e. des intensités appartenant
à l’espace

S[λ0] = {λ : [0, 1] → (0,+∞),∃(δ∗×τ) ∈ ((−λ0,+∞)\{0})×(0, 1),∀t ∈ [0, 1], λ(t) = λ0+δ
∗1(τ,1](t)}.

Cependant cet espace étant trop grand (au sens oùmSRα,β(S[λ0]) = +∞), nous travaillons
pour R > λ0 fixé avec les espaces

S[λ0, R] = {λ : [0, 1] → (0,+∞),∃(δ∗×τ) ∈ ((−λ0, R−λ0)\{0})×(0, 1), ∀t ∈ [0, 1], λ(t) = λ0+δ
∗1(τ,1](t)}

et
S[λ0, R] = S[λ0, R] ∪ {λ0}.
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Chapitre 4. Rupture d’intensité dans un processus de Poisson

On considère alors la collection d’hypothèses H = {Hk, k ∈ {1, ...,M}} avec

Hk = {λ : [0, 1] → (0,+∞),∃(δ∗×τ) ∈ ((−λ0, R−λ0)\{0})×(k/M, 1),∀t ∈ [0, 1], λ(t) = λ0+δ
∗1(τ,1](t)}

de sorte que comme précédemment

{λ0} = HM ⊂ HM−1 ⊂ ... ⊂ H1 ⊂ S[λ0, R].

On obtient ainsi directement la borne inférieure suivante :

Proposition 4.2 ([A14]) Soient α et β deux niveaux de (0, 1) tels que α + β < 1/2, λ0 > 0
et R > λ0. Il existe L0(α, β, λ,R) > 0 (explicite) telle que pour tout M ∈ N∗ et pour tout
L ≥ L0(α, β, λ0, R),

mFWSRα,β(S[λ0, R]) ≥
√
λ0 log logL

L
.

Pour établir une borne supérieure, on considère le test simple

ϕk(N) = 1{
maxj∈{1,...,⌊log2 L⌋}

(
N( k

M
( 1−2−j ), k

M ]−pλ0kL

M2j
(1−uα

2 )
)
>0

}

∨ 1{
maxj∈{1,...,⌊log2 L⌋}

(
pλ0kL

M2j
( uα

2 )−N( k
M

( 1−2−j ), k
M ]
)
>0

}

où pξ(u) est le u-quantile de la loi de Poisson de paramètre ξ et uα = α/⌊log2 L⌋. Pour définir
notre procédure de tests multiples, on utilise l’indice

k̂ = sup{k′ ∈ {1, ...,M} : ϕk′ = 0}

et on pose
R2 = {Hk : k ≥ k̂ + 1}.

On obtient alors la borne supérieure suivante pour R2 :

Théorème 4.2 ([A14]) Soit L ≥ 1, α et β deux niveaux de (0, 1), λ0 > 0 et R > λ0. Il existe
une constante (explicite) C(α, β, λ0, R) > 0 telle que pour tout M ∈ N∗

FWER(R2) ≤ α et FWSRβ(R2,S[λ0, R]) ≤ min(max(λ0, R−λ0), C(α, β, λ0, R)
√

log logL

L
).

En particulier il existe L0(α, β, λ0, R) tel que pour L ≥ L0(α, β, λ0, R),

mFWSRα,β(S[λ0, R]) ≤ C(α, β, λ0, R)

√
log logL

L
.

On obtient ainsi une procédure de tests multiples minimax, la vitesse étant ici
√

log logL
L

,

i.e. identique à celle du problème de détection simple.
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2 . Localisation d’une rupture par tests multiples

Liens avec des intervalles de confiance de longueur minimale pour l’instant de
rupture

On s’intéresse enfin à la question de trouver un intervalle de confiance ”optimal” pour
l’instant de rupture d’intensité. On pose MD l’ensemble des fonctions mesurables de D[0, 1]
dans [0, 1] et on considère des intervalles de confiance de la forme [ϕ(N) − a;ϕ(N) + b] pour
ϕ ∈ MD et a, b ≥ 0. La longueur minimale d’un intervalle de confiance de niveau 1− ε d’un
estimateur ϕ(N) de τ pour λ ∈ S est définie par

Lε(ϕ,S) = inf{a+ b : a, b ≥ 0, inf
λ∈S

Pλ(τ ∈ [ϕ(N)− a;ϕ(N) + b]) ≥ 1− ε},

et la longueur minimale d’un intervalle de confiance de niveau 1− ε pour τ sur la classe S est

Lε(S) = inf{Lε(ϕ,S) : ϕ ∈ MD}.

Intervalle de confiance pour l’instant de rupture dans le cas d’une hauteur de saut
connue La proposition suivante établit un lien entre la longueur minimale d’un intervalle
de confiance pour τ et mFWSRα,β(S[λ0, δ∗]) lorsque la hauteur du saut δ∗ est connue.

Proposition 4.3 ([A14]) Soit L ≥ 1, α et β deux niveaux de (0, 1), λ0 > 0, δ∗ ∈ (−λ0,+∞)\
{0} et M ∈ N∗. On considère a, b > 0 et ϕ ∈ MD tels que

inf
λ∈S[λ0,δ∗]

Pλ(τ ∈ (ϕ(N)− a, ϕ(N) + b]) ≥ 1− α .

La procédure de tests multiples R sur H définie par R = {Hk ∈ H, k/M > ϕ(N) + b} vérifie

FWER(R) ≤ α, et FWSRα,β(R,S[λ0, δ∗]) ≤ |δ∗|
√
a+ b.

En particulier, on obtient pour tout M ∈ N∗

Lα(S[λ0, δ∗]) ≥
mFWSRα,α(S[λ0, δ∗])2

(δ∗)2
.

Réciproquement, soit r > 0 tel que r ≥ mFWSRα,β(S[λ0, δ∗]) et une procédure de tests
multiples R sur H vérifiant les deux inégalités FWER(R) ≤ α et FWSRα,β(R,S[λ0, δ∗]) ≤
r. Soit k̂ = sup{k ∈ {1, . . . ,M}, Hk /∈ R} et τ̂ = k̂/M. L’intervalle Ir,δ∗,M,R défini par
Ir,δ∗,M,R = (τ̂ − r2/(δ∗)2, τ̂ + 1/M ] vérifie alors

inf
λ∈S[λ0,δ∗]

Pλ(τ ∈ Ir,δ∗,M,R) ≥ 1− α− β.

En particulier, on obtient pour tout M ∈ N∗

Lα+β(S[λ0, δ∗]) ≤
1

M
+
mFWSRα,β(S[λ0, δ∗])2

(δ∗)2
.

71



Chapitre 4. Rupture d’intensité dans un processus de Poisson

Cette proposition permet de construire un intervalle de confiance pour τ de longueur mini-
male à partir de la procédure de tests multiples R1. En choisissant la collection d’hypothèses
H telle que

M =

⌊
L(δ∗)2

C (α/2, α/2, λ0, δ∗ )
2

⌋
pour L ≥ max(λ0 logCα,β),

C(α/2,α/2,λ0,δ∗ )
2

(δ∗)2
) et en posant

τ̂ =
k̂

M
,

l’intervalle (τ̂ − 1
M
, τ̂ + 1

M
] est un intervalle de confiance de niveau 1−α atteignant la longueur

minimale Lα(S[λ0, δ∗]) (à une constante près).

Intervalle de confiance pour l’instant de rupture dans le cas d’une hauteur de saut
inconnue Dans le cas où la hauteur de saut δ∗ est inconnue, on ne peut trouver de réponse
uniformément optimale pour un intervalle de confiance de longueur minimale pour τ. En effet,

Proposition 4.4 ([A14]) Soit α ∈ (0, 1/2), λ0 > 0 et R > λ0. Pour tout L ≥ 1, on a

Lα(S[λ0, R]) = 1.

On peut alors restreindre l’espace des alternatives en considérant par exemple pour ∆ ∈
(0, λ0 ∧ (R− λ0))

S[λ0,∆, R] = {λ : [0, 1] → (0, R], ∃δ ∈ {(−λ0,−∆] ∪ [∆, R− λ0]}, ∃τ ∈ (0, 1), ∀t ∈ [0, 1],

λ(t) = λ0 + δ1(τ,1](t)}

l’ensemble des intensités dont la hauteur de saut est au moins égale à ∆ fixé. On montre alors
que ce dernier problème revient au cas où la hauteur du saut est connue, l’adaptation en δ ne
modifiant ni la vitesse (en 1/

√
L) ni la longueur d’intervalle de confiance en 1/L par rapport

au cas où δ∗ = ∆ est connu.

3 Perspectives de recherches

Les travaux présentés dans ce chapitre sont de nature non-asymptotiques et optimaux au
sens du minimax dans ce qui constitue le modèle le plus simple de processus de comptage à
savoir le processus de Poisson simple. Une première question naturelle consiste à se demander
s’il est possible d’étendre les résultats de localisation obtenus au cas d’une intensité de base λ0
inconnue, au prix vraisemblablement d’un conditionnement par le nombre de points observés.
On pourra également chercher à savoir s’ils peuvent être étendus à des processus de comptage
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plus généraux, comme des processus de Poisson composés ou des processus de Cox par exemple,
aussi bien pour la détection que pour la localisation par tests multiples d’un instant de rupture
de continuité de l’intensité par exemple (lorsque celle-ci est continue).

Un peu plus par analogie avec la détection de rupture dans le modèle gaussien, il serait
intéressant de considérer des problèmes de détection de rupture de drift dans des modèles
d’Equations Différentielles Stochastiques de type

dXt = b(t,Xt)dt+ dZt,

avec des processus Z plus généraux que le mouvement Brownien. On pourra par exemple
considérer pour Z un processus de Lévy ou de type-Lévy. Les exemples privilégiés sont les pro-
cessus stables ou de type-stables (stable-like processes), ou encore les processus multistables,
la hauteur et l’intensité des sauts étant alors régulées par un paramètre ou une fonction α.

On pourra également considérer des problèmes de détection de rupture de l’intensité de
saut elle-même (en abonnant probablement les critères non-asymptotiques dans un premier
temps au profit d’une étude asymptotique). On pourra ainsi étudier la détection de ruptures
d’une fonction de multistabilité α constante par morceaux dans un modèle de Lévy multis-
table (ou de processus multistables plus généraux). Il serait intéressant aussi d’étendre les
travaux de Benassi et al. (2000) ou encore de Bardet and Kammoun (2008) par exemple qui
considèrent une fonction H constante par morceaux dans un modèle de mouvement Brownien
multifractionnaire, avec la détection d’une rupture de la fonction H et/ou de la fonction α
dans un mouvement linéaire multifractionnaire multistable (LMMM).
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average stable and multistable processes. Stochastic Models 25(4), 648-672.
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Henri Poincare (B) Probability and Statistics, 40(3) :259–277.

Lagache, T., Sauvonnet, N., Danglot, L., and Olivo-Marin, J.-C. (2015). Statistical analysis
of molecule colocalization in bioimaging. Cytometry Part A, 87(6) :568–579.

Lai, T. L. (2001). Sequential analysis : some classical problems and new challenges. Statistica
Sinica, 11(2) :303–351.
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Lévy Véhel, J. and Rams, M. (2013). Large deviation multifractal analysis of a class of
additive processes with correlated nonstationary increments. IEEE/ACM Transactions on
Networking, 21(4) :1309–1321.
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