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1 Introduction

Les formes de Jacobi fournissent des outils importants dans de nombreuses branches des
mathématiques. Elles constituent un croisement entre fonctions elliptiques et formes modulaires
et a ce titre, formes modulaires usuelles et fonctions elliptiques en sont des exemples. Elles
apparaissent naturellement dans le développement de Fourier des formes modulaires de Siegel et
de toute sorte de formes automorphes. Elles sont liées a des questions importantes de théorie des
nombres : Valeurs spéciales de fonctions L, étude de la fonction Zéta de Riemann, sommes de
Dedekind, lois de réciprocité, périodes de formes modulaires. La théorie classique des formes de
Jacobi holomorphes, d’une variable, comme fonctions a valeurs complexes de H x C, a été
développée par Eichler et Zagier dans [27]. Bien qu’il n’existe pas & notre connaissance de théorie
générale, analogue a [27], en dimension supérieure, de nombreux auteurs se sont intéressés aux
formes de Jacobi de plusieurs variables. On peut citer notamment Yamazaki, Ziegler et Klingen
d’une part [61], [64], [40, 41] et Gritsenko et Krieg, [30], [42], d’autre part. Dans un article
consacré au polynéme de périodes des formes paraboliques, [63], Zagier introduit une forme de
Jacobi méromorphe de deux variables qui joue un role crucial dans son travail. Il s’agit de la
fonction de trois variables 7 € H, u,v € C définie pour Re(u) < 27Im(7) et —Re(v) < 27Im(7)
par

n" & 2
FT(uvv):ZT_ ZT 7(q:e ZWTagzeuan:ev) :
Sl spa
Cette fonction possede de nombreuses propriétés intéressantes et notamment un prolongement
méromorphe pour toute valeur u et v. C’est cette fonction, ”convenablement modifiée”, qui est
au coeur des travaux que nous présentons. Plus précisemment, considérons un réseau complexe
L de base {w1,ws}, w1/wa € H, nous définissons la fonction de deux variables

2im uRe(v)
L(Z7 80) eXp < 271'1111(7‘)) ’T(u7 U)
N %
OUT:%,U* zetwv =22

w2

= o “%p. Si la fonction Dp n’est plus analytique ni en v, ni en 7,
par contre elle ne dépend pas du choix de la base orientée {wy,ws2} de L, ce qui justifie notre
notation, et possede un grand nombre de propriétés remarquables qui seront présentées dans
le paragraphe 2. Parmi ces propriétés deux d’entre elles vont jouer un role particulier et seront
alternativement utilisées dans les articles joints. Il s’agit de relations de distribution additive et
multiplicative, simples, de nature arithmétique, satisfaites par ces fonctions. De maniere plus
précise si A est un réseau de C tel que L C A et [A : L] = [ on a la relation de distribution
additive suivante :

2im

> Dp(lzip+1t) = Daz;9)
t

ou t parcourt un systéme complet des représentants dans C de A/L. En outre sous les mémes
hypotheses on obtient la relation de distribution multiplicative :

K(@; L, A) | [ Dr(z + t; 0)e(—EL(t, ¢)) = Da(z ) ,
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ou Ej désigne une R-forme bilinéaire alternée définie sur C x C, a valeurs entieres sur L x L,
précisée en 2.2, K(z; L, A) est un quotient de fonctions de Klein associées aux réseaux L et A |
2.4, et enfin o1 pour tout = de C on pose e(z) = %™,

Une partie importante de notre travail a été consacrée a la découverte des multiples propriétés
”cachées” satisfaites par les formes Dy. Ces propriétés et certaines de leurs conséquences
arithmétiques font I'objet de [7], [14], [16], [17] et [18]. Elles sont rassemblées dans le paragraphe
2 de ce rapport. Dans les paragraphes suivants nous présentons les contributions qu’elles nous
ont permis d’apporter aux questions suivantes :

i) Lois de réciprocité quadratiques pour les corps quadratiques imaginaires, [8], (paragraphe 3)

ii) Constructions d’élements de Stickelberger quadratiques et annulation de groupes de
classes, [6], [9], [11], ( paragraphe 4).

iii) Structure galoisienne des anneaux d’entiers de corps de nombres et construction de bases
d’entiers, [10], ( paragraphe 5).

iv) Relation de distribution pour la fonction Zéta de Weierstrass, [16], ( paragraphe 5).

v) Relation de distribution pour la fonctions de Siegel, [16], ( paragraphe 7).

vi) Construction des sommes multiples de Dedekind et Zagier elliptiques, [13], [14], (para-
graphe 8).

vii) Construction de sommes multiples d’Apostol elliptiques, [14], (paragraphe 8).

viii) Isogénies entre courbes elliptiques, [14], ( paragraphe 9).

On sait que la démonstration du théoreme de Stickelberger et I'obtention de nombreux
résultats sur la structure galoisienne des anneaux d’entiers de corps de nombres reposent de
maniere essentielle sur la factorisation en produit d’idéaux premiers des sommes de Gauss. Nous
avons construit a 'aide des fonctions Dy, certaines résolvantes de Lagrange que nous considérons
comme des "sommes de Gauss elliptiques”. C’est essentiellement la relation de distribution
additive qui nous permet de déterminer leur factorisation en produit d’idéaux premiers et qui
constitue ainsi le point important de ii) et iii). Par ailleurs c’est en utilisant la relation de
distribution multiplicative qui nous obtenons, Corollaire 6.2.2, une amélioration de résultats de
Coates, Kubert et Robert, résultats utilisés par Coates et Wiles dans leur travail sur la conjecture
de Birch et Swinnerton-Dyer, [24], [25], par de Shalit, [55], en théorie d’Iwasawa, par Gillard et
Robert, [29], dans leur étude du groupe des unités d’extensions abéliennes de corps quadratiques
imaginaires. Cette méme relation nous permet dans le théoreme 7.2.1 de compléter une formule
de F. Jarvis et J. Wildeshaus, [38], [39], et [60] en précisant la racine de I'unité qui apparait dans
cette formule. Cette formule de distribution est utilisée par ces auteurs dans leur analyse d’un
analogue elliptique de la conjecture polylogarithmique de Zagier, [38], [39], [59] et [60]. Enfin
c’est en utilisant le théoreme du Liouville du résidu et le développement de Laurent des formes
Dy(z,p) au voisinage de z = 0 que nous donnons une version elliptique des sommes d’Apostol,
Dedekind et Zagier.

Ce rapport se termine par deux appendices, paragraphes 9 et 10. Dans le premier nous
donnons une formule de distribution additive pour la fonction Zéta de Weierstrass d’ott nous
déduisons un corollaire 9.2.5 qui généralise un théoreme de Schoof, [53]. Ce résultat est un travail
soumis pour publication. Dans le second nous donnons une nouvelle démonstration de la loi de
réciprocité quadratique pour les corps quadratiques imaginaires qui utilise les formes Dy (z, ¢).



2 Etude des formes de Jacobi : Dy(z;p)

2.1 Généralités sur les formes de Jacobi

La théorie des formes de Jacobi holomorphes, de poids pair et d’indice fini, a une variable
est étudiée en détail dans le livre [27]. Par contre il est difficile de trouver une théorie compleéte
sur les formes de Jacobi méromorphes dans la littérature. Neanmoins on peut y trouver 1’étude
de certaines de ces formes. Dans [36] on étudie certaines formes de Jacobi méromorphes a une
variable. En effet, suivant [36] p.128, une forme de Jacobi méromorphe ® sur H x C est définie
comme suit : pour 7 € H, z — ®(7, 2) est méromorphe, périodique de périodes 27i (Z7 + Z), de
poids k entier et d’indice 0 c’est-a-dire :

atr+b =z k a b
P — = i) r
(cr—l—d’cr—i—d) (cr +d) (T’z)’v<c d) b

ou I' est un sous-groupe d’indice fini de SLy(Z).
La fonction (7, z) de Weierstrass en est un exemple de poids 2 et d’indice 0 pour I" = SLy(Z).

Dans ce travail nous considérons des formes de Jacobi & deux variables, méromophes par
rapport a la premiere variable et non nécessairement analytique par rapport a la seconde variable.
Nous définissons de telles formes ® de Jacobi sur H x C? comme suit, 7 € H, (z,p) — ®(7, 2, )
est méromorphe par rapport a la variable z et vérifie les conditions suivantes :

pour tout p € Z7 + Z

1) % est indépendante de z

2) @((I)T,z,cp—l-p)

(T,2,¢)
a b

3) @ (Z:jr—fl’ s m’ﬁd) = (et + d)ke(giﬁ)é (1,2,9),V (c d> € T, le sous-groupe I' est

d’indice fini dans SL2(Z), ( de poids k et d’indice m).
Exemple :

est indépendante de ¢

0'(0)0(z + )

229 = = 500)

ou @ est le produit triple de Jacobi
0(z) = g/5(e*/ — e=/2) [T (1 = g)(1 = g2e?) (1 — e ™)
n=1

est une forme de Jacobi méromorphe par rapport aux deux variables z et ¢ et vérifiant

O(r,z+nT+s,p+mr+r)=q;""e "FTYO(T, 2,0),Ym,n, 1,5 € L.

q><‘”+b z 14 >:(c7'—|—d)e< it )@(T,Z,g@),V(z Z)eSLQ(Z),

ct+d er4+d er+d ct+d

de poids 1 et d’indice 1. Cette forme est étudiée en détail dans [63] elle est utilisée pour la théorie
des périodes des formes modulaires.



Dans ce mémoire, nous étudions d’autres formes de Jacobi, notées Dy (z;¢) et nous en
donnons des applications arithmétiques.

Avant de parler des formes de Jacobi Dy (z; ), précisons quelques définitions et notations.

2.2 Forme Ej

Soit H le demi-plan supérieur de Poincaré. Pour tout réseau complexe L, si (w1, ws) désigne
une base de L sur Z telle que Im(w;/w2) > 0, on pose T = w; /wy € H et on définit 'aire de L

par
1

T2

= W gl ()
(3

wp Wi

a(L) ws s

le nombre a(L) est un nombre réel > 0, indépendant du choix de la base (w1, wsz) de L telle que
Im(wy /wq) > 0. 1 vérifie a(AL) = |\|*a(L) ; pour tout A € C*.

On définit alors la forme hermitienne Hp (u,v) = a?z), ou (u,v) € Cx C , et 'on pose

Ep, =1Im Hp, de sorte que Er(u,v) = %ﬂ;’(_ﬁ;“, pour tout (u,v) € C x C .
Notons que Ef, :
vérifie Eyp(Az, A\p) = EL(z,); pour tout A € C*;
est une forme R-bilinéaire alternée ;
ses valeurs sur L x L sont entieres;
- vaut —1 sur toutes les bases (wy,wz) de L sur Z telles que Im(w;/we) > 0. D’une fagon
plus précise : Pour z,p € C, z = aws + bwi, ¢ = cws + dwy avec a,b,c,d € R, on a

T (5
Er(z,0) = Im (Z¢) = ad — be.

a(L)

2.3 Fonction éta de Legendre

La fonction éta de Legendre est définie comme suit. Pour z € C, z = ajw; + aswy avec

a1,a2 € R, on définit

n(z, L) = ain(wy, L) + agn(ws, L)
ou N(wi, L) et n(ws, L) désignent les périodes de “deuxieéme espece” associées aux périodes de
“premiere espece” wi et wo, c’est-a-dire, n(w;, L) (i = 1,2) est le seul nombre complexe qui
satisfait 1’égalité

C(Z + wi, L) = C(Zv L) =+ 77(%‘, L)
(1 = 1,2) pour tout z € C\ L, ou ¢ désigne la fonction zéta de Weierstrass ([45],chapitre 18).

Pour donner une jolie expression a la fonction éta de Legendre, nous allons rappeler quelques
notions classiques sur les séries. La fonction donnée par la série

1
2 PP

weL\ {0}
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est holomorphe en s = 0, donc en particulier on peut définir

_ 1
s2(L) =lim S

weL\ {0}

On peut alors montrer le résultat suivant ([44], Theorem 1.2, p. 226) :

n(z,L) = sa(L)z + @Z

Cette nouvelle formulation de la fonction éta peut étre vue comme une généralisation de la
relation de Legendre ([45], p. 241) :

win(ws, L) — wan(wi, L) = 2mi.

Remarque 2.3.1 Dans l'appendice 2, nous prouvons une loi de distribution additive satisfaite
par la fonction zéta de Weierstrass .

2.4 Fonctions de Klein

Nos références pour ce paragraphe sont [43] et [44].
Dans la littérature, la fonction de Klein K (2) , z € C, est définie par le produit infini

4 4 2
(L11)  Kp(z) =z 3 [] (1—%)62%(7)
e L.140

ou, écrivant z = ajw; + agwy avec ai,az € R, on note z* = ayn + agnz pour n = (w1, L) et
12 = n(wa, L) les périodes de “deuxieme espece” associées aux périodes de “premiere espece” wq
et wy. Il faut noter que cette définition a un sens, car 'application z — zz* (et donc, d’apres
(1.1.1), aussi la fonction z — K1 (2)) ne dépend pas du choix de la base (w;,ws) de L telle que
Im(wy/w2) > 0. En utilisant la fonction éta de Legendre on peut exprimer la fonction Kr(z) de
la maniere suivante :

Kr(z) = ze~221(=0) H (1 - %)E%Jr%(%)z
LeL,1£0
et comme s3(L), a(L) et la norme |z|? ne dépendent pas du choix de la base (w1, ws) de L telle
que Im(wi/ws) > 0, on a la méme propriété pour la fonction Ky (z).
La fonction K, vérifie les propriétés suivantes :
a)( Translation) Pour tout p € L, on a

Kr(z+p) = xrp)e(EL (p, 2) /2)KL(2),

< 3 1 sipe2l
ou l'on a posé xr(p) = 1 sipeL\2L



Et en fait, pour tous p et o éléments de L, on a

xr(p+ o) =xr(p)xr(o)e(EL(p,0)/2).
b) Elle est homogene de degré 1, c’est-a-dire, pour tout A € C* et tout z € C, on a

Kar(Az) = AKL(2).

2.5 Formes Di(z;¢) de Jacobi et propriétés arithmétiques

Nos principales références pour ce paragraphe sont [7],[14],[16],[17] et [18].
Introduisons la fonction

Kr(z +¢)

Dp(z;9) = e(EL(ZaSO)/2)m-

ou L est un réseau complexe de base (wi,ws) telle que Im(wy/we) > 0 et z, p appartiennent a
C\ L. On note, dans toute la suite, 7 = :U”—;

La fonction Dy, est méromorphe par rapport a la premiere variable, mais elle perd son analyti-
cité vis-a-vis de la seconde variable ; par contre elle vérifie plusieurs propriétés fondamentales

de nature arithmétique et topologique. Nous en avons découvert un certain nombre.

Théoréeme 2.5.1 La fonction Dy satisfait les propriétés suivantes
i) Elle ne dépend pas de la base (w1, wsa) choisie, telle que Im(wy/we) > 0, du réseau L.
i1) Elle ne dépend que de ¢ modulo L.
iii) On a Dr(z + p; @) = e(EL(p, ¢))DL(z; ) lorsque p € L.
iv) Elle vérifie ’équation fonctionnelle D (z;p)e(—FEr(z,¢)) = Drp(; 2).
v) Elle est homogéne de degré —1, c’est-a-dire Dy, (Az; Ap) = A" D (2; ) pour tout A € C*.

' T
vi) Soit D = Zni(ai) un diviseur principal modulo L, c’est-a-dire, tel que an =0 et

i=1 i=1
r

Zmai € L . Alors toute fonction elliptique, admettant pour périodes le réseau L et pour
i=1
diviseur le diviseur D, est égale, a une constante multiplicative non nulle pres, a la fonction

gp(z; L) définie par
gp(z; L) = H Dr(z;—a;)™.

a; €L

En outre la fonction gp(z; L) ne dépend que du diviseur D modulo le réseau L, c’est-a-
dire, si D' est un autre diviseur vérifiant la condition D = D/( mod L), alors les fonctions
gp(2,L) et gry(2,L) coincident.

vii) Pour tous z et ¢ appartenant ¢ C\ L , on a

oL(2) — pL(e) = Dr(z,9)DL(2, — ).



viii) Pour tout z € C\'L on a

or(z)=-2 [ Dulzv).
EG%L/L\{G}
ir) Pour L = Zwi + Zwy et 7 = 1. On pose Dr(2;¢) = Dzryz(2; ). La forme Dy (2;¢) est

modulaire de poids 1 et d’indice 0, c’est-a-dire :

i ® a b
Da‘r — = DT ; , L Z )

De plus, on a Dr(z;¢) = W%DT (w%, w%)
z) Elle satisfait une relation de distribution additive lorsque l'on change de réseau. De
facon plus précise, soient L et A deux réseaux complezes tels que L C A et [A : L] = 1.

Alors on a

> Dp(lp;z+1t) = Da(p; 2)
teA/L

Ou encore d’une maniére équivalente, grace a l’équation fonctionelle, on a
Z Dr(z+t;lp)e(—EL(t,lp)) = Da(z;0).
teA/L

Lorsque ¢ est un point de torsion du tore C/L, I’énoncé de [’égalité ci-dessus est plus
simple, mais équivalent, a la formule de Weber classique (3.19)§ 3 p.292 [52] dont on peut
trouver une démonstration dans [52].

zi) Pour deuz réseaur complezes L et A tels que L C A et pour tout z € C\ A, on définit la
fonction K(z; L, \) par

/CL(Z)[A L]
K(z;L,A) =
(2 ) K (2]
on a
(1) [T Doty =K(zL,A)
feA/L\{0}
ou encore
(2) [T Drtiz)te(BEu(t,2) = K(z L, A).
teA/L\{0}

zii) Elle satisfait une relation de distribution multiplicative lorsque ['on change de réseau.
Soient L et A deux réseaux complexes. Alors, pour tous z et ¢ appartenant a C\ A, on a

(1) Da(z19) = K(o: L, A) [[ Dr(z+t9)e(—EL(t, ¢)).
teA/L
D’une maniere équivalente, on a

(2) Da(z;9) = K(z:L,A) [ Dr(ze+1).
teA/L

10



ziii) Elle se décompose en produit infini

1 1
2 _ 42
2mi ) (ke )
Dp(z,¢) q_' X —— - - -
w2 wz 2 _ 2 2 _ .2
() (o o)
wo w9 wo wo

N (1—qr)° (1 — qﬂqw) <1 - Q?qz#)
w2 wo

n>1 (1 -~ qﬁqw%) <1 - ng}> (1 — cﬁq%) (1 - q’;‘qwl>
wo wo

ziv) Elle posséde un développement de Fourier

() o0
T 7 Tz 4 . Tz 2nT
DL(Za 80) = —q zImT cot <’U)> —+ cot (q;j) +4EZ Sin <2d’u}2+d’wf> q?

w0 1=
2w 2 =t dm

zv) Elle admet le développement de Laurent suivant :

D-(z0) = Y di(p)2*!

E>0
avec
{e} {edy\ "t
(k—1)! 1 Im(47)) qey [ Im())
d =1 -~ d = _B 2 2
olp) =1, (2mi)k a2 P\ Imr + AUpy-1 ImT
k—1 k—1
m (Tm(i2 ghd™  (Tm(i2
-y | e m( (w2)+m> o ) k> 1
n>1 1= gqp3q Im 7 1- Q{¢}qm Im 7
Les coefficients satisfont la relation de réccurence suivante
2n—1
1 1 on — 1 1 .
da(p) = le(w)2 = 59r(@) danlp) = (2)G2n(L) ~3 D (=1)'di(@)dan—i(¢),
i=1
et ot

Gon(L)= 3 v > 2.

|w|2n’
weL\{o}
zvi) Pour tout z € C\Z7 +7Z . On a alors,
7 (cot(m{@}) + cot(n{z})) e~ 2mlzile2} i (21, 1) € Z2

' — ) e~ 2im[z1l{p2} j 7,21 &7
1 D, _ ) m(cot(m{p}) —i)e” 4 st 1 € L,z
Im&?loo (2:0) 7 (cot(m{z}) — i) eXimlvite=2imlail{ee} g 5 € Z ) ¢ Z

0 siz1 € L,pr €1
ot l'on a posé {z} = {z1}7 + {22} et [z] = [21]7 + [22], 0w {z1}, {22} sont les parties
fractionnaires de z1,z2 ( resp. [z1], [22] sont les parties entiéres de z1,z2) habituelles car
21,29 € R.
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zvii) Pour tout ¢ € R\Z, on a

mweot(mp) Sig=1

0 Sinon

lim dj(p) =

Im(7)—00

xviii) Pour tout ¢ = 17+ 2 € C avec o1 € R\Z, on a : lim d;(p) = (2mi)?, ot

Im(7)—00

j({<P1})
jl
B;(X) le j-iéme polynome de Bernoulli.

Application : Pour ¢ € $L/L\{0} explicitons les formes de Jacobi de “ niveau 2”

2k+1,m

(27mi) %2 [ Bogio m q
peh =Lyt Ly
S k1)l \ k4 Tgn

2m+l 4 qm+§

Ty 1 (2mi) 242 [ Borio(1/2) 2%k+14
DT(Z’Q)_Z+2};)(21€+1)! 4k + 4 +mz>:1<m+1/2) (1—qm 1>2

Z2k+1

T+1 1 omi)2kt2 [ B 1/2 1 2m+1 _ gmtyg
D (z; )=~ +2 (2mi) ak+2(1/ )+ Z (m+7)2k+1q q 22k+1

2
2 z = (2k + 1)! 4k 4+ 4 = 2 (14 gm+1/2)

2.6 Formes de Jacobi p-adiques : Formules de distribution et d’inversion

Nous avons précédemment introduit la notion des formes de Jacobi complexes Dy (z; ) et
nous en avons donné les principales propriétés. Nous avons dans [11] et [12] montré comment
définir un analogue p-adique de ces formes. Nous avons montré que ces nouvelles fonctions
vérifiaient la plupart des propriétés des formes complexes. Nous donnons en particulier dans le
théoreme 2.6.2 une formule de distribution et une formule d’inversion qui sont satisfaites lors
d’un changement de sous-groupe discret. Nous en déduisons le corollaire 2.6.3 qui est un analogue
d’une formule de Weber généralisée.

Soit K un corps local de caractéristique résiduelle p > 0 et K une cloture algébrique fixée de
K. Nous désignons par ¢ un élément de K* de valuation p-adique strictement positive et nous
notons v, la valuation discrete normalisée de K.

Définition 2.6.1 On associe au sous-groupe discret ¢ de K*, la forme de Jacobi p-adique

D z(z; ) définie formellement par

Dz 0) = z”‘l(‘p)qiw); pour tous z,p € K*
z\p

1—ag" 1— g™ —1
ot 0z(z) = (2 — 1) H (1=¢"2)(d = g"27) c’est la fonction théta fondamentale associée au
q S (1—q")2

sous-groupe discret ¢~ de K* et normalisée par H;Z(l) =1.
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La forme Dz (z;¢) est un analogue p-adique & Dp(z;¢). Nous démontrons dans [11, 12] le
théoreme suivant

Théoréme 2.6.2 Soient v et a des points d’ordre | de W/qz, tels que
o N A =
Alors
i) (Formule de distribution) : Pour tous 2 & ¢%, o & ¢*~%, on a la relation suivante

Z qu(zl; ¢t) = Dyz.z(z; )
t

ot t parcourt un systéme complet T de représentants dans K* de qZ’yZ/qZ.

i) (Formule d’inversion) : Pour tous z & ¢*~v*, ' & ¢%, on a la relation suivante
Z Dz (2; 08) = 1Dz (2; o'
S

ou s parcourt un systéme complet de représentants dans K* de annyZ/quyZ.
Comme corollaire, on obtient le résultat suivant

Corollaire 2.6.3 (Formule de Weber p-adique) Pour tout point v de K*/q%, d’ordre 1, et tout
couple z, ¢ de K tels que 2* & q% et o & ¢*~%. Alors on a U'égalité :

fz”q(w) qu(zlapyi)  Oza(ze)
; 0

par 2 (ZN0z(e7)  04242(2)0,2.2 ()

3 Lois de réciprocité quadratique de Gauss des corps quadra-
tiques imaginaires

3.1 Introduction

Nous avons dans [8] donné une nouvelle démonstration de la loi de réciprocité quadratique
pour les corps quadratiques imaginaires. Cette démonstration utilisait la fonction pr(z) de
Weierstrass associé au réseau L.

Nous donnons en appendice 2 une nouvelle démonstration de ces résultats. Cette nouvelle
méthode met en évidence l'intérét des formes de Jacobi complexes dans 1’étude de cette question
et notamment celui des formes Dy (z, ) de niveau 2. Soit d un entier négatif sans facteur carré
et soit K le corps quadratique imaginaire Q(\/&), considéré comme plongé dans C. On désigne
par Ok l'anneau des entiers de K, c’est un réseau complexe. On choisit une Z base de Ok,
{w1, wa} telle que Im(w; /wa) > 0.

D’une facon plus précise, dans toute la suite on prendra

Vd sid=3 (mod 4)
wy=letw; =< 14+Vd sid=2 (mod4).
Livd G g=1 (mod 4)
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On sait qu'un systéme de représentants de Ok /20 est donné
{0, w1, wa, w1 + wa}.
On sait aussi que les unités de O modulo 20k sont représentées par :

{1} sid=1 (mod 8)
S=4¢ {l,w} sid=2o0u3 (mod4)
{l,w;,1+w} sid=5 (mod )

Pour o, 8 € Ok on note
a=a+bw, B=d+bw aveca,b,d, b cZ.
Si(a,2) = (B,2) =1 il existe ag, fo € S tels que :

a=ap (mod20k),B=0 (mod 20k).

3.2 Définitions
Définition 3.2.1 Pour «, 8 € Ok, avec (a,2) = (3,2) = (a, 8) = 1, on définit le symbole qua-

dratique (3), par
e
(B)Z = | | E(Q,U) ’

0’655

ot ao = e(a,0)y(0) avec e(a,0) € {—1,1}, (o) € Sp et SgU —Ss est un systéme complet de
représentants de Ok /BOk\{0}.

3.3 Résultats
Enoncons, maintenant, la loi de réciprocité quadratique pour K.

Théoreme 3.3.1 Soient o, 3 € O tels que (o,2) = (4,2) = (o, f) =1. On a

(9, (2)7" = (1) 2 =, (1) + 29 B (a-om ')
2

I5] ala

Corollaire 3.3.2 Pourd=1 (mod 8) et (a,2) =(8,2) = (o, 3) = 1. On a alors

Corollaire 3.3.3 Pourd=3 (mod 4) et (o,2) =(0,2) = (o, 5) = 1. On a alors




Corollaire 3.3.4 Pourd=2 (mod 4) et (a,2) =(8,2) = (,3) =1. On a alors

1 » sia=p=1 (mod 20k)
<Z)2<§)21: (—1):{)/ sta=1 (mod20k) et f=w; (mod 20k)
(—1) ° sia=f=w (mod20k)

Corollaire 3.3.5 Pourd=5 (mod 8) et (a,2) =(8,2) = (o, 3) = 1. On a alors

4 Eléments de Stickelberger quadratiques

4.1 Introduction

Le célebre théoreme de Stickelberger fournit des annulateurs du groupe des classes d’idéaux
des corps cyclotomiques. La démonstration de ce théoreme repose de maniere essentielle sur la
factorisation en produit d’idéaux premiers des sommes de Gauss, [19], [57].

Pour étudier le cas relatif, lorsqu’on remplace Q par un corps de nombres F', M.J. Taylor
et Ph. Cassou-Nogues ont étudié dans [21] la factorisation en idéaux premiers de certaines
résolvantes de Lagrange introduites par Abel et Jacobi. Ces résolvantes sont associées a une
courbe elliptique munie d’un point d’ordre premier rationnel sur F'. Elles jouent dans ce cas
le role joué par les sommes de Gauss dans le cas cyclotomique. De telles résolvantes ont été
étudiées par S.P. Chan, R. Schertz et A. Srivastav. Nous nous intéressons ici a de nouvelles
résolvantes construites a l’aide des formes de Jacobi. Elles généralisent les résolvantes introduites
précédemment. Le but de ce paragraphe est de décrire leur factorisation en produit d’idéaux
premiers.

Nous disposons de deux manieres différentes pour effectuer cette factorisation. La premiere
est analogue a celle utilisée dans I’étude des sommes de Gauss, la deuxieme se base essentielle-
ment sur la formule de distribution additive satisfaite par les formes Dy (z; ¢).

La premiere méthode est développée dans [6] et [9]. Dans ce qui suit nous développons la
deuxieme. Nous en déduisons des éléments de Stickelberger quadratiques qui annulent certains
groupes de classes dans une situation relative. Cette seconde méthode est développée dans [11]
et [18].
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(mod 20k)

(mod 20k)

(—1)% Sy tEs sia=03=1 (mod 20k)
a — a | d— a_ d— a | b — a' | d— a —
(—1)(§+T5).(7+:T/5)+(§+T5).(7+ 2 1/)+(7TT5).(5+71) sia=fF=w (mod 20k)
() (B) 2 COEEICE O P s e
n . = a’ | d— a | b — a — a—
pl2\alz (—1)g'(TJFTSH%'(7+T1)Jr(7+75)'Tl sia=1,=w; (mod 20k)
b.a'+b | d+3y, b b =1 ca'+b | d+3y a—1
(—1)5'( 2 +T,)/+§'T+( 2 +T,) T, / sia=1,=1+w;
(—1)(%+%)'(%+%)+(%+%) TG g = wi,=14w; (mod 20k)



4.2 Formules de distribution et d’inversion

Précisons quelques notations et définitions. On fixe un modele de Weierstrass

da y? =423 — g2(Q)z — g3(),
(1) (E ?) g =d > p % ke{23},

pEQ,p#0

de la courbe elliptique FE, de fagon a ce que le réseau 2 C C soit formé des périodes complexes
de (E df) et dy = 60, d3 = 140.

On note F' = Q(g2(9), g3(2)) le corps de définition de ce modele <E, %) Pour tout auto-
morphisme o € Aut(C/F) de C fixant F' notons

pr— p[a]

Papplication qui & un point p € C/Q fait correspondre son image dans C/€ via 'action de o sur
les coordonnées (pa(p), po(p)) de son image dans le modele de Weierstrass ci-dessus.

Définition 4.2.1 Soit p un entier > 1. On note

() C Elp]

un sous-groupe cyclique d’ordre p du groupe E[p| des points de p-torsion de E, de générateur fixé
. On désigne par ¢ un autre point de p-torsion de E, vérifiant ¢ ¢ (). On définit la fonction

comme la forme de Jacobi
Z— DQ+Z¢(Z7 _QO)7 ze€C,

méromorphe sur C, admettant Q pour réseau de périodes et de diviseur

> (40— ()

PE()

Elle est normalisée de sorte que
lir% 2Dq(z; ¢, (V) = 1.
z—

On pose dans la suite A = Q + Za).

Les propriétés d’algébricité de la fonction elliptique z — Dgq(z; ¢, (1)), sont une conséquence
de la proposition suivante :
Proposition 4.2.2 On a les propriétés suivantes

i) La fonction z — Dq(z;p, () est définie sur le corps F(E[p]), extension du corps F
obtenue par adjonction des coordonnées des points de p-torsion de E.
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it) Pour tout o € Aut(C/F), on a
Da(z; ¢, (¥)7 = Da(=17; 97, (i) .

i11) En particulier, la fonction z — Dq(z;p, () est définie sur F(pmod A, (¢)) plus petite
sous-extension de F(E[p|)/F sur laquelle sont a la fois définis le point (¢ modulo A) et le
sous-groupe () = A/Q.

Soit ¢ un entier > 1 premier a p, soient («) un sous-groupe cyclique de E[¢] d’ordre ¢, et
v € E[{] un point de ¢-torsion de E. On suppose ici que v ¢ (a). On note L le réseau Q + Za.
On a le résultat suivant :

Théoreme 4.2.3 On a
i) (Distribution additive)

Y Dalz+tie. Wef(r. ) = Da(= [3] o [

te(a)

ou e : E[f] x E[f] — u; désigne l'accouplement de Weil.

i1) (Inversion)On suppose que (a,7y) est une base de El] sur Z/Z. Alors, pour tout t € (a),
on a

3 Datei [7] o= [2] 5 (@)@ 0)e(s.0) = Doz + 8 0, (0))
s€(7)

ot {Hp (resp. {%L) désigne linverse de £ dans Z/pZ (resp. de p dans Z/VZ).

Il est a remarquer que le membre de gauche de 'égalité (i) du théoreme 4.2.3 est une
résolvante de Lagrange ou encore une “somme de Gauss elliptique” dont la factorisation en
idéaux premiers peut s’obtenir en utilisant le membre de droite de cette égalité.

Définition 4.2.4 On forme le produit
1 1 1
Aot =5 TI  II De(n[7] - [5] »@ew),
p p pit
(¢) CE[p] ¢pmodulo(t))

ot ¢ parcourt un systéme de représentants modulo (¢) des points de E[p]\(v), tandis que (1)
décrit les sous-groupes cycliques d’ordre p de E|p).
1l résulte de la proposition 4.2.2 qu’il s’agit d’un élément de

F(ymod L, (a)) C F(E[{]) .
Compte tenu de cette méme proposition 4.2.2 ci-dessus,on obtient

Proposition 4.2.5 Soient p et ¢ des nombres premiers, tels que ({,p(p + 1)) = 1 et £ > 5.
Posons N = F(¢+ ¢ ). Alors

i) Apa(y, () € F(E[L);
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it) si o € Gal (F(E[(])/F) est défini par
Aol = gy + bpa, all =
avec (ag,by) € (ZJIZ)?, ay # 0, on a l'égalité
Apa(7,(@)7 = ¢ (y,a)PDEHDb 4 g (a0, (o)) ;
i) Apa(—, (@) = =) Apa(r, () avec e(p) = +1 (resp. -1) sip > 3 (resp. p = 2), et Uon

¢ JF(G) pourp=2
Aol ()t e { {10 TP

iv) lidéal (Apa(7,(a))) est un idéal ambige de lextension F(E[(])/N

4.3 Eléments de Stickelberger quadratiques : 52(])), p premier

Supposons maintenant, dans toute la suite de ce paragraphe que les hypotheses suivantes
sont satisfaites :

(H1) Le point de paramétre complexe « est rationnel sur F .

(H2) Les entiers ¢ et p sont des nombres premiers tels que ({,p(p+1))=1et £ >5 .

(H3) F est une extension finie de Q linéairement disjointe de Q({y) ot & est une racine
primitive ¢-iéme de 'unité.

On note A(Q) = g2(Q)% — 27g3(Q)? le discriminant du modele de Weierstrass (1), réseau de
périodes €, de E et 'on pose

-1+
P 12 '

Pour tout entier ¢, 1 <t <[ — 1, on note o; "automorphisme de Q(¢;) induit par §; — Clt;
par abus de notation, o; désigne également toute restriction ou prolongement "naturel“ de cet
automorphisme. On pose I' = Gal(N/F) ouI' = {0y, 1 <t < (I —-1)/2}.

Définition 4.3.1 On définit I’élément de Stickelberger quadratique 52(])) de Q[T'] par :

(1-1)/2
’y ., orel
t=1
avec -1
V() = (0* —p)BE) + > alt,s)
s=1
byt tp ot tp
Bt = p({ }+inf(0,1 - 7 —{T})
alt,s) = —tp{ }+lp1nf( { })
et
a = lsx + pty,

ot x,y € Z sont choisis tels que lx — py = 1.
On pose {z} la partie fractionnaire du nombre réel z.
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L’élément A5 (p) de QI est dit ”quadratique” car il satisfait la congruence suivante :

- 127, 7
(6) 0 (p) = gp > o' (modZ[I)
t=1
et que N
0>(p) € Z[I'] .

Pour tout idéal premier p de F' on note 7y la valuation p-adique du discriminant minimal D, p
de la courbe E/F.

Soit P le point de la courbe elliptique de parametre complexe «. On désigne par R(E, P)
I'ensemble des diviseurs premiers p de D g/ p, premier a [, pour lesquels la réduction de P modulo
p est un point régulier de la courbe réduite. On pose

QE/F,reg = H prp .
PER(E,P)

Si a et b sont des idéaux fractionnaires de F'(E[¢]) écrivons
a=b (mod/)

lorsque les diviseurs de ab~! divisent £.
Sous les hypotheses (H1) a (H3) précédentes, on a les deux résultats suivants :

Théoréme 4.3.2 Tout idéal premier p de R(E, P) posséde un relévement P dans N tel que :
l Iy , 105
(4p0(nta)) (Dpe/a@)) "= ( T $7) " (mod )

Théoréeme 4.3.3 On a aussi

(e-1)/2 ) Elm,  (Ene-ny
[T Avaltr(a) | = (A@)DE)) © "Dyl " (modd) .
t=1

4.4 Annulation de groupes de classes

Comme dans le cas du théoreme de Stickelberger classique le théoréme 4.3.2 nous permet
d’introduire un sous-quotient du groupe des classes d’idéaux de N annulé par 65 (p).

On rappelle que [ est un nombre fixé, [ > 5. Le nombre premier p peut-étre considéré comme
auxilliaire.

Définition 4.4.1 On appelle l-groupe des classes du corps de nombres L et ’on note ClU'(L) le

quotient du groupe des classes de L par le sous-groupe engendré par les classes des relevements
premiers de | dans L.
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Si M/ L est une extension de corps de nombres on note C1'(M /L) le conoyau de ’homomorphisme
induit par extension des scalaires de Cl'(L) dans Cl'(M). Soit F' tel que FNQ(§) = Q. A tout
couple (E, P) ou E est une courbe elliptique définie sur F' et P un point rationnel sur F' d’ordre
[ et & tout point @ € E[l] \ ZP nous associons l'idéal de N

(4.4.1) MmEPQ =[] P

pPER(E,P)

introduit dans le théoreme 4.3.2. On remarque que cet idéal est indépendant de p. On déduit de
la proposition 4.2.5 et du paragraphe 6.B de [9] les égalités

m(E7P7awP+ wa) = m(E,P, Q)wa

Pour tout w € Gal(F(E[l])/F).

Définition 4.4.2 On désigne par E(N) (resp. E(N/F) ) le sous-groupe de CI'(N) (resp. CI'(N/F) ) )
engendré par les images des idéaux M(E, P, Q) associés auxr couples (E, P) rationnels sur F'.

On déduit immédiatement du théoréme 4.3.2

Théoréme 4.4.3 (i) Pour tout nombre premier p tels que (l,p(p+1)) =1, alors pour p > 3
(resp. p =2 ) Uélément 102(p) (resp. 2102(2)) annule le groupe E(N/F).
(ii) On a linclusion :

-1
2

> oy

(5(N)) =1 c CU(N).

Remarque 4.4.4 1l faut noter que pour un corps de nombres F', L. Merel a montré qu’il n’existe
qu’un nombre fini de nombres premiers [ pour lesquels il existe des couples (E, P) rationnels sur
F'. La liste de ces nombres premiers [ est connue lorsque F' = Q grace a Mazur et lorsque F/Q
est un corps quadratique grace a Kamieny.

5 Structure galoisienne des anneaux d’entiers

5.1 Introduction

Dans ce paragraphe nous décrivons notre contribution a ’étude du probléme de la structure
galoisienne des anneaux d’entiers de corps de nombres attachés aux courbes elliptiques avec
ou sans multiplication complexe Nous résolvons ce probleme pour une large classe de corps de
nombres. Plus précisement, soit L/F une extension abélienne finie. Soit Oy, désigne ’anneau des
entiers de L et G le groupe de Galois de L/F' et Ay p = {r € F[G] : O, C O} 'ordre associé
a L sur F. On a alors les résultats suivants
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5.2 Situations cyclotomique et multiplication complexe

Nos références pour cette section sont [20], [22], [23], [28], [52]. Nous rappelons les principaux
résultats classiques suivants :

Théoréme 5.2.1 (Hilbert, Leopoldt, Speiser) Soit L/F wune extension abélienne finie. Pour
F = Q, alors Oy, est un Ay, jp-module libre de rang 1.

Théoréme 5.2.2 (Chan, Lim) Soit L/F une extension abélienne finie. Pour L = Q(&mn),
F=Q(m), m,n > 1. On a alors, Oy, est un App-module libre de rang 1.

Théoréme 5.2.3 (Cassou-Nogues, Chan, Schertz, Taylor) Soient K un corps quadratique ima-
ginaire, L = K(p"™™) , F = K(p™) ou p est un idéal premier de K. Alors O est un Ar/r-
module libre de rang 1 dans les cas suivants :

i) 2 est décomposé et 1 <m < 7.

i1) 2 est ramifié et soit 1 < m < r lorsque p est décomposé ou 1 < m < r — 2 lorsque p est
ramifié ou 1 <m < r— 1 lorsque p est inerte.

i11) 2 est inerte et 1 < m < r avec p est décomposé.

5.3 Cas des corps de division

Nos références pour ce paragraphe sont [11] et [21].

Soient [ > 5 un nombre premier et K un corps de nombres linéairement disjoint & Q(¢;). On
désigne par (E/K, P,1) le triplet formé d’une courbe elliptique définie sur K qui est munie d’un
point P d’ordre [ et rationnel sur K. On désigne par

SE,g = {p premier de K tels que : wv,(j(£)) <0 ou p|l}.

Théoreme 5.3.1 On a les propriétés suivantes :

i) L’extension (K(El])/K(&)) est cyclique de degrél et son groupe de Galois G est représentable

matriciellement par
1 0
<0 1>, avec b € Fy.

ii) L’extension (K (El])/K(&)) est non ramifiée en dehors de Sg.

iii) Soitp € Sg, non au-dessus del. Alors on a : p se ramifie totalement dans (K (E[l])/K(&))
si et seulement si (vp(j(E)),1) = 1.

iv) On suppose que (vp(j(E)),l) = 1 pour tout idéal premier p au-dessus de | en lequel E a
mauvaise réduction en p. Alors Uextension (K (E[l])/K(&)) est totalement ramifiée en .

v) Soit (I,p) un couple de nombres premiers distincts tels que (p(p? —1),1) = 1. On a alors,
d’aprés la définition 4.2.1, un générateur galoisien pour K(E[l])/F

K(E[l) = F(Apa(y, (@), oi F = K(&))

Notre résultat de structure galoisienne est le suivant :
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Théoréme 5.3.2 Soit L = K(E[l]) et F = K(&). On suppose que P définit un point régulier
modulo tout premier ot E a mauvaise réduction. Pour tout triplet (E /K, P,1) ou le discriminant
manimal de E sur K posséde une décomposition dans Ok de la forme p°p}*...p%e tel qu’il existe
un élément a € L et a & F vérifiant

alOF = H mia

(ri,))=1

ou les B; sont les relévements premiers des p; dans Op.
-1

On a alors Or, est un Ap, p-module libre de rang 1 et engendré par l’élément Zai.
i=0

6 Amélioration d’un théoreme de Coates, Kubert et Robert
sur les unités de Stark

6.1 Introduction et généralités

Les résultats contenus dans ce paragraphe sont extraits de [16].

Dans ce travail on montre comment on peut appliquer la formule de distribution multiplica-
tive satisfaite par les formes de Jacobi Dp, contenue dans le théoreme 2.5.1, pour améliorer un
théoreme da a D. Kubert concernant la formule de distribution satisfaite par les fonctions ellip-
tiques et un résultat de J. Coates, D. Kubert et G. Robert concernant la formule de distribution
satisfaite par une certaine fonction ((z; L, A).

Soient L et A deux réseaux complexes tels que L C A; on remarque qu’alors [A : L] est fini.
A chaque fois qu’on choisit une base ordonnée (wq,ws) de L sur Z de sorte que pour des entiers
m et n strictement positifs, le couple (w],w)) définie par
w1 w9

/ /
i

soit une base de A sur Z, on dira que le systeme R de représentants de A/L défini par

k k'
R:{wl—i—wg,ngém—l;nglén—l}
m n

est le systeme de représentants de A/L adapté a la base (w;,ws). Cette maniere de parler est
justifiée par le fait suivant, tres facile a vérifier : si (w1, w2) est une base ordonnée de L sur Z,
il peut arriver qu’il n’existe pas un couple ordonné (m,n) d’entiers strictement positifs tels que
(w1/m,wa/n) soit une base de A sur Z. S’il existe un tel couple, il est complétement determiné
par la base ordonnée (wi,wsy) et en outre [A : L] = mn. La théorie des groupes abéliens de
type fini assure qu’on peut toujours choisir une base ordonnée (w1, ws) de L telle qu’il existe un
systeme de représentants de A/L adapté a la base (wy,w2), et méme avec m divisant n. Cette
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derniére condition ne sera pas en général imposée dans la suite( remarquez qu’'on peut changer

wy par —wi, sans changer m ni n). Par contre on choisira (wy,w2) telle que Im(w /wy) > 0.
En choisissant une base ordonnée B = (w;,w2) de L sur Z telle qu’il existe le systeme de

représentants R de A/L adapté a la base B, la racine huitieme de 1'unité eg(0) définie par

3 -n—-3
es(0) = (PERENEE),

ne dépend que de B.

6.2 Enoncé des résultats

Si L et A sont des réseaux complexes tels que L C A, on définit la fonction K(z; L, A) par
I’égalité
K L( Z)[A:L}

Ka(z)

Le théoreme que nous obtenons est une relation de distribution multiplicative satisfaite par
cette fonction K(z; L, A). Ce théoreme améliore certains résultats dis a J. Coates,[24] Appendice,
Theorem 8, D. Kubert,[43], Theorem 3.2 et G. Robert [50] relation (1).

Soient L et L’ deux réseaux complexes tels que L C L' . On désigne par M un réseau tel que
LCMet MNL =L, et on pose M' = M + L'; on remarque ainsi que l'inclusion L' C M’
induit un isomorphisme de groupes L'/L ~ M'/M. Soit B = {w1, w2} une base de L sur Z
telle que Im(w; /we) > 0 et de sorte que pour des entiers m et n strictement positifs, le couple
w) = wi/m, wh = wy/n soit une base de L’ sur Z, et soit R le systeéme de représentants de L'/L
adapté & la base (wy,ws); soit B = {wy, Wy} une base de M sur Z telle que Im(dy /i) > 0 et
de sorte que pour des entiers m et 7 strictement positifs, le couple W} = wy /M, Wy = wa /N soit
une base de M’ sur Z. On remarque que mn = mn.

K(z; L,A) = , ([44] pp.227-229).

Théoréme 6.2.1 Sous les hypothéses ci-dessus, pour tout systéme de représentants S de M /L,
on a l’égalité

H K(z+a; L, L)

a€eS

0)[M:L} n?(w] fw’)[MiL] n2 (i wQ)[M’:M]
:K(Z;M,M/)-S(E t, o ).GB( . 1, Wo _ . ,N -
L(t;z aze;s ) eg(0)  n(wr,wo) M (b, 0))

Lorsque [L' : L] est impair, on consideére la fonction ¢(z; L, L’) définie pour z ¢ L’ par le produit
fini suivant

N 1
&L L) = g or(z) — pr(t)

ou T vérifie la réunion disjointe T'U =T U {0} = L'/L (voir [44], p. 228).

Corollaire 6.2.2 (Coates-Kubert-Robert revisité) Sous les hypothéses du théoréme précédent et
lorsque [L' : L] est impair, on a
[[¢Gz+e:L, L)

a€eS
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M:L] M:L] M’':M]

P (wh, wh) M2 (g i)
n?(wy, wo) ML) n? (W], W)

= ((z; M, M)e(EL() 1, )

teER  a€S

Il est a noter que non seulement ce corollaire 6.2.2 améliore les résultats des auteurs précdents,
obtenus sous I’hypotheése plus restrictive ot [L' : L] est premier avec 6. Mais également il
fournit une nouvelle méthode de démonstration. On rappelle que si L est un réseau complexe et
(w1, wa) et (w1, Ww2) sont des bases de L sur Z telles que Im(wq/wz) > 0 et Im(w; /w2) > 0, on
a n?*(wy, we) = n** (a1, 2). On peut donc définir

A(L) = 1 (w1, wa),

ou (wq,ws) est n’importe quelle base de L sur Z telle que Im(w; /wy) > 0. Alors, par élévation a
la puissance 12-iéme, le corollaire 6.2.2 devient le corollaire suivant, qui est un résultat classique
(voir par exemple [55], p. 50).

Corollaire 6.2.3 Soient L et L' deux réseaux complexes tels que L C L' et [L' : L] est impair.
On désigne par M un réseau tel que L C M et M NL' = L, et on pose M' = M + L'. Alors,
pour tout systéme de représentants S de M /L, on a

A(L/)[M:L} A(M)[MIM]
CAD)BML T A(MY)

IT ¢z +as L, L)% = ¢(z M, M)
a€S

Il est a noter que le nombre

ELZ Za

teER  «a€eS

0)M:L] [M:L] M’:M]

0P (an, i)
2 (wi, we) MELL 2 (i), 1)

772(11)1 wy)

fournit une racine 12-ieme de la quantité

A(L/)[M:L} A(M)[M’M]
A(L)MELL T A(MY)

Il faut dire que, lorsque [L' : L] est premier avec 6, on est proche du remarquable résultat du
travail de G. Robert sur la racine 12-iéme canonique de la fonction delta (][50]).

7 Formule de distribution pour la fonction ¢ de Siegel

7.1 Introduction

Les résultats contenus dans ce paragraphe sont comme précédemment démontrés dans [16].
Le théoreme 7.2.1 contient une formule de distribution que satisfait la fonction ¢; de Siegel.
Cette formule améliore celle établie par F. Jarvis [38, 39] et J. Wildeshaus [60]. Les formules
données dans le théoreme 0.1 de [39] et le théoréme 0.2 de [38] sont les mémes mais le principe
de démonstration n’est pas le méme. En outre elles sont ”exactes” & une racine de 'unité pres.
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Nous proposons ici une nouvelle fagon de proceder qui nous permet également de déterminer la
racine de I'unité qui manquait aux formules de F. Jarvis.

On utilise cette formule de distribution pour ’analyse de ’analogue elliptique de la conjecture
polylogarithmique de Zagier, voir [38], [39], [59], [60].

7.2 Enoncé du résulat

Soit L un réseau complexe. Si (w;,wy) désigne une base de L telle que Im(w;/we) > 0,
rappelons que la fonction de Siegel associée & L et a la base (w1, ws) de L est définie par

(4.1) or(z;wr,wa) = Kp(2)n*(wr, wa),

ou 7 est la fonction de Dedekind, dont le carré a été défini dans (1.11). La fonction ¢, de Siegel est
homogene de degré —1. Elle s’exprime a ’aide des formes de Jacobi introduites précédemment.

.
Pour tout diviseur D = Z n;(a;) de C, principal ou non, on définit la forme
i=1

(4.2) pr(Dswi,w) = [ wrlas;wr,wa)™,
a;¢L

et pour tout t € C, on pose

Dot= Zni(ai +1).
=1

Théoréme 7.2.1 Soient L et A deux réseaux complexes tels que L C A ; soit B = (wy,wa) une
base ordonnée de L sur 7 telle que Im(wi/we) > 0 et de sorte que pour des entiers m et n
strictement positifs, le couple w| = wy/m,wh = wa/n soit une base de A sur Z, et soit R le
systeme de représentants de A/L adapté a la base (wq,ws). Alors on a

oA(D;wi, wh) = es(0) - e(EL(D_t,y)) - [[ wr(D & t; w1, ws)
teER teER

pour tout diviseur D = (z +y) + (x —y) — 2(z) — 2(y) + 2(0) vérifiant

Supp(D) N A = {0}.

Remarque 7.2.2 Notons que Ce nombre complexe GB(O)Qe(EL(Z t,y)) ne figurait pas dans

teER
la formule originale de Jarvis, il dépend du choix de la base B de L telle qu’il existe le systeme

de représentants R de A/L adapté a la base B. Lorsque y est la deuxieme coordonnée d’un point
de s-division de la courbe elliptique C/L, ce nombre est une racine 8s-ieme de ['unité.
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8 Sommes d’Apostol-Dedekind—Zagier elliptiques multiples

8.1 Introduction

Les sommes d’Apostol-Dedekind-Zagier ont plusieurs applications dans divers domaines :
Lois de réciprocité quadratiques [46], calcul du nombre des classes des corps quadratiques et
fonctions L [47], étude du probleme des nombres aléatoires (ou pseudo-aléatoires)[26], la formule
de partition de Hardy-Ramanujan [33], [48], formule d’indice de Hirzebruch, évaluant la signature
de certains invariants d’homologie de variétés différentielles a ’aide de la fonction cotangente,
géométrie algébrique ( Théoreme de Riemann-Roch) [4], [31],[32], étude de la cohomologie d’Ei-
senstein de SLa(Z) [46] pour SLy(Ofk ) (K corps quadratique imaginaire) voir [54, 58]...etc.

Pour plus d’informations sur les applications des sommes de Dedekind en théorie des nombres
se reporter aux livres [35, 37].

L’objectif de ce paragraphe est d’introduire puis étudier des analogues elliptiques aux sommes
multiples d’Apostol-Dedekind-Zagier. Ces nouvelles sommes sont définies en terme de formes de
Jacobi a deux variables D.(z;¢) ou 7 appartient au demi-plan de Poincaré. Pour ¢ fixé et
Im(7) — oo, ces sommes redonnent les sommes multiples de Dedekind étudiées par Zagier [62]
ainsi que les sommes d’Apostol [1, 2]. Nous démontrons une loi de réciprocité ”a la Dedekind”
satisfaite par ces sommes.

Le long de ce paragraphe on considére L un réseau complexe et Op, = {x € L|xL € L} ordre
associé & L, p, ag, a1, az, ..., a, éléments non nuls de O \OJ et deux & deux premiers entre eux.

8.2 Sommes elliptiques multiples de Dedekind & parameétre [13]
On considere le réseau complexe L = Z7 + 7.

Définition 8.2.1 Pour tout p élément non nul de Or\OJ et tout entier naturel m, on fize
E, un systéme de représentants de L/pL\{0}, on définit la somme elliptique de Dedekind
d(p;an,...,an;m, @, 2, T) paramétrée par les complexes @, z :

1 w ™ w
d(p;ai,...;an;m,p, 2,T) = — Z e(Er(w,)) Dy <z+ p;ap) H D, <akp;g0> .
k=1

wek,

Définition 8.2.2 Pour toutn € N et ag,ay, . ..,a, € Op\O7, on définit les My (ag, - - ., an; o, T)

par :
n

apay - - - Qp H zD; (akz; 90) = ZMk(QOa <.y 0an; @,T)Zk.
k=0 k>0

On a

Proposition 8.2.3 Pourtoutn € N et ag, a1, ...,an, € OL\OJ, les coefficients My(ao, . . ., an; @, T)
vérifient les relations :

Mk(ao"'wan;@ﬂ—) = Z aé)o"'a;ndio(@)"'din(so);
ig+-+in=k
0<ig, - sin <k
My (ag,...,an;—0,T) = (—1)kMk(a0, ey Qi P, T).
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On a le résultat suivant

Théoreme 8.2.4 (loi de réciprocité) Soit d € Or\Of non nul tels que ap+ ... +ap +m= 0
(mod dOp). Alors, pour tout ¢ paramétre de point de d-division non nul de C/L,

Mn(a07 sy Qpg 9077—)

n
i) Sim=0, ona: Zd(ak;ao,---,dk,-",an;O,%Z,T):*

apay - - - an
i) Sil<m<detztelqueay - anz ¢ L, ona: —Zd(ak;ao,--',&k,'--,an;m,go,z,T) =
- 1d [ D; (a; M ;n = 1d My—i(ag, -+~ an; ¢, 7)
1=0 il da! {E) ' azx,gp)}z_z motalhe B +Z I'dx ao P (@0)"h, apay - ay '
On observe que les hypotheéses du théoreme 8.2.4 impliquent que la somme d(ag; ag, - -, ak, - -+, an; 0,0, 2,7)

ne dépend pas du choix du systeme E,, .

8.3 Sommes elliptiques d’Apostol-Dedekind-Zagier [13]

Définissons les sommes elliptiques multiples d’Apostol-Dedekind-Zagier et montrons qu’elles
satisfont une loi de réciprocité.

Définition 8.3.1 Soient p élément non nul de O \Of et m,k deux entiers naturels. On fize
E, un systéme de représentants de L/pL\{0}.On définit la somme elliptique multiple d’Apostol-
Dedekind-Zagier ( paramétrée par @) associée aux entiers p;ay, ..., a, non nuls de OL\OZ, par

Sk(p; at; .., an;m, ¢, 7) :; > e(EL(w,SO));;Zﬁ {DT <Z+ Z;¢>m} HD ( ) -

weE, l2=0 j=1

Théoréme 8.3.2 (loi de réciprocité) Soient d € Or\Of et m € N tels que ap+...+an+m =0
(mod dOy,). Alors, pour tout ¢ paramétre de point de d-division non nul de C/L et tout k €
N, on a

- 0 si k>1
. - =
(1) Szm:() : _Zsk(al;a()a”'vala”'7an7 m,e,T ) { M (ag,,an;@,7) sik=0 -
_ apai--+an
" ) m  fois
. o ! aO?' *Qn; P, T —
(2) S@m> 1: —ZSk(al;ao,'",ala"'van;ma(pa ch+l n apay - = Mm+k+l(17"'a1;§077_)
n
1 m fozs ( )
/_/H M, k+14+1aQ0, - - Qpj O, T
C M 1 n+k+ ) ) ¥
"’; k+14Vtm—1— 1( ’ ,80,7') aoay - - - an
On observe que les hypotheéses du théoreme 8.3.2 impliquent que la somme S(ax; ag, -, g, -, an; 0,9, 2, 7)

ne dépend pas du choix du systeme Fj, .
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8.4 Application 1 : Sommes multiples de Dedekind-Zagier a parameétre [14]

Dans ce paragraphe on se donne ag,---,---,a, entiers naturels deux a deux premiers entre
eux et strictement supérieur a 1. Nous nous intéréssons ici aux sommes suivantes, a parametres
¢ € R\Z et m € N, qui généralisent celles étudiées par D. Zagier [62]( correspondant & ¢ = 1)

a;—1 m
wk wka;
dlarian. - aimg) = &S (™) reortne)) T (con™E) + cortae))
k=1 @ 0<; a
= LJ#AILn

Quand Im(7) — oo, le théoreme 8.2.4 donne une version plus générale au résultat de Zagier [62].

E1 < k< d-1,

Théoréme 8.4.1 Soientm € N, d > 2 divisant ag+...+an+m. Alors pour tout ¢ = 4,

on obtient

m  fois
En . pd . _ SZTL(ﬂ'QO(TL—Fm—i- 1)) -n+mln+m(1a"'717a07"'an;90)
d(al7a07"'7al"' Apn; M )_ . Tl —1 .
sin(mp)mtn ap - - an

=0
Ou l” on a posé

m  fois
/—/H
Lnsm(L, -+ Tag, - an;p = &)

ao..-an

= (—i)"T™Res | (cot(z) + cot(mp)) H cot(ajz) + cot(mp)

7=0 |z:0

Remarque 8.4.2 On sait que pour n pair on a l,(ag,...,an,© = 7) = Li(p1,.-.,pk), k=5
oup;, i =1,...,k est le i-eme polynéme élémentaire symetrlque en aop,. . .,a, €t Lj le polynome
de Hirzebruch connu par les topologues [34].

8.5 Application 2 : Sommes classiques d’Apostol, [14].

On applique le théoreme 8.3.2, pour n = 1 et m = 1 ou 2. On obtient le résultat suivant

Corollaire 8.5.1 Soient ag, a1 éléments non nuls de Or\O} . Alors, pour tout ¢ paramétre de
point de 2-division non nul de C/L et tout k € N*, on a

i) Siag+a1 =1 (mod 20y1) , alors Sk(ag,a1;1,9,7) 4+ Sk(a1,ap; 1, p,7) est égale a
0 st k est impair

141
— <Z dai(p)darr2-2:(p)ag'al 7% + (21 + 1)d21+2(¢)> stk =2l

it) Siap+ a1 =0 (mod 20y) , alors Sk(ap,a1;2,0,7) + Sk(a1,a0;2,¢,7) est égale a

0 st k est pair
+1

— ((2l +1)Gar12(L Zsz )dat2—2i(p)ad a2 21) sik=20—1.
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En particulier si ¢ = % et Im(7) — oo on déduit de ce corollaire un résultat connu sur les

sommes classiques d’Apostol [1] p.149. Plus precisément, on obtient

Corollaire 8.5.2 (Apostol revisité) Pour ag, a1 entiers naturels premiers entre eux et stricte-
ment supérieur a 1, on a ’égalité suivante

I+1
(—1)l4l+1 Bayi  Baya—2i 9 aipo—2i  BiBay1 o4 9l + 1 Baiy o
sk (a0, a1)4-sk(a1, ap) = (; 2 (21 +2 —2ip™0 N (20 + 1)1 (2 + )(zz+2)!

ot l’'on a posé

Ceci peut étre formulé d’'une autre maniere équivalente

Corollaire 8.5.3 Pour ag, a1 entiers naturels premiers entre eux et > 1, on a

l
D @nT EH: Boi  Bato-2i  oijo1s2-2i (2z+1)7321+2 Si k=2l
5x(ao, a1)+5x (a1, ap) = aoar = (20)! (21 + 2 — 20)! 0 (20 + 2)!

0 Si k impair

1 -l 7Ta1t
5k(ao,a1) = k+1 — ] cot
— 0 ao
oo

et((s,x):= Z(n—l—x)fs est la fonction zéta d’Hurwitz définie pour R(s) > 1 etz #0,—1,-2,---
n=0

ot l'on a posé

Ce dernier corollaire se déduit immédiatement du corollaire 8.5.2 et de la formule suivante

7o cot®) (1)

x :(—1)'“((14:—1—1,:6)—C(k+1,1—x),V$,|:L‘|<1,kEN*.

9 Appendice 1 : Fonction zéta de Weierstrass et isogénies entre
courbes elliptiques

Notre référence pour cet appendice est [15].

Le résultat principal de ce paragraphe est une relation de distribution additive satisfaite par
la fonction zéta de Weierstrass et les conséquences que ’on peut en tirer pour la détermination
des isogénies entre courbes elliptiques.

Il existe essentiellement deux algorithmes pour déterminer les isogénies entre courbes ellip-
tiques. L’algorithme CCR et celui d’Atkin, [5], [53].

29



Pour 'algorithme CCR, le coeur en est I’'évaluation des quantités

Satk) = > eu®)*
teA/L\{0}
qui permettent de déterminer le polynome H(X) = H (X —pr(t)).

teA/L\{0}
Dans l'algorithme d’Atkin, 'idée essentielle est de calculer la série H(pr(z)) et d’en déduire
H(X).

9.1 Introduction

Les séries d’Eisenstein associées au réseau L, sont définies par

T (e) _k —s .
(9.1.2) Ek(z,L)_SE%L;L (w+2)Flw+ 275 k=1,..

. (e) . - . ,
ou Z est la sommation d’Fisenstein donnée par

() O=le) ==l
o TS Y (X))
m n m=—M n=—N

On définit également les fonctions de Weierstrass suivantes

z z 2 !
010) ou@) =2 [ (1-3)er 30 oo n) = 23 oue) = (e, D),
l or(2)
0EL L0
Le but ce paragraphe est de répondre aux questions simples suivantes :
(1) Soit A un réseau complexe tel que A O L.
Evaluer les sommes

> (cE+tD—ntL), Y prl=+1)*

teA/L teA/L
respectivement en fonction de ((z,A) et pa(2).
(2) Décrire explicitement les dérivées p(sz_2)(z) en fonction de g (2).

La réponse a (1) fournit une bonne méthode pour controler le polynome suivant

Hx) = [ (X -eu®).
TeA/L\{0}

Dans le cas particulier ou A = Zwy + Z*?, L = Zw1 + Zwo,l € N,I > 2, on retrouve les
résultats les plus significatifs connus sur les algorithmes CCR et Atkin. De (1) et (2) on déduit
des versions trigonométriques a ces algorithmes, ceci permet d’expliciter les isogénies entre les
courbes singulieres réelles

4 6
n 2n .
En(R) y2:$3—?$—277,n€N
et la courbe 4 5
EiR):y?=2%— - — —.
(R)y” =a = gw— o



9.2 Résultats

Le premier résultat est une relation de distribution additive simple et de nature arithmétique.

Théoréme 9.2.1 (Relation de distribution) Pour tout réseau complexe A D L on a

> (C(z +t,L) —n(t, L)) =((z,A) + ([A . L]sy(L) — SQ(A)>Z,

teA/L

ou

On pose
Ef(z,L)={((z,L) —n(zL),E;(2,L) = E,(z,L),Vn > 2.

Du théoreme 9.2.1, on déduit

Corollaire 9.2.2 (Distribution pour les séries d’Eisenstein)Pour tout réseau compleze A O L
on a

> Ei(z+t,L)=Ej(z,A),Vn > 1.
teA/L

Corollaire 9.2.3 On a

(1) 11 (pL(Z) - m(ﬂ) = K(z L, A)?

teA/L\{0}
(ii) En outre, si [A : L] est impair
(2L, A) = K(z L, A) ™
On peut écrire ce corollaire de maniere équivalente

Corollaire 9.2.4 On a

: - _ on(z)?
(0 pL(2) = pu(t) ) = et —Aor
teA};I\{O} < ) oLz

(ii) En outre, si [A : L] est impair

I (o6e) - puln) = ettt sn=_oA
FeA/L\{0}/+1 '

On peut écrire ce corollaire comme une série
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Corollaire 9.2.5 On a

A:L)so(L)—s2(A))z2—2 [A:L)Gopqa(L)—s2(A) L2k+2
H (pL(Z) _ pL(t)> _ 2272[A:L}e([ Js2(D)=s2(A))22=2 50 20

TeA/L\{0}

En outre si [A : L] est impair

o 3([AsL]s2(L)—s2(A)22 = % (A L]G2k+kQ(L) s2() apyn
H (pL(z) — pL(t)) — zl—[A.L}e2 = 2k12

TeA/L\{0} /=1

Remarque 9.2.6 Le corollaire 9.2.5 nous fournit une bonne méthode pour déterminer le po-
lynoéme suivant
HX)= J[ X-pc).
TeA/L\{0}

Connaitre ce polynéme permet de déterminer explicitement l'isogénie ® de degré [A : L] et
de noyau A/L entre les deux courbes elliptiques C/L — C/A. Ce corollaire est essentiel pour
lalgorithme d’Atkin, qui consiste & calculer la série H(pr(z)) et d’en déduire H(X). Atkin
ne fournit pas cette série mais il établit un algorithme [5] qui lui permet de déterminer les
coefficients de H(X). Ici nous fournissons cette série. En effet,

_9lA: : _ L1Gopya(L) — s2(A)
__2-9[A:L]([A:L]sa(L)—s2(A)) B k42 2(A) oo
H(pp(2)) == e exp( 2kg>1 2%+ 2 z )

Un cas particulier du corollaire 9.2.5 est démontré, dans le cas particulier ot A = Zw; +
72, L = Zwy + Zwa,l € N,1 > 2, par R. Schoof [53], Theorem 8.3.

Pour préciser notre résultat concernant I'algorithme CCR, on définit les séries d’Eisenstein
multiples associées au réseau complexe L par :

Gn(i,L)= > (21 — 1)e(2jt — 1)Ga;y (L)...G;,(L), Vi > 1,m € N,
0<51,-14i<m
J1teFii=n

1 Sin=0
n ,L = .
Gn(0, L) {0 Sinon
1
ou 'on a posé Go(L) = —1 et Go(L) =0 et Go,(L) = Z —57, VN > 2

weL\{0}
On a le résultat

Théoreme 9.2.7 Pour tout réseau complere A O L on a les égalités

1

k
m@(gk_m(z) =Y ai(k, L)pr(2)', Yk € N*.
' =0
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et
k

S oz + 0 = 3 bilk, Apa(2)’

teA/L i=0

ot les aj(k,L),i =k,k—1,...,0 et les bj(k,A),i = k,---,1,Vk > 1 sont donnés par la résolution
des systémes triangulaires suivants

(ap(k,L)=1

k—j
> aipi(k, D)Gi(i+4,L) =0, VI<j<k—1sik>2
=0

k
> ai(k, L)Gi(i, L) = Ga(L).

\ =0

bo(k, A) = 1,b(1,A) = so(A) — so(L)[A: L] Vk €N
k

> bk, MG (1, A) = Gi—j(k, L), Vi<j<k.
=

Pour trouver le terme by(k,A) on compléte ce dernier systéme avec l’équation

k
> ai(k,L)bj(i,A) = a;(k,A),Y0 < j < k,Vk > 2.

i=j
En particulier, on obtient

k

> or®" = —Grk, L) + Y bj(k, A)G,(j, L), Vk € N.
teA/L\{0} 3=0

9.3 Isogénies entre certaines courbes singulieres réelles

Nous allons expliciter les isogénies entre les courbes singulieres

E,(R R P N*
(R):y*==x 37 27,716
et la courbe

Ei(R): 2—1:3—11:——2

! v = 3 27

Pour cela, considérons A = ZT—FZ%, et L = Z71+7Z ou n est un entier naturel > 2. En effectuant
Im 7 — o0, on déduit du paragraphe 9.2 le polynéme

h(X) :E(X W)
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qui vaut
n

M) = 5oy (X" it e 1>’“)

0
ou encore
1 n—1 n o '
W) = =35 > [ o rciess | x.
j=0 \k=j

Ce polynoéme permet d’obtenir 'expression de 'isogénie ¢ de degré n et de noyau %Z/ Z entre
les courbes singulieres F1(R) et E,(R). Plus précisément, on a
1

1)
3

10 Appendice 2 : Une nouvelle démonstration des lois de réciprocité
quadratique de Gauss des corps quadratiques imaginaires

Dans cet appendice nous utilisons les formes de Jacobi de niveau 2 pour démontrer la loi de
réciprocité quadratique pour un corps quadratique imaginaire K.

Commencons par préciser la notion de niveau.

Pour tout réseau complexe L , si (wy,we) désigne une base de L sur Z telle que Im(w; /we) >
0, on pose 7 = wy/wg € H. Soient N un entier naturel > 2 et ¢ le parametre d’un point de C/L
d’ordre N . Pour fixer les idées, on prend ¢ = %wl + %wg, 0 < k,l < N — 1. Nous associons a
la paire (L, ¢) la fonction

’CL(Z + (,O)

fon(7) s 7€ C\L = Di(z:0) = e(BL(z 9)/D g o5

La fonction f(,;)(.,7) est méromorphe sur C, ne dépend que de ¢ modulo L et vérifie

oz + 0.7) = elBulp ) s o 7) = eap (~2im Y ),

pour tout élément p = aw; + bws de L.

On sait que pour tout A = <CCL b> € SLy(Z), on a

d
z ®
D _ = d)D,(z; ).
S <CT+d’CT+d> (e7 +d)Dr(23 ¢)
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Par conséquent,

z at +b
Sk (M; M) = (et +d) fpalz; 7).

Donc, f(;,) est modulaire pour I'(V) de poids 1 et d’indice 0. Cela vient du fait que, pour tout

A:(z Z)EF(N)ona:

a b\ _
(k,1) (C d) = (k,l) (mod N).
On dit alors que la forme modulaire f(;;y ou Dy (2;¢) est de niveau N.

10.1 Forme de Jacobi de “niveau 2” et symbole quadratique de Legendre

Dans ce paragraphe, on fixe un réseau complexe L et une base (w;,wy) de L sur Z telle que
Im(wl/wQ) > 0.

Théoréme 10.1.1 Il existe une unique fonction fr(z; %5, %), ayant les propriétés suivantes :
1) z — fr(z; %, %) est impaire et périodique de périodes L.
2) 2z — fr(z; %, %2) est de diviseur (0) + (“1542) — (%) — ().

2 2
3) (Normalisation)

Plus important, cette fonction satisfait les propriétés suivantes
4) fL(Z7 % +p, % + p/) = e(EL(pI7 %))fl/(z7 %7 %)7Vp7 p/ € L.
5) fL(Z; %7 %) = ZfL(Za %a %)
6) fr(z; 5, 5)-fo(z + 559 F
7) fL(Z; %a %)fL(Z + %7 %7 %
8) fL( Az A5 AZE) = falz B, 52), o A = AILvA € CF (N, 2) =1,
9) (Formule produit)

~— —
I
|
—

Pour tout A réseau complexe contenant L tel que [A : L] est impair.
En fait cette fonction est donnée par

Fp(z L W2y Dp(z;*"5"*)Dr("%: ')
T2 2 Dy (z; %) Dr(2; %)

Preuve :

Si une telle fonction existe, les propriétés 1), 2) et 3) assurent qu’elle est unique. Comme la
fonction z — Dy (z; ) vérifie

Dir(z+ p;p) = e(EL(p,¢))Dr(2;9), Dr(2;9 4 p) = Dr(2;9),Vp € L,
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+
Dr(z; 21 w2)D (7271”71)
w:
z;

on a alors z —
D (253 ) D (2,52)

qui satisfait justement 1) , 2) et 3). D’ou l'existence et
I'unicité.
Les autres propriétés 4), 5), 6), 7) et 8), découlent de celles de la fonction z — Dr(z;¢).
Montrons le 9).— Etant donné la formule produit

Da(z9) = K(g; L,A) [] Drlz+t@)e(—EL(t,9))

teA/L

satisfaite par Dr(z; @, on obtient

wy wa (52, L, A) Da (%3 w1 w2

f/\(z;ivi): w W wa . W I fL(Z_Ft;iai)

27 27 K(9 L AK(%; L A) Dy (4 )] telgL 272

Or, en utilisant le fait que KC(z; L, A) = K@M o (z;0) = e(EL(z, )/Q)M on
’ ' q Ed) —  Kal?) L v) = L 1 KrL(z)Kr(p)’
obtient assez facilement que
,C(un;wg.L A) DA(w7 71) .
K% L VKCF L, A) Dy 5

Ce qui termine la preuve du théorem 10.1.1.
Définissons, maintenant, le symbole quadratique de Legendre associé au réseau L. Grace au
lemme de Gauss généralisé, on a

Définition 10.1.2 Pour o, € L, avec (a,2) = (,2) =1, on définit le symbole quadratique

(5)2 par .
(5)2 - H el o),

0'65'5

ot ao = (o, 0)y(0) avec e(a, o) € {—1,1}, v(0) € Sp et {Sz, —Ss} est un systéme complet de
représentants de L/BL\{0}.

Formulons, d’une autre maniere le symbole (%) . Comme la fonction z — f7(2; 5+, 52) est
2

f ao; %t at2)
() H L a22,a%”22)

frolao; ot a®2)
() H Laa;,a;)

En utilisant la formule produit safisfaite par fL, Théoreme 10.1.1, on obtient que

impaire, alors

ou encore

(%)2: g{fj(LO(,o;zj:%; I 7 w1 wz)fL( USI,U;)}
o€Ss

teSa

Ce qui permet de démontrer ’égalité suivante :
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w2

- N(a)—1 N(B)—1 ;w*,* f 5 ?ﬁm)
5L, v T e s T s

& teS

Ainsi, pour obtenir une loi de réciprocité quadratique il suffit d’évaluer la quantité

e e e
w w w
oE€Sg fLUa?’ 2 teS t’ 21’72)

Cette quantité vérifie la propriété suivante :

Proposition 10.1.3 Soient «, 3, aq, o € L tels que (a,2) = (5,2) =1 et « = o9 (mod 2L),
B=p0y (mod2L). On a alors I’égalité

o) 5 5%)
I 5ot o 11 ) -

UESﬁ tES

(_1)%EL (ﬁ-ﬁoﬁo%)-ﬁ-%bl (a—ao,009)

XH ;%7%) Hthﬂog,ﬂo %)
fL 71’ % tES (ta ’Uél’%)

0€Sa

Preuve : C’est une conséquence immédiate des propriétés 1) et 4) données dans le théoréeme

10.1.1 satisfaites par la fonction z — fr(z; 5, ).

En conclusion, a ’aide des propriétés simples de la forme de Jacobi fr de niveau 2, on obtient
le résultat suivant : Pour tout «, 5, o, Bp € L tels que (a,2) = (8,2) =let a =ap (mod 2L),
B=p0 (mod?2L), ona

(), () = ()™= M A o)+ -0 )
2\

2

B

XH ;%7%) Hthﬁog,ﬁo %)
fL 71’ % tGS (ta ’Uél,%)

0€Ss
L’objectif du paragraphe suivant est le calcul explicite du produit
. w1 w2

H UaTa? H fL t 50 ﬁo )
fL g; Oé()w:l Oé()w2 t w1 wz) ’

o€Sp tESa

Pour tout couple «yg, Gy d’unités de L modulo 2L.

Remarque 10.1.4 Le calcul fait dans le paragraphe suivant ne concerne que les réseaux L qui
sont des anneaux d’entiers de corps quadratiques imaginaires.
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10.2 Enoncé et preuve de la loi de réciprocité quadratique dans un corps
quadratique imaginaire

Les notations sont celles du paragraphe 3.
Soient K = Q(\/&), d < 0 entier relatif sans facteur carré. On note par Og = Zwi + Zwo
lanneau des entiers de K, avec Im(w; /we) > 0. Comme prédemment, paragraphe 3 on choisit

Vd sid=3 (mod 4)
wy=1l,w; =< 1++vd sid=2 (mod4).
# sid=1 (mod 4)

On sait que
OK/QOK = {0,0)1,&)2,&)1 + wg}.
On sait aussi que les unités de Ox modulo 20k sont données par
{1} sid=1 (mod 8)

(OK/20K>*: {1,w1} sid=2ou3 (mod4)
{l,w1,1+w;} sid=5 (mod )

Dans toute la suite du paragraphe, pour «, 3, ap, 5y € Ok tels que (a,2) = (5,2) =1 et a = ay
(mod 20k), B =0y (mod 20k), ag, Py unités de Ox modulo 20k, on pose

H fOK ;uélv% H fOK 1 BO%)
730°3; a0y fOK(t o ?)

o€S3 fOK teSy 72002

et ’on note
a=a+bw, p=d+bw aveca,b,d,b €Z.

Rappelons, maintenant, la loi de réciprocité quadratique pour les corps quadratiques imaginaires,
que nous souhaitons démontrer.

Théoreme 10.2.1 ( Loi de réciprocité quadratique dans Q(v/d), d < 0) Soient o, 3 € O,
(o,2) = (B,2) =1. On a alors

-1 N(a)=1 N(B)—1_ N(a)—1 _ w1}, N(B)-1 _ @i
— — — (— 2 K K
<a) (ﬁ) ( 1) s—+—5—Fo (5 Bo:B05 )+ s— Eo (04 00,000 )
2

Pour la démonstration de ce théoreme nous avons besoin des lemmes suivants
Lemme 10.2.2 Pour d < 0 entier relatif sans facteur carré et d =5 (mod 8).

1 stag =1

fO o Wi ﬂ) ICOK( )’COK( MTM)

(4) 11 G 2020 = zcoK(“’1+“’2>fc « (B%2)
ses, Jox (01005 a0) Ko (21)Ko, (B4522)

Koy (522)Ko . (B%L)

Sty = Wi

stag =14+ w;
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.. ,COK( M) _
" Ko(a®if) ~

B Wi\, gy Me—ao) Koy (o)
(« Ozo)2>( ) d 4’COK(C¥OUJ1+W2)

/N

XOx

avec {i,j} ={1,2} et ot a =y (mod 20k) et ap € {1,w1,1+ w1}
d

(iti) Kow (%) = (—1)F e(52)Kog (2522), Koy (UF2) = iKoy (42), Koy (W522) — _e(dh3) K0, ().

DOK (Z; “’1;“’2 )DO 11)2 le )
W
DOK(Z;TI)DOK( ) 22) ’

Preuve : Lorsque ag = 11e (i) dulemme 10.2.2 est clair. Comme fo, (2; 5+, ‘%) =

alors pour ap = wi, on a

1 fox(a:%3 %) _ I (DOK( 'wl‘z””"’))?_(Kok(“”";”)y(ﬂ)—l.

fOKO'CY()2,Oé()2) DOK( .'w1) ICOK(%)

UES O'ESB

Gréce a la propriété xi) précisée dans le paragraphe 2.5 des formes de Jacobi Do, (z,¢), on

obtient
11

c€B~10Kk /O \{0}

Doy (B55:0)  K(%: Ok 6-10k)
Do, (*¢50)  K(“$*2;0k,6710k)

et de I'égalité
Kg-10,(2) = 87 Koy (2)

on déduit alors le (i) pour ay = wy. Le reste du (i) s’obtient par les mémes techniques de calcul.

Le (ii) et (iii) du lemme 10.2.2 se déduisent du fait que

R 1 sipe20
Kox(z + 1) = Xon (0)e(Box () /DKo (). ot xolo) ={ ) 50E 8 o0

Lemme 10.2.3 Pour d < 0 entier relatif sans facteur carré. on a
1)| c(a,3) =1 |sid#5 (mod 8)
2) Sinon, pour d=5 (mod 8), on a :

1 sia=0F=1 (mod 20k)
—w Bewr N(a—wy)+N(B-wq) .
Xox (252 w1) X0 (F52wi ) (—1) 1 sia=pf=w (mod 20k)
- B N(a—(4w ) +N@B=(tw)
(. 8) xor (5w x0, (A0 ) (1) : sia=F=1+w (mod20x)
c(a, ) = N(a-1) .
Yo (%5twr)(—1) (4 ) sia=1,=w; (mod 20k)
N(a—1
Xor (%5 w2)(-1) " 7 a=1,=14+w (mod 20k)
N(a—w1)+N(B—-(1+wq))
| X0 (852 w2) X0, (B20E) ) (—1) T ; a=w,B=1+w (mod20k)
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*
Démonstration : Le cas on d = 1 (mod 8). Puisque <OK/20K> = {1} alors ap = [y = 1.
Dans ce cas, le (1) découle de la définition de c(a, 3).

Pourd=2o0u3 (mod4),ona (OK/2OK) = {1,w1 }. Gréace aux propriétés de la fonction
Jox (2%, %), il est assez facile de vérifier que que I'on a aussi : ¢(a, 3) = 1.

Nous nous propososns de détailler le cas o d = 5 (mod 8). Pour cela nous allons nous
servir du lemme 10.2.2.

-Sia=p=1 (mod 20k), on a alors ag = By = 1, le lemme 10.2.2 permet de conclure.

-Sia=p=w; (mod 20k), on a alors ag = By = wy. D’apres le lemme 10.2.2 on obtient

,COK(ﬁ%) ICOK(Q%)
Kok (B%) Koy (a$2)

C(Ck, ﬁ) -

Pour conclure, on utilise la propriété de translation satisfaite par o, avec p = %52, puis
p= 5—250‘

Grace au lemme 10.2.2, les autres sous-cas restants se déduisent de la méme maniere que
ci-dessus.
Le théoreme principal de ce paragraphe nous dit en fait que, dans tous les cas

cla,B) = 1.

Démonstration du théoréme principal.— Grace aux lemmes 10.2.2 (i) et 10.2.3 pour démontrer
notre résultat il suffit de montrer que

C(Oé,ﬁ) = 1’va7ﬂ € OK,(OZ,2) = (/6’2) =1

Pour se faire il suffit d’appliquer la partie (ii) du lemme 10.2.2.

Corollaire 10.2.4 Pourd=1 (mod 8) et (®,2) = (5,2) =1. On a alors

N
|2
N——
[\
/N
|
N———
L
I
D
[a—
~—
[N
N
+
N
Q
S
—
+
NS
Q
m‘\
—

Preuve : Elle découle du fait que

N(a)—1
2

~1 *
(mod 2) et Eg, (o — Oz(),oz()%)z g 5 Q0= 1 car (OK/20K> = {1}.

| o

Corollaire 10.2.5 Pourd=3 (mod4) et («,2) = (5,2) =1. On a alors
a\ (By\L
(5).), =1

Preuve : 11 suffit d’utiliser que % =0 (mod 2)

40



Corollaire 10.2.6 Pourd=2 (mod4) et (o,2)=(5,2) =1. On a alors

1 » sia=0F=1 (mod 20k)
(g)2<§)21: (—1):;/ sta=1 (mod20k) et f=w; (mod 20k)
(—1) ° sia=f=w (mod20k)

Preuve : On utilise que

N(a)—1 {O sia=1 (mod 20k) (mod 2)

1 sia=w; (mod 20k)
et

w1 { el sia=1 (mod20k) mod 2)

E _ =
ok (o — ap, ag le sia=w; (mod 20k) (

Corollaire 10.2.7 Pour d =5 (mod 8) et (o,2) = (3,2) =1. On a alors

( (_1)%.%’+§.a;1+%’.%1 ia=p=1 (mod 20k)
(—1)<g+%5>~<%’+%+<f+di>~<i HEIHETED G oz gzw (mod 20)
(a) (é)_l = (—1>(%”/ HEE (PR B ) (PR B 14wy (mod 20k)
B/2\a/2 (_1)%'(%+%)+%(7+u)+(i+%)'%l sia=1,=w; (mod 20k)
(_1)%'(al§b,+dfﬁ)+%'%+(a S dgs).egt sia=1,=14w; (mod 20k)
(_1)(%“%%5 (S L) (54450 ot (S 42 (44851 sia=wy,f=1+w; (mod 20k)

Preuve : Elle se déduit de

b Lo
2 =1 (mod 20k)
Nla) — 1 2 si a
(a2) =q 5+ % sia=w; (mod 20k) (mod 2)
“T‘H’—i—% sia=14w; (mod 20k)
et
" azl sia=1 (mod 20k)
Eo, (a — ay, 04031)5 S+ I’_Tl sia=w; (mod 20k) (mod 2)
b;—l sia=14w; (mod 20k)
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