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1 Introduction

Les formes de Jacobi fournissent des outils importants dans de nombreuses branches des
mathématiques. Elles constituent un croisement entre fonctions elliptiques et formes modulaires
et à ce titre, formes modulaires usuelles et fonctions elliptiques en sont des exemples. Elles
apparaissent naturellement dans le développement de Fourier des formes modulaires de Siegel et
de toute sorte de formes automorphes. Elles sont liées à des questions importantes de théorie des
nombres : Valeurs spéciales de fonctions L, étude de la fonction Zêta de Riemann, sommes de
Dedekind, lois de réciprocité, périodes de formes modulaires. La théorie classique des formes de
Jacobi holomorphes, d’une variable, comme fonctions à valeurs complexes de H× C, a été
développée par Eichler et Zagier dans [27]. Bien qu’il n’existe pas à notre connaissance de théorie
générale, analogue à [27], en dimension supérieure, de nombreux auteurs se sont intéressés aux
formes de Jacobi de plusieurs variables. On peut citer notamment Yamazaki, Ziegler et Klingen
d’une part [61], [64], [40, 41] et Gritsenko et Krieg, [30], [42], d’autre part. Dans un article
consacré au polynôme de périodes des formes paraboliques, [63], Zagier introduit une forme de
Jacobi méromorphe de deux variables qui joue un rôle crucial dans son travail. Il s’agit de la
fonction de trois variables τ ∈ H, u, v ∈ C définie pour Re(u) < 2πIm(τ) et −Re(v) < 2πIm(τ)
par

Fτ (u, v) =
∑
n>0

η−n

q−nξ − 1
−
∑
m>0

ξm

q−m − η
, (q = e2iπτ , ξ = eu, η = ev) .

Cette fonction possède de nombreuses propriétés intéressantes et notamment un prolongement
méromorphe pour toute valeur u et v. C’est cette fonction, ”convenablement modifiée”, qui est
au coeur des travaux que nous présentons. Plus précisemment, considérons un réseau complexe
L de base {ω1, ω2}, ω1/ω2 ∈ H, nous définissons la fonction de deux variables

DL(z;ϕ) =
2iπ
ω2

exp
(
− uRe(v)

2πIm(τ)

)
Fτ (u, v)

où τ = ω1
ω2
, u = 2iπ

ω2
z et v = 2iπ

ω2
ϕ. Si la fonction DL n’est plus analytique ni en v, ni en τ ,

par contre elle ne dépend pas du choix de la base orientée {ω1, ω2} de L, ce qui justifie notre
notation, et possède un grand nombre de propriétés remarquables qui seront présentées dans
le paragraphe 2. Parmi ces propriétés deux d’entre elles vont jouer un rôle particulier et seront
alternativement utilisées dans les articles joints. Il s’agit de relations de distribution additive et
multiplicative, simples, de nature arithmétique, satisfaites par ces fonctions. De manière plus
précise si Λ est un réseau de C tel que L ⊂ Λ et [Λ : L] = l on a la relation de distribution
additive suivante : ∑

t

DL(lz;ϕ+ t) = DΛ(z;ϕ) ,

où t parcourt un système complet des représentants dans C de Λ/L. En outre sous les mêmes
hypothèses on obtient la relation de distribution multiplicative :

K(ϕ;L,Λ)
∏
t

DL(z + t;ϕ)e(−EL(t, ϕ)) = DΛ(z;ϕ) ,
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où EL désigne une R-forme bilinéaire alternée définie sur C × C, à valeurs entières sur L × L,
précisée en 2.2, K(z;L,Λ) est un quotient de fonctions de Klein associées aux réseaux L et Λ ,
2.4, et enfin où pour tout x de C on pose e(x) = e2iπx.

Une partie importante de notre travail a été consacrée à la découverte des multiples propriétés
”cachées” satisfaites par les formes DL. Ces propriétés et certaines de leurs conséquences
arithmétiques font l’objet de [7], [14], [16], [17] et [18]. Elles sont rassemblées dans le paragraphe
2 de ce rapport. Dans les paragraphes suivants nous présentons les contributions qu’elles nous
ont permis d’apporter aux questions suivantes :

i) Lois de réciprocité quadratiques pour les corps quadratiques imaginaires, [8], (paragraphe 3)
ii) Constructions d’élements de Stickelberger quadratiques et annulation de groupes de

classes, [6], [9], [11], ( paragraphe 4).
iii) Structure galoisienne des anneaux d’entiers de corps de nombres et construction de bases

d’entiers, [10], ( paragraphe 5).
iv) Relation de distribution pour la fonction Zêta de Weierstrass, [16], ( paragraphe 5).
v) Relation de distribution pour la fonctions de Siegel, [16], ( paragraphe 7).
vi) Construction des sommes multiples de Dedekind et Zagier elliptiques, [13], [14], (para-

graphe 8).
vii) Construction de sommes multiples d’Apostol elliptiques, [14], (paragraphe 8).
viii) Isogénies entre courbes elliptiques, [14], ( paragraphe 9).
On sait que la démonstration du théorème de Stickelberger et l’obtention de nombreux

résultats sur la structure galoisienne des anneaux d’entiers de corps de nombres reposent de
manière essentielle sur la factorisation en produit d’idéaux premiers des sommes de Gauss. Nous
avons construit à l’aide des fonctions DL certaines résolvantes de Lagrange que nous considérons
comme des ”sommes de Gauss elliptiques”. C’est essentiellement la relation de distribution
additive qui nous permet de déterminer leur factorisation en produit d’idéaux premiers et qui
constitue ainsi le point important de ii) et iii). Par ailleurs c’est en utilisant la relation de
distribution multiplicative qui nous obtenons, Corollaire 6.2.2, une amélioration de résultats de
Coates, Kubert et Robert, résultats utilisés par Coates et Wiles dans leur travail sur la conjecture
de Birch et Swinnerton-Dyer, [24], [25], par de Shalit, [55], en théorie d’Iwasawa, par Gillard et
Robert, [29], dans leur étude du groupe des unités d’extensions abéliennes de corps quadratiques
imaginaires. Cette même relation nous permet dans le théorème 7.2.1 de compléter une formule
de F. Jarvis et J. Wildeshaus, [38], [39], et [60] en précisant la racine de l’unité qui apparait dans
cette formule. Cette formule de distribution est utilisée par ces auteurs dans leur analyse d’un
analogue elliptique de la conjecture polylogarithmique de Zagier, [38], [39], [59] et [60]. Enfin
c’est en utilisant le théorème du Liouville du résidu et le développement de Laurent des formes
DL(z, ϕ) au voisinage de z = 0 que nous donnons une version elliptique des sommes d’Apostol,
Dedekind et Zagier.

Ce rapport se termine par deux appendices, paragraphes 9 et 10. Dans le premier nous
donnons une formule de distribution additive pour la fonction Zêta de Weierstrass d’où nous
déduisons un corollaire 9.2.5 qui généralise un théorème de Schoof, [53]. Ce résultat est un travail
soumis pour publication. Dans le second nous donnons une nouvelle démonstration de la loi de
réciprocité quadratique pour les corps quadratiques imaginaires qui utilise les formes DL(z, ϕ).
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2 Etude des formes de Jacobi : DL(z; ϕ)

2.1 Généralités sur les formes de Jacobi

La théorie des formes de Jacobi holomorphes, de poids pair et d’indice fini, à une variable
est étudiée en détail dans le livre [27]. Par contre il est difficile de trouver une théorie complète
sur les formes de Jacobi méromorphes dans la littérature. Neanmoins on peut y trouver l’étude
de certaines de ces formes. Dans [36] on étudie certaines formes de Jacobi méromorphes à une
variable. En effet, suivant [36] p.128, une forme de Jacobi méromorphe Φ sur H× C est définie
comme suit : pour τ ∈ H, z → Φ(τ, z) est méromorphe, périodique de périodes 2πi (Zτ + Z), de
poids k entier et d’indice 0 c’est-à-dire :

Φ
(
aτ + b

cτ + d
,

z

cτ + d

)
= (cτ + d)kΦ (τ, z) ,∀

(
a b
c d

)
∈ Γ,

où Γ est un sous-groupe d’indice fini de SL2(Z).

La fonction ℘(τ, z) de Weierstrass en est un exemple de poids 2 et d’indice 0 pour Γ = SL2(Z).

Dans ce travail nous considérons des formes de Jacobi à deux variables, méromophes par
rapport à la première variable et non nécessairement analytique par rapport à la seconde variable.
Nous définissons de telles formes Φ de Jacobi sur H×C2 comme suit, τ ∈ H, (z, ϕ) → Φ(τ, z, ϕ)
est méromorphe par rapport à la variable z et vérifie les conditions suivantes :

pour tout ρ ∈ Zτ + Z
1) Φ(τ,z+ρ,ϕ)

Φ(τ,z,ϕ) est indépendante de z

2) Φ(τ,z,ϕ+ρ)
Φ(τ,z,ϕ) est indépendante de ϕ

3) Φ
(
aτ+b
cτ+d ,

z
cτ+d ,

ϕ
cτ+d

)
= (cτ + d)ke(mzϕcτ+d)Φ (τ, z, ϕ) ,∀

(
a b
c d

)
∈ Γ, le sous-groupe Γ est

d’indice fini dans SL2(Z), ( de poids k et d’indice m).
Exemple :

Φ(τ, z, ϕ) =
θ′(0)θ(z + ϕ)
θ(z)θ(ϕ)

où θ est le produit triple de Jacobi

θ(z) = q1/8τ (ez/2 − e−z/2)
∞∏
n=1

(1− qnτ )(1− qnτ e
z)(1− qnτ e

−z)

est une forme de Jacobi méromorphe par rapport aux deux variables z et ϕ et vérifiant

Φ(τ, z + nτ + s, ϕ+mτ + r) = q−mnτ e−mz−nϕΦ(τ, z, ϕ),∀m,n, r, s ∈ Z.

Φ
(
aτ + b

cτ + d
,

z

cτ + d
,

ϕ

cτ + d

)
= (cτ + d)e

(
zϕ

cτ + d

)
Φ (τ, z, ϕ) ,∀

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z),

de poids 1 et d’indice 1. Cette forme est étudiée en détail dans [63] elle est utilisée pour la théorie
des périodes des formes modulaires.
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Dans ce mémoire, nous étudions d’autres formes de Jacobi, notées DL(z;ϕ) et nous en
donnons des applications arithmétiques.

Avant de parler des formes de Jacobi DL(z;ϕ), précisons quelques définitions et notations.

2.2 Forme EL

Soit H le demi-plan supérieur de Poincaré. Pour tout réseau complexe L, si (w1, w2) désigne
une base de L sur Z telle que Im(w1/w2) > 0, on pose τ = w1/w2 ∈ H et on définit l’aire de L
par

a(L) =
1
2i

∣∣∣∣w1 w1

w2 w2

∣∣∣∣ = w1w2 − w2w1

2i
= |w2|2 Im(τ);

le nombre a(L) est un nombre réel > 0, indépendant du choix de la base (w1, w2) de L telle que
Im(w1/w2) > 0. Il vérifie a(λL) = |λ|2a(L) ; pour tout λ ∈ C∗.

On définit alors la forme hermitienne HL(u, v) = ūv
a(L) , où (u, v) ∈ C × C , et l’on pose

EL = ImHL, de sorte que EL(u, v) = 1
2i
ūv−v̄u
a(L) , pour tout (u, v) ∈ C× C .

Notons que EL :
- vérifie EλL(λz, λϕ) = EL(z, ϕ); pour tout λ ∈ C∗;
- est une forme R-bilinéaire alternée ;
- ses valeurs sur L× L sont entières ;
- vaut −1 sur toutes les bases (w1, w2) de L sur Z telles que Im(w1/w2) > 0. D’une façon

plus précise : Pour z, ϕ ∈ C, z = aω2 + bω1, ϕ = cω2 + dω1 avec a, b, c, d ∈ R, on a

EL(z, ϕ) =
Im (z̄ϕ)
a(L)

= ad− bc.

2.3 Fonction êta de Legendre

La fonction êta de Legendre est définie comme suit. Pour z ∈ C, z = a1ω1 + a2ω2 avec
a1, a2 ∈ R, on définit

η(z, L) = a1η(ω1, L) + a2η(ω2, L)

où η(ω1, L) et η(ω2, L) désignent les périodes de “deuxième espèce” associées aux périodes de
“première espèce” ω1 et ω2, c’est-à-dire, η(ωi, L) (i = 1, 2) est le seul nombre complexe qui
satisfait l’égalité

ζ(z + ωi, L) = ζ(z, L) + η(ωi, L)

(i = 1, 2) pour tout z ∈ C \L, où ζ désigne la fonction zêta de Weierstrass ([45],chapitre 18).
Pour donner une jolie expression à la fonction êta de Legendre, nous allons rappeler quelques
notions classiques sur les séries. La fonction donnée par la série∑

ω∈L \ {0}

1
ω2|ω|2s
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est holomorphe en s = 0, donc en particulier on peut définir

s2(L) = lim
s→0

∑
ω∈L \ {0}

1
ω2|ω|2s

.

On peut alors montrer le résultat suivant ([44], Theorem 1.2, p. 226) :

η(z, L) = s2(L)z +
π

a(L)
z̄.

Cette nouvelle formulation de la fonction êta peut être vue comme une généralisation de la
relation de Legendre ([45], p. 241) :

ω1η(ω2, L)− ω2η(ω1, L) = 2πi.

Remarque 2.3.1 Dans l’appendice 2, nous prouvons une loi de distribution additive satisfaite
par la fonction zêta de Weierstrass .

2.4 Fonctions de Klein

Nos références pour ce paragraphe sont [43] et [44].
Dans la littérature, la fonction de Klein KL(z) , z ∈ C, est définie par le produit infini

(1.1.1) KL(z) = ze−
1
2
zz∗

∏
`∈L, 6̀=0

(
1− z

`

)
e

z
`
+ 1

2
( z

`
)2

où, écrivant z = a1ω1 + a2ω2 avec a1, a2 ∈ R, on note z∗ = a1η1 + a2η2 pour η1 = η1(ω1, L) et
η2 = η(ω2, L) les périodes de “deuxième espèce” associées aux périodes de “première espèce” ω1

et ω2. Il faut noter que cette définition a un sens, car l’application z 7→ zz∗ (et donc, d’après
(1.1.1), aussi la fonction z 7→ KL(z)) ne dépend pas du choix de la base (w1, w2) de L telle que
Im(w1/w2) > 0. En utilisant la fonction êta de Legendre on peut exprimer la fonction KL(z) de
la manière suivante :

KL(z) = ze−
1
2
zη(z,L)

∏
`∈L, 6̀=0

(
1− z

`

)
e

z
`
+ 1

2
( z

`
)2

et comme s2(L), a(L) et la norme |z|2 ne dépendent pas du choix de la base (w1, w2) de L telle
que Im(w1/w2) > 0, on a la même propriété pour la fonction KL(z).

La fonction KL vérifie les propriétés suivantes :
a)( Translation) Pour tout ρ ∈ L, on a

KL(z + ρ) = χL(ρ)e(EL (ρ, z) /2)KL(z),

où l’on a posé χL(ρ) =
{

1 si ρ ∈ 2L
−1 si ρ ∈ L \ 2L.

8



Et en fait, pour tous ρ et σ éléments de L, on a

χL(ρ+ σ) = χL(ρ)χL(σ)e(EL(ρ, σ)/2).

b) Elle est homogène de degré 1, c’est-à-dire, pour tout λ ∈ C∗ et tout z ∈ C, on a

KλL(λz) = λKL(z).

2.5 Formes DL(z; ϕ) de Jacobi et propriétés arithmétiques

Nos principales références pour ce paragraphe sont [7],[14],[16],[17] et [18].
Introduisons la fonction

DL(z;ϕ) = e(EL(z, ϕ)/2)
KL(z + ϕ)
KL(z)KL(ϕ)

.

où L est un réseau complexe de base (w1, w2) telle que Im(w1/w2) > 0 et z, ϕ appartiennent à
C \L. On note, dans toute la suite, τ = w1

w2
.

La fonctionDL est méromorphe par rapport à la première variable, mais elle perd son analyti-
cité vis-à-vis de la seconde variable ; par contre elle vérifie plusieurs propriétés fondamentales
de nature arithmétique et topologique. Nous en avons découvert un certain nombre.

Théorème 2.5.1 La fonction DL satisfait les propriétés suivantes

i) Elle ne dépend pas de la base (w1, w2) choisie, telle que Im(w1/w2) > 0, du réseau L.

ii) Elle ne dépend que de ϕ modulo L.

iii) On a DL(z + ρ;ϕ) = e(EL(ρ, ϕ))DL(z;ϕ) lorsque ρ ∈ L.

iv) Elle vérifie l’équation fonctionnelle DL(z;ϕ)e(−EL(z, ϕ)) = DL(ϕ; z).

v) Elle est homogène de degré −1, c’est-à-dire DλL(λz;λϕ) = λ−1DL(z;ϕ) pour tout λ ∈ C∗.

vi) Soit D =
r∑
i=1

ni(ai) un diviseur principal modulo L, c’est-à-dire, tel que
r∑
i=1

ni = 0 et

r∑
i=1

niai ∈ L . Alors toute fonction elliptique, admettant pour périodes le réseau L et pour

diviseur le diviseur D, est égale, à une constante multiplicative non nulle près, à la fonction
gD(z;L) définie par

gD(z;L) =
∏
ai 6∈L

DL(z;−ai)ni .

En outre la fonction gD(z;L) ne dépend que du diviseur D modulo le réseau L, c’est-à-
dire, si D′

est un autre diviseur vérifiant la condition D ≡ D′
( mod L), alors les fonctions

gD(z, L) et gD′ (z, L) cöıncident.

vii) Pour tous z et ϕ appartenant à C \L , on a

℘L(z)− ℘L(ϕ) = DL(z, ϕ)DL(z,−ϕ).
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viii) Pour tout z ∈ C \L on a

℘′L(z) = −2
∏

t̄∈ 1
2
L/L\{0̄}

DL(z; t).

ix) Pour L = Zω1 + Zω2 et τ = w1
w2
. On pose Dτ (z;ϕ) = DZτ+Z(z;ϕ). La forme Dτ (z;ϕ) est

modulaire de poids 1 et d’indice 0, c’est-à-dire :

Daτ+b
cτ+d

(
z

cτ + d
;

ϕ

cτ + d

)
= (cτ + d)Dτ (z;ϕ),∀

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z).

De plus, on a DL(z;ϕ) = 1
ω2
Dτ

(
z
ω2

; ϕ
ω2

)
.

x) Elle satisfait une relation de distribution additive lorsque l’on change de réseau. De
façon plus précise, soient L et Λ deux réseaux complexes tels que L ⊂ Λ et [Λ : L] = l.
Alors on a ∑

t̄∈Λ/L

DL(lϕ; z + t) = DΛ(ϕ; z)

Ou encore d’une manière équivalente, grâce à l’équation fonctionelle, on a∑
t̄∈Λ/L

DL(z + t; lϕ)e(−EL(t, lϕ)) = DΛ(z;ϕ).

Lorsque ϕ est un point de torsion du tore C/L, l’énoncé de l’égalité ci-dessus est plus
simple, mais équivalent, à la formule de Weber classique (3.19)§ 3 p.292 [52] dont on peut
trouver une démonstration dans [52].

xi) Pour deux réseaux complexes L et Λ tels que L ⊂ Λ et pour tout z ∈ C \Λ, on définit la
fonction K(z;L,Λ) par

K(z;L,Λ) =
KL(z)[Λ:L]

KΛ(z)
.

on a

(1)
∏

t̄∈Λ/L\{0̄}

DL(z; t)−1 = K(z;L,Λ)

ou encore

(2)
∏

t̄∈Λ/L\{0̄}

DL(t; z)−1e (EL(t, z)) = K(z;L,Λ).

xii) Elle satisfait une relation de distribution multiplicative lorsque l’on change de réseau.
Soient L et Λ deux réseaux complexes. Alors, pour tous z et ϕ appartenant à C \Λ, on a

(1) DΛ(z;ϕ) = K(ϕ;L,Λ)
∏
t̄∈Λ/L

DL(z + t;ϕ)e(−EL(t, ϕ)).

D’une manière équivalente, on a

(2) DΛ(z;ϕ) = K(z;L,Λ)
∏
t̄∈Λ/L

DL(z;ϕ+ t).
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xiii) Elle se décompose en produit infini

DL(z, ϕ) =
2πi
w2

q

Im( ϕ
w2

)
Im τ

z
w2

×

(
q

1
2
z+ϕ
w2

− q
− 1

2
z+ϕ
w2

)
(
q

1
2
z

w2

− q
− 1

2
z

w2

)(
q

1
2
ϕ

w2

− q
− 1

2
ϕ

w2

)

∏
n>1

(1− qnτ )2
(

1− qnτ q z+ϕ
w2

)(
1− qnτ q

−1
z+ϕ
w2

)
(
1− qnτ q z

w2

)(
1− qnτ q

−1
z

w2

)(
1− qnτ q ϕ

w2

)(
1− qnτ q

−1
ϕ

w2

)
xiv) Elle possède un développement de Fourier

DL(z;ϕ) =
π

w2
q

Im( ϕ
w2

)
Im τ

z
w2

cot
(
πz

w2

)
+ cot

(
πϕ

w2

)
+ 4

∞∑
n=1

∑
d|n

sin
(

2d
πz

w2
+

2n
d

πϕ

w2

)
qnτ

 .

xv) Elle admet le développement de Laurent suivant :

Dτ (z;ϕ) =
∑
k>0

dk(ϕ)zk−1

avec

d0(ϕ) = 1,
(k − 1)!
(2πi)k

dk(ϕ) =
1
k
Bk

(
Im({ϕ}w2

)
Im τ

)
+

q{ϕ}

q{ϕ}−1

(
Im({ϕ}w2

)
Im τ

)k−1

−
∑
n>1

 q{ϕ}q
m

1− q{ϕ}qm

(
Im({ϕ}w2

)
Im τ

+m

)k−1

−
q−1
{ϕ}q

m

1− q−1
{ϕ}q

m

(
Im({ϕ}w2

)
Im τ

−m

)k−1
 ,∀k > 1

Les coefficients satisfont la relation de réccurence suivante

d2(ϕ) =
1
2
d1(ϕ)2 − 1

2
℘L(ϕ), d2n(ϕ) =

(2n− 1)
2

G2n(L)− 1
2

2n−1∑
i=1

(−1)idi(ϕ)d2n−i(ϕ),

et où
G2n(L) =

∑
ω∈L\{o}

1
|ω|2n

,∀n > 2.

xvi) Pour tout z ∈ C\Zτ + Z . On a alors,

lim
Im(τ)→∞

Dτ (z, ϕ) =


π (cot(π{ϕ}) + cot(π{z})) e−2iπ[z1]{ϕ2} si (z1, ϕ1) ∈ Z2

π (cot(π{ϕ})− i) e−2iπ[z1]{ϕ2} si ϕ1 ∈ Z, z1 6∈ Z
π (cot(π{z})− i) e2iπ{ϕ1}z2−2iπ[z1]{ϕ2} si z1 ∈ Z, ϕ1 6∈ Z
0 si z1 6∈ Z, ϕ1 6∈ Z

où l’on a posé {z} = {z1}τ + {z2} et [z] = [z1]τ + [z2], où {z1}, {z2} sont les parties
fractionnaires de z1, z2 ( resp. [z1], [z2] sont les parties entières de z1, z2) habituelles car
z1, z2 ∈ R.
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xvii) Pour tout ϕ ∈ R\Z, on a

lim
Im(τ)→∞

dj(ϕ) =


B2l
(2l)!(2πi)

2l = −2ζ(2l) Si j = 2l, l > 0
πcot(πϕ) Si j = 1
0 Sinon

xviii) Pour tout ϕ = ϕ1τ + ϕ2 ∈ C avec ϕ1 ∈ R\Z, on a : lim
Im(τ)→∞

dj(ϕ) =
Bj({ϕ1})

j!
(2πi)j , où

Bj(X) le j-ième polynôme de Bernoulli.

Application : Pour ϕ ∈ 1
2L/L\{0̄} explicitons les formes de Jacobi de “ niveau 2”

Dτ (z;
1
2
) =

1
z

+ 2
∑
k>0

(2πi)2k+2

(2k + 1)!

B2k+2

4k + 4
+
∑
m>1

m2k+1qm

1 + qm

 z2k+1

Dτ (z;
τ

2
) =

1
z

+ 2
∑
k>0

(2πi)2k+2

(2k + 1)!

B2k+2(1/2)
4k + 4

+
∑
m>1

(m+ 1/2)2k+1 q
2m+1 + qm+ 1

2

(1− qm+ 1
2 )

2

 z2k+1

Dτ (z;
τ + 1

2
) =

1
z

+ 2
∑
k>0

(2πi)2k+2

(2k + 1)!

B2k+2(1/2)
4k + 4

+
∑
m>1

(m+
1
2
)2k+1 q

2m+1 − qm+ 1
2

(1 + qm+1/2)2

 z2k+1

2.6 Formes de Jacobi p-adiques : Formules de distribution et d’inversion

Nous avons précédemment introduit la notion des formes de Jacobi complexes DL(z;ϕ) et
nous en avons donné les principales propriétés. Nous avons dans [11] et [12] montré comment
définir un analogue p-adique de ces formes. Nous avons montré que ces nouvelles fonctions
vérifiaient la plupart des propriétés des formes complexes. Nous donnons en particulier dans le
théorème 2.6.2 une formule de distribution et une formule d’inversion qui sont satisfaites lors
d’un changement de sous-groupe discret. Nous en déduisons le corollaire 2.6.3 qui est un analogue
d’une formule de Weber généralisée.

Soit K un corps local de caractéristique résiduelle p > 0 et K une clôture algébrique fixée de
K. Nous désignons par q un élément de K∗ de valuation p-adique strictement positive et nous
notons vq la valuation discrète normalisée de K.

Définition 2.6.1 On associe au sous-groupe discret qZ de K∗, la forme de Jacobi p-adique
DqZ(z;ϕ) définie formellement par

DqZ(z;ϕ) = zvq(ϕ) θqZ(zϕ)
θqZ(z)θqZ(ϕ)

; pour tous z, ϕ ∈ K∗

où θqZ(z) = (z − 1)
∏
n>1

(1− qnz)(1− qnz−1)
(1− qn)2

c’est la fonction thêta fondamentale associée au

sous-groupe discret qZ de K∗ et normalisée par θ′
qZ(1) = 1.
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La forme DqZ(z;ϕ) est un analogue p-adique à DL(z;ϕ). Nous démontrons dans [11, 12] le
théorème suivant

Théorème 2.6.2 Soient γ et α des points d’ordre l de K∗/qZ, tels que

qZαZ ∩ qZγZ = qZ .

Alors
i) (Formule de distribution) : Pour tous zl 6∈ qZ, ϕ 6∈ qZγZ, on a la relation suivante∑

t

DqZ(zl;ϕt) = DqZγZ(z;ϕ)

où t parcourt un système complet T de représentants dans K∗ de qZγZ/qZ.
ii) (Formule d’inversion) : Pour tous z 6∈ qZγZ, ϕl 6∈ qZ, on a la relation suivante∑

s

DqZγZ(z;ϕs) = lDqZ(z;ϕl)

où s parcourt un système complet de représentants dans K∗ de qZαZγZ/qZγZ.

Comme corollaire, on obtient le résultat suivant

Corollaire 2.6.3 (Formule de Weber p-adique) Pour tout point γ de K∗/qZ, d’ordre l, et tout
couple z, ϕ de K tels que zl 6∈ qZ et ϕ 6∈ qZγZ. Alors on a l’égalité :

l−1∑
i=0

zvq(γli) θqZ(zlϕγi)
θqZ(zl)θqZ(ϕγi)

=
θqZγZ(zϕ)

θqZγZ(z)θqZγZ(ϕ)

3 Lois de réciprocité quadratique de Gauss des corps quadra-
tiques imaginaires

3.1 Introduction

Nous avons dans [8] donné une nouvelle démonstration de la loi de réciprocité quadratique
pour les corps quadratiques imaginaires. Cette démonstration utilisait la fonction ℘L(z) de
Weierstrass associé au réseau L.

Nous donnons en appendice 2 une nouvelle démonstration de ces résultats. Cette nouvelle
méthode met en évidence l’intérêt des formes de Jacobi complexes dans l’étude de cette question
et notamment celui des formes DL(z, ϕ) de niveau 2. Soit d un entier négatif sans facteur carré
et soit K le corps quadratique imaginaire Q(

√
d), considéré comme plongé dans C. On désigne

par OK l’anneau des entiers de K, c’est un réseau complexe. On choisit une Z base de OK ,
{ω1, ω2} telle que Im(ω1/ω2) > 0.

D’une façon plus précise, dans toute la suite on prendra

ω2 = 1 et ω1 =


√
d si d ≡ 3 (mod 4)

1 +
√
d si d ≡ 2 (mod 4)

1+
√
d

2 si d ≡ 1 (mod 4)
.
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On sait qu’un système de représentants de OK/2OK est donné

{0, ω1, ω2, ω1 + ω2}.

On sait aussi que les unités de OK modulo 2OK sont représentées par :

S =


{1} si d ≡ 1 (mod 8)
{1, ω1} si d ≡ 2 ou 3 (mod 4)
{1, ω1, 1 + ω1} si d ≡ 5 (mod 8)

Pour α, β ∈ OK on note

α = a+ bω1, β = a′ + b′ω1 avec a, b, a′, b′ ∈ Z.

Si (α, 2) = (β, 2) = 1 il existe α0, β0 ∈ S tels que :

α ≡ α0 (mod 2OK), β ≡ β0 (mod 2OK).

3.2 Définitions

Définition 3.2.1 Pour α, β ∈ OK , avec (α, 2) = (β, 2) = (α, β) = 1, on définit le symbole qua-
dratique (αβ )2 par (α

β

)
2

=
∏
σ∈Sβ

ε(α, σ) ,

où ασ = ε(α, σ)γ(σ) avec ε(α, σ) ∈ {−1, 1}, γ(σ) ∈ Sβ et Sβ ∪ −Sβ est un système complet de
représentants de OK/βOK\{0̄}.

3.3 Résultats

Enonçons, maintenant, la loi de réciprocité quadratique pour K.

Théorème 3.3.1 Soient α, β ∈ OK tels que (α, 2) = (β, 2) = (α, β) = 1. On a

(α
β

)
2

(β
α

)−1

2
= (−1)

N(α)−1
2

·N(β)−1
2

+
N(α)−1

2
EOK

(β−β0,β0
ω1
2

)+N(β)−1
2

EOK
(α−α0,α0

ω1
2

)

Corollaire 3.3.2 Pour d ≡ 1 (mod 8) et (α, 2) = (β, 2) = (α, β) = 1. On a alors

(α
β

)
2

(β
α

)−1

2
= (−1)

b
2
· b
′
2

+ b
2
·a

′−1
2

+ b′
2
·a−1

2

Corollaire 3.3.3 Pour d ≡ 3 (mod 4) et (α, 2) = (β, 2) = (α, β) = 1. On a alors(α
β

)
2

(β
α

)−1

2
= 1
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Corollaire 3.3.4 Pour d ≡ 2 (mod 4) et (α, 2) = (β, 2) = (α, β) = 1. On a alors

(α
β

)
2

(β
α

)−1

2
=


1 si α ≡ β ≡ 1 (mod 2OK)(
−1
)a−1

2 si α ≡ 1 (mod 2OK) et β ≡ ω1 (mod 2OK)(
−1
) b+b′

2 si α ≡ β ≡ ω1 (mod 2OK)

Corollaire 3.3.5 Pour d ≡ 5 (mod 8) et (α, 2) = (β, 2) = (α, β) = 1. On a alors

(α
β

)
2

(β
α

)−1

2
=



(−1)
b
2
· b
′
2

+ b
2
·a

′−1
2

+ b′
2
·a−1

2 si α ≡ β ≡ 1 (mod 2OK)

(−1)(
a
2
+ d−5

8
)·(a′

2
+ d−5

8
)+(a

2
+ d−5

8
)·(a′

2
+ b′−1

2
)+(a′

2
+ d−5

8
)·(a

2
+ b−1

2
) si α ≡ β ≡ ω1 (mod 2OK)

(−1)(
a+b
2

+ d+3
8

)·(a′+b′
2

+ d+3
8

)+(a+b
2

+ d+3
8

)· b
′−1
2

+(a′+b′
2

+ d+3
8

)· b−1
2 si α ≡ β ≡ 1 + ω1 (mod 2OK)

(−1)
b
2
·(a′

2
+ d−5

8
)+ b

2
·(a′

2
+ b′−1

2
)+(a′

2
+ d−5

8
)·a−1

2 si α ≡ 1, β ≡ ω1 (mod 2OK)

(−1)
b
2
·(a′+b′

2
+ d+3

8
)+ b

2
· b
′−1
2

+(a′+b′
2

+ d+3
8

)·a−1
2 si α ≡ 1, β ≡ 1 + ω1 (mod 2OK)

(−1)(
a
2
+ d−5

8
)·(a′+b′

2
+ d+3

8
)+(a

2
+ d−5

8
)· b

′−1
2

+(a′+b′
2

+ d+3
8

)·(a
2
+ b−1

2
) si α ≡ ω1, β ≡ 1 + ω1 (mod 2OK)

4 Eléments de Stickelberger quadratiques

4.1 Introduction

Le célèbre théorème de Stickelberger fournit des annulateurs du groupe des classes d’idéaux
des corps cyclotomiques. La démonstration de ce théorème repose de manière essentielle sur la
factorisation en produit d’idéaux premiers des sommes de Gauss, [19], [57].

Pour étudier le cas relatif, lorsqu’on remplace Q par un corps de nombres F , M.J. Taylor
et Ph. Cassou-Noguès ont étudié dans [21] la factorisation en idéaux premiers de certaines
résolvantes de Lagrange introduites par Abel et Jacobi. Ces résolvantes sont associées à une
courbe elliptique munie d’un point d’ordre premier rationnel sur F . Elles jouent dans ce cas
le rôle joué par les sommes de Gauss dans le cas cyclotomique. De telles résolvantes ont été
étudiées par S.P. Chan, R. Schertz et A. Srivastav. Nous nous intéressons ici à de nouvelles
résolvantes construites à l’aide des formes de Jacobi. Elles généralisent les résolvantes introduites
précédemment. Le but de ce paragraphe est de décrire leur factorisation en produit d’idéaux
premiers.

Nous disposons de deux manières différentes pour effectuer cette factorisation. La première
est analogue à celle utilisée dans l’étude des sommes de Gauss, la deuxième se base essentielle-
ment sur la formule de distribution additive satisfaite par les formes DL(z;ϕ).

La première méthode est développée dans [6] et [9]. Dans ce qui suit nous développons la
deuxième. Nous en déduisons des éléments de Stickelberger quadratiques qui annulent certains
groupes de classes dans une situation relative. Cette seconde méthode est développée dans [11]
et [18].
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4.2 Formules de distribution et d’inversion

Précisons quelques notations et définitions. On fixe un modèle de Weierstrass

(1)
(
E,

dx

y

)
y2 = 4x3 − g2(Ω)x− g3(Ω),
gk(Ω) = dk

∑
ρ∈Ω,ρ 6=0

ρ−2k, k ∈ {2, 3},

de la courbe elliptique E, de façon à ce que le réseau Ω ⊂ C soit formé des périodes complexes
de
(
E, dxy

)
et d2 = 60, d3 = 140.

On note F = Q(g2(Ω), g3(Ω)) le corps de définition de ce modèle
(
E, dxy

)
. Pour tout auto-

morphisme σ ∈ Aut(C/F ) de C fixant F notons

ρ 7−→ ρ[σ]

l’application qui à un point ρ ∈ C/Ω fait correspondre son image dans C/Ω via l’action de σ sur
les coordonnées (℘Ω(ρ), ℘′Ω(ρ)) de son image dans le modèle de Weierstrass ci-dessus.

Définition 4.2.1 Soit p un entier > 1. On note

〈ψ〉 ⊂ E[p]

un sous-groupe cyclique d’ordre p du groupe E[p] des points de p-torsion de E, de générateur fixé
ψ. On désigne par ϕ un autre point de p-torsion de E, vérifiant ϕ /∈ 〈ψ〉. On définit la fonction

z → DΩ(z; ϕ, 〈ψ〉)

comme la forme de Jacobi
z → DΩ+Zψ(z,−ϕ), z ∈ C ,

méromorphe sur C, admettant Ω pour réseau de périodes et de diviseur∑
ρ∈〈ψ〉

(ϕ+ ρ)− (ρ).

Elle est normalisée de sorte que

lim
z→0

zDΩ(z;ϕ, 〈ψ〉) = 1.

On pose dans la suite Λ = Ω + Zψ.
Les propriétés d’algébricité de la fonction elliptique z 7→ DΩ(z;ϕ, 〈ψ〉), sont une conséquence

de la proposition suivante :

Proposition 4.2.2 On a les propriétés suivantes

i) La fonction z 7−→ DΩ(z;ϕ, 〈ψ〉) est définie sur le corps F (E[p]), extension du corps F
obtenue par adjonction des coordonnées des points de p-torsion de E.
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ii) Pour tout σ ∈ Aut(C/F ), on a

DΩ(z;ϕ, 〈ψ〉)σ = DΩ(z[σ];ϕ[σ], 〈ψ[σ]〉) .

iii) En particulier, la fonction z 7→ DΩ(z;ϕ, 〈ψ〉) est définie sur F (ϕmodΛ, 〈ψ〉) plus petite
sous-extension de F (E[p])/F sur laquelle sont à la fois définis le point (ϕ modulo Λ) et le
sous-groupe 〈ψ〉 = Λ/Ω.

Soit ` un entier > 1 premier à p, soient 〈α〉 un sous-groupe cyclique de E[`] d’ordre `, et
γ ∈ E[`] un point de `-torsion de E. On suppose ici que γ /∈ 〈α〉. On note L le réseau Ω + Zα.

On a le résultat suivant :

Théorème 4.2.3 On a

i) (Distribution additive)∑
t∈〈α〉

DΩ(z + t;ϕ, 〈ψ〉)eΩ` (γ, t)−1 = DΩ

(
z;
[1
`

]
p
ϕ−

[1
p

]
`
γ, 〈α〉 ⊕ 〈ψ〉

)

où eΩ` : E[`]× E[`] −→ µ` désigne l’accouplement de Weil.

ii) (Inversion)On suppose que (α, γ) est une base de E[`] sur Z/`Z. Alors, pour tout t ∈ 〈α〉,
on a ∑

s∈〈γ〉

DΩ(z;
[1
`

]
p
ϕ−

[1
p

]
`
s, 〈α〉 ⊕ 〈ψ〉

)
eΩ` (s, t) = `DΩ(z + t; ϕ, 〈ψ〉) .

où
[

1
`

]
p

(resp.
[

1
p

]
`
) désigne l’inverse de ` dans Z/pZ (resp. de p dans Z/`Z).

Il est à remarquer que le membre de gauche de l’égalité (i) du théorème 4.2.3 est une
résolvante de Lagrange ou encore une “somme de Gauss elliptique” dont la factorisation en
idéaux premiers peut s’obtenir en utilisant le membre de droite de cette égalité.

Définition 4.2.4 On forme le produit

Ap,Ω(γ, 〈α〉) =
1
p

∏
〈ψ〉⊂E[p]

∏
ϕmodulo〈ψ〉

DΩ

(
γ;
[1
`

]
p
ϕ−

[1
p

]
`
γ, 〈α〉 ⊕ 〈ψ〉

)
,

où ϕ parcourt un système de représentants modulo 〈ψ〉 des points de E[p]\〈ψ〉, tandis que 〈ψ〉
décrit les sous-groupes cycliques d’ordre p de E[p].

Il résulte de la proposition 4.2.2 qu’il s’agit d’un élément de

F (γmodL, 〈α〉) ⊂ F (E[`]) .

Compte tenu de cette même proposition 4.2.2 ci-dessus,on obtient

Proposition 4.2.5 Soient p et ` des nombres premiers, tels que (`, p(p + 1)) = 1 et ` > 5.
Posons N = F (ζ` + ζ−1

` ). Alors

i) Ap,Ω(γ, 〈α〉) ∈ F (E[`]) ;
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ii) si σ ∈ Gal (F (E[`])/F ) est défini par

γ[σ] = aσγ + bσα, α[σ] = α

avec (aσ, bσ) ∈ (Z/`Z)2, aσ 6= 0, on a l’égalité

Ap,Ω(γ, 〈α〉)σ = eΩ` (γ, α)(p−1)(p+1)aσbσAp,Ω(aσγ, 〈α〉) ;

iii) Ap,Ω(−γ, 〈α〉) = ε(p)Ap,Ω(γ, 〈α〉) avec ε(p) = +1 (resp. -1) si p > 3 (resp. p = 2), et l’on a

Ap,Ω(γ, 〈α〉)` ∈
{
F (ζ`) pour p = 2
N si p > 3 ;

iv) l’idéal (Ap,Ω(γ, 〈α〉)) est un idéal ambige de l’extension F (E[`])/N

4.3 Eléments de Stickelberger quadratiques : θ̃2(p), p premier

Supposons maintenant, dans toute la suite de ce paragraphe que les hypothèses suivantes
sont satisfaites :

(H1) Le point de paramètre complexe α est rationnel sur F .
(H2) Les entiers ` et p sont des nombres premiers tels que (`, p(p+ 1)) = 1 et ` > 5 .
(H3) F est une extension finie de Q linéairement disjointe de Q(ζ`) où ξ` est une racine

primitive `-ième de l’unité.
On note ∆(Ω) = g2(Ω)3 − 27g3(Ω)2 le discriminant du modèle de Weierstrass (1), réseau de

périodes Ω, de E et l’on pose

ñp =
(p− 1)(p+ 1)

12
.

Pour tout entier t, 1 6 t 6 l − 1, on note σt l’automorphisme de Q(ζl) induit par ζl 7→ ζtl ;
par abus de notation, σt désigne également toute restriction ou prolongement ”naturel“ de cet
automorphisme. On pose Γ = Gal(N/F ) où Γ = {σt, 1 6 t 6 (l − 1)/2}.

Définition 4.3.1 On définit l’élément de Stickelberger quadratique θ̃2(p) de Q[Γ] par :

θ̃2(p) =
(l−1)/2∑
t=1

γ(t)σ−1
t , σt ∈ Γ

avec

γ(t) = (p2 − p)β(t) +
p−1∑
s=1

α(t, s)

β(t) =
l

p

( t
l
{ tp
l
}+ inf(0, 1− t

l
− { tp

l
})
)

α(t, s) = −tp{ a
lp
}+ lp inf(

t

l
, { a
lp
})

et
a = lsx+ pty,

où x, y ∈ Z sont choisis tels que lx− py = 1.
On pose {z} la partie fractionnaire du nombre réel z.
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L’élément θ̃2(p) de Q[Γ] est dit ”quadratique” car il satisfait la congruence suivante :

(6) θ̃2(p) ≡
12ñp
`

(`−1)/2∑
t=1

t2σ−1
t (mod Z[Γ])

et que
`θ̃2(p) ∈ Z[Γ] .

Pour tout idéal premier p de F on note rp la valuation p-adique du discriminant minimal DE/F

de la courbe E/F .
Soit P le point de la courbe elliptique de paramètre complexe α. On désigne par R(E,P )

l’ensemble des diviseurs premiers p de DE/F , premier à l, pour lesquels la réduction de P modulo
p est un point régulier de la courbe réduite. On pose

DE/F,reg =
∏

p∈R(E,P )

prp .

Si a et b sont des idéaux fractionnaires de F (E[`]) écrivons

a ≡ b (mod `)

lorsque les diviseurs de ab−1 divisent `.
Sous les hypothèses (H1) à (H3) précédentes, on a les deux résultats suivants :

Théorème 4.3.2 Tout idéal premier p de R(E,P ) possède un relèvement P dans N tel que :

(
Ap,Ω(γ, 〈α〉)

)l(
DE/F /(∆(Ω))

)lñp

≡
( ∏

p∈R(E,P )

Prp
)lθ̃2(p)

(mod l)

Théorème 4.3.3 On a aussi(
(`−1)/2∏
t=1

Ap,Ω(tγ, 〈α〉)

)
≡
(
(∆(Ω))D−1

E/F

) `−1
2
ñp

D
(`+1)(`−1)

2
ñp

E/F,reg (mod `) .

4.4 Annulation de groupes de classes

Comme dans le cas du théorème de Stickelberger classique le théorème 4.3.2 nous permet
d’introduire un sous-quotient du groupe des classes d’idéaux de N annulé par lθ̃2(p).

On rappelle que l est un nombre fixé, l > 5. Le nombre premier p peut-être considéré comme
auxilliaire.

Définition 4.4.1 On appelle l-groupe des classes du corps de nombres L et l’on note Cl′(L) le
quotient du groupe des classes de L par le sous-groupe engendré par les classes des relèvements
premiers de l dans L.
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SiM/L est une extension de corps de nombres on note Cl′(M/L) le conoyau de l’homomorphisme
induit par l’extension des scalaires de Cl′(L) dans Cl′(M). Soit F tel que F ∩Q(ξl) = Q. A tout
couple (E,P ) où E est une courbe elliptique définie sur F et P un point rationnel sur F d’ordre
l et à tout point Q ∈ E[l] \ ZP nous associons l’idéal de N

M(E,P,Q) =
∏

p∈R(E,P )

Prp(4.4.1)

introduit dans le théorème 4.3.2. On remarque que cet idéal est indépendant de p. On déduit de
la proposition 4.2.5 et du paragraphe 6.B de [9] les égalités

M(E,P, aωP + bωQ) = M(E,P,Q)ω,

Pour tout ω ∈ Gal(F (E[l])/F ).

Définition 4.4.2 On désigne par E(N) (resp. E(N/F ) ) le sous-groupe de Cl′(N) (resp. Cl′(N/F ) ) )
engendré par les images des idéaux M(E,P,Q) associés aux couples (E,P ) rationnels sur F .

On déduit immédiatement du théorème 4.3.2

Théorème 4.4.3 (i) Pour tout nombre premier p tels que (l, p(p + 1)) = 1, alors pour p > 3
(resp. p = 2 ) l’élément lθ̃2(p) (resp. 2lθ̃2(2)) annule le groupe E(N/F ).

(ii) On a l’inclusion :

(
E(N)

)
l−1
2∑
t=1

t2σ−1
t

⊂ Cl′(N)l.

Remarque 4.4.4 Il faut noter que pour un corps de nombres F , L. Merel a montré qu’il n’existe
qu’un nombre fini de nombres premiers l pour lesquels il existe des couples (E,P ) rationnels sur
F . La liste de ces nombres premiers l est connue lorsque F = Q grâce à Mazur et lorsque F/Q
est un corps quadratique grâce à Kamieny.

5 Structure galoisienne des anneaux d’entiers

5.1 Introduction

Dans ce paragraphe nous décrivons notre contribution à l’étude du problème de la structure
galoisienne des anneaux d’entiers de corps de nombres attachés aux courbes elliptiques avec
ou sans multiplication complexe Nous résolvons ce problème pour une large classe de corps de
nombres. Plus précisement, soit L/F une extension abélienne finie. Soit OL désigne l’anneau des
entiers de L et G le groupe de Galois de L/F et AL/F = {x ∈ F [G] : xOL ⊂ OL} l’ordre associé
à L sur F. On a alors les résultats suivants
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5.2 Situations cyclotomique et multiplication complexe

Nos références pour cette section sont [20], [22], [23], [28], [52]. Nous rappelons les principaux
résultats classiques suivants :

Théorème 5.2.1 (Hilbert, Leopoldt, Speiser) Soit L/F une extension abélienne finie. Pour
F = Q, alors OL est un AL/F -module libre de rang 1.

Théorème 5.2.2 (Chan, Lim) Soit L/F une extension abélienne finie. Pour L = Q(ξmn),
F = Q(ξm), m,n > 1. On a alors, OL est un AL/F -module libre de rang 1.

Théorème 5.2.3 (Cassou-Noguès, Chan, Schertz, Taylor) Soient K un corps quadratique ima-
ginaire, L = K(pr+m) , F = K(pm) où p est un idéal premier de K. Alors OL est un AL/F -
module libre de rang 1 dans les cas suivants :

i) 2 est décomposé et 1 6 m 6 r.

ii) 2 est ramifié et soit 1 6 m 6 r lorsque p est décomposé ou 1 6 m 6 r − 2 lorsque p est
ramifié ou 1 6 m 6 r − 1 lorsque p est inerte.

iii) 2 est inerte et 1 6 m 6 r avec p est décomposé.

5.3 Cas des corps de division

Nos références pour ce paragraphe sont [11] et [21].
Soient l > 5 un nombre premier et K un corps de nombres linéairement disjoint à Q(ξl). On

désigne par (E/K,P, l) le triplet formé d’une courbe elliptique définie sur K qui est munie d’un
point P d’ordre l et rationnel sur K. On désigne par

SE,l = {p premier de K tels que : vp(j(E)) < 0 ou p|l} .

Théorème 5.3.1 On a les propriétés suivantes :

i) L’extension (K(E[l])/K(ξl)) est cyclique de degré l et son groupe de Galois G est représentable
matriciellement par (

1 b
0 1

)
, avec b ∈ Fl.

ii) L’extension (K(E[l])/K(ξl)) est non ramifiée en dehors de SE,l.

iii) Soit p ∈ SE,l, non au-dessus de l. Alors on a : p se ramifie totalement dans (K(E[l])/K(ξl))
si et seulement si (vp(j(E)), l) = 1.

iv) On suppose que (vp(j(E)), l) = 1 pour tout idéal premier p au-dessus de l en lequel E à
mauvaise réduction en p. Alors l’extension (K(E[l])/K(ξl)) est totalement ramifiée en l.

v) Soit (l, p) un couple de nombres premiers distincts tels que (p(p2 − 1), l) = 1. On a alors,
d’après la définition 4.2.1, un générateur galoisien pour K(E[l])/F

K(E[l]) = F (Ap,Ω(γ, 〈α〉)), où F = K(ξl))

Notre résultat de structure galoisienne est le suivant :
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Théorème 5.3.2 Soit L = K(E[l]) et F = K(ξl). On suppose que P définit un point régulier
modulo tout premier où E a mauvaise réduction. Pour tout triplet (E/K,P, l) où le discriminant
minimal de E sur K possède une décomposition dans OK de la forme pr00 pr11 ...p

rs
s tel qu’il existe

un élément a ∈ L et a 6∈ F vérifiant

alOF =
∏

(ri,l)=1

Pi,

où les Pi sont les relèvements premiers des pi dans OF .

On a alors OL est un AL/F -module libre de rang 1 et engendré par l’élément
l−1∑
i=0

ai.

6 Amélioration d’un théorème de Coates, Kubert et Robert
sur les unités de Stark

6.1 Introduction et généralités

Les résultats contenus dans ce paragraphe sont extraits de [16].

Dans ce travail on montre comment on peut appliquer la formule de distribution multiplica-
tive satisfaite par les formes de Jacobi DL, contenue dans le théorème 2.5.1, pour améliorer un
théorème dû à D. Kubert concernant la formule de distribution satisfaite par les fonctions ellip-
tiques et un résultat de J. Coates, D. Kubert et G. Robert concernant la formule de distribution
satisfaite par une certaine fonction ζ(z;L,Λ).

Soient L et Λ deux réseaux complexes tels que L ⊆ Λ ; on remarque qu’alors [Λ : L] est fini.
A chaque fois qu’on choisit une base ordonnée (w1, w2) de L sur Z de sorte que pour des entiers
m et n strictement positifs, le couple (w′1, w

′
2) définie par

w′1 =
w1

m
, w′2 =

w2

n
,

soit une base de Λ sur Z, on dira que le système R de représentants de Λ/L défini par

R =
{
k

m
ω1 +

k′

n
ω2, 0 6 k 6 m− 1; 0 6 k′ 6 n− 1

}
est le système de représentants de Λ/L adapté à la base (w1, w2). Cette manière de parler est
justifiée par le fait suivant, très facile à vérifier : si (w1, w2) est une base ordonnée de L sur Z,
il peut arriver qu’il n’existe pas un couple ordonné (m,n) d’entiers strictement positifs tels que
(w1/m,w2/n) soit une base de Λ sur Z. S’il existe un tel couple, il est complètement determiné
par la base ordonnée (w1, w2) et en outre [Λ : L] = mn. La théorie des groupes abéliens de
type fini assure qu’on peut toujours choisir une base ordonnée (w1, w2) de L telle qu’il existe un
système de représentants de Λ/L adapté à la base (w1, w2), et même avec m divisant n. Cette
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dernière condition ne sera pas en général imposée dans la suite( remarquez qu’on peut changer
w1 par −w1, sans changer m ni n). Par contre on choisira (w1, w2) telle que Im(w1/w2) > 0.

En choisissant une base ordonnée B = (w1, w2) de L sur Z telle qu’il existe le système de
représentants R de Λ/L adapté à la base B, la racine huitième de l’unité εB(0) définie par

εB(0) = e

(
3mn+m− n− 3

8

)
,

ne dépend que de B.

6.2 Enoncé des résultats

Si L et Λ sont des réseaux complexes tels que L ⊆ Λ, on définit la fonction K(z;L,Λ) par
l’égalité

K(z;L,Λ) =
KL(z)[Λ:L]

KΛ(z)
, ([44] pp.227–229).

Le théorème que nous obtenons est une relation de distribution multiplicative satisfaite par
cette fonction K(z;L,Λ). Ce théorème améliore certains résultats dûs à J. Coates,[24] Appendice,
Theorem 8, D. Kubert,[43], Theorem 3.2 et G. Robert [50] relation (1).

Soient L et L′ deux réseaux complexes tels que L ⊆ L′ . On désigne par M un réseau tel que
L ⊆ M et M ∩ L′ = L, et on pose M ′ = M + L′ ; on remarque ainsi que l’inclusion L′ ⊂ M ′

induit un isomorphisme de groupes L′/L ' M ′/M . Soit B = {w1, w2} une base de L sur Z
telle que Im(w1/w2) > 0 et de sorte que pour des entiers m et n strictement positifs, le couple
w′1 = w1/m, w′2 = w2/n soit une base de L′ sur Z, et soit R le système de représentants de L′/L
adapté à la base (w1, w2) ; soit B̃ = {w̃1, w̃2} une base de M sur Z telle que Im(w̃1/w̃2) > 0 et
de sorte que pour des entiers m̃ et ñ strictement positifs, le couple w̃′1 = w̃1/m̃, w̃′2 = w̃2/ñ soit
une base de M ′ sur Z. On remarque que m̃ñ = mn.

Théorème 6.2.1 Sous les hypothèses ci-dessus, pour tout système de représentants S de M/L,
on a l’égalité ∏

α∈S
K(z + α;L,L′)

= K(z;M,M ′) · e(EL(
∑
t∈R

t,
∑
α∈S

α)) · εB(0)[M :L]

εB̃(0)
· η

2(w′1, w
′
2)

[M :L]

η2(w1, w2)[M
′:L]

· η
2(w̃1, w̃2)[M

′:M ]

η2(w̃′1, w̃
′
2)

.

Lorsque [L′ : L] est impair, on considère la fonction ζ(z;L,L′) définie pour z 6∈ L′ par le produit
fini suivant

ζ(z;L,L′) =
∏
t̄∈T

1
℘L(z)− ℘L(t)

où T vérifie la réunion disjointe T ∪ −T ∪ {0} = L′/L (voir [44], p. 228).

Corollaire 6.2.2 (Coates-Kubert-Robert revisité) Sous les hypothèses du théorème précédent et
lorsque [L′ : L] est impair, on a ∏

α∈S
ζ(z + α;L,L′)
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= ζ(z;M,M ′)e(EL(
∑
t∈R

t,
∑
α∈S

α)) · εB(0)[M :L]

εB̃(0)
· η

2(w′1, w
′
2)

[M :L]

η2(w1, w2)[M
′:L]

· η
2(w̃1, w̃2)[M

′:M ]

η2(w̃′1, w̃
′
2)

.

Il est à noter que non seulement ce corollaire 6.2.2 améliore les résultats des auteurs précd́ents,
obtenus sous l’hypothèse plus restrictive où [L′ : L] est premier avec 6. Mais également il
fournit une nouvelle méthode de démonstration. On rappelle que si L est un réseau complexe et
(w1, w2) et (ŵ1, ŵ2) sont des bases de L sur Z telles que Im(w1/w2) > 0 et Im(ŵ1/ŵ2) > 0, on
a η24(w1, w2) = η24(ŵ1, ŵ2). On peut donc définir

∆(L) = η24(w1, w2),

où (w1, w2) est n’importe quelle base de L sur Z telle que Im(w1/w2) > 0. Alors, par élévation à
la puissance 12-ième, le corollaire 6.2.2 devient le corollaire suivant, qui est un résultat classique
(voir par exemple [55], p. 50).

Corollaire 6.2.3 Soient L et L′ deux réseaux complexes tels que L ⊆ L′ et [L′ : L] est impair.
On désigne par M un réseau tel que L ⊆ M et M ∩ L′ = L, et on pose M ′ = M + L′. Alors,
pour tout système de représentants S de M/L, on a

∏
α∈S

ζ(z + α;L,L′)12 = ζ(z;M,M ′)12 · ∆(L′)[M :L]

∆(L)[M ′:L]
· ∆(M)[M

′:M ]

∆(M ′)
.

Il est à noter que le nombre

e(EL(
∑
t∈R

t,
∑
α∈S

α)) · εB(0)[M :L]

εB̃(0)
· η

2(w′1, w
′
2)

[M :L]

η2(w1, w2)[M
′:L]

· η
2(w̃1, w̃2)[M

′:M ]

η2(w̃′1, w̃
′
2)

fournit une racine 12-ième de la quantité

∆(L′)[M :L]

∆(L)[M ′:L]
· ∆(M)[M

′:M ]

∆(M ′)
.

Il faut dire que, lorsque [L′ : L] est premier avec 6, on est proche du remarquable résultat du
travail de G. Robert sur la racine 12-ième canonique de la fonction delta ([50]).

7 Formule de distribution pour la fonction ϕ de Siegel

7.1 Introduction

Les résultats contenus dans ce paragraphe sont comme précédemment démontrés dans [16].
Le théorème 7.2.1 contient une formule de distribution que satisfait la fonction ϕL de Siegel.
Cette formule améliore celle établie par F. Jarvis [38, 39] et J. Wildeshaus [60]. Les formules
données dans le théorème 0.1 de [39] et le théorème 0.2 de [38] sont les mêmes mais le principe
de démonstration n’est pas le même. En outre elles sont ”exactes” à une racine de l’unité près.
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Nous proposons ici une nouvelle façon de procèder qui nous permet également de déterminer la
racine de l’unité qui manquait aux formules de F. Jarvis.

On utilise cette formule de distribution pour l’analyse de l’analogue elliptique de la conjecture
polylogarithmique de Zagier, voir [38], [39], [59], [60].

7.2 Enoncé du résulat

Soit L un réseau complexe. Si (w1, w2) désigne une base de L telle que Im(w1/w2) > 0,
rappelons que la fonction de Siegel associée à L et à la base (w1, w2) de L est définie par

(4.1) ϕL(z;w1, w2) = KL(z)η2(w1, w2),

où η est la fonction de Dedekind, dont le carré a été défini dans (1.11). La fonction ϕL de Siegel est
homogène de degré −1. Elle s’exprime à l’aide des formes de Jacobi introduites précédemment.

Pour tout diviseur D =
r∑
i=1

ni(ai) de C, principal ou non, on définit la forme

(4.2) ϕL(D;w1, w2) =
∏
ai 6∈L

ϕL(ai;w1, w2)ni ,

et pour tout t ∈ C, on pose

D ⊕ t =
r∑
i=1

ni(ai + t).

Théorème 7.2.1 Soient L et Λ deux réseaux complexes tels que L ⊆ Λ ; soit B = (w1, w2) une
base ordonnée de L sur Z telle que Im(w1/w2) > 0 et de sorte que pour des entiers m et n
strictement positifs, le couple w′1 = w1/m,w

′
2 = w2/n soit une base de Λ sur Z, et soit R le

système de représentants de Λ/L adapté à la base (w1, w2). Alors on a

ϕΛ(D;w′1, w
′
2) = εB(0)2 · e(EL(

∑
t∈R

t, y)) ·
∏
t∈R

ϕL(D ⊕ t;w1, w2)

pour tout diviseur D = (x+ y) + (x− y)− 2(x)− 2(y) + 2(0) vérifiant

Supp(D) ∩ Λ = {0}.

Remarque 7.2.2 Notons que Ce nombre complexe εB(0)2e(EL(
∑
t∈R

t, y)) ne figurait pas dans

la formule originale de Jarvis, il dépend du choix de la base B de L telle qu’il existe le système
de représentants R de Λ/L adapté à la base B. Lorsque y est la deuxième coordonnée d’un point
de s-division de la courbe elliptique C/L, ce nombre est une racine 8s-ième de l’unité.
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8 Sommes d’Apostol–Dedekind–Zagier elliptiques multiples

8.1 Introduction

Les sommes d’Apostol-Dedekind-Zagier ont plusieurs applications dans divers domaines :
Lois de réciprocité quadratiques [46], calcul du nombre des classes des corps quadratiques et
fonctions L [47], étude du problème des nombres aléatoires (ou pseudo-aléatoires)[26], la formule
de partition de Hardy-Ramanujan [33], [48], formule d’indice de Hirzebruch, évaluant la signature
de certains invariants d’homologie de variétés différentielles à l’aide de la fonction cotangente,
géométrie algébrique ( Théorème de Riemann-Roch) [4], [31],[32], étude de la cohomologie d’Ei-
senstein de SL2(Z) [46] pour SL2(OK)(K corps quadratique imaginaire) voir [54, 58]...etc.

Pour plus d’informations sur les applications des sommes de Dedekind en théorie des nombres
se reporter aux livres [35, 37].

L’objectif de ce paragraphe est d’introduire puis étudier des analogues elliptiques aux sommes
multiples d’Apostol-Dedekind-Zagier. Ces nouvelles sommes sont définies en terme de formes de
Jacobi à deux variables Dτ (z;ϕ) où τ appartient au demi-plan de Poincaré. Pour ϕ fixé et
Im(τ) → ∞, ces sommes redonnent les sommes multiples de Dedekind étudiées par Zagier [62]
ainsi que les sommes d’Apostol [1, 2]. Nous démontrons une loi de réciprocité ”à la Dedekind”
satisfaite par ces sommes.

Le long de ce paragraphe on considère L un réseau complexe et OL = {x ∈ L|xL ∈ L} ordre
associé à L, p, a0, a1, a2, ..., an éléments non nuls de OL\O×

L et deux à deux premiers entre eux.

8.2 Sommes elliptiques multiples de Dedekind à paramètre [13]

On considère le réseau complexe L = Zτ + Z.

Définition 8.2.1 Pour tout p élément non nul de OL\O×
L et tout entier naturel m, on fixe

Ep un système de représentants de L/pL\{0}, on définit la somme elliptique de Dedekind
d(p; a1, ..., an;m,ϕ, z, τ) paramétrée par les complexes ϕ, z :

d(p; a1, ..., an;m,ϕ, z, τ) =
1
p

∑
w∈Ep

e (EL(w,ϕ))Dτ

(
z +

w

p
;ϕ
)m n∏

k=1

Dτ

(
ak
w

p
;ϕ
)
.

Définition 8.2.2 Pour tout n ∈ N et a0, a1, . . . , an ∈ OL\O×
L , on définit les Mk(a0, . . . , an;ϕ, τ)

par :

a0a1 · · · an
n∏
k=0

zDτ (akz;ϕ) =
∑
k>0

Mk(a0, . . . , an;ϕ, τ)zk.

On a

Proposition 8.2.3 Pour tout n ∈ N et a0, a1, . . . , an ∈ OL\O×
L , les coefficients Mk(a0, . . . , an;ϕ, τ)

vérifient les relations :

Mk(a0, . . . , an;ϕ, τ) =
∑

i0+···+in=k
06i0,...,in6k

ai00 · · · a
in
n di0(ϕ) · · · din(ϕ);

Mk(a0, . . . , an;−ϕ, τ) = (−1)kMk(a0, . . . , an;ϕ, τ).
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On a le résultat suivant

Théorème 8.2.4 (loi de réciprocité) Soit d ∈ OL\O×
Lnon nul tels que a0 + ... + an +m ≡ 0

(mod dOL). Alors, pour tout ϕ paramètre de point de d-division non nul de C/L,

i) Si m = 0, on a :
n∑
k=0

d(ak; a0, · · · , ǎk, · · · , an; 0, ϕ, z, τ) = −Mn(a0, · · · , an;ϕ, τ)
a0a1 · · · an

.

ii) Si 1 6 m 6 d et z tel que a0 · · · anz 6∈ L, on a : −
n∑
k=0

d(ak; a0, · · · , ǎk, · · · , an;m,ϕ, z, τ) =

m−1∑
l=0

1
l!
dl

dxl

{
n∏
i=0

Dτ (aix, ϕ)

}
|x=−z

Mm−l−1(

m fois︷ ︸︸ ︷
1, · · · , 1;ϕ, τ)+

n∑
l=0

1
l!
dl

dxl
{Dτ (x;ϕ)m}|x=z

Mn−l(a0, · · · an;ϕ, τ)
a0a1 · · · an

.

On observe que les hypothèses du théorème 8.2.4 impliquent que la somme d(ak; a0, · · · , ǎk, · · · , an; 0, ϕ, z, τ)
ne dépend pas du choix du système Eak

.

8.3 Sommes elliptiques d’Apostol-Dedekind-Zagier [13]

Définissons les sommes elliptiques multiples d’Apostol-Dedekind-Zagier et montrons qu’elles
satisfont une loi de réciprocité.

Définition 8.3.1 Soient p élément non nul de OL\O×
L et m, k deux entiers naturels. On fixe

Ep un système de représentants de L/pL\{0}.On définit la somme elliptique multiple d’Apostol-
Dedekind-Zagier ( paramétrée par ϕ) associée aux entiers p; a1, ..., an non nuls de OL\O×

L , par

Sk(p; a1, ..., an;m,ϕ, τ) =
1
p

∑
w∈Ep

e (EL(w,ϕ))
1
k!

dk

dzk

{
Dτ

(
z +

w

p
;ϕ
)m}

|z=0

n∏
j=1

Dτ

(
aj
w

p
;ϕ
)
.

Théorème 8.3.2 (loi de réciprocité) Soient d ∈ OL\O×
L et m ∈ N tels que a0 + ...+an+m ≡ 0

(mod dOL). Alors, pour tout ϕ paramètre de point de d-division non nul de C/L et tout k ∈
N, on a

(1) Si m = 0 : −
n∑
l=0

Sk(al; a0, · · · , ǎl, · · · , an;m,ϕ, τ) =
{

0 si k > 1
Mn(a0,···,an;ϕ,τ)

a0a1···an
si k = 0 .

(2) Si m > 1 : −
n∑
l=0

Sk(al; a0, · · · , ǎl, · · · , an;m,ϕ, τ) =
n∑
l=0

C lk+l
Mn−l(a0, · · · an;ϕ, τ)

a0a1 · · · an
Mm+k+l(

m fois︷ ︸︸ ︷
1, · · · , 1;ϕ, τ)

+
m−1∑
l=0

(−1)kC lk+lMm−l−1(

m fois︷ ︸︸ ︷
1, · · · , 1;ϕ, τ)

Mn+k+l+1(a0, · · · an;ϕ, τ)
a0a1 · · · an

On observe que les hypothèses du théorème 8.3.2 impliquent que la somme S(ak; a0, · · · , ǎk, · · · , an; 0, ϕ, z, τ)
ne dépend pas du choix du système Eak

.
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8.4 Application 1 : Sommes multiples de Dedekind-Zagier à paramètre [14]

Dans ce paragraphe on se donne a0, · · · , · · · , an entiers naturels deux à deux premiers entre
eux et strictement supérieur à 1. Nous nous intéréssons ici aux sommes suivantes, à paramètres
ϕ ∈ R\Z et m ∈ N, qui généralisent celles étudiées par D. Zagier [62]( correspondant à ϕ = 1

2)

d(al; a0, · · · , ǎl, · · · , an;m,ϕ) = 1
al

al−1∑
k=1

(
cot(

πk

al
) + cot(πϕ)

)m ∏
06j 6=l6n

(
cot(

πkaj
al

) + cot(πϕ)
)

Quand Im(τ) →∞, le théorème 8.2.4 donne une version plus générale au résultat de Zagier [62].

Théorème 8.4.1 Soient m ∈ N , d > 2 divisant a0+...+an+m. Alors pour tout ϕ = k
d ,1 6 k 6 d − 1,

on obtient

n∑
l=0

d(al; a0, · · · , ǎl, · · · , an;m,ϕ) =
sin(πϕ(n+m+ 1))

sin(πϕ)m+n+1
− in+m ln+m(

m fois︷ ︸︸ ︷
1, · · · , 1, a0, · · · an;ϕ)

a0 · · · an
.

Où l’ on a posé

ln+m(

m fois︷ ︸︸ ︷
1, · · · , 1, a0, · · · an;ϕ = k

d )
a0 · · · an

= (−i)n+mRes

(cot(z) + cot(πϕ))m
n∏
j=0

cot(ajz) + cot(πϕ)


|z=0

.

Remarque 8.4.2 On sait que pour n pair on a ln(a0, . . . , an, ϕ = 1
2) = Lk(p1, . . . , pk), k = n

2
où pi, i = 1, . . . , k est le i-ème polynôme élémentaire symétrique en a0,. . .,an et Lk le polynôme
de Hirzebruch connu par les topologues [34].

8.5 Application 2 : Sommes classiques d’Apostol, [14].

On applique le théorème 8.3.2, pour n = 1 et m = 1 ou 2. On obtient le résultat suivant

Corollaire 8.5.1 Soient a0, a1 éléments non nuls de OL\O×
L . Alors, pour tout ϕ paramètre de

point de 2-division non nul de C/L et tout k ∈ N∗, on a

i) Si a0 + a1 ≡ 1 (mod 2OL) , alors Sk(a0, a1; 1, ϕ, τ) + Sk(a1, a0; 1, ϕ, τ) est égale à
0 si k est impair

− 1
a0a1

(
l+1∑
i=0

d2i(ϕ)d2l+2−2i(ϕ)a2i
0 a

2l+2−2i
1 + (2l + 1)d2l+2(ϕ)

)
si k = 2l

ii) Si a0 + a1 ≡ 0 (mod 2OL) , alors Sk(a0, a1; 2, ϕ, τ) + Sk(a1, a0; 2, ϕ, τ) est égale à
0 si k est pair

− 2l
a0a1

(
(2l + 1)G2l+2(L)−

l+1∑
i=0

d2i(ϕ)d2l+2−2i(ϕ)a2i
0 a

2l+2−2i
1

)
si k = 2l − 1.
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En particulier si ϕ = 1
2 et Im(τ) → ∞ on déduit de ce corollaire un résultat connu sur les

sommes classiques d’Apostol [1] p.149. Plus precisément, on obtient

Corollaire 8.5.2 (Apostol revisité) Pour a0, a1 entiers naturels premiers entre eux et stricte-
ment supérieur à 1, on a l’égalité suivante

sk(a0, a1)+sk(a1, a0) =


(−1)l4l+1

a0a1

(
l+1∑
i=0

B2i

(2i)!
B2l+2−2i

(2l + 2− 2i)!
a2i

0 a
2l+2−2i
1 − B1B2l+1

(2l + 1)!
a0a

2l+1
1 + (2l + 1)

B2l+2

(2l + 2)!

)
Si k = 2l

0 Si k impair

où l’on a posé

sk(a0, a1) =
1
k!a0

a0−1∑
t=0

cot(k)
(
πt

a0

)
cot
(
πa1t

a0

)
.

Ceci peut être formulé d’une autre manière équivalente

Corollaire 8.5.3 Pour a0, a1 entiers naturels premiers entre eux et > 1 , on a

s̃k(a0, a1)+s̃k(a1, a0) =


(−1)l(2π)2l+1

a0a1

(
l+1∑
i=0

B2i

(2i)!
B2l+2−2i

(2l + 2− 2i)!
a2i

0 a
2l+2−2i
1 + (2l + 1)

B2l+2

(2l + 2)!

)
Si k = 2l

0 Si k impair

où l’on a posé

s̃k(a0, a1) =
1
a0

a0−1∑
t=0

ζ

(
k + 1,

t

a0

)
cot
(
πa1t

a0

)

et ζ(s, x) :=
∞∑
n=0

(n+x)−s est la fonction zêta d’Hurwitz définie pour R(s) > 1 et x 6= 0,−1,−2, · · ·

Ce dernier corollaire se déduit immédiatement du corollaire 8.5.2 et de la formule suivante

πk+1 cot(k)(πx)
k!

= (−1)kζ(k + 1, x)− ζ(k + 1, 1− x),∀x, |x| < 1, k ∈ N∗.

9 Appendice 1 : Fonction zêta de Weierstrass et isogénies entre
courbes elliptiques

Notre référence pour cet appendice est [15].
Le résultat principal de ce paragraphe est une relation de distribution additive satisfaite par

la fonction zêta de Weierstrass et les conséquences que l’on peut en tirer pour la détermination
des isogénies entre courbes elliptiques.

Il existe essentiellement deux algorithmes pour déterminer les isogénies entre courbes ellip-
tiques. L’algorithme CCR et celui d’Atkin, [5], [53].
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Pour l’algorithme CCR, le coeur en est l’évaluation des quantités

SΛ(k) =
∑

t̄∈Λ/L\{0}

℘L(t)k

qui permettent de déterminer le polynôme H(X) =
∏

t̄∈Λ/L\{0}

(X − ℘L(t)) .

Dans l’algorithme d’Atkin, l’idée essentielle est de calculer la série H(℘L(z)) et d’en déduire
H(X).

9.1 Introduction

Les séries d’Eisenstein associées au réseau L, sont définies par

Ek(z, L) = lim
s→0+

∑
w∈L

(e)
(w + z)−k|w + z|−s, k = 1, ...(9.1.2)

où
∑(e)

est la sommation d’Eisenstein donnée par

∑(e)
=
∑
m

(e)∑
n

(e)
= lim

M→∞

m=M∑
m=−M

(
lim
N→∞

n=N∑
n=−N

)
.(9.1.3)

On définit également les fonctions de Weierstrass suivantes

σL(z) = z
∏

`∈L, 6̀=0

(
1− z

`

)
e

z
`
+ 1

2
( z

`
)2

, ζ(z, L) =
σ′L(z)
σL(z)

, ℘L(z) = −ζ ′(z, L).(9.1.4)

Le but ce paragraphe est de répondre aux questions simples suivantes :
(1) Soit Λ un réseau complexe tel que Λ ⊃ L.
Evaluer les sommes ∑

t̄∈Λ/L

(
ζ(z + t, L)− η(t, L)

)
,
∑
t̄∈Λ/L

℘L(z + t)k

respectivement en fonction de ζ(z,Λ) et ℘Λ(z).
(2) Décrire explicitement les dérivées ℘(2k−2)

L (z) en fonction de ℘L(z).
La réponse à (1) fournit une bonne méthode pour contrôler le polynôme suivant

H(X) =
∏

t̄∈Λ/L\{0}

(X − ℘L(t)) .

Dans le cas particulier où Λ = Zω1 + Zω2
l , L = Zω1 + Zω2, l ∈ N, l > 2, on retrouve les

résultats les plus significatifs connus sur les algorithmes CCR et Atkin. De (1) et (2) on déduit
des versions trigonométriques à ces algorithmes, ceci permet d’expliciter les isogénies entre les
courbes singulières réelles

En(R) : y2 = x3 − n4

3
x− 2n6

27
, n ∈ N∗

et la courbe
E1(R) : y2 = x3 − 1

3
x− 2

27
.
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9.2 Résultats

Le premier résultat est une relation de distribution additive simple et de nature arithmétique.

Théorème 9.2.1 (Relation de distribution) Pour tout réseau complexe Λ ⊃ L on a∑
t̄∈Λ/L

(
ζ(z + t, L)− η(t, L)

)
= ζ(z,Λ) +

(
[Λ : L]s2(L)− s2(Λ)

)
z,

où

s2(L) = lim
s→0

∑
ω∈L\{0}

1
ω2|ω|2s

.

On pose
E∗

1(z, L) = ζ(z, L)− η(z, L), E∗
n(z, L) = En(z, L),∀n > 2.

Du théorème 9.2.1, on déduit

Corollaire 9.2.2 (Distribution pour les séries d’Eisenstein)Pour tout réseau complexe Λ ⊃ L
on a ∑

t̄∈Λ/L

E∗
n(z + t, L) = E∗

n(z,Λ),∀n > 1.

Corollaire 9.2.3 On a

(i)
∏

t̄∈Λ/L\{0}

(
℘L(z)− ℘L(t)

)
= K(z;L,Λ)−2

(ii) En outre, si [Λ : L] est impair

ζ(z;L,Λ) = K(z;L,Λ)−1

On peut écrire ce corollaire de manière équivalente

Corollaire 9.2.4 On a

(i)
∏

t̄∈Λ/L\{0}

(
℘L(z)− ℘L(t)

)
= e([Λ:L]s2(L)−s2(Λ))z2 σΛ(z)2

σL(z)2[Λ:L]

(ii) En outre, si [Λ : L] est impair

∏
t̄∈Λ/L\{0}/±1

(
℘L(z)− ℘L(t)

)
= e

1
2
([Λ:L]s2(L)−s2(Λ))z2 σΛ(z)

σL(z)[Λ:L]

On peut écrire ce corollaire comme une série
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Corollaire 9.2.5 On a

∏
t̄∈Λ/L\{0}

(
℘L(z)− ℘L(t)

)
= z2−2[Λ:L]e

([Λ:L]s2(L)−s2(Λ))z2−2
∑

k>1

[Λ:L]G2k+2(L)−s2(Λ)

2k+2
z2k+2

En outre si [Λ : L] est impair

∏
t̄∈Λ/L\{0}/±1

(
℘L(z)− ℘L(t)

)
= z1−[Λ:L]e

1
2
([Λ:L]s2(L)−s2(Λ))z2−

∑
k>1

[Λ:L]G2k+2(L)−s2(Λ)

2k+2
z2k+2

Remarque 9.2.6 Le corollaire 9.2.5 nous fournit une bonne méthode pour déterminer le po-
lynôme suivant

H(X) =
∏

t̄∈Λ/L\{0}

(X − ℘L(t)) .

Connâıtre ce polynôme permet de déterminer explicitement l’isogénie Φ de degré [Λ : L] et
de noyau Λ/L entre les deux courbes elliptiques C/L → C/Λ. Ce corollaire est essentiel pour
l’algorithme d’Atkin, qui consiste à calculer la série H(℘L(z)) et d’en déduire H(X). Atkin
ne fournit pas cette série mais il établit un algorithme [5] qui lui permet de déterminer les
coefficients de H(X). Ici nous fournissons cette série. En effet,

H(℘L(z)) = z2−2[Λ:L]e([Λ:L]s2(L)−s2(Λ))z2exp
(
− 2

∑
k>1

[Λ : L]G2k+2(L)− s2(Λ)
2k + 2

z2k+2
)
.

Un cas particulier du corollaire 9.2.5 est démontré, dans le cas particulier où Λ = Zω1 +
Zω2

l , L = Zω1 + Zω2, l ∈ N, l > 2, par R. Schoof [53], Theorem 8.3.

Pour préciser notre résultat concernant l’algorithme CCR, on définit les séries d’Eisenstein
multiples associées au réseau complexe L par :

Gn(i, L) =
∑

06j1,...,ji6n
j1+...+ji=n

(2j1 − 1)...(2jl − 1)G2j1(L)...G2ji(L),∀i > 1, n ∈ N∗,

Gn(0, L) =
{ 1 Si n = 0

0 Sinon

où l’on a posé G0(L) = −1 et G2(L) = 0 et G2n(L) =
∑

ω∈L\{0}

1
ω2n

,∀n > 2.

On a le résultat

Théorème 9.2.7 Pour tout réseau complexe Λ ⊃ L on a les égalités

1
(2k − 1)!

℘
(2k−2)
L (z) =

k∑
i=0

ai(k, L)℘L(z)i,∀k ∈ N∗.
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et ∑
t̄∈Λ/L

℘L(z + t)k =
k∑
i=0

bi(k,Λ)℘Λ(z)i

où les ai(k, L), i = k, k− 1, ..., 0 et les bi(k,Λ), i = k, · · · , 1,∀k > 1 sont donnés par la résolution
des systèmes triangulaires suivants

ak(k, L) = 1
k−j∑
i=0

ai+j(k, L)Gi(i+ j, L) = 0, ∀1 6 j 6 k − 1 si k > 2

k∑
i=0

ai(k, L)Gi(i, L) = G2k(L).


bk(k,Λ) = 1, b0(1,Λ) = s2(Λ)− s2(L)[Λ : L] ∀k ∈ N
k∑
l=j

bl(k,Λ)Gl−j(l,Λ) = Gk−j(k, L), ∀1 6 j 6 k.

Pour trouver le terme b0(k,Λ) on complète ce dernier système avec l’équation

k∑
i=j

ai(k, L)bj(i,Λ) = aj(k,Λ),∀0 6 j 6 k,∀k > 2.

En particulier, on obtient

∑
t̄∈Λ/L\{0̄}

℘L(t)k = −Gk(k, L) +
k∑
j=0

bj(k,Λ)Gj(j, L),∀k ∈ N.

9.3 Isogénies entre certaines courbes singulières réelles

Nous allons expliciter les isogénies entre les courbes singulières

En(R) : y2 = x3 − n4

3
x− 2n6

27
, n ∈ N∗

et la courbe

E1(R) : y2 = x3 − 1
3
x− 2

27
.

Pour cela, considérons Λ = Zτ+Z 1
n , et L = Zτ+Z où n est un entier naturel > 2. En effectuant

Im τ →∞, on déduit du paragraphe 9.2 le polynôme

h(X) =
n−1∏
t=1

(
X − 1

sin(πtn )2

)
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qui vaut

h(X) =
1

2n2

(
Xn −

n∑
k=0

(−1)n−kC2k
2n(X − 1)k

)
ou encore

h(X) = − 1
2n2

n−1∑
j=0

 n∑
k=j

(−1)n−jCjkC
2k
2n

Xj .

Ce polynôme permet d’obtenir l’expression de l’isogénie ϕ de degré n et de noyau 1
nZ/Z entre

les courbes singulières E1(R) et En(R). Plus précisément, on a

(5.4)


ϕ
(
x(t), y(t)

)
=

X(t) = −1
3

+
1
n2

(
1
3 + x(t)

)n
h
(

1
3 + x(t)

) , Y (t) = − 1
2nπ

X
′
(t)

 ,

∀t ∈ R\Z.

ϕ
(−1

3
, 0
)

=
(−n2

3
, 0
)
.

10 Appendice 2 : Une nouvelle démonstration des lois de réciprocité
quadratique de Gauss des corps quadratiques imaginaires

Dans cet appendice nous utilisons les formes de Jacobi de niveau 2 pour démontrer la loi de
réciprocité quadratique pour un corps quadratique imaginaire K.

Commençons par préciser la notion de niveau.
Pour tout réseau complexe L , si (w1, w2) désigne une base de L sur Z telle que Im(w1/w2) >

0, on pose τ = w1/w2 ∈ H. Soient N un entier naturel > 2 et ϕ le paramètre d’un point de C/L
d’ordre N . Pour fixer les idées, on prend ϕ = k

N ω1 + l
N ω2, 0 6 k, l 6 N − 1. Nous associons à

la paire (L,ϕ) la fonction

f(k,l)(., τ) : z ∈ C \L 7→ DL(z;ϕ) = e(EL(z, ϕ)/2)
KL(z + ϕ)
KL(z)KL(ϕ)

.

La fonction f(k,l)(., τ) est méromorphe sur C, ne dépend que de ϕ modulo L et vérifie

f(k,l)(z + ρ, τ) = e(EL(ρ, ϕ))f(k,l)(z, τ) = exp

(
−2iπ

(la− kb)
N

)
f(k,l)(z, τ),

pour tout élément ρ = aω1 + bω2 de L.

On sait que pour tout A =
(
a b
c d

)
∈ SL2(Z), on a

Daτ+b
cτ+d

(
z

cτ + d
;

ϕ

cτ + d

)
= (cτ + d)Dτ (z;ϕ).
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Par conséquent,

f(k,l)

(
z

cτ + d
;
aτ + b

cτ + d

)
= (cτ + d)f(k,l)A(z; τ).

Donc, f(k,l) est modulaire pour Γ(N) de poids 1 et d’indice 0. Cela vient du fait que, pour tout

A =
(
a b
c d

)
∈ Γ(N) on a :

(k, l)
(
a b
c d

)
≡ (k, l) (mod N).

On dit alors que la forme modulaire f(k,l) ou DL(z;ϕ) est de niveau N .

10.1 Forme de Jacobi de “niveau 2” et symbole quadratique de Legendre

Dans ce paragraphe, on fixe un réseau complexe L et une base (w1, w2) de L sur Z telle que
Im(w1/w2) > 0.

Théorème 10.1.1 Il existe une unique fonction fL(z; w1
2 ,

w2
2 ), ayant les propriétés suivantes :

1) z → fL(z; w1
2 ,

w2
2 ) est impaire et périodique de périodes L.

2) z → fL(z; w1
2 ,

w2
2 ) est de diviseur (0) + (w1+w2

2 )− (w1
2 )− (w2

2 ).
3) (Normalisation)

lim
z→0

fL(z; w1
2 ,

w2
2 )

z
= DL(

w2

2
;
w1

2
).

Plus important, cette fonction satisfait les propriétés suivantes
4) fL(z; w1

2 + ρ, w2
2 + ρ′) = e(EL(ρ′, w1

2 ))fL(z; w1
2 ,

w2
2 );∀ρ, ρ′ ∈ L.

5) fL(z; w1
2 ,

w2
2 ) = ifL(z; w2

2 ,
w1
2 )

6) fL(z; w1
2 ,

w2
2 ).fL(z + w1

2 ; w1
2 ,

w2
2 ) = 1

7) fL(z; w1
2 ,

w2
2 ).fL(z + w2

2 ; w1
2 ,

w2
2 ) = −1

8) fL(λz;λw1
2 , λ

w2
2 ) = fΛ(z; w1

2 ,
w2
2 ), où Λ = λ−1L;∀λ ∈ C∗, (λ, 2) = 1.

9) (Formule produit)

fΛ(z;
w1

2
,
w2

2
) =

∏
t̄∈Λ/L

fL(z + t;
w1

2
,
w2

2
);

Pour tout Λ réseau complexe contenant L tel que [Λ : L] est impair.
En fait cette fonction est donnée par

fL(z;
w1

2
,
w2

2
) =

DL(z; w1+w2
2 )DL(w2

2 ; w1
2 )

DL(z; w1
2 )DL(z; w2

2 )
.

Preuve :
Si une telle fonction existe, les propriétés 1), 2) et 3) assurent qu’elle est unique. Comme la

fonction z → DL(z;ϕ) vérifie

DL(z + ρ;ϕ) = e(EL(ρ, ϕ))DL(z;ϕ), DL(z;ϕ+ ρ) = DL(z;ϕ),∀ρ ∈ L,
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on a alors z → DL(z;
w1+w2

2
)DL(

w2
2

;
w1
2

)

DL(z;
w1
2

)DL(z;
w2
2

)
qui satisfait justement 1) , 2) et 3). D’où l’existence et

l’unicité.
Les autres propriétés 4), 5), 6), 7) et 8), découlent de celles de la fonction z → DL(z;ϕ).
Montrons le 9).– Etant donné la formule produit

DΛ(z;ϕ) = K(ϕ;L,Λ)
∏
t̄∈Λ/L

DL(z + t;ϕ)e(−EL(t, ϕ))

satisfaite par DL(z;ϕ, on obtient

fΛ(z;
w1

2
,
w2

2
) =

K(w1+w2
2 ;L,Λ)

K(w1
2 ;L,Λ)K(w2

2 ;L,Λ)
.
DΛ(w2

2 ; w1
2 )

DL(w2
2 ; w1

2 )[Λ:L]
.
∏
t̄∈Λ/L

fL(z + t;
w1

2
,
w2

2
)

Or, en utilisant le fait que K(z;L,Λ) = KL(z)[Λ:L]

KΛ(z) et DL(z;ϕ) = e(EL(z, ϕ)/2) KL(z+ϕ)
KL(z)KL(ϕ) , on

obtient assez facilement que

K(w1+w2
2 ;L,Λ)

K(w1
2 ;L,Λ)K(w2

2 ;L,Λ)
.
DΛ(w2

2 ; w1
2 )

DL(w2
2 ; w1

2 )[Λ:L]
= 1.

Ce qui termine la preuve du théorèm 10.1.1.
Définissons, maintenant, le symbole quadratique de Legendre associé au réseau L. Grâce au

lemme de Gauss généralisé, on a

Définition 10.1.2 Pour α, β ∈ L, avec (α, 2) = (β, 2) = 1, on définit le symbole quadratique
(αβ )2 par (α

β

)
2

=
∏
σ∈Sβ

ε(α, σ) ,

où ασ = ε(α, σ)γ(σ) avec ε(α, σ) ∈ {−1, 1}, γ(σ) ∈ Sβ et {Sβ ,−Sβ} est un système complet de
représentants de L/βL\{0}.

Formulons, d’une autre manière le symbole
(
α
β

)
2
. Comme la fonction z → fL(z; w1

2 ,
w2
2 ) est

impaire, alors (α
β

)
2

=
∏
σ∈Sβ

fL(ασ;αw1
2 , α

w2
2 )

fL(γ(σ);αw1
2 , α

w2
2 )

ou encore (α
β

)
2

=
∏
σ∈Sβ

fL(ασ;αw1
2 , α

w2
2 )

fL(σ;αw1
2 , α

w2
2 )

En utilisant la formule produit safisfaite par fL, Théorème 10.1.1, on obtient que(α
β

)
2

=
∏
σ∈Sβ

{ fL(σ; w1
2 ,

w2
2 )

fL(σ;αw1
2 , α

w2
2 )

∏
t∈Sα

fL(σ + t;
w1

2
,
w2

2
)fL(σ − t;

w1

2
,
w2

2
)
}

Ce qui permet de démontrer l’égalité suivante :
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(α
β

)
2

(β
α

)−1

2
= (−1)

N(α)−1
2

·N(β)−1
2

∏
σ∈Sβ

fL(σ; w1
2 ,

w2
2 )

fL(σ;αw1
2 , α

w2
2 )

∏
t∈Sα

fL(t;βw1
2 , β

w2
2 )

fL(t; w1
2 ,

w2
2 )

.

Ainsi, pour obtenir une loi de réciprocité quadratique il suffit d’évaluer la quantité

∏
σ∈Sβ

fL(σ; w1
2 ,

w2
2 )

fL(σ;αw1
2 , α

w2
2 )

∏
t∈Sα

fL(t;βw1
2 , β

w2
2 )

fL(t; w1
2 ,

w2
2 )

.

Cette quantité vérifie la propriété suivante :

Proposition 10.1.3 Soient α, β, α0, β0 ∈ L tels que (α, 2) = (β, 2) = 1 et α ≡ α0 (mod 2L),
β ≡ β0 (mod 2L). On a alors l’égalité

∏
σ∈Sβ

fL(σ; w1
2 ,

w2
2 )

fL(σ;αw1
2 , α

w2
2 )

∏
t∈Sα

fL(t;βw1
2 , β

w2
2 )

fL(t; w1
2 ,

w2
2 )

=

(−1)
N(α)−1

2
EL(β−β0,β0

ω1
2

)+N(β)−1
2

EL(α−α0,α0
ω1
2

)

×
∏
σ∈Sβ

fL(σ; w1
2 ,

w2
2 )

fL(σ;α0
w1
2 , α0

w2
2 )

∏
t∈Sα

fL(t;β0
w1
2 , β0

w2
2 )

fL(t; w1
2 ,

w2
2 )

.

Preuve : C’est une conséquence immédiate des propriétés 1) et 4) données dans le théorème
10.1.1 satisfaites par la fonction z → fL(z; w1

2 ,
w2
2 ).

En conclusion, à l’aide des propriétés simples de la forme de Jacobi fL de niveau 2, on obtient
le résultat suivant : Pour tout α, β, α0, β0 ∈ L tels que (α, 2) = (β, 2) = 1 et α ≡ α0 (mod 2L),
β ≡ β0 (mod 2L), on a(α

β

)
2

(β
α

)−1

2
= (−1)

N(α)−1
2

·N(β)−1
2

+
N(α)−1

2
EL(β−β0,β0

ω1
2

)+N(β)−1
2

EL(α−α0,α0
ω1
2

)

×
∏
σ∈Sβ

fL(σ; w1
2 ,

w2
2 )

fL(σ;α0
w1
2 , α0

w2
2 )

∏
t∈Sα

fL(t;β0
w1
2 , β0

w2
2 )

fL(t; w1
2 ,

w2
2 )

.

L’objectif du paragraphe suivant est le calcul explicite du produit

∏
σ∈Sβ

fL(σ; w1
2 ,

w2
2 )

fL(σ;α0
w1
2 , α0

w2
2 )

∏
t∈Sα

fL(t;β0
w1
2 , β0

w2
2 )

fL(t; w1
2 ,

w2
2 )

,

Pour tout couple α0, β0 d’unités de L modulo 2L.

Remarque 10.1.4 Le calcul fait dans le paragraphe suivant ne concerne que les réseaux L qui
sont des anneaux d’entiers de corps quadratiques imaginaires.
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10.2 Enoncé et preuve de la loi de réciprocité quadratique dans un corps
quadratique imaginaire

Les notations sont celles du paragraphe 3.
Soient K = Q(

√
d), d < 0 entier relatif sans facteur carré. On note par OK = Zω1 + Zω2

l’anneau des entiers de K, avec Im(ω1/ω2) > 0. Comme prédemment, paragraphe 3 on choisit

ω2 = 1, ω1 =


√
d si d ≡ 3 (mod 4)

1 +
√
d si d ≡ 2 (mod 4)

1+
√
d

2 si d ≡ 1 (mod 4)
.

On sait que
OK/2OK = {0, ω1, ω2, ω1 + ω2}.

On sait aussi que les unités de OK modulo 2OK sont données par

(
OK/2OK

)∗
=


{1} si d ≡ 1 (mod 8)
{1, ω1} si d ≡ 2 ou 3 (mod 4)
{1, ω1, 1 + ω1} si d ≡ 5 (mod 8)

Dans toute la suite du paragraphe, pour α, β, α0, β0 ∈ OK tels que (α, 2) = (β, 2) = 1 et α ≡ α0

(mod 2OK), β ≡ β0 (mod 2OK), α0, β0 unités de OK modulo 2OK , on pose

c(α, β) =
∏
σ∈Sβ

fOK
(σ; w1

2 ,
w2
2 )

fOK
(σ;α0

w1
2 , α0

w2
2 )

∏
t∈Sα

fOK
(t;β0

w1
2 , β0

w2
2 )

fOK
(t; w1

2 ,
w2
2 )

et l’on note
α = a+ bω1, β = a′ + b′ω1 avec a, b, a′, b′ ∈ Z.

Rappelons, maintenant, la loi de réciprocité quadratique pour les corps quadratiques imaginaires,
que nous souhaitons démontrer.

Théorème 10.2.1 ( Loi de réciprocité quadratique dans Q(
√
d), d < 0) Soient α, β ∈ OK ,

(α, 2) = (β, 2) = 1. On a alors

(α
β

)
2

(β
α

)−1

2
= (−1)

N(α)−1
2

·N(β)−1
2

+
N(α)−1

2
EOK

(β−β0,β0
ω1
2

)+N(β)−1
2

EOK
(α−α0,α0

ω1
2

)

Pour la démonstration de ce théorème nous avons besoin des lemmes suivants

Lemme 10.2.2 Pour d < 0 entier relatif sans facteur carré et d ≡ 5 (mod 8).

(i)
∏
σ∈Sβ

fOK
(σ; w1

2 ,
w2
2 )

fOK
(σ;α0

w1
2 , α0

w2
2 )

=


1 si α0 = 1
KOK

(
ω2
2

)KOK
(β

ω1+ω2
2

)

KOK
(

ω1+ω2
2

)KOK
(β

ω2
2

)
si α0 = ω1

KOK
(

ω1
2

)KOK
(β

ω1+ω2
2

)

KOK
(

ω1+ω2
2

)KOK
(β

ω1
2

)
si α0 = 1 + ω1
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(ii)
KOK

(αωi
2 )

KOK
(αω1+ω2

2 )
=

χOK

(
(α− α0)

ωj
2

)
(−1)

N(α−α0)
4 ·

KOK
(α0

ωi
2 )

KOK
(α0

ω1+ω2
2 )

,

avec {i, j} = {1, 2} et où α ≡ α0 (mod 2OK) et α0 ∈ {1, ω1, 1 + ω1}
(iii) KOK

(ω
2
1
2 ) = (−1)

d−5
8 e(d−5

32 )KOK
(ω1+ω2

2 ), KOK
(ω

2
1+ω1

2 ) = iKOK
(ω2

2 ), KOK
( (ω1+ω2)2

2 ) = −e(d+3
32 )KOK

(ω1
2 ).

Preuve : Lorsque α0 = 1 le (i) du lemme 10.2.2 est clair. Comme fOK
(z; w1

2 ,
w2
2 ) =

DOK
(z;

w1+w2
2

)DOK
(

w2
2

;
w1
2

)

DOK
(z;

w1
2

)DOK
(z;

w2
2

)
,

alors pour α0 = ω1, on a

∏
σ∈Sβ

fOK
(σ; w1

2 ,
w2
2 )

fOK
(σ;α0

w1
2 , α0

w2
2 )

=
∏
σ∈Sβ

(DOK
(σ; w1+w2

2 )
DOK

(σ; w1
2 )

)2
·
(KOK

(w1+w2
2 )

KOK
(w1

2 )

)N(β)−1
.

Grâce à la propriété xi) précisée dans le paragraphe 2.5 des formes de Jacobi DOK
(z, ϕ), on

obtient ∏
σ∈β−1OK/OK\{0}

DOK
(w1+w2

2 ;σ)
DOK

(w2
2 ;σ)

=
K(w2

2 ;OK , β−1OK)
K(w1+w2

2 ;OK , β−1OK)

et de l’égalité
Kβ−1OK

(z) = β−1KOK
(z)

on déduit alors le (i) pour α0 = ω1. Le reste du (i) s’obtient par les mêmes techniques de calcul.
Le (ii) et (iii) du lemme 10.2.2 se déduisent du fait que

KOK
(z + ρ) = χOK

(ρ)e(EOK
(ρ, z) /2)KOK

(z), où χOK
(ρ) =

{
1 si ρ ∈ 2OK

−1 si ρ ∈ OK \ 2OK .

Lemme 10.2.3 Pour d < 0 entier relatif sans facteur carré. on a

1) c(α, β) = 1 si d 6≡ 5 (mod 8)

2) Sinon, pour d ≡ 5 (mod 8), on a :

c(α, β) =



1 si α ≡ β ≡ 1 (mod 2OK)

χOK
(α−ω1

2 ω1)χOK
(β−ω1

2 ω1)(−1)
N(α−ω1)+N(β−ω1)

4 si α ≡ β ≡ ω1 (mod 2OK)

χOK
(α−(1+ω1)

2 ω2)χOK
(β−(1+ω1)

2 ω2)(−1)
N(α−(1+ω1))+N(β−(1+ω1))

4 si α ≡ β ≡ 1 + ω1 (mod 2OK)

χOK
(α−1

2 ω1)(−1)
N(α−1)

4 si α ≡ 1, β ≡ ω1 (mod 2OK)

χOK
(α−1

2 ω2)(−1)
N(α−1)

4 α ≡ 1, β ≡ 1 + ω1 (mod 2OK)

χOK
(α−ω1

2 ω2)χOK
(β−(1+ω1)

2 ω1)(−1)
N(α−ω1)+N(β−(1+ω1))

4 α ≡ ω1, β ≡ 1 + ω1 (mod 2OK)
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Démonstration : Le cas où d ≡ 1 (mod 8). Puisque
(
OK/2OK

)∗
= {1} alors α0 = β0 = 1.

Dans ce cas, le (1) découle de la définition de c(α, β).

Pour d ≡ 2 ou 3 (mod 4), on a
(
OK/2OK

)∗
= {1, ω1}. Grâce aux propriétés de la fonction

fOK
(z; w1

2 ,
w2
2 ), il est assez facile de vérifier que que l’on a aussi : c(α, β) = 1.

Nous nous propososns de détailler le cas où d ≡ 5 (mod 8). Pour cela nous allons nous
servir du lemme 10.2.2.

- Si α ≡ β ≡ 1 (mod 2OK), on a alors α0 = β0 = 1, le lemme 10.2.2 permet de conclure.
- Si α ≡ β ≡ ω1 (mod 2OK), on a alors α0 = β0 = ω1. D’après le lemme 10.2.2 on obtient

c(α, β) =
KOK

(β ω1+ω2
2 )

KOK
(β ω2

2 )
·

KOK
(αω2

2 )
KOK

(αω1+ω2
2 )

.

Pour conclure, on utilise la propriété de translation satisfaite par KOK
, avec ρ = α−α0

2 , puis
ρ = β−β0

2 .

Grâce au lemme 10.2.2, les autres sous-cas restants se déduisent de la même manière que
ci-dessus.

Le théorème principal de ce paragraphe nous dit en fait que, dans tous les cas

c(α, β) = 1.

Démonstration du théorème principal.— Grâce aux lemmes 10.2.2 (i) et 10.2.3 pour démontrer
notre résultat il suffit de montrer que

c(α, β) = 1,∀α, β ∈ OK , (α, 2) = (β, 2) = 1.

Pour se faire il suffit d’appliquer la partie (ii) du lemme 10.2.2.

Corollaire 10.2.4 Pour d ≡ 1 (mod 8) et (α, 2) = (β, 2) = 1. On a alors

(α
β

)
2

(β
α

)−1

2
= (−1)

b
2
· b
′
2

+ b
2
·a

′−1
2

+ b′
2
·a−1

2

Preuve : Elle découle du fait que

N(α)− 1
2

≡ b

2
(mod 2) et EOK

(α− α0, α0
ω1

2
)=

a− 1
2

, α0 = 1 car
(
OK/2OK

)∗
= {1}.

Corollaire 10.2.5 Pour d ≡ 3 (mod 4) et (α, 2) = (β, 2) = 1. On a alors(α
β

)
2

(β
α

)−1

2
= 1

Preuve : Il suffit d’utiliser que N(α)−1
2 ≡ 0 (mod 2)
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Corollaire 10.2.6 Pour d ≡ 2 (mod 4) et (α, 2) = (β, 2) = 1. On a alors

(α
β

)
2

(β
α

)−1

2
=


1 si α ≡ β ≡ 1 (mod 2OK)(
−1
)a−1

2 si α ≡ 1 (mod 2OK) et β ≡ ω1 (mod 2OK)(
−1
) b+b′

2 si α ≡ β ≡ ω1 (mod 2OK)

Preuve : On utilise que

N(α)− 1
2

≡
{

0 si α ≡ 1 (mod 2OK)
1 si α ≡ ω1 (mod 2OK)

(mod 2)

et

EOK
(α− α0, α0

ω1

2
)≡
{ a−1

2 si α ≡ 1 (mod 2OK)
b−1
2 si α ≡ ω1 (mod 2OK)

(mod 2)

Corollaire 10.2.7 Pour d ≡ 5 (mod 8) et (α, 2) = (β, 2) = 1. On a alors

(α
β

)
2

(β
α

)−1

2
=



(−1)
b
2
· b
′
2

+ b
2
·a

′−1
2

+ b′
2
·a−1

2 si α ≡ β ≡ 1 (mod 2OK)

(−1)(
a
2
+ d−5

8
)·(a′

2
+ d−5

8
)+(a

2
+ d−5

8
)·(a′

2
+ b′−1

2
)+(a′

2
+ d−5

8
)·(a

2
+ b−1

2
) si α ≡ β ≡ ω1 (mod 2OK)

(−1)(
a+b
2

+ d+3
8

)·(a′+b′
2

+ d+3
8

)+(a+b
2

+ d+3
8

)· b
′−1
2

+(a′+b′
2

+ d+3
8

)· b−1
2 si α ≡ β ≡ 1 + ω1 (mod 2OK)

(−1)
b
2
·(a′

2
+ d−5

8
)+ b

2
·(a′

2
+ b′−1

2
)+(a′

2
+ d−5

8
)·a−1

2 si α ≡ 1, β ≡ ω1 (mod 2OK)

(−1)
b
2
·(a′+b′

2
+ d+3

8
)+ b

2
· b
′−1
2

+(a′+b′
2

+ d+3
8

)·a−1
2 si α ≡ 1, β ≡ 1 + ω1 (mod 2OK)

(−1)(
a
2
+ d−5

8
)·(a′+b′

2
+ d+3

8
)+(a

2
+ d−5

8
)· b

′−1
2

+(a′+b′
2

+ d+3
8

)·(a
2
+ b−1

2
) si α ≡ ω1, β ≡ 1 + ω1 (mod 2OK)

Preuve : Elle se déduit de

N(α)− 1
2

≡


b
2 si α ≡ 1 (mod 2OK)
a
2 + d−5

5 si α ≡ ω1 (mod 2OK)
a+b
2 + d+3

8 si α ≡ 1 + ω1 (mod 2OK)
(mod 2)

et

EOK
(α− α0, α0

ω1

2
)≡


a−1
2 si α ≡ 1 (mod 2OK)

a
2 + b−1

2 si α ≡ ω1 (mod 2OK)
b−1
2 si α ≡ 1 + ω1 (mod 2OK)

(mod 2)
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Sommes arithmétiques et éléments de Stickelberger, Journal of Algebra, Vol. 179, 1996,
145-190.
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