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1. Presentation of the memoir A. Touzé

1 Presentation of the memoir

My field of research is on the crossroads of homological algebra, algebraic
topology and representation theory. This memoir presents a significant part
of my work during the period 2008-2014.

My work fits into the context of the current development of « functor
homology ». The idea is to interpret some classical invariants as Ext or Tor-
groups in functor categories. This idea is illustrated by the work of Jibladze,
Pirashvili and Waldhausen [JP, PW], which gives a functorial interpretation
of the Topological Hochschild Homology of a ring R :

THH, (R) ~ Tor’®R(IV,I) . (1.1)

The Tor-groups which appear on the right hand side of the isomorphism are
computed in the category Fgr of functors Pr — R-Mod, where Pr denotes
the category of finitely generated projective R-modules. This category is not
directly related to the context where THH,(R) is usually defined (i.e. as a
Hochschild complex in the category of S-algebras), so that the isomorphism
(1.1) is a real change of viewpoint.

One can expect several benefits from a functorial interpretation of a clas-
sical homological invariant. Firstly, functor homology (that is, Ext and Tor
groups in functor categories) is usually equipped with a rich algebraic struc-
ture : products, coproduct and cohomological operations, many of them de-
rived from the operation of composition of functors. A functorial interpreta-
tion can thus be used to obtain new structure results about the homological
invariant.

Secondly, functor homology can also be used to obtain explicit computa-
tions. For example, Tor groups in Fr are reasonably computable. The right
hand side of the isomorphism (1.1) can be computed if k is a finite field
[FLS], or if k is the ring of integers [FP|.

Finally, various classical homological invariants may be interpreted as
Torgroups in the same category. For example, the work of Suslin [FFSS,
Appendix| and Scorichenko [Sco| gives interpretations of Tor-groups in Fg
as some stable homology of GL,(R). In such a situation, functor homology
appears as an intermediate concept, useful to formulate links between va-
rious non related homological invariants (hence to give links between various
mathematical problems which are a priori unrelated).

The work presented in this memoir deals with the study of representa-
tions and cohomology of linear algebraic groups by the methods of functor
homology. It also deals with direct connections between the cohomology of
algebraic groups and classical questions from algebraic topology. The functor
category which play a central role in this context is the category Py of strict
polynomial functors (over a commutative ring k) introduced by Friedlander
and Suslin in their founder article [F'S|. Variants of this category, that is strict
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polynomial functors with several variables, such as Franjou and Friedlander’s
category Pk(1,1) of strict polynomial bifunctors [FF| are also useful.

The category Pk is an algebro-geometric version of the category Fi. There
is a forgetful functor (exact and faithful) Py — Fg, so that one can think
as a strict polynomial functor as an ordinary functor Py — k-Mod equip-
ped with a « strict polynomial structure »*. Strict polynomial functors are
classical mathematical objects. Indeed, they are ubiquitous in the theory of
representation theory of the general linear groups and the Schur algebras,
whose study goes back to the beginning of the XXth century. For example,
the symmetric powers S¢, the exterior powers A¢ and more generally the
Schur functors are strict polynomial functors (in a canonical way). However,
the use of the functorial viewpoint in cohomological computations is more
recent, initiated by Friedlander and Suslin [F'S]. The functorial interpretation
of the cohomology or of the extensions in the category of rational represen-
tations of GL,, [Jan, I1.2] corresponds to the following isomorphism, valid if
n is big enough :

Extsy, (F(K), G(K")) ~ Exth, (F,G) . (1.2)

More generally, we can consider strict polynomial bifunctors (contravariant
with respect to the first variable et covariant with respect to the second
one), for example the bifunctor (V, W) ~ S (Homy (V, W)). The cohomology
a1(B) of a strict polynomial bifunctor B is defined in terms of extensions
in the category Pi(1,1) of bifunctors, and if n is big enough there is an
isomorphism (where the cohomology appearing on the left hand side of the
isomorphism is the rational cohomology in the sense of [Jan]|) :
H*(GLy, B(k", k")) >~ Hy(B) . (1.3)
The isomorphisms (1.2) and (1.3) can be used to import the point of view and
the methods of functor categories in the classical subject of representations
of general linear groups.

The scientific contribution of the work presented in this memoir is two-
fold. Firstly, my work has contributed to significant advances on the study of
algebraic group cohomology, by functorial methods. These advances include
the construction of the universal classes which are used in the solution of the
conjecture van der Kallen on the finite generation of the cohomology alge-
bras of reductive groups. They also include some advances on the study of
the effect of Frobenius twists on the cohomology of the general linear group.
Secondly, my work has showed new links between the theory of strict poly-
nomial functors and other mathematical theories : classical invariant theory,

!The forgetful functor forgets the strict polynomial structure. The situation is comple-
tely analogous to the one of the forgetful functor from algebraic varieties (or schemes) to
topological spaces.
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representations of finite dimensional algebras, and algebraic topology. These
new links produce unexpected results. For example, we find in the homology
of Eilenberg Mac Lane spaces (an object which belongs to algebraic topo-
logy) some obstructions to the existence of good filtrations (a concept which
belongs to representation theory) on the GL,(Z)-modules S¢(S*(Z")), for
d>1,k>3andn > kd.

Main results

We now review the main results presented in this memoir.

A. My work has contributed to the solution [3| of a conjecture of van
der Kallen. Let G be an algebraic group (scheme) over a field k, acting on a
commutative k-algebra A by algebra automorphisms. The following problem
is a problem of classical invariant theory (Hilbert’s XIVth problem)

Problem. Assume that the k-algebra A is finitely generated. Is the subal-
gebra of fixed points A® C A also finitely generated ?

The answer to this problem is positive when the group G is reductive,
for example G = GLy,(k), SLy,(k), SOy, (k), Span(k). This result is essentially
due to Hilbert [Hil2| if k is a characteristic zero field, and Haboush has
proved the case of a positive characteristic field k (Haboush’s results solved
positively a conjecture of Mumford). Waterhouse [Wat2| has generalized this
positive answer to the case where G is reductive but not necessarily smooth.
A result of Popov |[Pop| proves a converse to this answer. To be more specific,
a group G satisfies the finite generation (FG) property if for all finitely
generated commutative k-algebra, A® is finitely generated. The following
statement summarizes all the results mentioned above.

Theorem. The group (scheme) G satisfies the (FG) property if and only if
G is reductive.

If G acts on a commutative k-algebra A, we can more generally consi-
der the cohomology algebra H*(G, A) in the sense of [Jan|. It is a graded
commutative k-algebra, whose subalgebra of homogeneous elements of de-
gree zero identifies with the invariant algebra A®. We say that G satisfies
the cohomological finite generation (CFG) property if for all finitely genera-
ted k-algebra A, the cohomology algebra H*(G, A) is finitely generated. The
preceding theorem suggest the following question.

Problem. Which G do satisfy the (CFG) property ?

Since the (CFG) property implies (FG) property, we find the candidates
for the (FG) property among the reductive groups (schemes). Finite groups
satisfy the (CFG) property by a theorem of Evens [Eve|. This result was
extended to finite group schemes by Friedlander et Suslin [FS|. Van der
Kallen conjectured a much more general statement, which is now a theorem :
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Theorem A. [3] LetG be an affine algebraic group scheme over a field k.
Then G satisfies the (FG) property if and only if G satisfies the (CFG)

property.

The first investigations of van der Kallen [vdK1] had reduced the proof
of this theorem to the construction of certain universal classes in the co-
homology of the general linear group. My contribution to the theorem is
the construction of these universal classes, using the cohomology of strict
polynomial bifunctors.

Theorem A opens a new perspectives of investigations on the cohomo-
logy of algebraic groups. For example, one can wonder to what extent finer
algebraic properties of invariant algebras transfer to cohomology algebras.
On can also ask for geometric interpretations of these cohomology algebras
(in the spirit of geometric invariant theory) or an interpretation in terms
of representation theory (a role in the theory of support varieties). Finally,
one can ask for quantitative informations, for example bounds on the degree
or on the number of generators, as well as explicit computations (keeping
in mind that explicit computations are already hard to obtain in invariant
theory). All these problems are open.

In section 9.4, we give two results which give a slightly more precise
idea on the cohomology algebras. First, we extract from the proof of [3]
some information about the Krull dimension of these cohomology algebras.
We also present the explicit computation of a cohomology algebra of GL,
obtained in [5], in the spirit of the fundamental theorem of invariant theory

of [Wey, DCP].

B. My articles |5, 7] have contributed to the study of the effect of Fro-
benius twist on the cohomology of algebraic groups over a field of positive
characteristic p. To be more specific, if M is a representation of an algebraic
group scheme G, we denote by M) the representation of G obtained by base
change along the Frobenius map k — k,  — 2P . The following problem is
natural.

Problem. Study the extensions of the form Ext¥ (M), N(). In particular,
how are they related to the extensions Extg, (M, N)?

There are many motivations to study this problem. First the representa-
tions of the form M (") are ubiquitous in the representation theory of alge-
braic groups in positive characteristic. These representations are also related
to the cohomology of finite groups of Lie type. Indeed, if G is a Chevalley
group scheme over F, (e.g. G = GL,) a result of Cline, Parshall, Scott and
van der Kallen says that the [F)-vector space ExtiG(M ("), N(")) has the same
dimension as the F,-vector space ExtiG(Fq)(M ®Fy, N @ F,) provided r and
q are big enough.

10
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In the case where G = GL,, the problem can be reformulated with strict
polynomial functors. We denote by I(") the Frobenius twist functor, and by
F() the composite functor F o I,

Problem. Study the extensions of the form Extp, (F ONe (T)). In particular,
how are they related to the extensions Extp (F,G)?

The latter problem is central in the cumulative works [FS|, [FFSS| and
[Chal|. Besides the motivations from algebraic group theory mentioned
above, there are topological motivations to study the extensions of the form
Ext;}k(F(T), G). Indeed, thanks to the fundamental results of [FFSS, Sec-
tions 2 et 3], these extensions give access to the computation of extensions
in the category JFi when k is a finite field. The category Fy is related to
the category U of unstable modules over the Steenrod algebra by a functor
[ :U — Fr,. The computations of extensions of the form Extp (F "), G()
can then be used to compute some values of the adjoint of the functor f.

In the article [5], we introduced a new method to compute extensions,
based on Troesch complexes [Tr]. This method can be used to give short proof
of the computations of [FS, FFSS, Chal], and to obtain new computations
as well. Our computations led us to a general conjecture.

If V is a finite dimensional vector space and F' is a strict polynomial
functor, we denote by Fy the functor W +— F(V @ W). When V is graded,
the functor Fy inherits a grading. Let us denote by FE, the vector space
which equals k in degrees 0,2,...,2p" — 2 and zero in the other degrees.

Conjecture. |5 For all F,G, there is a graded isomorphism, where the
degree on the right hand side of the isomorphism is the total degree (i.e. the
sum of the cohomological degree and of the degree of G, )

Extp, (F, G") ~ Extp, (F.G,) -

The solution to this conjecture was announced in a preprint of M. Chatup-
nik [Cha3]. In the article 7], we use the results of [5], an idea of [Cha3] and
the injectivity of Frobenius twists in the cohomology of algebraic groups to
prove this conjecture and generalize the result to the framework of strict
polynomial bifunctors. If B is a strict polynomial bifunctor, we denote by
B the bifunctor (V,W) — B(V") W) and Bg, the graded bifunctor
(V,W) — B(V,W ® E,). We obtained the following result.

Theorem B. [7] For all bifunctors B, there is a graded isomorphism, where
the degree on the right hand side of the isomorphism is the total degree (i.e.
the sum of the cohomological degree and of the degree of Bpg,.)

;](B(’”)) = H;(BET) .

11
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The naturality with respect to B of the isomorphism of theorem B is
only proved up to filtration in [7]. Van der Kallen a observed [vdK4]| that
this filtration splits naturally with respect to B, so that the isomorphism of
theorem B is natural with respect to B.

Theorem B offers a good understanding of the cohomology vector spaces
Hy (B (). For example, we recover the strong stability result of [FFSS]. Much
better : theorem B gives a quantitative information about how the dimension
of H gl(B(T)) grows when r grows (as a polynomial of exponential functions,
whose coefficients are explicitly computed in terms of functor cohomology of
functors related to B). Theorem B also gives access to explicit computations
for many bifunctors B. We present some applications of this kind in sections
8.3 and 10.4.2. As a fundamental application of theorem B, we have obtained
in |7] of the existence of the universal classes (on which theorem A relies).

C. The article [4] studies the links between strict polynomial functors
and the cohomology of classical algebraic groups in the sense of Weyl [Wey],
for example the groups GLy(k), Span(k) or SO, (k). We show that the co-
homology of these classical algebraic groups can be interpreted in terms of
extensions in the category of strict polynomial functors. Our approach relies
on the fundamental theorems of classical invariant theory [Wey| and coho-
mological vanishing results coming from the theory of good filtrations on the
representations of reductive algebraic groups.

In the case of GL,, our approach gives a new proof of the isomorphisms
(1.2) and (1.3) over an arbitrary ground ring k (these isomorphisms were
previously established over a field k in [FS, FF]|). Our approach produces
similar isomorphisms for other classical groups. The case of the symplectic
group corresponds to the following theorem.

Theorem C. Let k be a commutative ring and let F' be a homogeneous
functor of weight 2d. For all n > d there is an isomorphism (where I'?
denotes the d-th divided power functor, dual to S9) :

H*(Spon(k), F(k*")) ~ Extp (T4 0 A%, F) .

As a remarkable feature of theorem C (and of the other theorems es-
tablished in [4] for other classical algebraic groups), we observe that the
cohomology of the symplectic group (in type C) is expressed in terms of ex-
tensions in the category Pk, which is also related to the cohomology of the
general linear group (of type A). In other terms, the combinatorics of GL,,
plays a fundamental role in all types. We can already see this on the level of
the fundamental theorems of invariant theory striking when [Wey, DCP], and
the category of strict polynomial functors is the good framework to capture
this phenomenon on the level of cohomology.

The isomorphism of theorem C opens the way to the study of the coho-
mology of classical algebraic groups by functorial methods. We give in [4]

12
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some direct applications, such as the injectivity of cup products in stable co-
homology, or a few explicit cohomological computations. However, we could
also apply theorem C and the analogous theorems to other more complicated
problems, for example to the study of the effect of Frobenius twists on the
cohomology of classical algebraic groups.

Finally, we mention that theorem C has an analogue in the framework of
finite classical groups Spay, (Fy) or On(Fy), due to Djament and Vespa [DV]
(and generalized later to all discrete classical groups in [Djal). In spite of the
strong similarity of the statements obtained, the methods of [DV] are very
different from ours.

D. The article [6] gives a new link between representation theory (Ringel
duality for Schur algebras) and algebraic topology (derived functors in the
sens of Dold and Puppe) by the means of strict polynomial functors.

Let A be a ring and let T be an A-module of finite projective dimension.
For all A-modules N, the group of morphisms Hom 4 (7, N) is naturally en-
dowed with the structure of a right module over the endomorphism algebra
A" = End 4(T). This induces a functor on the level of the derived categories :

RHom (T, —) : D(Mod-A) — D(Mod-A’) . (1.4)

If A is a quasi-hereditary algebra, Ringel showed [Rin| that there exists a
characteristic tilting module 7', for which this functor is an equivalence of
triangulated categories. Moreover, the algebra A’ (called the Ringel dual of
A) is also quasi-hereditary, ans A and A” are isomorphic. This Ringel duality
applies to strict polynomial functors. Indeed, the subcategory Pgi C Py of
homogeneous strict polynomial functors of weight d is equivalent to a module
category, to be more specific to the category of modules over a Schur algebra
which is quasi-hereditary. Donkin computed [Don4| that these Schur algebras
are self-dual, so that Ringel duality can be expressed in the framework of
strict polynomial functors as an equivalence of triangulated categories :

O : D(Pyx) — D(Pax) -

This equivalence of categories has been used in explicit Ext computations
by Chatupnik in [Cha2].

Let F' : R-Mod — S-Mod be a functor. If F' is additive, there is a
classical notion of derived functors of F'. The suitable theory for deriving
non necessarily additive functors is due to Dold et Puppe |DP]| (and later
generalized by Quillen in the framework of model categories). We denote by

L;F(—,n) : R-Mod — S-Mod

the i-th derived functor of F' with height n (the height is a nonnegative inte-
ger). These derived functors are used in algebraic topology, for example they

13
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provide the first page of the Curtis spectral sequence [Cur| (An unstable
version of the Adams spectral sequence) which converges to the homotopy
groups of the sphere S**!1. In the article [6], we observe that if F is a strict
polynomial functor, then its derived functors are also strict polynomial func-
tors. We extend the operation of derivation to the level of derived categories :

L(—,n): D(Psx) — D(Pak) -
C — LC(—,n)

We then prove the following theorem.

Theorem D. [6] The triangulated functors L(—, n) et ©"[—nd| (where [—nd]
denotes the iterated suspension operator of the derived category) are isomor-
phic.

The main theorem of [6] is actually more precise than theorem D. Ringel
duality and derivation of functors are strict monoidal functors (with respect
to the tensor product of functors) and the isomorphism of theorem D is
an isomorphism of monoidal functors. The article [6] states the theorem
over a PID k, which is the framework needed for our applications, but the
statement is actually valid over an arbitrary commutative ring [11]. Let us
spell out some concrete consequences of theorem D. If F' is a homogeneous
strict polynomial functor of weight d, we have an isomorphism :

LiF(—,n) ~ H"(@"F) .

The right hand side of this isomorphism can be reformulated in terms of
concrete extensions in Py. For example if n = 1 or 2, we obtain the following
isomorphisms, where Fy, denotes the functors « with parameter » Fy (W) :=
F(V ® W) (in particular Fy = F) :

LiF(V,1) ~ Ext "(A Fy) ,  LiF(V,2) ~ Exty (SY, Fy). (15

The interest of theorem D and of the formulas (1.5) comes from the fact
that the theorems and the methods of computations available on each side of
the isomorphism are very different. For example, representation theory has
the theory of highest weight categories or block theory at disposal, whereas
algebraic topology uses simplicial methods. In [6], we obtain a series of appli-
cations by transferring results from algebraic topology on the representation
theory side and vice-versa.

E. Eilenberg Mac Lane spaces and the computation of their singular
homology by Cartan [Car| are a cornerstone of algebraic topology. In the
article [8] we show that Cartan’s computations also have a fundamental
importance in the representation theory of the general linear groups. For
example we establish the isomorphisms :

Extp, (5%, A*) ~ H.(K(Z,3),k), Ext}, (5*,T*) ~ H.(K(Z,4),k) . (L6)

14
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Thanks to these isomorphisms, it is theoretically possible to retrieve the
Ext-groups from Cartan’s computations. However, these computations do
not contain all the information we need (for example, the right hand sides
of the isomorphisms (1.6) are simply graded while the left hand sides are
trigraded). So we have to elaborate on these results to obtain the additional
information. If k is a field of positive characteristic p, our computations give
the following result (we only give the p = 2 version here, whose statement is
simpler).

Theorem E.1. Let k be a field of characteristic 2, and n > 1. let V' be
k-vector space and let S(V') be the symmetric algebra on V. The homology
algebra of the iterated bar construction B""s (V') is naturally isomorphic
with respect to V to the following tensor product of free divided power
algebras, where V(") (i) denotes a copy of the r-th Frobenius twist of V,
placed in degree i :

® F(v(?“1+"'+’f‘n)<2p7’1+"'+7‘n + 27’2+"'+7'n 4+t 97n + 1>) .

71y Tn 20

We then use theorem E.1 (and similar statements in odd characteris-
tic), together with techniques to compute the effect of Frobenius twists in
cohomology (theorem B and additional techniques) to obtain [8| a unified
approach to compute all the extensions of the form

Extp, (X*), y*()) |

where X and Y are « classical exponential functors » , i.e. the symmetric
algebra S, the exterior algebra A or the divided power algebra I'. We also
obtain significant computations for k = Z. The computations obtained by our
method include all the previous computations of extensions between classical
exponential functors [Akin, FFSS, Cha3|, and provide new results as well.
For example we obtain the following result (Ext groups between classical
exponential functors are equipped with a convolution product, which allows
to organize the computations and to present the results under a compact
form).

Theorem E.2. Let k be a field of odd characteristic p and let s,¢ be non-
negative integers. The trigraded algebra Ext}";k(S* (t+s) = (5)) is isomorphic
to the tensor product

/! 1A
Tl @D vie|eA D Vi |er D Vi
0<i<p® k>0 0<i<p® k>0,6>0 0<i<p® k>0,6>0

where V; i, V!, , and V), , are distinct vector spaces of dimension one, Whose
gradings are determined by the inclusions :

15
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1. Vi C Ext@ P2 g0k () ot ()
(2i+2)pF ettt opk 1 (pk+e+1 gy k+e+1+s (4

2. V/io C Exty (sp" (s e @),
(2i4-2)pkHtttt2_opk+l_o k42 (g k04245 (4

3. Vi C Bxty’ (SP"T (sHt) T ®)).

Our results over Z improve the previously known computations [Akin].
However, if k = 7Z, we are not able to compute completely the homology
of the iterated bar constructions B" 'S (A) (where A denotes a free finitely
generated abelian group) as a strict polynomial functor for the moment.
This explains why our Ext computations for k = Z are less complete than
the ones obtained over a field k. We partially investigate this problem in
collaboration with L. Breen and R. Mikhailov in [9], but the problem of
computing completely these strict polynomial functors remains open.

Content of the memoir, new results and perspectives

In this memoir, we have tried to make the subject of strict polynomial
functors accessible. Section 4 is independent from the rest of the text. It is
intended as an elementary introduction to strict polynomial functors of the
theory of representations of the general group, in the simpler case when the
ground ring k is an infinite field.

The next sections 5 and 6 present categories of strict polynomial functors
and representations of affine algebraic group schemes in full generality. They
provide all the basic material needed for the remainder of the memoir. To
be more specific, section 5 recalls the main definitions and properties of
affine algebraic group schemes and their representations. In section 6, we
present the categories of strict polynomial functors in a general context.
This presentation is motivated by the absence of sufficient reference on strict
polynomial functors in the current literature.

Most of our articles follow the original framework of Friedlander et Suslin
[F'S, SFBY, that is they are written in the framework of the category of strict
polynomial functors of bounded weights with k-projective finitely generated
values (this category is denoted by Pﬂ{, <o later in this memoir ). One of
the contributions of this memoir is the generalization of our results to the
category Py of all strict polynomial functors - this generalization is usually
easy with the material of section 6 at disposal.

In sections 7 to 11 we present the main results, in particular theorems A to
E.2 mentioned above. We have taken the opportunity of writing this memoir
to improve some of these results or their proofs (in addition to the extension
to the category of all strict polynomial functors mentioned above). We have
also added a few new results. We now give a list of the main improvements.

e In section 7.2.2, we study the homological dimension of Pgj. The re-
sults obtained extend the previously known results to an arbitrary
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commutative base ring k. In particular, we remove the noetherian hy-
potheses needed in [Kra].

e In sections 7.4 and 7.3, we have significantly improved the proof and
the results of the article [4] on the relations between strict polynomial
functors and the cohomology of classical groups.

— Our proof does not use the results of [DCP] anymore. This impro-
vement enables us to treat the case of orthogonal groups in charac-
teristic 2.

— We have added new statements for the cohomology of special ortho-
gonal and special linear groups.

— We indicate in section 7.3.3 how to use strict polynomial functors to
prove the first fundamental theorem of invariant theory for GL,in
arbitrary characteristic.

e In section 8 we have done a work of reorganization and simplification.
In particular, section 8.1, the presentation of the elementary properties
of the precomposition by the Frobenius twist functor I(") is organized
around the notion of r-negligible functor. Section 8.4 gives a simplified
version of the original arguments of [5, Sections 3 and 4].

e We have made explicit a method to find bounds of the Krull dimension
of cohomology algebras of GL,, in section 9.4.1.

e In section 11, the results of [6] are stated in the unbounded derived ca-
tegory. The statement of theorem 11.16 is new (although its proof only
uses techniques from [6]). We apply this theorem to recover in corollary
11.19 connectivity results which are useful to prove the convergence of
the Curtis spectral sequence.

The memoir also presents about fifteen open problems. These problems
give a (non exhaustive) list of perspectives of research on the subject of strict
polynomial functors and related topics.

17



1. Presentation of the memoir A. Touzé

Author’s Bibliography

In this memoir, the references to my articles are indicated by numbers.
The memoir presents the articles [1] to [10] of the following bibliography.
The memoir does not present the article [11] (which is a survey of functor
homology), neither does it present [12]| (which does not deal with functor
homology, as the other articles do).

1]
2]
3]

4]
[5]
(6]
7]

8]

19]
[10]

[11]

[12]

A. Touzé, Cohomologie du groupe linéaire a coefficients dans les poly-
nomes de matrices, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 345 (2007)

A. Touzé, Universal classes for algebraic groups, Duke Math. J. 151
(2010), no. 2, 219-249.

A. Touzé, W. van der Kallen, Bifunctor cohomology and Cohomological
finite generation for reductive groups, Duke Math. J. 151 (2010), no.
2, 251-278.

A. Touzé, Cohomology of classical algebraic groups from the functorial
viewpoint, Adv. Math. 225 (2010) 33-68.

A. Touzé, Troesch complexes and extensions of strict polynomial func-

tors, Ann. Sci. E.N.S. 45 (2012), no. 1, 53-99.

A. Touzé, Ringel duality and derivatives of non-additive functors. J.
Pure Appl. Algebra 217 (2013), no. 9, 1642-1673.

A. Touzé, A construction of the universal classes for algebraic groups
with the twisting spectral sequence. Transform. Groups 18 (2013), no.
2, 539-556.

A. Touzé, Bar complexes and extensions of classical exponential
functors, to appear in the annales de linstitut Fourier (2014).
(arXiv :1012.2724)

L. Breen, R. Mikhailov, A. Touzé, Derived functors of the divided po-
wers, submitted. (arXiv :1312.5676)

A. Touzé, A functorial control of integral torsion in homology, submit-
ted. (arXiv :1310.2877)

A. Touzé, Applications of functor (co)homology, in An Alpine Expedi-
tion through Algebraic Topology, Contemp. Math. 617, Amer. Math.
Soc., Providence, RI, 2014.

J. Hong, A. Touzé, O. Yacobi, Polynomial functors and categorifica-
tions of Fock space, submitted (arXiv :1111.5317).

The other references are indicated by letters. A full bibliography is available
at the end of the memoir.

18



2. Présentation du mémoire A. Touzé

2 Présentation du mémoire

Mon domaine de recherche se situe au carrefour de I’algébre homologique,
de la topologie algébrique et de la théorie des représentations. Ce mémoire
présente une partie significative de mes travaux sur la période 2008-2014.

Mes travaux se placent dans le contexte du développement actuel de
I’« homologie des foncteurs ». L’idée est d’interpréter certains invariants ho-
mologiques classiques, comme 1’homologie des groupes ou la K-théorie, en
termes de groupes d’extensions ou de torsion dans des catégories de fonc-
teurs. Une illustration de cette idée est fournie par des travaux de Jibladze,
Pirashvili et Waldhausen [JP, PW], qui fournissent une interprétation fonc-
torielle de I’'Homologie de Hochschild Topologique d’'un anneau R :

THH, (R) ~ Tor’®(IV,I) . (2.1)

Les groupes de torsion qui apparaissent & droite de I’isomorphisme sont cal-
culés dans la catégorie Fr des foncteurs Pr — R-Mod ou Pgr désigne la
catégorie des R-modules projectifs de type fini. Cette catégorie est relative-
ment éloignée du contexte dans lequel on définit habituellement THH,(R)
(i.e. comme un complexe de Hochschild dans la catégorie des S-algébres), si
bien que l'isomorphisme (2.1) constitue un réel changement de point de vue.

On peut attendre plusieurs bénéfices d’une interprétation fonctorielle
d’un invariant homologique classique. Tout d’abord, ’homologie des fonc-
teurs (i.e les groupes Ext ou Tor dans des catégories de foncteurs) posséde
souvent une structure riche : produits, coproduits ou opérations cohomo-
logiques, qui dérivent dans bien des cas de 'opération de composition des
foncteurs. Une interprétation fonctorielle peut donc permettre d’obtenir de
nouveaux résultats de structure sur l'invariant en question.

On peut également utiliser I’homologie des foncteurs pour obtenir des
calculs explicites. Par exemple, les groupes de torsion dans Fg sont acces-
sibles au calcul, et le terme de droite de I'isomorphisme (2.1) peut étre calculé
lorsque R est un corps fini [FLS| ou lorsque R = Z [FP|.

Enfin, il arrive que plusieurs invariants homologiques classiques différents
admettent des interprétations fonctorielles relatives & la méme catégorie de
foncteurs. Par exemple, les travaux de Suslin [FFSS, Appendix| et Scori-
chenko [Sco| permettent d’interpréter les groupes de torsion dans Fgr en
termes d’homologie stable du groupe GL,(R). L’homologie des foncteurs
apparait alors comme un concept intermédiaire qui permet de relier des in-
variants homologiques classiques (et donc des problémes mathématiques) qui
n’ont & priori rien & voir les uns avec les autres.

Les travaux présentés dans ce mémoire concernent 1’étude des représenta-
tions et la cohomologie des groupes algébriques linéaires, par des méthodes
d’homologie des foncteurs. Ils font également apparaitre des liens directs
entre la cohomologie des groupes algébriques et certaines questions classiques
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de topologie algébrique. La catégorie de foncteurs qui joue un réle central
dans ce contexte est la catégorie Py des foncteurs strictement polynomiaux
(sur un anneau commutatif k), introduite par Friedlander et Suslin dans leur
article fondateur |FS|. Des variantes a plusieurs variables de cette catégorie,
comme la catégorie Pk(1,1) des bifoncteurs de Franjou et Friedlander [FF|
sont également utiles.

La catégorie Py est un analogue algébro-géométrique de la catégorie Fy.
On dispose d'un foncteur d’oubli (exact et fidéle) Py — Fy, si bien que 1'on
peut penser aux foncteurs strictement polynomiaux comme & des foncteurs
usuels P, — k-Mod munis d’une « structure strictement polynomiale »2.
Les foncteurs strictement polynomiaux sont des objets mathématiques clas-
siques. Ils sont en effet omniprésents dans la théorie des représentations des
groupes linéaires et des algébres de Schur, étudiées depuis le début du XXéme
siécle. Par exemple les puissances symétriques S¢, extérieures A% ou plus
généralement les foncteurs de Schur sont des foncteurs strictement polyno-
miaux (d’une maniére canonique). Cependant, I'utilisation du point de vue
fonctoriel dans des calculs de cohomologie est plus récente, initiée par Fried-
lander et Suslin [FS]. L’interprétation fonctorielle de la cohomologie ou des
extensions calculées dans la catégorie des représentations rationnelles de G L,
[Jan, 1.2] est donnée par 'isomorphisme suivant, valable pour n assez grand :

Extyy, (F(K"), G(K")) ~ Exth, (F,G) . (2.2)

Plus généralement on peut considérer les bifoncteurs strictement polyno-
miaux (contravariants en la premiére variable et covariants en la seconde),
comme le bifoncteur (V, W) +— S% Homy(V,W)). La cohomologie H3(B)
d’un bifoncteur strictement polynomial est définie en termes d’extensions
dans la catégorie Pk(1,1) des bifoncteurs, et si n est assez grand on a un
isomorphisme (ot la cohomologie a gauche de 'isomorphisme désigne la co-
homologie du groupe algébrique GL,, au sens de [Jan|) :

H*(GLy, B(k", k™)) ~ Hgy(B) . (2.3)
Les isomorphismes (2.2) et (2.3) permettent d’importer le point de vue et
des méthodes des catégories de foncteurs dans le sujet classique des repré-
sentations du groupe linéaire.

L’apport scientifique des travaux présentés dans ce mémoire est double.
D’une part, mes travaux ont contribué a des avancées significatives sur I’étude
de la cohomologie des groupes algébriques, au moyen de méthodes foncto-
rielles. Ces avancées comprennent la construction des classes universelles qui

2Le foncteur d’oubli consiste précisément & oublier cette structure additionnelle. La
situation est tout a fait analogue a celle du foncteur d’oubli des variétés algébriques (ou
des schémas) vers les espaces topologiques.
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permettent de résoudre positivement la conjecture de van der Kallen sur ’en-
gendrement fini de la cohomologie des schémas en groupes réductifs, ainsi que
I’étude de l'effet de la torsion de Frobenius dans la cohomologie du groupe li-
néaire. D’autre part, mes travaux ont tissé des liens nouveaux entre la théorie
des foncteurs strictement polynomiaux et d’autres théories mathématiques :
théorie classique des invariants, représentations des algébres de dimension
finie, topologie algébrique. Ce décloisonnement donne des résultats inatten-
dus. On peut par exemple trouver dans I’homologie des espaces d’Eilenberg
et Mac Lane (un objet de la topologie algébrique) des obstructions a ’exis-
tence de bonnes filtrations (un concept de la théorie des représentations) sur
les représentations S¢(S*(Z")) de GL,(Z), pour d > 1, k > 3 et n > kd.

Principaux résultats présentés

Nous passons maintenant en revue les résultats les plus importants pré-
sentés dans ce mémoire.

A. Mes travaux ont tout d’abord contribué a la résolution [3] de la conjec-
ture de van der Kallen. Soit G un groupe algébrique (ou un schéma en
groupes) sur un corps k, agissant par automorphismes d’algébres sur une
k-algébre commutative A. Un probléme de la théorie classique des invariants
(XIVéme probléme de Hilbert) est le suivant :

Probléme. Si A est une k-algébre de type fini, la sous-algébre des points
fixes A® C A est-elle également de type fini?

La réponse & ce probléme est positive si G est un groupe réductif par
exemple G = GL,(k), SLy(k), SO, (k), Span(k). Ce résultat est essentielle-
ment da a Hilbert [Hil2| si k est un corps de caractéristique nulle, et Haboush
a démontré le cas ou k est un corps de caractéristique non nulle (le résultat
de Haboush correspond a la résolution d’une conjecture de Mumford). Wa-
terhouse [Wat2] a ensuite étendu cette réponse positive au cas des schémas
en groupes réductifs non lisses.

En utilisant un résultat de Popov [Pop| on peut formuler une réciproque.
Plus précisément, on dit que G a la propriété d’engendrement fini (EF) si
pour toute algébre A de type fini, A est également de type fini. Les résultats
évoqués sont alors résumés par 1’énoncé suivant.

Théoréme. G a la propriété (EF) si et seulement si G est réductif.

Si G agit par automorphismes d’algébres sur une algébre commutative A,
on peut considérer plus généralement 1’algébre de cohomologie H*(G, A) au
sens de [Jan|. C’est une algébre graduée commutative, dont la sous-algébre
des éléments de degré nul s’identifie & ’algébre des invariants A®. On dit que
G a la propriété d’engendrement cohomologique fini (ECF) si pour toute
algebre A de type fini, H*(G, A) est également de type fini. Le probléme
suivant est naturel en vue du théoréme précédent
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Probléme. Quels G ont la propriété (ECF)?

La propriété (ECF) est implique la propriété (EF), les candidats sont
donc & chercher parmi les groupes réductifs. Les groupes finis ont la propriété
(ECF) par un théoréme de Evens [Eve|. Ce résultat a été étendu aux schémas
en groupes finis par Friedlander et Suslin [FS]. Van der Kallen a conjecturé
un résultat beaucoup plus général, qui est maintenant un théoréme (publié
dans un article commun avec W. van der Kallen).

Théoréme A. [3| Soit G un schéma en groupes sur un corps k. Alors G a
la propriété (EF) si et seulement si G a la propriété (ECF).

Les premiéres investigations de van der Kallen [vdK1]| avaient réduit la
démonstration ce théoréme a la construction de certaines classes universelles
dans la cohomologie du groupe linéaire. Ma contribution au théoréme est la
construction des classes universelles désirées, via la cohomologie des bifonc-
teurs strictement polynomiaux.

Le théoréme A ouvre un nouveau champ d’investigations sur la coho-
mologie des groupes algébriques. Il est par exemple naturel de demander se
demander dans quelle mesure les propriétés algébriques plus fines connues
pour les algébres d’invariants des groupes réductifs se transportent aux al-
gébres de cohomologie. On peut également demander des interprétations de
ces algébres de cohomologie en termes géométriques (& U'instar de la théorie
géométrique des invariants), ou de théorie des représentations (un role dans
une théorie de variétés support). Enfin on demander des informations quan-
titatives, par exemple des bornes sur le degré ou le nombre de générateurs,ou
des calculs explicites (en gardant a 'esprit que les calculs explicites sont déja
difficiles en théorie des invariants). Toutes ces questions sont ouvertes.

Dans la section 9.4, nous donnons deux résultats qui donnent une idée
un peu plus précise de ces algébres de cohomologie. Tout d’abord, on peut
extraire de la démonstration de [3| des informations sur leur dimension de
Krull. Nous donnons également un calcul explicite de cohomologie de GL,,
effectué dans [5], analogue aux calculs explicites des théorémes fondamentaux
de la théorie des invariants [Wey, DCP|.

B. Mes travaux [5, 7| ont apporté une contribution a I’étude de U'influence
de la torsion de Frobenius sur la cohomologie des groupes algébriques sur un
corps k de caractéristique p non nulle. Si M est une représentation d’un
schéma en groupes G, on note M) la représentation de G obtenue par
changement de base le long du morphisme de Frobenius k — k, z — 2P". Le
probléme suivant se pose naturellement.

Probléme. Etudier les extensions de la forme Ext (M), N()). En parti-
culier, comment peut-on relier leur calcul & celui de Extg, (M, N)?
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Les motivations pour étudier ce probléme sont multiples car les représen-
tations du type M) sont omniprésentes en théorie des représentations en
caractéristique p. Ces représentations interviennent également en lien avec la
cohomologie des groupes de Lie finis. En effet si G est un schéma en groupes
de Chevalley sur F,, (e.g. G = GL,) un résultat de Cline, Parshall, Scott et
van der Kallen affirme que le Fp-espace vectoriel Extl, (M ("), N(") a méme
dimension que le F;-espace vectoriel ExtE(Fq)(M ®@Fq, N®F,) sir et gsont
assez grands.

Dans le cas G = GL,, le probléme peut se reformuler en termes de fonc-
teurs strictement polynomiaux de la facon suivante. On note I(") le foncteur
de torsion de Frobenius, et F() le foncteur composé F o I().

Probléme. Etudier les extensions de la forme Extp, (F ("), G(). En parti-
culier, comment peut-on relier leur calcul & celui de Extp (F,G)?

Ce probléme est central dans les travaux cumulatifs [FS], [FFSS] et
[Chal|. Outre les motivations issues de la théorie des groupes algébriques
évoquées plus haut, il y a des motivations topologiques pour calculer les ex-
tensions de la forme Extp, (F ("), G(). En effet, les résultats fondamentaux
de [FFSS, Sections 2 et 3] montrent que ces extensions permettent de calculer
les extensions dans la catégorie Fi lorsque k est un corps fini. Cette derniére
est reliée a la catégorie U des modules instables sur ’algébre de Steenrod par
un foncteur f : U — Fp,. Les calculs d’extension du type Extp, (F(T), G(r))
permettent par exemple de calculer certaines valeurs de ’adjoint a droite de
f.

Dans larticle [5], nous introduisons une méthode de calcul d’extensions
reposant sur les complexes de Troesch [Tr]. Cette méthode permet de re-
démontrer rapidement les calculs de [F'S, FFSS, Chal|, et d’en obtenir de
nouveaux. Nos calculs ont conduit & formuler une conjecture générale.

Si V' est un espace vectoriel de dimension finie et F' un foncteur stricte-
ment polynomial, on note Fy le foncteur W — F(V @ W). Si V est gradué
alors le foncteur Fy hérite d’une graduation. Notons FE, l’espace vectoriel
gradué égal a k en degrés 0,2,...,2p" — 2 et & zéro dans les autres degrés.

Conjecture. [5| Pour tout couple F, G, on a un isomorphisme gradué, en
prenant le degré total a droite de l'isomorphisme (i.e. la somme du degré
cohomologique et du degré de Gg,.)

Exth (F"),G") ~ Ext}, (F,Gg,) .

La résolution de cette conjecture a été annoncée par Chatupnik dans la
prépublication [Cha3|. Dans l'article |7], nous utilisons les résultats de [5],
une idée de [Cha3| et la propriété d’injectivité de la torsion de Frobenius
en cohomologie des groupes algébriques pour démontrer la conjecture, et
généraliser le résultat au cadre des bifoncteurs. Si B est un bifoncteur stric-
tement polynomial, on note B(") le bifoncteur (V, W) — B(V) W) et
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Bg, le bifoncteur gradué (V,W) — B(V,W ® E;). Nous avons obtenu le
résultat suivant.

Théoréme B. [7] Pour tout bifoncteur B, on a un isomorphisme gradué,
en prenant le degré total a droite de I'isomorphisme (i.e. la somme du degré
cohomologique et du degré de Bg,)

H3(B®) = H(Bp,)

La naturalité en B de l'isomorphisme du théoréme B est établie a une
filtration prés dans |7]. Van der Kallen a observé [vdK4| que cette filtration
scinde naturellement en B, si bien que l'isomorphisme du théoréme B est
naturel en B.

Le théoréme B offre une bonne compréhension de la cohomologie
Hgl(B(T)). Par exemple, on retrouve le résultat de stabilisation forte de
[FFSS|. Mieux : le théoréme B permet de quantifier comment croit la dimen-
sion de H ;(B(r)) lorsque 7 grandit (comme un polynéme d’exponentielles,
dont les coefficients sont explicités en termes de cohomologie de foncteurs).
Le théoréme donne également accés & des calculs explicites pour tout une
gamme de bifoncteurs B. Nous présentons des applications de ce type dans
les sections 8.3 et 10.4.2. Comme application fondamentale du théoréme B,
nous avons également obtenu [7] une nouvelle démonstration de l'existence
des classes universelles (sur lesquelles repose le théoréme A).

C. L’article [4] porte sur les liens entre les foncteurs strictement polyno-
miaux et la cohomologie des groupes classiques au sens de Weyl [Wey]|, par
exemple les groupes GLy,(k), Spa,(k) ou SO, (k). Nous y montrons que la
cohomologie de ces groupes classiques peut se calculer en termes d’extensions
dans la catégorie des foncteurs strictement polynomiaux. Notre approche re-
pose sur les théorémes fondamentaux de la théorie classique des invariants
[Wey| et des arguments d’annulation cohomologique provenant de la théorie
des bonnes filtrations pour les représentations des groupes réductifs.

Dans le cas de GL,, cette approche permet d’établir les isomorphismes
(2.2) et (2.3) sur un anneau de base k quelconque (ces isomorphismes étaient
auparavant établis sur un corps dans [F'S, FF|). Elle permet également d’ob-
tenir des isomorphismes similaires pour les autres groupes classiques. Le cas
du groupe symplectique correspond au théoréme suivant.

Théoréme C. Soit k un anneau commutatif, soit F' un foncteur homogéne
de poids 2d. Pour tout n > d on a un isomorphisme (ot I'? désigne le foncteur
de d-iéme puissance divisée, dual du foncteur S9) :

H*(Spon(k), F(k*)) ~ Extp (T4 0 A%, F) .

Une des caractéristiques remarquables de 'isomorphisme du théoréme C
(et des autres isomorphismes démontrés dans [4]) est qu’il exprime la coho-
mologie du groupe symplectique (de type C) en termes d’extensions dans
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la catégorie Py, qui est la catégorie qui intervient également pour calculer
la cohomologie du groupe linéaire (de type A). En d’autre termes, la com-
binatoire de GL, intervient pour les groupes classiques des autres types.
Ceci se voit de maniére frappante au niveau des théorémes fondamentaux de
la théorie des invariants [Wey, DCP], et la catégorie des foncteurs stricte-
ment polynomiaux est le bon cadre pour capturer ce phénoméne au niveau
cohomologique.

Ce type d’isomorphisme ouvre la voie & 1’étude de la cohomologie des
groupes classiques par des méthodes fonctorielles. On donne dans [4] quelques
applications directes, comme l'injectivité des cup produits en cohomologie
stable, ou quelques calculs explicites de cohomologie. Mais on peut envisager
d’appliquer le théoréme C et ses analogues & d’autres problémes, par exemple
I’étude de la torsion de Frobenius dans la cohomologie des groupes classiques.

Mentionnons enfin que le théoréme C posséde un analogue pour les
groupes classiques finis Spa,(F,) ou O, (F,) di & Djament et Vespa [DV]
(et généralisé aux groupes classiques discrets dans [Djal). En dépit des si-
militudes sur la formulation des théorémes, les méthodes de [DV] sont trés
différentes des notres.

D. L’article [6] met a jour un lien entre la théorie des représentations
(dualité de Ringel des algébres de Schur) et la topologie algébrique (foncteurs
dérivés a la Dold et Puppe) par lintermédiaire des foncteurs strictement
polynomiaux.

Soit A un anneau et 7' un A-module (a droite) de dimension projective
finie. Pour tout A-module N, 'espace des morphismes Hom 4 (7', N) est natu-
rellement un module & droite sur I’algébre d’endomorphismes A’ = End 4(T').
On obtient donc un foncteur au niveau des catégories dérivées :

RHom (T, —) : D(Mod-A) — D(Mod-A") . (2.4)

Si A est une algébre quasi-héréditaire, Ringel a montré |Rin| qu’il existe un
module basculant caractéristique T' (« characteristic tilting module » ), pour
lequel ce foncteur est une équivalence de catégories triangulées. De plus,
lalgebre A’ (appelée dual de Ringel de A) est elle-méme quasi-héréditaire,
et A et A” sont isomorphes. Cette dualité de Ringel s’applique aux foncteurs
strictement polynomiaux. En effet, la sous-catégorie Py C Py des foncteurs
strictement polynomiaux homogénes de poids d est équivalente a la catégorie
des modules sur une algébre de Schur, qui est quasi-héréditaire. Donkin a
calculé [Dond| que les algébres de Schur concernées sont autoduales, si bien
que la dualité de Ringel se reformule dans le cadre des foncteurs strictement
polynomiaux en une équivalence de catégories triangulées :

© : D(Pyx) — D(Pyx) -

Cette équivalence de catégories a été utilisée par Chalupnik pour effectuer
des calculs d’extensions entre foncteurs strictement polynomiaux [Cha2].
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Soit F': R-Mod — S-Mod un foncteur. Si F' est additif, on dispose de la
notion classique de foncteur dérivé de F'. La théorie pour dériver les foncteur
non nécessairement additifs est due a Dold et Puppe [DP] (et généralisée
plus tard par Quillen dans le cadre des catégories de modéles). On note

L;F(—,n): R-Mod — S-Mod

le i-iéme foncteur dérivé de F' avec hauteur n (la hauteur est un entier posi-
tif). Ces foncteurs dérivés interviennent en topologie algébrique, par exemple
a la premiére page de la suite spectrale de Curtis [Cur| (une version instable
de la suite spectrale d’Adams) qui converge vers les groupes d’homotopie de
la sphére S"*1. Dans 'article [6], nous observons que si F est un foncteur
strictement polynomial, alors ses foncteurs dérivés sont également des fonc-
teurs strictement polynomiaux. Mieux : on peut dériver des complexes de
foncteurs strictement polynomiaux et 'opération de dérivation se prolonge
au niveau des catégories dérivées en un foncteur triangulé :

L(—,n): D(Psx) — D(Pak) -
C — LC(—,n)

Nous démontrons alors le théoréme suivant.

Théoréme D. [6] Les foncteurs triangulés L(—,n) et ©"[—nd] (ot [—nd]
désigne l'opérateur de suspension itéré dans la catégorie dérivée) sont natu-
rellement isomorphes.

Le théoréme principal de [6] est en fait plus complet. Les foncteurs de
dualité de Ringel et de dérivation de foncteurs sont des foncteurs monoidaux
stricts (pour le produit tensoriel de foncteurs) et l'isomorphisme naturel
du théoréme D est un isomorphisme de foncteurs monoidaux. L’article [6]
énonce le théoréme sur un anneau de base k principal car c’est le cadre des
applications visées, mais 1’énoncé est valable sur un anneau quelconque [11].
Donnons des conséquences concrétes du théoréme D. Si F' est un foncteur
strictement polynomial homogéne de poids d, on a :

LiF(—,n) ~ HY{(@"F) .

Le membre de droite peut souvent se reformuler en termes d’extensions
concreétes dans la catégorie Py. Par exemple si n = 1 ou 2, on obtient des iso-
morphismes, o Fy désigne le foncteur « a paramétre » Fy (W) := F(V@W)
(en particulier Fy = F)) :

LiF(V,1) ~ Ext} "(A, Fy) ,  LiF(V,2) ~ Ext "(SY, Fy).  (25)

L’intérét du théoréme D et des formules (2.5) vient du fait que les théo-
rémes et les méthodes de calculs disponibles des deux cotés de I'isomorphisme
sont tres différentes. La théorie des représentations dispose par exemple des
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catégories de plus haut poids et de la théorie des blocs, alors que la topologie
algébrique dispose des méthodes simpliciales. Dans I'article [6] nous obtenons
ainsi une série d’applications en transportant des résultats de topologie al-
gébrique en théorie des représentations et vice-versa.

E. Les espaces d’Eilenberg Mac Lane et le calcul de leur homologie singu-
liere par Cartan [Car| constituent une pierre angulaire de la topologie algé-
brique. Dans larticle [8] nous montrons que les calculs de Cartan occupent
également une place fondamentale dans la théorie des représentations du
groupe linéaire. On y établit par exemple des isomorphismes :

Extp, (5%, A*) ~ H.(K(Z,3),k), Ext}, (5*,T%) ~ H.(K(Z,4),k) . (2.6)

On peut donc théoriquement récupérer ces extensions & partir des calculs
de Cartan. Les calculs de Cartan ne contiennent cependant pas toute l'in-
formation dont nous avons besoin (par exemple les membres de gauche des
isomorphismes sont trigradués, alors que ceux de droite sont simplement
gradués). Il faut donc raffiner ces résultats pour obtenir 'information sup-
plémentaire nécessaire. Si k est un corps de caractéristique p non nulle, nos
calculs s’incarnent dans le résultat fondamental suivant (nous donnons ici la
version p = 2, plus simple a énoncer).

Théoréme E.1. Soit k un corps de caractéristique 2, et n > 1. Soit V un
k-espace vectoriel et S(V') I'algébre & puissance symétriques sur V. L’algébre
d’homologie de la construction bar itérée de B""s (V) est isomorphe natu-
rellement en V' au produit tensoriel d’algébres & puissances divisées suivant,
ot V(") (1) désigne une copie de la r-iéme torsion de Frobenius de V', placée
en degré i :

) D(virttr) gpritete gograte e 9T 4 1))

T1,..,Tn 20

En utilisant le théoréme E.1 (et les énoncés analogues en caractéristique
impaire), et les techniques de gestion de la torsion de Frobenius (le théo-
réme B et quelques techniques complémentaires) nous décrivons dans [8] une
approche unifiée de tous les calculs d’extensions de la forme

Exth (X*0,y* ()

ou X et Y sont des « foncteurs exponentiels classiques » , i.e. les foncteurs
algébre symétrique S, algébre extérieure A ou algébre & puissances divisées
I". Nous obtenons également des calculs significatifs d’extensions pour k = Z.
Les calculs obtenus par notre méthode englobent tous les résultats connus sur
les extensions entre foncteurs exponentiels classiques [Akin, FFSS, Cha3|, et
en donnent de nouveaux. Nous obtenons par exemple le résultat suivant (on
dispose d’un produit de convolution sur les Ext entre foncteurs exponentiels
classiques, qui permet d’organiser efficacement les calculs et de présenter les
résultats sous une forme compacte).
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Théoréme E.2. Soit k un corps de caractéristique p impaire et s,t des
entiers positifs. L’algébre trigraduée Ext}}k(S’* (HS),F*(S)) est isomorphe au
produit tensoriel

Il @ Vi|®A P Vi|er D it

0<i<p®,k>0 0<i<ps,k>0,6>0 0<i<p®,k>0,6>0

ou les Vi, V!, , et V., sont des espaces vectoriels unidimensionnels dis-

tincts, dont les trigraduations sont déterminées par les inclusions :

L. Vi, C Ext@ P 2ok (s40) ot (),

’ (2i42)ph ettt _opk 1, (pk+e+1 (514 kHe+14s (¢
2. Vi C Extp (SP (s+0) TP ®)),

5. i/fkj c Extgﬂ:+2)pk+e+t+2_2pk+1_2(Spk+e+2 (S+t)7rpk+é+2+s (t))_

Nos résultats sur Z dépassent les résultats préalablement connus [Akin].
Cependant nous ne sommes pas capables & I’heure actuelle de calculer de
maniére compléte ’homologie des constructions bar itérées B"s (A) (ou
A désigne un groupe abélien libre de rang fini) comme foncteur strictement
polynomial si k = Z, ce qui explique pouquoi nos calculs d’Exts pour k = Z
sont moins complets que ceux pour un corps k. Une investigation partielle de
ce probléme a été effectuée en collaboration avec L. Breen et R. Mikhailov
dans [9], mais le probléme de calculer complétement ces foncteurs strictement
polynomiaux reste ouverte.

Contenu du mémoire, nouveaux résultats et perspectives

Nous avons tenté dans ce mémoire de rendre accessible le sujet des fonc-
teurs strictement polynomiaux. La section 4 est autonome par rapport au
reste du texte. Elle constitue une introduction élémentaire aux foncteurs
strictement polynomiaux, dans le contexte simplifié de la théorie des repré-
sentations du groupe linéaire sur un corps infini.

Les sections 5 et 6 reprennent ensuite les catégories de foncteurs stric-
tement polynomiaux et les représentations des groupes algébriques dans un
contexte plus général. Elle fournissent tout le matériel de base nécessaire
pour la suite du mémoire. La section 5 rappelle les principales définitions
et propriétés relatives aux schémas en groupes algébriques affines et a leurs
représentations. Dans la section 6, nous présentons les catégories de fonc-
teurs strictement polynomiaux dans un cadre général. Cette présentation est
motivée par l'absence de référence suffisante sur les foncteurs strictement
polynomiaux dans la littérature.

La plupart de nos travaux suivent le cadre original de Friedlander et
Suslin [FS, SFB]| et considérent la catégorie des foncteurs strictement poly-
nomiaux de poids bornés et & valeurs dans les k-modules projectifs de type
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fini (notée Pﬂ{, <oo dans ce mémoire). Un apport de ce mémoire est la géné-
ralisation de nos résultats a la catégorie Py de tous les foncteurs strictement
polynomiaux - cette généralisation est généralement facile une fois que I'on
dispose du matériel de la section 6.

Les sections 7 & 11 contiennent une présentation des principaux résultats,
en particulier des théorémes A & E.2 évoqués ci-dessus. Nous avons profité
de la rédaction de ce mémoire pour améliorer certains de ces résultats ou
de leurs démonstrations (en plus de l'extension a la catégorie Py de tous
les foncteurs strictement polynomiaux mentionnée ci-dessus). Nous avons
également ajouté quelques résultats nouveaux. Nous dressons maintenant
une liste des principales améliorations.

e Dans la section 7.2.2, nous étudions la dimension homologique de Pg .
Les résultats obtenus étendent les résultats connus & un anneau de
base k quelconque. En particulier, nous retirons les hypothéses noe-
thériennes nécessaires dans [Kra].

e Dans les sections 7.4 et 7.3, nous avons substantiellement amélioré la
démonstration et les résultats de l'article [4] sur les relations entre
les foncteurs strictement polynomiaux et la cohomologie des groupes
classiques.

— Notre démonstration n’utilise plus les résultats de [DCP]|. Cette amé-
lioration nous permet de traiter le cas des groupes orthogonaux en
caractéristique 2.

— Nous avons ajouté des énoncés nouveaux pour la cohomologie des
groupes spéciaux orthogonaux et spéciaux linéaires.

— Nous indiquons dans la section 7.3.3 comment utiliser les foncteurs
strictement polynomiaux pour démontrer le premier théoréme fon-
damental de la théorie des invariants de G L,, en caractéristique quel-
conque.

e La rédaction de la section 8 a été 1’occasion d’un travail de réorgani-
sation et de simplification. En particulier, la section 8.1 présente les
propriétés élémentaires de la précomposition par les foncteurs de tor-
sion de Frobenius I(") autour de la notion de foncteur r-négligeable.
La section 8.4 donne une version simplifiée des arguments originaux de
[5, Sections 3 et 4].

e Nous avons explicité une maniére de borner la dimension de Krull des
algébres de cohomologie de GL,, dans la section 9.4.1.

e Dans la section 11, les résultats de [6] sont formulés pour la catégorie
dérivée non bornée. L’énoncé du théoréme 11.16 est nouveau (bien que
sa démonstration n’utilise que les techniques de [6]). Nous appliquons
ce théoréme pour retrouver dans le corollaire 11.19 certains résultats
de connexité utiles pour la convergence de la suite spectrale de Curtis.
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Le texte du mémoire présente également une quinzaine de problémes
ouverts. Ces problémes donnent une liste (non exhaustive) de perspectives
de recherche sur le sujet.
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3 Conventions et notations

e Si C est une catégorie, nous écrirons souvent abusivement X € C pour
signifier que X est un objet de C.

e k désigne un anneau commutatif, k-Mod la catégorie des k-modules et
Py la sous-catégorie pleine des k-modules projectifs de type fini. Les
k-modules projectifs de type fini seront souvent désignés par les lettres
U, V, W (comme des espaces vectoriels). Si k est un corps, on notera
plutot Vi = k-Mod la catégorie des k-espaces vectoriels et Vu{ = Py
celle des k-espaces vectoriels de dimension finie.

e Toutes les k-algébres sont, sauf mention du contraire, unitaires. Si A
est une k-algébre, A-Mod désigne la catégorie des A-modules & gauche
et A-mod la sous-catégorie pleine des A-modules qui sont projectifs de
type fini sur k.

o kG désigne la k-algébre d’un groupe discret G.

o k[X] désigne la k-algebre des fonctions réguliéres d'un schéma algé-
brique affine X sur k. En particulier, si V' est un k-module libre de
type fini, k[V] désigne les polynomes sur V' et si G est un schéma en
groupes algébriques affines, k|G| désigne l'algébre de Hopf des coor-
données de G.

e G, désigne le groupe symétrique d’un ensemble & n éléments.

e On utilise indifféremment les notations homologiques ou cohomolo-
giques pour les complexes. Si C' est un complexe, on peut passer d’une
convention & 'autre par C~% = C;. On note C[k] le complexe tel que
C[k]; = Ciyx (ou C[k]" = C'=F) et dont la différentielle est égale a
celle de C' & un signe (—1)* prés.
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4 Introduction aux foncteurs et aux représenta-
tions

Cette section est une introduction élémentaire aux représentations ration-
nelles du groupe linéaire et aux foncteurs strictement polynomiaux. Nous dé-
finissons ces notions, puis nous donnons quelques grandes lignes de la théorie
des représentations rationnelles du groupe linéaire. Notre but est de donner
accés au non-spécialiste & un certain nombre de résultats classiques mais
non triviaux des représentations des groupes algébriques dans le cadre le
plus simple possible. C’est dans cette optique que nous nous sommes res-
treints au groupe linéaire (les systémes de racines sont transparents dans ce
cas). C’est aussi dans cette optique que nous supposons que ’anneau de base
est un corps infini : cela permet d’alléger la présentation car les notions de
polyndéme et de fonction polynomiale coincident dans ce cas.

On fixe donc un corps infini k. Tous les produits tensoriels sont (sauf
mention du contraire) pris sur k.

4.1 Deéfinitions
4.1.1 Représentations génériques du groupe linéaire

On note Vg la catégorie des k-espaces vectoriels, VH{ la sous-catégorie
pleine des espaces vectoriels de dimension finie, et Fi la catégorie des fonc-
teurs de Vﬂ{ dans Vi. En d’autres termes :

— les objets de Fy sont les foncteurs F : VH{ — Vk,

— les morphismes de Fi sont les transformations naturelles entre fonc-
teurs, et la loi de composition est donnée par la composition des trans-
formations naturelles.

C’est une catégorie abélienne, les opérations de somme, produit, noyau, co-
noyau etc. sont définies dans la catégorie but, par exemple (F' & G)(V) :=
FV)aG(V).

On remarque que si F' est un objet de Fy, et V un espace vectoriel de
dimension finie, alors 'espace vectoriel F'(V') est naturellement muni d’une
action du groupe linéaire GL(V'), définie par le morphisme de monoides :

pv s GL(V) — Endy (V) “ZEY, Endy (F(V)) . (4.1)

L’évaluation sur un espace vectoriel V' induit donc un foncteur exact :
evy : Fx — kGL(V)-Mod

Pour une somme directe d’espace vectoriels W = U & V, on a une inclusion
canonique de groupes GL(U) x GL(V) — GL(W) et un diagramme com-
mutatif, dans lequel le foncteur vertical est obtenu en restreignant I’action a
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GL(U) x GL(V') puis en prenant les point fixes sous l'action de GL(U) :

kGL(W)-Mod

kGL(V)-Mod

Chaque foncteur fournit donc une famille infinie de représentations des
groupes linéaires, et pour cette raison la catégorie Fi est parfois appelée
la catégorie des représentations génériques du groupe linéaire.

4.1.2 Représentations rationnelles du groupe linéaire

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. Parmi les représentations
du groupe linéaire GL(V'), les représentations rationnelles sont celles qui
proviennent de la géométrie algébrique.

Une représentation (W, p) de dimension finie est dite rationnelle si le
morphisme de groupes p : GL(V) — GL(W) est un morphisme de groupes
algébriques. Concrétement, si I'on identifie GL(V') avec GL, (k) et GL(W)
avec GL,(k), cela signifie que les coordonnées du morphisme p : GL, (k) —
GL,,(k) sont des fonctions de la forme :

P(ai;)

detfo, .

[ai ;] —
ott P(a; ;) est une expression polynomiale des coefficients de la matrice [a; ;]
et le numérateur est une puissance positive de son déterminant. La représen-
tation rationnelle est (W, p) est dite polynomiale si en outre les applications
coordonnées de p ne font pas intervenir de déterminant au dénominateur (i.e.
si k = 0). Il revient au méme de dire que le morphisme p peut s’étendre en
un morphisme de monoides Endg (V') — Endy(W).

Exemple 4.1. L’action naturelle de GL(V) sur V est une représentation
polynomiale (que nous appellerons représentation standard de GL(V')), de
méme que I’action naturelle sur les puissances extérieures A4(V'). Pour k € Z,
le k-espace vectoriel de dimension 1 muni de l'action [a; j] - 2 := (det[a; ;])*x
est une représentation rationnelle de GL(V'), notée det”. Elle est polynomiale
si et seulement si k > 0.

Une représentation (W, p) de dimension infinie est dite rationnelle (resp.
polynomiale) si c’est une réunion croissante de représentations rationnelles
(resp. polynomiales) de dimension finie.
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Exemple 4.2. Si GL(V) agit a droite sur une variété algébrique affine X,
alors GL(V') agit rationnellement sur ’anneau des coordonnées k[ X].

On note Ratgr vy, resp. Polgr vy, la sous-catégorie pleine des kGL(V)-
modules dont les objets sont les représentations rationnelles, resp. polyno-
miales de GL(V'). Ce sont des sous-catégories abéliennes de kGL(V)-Mod,
stables par sous-quotients.

4.1.3 Représentations homogénes et algébres de Schur

Une des propriétés fondamentales du groupe G, = GL1(k) est la semi-
simplicité de ses représentations rationnelles®. De facon plus précise, si W est
une représentation rationnelle de G,,, alors W se décompose en une somme
directe W = @ .5, Wy, ot Iaction sur Wy est donnée par A - w = M. Les
espaces vectoriels Wy s’appellent les sous-espaces de poids total d de W, ou
plus simplement les sous-espaces de poids d.

Soit (W, p) une représentation rationnelle de GL, (k). On restreint 1'ac-
tion au sous-groupe G,, des homothéties, et on obtient ainsi une décompo-
sition W = @ Wy. Comme les homothéties forment le centre de GL,(k), les
Wy sont stables par Paction de GL,(k). La représentation (W, p) est dite
homogeéne de poids d si W = Wy.

Exemple 4.3. La représentation standard V' de GL(V) est homogéne de
poids 1, sa d-iéme puissance extérieure A%(V) est homogéne de poids d. La
représentation det” est homogéne de poids kdim V.

Toutes les représentations rationnelles s’écrivent comme somme directe
de représentations homogénes, et les morphismes de représentations pré-
servent les poids. Si on note Ratyqr,, k), resp. Polgar, k), la sous-catégorie
pleine des représentations homogénes, resp. polynomiales, de poidstotal d,
on a donc des décompositions :

RatGLn(k) >~ H Ratd,GLn(]k) 5 POIGLn(]k) ~ H POld,GLn(]k) . (43)
deZ d>0

De maniére concréte, une représentation polynomiale (W, p) de dimension
finie est homogéne de poids d si les coordonnées de p sont des polynoémes
homogénes de degré d. Pour cette raison, ce que nous appelons ici poids est
appelé ‘degré’ dans [FS].

Bien que l'algébre de groupe kG L, (k) soit de dimension infinie, les re-
présentations polynomiales homogénes de poids d peuvent étre décrites en
termes de modules sur des algébres de dimension finie, appelées algébres
de Schur. Ces algébres apparaissent dans les travaux de Schur [Sch| sur

3(C’est bien entendu faux pour les représentations quelconques. Par exemple, si k est le
1 log|z|

0 1 } n’est pas semi-simple.

corps des nombres réels, la représentation p : z — {
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les représentations du groupe linéaire en caractéristique nulle. Précisément,
soit V' un espace vectoriel de dimension finie. On fait agir le groupe sy-
métrique &4 sur V¥4 par permutation des facteurs. L’algébre de Schur
S(V,d) := Endg,(V®?) est l'algébre des endomorphismes &4-équivariants
de V¥4, On a alors une équivalence de catégories [Gre, FS] :

POld,GL(V) ~ S(M d)-MOd .

4.1.4 Foncteurs strictement polynomiaux

La catégorie des foncteurs strictement polynomiaux est l'analogue
algébro-géométrique de la catégorie Fi des représentations génériques du
groupe linéaire. Elle a été introduite par MacDonald [McD]| sur les corps de
caractéristique nulle, et par Friedlander et Suslin [FS| en général.

Précisément, un foncteur F : VH{ — Vk est dit strictement polynomial si
pour tout espace vectoriel V' de dimension finie, le kGL(V')-module F(V),
pour la structure donnée par le morphisme (4.1), est une représentation po-
lynomiale de GL(V'). La catégorie Py des foncteurs strictement polynomiaux
est la sous-catégorie pleine de Fi dont les objets sont des foncteurs stricte-
ment polynomiaux. Par définition, c¢’est une sous-catégorie abélienne et on a
un carré commutatif de catégories et de foncteurs exacts :

evy

Px pol-GL(V)-Mod . (4.4)

evy

Fk kGL(V)-Mod

On peut donner une définition équivalente* plus concréte des foncteurs
strictement polynomiaux. Un foncteur F : VH{ — Vﬂ{ est strictement polyno-
mial si pour toute paire (V, W) d’espaces vectoriels de dimensions finies n
et m, les coordonnées de I'application f +— F(f) :

M5 (k) ~ Homy (V, W) — Homg (F(V), F(W)) =~ Mgim r(w),dim £(v) (k)

sont des polyndémes en les coefficients de la matrice associée & f. En général,
un foncteur F': Vﬂf — Vj est strictement polynomial s’il peut s’écrire comme
réunion croissante de foncteurs strictement polynomiaux a valeurs dans les
espaces vectoriels de dimension finie.

Un foncteur strictement polynomial F' est dit homogéne de poids d si
pour tout V', F(V) est une représentation homogéne de poids d de GL(V).
Un foncteur strictement polynomial quelconque admet une décomposition

4 équivalence des deux définitions dans le cas d’un foncteur F : V' — V/ est directe.
Pour un foncteur arbitraire il faut d’abord se réduire au cas d’un foncteur homogéne par
(4.3), puis utiliser la description équivalente en termes de modules sur une algébre de
Schur (4.5) ci-dessous.
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F = @ 50 Fa, ou Fy(V) := F(V)q pour tout V (ot F(V)gq est la compo-
sante homogéne de poids d du GL(V)-module F(V)). De plus, les trans-
formations naturelles de foncteurs préservent les poids. Si on note Py la
sous-catégorie pleine des foncteurs homogénes de poids d, la catégorie des
foncteurs strictement polynomiaux admet donc une décomposition

P ~ de,k :

d>0

Par définition des catégories de foncteurs homogénes, I’évaluation se restreint
en un foncteur :

evy : Pdk — PO]d,GL(V) . (45)

C’est un foncteur quotient (au sens de [Gab], en particulier il est essentielle-
ment surjectif) et Friedlander et Suslin ont montré [F'S, Thm 3.2] que c’est
une équivalence de catégories si dim V' > d. Nous donnons une démonstration
de ce fait dans la section 6.4.

4.1.5 Foncteurs polynomiaux stricts et non stricts

Nous présentons maintenant une autre notion polynomialité pour les
foncteurs, die a Eilenberg et Mac Lane [EML2|. A tout foncteur F : VH{ —
Vk, on associe des effets croisés cri F'. Plus précisément, on a croF' = F(0) et
pour k > 1, ces effet croisés sont des foncteurs

crpF (Vﬂ{)Xk — Vi

tels que crp F'(V1, ..., V) est le noyau de l'application induite par les projec-
tions canoniques de Vi @ --- @ V,, sur @,.; Vi pour tous les sous-ensembles
I de {1,...,k} (avec la convention qu’une somme sur l’ensemble vide est
nulle, et la projection canonique est alors I’application nulle)

FVio--oVi)—» @ F(@iVi) -
Ic{1,...,k}

L’utilité des effets croisés pour analyser les foncteurs est révélée par la formule
suivante (qui se démontre par récurrence sur k). Si |I| désigne le cardinal
de T'ensemble I = {iy,...,i} et V7 = (Viy,...,V;,) (avec la convention
croF'(Vy) = F(0)), on a un isomorphisme naturel :

FWo--oVi)~ @ ayFf(r). (4.6)
Ic{1,.. .k}

Cet isomorphisme naturel montre également que les effets croisés sont exacts
(i.e. transforment une suite exacte courte de foncteurs en une suite exacte
courte de foncteurs a k variables).

Un foncteur F': Vﬂf — Vg est dit polynomial de degré inférieur ou égal a d
si crgr1F = 0 et il est polynomial de degré exactement d si de plus crgF # 0.
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Exemple 4.4. Par définition, les foncteurs de degré < 0 sont les foncteurs
constants, et les foncteurs F' de degré < 1 tels que F'(0) = 0 sont les foncteurs
additifs. Par exactitude des effets croisés, si F' est de degré < d alors les
sous-foncteurs et les quotients de F' sont également de degré < d. On a un
isomorphisme naturel, ot la somme est prise sur tous les k-uplets d’entiers
positifs (dy,...,dy) tels que > d; =d :

MWae-oV)~ P A"(VM)e - @ A%W),
(di,...,dx)

On en déduit que crgA%(Vy,..., V) =Vi®@--- @ Vy et crg A = 0, donc A¢
est de degré d.

On peut vérifier facilement que si F' est strictement polynomial homo-
géne de poids < d, alors il est polynomial de degré < d. Cependant, il est
nécessaire de distinguer les deux notions de polynomialité (d’ou le terme
« strict » employé pour la notion de Friedlander et Suslin). En effet, il existe
des foncteurs polynomiaux qui ne sont pas strictement polynomiaux, méme
pour k = C. De plus, le poids d’un foncteur strictement polynomial peut
étre strictement supérieur a son degré.

Exemple 4.5. Soit ¢ : k — k un automorphisme du corps k, et notons
kg le groupe abélien k muni de la structure de k-k-bimodule donnée par la
formule \ -z -y = Axd(p). Le foncteur de torsion par ¢, noté I? : Vﬂ{ — Wk
est défini par la formule

I°(V) i=ky @, V.,

oil la structure de k-module de I?(V') est induite par la structure de k-module
a gauche de k. L’additivité de ¢ implique que I ¢ est additif, i.e. polynomial
de degré 1. L’action de I? sur les morphismes vérifie : I?(\f) = ¢(\) f.
1. Sik = C et ¢ est la conjugaison complexe, ou si k est de caractéristique
p non nulle et ¢(x) = 2P, Paction de I? sur les morphismes n’est pas
un polynéme en A, donc I? n’est pas strictement polynomial.

2. Si k est de caractéristique p non nulle et ¢(x) = xP" pour r > 0 le
foncteur I? est communément appelé r-iéme foncteur de torsion de
Frobenius, et noté I"). On peut montrer que c’est un foncteur stric-
tement polynomial (on en donne une autre description a la section
4.2.2). Comme L’action sur les morphismes est un polynéme homo-
geéne de poids p”, I est strictement polynomial homogene de poids
p", bien qu’il soit polynomial de degré 1.

4.1.6 Multifoncteurs

Tout ce qui a été présenté jusque ici peut se généraliser au cas des
foncteurs de plusieurs variables. Notons Fi(n) la catégorie des foncteurs
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F (VEZ)X” — Vk. Si F' désigne un foncteur & n-variables, et (Vi,...,V},)
est un n-uplet d’espaces vectoriels, Iespace vectoriel F(Vy,...,V,,) est cano-
niquement muni d’une action du groupe G := [[;"; GL(V;), on a donc un
foncteur d’évaluation exact :

eV, vy : Fk(n) — kG-Mod .

Un foncteur F' & n variables est strictement polynomial si pour tout n-uplet
d’espaces vectoriels (V1,...,V,) et tout 4, le foncteur & une variable :

VHF(‘/lw"a‘/i—lu‘/a‘/i-‘rla”'uvn)

est strictement polynomial. De maniére équivalente, F' est strictement poly-
nomial si pour tout (V1, ..., V) Iaction canonique de chaque groupe GL(V})
sur F'(Vi,...,V,) est polynomiale. On note Pg(n) la sous-catégorie pleine de
Fi(n), dont les objets sont les multifoncteurs strictement polynomiaux.

Cette généralisation des foncteurs strictement polynomiaux au cas de
plusieurs variables n’est pas gratuite. En effet ces multifoncteurs ont plusieurs
utilités.

1. Par définition, les multifoncteurs sont reliés aux représentations des

produits finis de groupes linéaires.

2. Les bifoncteurs permettent de construire des représentations ration-
nelles de GL(V'). En effet, si B est un bifoncteur, on peut restreindre
Paction canonique du groupe produit GL(V) x GL(V') sur B(V,V) au
sous-groupe diagonal {(g~1,g) : g € GL(V)}, on obtient une repré-
sentation rationnelle de GL(V'). Ce procédé peut se formaliser comme
un foncteur d’évaluation

evy Pk(Q) — RatGL(V) .

Ce foncteur d’évaluation contient toutes les représentations ration-
nelles de dimension finie dans son image. En effet, si W est une re-
présentation rationnelle de dimension finie de GL(V), alors pour N
assez grand, det” @ W est polynomiale, donc provient d’un fonc-
teur F. On obtient alors W par évaluation sur V' du bifoncteur
(U1, U2) = (AT V(U1))2N @ F(Us).

3. Enfin les multifoncteurs apparaissent comme un outil technique essen-
tiel dans certains calculs.

4.2 Théorie des représentations de GL, (k)

Nous rappelons maintenant quelques faits classiques et problémes ouverts
concernant les représentations de GL, (k) (et donc également les foncteurs
strictement polynomiaux).
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4.2.1 Théorie des poids et classification des simples

On note T" = (G,,)*™ le tore maximal de GL,, (k) constitué des matrices
diagonales. Si (W, p) est une représentation rationnelle de GL,(k), on res-
treint I’action au tore maximal T" et par semi-simplicité des représentations
de Gy, on obtient une décomposition :

W:@WA

AEZ™
dans laquelle pour tout A = (Aq,...,A,), W) est le sous-espace maximal
sur lequel laction de T™ est donnée par (ai,...,an) v = (J] a?i)v. Les

espaces vectoriels W s’appellent les sous-espaces de poids® de la représen-
tation (W, p). Les n-uplets A pour lesquels W) # 0 s’appellent les poids de
la représentation, et la dimension de Wy s’appelle la multiplicité de A.

On peut retirer beaucoup d’informations sur une représentation ration-
nelle & partir de 'analyse de ses poids. Par exemple, une représentation est
polynomiale si et seulement si tous ses poids sont des n-uplets d’entiers po-
sitifs [F'S, Prop 3.5]. Une représentation polynomiale W est homogéne de
poids total d si pour tout poids A de W, on a Y \; =d.

Les poids constituent également un outil crucial pour classifier les repré-
sentations simples. Nous expliquons maintenant cette classification lorsque k
est un corps algébriquement clos®. Les poids d’une représentation sont mu-
nis d’un ordre partiel, appelé ordre de dominance. Pour décrire cet ordre, on
note ¢; le n-uplet dont tous les éléments sont nuls sauf le i-iéme qui vaut 1 :
e = (0,...,0,1,0,...,0), et on note a; = €¢; — €;41 pour 1 < i < n. On dit
qu’un n-uplet u domine A, et on note A <y si

,uf)\:Zniozi, avec n; € N .

Les représentations rationnelles simples de GL,(k) sont de dimension
finie. Notons BT, resp. B™, le sous-groupe des matrices triangulaires supé-
rieures, resp inférieures, de GL, (k). En utilisant le théoréme de Lie-Kolchin
et la densité de 'ensemble B~ Bt dans GL,,(k), on montre [Hum, 31.3] qu’il
existe un unique poids A maximal pour 'ordre de dominance appelé le plus
haut poids de (W, p). On montre aussi que 'espace de poids W), est de di-
mension 1, et que deux représentations simples de méme plus haut poids
sont isomorphes. On a donc une application injective :

Classes isom. .y (4.7)
rep. rat. simples

5Ce ne sont pas des sous-représentations de GL,, (k) en général. Par exemple un élément
o € 6, considéré comme une matrice de permutation envoie ’espace de poids W) sur
l’espace de poids Wy (x).

50n peut montrer que les simples sont en fait définis sur le sous-corps premier de k.
Ainsi, la classification énoncée ici est valable pour un corps infini quelconque.
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qui & chaque classe d’isomorphisme de représentations simples associe son
plus haut poids. Si A = (A1,...,\,) est le plus haut poids d’une représenta-
tion simple (W, p), alors en considérant I’action des matrices de permutation
sur W on voit que A > o(\) pour tout o € &,, ou le groupe symétrique
agit sur les n-uplets en permutant leurs coordonnées. En particulier, ceci
impose que Ay > -+ > \,. Les n-uplets d’entiers satisfaisant cette relation
sont appelés les poids dominants, et on note A*(n) 'ensemble de ces poids
dominants (c’est & dire I’ensemble des partitions d’entiers en n parts), de
sorte que 'injection (4.7) induise une injection

{ Classes isom.

rep. rat. simples

} — AT (n). (4.8)

La classification des représentations simples affirme que (4.8) est une
bijection. Il reste donc & expliquer pourquoi pour chaque poids dominant A,
on peut trouver une représentation simple de plus haut poids A. Il suffit en
fait de montrer cette existence lorsque tous les coefficients de A sont positifs,
car si W est une représentation simple de plus haut poids (A1, ..., \,) alors le
produit tensoriel W @ det* est une représentation simple de plus haut poids
(M 4k, ..., \p + k) pour tout k € Z. Considérons donc un poids dominant
A & coefficients positifs, c’est a dire A est une partition de l'entier d := > A;,
et notons X' = (\],...,\}) la partition duale. Alors X est un poids maximal

pour la représentation
AEY) @ - @ AN (k™) . (4.9)

Cette représentation admet une série de composition, c’est & dire une fil-
tration finie dont les quotients successifs sont simples. L’'un de ces simples
contient le poids maximal A, et nous procure donc une représentation simple
de plus haut poids A. Ainsi, (4.8) est un isomorphisme. De plus, la représen-
tation (4.9) est polynomiale homogeéne de poids total d. Si on note

A+(n7d):{()\lv~--7)‘n) : AIZE)\nZOGt Z)\z:d},
on obtient donc en bonus que la bijection (4.8) induit des bijections :

Classes isom.
rep. polyn. simples — AT (n,d) . (4.10)
homogénes poids d

Rappelons que si n > d I’évaluation (4.5) induit une équivalence de caté-
gorie entre les représentations polynomiales homogénes de poids total d et
les foncteurs strictement polynomiaux de poids total d. Les bijections (4.10)
fournissent donc également une classification des foncteurs strictement po-
lynomiaux simples homogénes de poids d (on remarque que le membre de
droite de (4.10) ne dépend pas de n si n > d).
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4.2.2 Modules simples et modules de Schur

La construction des G L, (k)-modules simples n’est pas explicite, ce qui
souléve le probléme élémentaire suivant.

Probléme 4.6. Notons Ly un simple de plus haut poids X. Peut-on calculer
la dimension de Ly ? Plus généralement, peut-on déterminer les poids de Ly
et leurs multiplicités (c’est a dire la dimension des espaces de poids) ¢

Sik est un corps de caractéristique nulle, on dispose d’un modéle explicite
pour les représentations simples donné par les modules de Schur. Pour étre
plus précis, fixons A = (A1,...,\,) € AT (n,d) une partition de poids d, et
N = (N],...,\,) sa transposée. Si V' est un k-espace vectoriel, on note :

MWWV =AV)@--- @A V), SMNV)=SMV)®-- @8 (V).

Ces deux expressions définissent des foncteurs strictement polynomiaux de
la variable V', homogénes de poids d. On note dy 'application composée

AV (V) Ve 2, y@d L, gAy) (4.11)

ot le premier morphisme est I’inclusion canonique des puissances extérieures
comme tenseur invariant du produit tensoriel, le troisiéme morphisme est
I’application quotient du produit tensoriel sur les puissances symétriques.
Le morphisme du milieu est I'isomorphisme qui envoie v; ® -+ ® vg sur
Vgy (1) @ - @ Vg, (q) OU 0x € Gy est la permutation définie de la maniere sui-
vante. Soit T3 un tableau de Young de forme A rempli de maniére standard,
c’est & dire avec 1,...,\; dans la premiére ligne, A\; + 1,..., A1 + Ao dans
la deuxiéme ligne, etc. Alors o) (k) est le k-iéme nombre du tableau trans-
posé T lorsqu’on lit ce dernier en ligne (en commencant par le haut). Par
exemple, si A = (3,1), alors ox(1) =1, 0x(2) =4, 0x(3) =2 et 05(4) = 3.
On note

S\(V) :=TImdy c SNV). (4.12)

Cette formule définit un foncteur Sy strictement polynomial homogéne de
poids d, qu’on appelle foncteur de Schur associé a la partition A. Par exemple,
S, = A4 et Sy = S?. Le GL,(k)-module polynomial Sy (k™) obtenu
par évaluation sur k™ est appelé module de Schur. C’est un G L, (k)-module
simple dont on sait parfaitement calculer la dimension et les espaces de poids
[FH, Lec. 6.

Si k est un corps de caractéristique non nulle, on peut considérer le
foncteur de Schur Sy défini précédemment, et le module de Schur Sy (k")
obtenu par évaluation. La dimension et les espaces de poids de ces modules
de Schur sont les mémes qu’en caractéristique nulle [ABW]. Cependant les
modules de Schur ne sont en général pas simples en caractéristique non nulle.
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On peut le constater sur la p"-iéme puissance symétrique en caractéristique
p, 7 > 1. Le sous-espace vectoriel engendré par les puissances p"-iémes des
éléments de k™

&™) = (v € S (k™) :v € k™) C SP (k") = Siprp,...0)(K")

définit une sous-représentation propre de SP" (k™) appelée r-iéme torsion de
Frobenius de la représentation standard k™ (c’est la valeur sur k™ du r-iéme
foncteur de torsion de Frobenius I(") introduit & la section 4.1.5). En fait,
on ne dispose pas a ce jour de modéles explicites pour les modules simples
en caractéristique non nulle, et le probléme 4.6 est ouvert.

Le fait que les modules de Schur ne soient pas simples souléve le probléme
élémentaire suivant.

Probléme 4.7. Quels sont les simples Ly qui interviennent comme facteurs
de composition du module de Schur S,,(k™), et avec quelles multiplicités ?

Les problemes 4.7 et 4.6 sont en fait équivalents. En effet, notons a,  la
multiplicité de L, comme facteur de composition de S, (k™), 15, la multipli-
cité du poids v dans le simple L, et s, , la multiplicité du poids v dans le
module de Schur S, (k™). On ordonne A (n,d) par lordre lexicographique.
et on considére les matrices carrées :

A=lar), L=1[,], S=Isw].

Comme l'ordre lexicographique raffine 'ordre de dominance, ces matrices
sont triangulaires supérieures, avec des 1 sur la diagonale. La matrice S est
explicitement connue, le probléme 4.6 équivaut a déterminer les coefficients
de L et le probléme 4.7 équivaut a déterminer les coefficients de A. Par
définition de S, A et L on a S = AL, si bien que les deux problémes sont
équivalents.

Lusztig a donné [Lus| une formule qui prédit les poids et les multiplicités
des représentations simples, en termes des polynémes de Kashdan-Lusztig
associés au groupe symétrique (nous renvoyons le lecteur a [Jan2| pour une
explication détaillée de cette formule). La conjecture de Lusztig dit que ces
formules sont justes si la caractéristique p du corps k est suffisamment grande
par rapport a n (Lusztig avait initialement conjecturé une borne linéaire par
rapport & n). Andersen, Jantzen et Soergel ont montré [AJS| la validité de
la conjecture de Lusztig pour p trés grand (sans borne précise), mais les
travaux récents de Williamson [Wil| ont montré qu’on ne peut pas espérer
une borne linéaire en n, ni méme polynomiale. On ne dispose pas & ce jour de
conjecture donnant les dimensions des espaces de poids des représentations
simples en petite caractéristique.
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4.2.3 Semi-simplicité, extensions

Une représentation de GL, (k) est dite semi-simple si elle est isomorphe
a une somme directe de représentations simples. Si k est un corps de carac-
téristique nulle, les représentations rationnelles de G L, (k) sont toutes semi-
simples. De maniére équivalente, toute sous-représentation V' d’une représen-
tation rationnelle W admet un supplémentaire G L, (k)-stable. Si k = C, cela
découle par exemple du « Weyl’s trick » : on restreint ’action au sous-groupe
U,(C) € GL,(C). Grace a la mesure de Haar du groupe unitaire on peut
trouver un supplémentaire Uy, (C)-stable de V', et comme U, (C) est Zariski
dense dans G L, (C) ce supplémentaire est de fait stable par GL,(C)".

En revanche, si k est un corps de caractéristique p > 0, les représentations
de G L, (k) ne sont pas toutes semi-simples. Par exemple si d = max{p,n}, la
sous-représentation A%(k™) C (k)®¢ n’admet pas de supplémentaire stable.
En effet, application quotient (k")®? — A%(k") est I'unique application
G L, (k)-équivariante et sa restriction a la sous-représentation A¢(k") est
égale a la multiplication par d! = 0. Ce défaut de semi-simplicité équivaut a
I'existence d’extensions non triviales entre certaines représentations ration-
nelles. Il se pose alors naturellement le probléme suivant.

Probléme 4.8. Pour deuz représentations rationnelles V et W, peut-on

calculer Extp,, . © (V,W)?

On dispose en réalité de plusieurs catégories dans lesquelles on pour-
rait vouloir calculer des extensions : catégories de représentations polyno-
miales (homogénes) ou rationnelles (homogénes). En fait, les extensions ne
dépendent pas de la catégorie considérée. De fagon plus précise, les inclusions
de catégories du diagramme suivant induisent des isomorphismes en Ext :

Raty L, ) Ratar, k) -

PO]d,GLn (]k)(—> POIGL” (k)

Pour les inclusions horizontales, c¢’est une conséquence formelle des décompo-
sitions (4.3). Ces décompositions montrent également qu’il n’y a pas d’exten-
sions entre représentations homogénes de poids distincts. Pour les inclusions
verticales, ¢’est une conséquence des travaux de Donkin [Don2, Don3|, voir
aussi [FS, Cor 3.12.1]. L’article [4] en donne une autre démonstration, qui a
I’avantage de se généraliser facilement & un anneau quelconque. Comme la
catégorie des foncteurs strictement polynomiaux homogénes de poids d est
équivalente a la catégorie Poly g, (k) pour n > d, on en déduit par ailleurs
que 'application induite par ’évaluation

Ext, (F,G) — Extfyy, o (F(K"), G(&")

"On peut ensuite propager ce résultat & tout corps de caractéristique nulle par des
considérations cohomologiques.

44



4.2 Théorie des représentations de G Ly, (k) A. Touzé

est un isomorphisme si n est supérieur ou égal au poids de F' et de G [FS,
Cor 3.13|. L’intérét de cet isomorphisme est que bon nombre de calculs d’ex-
tensions sont plus facile & mener dans la catégorie des foncteurs strictement
polynomiaux - c’est d’ailleurs dans ce but que les foncteurs strictement po-
lynomiaux ont été introduits par Friedlander et Suslin.

4.2.4 Catégories de plus haut poids, bonnes filtrations

L’axiomatique des catégories de plus haut poids a été introduite par Cline
Parshall et Scott dans |[CPS2| pour modéliser un ensemble de catégories
en théorie des représentations (représentations des algébres de Schur, des
groupes algébriques réductifs, des algébres de Lie semi-simples, etc.) qui
partagent des caractéristiques communes. Une catégorie de plus haut poids
est un quadruplet (C, A, (Lx)aen, (Vx)rea) tel que

(a) C est une catégorie abélienne suffisamment réguliére, comme la ca-
tégorie des représentations rationnelles de G L, (k) ou la catégorie des
modules sur une k-algébre de dimension finie®.

(b) A est un ensemble partiellement ordonné, dont tous les intervalles,
i.e. les sous-ensembles de la forme [p,v] = {\ : p < X < v} sont finis.

(¢) (Lx)xea est une famille compléte de représentants des classes d’iso-
morphismes des simples de C.

(d) (Va)aea) est une famille d’« objets costandard », ¢’est a dire que (i)
le socle de chaque V) est isomorphe a Ly, (ii) les facteurs de compo-
sition de V/Ly sont des L, avec p < A, chacun de ces L, n’ayant
qu’une multiplicité finie, et (iii) les espaces de morphismes entre objets
standard sont de dimension finie.

(e) Tout objet simple Ly admet une enveloppe injective I. De plus celle-
ci admet une filtration croissante 0 = Fy C Fy} C --- C | F; = I, telle
que Fy >~ Vy, et pour tout ¢ > 0, Fj1/F; ~ V, avec u > A, chacun
de ces V,, n’ayant qu'une multiplicité finie dans le gradué de Iy.

Les catégories Ratqr, k) et Polgar, k) (donc les catégories S(n, d)-Mod et
Pax) fournissent des exemples de catégories de plus haut poids. De fagon
précise, la structure est donnée par les quadruplets

(Ratgr, ), AT (n), Ly, Va) . (Polygr,w), A" (n,d), Ly, Sx(K")) ,

dans lesquels AT (n), (resp. AT (n,d)) désigne I'ensemble des partitions d’en-
tiers (resp. de 'entier d) en n parts muni de l'ordre de dominance, et les
L) sont des simples de plus haut poids correspondant & la partition \. Les
Sx(k™) sont les modules de Schur introduits a la section 4.2.2, et la dé-
monstration de 'axiome (e) repose sur le fait que les algébres de Schur sont

8De facon précise, on suppose que C est k-linéaire sur un corps k, cocompléte avec des
colimites filtrantes exactes, suffisamment d’injectifs, et localement finie, i.e. tout objet est
colimite filtrante de ses sous-objets de longueur finie.
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quasi-héréditaires. Les représentations rationnelles costandard V) sont défi-
nies par induction :
GLn(k =
Va = Ind%5 Ok, = (K[GL, (k)] @ k)P,

ot B~ désigne 'ensemble des matrices triangulaires inférieures de GLy,(k),
k) est la représentation unidimensionnelle de B~ donnée par le caractére
xa([bij]) = bi\}l e b;\len et GL,(k) x B~ agit par translations (chacun des
facteurs d’un coté différent) sur k[GL,]. La démonstration des axiomes (d)
et (e) repose essentiellement sur le théoréme de Kempf [Jan, Chap. I1.4].

Remarque 4.9. Les deux constructions donnent des objets costandard iso-
morphes : pour tout A € A(n,d) on a un isomorphisme de G L, (k)-modules
rationnels V) ~ S)(k™). C’est facile & montrer directement pour les par-
titions de la forme (d) ou (1,...,1) [Jan, I1.2.16]. Le cas général est di a
James [Jam].

On peut déduire un certain nombre de résultats cohomologiques de pre-
miére importance & partir des axiomes des catégories de plus haut poids.
Nous en listons quelques-uns.
1. La catégorie Poly g, (k) est une catégorie de dimension homologique
finie, inférieure ou égale” a 2 card(A*(n,d)) — 2.

2. Si M et N sont des GL,,(k)-modules rationnels de dimension finie sur
k, alors pour tout ¢ les k-espaces vectoriels EXt%Qatan(m (W, V) sont de
dimension finie.

3. Notons Ay le dual contragédient de Vy, i.e. Ay = Homg(Vy,k) muni
de l'action de GL, (k) donnée par g - f(z) := f(*g-x), ou ‘g est la
transposée d’une matrice g. Alors pour tout A, p on a

EXt%atGLn(k) (A>\7 vu) - 0 Si Z > 0 .

Comme le module costandard associé au n-uplet (0,...,0) est le mo-
dule trivial, on obtient en particulier que

HY(GL,(k),V)\) =0 sii>0.

Le dernier résultat suggére 'importance des modules costandard en co-
homologie de GL,(k) (ou plus généralement des groupes algébriques ré-
ductifs). La notion suivante interviendra de fagon cruciale a plusieurs re-
prises dans la suite de ce mémoire. On dit qu’'une représentation ration-
nelle W admet une bonne filtration si elle admet une filtration croissante
0=FyCFy--- CUF;, =W dont les quotients F;11/F; sont des sommes
directes de modules costandard.

9La finitude de la dimension homologique a été démontrée sans catégories de plus haut
poids indépendamment dans [AB2] et [Don3]. La borne donnée ici n’est pas optimale : la
dimension homologique exacte est calculée dans [Tot].
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Remarque 4.10. Nous avons expliqué dans la section 4.2.2 que déterminer
des espaces de poids des représentations simples équivaut & déterminer les
multiplicités des L) comme facteurs de composition de V. Le probléme de
déterminer les multiplicités des V,, dans le gradué associé a la filtration de
lenveloppe injective Iy donnée en (e) équivaut aux deux problémes précé-
dents. En effet le théoréme de réciprocité de Brauer-Humphreys [CPS2, Thm
3.11] donne une égalité entre multiplicités [V, : Ly] = [I : V,,].

4.2.5 Théorie des blocs

Soit C une catégorie abélienne suffisamment réguliére, comme la catégorie
Ratar, k) ou la catégorie R-Mod des modules sur une k-algébre R de dimen-
sion finie (ou plus généralement une catégorie abélienne k-linéaire cocompléte
avec colimites filtrantes exactes, dont les classes d’isomorphismes de simples
forment un ensemble, et dont tout objet est colimite de ses sous-objets de lon-
gueur finie). Notons Iso(C) I'ensemble des classes d’isomorphismes de simples
de C. On dit que deux classes d’isomorphismes de simples [L] et [L’] sont
équivalentes s’il existe une suite finie de simples

L=1LoLi,...., L, =1

telle que Ext!(L;, Li11) # 0 ou Ext!(L; 41, L;) # 0 pour tout i. On appelle
blocs de C les classes d’équivalences de simples pour cette relation, et on note
B(C) 'ensemble des blocs.

Pour tout b € B(C) on note Cp la sous-catégorie pleine de C dont les
objets sont construits uniquement & partir des simples de b. C’est a dire X
est un objet de Cp si ses sous-objets de longueur finie n’ont que des simples
de b comme facteurs de composition. On a alors une décomposition!? :

c=1]] &

beB(C)

Pour peu que 'on connaisse les blocs, cette décomposition fournit des annu-
lations cohomologiques. En effet, tout objet X se décompose en une somme
directe X = @ X}, ou chaque X est un objet de Cp. Notons B(X) I’ensemble
des blocs tels que X # 0. Alors

Ext;(X,Y)=0 si BX)NBY)=0.

Les blocs des catégories de représentation des groupes algébriques semi-
simples simplement connexes ont été déterminés par Donkin [Donl|. Les
blocs de la catégorie Ratgr, (k) s’en déduisent. Les blocs de la catégorie
S(n,d)-Mod ont aussi été calculés par Donkin [Don3, Don5|. Le cas de
S(n,d)-Mod avec n > d est le plus simple, et aussi le plus important pour

197a démonstration de [Jan, I1.7.1] est valable pour les catégories que nous considérons.
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nous car il correspond aux blocs de Py . Le résultat est donné par la « regle
de Nakayama » : si A\, p € AT (n,d), les simples associés Ly, L, sont dans le
méme bloc si et seulement s’il existe une permutation o € &, telle que

Ai =1 = gy —0(i) mod p pour tout 1.

Cette condition équivaut au fait que les partitions A et p ont méme p-coeur
[McD, Ex. 8(f) p.13].

4.2.6 Quelques atouts des foncteurs strictement polynomiaux

Nous mentionnons pour finir quelques atouts dont on dispose lorsque
Pon travaille avec les foncteurs strictement polynomiaux (par rapport aux
modules sur les algébres de Schur, ou aux représentations de GL,,).

La nature fonctorielle des objets permet d’effectuer des constructions
auxquelles il est difficile de donner un sens dans les catégories de représen-
tations des algébres de Schur, ou de représentations de GL,. Ainsi on peut
composer des foncteurs strictement polynomiaux entre eux.

Une utilisation élémentaire mais trés utile de la composition est la dé-
finition des « foncteurs a paramétres ». Si F' est un foncteur strictement
polynomial et V un k-espace vectoriel, on note FV, resp. Fy les foncteurs

FV(W) = F(Homy(V,W)) , resp. Fy(W)=FV oW).

Ces foncteurs & paramétres sont trés utiles et n’ont pas d’équivalent évident
dans la catégorie S(n,d)-Mod. Ils apparaissent par exemple dans le calcul de
effet de la torsion de Frobenius en cohomologie (théoréme B de la section 2
ou théoréme 8.8 dans la suite du mémoire). Les foncteurs a parameétres sont
également utilisés pour définir un Hom interne dans la catégorie Py :

Homp, (F,G)(V) = Homp, (F",G) ~ Homp, (F,Gy) .

Ce Hom interne joue un rodle important dans de nombreux calculs (cf. sections
10 et 11). Il fait partie d’une structure de catégorie monoidale symétrique
fermée sur Py explicitée dans [Kra|. Comme I'observe H. Krause, une telle
structure monoidale symétrique fermée était complétement inconnue dans la
catégorie S(n, d)-Mod*!.

Une autre incarnation de la composition des foncteurs est la technique d’
« adjonction somme-diagonale » présentée dans la section 6.6. Cette tech-
nique classique de catégories de foncteurs se révéle extrémement efficace pour
étudier les extensions entre produits tensoriels de foncteurs, comme le montre
par exemple 1’énoncé emblématique [FFSS, Thm 1.7]. Cette technique est a

1Pprécisons que les algébres de Schur n’admettent pas de structure d’algébre de Hopf.
En effet, dans le cas contraire elles seraient autoinjectives, ce qui n’est pas le cas en
caractéristique non nulle.
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I'origine de phénoménes surprenants, comme l'injectivité des cup produits en
cohomologie stable (voir la proposition 6.23 et la section 7.3.1 dans la suite
du mémoire), et elle n’a pas d’équivalent dans les catégories de représenta-
tions des algébres de Schur ou de GL,,.
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5 Schémas en groupes (algébriques affines, k-plats)

L’objectif de cette section est de rappeler quelques notions de base re-
latives aux schémas en groupes algébriques affines et & leurs représenta-
tions. Pour une présentation plus détaillée, nous renvoyons le lecteur &
[Watl, Hum, Spr, Borl| pour les schémas en groupes sur un corps, et a
[Con, Jan, SGA3| en général.

Nous fixons un anneau commutatif arbitraire k. Sauf mention expli-
cite du contraire, les produits tensoriels sont pris sur k.

5.1 Schémas en groupes (algébriques affines, k-plats)

Soit k-Alg la catégorie des k-algébres commutatives unitaires et des mor-
phismes de k-algébres, et Gps la catégorie des groupes et des morphismes de
groupes. Un schéma en groupes algébriques affines sur k est un foncteur

G : k-Alg — Gps

représentable par une k-algébre commutative de type fini. La k-algébre com-
mutative de type fini k[G] qui représente G est alors (par le lemme de Yo-
neda) munie d’une structure d’algeébre de Hopf (avec antipode) sur k[G],
et morphisme G — G’ (c’est & dire une transformation naturelle) est équi-
valent & un morphisme d’algébres de Hopf k[G'] — k[G]. On dit que G est
un sous-schéma en groupes fermé de G’ si le morphisme k[G'] — k[G] est
surjectif.

Un schéma en groupes algébriques affines est k-plat si son algébre de co-
ordonnées est plate comme k-module. Sans cette hypothése de platitude, les
représentations de G ont des comportements pathologiques [Jan, 1.29]. Dans
la suite de ce mémoire, nous ne considérons que des schémas en groupes al-
gébriques affines k-plats, que nous appellerons plus simplement « schémas en
groupes sur k » ou méme « schémas en groupes » s’il n’y a pas d’ambiguité.

Exemple 5.1 (Groupe linéaire). Le groupe linéaire définit un schéma en
groupes A — GL,(A), représenté par 'algébre

k[GLn] = k[.%‘@j,t]/ < tdet[azi,j] —1>

avec n? générateurs x;; et ol les crochets représentent I'idéal engendré par
le polynome t det[xz; ;] — 1.

Exemple 5.2 (Noyaux de Frobenius). Sik est un anneau de caractéristique p
non nulle, le morphisme de Frobenius induit pour tout r > 0 un morphisme :

Fr: GLy(A) — GLu(A)

[aij] = [(aij)?]
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Le noyau de ce morphisme est un schéma en groupes GL, ), appelé r-
ieme noyau de Frobenius du groupe linéaire, et représenté par I'algébre (de
dimension finie)
K[GLy, () = K[GLn]/ <l — 615> .

Exemple 5.3 (Groupes multiplicatifs et tores déployés). Le schéma en
groupes multiplicatifs est le schéma en groupes G,, = GL;. Un tore dé-
ployé sur k est un schéma en groupes sur k, isomorphe & un produit G,:.
L’entier r est le rang du tore.

Soit k un corps et k sa cloture algébrique. Un schéma en groupes G sur
k est lisse si et seulement si I'algébre k[G] ® k est réduite (c’est a dire sans
nilpotents) [Wat1, 11.6]. En caractéristique nulle, tous les schémas en groupes
sont lisses par un théoréme de Cartier [Watl, 11.6]. En caractéristique non
nulle, GL;, est lisse, mais les noyaux de Frobenius GL,, () ne le sont pas.

Si G est un schéma en groupes (lisse ou non) sur un corps infini k, le
choix d'une présentation k[G] = k[z1,...,2,]/I induit une identification!'?
du groupe des k-points G(k) avec les zéros dans k™ de I'idéal I. De plus, pour
tout morphisme de schémas f : G — G’, le morphisme f : G(k) — G'(k)
est régulier, c’est-a-dire coincide avec la restriction d’une fonction polynéme
k™ — k™. Si k = k, le Nullstellenstatz assure que 1’évaluation induit une
équivalence de catégories

Schémas en groupes EN Groupes algébriques
lisses sur k affines sur k
— G (k)

5.2 Représentations

Une représentation k-linéaire d’un schéma en groupes G est un k-module
M, muni de 'une des données équivalentes suivantes.

(i) Des actions A-linéaires
GA)XxM®A—-M®A

pour toutes les k-algébres commutatives A, telles que si f : A — B
est un morphisme d’algébres, ces actions s’insérent dans un diagramme
commutatif :

GAXM@A— M A
\LG(f)XM(X)f iM®f
GB)x M®B—>M@B

121 e groupe des k-points G(k) est donc un groupe algébrique au sens de Chevalley [Chel,
II.1]. Cette notion coincide avec la notion moderne d’un groupe algébrique [Borl, Hum,
Spr]| si le corps k est parfait, mais les deux notions ne sont pas équivalentes en général,
voir la discussion détaillée dans [Bor2, VIL.2 p.151-152]. Dans ce mémoire, le terme groupe
algébrique est toujours pris au sens moderne.

o1
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(ii) Une transformation naturelle de foncteurs en monoides :
G — End M

ou Endj; désigne le foncteur qui & une k-algébre commutative A associe
le monoide End (M ® A) des endomorphismes A-linéaires de M ® A.

(ii") Une transformation naturelle de foncteurs en groupes :
G — GL M

ot le foncteur GLjs est défini par GLy(A) = GLA(M ® A).
(iii) Une structure de k[G]-comodule & droite.

Dans la suite, toutes nos représentations seront k-linéaires, si bien que nous
les appellerons plus simplement représentations de G, ou G-modules.

Exemple 5.4. La représentation standard de GL,, est le k-module k™, muni
de l'action GL,(A) x A™ — A™ donnée par la multiplication des matrices.
Notons (e;) la base canonique de k™. La représentation standard peut étre
également décrite comme le k[GL,] comodule donné par

A: K — K'®KkGLy]
e, Zjej®xj,i

Exemple 5.5. Soit M un k-module et A = (Aq,...,A,) € Z". On dit que
M est une représentation de poids A du tore G si I'action est donnée par
la formule (ai,...,a,) -m = ai\l cearm.

Exemple 5.6. La représentation réguliere d’'un schéma en groupes G est le
k-module k[G] muni de 'action & gauche par translations. La structure de
k[G]-comodule correspondante est donnée par la comultiplication de k[G].

Si M et N sont deux représentations d’un schéma en groupes G, un mor-
phisme k-linéaire f : M — N est dit G-équivariant si pour toute k-algébre
A Tapplication f@ A: M ® A — N ® A est G(A)-équivariante. De maniére
équivalente, une application k-linéaire f : M — N est GG équivariante si c’est
un morphisme de k[G]-comodules.

On note G-Mod la catégorie des représentations de G et des applications
k-linéaires G-équivariantes. La catégorie G-Mod est abélienne, cocompléte
et posséde des colimites filtrantes exactes. Elle est également muni d’un
produit tensoriel (on fait agir G diagonalement sur les facteurs des produits
tensoriels). Les opérations de sommes, noyaux, colimites, etc. sont calculées
sur les k-modules sous-jacents, si bien que 'on a un foncteur d’oubli exact,
fidele, commutant aux colimites et aux produits tensoriels :

G-Mod — k-Mod .
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Enfin, si k est un anneau noethérien ou si k[G] est un k-module projec-
tif'3, alors la catégorie G-Mod est localement finie. De facon plus précise,
toute représentation M est la colimite filtrante de ses sous-représentations
M; qui sont des k-modules de type fini.

Exemple 5.7 (Représentations des Tores). Soit 7" un tore déployé de rang
r sur k. Tout T-module M admet une décomposition [Jan, 1.2.11]

MZ@M)\

AEZLT

ot M) est un module de poids A. En particulier, si k est un anneau semi-
simple (par exemple un corps), la catégorie T-Mod est semi-simple (les objets
simples sont les k-modules simples, munis d’une action de 1" donnée par un
poids ).

Exemple 5.8. Soit G un schéma en groupes sur un corps infini k. En ou-
bliant l'action des groupes G(A) pour les algébres A # k, on obtient un
foncteur fidéle et exact :

G-Mod — kG (k)-Mod . (5.1)
Supposons que la condition (C) suivante est satisfaite :
(C) : G est lisse et G(k) est Zariski-dense dans G(k).

Notons k[G] 'algébre représentant G et k[G(k)] 'algébre des fonctions ré-
gulieres de G(k) (c.-a-d. les fonctions obtenues comme restriction de poly-
noémes). Sous la condition (C), le morphisme de k-algebres k[G] — k[G (k)]
est un isomorphisme. Ceci implique que le foncteur (5.1) est pleinement
fidele, et on peut en outre caractériser son image. Une représentation k-
linéaire de dimension finie de G(k) est rationnelle si morphisme correspon-
dant p : G(k) — GLg(V) est régulier. Une représentation k-linéaire quel-
conque de G(k) est rationnelle si c’est la réunion croissante de représentations
rationnelles de dimension finie. On note Rat-G(k)-Mod la sous-catégorie
pleine de kG(k)-Mod dont les objets sont les représentations rationnelles. Le
foncteur (5.1) induit alors une équivalence de catégories :

G-Mod = Rat-G(k)-Mod .

"3Dans [Jan, 1.2.13], il est affirmé que la finitude locale est valable sur tout anneau k.
Je remercie W. van der Kallen de m’avoir expliqué pourquoi la démonstration proposée
dans [Jan| ne fonctionne pas en général. En effet, si M est un G-module et S est une sous-
partie de M, il n’existe pas forcément de plus petit sous-G-module engendré par S [SGA3,
Remarque 11.10.1]. Ce sous-G-module existe si k[G] est un k-module projectif [SGA3,
VLB Lm 11.8], et sous cette hypothése, la démonstration fonctionne. Ceci s’applique par
exemple si G est obtenu par changement de base & partir d’'un schéma en groupes de
Chevalley sur Z [vdK3]. Si k est un anneau noethérien, une démonstration légérement
différente permet d’obtenir la finitude locale [SGA3, VIB Lm 11.8] pour tout schéma en
groupes G.
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Le schéma en groupes G L,, satisfait'* la condition (C), ce qui justifie le point
de vue de I'exposition dans la section 4.

5.3 Représentations polynomiales de GL, et algébres de
Schur.

On note Z le sous-schéma en groupes de GL,, formé des homothéties (qui
correspond au centre de GL,). Si M est un GLy,-module, il se décompose
canoniquement en une somme directe de G L,,-modules :

M= My, (5.2)

deZ

ou chaque M, est caractérisé comme le k-module formé des éléments de poids
d sous l'action du groupe multiplicatif Z. Le module M est dit homogéne de
poids d si M = My. Si GL,—Mod, désigne la sous-catégorie abélienne des
modules homogénes de poids d, on a donc une décomposition

GLn,—Mod = [[ GL,~Mody . (5.3)
deZ

Une représentation M de GL,, est dite polynomiale sil'une des conditions
équivalentes suivantes est satisfaite.

(i) Le morphisme p : GL,, — Endjs s’étend en un morphisme de monoides
M, — Endy; (ou M, désigne le schéma en monoides des matrices
carrées de taille n).

(ii) La structure de comodule A : M — M ® k[GL,] se reléve en une
structure de k[M,,]-comodule A : M — M ® k[M,].

On note Polgy, désigne la catégorie abélienne des G L,-modules polyno-
miaux et Polyqr, la sous-catégorie pleine des G L,-modules polynomiaux
homogéne de poids d. Les poids d’une représentation polynomiale sont tous
positifs, et la décomposition (5.2) induit donc une décomposition

POIGL” ~ HPOld,GLn . (5.4)
d>0

Les catégories Poly ¢, admettent une description en termes de modules
sur l’algébre de Schur S(n,d). Plus précisément, le k-module

k[M,] ~klz; j,1 <1i,j <n]

est gradué par le degré des polynomes. Si k[M,]q désigne le k-module libre
de rang fini formé des éléments homogénes de degré d, la comultiplication de

1Plus généralement, d’aprés [Borl, Cor 18.3] la condition (C) est satisfaite si G est un
schéma en groupes lisse connexe sur un corps parfait k, ou si G est un schéma en groupes
de Chevalley (voir la section 5.5 pour les définitions).
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k[M,,] se restreint en une comultiplication k[M,]; — k[My]s ® k[M,]4. On
a donc un morphisme de cogébres k[M,]q — k[M,,]. Si M est une représen-
tation polynomiale de GL,, les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Le module M est homogéne de poids d.

(b) La structure de comodule A : M — M ® k[M,] se reléve en une
structure de k[M,|4-comodule A : M — M @ k[M,]4.

Notons S(n,d) = Homg(k[M,]q4,k) Palgébre duale de la cogebre k[M,]a.
C’est une algébre libre de rang fini sur k qu'un calcul élémentaire montre
qu’on a un isomorphisme d’algébres

S(n,d) ~ Endg, ((k")®%).

L’équivalence des conditions (a) et (b) ci-dessus implique une équivalence de
catégories :

Polgcr, ~ S(n,d)—Mod . (5.5)

5.4 Cohomologie
5.4.1 Cohomologie et algébres de cohomologie

La catégorie G-Mod posséde assez d’injectifs [Jan, 1.3.9]. Une famille de
cogénérateurs injectifs est donné par les représentations J"V @ k[G], ou J™V
désigne un k-module injectif muni de Paction triviale de G et k[G] est la
représentation réguliére de . La cohomologie de G cohomologie de G a
coefficients dans une représentation M est définie par :

H*(G, M) = Extg, (K™Y, M) .

Le k-espace vectoriel des éléments homogeénes de degrés zéro, également noté
MG est appelé espace des points fixes de M sous I'action de G. Le produit
tensoriel induit un cup produit (associatif et gradué commutatif) :

H*(G,M)® H*(G,N) — H*(G,M @ N) .

En particulier, si A est une kG-algébre commutative (i.e. une k-algébre
commutative, munie d’'une action de G par automorphismes d’algébres),

le cup produit induit une structure de k-algébre graduée commutative sur
H*(G,A).

Remarque 5.9. Si k est un corps infini, et G est un schéma en groupes
lisse sur k tel que G(k) est Zariski dense dans G/(k), il découle de I’exemple
5.8 que l’espace des points fixes MY est égal a I’espace M G des points
fixes sous l'action du groupe discret G(k). En général, on a seulement une
inclusion M ¢ ME®),
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5.4.2 Complexe de Hochschild et changement de base

On dispose d’un « complexe standard » pour calculer la cohomologie
d’un schéma en groupe, appelé complexe de Hochschild. Plus précisément,
les modules du type N"V @ k[G], oit N est un k-module quelconque et k[G]
le représentation réguliére de G sont H*(G, —)-acycliques [Jan, 1.4.7]. Si M
est un G-module, ou de maniére équivalente un k[G]-comodule & droite,
la construction cobar & deux cotés'® Q(M,k[G],k[G]) fournit donc une ré-
solution H*(G, —)-acyclique de M. On appelle compleze de Hochschild le
complexe

C*(G, M) := Homg (k, (M, k[G], k[G])) ~ Q(M,k[G],k) .

Par construction, I’homologie du complexe de Hochschild calcule H*(G, M).
Si ¢ : k — k’ est un morphisme d’anneaux et G' est un schéma en groupes
algébriques affines sur k, on note Gy le schéma en groupes algébriques sur
k’ représenté par k[G] @ k’. On dit que le schéma en groupes Gy est obtenu
par changement de base (le long de ¢). Il vérifie pour toute k’-algébre A

Gr(A) = Gk(A) .
Le produit tensoriel par k’ induit un foncteur de changement de base :

G-Mod — Gp-Mod
M — MKk

Les deux énoncés suivants seront souvent utilisés dans la suite de ce
mémoire. Ils reposent sur le complexe de Hochschild et le foncteur de chan-
gement de base.

Lemme 5.10 (Changement de base). [Jan, I 4.18] Soit G un schéma en
groupes sur un anneau principal k, M un G-module et k' une k-algebre. Si
M libre sur k, on a une suite exacte courte de k'-modules (naturelle en M
et non naturellement scindée) :

0— HY(G,M)®k — H (G}, M @ k') — Tors(k', H'*1(G, M)) — 0.

Démonstration. On a un isomorphisme C*(G, M) @k’ ~ C*(Gy, M ®k’) au
niveau des complexes de Hochschild. Comme M est k-libre, C*(G, M) est
un complexe de k-modules libres. La suite exacte courte provient alors du
théoréme des coefficients universels [McL2, V Thm 11.1]. O

50n rappelle que si C est un cogébre sur k, M (resp. N) un C-comodule & droite
(resp. gauche), la construction cobar est un complexe de cochaines avec Q' (M, k[G], N) =
MRC¥@Netdm®cl® - ®c@®n=AymRca® @cdn+y (-1)f'meca®
e RA(R)® @ @n+ (—1D)Tm®ca ®-- ®c; ® Ax(n). Voir par exemple [FMT]
pour plus de détails sur la construction cobar a deux cotés.

o6



5.4 Cohomologie A. Touzé

Lemme 5.11 (Groupes produits). Soit G un schéma en groupes sur Z, et
M un G-module Z-libre tel que H>(G, M) = 0. On note M = M ®k le
Gy-module obtenu par changement de base. Soit H un schéma en groupes
surk et N un H-module. Pour tout n on a un isomorphisme :

H®(Gy, M) @, H"(H,N) = H™(Gy x H,M ®y N) .

Démonstration. Le complexe de Hochschild : C*(Gy x H, M ®y N) est iso-
morphe au produit tensoriel C*(G, M) ®z C*(H, N). Le complexe C*(G, M)
est un complexe de groupes abéliens libres d’homologie concentrée en de-
gré 0. Son homologie de degré nul est Z-libre, et par changement de base
H(G,M)®k = H°(Gy, M). Le théoréme de Kiinneth [McL2, V Thm 10.2]
donne donc les isomorphismes requis. ]

5.4.3 Suite spectrale de Hochschild-Serre

Soit k un corps. Un sous-schéma en groupes fermé H — G est dit nor-
mal si H(A) est normal dans G(A) pour toute k-algébre A. On peut alors
construire [Wat1, Chap. 16] le quotient G — G/H qui vérifie la propriété uni-
verselle usuelle des quotients'®. Les applications quotients sont caractérisées
comme les morphismes de schémas en groupes G — G’ tels que k|G| — k[G]
est injective.

Exemple 5.12. Soit » > 1. Le morphisme F" : GL,, — GL, de 'exemple
5.2 est un morphisme quotient. On a donc GL,,/(GLy,), ~ GLy,.

Exemple 5.13. [Watl, 15.2] Soit f : G — @ un morphisme entre deux
schémas en groupes lisses sur un corps k. Alors f est un morphisme quotient
si et seulement si f : G(k) — Q(k) un morphisme surjectif. Cependant
I’exemple 5.12 montre que le noyau de f n’est pas forcément lisse.

Sil— H — G — G/H — 1 est une suite exacte courte de schémas
en groupes, et M est un G-module, alors on a une action canonique de
G/H sur M et une suite spectrale (cohomologique deuxiéme quadrant) de
Hochschild-Serre [Jan, 1.6.6]

EY(M) : H/(G, H(H,M)) = H'"* (G, M) .

La suite spectrale est naturelle en M et compatible au cup produit. En
particulier, si A est une algébre différentielle graduée, alors la suite spectrale
de Hochschild-Serre est une suite spectrale d’algébres.

8Cependant, ’application canonique G(A)/H(A) — (G/H)(A) n’est pas un isomor-
phisme en général.
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5.5 Schémas en groupes de Chevalley
5.5.1 Groupes algébriques affines réductifs

Soit k un corps algébriquement clos. Un schéma en groupes G sur k est
intégre si son algébre de coordonnées k|G| est intégre. D’aprés [Hum, 7.3,
les schémas en groupes intégres G sur k s’identifient aux groupes algébriques
affines G(k) connexes (pour la topologie de Zariski).

Un groupe algébrique affine connexe G(k) est unipotent s’il vérifie les

conditions équivalentes [Hum, 17.4] suivantes.
i) Tous les éléments de G(k) sont unipotents.

ii) La seule représentation simple de G est la représentation triviale de
dimension 1.

Un groupe algébrique affine connexe G(k) est résoluble s’il vérifie les condi-
tions équivalentes [Hum, 19.3] suivantes

i) La série dérivée de G(k) finit sur le groupe trivial.
ii) Toutes les représentations simples de G sont de dimension 1.

Le groupe G(k) est réductif s’il ne contient pas de sous-groupe normal
connexe unipotent. Un tore mazimal de G (k) est un sous-groupe de la forme
Gy (k)*™, maximal pour I'inclusion parmi les sous-groupes de cette forme. Un
sous-groupe de Borel de G(k) est un sous-groupe résoluble connexe, maximal
parmi les sous-groupes de cette forme.

Exemple 5.14 (Groupes classiques). Un groupe algébrique affine connexe
admettant une représentation simple fidéle est réductif. En particulier, les
groupes classiques G Ly (k), SLy,(k), Span(k), SO, (k), (avec les précautions
d’usage pour définir SO,, (k) en caractéristique 2 [Borl, 23.6]) sont réductifs.
Les sous-groupes des matrices diagonales forment dans chacun des cas un
tore maximal, et les matrices triangulaires supérieures un sous-groupe de

Borel.

Les groupes algébriques affines connexes réductifs sur un corps algébri-
quement clos ont été classifiés par Chevalley en termes de systémes de racines,
voir par exemple [Che2, Hum, Spr, Borl|. On observe que les groupes clas-
siques de ’exemple 5.14 peuvent étre définis comme zéros de polyndmes a
coefficients entiers. Chevalley a en fait montré que c’est toujours le cas pour
les groupes algébriques réductifs. Cette propriété est 'objet de la section
suivante.

5.5.2 Schémas en groupes de Chevalley sur Z.

Définition 5.15. 7 Un schéma en groupes de Chevalley sur Z un schéma en
groupes G (algébriques affines, Z-plat) satisfaisant les conditions suivantes.

17Cette définition correspond a la définition de schéma en groupes réductifs de [SGA3,
XIX, 2.7 (compte tenu de [SGA3, XIX, 1.9, 2.1]).
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(i) Pour tout corps algébriquement clos k, le schéma en groupes Gy est
intégre et réductif.

(ii) Le schéma en groupes G est déployé sur Z, c’est a dire qu'il existe un
tore déployé T C G tel que pour tout corps algébriquement clos k, Ti
est un tore maximal de Gg.

Exemple 5.16 (Schémas en groupes classiques). Les schémas en groupes
classiques GL,,, SL,, Spon, et SO, '8 sont des schémas en groupes de Che-
valley.

En fait les théorémes d’existence [SGA3, XXV, 1.2] et d’unicité [SGA3,
XXIII, 5.4] assurent que tout groupe algébrique affine G(k) connexe réductif
sur un corps algébriquement clos k est de la forme G(k) pour un unique
schéma en groupes de Chevalley G sur Z. Les schémas en groupes de Che-
valley sur Z sont donc classifiés en termes de systémes de racines. Dans la
suite de cette section, nous rappelons quelques aspects fondamentaux de la
théorie des représentations des schémas en groupes de Chevalley.

5.5.3 Groupes de Borel, bonnes filtrations et cohomologie

Soit G un schéma en groupes de Chevalley sur Z, de tore maximal T" de
rang 7. Le groupe de Borel est alors défini sur Z. Il existe donc un schéma en
groupes B avec T' C B C G et un morphisme B — T rétracte de I'inclusion
T — B, tel que pour tout corps k algébriquement clos, B(k) est un sous-
groupe de Borel de G(k).

Les modules costandard constituent une incarnation fondamentale des
relations entre la théorie des représentations de G et celle de B. Pour tout

anneau k et tout A = (A,...,\;) € Z", on note ky le k-module libre de
rang 1 muni de l'action de T donnée par (ai,...,a,) x = ai‘l ...a)z. On

utilise la méme notation pour le B-module obtenu par restriction le long de
By — Tk. Le foncteur de restriction Gx-Mod — B-Mod admet un adjoint
a droite, le foncteur d’induction indgt : Bx-Mod — Gg-Mod [Jan, 1.3]. Les
modules costandard sont les Gix-modules définis par

Vi(\) = indf (ky) = indF(Z)) @z k .

Les modules costandard sont noté Hy(A\) dans [Jan]. Ces modules sont fonda-
mentaux pour la théorie des représentations de G. Nous rappelons quelques-
unes de leurs propriétés [Jan, I1.2, 11.4 et I1.B].

18S0it ¢, la forme quadratique standard sur Z", i.e. qiyom = T2 + > TiTiym et
qom = Z:’;l ZiTitm- S0it Oy le sous-schéma en groupes de GL,, préservant g,. On définit
[Con, C.2.9] SO142m comme noyau du déterminant det : O142,m — G, et SOay, comme
noyau de U'invariant de Dickson D : Oz,, — Z/27Z. Le schéma en groupes SOa,, est contenu
dans le noyau du déterminant, mais il est plus petit. On a O1421m = SO142m X p2 et une

suite exacte courte 1 — SOz, — O2m — Z/27Z — 1.
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1. Les modules costandard sont libres de rang fini sur k. Les A € Z" pour
lesquels Vi (A) # 0 sont les poids dominants de G. Le n-uplet nul est
toujours un poids dominant, et le module costandard correspondant
est la représentation triviale de dimension 1.

2. Si k est un corps de caractéristique nulle, Gx-Mod est une catégo-
rie semi-simple, et les V() indexés par les poids dominants forment
une famille de représentants des classes d’isomorphismes de modules
simples. Si k est un corps de caractéristique p > 0, les Vi(A) ont
un socle simple, et font partie d’une structure de catégorie de plus
haut poids comme décrite a la section 4.2.4 (en particulier les Ly :=
socVi (M) forment une famille de représentants des Gx-modules simples,
qui sont donc définis sur le corps premier Fp,).

3. Pour tout poids dominant A on a H*(Gy, Vi()\)) = 0 en degré i > 0.
En particulier H>%(Gy, k) = 0.
Un Gi-module M a une bonne filtration s’il admet un filtration croissante
dont le gradué associé est un somme directe de modules costandard. En par-
ticulier, les modules avec bonne filtration n’ont pas de cohomologie en degré
supérieur. Un résultat de Mathieu [Mat| donne la propriété fondamentale
suivante!®.
4. Si M et N admettent une bonne filtration, le produit tensoriel M @ N
admet une bonne filtration.

Les liens entre la théorie des représentations de B et de G permettent
également de montrer |[Jan, I1.B.5] que pour tout G-module M libre de type
fini sur Z, les groupes de cohomologie H*(G, M) sont des Z-modules de type
fini. Ce résultat permet d’utiliser efficacement les théorémes de changement
de base sous la forme du lemme suivant.

Lemme 5.17. Soit G un schéma en groupes de Chevalley. Pour tout G-
module M libre de type fini sur Z, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Pour touti >0, H(G,M) = 0.
2. Pour tout i > 0 et tout nombre premier p, H(Gg,, M ® F,) = 0.
3. Pour tout i > 0 et tout anneau commutatif k, H(Gx, M @ k) = 0.

5.5.4 Theéorie des invariants

Soit G est un schéma en groupes de Chevalley sur Z et k un anneau
commutatif et A une kGy algébre commutative de type fini (c’est a dire une
k-algébre commutative de type fini, munie d’une action de Gy par automor-
phismes d’algébres). Les invariants de A sous l'action de Gy forment une
sous-algébre A% C A. Le théoréme suivant est un théoréme fondamental de

197 ¢ résultat de Mathieu concerne les corps de caractéristique non nulle, mais il s’étend
sur un anneau quelconque par changement de base [Jan, IL.BJ.
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la théorie des invariants. Sur un corps de caractéristique zéro, il découle des
méthodes d’algébre introduites par Hilbert & la fin du XIXéme siécle. Sur
un corps k de caractéristique non nulle, c’est une conjecture de Mumford,
résolue positivement par Haboush [Hab|. Le résultat a été ensuite étendu a
des anneaux k de Dedekind par les travaux de Thomason et Seshadri. Le
résultat le plus général est un théoréme de Franjou et van der Kallen.

Théoréme 5.18. [FudK] Soit G est un schéma en groupes de Chevalley,
k un anneau noethérien, et A une kGy algébre commutative de type fini.
L’algebre des invariants A% est une k-algébre de type fini.

Cette propriété d’engendrement fini des invariants est bien sir fausse si G
n’est pas un schéma en groupes de Chevalley (méme si k est un corps, méme
en caractéristique nulle) comme le montre le contre-exemple de Nagata [Nag].

5.5.5 Torsion de Frobenius et groupes de Lie finis

Les groupes des Fg-points G(F;) des groupes de Chevalley sont sou-
vent appelés groupes de Lie finis. Ces groupes sont essentiels en théorie des
groupes finis - ils fournissent notamment des familles de groupes finis simples
(voir par exemple [Wils|). Les relations entre la théorie des représentations
du schéma en groupes G, et celle des groupes de Lie finis G(IF;) sont nom-
breuses (voir par exemple [Hum2|). Nous décrivons maintenant le théoréme
de Cline Parshall Scott et van der Kallen [CPSvdK] reliant la cohomologie
des schémas en groupes de Chevalley et celle des groupes de Lie finis associés,
qui motive certains travaux présentés dans ce mémoire.

Soit Gy, un schéma en groupes sur Fy et Gy = (Gr,)x le schéma en
groupes sur un corps k de caractéristique p obtenu par changement de base.
Si (M, par) est un Gg-module, on dispose de deux maniéres de modifier M
a ’aide de la torsion de Frobenius.

1. Torsion de Frobenius a la source M!"!. On a un morphisme de Fyp-
algebres Fy[Gr | — Fp[Gr,], z — 2", duquel on déduit un morphisme
de k-algébres k|G| — k[Gk] en tensorisant par k. Ce morphisme d’al-
gébres est équivalent & un morphisme de schéma en groupes :

FTZGk—>Gk.

Si G, est un sous-schéma de GL,,, on peut interpréter les éléments
de Gi(A) comme des matrices et on a F"([ai;]) = [af;]. On note ML
le k-espace vectoriel M, muni de l'action py,n = py o F". Pour tout
r,5>0on a (MU = prlrts],

2. Torsion de Frobenius au but M), Si V est un k-espace vectoriel,
on définit le k-espace vectoriel V(") par changement de base le long
du morphisme de Frobenius z — 2P comme a Iexemple 4.5. Si A
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est une k-algebre alors A(") est une k-algebre et 'élévation a la puis-
sance p’-iéme induit un morphisme de k-algébres A — A. On a une
transformation naturelle de foncteurs en groupes

F" : GLy — GLyr)

définie de la maniére suivante. Pour toute k-algébre A, F" envoie un
élément inversible f € Ends(M ® A) sur I’élément inversible

FM @1 € Enda(M @A) @40 A) = Enda(M" @ A) .

Le k-espace vectoriel M (") est muni de I’action p v = F"opy. Pour
tout 7,5 > 0 on a (M) = pr+s),
Sik =IF,, les deux constructions ci-dessus coincident, i.e. M ') = M) pour
tout » > 0, mais ce n’est pas le cas en général. Le foncteur M — M (] est
exact, il induit donc pour tout 7 un morphisme :

ExtiG]k (M[T], NM) - EXtiG]k (M[H'I],N[H_l]) . (5.6)

Si G est un schéma en groupes de Chevalley sur Z alors le morphisme 5.6
est injectif [CPS], [Jan, 1.9.10], et la valeur limite lim, Extigk(M[T}, NU) est
reliée & la cohomologie des groupes de Lie finis. De fagon plus précise, pour
tout corps fini F, de caractéristique p le foncteur d’oubli :

Gp,—Mod — G(F,;)—Mod
M = MagF,

est exact, et envoie le G-module M sur le G(F,)-module M si g|p” (car le
morphisme de groupes finis F'" : Gy, (F;) — GF,(Fq) est égal a I'identité). Si
q|p”, le foncteur d’oubli induit donc un morphisme F-linéaire

Extl, (MU, NU) @p, Fy — Extg, 5,)(M @ Fg, N @ F,) . (5.7)

Le résultat principal de [CPSvdK] montre que si 7 et ¢ sont assez grand
(par rapport a i et a des constantes explicites qui dépendent du groupe
G et des représentations N et M) le morphisme (5.6) est un isomorphisme
(phénomeéne de stabilisation cohomologique) et que dans ce cas le morphisme
(5.7) est un isomorphisme.
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6 Foncteurs strictement polynomiaux

Des expositions de la théorie des foncteurs strictement polynomiaux sont
disponibles par exemple dans [FS, SFB, Pir, Kra|. Le but de la présente
section est de présenter la notion de foncteur strictement polynomial dans
un cadre plus général et de maniére plus exhaustive, en nous appuyant sur
la notion de loi polynéme due & Roby [Rob].

Dans les sections 6.1 & 6.4 nous exposons les deux points de vue clas-
siques sur les foncteurs strictement polynomiaux C — k-Mod : foncteurs
avec changement de base a la Friedlander et Suslin, et foncteurs définis sur
les puissances divisées d’une catégorie a la Bousfield. La catégorie Pe des
foncteurs strictement polynomiaux est introduite a la définition 6.9. Fried-
lander et Suslin considérent seulement la sous-catégorie P ¢ des foncteurs
de poids borné. Le principal écueil pour définir la « bonne » catégorie P¢
est mentionné a la remarque 6.11. Dans les sections 6.5 et 6.6, nous rappe-
lons les structures et les techniques de calcul standard pour les catégories de
foncteurs, que nous énoncons dans le cadre des foncteurs strictement polyno-
miaux. Enfin dans la section 6.7, nous introduisons ce que nous appellerons
« cohomologie des foncteurs » dans la suite du mémoire.

Nous fixons pour le reste de la section un anneau commutatif k. Sauf
mention explicite du contraire, les produits tensoriels sont pris sur k.

6.1 Définitions et exemples

Rappelons tout d’abord une définition due a Roby [Rob]. Si M et N ont
deux k-modules, une loi polynéme f : M — N est la donnée pour toute k-
algébre commutative A d’une application d’ensembles f4 : M @A - N® A
telle que pour tout morphisme d’algébres u : A — B le diagramme suivant
soit commutatif :

MoA-T2~NgA

\LM@U J/N@u

MeB-"~NoB

Par exemple, une application k-linéaire f : M — N détermine une loi poly-
noéme en posant f4 = f ® A. La composition de lois polynomes est définie
de maniére évidente.

Définition 6.1. |[F'S| Soit C et D des catégories k-linéaires (c’est a dire des
catégories dont les ensembles de morphismes sont munis d’une structure de
k-module, telle que la composition est k-bilinéaire). Un foncteur strictement
polynomial C — D est la donnée de :

(1) pour tout objet X de C, un objet F'(X) de D,
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(2) pour tout couple d’objets X, Y, une loi polynomiale
Fxy :Home(X,Y) — Homp(F(X),F(Y)),
telles que les conditions suivantes soient satisfaites.

(i) Pour tout objet X de C, (Fx x)k(ldx) = Idp(x).

(ii) Pour tout triplet d’objet X,Y,Z de C, le diagramme suivant de loi
polyndémes commute :

Hom¢(X,Y) ® Home (Y, Z) ° Hom¢ (X, Z)

\LFX,Y®FY,Z \LFX,Z
Homp (F(X), F(Y)) ® Homp(F(Y), F(Z) —— Homp(F(X), F(Z))
Un morphisme de foncteurs strictement polynomiaux f : ' — G est la

donnée pour tout objet X de C d’un morphisme fx : F(X) — G(X), telles
que le diagramme suivant de loi polynémes commute :

Gxy

Home(X,Y) Homp(G(X),G(Y)) .

iFX,Y J{—Ofx
Homp(F(X), F(Y)) 2> Homp(F(X), G(Y))

Une loi polynéme f: M — N est dite homogéne de poids d si pour tout
m € M et tout a € A on a f(m®a) = a®f(m ® 1). Une loi polynéme
est de poids inférieur ou égal a d si on peut 'exprimer comme la somme de
lois polynémes homogénes de poids inférieur ou égal a d. Ces lois polynémes
homogenes sont alors uniquement déterminées [Rob, Prop. 1.4].

Définition 6.2. Un foncteur strictement polynomial F' est homogéne de
poids d, resp. de poids inférieur ou égal a d si les loi polynémes F'y y le sont.
Il est de poids fini s’il est de poids inférieur ou égal & d pour un certain d.

Par exemple, les foncteurs strictement polynomiaux homogénes de poids
0 s’identifient aux foncteurs constants au sens usuel, et les foncteurs stric-
tement polynomiaux homogénes de poids 1 s’identifient aux foncteurs k-
linéaires au sens usuel?”.

Si F' est un foncteur strictement polynomial, pour tout objet X de C, la
composée suivante définit une action du groupe multiplicatif G,, sur F(X) :

(a)

G(A) Y2 Ende(X) ® A ®)

Endy (F(X)) ® A 5 Enda(F(X) ® A) .
(6.1)

(Fx,x)a
—

20Un foncteur F : C — D est dit k-linéaire si son action sur les morphismes f +— F(f)
est k-linéaire. Les lois polynémes du foncteur strictement polynomial qui correspond a F
sont alors données par (Fx,y)a(f ®a) = F(f) ® a.
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Dans cette composée, la transformation naturelle (a) envoie A € G, (A) =
A* sur Idx ® A et la transformation naturelle (b) provient de ’extension
des scalaires. Comme les représentations de G, sont semi-simples, on a une
décomposition en sous-espaces de poids

F(X) = @dzoF(X)d )
et une projection canonique
7q : Homy (F(X), F(Y)) = Homg (F(X)g4, F(Y)q) -

Définition 6.3. On appelle composante homogéne de poids d de F' le fonc-
teur Fy défini par Fg(X) := F(X)g et (Fg)xy :=mg0 Fxy

Exemple 6.4 (Foncteurs ®?¢, S¢, A% T'9). Prenons pour catégorie C la ca-
tégorie Py des modules projectifs de type fini sur k. Si M et N sont des
modules projectifs de type fini sur k ’extension des scalaires fournit un iso-
morphisme canonique Homy (M, N) ® A ~ Homy(M ® A, N ® A). Notons
Ed(M ) la d-iéme puissance tensorielle, ou extérieure, ou symétrique ou divi-
sée de M, c’est & dire 'un des k-modules M®? A4(M), S M) = (M®?)g,,
ou I'Y(M) = (M®4)S4_ Si M est un k-module projectif de type fini on a un
isomorphisme canonique : E4(M) ® A ~ E4(M ® A). On peut donc définir
un foncteur strictement polynomial homogéne de poids d :

E4: P, — k-Mod .

Pour étre plus précis, la loi polynéme Ej‘@ n est induite par I'application

d
Homy (M @ A, N ® A) =4 Hom(E4(M ® A), E4(N @ A))

dont la source s’identifie canoniquement & Homy (M, N) ® A et dont le but
s'identifie canoniquement & Homy(E4(M), E4(N)) ® A.

Exemple 6.5 (Composition). Soient F': C — D et G : D — & des foncteurs
strictement polynomiaux. On note G o F', ou parfois GF' pour alléger ’écri-
ture, le foncteur strictement polynomial tel que (G o F)(X) = G(F (X)) et
(GoF)xy =Gpy)rx)° Fxy. Si F et G sont homogenes de poids d et e,
alors G o I’ est homogéne de poids de.

Exemple 6.6 (Foncteur A). Prenons C = Py. L’algébre extérieure A(M)
d’un k-module projectif de type fini est un k-module projectif de type fini.
On a donc un isomorphisme canonique entre Hom4 (Aa(M ® A), Aa(N® A))
et Homy (A(M),A(N)) @ A. On peut donc définir un foncteur strictement
polynomial

A P[k — k-Mod 5
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dont la loi polyndéme Az n est induite par I'application

Homy (M © A, N @ A) 22 Homu(As(M ® A), As(N @ A)) .

Les composantes homogénes de poids d de ce foncteur strictement polynomial
sont les foncteurs A? définis précédemment.

Remarque 6.7 (Foncteur S). Prenons encore C = Pi. Si M est un module
projectif de type fini, I'algébre symétrique S(M) n’est pas de type fini. En
conséquence le morphisme canonique

Homy (S(M),S(N)) ® A — Homy (Sa(M ® A), SA(N ® A))

n’est pas un isomorphisme pour tout A, si bien que l'on ne peut pas dé-
finir une structure de foncteur strictement polynomial sur S en suivant la
démarche de I'exemple précédent. En fait, il est impossible de faire de S un
foncteur strictement polynomial au sens de la définition 6.1, car cela contre-
dirait le fait que les lois polynémes sont localement finies [Rob, Prop 1.4].

Un multifoncteur strictement polynomial est un foncteur strictement
polynomial au sens de la définition 6.1 dont la source est un produit
C = C1 X -+ x Cp, de catégories k-linéaires. Un multifoncteur strictement
polynomial F': C; x -+ x C,, — D est multihomogéne de poids (dy, ..., dy,)
si ses lois polynomes F'xy sont multihomogenes de poids (di,...,dy) au
sens de [Rob, Sec. I.9]. De maniére équivalente, F' est multihomogéne de
poids (dy, ..., dy,) si pour tout objet (X1,...,X,) de C et tout i le foncteur
strictement polynomial de source C; :

Y'_>F(Xla"'7Xi—17KX’Z+17"-7Xn)

est homogeéne de poids d;. On définit les composantes multihomogénes d’un
multifoncteur strictement polynomial de facon analogue & la définition 6.3.
On remarque que si F': C; x -+ x C, — D est multihomogéne de poids
(di,...,dy), alors il est homogéne de poids total d = > d; si on le considére
comme un foncteur & une variable comme dans la définition 6.2.

Par exemple, les foncteurs strictement polynomiaux multihomogénes Cq x
-+ x Cp — D de poids (1,...,1) s’identifient aux foncteurs usuels C; x - - - X
Cn — D qui sont k-linéaires en chaque variable.

Exemple 6.8 (Produit externe F' X G, Hom externe Homy(F,G)). Si F :
C — k-Mod et G : D — k-Mod sont deux foncteurs strictement polynomiaux
on définit un bifoncteur strictement polynomial F X G : C x D — k-Mod
avec (FRG)(X, X') = F(X)®G(X') et laloi polynome (FXG)(x x7),v,y")
est donnée par l'application composée (ou la fléche (a) est 'application ca-
nonique induite par le produit tensoriel)

FX,Y XGX’,Y’
- -

Home (X,Y) x Homp(X',Y”) Homy (F(X), F(Y))

x Homg (G(X"), G(Y")) ““ Homy (F(X) ® G(X"), F(Y) @ G(Y")) .
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Si F' est homogeéne de poids d et G est homogéne de poids e, alors F X G est
bihomogene de poids (d,e). On définit de méme un bifoncteur strictement
polynomial Homy (F,G) : C°? x D — k-Mod bihomogéne de poids (d, e) tel
que Homy (F, G)(X,Y) = Homg (F(X),G(Y)).

6.2 Catégories de foncteurs strictement polynomiaux

Définition 6.9. Soit C une catégorie k-linéaire essentiellement petite?'. On
note Peooc (resp. Pgc) la catégorie des foncteurs strictement polynomiaux
C — k-Mod de poids borné (resp. homogénes de poids d) et des morphismes
de foncteurs strictement polynomiaux. On définit la catégorie P¢ des fonc-
teurs strictement polynomiaux?? comme produit des catégories de foncteurs
homogeénes de poids d

Pe = H Pd,C . (6.2)
>0

Les catégories P, P<oo,c, et Pgc sont abéliennes. Les opérations de
somme, noyau, conoyau, produit sont calculées dans la catégorie but. Par
exemple le noyau d’un morphisme ¢ : ' — G est le foncteur Ker¢ défini
par (Kerg)(X) := Ker(¢x) et la loi polynome (Ker¢)xy est I'unique?® loi
polynéme faisant commuter le diagramme

Homy (Ker¢x, Kergy ) .
(Kerd)))/(,y/ - -7

Home (X, V) == Homy (F(X), F(Y)) ——= Homy (Kergx, F(Y))
XY
Si F' est un foncteur homogéne de poids borné, il se décompose comme la
somme directe finie de ses composantes homogénes de poids d. De plus, tout
morphisme de foncteurs strictement polynomiaux préserve 'action (6.1) de
Gy, donc les poids. On a donc des décompositions en somme directe?? :

Peooc =P Pac - (6.3)

d>0

2L’hypothése que C est essentiellement petite garantit que les morphismes entre deux
foncteurs strictement polynomiaux forment un ensemble.

22La remarque 6.11 explique pourquoi la dénomination ‘foncteurs strictement polyno-
miaux’ est abusive pour les objets de P¢. 11 conviendrait de les appeler plutot foncteurs
strictement analytiques, mais nous avons conservé dans ce mémoire le terme foncteur
strictement polynomial pour insister sur le peu de différence entre les catégories Pqc et
Pe.

#Notons (M, N) le k-module des lois polynémes de M vers N. Si M est un k-module
et 0 — N’ — N — N" est exacte, alors la suite 0 — PB(M, N') — B(M, N) — B(M,N")
est exacte.

#1La somme directe D0 Pa,c est la sous-catégorie pleine de [] -, Pa,c dont les objets
sont les familles de foncteurs homogénes qui sont tous nuls sauf un nombre fini.
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En particulier, on a des foncteurs d’inclusion exacts et pleinement fidéles :
Pac — P<ooc — Pc -

L’image d'un objet Iy de Py dans Pcooc ou Pc sera encore notée Fy. De
méme 'image d’un foncteur strictement polynomial F' de poids borné dans
Pc sera encore notée F.

Remarque 6.10. Si F' = (Fy)g>0 un objet de Pc, les foncteurs F,; sont
appelées les composantes homogénes de poids d de F. On observe que F
est a la fois le produit catégorique des Fj; et le coproduit catégorique des
Fy. On écrira cependant plus volontiers F' = & -, Fy, pour coller avec
la description des représentations polynomiales de la section 4.1.2 et des
foncteurs strictement polynomiaux de la section 4.1.4. Cette notation suggére
aussi que le foncteur d’oubli U/ de la section 6.3, ainsi que les foncteurs
d’évaluation de la section 7.1.3, commutent aux colimites.

Nous expliquerons a la section 6.4 que les catégories Py ont assez de
projectifs et d’injectifs. Les décompositions (6.2) et (6.3) impliquent alors
formellement que les catégories P ¢ et Pc ont également assez d’injectifs
et de projectifs, et que les foncteurs d’inclusion ci-dessus préservent les Ext.

Remarque 6.11. On pourrait considérer la catégorie Pol dont les objets
sont les foncteurs strictement polynomiaux au sens de la définition 6.1. Elle
est abélienne et on a des foncteurs exacts et pleinement fidéles

P<oo,C — Pol — PC .

Aucune de ces inclusions n’est essentiellement surjective. Par exemple, le
foncteur strictement polynomial A de ’exemple 6.6 n’est pas de degré borné,
et la famille des puissances symétriques définit un objet de P¢ dont on ne
peut pas faire un foncteur strictement polynomial au sens de la définition 6.1,
comme on 'explique dans la remarque 6.7. La catégorie Pol est donc située
strictement entre les catégories P.o ¢ et Pc. Bien que la catégorie Pol est
trés naturelle, nous ne 1'utilisons pas car elle présente certaines pathologies.
Par exemple, on peut montrer que le foncteur A ne posséde ni résolution
injective ni résolution projective dans cette catégorie.

SiC =Cy x -+ xCp est un produit fini de catégories k-linéaires, on
peut considérer les objets de Py comme des multifoncteurs. On note alors
Pd,.....dn,C1x--xCn la catégorie des multifoncteurs multihomogenes de poids
(di,...,dy). C'est une sous-catégorie abélienne pleine de Py et on a une
décomposition ol la somme est prise sur tout les n-uplets d’entiers positifs
(di,...,dy) de poids > d; =d :

Pacyx-xCn = @ Py ,...idn,CrxXCr - (6.4)
(d1,...,dn)
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6.3 Le foncteur d’oubli

Notons F¢ le catégorie des foncteurs (au sens usuel) C — k-Mod et des
transformations naturelles. (les noyaux, conoyaux, produits, sommes sont
calculés au but). On a un foncteur d’oubli exact et fidéle :

U:Pe— Fe. (6.5)

De fagon précise, si on note F,; la composante homogéne de poids d d’un
foncteur strictement polynomial F', alors UF(X) 1= @ 5o Fa(X) et I'action
de UF sur les morphismes est donné par UF(f) := @(Faqx,y)k(f)-

Remarque 6.12. Si k est un corps infini, une loi polynéme f : M — N
est complétement déterminée par l'application fi : M ® k — N ® k [Rob,
Prop 1.8]. Il en résulte que le foncteur d’oubli (6.5) est pleinement fidéle et
on peut donc identifier la catégorie Py & une sous-catégorie de Fe, comme
nous 'avons fait dans la section 4. On ne peut pas faire cette identification
en général, comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 6.13 (Foncteur de torsion de Frobenius 1("). Soit k un anneau
de caractéristique premiére p > 0, et C = P = Vﬂf la catégorie des k-espaces
vectoriels de dimension finie. Soit 7 un entier positif. Le r-iéme foncteur de
torsion de Frobenius I est le noyau de 'application induite par la comul-
tiplication de I'algébre symétrique :

p'—1
S — P stes .
d=1

Sir =0, le foncteur I(® = §1 = A! = I'! = @' sera plus simplement noté
I. Le r-iéme foncteur de torsion de Frobenius est un foncteur strictement
polynomial homogéne de poids p". Si k = [F,,, le foncteur oubli envoie tous les
foncteurs I(") sur des foncteurs isomorphes dans F¢. Pourtant ces foncteurs
ne sont pas isomorphes dans P¢ car ils n’ont pas le méme poids.

Les propriétés du foncteur d’oubli sont mal comprises en général.
L’exemple 6.13 suggére immédiatement le probléme suivant, sur lequel on
ne dispose que de peu d’informations.

Probléme 6.14. Donner des conditions sur un foncteur F € Fe pour qu’il
soit dans l'image du foncteur d’oubli, et le cas échéant, classifier les antécé-
dents de F par le foncteur d’oubli.

Les propriétés homologiques du foncteur d’oubli sont également mysté-
rieuses. Plus précisément, soient F' et G des foncteurs strictement polyno-
miaux de poids inférieur ou égal & d (dont on note encore F', G les images
par le foncteur oubli). Alors le foncteur d’oubli induit un morphisme gradué :

Extp, (F,G) — Extx, (F,G) . (6.6)
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Dans le cas particulier ou C = Vﬂ{ et k = IF, est un corps fini a ¢ éléments,
les résultats de [FFSS| décrivent les effets du foncteur oubli sur les Ext. Plus
précisément, le morphisme (6.6) est toujours injectif, et son conoyau est bien
compris. En particulier, notons F() le foncteur composé FoI™. Sid < g et
r est suffisament grand par rapport a i et p”|g, alors le morphisme suivant
est un isomorphisme [FFSS, Thm 3.10 et Lm 3.11].

Exth, (F",G") — Extl (F,G") = Extly, (F,G) .

En dehors du cas particulier C = Vﬂf et k est un corps fini, on ne connait
pratiquement rien sur les propriétés homologiques du foncteur d’oubli, et le
probléme suivant est ouvert.

Probléme 6.15. Soient F' et G des foncteurs strictement polynomiauz.
Peut-on calculer simplement les extensions entre F' et G dans Fe a partir de
la donnée d’extensions dans Pe ¢

6.4 Foncteurs (multi)homogénes a la Bousfield

Soit M un module sur 'anneau commutatif k. L’algébre & puissances
divisées I'(M) est définie [Rob, III] comme 'algébre commutative engendrée
par les symboles vs(m), pour s > 0 et m € M soumis aux relation suivantes
pour tous z,y € M et tous s,t,n > 0 et tout A € k :

Yo(x) =1 x#0,
o) = (T ) reata).

mE+y) =Y v@ny), n>1,
s+t=n

Yn(Ar) = X'y (x), n>1.

Si on décréte qu'un générateur «ys(m) est de poids s, alors les relations ci-
dessus sont homogénes. L’algébre I'(M) est donc graduée par le poids, et
on note I'(M) sa composante homogéne de poids d. Si M, N sont deux k-
modules, la multiplication induit un isomorphisme d’algebres I'( M )QT'(N) ~
I['(M & N) [Rob, II1.4]. On obtient une structure d’algeébre de Hopf commu-
tative et cocommutative sur I'(M) en la munissant du coproduit défini par
la composée suivante (o 0 : M — M & M, x — (z,x))
r'(s)
My(M) —=T(MeM)=~T(M)T'(M) .

Lorsque M est un k-module projectif, I’algébre I'(M) admet une autre
description. Notons 7'M la k-algébre de Hopf commutative constituée du
k-espace vectoriel ;.o M ®d muni du produit de battage et du coproduit
de déconcaténation. L’algébre de Hopf T'M posséde une graduation par
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le poids, si on met M®% en poids d. Le groupe symétrique S, agit sur
chaque composante homogéne de poids d. Il est démontré dans [Rob, Prop.
IV.5] que si M est un k-module projectif, 'algébre I'(M) s’identifie (comme
algebre de Hopf et naturellement en M) a la sous-algeébre de 7'M constituée
des combinaisons linéaires d’éléments homogénes invariants sous ’action des
groupes symétriques.

Les lois polyndémes sont intimement liées aux algébres & puissances divi-
sées. En effet, pour tout k-module M et toute k-algébre A on définit une loi
polynéme 7, homogéne de poids d par :

Yia: M®A — TIM)®A .
m@a 'yd(m)®ad

Notons B, ..., (M1 x - - - x M, N) le k-module des lois polynémes multiho-
mogénes de poids (di,...,dy), et 7 : [[T%(M;) — @ T'%(M;) 'application
n-multilinéaire universelle. On a alors un isomorphisme [Rob, Thm IV.1 et
Prop IV.9] :

Homy (I (M) @ --- @ T%(M,,),N) = Ba,...a,(My x -+~ x M, N) .
f = fomo (v X X Va,)
(6.7)

Exemple 6.16. La composée M x N — M @ N 2% T4(M ® N) définit
une loi polynéme bihomogeéne de poids (d, d). Par 'isomorphisme (6.7) il lui
correspond une application k-linéaire

parn : THUM)@TYN) - THM @ N) .

L’isomorphisme (6.7) caractérise pps,y comme le seul morphisme k-linéaire
qui envoie y4(m) ®vq(n) sur y4(m®mn) pour tout (m,n) € M x N. Il coincide
donc avec l'accouplement explicite donné dans [Bou, 2.2|. De plus, si M et
N sont projectifs, on a T¢(M) ~ (M®%)®4 et la caractérisation montre que
pa,n est égal a lapplication de restriction

T4M) @ TYN) = (M®4 @ N®4)SaxSa , (M @ N)*)S: = T M @ N)

ou 'on interpréte le groupe symétrique &4 qui agit au but comme le sous-
groupe des éléments (o, 0) du produit G4 x &4 qui agit a la source. Enfin, a
I’aide de I'isomorphisme (6.7) on peut vérifier sans calcul que les morphismes
par, N sont commutatifs et associatifs dans le sens évident.

A partir de 'isomorphisme (6.7), on peut facilement montrer que la dé-
finition des foncteurs strictement polynomiaux homogénes de Friedlander et
Suslin est équivalente & la définition des foncteurs homogeénes de Bousfield
[Bou|. Plus précisément, soit C = C; x --- x C, un produit de catégories
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k-linéaires essentiellement petites. On note T'@% (C) la catégorie avec les
mémes objets que C, dont les morphismes sont donnés par

Homypay,..an ¢y ((X3), (Vi) = ®Fdi(HomCl,(Xi,Yi)) ,
i=1

et dont la loi de composition fait commuter le diagramme suivant, o le
morphisme horizontal est induit par la composition dans C et le morphisme
vertical est induit par le produit tensoriel des transformations naturelles p;
définies dans I'exemple 6.16 :

® I (Hom (X, Y;)) ® @ T (Hom(Y;, Z;))

o

QT4 (Hom(X;,Y;) ® Hom(Y;, Z;)) QT4 (Hom(X;, Z;)) -

La définition de multifoncteur homogéne au sens de Friedlander et Suslin est
alors équivalente a la définition suivante (cette observation est essentielle-
ment due & T. Pirashvili [Pir]).

Définition 6.17. [Bou| Un foncteur strictement polynomial Cy x - - - x C,, —
k-Mod multihomogéne de poids (di,...,d,) est un foncteur k-linéaire?®

F:T4dn(C) x ... x C,) — k-Mod .

Un morphisme entre foncteurs strictement polynomiaux multihomogeénes est
une transformation naturelle.

On a un foncteur 7y, g4, : C — [4»4n(C) qui est I'identité sur les ob-
jets, et dont D'effet sur les morphismes est donné par v4, . 4, (f1,--., fn) =
@74, (fi). Avec la définition des foncteurs multihomogénes & la Bousfield, le
foncteur d’oubli U : Pg, . 4,c — Fc s’identifie au foncteur de précomposi-
tion par vq,.... .d,-

6.5 Structure des catégories de foncteurs (multi)homogénes

Nous donnons maintenant la structure des catégories Py, ... d,.c; x.--xc, de
foncteurs strictement polynomiaux multihomogénes. L’avantage de la défini-
tion 6.17 est qu’elle permet d’interpréter ces catégories comme des catégories
de foncteurs a sens usuel. Tous les résultats standard sur les catégories de
foncteurs s’appliquent donc. Nous donnons maintenant une liste de ces résul-
tats, que nous énoncgons dans notre cadre. Pour raccourcir les notations, le
n-uplet (dy, ... ,d,) est simplement noté d, et la catégorie produit C; x- - - xC,,
est simplement notée C.

25Un foncteur F est k-linéaire si sont action sur les morphismes est k-linéaire, c’est &
dire F(Af + pg) = AF(f) + pF(g).
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1. La catégorie Pqc est compléte et cocompléte, avec des colimites fil-
trantes exactes (limites et colimites sont calculées au but).

2. Pour tout objet X de C, on note PX le foncteur représenté par X :
PX(Y) := Hompac)(X,Y). Le lemme de Yoneda fournit un isomor-
phisme, naturel en X et F':

Homp, ,(PX,F) ~ F(X) . (6.8)

On en déduit que P¥X est un objet projectif de Pa,c, qu’on appelle pro-
jectif standard. De plus, 'application canonique fournie par le lemme
de Yoneda (la somme est prise sur un petit squelette de C)

® P s

X fiPX>F

est un épimorphisme, donc Pq ¢ a assez de projectifs. Si en supplément
la catégorie C est additive, le produit tensoriel PX @ PY est un facteur
direct de PX®Y | donc projectif. Les PX formant un générateur projec-
tif, il en résulte que le produit tensoriel de deux projectifs quelconques
est projectif.

3. L’isomorphisme de catégories I'4(C)°P ~ I'4(CP) nous permet d’inter-
préter la catégorie des foncteurs strictement polynomiaux multihomo-
génes contravariants Pq cor comme la catégorie des foncteurs k-linéaires
de source T'9(C)°P et de but k-Mod. Ainsi pour un foncteur contrava-
riant F' et un foncteur covariant G, on dispose du produit :

Forae G = DF(X) @ 6(X)/ N

ou la somme est prise sur un petit squelette de C et N est le sous-
module engendré par les éléments y @ G(f)(z) — F(f)(y) ® z, pour les
r€G(X),ye F(Y),et f: X — Y. Le produit définit un foncteur :

®@rda(c) Pa,cor X Pac — k-Mod . (6.9)

Ce produit est caractérisé par les deux propriétés suivantes. (1) Il est
additif et exact a droite de chaque coté. (2) Notons Qx le foncteur
contravariant représenté par X, Qx(Y) := Hompa ) (Y, X). Alors on
a des isomorphismes « de Yoneda », naturels en X, F, G :

F®raey PX~F(X),  Qx ®pag) G~G(X). (6.10)

Enfin, si F' est un foncteur strictement polynomial homogéne contra-
variant, alors pour tout k-module M, on peut lui associer le foncteur
covariant Homy (F, M) : X — Homy(F'(X), M). On a alors un isomor-
phisme « de Cartan », naturel en ', G, M :

Homg (F ®pa ey G, M) ~ Homp, . (G, Homg (£, M)) . (6.11)
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4. La combinaison des isomorphismes (6.10) et (6.11) donne un isomor-
phisme « de Yoneda », naturel en X, G, M

Homp, . (G, Homy (Qx, M)) ~ Homy(G(X), M) . (6.12)

On en déduit que si M = J est un k-module injectif, le foncteur
Homy (Qx, J) est un objet injectif de Pq ¢, qu'on appelle injectif stan-
dard. De plus, si Jx désigne une enveloppe injective de G(X), 'appli-
cation canonique (déduite des applications k-linéaires G(X) < Jx par
Iisomorphisme (6.12), en prenant le produit sur un petit squelette de
C):
G — HHOHI]k(Q)(, Jx)
X

est un monomorphisme, donc Pq ¢ posséde assez d’injectifs.

5. Supposons que C est munie d’'une anti-involution, c’est & dire d’une
équivalence de catégories k-linéaire 7 : C°P — C telle que 72 ~ Id. On a
alors une anti-involution 7 : I'4(C)°? — T'%(C) uniquement déterminée
par la commutativité du diagramme

CoP ———C

lw lwd
ré(c)or ——T1%(C)
Pour tout F' € Py, on note Ft e Pac le foncteur tel que FYX) =
Homy (F(7X),k). On obtient ainsi un foncteur de dualité :

b Pic — 773% . (6.13)

En combinant la formule de Cartan (6.11) avec la précomposition par
7, on obtient de plus des isomorphismes naturels en F', G :

Homp, . (F, G*) ~ Homy ((GT) @ra(c) F.k)

~ Homy ((F7) ®pa(cy G, k) ~ Homp, . (G, F*) .
(6.14)

6. Supposons que C est une catégorie k-linéaire monoidale symétrique,
c’est & dire admet un produit monoidal k-bilinéaire ® sujet aux axiomes
habituels [McL]. Alors d’aprés la propriété universelle (6.7), la catégorie
I'Y(C) est aussi monoidale symétrique, avec un produit monoidal ®
caractérisé par la commutativité du diagramme suivant.

CxC—2—>(c . (6.15)

\L'Yd XYd l’Yd

14(C) x T4(C) —==T4(C)
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Cette structure monoidale symétrique sur la catégorie source induit
formellement [Day| une structure symétrique monoidale fermée sur la
catégorie Pq . Le produit monoidal e est le produit de convolution de
Day, défini par

Fe G(Z) = Hy ®Fd(C)><Fd(C) (F& G) R

ot Hz(X,Y) = Hompay(X ® Y, Z). Il est caractérisé par son exac-
titude & droite de chaque coté et I'isomorphisme PX o PY ~ pX®Y
naturel en X, Y. Le Hom interne est défini par

Hom(F,G)(Z) = Hode’c(PZ o F.G).

Il est caractérisé par son exactitude & gauche en chaque variable, et
par 'isomorphisme Hom(P*,G)(Z) ~ G(X ® Z), naturel en X, G, Z.
Supposons de plus que C est une catégorie monoidale symétrique fer-
mée, c’est & dire posséde un Hom interne. Alors I'4(C) est une monoi-
dale symétrique fermée dont le Hom interne est caractérisé par la com-
mutativité d’un diagramme similaire & (6.15). On peut décrire la struc-
ture de catégorie monoidale fermée de Pq ¢ en utilisant les « foncteurs
a parameétre ». Si G € Pqc, on définit pour tout objet (paramétre) X
un foncteur contravariant G’y (Y) := G(Hom(Y, X)) et des foncteurs
covariants GX(Y) := G(Hom(X,Y)) et Gx(Y) := G(X ® Y)?6. On

vérifie facilement les isomorphismes naturels en F, G et Z :

Fe G(Z) ~ F/Z ®Fd(C) G ~ GIZ ®Fd(C) F s
Hom(F,G)(Z) ~ Homp, . (FZ,G) ~ Homp, .(F,Gz) .

La description des foncteurs strictement polynomiaux homogénes a la
Bousfield permet également de relier la catégorie Pqc a des catégories de
modules sur des algébres d’endomorphismes. Plus précisément, on peut res-
treindre un foncteur strictement polynomial a la sous-catégorie pleine de
I'd(C) ayant pour seul objet X. On obtient ainsi un foncteur exact :

evy : Pac — Endpag(X)-Mod . (6.16)
F e F(X)

La proposition suivante en donne les propriétés élémentaires. Nous donnerons
une application clé de cette proposition dans la section 7.

261,a notation X en indice indique que la famille de foncteurs dépend de maniére cova-
riante de X, la notation en exposant indique qu’elle dépend de maniére contravariante de
X. Cette convention est en accord avec les notations PX et Q7 des projectifs standard
utilisées plus haut. On a d’ailleurs PX = (P1)X et Qz = (P')% si P! désigne le projectif
standard représenté par I'unité 1 pour le produit monoidal sur C.
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Proposition 6.18. Le foncteur evy est un foncteur quotient [Gab] : la sous-
catégorie pleine Ker(evx) C Pqc dont les objets sont les F' tels que F(X) =0
est localisante, et I’évaluation induit une équivalence de catégories

Pa,c/Ker(evy) =~ Endpa(c)(X)-Mod .

De plus, les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) Le foncteur evx est une équivalence de catégories.

(i4) Pour tous les objets Y, Z de T'9(C), I'application suivante est surjective
Hompa ey (Y, X) ® Hompa(ey (X, Z) = Hompa(e)(Y, Z) . (6.17)

(iii) L’application canonique PX @ F(X) — F induite par l’isomorphisme
de Yoneda est un épimorphisme.

(iv) PX est un générateur de la catégorie Pac.

Démonstration. Notons A = Endrpac(X) = PX(X). D’aprés [Gab, Prop 5
p. 374], pour montrer que evy est un quotient, il suffit de montrer que evy
admet un adjoint a droite r : A-Mod — Pq ¢ tel que evxor ~ Id. L’existence
de cet adjoint r est garantie par la théorie des extensions de Kan. Le lemme
de Yoneda donne une formule explicite : 7M : Y +— Hom(PY (X), M). En
utilisant cette formule, on vérifie que rM(X) ~ M et que la composée

Homy (M, N) 5 Homp, ,(rM,rN) <=5 Hom(rM (X),rN(X))

est un isomorphisme.

Montrons (i)=(ii). Soit G¥ (Z) le conoyau de I'application (6.17). Alors
GY est un objet de Ker(evy). Si evx est une équivalence de catégories, alors
Ker(evy) = 0 donc GY (Z) = 0 pour tout Y et tout Z, donc (6.17) est surjec-
tive. Montrons (ii)=>(iii). (ii) équivaut & la surjectivité de PX@PY (X) — PY
pour tout Y. La surjectivité de PX ® F(X) — F pour tout F découle alors
du fait que les PY forment une famille de générateurs de Pa,c. Montrons
(iii)=-(i). Si F est un objet de Ker(evy), alors (iii) montre que F' est un
quotient de PX ® F(X) = 0. Donc Ker(evy) = 0, donc evx est une équiva-
lence de catégories. Finalement (iv) est une conséquence directe de (iii), nous
allons montrer que (iv)=-(ii). En effet, pour tout Y il existe un épimorphisme
0:@, Py — PY oules PX sont des copies de PX. Par le lemme de Yoneda,
la restriction de § & chacun des termes P.* de la somme directe est induite
par une application fo € Hompa(c)(Y, X). Si g € Hompa(ey(Y, Z) = PY(2),
il admet un antécédent par 0 : > go € @, PX(Z). Alors 3 fo ® go est un
antécédent de g par l'application (6.17), qui est donc surjective. O
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6.6 Meéthodes élémentaires de calcul d’Ext

Nous rappelons maintenant quelques méthodes élémentaires pour calculer
les Ext dans les catégories de foncteurs, que nous énongons dans le cadre des
foncteurs strictement polynomiaux. Nous renvoyons par exemple a [Mit, Pir]
pour les démonstrations (standard).

La philosophie générale de ces méthodes est de montrer que certains Ext
dans une catégorie de foncteurs donnée sont calculables en termes d’Ext
dans une autre catégorie de foncteurs. Ainsi, en changeant (éventuellement
plusieurs fois) la catégorie de foncteurs dans laquelle on travaille, on finit par
ramener le calcul & un cas plus facile.

Dans ce qui suit, les lettres C, D, A. .. désignent des catégories k-linéaires
essentiellement petites, et nous supposons que les k-modules de morphismes
dans ces catégories sont des k-modules projectifs?”.

1. Adjonction a la source. Si ¢ : C = D : @ est une paire de foncteurs
k-linéaires adjoints, on a un isomorphisme, naturel en F, G :

Extp, ,(Fov,G) = Extp, (F,Go¢). (6.18)

Un cas typique est fourni par les paires d’adjoints (A, X)) ou (X, A),
ou A est une catégorie additive k-linéaire et A : A = A x A : ¥ sont
deéfinis par A(X) = (X, X) et 2(X,Y) = X @Y. Soient F, F»,G € Py
des foncteurs homogénes de poids respectifs di, dy et d = dy + do. Le
foncteur F} ® Fy peut se réécrire sous la forme (F; X Fh) o A et on
obtient donc un isomorphisme :

EXt;;dA(FI ®F2,G) ~ EXt:};dAxA(Fl &FQ,GOE) . (619)

Nous utiliserons souvent les isomorphismes du type (6.19) dans la suite
de ce mémoire, et nous y ferons référence sous le terme « d’adjonction
somme-diagonale » .

Donnons un exemple trés concret d’utilisation de l’isomorphisme
(6.19). Supposons que G est de la forme I") o H. Le foncteur H o S
se décompose en somme directe de ses composantes Hy, , bihomogenes
de poids (k,¢). Comme le foncteur de torsion de Frobenius I(") est
homogéne de poids p” et vérifie IV @ W) ~ I)(V) @ ID(W), G
se décompose en somme directe des foncteurs 1) o H, k¢ bihomogenes
de poids (p"k, p"¢). La décomposition (6.4) nous fournit alors le critére
d’annulation suivant :

Extp, ,(F1 ® Py, 1M o H) =0 sidj oudy n’est pas divisible par p”.

27Cette hypothése de projectivité n’est pas nécessaire pour tous les énoncés que nous
donnons mais nous préférons mettre une hypothése uniforme pour tous les énoncés.
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2. Formule de Kiinneth. On suppose 'anneau k principal. Soient
F,G € Pyc et H K € P.p. On suppose que les valeurs d’au moins
un des deux foncteurs F', H et d’au moins un des deux foncteurs G,
K sont des k-modules plats. Alors on a une suite exacte courte (qui
scinde non naturellement) :

0— P Extp, (F,G) @Extp_ (H K) — Bxtp, .  (FRHGRK)
s+t=1
— @ Toruf(Ext%dyc(F, G),Ext%eﬁp(H, K))—0.

s+t=i+1
(6.20)

3. Homologie de Hochschild-Mitchell d’'un Hom externe. Notons
gl € Pa.d.corxc le bifoncteur tel que

I'gl(X,Y) = Hompa(e)(X,Y) = I'(Home (X, Y)) .

Alors pour F,G € Pge ou F prend des valeurs k-projectives, on a
un isomorphisme naturel en F,G (le membre de gauche de 'isomor-
phisme est 'homologie de Hochschild-Mitchell de la catégorie T4(C) a
coefficients dans Homg (F, G), I'isomorphisme est une variante de 1'iso-
morphisme classique [Wei, Chap 9, lm 9.1.9] pour la cohomologie de
Hochschild des anneaux) :

Bxth, ,con e (8L Homy(F,G)) = Extp, (F.G).  (621)

4. Changement de base. Soit A une k-algébre. La catégorie C® A est la
catégorie A-linéaire avec les mémes objets que C, dont les morphismes
sont :

Homega(X,Y) = Home (X, Y)® A,

et dont la loi de composition s’obtient & partir de celle de C par ex-
tension des scalaires. On a un foncteur k-linéaire ¢ : C — C ® A qui
est I'identité sur les objets et ¢(f) = f ® 1. La précomposition par ¢
induit un foncteur exact de restriction des scalaires :

res : Pgcga — Pac -

Pour tout foncteur strictement polynomial F' : C — k-Mod, on a un
foncteur strictement polynomial F @ A : C ® A — A-Mod tel que
FRAX)=F(X)®A, et tel que (F®A)xy)p = (Fx,y)p pour toute
A-algébre commutative B. On définit ainsi un foncteur de changement
de base, adjoint & gauche au foncteur de restriction :

®A :Pac — PicwAa - (6.22)

78



6.7 Cohomologie des foncteurs A. Touzé

Supposons que A soit k-plate, ou que F prenne des valeurs k-
projectives. On peut alors dériver 'isomorphisme d’adjonction pour
obtenir un isomorphisme de A-modules naturel en F, G

Extp,  (FiresG) = Extp, . (F®A,G). (6.23)

Si G est de la forme H ® A, alors res G est le produit tensoriel de H et
du foncteur constant égal & A. Supposons de plus que k est un anneau
principal. De l'isomorphisme Homp, (P,resG) ~ Homp, (P, H) ® A,
naturel en un projectif P et de la formule de Kiinneth, on déduit alors
de (6.23) la suite exacte courte (qui scinde non naturellement) :

0 — Extp, (F,H) © A —Extp, . (F® A H® A)
— Torﬂf(Extg}c (F,H),A) — 0. (6.24)

Remarque 6.19. Les hypothéses de k-platitude ou de k-projectivité des
valeurs des foncteurs, ou que k est un anneau principal, utilisées ci-dessus
sont des hypothéses de confort, qui sont vérifiées dans la plupart de nos
applications. Le prix a payer pour supprimer ces hypothéses est I’apparition
de suites spectrales. Par exemple, 'isomorphisme (6.21) devient pour F,G
quelconques une suite spectrale cohomologique, naturelle en F, G :

Eg,q — Ext? (ngl, EXti(F, G)) = Ext%:qc (F,G) .

Pd,d,copxc

Remarque 6.20. Les techniques de calcul ci-dessus ont été énoncées pour
les calculs d’Ext. Elles possédent bien évidemment des analogues pour les
calculs de Tor, c’est a dire des foncteurs dérivés du produit F Qra(cy G. Avec
quelques hypothéses sur les valeurs des foncteurs F' et G la formule de Cartan
(6.11) peut d’ailleurs se dériver en une formule reliant les Ext et les Tor, et
qui montre que les calculs d’Ext et de Tor sont essentiellement équivalents.
Par exemple, si k est un corps on a un isomorphisme, naturel en F, G :

Exth, _(F, Homy (G, k) ~ Homy(Tor! (G, F),k) .

6.7 Cohomologie des foncteurs

Soit C une catégorie k-linéaire essentiellement petite, et w : C — k-Mod
un foncteur strictement polynomial homogéne de poids n. Pour tout F' € P¢
on note

H.(F) :== @ Extp,, (M, Foa) , (6.25)
d>0

ot I'w désigne la composée des foncteurs strictement polynomiaux I'¢ et w,
et Fq est la composante homogéne de poids nd de F'. Dans la suite de ce mé-
moire, nous désignerons les extensions de la forme (6.25) sous le nom de coho-
mologie des foncteurs. Nous ferons référence au k-module Ext%;nd’c (Tw, Frq)
comme a la composante homogéne de H}(F') de degré i et de poids nd .
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Exemple 6.21. Si C = P.” x Py et gl est le foncteur tel que gl(V,W) =
Homy (V, W) (bihomogéne de poids (1,1), donc homogéne de poids 2), alors
H g*l(F) est la cohomologie des bifoncteurs strictement polynomiaux, initiale-
ment introduite dans [FF|. Sa composante homogéne de degré i et de poids
2d est la cohomologie de Hochschild-Mitchell de la catégorie I'Y(Py) & coef-
ficients dans Fy,.

Exemple 6.22. Prenons w = gl : C°? x C — k-Mod le bifoncteur tel que
gl(X,Y) = Home(X,Y). Si F' et G sont deux foncteurs de P¢ avec F pre-
nant des valeurs k-projectives, on a un isomorphisme (6.21) Extp, (F, G) =~
Hj (Homy (F, G)). Ainsi les calculs d’extensions dans P seront également
baptisés cohomologie des foncteurs.

Si F' et G sont deux foncteurs strictement polynomiaux, on considére les
composées suivantes, ol la premiére fléche est induite par le produit tensoriel
et la deuxiéme par le morphisme I'*T¢w — I'w ® I'w issu de la structure de
cogébre de ’algébre & puissances divisées :

H.,(Fy) ® HJ,(G.) —Exty? TlweTw Fy©Ge) — HS (F1@ Ge) .

Ces composées définissent un cup produit associatif (respectant les gradua-
tions homologiques et les poids) :

H*(F)® HY(G) 5 HX(F®G) .

L’unité de ce cup produit est Papplication 7 : k — HO(k) = H*(k).

Si k est un corps et C est une catégorie additive k-linéaire, le cup pro-
duit fait partie d’un structure plus riche. Soit Vj la catégorie des k-espaces
vectoriels gradués. C’est une catégorie monoidale symétrique pour le pro-
duit tensoriel, dont la commutativité est donnée par le morphisme 7 tel que
7(m®@n) = (—1)denrdeemy & m. Soit (P,®,k,T) une catégorie monoidale
symétrique. On appelle foncteur monoidal de Hopf |4, Def 5.2] un quintuplet
(H*, u,m, A, e) tel que :

(i) (H* p,m): (P,®,k) — (Vi, ®,k) est un foncteur monoidal (pas forcé-
ment strict),
(i) (H*,Aye) : (P,®,k) — (Vi,®,k) est un foncteur comonoidal (pas
forcément strict),
(iii) Pour tous les objets F, F', G, G’ de P, on a un diagramme commutatif :

H*(F® F')® H*(G® G') 225 H*(F) @ H*(F') @ H*(G) ® H*(G") .
J{M lH*(F)@-r@H*(G’)
HFF oGeG) H*(F)® H*(G) ® H*(F') @ H*(G")
lH*(F@T@G’) l;@u
H(FoGoF ©Q) 2 H*(F®G)® H*(F' & &)
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La propriété suivante peut sembler surprenante au premier abord (par
exemple la cohomologie des groupes ne la vérifie pas).

Proposition 6.23. [/, Thm 6.1] Soit k un corps, et C une catégorie additive
k-linéaire. Alors on dispose également d’un coproduit (compatible avec les
degrés homologiques et les poids)

A:H(F®G)— H(F)® H(QG)
et d’une counité
e: H*(k) = H(k) = k
qui complétent le cup produit en un foncteur monoidal de Hopf
(H5,U,n,Ave) : (Pe,®,k) — (Vg,®,k) .
De plus, le coproduit est une rétraction du cup produit, en particulier le cup
produit est injectif.
Démonstration. Comme C est additive, on a une décomposition canonique :
wXaY)~wX)owl)dQX,Y),

ou 2 désigne un foncteur strictement polynomial & deux variables (€2 est le
deuxiéme effet croisé de w, comme défini a la section 4.1.5) On en déduit une
décomposition de I'"*€w(X), naturelle en X,Y, en une somme directe

P TIrMeX)eT?w(Y)I™(QX,Y)).
ai1+az+az=d+e

L’inclusion (resp. projection) canonique sur le facteur direct indexé par
(d,e,0) donne donc des morphismes de bifoncteurs

L Tw(X) @Tw(Y) — THew(X ¢ Y)
m:THeW(X @Y) - IMw(X) @ Mw(Y) .
tels que ¢ et 7 sont associatifs, et unitaires dans le sens évident, et tels que

m o = Id. Le produit en cohomologie des foncteurs peut se réécrire comme
la composée :

H(Fy) ® HA(Ge) ~ Extp, (IMw R Tw, Fy R Ge) — Hi(Fy ® Ge)

ol le premier morphisme est induit par l’isomorphisme de Kiinneth et le
deuxiéme est induit par ¢ et par 'adjonction somme-diagonale. On définit le
coproduit A : H*(F ® G) — H*(F) @ H*(G) par la composée suivante, ou
le morphisme de gauche est induit par I'adjonction somme-diagonale et 7*,
et I'isomorphisme de droite est 'isomorphisme de Kiinneth.

Hi(Fy® Ge) — Bxth,  (TMwRTw, Fy K Ge) ~ Hi(Fy) ® HE(Ge) .

Les propriétés du coproduit et la formule A o U = Id sont des vérifications
directes & partir des définitions. O
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7 Cohomologie des foncteurs et des groupes

L’objectif de cette section est d’expliquer les liens entre les foncteurs stric-
tement polynomiaux, les algébres de Schur, et la cohomologie des groupes
algébriques. Nous nous restreignons aux foncteurs strictement polynomiaux
de source la catégorie Py des k-modules projectifs de type fini, ou plus gé-
néralement une catégorie produit du type (Pip)Xk X Pﬂzé. Seuls les foncteurs
strictement polynomiaux de ce type sont utilisés dans la suite de ce mémoire.

Le but de la section 7.1 est de fixer un certain nombre de notations
qui seront utilisées dans la suite du mémoire. Nous expliquons également
comment les foncteurs strictement polynomiaux permettent de construire
des représentations des schémas en groupes.

La section 7.2 explique I’équivalence de catégories et avec les représenta-
tions des algébres de Schur et en tire quelques conséquences. Les énoncés sur
la dimension homologique améliorent certains résultats connus [Kra, Tot| en
retirant les hypothéses sur 'anneau de base k.

Les sections 7.3 et 7.4 expliquent le lien entre cohomologie des foncteurs
strictement polynomiaux et cohomologie des schémas en groupes classiques.
Le lien avec la cohomologie du groupe linéaire été initialement découvert
par Friedlander et Suslin [FS, Cor 3.13], et généralisé aux bifoncteurs dans
[FF, Thm. 1.5], dans le cas ou 'anneau de base k est un corps. Une dé-
monstration différente de ce résultat, valable pour un anneau commutatif k
arbitraire, ainsi que ’extension de ce résultat aux autres groupes classiques
a été obtenue dans [4]. C’est cette approche plus générale (et plus simple!)
que nous décrivons ici. Les énoncés et les démonstrations présentés ici sont
des améliorations de ceux de [4]. Nous renvoyons au paragraphe 7.3.3 pour
plus de commentaires sur les énoncés et les méthodes utilisées.

Dans la suite de la section et sauf mention du contraire, k désigne un
anneau commutatif arbitraire. Sans autre précision, les produits tenso-
riels sont pris sur k.

7.1 Les catégories Py (/)

7.1.1 Notations

Dans la suite du mémoire, nous ne considérerons que les foncteurs stricte-
ment polynomiaux de source la catégorie Py des k-modules projectifs de type
fini, ou plus généralement une catégorie produit du type (PyP)** x (Py)**.
On notera plus simplement

Pk, resp. Pax;  Pi(l) , resp. Pyx(f) , resp. Pax(f); Pr(k,€), (7.1)

les catégories de foncteurs strictement polynomiaux de source Py, resp. ho-
mogénes de poids d; les catégories de foncteurs strictement polynomiaux
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de source Pﬂ§£7 resp. homogénes de poids total d, resp. multihomogénes de
poids d = (dy,...,dy); les catégories de foncteurs strictement polynomiaux
de source (PyP)** x (Px)** et ainsi de suite. Avec ces notations, on a donc
des décompositions

Pult) = [[Pax(0),  Paxlt) = 11 Pax(l) .
d>0 d=(di,...,do),
Sdi=d

On obtient une équivalence de catégories Py(k,¥) ~ Py(k + £) (préservant
les poids) en précomposant chacune des k variables contravariantes des mul-
tifoncteurs par la dualité k-linéaire. On peut donc toujours se ramener &
étudier des foncteurs covariants en chaque variable, mais on préfére parfois
utiliser les catégories Py (k,¢) par commodité. Les catégories de foncteurs
Pk (k, k) sont par exemple le lieu naturel pour parler de cohomologie des
bifoncteurs, cf. exemple 6.21.

7.1.2 Exemples fondamentaux

Nous récapitulons un certain nombre d’exemples de foncteurs de Py que
nous avons rencontré dans les sections précédentes.
e Le produit tensoriel @¢.
e Le foncteur T? = (®%)%¢ des d-iémes puissances divisées. C’est un
sous-foncteur de ®¢.
e Le foncteur S = (@%)g , des d-iémes puissances symétriques. C’est un
quotient de ®7.
e Le foncteur A% des d-iémes puissances extérieures, qui peut étre vu a
la fois comme un sous-foncteur ou comme un quotient de ®<.
e Les foncteurs de Schur Sy associés a une partition A de poids d, définis
dans la section 4.2.2. Ce sont des quotients de ®@7.
Les foncteurs strictement polynomiaux

S=ps', A=Pr*, T=r*

d>0 d>0 d>0

sont munis d’une structure d’algébre : pour les algébres symétriques et exté-
rieures on prend le produit usuel, et pour l'algébre a puissances divisées on
prend le produit défini a la section 6.4. On rappelle que si X désigne 'un de
ces trois foncteurs, la multiplication définit pour tout V, W un isomorphisme
(dit isomorphisme exponentiel, cf. section 10.1) qui préserve les poids :

X(V) @ X(W) ~ X(VaWw)

Nous ferons un usage constant de ces isomorphismes exponentiels dans la
suite du mémoire.
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Les projectifs standard et les injectifs standard de Pgq(¢) seront notés
'YV ot J@ S, out V est un f-uplet de k-modules projectifs de type fini
et J un k-module injectif. Nous utiliserons ces notations plutét que les no-
tations P~ et Homy(Qx,J) de la section 6, car dans le cas de Pq(f), ils
sont explicitement donnés en termes de puissances divisées et de puissances
symétriques par les formules :

14
TV (W, ..., W) = QT (Homy (V;, W)
=1
14
J@SHW, ..., Wp) = J @R S%(Vi o W) .
=1

7.1.3 Foncteurs d’évaluation

Soit V' = (k",..., k™) un f-uplet de k-modules libres de rang fini et
soit GLy le schéma en groupes linéaires associé, GLy (A) := Hle GL,,(A).
Pour tout foncteur strictement polynomial F' & ¢ variables, les composées :

GLv(4) C Bndpe(V) © A % Endy(F(V)) @ A — Enda(F(V) @ A)

font du k-module F(V') une représentation de GLy. Fixons un schéma en
groupes G et un morphisme de schémas en groupes p : G — GLy. En
restreignant 'action a G le long de p, F'(V') devient un G-module. On obtient
donc un foncteur d’évaluation exact, qui commute aux colimites :

evy @ Px(¢) — G-Mod

F —  F(V) (7.2)

De méme, si F' € Px(4, 1), le k-module F(V,V) est simultanément muni
d’une action de GLy a gauche (provenant des variables covariantes) et d’une
action de GLy a droite (provenant des variables contravariantes) qui com-
mutent. Si I'on restreint ces actions le long du morphisme G — GLy X GLy,
g — (p(g)7%, p(g)), on obtient une action de G sur F(V,V). Ce procédé
définit donc un foncteur d’évaluation exact qui commute aux colimites :

eV(MV)Z ’Pk(g,f) —  G-Mod

F — F(V,V) (73)

Comme expliqué a la section 4.1.6, le foncteur d’évaluation (7.3) permet de
construire plus de représentations que le foncteur d’évaluation (7.2).

7.1.4 Formulaire

Les catégories produits (Py)*¢ sont des catégories monoidales symé-
triques fermées (pour le produit tensoriel usuel des k-modules), munies d’une
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dualité (la dualité k-linéaire usuelle), et dont les Hom sont k-projectifs de
type fini. En particulier, on dispose sur la catégorie Pk (¢) de toutes les struc-
tures décrites a la section 6.5 et de toutes les méthodes de calcul décrites
dans la section 6.6. Nous en rappelons ici les caractéristiques essentielles.

1. Produits tensoriels. On dispose de deux types de produits tensoriels,
qui s’étendent par additivité a la catégorie Pg(¢) toute entiére : les
produits tensoriels

® : ’dek(ﬁ) X 'Pek(é) — Pd+e,k(£) ,
et les produits tensoriels externes
X : Pd’k(k‘) X Pe,k(f) — Pd,e,]k(k + f) .

On observe que les projectifs standard et les injectifs standard sont
des produits tensoriels externes de foncteurs. Avec nos notations, les
adjonctions somme-diagonale s’écrivent sous la forme :

Hompk(g) (Fl ® Fy, G) ~ Hompk(g_M) (Fl X F,,Go E) ,
Hompk(g)(F, G ® Gg) ~ Hompk(4+g)(F o, Gh1 KK Gg) .

2. Foncteurs a paramétres. Si V et W sont des ¢-uplets de k-modules
projectifs de type fini , on note Hom(V, W), resp. V@ W le f-uplet
dont la i-éme coordonnée est égale & Homy (V;, W;), resp. V; @ W;. On
définit des foncteurs & paramétre comme indiqué dans le point 6 de la

section 6.5. Précisément, si F' est un multifoncteur & £ variables, on
note FV et Fy les foncteurs :

FV(W) = F(Hom(V,W)), Fy,(W)=FVa@W).

On observe en particulier que les projectifs standard et les injectifs
standard de Pk (¢) sont des foncteurs & paramétre.

3. Structure monoidale symétrique fermée. La catégorie Pqx(¢)
posséde une structure monoidale symétrique fermée. Le produit mo-
noidal est le produit de convolution de Day

o : Pai(l) x Pax(l) — Pax() .

On 'étend a la catégorie Pk () toute entiére par linéarité, c’est a dire
si les Fyq désignent les composantes multihomogénes d’un foncteur F' a
¢ variables, on pose F ¢ G = @ Fq ® G4. Le Hom interne dans Pgq x(¢)
peut étre décrit par des paramétrisations :

Hode,k(Z) (F, G)(V) ~ HOIl’l'pd’]k(g) (FV, G) >~ HOHl'pdﬁk(g) (F, GV) .

La catégorie Pg(¢) toute entiére devient une catégorie monoidale sy-
métrique fermée si 'on étend le Hom interne par la formule :

Homp, () (F,G) = @Hompd’k((g)(FdaGd) -
d
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4. Foncteur dérivé du Hom interne. On note Exty = (F,G) la va-
leur en G' du foncteur dérivé de Homp,  (F, —) : Pax(f) — Pax(£). On
peut décrire ce foncteur gradué en termes de paramétrisations :

Exty, o (F.G)(V) ~Extp, ) (F,G) ~ Exty, ((F,.Gv) (74)

On étend les Ext a paramétre a la catégorie Pk (¢) toute entiére par la
formule :

Extp, () (F, G) = D Ext, () (Fa, Ga)
d

5. Dualité. Si W est un k-module, on note WV = Homy (W, k), et plus
généralement pour tout f-uplet de k-modules V', on note V"V le f-uplet
dont la i-éme coordonnée est égale a V;¥. On a un opérateur de dualité

P Pax(€) — Pax(0)°P

qui envoie un foncteur F sur F*(V) = F(VY)Y. La dualité se prolonge
sur la catégorie Py (¢) toute entiére en posant F* = @y Fg. On ob-
serve les isomorphismes de foncteurs strictement polynomiaux a une
variable :

(@ =l (A=A, (SEFTE () st

6. Changement de base. Pour toute k-algébre commutative A, on dis-
pose d'un foncteur pleinement fidéle ¢ : T(PXY @ A) — TY(P%’) tel
que t(Vi,..., V) = (i®A,...,V;®A). Comme Pff est la complétion
idempotente de Pu§€®A, la précomposition par ¢ induit une équivalence
de catégories :

'Pd,A(g) = ,Pd,P:e >~ ,Pd,PkXZ®A .

Le changement de base (6.22) peut donc se réécrire comme un foncteur :
Pax(l) — Pa,a(l) .

Par exemple, le changement de base envoie les foncteurs I'dY

Sd de Pg(¢) sur les foncteurs I'HV®4  resp. 534 de P a(l).

, Tesp.

7.2 Lien avec les algébres de Schur

7.2.1 L’équivalence de catégories

Soit S(d,V) = ®f:1 Endg, (k™) l'algébre de Schur associée au /(-
uplet d’entiers positifs d = (dy, L. .,dg) et au f-uplet de k-modules libres
V = (k™,... , k™). Cette algébre de Schur est isomorphe a l'algébre d’en-
domorphismes Endrd(kae)(V). Le résultat suivant s’obtient par un calcul
direct.
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Lemme 7.1. [4, Lm 2.3] Soit d = (d1,...,dy) un L-uplet d’entiers positifs
et V.= (k™. ..., k™) un l-uplet de k-modules libres de rangs n; > d; pour
tout i. Alors pour tout couple (U, W) la composition dans Fd(PHEE) induit un
morphisme surjectif :

HOmFd(Pﬂ?Z)(U7 V) ® HOmFd(Pﬂjé) (‘/, W) —» HomFd(PﬂjZ)(Ua W) X

Le lemme 7.1 assure que les hypothéses de la proposition 6.18 sont satis-
faites. On obtient donc I'équivalence de catégories suivante, originellement
démontrée par Friedlander et Suslin.

Théoréme 7.2. [FS, SFB| Si d; < n; pour tout i, l’évaluation sur V =
(k™ ... k™) induit une équivalence de catégories :

Pax(f) ~ S(d,V)-Mod .

Remarque 7.3. La démonstration originelle de Friedlander et Suslin repose
sur le calcul [FS, Lm 2.8] qui est dual du calcul de [4, Lm 2.3].

Le théoréme 7.2 posséde des conséquences inattendues pour les repré-
sentations des algébres de Schur. Par exemple, Krause observe [Kra| que la
structure monoidale symétrique fermée sur la catégorie Pq(¥) était incon-
nue dans la catégorie des S(d, V')-modules, ou elle n’admet pas de description
naturelle. A l'inverse, ’équivalence de catégories du théoréme 7.2 est utile
pour étudier la catégorie des foncteurs strictement polynomiaux. Nous illus-
trons cela ci-dessous dans le cadre de 1'étude des catégories P(J;,k(ﬁ) et de la

dimension homologique des catégories P(J; K (0) et Pa(£).

7.2.2 Les catégories P(chk(é)

On note ng(ﬁ) la sous-catégorie pleine de Pq i (¢) dont les objets sont
les foncteurs strictement polynomiaux prenant des valeurs k-projectives de
type fini. Par exemple, les projectifs standard de Pq(¢) sont des objets de
73(]; 1 (£), mais pas les injectifs standard en général.

Si k est un anneau semi-simple, alors 73(’; 1 (£) est une sous-catégorie abé-
lienne de Pq(¢). Mais ce n’est pas le cas en général, par exemple 73(’; 7 (0)
n’est pas stable par conoyaux. La catégorie 77£ (£) est cependant une sous-
catégorie exacte au sens de Quillen [Qui3, Bue, Kel|, ce qui est suffisant pour
y faire de l'algébre homologique. Les suites exactes admissibles dans 77(]; 7 (0)
sont les suites 0 — F' — F — F” — 0 qui sont exactes dans Pqz(¢).
Nous donnons maintenant quelques propriétés homologiques basiques de la
catégorie exacte 73(]; 1 (€) qui découlent du théoréme 7.2.
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Lemme 7.4. L’équivalence de catégories du théoréme 7.2 se restreint en une
équivalence de catégories exactes

ng(ﬁ) ~ S(d,V)-mod .
En particulier la catégorie P(J;k(ﬁ) posséde suffisamment de projectifs.

Si P est une résolution projective de F' dans Pg 1 (£), alors c’est également
une résolution projective dans Pq (). Le lemme précédent implique donc :

Proposition 7.5. L’inclusion de catégories ng(ﬁ) — Pax(f) induit un
isomorphisme au niveau des Ext.

Remarque 7.6. Les catégories de foncteurs strictement polynomiaux utili-
sées par Friedlander et Suslin [FS, SFB] et dans un certain nombre d’articles
postérieurs |[FF, 4, 6, 8] sont les sous-catégories pleines Pioo’k(ﬁ) de Px(¢),
dont les objets sont les foncteurs de poids borné et a valeurs dans Py. La pro-
position 7.5 montre que le choix initial de Friedlander et Suslin de travailler
dans les catégories Pi OoJ(i(é) est compatible avec le choix de ce mémoire qui

insiste plutot sur les catégories Py (£).

La situation des injectifs de 7757k(€) est différente de celle des projectifs
car les injectifs standard de Pq(¢) n’ont pas des valeurs projectives de type
fini pour k arbitraire. On peut néanmoins montrer qu’il y a assez d’injectifs
en utilisant les projectifs et la dualité.

Lemme 7.7. La dualité —* se restreint en une équivalence de catégories :
— :ch;k(g) - chlc,]k(g) .

En particulier, les foncteurs S{} = (Fd’v)ji forment un cogénérateur injectif
de P4, (0).

La différence entre les injectifs de 77£ () et ceux de Pg (), combinée a

la proposition 7.5 implique le résultat d’annulation suivant.

Proposition 7.8. Soit F € ng(ﬁ). Pour tout V€ Py on a
Extp, o (F,S§) =0 pouri>0.

7.2.3 Constructions bar et résolutions explicites

Nous donnons maintenant des résolutions projectives explicites des fonc-
teurs S et A? de Pa . Ces résolutions proviennent de la théorie de la dua-
lité de Koszul des algébres. Elles ont été utilisées & maintes reprises dans le
cadre de la théorie des représentations de GL,,, par exemple dans [Akin, Tot|.
Nous les utiliserons & la section 7.2.4 pour obtenir des informations sur la
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dimension homologique des catégories Pq k(¢), et également dans des calculs
explicites dans les sections 11 et 10.

Nous commencons par de brefs rappels sur la construction bar. Nous
renvoyons le lecteur & [McL2, Chap X]|, [FHT, Chap 19| ou |LV, Chap. 2] (ou
aux présentations dans [2, 3.3], [8, 7.1 et 7.2]) pour plus de détails. Notons
k-ADGA la catégorie des k-algébres différentielles graduées augmentées et
k-CDGU la catégorie des k-cogebre différentielles graduées avec unité. La
construction bar (normalisée, réduite) définit un foncteur

B :k-ADGA — k-CDGU .

De fagon explicite, si A est une algébre différentielle graduée augmentée,
d’idéal d’augmentation A’ = kere, on a :

e Ona BA=@,.,A®" comme k-module. Les éléments de (A')%0 = k
sont de degré 0 et notés sous la forme A[], A € k. Un tenseur
[a1]...]an]) = a1 ® -+ @ a, est de degré n+ > |a;| (ou |a| est le degré
d’un élément homogene a € A).

e La counité est application BA — A’®" = k, l'unité est k = A’®° —
BA et la comultiplication est donnée par la déconcaténation :

n
Alai].. . ]an]) = Z[al\ cail @ Jaiga] - |an] -
=0

e La différentielle 0 : BAy — BAj_1 envoie [a1]...|a,] sur la somme
(olteg =0 et pour i > 1, e; =i+, lail) :

n—1 n
S (1% ar] . asaigal - Jan] = > (D)% aa| ... 0as] .. |an] |
i=1 =1

La construction bar envoie les quasi-isomorphismes d’algébres sur des quasi-
isomorphismes de cogébres [McL2, X, Thm 11.2]. Si une algébre différentielle
graduée A est graduée commutative, alors le produit shuffle sur BA est com-
patible avec la différentielle, et fait de BA une algébre différentielle graduée
commutative [McL2, X, Thm 12.1, Thm 12.2]. En particulier, on peut consi-
dérer les constructions bar itérées B"A := B... B A.

-

n termes

Exemple 7.9 (BS). Considérons 'algébre symétrique S(V') comme une al-
gébre différentielle graduée de degré nul et de différentielle nulle. Comme
I’algébre symétrique est une algébre commutative dans la catégorie des fonc-
teurs strictement polynomiaux, la construction bar BS est une algébre dif-
férentielle graduée commutative dans Pg. La partie homogéne de poids d
de BS est un complexe fini concentré entre les degrés d et 1, de la forme
suivante :

QU
N}

®d _ 0(sl)®k ® SQ ® (Sl)®d—k—2 NN Sd ) (75)

b
Il

degré d degré 1
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Les foncteurs apparaissant en degré k et poids d sont les sommes directes de
produits tensoriels S ® - - - ® S, prises sur tous les k-uplets (iq,...,iz) tels

que Y i; =d.

Nous pouvons utiliser 'exemple précédent pour fournir des résolutions
des foncteurs de puissances extérieures A?. L’'image de I'inclusion canonique
A% < @7 est a valeurs dans les cycles du complexe (7.5). Si A(1) désigne
I’algébre extérieure, considérée comme une algébre différentielle graduée dans
Py avec A? en degré d et une différentielle nulle, on a une inclusion d’algébres
différentielles graduées commutatives :

A{1) — BS .

La théorie de la dualité de Koszul des algébres assure que ce morphisme
d’algebres est un quasi-isomorphisme [LV, Chap. 3, ex. 3.2.5]. En particulier,
le complexe (7.5) donne une résolution de A? par des produits tensoriels de
puissances symétriques. En appliquant la dualité —# & la résolution (7.5), on
obtient une résolution de (A%)f = A4 de la forme :

QL

-2
0 — Fd e (F1)®k ® F2 ® (P1)®d*k*2 N ®d . (76)
0

>
I

Les objets de cette résolution sont projectifs car les foncteurs I'' @ - - - ® I'%
sont facteurs directs du projectif standard [ak",

Exemple 7.10 (EZS ). La construction bar itérée B°S est une algebre dif-
férentielle graduée commutative dans Pg. Sa partie homogéne de poids d est
un complexe fini, concentré entre les degré 2d et 2, de la forme suivante (tous
les foncteurs de ce complexe sont sommes directes de produits tensoriels de
puissances symétriques) :

d d Sdfl ® Sl d
®? —->Pe o sag gt~ 8L (7.7)
degré 2d k=1 degré 2

Si on considére I'algébre différentielle graduée I'(2) avec I'? en degré 2d
et avec différentielle nulle, on obtient de méme un morphisme d’algébres
graduées

I'(2) = B(A(1))

qui est un quasi-isomorphisme par dualité de Koszul. Comme la construction
bar préserve les quasi-isomorphismes, la composée

I'(2) — B(A(1)) — B°S (7.8)

est un quasi-isomorphisme. L’homologie du complexe (7.7) est donc concen-
trée en degré 2d, et égal a I'? dans ce degré. En dualisant le complexe (7.7),
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on obtient donc une résolution projective finie explicite de (I'Y)# = S%, de
longueur 2d — 2 de la forme :

d ri-tgri o d d
0=0"= higpa =~ Pe’—et. (7.9)
=1

7.2.4 Dimension homologique

Les résultats de la section 7.2.4 ne seront pas utilisés dans la suite de
ce mémoire. Nous les donnons par souci d’exhaustivité (et car ils améliorent
certains résultats existants sur la dimension homologique de la catégorie
des foncteurs strictement polynomiaux). Les algébres de Schur sont quasi-
héréditaires. On sait donc d’aprés [CPS2, CPS3| que pour si k est un corps
ou si k = Z, la catégorie Pqk(¢) est de dimension homologique finie?®. Les
résultats suivants sur la dimension homologique Pq i (¢) améliorent les résul-
tats de [Kra, CPS3| en retirant les hypothéses sur anneau k et généralisent
les bornes obtenues dans |Tot].

Proposition 7.11. Soit d = (dy,...,dy) un C-uplet d’entiers et soit k un
anneau commutatif de dimension homologique k. Alors la catégorie Py i ({)
est de dimension homologique < 2% d; — 20 + k.

Démonstration. Notons Sz, := ®f:1 S(d;, Z9%), de telle sorte que S(d,V) =
Sz @z k. Notons S5 I'algébre enveloppante de Sz. La suite spectrale [ERZ] :

Ey" = Ext} (Sz, Extf(M, N)) = Ext3(] (M, N)

implique l'inégalité (dans NU {oo}) :
hdim(S(d, V)-Mod) < pdim®2(Sz) 4+ hdim(k-Mod) , ()

ol ‘hdim’ désigne la dimension homologique, et pdimsz(SZ) désigne la di-
mension projective du bimodule Sz, c’est a dire la longueur minimale (éven-
tuellement infinie) d’une résolution projective du bimodule Syz.

Il existe [ABW, Thm III.1.5] une filtration finie du bimodule Sz, dont le
gradué est une somme directe de modules de la forme

l

QQ(M; @z Ni)  (x%)

=1

280n rappelle [Wei, Chap 4] qu’une catégorie abélienne (ou plus généralement exacte)
A avec assez de projectifs et d’injectifs est de dimension homologique < d si 'une des
conditions équivalentes suivantes est vérifiée : (1) tout objet X admet une résolution
projective P, avec P, = 0 pour k > d, (2) tout objet X admet une résolution injective
J* avec J¥ = 0 pour k > d, ou (3) pour tous les objets M, N on a Ext% (M, N) = 0 pour
1>d.
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otl chaque M; (resp. N;) est un S(d;, Z%)-module & gauche (resp. a droite)
qui est libre de type fini comme Z-module. Soit s; = hdim(S(d;, Z%)-Mod).
Comme on a une involution S(d;,Z%) =~ S(d;,Z%)°, on a également
s; = hdim(S(d;, Z%)°P-Mod). Les bimodules de la forme (#*) admettent
des résolutions projectives finies de longueur < 23" s; : il suffit de prendre
le produit tensoriel ®f:1(PZ- ®z Q;) ou les P; (resp. Q;) sont des résolutions
projectives de M; (resp. N;). Comme la filtration de Sy est finie, de longueur
t par exemple, on déduit par un argument de suite exacte longue que pour
tout bimodule B on a : Extfgze(SZ,B) =0sii>2) s +t En dautres
termes :
pdim®%(S;) < QZ&' +t<o0.

L’inégalité () implique donc que si k est de dimension homologique finie,
alors S(d, V)-Mod est de dimension homologique finie.

De meilleures bornes sur la dimension homologique de S(d,V)-Mod
peuvent maintenant étre obtenues en suivant la méthode de [Tot|. Par un
argument de suite exacte longue, on montre que la dimension homologique
de S(d,V)-Mod est inférieure ou égale a n si et seulement si tout injectif J
de S(d, V)-Mod admet une résolution projective de longueur inférieure a n.
Les modules de la forme suivante, ot W est un k-module injectif, forment
des générateurs injectifs de S(d, V')-Mod :

V4
Homy (S(d, V), W) = <® Homy (S(d;, kdi), k)) QW . (5 * *)
i=1

A partir des résolutions (7.9) on construit des résolutions projectives de lon-
gueur 2d; — 2 de chacun des S(d;, k% )-modules Homy (S(d;, k%), k). Comme
ces modules sont projectifs sur k, on peut tensoriser leurs résolutions pro-
jectives avec une résolution projective de longueur k£ de W pour obtenir une
résolution de longueur 23 d; —2¢+ k du module (). On obtient la borne
voulue. O

Corollaire 7.12. La catégorie Pqk({) est de dimension homologique finie si
et seulement si k est de dimension homologique finie.

Démonstration. Soit V = (k,...,k) (avec £ termes), et M un k-module. Si
P est une résolution projective de T4V @ M, alors P(V) est une résolution
projective du k-module T4V (V) ® M ~ M. On en déduit que la dimension
homologique de k-Mod est inférieure ou égale a celle de Pq i (¢). Ceci prouve
le sens direct, la réciproque provient de la proposition 7.11. ]

En reprenant 'argument de la démonstration de la proposition 7.11 dans
le cadre de la catégorie exacte S(d, V')-mod, on obtient le résultat suivant.

Proposition 7.13. Soitk un anneau commutatif quelconque et soient F, G €
Pax(l) tels que F' et G prennent des valeurs projectives de type fini. Alors
Extgjk(e)(F, G) =0 pouri>2) d; —2L.
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D’aprés la proposition 7.11, le bifoncteur I'?gl € Pa.az(1,1) posséde une
résolution projective finie. Par changement de base, il en est de méme sur
tout anneau k et on obtient donc le résultat suivant.

Corollaire 7.14. Soit k un anneau commutatif et B € Py(1,1). Si le poids
de B est borné, il existe un entier ig tel que pour i > i, Hgy(B) = 0.

7.3 Cohomologie des bifoncteurs et du groupe linéaire
7.3.1 Le théoréme d’isomorphisme et ses conséquences

Soit F : PP x Py — k-Mod un bifoncteur strictement polynomial, et
F,; sa composante homogéne de poids total d (on a donc une décomposition
F = @, Fi). On rappelle la cohomologie du bifoncteur F' définie a la
section 6.7 :
a(F) = @EX%M&(LU(N%L Fya) .
d>0

Le foncteur d’évaluation (7.3) sur (k”,k") envoie le bifoncteur I'%gl sur la
représentation T'%(gl,)), c’est a dire sur la d-iéme puissance divisée de la
représentation adjointe de GL,. On a une application G L,-équivariante :

Y4k — T4gl,) = (gl34) S

définie par v4(\) = A(Idg»)®?. En évaluant sur (k™, k™), puis en restreignant
I’action de GL,, le long de 4, on obtient une application k-linéaire graduée
;,F, naturelle en F :

o,
5(F) —5 Extyy, (k, F(k", k") = H*(GLy, F(k", k")) . (7.10)

Comme les applications 4 s’insérent dans un diagramme commutatif d’ap-
plications GL,-équivariantes :

k—— > Tte (gl )

-k

k ® k2% pd(gl,) @ T(gl,)

Papplication (7.10) respecte les cup produits.
La relation fondamentale entre cohomologie des bifoncteurs et cohomo-
logie de GL,, est donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 7.15. [FF, 4] Soit k un anneau commutatif, et soit F' € Py(1,1)
un bifoncteur de poids total inférieur ou égal & d. Si 2n > d, alors gb;F est
un isomorphisme en tout degré.
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Le théoréme 7.15 est dii a Franjou et Friedlander dans le cas ot k est un
corps, et leur démonstration repose sur les résultats de [F'S|. Nous décrivons
ci-dessous l'approche de [4], qui est indépendante des résultats de [FS| et
valable sur un anneau quelconque. Auparavant, nous listons des corollaires
de notre approche du théoréme 7.15.

1. Stabilisation cohomologique. On a une application naturelle

n+k
H*(G Ly, F(k"F kntR)) 222 H*(GL,, F (k™ k"))

obtenue en restreignant l’action de G L,, 1 au sous-groupe GL, x {1},
puis en projetant la représentation F (k"% k"t*) sur F (k™ k") au
moyen de l'application GL,, équivariante F'(i,7) ou les morphismes
i: k™ = k"F ;1 sont définis par

W21,y xn) = (1,02, 0,...,0), m(X1, . s Tpak) = (T1,. .0, Tp).

n+k

nTF g'insere dans un diagramme commutatif

L’application res

H*(GLpyg, F(k"HE knHRY)

*
¢n+k,F

/

H*(GL,, F(k", k")).

resptF

al(F)

11 découle du théoréme 7.15 que si F' est un bifoncteur de poids total
2d, avec d < n alors res?** est un isomorphisme. Dans la suite nous

désignerons la valeur limite :
lim H*(G Ly, F(k",k")) = H*(GLg, F (k% k%))

sous le nom de cohomologie stable de GL,, 4 coefficients dans F.

2. Produits en cohomologie stable. Nous avons démontré a la sec-
tion 6.7 que le cup produit en cohomologie des bifoncteurs est injectif.
Comme ¢} ; est compatible aux cup produits, on obtient que si F,G
sont deux bifoncteurs de poids total inférieur ou égal & 2d, resp. 2e, et
si n > d + e alors le cup produit induit une injection :

H*(GL,, F(k",k")) ® H*(GL,, G(k", k")) — H*(GL,, F(k",k") ® G(k", k™)) .

3. L’isomorphisme de Friedlander et Suslin. Soient F,G' € Py et
soit Homy(F, G) leur Hom externe (cf. exemple 6.8). Si F' prend des
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valeurs k-projectives de type fini, alors pour tout n on a un diagramme
commutatif, naturel en F, G :

*
¢n,Hom]k(F,G)

;) (Homy (F, G)) H*(GLy, Homy (F(K"), G(K"))

: 1~

Extp,  (F,G) Vien Exty, (F(k"),G(k™))

ou (a) est I'isomorphisme (6.21) donné a la section 6.6 et (b) est 'iso-
morphisme analogue dans la catégorie des représentations de G L,, [Jan,
1.4.4]. En particulier, comme les projectifs standard de Py prennent
des valeurs k-projectives de type fini, il découle du théoréme 7.15 que
I’évaluation un isomorphisme pour tout projectif P, pour tout G et
tout entier n > d :

Extp, (P, G) = Extgy (P(k"),G(k™)) . (7.11)
’ evgn
Si F' est un foncteur strictement polynomial arbitraire, homogéne de
poids d, on peut prendre une résolution projective de F' et déduire de
I'isomorphisme (7.11) que I’évaluation sur k™ induit pour tout n > d
un isomorphisme

Extp, (F,G) = Extéy, (F(K"), G(K")) .

Ce résultat est di a Friedlander et Suslin lorsque k est un corps [FS,

Cor 3.13].

4. Représentations polynomiales et rationnelles. On a un dia-
gramme commutatif de catégories :

evign

Pax(k) 0 GL,-Mod . (7.12)
(Q)levkn
S(d,k™)-Mod = Poly-GL,-Mod

Sin > d alors 'application (1) induit des isomorphismes en Ext d’aprés
le point précédent, et Papplication (2) est une équivalence de catégo-
ries d’aprés le théoréme 7.2. Il découle alors de la commutativité du
diagramme que l'inclusion

Poly-GL,-Mod — GL,-Mod ,

induit un isomorphisme en Ext* si n > d. Nous retrouvons ainsi un
résultat initialement da a Donkin [Don2, Don3| (voir aussi [F'S, Thm
3.12]).
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7.3.2 Démonstration du théoréme d’isomorphisme

Le point principal de la démonstration du théoréme 7.15 est de démontrer
le cas des puissances symétriques. Plus précisément, il suffit de vérifier les
deux conditions suivantes :

(A) H{(GLy, F(k", k")) =0 pour i > 0,
(B) gb%F est un isomorphisme pour n > d,

pour les bifoncteurs F' de la forme (pour tout k& > 0 et tout £ > 0)
Jiy (VW) = S (Homy (V, k*) & Homy (K, W)) .

La vérification de la condition d’annulation (A) découle d’un argument de
bonne filtration. L’injectivité dans la condition (B) découle essentiellement
du lemme de Yoneda. La surjectivité dans la condition (B) est démontrée
en s’appuyant sur la théorie classique des invariants, plus précisément sur le
premier théoréme fondamental de la théorie des invariants pour G L, (C). Une
fois démontré le cas ot F' = Jgf, on peut démontrer le théoréme 7.15 pour
les bifoncteurs F' injectifs, puis’ pour tous les bifoncteurs par un argument
de d-foncteurs. Nous donnons maintenant les détails de la démonstration.

Condition (A). D’aprés le lemme 5.17, il suffit de démontrer la condi-
tion (A) pour un corps k. Le GL,-module J¢ (k" k™) peut se décomposer
sous la forme (en notant ‘¥’ la dualité k-linéaire) :

@ Sd1 (an) QR ® Sdk (kn\/) ® Sdk"'l(]kn) Q- ® Sdk'*'[(kn) )
di+-+dpye=d

Mais si k est un corps, on peut explicitement identifier [Jan, 11.2.16] :
S"(k"™) ~ Vir.....0) Sr(knv) =V (0,0,...,—r) -

Comme le produit tensoriel de modules avec bonnes filtrations posséde une
bonne filtration, on en déduit que le GL,-module J,(k",k") posséde une
bonne filtration. Ceci implique la condition (A).

Condition (B) : injectivité. Nous allons en fait montrer 'injectivité
de qﬁg  pour tout F' de poids total d tel que 2n > d. On peut se restreindre
au cas d’un bifoncteur F bihomogeéne de poids (e, e2). Si e; # ez alors la co-
homologie de F' est nulle, et gbg r est trivialement injective. On suppose donc
F bihomogene de poids (e, e) et donc de poids total d = 2e. Les projectifs
standards de Pk (1, 1) sont les (sommes directes) de foncteurs de la forme

i+ (V,W) = T (Homy (V, k")) @ T2 (Homy (K", W)) .

Le lemme suivant découle de I’équivalence entre foncteurs strictement poly-
nomiaux et modules sur les algébres de Schur, cf. proposition 6.18 et théo-
réme 7.2.
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Lemme 7.16. Soit n > e. La composition dans I'°(Py) fournit un mor-
phisme surjectif
0: Py, — Igl.

En conséquence, pour tout F' bihomogéne de poids (e, e) et tout n > e,
on a un diagramme commutatif dans lequel I'isomorphisme horizontal est
fourni par le lemme de Yoneda :

Homp, (1,1y(Prn, F) — F(k™, k")

Homp, (1,1)(0,F)

&
Homp, (1 1)(T%gl, F) —% HO(GL,, F (k" k"))

On a donc l'injectivité de qﬁ%’F pour tout F' et tout n tel que 2n > d.

Condition (B) : isomorphisme. Nous avons montré que 'application
qbg 7 est injective pour ' = J ,‘jé si 2n > d. Nous allons maintenant montrer
qué c’est un isomorphisme. D’f’iprés le lemme suivant, il suffit de montrer la
surjectivité dans le cas ot 'anneau de base est k = C.

Lemme 7.17. Fizons des entiers d, k, £, et notons
Pk : H&(J;?,e) - HO(GLn,kv Ji?,z(knakn))

Les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) Pour tout anneau commutatif k, 'application ¢y est un isomorphisme.
(ii) L’application ¢z est un isomorphisme.
(iii) L’application ¢c est un isomorphisme.
Démonstration. La condition (A) implique que H'(GL, 7, nge(Z”,Z”)) est
nul. Le groupe H, gll(J ,‘ig) est également nul. on a donc un diagramme commu-

tatif, dont les morphismes horizontaux sont les isomorphismes fournis par le
changement de base :

H&U;?,e) ®zk = H&(Jg,e)

l¢z®zk l(ﬁ]k

HYGLyz, Ji (2", 7")) @z k — HY(G Ly, Ji (K", k™))
On a donc clairement (i) < (ii), et (ii) = (iii). Il reste & montrer (iii) =
(ii). Comme ¢ est injective pour tout k (injectivité dans la condition (B)
démontrée précédemment), on a une suite exacte courte de k-modules :

0 — HY(J1,) @2k ZEE HOGL, 2, JL (2", 2") @2k — Cz @k — 0
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dans laquelle C désigne le conoyau de ¢7z. Les groupes abéliens H, gl(J,ie) et
HY(GL,, 7, J2,(Z" Z")) sont libres de rangs finis. Notons r et r’ leurs rangs
respectifs. Alors le groupe abélien C' est de type fini, et pour tout corps k
la dimension de C ®z k est égale a 7' — r. Ceci signifie que C' est un groupe
abélien libre de rang 7’ — r. En particulier, si ¢¢ est un isomorphisme, alors
r’ = r donc C' = 0 donc ¢z est un isomorphisme. O

On suppose donc que k = C. Nous allons montrer la surjectivité de
¢9L, r pour les bifoncteurs F' = J,gl ¢, pour tous les d > 0 simultanément. On

considére la somme directe Ji, , = P 4>0 Jg - Cest une algebre, et
¢ : HY(Jue) — HO(GLy, Jpe(C",C)

est un morphisme d’algébres. Pour montrer que ¢° est surjectif, il suffit donc
de montrer que les générateurs de 1’algebre de droite sont dans l'image de
#°. Mais ’algébre de droite est un objet de la théorie classique des invariants
dont un ensemble de générateurs a été déterminé par Weyl. Précisément, soit
(i|5) : ((C™)®*k @ C"V)®* — C la « contraction » définie par

(i’j)(’Ul, cee 7vk7f17 o 7ff) = f](vl) .
Alors (i|j) est un élément invariant sous G L, de 'algébre
Jee(C",C") = S((C*)*F @ (C)¥) .

Théoréme 7.18. [Wey/ Les contractions (i|j), pour 1 <i<ket1l<j </,
engendrent Ualgeébre des invariants HY(G Ly, Jy¢(C", C")).

Pour achever la démonstration de la condition (B), il nous suffit donc de
montrer que les éléments (i|j) sont dans I'image de ¢°. Notons ¢ € C"V ®
C" c S(C"V @ C") I'élément correspondant a Id € gl,, via I'identification
gl, ~ C"V ®C". Notons 1;; : C"V @ C" — (C"V)®* @ (C™)®* le morphisme
qui envoie C™" (resp. C™) isomorphiquement sur le i-éme facteur C™V (resp.
le j-iéme facteur C") de la somme directe. Alors le morphisme d’algébres
S(Lij) : S(C*® C"Y) — Ji0(C™,C™) envoie ¢ sur la contraction (i|j). On
a un diagramme commutatif ol les morphismes verticaux sont induits par
Lig -

0

HY (i) HOY(GLy, Jy(C",C™)) (7.13)

| |

0
HY (Home(I, 1)) ———~ HO(GLy, gl,,)

Ainsi, pour montrer que les contractions sont dans l'image de ¢°, il suffit
de montrer que l'application ¢° du bas du diagramme posséde Id dans son
image. Ce qui est trivialement vérifié par définition de ¢.
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Fin de la démonstration. Par définition, (;S:; r est un morphisme de
d-foncteurs. Pour démontrer le théoréeme 7.15, il suffit donc de démontrer que
les ¢ 1 sont des isomorphismes si F' est un injectif standard. Les injectifs
standard de Pk(1,1) homogenes de poids total d sont les bifoncteurs de la
forme suivante (avec di + do = d)

(V, W) = 8% (Homy (V, k*)) ® S% (Homy (k, W)) @ N ,

ol NV est un k-module injectif. Ce sont donc des facteurs directs des bifonc-
teurs J ,‘j ¢ ®@ N. Pour démontrer que les ¢ . sont des isomorphismes si I’ est
un injectif standard, il suffit donc de démontrer que les conditions (A) et (B)
sont vérifiées pour les foncteurs nge ® N. Nous avons déja démontré que les
conditions (A) et (B) sont vérifiées pour les bifoncteurs nge. Ces conditions

sont donc vérifiées pour les bifoncteurs Jg ¢ ® N en vertu des deux lemmes
suivants. Ceci achéve la démonstration du théoréme 7.15.

Lemme 7.19. Pour tout k-module N, on a H>°(GL,, Jg’z(]k”, k") @N)=0
et le cup produit induit un isomorphisme

H(GL,, J,‘ig(k”,k”)) @k N = H°(GL,, J,iz(k”,k") ®@N).

Démonstration. Appliquer le lemme 5.11 avec G = G L, 7, M la représenta-
tion J,‘f (Z",Z"), H le schéma en groupes trivial sur k. O

Lemme 7.20. Pour tout k-module N, le cup produit induit un isomorphisme
H&(Jg,e) ®N = H§1(J;?,z ®N) .

Démonstration. Le résultat découle du lemme de Yoneda (6.12). O

7.3.3 Théoréme d’isomorphisme et théorie classique des inva-
riants

Dans ce paragraphe nous donnons quelques explications sur les liens entre
les foncteurs strictement polynomiaux et la théorie classique des invariants
a la lumiére de la démonstration du théoréme d’isomorphisme 7.15.

Il y a une différence importante entre la démonstration du théoréme
d’isomorphisme donnée dans ce mémoire et la démonstration donnée dans
[4]. Grace au lemme 7.17, nous n’utilisons ici que le résultat de Weyl, c’est
a dire le théoréme fondamental pour GL,, en caractéristique nulle. Dans [4],
nous utilisions le premier théoréme fondamental en toute caractéristique, di
a De Concini et Procesi [DCP]. Ceci a deux conséquences.

1. On peut déduire du théoréme d’isomorphisme 7.15 une nouvelle dé-
monstration du résultat de De Concini et Procesi, de la fagon sui-
vante. Si A et p sont deux uplets d’entiers strictement positifs, si
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F=TYM® . ..@TM et G = S" ®---® S, les morphismes cano-
niques F — @% et ®% — G induisent un diagramme commutatif :

Homp, , (@4, %) === Homgy, (k)®*, (k")®4) .

| |

Homp, , (F, G) —— Homgy, (F(k"), G(k"))

Par un argument de bonne filtration, les morphismes verticaux sont
surjectifs, et par un calcul direct le morphisme d’évaluation du haut
du diagramme est également surjectif. En conséquence, ’évaluation sur
la paire (k™, k™) induit pour tout k, ¢ un morphisme surjectif

Hy(Jre) > HY(GLy, J o (K" k™)) .

Mais on peut calculer explicitement Hgl(Jk,Z) par le lemme de Yo-
neda. On obtient que H%k(Jk,z) est une algébre symétrique sur
le k-module libre Hgl(J,iz). On calcule facilement une base expli-
cite de ce k-module libre, et en reprenant le diagramme (7.13) on
peut montre que les éléments de cette base sont envoyés sur les
contractions de H*(GLy, Ji ¢(k", k™)). On a donc démontré le premier
théoréme fondamental en toute caractéristique de [DCP] : lalgebre
HO(GLy, Jyio(k™, k™)) est engendrée par les contractions.

2. Les démonstrations pour les autres groupes classiques seront calquées
sur la démonstration pour GL,, et reposeront donc sur les théorémes
fondamentaux en caractéristique zéro plutdt que sur les théorémes fon-
damentaux en toute caractéristique. Dans [DCP|, De Concini et Pro-
cesi prouvent le premier théoréme fondamental pour une forme non
déployée du groupe orthogonal en caractéristique 2. Or nous avons be-
soin de I’énoncé pour une forme déployée (pour pouvoir bénéficier si-
multanément des annulations cohomologiques fournies par le théoréme
de Kempf). Pour cette raison, le groupe (spécial) orthogonal n’était
pas traité dans [4] en caractéristique 2. Nous sommes maintenant en
mesure de le traiter.

Le premier théoréme fondamental pour GL, donne une famille de gé-
nérateurs pour l'algébre d’invariants H°(GL,, Ji ¢(k™ k™)). Ces générateurs
sont en poids 2, i.e. ce sont des éléments de JZ ,(k",k™)). On dispose éga-
lement d’un second théoréme fondamental (qui7 n’a pas été utilisé dans la
démonstration du théoréme 7.15) et qui donne les relations entre les géné-
rateurs. Ces relations sont engendrées par des expressions déterminantielles
de la forme suivantes :

(i1lj1) oo (inglin)
(01jn+1) oo (ing1ldns1)
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En particulier, il n’y a pas de relations en poids total d < 2n. Le théoréme
d’isomorphisme dit que la cohomologie H gl(kag) correspond exactement a la
« partie sans relation » de l'algébre d’invariants H°(G Ly, Ji ¢(k™,k™)). En
d’autres termes, faire des calculs de Hom dans Py revient & faire des calculs
de théorie des invariants en négligeant les relations. Ceci apporte un éclairage
sur le fait que les calculs dans la catégorie des foncteurs strictement poly-
nomiaux sont nettement plus faciles & effectuer que les calculs d’invariants
dans la catégorie des G Ly-modules.

7.4 Cohomologie des foncteurs et des groupes classiques

L’approche développée dans [4] pour démontrer le théoréme 7.15 peut
s’adapter & d’autres cohomologies de foncteurs (au sens de la section 6.7) et
a d’autres schémas en groupes avec seulement quelques changements mineurs
dans la démonstration. Nous donnons ci-dessous une liste de théorémes ainsi
que des indications sur les changements a effectuer.

7.4.1 Type A : Groupes spéciaux linéaires

On définit une application :
’gb;kl’F t Hy(F) — H*(SLy, F(k", k™))

comme la composée du morphisme ¢3. du théoréme 7.15 et de la restriction
de la cohomologie de GL, & SL,. L’énoncé du théoréme suivant est trés
proche de celui du théoréme 7.15, la différence majeure est la borne sur n.

Théoréme 7.21. Soit k un anneau commutatif et soit F € Py(1,1) un
bifoncteur strictement polynomial de poids total inférieur ou égal a d. Si
n>d+1, alors

/q[);kl,F : Hgl(F) - H*(SanF(knakn))
est un isomorphisme en tout degré.

Le corollaire suivant est équivalent & I’énoncé du théoréme 7.21.

Corollaire 7.22. Soit k un anneau commutatif. Si F € Pg(1,1) est un
bifoncteur strictement polynomial de poids total inférieur ou égal o d et
n > d+ 1, alors la restriction de GLy, a SL, induit un isomorphisme en
cohomologie.

La démonstration du théoréme 7.21 est calquée sur celle du théoréme
7.15. La condition (A) est assurée par un argument de bonne filtration : les
puissances symétriques S”(k") et S”(k™") admettent une bonne filtration
pour SL,. Ceci est expliqué dans [AJ, p. 508|, ou utiliser [SvdK, prop. 2.2]
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pour S(k™) et les deux dualités [Jan, I1.2.13 (1) et (2)] pour obtenir le cas
de S(k™V) a partir du précédent.

L’injectivité pour la condition (B) est identique au cas de GL,. Pour
la surjectivité, on examine le premier théoréme fondamental pour le groupe
spécial linéaire. Les contractions (i|j) donnent des invariants sous 'action de
GL, ¢ (donc sous l'action de SL,, ¢) de I'algébre

Jk7£((cn’ (Cn) _ S((Cn\/)@k @ ((Cn)EBZ) ]

On a également des invariants déterminantiels [iy, ..., i,] : (C?)®* — k et
[j1s -+, dn] @ (C*V)® — k définis par :

[i1, ..o yin)(V1, ..., vn) = det[vy ] ... |vi, ],
[jlw-'ajn](fl:"'afn) :det[fll“fln] :

Théoréme 7.23. [Wey/ Les contractions (i|j) et les invariants dé-
terminantiels [i1,...,in), [J1,---,Jn], engendrent lalgébre des invariants

HO(SLyc, Jre(C, CM)).

On remarque que les invariants déterminantiels sont de degré n pour la
graduation usuelle de I'algébre symétrique. En particulier, si n > d alors on
a un isomorphisme

H(GLyc, Jio(C",C")) = HY(SL, ¢, Ji(C",C™)) .

0
d
n,Jk’Z

0
d
n”]k,é

La surjectivité de '¢ suit donc de celle de 'application ¢ pour GL,,.

Ceci achéve la démonstration du théoréme 7.21.

7.4.2 Type C : Groupes symplectiques

Soit k un anneau commutatif. On considére le schéma en groupes sym-
plectiques Spa, = Spanx C G Loy k. Ce schéma en groupes agit sur A%(k**V).
Si (e;") désigne la base duale de la base canonique de k2", la forme symplec-
tique standard

n
_ \% \Y
w = E € NE€in
i=1

est invariante sous l’action de Spo,. On a donc une application Spoy,-
équivariante notée 4¢ comme dans le cas du groupe linéaire :

gk — T (A2(k2mV)) = (A2(k2n\/)®d> Sa :

qui envoie A € k sur 74(\) = w®? Si F € Py est un foncteur strictement
polynomial de composantes homogénes Fy, on considére sa cohomologie

v (F) = @D Exty (170 A%, Fyg) .
d>0
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On définit alors une application graduée compatible aux cup produits (notée
* p . 2mV ..
n
@5, p comme dans le cas de GLay,) par évaluation sur k et par restriction
le long de 4 :

O+ Hyo(F) — H*(Span, F(&*"Y)) .

Théoréme 7.24. Soit k un anneau commutatif, et soit F' € Py un foncteur
strictement polynomial de poids inférieur ou égal a d. Si2n > d alors ¢3,, 1
est un isomorphisme.

La démonstration est calquée sur celle du théoréme 7.15. A la place des
bifoncteurs Jg!, on considére les foncteurs J¢ : V — S%(Hom(k*,V)). La
condition (A) découle d'un argument de bonne filtration |[AJ, p.508] ou |Jan,
I1.2.17]. La démonstration de 'injectivité dans la condition (B) est analogue
au cas de GL,, en remplacant le lemme 7.16 par la variante suivante.

Lemme 7.25. Soit n > d > 1. 1l existe un morphisme surjectif
9/ . F2d7k2"\/ _y Fd 1o A2

/
k2n

®d

tel que 0. ,,,., envoie I’élément Idﬂ?ﬁv sur wee.

Démonstration. Soient V = k™ et V/ = k™ deux k-modules libres de bases
respectives (e1,...,epn) et (€nt1,...,€2,). On note e les éléments des bases
duales. On définit #’ comme la composée :

r2d,vev’)Y _ pdvY ® Fd,v'v ~ VY QT4 T 0% »T%0 A2 .
Dans cette composée, le morphisme de gauche est la projection %ssociée ala
décomposition canonique rd(vevhy ~ D dy+do—d VY @rd2V'" 1isomor-
phisme du milieu est induit par 'isomorphisme V'Y ~ V qui envoie chaque
vecteur e, . de la base duale sur le vecteur e;. Le troisiéme morphisme :

I (Homy (UY, V)) ® I'(Homy (V, U)) — I'(Homy (UV, U))

est induit par la composition dans I'(Py), et est surjectif car V est un k-
module libre de rang n > d. Le dernier morphisme est induit par la surjection
canonique ®2 — A2 O

Enfin la surjectivité dans la condition (B) est analogue au cas de GL,,, en
utilisant le premier théoréme fondamental pour Spa, c. On a des contractions
<ilj >: (C*™)®* — C, définies par

<ilj > (vi,...,0) = w(vs,vj) .

Ces contractions définissent des éléments invariants sous ’action du groupe
symplectique dans I'algébre Jj,(C?"V) = S((C?"V)®k),

Théoréme 7.26. [Wey| Les contractions < ilj > pour 1 < i < j < k
engendrent Ualgébre des invariants HO(Spay, c, Ji(C*V)).
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7.4.3 Types B et D : Groupes spéciaux orthogonaux

Soit k un anneau commutatif. On considére le schéma en groupes spé-
ciaux orthogonaux SO, = SO, x C GL, ). Ce schéma en groupes agit sur
S2(k™V). La forme quadratique standard g, est invariante sous I’action de
SO, Si (e)) désigne la base duale de la base canonique de k™, cette forme
quadratique standard est donnée suivant la parité de n par :

m m
VvV _V Vv _V VvV _V
Gom = § € Citm » q1+2m = €y€y + E €; Citm -
i=1 i=1

On a donc une application SO,-équivariante notée v comme dans le cas du
groupe linéaire :

10k - T (820)) = (8200)=) ™

qui envoie A € k sur v4(\) = ¢¥%. Si F € Py est un foncteur strictement
polynomial de composantes homogénes Fy, on considére sa cohomologie

5(F) = @ Exth, (T 0 5%, Faq) -
d>0

On définit alors une application graduée compatible aux cup produits (notée
¢*  comme dans le cas de GLy,) par évaluation sur k™" et par restriction
le iong de g :

oy He2(F) — H* (SO, F(K™Y)) .

Théoréme 7.27. Soit k un anneau commutatif, et soit F' € Py un foncteur
strictement polynomial de poids inférieur ou égal a d. Stn > d+1 alors ¢,
est un isomorphisme.

La démonstration est calquée sur celle du théoréme 7.15. A la place des
bifoncteurs J¢,, on considére les foncteurs J¢ : V — S4(Hom(k*,V)). La
condition (A) découle d’un argument de bonne filtration [AJ, p.509] ou [Jan,
I1.2.18]. Pour démontrer I'injectivité dans la condition (B), on distingue deux
cas. Sin = 2m on procéde comme pour le groupe linéaire, en remplagant le
lemme 7.16 par la variante suivante, dont la démonstration est similaire a
celle du lemme 7.25.

Lemme 7.28. Soitn = 2m avecn > d > 1. Il existe un morphisme surjectif
9 - 24" pd 52

tel que Gﬁggmv envoie ’élément Idﬂgﬂv sur q%‘f.
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Le cas n = 142m est démontré & partir du cas n = 2m. Plus précisément,
I'inclusion {1} x Ogy, < O142pm, induit une inclusion SOsgy,, — SO149;,. En
restreignant l'action de SOq4y9,, sur F (k1+2m) a SOq, puis en projetant
sur le facteur direct F(k?>™) de F(k'*t2™), on obtient une application de
restriction qui s’insére dans un diagramme commutatif :

0
14+2m,F

HgQ(F) HO(SO149m, F(k12mV)) .

res
0
2m,F

H°(SOq,, F(K*™V))

Comme ¢(2)m,F est injective si 2m > d, on en déduit l'injectivité de ¢?+2m’F
sous la méme condition.

Enfin la surjectivité dans la condition (B) repose sur le premier théoréme
fondamental pour SO, c. On dispose de deux types d’invariants évidents
sous 'action de SO, ¢ dans I'algebre J,(C*V) = S((C*V)®*). Tout d’abord
les contractions (i|j) : (C*)®* — C

(ilg)(v1, -+, o) = B(vi, v5)

ot B(v,w) = ¢u(v + w) — gn(v) — gn(w). On a également des invariants
déterminantiels

[i1, .y in)(V1,...,0n) = det[vy ]| ... |vi,] .

Théoréme 7.29. [Wey/ Les contractions (i|j) et les invariants déterminan-
tiels [i1, ..., in| engendrent l’algebre des invariants HO(SOy.c, Jx(C™V)).

Les invariants déterminantiels sont de degré n pour la graduation usuelle
de I'algébre symétrique. En particulier, les invariants de 1’algébre tronquée

JEm(EmY) = )
d<n

sont engendrés par les contractions (i|j). Par le méme raisonnement que
pour les groupes linéaires, on vérifie que ces contractions sont dans 'image
du morphisme d’algébres

¢ HY(J5™) — H°(SOnc, JS™(C™Y)) .

Ainsi ¢ est surjectif, ce qui prouve la surjectivité dans la condition (B).

7.4.4 Application aux groupes orthogonaux

Nous donnons maintenant une application du théoréme 7.27 au cas des
groupes orthogonaux.
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Théoréme 7.30. Soit k un anneau commutatif, et soit F' € Py un foncteur
strictement polynomial de poids inférieur ou égal a d. Sin > d+ 1 alors on
a un isomorphisme gradué naturel en F :

H*((0,/S0,) x SOy, F(k™Y)) ~ H*(O,, F(k"Y)) .

ou le schéma en groupes Oy, /SO, agit trivialement sur F(k™V) et le schéma
en groupes SO,, agit avec laction usuelle sur F(k™V).

Le point remarquable du théoréme 7.30 est que l'action de O,,/SO,, est
triviale. Le théoréme sépare donc la cohomologie du groupe orthogonal en
une contribution de H*(0,,/SO,,k) d'une part et une contribution de la
cohomologie de SO, a coefficients dans F(k™") qui est calculable par la
cohomologie Hg, (F) en vertu du théoréme 7.27. Cette séparation est plus
apparente si k est un corps. Dans ce cas, le théoréme de Kiinneth permet de
réécrire la cohomologie de gauche comme un produit tensoriel, et de réécrire
le théoréme 7.30 sous la forme suivante.

Corollaire 7.31. Soit k un corps et soit F' € Py un foncteur strictement
polynomial de poids inférieur ou égal a d. Sin > d+ 1 alors on a un iso-
morphisme gradué naturel en F :

H*(0,/S0,,k) @ H*(SO,, F(k"Y)) ~ H*(O,, F(k™")) .

La démonstration du théoréme 7.30 repose sur deux lemmes auxiliaires
qui découlent du théoréme 7.27, et que nous expliquons maintenant. La forme
quadratique standard ¢, est invariante par I’action de O,,. Le morphisme ¢>; r
défini pour SO,, a la section précédente 7.4.3 factorise donc sous la forme :

Y (0., F&"Y)) . (7.14)

res
*
X l

H*(SO,, F(k"Y))

HE, (F)

L’action naturelle de O,,/SO,, sur H*(SO,,, F(k"™")) est triviale sur 'image
du morphisme de restriction. Sous les conditions du théoréme, le morphisme
¢} p est un isomorphisme (donc surjectif). On a donc le résultat suivant.

Lemme 7.32. Pour tout foncteur F strictement polynomial de poids < n,
Uaction naturelle de O,,/SOy, sur H*(SO,,, F(k™)) est triviale.

Si K est un O,,/SO,-module et F un foncteur strictement polynomial,
on peut considérer le produit tensoriel K @ F(k™") comme un O,-module
(avec action diagonale) ou comme un (O,,/S0O,,) x SO,-module (avec action
de chacun des groupes sur le facteur correspondant du produit tensoriel). Le
lemme suivant regroupe les propriétés des modules de ce type.
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Lemme 7.33. Supposons que K est une somme directe de O,,/SO,,-modules
du type K[O,, /SOy, et que F est un foncteur de poids < n. On a un isomor-
phisme naturel en K et en F :

(K® F(kn\/))On ~ (K®F(an))(On/SOn)XS’On )
Supposons de plus que F est injectif. Alors on a
H>°0,,K® Fk"))=0=H°(0,/50,) x SO, , K ® F(k"")) .

Démonstration. Notons Gz = Oy, 7/S0,, 7 et Kz une somme directe de co-
pies de Z[G7] de sorte que par changement de base on ait Gy = O,,/SO,, et
un isomorphisme de Gi-modules Kz ®7 k ~ K. Le lemme 5.11 donne des
isomorphismes :

HY(Gy,K) @ H"(SO,, F(k"V)) ~ H"(Gy x SO, , K ® F(k"V)) .

En particulier, le théoréme 7.27 implique I'annulation de H>°((0,,/SO,,) x
SO, , K& F(k™V)) pour F injectif. Montrons maintenant I'isomorphisme au
niveau des invariants. On a :

(K 2 F(&"))0" = (K @ F(&"Y))S0)0x

Le complexe de Hochschild C*(S0O,,, K@ F(k™")) est isomorphe au complexe
C*(SOy, F(k™V)) @ K Comme K est k-libre, on en déduit un isomorphisme
naturel en K et F':

(K® F(kn\/))SOn ~K® (F(kn\/)SOn) )

L’action de Gy est triviale sur F(k™")%% par le lemme 7.32. D’aprés le
lemme 5.11 (avec ‘M’= Kz et ‘H’ le schéma en groupes trivial) on a donc :

(K® F(]k"v))O" ~ (KG]k) ® (F(an)SOn) _ (K® F(kn\/))GkXSOn .

Il nous reste & démontrer que H>°(0,,, K ® F(k™")) s’annule. Soit J une
résolution injective du O,-module F (k™). Alors K ® J est une résolution
injective du Op-module K @ F(k™V) par [Jan, 1.3.9 ¢)|, donc la cohomologie
de O,, est calculée par I’homologie du complexe (K ®.J)?". On peut réécrire
ce complexe sous la forme

(K ® J)O = (K @ J%O)%

Les On-modules injectifs se restreignent en des SO,-modules injectifs par
[Jan, 1. 6.5(2)]. Le complexe J%9" calcule donc la cohomologie de SO, a
coefficients dans F(k™V). D’aprés le théoréme 7.27 cette cohomologie est
(kn \/)SO

zéro en degrés non nuls, de sorte que l'inclusion naturelle F' noes
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JSO9n est un quasi-isomorphisme. Ainsi K ® J%O» est une résolution du Gj-
module K ® F(k™V)59. De plus, les Gi-modules de cette résolution sont
Gk-acycliques par [Jan, I Im 4.7 a)|. On a donc :

H>(0n, K@ F(k"V)) = H (K @ J59")%) = H>0(Gy, K @ F(k"V)59n) .

D’aprés le lemme 7.32, I'action de Gy sur F(k™Y)59n est triviale. Le terme
de droite est donc nul d’apreés le lemme 5.11. ]

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 7.30. Soit Jr une ré-
solution injective de F' dans Py. Alors Jgp(k™) est une résolution du O,,-
module F (k™). Soit K la résolution standard du O,,/SO,,-module trivial
(i.e. K est donné par la construction cobar Q(k, k[0, /SO,],k[O,/SO.)])).
En tant que complexe de k-modules, K est homotopiquement équivalent &
k concentré en degré 0. En particulier, le produit tensoriel K @ Jp(k™V) est
une résolution du (0,,/SO,) x O,-module F(k™") avec action triviale de
(0, /SO,,). D’apreés le lemme 7.33, on a des isomorphismes naturels en F' :

~ H* ((K ® JF(k”v))(On/SOn)xSOn>
= H*((0n/S0n) x SO, , F(K"Y)) .

Le théoréme 7.30 est ainsi démontré.

7.4.5 Application aux produits de groupes classiques

Soit k un anneau commutatif et G un schéma en groupes sur k de la
forme

G=G x---xGy
ol pour chaque i on a
Gi € {GLy, x, SLn, k, SOn, k, SP2n; k } -

Quitte a changer 'ordre des facteurs du produits, on peut supposer que les
k1 premiers facteurs sont des groupes linéaires, les ko suivants des groupes
spéciaux linéaires, les k3 suivants des groupes spéciaux orthogonaux et les
k4 suivants des groupes symplectiques. On pose alors :

Pa = P]k(k‘l + k‘g,g) .

Notons U = (k™ ... k™+k2 k™ ... k™). L’évaluation sur U induit un

foncteur exact

Pe — G-Mod (7.15)
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qui envoie un multifoncteur F' sur le k-module F(U) muni de 'action du
schéma en groupes G donnée par

(917"'794) “U = F(gl_17"'7gk_ll+k27glv"‘795)(0) .

On définit un foncteur caractéristique homogéne de poids total 2 wg par

wg(Vl, . .,Vk1+k2,W1, e ,Wg) =

k1+ka k1+ko+k3 L
(EB Homk(V},Wi)>® b s |e P Awy

=1 i=k1+ko+1 i=k1+ko+ks+1

On a un invariant caractéristique zg € wg(U) défini par

k1+ko k1+ko+k3 )4
TG = ( Z Id]k”z‘) + Z qn; | + Z Wn,;
i=1

i=k1+ko+1 i=k1+ko+kz+1

Comme pour les cas précédents, on peut construire une application graduée
naturelle en F' € Pg et compatible aux cup produits a partir de I’évaluation
sur U et de l'invariant caractéristique z¢ :

H:)G(F) — H*(G,F(U)) . (7.16)
On a alors :

Théoréme 7.34. L’application (7.16) est un isomorphisme si F' est un fonc-
teur multihomogéne de poids (di, ..., dkg, +ky, €1,--.,€r) €t silesn; sont suffi-
samment grands, plus précisément si les inégalités suivantes sont satisfaites :
—pour 1 <i<ki ona?2n; >d;+e;,
—pourki+1<i1<ki+koonan; >d;+e; +1,
—pourki +ko+1<it<ki+ko+ksonan;, >e +1,
—pour ki + ko + ks <1</l ona?2n; >e.

La démonstration du théoréme 7.34 repose sur les théorémes d’isomor-
phismes pour les facteurs de G. Elle est organisée comme celle du théoréme
7.15. A la place des bifoncteurs J ,‘jg on considére les produits tensoriels ex-
ternes de la forme ’

k1+ko V4
TJVi, oo Vi by Wi, oo, W, (@ Jéte (v, W)) Q) I
i=k1+ka+1
ol l'on a posé :

J&e (v, Wi) = St (Homy (Vi k™) & Homy (k'', W;))
Jit = S (Homy k", W5)) .
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Les conditions (A) et (B) découlent alors de la formule de Kiinneth (6.20), de
son équivalent pour les groupes algébriques (lemme 5.11) et des théorémes
d’isomorphisme pour les schémas en groupes Gj;.

Dans le cas d’un produits de groupes linéaires, 1'isomorphisme (6.21)
entre extensions et cohomologie des Hom externes nous donne le corollaire
suivant, qui nous sera utile dans la suite du mémoire.

Corollaire 7.35. Soit d = (di,...,d;) un k-uplet d’entiers positifs et n;
des entiers tels que n; > d; pour tout i. Alors pour toute paire de foncteurs
strictement polynomiaux F,G ’évaluation sur V = (k™ ... k™) induit un
isomorphisme

Exth, 0 (F.C) ~ Extéy, o, ,(F(V).G(V)).
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8 Torsion de Frobenius en cohomologie

Dans cette section, k désigne un corps de caractéristique p non nulle. Si B
est un bifoncteur strictement polynomial, on note B(") le bifoncteur obtenu
en précomposant chaque variable de B par le foncteur de torsion de Frobenius
I, Dans cette section nous étudions la cohomologie des bifoncteurs B,
Les motivations pour cette étude sont multiples.

1. Les représentations des groupes algébriques construites a partir des
bifoncteurs B apparaissent dans de nombreux problémes de théorie
des représentations.

2. La cohomologie H gl(B(T)) est directement reliée a la cohomologie des
groupes finis GL,(F,) par le théoréme de Cline Parshall Scott et van
der Kallen (cf. section 5.5.5).

3. La cohomologie H gl(B(T)) est directement reliée aux calculs d’exten-
sions dans la catégorie Fg, (cf. [FFSS, Sections 2 et 3|) qui est elle-
méme reliée aux modules instables sur 'algébre de Steenrod [HLS].

La section 8 est organisée comme il suit. Dans la section 8.1, nous pré-
sentons les propriétés élémentaires de la précomposition par 1. Nous avons
organisée la présentation autour d’une notion de « foncteur r-négligeable »,
qui nous sera utile par la suite. La section 8.2 explique la construction d’un
bifoncteur gradué Bg, en paramétrisant un bifoncteur B par un espace vec-
toriel gradué E,.

La section 8.3 expose ensuite le théoréme principal 8.8 et quelques ap-
plications. Ce théoréme est une version ameéliorée de |7, Thm?2]. Il donne un
isomorphisme naturel en B :

a(BM) ~ Hy(Bg,) . (»)

La naturalité en B n’est établie qu’'a filtration prés dans [7], le fait
qu’on puisse retirer la filtration est une observation due & van der Kallen
[vdK4]|. Le théoréme 8.8 est une généralisation trés large des résultats de
[F'S, FFSS, Chal] (qui correspondent essentiellement au cas ou le foncteur
Bpg, n’a pas de cohomologie). Une démonstration du théoréme 8.8 dans le
cadre des foncteurs strictement polynomiaux a été annoncée par Chatupnik
dans [Cha3|.

Nous démontrons le théoréme 8.8 dans les sections 8.4 et 8.5. La démons-
tration repose essentiellement sur les résultats de [5] utilisant les complexes
de Troesch, 'idée d’utiliser ’adjoint & la précomposition par 1) dans [Cha3],
et I'injectivité en cohomologie de la précomposition par le foncteur de torsion
de Frobenius (proposition 8.5). La section 8.4 donne une exposition simplifiée
des arguments de [5, Section 3 et 4]. La section 8.5 donne la démonstration
du théoréme 8.8 en suivant I'argument de |7|, amélioré en incorporant 1’ob-
servation de van der Kallen mentionnée ci-dessus.
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Finalement la section 8.6 donne quelques propriétés de compatibilité de
I'isomorphisme (*) avec les produits et la précomposition par la torsion de
Frobenius. Ces propriétés sont utiles dans les calculs pratiques.

8.1 Torsion de Frobenius

Rappelons le foncteur de torsion de Frobenius (") introduit & 'exemple
6.13. C’est un foncteur strictement polynomial de poids p” (r > 0). On note
souvent V(") = T (T)(V). On vérifie les propriétés suivantes & partir de sa
définition.

1. Unité : (k)" ~k,

2. Additivité : (Vo W) ~ v gw),

3. Multiplicativité : (V @ W) ~ V() @ W),

4. Dualité : Homy (V™ W) ~ Homy (V, W)™,

5. Composition : (V")) ~ y(r+s)

Les quatre derniers isomorphismes sont des isomorphismes de (bi)foncteurs
strictement polynomiaux. Les deux premiers isomorphismes impliquent que
V() a méme dimension que V, pour tout espace vectoriel V de dimension
finie.

Remarque 8.1. Les foncteurs de torsion de Frobenius engendrent les fonc-
teurs strictement polynomiaux additifs. Plus précisément, si k est un anneau

commutatif quelconque, on définit le foncteur Iérﬂz

posée du foncteur de torsion de Frobenius I(") e Pijpi,pr avec le foncteur
V — V/pV, considéré comme un foncteur de Py ;. On prouve alors [10, Prop
3.5| le résultat suivant. Soit F' € Pgy, tel pour tout V, W le morphisme ca-
nonique F(V)® F(W) — F(V @ W) est un isomorphisme. Si d = 1, alors
F~F(k)®I.Sid> 1 alors il existe un nombre premier p et un entier » > 0
tel que F' ~ F(k) ® IXHZ.

€ Pxpr comme la com-

Pour tout F' € Py, on note F() la composée F o I"). Le lemme suivant
regroupe des faits élémentaires qui permettent de manipuler ces foncteurs
dans les calculs. Un foncteur G est dit r-négligeable si pour tout F' on a

Homgp, (F(),G) = 0.
Lemme 8.2. 1. Les foncteurs r-négligeables sont stables par produits, par
sous-objets et par extensions.

2. 51 Gy, i = 1,...,n sont des foncteurs homogénes de poids respectifs
d;, et s’il existe i tel que p" fd; alors le produit tensoriel Q. G; est
r-négligeable.

3. Si G est r-négligeable, alors pour tout V', le foncteur a paramétre Gy
est r-négligeable.
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4. St f: F— G etg:G— H sont deux morphismes injectifs dont les
conoyauzx sont r-négligeables, alors le conoyau de go f est r-négligeable.

5. Le conoyau de Uinjection canonique S < SP"4 est r-négligeable.

Démonstration. Le point 1 découle des propriétés de Homp, (—, —). Le point
2 découle de l'adjonction somme-diagonale (6.19). Le point 3 découle de
Iisomorphisme d’adjonction Homp, (F("), Gy) =~ Homp, (FM)V,G), et de
Iisomorphisme de foncteurs (F(M)V ~ (FV(T>)(T). Le point 4 découle de la
suite exacte courte : 0 — cokerf — coker(g o f) — cokerg — 0 et du
point 1. Enfin, pour montrer le point 5, il suffit de montrer que les conoyaux
des injections canoniques f; : Gdp* (r=i) ., gadp™*! (r=i=1) ot r-négligeables.
La suite exacte courte 0 — Sdpiu.) — 5P gdp" =1 o 61 montre que le
conoyau de f; se plonge dans (S’dplﬂ_l (T_i_l)®l(”_i_l)) qui est r-négligeable
par le point 2. ]

Plus généralement, si F' € Pk (k,¢) est un multifoncteur strictement po-
lynomial, on note F(") ¢ Pk (k, ) le multifoncteur obtenu en précomposant
chacune des variables de F par le foncteur I(). La précomposition par 1()
induit un foncteur exact :

— Pk, 0) — Pk, 0) .
Par exactitude, ce foncteur induit un morphisme gradué, naturel en F', G :

EXt;;k(k‘,f) (F, G) — Eth;Dk(k,Z) (‘FW(T)7 G(T)) . (81)

On note Py(k,£)") la sous-catégorie pleine de Py(k,£) dont les objets sont
les multifoncteurs du type F(). La proposition suivante donne une premiére
idée de l’effet de la précomposition par la torsion de Frobenius.

Proposition 8.3. La précomposition par I\") induit une équivalence de ca-
tégories Py (k,0) ~ Py(k,0)"). De plus, la catégorie Py(k,)") est une sous-
catégorie de Serre*® de Py(k,l). En particulier le morphisme (8.1) est un
isomorphisme en degrés 0 et 1.

Démonstration. Quitte & dualiser les variables contravariantes des foncteurs,
on peut se contenter de considérer les catégories de la forme Py (¥).

Nous allons d’abord montrer que (8.1) est un isomorphisme en degrés 0
et 1. Par un argument de suite exacte longue, il suffit de montrer cela lorsque
F est un projectif standard et G un injectif standard. Mais les injectifs (resp.
projectifs) standard sont des foncteurs séparables. En utilisant la formule de
Kiinneth, on se raméne donc au cas £ =1, F = T4V et G = Sf,lv. Le lemme
8.2 fournit une suite exacte courte ot C' est r-négligeable.

0— (S{y - 8507 L C—0. (%)

298i A est une catégorie abélienne, une sous-catégorie de Serre de A est une sous-
catégorie pleine de A, stable par sous-objets, par quotients et par extensions.
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8.1 'Torsion de Frobenius A. Touzé

La suite exacte longue associée donne Ext%;k (F,.G0)y =0 = Ext%;k(F ,G),
et un isomorphisme Homp, (F™), G(")) ~ Homp, (F ("), Sﬁ;d). Par le lemme
de Yoneda, cet espace de morphismes est isomorphe a F ti(VV(T)), qui a méme
dimension que F*(W) donc que Hom(F, G). Pour montrer Iisomorphisme en
degré 0 il suffit donc de montrer I'injectivité en degré 0. Mais si f : F(U(”)) —
G(U™) est nulle pour tout U alors comme U ~ U™ on a f : F(U) — G(U)
nulle pour tout U, donc f nulle, ce qui prouve I'injectivité en degré 0.

L’isomorphisme en degré 0 montre que — : P (f) — Pp(0)") est
pleinement fidele. Ce foncteur est essentiellement surjectif par définition de
Px(0) (") 1a premiére partie de la proposition est donc démontrée.

L’isomorphisme en degré 1 montre que Py (£)(") est stable par extensions.
Comme Pk(f)(’") est stable par dualité, on peut se contenter de montrer la
stabilité par sous-objets. Soit F(") un foncteur homogéne de Py (£)("). Nous
devons montrer que pour tout morphisme f : F(") — G, le noyau de f est un
objet de Py (k,£)("). En plongeant G' dans un injectif standard, on se raméne
au cas G = M ®@ S3 ot M est un k-espace vectoriel, W = (W7, ..., W) est
un f-uplet de k-espaces vectoriels et d = (d1,...,dy) est un l-uplet d’entiers
positifs. On peut supposer ces entiers tous divisibles par p” car sinon f = 0 et
le noyau de f est bien dans Py(k, 6)(7"). Le foncteur G est un produit tensoriel
externe d’injectifs standard de Px. En tensorisant les suites exactes du type
(%) on obtient donc une suite exacte

OHM®(5’3V/5:)(’”) —G—C. (%)

Pour montrer que le noyau de f est un objet de Py(k,£)("), il suffit de mon-
trer que Homp]k(g)(F ONel ) = 0. En effet, si c’est le cas, alors f factorise
en une application f : F) — M ® (S;//(Z;:)(T). Et comme le morphisme
(8.1) est un isomorphisme en degré 0 il existe une application f” telle que
(fN") = £ si bien que ker f = ker f = ker(f"™) = (ker f)"). Pour
montrer que Hompk(g)(F ONel ) = 0 nous pouvons, quitte & prendre une ré-
solution projective de F', supposer que F' est un projectif standard, donc
séparable. L’annulation provient alors de la formule de Kiinneth et du fait
que C’ est une somme directe de produits tensoriels externes dans lesquels
au moins un des facteurs est r-négligeable. O

Pour les bifoncteurs strictement polynomiaux B € Pg(1,1), on a un
morphisme gradué analogue au morphisme (8.1) :

a(B) — Hy(B") (8.2)

induit par la précomposition par I() et les applications canoniques %" gl —

r4gl ~ (ngl)(r). Comme corollaire de la proposition 8.3 on obtient le
résultat suivant.

Corollaire 8.4. L’application (8.2) est un isomorphisme en degré 0 et 1.
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Démonstration. En prenant des résolution injectives on se restreint au cas
ou B est un injectif standard. Les injectifs standard dans B sont des Hom
externes, et dans ce cas, I'isomorphisme (6.21) permet d’obtenir le résultat
a partir de la proposition 8.3. O

En degrés supérieurs, on dispose de la propriété d’injectivité suivante
pour les applications (8.1) et (8.2). Cette propriété sera utilisée de maniére
essentielle dans la démonstration du théoréme principal 8.8.

Proposition 8.5. Pour tout r > 0, les applications (8.1) et (8.2) sont in-
jectives.

Démonstration. Quitte a dualiser les variables contravariantes, on peut sup-
poser k = 0. Soit V = (k™,... k™) et GL = GLy, X --- x GLy,, le produite
de groupes linéaires associé. On a un diagramme commutatif, dont les mor-
phismes horizontaux sont induits par I’évaluation sur (k™, k™) :

Extp, 1,1 (F, G) Ext, (F(V),G(V))
Extiy, 1y (F"), G0) — Exty, (F(V)I, G(v))

On récupére ainsi l'injectivité de la torsion de Frobenius pour les extensions
dans Pi(1,1) a partir de I'injectivité pour les extensions dans GL-Mod et
I'isomorphisme du corollaire 7.35. La démonstration de I'injectivité de (8.2)
est similaire. O

Contrairement a la proposition (8.3), on ne connait pas de démonstration
purement fonctorielle de la proposition 8.5. On s’attend a ce que la résolution
du probléme suivant apporte des informations intéressantes sur les foncteurs
strictement polynomiaux.

Probléme 8.6. Trouver une démonstration purement fonctorielle de [’'in-
jectivité de la torsion de Frobenius en Ext.

8.2 Foncteurs a paramétres gradués

Soit F' € P un foncteur strictement polynomial. On rappelle que si
W est un espace vectoriel de dimension finie Fjy désigne le foncteur « a
paramétre » tel que Fyy (V) = F(V®@W). Si W est gradué, alors le foncteur
Fyy hérite d’'une graduation de la maniére suivante. On définit une action du
groupe multiplicatif G,, sur W telle que G,, agisse par la formule \-z = A%z
sur les éléments homogéne de degré d de W. Comme F est un foncteur
strictement polynomial, cette action de G,, induit une action de G,, sur le
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foncteur Fyy donc une décomposition en espaces de poids sous 'action de ce
groupe multiplicatif :

i
Le foncteur (Fyy)! est appelé partie homogéne de degré i de Fyy. Cette dé-
composition est compatible aux sommes directes de foncteurs (F®G)w ) =
(Fw)' @ (Gw)" et préserve les poids, i.e. si F' est homogene de poids d, alors
les (Fy)* sont homogénes de poids d.

Exemple 8.7. Pour les foncteurs puissances symétriques, puissances exté-
rieures ou puissances divisées (ou un produit tensoriel de tels foncteurs), la
notion de degré que nous venons d’introduire coincide avec la notion de degré
usuel. Par exemple si on considére I'espace vectoriel gradué W = k[0] & k[2]
constitué d’une copie de k placée en degré zéro et d’un copie de k placée en
degré 2, on a une décomposition :

d
St (V) =P S (V e k[0) @ SV @ k[2]) .
=0

ot chaque terme S*(V @ k[0]) ® SV @ k[2]) est placé en degré 2d — 2i.
La partie homogéne de degré k du foncteur Sf/lV est égale a S' ® ST si
k = 2d — 2i et est nulle sinon.

On dispose de la description alternative suivante de la graduation sur
Fy. Notons W la composante homogéne de degré i; de W. On a donc
W = Wh @ -.- ® W, Pour tout foncteur strictement polynomial F
on considére le foncteur strictement polynomial & n variables F tel que
FVi,...,Vo) =F(Vi®---@®V,). Onnote Fg, 4, sa composante homogéne
de poids (dy,...,dy). On a une décomposition :

Fy(V)= P Fuya) VoW, . . VaWr).
(d1,...,dn)

Le foncteur V = Fg, 4 )(V ® Wi ...,V ®Win) est un facteur direct de
Fy, homogene de degré > dyiy.

Notons P} la catégorie des foncteurs strictement polynomiaux gradués
et des morphismes préservant la graduation. Si W est un espace vectoriel
gradué fixé, la paramétrisation par W définit un foncteur exact

Px — Py .

Ce procédé de paramétrisation par des espaces vectoriels gradués s’étend
naturellement aux bifoncteurs strictement polynomiaux B € Pk(1,1). On
peut paramétriser les bifoncteurs par une paire d’espaces vectoriels, mais
dans la suite le premier espace de la paire sera toujours pris égal a k. Si
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W est un espace vectoriel, on notera donc simplement By, le bifoncteur tel
que By (U, V) = B(U,V ® W). Si W est gradué, alors By hérite d’une
graduation. De méme que précédemment, on appelle partie homogéne de
degré i de By le facteur direct (By)® de By caractérisé par la propriété
suivante. Pour tout couple U,V I'espace vectoriel (B )*(U,V) est égal a
I'espace de poids ¢ de B(U,V ® W) sous 'action du groupe multiplicatif
G- SiPk(1,1) désigne la catégorie des bifoncteurs strictement polynomiaux
graduées (et des morphismes préservant la graduation), la paramétrisation
par W induit donc un foncteur exact :

Pk(l, 1) — 'Pu:(l, 1) .

8.3 Le théoréme principal et ses conséquences

On note E, l'espace vectoriel gradué défini®? par :

. ksii=2kavecO<k<p",
(ET)Z:{

0 sinon.

Si B € Px(1,1) on a un foncteur gradué a paramétre B, concentré en degrés
pairs (car F, est concentré en degrés pairs). Le théoréme principal décrivant
la cohomologie du bifoncteur B(") est le suivant.

Théoréme 8.8. Pour tout bifoncteur strictement polynomial B et tout en-
tier r > 0, on a un isomorphisme gradué (en prenant le degré total, c’est a
dire la somme du degré cohomologique et du degré de Bg, sur le membre de
droite), naturel en B :

;‘1(3(’”)) = H§1(BET) .

Ce théoréme a été obtenu dans [7] & la différence prés que la fonctorialité
n’y est obtenue qu’a filtration prés. Le fait que la filtration scinde est di a
van der Kallen [vdK4]. Nous indiquons une démonstration du théoréme dans
les sections 8.4 & 8.5 ci-dessous. Auparavant, nous mentionnons quelques
applications de ce résultat évoquées dans [5, 7]. Une application importante
supplémentaire sera donnée & la section 9.

1. Cas des foncteurs strictement polynomiaux. Le théoréme 8.8 ré-
pond positivement a la conjecture formulée dans [5], portant Peffet de
la précomposition par le foncteur (") sur les extensions dans Py. En
effet, si F' et G sont deux foncteurs strictement polynomiaux homo-
génes de degré d et si Homg(F,G) désigne leur Hom externe, on des
égalités :

Homy (F™, ") = Homy (F, G)™,  Homy(F,Gg,) = Homy (F,G)g, .

39Nous démontrerons plus loin I'isomorphisme gradué E, ~ Extp, (IW, Im). Ce résultat
a ¢été obtenu en premier par Friedlander et Suslin [FS].
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A Taide des isomorphismes entre cohomologie des Hom externes et
extensions de foncteurs (6.21) et du théoréme 8.8, on obtient une chaine
d’isomorphismes gradués naturels en F' et G
Exty, (F™),G") ~ H}(Homy(F, G)™)
~ Hy(Homy(F,Gg,)) ~ Extp (F,Gg,) .

2. Croissance de la cohomologie. Le théoréme 8.8 donne des informa-
tions quantitatives sur I'influence de la torsion de Frobenius en cohomo-
logie. Par exemple, Bg, contient une copie de B comme facteur direct
en chaque degré 0,2,...,2p" — 2. Ainsi, on a une injection (naturelle
en B)

@ogz'qf H;H “(B) = Hgl(B(”)-
Plus généralement, soit B un bifoncteur strictement polynomial bi-

homogéne de poids (d,d) avec d > 0. Soit B(g,, . 4,) la composante
multihomogéne de poids (d,d, ..., d,) du multifoncteur :

(V,Wi,.. ., W) = BV, W1 @ --- @ W,) .

Si on note Bg,, . 4., (V,W) = B, . 4,)(V,;W,..., W), alors on a un

isomorphisme de bifoncteurs gradués, ou chaque copie de Bg, . 4.

indexée par I = {i1,...,i,} est placée en degré >, 2iydy :
min{p",d}
s D D D Hu
n=1 Ic{,..., p"} (dyy - dn)
I =n di >0
Sdy =d

En particulier la cohomologie H, gl(B(T)) pour tout les r > 0 ne dépend
que du calcul des H gl(B(dl,...,dn))v avec n < d. Ces bifoncteurs sont en
nombre fini. Ainsi, si B prend des valeurs de dimensions finies et si
d(r) désigne la dimension totale®' de H gl(B(’”)) alors pour 7 > log,,(d)
c’est une fonction de la forme :

ou P est polynéme de degré d a coefficients entiers positifs dépendant
explicitement des dimensions totales des H, gl(B(dl,...,dn))- Ce polynéme
peut également étre calculé a partir des dimensions des H gl(B(T)) pour
les petites valeurs de r.

31En d’autres termes, d(r) désigne la somme de toutes les dimensions des Hél(B<T>).
C’est un nombre fini d’aprés les corollaire 7.14 et le fait que I'?gl admette une résolution
par des bifoncteurs projectifs de type fini (car ¢’est un bifoncteur dont les valeurs sont des
k-espaces vectoriels de dimension finie).
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3. Bornes de stabilisation cohomologique. On remarque que les fonc-
teurs B, et Bg, , sont égaux en degré ¢ < 2p”. On a donc un isomor-
phisme : ‘ A

Hél(B(T)) o~ Hél(B(r‘H)) pour ¢ < 2p".

On retrouve ainsi le phénomeéne de stabilisation forte de [FFSS, Co
4.10]. (Ce théoréme de stabilisation forte donne une meilleure borne
que celle du résultat de [CPSvdK]).

4. Calculs explicites. Le théoréme 8.8 fournit également des calculs ex-
plicites. Nous illustrons ceci par un résultat de [1]32 sur la cohomologie
du bifoncteur S%l(V, W) = S (Homy(V,W)). D’aprés [ABW, Thm
II1.1.5] ce bifoncteur a une bonne filtration, i.e. une filtration dont le
gradué est une somme directe de bifoncteurs de la forme Homy (W), Sy)
ou Sy est le foncteur de Schur (4.11) et W) = Sfi\ son dual. On a une
annulation

H;O(Homk(WA, Sy)) ~ EXt%ﬂ?(W)\, Sy) =0

qui provient de la structure de catégorie de plus haut poids de 77d7k33.
Ainsi le théoréme 8.8 fournit un isomorphisme gradué :

Q(Sdgl(’")) ~ H3(5%lg,) = H)(SglE,) - (8.3)

Pour calculer la série de Poincaré du membre de droite de (8.3), on
peut utiliser le changement de base. En effet le bifoncteur SdglET est
défini sur Z. Si on note (SdglET)i sa composante homogéne de degré i,
on a :

dimy Hgl,k((sdgla)i) = rang Hgl,Z((SdglEr)i) ;
= dimc¢ Hgl,c((sdgla)i) ;
= dimc(H&,c((glE,,.)@d)z )& - (8.4)

Les deux premiére égalités découlent du théoréme de changement de
base (6.22). La troisiéme égalité découle par fonctorialité du fait qu’en
caractéristique nulle S4(V) = (V®?)g, s’identifie au facteur direct
de V®? donné par les invariants sous l'action du groupe symétrique.
On montre facilement (par exemple en utilisant I’adjonction somme-
diagonale) le lemme suivant.

32La démonstration originelle donnée dans [1] ne repose pas sur le théoréme 8.8, mais
utilise a la place un calcul de Chalupnik [Chal] qui est une forme (trés faible) du théoréme
8.8.

33Les foncteurs de Schur correspondent aux objets costandard pour la structure de
catégorie de plus haut poids, les foncteurs de Weyl aux objets standard. L’annulation
provient de l'annulation des Ext”°(Aj,V,) valable dans toute catégorie de plus haut
poids.
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Lemme 8.9. On a un isomorphisme de &g-modules Hgl((glEr)‘@d) ~
kSy® E®? o1, &y agit par conjugaison sur k&g et par permutation des
facteurs sur E2?.

L’égalité (8.4) réduit donc le calcul de Hél(Sdgl(T)) a un calcul de coin-
variants du groupe symétrique en caractéristique nulle!

Pour k = Z/2Z, notre calcul de H gl(Sdgl(T)) a une application dans
[FF|, ou il fournit d’aprés |[FF, Thm 7.7, Section 8| la page initiale
d’une suite spectrale qui converge vers la cohomologie de GL,(Z/4Z)
& coefficients constants. Les pages initiales des suites spectrales corres-
pondant & la cohomologie de G L,,(Z/p?Z) pour p impair font intervenir
des puissances extérieures, et le probléme suivant est ouvert.

Probléme 8.10. Déterminer Hg*l((Sdgl)(T) ® (AFgl)M) en toute carac-
téristique p, pour tout d > 0 et tout k > 0.

8.4 Complexes de Troesch et formalité

Un n-complexe (positif) dans une catégorie additive A est un objet gra-
dué C = @,~, C*, muni d’'une différentielle d : C* — C*! telle que d™ = 0.
Un 2-complexe est donc la méme chose qu'un complexe au sens usuel. Si C
est un n-complexe, sa contraction C[y (pour 1 < s < n) est le complexe
défini par :

i C™/2 i i est pair,
s Csti=1)/2 i § est impair.

et la différentielle est donnée par les composées d° : C[is} — Ol et dns

[s]
C[is} — C’gl suivant la parité de i. Ainsi, la partie de degré pair de Cly
correspond a la partie de degré multiple de n de C, tandis que la partie de
degré impair de Cj, est un facteur direct de la partie de C' dont le degré
n’est pas divisible par n.

Nous rappelons maintenant les complexes construits par Troesch [Tr]. Ces
complexes généralisent en toute caractéristique les complexes de puissances
symétriques construits en caractéristique 2 dans [FLS, FS|. On note I,
I'espace vectoriel gradué tel que (III,.)* = k pour 0 < i < p” et 0 sinon.

Théoréme 8.11. [Tr/ Soient d et r des entiers strictement positifs. Il existe
une p-différentielle 0 sur le foncteur gradué Sfﬁ\ qui augmente le degré de

p" L. Notons T le complexe obtenu par contraction du p-complexe supporté

par la partie homogéne de degré multiple de p™' :
™ T r— -1 v oo r— -1
(St ) > (St P S (S ) S (S )T S
T a i T
T T! T2 T3

Alors T fournit une résolution de S%(").
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Fixons des entiers d et r. Le complexe T' est une résolution injective de
Se(r), par des produits tensoriels de puissances symétriques. Si F' est un
foncteur strictement polynomial homogéne de poids d, les extensions entre
F) et §91) sont donc calculées ’homologie du complexe

Homp, (F™),T) .

On remarque que si S ®---® S est un facteur direct de Sﬁl. tel que tous
les i;, sont divisibles par p”, alors ce facteur direct est placé en degré multiple
de p”. Cette observation essentielle montre le lemme suivant.

Lemme 8.12. La partie de degré impair de T est un foncteur négligeable.
En particulier, on a

Homp, (F"),T) = Ext}, (F", 540y .

Pour calculer Extp (F' (r),84()) il suffit donc de calculer la partie de
degré pair du complexe Homp, (F' ) T ). Soit HL(«T) I’espace vectoriel gradué :
(11(M)*" = k pour 0 < i < p", et 0 sinon.

L’espace vectoriel H_L(nr) est donc la valeur en k du foncteur strictement po-
lynomial gradué (1)) . On a un isomorphisme (S)ppy ) ~ (S0 .
La précomposition par 1) et I'inclusion (S? (T))LH,. — (Sdpr)mT induisent
donc un morphisme composé :

Homp, (F, Sfy; ) — Homep, (F), (S0)) 1 ) — Homp, (F", S2 ) .

Le premier morphisme de cette composée est un isomorphisme d’aprés la pro-
position 8.3. D’apreés les points 3 et 5 du lemme 8.2, le conoyau de 'inclusion
(8¢ (T))IHT — (Sde)HL est r-négligeable, donc le deuxiéme morphisme de
la composée est un isomorphisme. Par définition de HL(«T), I’espace vectoriel
gradué de gauche (donc celui de droite) est concentré en degré multiples de
p". Si l'on regradue I'isomorphisme en multipliant tous les degrés par 2/p",

alors I'isomorphisme se réécrit en un isomorphisme gradué
Homp, (F, (5% g, ) ~ Homp, (F"), T) .
On a démontré le résultat suivant [5, Thm 4.6].

Théoréme 8.13 (Formalité faible). Pour tout F' € Pgx, le compleze
Hompk(F(T),T) est nul en degrés impairs. On a un isomorphisme gradué,
naturel en I :

Homp, (F, $%,) = Homp, (F),T) = Extp (F"),540)) .
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Le résultat de formalité du théoréme 8.13 permet d’obtenir sans effort de
nombreux calculs de [FS, FFSS, Chal|, qui étaient obtenus dans ces articles
au prix de l'analyse simultanée de diverses suites spectrales hypercohomo-
logiques par des récurrences imbriquées. L’exemple le plus simple est le cas
F =1,d=1, qui redonne le calcul de Friedlander et Suslin :

Ext}, (11, 10) ~ Homp, (I, I, ) ~ E, .

Plus généralement, le cas F = I'* donne une nouvelle démonstration du
calcul fondamental de [FFSS, thm 4.5] :

Extp, (04", 5¢(") ~ Homp, (T'¢, 5§ ) ~ SU(E,) .

8.5 Démonstration du théoréme 8.8

Nous démontrons dans cette section le théoréme 8.8 en suivant la démons-
tration de [7] et en incorporant l’amélioration proposée dans [vdK4, Ex 5.15].
Nous utilisons le formalisme des catégories dérivées dans la démonstration,
pour lequel nous renvoyons a [Wei, Kel.

8.5.1 Adjoint A la précomposition par (")

Pour des raisons formelles [McL, V.6], le foncteur de précomposition par
I admet un adjoint & gauche

{: Pdpr"dpr"]k(l, 1) — Pd,d,[k(L 1) .

L’idée d’utiliser cet adjoint dans les calculs d’extensions apparait dans
[Cha3]. On peut calculer explicitement ¢(B). Par commodité, on utilisera
plutot le dual £(B)* dans la suite. Les injectifs standard dans Pgq(1,1)
sont de la forme (V, W) ~— Homy (T, S&,). Le lemme de Yoneda et I'isomor-
phisme d’adjonction induisent donc des isomorphismes

{(B)¥(V,W) =~ Homp, , .1 1)(¢(B), Homy (T'{,, S§t,)) ,

~ Hompdp )(B, Homk(f“‘i/, ng)(r)) .

T,dp'r,]k(lyl

Rappelons qu'un complexe de bifoncteurs C' est formel si on a un isomor-
phisme C' ~ C’ dans la catégorie dérivée D(Py(1,1)), ou C” est un complexe
a différentielle nulle. De maniére équivalente C' et C’ sont reliés par un zigzag
de quasi-isomorphismes de complexes de bifoncteurs. Le théoréme 8.13 peut
se reformuler de la maniére suivante.

Proposition 8.14. [7, Prop. 13] Soit P un résolution projective du bifonc-
teur T%"gl. Le complexe B(P)(’”) est formel. Pour tout n, on a un isomor-
phisme de bifoncteurs

H,(((P)) = (Mglg,)"
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Démonstration. On travaille dans la sous-catégorie abélienne ngr, dpr’]k(l, 1)
des bifoncteurs prenant des valeurs de dimensions finies. Comme I'?"gl a
ses valeurs de dimensions finies, on peut remplacer P par une résolution
projective P’ dans P({pr, apr (1, 1). L’expression explicite du dual de £(B)
montre que £ se restreint en un foncteur

. pf f
C: P gpr (1 1) = Pggp(1,1)

Donc £(P')") est un complexe dans 73;,;Drjglpr7]k(17 1). Quitte & dualiser, il suf-
fit pour démontrer la formalité de K(P)(T), de produire un zigzag de quasi-
isomorphismes de complexes dans Pétp"",dp"",k
différentielle nulle :

(P) Nt~ Py L x By

(1,1), ot Y est un complexe a

On construit ce zigzag de la fagon suivante. Soit 1" la résolution de Troesch
de S4(") du théoreme 8.11, Q une résolution projective de T'4(") et :

KV,W = Tot Homk(Qv,Tw) .

Le complexe Ky est donc une résolution injective (par des injectifs stan-
dard) du bifoncteur Fyy := Homy (T4 )y, (S4())yy-). On définit des com-
plexes de bifoncteurs homogénes de poids dp” par rapport a chacune des
variables V, W par :

X(V, W) = Hompde,de,k(l,l)(P’ wa) y
Y(V,W) :=Homp, , , (F*"))y, Tw) .

Avec cette définition, le complexe Y est un complexe a différentielle nulle.
En effet, le théoréme de formalité faible 8.13 assure que le complexe

Hompdpmk ((Fd ") )V’ TW) = Hom'Pde,Jk ((Fd (r))Homk(V,W) ) T)

~ Hompdpr’k((lﬂd ), 1)

Homy (V,W)(r) )

est nul en degré impairs, en particulier sa différentielle est nulle. Nous avons
les objets de notre zigzag, il nous reste & en définir les morphismes. Le com-
plexe £(P")("M¥ est donné explicitement par le calcul de la section 8.5.1 :

((P)"*¥ ~ Homp, ) (P, Homy (T2, S% ,)) ™))

/
~ Hompdpr,de,k(l71) (P ,Fuw) .

T‘,dpr,]k(l’l

On peut donc définir le quasi-isomorphisme (1) comme le morphisme induit
par l'injection Fyw <— Kyw. Le quasi-isomorphisme (2) est quant a lui
défini comme la composée :

Homp, , , (T*™)y, Jw) — Tot Homp, , (Qv, Jw)
= HOHlPdp",dp",k(lvl) (de"lgL KV,W)

- Hom'Pdpr’dpr’]k(l,l) (P7 KVyW)
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oil le premier morphisme est induit par '’épimorphisme Qy — (I'? (T))V et le
troisiéme par 1’épimorphisme P — I'%"gl.

Il reste a calculer 'homologie de ¢(P). Le théoréme 8.13 donne un iso-
morphisme, naturel en V, W :

H*(Y(V,W)) ~ Homp,, (T,

Homk(v,W)(m»S%J ~ S4(Homy (V,W)") @ E,) .

En dualisant et en utilisant le zigzag (*) on obtient donc un isomorphisme
de bifoncteurs : H,(¢(P)(")) ~ ((nglEr)(’"))". D’apreés la proposition 8.3, cet
isomorphisme provient d’un isomorphisme H, (¢(P)) ~ (I'gly )™ O

8.5.2 Suites spectrales hypercohomologiques

On se fixe une catégorie abélienne A avec assez d’injectifs et de projectifs.
Soient C et D deux complexes dans A bornés respectivement supérieurement
et inférieurement (i.e. Cs = 0 = D?® pour s < 0). Soit J un complexe d’in-
jectifs, et C'— J un quasi-isomorphisme. On note HExt% (C, D) les groupes
d’HyperExt entre C' et D, c’est a dire 'homologie du complexe total associé
au bicomplexe Hom 4 (Cs, J*).

En calculant I’homologie de ce complexe d’abord selon s puis selon ¢ on
obtient une suite spectrale hypercohomologique (on ne considérera jamais
lautre suite spectrale hypercohomologique dans la suite) :

E3'(C, D) = HExtY (H,(C), D) = Ext"(C, D).

Si C — C’" ou D — D' sont des quasi-isomorphismes, il induisent des iso-
morphismes de suites spectrales hypercohomologiques. Par exemple si D est
formel, on on peut réécrire la deuxiéme page sous la forme :

Ey'(C,D) = @) Exti4(H.(C), H (D))
i+j=t

Si C' est formel, alors la suite spectral hypercohomologique s’arréte a la page
2, la filtration sur ’aboutissant scinde et on a pour tout n un isomorphisme
naturel en D :
& E;'(C, D) ~HExt"(C, D).
s+t=n

Exemple 8.15 (Suite spectrale de torsion de Frobenius). Soit B € Py 4(1,1)
et P une résolution projective de I'®"gl. La suite spectrale de torsion de
Frobenius est la suite spectrale hypercohomologique associée a (¢(P), B).
Cette suite peut se réécrire sous la forme

Ey'(((P), B) = Hy((Bg,)*) = Hy"(B").
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En effet, B est un complexe de bifoncteurs concentré en degré 0, on a donc :

E;’t(E(P)vB) = EXt%d’dyk(l,l)(HS(e(P))vB)

o~ EXt%dyd,k(l,l)((nglET)sv B) (proposition 8.14)
~ Ext';,d’d‘k(lyl)(I‘dgl, (Bg,.)?%) (adjonction)
= Hy((Bg,)") -

De plus, par définition de ¢ le bicomplexe Hode’d,k(Ll)(ﬁ(Ps), Jt) est iso-

morphe au bicomplexe Homp, Wk(l’l)(Ps, Jt(), d’ott un isomorphisme

HExt*(¢(P), B) ~ Ext*(T%"gl, B") = Hy(B") .

8.5.3 Arrét des suites spectrales hypercohomologiques

Soient C' et D deux complexes de bifoncteurs dans Pgqx(1,1) bornés
resp. supérieurement et inférieurement. Soit D — J un quasi-isomorphisme,
ot J est un complexe d’injectifs et J( — K un quasi-isomorphisme, ot K
est un complexe d’injectifs. On a un morphisme de bicomplexes, induit par
la précomposition par 1) et par le morphisme J — K :

HOm’pddek(Ll) (CS, Jt) — Hompdpr,dp’",k(lvl) (CéT), Kt) .

Ce morphisme induit un morphisme de suites spectrales hypercohomolo-
giques :

E**(C,D) % B (c™, D0y .

Supposons D (donc a fortiori D)) formel. Alors on peut réécrire les
deuxiémes pages des suites spectrales hypercohomologiques sous la forme :

E;'(C,D)= P Extp, .11 (Hs(C), DY)
itj=t
Ey'(Cc,p") = P Ext%dpr,dpr,ka,l)(Hs(C)(’"), DIy
i+j=t

et par définition de ¢ le morphisme ¢o : E;™(C, D) — E;’*(C(T),D(r)) est
le morphisme induit en cohomologie par la précomposition par la torsion
de Frobenius. En particulier, ¢y est injectif (cf. proposition 8.5). Si C'(") est
formel alors la suite spectrale hypercohomologique E**(C("), D(")) s’arréte
a la page 2, et comme ¢ est injectif, la suite spectrale hypercohomologique
E**(C, D) s’arréte également a la page 2. Nous venons d’établir le critére
suivant d’arrét des suites spectrales hypercohomologiques.

Proposition 8.16. Soient C et D deux complexes de bifoncteurs dans
Paax(1,1) bornés resp. supérieurement et inférieurement. On suppose que
les complexes C") et D sont formels. Alors la suite spectrale hypercohomo-
logique E**(C, D) s’arréte a la page 2.
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Si P est une résolution projective de %" gl, le complexe ¢ (P)(’") est formel
d’aprés la proposition 8.14. Pour tout bifoncteur B € Pgqx(1,1) la suite
spectrale de torsion de Frobenius de ’exemple 8.15 s’arréte donc a la page 2
et on obtient le résultat suivant :

Théoréme 8.17. [7, Thm 2/ Soit B un bifoncteur strictement polynomial.
1l existe une filtration de H;(B(T)) naturelle en B, et on a un isomorphisme
gradué, naturel en B :

P HL(Br)*) ~ HE(BM).

s+t=n

L’étape suivante va permettre de retirer le gradué dans 1’énoncé du théo-
réme, c’est a dire de démontrer le théoréme 8.8.

8.5.4 Formalité forte

La démonstration du théoréme 8.17 repose sur la formalité du complexe
¢(P)("). Un résultat plus fort est vrai : le complexe £(P) est formel. La dé-
monstration de ce fait a été annoncée dans [Cha3]. Nous donnons ici un
argument indiqué par van der Kallen [vdK4| qui permet de déduire la for-
malité de ¢(P) facilement du travail déja effectué. L’argument de van der
Kallen repose sur la propriété suivante.

Proposition 8.18. [vdK/, Ezx. 5.15] Soit A une catégorie abélienne avec
assez d’injectifs et de projectifs. Soit C un complexe dans A, d’homologie
bornée. Supposons que pour tout complexe formel D d’homologie bornée, la
suite spectrale hypercohomologique E**(C, D) s’arréte a la page 2. Alors C
est formel.

Démonstration. Appelons taille d'un complexe le nombre de groupes d’ho-
mologie non nuls de ce complexe. Les complexes de taille < 1 sont formels.
Pour démontrer la formalité de C' il suffit donc de démontrer le fait suivant.
Si C' est un complexe borné de taille > 1, alors il existe des complexes D et
C’ tels que C' ~ D @ C" dans D(A) ot D est de taille 1 et la taille de C” est
strictement plus petite que celle de C.

Supposons C' de taille > 1. Soit m le plus petit entier tel que H™(C') # 0.
On prend pour D une troncature de C' : D¥ = C* si k < m, D™ = ker[C™ —
C™*1 et D = 0 pour k > m. Le complexe D est un sous-complexe de C,
on prend ¢’ = C'/D. Nous avons nos complexes D et C’, il reste & montrer
que C ~ D@ (C".

Notons ¢ : D — C linclusion. Ce morphisme induit un morphisme
de suites spectrales hypercohomologiques : ¢ : E**(C,D) — E**(D,D).
Comme le complexe D est formel, on peut écrire la page 2 de ces suites
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spectrales sous la forme :

E**(C,D) = €D Exty4(H *(C), H (D)),
i+j=t

E**(D,D) = P Exty(H *(D), H/(D)) .
i+j=t

Par définition de ¢ : D — (', le morphisme 1 est injectif. Par hypothése,
les suites spectrales E**(C, D) et E**(D, D) s’arrétent a la page 2. On en
déduit donc que ¢ = HExt% (¢, D) : HExt (C, D) — HExt% (D, D) est sur-
jectif. Mais si X et Y sont deux complexes bornés, on a HExt?Lt(X YY) =
Homp4)(X,Y). La surjectivité de HExt% (¢, D) montre donc que le mor-
phisme ¢ : C — D admet un rétracte r dans D(A). On forme alors un
diagramme commutatif dans D(A) :

L ™

D C c’
- e |
D—DaC ——(

dont les lignes sont induites par les suites exactes courtes de complexes 0 —
D—-C—-C/D—-0et0—D— D&C — C'" Les deux lignes du
diagramme peuvent donc se compléter en un triangle exact. D’aprés le lemme
des 5, le morphisme du milieu est un isomorphisme dans D(.A). O

Corollaire 8.19. [udK4, Ex. 5.15] Soit P une résolution projective de T%" gl
dans Papr apr k(1,1). Le complexe £(P) est formel.

Démonstration. Le complexe ¢(P) est d’homologie bornée d’aprés la propo-
sition 8.14. Soit D un complexe formel dans Py 45 (1, 1). Le complexe £(P)()
est formel, donc la suite spectrale hypercohomologique E**(¢(P)(), D)
s’arréte a la page 2. D’aprés la proposition 8.16, ceci implique que la suite
spectrale E**(¢(P), D) s’arréte a la page 2. Le résultat découle donc de la
proposition précédente. O

Le théoréme 8.8 découle maintenant de la formalité de ¢(P). En effet,
cette formalité implique que la suite spectrale de torsion de Frobenius de
I'exemple 8.15 s’arréte a la deuxiéme page et qu’on a un isomorphisme
Diion B3 (U(P), B) ~ HExt}p, (; 1)(¢(P), B) naturel en B. L'identification
de la deuxiéme page et de I’aboutissant donnée dans l'exemple 8.15 achéve
la démonstration du théoréme 8.8.

8.6 Structures additionnelles

L’énoncé du théoréme 8.8 passe sous silence la compatibilité de 1’isomor-
phisme H gl(B(T)) ~ H3(Bpg,) avec la torsion de Frobenius ou avec les cup
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produits. En effet, cet isomorphisme est construit & partir de I'isomorphisme
du théoréeme 8.13, dont nous ne savons pas démontrer la compatibilité avec
les cup produits et la torsion de Frobenius en général. Pour obtenir la com-
patibilité avec la torsion de Frobenius et les cup produits, il nous faudrait
également établir une version de la proposition 8.18 qui tienne compte de
ces structures.

Nous donnons ici un moyen de contourner partiellement ces problémes,
en suivant [5, section 5|. L’idée est de construire un nouvel isomorphisme
Hy(J ) ~ H&(JEr) pour les bifoncteurs J injectifs. On peut ensuite re-
prendre une partie des constructions précédentes, en particulier la suite spec-
trale de torsion de Frobenius de I’exemple 8.15 en utilisant cet isomorphisme.
Toutefois, notre nouvel isomorphisme n’existe qu’au niveau de ’homologie :
on n’a pas de résultat de formalité compatible au cup produit, ce qui fait que
lon ne peut pas obtenir (sans un travail supplémentaire qui reste a faire)
une version du théoréme 8.8 compatible au cup produit et a la torsion de
Frobenius.

Pour construire notre nouvel isomorphisme, on utilise le lemme suivant,
qui découle directement du théoréme 8.13 (ou du théoréme 8.8).

Lemme 8.20. [5, cor 4.7] Soit P (resp. J) un projectif (resp. injectif) de
Pax- Alors pour tout i les foncteurs suivant sont exacts.

F s Exth (PM, FM)) . F s Bxt (FO,J0) .

Nous sommes maintenant prét pour construire notre nouvel isomor-
phisme Hy (J (")) ~ Hgl(J £,). On rappelle que la torsion de Frobenius in-
duit une injection en Ext*. On dit qu'une famille ¢, : E, ~ Extp (1 (), 1)
est compatible avec la torsion de Frobenius si pour tout r les diagrammes
suivants commutent (ou le morphisme vertical de gauche est I'inclusion ca-

nonique de F, dans F,11 et celui de droite est donné par la précomposition
par 1(M)

By 2L Exty, (101, 10+1)

|

P Bt (10), 10))

E,

Théoréme 8.21. [5, thm 5.6/ Une famille d’isomorphismes (¢r)r>1 com-
patibles avec la torsion de Frobenius détermine des isomorphismes gradués,
naturels vis-a-vis du bifoncteur injectif J :

HY(J5,) ~ H3(J").

De plus ces isomorphismes sont compatibles avec le cup produit et avec la
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torsion de Frobenius, c’est a dire qu’on a des diagrammes commutatifs :

HY(Jg,) © HY(Kg,) ——= HY((J® K)g,) , HY(J5,) — HY(JE,,,) .

J{d’?‘@(ﬁr \LQST \L¢r l¢r+1

Hy(J0) © Hy(K") —=Hy((J @ K)1)  Hy(J0)) —— Hy(JO+D)

Démonstration. On proceéde en deux étapes. Tout d’abord, tout injectif J de
Pk(1,1) admet une présentation projective de la forme suivante, ou X et Y
sont des espaces vectoriels :

X ® Homy (%, @) — Y @ Homy (@4, @%) — J = 0. (%)

C’est en effet vrai pour les injectifs standard, qui sont des somme finies
de foncteurs de la forme Homy(T*,S*) ® Z, (Z un espace vectoriel) donc
c’est vrai pour tous les injectifs, qui sont des facteurs directs des injectifs
standards. On se fixe pour chaque injectif une telle résolution. D’aprés le
lemme 8.20 une résolution de ce type induit une suite exacte en cohomologie :

a(X ® Homy (27, ") ")) — Hy (Y ® Homy(®?, ")) — Hy(J7) — 0.
Et par des arguments élémentaires on a de méme une suite exacte :
Hy (X ® Homy (&, ®)p,) — Hg(Y ® Homg (&, ®")g,) — Hy(Jg,) = 0.

Il suffit donc de montrer le théoréme pour les bifoncteurs J de la forme
J = Homy (®%, ®@9). Le cas général s’en déduira en considérant les résolutions
projectives ().

Le groupe symétrique &, agit sur ®@% par permutation des facteurs. On
en déduit une action de G4 x S, sur le bifoncteur Homy (®%, @9). Plus préci-
sément, I’élément (o, 7) agit sur Homy (V4 W) — Homy (VE?, W&?) par
(o,7) - f = 7fo~ L. Par adjonction somme-diagonale on peut montrer qu’on
obtient ainsi un isomorphisme :

k(@d X 6d) = Endpk(Homk((X)d, ®d)) .
En d’autres termes, les morphismes
(o,7)—: Homk(®d, ®d) — Hom]k(@d, ®d)

forment une base des endomorphismes du bifoncteur Homy (®%, ®%). Pour
démontrer le cas des bifoncteurs J = Homy (®%, %), il suffit donc de produire
un isomorphisme gradué &, x G4-équivariant :

HY (Homy (7, ©%) ) — Hyj(Homy (24, @) .

Un tel isomorphisme est obtenu comme la composée 6 o (¢4 @ kSy) o (8')~!
ot 6 et @ proviennent de la proposition 8.22 ci-dessous. ]
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La proposition suivante donne une description explicite de
Hgl(Homk(@)d,@d)(’”)) comme &) *module. Sa démonstration est un
exercice (longuet mais élémentaire) d’application de l’adjonction somme-
diagonale (6.19).

Proposition 8.22. [5, Prop 5.4/, [Chal, p. 781], [FF, Thm 1.8]. Notons
(1, ) les éléments de {1} x &4 C &4 x &4. Les applications suivantes sont
des isomorphismes.

0: Hpy(Homg(I,1)")* ©kS; — Hy(Homy (@, @h)")

1R Rcg®a — (L) U---Uey) .
0 - Hgl(HOmk(I, I)ET)®d®k6d - Hgl(HOHl]k(@d,@d)Er)
R Qg = (La)(ctU---Ucy) .

De plus si 6;2 agit a la source des morphismes via la formule :

(0,7) (1@ ®ca®a) =co-1(1) @ @ Co-1(q) ®ract,
et au but des morphismes par fonctorialité, alors 6 et 6’ sont (‘5;2—
équivariantes.

Nous pouvons maintenant revisiter la construction de la suite spectrale
de torsion de Frobenius de ’exemple 8.15. Cette suite spectrale est la suite
spectrale associée au bicomplexe Hompk(lvl)(P, J (’")), ol J est une résolution
injective d’un bifoncteur B bihomogéne de poids (d, d) et P est une résolution
projective du bifoncteur I'%?"gl. La premiére page est de la forme

EY' = Hy(J'") = HY((JE;,)")

otll 'isomorphisme provient du théoréme 8.21. La paramétrisation est exacte
et préserve les injectifs, le complexe (Jf; )° est donc une résolution injective
de (Bg,)®. On a donc un isomorphisme :

E;"(B) ~ Hy((BE,)") -

Comme l'isomorphisme du théoréme 8.21 est compatible au cup produit et
a la torsion de Frobenius, 'identification de la page 2 est compatible avec
ces opérations. On obtient donc la version bifoncteurs de [5, Thm 7.1].

Proposition 8.23 (Suite spectrale de torsion de Frobenius, deuxiéme ver-
sion). Pour tout r > 1, il existe une suite spectrale cohomologique, naturelle
en B :
it t ¢
ES'(B.7) = HY((BE,)") = H3(BY)

Cette suite spectrale est compatible aux cup produits et a la torsion de Fro-
benius, c’est a dire qu’on a des applications :

E'(B,r) @B} (B, r) - ESF Y (Be B, EYY(B,r) — EXN(B,r+1).
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Au niveau des pages 2, ces applications coincident respectivement avec le
cup produit et ’application induite par ¢, : E. — FE.y1, et au niveau des
aboutissants, ces applications coincident avec le cup produit et 'application
induite en cohomologie par la précomposition par la torsion de Frobenius IV |

Si B est un foncteur strictement polynomial tel que H, g>10 (Bg,) = 0 alors
la page 2 de la suite spectrale de la proposition 8.23 est concentrée sur la
premiére ligne. La suite spectrale s’arréte donc a la page 2 et Le morphisme de
bord de la suite spectrale induit un isomorphisme, naturel en B et compatible
aux cup produits et & la torsion de Frobenius :

0
A(BY) ~ HY(Bg,) .
En particulier on obtient le résultat suivant, qui nous sera utile pour faire
des calculs dans la section 9.4.2.

Corollaire 8.24. Soit B un bifoncteur strictement polynomial muni d’une
structure d’algébre BQB — B, k — B. Supposons que Hg>10(BET) = 0. Alors
on a un isomorphisme d’algébres :

;(B) = Hgl(BEr) .

Plus généralement, le théoréme 8.17 nous assure que la suite spectrale de
la proposition 8.23 s’arréte toujours a la deuxiéme page (ce sont les mémes
suites spectrales, avec une identification légérement différente de la page 2).
En considérant la suite la suite spectrale de la proposition 8.23 a la place de
celle de 'exemple 8.15, c’est & dire en identifiant la seconde page au moyen
de I'isomorphisme du théoréme 8.21 plutét qu’au moyen de 'isomorphisme
du théoreme 8.13, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 8.25. Dans le théoréeme 8.17, l’isomorphisme peut étre choisi de
telle sorte qu’il soit en plus compatible avec les cup produits et la torsion de
Frobenius.
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9 Cohomologie des schémas en groupes réductifs

Dans cette section, nous présentons le théoréme d’engendrement fini des
algébres de cohomologie des schémas en groupes réductifs (non nécessaire-
ment lisses, ni connexes) sur un corps k. Nous donnons aussi les grandes
lignes de sa démonstration suivant [vdK1] et [3], incluant une démonstration
courte de l'existence des classes universelles obtenue dans [7]. Nous donnons
ensuite dans la section 9.4 des informations plus quantitatives sur les algébres
de cohomologie : un maniére d’estimer la dimension de Krull des algébres de
cohomologie, et un calcul explicite d’algébre de cohomologie (dans l’esprit
des théoréme fondamentaux de la théorie des invariants) obtenu dans [5].

Dans cette section, k désigne un corps et k sa cloture algébrique. Sauf
mention explicite du contraire, les produits tensoriels sont pris sur k. On
rappelle que tous les schémas en groupes sont implicitement supposés
algébriques affines, comme définis dans la section 5.

9.1 Le théoréme d’engendrement cohomologique fini

Soit G’ un schéma en groupes (algébriques affines) sur k. Une kG-algébre
commutative (resp. de type fini) est une k-algébre A commutative (resp. de
type fini) munie d’une action de G par automorphismes d’algébres.

Définition 9.1. Un schéma en groupes G posséde le propriété d’engendre-
ment fini (EF) si pour toute kG-algébre commutative de type fini A, 'algébre
des invariants AS est une k-algébre commutative de type fini.

Les schémas en groupes ayant la propriété (EF) fournissent donc des
solutions positives pour le XIV-éme probléme de Hilbert. On peut considérer
la version cohomologique de la définition précédente.

Définition 9.2. Un schéma en groupes GG posséde le propriété d’engendre-
ment cohomologique fini (ECF) si pour toute kG-algébre commutative de
type fini A, lalgébre de cohomologie H*(G, A) est une k-algébre graduée
commutative de type fini.

Comme A% est le quotient de H*(G, A) par I'idéal H>(G, A), la pro-
priété (ECF) implique la propriété (EF). Le théoréme suivant a été conjec-
turé par van der Kallen [vdK1].

Théoréme 9.3. [3/ Soitk un corps et G un schéma en groupes sur k. Alors
G a la propriété (ECF) si et seulement si G a la propriété (EF).

Remarque 9.4. Par changement de base on a un isomorphisme de k-
algebres graduées : H*(G, A) @ k ~ H*(Gy, A ® k) . En particulier, si Gg
a la propriété (ECF) il en va de méme de G. Il suffit donc de démontrer le
théoréme 9.3 pour les corps algébriquement clos.
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Remarque 9.5. En caractéristique nulle, tous les groupes ayant la propriété
(EF) ont des représentations semisimples. On a donc H*(G, A) = A% pour
tout A et I’équivalence des propriétés (EF) et (ECF) est triviale.

Remarque 9.6. Supposons que G posséde la propriété (ECF). Soit A une
kG-algébre commutative de type fini et M un A-module noethérien, muni
d’une action de G compatible. Alors H*(G, M) est un H*(G, A)-module
noethérien. En effet, si on munit le G-module S := A ® M d’une structure
de k-algebre commutative de type fini par (a,m) - (b,n) = (ab,an + bm).
Alors H*(G, S) est une k-algébre commutative de type fini, d’ott on déduit
le résultat.

Les schémas en groupes satisfaisant la propriété (EF) sont bien connus.
Si G est un schéma en groupes sur k alors G(k) est un groupe algébrique
affine au sens de [Hum, Spr| et on note G(k)° la composante connexe de
I’élément neutre. On a alors équivalence entre les deux énoncés suivants.

(i) G a la propriété (EF).

(ii) G(k) est réductif.
En effet, si G est lisse, Haboush a montré [Hab] (i)<=(ii). La réciproque est
dtie a Popov [Pop|. Pour les schémas en groupes non nécessairement lisses,
Waterhouse a montré [Wat2]| que G a la propriété (EF) si et seulement si

G(k)? a la propriété (EF). Le théoréme 9.3 peut donc se reformuler de la
maniére suivante.

Théoréme 9.7. Soit k un corps et G un schéma en groupes sur k. Alors G

posséde la propriété (ECF) si et seulement si G(k)° est réductif.

Le théoréme de Haboush mentionné ci-dessus résout positivement une
conjecture formulée par Mumford. La propriété (EF) est en effet utilisée en
théorie géométrique des invariants [Mum]. Le role géométrique des algébres
de cohomologie reste pour l'instant énigmatique et le probléme suivant est
ouvert.

Probléme 9.8. Quels objets géométriques sont reliés aux algébres de coho-
mologie des groupes réductifs ?

On sait depuis Evens [Eve| que les groupes finis ont la propriété (ECF).
Motivés par la théorie des variétés supports, Friedlander et Suslin ont étendu
[F'S] ce résultat aux schémas en groupes finis (i.e. tels que k[G] est de dimen-
sion finie). Une approche de la théorie des variétés supports consiste en effet a
construire une variété algébrique support pour chaque G-module M & partir
de la k-algébre de type fini H*(G,k) et de son action sur H*(G, Endg(M)).
Pour les groupes algébriques affines réductifs (donc lisses et connexes) on
dispose de ’engendrement fini de la cohomologie mais 'algebre H*(G, k)
présente peu d’intérét car elle est triviale (cf. section 5.5.3). Une théorie
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des variétés supports pour les groupes algébriques affines a été récemment
proposée par Friedlander [F]. L’approche de Friedlander est complétement
indépendante de la cohomologie des groupes algébriques. Les algébres de co-
homologie des groupes réductifs pourraient avoir leur role & jouer dans la
question suivante.

Probléme 9.9. Quels sont les liens entre les variétés supports et la coho-
mologie des groupes algébriques ¢

Enfin, un théoréme de Franjou et van der Kallen [FvdK] montre que
les schémas en groupes de Chevalley ont la propriété (EF) lorsque k est
un anneau noethérien. Le résultat de Evens [Eve| montre que les groupes
finis ont la propriété (ECF) si k est un anneau noethérien. Ceci suggére le
probléme suivant, sur lequel quelques résultats partiels sont disponibles dans
[FvdK].

Probléme 9.10. Dans quelle mesure peut-on généraliser le théoréeme 9.3 sur
un anneau de base noethérien ¢

9.2 Démonstration du théoréme 9.3

Nous présentons maintenant les grandes lignes de la démonstration du
théoréme d’engendrement cohomologique fini (théoréme 9.3). L’architecture
de cette démonstration est due & W. van der Kallen, et présentée dans I’ar-
ticle [vdK1]. L’article de Srinivas et van der Kallen [SvdK] a ensuite retiré
certaines contraintes sur la caractéristique, et les classes universelles requises
dans la démonstration ont finalement été construites dans |2, 3|.

D’aprés les remarques 9.4 et 9.5, on peut se restreindre & considérer un
corps de base algébriquement clos de caractéristique non nulle. On fixe donc
dans cette section 9.2 un corps k = k algébriquement clos de caracté-
ristique p > 0.

9.2.1 Restriction au cas G = GL,,

Proposition 9.11. [vdK2, Lm 3.7] Si GL,, posséde la propriété (ECF) alors
tout sous-schéma en groupes G de GL, avec la propriété (EF) posséde la
propriété (ECF).

Démonstration. Si A est une kG-algébre de type fini, alors indgL"A =
(A @ k[GL,))Y est une k-algébre de type fini puisque G posséde la pro-
priété (EF). Les foncteurs dérivés de l'induction s’interprétent [Jan, 1.5.12]
comme de la cohomologie de faisceaux quasi-cohérents sur GL,,/G. Mais la
propriété (EF) assure que la variété GL, /G est affine donc cette cohomo-
logie s’annule. On obtient donc un isomorphisme de k-algébres H*(G, A) ~
H*(GL,, indgL"A), qui assure que H*(G, A) est de type fini. O
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Comme tout schéma en groupes peut se plonger dans un GL,, pour n suf-
fisamment grand [Watl, Thm 3.4], la proposition 9.11 permet de restreindre
la démonstration au cas de GL,,. Les schémas en groupes non lisses intervien-
dront cependant dans la démonstration du théoréme 9.3 par l'intermédiaire
de la suite spectrale de Hochschild-Serre utilisée dans les sections 9.2.4 et
9.2.5 ci-dessous.

Notation. Pour alléger les notations on posera dans la suite G := GLy,
et Gy := (GLy), le r-iéme noyau de Frobenius de G. Le quotient de G/G,
est isomorphe & G, mais nous prendrons soin de toujours écrire G/G, par
souci de clarté dans les arguments.

9.2.2 Le théoréme de Srinivas et van der Kallen

On rappelle que G = GL,,. Le théoréme suivant est un cas particulier du
théoréme 9.3, cf. remarque 9.6. Ce cas particulier est directement démontré
dans [SvdK], et constitue un ingrédient crucial pour la démonstration du
théoréme 9.3.

Théoréme 9.12. [SvdK] Soit A une kG-algébre commutative de type fini
et M un A-module noethérien, muni d’une action de G telle que [’ap-
plication A @ M — M est G-équivariante. On suppose que A est mu-
nie d’une bonne filtration. Alors H*(G, M) est un module noethérien sur

H*(G, A) = HY(G, A).

9.2.3 Le théoréme de Friedlander et Suslin

Morphismes noethériens. La notion de morphisme noethérien est une
maniére trés pratique et économe de s’exprimer, que nous reprenons de |3,
6.2]. Soit f : A — B un morphisme de k-algébres graduées commutatives.
On dit que f est noethérien s'il fait de B un A-module noethérien & gauche3?.
Le lemme suivant permet de manipuler cette notion.

Lemme 9.13. 1. Si f et g sont noethériens, alors f o g est noethérien.

2. Si f og est noethérien alors f est noethérien.

3. Si f: A — B est noethérien et A est une k-algébre graduée commu-
tative de type fini, alors B est une k-algébre graduée commutative de
type fini.

4. Soit B une algébre commutative de type fini, et A C B une sous-algébre.

On suppose qu’il existe n > 1 tel que pour tout b € B, b™ € A. Alors
A — B est noethérien et A est une k-algébre de type fini.

348i A et B sont des algébres commutatives de type fini, alors un morphisme noethérien
est appelé « morphisme fini »en géométrie algébrique.
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Cohomologie des schémas en groupes finis. On conserve la notation
G = GL, et G, le r-itme noyau de Frobenius de GL,,. Notons S, la kG-
algébre graduée commutative de type fini définie par :

S, =S5 ((ahy)"[2071)
i=1

ou gl,, est la représentation adjointe de G, UV = Homy (U, k) désigne le dual
d’un k-espace vectoriel U, et (gl,,)"[k] indique une copie de I’espace vectoriel
(gl,)" placé en degré k. L’algebre S est canoniquement une kG-algébre (cf

(r)

section 5.5.5), et G agit trivialement sur S;"”. L’action de G factorise donc
en une action de G/G,. On a également une action de G/G, sur H*(G,,k)
intervenant dans la suite spectrale de Hochschild-Serre & coeflicients triviaux
associée a la suite exacte courte de schéma en groupes (cf. section 5.4.3)

1-G,—-G—G/G, — 1.
Théoréme 9.14. [FS] Il existe un morphisme de k(G /G, )-algébres
Ypg - S — H*(G,,k)

satisfaisant la propriété suivante. Soit f : A — B un morphisme de k[G]-
algébres graduées commutatives. On suppose que B est une k-algébre de type
fini et que f est noethérien. Alors la composée suivante est un morphisme
noethérien :

S @ AG Y7981, v k) @ BG Y HY(G,, B) .

L’énoncé du théoréme 1.5 de [FS| semble au premier abord plus restrictif
que celui du théoréme 9.14 pour deux raisons.

Tout d’abord, [F'S, Thm 1.5] suppose que I'action de G, sur A est triviale.
Cependant, si A est une kG-algébre, alors pour tout a € A I’élément a?” est
invariant par G,. L’image du morphisme A" — A induit par 'élévation a la
puissance p” est donc incluse dans A", On peut donc écrire un diagramme
commutatif de k-algébres dans lequel les morphismes verticaux sont induits
par I’élévation a la puissance p” :

(r)
A L5 g

L,

AGr *>B

Comme B est une k-algébre commutative de type fini, Papplication B(") — B
est noethérienne. L’application £ : A — B() est ¢galement noethé-
rienne. En effet, le corps k étant parfait (algébriquement clos), le change-
ment de base le long de du morphisme de Frobenius induit une correspon-
dance bijective entre les sous-A-modules de B et les sous-A")-modules de
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B, L’application composée A") — AGr — B est donc noethérienne, donc
f : A" — B est noethérienne. On peut alors appliquer [FS, Thm 1.5] avec
‘C’= A®" et ‘M’= B pour obtenir la noethérianité annoncée dans le théo-
réme 9.14.

Ensuite, [FS, Thm 1.5] ne fait pas explicitement référence a l'action de
G /G,. Pour voir que I'application du théoréme 9.14 est G/G,-équivariante, il
suffit de montrer que 1 rg est G/G,-équivariante, ou de maniére équivalente
que sa restriction aux G/G,-modules (g[g))v[2p"_1] est G/Gr-équivariante.

Sife (g[g))v[Qpi_l] = HomGr(g[g),k)Dpi_l], on a [FS, p. 215] :

Yrs(f) = fuel™
(r—i)

)

(r)

est une certaine classe dans H 2”171(6’7", gln’). La classe elr=9

ou e ; est

obtenue comme la restriction & G, d’une classe egrfi) e H¥*' (G, g[g)), elle
est donc invariante sous l’action de G/G,. L’application g est donc G/G,-
_1}

2 . . 2 2 . . . < r 3
équivariante car on peut réécrire sa restriction a (glg))v[QpZ comme la

restriction & kegr_i) ®((glg))v)GT de la composée G /G,-équivariante suivante
(ou l'application de droite est induite par I’accouplement de dualité g[,(f) et

(gl)Y) :

H* (G al)) @ HO(Gr, (all)Y) = H* (G 0l @ (g1]))") — H*(Gr, k) -

La définition du morphisme ) pg rappelée ici nous servira plus tard dans la
démonstration du théoréme 9.3.

9.2.4 Filtration de Grosshans en cohomologie

On conserve la notation G = GL,,.

La filtration de Grosshans. Pour tout A\ = (A1,...,\,) € Z", la

hauteur de Grosshans de A est définie par ht(A\) = > (n — 2i + 1)\;. Si M
est un G-module, on note M<; le plus gros sous-module de M dont tous les
poids A satisfont ht(\) <. La filtration de Grosshans de M est la filtration :

OCMS()CMglC"'CMSiC... .

La filtration de Grosshans d’une kG-algébre A posséde les propriétés sui-
vantes [Gro|, [vdK1].

1. La filtration de Grosshans est une filtration d’algébres. Si A est une
k-algébre commutative de type fini, alors gr A 'est également.

2. On a une inclusion de kG-algébres
gr A — hullygr A,

ot le G-module hullygr A posséde une bonne filtration. De plus, si A est
de type fini, alors la k-algébre hullygr A est de type fini et un résultat
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de Mathieu [Mat]| assure qu'il existe un entier > 0 (dépendant de A)
tel que
Vz € hullygr A, P egrA.

En particulier, le morphisme d’élévation a la puissance p”-iéme induit
un morphisme noethérien G-équivariant

(hullygr A)) iR grA.

3. Soit A C A[t] la sous-algébre engendrée par les ensembles t*A<;. On
a un morphisme d’algébres A — A qui envoie t sur 1. Les k-modules
A<i =30, tJ A<; définissent une filtration triviale de I'algébre A, le
morphisme A — A est compatible aux filtrations et passe au quotient
en un morphisme A4 — gr A.

Deux lemmes pour ’analyse des suites spectrales d’algébres.

Lemme 9.15. Soit A une k-algébre différentielle graduée sur un corps k
de caractéristique p > 0. Si A est graduée commutative de type fini, alors
lalgebre graduée commutative H(A) est de type fini.

Rappelons qu’'une filtration --- C F; C Fy41 C ... d’'un k-module M est
dite Hausdorff si (\F; = {0} et ezhaustive si |JF; = M. La filtration est
bornée si de plus Fiy1/F; = 0 pour i > 0 ou i < 0.

Lemme 9.16. Soit A une k-algébre graduée commutative filtrée sur un corps
k. On suppose que la filtration est bornée en chaque degré. Si ’algébre graduée
commutative gr A est de type fini, alors A est de type fini.

L’engendrement fini de H*(G,gr A). Le théoréme suivant constitue
une étape intermédiaire dans la démonstration du théoréme 9.3.

Théoréme 9.17. [vdK1, Thm 1.1] [SvdK, Cor 1.4] Soit A une kG-algébre
commutative de type fini. La k-algébre de cohomologie H*(G,gr A) est une
algébre graduée commutative de type fini.

Démonstration. Nous suivons [vdK1]. On considére la suite spectrale de
Hochschild-Serre associée a la suite exacte 1 — G, — G — G/G, — 1
(cf. section 5.4.3) :

Ey'(gr A) = H'(G/Gy, H (Gr,gr A)) = H™ (G gr 4) . (9.1)

Si M est un G-module alors G, agit trivialement sur M (") en particulier on
a ((hullygr A)M)E = (hullygr A)("). D’aprés le théoréme de Friedlander et
Suslin 9.14 (avec ‘B’= gr A et ‘A’= (hullygr A)(") on a donc un morphisme
noethérien

S(" ® (hullygr A)") L2520 (@, k) © (gr A)O S HY(Gyogr A) .
(9.2)
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Comme k est parfait (algébriquement clos), pour tout G/G,-module M,
'espace vectoriel M(=") obtenu par changement de base le long du mor-
phisme k — k, z — 2P admet une action de G et on a un isomorphisme
gradué, naturel en M

H*(G/G,, M) ~ H* (G, M)

On applique cela au morphisme de k(G/G,)-algébres (9.2). La deuxiéme
page de la suite spectrale de Hochschild Serre peut donc se réécrire sous la
forme
By (gr 4) = H'(G, H (Grgr A))0,

ott H*(G,,gr A)") est un module noethérien sur S, @ hullygr A. D’aprés
[ABW, Thm III1.1.5] S, admet une bonne filtration, le produit tensoriel S, ®
hullygr A admet donc une bonne filtration. Le théoréme de Srinivas et van
der Kallen 9.12 implique donc le résultat suivant.

Résultat 9.18. L’application induite par le morphisme (9.2)
(S, @ hullygr A)W GG — H*(G,, gr A/ = E)*(gr A) € Ey™*(gr A)

fait de Ey*(gr A) un module noethérien sur (S, @ hullggr A)"G/Gr ~ (S, ®
hullggr A) (en particulier Ey™*(gr A) un module noethérien sur sa colonne
d’indice 0).

En particulier on a :

1. E5"(gr A) est une algeébre graduée commutative de type fini (en effet
(S, ® hullggr A)(MEG/Gr ~ ((S, ® hullygr A)%)") est une k-algebre
commutative de type fini par la théorie des invariants, cf. section 5.5.4).
En conséquence toutes les pages de la suite spectrale de Hochschild-
Serre sont de type fini par le lemme 9.15.

2. E;"(grA) n’a qu'un nombre fini de colonnes non nulles. En consé-
quence la suite spectrale s’arréte & une certaine page, i.e. on a
EX(grA) = Ey*(gr A) pour un certain N.

Ainsi, on obtient que Exy (gr A) = GrH*(G, gr A) est une k-algébre de type
fini, donc H*(G,gr A) est une k-algébre de type fini par le lemme 9.16. [

9.2.5 Classes universelles et engendrement cohomologique fini

Nous conservons les notations des sections précédentes. En particulier
G = GL, et gl,, désigne la représentation adjointe de G.

Suite spectrale associée a la filtration de Grosshans. Comme A
est filtrée, on a une suite spectrale de k-algébres :

EY(A) = HY (G, gr_; A) = H (G, A) . (9.3)

—1

C’est une suite spectrale d’algébres. Le théoréme 9.17 assure que la page
initiale de la suite spectrale est une k-algébre de type fini. En particulier :
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1. Pour tout m, il n’y a qu'un nombre fini de Ein_”(A) non nuls®®. Il n’y

a donc pas de probléme de convergence, bien que la suite spectrale soit
second quadrant.

2. Toutes les pages de la suite spectrale sont des k-algébres graduées com-
mutatives de type fini par le lemme 9.15. Cependant, le nombre de
générateurs augmente avec le numéro de la page, et il n’y a a priori
aucune raison pour que E3°(A) soit une k-algébre de type fini.

Pour démontrer que H*(G, A) est une k-algébre graduée commutative de
type fini, il suffit donc de démontrer que E (A) = Ey*(A) pour un certain
entier N. Il existe une technique standard pour démontrer cela, due & Evens.

Lemme 9.19. [Eve] Soit E** une suite spectrale de R**-modules. S’il existe
k tel que E), est un R**-module noethérien, alors il existe N tel que Ex* =
B3

L’algébre H* (G, gr _;A) est un candidat naturel pour R%/. En effet,
I’algébre A est trivialement filtrée, et la projection A — A passe au gradué
en un morphisme A4 — gr A. La suite spectrale E**(A) est donc triviale, et
on a un morphisme de suites spectrales :

H*(G, A) = EF(A) — E}(A) .

Pour pouvoir appliquer le lemme 9.19, et en conclure que H*(G, A) est une k-
algébre de type fini, il nous suffit donc de démontrer que la premiére page de
la suite spectrale E**(A) est noethérienne sur H*(G, A), ce qui correspond
au résultat suivant.

Reésultat 9.20. L’application A — gr A induit un morphisme noethérien :
H*(G,A) — H*(G,grA) .
Classes universelles et factorisation. L’étape délicate pour démon-
trer le résultat 9.20 consiste & établir résultat suivant.

Résultat 9.21. Notons ¢ le morphisme composé induit par la restriction et
par A — grA :

¢: H*(G,A) — H°(G/G,, H*(G,, A)) — H*(G/G,, H*(G,,gr A)).

Le morphisme ¢ est noethérien.

35En effet, la cohomologie de degré total 0 est concentrée en bidegré (0,0) car
H°(G,gr A) = H°(G,gr, A) = H°(G, A). Si g1,...,gn sont des générateurs de F;(A),
les produits ¢! --- gn™ ne fournissent donc qu’un nombre fini de bidegrés non nuls en
degré total m.
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La démonstration de ce résultat utilise deux ingrédients essentiels : le
théoréme de Friedlander et Suslin 9.14 et 'existence de certaines classes
universelles dans la cohomologie de GL, généralisant les classes univer-
selles de Friedlander et Suslin. Rappelons tout d’abord que si n > 2, alors
H?(GLy, g[g)) est un espace vectoriel de dimension 1 (un générateur expli-
cite est donnée par la classe du vecteur de Witt [vdK1, 4.1]).

Théoréme 9.22. [3] Il existe des classes c[i] € H* (G, Fi(g[g))) satisfaisant
les conditions suivantes.

(i) La classe c[1] est la classe du vecteur de Witt.
(it) Pour tout i,j, notons A;j : FHj(g[,(ll)) — Fi(glg)) ® Fj(gb(ll)) Vinclu-
sion canonique. On a une égalité dans H*+2% (G, I‘i(g[gll)) ®IJ (g[g))) :
(Aij)«cli + 4] = clif U el] -

Nous indiquons maintenant deux conséquences du théoréme 9.22. On suit
exposition de [vdK1]. On produit tout d’abord de nouvelles classes ¢;[a]/)
comme l'image de c[ap” '] par la composée :

—1

H2PH (G, T (gUD) — HPP (G, T (i) — B2 (G, T (gl 1))
ot le premier morphisme est induit par ’application provenant de la transfor-
mation naturelle T%" (1) — [e(") gt le deuxiéme est donné par 'application
induite en cohomologie par la torsion de Frobenius. Le calcul de [vdK1, Lm
4.7] montre que le théoréme 9.22 fournit une nouvelle construction des classes
universelles de Friedlander et Suslin.

Corollaire 9.23. [FS, Thm 1.2] Soit k un corps de caractéristique p > 0.
Pour tout n > 1 et tout r > 1, la classe

o[l € H¥ (G, gI™)

n

est définie sur ), et se restreint non trivialement a H? (Gq, g[,(f)).
En conséquence du corollaire 9.23, la restriction du morphisme du théo-
réme de Friedlander et Suslin 9.14

Yrg : ST — H*(G,, k)

a (g[%r))V[QpFl] - Sy) peut étre prise égale au cup produit par ¢[1]7 %
(au lieu de egrfi)). Mais en plus du résultat de Friedlander et Suslin, le
théoréme 9.22 montre que les cup produits (¢;[1]"~9)Y4 coincident avec la
classe (Aqa)«(ci[d)"=D) dans H*(G, (g[g))‘@d), ce qui permet de montrer le

résultat suivant.
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Corollaire 9.24. Pour toute kG-algébre A, on peut définir un morphisme
de k-algebres graduées

Uuare : (S © A)C — H*(G, A)

qui s’insére dans un diagramme commutatif :

(Sy) ® A)G = (Sg‘) ®AGT‘)G/G’I‘
lwvdK \L‘I’Fs®ld
H*(G,A) (H*(th) ®AGT)G/G’T

H*(GT,A)G = H*(GT’A)G/G,.

Exemple 9.25. Sur le facteur direct (Sd(gl,(f) Y20 ) @A) de (sz) ®A)Y,
le morphisme gk est défini comme la composée :

(SUelV) @ A)¢ — HY(G, T4 g()) @ SUgl"Y) ® A) — H*(G, A)

ot la premiére application est donnée par le cup produit par la classe ¢;[d] (r—i)
de degré 2dp'—!, et la deuxiéme par I’accouplement de dualité.

Nous avons désormais en main tous les outils pour démontrer le résultat
9.21. D’apres le théoréme de Friedlander et Suslin 9.14 (avec ‘A’= A et
‘B’=gr A) et la théorie des invariants, on a un morphisme noethérien

Prog : H(G/Gy, 8" @ A9T) — HO(G/Gr, H* (G, gr A)) .

D’apreés le corollaire 9.24, il existe un morphisme 1,45 qui s’insére dans un
diagramme commutatif de morphismes de k-algébres :

HY(G/G,,S" @ AC")
VYoar - = l ,
- Vs

—
—

£
H*(G, A) 2~ HY(G/G,, H*(G,, gr A))
Puisque ¢} ¢ est noethérien, on déduit du diagramme que ¢ est noethérien,
ce qui démontre le résultat 9.21.

Fin de la démonstration. On réexamine la suite spectrale de
Hochschild-Serre (9.1). On sait que la page 2 de cette suite suite spectrale
est noethérienne sur sa colonne d’indice 0 par le résultat 9.18, et que la
colonne d’indice zéro est noethérienne sur H*(G,.A) via ¢ par le résultat
9.21. Le lemme 1.6 de [FS| (avec ‘B’= k et ‘A’= H*(G,.A)) montre donc
que A — gr A induit une application noethérienne en cohomologie, ce qui
prouve le résultat 9.20 et achéve la démonstration du théoréme 9.3.
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9.3 Construction des classes universelles (restreintes)

Nous renvoyons aux articles [2, 3] pour les détails complets sur la
construction des classes universelles du théoréme 9.22. On construit y les
classes universelles dans la cohomologie des bifoncteurs (I¥gl)M) = T'¢ o
gl(l) ~ I4M) o gl. Les classes universelles désirées pour GL, sobtiennent
ensuite via ’application d’évaluation

Hy (M%) W) — H*(GLa, I(gl}))) -

La construction des classes est faite « & la main ». On construit tout d’abord
une (co)résolution Hy (—)-acyclique C(d)* des bifoncteurs (%)M A partir
de la double construction bar de l'algébre symétrique et des complexes de
Troesch. Les constructions C(d)* sont suffisamment explicites pour qu’on
puisse construire des cocycles explicites z[d] dans le complexes H. gl(C (d)?)
qui représentent les classes c[d] et on vérifie les propriétés requises pour les
classes universelles directement sur les cocycles z[d]. Cette investigation com-
binatoire de la cohomologie des bifoncteurs (I'gl)(") permet en fait d’obtenir
plus de classes que nécessaire pour la démonstration du théoréme 9.3. Plus
précisément on obtient le résultat suivant.

Théoréme 9.26. [3, Thm 3.1] Soit k un corps de caractéristique p > 0. Il
existe des morphismes gradués

va: T (H(elV)) — Hy((Me)V)

pour d > 1 pour lesquels les conditions suivantes sont satisfaites.
1. 1 est Uapplication identité.

2. pour tout d > 1 et tout n > p, la composée suivante (dans laquelle la
deuzieme application est induite par évaluation sur la paire (k™ k™))
est injective :

I (Hy (1)) 24 Hy (D)D) — HY(GLy, T(gl) .

En particulier, pour tout d > 1, g est injective.

3. Pour tous les entiers d,e strictement positifs, on a des diagrammes

commutatifs :
Ad,ex * e
H (T%egl)M) - Hy (M) @ (Tegh) M)
¢d+eT TZJdUTZJeT

A e
e (Hy(elM)) ———=T"(Hy(el")) @ I (Hy(elV)) .
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et
Md,e * e
H((0%) D @ (egl) (D) ’ HE(D%egl) D)
’d}dud)eT ¢d+eT
T(H(elM)) @ T (Hy (21M)) “s T (Hy (21D))

ol mg e et Ay désignent les applications induites par la multiplication
et la comultiplication de ’algébre & puissances divisées.

La deuxiéme partie de 'article [3] donne une variante de la démonstration
du résultat de noethérianité 9.21 (et donc du théoréme 9.3). Cette variante
est plus technique, mais demande moins de propriétés sur les classes univer-
selles. Plus précisément, cette variante utilise le théoréme suivant a la place
du théoréme 9.22.

Théoréme 9.27 (Classes restreintes). Soit k un corps de caractéristique

p > 0 et n > 2. Il existe des classes c[d] € H2d(GLn,Fd(g[£ll))), d>1
satisfaisant les conditions suivantes.

1. ¢[1] est non nulle.

2. Notons Agay Fd(g[%l)) — (g[g))@d Uapplication induite par la comul-
tiplication de l'algébre de Hopf & puissances divisées. Alors on a une
égalité dans H*(G Ly, (g[g))@’d) :

C[l]Ud = A(ld)*C[d] .

Nous présentons maintenant une démonstration courte du théoréme 9.27,
obtenue dans |7] comme application du théoréme 8.8 qui décrit la cohomo-
logie des bifoncteurs précomposés par le foncteur de Torsion de Frobenius.
Cette démonstration se passe complétement des constructions combinatoires
explicites de [2, 3], et les remplace par des arguments homologiques plus
simples. Néanmoins on remarquera que les constructions explicites de [2, 3]
tout comme la démonstration du théoréme 8.8 reposent sur les complexes de
Troesch (bien qu’utilisés de maniére différente dans chacune des approches).

Démonstration du théoréme 9.27. Nous suivons |7, section 4]. On peut
prendre pour c[1] la classe du vecteur de Witt |[vdK1, 4.1]. Le probléme
est donc de construire les classes ¢[d], d > 2. Ramenons ce probléme a un
probléme de cohomologie des bifoncteurs. La classe du vecteur de Witt pro-
vient d’une classe c[1] € H, gl(gl(l)) bien définie. Pour démontrer le théoréme
9.27, il suffit donc de démontrer qu’il existe des classes c[d] € Hgld((f‘dgl)(l))

antécédentes de ¢[1]Y? par application :
5 (%)) = (@°90) . ()
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Le groupe symétrique G4 agit sur le bifoncteur (g14)(M) en permutant les fac-
teurs du produit tensoriel. Comme I"application Aqy : (g — (g1®h) M)
est invariant sous l'action (au but) du groupe symeétrique, le morphisme (a)
est & valeur dans la partie de H, gl((gl@)d)(l)) invariante sous ’action du groupe
symétrique. On peut donc réécrire (a) comme un morphisme :

A () ®) = i (@)™ )

Comme le cup produit est gradué commutatif, la classe ¢[1]Y¢ est contenue
dans la partie de la cohomologie Hgl((gl(g’d)(l)) invariante sous l'action du
groupe symétrique. Pour démontrer que c[d] existe, il suffit donc de montrer
que l'application (b) est surjective.

Le bifoncteur gl®? = Homy (@9, @) est injectif. D’aprés le théoréme 8.8,
le morphisme (b) peut donc se réécrire sous la forme :

a () = my (@°96) " = 13 (@*95) ™. (@

Mais la surjectivité du morphisme

HY (M) s, ) — HY ((@1°)5,)

(et par 1a méme celle du morphisme (c)) découle facilement de l'exactitude
a gauche du foncteur Hgl(—). Ceci achéve la démonstration. O

9.4 Informations quantitatives

Le théoréme d’engendrement cohomologique 9.3 affirme que les algébres
de cohomologie des groupes réductifs sont de type fini. Le probléme suivant
se pose naturellement.

Probléme 9.28. Donner des informations quantitatives sur les algébres de
cohomologie des groupes réductifs.

Par exemple, on aimerait avoir des bornes sur le nombre de générateurs,
leur degré cohomologique ou le degré des relations dans ’algébre, a I'instar de
ce qu’on sait faire pour les algébres de cohomologie des groupes finis [Sym]|.
On pourrait également demander des calculs explicites (tout en gardant a
I’esprit que les calculs explicites complets sont déja difficiles en théorie des
invariants, ils sont donc également difficiles en cohomologie). Dans cette sec-
tion nous présentons deux résultats quantitatifs. Le premier est un résultat
élémentaire (essentiellement contenu dans article [3] méme s’il n’y est pas
explicité), qui donne une borne pour la dimension de Krull des algébres de
cohomologie en fonction de la dimension de Krull d’une algébre d’invariants.
Le deuxiéme est un calcul explicite complet d’algébre de cohomologie de
GL,, obtenu dans [5].
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9.4.1 Dimension de Krull

Si A est un anneau commutatif, nous notons dim A sa dimension de
Krull (longueur maximale des chaines d’idéaux premiers distincts). Le lemme
suivant en rappelle deux propriétés basiques.

Lemme 9.29 (Propriétés de la dimension de Krull).

(i) [3, Lm 6.8] Si A et B sont deux k-algébres graduées commutatives,
avec B de type fini alors f : A — B est noethérienne si et seulement
si BPYT est une extension entiére de f(A)PYT,

(ii) [Eis, Prop 9.2] Si A et B sont des anneauzr commutatifs et f : A —
B un morphisme tel que f(A) C B est une ectension entiére, alors
dim B = dim f(A) < dim A (avec égalité si le noyau de f est formé
d’éléments nilpotents).

Le but de cette section est d’expliciter des bornes sur la dimension de
Krull des algébres de cohomologie des groupes réductifs qui peuvent étre
extraites de la démonstration du théoréme 9.3. On a tout d’abord le lemme
élémentaire suivant.

Lemme 9.30. Soit G un schéma en groupes sur un corps k, satisfaisant la
propriété (ECF). Soit A une kG-algébre commutative de type fini. Notons I
un idéal nilpotent G-stable de A et k la cloture algébrique de k. Alors on a :

dim HP*" (G, A @ k) = dim HP*" (G, A) = dim HP" (G, A/T) .

Démonstration. Par le lemme de normalisation de Noether, si B est une k-
algébre commutative de type fini alors dim B = dim B ® k. La premiére éga-
lité suit donc de Iisomorphisme H*(Gy, A®k) ~ H*(G, A) @k donné par le

changement de base. La suite d’algébres graduées H*(G,I) — H*(G, A) EN
H*(G,A/I) est exacte en H*(G, A). Nous affirmons que le noyau de f est
constitué d’éléments nilpotents. En effet, on peut écrire la k-algébre I comme
I =|J I, ou les I, sont des sous-algébres de dimension finie. Pour tout «,
lalgebre H*(G, I,) est de degré borné et de dimension finie en chaque degré
par [Jan, I11.4.7 et 11.4.10], en particulier tous ses éléments sont nilpotents.
Comme H*(G,I) = lim, H*(G, I,) [Jan, 1.4.17| et que le noyau de f est
égal a l'image du morphisme d’algeébres H*(G,I) — H*(G, A), ceci prouve
notre affirmation. Par le théoréme 9.3, 'application f est noethérienne. La
deuxiéme égalité découle donc du lemme 9.29. O

Nous cherchons maintenant une borne « concréte » sur la dimension de
Krull de HP**(GL,,, A), ou de maniére équivalente sur la dimension de Krull
de HPY'(GLy,, Areq), ol Aeq désigne le quotient de A par son nilradical
(qui est GLy-stable). Pour cela on considére un GL,-module V' C A,cq de
dimension finie et contenant une famille génératrice A,oq. On note r un entier
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tel que pour tout = € hullygr Ayeq on a 2P’ € gr Ayeq (ot gr Ayeq est le gradué
de Grosshans de A;eq). Enfin on note S, = k[gl""] I’algébre de polynomes sur
r copies de la représentation adjointe. Le résultat suivant est une application
des méthodes de démonstration du théoréme d’engendrement fini 9.3.

Proposition 9.31. On a :
dim HP*"(GL,, A) < dim(S, @ S(V))%Ln

Démonstration. En vertu de la premiére égalité du lemme 9.30, on peut sup-
poser k algébriquement clos, comme on I'a fait dans la démonstration du
théoréme 9.3. En vertu de la deuxiéme égalité du lemme 9.30, on peut sup-
poser A,eq = A. On reprend les notations de la démonstration du théoréme
9.3, en particulier G = GL, ) et G, est son r-iéme noyau de Frobenius.

On observe tout d’abord que S(V) — A se reléve en un morphisme de
kG-algebres S(V) — A. D’aprés le théoréme de Friedlander et Suslin 9.14
et la théorie des invariants, on a une application noethérienne

st (81 @ S(V)On) G/ — (S, @ A9)F/Cr — H* (G, gr AT/ .

D’apreés le corollaire 9.24, on a une factorisation de ¢/%¢ de la forme

(S @ §(V)Gr)G/Cr 2oty e A) L5 H* (G, gr A)C/Cr

ol ¢ est 'application décrite dans le résultat 9.21. On note A,qx C H*(G, A)
I'image de 'application v,qx. En particulier on a

dim Aygx < dim(S{") @ S(V)Er)&/Gr (9.4)
On reprend ensuite la suite spectrale de Serre (9.1) :
By (gr A) = H'(G/Gr, HY Gy, gr A)) = H™ (G gr A) .

Le résultat 9.18 montre que la composée suivante est une application noe-
thérienne

Avarc — H* (G, A) S BV (gr A) € E5*(gr A) .

En appliquant [FS, Lm 1.6] a la suite spectrale de Serre (avec ‘B'=k, ‘A’=
Ayar) on obtient que le morphisme composé suivant (ot le morphisme f est
induit par la surjection A — gr A) est noethérien :

Avare — HYG,A) L H*(G,ar A) .

En particulier, la suite spectrale (9.3) associée a la filtration de Grosshans
est une suite spectrale de A, x-modules noethériens, et la composée

AvdK — H*(Ga A) - H*(GaA)
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est noethérienne. Par le lemme 9.29, on en déduit donc que :
dim HP** (G, A) < dim Aygx - (9.5)

Finalement, on a des morphismes d’algébres induits par 1’élévation a la
puissance p” :

(Sr @ S(V)“ — (81 @ S(V))¥ — (81 @ S(V)9)<.

Ces morphismes d’algébres sont noethériens par théorie des invariants et &
noyaux nilpotents. D’aprés le lemme 9.29(ii), les trois algébres ci-dessus ont
méme dimension de Krull. En combinant cette observation et les inégalités
(9.4) et (9.5) on obtient I’énoncé de la proposition 9.31. O

9.4.2 Un calcul explicite

Le but de cette section est de présenter un calcul complet d’algébre de
cohomologie de GL,, effectué dans [5, Section 6]. Soit k™ la représentation
standard de GL,, et k™" la représentation duale. Les théorémes fondamen-
taux de la théorie des invariants du groupe linéaire [DCP| donnent des gé-
nérateurs et des relations explicites des k-algébres d’invariants

k[(kn)eak @ (an)EBK]GLn _

La représentation k[(k™)®* @ (k™V)®¢] posséde une bonne filtration, comme
expliqué a la section 7.3.2. Il n’y a donc pas de cohomologie supérieure et
rien & calculer au dela de la théorie des invariants. En revanche, si l'on
remplace la représentation standard k™ par la représentation modifiée par
la torsion de Frobenius V, := k™ ("), on obtient une algebre qui a les mémes
invariants, mais qui posséde aussi de la cohomologie de degré supérieur. On
peut construire des classes de cohomologie dans cette algébre de la maniére
suivante. Pour tout entier h tel que 0 < h < p", on se fixe un générateur de
degré 2h de E, = Extp, (I, 1)) et on note ¢, € H**(GLy, S*(V,Y & V;))
I'image de ce générateur par la composée :

E, — Extgy (Vi, V) ~ H*(GL,,V,Y @ V;)) — H*(GL,, S* (VY @ V;)) .
Pour tout couple (4, 7), on note
Lij: V;V oV, — ‘/;V@k D ‘/TGBZ

I'application qui envoie V. (resp. V;.) sur la i-éme copie de V. (resp. la j-éme
copie de V), et on note

(iljlh) = $%(vi)(en) € H™(GLn, S*(VY * @ V1)) .

En particulier, les éléments (i|j]|0) sont les contractions qui apparaissent dans
le premier théoréme fondamental pour GL,,.
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Théoréme 9.32. [5, Thm 6.15] Supposons n > p" min{k, (}. Alors l’algébre
de cohomologie
H*(GLy, S(V, ™" & V)

est une algébre polynomiale librement engendrée par les classes (i|j|h), pour
lesentiers 1 <i<k, 1<j<flet0<h<yp.

Le cas r = 0 du théoréme correspond & un cas particulier des théorémes
fondamentaux pour GL,, (le cas ou il n’y a pas de relations). Si on enléve
la restriction sur n, les classes (i|j|h) fournissent toujours des éléments de
I’algébre de cohomologie. On peut également déduire des relations entre ces
éléments a partir du second théoréme fondamental pour GL,, et d’un calcul
explicite de Extg;, (V, V;). Nous ne savons cependant pas si les générateurs
et les relations produites donnent une description de ’anneau de cohomolo-
gie, et le probléme suivant est ouvert.

Probléme 9.33. Décrire l’algébre de cohomologie du théoreme 9.32 dans le
cas ot n < p" min{k, ¢}.

Nous expliquons maintenant la démonstration du théoréme 9.32. L’éva-
luation sur la paire (k™, k™) induit un morphisme d’algébres

i (s (Homk(I(r)