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Chapitre 1. Introduction

Introduction

Ce document de synthèse résumemes travaux de recherche sur lamodélisation et le traite-
ment statistique de données issues de différents domaines d’applications. Mes activités
de recherche s’inscrivent dans le cadre général du traitement statistique des données

et du signal et de ses applications. Ma contribution dans ce domaine est multi-disciplinaire al-
liant à la fois un travail théorique avec souvent des finalités applicatives. La part importante
de ces travaux a concerné l’analyse spectrale des processus 𝛼-stables et leurs applications en
communication, en traitement de données et des signaux impulsifs. L’autre volet, qui n’est pas
très éloigné de l’analyse spectrale a concerné l’analyse temps-fréquences de certains signaux non
stationnaires et leurs applications ; en particulier en analyse de signaux physiologiques. La troi-
sième partie est consacrée aux modèles de régressions, de sélection des variables ainsi que leurs
applications en volcanologie entre autres. Pour simplifier la lecture, ce mémoire est organisé en
deux tomes.

✠ Le Tome I a pour but de présenter, demanière succincte, mes travaux de recherche effectués
durantma carrière d’enseignant-chercheur. Dans cet exposé, nous insistons notamment sur
lamotivation et l’évolution de ces travaux en ne présentant que les résultatsmathématiques
clés. Pour garder une cohérence entre les sujets traités dans ce tome, certaines publications
disciplinaires ne sont pas détaillées dans ce document mais peuvent être consultées dans
le tome II.

✠ Le tome II, regroupe les textes originaux de mes publications dont la liste complète figure
sur les pages 11–14. On y trouve également de manière détaillée les démonstrations des
résultats obtenus. La structure des matières traitées ici suit la même organisation que dans
le tome I.

Dans ce qui suit, nous donnons un résumé succinct des différents thèmes de recherches abor-
dés dans ce tome :

Thème 1 : Modèles probabilistes appliqués en communications

Malgré le caractère mathématique abstrait des processus 𝛼-stables, mes travaux théoriques
ont toujours été motivés par des applications en traitement du signal et en communications.
Mes résultats les plus significatifs dans ce domaine ont suivi la chronologie suivante :
(1) Nous avons commencé par traiter le problème de la modélisation probabiliste du canal de

Nourddine Azzaoui Traitement de données et applications 5/103



Chapitre 1. Introduction

communication Ultra Large Bande (ULB) par des processus 𝛼-stables [71, 63, 44, 46, 26,
106].

(2) En se basant sur ces derniers résultats nous avons établi les fondements théoriques d’un
récepteur de Cauchy optimal dans le contexte impulsif, multi-utilisateurs et multi-couches
[48].

(3) Nous avons également généralisé ces résultats aux contextes mobiles et évolutifs [34].
(4) Récemment, nous avons revisité les résultats de Shannon pour établir des bornes de la

capacité optimale d’un canal 𝛼-stable [18].
(5) Nous avons également étudié la structure de dépendance des interférences dans un milieu

impulsif [27].
(6) Toujours en lien avec les modèles de canal, nous avons donné une estimation du débit

maximum qu’on peut atteindre dans un canal impulsif [21].
Ces travaux ont motivé des développements de nouveaux résultats en cours visant à estimer,
simuler et à caractériser les processus 𝛼-stables harmonisables non stationnaires [1, 2] ; cette
caractérisation permettra de mieux prendre en compte les communications en milieu impulsif
et non stationnaire.

Thème 2 : Analyse Temps-Fréquences et applications

Non loin de mes travaux sur l’analyse spectrale des processus, je me suis intéressé à la Dé-
composition Modale Empirique (EMD) pour traiter des signaux multivariés. Ce travail qui revêt
un caractère théorique et abstrait, nous a amené à donner une reformulation de l’EMD clas-
sique dans le cas unidimensionnel [58, 57]. Ce résultat intermédiaire nous a facilité la tâche de
généralisation à des signaux vectoriels [58]. Partant de ces résultats, nous avons développé des
applications dans le domaine médical [50, 55]. Dans le cadre de la thèse de Marta Campi, nous
avons utilisé l’EMD pour l’extraction des features pour traiter des signaux de la parole et des ap-
plications en finance [5]. En gardant ce même esprit de technique d’analyse temps fréquence des
signaux, nous avons donné desméthodes de classifications basées sur un algorithme de détection
de rupture sur les énergies hautes et basses fréquences extraites à partir de la décomposition en
ondelettes. Une application en médecine a été mise en place avec le CHU de Clermont-Ferrand
[30].

Thème 3 : Modèles de régressions, sélection de variables et applications

En se basant sur la divergence symétrique de Kullback et les approches de maximum de
vraisemblance et de la vraisemblance résiduelle, nous avons proposé deux nouveaux critères
adaptés aux échantillons de petites tailles et ayant des erreurs corrélées. Ce résultat a été in-
troduit pour remédier au biais négatif des critères classiques (AIC, KIC, ....) qui induisent une
sur-parametrisation des modèles sélectionnés. Les performances de ces critères ont été exami-
nées dans une large étude en simulations [33]. Par la suite, nous avons généralisé ce résultat aux
problèmes de sélections de variables dans le cadre de régressions pénalisées de type LASSO. Ces
résultats ont été appliqués à des problèmes de surveillance de panache de cendre en volcano-
logie où la taille des données est petite mais dont le nombre de covariables est élevé [25, 29,
12]. Nous avons considéré le problème de la régression en grande dimension et l’estimateurs des
moindres carrés pénalisés [4]. Nous avons établi notamment des inégalités oracles en prédiction
́pour ces estimateurs lorsque les erreurs suivent une loi vérifiant une inégalité de Poincaré faible.
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Dans le cadre de la thèse de P-A. Faye nous avons donné un algorithme de prédiction spatio-
temporel utilisant des méthodes de Krigeage Bayésien couplé à l’information apportée par une
boîte noire (Equation au dérivées partielles, schémas numériques…) [17]. Une technique de plan
d’expériences a été utilisée pour le choix optimal du positionnement spatial des emplacements
de mesures [14].

Transfert : Collaboration dans le cadre de projets industriels

Récemment, avec la tendance actuelle d’encourager l’interaction des mathématiques appli-
quées avec le monde industriel et professionnel, j’ai développé plusieurs projets avec des entre-
prises nationales ou internationales :

✠ Le projet Eaugure : L’objectif du projet est de développer des outils de surveillance en
temps réel de la qualité des eaux de baignade en exploitant des données biologiques et
météorologiques. La finalité de ce projet est la mise place d’un système prédictif, basé sur
des alertes météorologiques permettant d’anticiper le risque de contamination bactérienne
ainsi que les pollutions provenant par exemple du lessivage des sols... Le système élaboré
permet également de mesurer la répartition spatiale des cyanobactéries sur le plan d’eau
à surveiller. Nous avons mis au point des techniques de prévision spatio-temporelle pour
évaluer la qualité de l’eau des lacs régionaux. Des expérimentations en conditions réelles
sont en cours sur les plans d’eau de Cournon-d’Auvergne et d’Aydat.

✠ Le projet Météo-Marketing : Ce projet est en collaboration avec les entreprises Phimeca et
Périscope Créations et pour lequel nous avons eu le soutien de la région Auvergne, l’AMIES
et le fond européen FEDER. Nous avons développé des techniques innovantes dans le do-
maine du météo marketing. L’idée principale est de proposer un modèle de prévision sta-
tistique permettant d’évaluer l’impact de la météo sur le comportement de consommation
digitale. Un produit à destinations des acteurs de l’E-commerce ou commerce traditionnel
a été développé sous forme d’une API permettant de fournir en temps-réel l’impact des
effets météo sur les ventes. Cette application est accessible sur le lien http://meteomarke-
ting.com/.

✠ Projet Vigires’eau : La qualité et la sûreté des systèmes d’approvisionnement d’eau sont
essentielles pour la santé publique. Il est donc nécessaire de prévenir toute intrusion dans
ces systèmes, et de détecter en temps quasi réel l’introduction de pollution, qu’elle soit in-
tentionnelle ou accidentelle. Dans le cadre du projet Vigirés’Eau en collaboration avec GDF
- SUEZ, nous avons mis en place des algorithmes permettant la détection et la localisation
d’intrus dans un réseau d’eau potable [40]. Ces résultats sont basés sur des approches et des
modèles semi-paramétriques qui découlent naturellement des modèles hydrauliques. Ces
approches combinent, d’une part, la simplicité des modèles paramétriques qui se prêtent
facilement à une interprétation physique ; et d’autre part la flexibilité des modèles non pa-
ramétriques qui ont moins d’a priori sur le comportement du réseau.

✠ Projet avec Bridgestone : Sur le plan international, une collaboration avec le leader Japo-
nais de pneumatique Bridgestone pour la détection en temps réel, et directement à travers
le pneu, les conditions des routes [19]. Nous avons donné un algorithme d’extraction de
featrures pour classer les conditions de la route en utilisant les signaux d’accéléromètres
mesurés par des capteurs montés sur les pneus. Dans cette étude, la décomposition mo-
dale empirique a été utilisée pour extraire les caractéristiques des fréquences instantanées
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et les relier aux différentes conditions de la route. Nous avons testé cet algorithme sur des
données routières réelles dans différentes conditions climatiques. Il est à noter qu’à cause
de la confidentialité de la plupart des sujets traités en collaboration industrielle, il n’a pas
toujours été facile (voire impossible) de publier les résultats de ces travaux.

Avant de rentrer dans les détails de l’évolution de mes travaux de recherche, j’expose briève-
ment ici le contexte des évolutions de ces travaux. J’ai soutenu ma thèse de Doctorat en Mathé-
matiques appliquées et statistiques, intitulée Analyse et estimation spectrale des processus 𝛼-stables
non stationnaires, en décembre 2006 (sous la codirection de B. Schmitt et R. Sabre). Ma carrière
d’enseignant chercheur a commencé en 2009-2010, quand j’ai été recruté en tant que maître de
conférence à l’Université Clermont Auvergne (Anciennement Université Blaise Pascal). Ce poste
a été créé pour renforcer l’équipe pédagogique en statistique, en particulier l’enseignement dans
l’ancien Master Professionnel « statistique et traitement de données » où j’avais pris la responsa-
bilité de plusieurs UE théoriques et appliquées. Depuis, septembre 2018 je suis responsable du
Master de Mathématiques Appliquées, Statistique (MAS). Pendant la période 2012-2017, j’ai été
élu au conseil du Laboratoire de Mathématiques Blaise Pascal (LMBP) UMR 6620. De 2017-2019
j’ai été élu au conseil national des universités CNU en section 26 : Mathématiques appliquées
et applications des mathématiques. Ces tâches administratives et l’implication en enseignement
ainsi que dans la vie locale et nationale a certainement eu une influence sur mes recherches mais
malgré cela je pense avoir gardé une activité de recherche attestée par des publications régulières
à la fois en mathématiques appliquées et en applications des mathématiques. J’ai participé éga-
lement à plusieurs projets de recherche nationaux ou locaux, soit en tant que membre et/ou res-
ponsable : ANR Do-well be, projet Meteo-Marketing, projet Eaugure, Tellus CNRS, projet PEPS.
J’ai également pris part activement, dans le cadre du Labex Clervolc et l’Isite Cap 20-25, où j’ai
pu développer des collaborations fructueuses en interne à l’UCA notamment avec A. Guillin
(LMBP) , O. Roche et M. Gouhier au Laboratoire Magma et Volcan (LMV). Mon implication dans
ces projets s’est traduite par le co-encadrement de thèses ou de postdoc dont les détails sont
donnés dans les annexes. Au niveau international, depuis 2012, je suis membre du Laboratoire
Euro-Maghrébin de Mathématiques et de leurs Interactions où j’ai participé à plusieurs de ses
rencontres. J’ai également été en 2015 à l’origine d’une convention de collaboration entre l’UCA
et l’Institute of Statistical Mathematics (ISM-Tokyo) où je suis régulièrement invité par T. Matsui.
Dans le cadre de ma collaboration avec G.W. Peters, j’ai été plusieurs fois invité l’University Col-
lège of London (UCL) pour des séjours courts ce qui a abouti par la suite au co-encadrement de
la thèse de M. Campi. En animation de la recherche à l’internationale j’ai organisé plusieurs ses-
sions dans des congrès internationaux de premier plan, par exemple le Congrès Mondial de la
Statistique ISI 2017, la conférence internationale de l’ERCIM on Computational and Methodo-
logical Statistics (CMStatistics) en 2016 à Séville et en 2018 à Pise. Je suis régulièrement sollicité
pour faire des rapports sur des publications dans des revues comme par exemple IEEE Tran. on
comm, IEEE Trans. Sig. Processing, JMVA, JASA, Pone...

Plus de détails sur le déroulement de ma carrière sont donnés de manière synthétique dans
les annexes.
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Modèles en communication

La mesure et le traitement d’informations liés au confort, à la sécurité, aux communica-
tions ou généralement à une application spécifique, sont autant de challenges au coeur
de l’évolution actuelle et future du monde industriel et de la recherche appliquée. En

effet, la tendance des nouvelles technologies converge vers la mise en place de systèmes globaux
permettant d’effectuer des tâches différentes selon les besoins et en s’adaptant aux contraintes
économiques et écologiques... Nous assistons à la multiplication des réseaux de capteurs et d’ob-
jets communicants de natures hétérogènes qui sont les prémices d’une évolution vers ce qu’on
appelle maintenant l’internet des objets. L’avènement de ces réseaux en même temps qu’une de-
mande incessante en débit et d’une meilleure qualité de service ont augmenté la complexité des
communications et mettent à rude épreuve les techniques et modèles classiques. En effet, ces der-
niers doivent s’adapter, d’une part, à l’évolution temporelle et spatiale et d’autre part, ils doivent
prendre en compte les événements rares et imprévisibles qui peuvent avoir des conséquences
désastreuses sur la prise de décision. C’est dans ce contexte que nous nous sommes focalisés sur
le développement et l’approfondissement des modèles mathématiques nécessaires à la mise en
place et à l’optimisation d’un système de communication autonome ayant la capacité d’évoluer
en fonction de son environnement.

L’idée et lesmotivations principales sont inspirées du succès des interactions historiques entre
les domaines des probabilités, les statistiques et le monde des communications, de la théorie de
l’information et le traitement du signal. Nos travaux ont toujours eu deux aspects fondamentale-
ment liés : dans un premier temps, une approche théorique, nécessaire à une bonne formalisation
des problèmes et à la définition des solutions optimales ; dans un deuxième temps, l’utilisation de
ces modèles pour la mise en place des réseaux futurs. Cette dernière tâche est loin d’être simple ;
du fait de la complexité des systèmes étudiés et de la diversité des problèmes rencontrés. Les
modèles théoriques cités ci-dessus ont été mis à contribution pour la modélisation des canaux de
communication et de l’interférence dans un cadre impulsif. Nous nous sommes intéressés égale-
ment à la modélisation de l’évolution spatiale et temporelle de ces modèles et à l’impact du bruit
multi-utilisateurs inhérent à la densification des réseaux. En d’autres termes, quand un noeud
transmet ou reçoit de l’information, comment cette information va être influencée par le canal
(déformations dues à l’environnement) et par les interférences dues aux noeuds voisins et aux
utilisateurs.
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Les limites du canal à bruit additif gaussien proposées par Shannon en (1948) sont actuelle-
ment presque atteintes et on peut se poser la question de l’intérêt de poursuivre des recherches
pour gagner d’infimes améliorations. L’évolution des réseaux cellulaires vers la 5G et l’arrivée de
l’Internet des objets ont augmenté significativement la complexité des réseaux de communica-
tion. Ces derniers deviendront alors plus chaotiques et les apparitions des événements rares de-
viennent plus importantes. Cela conduit à une dégradation de la qualité des communications en
raison du choix non approprié du modèle gaussien ou du second ordre en général. Pour remédier
à ce problème, nous avons proposé des modèles basés sur des processus et variables 𝛼-stables,
qui semblent plus appropriés à notre contexte. Nous avons revisité les résultats de Shannon pour
établir des bornes de la capacité optimale d’un canal 𝛼-stable ainsi que le taux de débitmaximum
qu’on peut atteindre dans ce contexte impulsif.

En théorie des probabilités et des statistiques, les distributions 𝛼-stables représentent une
classe importante de lois paramétriques généralisant ainsi les fameuses lois gaussiennes (𝛼 = 2),
de Cauchy (𝛼 = 1) et les lois de Lévy (𝛼 = 1

2 ). Les propriétés fondamentales qui les rendent
attrayantes pour des applications sont notamment :

a) La propriété de stabilité qui assure qu’une combinaison linéaire de variables aléatoires
indépendantes de distribution stable est aussi une variable stable ; en conséquence, nous
avons l’impressionnant résultat du théorème central limite généralisé qui assure qu’une
distribution stable est la seule limite possible pour des sommes normalisées de variables
indépendantes et identiquement distribuées (iid). Il faut noter que ce théorème central
limite est la principale justification de l’utilisation de la distribution gaussienne dans la
plupart des applications statistiques ; c’est-à-dire pour des variables aléatoires iid de va-
riance finie, nous obtenons une convergence vers la distribution gaussienne qui est un cas
particulier correspondant à 𝛼 = 2.

b) La deuxième propriété qui est de grande utilité dans nos travaux, est que les distributions
stables, hormis le cas gaussien, sont dites à queues lourdes. D’un point de vue pratique, ceci
se traduit par des probabilités plus élevées d’apparition des valeurs extrêmes et donne un
aspect impulsif dans les réalisations de ces variables. Cette propriété est très importante
dans la mesure où elle permet de modéliser les événements rares qui sont inhérents à la
complexité de l’internet des objets.

Pour faciliter la lecture de ce document nous donnons un rappel succinct des différentes pro-
priétés des distributions et processus 𝛼-stables que nous utiliserons par la suite. Un exposé plus
détaillé peut être consulté dans le Tome 2 de ce document avec les références qui y sont citées.

Un vecteur aléatoire réel centré 𝑋𝑑 = (𝑋1, 𝑋2, ..., 𝑋𝑑) est dit symétrique 𝛼-stable (S𝛼S) si et
seulement si sa fonction caractéristique est donnée par :

𝜙(𝑡1, ..., 𝑡𝑑) = exp{−∫
𝕊𝑑

|
|

𝑑

∑
𝑖=1

𝑡𝑖𝑠𝑖
|
|

𝛼

𝑑Γ(𝑠1, ..., 𝑠𝑑)}, (3.1)

Γ est une mesure symétrique unique définie sur la sphère unité 𝕊𝑑 de ℝ𝑑 (voir[148]).
La définition d’un vecteur complexe S𝛼S est naturellement généralisée en utilisant les parties

réelles et imaginaires. D’où un vecteur aléatoire complexe, 𝑋𝑑 = (𝑋1,… ,𝑋𝑑) avec 𝑋𝑖 = 𝑋𝑖,1+𝚥𝑋𝑖,2,
est S𝛼S si le vecteur réel (𝑋1,1, 𝑋1,2, ..., 𝑋𝑑,1, 𝑋𝑑,2) est aussi S𝛼S.
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Pour généraliser la notion de covariance, Cambanis [168] a défini la covariation de deux com-
posantes du vecteur S𝛼S 𝑋𝑑 par :

[𝑋𝑖, 𝑋𝑘]𝛼 ≜ ∫
𝕊4

(𝑠1 + 𝚥𝑠2)(𝑠3 + 𝚥𝑠4)
<𝛼−1>

𝑑Γ, (3.2)

où 𝑧<𝛼> = |𝑧|𝛼−1𝑧, et 𝑧 est le conjugué de 𝑧. Généralement, contrairement à la covariance des
vecteurs et processus du second ordre, la covariation n’est ni symétrique ni bilinéaire. Cepen-
dant, elle a un rôle similaire dans de nombreuses situations pratiques [148]. Elle a les propriétés
suivantes :

✠ Linéarité par rapport au composant gauche :
⨀ pour tout vecteur S𝛼S (𝑋1, 𝑋2, 𝑌),

[𝑋1 + 𝑋2, 𝑌]𝛼 = [𝑋1, 𝑌]𝛼 + [𝑋2, 𝑌]𝛼. (3.3)

⨀ pour tous scalaires complexes 𝑎 et 𝑏 :

[𝑎𝑋, 𝑏𝑌]𝛼 = 𝑎𝑏<𝛼−1>[𝑋, 𝑌]𝛼. (3.4)

✠ Si 𝑋 et 𝑌 sont indépendants alors, [𝑋, 𝑌]𝛼 = 0.
✠ Si 𝑌1 et 𝑌2 sont indépendants alors nous avons l’additivité de la covariation :

[𝑋, 𝑌1 + 𝑌2]𝛼 = [𝑋, 𝑌1]𝛼 + [𝑋, 𝑌2]𝛼. (3.5)

✠ Pour tout 1 < 𝛼 ≤ 2, l’application 𝑋 ⟼ ‖𝑋‖𝛼 = ([𝑋, 𝑋]𝛼)
1
𝛼 définit une norme sur l’espace

vectoriel engendré par des variables aléatoires S𝛼S, appelée norme de la covariation.
✠ La cinquième propriété donne 𝔼[|𝑍|] pour des variables aléatoires symétriques 𝛼-stables,

à l’origine dues à Zolotarev [184].
Soit 𝑍 ∼ 𝑆𝛼(𝛾, 0, 0), avec 1 < 𝛼 ≤ 2. Alors,

𝔼[|𝑍|] =
2Γ (1 − 1

𝛼)
𝜋

𝛾. (3.6)

✠ Soit 𝑍 ∼ 𝑆𝛼(𝛾, 𝛽, 𝛿), alors la densité de probabilité de 𝑍 peut être majorée par :

𝑝𝑍(𝑦) ≤
Γ ( 1𝛼)
𝛾𝛼𝜋

. (3.7)

✠ Soit 𝑍 ∼ 𝑆𝛼(𝛾, 0, 𝛿) avec 1 < 𝛼 ≤ 2. Alors, la densité de probabilité de 𝑍 vérifie le compor-
tement asymptotique suivant :

𝑝𝑍(𝑧) ∼
𝛼(1 − 𝛼)𝛾𝛼

Γ(2 − 𝛼) cos (𝜋𝛼2 )
|𝑧|−𝛼−1 lorsque |𝑧| → ∞. (3.8)

Les démonstrations de ces propriétés peuvent être consultées dans [168, 147, 121].

Un processus stochastique réel ou complexe 𝜉 = (𝜉𝑡, −∞ < 𝑡 < ∞) est S𝛼S si et seulement si tout
sous-ensemble fini (𝜉𝑡1, ...., 𝜉𝑡𝑛) de 𝜉 est un vecteur symétrique 𝛼-stable. De manière équivalente,
toutes les combinaisons linéaires de 𝜉 sont des variables aléatoires S𝛼S [168].
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3.1 Modélisation des canaux de communication ULB
Lorsque nous avons commencé à travailler sur ce sujet, les systèmes de communication Ultra

Large Band (ULB) à des fréquences extrêmement élevées (60 GHz) étaient en cours de dévelop-
pement [103] et [78, 79, 72]. La modélisation des canaux de communication faisait face à de
nouveaux défis liés au comportement modifié de la propagation des signaaux à ces fréquences
extrêmes.

Plusieurs travaux sur la caractérisation des canaux ont été réalisés dans la littérature ; nous ci-
tons entre autres [134, 112, 111]. Ils sont principalement basés sur des approches déterministes
ou des lancers de rayons ray tracing. Quand il s’agit de modèles statistiques, les références étaient
rares, principalement à cause de la difficulté de modéliser la distribution des retards des trajets ¹
[153, 149, 134, 115, 104]. Les modèles statistiques classiques sont basés sur les travaux de Bello
[182] et généralement sur les propriétés de stationnarité (WSS=Wide Sense stationarity) et des
”diffuseurs non corrélés” (US=Uncorrelated scatterers). Cependant, il a été montré récemment que
les zones de stationnarité sont très limitées lorsque la bande passante est large et/ou quand la
longueur d’onde est seulement de quelques millimètres [109, p. 88]. En outre, la propriété (US)
n’est plus valable quand la résolution temporelle est très élevée voir[93]. Pour remédier à ces pro-
blèmes, de nouvelles approches sont nécessaires : par exemple, récemment un groupe préparant
le standard IEEE 802.15.3a, propose un modèle du canal ULB sur la base des approches de Saleh
et Valenzuela [164]. Si cesmodèles se sont révélés adéquats, ils sont difficiles à utiliser pour l’ana-
lyse des performances théoriques et le développement des communications numériques adaptées
ainsi que pour des solutions en traitement du signal [70, 76, 54].

3.1.1 Modèles statistiques classiques d’un canal de communication
L’idée naturelle consiste à représenter le canal comme une ligne à retard espacé aléatoire-

ment. Dans ce cas, le canal peut être représenté par un filtre linéaire caractérisé par sa réponse
impulsionnelle :

ℎ(𝑡) =
𝑁

∑
𝑘=1

𝑎𝑘𝛿 (𝑡 − 𝜏𝑘) 𝑒𝚥𝜃𝑘. (3.9)

Elle est exprimée en fonction de quatre variables aléatoires, 𝑎𝑘, 𝜏𝑘, 𝜃𝑘, 𝑁 modélisant respective-
ment l’amplitude, le retard, la phase d’un trajet 𝑘 et 𝑁 le nombre total des trajets. Dans le mo-
dèle (3.9), la principale difficulté est de caractériser les retards des trajets et leurs amplitudes.
Les phases sont généralement considérées comme des variables uniformes sur [0, 2𝜋] car la lon-
gueur du trajet est beaucoup plus grande que la longueur d’onde selon [109]. La discussion sur
les retards et les amplitudes montre la difficulté de trouver le bon modèle pour une application
donnée. Cette difficulté est encore plus grande lorsque la bande du canal devient plus large et
lorsque la fréquence porteuse augmente.

✠ Modèles classiques des retards :Une première tentative de description des temps d’arrivée
par une distribution de Poisson a donné des résultats décevants pour le canal 60 GHz [115].
Turin [176], observant que l’hypothèse de Poisson n’a pas été confirmée par l’expérience,
a montré que, dans un environnement extérieur et à 488, 1280 et 2980 MHz, les temps

1. Il s’agit de la distribution du temps qu’un rayon met pour atteindre le récepteur au départ de l’émetteur en
suivant un trajet donné.
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d’arrivée pouvaient être modélisés par un processus de Poisson modifié, où le paramètre
de la loi de Poisson change quand un trajet arrive. Il a introduit, en quelque sorte, l’idée
derrière la notion de cluster et a proposé un modèle qui a été connu plus tard comme le
modèle Δ −𝐾 popularisé par Suzuki [171]. Son principe de base est que les trajets arrivent
par groupe (cluster), ce qui a amené Saleh and Valenzuela [164] àmontrer que le canal peut
être modélisé par un mélange de deux distributions de Poisson ; le premier pour l’arrivée
d’un cluster et le deuxième pour les arrivées à l’intérieur d’un cluster.
Dans [104], nous avons proposé un modèle basé sur des distributions 𝛼-stables pour la
modélisation du retard à 60 GHz et quelques justifications théoriques et expérimentales
du modèle ont été données.

✠ Modèles des amplitudes :D’un point de vue expérimental, les trajets détectés sont souvent
considérés comme le résultat de la superposition de plusieurs rayons incidents. Une multi-
tude de travaux ont été menés pour modéliser ce comportement ; par exemple, une analyse
approfondie de la distribution des amplitudes résultantes a été réalisée dans [109, p. 118-
128]. Lorsque le nombre de chemins fusionnés est assez grand, les distributions de Ray-
leigh, de Rice ou de Nakagami sont obtenues pour les amplitudes. Dans d’autres travaux,
[163, 156] l’amplitude du multi-trajet a été modélisée par une distribution Log-normale.
Molisch dans [56] a étudié la réponse impulsionnelle d’un canal ULB et en a conclu que les
amplitudes ne suivent pas une distribution de Rayleigh.

✠ Hypothèses classiques de stationnarité : Jusqu’à présent et dans de nombreux travaux
[110, 134, 114, 143, 117, 124, 107], des hypothèses judicieuses de stationnarité ont été
adoptées pour modéliser les canaux de communication. Il apparaît cependant que ces hy-
pothèses ne sont pas valables dans notre situation de canal ULB :
⨀ Dans le contexte des ondes millimétriques, une seule pièce de bureau présentera di-

vers comportements et caractéristiques (voir figure 3.2). Dans les coins et près de
l’émetteur, les réponses impulsionnelles présentent unprofil de trajetsmultiples denses
où les contributions dominantes proviennent de la réflexion spéculaire [134]. Les ré-
sultats de mesure dans [114] montrent une forte dépendance des paramètres statis-
tiques utiles vis-à-vis de l’environnement de propagation. En outre, la zone locale où
l’hypothèse WSS est vérifiée est réduite à quelques 𝑐𝑚2 en raison de la faible longueur
d’onde.

⨀ En raison de l’augmentation de la bande passante, davantage de chemins peuvent être
résolus. En conséquence, une corrélation entre les composants à trajets multiples peut
apparaître et la propriété des diffuseurs non corrélés ne tient pas.

3.1.2 Notre solution : une nouvelle approche
Notre objectif est de donner une solution complète basée sur une modélisation à la fois jus-

tifiée théoriquement et validée par les observations. Pour atteindre cet objectif, un modèle basé
sur des processus 𝛼-stable a été proposé et deux résultats permettant sa mise en place ont été éta-
blis ; le premier permet d’estimer efficacement les caractéristiques du canal, à savoir les densités
spectrales et le deuxième permet de générer les réponses impulsionnelles du canal. L’origina-
lité de nos travaux consiste à traiter le problème dans le domaine fréquentiel en s’intéressant à
la fonction de transfert du canal. Afin d’expliquer la logique de notre approche, revenons à la
fonction de transfert du canal 𝐻(𝜔) qui est naturellement exprimée comme la transformée de
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Figure 3.1 – Réalisation de la fonction de transfert à des fréquences et des emplacements diffé-
rents.

Fourier de la réponse impulsionnelle :

𝐻(𝜔) = ∫𝑒𝚥𝜔𝜏ℎ(𝜏)𝑑𝜏, (3.10)

En raison des configurations aléatoires du milieu de transmission, nous considérons que les ré-
ponses impulsionnelles sont des trajectoires d’un processus stochastique (ℎ(𝜏, .), 𝜏 ∈ ℝ). Dans ce
contexte, la fonction de transfert résultante est également un processus harmonisable représenté
par l’intégrale stochastique suivante :

𝐻(𝜔, .) = ∫
ℝ
𝑒𝚥𝜔𝜏𝑑𝜉(𝜏). (3.11)

Le terme 𝑑𝜉(𝜏) est une mesure aléatoire symétrique 𝛼-stable construite à partir du processus
stochastique ℎ(𝜏, .). Le choix d’un modèle 𝛼-stable n’a pas été fait au hasard mais il a été inspiré
par les observations des données réelles et les mesures. La figure 3.1 montre le caractère impulsif
pour deux exemples de 𝐻(𝜔, .) observés pour deux valeurs différentes de 𝜔. Ce fait est confirmé
par un test visuel de variance infinie à droite de la figure 3.1 pour plus détails voir par exemple
[141, 26, p. 62-63].

Outre le fait que les processus 𝛼-stables sont de bonsmodèles pour des phénomènes impulsifs
et à variance infinie [148], nous montrons qu’ils généralisent de manière naturelle les modèles
classiques habituellement utilisés dans le contexte de transmissions classiques. Dans notre si-
tuation, l’un des avantages importants de notre approche est qu’il prend en compte les événe-
ments rares inhérents aux transmissions à de très hautes fréquences et/ou en milieux confinés.
La contribution de notre travail repose sur la caractérisation du processus stochastique 𝐻(𝜔, .)
donné dans (3.11) ce qui évite plusieurs étapes de pré-traitement des données. Nous montrons
que dans le cadre d’une transmission ULB, la fonction de transfert aléatoire 𝐻(𝜔, .), peut être
caractérisée par une mesure unique ² 𝜇 définie sur ℝ.

2. Notre travail est inspiré de la terminologie des processus harmonisables où 𝜇 est appelée une mesure spectrale
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3.1.3 Caractérisation du canal et estimation de ces paramètres
Caractérisation du canal : En se basant sur le fait que le processus 𝜉 est à accroissements indé-
pendants, la mesure aléatoire 𝑑𝜉 est également à accroissements indépendants ; c’est-à-dire pour
𝐴 et 𝐵 tels que 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅, 𝑑𝜉(𝐴) et 𝑑𝜉(𝐵) sont indépendants. Dans ce cas, une mesure positive 𝜇
peut être construite comme suit :

𝜇(𝐴) = [𝑑𝜉(𝐴), 𝑑𝜉(𝐴)]𝛼 = ‖𝑑𝜉(𝐴)‖𝛼𝛼. (3.12)

A partir de la définition (3.12), nous pouvons montrer que [𝑑𝜉(𝐴), 𝑑𝜉(𝐵)]𝛼 = 𝜇(𝐴 ∩ 𝐵) pour tous
Boreliens 𝐴 et 𝐵 (voir[168], [84, 1, 26]). Ce résultat est généralisé à une représentation intégrale
de la fonction de covariation du processus 𝐻(𝜔, .) Comme :

𝐶(𝜔,𝜔′) ≜ [𝐻(𝜔, .), 𝐻(𝜔′, .)]𝛼

= ∫
ℝ
𝑒𝑖((𝜔−𝜔′)λ)𝜇 (𝑑(𝜆)). (3.13)

La preuve de ce résultat est détaillée dans [26]. On montre également que la mesure 𝜇 est unique
et caractérise la loi du processus stochastique𝐻(𝜔, .). En d’autres termes, le canal peut être identi-
fié à travers la caractérisation de lamesure 𝜇. Dans notre cas, cette dernière est à support continu ;
il a alors une dérivée Radon-Nykodym 𝜙, par rapport à la mesure de Lebesgue sur ℝ.

Résultats préliminaires pour l’estimation de 𝜙 : L’estimation de 𝜙 est basée sur les propriétés
de la fonction caractéristique du processus harmonisable 𝐻(𝑤, .). Cette technique a été initiale-
ment suggérée par [167] pour des processus S𝛼S harmonisables à temps continu. Nous l’avons
adaptée à notre situation pour prendre en compte l’observation discrète et partielle de 𝐻(𝜔, .)
voir par exemple [44, 26, 91, 142] pour plus de détails. L’idée est inspirée de la généralisation de
l’analyse de Fourier en introduisant des noyaux généralisant ceux de Féjer par exemple à savoir
les polynômes de Jackson définis par :

𝐽(𝑁)(𝜆) =
1
𝑞𝑘,𝑛

(
sin(𝑛𝜆2 )
sin(𝜆2 )

)
2𝑘

où 𝑞𝑘,𝑛 =
1
2𝜋

∫
𝜋

−𝜋
(
sin(𝑛𝜆2 )
sin(𝜆2 )

)
2𝑘

𝑑𝜆, (3.14)

𝑁 est un nombre impair fixe tel que : 𝑁 = 2𝑘(𝑛 − 1) + 1, où 𝑛 ∈ ℕ et 𝑘 ∈ ℕ ∪ {12 } ; quand 𝑘 = 1
2 , 𝑛

est choisi comme un entier impair. On sait que dans ce cas il existe une fonction j𝑘 satisfaisant la
somme partielle suivante :

𝐽(𝑁) (𝜆) =
𝑘(𝑛−1)

∑
𝑚′=−𝑘(𝑛−1)

j𝑘(
𝑚′

𝑛
) cos(𝜆𝑚′). (3.15)

Il est montré, par exemple dans [142] ou également [44, 26], que :

j𝑘(𝑢) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑄(𝑘)
𝑁 (𝑛𝑢 + 𝑘(𝑛 − 1))

𝑄(𝑘)
𝑁 (𝑘(𝑛 − 1))

if 𝑛𝑢 ∈ ℤ

0 if 𝑛𝑢 ∉ ℤ
(3.16)

[44, 84, 168]. Dans notre cas, il s’agit plutôt d’une quantité temporelle incluse dans le domaine du retard plutôt que
dans le domaine fréquentiel. Nous utiliserons toutefois le terme mesure spectrale dans ce qui suit.
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où 𝑄(𝑘)
𝑁 (𝜏) est le nombre de combinaisons d’entiers (𝑡1, 𝑡2,⋯ , 𝑡2𝑘) qui satisfont les conditions

∀𝑗 ∈ {1, 2,⋯ , 2𝑘} 0 ≤ 𝑡𝑗 ≤ 𝑛 − 1 et 𝑡1 + 𝑡2 +⋯+ 𝑡2𝑘 = 𝜏. On peut alors définir le noyau 𝐽𝑁(𝜆), qui
sera utilisé pour la construction du périodogramme ̂𝐼𝑁 des 𝐻(𝜔, .) observés . Ce noyau vérifie la
propriété importante :

|𝐽𝑁(𝜆)|
𝛼 = |𝐴𝑁𝐽(𝑁)(𝜆)|

𝛼
où 𝐴𝑁 = (∫

𝜋

−𝜋
|𝐽(𝑁)(𝜆)|

𝛼
𝑑𝜆)

−1
𝛼

. (3.17)

La constante 𝐴𝑁 peut être explicitée comme :

𝐴𝑁 =
(12 (

2
𝜋)

2𝑘
+ 𝑘

2𝑘−1) 𝑛
2𝑘−1

((𝜋 ( 2𝜋)
2𝛼𝑘

+ 2𝜋𝛼𝑘
2𝛼𝑘−1) 𝑛2𝛼𝑘−1)

1
𝛼

(3.18)

Estimation proprement dite de 𝜙 : Supposons que nous observons𝐻(𝜔, .) en des fréquences an-
gulaires équidistantes𝜔𝑖 = 𝑖Δ𝜔 , pour 𝑖 = 1, 2, ...𝑁 où Δ

𝜔 est choisie de façon à respecter le théorème
d’échantillonnage. Un estimateur sans biais mais non consistant de𝜙 peut être construit comme :

̂𝐼𝑁(𝜆) = 𝐶𝑝,𝛼|𝐼𝑁 (𝜆) |𝑝, 0 < 𝑝 <
𝛼
2
. (3.19)

Le terme I𝑁(𝜆) est le périodogramme modifié faisant intervenir les polynômes de Jackson 𝐽𝑁(𝜆)
suivant :

𝐼𝑁(𝜆) = [Δ𝜔]
1
𝛼𝐴𝑁𝑅e

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑘(𝑛−1)

∑
𝑛′=−𝑘(𝑛−1)

j𝑘 (
𝑛′

𝑛
) exp{−𝚥(𝑛′Δ𝜔𝜆)}𝐻 (𝑛′Δ𝜔 + 𝑘(𝑛 − 1)Δ𝜔)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (3.20)

La constante de normalisation 𝐶𝑝,𝛼 est donnée par :

𝐶𝑝,𝛼 =
𝐷𝑝

𝐹𝑝,𝛼[𝑐𝛼]
𝑝
𝛼
, (3.21)

avec les constantes habituelles qu’on rencontre en théorie des processus et variables 𝛼-stables
[148] données par :

𝑐𝛼 =
1
𝜋𝛼

∫
𝜋

0
| cos(𝑢)|𝛼𝑑𝑢, (3.22)

𝐷𝑝 = ∫
∞

−∞

1 − cos(𝑢)
|𝑢|1+𝑝

𝑑𝑢 =
2
𝑝
Γ (1 − 𝑝) cos (𝜋

𝑝
2
) , (3.23)

𝐹𝑝,𝛼 = ∫
∞

−∞

1 − 𝑒−|𝑢|
𝑎

|𝑢|1+𝑝
𝑑𝑢 = 2

Γ (1 − 𝑝
𝛼)

Γ (1 − 𝑝) cos (𝜋𝑝
2)
. (3.24)

Pour obtenir un estimateur consistant de [𝜙(𝜆)]
𝑝
𝛼 , le périodogramme est lissé par un noyau de

convolution définissant la fenêtre, 𝑊𝑁(𝑢) = 𝑀𝑁𝑊(𝑀𝑁𝑢), où 𝑀𝑁 vérifie 𝑀𝑁 → +∞ et
𝑀𝑁
𝑁

→ 0
quand 𝑁 → +∞. 𝑊 est un noyau, pair de support [−1, 1]. Dans la partie applications et simu-
lations, nous avons utilisé le noyau d’Epanechnikov avec 𝑝 =

𝛼
2.5

comme suggéré par exemple
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dans [167]. Nous considérons par la suite le périodogramme lissé 𝑓𝑁 défini par :

𝑓𝑁(𝜆) = ∫
ℝ
𝑊𝑁(𝜆 − 𝑢) ̂𝐼𝑁(𝑢)𝑑𝑢. (3.25)

En s’inspirant des résultats de [142] ou plus généralement dans [91], nous avons montré que
𝑓𝑁(𝜆) est un estimateur consistant et asymptotiquement sans biais de [𝜙(𝜆)]

𝑝
𝛼 . Nous en déduisons

donc un estimateur consistant de 𝜙. Ce résultat est annoncé dans le théorème suivant :
Théorème 3.1.1 : Un estimateur asymptotiquement sans biais de 𝜙(𝜆) est donné par :

𝜙̂(𝜆) = (𝑓𝑁(𝜆))
𝛼
𝑝 . (3.26)

Cet estimateur est consistant et sa vitesse de convergence est de l’ordre de [𝑀𝑁
𝑁 ]

𝛼
𝑝

L’algorithme suivant résume la procédure que nous avons mise en place et appliquée pour
estimer les paramètres du canal 60 Ghz.

Algorithm 1 : Estimation non paramétrique de 𝜙̂(𝜆) à partir des fonctions de transfert.
Input : Fonctions de transferts 𝐻ℓ(𝜔𝑖)𝑖=1…𝑁 mesurées aux emplacements ℓ = 1,… , 𝐿.

1 Estimer l’indice de stabilité 𝛼 à partir de {𝐻ℓ(𝜔)}ℓ=1,…,𝐿 en utilisant [169].
2 Fixer 𝑝 = 𝛼

2.5 et calculer , 𝑐𝛼, 𝐷𝑝 et 𝐹𝑝,𝛼 donnée dans (3.22), (3.23) et (3.24).
3 Calculer, 𝐶𝑝,𝛼 donnée par (3.21).
4 Calculer j𝑘(𝑛

′

𝑛 ) à partir de (3.15) et 𝐴𝑁 à partir de (3.17).
5 foreach ℓ = 1…𝐿 do
6 Calculer 𝐼𝑁,ℓ(𝜆) comme dans (3.20).
7 Calculer ̂𝐼𝑁,ℓ(𝜆) en utilisant (3.19).
8 end

9 Calculer ̂𝐼𝑁, la moyenne de ̂𝐼𝑁,ℓ(𝜆) sur ℓ = 1…𝐿 à partir de (3.19).
10 Lisser ̂𝐼𝑁(𝜆) pour obtenir 𝑓𝑁(𝜆) comme dans (3.25).

Output : La densité spectrale 𝜙̂(𝜆) = (𝑓𝑁(𝜆))
𝛼
𝑝 .

Pour estimer l’indice de stabilité 𝛼, plusieurs méthodes ont été proposées dans la littérature ;
nous citons entre autres [173, 166, 165, 178] qui ont introduit des techniques basées sur le maxi-
mum de vraisemblance ou se basant sur les quantiles. D’autres estimateurs utilisant la fonction
caractéristique ont été introduits par [169]. Nous avons choisi cette dernière méthode car elle est
facile à calculer et plus précise si les autres paramètres de la distribution 𝛼-stable ne sont pas
connus a priori, voir par exemple [62].

3.1.4 Lien avec les modèles classiques et algorithmes de simulation.
Pendant nos travaux demodélisation des canaux de communication, nous avons voulu donner

une solution générique et originale sans renier lesmodèles existants éprouvés en pratique et dans
la littérature. Dans ce volet de ce travail, nous établissons l’existence d’un lien entre notremodèle
et ceux communément utilisés, entre autre les normes actuelles IEEE 802.

Décomposition en séries et lien avec (3.9) : Un des résultats importants qui rend la mesure 𝜇
utile en pratique est le fait qu’elle peut être exprimée en terme de loi d’une variable aléatoire.
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En effet, en la normalisant par sa masse totale 𝜇(ℝ) nous définissons 𝜇̂ ∶ 𝐴 ⟼ 𝜇(𝐴)
𝜇(ℝ) une mesure

de probabilité. Ainsi, par le théorème de représentation, il existe une variable aléatoire unique 𝜗
de distribution 𝜇̂. Sur la base de l’estimation de la densité 𝜙(𝜆) discutée plus haut, nous pouvons
générer 𝜗 et l’utiliser pour la décomposition en série du processus harmonisable 𝐻(𝑊, .). L’idée
est d’utiliser les séries de Lepage, pour plus de détails voir par exemple [170, 148, 84]

Théorème 3.1.2 : La fonction de transfert 𝐻(𝜔, .) peut être décomposée en série de type Lepage
[148] comme :

𝐻(𝜔, .) 𝑑= (𝜇(ℝ)𝑐𝛼)
1
𝛼

∞

∑
𝑖=1

𝛾𝑖Γ
− 1
𝛼

𝑖 𝑒𝚥𝜔𝜗𝑖(𝑆𝑖,1 + 𝚥𝑆𝑖,2). (3.27)

L’égalité ” 𝑑=” signifie l’égalité dans la distribution.

✠ (𝛾𝑖) sont des copies i.i.d de variables aléatoires de Rademacher 𝛾, i.e. 𝑃(𝛾 = −1) = 𝑃(𝛾 =
1) = 1/2,

✠ (Γ𝑖) sont les temps d’arrivée d’unprocessus de Poisson ; ils suivent une loiGammademoyenne
𝑖,

✠ (𝜗𝑖)𝑖 sont des copies i.i.d de 𝜗,
✠ (𝑆𝑖,1, 𝑆𝑖,2) sont des copies i.i.d uniformément réparties sur le cercle unité. Nous pouvons les

écrire en notation complexe : 𝑆𝑖,1 + 𝚥𝑆𝑖,2 = 𝑒𝚥𝜃𝑖.
En utilisant les propriétés de convergence en distribution, on peut intégrer (3.27) par rapport

à 𝜔 de sorte que, pour tout 𝑡, on ait :

∫
∞

−∞
𝐻(𝜔, .)𝑒−𝚥𝜔𝑡𝑑𝜔 𝑑= (𝜇(ℝ)𝐶𝛼)

1
𝛼

∞

∑
𝑖=1

𝛾𝑖Γ
− 1
𝛼

𝑖 𝑒𝚥𝜃𝑖 ∫
∞

−∞
𝑒−𝚥𝜔(𝑡−𝜗𝑖)𝑑𝜔. (3.28)

En calculant l’intégrale dans la partie droite de (3.28) et en utilisant la transformée de Fourier
inverse dans (3.11), nous pouvons écrire la réponse impulsionnelle aléatoire ℎ(𝑡, .) Comme :

ℎ(𝑡, .) 𝑑= (𝜇(ℝ)𝐶𝛼)
1
𝛼

∞

∑
𝑖=1

𝛾𝑖Γ
− 1
𝛼

𝑖 𝑒𝚥𝜃𝑖𝛿(𝑡 − 𝜗𝑖). (3.29)

Nous pouvons remarquer que la réponse impulsionnelle donnée dans (3.29) a une structure si-
milaire à la réponse impulsionnelle théorique d’un canal linéaire donnée dans (3.9). Il faut éga-
lement noter que l’égalité de distribution (3.29) est une formule exacte de la réponse impulsion-
nelle aléatoire du canal.

Somme partielle de (3.29) : Les termes 𝑖 sont les temps d’arrivée d’un processus de Poisson ; ils
sont donc distribués selon une loi Gamma de moyenne 𝑖 ; Quand 𝑖 tend vers l’infini, −1/𝛼𝑖 converge
presque sûrement vers 0. La somme infinie (3.29) peut donc être tronquée à un ordre 𝑁 que l’on
choisit suffisamment grand pour avoir une approximation raisonnable en pratique, c’est-à-dire :

ℎ(𝑡, .) 𝑑= (𝜇(ℝ)𝐶𝛼)
1
𝛼

𝑁

∑
𝑖=1

𝛾𝑖Γ
− 1
𝛼

𝑖 𝑒𝚥𝜃𝑖𝛿(𝑡 − 𝜗𝑖), (3.30)
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ou en d’autre terme, dans le domaine fréquentiel :

𝐻𝑁(𝜔) 𝑑= (𝜇(ℝ)𝐶𝛼)
1
𝛼

𝑁

∑
𝑖=1

𝛾𝑖Γ
− 1
𝛼

𝑖 𝑒𝚥𝜃𝑖𝑒𝚥𝜔𝜗𝑖, (3.31)

Nous proposons une mesure de la qualité de l’approximation en calculant l’ordre 𝑁 minimal tel
que,

ℙ (∃𝜔 ∈ ℝ, |𝐻𝑁(𝜔) − 𝐻(𝜔)| > 𝜂) < 𝜀. (3.32)

En d’autres termes, la probabilité, que l’écart entre le processus exact 𝐻(𝜔) et le processus ap-
proché 𝐻𝑁(𝜔) soit supérieure à 𝜂, doit être inférieure à un risque 𝜀. Pour calculer 𝑁, nous avons
besoin de la loi de probabilité de |𝐻𝑁(𝜔) −𝐻(𝜔)|. En suivant la technique proposée dans [139, p.
41-43], nous avons le résultat suivant :

Proposition 3.1.3 : pour tout 𝑁 > 2
𝛼 et 𝜂 > 0, on a :

ℙ(|𝐻(𝜔) − 𝐻𝑁(𝜔)| > 𝜂) ≤
𝑅𝑁(𝛼)
𝜂2

, (3.33)

où 𝑅𝑁(𝛼) =
∞

∑
𝑖=𝑁+1

1
[𝑖 − 2

𝛼 ]
2
𝛼

est le reste de la série de Riemann.

L’inégalité (3.32) impose un test d’arrêt sur des fréquences infinies appartenant à un intervalle
continu. Cependant, nous ne générons que des trajectoires discrètes du processus. Les fréquences
angulaires d’observation sont fixes et notées 𝜔1,… ,𝜔𝐾. Le test d’arrêt (3.32) sera naturellement
remplacé par :

ℙ(∃𝜔𝑖 ∈ {𝜔1,… ,𝜔𝐾}, |𝐻𝑁(𝜔𝑖) − 𝐻(𝜔𝑖)| > 𝜂) < 𝜀. (3.34)

Nous pouvons donc donner une borne supérieure pour le terme de gauche dans (3.34) de sorte
que :

ℙ(∃𝜔𝑖 ∈ {𝜔1,… ,𝜔𝐾}, |𝐻𝑁(𝜔𝑖) − 𝐻(𝜔𝑖)| > 𝜂) ≤
𝐾

∑
𝑖=1

ℙ(|𝐻𝑁(𝜔𝑖) − 𝐻(𝜔𝑖)| > 𝜂). (3.35)

En utilisant (3.35) et (3.33), nous pouvons écrire :

ℙ(∃𝜔𝑖 ∈ {𝜔1,… ,𝜔𝐾}, |𝐻𝑁(𝜔𝑖) − 𝐻(𝜔𝑖)| > 𝜂) ≤ 𝐾𝑅𝑁(𝛼)
𝜂2 . (3.36)

Enfin, pour avoir un écart maximum 𝜂 avec un risque 𝜀, on prend 𝑁 tel que :

𝑅𝑁(𝛼) ≤
𝜂2𝜀
𝐾

. (3.37)

En utilisant cette procédure nous avons établi un algorithme qui permet de générer des réponses
impulsionnelles caractérisées par la mesure 𝜇.

Nous avons adapté les réponses impulsionnelles simulées à la résolution temporelle limitée
des observations expérimentales. En effet, si 𝐼Δ𝑡 la durée totale de la réponse impulsionnelle où
Δ𝑡 est le pas des observations, nous générons,

ℎ(𝑡) =
𝐼−1

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝛿(𝑖Δ𝑡), (3.38)
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Algorithm 2 : Générateur des réponses impulsionnelles d’un canal.
Input : La densité spectrale 𝜙̂(𝜆) et 𝛼 estimés avec l’algorithme 1.

1 Calculer 𝐶𝛼 et approcher la masse totale 𝜇(ℝ) = ∫𝜙(𝜆)𝑑𝜆. ;
2 Trouver le seuil 𝑁 comme dans (3.37). ;
3 do : ;
4 Générer Γ𝑖 = 𝑒1 +⋯ + 𝑒𝑖 où (𝑒𝑖) sont des variables i.i.d. de loi exponentielle de

moyenne 1. ;
5 Générer 𝛾𝑖 des copies i.i.d. de 𝛾. ;
6 Générer 𝜗𝑖 à partir de 𝜇 . ;
7 Calculer la somme donnée dans (3.39). ;
8 end do : ;
Output : Une réponse impulsionnelle.

où 𝑎𝑖 représente la superposition de tous les rayons qui arrivent entre deux instants successifs,
elle est donnée par :

𝑎𝑖 =
𝑁

∑
𝑗=1

𝛾𝑗Γ
− 1
𝛼

𝑗 𝑒𝚥𝜃𝑗1l𝜗𝑗∈[𝑖Δ𝑡,(𝑖+1)Δ𝑡[ (3.39)

3.1.5 Validation du modèle et application au canal 60 GHz
Nous appliquons notre modèle théorique et les outils statistiques que nous avons développés

aux fonctions de transferts mesurées dans une bande de fréquences entre 57 à 59 GHz. Nous
montrons le bon comportement de notre modèle, sa capacité à représenter des situations très
différentes et le bon ajustement entre les étalements des retards réels et simulés.

Configuration expérimentale des mesures : Un analyseur de réseau dédié, créé à l’IEMN [110],
permet la vectorisation des fonctions de transferts à des fréquences sur la bande allant de 57 à 59
GHz.Ainsi la bande passante de 2GHz estmesurée par pas de 1.25MHz. Cette plage de fréquence
donne une résolution temporelle de 0.5ns sur un intervalle entre 0 et 800 ns. L’expérimentation
a été effectuée dans l’environnement décrit dans la figure 3.2. Les mesures ont été effectuées sur
26 sites différents ; sur chaque site, le récepteur s’est déplacé sur plus de 250 positions sur une
règle graduée par pas de 2mm qui est moins que la moitié de la longueur d’onde.

Application aux mesures et validation du modèle : Pour valider notremodèle, nous l’avons confronté
aux réponses impulsionnelles observées dans le cas du canal 60 Ghz. Nous estimons d’abord l’in-
dice de stabilité 𝛼 ; on obtient 𝛼 = 1.83. Nous estimons par la suite la densité 𝜙̂ de la mesure
spectrale 𝜇 en utilisant l’algorithme 1. Dans la figure 3.3, nous présentons des réponses impul-
sionnelles simulées en utilisant l’algorithme 2. Pour chaque réponse impulsionnelle, nous avons
utilisé (3.31) avec 𝑁 = 30000 pour un risque 𝜂 = 0.05 et une précision 𝜀 = 0.01.

La figure 3.3 montre la capacité de notre modèle à représenter des situations très différentes
contrairement aux approches classiques. Une seule campagne demesures suffit pour représenter
le comportement du canal dans toute la pièce. Cela résulte du fait que la propriété de stationna-
rité au sens large du second ordre n’est pas requise pour notre modèle. Un autre fait important
est que notre modèle est capable de représenter les temps d’arrivée des trajets avec une grande
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précision. C’est une caractéristique importante lorsque des canaux à bande ultra large sont consi-
dérés.
Pour confirmer davantage la validité de notre modèle, nous avons comparé l’étalement des re-
tards (RMS Delay spread) des mesures et des simulations ; ce paramètre, habituellement utilisé
pour la validation des modèles de canaux, est donné par :

𝑅𝑀𝑆 = √∑𝑡2|ℎ(𝑡)|2 − (∑ |𝑡ℎ(𝑡)|)2

∑|ℎ(𝑡)|2
. (3.40)

Nous présentons dans la figure 3.4 la densité de probabilité de l’étalement des retards des ré-
ponses impulsionnelles observées et de celles générées par notre modèle. Nous considérons deux
situations : lorsque lamesure 𝜇 est estimée à partir de l’ensemble des 6500mesures (cas 1) et lors-
qu’elle est estimée à partir de 250mesures choisies au hasard. Bien que nous puissions remarquer
une différence dans les formes de densité, nous pouvons conclure que notremodèle représente ef-
ficacement la variabilité des réponses impulsionnelles réelles dans la pièce. On peut notamment
remarquer que la queue des distributions, représentant des situations rares est très similaire. On
voit aussi que 250 mesures sont suffisantes pour estimer la mesure 𝜇 et pour caractériser pleine-
ment le canal. Enfin, nous montrons dans la figure 3.4 un exemple de densité de probabilité de
la partie réelle, de la partie imaginaire et du module de 𝐻(𝜔𝑖) pour 𝜔𝑖 = 57𝐺𝐻𝑧 et 𝜔𝑖 = 58𝐺𝐻𝑧.
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Figure 3.4 – Exemples de densité de probabilité 𝐻(𝜔) mesuré pour 𝜔 = 57 GHz et 𝜔 = 58 GHz.

Le fait de représenter la fonction de transfert par un processus aléatoire 𝛼-stable permet de
s’affranchir de l’hypothèse de stationnarité WSS ou l’hypothèse de réflecteurs non corrélés au
sens large. Avec une seule mesure positive, nous pouvons modéliser le comportement du ca-
nal dans tout l’environnement car les processus stables sont bien adaptés pour représenter des
phénomènes très variables.
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Des recherches supplémentaires restent encore à explorer notamment la généralisation de
l’hypothèse d’accroissements indépendants au cas non indépendants. Cette généralisation est en
cours de publication voir [1, 2] et permettra de prendre en compte des zones spatiales plus larges
et de donner une représentation de l’évolution spatio-temporelle du canal.

3.2 Modélisation du canal dans un contexte évolutif ou mobile
Une difficulté essentielle de la modélisation statistique des canaux réside dans la capacité à

représenter les évolutions spatio-temporelles. Cette variabilité est d’autant plus importante lors-
qu’il s’agit de modéliser les communications dans des environnements en évolution rapide ; d’où
la nécessité d’adapter les modèles existants à de telles situations. Un autre défi majeur est le fait
que la spécification d’un tel modèle nécessite une vaste campagne de mesures et des traitements
gourmands en temps de calcul. En raison de la complexité des modèles et de l’évolution rapide
possible, cette tâche est quasi impossible pour une utilisation en temps réel ; en particulier, les
noeuds ou capteurs de faible complexité. Dans ce contexte, nous avons introduit unmodèle géné-
rique capable de s’adapter aux changements rapides de l’environnement tout en tenant compte
de la dépendance spatiale de la fonction de transfert du canal et, d’autre part, de la variation du
modèle en fonction de la structure de dépendance en fréquence. De ce dernier point de vue, de
nombreux travaux ont décrit la dépendance en fréquence ; on cite par exemple [100] qui utilise
un modèle autorégressif d’ordre deux pour la génération de la réponse en fréquence du canal
ULB. Nous supposons également que le canal est représenté avec précision par un modèle 𝛼-
stable comme nous l’avons proposé plus haut [44].

Pour reformuler le problème, nous supposons que le milieu de transmission est subdivisé
en 𝑛 régions 𝑅𝑥 avec 𝑥 = 0, 1,… , 𝑛. Nous considérons le processus stochastique ℋ𝑥 décrivant la
fonction de transfert dans une région.Nous supposons que la dépendance spatiale a unemémoire
de longueur 𝑝. Nous aurons donc les espérances conditionnelles suivantes :

ℋ𝑥+1 = f(ℋ𝑥,… ,ℋ𝑥−𝑝) + Υ, (3.41)

où f est une fonction inconnue et Υ = ℋ𝑥+1 − 𝔼 (ℋ𝑥+1 |ℋ𝑥,… ,ℋ𝑥−𝑝) tous deux ne dépendent pas
des emplacements ou de la zone spatiale. L’équation (3.41) peut être vue comme unmodèle boîte
noire qui ne suppose aucun a priori sur l’environnement. Afin de comprendre la dépendance en
fréquence, nous présentons le modèle des fonctions de transfert observées à 𝑤1,… ,𝑤𝑚, comme
suit :

po
s
x+

1 ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ℋ𝑥+1(𝑤1) = f(ℋ𝑥(𝑤1),… ,ℋ𝑥−𝑝(𝑤1)) + Υ𝑥(𝑤1)
⋮ ⋮

ℋ𝑥+1(𝑤𝑚) = f(ℋ𝑥(𝑤𝑚), ,… ,ℋ𝑥−𝑝(𝑤𝑛)) + Υ𝑥(𝑤𝑚)
Puisque la fonction f a capturé la structure de dépendance spatiale, il est donc plus logique de
supposer que la structure de dépendance de Υ est liée seulement aux fréquences. Inspirés des
travaux de [100], nous postulons que pour une position fixe, la dépendance en fréquence de Υ
peut être décrite par un schéma autorégressif.

Υ𝑥(𝑤𝑖) =
𝑞

∑
𝑘=1

𝜃𝑘Υ𝑥(𝑤𝑖−𝑘) + 𝜀𝑥,𝑖 (3.42)

Afin de prendre en compte la nature impulsive, nous supposons que les erreurs 𝜀𝑥,𝑖 sont des
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bruits blancs 𝛼-stables.
La principale difficulté dans le modèle boîte noire (3.41), est le fléau de la dimension qui sur-

vient lors de l’estimation de la fonction non paramétrique f lorsque 𝑝 devient grand. Afin de
surmonter un tel inconvénient, nous supposerons qu’au lieu de (ℋ𝑥,… ,ℋ𝑥−𝑝), la fonction de
transfert ℋ𝑥+1 dépend d’une combinaison linéaire de ce vecteur . Cela réduit f à une fonction
d’une seule variable ce qui évitera le problème de la dimension. Cela nous a conduit à proposer
le modèle suivant :

ℋ𝑥+1(𝑤𝑖) = f(
𝑝

∑
𝑘=0

𝜂𝑘ℋ𝑥−𝑘(𝜔𝑖)) +
𝑞

∑
𝑘=1

𝜃𝑘Υ𝑥(𝑤𝑖−𝑘) + 𝜀𝑥,𝑖 (3.43)

Pour résumer, (f,𝜂) représentent la dépendance spatiale, le coefficient 𝜃 décrit la dépendance
linéaire en fréquence et 𝜀𝑥,𝑖 les innovations aléatoires et impulsives du processus ℋ𝑥. Ce modèle
est très général et permettra d’utiliser des outils statistiques connus dans la littérature sous le
nom de modèle semi-paramétrique partiellement linéaire. Ils ont été largement étudiés dans la
littérature ; nous citons entre autres [130], [133], [127], [102] ... Pour la compatibilité avec le
formalisme semi-paramétrique nous réécrivons de manière équivalente l’équation (3.43) comme
suit : on commence par prendre 𝑁 = 𝑛𝑚 où 𝑛 est le nombre de positions et 𝑚 est le nombre
de fréquences observées. Pour chaque 𝑥 = 1,… , 𝑛 − 1, pour chaque 𝑖 = 1,… ,𝑚 on prend 𝑠 =
(𝑥 − 1)𝑚 + 𝑖 et on note :

𝑌𝑠 = ℋ𝑥+1(𝑤𝑖),
𝑈𝑠 = [ℋ𝑥(𝑤𝑖),… ,ℋ𝑥−𝑝(𝑤𝑖)]†,
𝑉𝑠 = [Υ𝑥(𝑤𝑖−1),… ,Υ𝑥(𝑤𝑖−𝑞) ]†,
𝑋𝑠 = [𝑈†

𝑠 , 𝑉†
𝑠 ]†,

𝜀𝑠 = 𝜀𝑥,𝑖
où † indique la transposition d’unematrice. Cela conduira aux notations habituelles d’unmodèle
semi-paramétrique SIM ( Single Index Model) :

𝑌𝑠 = 𝑋†
𝑠 𝜃 + f(𝑋†

𝑠 𝜂) + 𝜀𝑠 (3.44)

où 𝜃 = (0𝑝+1, 𝜃1,… , 𝜃𝑞) et 𝜂 = (𝜂0,… , 𝜂𝑝, 0𝑞) et 0𝑝 est le vecteur nul de 𝑝.
Les motivations classiques de l’utilisation de ce genre de modèle (3.44) sont détaillées entre

autres dans [127], [102], [67]. Dans notre contexte, de nombreuses indications suggèrent l’utili-
sation du modèle (3.44) ; par exemple les figures Fig.3.5 et Fig.3.6 illustrent les structures semi-
linéaires et autoregressives de la dépendance spatiale et fréquentielle. Le schéma autorégressif a
été inspiré de ce qui se faisait dans la littérature [100]. La théorie desmodèles semi-paramétriques
a été largement étudiée dans le cas du modèle gaussien ou de second ordre en général. Quand
on avait abordé ce travail, aucun résultat n’était connu dans le cas de bruits à variance infinie ou
en particulier 𝛼-stables. Dans les paragraphes qui suivent nous détaillons une procédure d’esti-
mation et de caractérisation de ces modèles dans le cas 𝛼-stable.

3.2.1 Procédure d’estimation et de caractérisation du modèle évolutif
Nous nous intéressons ici aumodèle (3.44) où 𝜃 et 𝜂 sont des vecteurs de paramètres inconnus.

Pour des raisons de simplicité, nous supposons que la fonction f(⋅) est deux fois différentiable.
Les variables aléatoires {𝜀𝑠} sont une suite d’erreurs avec 𝔼[𝜀𝑠 | 𝑋𝑠] = 0. Un grand nombre de tra-
vaux de la littérature ont discuté ces modèles, notamment lorsque les erreurs sont des variables
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Figure 3.5 – Le pas de fréquence est de 5 MHz.
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Figure 3.6 – 2.5mm distance entre x and x+1

aléatoires ayant des moments de second ordre ; pour plus de détails voir par exemple [127] et
[67]. Nous supposons que les 𝜀𝑠 sont i.i.d. symétriques 𝛼-stables ayant un paramètre d’échelle
fixe 𝜎. Afin d’estimer les paramètres inconnus 𝜂,𝜃 et la fonction f, nous introduisons la notation
suivante :

f1𝜂(𝑢) = 𝔼[𝑌𝑠 | 𝑋†
𝑠 𝜂 = 𝑢], et f2𝜂(𝑢) = 𝔼[𝑋𝑠 | 𝑋†

𝑠 𝜂 = 𝑢], (3.45)

Cette décomposition est inspirée de la décomposition de l’espérance conditionnelle f(𝑢) = 𝔼[𝑌𝑠−
𝑋†
𝑠 𝜃 | 𝑋†

𝑠 𝜂 = 𝑢] qui mène facilement à la formule :

f(𝑢) = f1𝜂(𝑢) − (f2𝜂(𝑢))
†𝜃 (3.46)

À partir des espérances conditionnelles (3.45) nous proposons une estimation à noyau de type
Nadarya-Watson [180, 181]. Pour 𝜂 donné, nous estimons d’abord f1𝜂(⋅) et f2𝜂(⋅) par :

̂f1𝜂(𝑢) =

𝑁

∑
𝑠=1

𝐾ℎ(𝑋†
𝑠 𝜂 − 𝑢)𝑌𝑠

𝑁

∑
𝑠=1

𝐾ℎ(𝑋†
𝑠 𝜂 − 𝑢)

et ̂f2𝜂(𝑢) =

𝑁

∑
𝑠=1

𝐾ℎ(𝑋†
𝑠 𝜂 − 𝑢)𝑋𝑠

𝑁

∑
𝑠=1

𝐾ℎ(𝑋†
𝑠 𝜂 − 𝑢)

Avec 𝐾ℎ = 1
ℎ𝐾(

𝑥
ℎ ) et 𝐾 est un noyau : c’est-à-dire que 𝐾 est une densité de probabilité paire non

négative (par exemple le noyau Gaussien 𝐾(𝑥) = 1
√2𝜋

e−
𝑥2
2 ). L’estimation complète de la fonction

f a donc besoin de l’estimation des paramètres 𝜂 et 𝜃. Pour cela, nous utilisons une méthode de
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type moindre carrés. D’abord définissons les notations suivantes :

𝑌𝑠𝜂 = 𝑌𝑠 − ̂f1𝜂(𝑋
†
𝑠 𝜂) , 𝑋𝑠𝜂 = 𝑋𝑠 − f̂2𝜂(𝑋

†
𝑠 𝜂), et 𝑆𝑁(𝜃,𝜂; ℎ) =

𝑁

∑
𝑠=1

(𝑌𝑠𝜂 − 𝑋
†
𝑠𝜂𝜃)2

L’estimation consiste à minimiser 𝑆𝑁(𝜃,𝜂, ℎ) en fonction (𝜃,𝜂, ℎ). On remarque tout d’abord
que, pour un (𝜂, ℎ) fixe, l’estimateur des moindres carrés de 𝜃 peut être déduit à l’aide des tech-
niques classiques des moindres carrés ; il est donné par :

𝜃̂(𝜂, ℎ) =
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

𝑁

∑
𝑠=1

𝑋𝑠𝜂𝑋
†
𝑠𝜂
⎞⎟⎟⎟⎟⎠

+ 𝑁

∑
𝑠=1

𝑋𝑠𝜂𝑌𝑠𝜂, (3.47)

où ( . )+ désigne le pseudo-inverse d’unematrice. On estime ensuite (𝜂, ℎ)par (𝜂̂, ℎ̂) enminimisant,

̂𝑆𝑁(𝜂, ℎ) =
𝑁

∑
𝑠=1

(𝑌𝑠𝜂 − 𝑋
†
𝑠𝜂𝜃̂(𝜂, ℎ))2 (3.48)

Inspiré de l’équation (3.46), nous proposons l’estimateur non paramétrique de f(⋅) :
̂f(𝑢) = ̂f1𝜂̂(𝑢) − ( ̂f2𝜂̂(𝑢))†𝜃̂(𝜂̂, ℎ̂). (3.49)

Lorsque le paramètre d’échelle 𝜎 est inconnu, il peut être estimé par la méthode des moments
fractionnaires comme suit :

𝜎̂ = 𝐶𝛼(𝜌)
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1
𝑁

𝑁

∑
𝑠=1

|𝑌𝑠𝜂̂ − 𝑋
†
𝑠𝜂̂𝜃̂(𝜂̂, ℎ̂)|

𝜌⎞⎟⎟⎟⎟⎠

1
𝜌

avec 𝐶𝛼(𝜌) =
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼√𝜋Γ(−𝜌2 )
2𝜌+1 Γ(1+𝜌2 ) Γ(−𝜌𝛼 )

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

1
𝜌

, (3.50)

où 1 < 𝜌 < 𝛼 et 𝐶𝛼(𝜌) est une constante universelle ne dépendant que de 𝛼 et de 𝜌 [148, 84].
Le mode de convergence et la consistance de ces estimateurs ont été étudiés dans le cas du

second ordre, le lecteur trouvera un aperçu détaillé dans la littérature voir par exemple [67].

3.2.2 Procédure de tests de validité
Dans cette section, nous présentons des techniques statistiques pour tester l’adéquation des

modèles semi-paramétriques de type (3.44). Nous procéderons par analogie au contexte de se-
cond ordre. Ainsi, nous nous concentrons sur la fonction moyenne conditionnelle définie pour
𝑢 ∈ 𝑝+𝑞+1 par :

𝑚(𝑢) = 𝔼[𝑌𝑠 | 𝑋𝑠 = 𝑢)]
Nous cherchons d’abord à vérifier l’existence d’une structure de dépendance spatiale puis déter-
miner les zones spatiales à l’intérieur desquelles le modèle que nous proposons est stationnaire.
Nous construisons donc deux tests permettant de vérifier cela.

✠ Dans un premier temps, nous construisons un test permettant de vérifier si les évolutions
des fonctions de transfert peuvent être réduites à l’évolution spatiale, sans tenir compte de
la dépendance fréquentielle. Nous cherchons donc à tester l’hypothèse nulle suivante :

(ℍ0) ∶ 𝑚(𝑥) = f(𝑥†𝜂),
(ℍ1) ∶ 𝑚(𝑥) = f(𝑥†𝜂) + Δ(𝑥) for all 𝑥 ∈ 𝑝+1,

où f(⋅) est une fonction inconnue sur ℝ, 𝜂 est un vecteur de paramètres inconnus et Δ est
toute fonction régulière définie sur 𝑝+1. Sous l’hypothèse nulle (ℍ0) nous avons donné des
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techniques d’estimation de 𝜂 et f(⋅) discutées plus haut (section 3.2.1) ; nous aurons les
estimations simplifiées :

̂f(𝑋†
𝑠 𝜂) =

𝑁

∑
𝑡=1

𝑌𝑡𝐾ℎ((𝑋𝑠 − 𝑋𝑡)†𝜂)

𝑁

∑
𝑢=1

𝐾ℎ(𝑋𝑠 − 𝑋𝑢)†𝜂)
, 𝜂̂ = argmin

(𝜂,ℎ)

𝑁

∑
𝑠=1

(𝑌𝑠− ̂f(𝑋†
𝑠 𝜂))2 et 𝜎̂ = 𝐶𝛼(𝜌)

⎛⎜⎜⎜
⎝
1
𝑁

𝑁

∑
𝑠=1

| ̂𝜀𝑠|
𝜌⎞⎟⎟⎟
⎠

1
𝜌

Les erreurs (𝜀𝑠)𝑠 sont supposées avoir une distribution symétrique 𝛼-stable et sont estimées
par ̂𝜀𝑠 = 𝑌𝑠 − ̂f(𝑋†

𝑠 𝜂̂). Par analogie avec le cas du second ordre et pour la compatibilité avec
la variance infinie, nous avons suggéré la statistique de test suivante :

ℒ =

𝑁

∑
𝑠=1

|𝑌̂𝑠|

𝜎̂
(3.51)

De nombreuses améliorations sont encore nécessaires dans le cas des variables 𝛼-stables,
notamment la distribution asymptotique et la robustesse de la statistique ℒ. Pour les tests
d’hypothèses dans le cas des modèles semi-paramétriques du second ordre, le lecteur trou-
vera une riche littérature dans [136], [133], [95].

✠ Test de la linéarité partielle du modèle : Il s’agit d’une extension naturelle du modèle
(SIM : Single Index Model ) aux situations où le terme de la régression contient une com-
posante linéaire. Le test suivant évalue si la dépendance à l’espace et à la fréquence est
suffisante (ℍ0) ou s’il serait plus précis de prendre en compte d’autres phénomènes, par
exemple une dépendance non linéaire en fréquence. Cela revient au test d’hypothèses sui-
vant :

(ℍ0) ∶ 𝑚(𝑥) = 𝑥†𝜃 + f(𝑥†𝜂)
(ℍ1) ∶ 𝑚(𝑥) = 𝑥†𝜃 + f(𝑥†𝜂) + Δ(𝑥),

pour tout 𝑥 ∈ 𝑝+𝑞+1. Ce problème de test a été étudié pour le cas du second ordre par [127],
[102]. Avec le même raisonnement que dans le modèle single index et en utilisant les tech-
niques d’estimation sous l’hypothèse (ℍ0) présentée dans la section 3.2.1, nous proposons
la statistique de test ℒ donnée dans (3.51)avec 𝑌𝑠 = 𝑌𝑠 − 𝑋†

𝑠 𝜃̂ − ̂f(𝑋†
𝑠 𝜂̂),. Les quantités 𝜃̂, 𝜂̂,

̂f(⋅) et 𝜎̂ étant respectivement les estimateurs donnés dans (3.47), (3.48), (3.49) et (3.50).
L’un des principaux problèmes pour évaluer la compatibilité des modèles est d’examiner la puis-
sance du test et de niveau :

𝛼 = ℙ(ℒ > 𝑙𝛼 | tel que ℍ0 ” vraie” )
𝛽 = ℙ(ℒ > 𝑙𝛼 | tel que ℍ1 ” vraie” )

où 𝑙𝛼 sera tabulée à partir de la distribution de ℒ. Pour cette application, des approximations
Monte-Carlo ont été réalisées mais il convient de noter qu’une étude approfondie de ses proprié-
tés asymptotiques et sa robustesse est nécessaire.
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3.3 Modélisation de l’interférence et récepteurs optimaux
Les réseaux de capteurs et l’internet des objets (IoT) sont devenus l’une des solutionsmajeures

pour relever, rassembler et analyser des données. La plupart des solutions classiques dans ce do-
maine se basent sur les statistiques de second ordre et le théorème central limite qui mènent
souvent à des modèles Gaussiens. Ces derniers ne conviennent pas dans un environnement im-
pulsif où l’influence des objets interférants est considérable. Ceci est fortement limitant quand
les événements rares sont ceux que nous voulons représenter. Ces considérations mènent natu-
rellement aux distributions 𝛼-stables pour remplacer les modèles gaussiens. Dans ce contexte,
le bruit est une composante importante dans les communications et rend la question des inter-
férences de plus en plus cruciale. Généralement, l’interférence liée aux muti-utilisateurs peut
être considérée naturellement comme une superposition de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées. Avec la densification des réseaux, le nombre d’utilisateurs devient
plus grand, par conséquent, en cas de variance finie (signaux non impulsifs), le théorème cen-
tral limite suggère une approximation par des distributions gaussiennes qui donnent d’ailleurs
souvent des résultats précis. Toutefois, la configuration adhoc induit naturellement l’apparition
de signaux impulsifs et modifie la loi perturbation liée aux accès multiples MAI (Multiple Acces
Interference). Dans ce qui suit, nous discutons la modélisation des interférences avec des distri-
butions 𝛼-stables ; d’autre travaux ont été consacrés à cette question dans [155, 141, 60, 51, 52,
49, 42].

3.3.1 Modélisation des interférences d’accès multiples
Nous considérons un système ULB et une configuration ad hoc. Nous supposons que le ré-

cepteur est situé au centre d’un cercle 𝐶 de rayon 𝑅. Soit 𝑁 la variable aléatoire représentant le
nombre d’utilisateurs actifs et interférants à l’intérieur du cercle 𝐶.

Au niveau de l’émetteur : Chaque utilisateur 𝑘 envoie un signal 𝑆(𝑘)(𝑡) répété 𝑁𝑠 fois générant
une trame de longueur 𝑁𝑠𝑇𝑠. Quand la méthode de transmission est, par exemple, de type TH-
PPM (TimeHoping, Pulse PositionModulation), les transmissions sont supposées être asynchrones.
Si 𝑇𝑠 et 𝑇𝑐 représentent, respectivement la durée de la trame envoyée et le temps du traitement
de celle-ci, le signal transmis 𝑆(𝑘)(𝑡) par l’utilisateur 𝑘 est donné par :

𝑆(𝑘)(𝑡) =
+∞

∑
𝑗=−∞

√𝐸(𝑘)𝑤(𝑡 − 𝑗𝑇𝑠 − 𝑐(𝑘)𝑗 𝑇𝑐 − 𝑎(𝑘)𝑗 𝜀 − 𝛿(𝑘)) , (3.52)

✠ Le terme 𝐸(𝑘) représente l’énergie de l’impulsion transmise par l’utilisateur 𝑘.

✠ Le terme 𝑤(𝑡) =
𝑁𝑠
∑
𝑗=1

𝑤𝑝 (𝑡 − 𝑗𝑇𝑠 − 𝑐(𝑘)𝑗 𝑇𝑐) est l’impulsion émise par unité d’énergie ; elle peut

être vue comme 𝑁𝑠 répétitions d’une impulsion de base 𝑤𝑝(𝑡).

✠ Afin de permettre au canal d’être partagé par de nombreux utilisateurs sans trop de colli-
sions, chaque utilisateur se voit attribuer un décalage temporel 𝑐(𝑘)𝑗 .

✠ Le terme 𝜖 est le décalage de base introduit par la PPM et les 𝑎(𝑘)𝑗 sont les valeurs binaires
codées par la 𝑗𝑒𝑚𝑒 pulsation.

✠ La valeur 𝛿(𝑘) représente le décalage ou retard de transmission entre l’utilisateur 𝑘 et le
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récepteur.
Plus de détails sont disponibles dans notre article original [49]. Nous supposons que la commu-
nication souhaitée et celle correspondant à l’utilisateur 0 qui envoie un signal utile 𝑆(0)(𝑡). Les
autres utilisateurs sont considérés comme interférants.

Figure 3.7 – Exemple de scénarios d’interférences

Au niveau du récepteur : Le signal reçu est corrélé avec une forme d’onde de référence 𝑚(𝑡), pour
plus de détails voir notre article original [49]. Nous nous sommes intéressés donc à la variable
aléatoire :

𝑍 = ∫
𝑁𝑆𝑇𝑆

0

𝑁

∑
𝑘=0

(𝑆(𝑘)(𝑡) ∗ ℎ(𝑘)(𝑡) + 𝑛(𝑡))𝑚(𝑡)𝑑𝑡, (3.53)

où ∗ représente la convolution, ℎ(𝑘) est la réponse impulsionnelle du canal et 𝑛(𝑡) est un bruit
blanc gaussien.

Modèle pour la variable 𝑍 : La variable 𝑍 peut être écrite comme somme de 4 variables [113]
décrivant : la contribution du signal utile, l’effet de l’interférence liée au multi-trajet, l’interfé-
rence liée au bruit multi-utilisateur et un bruit blanc Gaussien. Pour simplifier et sans perdre de
généralité, nous supposons que la composante muti-trajet est négligeable. Dans ce cas l’équation
(3.53) devient :

𝑍 =
𝑁

∑
𝑘=0

𝛾𝑘

𝑁𝑠𝑇𝑠

∫
0

(𝑆(𝑘) (𝑡 − 𝜏𝑘) + 𝑛 (𝑡))𝑚 (𝑡) 𝑑𝑡 (3.54)

où 𝛾𝑘 est l’atténuation du canal et 𝜏𝑘 le retard de propagation. En enlevant le terme du bruit
𝑛(𝑡) et le signal souhaité 𝑆0(.) dans l’équation (3.54), on obtient la variable aléatoire décrivant
l’interférence multi-utilisateur que l’on peut écrire :

𝑍𝑢 =
𝑁

∑
𝑘=1

𝛾𝑘𝜓𝑘. (3.55)

✠ Les (𝜓𝑘)𝑘=1,⋯,𝑁 sont des variables aléatoires décrivant la corrélation entre les signaux des
interférences et le signal de référence 𝑚(𝑡).

✠ Les (𝛾𝑘)𝑘=1,⋯,𝑁 sont des variables aléatoires positives, i.i.d. décrivant l’atténuation due au
milieu de transmission.

Supposons maintenant que nous soyons placés dans un trafic dense où 𝑁 est très grand. Une
approche intuitive consisterait à utiliser le théorème central limite classique et approcher 𝑍 par
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des variables Gaussiennes. Il a été montré, par exemple dans [80], que cette approximation gaus-
sienne n’est pas complètement vraie dans notre contexte. Par ailleurs, les termes 𝛾𝑘 peuvent avoir
une nature impulsive car l’atténuation ici est relative au lien souhaité 𝛾0. En effet, si le lien sou-
haité est très éloigné mais que celui qui interfère est proche, les valeurs relatives observées de 𝛾𝑘
peuvent être ”très grandes” ³. Ces événements rares sont très importants dans notre contexte et
donnent un caractère impulsif aux atténuations. Le théorème central limite généralisé peut être
utilisé (voir [141, p. 22] ou [148, p. 9]) pour aboutir à des distributions ayant un domaine d’at-
traction 𝛼-stable. Dans [49], nous nous sommes intéressés à l’impact de la configuration ad hoc
sur la distribution du bruit multi-utilisateur dans un système IR-ULB. Le cadre général classique
est proposé dans [60] et une application à la radio cognitive avec une loi 𝛼-stable tronquée est
discutée dans [42].

Une nouvelle approche : Nous supposons que le nombre d’interférants actifs suit un processus
de Poisson d’intensité 𝜆. Dans ce cas, le nombre d’interférants actifs à l’intérieur du cercle 𝐶 est
donné par :

ℙ (𝜅 = 𝑘) =
𝑒−𝜆𝜋𝑅

2
(𝜆𝜋𝑅2)

𝑘

𝑘!
(3.56)

𝜆 est le nombre moyen d’interférants par unité de surface(ou de volume) ; ce paramètre est lié à
la structure du réseau. Cette idée a été également utilisée dans [155, 85]. L’hypothèse de distri-
bution poissonnienne est valable pour de nombreuses solutions et couches physiques différentes
(DS-CDMA, FH-CDMA) [155] ou TH-PPM-UWB [49]. Nous avons commencé par montrer le
résultat suivant :

Proposition 1 : La variable aléatoire 𝑍𝑢 décrivant l’interférence due aux utilisateurs multiples
peut être approchée par une variable 𝛼-stable de paramètres vérifiant les propriétés suivantes :

✠ L’indice de stabilité dépend du coefficient d’atténuation de la propagation dans le milieu
de transmission 𝑎. il est égal à 𝛼 = 4

𝑎 .
✠ le paramètre d’échelle dépend de la nature de l’impulsion envoyée et de la répartition des

interférants.

𝜎 = −𝜆𝜋∫
+∞

0

𝑑𝜙𝜓

𝑑𝑢
(𝑢) 𝑢− 4

𝑎 𝑑𝑢 (3.57)

La démonstration complète de ce résultat est détaillée dans [49]. Nous en donnons ici les
grandes lignes. D’abord, en utilisant la répartition poissonnienne des interférants, nous mon-
trons que la log-fonction caractéristique de 𝑍𝑢 est donnée par :

𝜑𝑍𝑢 (𝜔) = log (𝜙𝑍𝑢) = lim
𝑅→+∞

𝜆𝜋𝑅2 (𝐼𝐸 [𝑒𝑗𝜔𝛾𝜓] − 1) (3.58)

Pour un rayon de cercle 𝑅 donné et en conditionnant par rapport à 𝛾 on a :

𝐼𝐸 [𝑒𝑗𝜔𝛾𝜓] = ∫
+∞

𝑅− 𝑎
2
𝐼𝐸 [𝑒𝑗𝜔𝛾𝜓 |𝛾 = 𝑥] 𝑓𝛾(𝑥)𝑑𝑥 = ∫

+∞

𝑅− 𝑎
2
𝜙𝜓 (𝜔𝑥)

4𝑥−
4
𝑎−1

𝑎𝑅2 𝑑𝑥 (3.59)

3. Pour mieux illustrer la possibilité d’avoir des variances infinies, considérons une communication entre deux
noeuds lointaines, si à coté, un troisième noeud ad-hoc vient d’être activé il va percevoir des signaux de très haute
amplitude (car à cause de la distance, la liaison est au départ réglée pour une puissance élevée d’émission et de
réception ).
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Nous montrons par la suite que :

𝜑𝑍𝑢 (𝜔) = lim
𝑅→+∞

𝜆𝜋𝑅2 (𝜙𝜓 (𝜔𝑅− 𝑎
2 ) − 1) + 𝜆𝜋𝜔

4
𝑎 ∫

+∞

0

𝑑𝜙𝜓

𝑑𝑢
(𝑢) 𝑢− 4

𝑎 𝑑𝑢 (3.60)

Pour conclure, nous utilisons l’architecture du réseau qui permet de supposer l’isotropie de la
distribution de 𝜓, ce qui implique que 𝜙𝜓 (𝜔) peut s’écrire comme 𝜙𝜓 (|𝜔|). En conséquence, nous
pouvons montrer que lim

𝑅→+∞
𝜆𝜋𝑅2 (𝜙𝜓 (𝜔𝑅− 𝑎

2 ) − 1) = 0 et que :

𝜑𝑍𝑢 (𝜔) = 𝜆𝜋|𝜔|
4
𝑎 ∫

+∞

0

𝑑𝜙𝜓0
𝑑𝑢

(𝑢) 𝑢− 4
𝑎 𝑑𝑢 (3.61)

Dans (3.61), la log-fonction caractéristique peut s’écrire :

𝜑𝑍𝑢 (𝜔) = −𝜎|𝜔|
4
𝑎 avec 𝜎 = −𝜆𝜋∫

+∞

0

𝑑𝜙𝜓0
𝑑𝑢

(𝑢) 𝑢− 4
𝑎 𝑑𝑢 (3.62)

3.3.2 Récepteur optimal - évaluation des performances
Le problème de construction de récepteurs optimaux revient au problème statistique de test

d’hypothèse suivant :

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝐻0 ∶ 𝑥(𝑘) = 𝑠0(𝑘) + 𝑛𝑔(𝑘) + 𝑛𝛼(𝑘), 𝑘 = 1, 2,… ,𝑁

𝐻1 ∶ 𝑥(𝑘) = 𝑠1(𝑘) + 𝑛𝑔(𝑘) + 𝑛𝛼(𝑘), 𝑘 = 1, 2,… ,𝑁
(3.63)

où 𝑠𝑖(.), 𝑖 = 0, 1, est l’un des deux signaux obtenus après corrélation du signal (3.52) ; ils cor-
respondent aux valeurs binaires choisies. Le terme 𝑛𝛼(.) est un bruit blanc impulsif symétrique
𝛼-stable (S𝛼S) de paramètre d’échelle 𝛾 et 𝑛𝑔(.) un bruit blanc gaussien de variance 𝜎2. Les deux
bruits, gaussiens et impulsifs, sont indépendants l’un de l’autre et du signal transmis. En se ba-
sant sur les résultats de la section précédente, la fonction caractéristique du bruit additif total
résultant est :

𝜙𝑋(𝜔) = exp(−𝛾 |𝜔|𝛼 − 𝜎2𝜔2) (3.64)

La densité de probabilité 𝑓𝑋 de 𝑋 peut être approchée numériquement via la transformée de
Fourier inverse de la fonction caractéristique Φ𝑋.
Pour décider entre les deux hypothèses 𝐻0 et 𝐻1, un test de rapport de vraisemblance mène au
calcul de la statistique de test suivante :

Λ =
𝑁

∑
𝑘=1

log{
𝑓𝑋(𝑥(𝑘) − 𝑠1(𝑘))
𝑓𝑋(𝑥(𝑘) − 𝑠0(𝑘))

} , (3.65)

et la compare à un seuil prédéfini 𝜂. Lorsque Λ ≥ 𝜂, le récepteur décide que 𝑠1(.) a été envoyé,
autrement c’est 𝑠0(.) qui a été envoyé. En communication, on s’intéresse notamment à lamoyenne
de la probabilité d’erreur binaire BER (Bits Error Rate ) ; elle est donnée par :

𝑃𝑒 = ∫
+∞

−∞
ℙ(𝑍 < −𝑥 |𝑎(0)0 = 0, 𝑍𝑛 ) 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 (3.66)

Pour 𝑁 assez grand, et par un argument du théorème central limite évoqué par exemple dans
[144, 145] la statistique Λ peut être approchée par une distribution gaussienne ; dans ce cas, la
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probabilité d’erreur moyenne est approchée par :

𝑃𝑒 = erfc
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

𝜇0
√2𝜎2

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
, (3.67)

où erfc(.) est la fonction d’erreur complémentaire. Les deux paramètres 𝜇0 et 𝜎2
0 sont la moyenne

et la variance de Λ sous l’hypothèse que que le signal 𝑠0 a été émis. Nous montrons qu’on peut
les écrire sous la forme :

𝜇0 =
𝑁

∑
𝑘=1

∫
+∞

−∞
𝑓𝑋 (𝜉 − 𝑠0(𝑘)) log{

𝑓𝑋 (𝜉 − 𝑠1(𝑘))
𝑓𝑋 (𝜉 − 𝑠0(𝑘))

} 𝑑𝜉, (3.68)

𝜎2
0 =

𝑁

∑
𝑘=1

∫
+∞

−∞
𝑓𝑋 (𝜉 − 𝑠0(𝑘)) log

2 {
𝑓𝑋 (𝜉 − 𝑠1(𝑘))
𝑓𝑋 (𝜉 − 𝑠0(𝑘))

} 𝑑𝜉 −
𝜇2
0

𝑁
, (3.69)

Comme expliqué dans [144] l’expression de la probabilité d’erreur n’est valable qu’asymptoti-
quement. En plus, dans le cas général de distribution 𝛼-stable, la densité de probabilité 𝑓𝑋 n’a pas
de forme explicite ; c’est pour cette raison que nous ne nous sommes intéressés qu’au récepteur
de Cauchy dans [49].

3.3.3 Illustration sur un exemple.
Nous considérons un système IR-UWB et une configuration ad hoc. La sortie du récepteur 𝑍𝑑

est donnée dans l’équation (3.53) ; nous ne considérons que les canaux à trajet unique correspon-
dant au LOS (Line Of Sight) ⁴. Dans ce cas, l’atténuation du canal est donnée par 𝛾𝑖 ∝ 𝑑−𝑎/2 où 𝑎 est
le paramètre d’atténuation. Un résumé des paramètres utilisés en simulation est présenté dans
le tableau 3.1. Dans cette configuration, nous montrons que la fonction log-caractéristique de 𝑍

Table 3.1 – Paramètres utilisés pour la simulation.

Paramètre Valeur
durée de la trame 𝑇𝑠 10ns
Durée de l’impulsion 0.3ns
Le décalage PPM 𝜖 0.3ns

peut s’écrire :

𝜑𝑍 (𝜔) =
| 𝑁𝑞
𝑅2 |𝜔|

4
𝑎 ∫

+∞

0

𝑑𝜙𝜓

𝑑𝑢
(𝑢) 𝑢− 4

𝑎 𝑑𝑢

=
| 𝑁𝑞
𝑅2 |𝜔|

4
𝑎𝐹, (3.70)

où𝜙𝜓(𝜔) est la fonction caractéristique de𝜓(𝜔) (définie dans (3.55)). La valeur 𝐹 est indépendante
de 𝜔 de sorte que 𝑍 est une variable aléatoire symétrique 𝛼 -stable avec les paramètres 𝛼 = 4

𝑎 et
𝜎 = − ( | 𝑁𝑞/𝑅2) 𝐹 (les deux paramètres restants sont nuls). Puisque 𝜓 possède des moments

4. Ceci n’est bien sûr pas très réaliste mais sa simplicité permet de vérifier la validité des paramètres théoriques
que nous avons démontrée dans [49].
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finis, l’intégrale pour calculer 𝐹 existe lorsque 𝑎 est plus grand que 2, ce qui est le cas dans la
plupart des situations pratiques.

Pour évaluer 𝜎, nous devons calculer 𝐹 dans (3.70). Elle peut être obtenue analytiquement
lorsque 𝜔𝑝(𝑡) est une impulsion rectangulaire ; dans ce cas, la fonction caractéristique de 𝜓 est
égale à 𝜙𝜓 (𝜔) =

sin(𝜔)
𝜔 . Un simple calcul montre que 𝐹 est donnée par :

𝐹 =
2−1−

4
𝑎√𝜋Γ (−2𝑎 )

Γ (12 +
2
𝑎 )

−
2−2−

4
𝑎√𝜋Γ (−2𝑎 )

Γ (32 +
2
𝑎 )

(3.71)

Enfin, 𝑃𝑒 est calculé en utilisant l’intégration numérique de :

𝑃𝑒 = ∫
+∞

−∞
ℙ(𝑍 < −𝑥 |𝑎(0)0 = 0, 𝑍𝑛 ) 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 (3.72)

La densité de probabilité de 𝑍 n’est pas explicitement connue ; nous calculons donc 𝑃𝑒 de ma-
nière semi-analytique via des simulations Monte-Carlo. Dans la figure 3.8 nous représentons des
exemples de courbes du BER, en fonction du rapport signal à bruit, pour plusieurs configurations
(différentes valeurs du coefficient d’atténuation 𝑎, le nombre moyen d’utilisateurs par unité de
surface 𝜆 et la taille de la zone considérée 𝑅). Nous montrons un bon ajustement entre le BER
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Figure 3.8 – Comparaison du BER calculé à partir de nos résultats théoriques et une approxima-
tion semi-analytique dans le cas d’une impulsion rectangulaire et plusieurs configurations.

semi-analytique et le système simulé dans le cas d’une impulsion rectangulaire. Cependant, cet
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ajustement n’est pas toujours parfait et certaines erreurs peuvent parfois être remarquées. Dans
de tels cas, nous ajustons la dispersion de la distribution et obtenons un ajustement précis entre
les courbes. Un comportement similaire est obtenu avec d’autres formes d’impulsionsmais la dis-
persion doit être estimée car nous n’avons pas d’expression analytique pour 𝐹. D’autres exemples
et discussions sont détaillés dans [49, 68]

3.4 Capacité optimale du canal 𝛼-stable
Nous venons de voir dans la section précédente que le bruit impulsif représente une caractéris-

tique importante des systèmes de communications modernes [45, 53]. Les premiers modèles ont
été introduits, dans le cadre de la physique statistique, pour l’interférence dans les réseaux sans
fil [172, 126, 87, 31, 24]. Une autre approche conduit au canal à bruit additif 𝛼-stable (𝐴𝑆𝛼𝑆𝑁 :
Additive symmetric 𝛼-stable Noise) donné par

𝑌 = 𝑋 + 𝑍, (3.73)

Comme nous l’avons montré dans la section précédente, les canaux 𝐴𝑆𝛼𝑆𝑁 apparaissent na-
turellement dans les réseaux sans fil avec interférence [53, 21]. Cette dernière survient lorsque
l’ensemble des dispositifs de transmissions actifs dans un champ spatial de Poisson change ra-
pidement ; ce qui signifie que l’interférence peut être caractérisée par une série de Lepage [147]
et implique à son tour que les statistiques d’interférence sont 𝛼-stables.

La difficulté de caractériser la capacité des canaux𝐴𝑆𝛼𝑆𝑁, à la manière de Shannon [183, 185]
est due en partie au fait qu’une contrainte de puissance 𝔼[𝑋2] ≤ 𝑃 est généralement imposée.
Contrairement au cas Gaussien, le moment d’ordre 2 des distributions 𝛼-stables est infini pour
𝛼 < 2. Pour surmonter cette difficulté, nous remplaçons la contrainte d’énergie par une contrainte
sur le moment d’ordre 1. 𝔼[|𝑋|] ≤ 𝑐, 𝑐 > 0. L’avantage d’imposer cette contrainte est que l’on
peut établir les bornes supérieures et inférieures de la capacité du canal 𝐴𝑆𝛼𝑆𝑁 avec 𝛼 dans
(1, 2].

Dans les paragraphes qui suivent, nous donnons la formulation du problème d’optimisation
de la capacité. Nous montrons, par la suite, l’existence et l’unicité de la distribution optimale
solution de ce problème. Nous donnons explicitement des bornes supérieures et inférieures de
la capacité. Dans la section 3.4.2, nous donnons une approximation numérique de cette capacité
en utilisant l’algorithme Blahut-Arimoto.

3.4.1 Problème d’optimisation de la capacité et résultats préliminaires.
Soit ℬ(ℝ) la tribu borélienne sur ℝ et 𝒫 l’ensemble des mesures de probabilités définies sur

(ℝ,ℬ(ℝ)) muni de la topologie faible. Nous notons Λ(𝑐) l’ensemble des mesures de probabilité 𝜇
de variables aléatoires qu’on notera 𝑋 et qui ont un moment d’ordre 1 fini. c’est à dire :

Λ(𝑐) = { 𝜇 ∈ 𝒫, telle que 𝔼𝜇[|𝑋|] ≤ 𝑐 }

Quand elles existent, nous désignerons par 𝑝𝑋 la densité de𝑋 et par 𝑝𝑌(⋅; 𝜇) la densité de probabi-
lité de 𝑌, qui est paramétrée par la mesure de probabilité d’entrée 𝜇. Nous définissons la capacité
du canal 𝐴𝑆𝛼𝑆𝑁 comme solution du problème de maximisation suivant :

𝐶 = max { 𝐼(𝑋, 𝑌), tel que 𝜇 ∈ Λ(𝑐) } , (3.74)

où 𝐼(𝑋; 𝑌) est l’information mutuelle du canal dans (3.73), et 𝜇 est la mesure de probabilité de 𝑋.
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Existence et unicité : L’idée est de montrer d’abord que ce problème de maximisation (3.74)
admet une solution unique 𝜇∗ telle que :

𝜇∗ = argmax
𝜇∈Λ(𝑐)

{ 𝐼(𝑋, 𝑌) } (3.75)

Théorème 3.4.1 : Pour le canal AS𝛼SN de (3.73), nous montrons les résultats préliminaires sui-
vants :
(1) L’information mutuelle 𝐼(𝑋, 𝑌) est continue sur Λ(𝑐).
(2) L’ensemble des mesures de probabilité Λ(𝑐) est compact pour la topologie faible. De plus,

la mesure de probabilité de la capacité optimale 𝜇∗ existe.

(3) La mesure de probabilité de la capacité optimale 𝜇∗ est unique dans Λ(𝑐).

Démonstration. La démonstration détaillée de ces résultats se trouvent dans notre papier [18].
Nous en donnons ici les grandes lignes. Sans perdre de généralité, nous supposons que les den-
sités 𝑝𝑋 et 𝑝𝑌 existent
(1) Soit 𝑌𝑘 = 𝑋𝑘 + 𝑍 où 𝑍 ∼ 𝑆𝛼(𝛾, 0, 0) de densité de probabilité notée 𝑃𝑍 et de fonction carac-

téristique notée 𝜙𝑍(.). Il suffit de montrer que pour toute suite (𝜇𝑘)𝑘 de Λ(𝑐) qui converge
faiblement vers 𝜇, l’information mutuelle correspondante 𝐼(𝑋𝑘, 𝑌𝑘), converge vers 𝐼(𝑋, 𝑌).
Nous utilisons d’abord la relation entre l’information mutuelle et l’entropie que l’on peut
écrire dans notre cas comme suit :

𝐼(𝑋𝑘, 𝑋𝑘 + 𝑍) = ℎ(𝑋𝑘 + 𝑍) − ℎ(𝑍). (3.76)

Notons d’abord que l’entropie ℎ(𝑍) est bornée ⁵. En appliquant [36, Lemma 3] et le fait que
𝔼𝜇𝑘[|𝑋𝑘|] ≤ 𝑐 pour chaque 𝜇𝑘 ∈ Λ(𝑐), nous montrons d’abord que 𝐼(𝑋𝑘, 𝑋𝑘 + 𝑍) est aussi

bornée. Nous utilisons le fait que 𝑝𝑌𝑘(𝑥) = ∫
∞

−∞
𝑝𝑍(𝑥 − 𝑦)𝜇𝑘(𝑑𝑦) et donc pour montrer que

lim
𝑘→∞

ℎ(𝑋𝑘 + 𝑍) = ℎ(𝑋 + 𝑍), il suffit de montrer que :

lim
𝑘→∞

∫
∞

−∞
𝑝𝑍(𝑥 − 𝑦)𝜇𝑘(𝑑𝑦) = ∫

∞

−∞
𝑝𝑍(𝑥 − 𝑦)𝜇(𝑑𝑦). (3.77)

Ceci découle de la définition de la convergence faible.

(2) Pour montrer la compacité de Λ(𝑐) dans 𝒫, il suffit de montrer que Λ(𝑐) est fermé borné
(théorème de Prokhorov [119]). En utilisant l’inégalité de Markov et le fait que 𝔼𝜇[|𝑋|] ≤ 𝑐,
remarquons d’abord, que pour chaque 𝜖 > 0, il existe 𝑎𝜖 > 0 tel que pour tout 𝜇 ∈ Λ(𝑐),

Pr(|𝑋| ≥ 𝑎𝜖) ≤
𝔼𝜇[|𝑋|]

𝑎𝜖
≤

𝑐
𝑎𝜖

< 𝜖 (3.78)

Notons 𝒦𝜖 = [−𝑎𝜖, 𝑎𝜖], alors 𝒦𝜖 est compact sur ℝ et 𝜇(𝒦𝜖) ≥ 1 − 𝜖 pour tout 𝜇 ∈ Λ(𝑐). Par
conséquent, Λ(𝑐) est borné.
Soit maintenant (𝜇𝑛)𝑛 une suite de Λ(𝑐) qui converge faiblement vers 𝜇0. En prenant par
exemple 𝑓(𝑥) = |𝑥| et en y appliquant le théorème de Portmanteau pour la convergence

5. Ceci est obtenu en appliquant la Propriété 3.7.
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faible [119] nous avons,

𝔼𝜇0[|𝑋|] = ∫
∞

−∞
𝑓(𝑥)𝜇0(𝑑𝑥) ≤ lim inf

𝑛→∞
∫

∞

−∞
𝑓(𝑥)𝜇𝑛(𝑑𝑥) ≤ 𝑐. (3.79)

Ceci signifie que 𝜇0 ∈ Λ(𝑐) ce qui implique queΛ(𝑐) est fermé. Par conséquent il est compact.
En utilisant la continuité de l’information mutuelle 𝐼(𝑋, 𝑌) sur Λ(𝑐) et le théorème des
valeurs extrêmes, la mesure de probabilité de la capacité optimale 𝜇∗ existe.

(3) Supposons qu’il existe deux solutions 𝜇0, 𝜇1 du problème (3.75). D’après la définition de
la capacité donnée dans (3.74) cela implique qu’implicitement on a : 𝑝𝑌(., 𝜇0) = 𝑝𝑌(., 𝜇1).
En utilisant l’indépendance des entrées 𝑋 et du bruit 𝑍 dans (3.73), les deux fonctions
caractéristiques vérifient, 𝜙𝑍(𝑡)𝜙𝜇0(𝑡) = 𝜙𝑍(𝑡)𝜙𝜇1(𝑡) pour tout 𝑡 ∈ ℝ. Puisque la fonction
caractéristique 𝜙𝑡(𝑡) du bruit 𝛼-stable est strictement non-nulle, ceci implique que 𝜇0 = 𝜇1.

Bornes inférieures et supérieures de la capacité : Si on note 𝑊(⋅ | 𝑥) la loi conditionnelle du ca-
nal sachant 𝑋 = 𝑥 c’est-à-dire correspondante à la variable aléatoire 𝑍 = 𝑥 + 𝑁, 𝑥 ∈ ℝ. Soit 𝑅(⋅)
une mesure de probabilité absolument continue surℝ, avec 𝑝𝑅 sa densité de probabilité. Puisque
l’alphabet de l’entrée et de la sortie est l’ensemble ℝ, qui est séparable, nous avons donc par
application de [105, Théorème 5.1] :

𝐶 ≤ ∫
∞

−∞
𝐷(𝑊(⋅|𝑥) || 𝑅(⋅))𝑑𝜇∗, (3.80)

où 𝐷(⋅ || ⋅) est la divergence Kullback-Leibler. Puisque 𝑊(⋅|𝑥) et 𝑅 admettent des densités par
rapport à la mesure de Lebesgue, on peut écrire,

𝐶 ≤ 𝔼𝜇∗ [∫
∞

−∞
𝑝𝑍(𝑦) log2 (

𝑝𝑍(𝑦)
𝑝𝑅(𝑦)

) 𝑑𝑦] . (3.81)

Les distributions 𝑃𝑅 que nous utiliserons pour établir les bornes supérieures de la capacité sont
données par
(i) La distribution de Laplace, de densité de probabilité :

𝑝𝑅𝑆(𝑦) =
𝜆
2

exp(−𝜆|𝑥|), (3.82)

où 𝜆 > 0 est un paramètre à choisir.
(ii) La distribution polynomiale, avec la fonction de densité

𝑝𝑅𝑃(𝑥) = {
𝑐𝑥0

1+|𝑥| , |𝑥| ≤ 𝑥0
𝑐𝑥0
|𝑥| , |𝑥| > 𝑥0,

(3.83)

où 𝑥0 > 0 et 𝑐𝑥0 est choisi de sorte qu’il normalise la fonction de densité.
Le choix de ces deux distributions est inspiré par les propriétés des moments fractionnaires ainsi
que le comportement asymptotique des distributions symétriques 𝛼-stables.

Théorème3.4.2 : Considérons le canal𝐴𝑆𝛼𝑆𝑁 donné dans (3.74) où 𝑍 ∼ 𝑆𝛼(𝛾𝑍, 0, 0) et 1 < 𝛼 < 2.
Les bornes supérieures et inférieures de la capacité peuvent être données de manière explicite :
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(1) En prenant 𝑋 ayant une distribution 𝛼-stable, nous montrons que la capacité optimale,
solution de (3.74), est minorée par :

𝐶 ≥
1
𝛼

log2 (1 +𝑀𝛼 (
𝑐
𝛾𝑍

)
𝛼

) , où 𝑀𝛼 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜋
2Γ (1 − 1

𝛼)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝛼

(3.84)

(2) En prenant 𝑋 ayant une distribution de Laplace (3.82), nous montrons qu’elle est majorée
par,

𝐶 ≤ log2
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2Γ ( 1𝛼)
𝜆𝛾𝑁𝛼𝜋

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+ (log 2)−1𝜆

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2𝛾𝑁Γ (1 − 1
𝛼)

𝜋
+ 𝑐

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (3.85)

(3) Si nous utilisons la distribution 𝑝𝑅𝑝 donnée dans (3.83) avec 𝑥0 > 1, dans ce cas la capacité
admet la borne supérieure approximative suivante :

𝐶 ⪅ log (
𝐶𝛼𝑥−𝛼−10

𝑐𝑥0
(1 + 𝔼𝑍[|𝑍|] + 𝑐) +

Γ(1/𝛼)
𝛼𝜋𝛾𝑐𝑥0

[𝔼𝑁[|𝑁|] + 𝑐]) . (3.86)

Démonstration. (1) Considérons le cas particulier où, 𝑋 ∼ 𝑆𝛼(𝛾𝑋, 0, 0) avec 𝔼|𝑋| = 𝑐. D’après
la propriété de stabilité 𝑌 = 𝑋 + 𝑍 ∼ 𝑆𝛼(𝛾𝑌, 0, 0) avec 𝛾𝑌 = (𝛾𝛼

𝑋 + 𝛾𝛼)
1
𝛼 . Dans ce cas on peut

écrire, 𝑌 𝑑= 𝛾𝑌𝑈 et 𝑍 𝑑= 𝛾𝑍𝑈 où 𝑈 ∼ 𝑆𝛼(1, 0, 0). En utilisant les propriétés de l’entropie nous
montrons que :

𝐼(𝑋, 𝑌) = ℎ(𝑌) − ℎ(𝑌|𝑋) = ℎ(𝛾𝑌𝑈) − ℎ(𝛾𝑈)
= ℎ(𝑈) + log2(𝛾𝑌) − ℎ(𝑈) − log2(𝛾𝑍)

= log2
⎛⎜⎜⎜
⎝
(𝛾𝛼

𝑋 + 𝛾𝛼
𝑍 )

1
𝛼

𝛾𝑍

⎞⎟⎟⎟
⎠
=

1
𝛼

log2 (1 +
𝛾𝛼
𝑋
𝛾𝛼
𝑍
)

En utilisant la propriété 3.6 et le fait que 𝔼[|𝑋|] = 𝑐.

𝐼(𝑋, 𝑌) =
1
𝛼

log2
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 +

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑐𝜋
2𝛾𝑍Γ (1 − 1

𝛼)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝛼⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (3.87)

ce qui implique la minoration (3.84).
(2) D’après l’inégalité (3.80), la capacité peut être majorée par,

𝐶 ≤ (log 2)−1𝔼𝜇∗ [∫
∞

−∞
𝑝𝑍(𝑦) log (

𝑝𝑍(𝑦)
𝑝𝑅𝑆(𝑦)

) 𝑑𝑦] . (3.88)

Par application de la Propriété 3.7, nous obtenons facilement :

𝐶 ≤ (log 2)−1 log
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2Γ ( 1𝛼)
𝜆𝛾𝑁𝛼𝜋

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+ (log 2)−1𝜆𝔼𝜇∗ [∫

∞

−∞
𝑝𝑍(𝑦)|𝑦|𝑑𝑦]

= log2
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2Γ ( 1𝛼)
𝜆𝛾𝑍𝛼𝜋

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+ (log 2)−1𝜆𝔼𝜇∗ [∫

∞

−∞
𝑝𝑁(𝑦)|𝑦 + 𝑋|𝑑𝑦] . (3.89)
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L’application de l’inégalité triangulaire donne,

𝐶 ≤ log2
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2Γ ( 1𝛼)
𝜆𝛾𝑍𝛼𝜋

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+ (log 2)−1𝜆 (𝔼[|𝑍|] + 𝔼𝜇∗[|𝑋|])

≤ log2
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2Γ ( 1𝛼)
𝜆𝛾𝑍𝛼𝜋

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+ (log 2)−1𝜆

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2𝛾𝑍Γ (1 − 1
𝛼)

𝜋
+ 𝑐

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (3.90)

qui découle de la Propriété 3.6.

(3) Nous appliquons l’inégalité de Jensen deux fois sur (3.80), nous avons :

𝐶 ≤ 𝔼𝜇∗
⎡⎢⎢⎢⎣
∫

∞

−∞
𝑝𝑍(𝑦) log

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑝𝑍(𝑦)
𝑝𝑅𝑝(𝑦)

⎞⎟⎟⎟⎠
𝑑𝑦

⎤⎥⎥⎥⎦
≤ log

⎛⎜⎜⎜⎝
𝔼𝜇∗

⎡⎢⎢⎢⎣
∫

∞

−∞
𝑝𝑍(𝑦)

𝑝𝑍(𝑦)
𝑝𝑅𝑝(𝑦)

𝑑𝑦
⎤⎥⎥⎥⎦

⎞⎟⎟⎟⎠
, (3.91)

Comme 𝑥0 > 1 et en distinguant les deux cas où |𝑦| > 𝑥0 et |𝑦| <= 𝑥0, nous utilisons le
comportement asymptotique de la queue de distributions donné par la propriété (3.8), on
obtient :

𝐶 ⪅ log (𝔼𝜇∗ [∫
|𝑧|>𝑥0

𝑝𝑍(𝑧)𝐶𝛼|𝑧|−𝛼−1

𝑝𝑅(𝑧 + 𝑥)
𝑑𝑧] +

Γ(1/𝛼)
𝛼𝜋𝛾𝑐𝑥0

[𝔼𝑍[|𝑍|] + 𝔼𝜇∗[|𝑋|]]) . (3.92)

Notons que,

𝔼𝜇∗ [∫
|𝑧|>𝑥0

𝑝𝑍(𝑧)𝐶𝛼|𝑧|−𝛼−1

𝑝𝑅(𝑧 + 𝑥)
𝑑𝑧] = 𝔼𝜇∗ [∫

|𝑧|>𝑥0

𝑝𝑍(𝑧)𝐶𝛼(1 + |𝑧 + 𝑥|)|𝑧|−𝛼−1

𝑐𝑥0
𝑑𝑧]

≤ 𝔼𝜇∗ [∫
|𝑧|>𝑥0

𝑝𝑍(𝑧)𝐶𝛼(1 + |𝑧 + 𝑥|)𝑥−𝛼−10
𝑐𝑥0

𝑑𝑧]

≤
𝐶𝛼𝑥−𝛼−10

𝑐𝑥0
(1 + 𝔼𝑍[|𝑍|] + 𝔼𝜇∗[|𝑋|]) . (3.93)

Ce qui donne la borne approximative de la capacité optimale. Le détail et le calcul tech-
nique peuvent être consulté dans notre papier original [18].

Notons que quand 𝑥0 → ∞, la borne approximative dans (3.86) converge vers la borne supé-
rieure. Ce résultat est dû au fait que nous avons établi l’approximation en utilisant le compor-
tement asymptotique de la queue de distribution 𝛼-stable (3.8). D’autres méthodes alternatives
permettent d’établir les bornes de la capacité en solvant le problème dual de la capacité [105].
En particulier, dans le contexte de canaux à bruit gaussien, la capacité peut être majorée par

𝐶 ≤ min
𝛾≥0

max
𝑥∈ℝ

[𝐷(𝑊(⋅|𝑥) || 𝑅(⋅)) + 𝛾(𝑐 − 𝔼[|𝑋|])]. (3.94)

Dans la section suivante, nous étudions numériquement la capacité du canal 𝐴𝑆𝛼𝑆𝑁 via l’algo-
rithme Arimoto-Blahut, qui présente l’avantage de converger vers la capacité optimale lorsque
l’approximation de la loi du canal converge vers une loi stable.
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3.4.2 Simulations numériques et validation
Dans cette section, nous considérons une approximation numérique de la capacité en adaptant

l’algorithme de Blahut-Arimoto au problème d’optimisation de la capacité dans (3.74). Contrai-
rement à [43], notre étude numérique considère la contrainte𝔼[|𝑋|] ≤ 𝑐, plutôt qu’une contrainte
de puissance ou sur le moment de second ordre.

Algorithm 3 : Calcul de la capacité approximative en (3.95).

Input : Initialiser 𝑟(0)(𝑥) =
1

|𝑆𝑋|
, 𝐶0 = 0, 𝐶−1 = −2𝜖.

1 do : Tant que 𝐶𝑛 − 𝐶𝑛−1 > 𝜖 ;

2 Calculer 𝑄(𝑛)(𝑥|𝑦) =
𝑟(𝑛−1)(𝑥)𝑃(𝑦|𝑥)

𝑚

∑
𝑥=1

𝑟(𝑛−1)(𝑥)𝑃(𝑦|𝑥)
et

𝐶𝑛 =
𝑚

∑
𝑥=1

𝑛

∑
𝑦=1

𝑟(𝑛−1)(𝑥)𝑃(𝑦|𝑥) log2 (
𝑄(𝑛)(𝑥|𝑦)
𝑟(𝑛−1)(𝑥)

) ;

3 Résoudre 𝜈 tel que,
𝑚

∑
𝑥=1

(1 −
|𝑥|
𝑐
) 𝑒𝜈|𝑥|

𝑛

∏
𝑦=1

𝑄(𝑛)(𝑥|𝑦)𝑃(𝑦|𝑥) = 0. ;

4 Mettre à jour, 𝑟(𝑛)(𝑥) =
𝑒𝜈|𝑥|∏𝑛

𝑦=1𝑄
(𝑛)(𝑥|𝑦)𝑃(𝑦|𝑥)

𝑚

∑
𝑥′=1

𝑒𝜈|𝑥
′|

𝑛

∏
𝑦=1

𝑄(𝑛)(𝑥′|𝑦)𝑃(𝑦|𝑥
′)
;

Output : La capacité optimale approximative 𝐶𝑛.

Algorithme d’approximation numérique de la capacité : L’algorithme Blahut-Arimoto fournit
un moyen d’approcher numériquement la capacité d’un canal discret à support borné. Pour ap-
procher (3.74), nous donnons une modification de l’algorithme présenté dans [175, Section IV]
pour tenir compte de la spécificité des distributions 𝛼-stables et de la contrainte sur le moment
d’ordre 1. Dans le cas du canal 𝐴𝑆𝛼𝑆𝑁, le support de la densité du bruit n’est ni discret ni borné.
L’idée est d’approcher le canal (3.74) par :

𝑌𝑎 = 𝑋𝑋max
+ 𝑍𝑍max

, (3.95)

où 𝑍𝑍max
est obtenue en discrétisant la densité du bruit 𝛼-stable 𝑍. La loi du canal est désignée

dans ce cas par𝑄(⋅|𝑥). Nous notons 𝑆𝑋 et 𝑆𝑍 les supports respectifs de la variable aléatoire𝑋𝑋max
et

de 𝑍𝑍max
. Le problème d’optimisation de la capacité du canal (3.95) avec la contrainte𝔼[|𝑋𝑋max

|] ≤
𝑐 est alors de chercher :

𝐶𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥 = max
q∈𝒬

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑚

∑
𝑖=1

𝑛

∑
𝑗=1

𝑞(𝑥𝑖)𝑄(𝑦𝑗|𝑥𝑖) log2 (
𝑄(𝑦𝑗|𝑥𝑖)𝑞(𝑥𝑗)
𝑝(𝑦𝑖)𝑞(𝑥𝑗)

) , tel que,
𝑚

∑
𝑖=1

|𝑥𝑖|𝑞(𝑥𝑖) ≤ 𝑐
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
, (3.96)
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où 𝑚 = |𝑆𝑋|, 𝑛 = |𝑆𝑍|, et 𝒬 est la famille des probabilités discrètes de support 𝑆𝑋. Pour obtenir la
solution, 𝐶𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥, de (3.96), l’idée clé due à Blahut et Arimoto [175, 174] est que,

𝐶𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥 = max
q∈𝒬

{max
Φ

𝐽(q, ), tel que ,
𝑚

∑
𝑖=1

|𝑥𝑖|𝑞(𝑥𝑖) ≤ 𝑐 } (3.97)

où

𝐽(q, Φ) =
𝑚

∑
𝑖=1

𝑛

∑
𝑗=1

𝑞(𝑥𝑖)𝑄(𝑦𝑗|𝑥𝑖) log2 (
Φ(𝑥𝑖|𝑦𝑗)
𝑞(𝑥𝑖)

) (3.98)

et Φ est une matrice de probabilités de transition arbitraire 𝑚×𝑛. La capacité approximative est
alors obtenue en alternant les deux problèmes de maximisation, ce qui conduit à l’algorithme 3.

Il a été montré, voir par exemple [16], que l’algorithme de Blahut-Arimoto converge vers la
capacité lorsque la distribution discrétisée converge, au sens la variation totale, vers la loi du
canal 𝛼-stable. Plus précisément, il existe un 𝑀 > 0 tel que,

|𝐶∗ − 𝐶𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥| ≤ 𝑀‖𝑝𝑌𝑎 − 𝑝𝑌‖𝑇𝑉 + 𝑜(‖𝑝𝑌𝑎 − 𝑝𝑌‖𝑇𝑉)|, (3.99)

où

‖𝑝𝑌𝑎 − 𝑝𝑌‖𝑇𝑉 =
1
2
∫
ℝ
|𝑝𝑌𝑎(𝑥) − 𝑝𝑌(𝑥)|𝑑𝑥. (3.100)

Par conséquent, l’approximation de l’algorithme Blahut-Arimoto converge vers la capacité du
canal. Nous comparons nos bornes avec l’approximation numérique obtenue à l’aide de l’algo-
rithme de Blahut-Arimoto. Tout d’abord, nous étudions le comportement de la capacité approxi-
mative via l’algorithme de Blahut-Arimoto en fonction du rapport 𝑐

𝛾𝑍
. Ce dernier est analogue au

rapport signal sur bruit (SNR : Signal-to-Noise Ratio) que l’on trouve dans la borne de la capacité
d’un canal gaussien avec une contrainte de puissance. Des discussions détaillées sur les résultats
des simulations et la validité de nos résultats sont données dans [18].
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Modèles de régression

La prolifération des capteurs et le développement de la technologie d’acquisition de don-
nées ont permis de recueillir de grandes masses de données menant à ce qu’on a appelé,
il y a quelques années déjà, le Big Data. La très grande dimension des données qui en

résulte pose un défi majeur pour le traitement et l’analyse de ces données. En effet, pour une
modélisation statistique fiable, il est primordial d’avoir une bonne qualité de prédiction combi-
née à une représentation parcimonieuse. La statistique en grande dimension englobe les modèles
de régression, de classification supervisée ou non, la modélisation graphique, les tests multiples
où le nombre d’hypothèses considérées est supérieur à la taille de l’échantillon. La régression,
en particulier, constitue la base des techniques d’apprentissage automatique ou de ce que l’on
appelle actuellement l’intelligence artificielle. L’intérêt de l’utilisation d’une modélisation par
la régression est d’une part descriptif car elle permet de comprendre et d’expliquer le lien sta-
tistique entre des variables d’intérêt et d’autres variables explicatives D’autre part, elle a un rôle
prédictif car elle permet d’inférer ou de tirer des conclusions sur des situations qui n’ont pas
encore été observées. Considérons un échantillon (𝑦𝑖, 𝑥𝑖)𝑖=1,…,𝑛, où 𝑦𝑖 est l’observation d’une va-

riable d’intérêt 𝑦 sur un individu 𝑖 et 𝑥𝑖 = (𝑥𝑖1,… , 𝑥𝑖𝑝)
𝑡
∈ ℝ𝑝 est un vecteur d’observations des

variables explicatives correspondantes à 𝑦𝑖. Le modèle d’observation de la régression s’écrit, pour
tout 𝑖 = 1,… , 𝑛 :

𝑦𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖) + 𝜉𝑖
où 𝑓 ∶ ℝ𝑘 ⟶ ℝ est une fonction inconnue et (𝜉𝑖)𝑖=1,…,𝑛 ∈ ℝ représentent les bruits du modèle. Ce
modèle peut s’écrire sous la forme vectorielle :

𝑌 = f + 𝜉, (4.1)

où 𝑌 = (𝑦1,… , 𝑦𝑛)
𝑡, f = (𝑓(𝑥1),… , 𝑓(𝑥𝑛))

𝑡 et 𝜉 = (𝜉1,… , 𝜉𝑛)
𝑡. Les différents domaines où inter-

viennent la régression et ses multiples variantes sont considérables. Les plus populaires sont :
✠ La régression linéaire qui correspond au cas où 𝑥 ∈ ℝ𝑝 et 𝑓(𝑥𝑖) = ⟨𝑥𝑖, 𝛽⟩ avec 𝛽 ∈ ℝ𝑝 et 𝑥𝑖 =

(𝑥1𝑖 ,… , 𝑥𝑝𝑖 )
𝑡
. Quand il existe une structure de groupement des variables commepar exemple

en analyse de la variance à plusieurs facteurs, la fonction de régression peut s’écrire 𝑓(𝑥𝑖) =
∑𝑀

𝑘=1∑𝑗∈𝐺𝑘
𝛽𝑗,𝑘𝑥

𝑗
𝑖 avec 𝐺1,… ,𝐺𝑀 est une partition de {1,… , 𝑝}.

✠ La régression non paramétrique ou l’estimation par projection ; il s’agit du cas où 𝑓(.) est
projetée sur un espace de fonctions de base comme par exemple des bases d’ondelettes, une
base de Fourier ou des splines.

✠ Le modèle de régression additif correspond au cas où 𝑓(𝑥) = ∑𝑘∈𝐾 𝑓𝑘(𝑥𝑘) avec 𝑓𝑘 des fonc-
tions régulières. Lesmodèles semi-paramétriques et lesmodèles GAM (Generalised Additive
Models) sont des exemples de modèles additifs.
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Nous considérons le sous-espace linéaire f𝛽 = 𝕏𝛽 où 𝕏 ∈ ℝ𝑛×𝑝 est une matrice à 𝑝 colonnes et
𝛽 = (𝛽1,… , 𝛽𝑝)𝑡 ∈ ℝ𝑝 un vecteur de 𝑝 paramètres pour approcher le vecteur moyen inconnu f. Le
sous-espace linéaire f𝛽 = 𝕏𝛽 s’écrit d’un point de vue général :

f𝛽 = 𝕏𝛽 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

𝑝

∑
𝑗=1

𝛽𝑗𝑓𝑗(𝑥1),… ,
𝑝

∑
𝑗=1

𝛽𝑗𝑓𝑗(𝑥𝑛)
⎞⎟⎟⎟⎟⎠

𝑡

(4.2)

où 𝑓𝑗 ∶ ℝ𝑘 ⟶ ℝ sont des fonctions fixes de 𝑥𝑖 ∈ ℝ𝑘. Nous avons abordé ces problèmes de régres-
sions de deux points de vue différents mais qui peuvent parfois être complémentaires. Il s’agit
de distinguer le cas classique où nous disposons des échantillons de très grandes tailles et le cas
où les phénomènes étudiés ne permettent pas de collecter une grande masse de données comme
en volcanologie par exemple.

✠ Sélection de modèles en petites dimensions : Les critères de sélection de modèle jouent un
rôle important dans la théorie de l’information et l’analyse statistique des données, en par-
ticulier dans les modèles de régression, les modèles de mélange et l’analyse des séries chro-
nologiques ... Le critère le plus connu est celui d’Akaike (AIC : Akaike Information Criterion)
qui a été conçu comme un estimateur sans biais de la divergence de Kullback entre le vrai
modèle qui a réellement généré les données et une approximation statistique de celui-ci.
Nous nous sommes posés la question de la sélection des modèles dans le cas des échan-
tillons de petite taille. En donnant une version corrigée, nous avons adapté les critères de
sélection habituels pour les rendre compatibles avec ce cas.

✠ Régressions sparses en grandes dimensions : Nous nous sommes intéressés au cas où 𝑝 >> 𝑛
dans le modèle (4.1). Les techniques classiques ne permettent pas d’estimer un modèle
ayant plus de paramètres que d’observations disponibles. Néanmoins, en cas de parcimo-
nie (sparsité), c’est-à-dire que seulement un petit nombre de coefficients 𝛽𝑗 sont non-nuls,
diverses méthodes ont été proposées pour estimer efficacement f. Par exemple, les perfor-
mances des estimateurs desmoindres carrés pénalisés notamment le lasso et group-lasso ont
été établies sous forme d’inégalités oracles dans le cadre gaussien. Nous avons donné des
résultats équivalents dans le cas de distributions à queues lourdes ou plus généralement
des distributions vérifiant des inégalités de Poincaré faibles dite également inégalité de gap
spectral.

✠ Sélection des variables et application en volcanologie : Il s’agit d’une application typique
de cohabitation entre données de grandes dimensions (données météo, images satellites...)
et des échantillons de très petites tailles comme les prélèvements au sol, les données physico-
chimiques... Dans le cadre de la surveillance des nuages de cendres, la taille des échan-
tillons des dépôts au sol n’est pas assez large car ils requièrent des prélèvement Insitu. En
même temps, nous voulons expliquer le débit d’éruption (MER : Mass Eruption Rate) en
fonction du dépôt au sol et de plusieurs paramètres physico-chimiques liés à une éruption
volcanique comme la hauteur, l’acidité, le type de volcan, les conditions météorologiques
lors de l’éruption, ainsi que les données satellites. Pour trouver une solution qui permette
la gestion d’une crise volcanique en temps réel, il est nécessaire d’adapter les techniques
de sélection de variables pour donner un modèle adéquat faisant intervenir des variables
explicatives que l’on peut observer en temps réel. Nous avons donné un algorithme de
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sélection de variables dans le cadre d’un mélange de régressions gaussiennes. D’autres ap-
plications permettant la quantification de l’incertitude sur les aléas volcaniques ont été
développées dans [13, 7, 3, 6]

4.1 Critères de sélection de modèles en petits échantillons
Le critère le plus connu AIC a été conçu comme un estimateur sans biais d’une variante de

la divergence dirigée de Kullback également connue sous le nom d’information de Kullback-
Leibler. Cettemesure de séparation entre deuxmodèles statistiques est asymétrique et a tendance
à choisir un modèle surparamétré lorsque la taille de l’échantillon est petite ou que le nombre
de paramètres est relativement grand par rapport à la taille de l’échantillon. Afin de surmon-
ter ce problème, de nombreuses versions corrigées de l’AIC ont été proposées dans différentes
situations particulières, voir par exemple,[159] [157], [146, 132]. D’autre part, la divergence sy-
métrique de Kullback a été utilisée pour établir des versions corrigées des critères de sélection de
modèles [97] [82]. Quand il s’agit de données longitudinales ou dépendantes, l’AICc ne peut pas
être directement appliqué à la sélection de modèles pour les données avec des erreurs corrélées.

4.1.1 Critères de sélection corrigés
On se place dans le cadre du modèle (4.1) pour données longitudinales ; c’est-à-dire quand 𝑦𝑖𝑗

est une mesure de la variable d’intérêt sur l’individu 𝑖 ∈ {1,… ,𝑚} à des instants 𝑡𝑖𝑗. L’analyse
des données longitudinales a suscité un grand intérêt dans les domaines des essais cliniques, de
l’épidémiologie, de l’agriculture et de la médecine au cours de la dernière décennie. Ces données
apparaissent lorsque des mesures répétées sont obtenues pour un individu et lorsque plusieurs
variables sont observées à des instants différents. Les mesures successives pour chaque individu
ont tendance à être corrélées. Il est donc nécessaire de prendre en compte cette liaison afin de
produire le modèle adéquat. Une synthèse des aspects théoriques et appliqués, des détails de la
structure du modèle et de l’estimation des paramètres de l’analyse longitudinale est présentée
dans [108], [92], [98], [140] et [152]. Nous désignons 𝑌𝑖 = (𝑌𝑖1..., 𝑌𝑖𝑛𝑖)

𝑡 le vecteur de dimension
(𝑛𝑖×1) des observations répétées sur l’individu 𝑖. Pour simplifier, nous supposons que le nombre
de répétitions est le même pour tous les individus 𝑛𝑖 = 𝑛. Supposons que le vrai modèle qui a
généré les données s’écrit sous la forme matricielle (4.1) comme :

𝑌 = 𝑋0β0 + 𝜀0, (4.3)

où 𝜀0 ∼ 𝒩(0,σ2
0𝑉0) avec𝑉0 unematrice diagonale en blocs de (𝑛×𝑛)matricesΣ0. En pratique, nous

ne connaissons pas le vrai modèle et nous ajustons donc les données avec un modèle candidat
que l’on peut écrire sous la forme matricielle :

𝑌 = 𝑋β + 𝜀, (4.4)

où 𝑌 est le vecteur des observations de la variable d’intérêt,𝑋 la matrice de design ou de variables
explicatives et 𝜀 ∼ 𝒩(0,σ2𝑉) l’erreur du modèle. La matrice 𝑉 est diagonale en 𝑚 blocs de ma-
trices Σ. Pour simplifier, nous notons, 𝜃0 = (𝛽0, 𝜎0, Σ0) les paramètres inconnus du vrai modèle et
𝜃 = (𝛽, 𝜎, Σ) les paramètres du modèle candidat. On notera également 𝑁 = 𝑛.𝑚.

Notion de vraisemblance résiduelle : On note 𝑓(𝑌|𝜃0) et 𝑓(𝑌|𝜃) les densités de probabilités res-
pectives dumodèle qui a généré les données et dumodèle candidat. Dans ce cas, la log-vraisemblance
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pour le modèle candidat est donnée par :

log 𝑓(𝑌|𝜃) = −
1
2
{𝑁 log𝜎2 + 𝑚 log |Σ| + (𝑌 − 𝑋𝛽)𝑡𝑉−1(𝑌 − 𝑋𝛽)/𝜎2} (4.5)

De même, la fonction de log-vraisemblance du vrai modèle s’obtient en remplaçant 𝜃, 𝜎, β, Σ
et 𝑉 dans l’équation (4.5) par 𝜃0, 𝜎0, β0, Σ0 et 𝑉0 respectivement. La méthode du maximum de
vraisemblance restreinte (ou résiduelle) a été introduite par [177] ; elle permet d’estimer les com-
posantes de la matrice de variance dans un modèle linéaire généralisé. En adoptant les résultats
de [108] ou [158], et en omettant les termes constants, la vraisemblance restreinte pour le modèle
candidat (4.4) est définie par :

log 𝑓𝑟(𝑌|𝜃) = −
1
2
{(𝑁 − 𝑝) log𝜎2 + 𝑚 log |Σ| + log |𝑋𝑡𝑉−1𝑋| + 𝑌𝑡𝐴𝑌/𝜎2} (4.6)

où la matrice 𝐴 = 𝑉−1 −𝑉−1𝑋(𝑋𝑡𝑉−1𝑋)𝑋𝑡𝑉−1. Dans ce cas, l’estimateur du maximum de vraisem-
blance résiduelle de (𝛽, 𝜎2, 𝑉) est donné par :

̂𝛽 = (𝑋𝑡𝑉̂−1𝑋)−1𝑋𝑡𝑉̂−1𝑌 et 𝜎̂2 =
(𝑌 − 𝑋𝛽)𝑡𝑉̂−1(𝑌 − 𝑋𝛽)

(𝑁 − 𝑝)
.

Le terme 𝑉̂−1 est obtenu enmaximisant par rapport𝑉, la fonction ℓ𝑟(𝑉) = log 𝑓𝑟(𝑌|𝜃)−1
2 log |𝑋𝑡𝑉−1𝑋|.

De même, la fonction de vraisemblance restreinte pour le vrai modèle (4.3), peut être obtenue
en remplaçant 𝜎, β, Σ, 𝑋, 𝑝 et 𝑉 dans l’équation (4.6) par 𝜎0, β0, Σ0, 𝑋0, 𝑝0 et 𝑉0 respectivement.

Mesures de séparation entre modèles : Nous nous intéressons ici aux distances qui permettent
d’évaluer la proximité entre les modèles. La plus connue est la distance dirigée de Kulback-
Leibler que l’on peut écrire dans notre contexte sous la forme :

𝑑(𝜃0, 𝜃) = 𝐼𝐸𝜃0{−2 log 𝑓(𝑌|𝜃)}

où 𝐼𝐸𝜃0 désigne l’espérance par rapport à 𝑓(𝑌|𝜃0) du vrai modèle. L’AIC et ses versions corrigées
sont des estimateurs de 𝐼𝐸𝜃0{−2 log 𝑓(𝑌|𝜃̂)}. Comme précisé plus haut, cette mesure est dissymé-
trique et présente l’inconvénient d’un choix privilégiant un biais de sur-paramétrisation.

✠ Une mesure de séparation entre le modèle générateur et un modèle candidat est donnée
par la divergence symétrique de Kullback [179], définie par :

𝐽(𝜃0, 𝜃) = {𝑑(𝜃0, 𝜃) − 𝑑(𝜃0, 𝜃0)} + {𝑑(𝜃, 𝜃0) − 𝑑(𝜃, 𝜃)} (4.7)

Dans notre contexte, 𝑑(𝜃0, 𝜃0) ne dépend pas de 𝜃 ; comme le but est de discriminer entre
différents modèles candidats, nous proposons la version,

𝐾(𝜃0, 𝜃) = 𝑑(𝜃0, 𝜃) + {𝑑(𝜃, 𝜃0) − 𝑑(𝜃, 𝜃)} (4.8)

comme substitut de 𝐽(𝜃0, 𝜃). Dans le cadre des échantillons de grandes tailles, un estimateur
asymptotiquement sans biais de,

Ω(𝜃0) = 𝐼𝐸𝜃0{𝐾(𝜃0, 𝜃̂)} (4.9)

a été introduit par [120]. Cet estimateur est donné par le critère de sélection de modèles
suivant :

𝐾𝐼𝐶 = 𝑁 log 𝜎̂2 + 𝑚 log |Σ̂| + 3(𝑝 + 1) (4.10)

✠ Pour s’adapter au cas de la vraisemblance (4.6), unemesure utile de l’écart entre la fonction
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de log-vraisemblance résiduelle des modèles candidats et des vrais modèles est définie par,

Ω𝑟(𝜃0) = 𝐼𝐸𝜃0{𝑑𝑟(𝜃0, 𝜃̂) + 𝑑𝑟(𝜃̂, 𝜃0) − 𝑑𝑟(𝜃̂, 𝜃̂)}, (4.11)

où 𝑑𝑟(𝜃0, 𝜃) = 𝐼𝐸𝜃0{−2 log 𝑓𝑟(𝑌|𝜃)}.
Pour construire des versions corrigées de ces critères, nous supposons d’abord que la famille des
modèles candidats contient le vrai modèle. Cette hypothèse forte est utilisée dans la constriction
du KIC par [120] et de ses versions modifiées [77, 97, 81, 82]. Dans le cas particulier de la régres-
sion, cela revient à prendre 𝑝 > 𝑝0 et à réarranger les colonnes de 𝑋 de sorte que 𝑋0𝛽0 = 𝑋𝛽∗, où
𝛽∗ = (𝛽𝑡

0, 𝛽𝑡
1)𝑡 et 𝛽1 est un vecteur de zéros (𝑝 − 𝑝0) × 1. Sous cette hypothèse, nous avons établi les

critères suivants :

Proposition 4.1.1 : En supposant que le vrai modèle est inclus dans la famille des modèles can-
didats, nous avons les critères de sélection de modèles corrigés suivant :
(1) Une version corrigée de l’AIC est donnée dans notre cas par,

𝐴𝐼𝐶𝑐 = 𝑁 log 𝜎̂2 + 𝑚 log |Σ̂| + 2
𝑁(𝑝 + 1)
𝑁 − 𝑝 − 2

(4.12)

est un estimateur approché de 𝑑(𝜃0, 𝜃).

(2) Le critère défini par,

𝐾𝐼𝐶𝑐 = 𝑁 log 𝜎̂2 + 𝑚 log |Σ̂| +
(𝑝 + 1)(3𝑁 − 𝑝 − 2)

𝑁 − 𝑝 − 2
(4.13)

est un estimateur approché de Ω(𝜃0)

(3) De même le critère

𝑀𝑅𝐶𝑠𝑑 = (𝑁 − 𝑝) log 𝜎̂2 + 𝑚 log |Σ̂| + 𝑝 log(𝑁) +
(𝑁 − 𝑝)2

𝑁 − 𝑝 − 2
+ (𝑁 − 𝑝){log(

2
𝑁 − 𝑝

) + Ψ(
𝑁 − 𝑝
2

)(4.14)

est un estimateur approché de Ω𝑟(𝜃0). La fonction Ψ(.) = Γ′(.)
Γ(.) est la fonction digamma.

Démonstration. Les détails de la preuve de ces résultats se trouvent dans notre papier original
[34]. Nous donnons ici les idées principales des démonstrations :

(1) - (2) En utilisant les équations (4.9) et (4.8), on peut écrire,

Ω(𝜃0) = 𝐼𝐸𝜃0{𝑑(𝜃0, 𝜃̂) + 𝑑(𝜃̂, 𝜃0) − 𝑑(𝜃̂, 𝜃̂)}. (4.15)

D’abord nous montrons que,

𝑑(𝜃0, 𝜃̂) = 𝐼𝐸𝜃0{𝑁 log𝜎2 + 𝑚 log |Σ| +
(𝑌 − 𝑋𝛽)𝑡𝑉−1(𝑌 − 𝑋𝛽)

𝜎2 }
𝜃=𝜃̂

= 𝑁 log 𝜎̂2 + 𝑚 log |Σ̂| +
𝜎2
0
𝜎2 𝑡𝑟(𝑉̂

−1𝑉0) +
( ̂𝛽 − 𝛽∗)𝑡𝑋𝑡𝑉̂−1𝑋( ̂𝛽 − 𝛽∗)

𝜎̂2 (4.16)

où 𝑡𝑟 désigne la trace. Avec le même raisonnement nous montrons que :

𝑑(𝜃̂, 𝜃0) = 𝑁 log𝜎2
0 + 𝑚 log |Σ0| +

𝜎̂2

𝜎2
0
𝑡𝑟(𝑉̂𝑉−1

0 ) +
( ̂𝛽 − 𝛽∗)𝑡𝑋𝑡𝑉−1

0 𝑋( ̂𝛽 − 𝛽∗)
𝜎2
0

(4.17)
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et que :

𝑑(𝜃̂, 𝜃̂) = 𝑁 log 𝜎̂2 + 𝑚 log |Σ̂| + 𝑁 (4.18)

En remplaçant (4.16), (4.17) et (4.18) dans (4.15), nous obtenons :

Ω(𝜃0) = 𝐼𝐸𝜃0{𝑁 log 𝜎̂2 + 𝑚 log |Σ̂| +
𝜎2
0
𝜎2 𝑡𝑟(𝑉̂

−1𝑉0) +
( ̂𝛽 − 𝛽∗)𝑡𝑋𝑡𝑉̂−1𝑋( ̂𝛽 − 𝛽∗)

𝜎̂2 } (4.19)

+𝐼𝐸𝜃0{𝑁 log
𝜎2
0
𝜎̂2 + 𝑚 log

|Σ0|
|Σ̂|

+
𝜎̂2

𝜎2
0
𝑡𝑟(𝑉̂𝑉−1

0 ) +
( ̂𝛽 − 𝛽∗)𝑡𝑋𝑡𝑉−1

0 𝑋( ̂𝛽 − 𝛽∗)
𝜎2
0

− 𝑁}(4.20)

En utilisant le fait que 𝑉̂ est un estimateur consistant de 𝑉0, et en utilisant le même raison-
nement que dans [77], on peut écrire 𝑉̂ = 𝑉0 + 𝑜𝑝(1). Ce qui implique que,

𝐴𝐼𝐶𝑐 = 𝑁 log 𝜎̂2 + 𝑚 log |Σ̂| + 2
𝑁(𝑝 + 1)
𝑁 − 𝑝 − 2

(4.21)

est un estimateur sans biais du premier terme de l’équation (4.19). En utilisant cette ap-
proximation et le fait que ̂𝛽 − 𝛽∗ = (𝑋𝑡𝑉̂−1𝑋)−1𝑋𝑡𝑉̂−1𝜖0, on peut approcher le terme de
l’équation (4.20).

𝐼𝐸𝜃0{𝑚 log
|Σ0|
|Σ̂|

} ≈ 0 (4.22)

Le troisième terme de (4.20) s’écrit donc comme :

𝐼𝐸𝜃0{
𝜎̂2

𝜎2
0
𝑡𝑟(𝑉̂𝑉−1

0 )} = 𝐼𝐸𝜃0{
𝜖𝑡0(𝑉̂−1 − 𝑉̂−1𝑋(𝑋𝑡𝑉̂−1𝑋)−1𝑋𝑡𝑉̂−1)𝜖0

𝜎2
0

}

≈ 𝐼𝐸𝜃0{
𝜖𝑡0(𝑉−1

0 − 𝑉−1
0 𝑋(𝑋𝑡𝑉−1

0 𝑋)−1𝑋𝑡𝑉−1
0 )𝜖0

𝜎2
0

} = 𝑁 − 𝑝 (4.23)

En outre, le quatrième terme de (4.20) devient,

𝐼𝐸𝜃0{
( ̂𝛽 − 𝛽∗)𝑡𝑋𝑡𝑉−1

0 𝑋( ̂𝛽 − 𝛽∗)
𝜎2
0

} ≈ 𝐼𝐸𝜃0{
𝜖𝑡0𝑉−1

0 𝑋(𝑋𝑡𝑉−1
0 𝑋)−1𝑋𝑡𝑉−1

0 𝜖0
𝜎2
0

}

= 𝑡𝑟(𝑋(𝑋𝑡𝑉−1
0 𝑋)−1𝑋𝑡𝑉−1

0 ) = 𝑝 (4.24)

Nous utilisons le fait que 𝑁(𝜎̂2/𝜎2
0 ) suit une loi de khi-deux à (𝑁 − 𝑝) degrés de libertés. Le

même raisonnement que dans [131, Lemma 3], permet d’écrire :

𝐼𝐸𝜃0{𝑁 log
𝜎2
0
𝜎̂2 } = (𝑝 + 1) + 𝑜(1). (4.25)

En utilisant (4.12) et en remplaçant (4.25), (4.22), (4.23) et (4.23) dans (4.20), on obtient les
deux résultats (1) et (2) de la proposition.

(3) Nous commençons par montrer que l’équation (4.11) s’écrit :

Ω𝑟(𝜃0) = 𝐼𝐸𝜃0{(𝑁 − 𝑝) log 𝜎̂2 + 𝑚 log |Σ̂| + log |𝑋𝑡𝑉̂−1𝑋| +
𝜎2
0
𝜎2 𝑡𝑟( ̂𝐴−1𝑉0)} (4.26)

+𝐼𝐸𝜃0{(𝑁 − 𝑝) log
𝜎2
0
𝜎̂2 + 𝑚 log

|Σ0|
|Σ̂|

+ log
|𝑋𝑡𝑉−1

0 𝑋|
|𝑋𝑡𝑉̂−1𝑋|

− 𝑡𝑟(𝑉̂ ̂𝐴) +
𝜎̂2

𝜎2
0
𝑡𝑟(𝑉̂𝐴0)} (4.27)
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En adaptant les résultats de [77], nous pouvons approximer l’équation (4.26) par

𝑀𝑅𝐶 = (𝑁 − 𝑝) log 𝜎̂2 + 𝑚 log |Σ̂| + 𝑝 log(𝑁) +
(𝑁 − 𝑝)2

𝑁 − 𝑝 − 2
(4.28)

De même que pour (2), nous utilisons le fait que,

𝐼𝐸𝜃0{𝑚 log
|Σ0|
|Σ̂|

} ≈ 0 et 𝐼𝐸𝜃0{ log |𝑋
𝑡𝑉−1

0 𝑋| − log |𝑋𝑡𝑉̂−1𝑋|} ≈ 0

et d’un autre côté on montre que,

𝐼𝐸𝜃0{
𝜎̂2

𝜎2
0
𝑡𝑟(𝑉̂𝐴0)}

= 𝐼𝐸𝜃0{
𝜖𝑡0(𝑉̂−1 − 𝑉̂−1𝑋(𝑋𝑡𝑉̂−1𝑋)−1𝑋𝑡𝑉̂−1)𝜖0

𝜎2
0

𝑡𝑟{(𝑉−1
0 − 𝑉−1

0 𝑋(𝑋𝑡𝑉−1
0 𝑋)−1𝑋𝑡𝑉−1

0 )𝑉̂}}

≈ 𝐼𝐸𝜃0{
𝜖𝑡0(𝑉−1

0 − 𝑉−1
0 𝑋(𝑋𝑡𝑉−1

0 𝑋)−1𝑋𝑡𝑉−1
0 )𝜖0

𝜎2
0

𝑡𝑟{(𝑉−1
0 − 𝑉−1

0 𝑋(𝑋𝑡𝑉−1
0 𝑋)−1𝑋𝑡𝑉−1

0 )𝑉0}}

= (𝑁 − 𝑝)𝐼𝐸𝜃0{
𝜖𝑡0(𝑉−1

0 − 𝑉−1
0 𝑋(𝑋𝑡𝑉−1

0 𝑋)−1𝑋𝑡𝑉−1
0 )𝜖0

𝜎2
0

} = 𝑁 − 𝑝 (4.29)

De plus, nous avons,

𝐼𝐸𝜃0{𝑡𝑟( ̂𝐴𝑉̂)} ≈ 𝐼𝐸𝜃0{𝑡𝑟(𝑉
−1
0 − 𝑉−1

0 𝑋(𝑋𝑡𝑉−1
0 𝑋)−1𝑋𝑡𝑉−1

0 )𝑉0)}
= 𝑁 − 𝑝 (4.30)

On sait que pour une loi de khi-deux 𝜒𝜈 de 𝜈 degrés de libertés nous avons 𝐼𝐸(𝜒𝜈) = log(2) +
Ψ(𝜈/2) et comme (𝑁 − 𝑝)(𝜎̂2/𝜎2

0 ) suit une loi de khi-deux à (𝑁 − 𝑝) degrés de libertés, nous
avons :

𝐼𝐸𝜃0{(𝑁 − 𝑝) log
𝜎̂2

𝜎2
0
} = (𝑁 − 𝑝){log

2
𝑁 − 𝑝

+ Ψ(
𝑁 − 𝑝
2

)} (4.31)

En combinant (4.28), (4.31), (4.29), (4.30) et (4.27), Nous avons le résultat 3 de la proposi-
tion.

Notons que tous les critères corrigés proposés ici convergent vers les critères habituels quand
la taille de l’échantillon devient suffisamment grande ; c’est-à-dire quand 𝑁 tend vers l’infini.
Dans [33], nous donnons un tableau détaillant des résultats de simulation comparant les perfor-
mances de nos critères avec les différents critères de la littérature.

4.2 Régressions pénalisées avec des erreurs non gaussiennes
On considère le modèle de régression sous forme vectoriel suivant :

𝑌 = f + 𝜉 (4.32)

où f ∈ ℝ𝑛 est un vecteur moyen déterministe inconnu à estimer et 𝜉 ∈ ℝ𝑛 un vecteur aléatoire
des erreurs du modèle. On suppose que 𝜉 a une mesure de probabilité qui satisfait une inégalité
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de Poincaré faible. Selon la définition et les notations données dans [8, 89], une mesure de pro-
babilité 𝜇 satisfait une inégalité de Poincaré faible s’il existe une fonction 𝛾 ∶ [0, +∞) ⟶ ℝ+ telle
que toute fonction locale ℎ ∶ 𝑀 ⟶ ℝ satisfait pour tout 𝑠 > 0 l’inégalité

𝑉𝑎𝑟𝜇(ℎ) ≤ 𝛾(𝑠)∫ |∇ℎ|2 𝑑𝜇 + 𝑠𝑂𝑠𝑐(ℎ)2, (4.33)

où 𝑂𝑠𝑐(ℎ) = sup ℎ − inf ℎ est l’oscillation totale de la fonction ℎ.
On s’intéresse au problème d’estimation de f par 𝕏 ̂𝛽 dans un espace de Hilbert ℋ muni d’un

produit scalaire ⟨⋅, ⋅⟩ et la norme correspondante ‖⋅‖ℋ. Nous nous sommes intéressés à l’étude
des performances de l’estimateur des moindres carrés pénalisés avec une pénalité convexe :

̂𝛽 ∈ argmin
𝛽∈𝔹

‖Y − 𝕏𝛽‖2𝑛 + 𝐹(𝛽) (4.34)

où 𝕏 ∶ ℋ ⟶ ℝ𝑛 est un opérateur linéaire,l’application 𝐹 ∶ ℋ ⟶ ℝ est une pénalité convexe et
𝔹 un sous-ensemble de ℋ convexe et fermé par rapport à la norme ‖⋅‖ℋ. La norme empirique
‖⋅‖𝑛 est définie par, ‖𝑢‖2𝑛 = 1

𝑛 ∑
𝑛
𝑖=1 𝑢

2
𝑖 . Notre contribution principale est d’établir des inégalités

oracles dans un cadre général où le bruit des observations est issu de mesures de probabilité
qui satisfont une inégalité de Poincaré faible (inégalité de gap spectral). Nous avons notamment
montré que dans ce cas, le profil des inégalités de concentration dépend de la dimension de
l’espace sous-jacent. Dans le cas gaussien, les inégalités de concentration habituellement établies
sont indépendantes de la dimension. Notre résultat est basé sur une notion de compatibilité liée
à la constante suivante :

𝜇𝑐0
(𝛽) = inf

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜇 > 0 ∶

1
𝑐0

×
𝑐0 |𝒫𝛽𝑢|1 − |𝒫⊥

𝛽 𝑢|1
‖𝕏𝑢‖𝑛

≤ 𝜇, ∀𝑢 ∈ ℝ𝑝 ∶ |𝒫⊥
𝛽 𝑢|1 ≤ 𝑐0 |𝒫𝛽𝑢|1

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
. (4.35)

Il s’agit d’une version modifiée de la constante de compatibilité introduite dans [15, 22] donnée
par :

𝜇𝑐0(𝛽) = inf {𝜇 > 0 ∶ ‖𝒫𝛽𝑢‖ ≤ 𝜇 ‖𝕏𝑢‖𝑛 , ∀𝑢 ∶ ‖𝒫⊥
𝛽 𝑢‖ ≤ 𝑐0 ‖𝒫𝛽𝑢‖}

où 𝒫𝛽 est un opérateur associé à 𝔸 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝛽} et qui vérifie la condition de décomposabilité (4.36)
suivante :

𝒫𝔸𝐴 = 𝐴, ∀𝐴 ∈ 𝔸 et ‖𝐴‖ + ‖𝒫⊥
𝐴 𝐵‖ = ‖𝐵 + 𝒫𝔸(𝐴 − 𝐵)‖ , ∀𝐴 ∈ 𝔸, ∀𝐵 ∈ ℋ. (4.36)

L’exemple classique d’un opérateur vérifiant cette condition de décomposabilité est la projection
orthogonale.
Pour toute application positive et homogène ℎ ∶ ℋ → [0, +∞[ et pour tout 𝜏 > 0 on note l’événe-
ment suivant :

Ω = { sup
𝑢∈ℋ∶ℎ(𝑢)≤1

1
𝑛
𝜉𝑇𝕏𝑢 ≤ 𝜏} , (4.37)

Notre résultat principal a été établi dans le cas où la pénalité 𝐹(𝛽) est proportionnelle à une norme
de régularisation c’est-à-dire 𝐹(𝛽) = 𝜆 ‖𝛽‖. Ce résultat est résumé dans le théorème suivant :

Théorème 4.2.1 : Soit ℙ une loi de probabilité des erreurs vérifiant l’inégalité du gap spectral
(4.33) avec la fonction 𝛾 on suppose que 𝒫𝛽 vérifie la condition de décomposabilité (4.36). Sup-
posons que ℙ(Ω) ≥ 1

2 et soit 𝑘 ≥ 1, 𝑐 ≥ 0 et 𝜆 ≥ 2(𝜏 + 𝑘). Dans ce cas, l’estimateur ̂𝛽, défini dans
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(4.34) vérifie, avec une probabilité d’au moins 1 − 3Θ(𝑘𝑐√𝑛), l’inégalité suivante :

‖𝕏 ̂𝛽 − 𝑓‖
2

𝑛
≤ inf

𝛽∈𝔸
[‖𝕏𝛽 − 𝑓‖2𝑛 +

(𝜆 + 2 (𝜏 + 𝑘))2

4
𝜇2
𝑐0
(𝛽)] +

(𝜆 + 2(𝜏 + 𝑘))2𝑐2

4
(4.38)

où Θ(𝑢) = inf {𝑠 ∈ (0, 1/4); exp ( −𝑢
4√𝛾(𝑠)

) ≤ 𝑠} converge vers 0 quand 𝑢 tend vers l’infini.

Démonstration. Pour ne pas encombrer ce document avec plus de détails techniques, le lecteur
pourra consulter les démonstrations détaillées de ces résultats dans notre papier original [4].
L’idée générale est basée sur les deux résultats intermédiaires démontrés dans [4, Proposition
2.1] et [4, Proposition 2.2] :
(1) Nous commençons par montrer que, pour tout 𝛽 ∈ 𝔹 et pour tout f ∈ ℝ𝑛, l’estimateur ̂𝛽

vérifie :

‖𝕏 ̂𝛽 − f‖
2

𝑛
− ‖𝕏𝛽 − f‖2𝑛 ≤

2
𝑛
𝜉𝑇𝕏( ̂𝛽 − 𝛽) + 𝐹(𝛽) − 𝐹( ̂𝛽) − ‖𝕏( ̂𝛽 − 𝛽)‖

2

𝑛
(4.39)

(2) Nous utilisons les résultats concernant l’inégalité de Poincaré faible (4.33) détaillés dans
[88] ; nous montrons, que pour tous 𝑘 ≥ 1, 𝑐 ≥ 0 et 𝑠 ∈ (0, 1/4), nous avons,

ℙ(∀𝑢 ∈ ℋ ∶
1
𝑛
𝜉𝑇𝕏𝑢 ≤ (𝜏 + 𝑘)max (ℎ(𝑢), 𝑐 ‖𝕏𝑢‖𝑛)) ≥ 1 − 3Θ(𝑘𝑐√𝑛) (4.40)

L’utilisation de l’inégalité (4.40) et les caractéristiques de la constante de compatibilité (4.35)
nous donnent l’inégalité (4.38).

Nous illustrons notre résultat principal avec deux exemples de distributions de probabilité
satisfaisant l’inégalité de Poincaré faible (4.33) :

✠ Exemple de distribution à queue lourde : Nous considérons la distribution ℙ dans ℝ𝑛 la
mesure produit de,

𝑑𝜇𝛼(𝑡) =
𝛼(1 + |𝑡|)−1−𝛼

2
𝑑𝑡 for 𝛼 > 2. (4.41)

Cette mesure vérifie l’inégalité du gap spectral (4.33)avec

𝛾(𝑠) = 𝑐𝛼 (
𝑠
𝑛
)
−2/𝛼

, pour 𝑠 ∈ (0,
1
4
)

Plus de discussions et de détails sont donnés dans [88, example 3.5]. Soit maintenant ℎ ∶
ℋ → [0, +∞[ une fonction positive et homogène et 𝜏 > 0. Alors, il existe des constantes
𝑡0(𝛼) > 𝑒 et 𝐶(𝛼) telles que 𝑡𝑐√𝑛

𝑛
1
𝛼

≥ 𝑡0(𝛼). En appliquant le résultat (2) pour 𝑐 ≥ 0, on a :

ℙ(∀𝑢 ∈ ℋ ∶
1
𝑛
𝜉𝑇𝕏𝑢 ≤ (𝜏 + 𝑡)max (ℎ(𝑢), 𝑐 ‖𝕏𝑢‖𝑛)) ≥ 1 −

1
2
𝐶(𝛼)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

log( 𝑡𝑐√𝑛
𝑛
1
𝛼
)

𝑡𝑐√𝑛
𝑛
1
𝛼

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝛼

.

Nous déduisons alors, en appliquant le théorème 4.2.1 que l’estimateur ̂𝛽 (4.34) satisfait
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avec une probabilité d’au moins 1 − 1
2𝐶(𝛼)

⎛⎜⎜⎜⎜⎝

log( 𝑡𝑐√𝑛
𝑛
1
𝛼
)

𝑡𝑐√𝑛

𝑛
1
𝛼

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

𝛼

‖𝕏 ̂𝛽 − 𝑓‖
2

𝑛
≤ inf

𝛽∈𝐴
[‖𝕏𝛽 − 𝑓‖2𝑛 +

(𝜆 + 2 (𝜏 + 𝑡))2

4
𝜇2
𝑐0(𝛽)] +

(𝜆 + 2(𝜏 + 𝑡))2𝑐2

4
(4.42)

✠ Exemple de distribution sous-exponentielle : Nous considérons ici ℙ comme le produit
de la mesure de probabilité,

𝑑𝜈𝑟 = 𝑑𝑟𝑒−|𝑡|
𝑟
𝑑𝑡, (4.43)

où l’exposant 𝑟 est dans (0, 1), et la quantité positive 𝑑𝑟 =
2Γ( 1𝑟 )

𝑟 est une constante de norma-
lisation telle que ∫ 𝑑𝑟𝑒−|𝑡|

𝑟
𝑑𝑡 = 1. Cette mesure vérifie (4.33) avec :

𝛾(𝑠) = 𝑘𝑟 (log(
2𝑛
𝑠
))

(2/𝑟)−𝑠
, 𝑠 ∈ (0, 1/4)

Pour plus de détails, voir par exemple : [88, Exemple 5.4]. De même nous montrons que,
pour 𝑘 ≥ 0, 𝑐 ≥ 0 et 𝑟 ∈ (0, 1), nous avons la borne explicitée dans l’équation suivante :

ℙ(∀𝑢 ∈ ℋ ∶
1
𝑛
𝜉𝑇𝕏𝑢 ≤ (𝜏 + 𝑘)max (ℎ(𝑢), 𝑐 ‖𝕏𝑢‖𝑛)) ≥ 1 − 5 exp

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

−𝑐𝑟𝑘𝑐√𝑛

max ((𝑘𝑐√𝑛)𝑟, log𝑛)
1/𝑟−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

où 𝑐𝑟 est une constante qui dépend uniquement de 𝑟. En particulier, pour un 𝜖 fixé, un grand
𝑛, et 𝑘 vérifiant 𝑘 ≥ 𝑐𝑟(log 10

𝜖 )(log𝑛)
1
𝑟 −1, on a :

ℙ(∀𝑢 ∈ ℋ ∶
1
𝑛
𝜉𝑇𝕏𝑢 ≤ (𝜏 +

𝑘
𝑐√𝑛

)max (ℎ(𝑢), 𝑐 ‖𝕏𝑢‖𝑛)) ≥ 1 −
𝜖
2

Dans cet exemple, l’estimateur ̂𝛽 donné par le problème de minimisation (4.34) satisfait

avec une probabilité d’au moins 1 − 5 exp ( −𝑐𝑟𝑘𝑐√𝑛

max((𝑘𝑐√𝑛)𝑟,log𝑛)
1/𝑟−1 ),

‖𝕏 ̂𝛽 − 𝑓‖
2

𝑛
≤ inf

𝛽∈𝐴
[‖𝕏𝛽 − 𝑓‖2𝑛 +

(𝜆 + 2 (𝜏 + 𝑘))2

4
𝜇2
𝑐0(𝛽)] +

(𝜆 + 2(𝜏 + 𝑘))2𝑐2

4
. (4.44)

En particulier, pour 𝜆 ≥ 2(𝜏 + 𝑘
𝑐√𝑛 ), alors avec une probabilité d’au moins 1 − 𝜖

2 ,

‖𝕏 ̂𝛽 − 𝑓‖
2

𝑛
≤ inf

𝛽∈𝐴

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
‖𝕏𝛽 − 𝑓‖2𝑛 +

(𝜆 + 2 (𝜏 + 𝑘
𝑐√𝑛))

2

4
𝜇2
𝑐0(𝛽)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
(𝜆 + 2(𝜏 + 𝑘

𝑐√𝑛 ))
2𝑐2

4

Nous avons appliqué nos résultats au cas classique du Lasso, et du group Lasso où ℋ = ℝ𝑝

muni de la norme euclidienne |⋅|2.
(1) L’estimateur Lasso pour lequel :

✠ La norme de régularisation ‖⋅‖ est la norme ℓ1 sur ℝ𝑝, |𝛽|1 = ∑𝑝
𝑗=1 |𝛽𝑗| sur ℝ

𝑝.
✠ L’opérateur linéaire 𝒫𝛽 est celui de la projection orthogonale sur le sous-espace en-

gendré par {𝑒𝑗 ∶ 𝑗 ∈ 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝛽)} où (𝑒𝑗)1≤𝑗≤𝑝 est la base canonique de ℝ𝑝
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(2) L’estimateur Group-lasso :
✠ La norme de régularisation ‖⋅‖ définie comme,

‖𝛽‖ = |𝛽|2,1 =
𝑀

∑
𝑘=1

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝
∑
𝑗∈𝐺𝑘

𝛽2
𝑗

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

1/2

=
𝑀

∑
𝑘=1

|𝛽𝐺𝑘|2

✠ L’opérateur linéaire 𝒫𝛽 est défini comme la projection orthogonale sur le sous-espace

engendré par {𝑒𝑗 ∶ 𝑗 ∈ ∪
𝑘∈𝑆𝑢𝑝𝑝𝐺(𝛽)

𝐺𝑘} où 𝐺1,… ,𝐺𝑀 est une partition de l’ensemble d’in-

dices {1,… , 𝑝} et 𝑆𝑢𝑝𝑝𝐺(𝛽) = {𝑘 ∈ {1,… ,𝑀} ∶ 𝛽𝐺𝑘 ≠ 0} le support par groupe du vecteur
𝛽 et 𝑀 le nombre de groupes.

Les inégalités oracles de l’erreur de prédiction pour le lasso et group lasso sont établies sous
la condition de compatibilité (4.35) qui n’est pas en général donnée de manière explicite. Dans le
cas particulier du Lasso et avec les deux exemples traités plus haut, nous avons établi une borne
supérieure explicite de la constante de compatibilité pour le lasso :

✠ En fonction de la constante 𝑠 de parcimonie (sparcité) c’est-à-dire une constante 𝑠 telle que :
|𝑆𝑢𝑝𝑝(𝛽)| ≤ 𝑠.

✠ En fonction de la corrélation maximale entre les colonnes de la matrice de design 𝕏 :

𝜅 = sup
1≤𝑖≠𝑗≤𝑝

|⟨𝕏𝑒𝑖, 𝕏𝑒𝑗⟩|
𝑛

4.3 Modèles de régressions et applications en volcanologie
Les nuages de cendres émis lors des éruptions volcaniques représentent un risque majeur sus-

ceptible d’avoir des conséquences dramatiques sur l’environnement et les personnes. Les effets
néfastes de ces particules peuvent parfois durer des années et affecter de manière significative
l’équilibre climatique régional et mondial. L’un des défis majeurs des volcanologues et des au-
torités civiles, est d’évaluer l’ampleur d’une éruption volcanique et ses conséquences sur les po-
pulations et les biens.

Figure 4.1 – Illustrations des mécanisme de dis-
persion sédimentation.

En particulier, nous cherchons à prévoir
l’emplacement et la concentration des parti-
cules dans les nuages de cendres pendant les
heures qui suivent une éruption volcanique,
mais également quantifier les dépôts au sol.
Les techniques actuelles sont basées sur des
modèles de transport et de dispersion des
cendres (VATD : Volcanic Ash Transport and
Dispersion ) qui exploitent des paramètres en
entrée tels que la hauteur du panache, la répar-
tition en taille du téphra et le taux de l’érup-
tion des masses (MER : Masse Eruption Rate).
Ce dernier est un paramètre clé car il contrôle
directement la quantité de cendres injectées dans l’atmosphère. Cependant, en mode temps réel,
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le MER est très difficile à obtenir et le seul moyen actuel qui permet de l’évaluer de manière
assez précise, est de passer par des prospections et des études détaillées de dépôt au sol ; cette
méthode peut prendre des mois de collecte et de traitements ; par conséquent elle ne correspond
pas aux exigences du temps réel en cas de crise volcanique. Le seul modèle utilisé actuellement
est basé généralement sur des lois empiriques permettant de déterminer leMER en fonction de la
hauteur du panache ; celui-ci a l’avantage d’être mesuré assez facilement (par radars météorolo-
giques au sol , aéronefs...). Cependant, cette technique peut être difficile à appliquer notamment
à cause des incertitudes sur la hauteur ; par exemple, en raison demauvaises conditionsmétéoro-
logiques, de l’existence de vents de travers... Pour pallier le manque de certitude sur la hauteur,
d’autres paramètres doivent être rajoutés. Ces derniers doivent être disponibles en temps réel
pour pouvoir être exploités en cas de crise volcanique. Au cours des deux dernières décennies, le
développement des techniques satellitaires a permis desmesures plus fréquentes et plus précises
concernant les éruptions.

4.3.1 Lien entre les dépôts et mesures satellite
Nous nous intéressons au téphra provenant d’un panache lors d’une éruption explosive et

nous distinguerons les parts sédimentées et non sédimentées. La fraction sédimentée s’étend sur
des distances variables (allant de 5 à 150 km) en fonction de l’importance de l’éruption [162, 154,
128] , mais cela reste ”proche” pour une observation satellite. La fraction non sédimentée corres-
pond à de fines particules (plus petites que 30𝜇𝑚) et peuvent être transportées sur des distances
beaucoup plus importantes (de l’ordre du millier de kilomètres) et restant dans l’atmosphère
pendant plusieurs jours [128, 59].

Le déplacement et la dispersion des nuages de cendres volcaniques sont principalement contrô-
lés par lemécanisme de sédimentation des particules, basé principalement sur la taille des grains
et leur densité [128]. Le but est donc d’établir l’éventuelle existence d’une relation entre la masse
de téphra sédimenté et les cendres non sédimentées, sur la base d’éruptions volcaniques bien do-
cumentées. Si une telle relation existe, des estimations de la masse de cendre non sédimentée,
basées sur des observations satellites, pourraient être utilisées pour évaluer la masse de téphra
sédimenté et le MER, en sommant les parts sédimentées et non sédimentées et en tenant compte
de la durée d’émission.

EnergieIsolaireIréflichie EnergieIIémiseIparIIlaIterre
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enIµm
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Figure 4.2 – Longueur d’onde et détection des
cendres

Généralement, le MER n’est estimé qu’ a
posteriori par une étude fine des dépôts, sans
tenir compte de la part de cendres.

Mesures des données satellites : Les satellites
météorologiques sont utilisés depuis long-
temps pour la détection et le suivi des
cendres volcaniques. Par exemple, les pro-
priétés de transmission des ondes infrarouges
thermiques des nuages de cendres ont été uti-
lisées très tôt pour discriminer et caractériser
les cendres [161, 160].

Une simple méthode est basée sur des
gradients de brillance de température, utili-
sant l’extinction progressive des cendres entre
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11 𝜇𝑚 et 12 𝜇𝑚. Pour une complète caracté-
risation, on utilise généralement un modèle de transfert radiatif (RTM) et une formulation de
la diffusion électromagnétique de Mie, a été donnée par [150]. Cela permet de quantifier tous
les paramètres importants, comme le rayon effectif ou la masse des cendres volcaniques dans le
nuage de cendres.

Mesures des données au sol : Les études au sol de chutes de téphra permettent d’estimer le vo-
lume ou lamasse (e.g. [74, 39]). Elles sont sujettes à une grande sensibilité aux divers paramètres :
la loi de variation empirique, l’abondance des données sur champ [90, 32]. Il a été choisi de ne
considérer que les variables qui peuvent être disponibles en temps réel pendant une crise. Ainsi,
plusieurs données caractéristiques des volcans ont été utilisées pour l’élaboration du modèle :

✠ P1 : présence ou non, sur une échelle allant de 0 à 2, de nuage ou de pluie,
✠ P2 : type de dépôt au sol (catégorie allant de 0 à 2),
✠ P3 : caractéristique de perte du terrain (catégorie allant de 0 à 3),
✠ P4 : phréatomagmatisme (catégorie allant de 0 à 3),
✠ P5 : composition du magma (catégorie allant de 0 à 3),
✠ H : hauteur du panache (en km),
✠ 𝑆2 : masse estimée de téphra sédimenté via les données satellite,
✠ 𝑆1 : masse totale de téphra sédimenté mesuré au sol (variable d’intérêt).

Notre objectif est d’agréger les données satellites à divers paramètres accessibles décrits ci-dessus
(acidité, connaissance du magma,...) pour obtenir une prévision de la masse au sol la plus précise
possible et qui pourrait servir à une alternative crédible à la formulation empirique basée sur la
seule hauteur. Nous n’avons que peu de données et nous ne pouvons nous permettre de conserver
trop de paramètres car il est important de pouvoir apporter une nouvelle formule physiquement
explicable, facile à implémenter, avec des paramètres de site récupérables sans trop de difficultés.
Pour cela, nous avons utilisé des techniques fines de choix demodèles et de sélection de variables
à même d’optimiser avec parcimonie les paramètres d’entrée.

4.3.2 Méthodologie statistique : choix et sélection de variables
L’idée consiste à considérer un mélange de 𝐾 régressions qu’on peut formaliser par :

𝑓(𝑥, 𝑦, Φ) =
𝐾

∑
𝑘=1

𝜋𝑘𝑓(𝑦, 𝑥𝑡𝛽𝑘, 𝜎𝑘), (4.45)

où, 𝑓(𝑦, 𝑥𝑡𝛽𝑘, 𝜎𝑘) désigne la densité d’une loi normale de moyenne 𝑥𝑡𝛽𝑘 et de variance 𝜎2
𝑘 ; les co-

efficients 0 < 𝜋𝑘 < 1 vérifient ∑𝐾
𝑘=1 𝜋𝑘 = 1 ; tous ces paramètres seront regroupés dans un vecteur

que nous noterons Φ = (𝜋𝑘, 𝛽𝑘, 𝜎𝑘)𝑘=1…,𝐾.
Nous nous intéressons ici au cas où la taille des échantillons est relativement petite et/ou le

nombre de variables explicatives est élevé. Pour s’adapter à ce genre de situations, les régressions
de type Ridge ou Lasso, ont été introduites pour contribuer au regroupement des variables ou
pour réduire la variance des résidus. Cette idée a été introduite par[138] puis améliorée [96] ; cela
consiste à régulariser l’estimation des paramètres par l’introduction d’un terme de pénalité dans
le problème d’estimation de maximum de vraisemblance comme nous l’avons détaillé dans la
section précédente. Le choix de la pénalisation permet donc demettre l’accent soit sur la sélection
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ou bien sur la réduction de la variance. Ces techniques n’ont pas cessé de susciter l’intérêt de la
communauté statistique. Plusieurs améliorations théoriques et numériques ont été introduites
dans la littérature : nous citons entre autres, [47, 41, 35].
La limitation de ces deux techniques réside dans le fait qu’elles sont soit spécialisées dans la sé-
lection (regroupement des variables) ou soit dans la réduction des erreurs quadratiques. L’idée
est donc d’introduire un nouveau terme de pénalisation qui permettra d’une part de favoriser le
regroupement des prédicteurs afin de déterminer le nombre de classes𝐾 dans le problème demé-
lange de régressions (5.1) ; d’autre part, il permet d’améliorer l’estimation des paramètres affectés
à chaque classe. Pour atteindre cet objectif, au lieu d’utiliser un Lasso classique, nous introdui-
sons dans la fonction de pénalisation la différence entre les paramètres de chaque classe. En effet,
considérons (𝑦1,… , 𝑦𝑛)𝑡 un vecteur d’observations d’une variable d’intérêt 𝑌 et (𝑥𝑡1,… , 𝑥𝑡𝑛)𝑡 une
matrice d’observations des variables explicatives 𝑋 ; les 𝑥𝑖 sont des vecteurs de ℝ𝑝. Le problème
de sélection et d’estimation revient donc à maximiser la fonction log-vraisemblance pénalisée
suivante :

ℓ(Φ, 𝑌, 𝑋) =
𝑛

∑
𝑖=1

log
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

𝐾

∑
𝑘=1

𝜋𝑘𝑓(𝑦, 𝑥𝑡𝛽𝑘, 𝜎𝑘)
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
− 𝜆 Pe(𝛽𝑘); (4.46)

Le terme de pénalisation Pe(.) est donné par :

Pe(𝛽𝑘) = 𝛼
𝑝

∑
𝑗=1

|𝛽𝑘𝑗| + (1 − 𝛼)
𝑝

∑
𝑗=2

𝑗−1

∑
𝑙=1

|𝛽𝑘𝑗 − 𝛽𝑘𝑙|, (4.47)

où 0 < 𝛼 < 1. Il s’agit ici d’une pénalité du type pairwise fused lasso[41]. Le problème de maxi-
misation de la fonction (4.46) est difficile à résoudre directement et de manière analytique ; nous
avons donc choisi d’estimer les paramètres en maximisant de manière itérative.

En considérant la structure du terme de pénalité donné dans (4.47) et que nous l’appliquons
à notre modèle de mélange (5.1), l’estimateur du vecteur paramètre Φ sera obtenu par maxi-
misation ℓ(Φ, 𝑌, 𝑋). L’équation (4.46) étant difficile à maximiser directement, nous utilisons un
algorithme de type EM : ExpectationMaximisation ¹. Pour atteindre cet objectif, nous introduisons
d’abord une variable auxiliaire 𝑍 ; il s’agit d’une matrice de dimension 𝑛 × 𝐾, tel que 𝑧𝑖𝑘 est égal
à 1 si 𝑦𝑖 est générée à partir de la 𝑘𝑒𝑚𝑒 composante du mélange, elle est égale à 0 sinon. Dans ce
cas, la log-vraisemblance des données complètes, tenant compte des observations de 𝑋, 𝑌 et 𝑍,
est donnée par la formule suivante :

ℓ𝑐(Φ, 𝑌, 𝑍, 𝑋) =
𝐾

∑
𝑘=1

𝑛

∑
𝑖=1

𝑧𝑖𝑘{log𝜋𝑘 + log[𝑓𝑘(𝑦𝑖, 𝑥𝑡𝑖𝛽𝑘, 𝜎𝑘)]} (4.48)

1. L’algorithme EM a été introduit dans les années 70. il est inspiré des techniques bayesiennes et des calculs de
probabilité a posteriori. Cet algorithme se déroule de manière itérative ; chaque itération comporte deux étapes :

✠ L’étape E (Expectation) : elle consiste à calculer l’espérance de la vraisemblance en tenant compte des variables
observées et des paramètres d’initialisation,

✠ L’étape M (Maximisation) : Elle consiste à estimer les paramètres en maximisant la vraisemblance trouvée à
l’étape E.

On utilise ensuite les paramètres trouvés en M comme valeurs initiales pour l’itération suivante et ainsi de suite
jusqu’à la convergence de l’algorithme.
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où, avec 𝑌 = (𝑦1, … , 𝑦𝑛)𝑡, 𝑋 est une matrice 𝑛 × 𝑝 telle que 𝑋 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛)𝑡,

log[𝑓𝑘((𝑦𝑖, 𝑥𝑡𝑖𝛽𝑘, 𝜎𝑘)] = −
log(2𝜋) + log(𝜎2

𝑘 )
2

−
(𝑦𝑖 − 𝑥𝑡𝑖𝛽𝑘)2

2𝜎2
𝑘

.

Dans les cas classiques où on connaît à l’avance l’appartenance des observations aux classes,
l’opérateur que l’algorithme EM doit maximiser itérativement est défini par :

𝒬(Φ, Φ(𝑚)) = 𝔼(ℓ𝑐(Φ, 𝑌, 𝑍, 𝑋)|𝑌, Φ(𝑚)) (4.49)

où Φ(𝑚) est la valeur courante à l’itération 𝑚 et ℓ𝑐 est donnée par l’équation (4.46). Pour adapter
l’algorithme à notre problème, où ni le nombre de classes n’est connu, ni leur répartition, nous
proposons de maximiser l’opérateur pénalisé suivant, au lieu de l’opérateur (4.49) :

𝒬𝑝(Φ, Φ(𝑚)) = 𝔼(ℓ𝑐(Φ, 𝑌, 𝑍, 𝑋)|𝑌, Φ(𝑚)) − 𝜆
𝐾

∑
𝑘=1

Pe(𝛽𝑘) (4.50)

Le terme de pénalité Pe est défini dans (4.47).
L’étape E :

Au niveau de l’itération 𝑚, nous disposons d’un vecteur Φ(𝑚) en entrée. Dans cette étape, on
calcule la fonction𝑄𝑝 en remplaçant 𝑧𝑖𝑘 par 𝜏𝑖𝑘 = 𝔼(𝑧𝑖𝑘|𝑦𝑖). En utilisant une inversion Bayesienne,
il est facile de voir que :

𝜏(𝑚+1)
𝑖𝑘 =

𝜋(𝑚)
𝑘 𝑓𝑘(𝑦𝑖, 𝑥𝑡𝑖𝛽

(𝑚)
𝑘 , 𝜎(𝑚)

𝑘 )

∑𝐾
𝑘=1 𝜋

(𝑚)
𝑘 𝑓𝑘(𝑦𝑖, 𝑥𝑡𝑖𝛽

(𝑚)
𝑘 , 𝜎(𝑚)

𝑘 )

Ce qui permet de déduire la formule (4.50) de manière explicite ;

𝒬𝑝(Φ, Φ(𝑚)) =
𝐾

∑
𝑘=1

𝑛

∑
𝑖=1

𝜏(𝑚+1)
𝑖𝑘 {log𝜋𝑘 + log[𝑓𝑘(𝑦𝑖, 𝑥𝑡𝑖𝛽𝑘, 𝜎𝑘)]} − 𝜆 ∑

1≤𝑘≤𝐾

Pe(𝛽𝑘) (4.51)

avec Pe(𝛽𝑘) est donnée dans (4.47). L’opérateur 𝑄𝑝 est maintenant prêt pour être utilisé par
l’étape M pour estimer les paramètres du modèle par maximum de vraissemblance.
Etape M :

Dans cette étape, le but est de maximiser 𝑄𝑝(Φ, Φ(𝑚)) par rapport (𝜋𝑘, 𝛽𝑘, 𝜎𝑘)𝑘. En dérivant
(4.51) il est facile de voir que :

𝜋(𝑚+1)
𝑘 =

∑𝑛
𝑖=1 𝜏

(𝑚+1)
𝑖𝑘

𝑛

Pour 𝑘 = 1, … , 𝐾, nous avons

𝜎(𝑚+1)
𝑘 =

(𝑌̃(𝑚)
𝑘 − 𝑋̃(𝑚)

𝑘 𝛽(𝑚)
𝑘 )𝑡(𝑌̃(𝑚)

𝑘 − 𝑋̃(𝑚)
𝑘 𝛽(𝑚)

𝑘 )

tr(𝑊(𝑚)
𝑘 )

, (4.52)

avec 𝑊(𝑚)
𝑘 = diag(𝜏(𝑚)

𝑘 ), 𝜏(𝑚)
𝑘 = (𝜏(𝑚)

1𝑘 , … , 𝜏(𝑚)
𝑛𝑘 )𝑡, 𝑋̃(𝑚)

𝑘 = [𝑊̃(𝑚)]1/2𝑋 et 𝑌̃(𝑚)
𝑘 = [𝑊̃(𝑚)]1/2𝑌.

Nous notons 𝛽 = (𝛽1, … , 𝛽𝐾) et 𝛽𝑘 = (𝛽𝑘1, … ., 𝛽𝑘𝑝)𝑡. En utilisant les techniques classiques de
la régression linéaire nous voyons facilement que l’estimation de 𝛽 à l’itération 𝑚 revient à la
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minimisation de :

̂𝛽(𝑚+1) = argmin
𝛽

𝐾

∑
𝑘=1

𝑛𝑘 log(𝜎
(𝑚+1)
𝑘 ) +

1
2

𝐾

∑
𝑘=1

‖𝑌̃(𝑚)
𝑘 − 𝑋̃(𝑚)

𝑘 𝛽𝑘‖2

[𝜎(𝑚+1)
𝑘 ]

2

+ 𝜆 ∑
1≤𝑘≤𝐾

{𝛼 ∑
1≤𝑗≤𝑝

|𝛽𝑘𝑗| + (1 − 𝛼)
𝑝

∑
𝑗=2

𝑗−1

∑
𝑙=1

|𝛽𝑘𝑗 − 𝛽𝑘𝑙|}

Ceproblèmepeut être décomposé en𝐾problèmes d’optimisation. C’est-à-dire, pour 𝑘 = 1, … , 𝐾 :

̂𝛽(𝑚+1)
𝑘 = argmin

𝛽𝑘
𝑛𝑘 log(𝜎

(𝑚+1)
𝑘 ) +

1
2
‖𝑌̃(𝑚)

𝑘 − 𝑋̃(𝑚)
𝑘 𝛽𝑘‖2

[𝜎(𝑚+1)
𝑘 ]

2 (4.53)

+ 𝜆{𝛼 ∑
1≤𝑗≤𝑝

|𝛽𝑘𝑗| + (1 − 𝛼)
𝑝

∑
𝑗=2

𝑗−1

∑
𝑙=1

|𝛽𝑘𝑗 − 𝛽𝑘𝑙|}

Or le premier terme ne dépend pas de 𝛽𝑘 car, dans (4.52), 𝜎(𝑚+1)
𝑘 ne dépend que des paramètres

d’entrée de l’étape 𝑀, donc (4.53) devient,

̂𝛽(𝑚+1)
𝑘 = argmin

𝛽𝑘

1
2
‖𝑌̃(𝑚)

𝑘 − 𝑋̃(𝑚)
𝑘 𝛽𝑘‖2

𝜎2
𝑘 (𝑚 + 1)

+ 𝜆{𝛼 ∑
1≤𝑗≤𝑝

|𝛽𝑘𝑗| + (1 − 𝛼)
𝑝

∑
𝑗=2

𝑗−1

∑
𝑙=1

|𝛽𝑘𝑗 − 𝛽𝑘𝑙|}

Ce qui peut être simplifié en prenant 𝜆1 = 2𝜆[𝜎(𝑚+1)
𝑘 ]2, on aura donc :

̂𝛽(𝑚+1)
𝑘 = argmin

𝛽𝑘
‖𝑌̃(𝑚)

𝑘 − 𝑋̃(𝑚)
𝑘 𝛽𝑘‖2 + 𝜆1{𝛼 ∑

1≤𝑗≤𝑝

|𝛽𝑘𝑗| + (1 − 𝛼)
𝑝

∑
𝑗=2

𝑗−1

∑
𝑙=1

|𝛽𝑘𝑗 − 𝛽𝑘𝑙|}. (4.54)

Nous montrons que ce problème est équivalent à un problème de Lasso classique. Ce résultat
représente un intérêt remarquable notamment du point de vue computationnelle car il permet
de recycler les algorithmes de Lasso existants dans la littérature. La technique consiste seulement
à reparamétrer le problème en réalisant la transformation suivante (voir [41]) :

𝜃(𝑘)
𝑗0 = 𝛽𝑘𝑗 pour 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑝 (4.55)

𝜃(𝑘)
𝑗𝑙 = 𝛽𝑘𝑗 − 𝛽𝑘𝑙 pour 1 ≤ 𝑙 < 𝑗 ≤ 𝑝. (4.56)

D’abord on voit bien que 𝜃(𝑘)
𝑗𝑙 doit vérifier :

𝜃(𝑘)
𝑗𝑙 = 𝜃(𝑘)

𝑗0 − 𝜃(𝑘)
𝑙0 pour 1 ≤ 𝑙 < 𝑗 ≤ 𝑝 (4.57)

Notons pour chaque classe 𝑘 le nouveau vecteur de paramètres défini par,𝜃(𝑘) = (𝜃(𝑘)
10 , … , 𝜃(𝑘)

𝑝0 , 𝜃
(𝑘)
21 , … , 𝜃(𝑘)

𝑝(𝑝−1))
et considérons ℐ = {(𝑖, 𝑗) | 0 ≤ 𝑗 < 𝑖 ≤ 𝑝} l’ensemble des indices des composantes de 𝜃(𝑘) véri-
fiant la contrainte (4.57). Le problème d’optimisation (4.54) devient donc :

𝜃̂(𝑘)(𝑚+1)
= argmin

𝜃(𝑘)
‖𝑍̃(𝑚)

𝑘 − 𝐷̃(𝑚)
𝑘 𝜃(𝑘)‖2 + 𝜆1{𝛼 ∑

1≤𝑗≤𝑝

|𝜃(𝑘)
𝑗0 | + (1 − 𝛼)

𝑝

∑
𝑗=2

𝑗−1

∑
𝑙=1

|𝜃(𝑘)
𝑗𝑙 |}

avec 𝑍̃(𝑚)
𝑘 = (𝑌̃(𝑚)𝑡

𝑘 , 0𝑡 ̃𝑝)𝑡 et 𝐷̃
(𝑚)
𝑘 = (𝑋̃𝑘 | 0𝑛×(𝑝)) où ̃𝑝 = 𝐶2

𝑝 = 𝑝(𝑝−1)
2 . Ce qui permet d’écrire la nouvelle
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Figure 4.3 – Exemple simulations de dispersion de cendres basée sur notre modèle à droite et le
modèle classique à gauche.

paramétrisation comme :

𝜃̂(𝑘)(𝑚+1)
= argmin

𝜃(𝑘)
‖𝑍̃𝑘 − ̃𝐷̃

(𝑚)
𝑘 𝜃̃(𝑘)‖2 + 𝜆1∑

𝑡∈ℐ

|𝜃̃(𝑘)
𝑡 |}

avec ̃𝐷̃
(𝑚)
𝑘 = 𝐷̃(𝑚)

𝑘 diag(𝛼, …𝛼, (1 − 𝛼), … , (1 − 𝛼))−1.

4.3.3 Exemples d’applications en volcanologie
Prédiction du MER en vue de simulations : L’application de la méthodologie décrite plus haut
a permis de déterminer les covariables permettant de prédire de manière optimale le MER. Nous
avons ainsi pu montrer que, parmi toutes les variables potentiellement explicatives, le MER peut
s’expliquer par la hauteur. En plus de cela, l’introduction des données satellites permet d’amélio-
rer significativement le modèle actuellement utilisé. En outre, nous montrons également que les
paramètres de ce modèle dépendent grandement de la composition chimique du magma. Pour
illustrer ces résultats, la figure 4.3 donne un exemple de simulations de retombées de téphra
pendant l’éruption du volcan Etna du 23 février 2013. Le modèle de dispersion/sédimentation
que nous avons utilisé pour les simulations est FALL3D qui représente maintenant un standard
utilisé à l’INGV (Istituto Nazionale di Geofisica e Vulcanologia) en Italie et à travers le monde.
Dans cette figure, les dépôts de retombées de téphra modélisés sont représentés sous la forme de
courbes de niveau d’isomasse (lignes noires). Ces contours reflètent la charge de téphra calculée
en kg/m2 à partir du modèle. Aux différents emplacements matérialisés par des carrés rouges,
des prélèvements ont été réalisés sur le terrain et ont permis d’obtenir la charge de téphra réelle-
ment mesurée au sol. Contrairement au modèle actuel, notre proposition permet d’estimer plus
précisément le MER et par conséquent les dépôts au sol . D’autres modèles de simulation comme
le modèle MOCAGE du VAAC de Toulouse ont été testé sur d’autres volcans comme l’éruption
plinienne du Kelut du 13 février 2014 ; plus de discussions sont détaillées dans [12].

Développement de cartes d’aléas volcaniques : Ce travail a été réalisé en collaboration avec le
Laboratoire Magmas et Volcans (LMV). L’objectif est de développer des ensembles de cartes pro-
babilistes des aléas volcaniques tenant compte de la multitude des sources d’incertitudes. Ces
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dernières sont liées à la sensibilité du modèle numérique utilisé pour les simulations, au com-
portement futur des volcans, et à l’incertitude sur la variation des paramètres physiques de la
source éruptive. Nous avons obtenu trois résultats principaux décrits dans trois articles :

✠ Le premier [10] a permis de quantifier l’incertitude et la sensibilité des deux modèles nu-
mériques PLUME-MoMetHYSPLIT, qui simulent d’une part lesmécanismes de production
de panaches volcaniques, et d’autre part le transport et la sédimentation des cendres. Nos
résultats ont été testés en confrontant notre modèle aux données observées sur le terrain
de quatre éruptions des volcans andins (en Équateur et au Chili) d’amplitudes et de styles
éruptifs différents. Des indicateurs quantifiant l’ampleur de la sous-estimation ou de la
sur-estimation du modèle ont été ainsi évalués [10].

✠ Dans un deuxième papier [7], nous avons donné une quantification de la probabilité d’oc-
currence d’un type d’éruption et des incertitudes sur les paramètres d’entrée. Cette éva-
luation a été effectuée lors d’une session d’élicitation à laquelle ont participé 20 experts.
Cette session a permis de déterminer :
⨀ les probabilités relatives pour différents styles éruptifs, pour la prochaine éruption ou

bien pour au moins un type d’éruption dans les 100 prochaines années,
⨀ les gammes d’incertitude, pour chaque type d’éruption, sur la masse totale des dé-

pôts de retombées, sur la durée totale de l’éruption ainsi que la hauteur moyenne du
panache.

✠ Le but du troisième article [3] est de développer des cartes d’aléa probabilistes du point de
vue de l’accumulation ou du dépôt des cendres au sol, pour les deux volcans (Cotopaxi et
Guagua Pichincha) en Équateur. Pour la production de ces cartes, les paramètres d’entrée
du modèle (y compris les conditions atmosphériques), les approximations physiques des
paramètres d’entrée du modèle numériques ainsi que les probabilités d’occurrence de dif-
férents types d’éruptions dans des délais spécifiques sont parmi les sources d’incertitude
les plus importantes. Nous utilisons les modèles PLUME-MoM/HYSPLIT couplés à une
procédure de quantification de l’incertitude pour produire :
⨀ des cartes, à l’usage des autorités Equatoriennes (aviation, ministère de l’agriculture,

ministère du logement), qui indiquent les seuils et les différentes probabilités d’accu-
mulation des cendres en cas d’éruption ; voir figure 4.4 ;

⨀ des cartes, à l’usage de l’IRD en Équateur, qui indiquent une probabilité des différents
seuils d’accumulation de cendres et des courbes d’aléa pour 10 sites sensibles de la
ville de Quito ; Figure 4.5.
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Figure 4.4 – Exemples de cartes probabilistes pour le Volcan Guagua Pichincha (Equateur). a)
Seuil d’accumulation de 1 mm de cendres, pour différentes probabilités (lignes bleues) ; b) Seuils
d’accumulation de cendres (1, 3, 10, 30, 100 mm) pour une probabilité fixe (95%). Les termes
désignent le résultat (Mean) et l’incertitude (Lower, Upper) du modèle.

Figure 4.5 – Gauche : sites sensibles de la ville de Quito pour lesquels a été produite une courbe
de probabilité d’aléa pour chaque volcan. Droite : exemple de courbe d’aléa pour l’aéroport de
Quito et le volcan Guagua Pichincha (droite). Les nombres désignent l’épaisseur d’accumulation
des cendres (1-300mm) et les pourcentages de probabilités (valeursmoyenne, minimale et maxi-
male)
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Analyse temps-fréquences

La représentation temporelle d’un signal est fondamentale pour détecter les variations
d’un processus, mais pour comprendre en profondeur ses caractéristiques, une autre
représentation joue également un rôle central ; il s’agit de ses caractéristiques fréquen-

tielles. Au cours des cinquante dernières années de recherche en statistique, en traitement du
signal et en probabilité appliquée, une riche littérature a été produite pour étudier les proprié-
tés et la relation entre l’analyse du signal dans le domaine temporel et dans le domaine fréquen-
tiel. Récemment, on a assisté à une résurgence de ces idées dans la littérature sur l’apprentissage
automatique, avec de nouvelles applications. Divers outils permettant de passer d’un domaine
à l’autre ont été introduits et étudiés dans la littérature. Les techniques les plus connues sont
celles basées sur l’analyse de Fourier et l’analyse multi-résolution ou d’ondelettes ainsi que leurs
variantes...

Récemment, avec le besoin de développer des méthodes utilisant seulement des données ob-
servées, le concept de décomposition modale empirique (EMD) a été introduit pour la première
fois par [129]. Le principe essentiel de l’EMD est de décomposer les signaux en une somme de
certaines fonctions oscillatoires appelées modes propres ou modes intrinsèques (IMF : Intrin-
sic Mode Functions). Par rapport aux ondelettes ou à l’analyse de Fourier, une IMF représente
un mode oscillatoire plus général qu’une harmonique simple. En effet, contrairement à ces der-
niers, une IMF peut avoir une amplitude et une fréquence variable dans le temps. Comparée aux
décompositions traditionnelles de Fourier et d’ondelettes, l’EMD présente plusieurs avantages.
Premièrement, outre le fait qu’elle est intuitive et peut être simplement mise en oeuvre, elle
est adaptative et peut être facilement interprétée physiquement. Deuxièmement, comme discuté
par [129, 137], elle est plus appropriée pour traiter des données provenant de systèmes non li-
néaires et/ou non stationnaires. Enfin, contrairement à la décomposition en ondelettes, l’EMDne
nécessite pas de déterminer une fonction de base a-priori. Notre contribution dans ce domaine
d’analyse temps-fréquences est résumée dans les points suivants :

✠ Détection de composantes fréquentielles pour données physiologiques : Le but de ce tra-
vail est d’exploiter le comportement du rythme cardiaque pour détecter des situations de
stress dans différentes populations : médecins urgentistes, sportifs amateurs, comporte-
ments animaliers... La régulation du rythme cardiaque résulte de deux systèmes antago-
nistes : le système sympathique et le système parasympathique qui correspondent à deux
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bandes de fréquences différentes. Ainsi, tout déséquilibre dans ces deux systèmes se tra-
duit par une variation de la modulation de la fréquence cardiaque. Cette alternance entre
équilibre et déséquilibre (en l’occurrence ici une grande variabilité de la fréquence) est
considérée comme un indicateur de bonne santé. Une diminution de cette variabilité est
directement liée au stress, à la fatigue et à la diminution des performances physiques.
L’étude dynamique du rythme cardiaque est faite par la combinaison de deux méthodes
statistiques : dans un premier temps, utiliser des ondelettes pour l’extraction de l’éner-
gie spectrale dans les bandes de hautes/basses fréquences correspondantes respectivement
aux deux systèmes parasympathique et orthosympathique. Dans un deuxième temps, nous
utilisons des techniques de classification non supervisées pour élaborer une typologie de
l’activité cardiaque en distinguant des groupes homogènes ou des profils d’états reflétant
l’état physiologique d’un individu.

✠ Reformulation de l’EMD : Dans un premier temps, nous avons cherché à expliciter une for-
mulation théorique de cette décomposition. Cela nous a amené à définir ce que nous avons
appelé IMF élémentaire (EIMF : Elementary Intrinsic Mode Functions) ; cette définition uti-
lise les propriétés de convexité et une notion de symétrie bien explicite. Contrairement aux
extremas, la notion de convexité est facilement généralisable au cas des signaux vectoriels
et multivariés. En utilisant les propriétés de convexité et de symétrie des EIMF, nous avons
proposé une décomposition modale empirique dont les composantes sont des solutions
d’équations fonctionnelles simples. Nous montrons, par la suite, la convergence et l’unicité
de cette décomposition sous certaines conditions de régularité. Pour rendre cette technique
exploitable dans la pratique, nous construisons un algorithme de type spline permettant
d’approcher les composantes EIMF de notre décomposition modale empirique. L’avantage
de notre méthode réside principalement dans le fait qu’elle ne fait pas appel à une procé-
dure de tamisage et donc elle ne requiert pas un test d’arrêt ; ce point était problématique
dans l’EMD classique. La décomposition proposée converge après un nombre déterminé
d’itérations.

✠ Apprentissage automatique avec l’EMD et application en cyber-risk : Nous avons proposé,
dans [5], une nouvelle solution d’apprentissage automatique pour l’ASV (Automtic Speaker
Verification) basée sur l’extraction de caractéristiques fréquentielles des signaux vocaux.
Notre proposition combine à la fois les techniques spectrales classiques et la décomposition
EMDdécrite plus haut. L’idée est d’utiliser les IMFs ainsi que leurs fréquences instantanées
comme des signature permettant de distinguer une voix humaine authentique d’une voix
artificielle répliquée.

5.1 Extraction des composantes fréquentielles liées au stress
Laminiaturisation électronique permet de produire des dispositifs demesures physiologiques

de plus en plus précis. Le développement d’algorithmes plus fiables permettent à ces appareils
d’être manipulés sans l’aide d’un professionnel de santé. La mesure la plus populaire est la fré-
quence cardiaque qui est affichée par les montres ou intégrée dans certains smartphones. Ces
données, une fois analysées, contiennent une mine d’informations sur l’état de santé d’un pa-
tient. Il y a encore quelques années, l’analyse de ces signaux était généralement faite grâce à l’oeil
expérimenté des cardiologues. Ces derniers s’intéressent à l’étude des signaux cardiaques dans
deux bandes de fréquences : les bandes orthosympathiques et parasympathiques, c’est-à-dire les
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bandes de fréquences (0.04 Hz, 0.15Hz)et (0.15 Hz, 0.5Hz) respectivement. La définition de ces
bandes et leurs liens avec le système nerveux central ont été établis dans [135]. Elles sont basées
sur le fait que l’énergie spectrale de ces bandes est un indicateur pertinent du niveau de stress
d’un individu. En effet, le couple parasympathique/orthosympathique est souvent comparé à un
couple de freinage/accélération ; voir par exemple [116]. Au repos, il y a un effet de freinage per-
manent sur la fréquence cardiaque alors que toute sollicitation du système cardio-vasculaire pro-
duit initialement une réduction de frein parasympathique suivie d’une implication progressive
du système sympathique. Ces mécanismes sont très intéressants à surveiller dans de nombreuses
maladies (insuffisance cardiaque, troubles du rythme...). Dans le domaine de la physiologie, ces
données sont cruciales pour mesurer le niveau de vigilance ; en particulier le risque de s’endor-
mir en conduisant, le niveau de stress induit par l’activité physique ou le niveau de stress perçu.
Les modèles fractals ont été utilisés en cardiologie après les travaux de [123], qui ont appliqué
l’analyse du spectre multifractal pour modéliser les séries 𝑅𝑅 et classer les individus en fonction
de ce spectre. Nous utilisons des ondelettes pour extraire les composantes d’énergie associées
aux hautes et basses fréquences. Nous utilisons les profils d’énergie ainsi extraits pour les relier
à l’état d’un patient en utilisant des techniques de classification ; plus de détails techniques se
trouvent dans notre papier [30].

Modélisation aléatoire de la fréquence cardiaque : Compte-tenude la grande variabilité des tâches
aléatoires et des situations auxquelles un individu peut être confronté, les battements du coeur
peuvent être modélisés par un processus aléatoire non stationnaire. Pour des raisons biologiques
évidentes, nous supposons que la fréquence cardiaque est comprise entre 20 et 250 battements
par minute. Dans ce travail, nous nous intéressons plutôt aux intervalles 𝑅𝑅, c’est-à-dire aux
durées entre deux pics de type 𝑅, voir figure 5.1.

Figure 5.1 – Illustration des mesures du signal 𝑅𝑅

Nous considérons alors le processus 𝑋𝑖 = 𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1 que nous supposons compris entre 60
250𝑠 <

𝑋𝑡 < 60
20𝑠, les 𝑡𝑖 ce sont les instants correspondants au pic 𝑅 voir figure 5.1 . Il est naturel de

considérer que l’activité d’un individu est constituée d’une alternance de repos et d’excitations
plus ou moins intenses. Il est donc tout à fait raisonnable de considérer que le processus 𝑋𝑡 est
stationnaire par morceaux, que ce soit dans le domaine temporel ou fréquentiel voir par exemple
[118]. En d’autres termes, pour tout 𝑡 ∈ ℝ, le processus 𝑋𝑡 peut être représenté de la manière
suivante :

𝑋(𝑡) = 𝜇(𝑡) + ∫
ℝ
𝑒𝑖𝑡𝜉√𝑓(𝑡, 𝜉)𝑑𝑊(𝜉). (5.1)

Les composantes de l’équation (5.1) sont :
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✠ L’application 𝜉 ↦ 𝑓(𝑡, 𝜉) est une fonction paire, positive et constante par morceaux, c’est-
à-dire qu’il existe une partition 𝜏1, … , 𝜏𝐾 telle que f(𝑡, 𝜉) = 𝑓𝑘(𝜉) pour 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1[.

✠ La fonction 𝑡 ↦ 𝜇(𝑡) est également constante par morceaux pour éventuellement une autre
partition 𝜏̃1, … , 𝜏̃𝐿 avec 𝜇(𝑡) = 𝜇ℓ pour tout 𝑡 ∈ [𝜏̃ℓ, 𝜏̃ℓ+1[.

✠ 𝑑𝑊(𝜉) est une mesure de Wiener bien choisie de façon à ce que le processus 𝑋𝑡 soit réel,
[37] ou [66].

Selon les recommandations du Groupe de travail de l’European Soc. Cardiology et du North Ame-
rican Soc. of Pacing and Electrophysiology, nous utilisons les notations suivantes :

✠ Onnotera la bande de fréquence orthosympathique par, 𝐿𝐹 = [𝜔1, 𝜔2] = (0.04𝐻𝑧, 0.15𝐻𝑧) ;
✠ La bande 𝐻𝐹 = [𝜔2, 𝜔3] = (0.15𝐻𝑧, 0.5𝐻𝑧) désigne la bande parasympathique.

Extraction des énergies HF et LF : Afind’extraire efficacement les énergies correspondantes aux
bandes de fréquences 𝐻𝐹 et 𝐿𝐹 on utilise des techniques inspirées par [66, 61]. Nous donnons
ici une brève description de cette idée ; à l’aide d’un choix approprié d’une base d’ondelettes, on
extrait les énergies associées aux bandes LF et HF et localisées autour d’un instant 𝑏 . Cela revient
à calculer les modules des coefficients d’ondelettes |𝑊𝑖(𝑏)|2 pour 𝑖 = 1, 2, avec la formule :

𝑊𝑖(𝑏) = ∫
ℝ
𝜓𝑖(𝑡 − 𝑏)𝑋(𝑡)𝑑𝑡, (5.2)

les 𝜓1 et 𝜓2 sont deux ondelettes dont les supports, dans le domaine fréquentiel, sont respective-
ment les bandes 𝐿𝐹 et 𝐻𝐹.

Choix des ondelettes 𝜓1 et 𝜓2 : Dans l’idéal, on utiliserait deux filtres 𝜓1 et 𝜓2 à support com-
pact, dont les transformées de Fourier auraient un support inclus dans les bandes 𝐻𝐹 et 𝐿𝐹 ;
évidemment ceci est impossible voir par exemple [125]. Par conséquent, le mieux que l’on puisse
faire est de choisir entre un filtre à support compact exclusivement dans le domaine fréquentiel
ou temporel. Le prix à payer pour la compacité du support dans un domaine est la perte de la
compacité du support dans l’autre. Dans la pratique, la plupart des filtres utilisés décroissent
rapidement vers 0 au voisinage de l’infini. Pour évaluer l’effet de la perte de compacité, [37] ont
introduit la notion de 𝜌-pseudo compacité du support.

Définition 5.1.1 : Un filtre 𝜓 possède un 𝜌-pseudo support compact noté 𝐼 si et seulement si :

∫
𝐼
|𝜓(𝑡)|2𝑑𝑡

∫
ℝ
|𝜓(𝑡)|2𝑑𝑡

= 𝜌

Cela signifie que la valeur de 1 − 𝜌 mesure la perte d’énergie si nous forçons le support à être
compact (on tronque la fonction à un support compact). Pour extraire l’énergie correspondante à
une bande de fréquences données, il suffit de choisir les 𝜓𝑖 dans (5.2) ayant un 𝜌-pseudo support
inclus dans cette bande et de prendre une valeur de 𝜌 proche de 1. La proposition suivante donne
une méthode générique permettant de trouver de tels supports voir [37].

Proposition 5.1.1 : Soit 𝜓 un filtre à support compact dans le domaine temporel [𝐿1, 𝐿2] et ayant
un 𝜌-pseudo support [1, 2] dans le domaine fréquentiel. Considérons l’application 𝜓1(𝑡) = 𝜇 ×
𝑒𝑖𝜂𝑡𝜓(𝜆𝑡) et notons [𝜔1, 𝜔2] une bande de fréquences arbitraire. Si on choisit 𝜆 et 𝜂 telles que :
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𝜆 =
𝜔2 − 𝜔1
Λ2 − Λ1

, 𝜂 =
𝜔1 + 𝜔2

2
− (𝜔2 − 𝜔1)

Λ2 + Λ1
Λ2 − Λ1

Dans ce cas la fonction 𝜓1 a un 𝜌-pseudo support dans le domaine temporel donné par :

[ 2 − 1
𝜔2 − 𝜔1

𝐿1,
2 − 1

𝜔2 − 𝜔1
𝐿2]

Démonstration. Il suffit de remarquer que ̂𝜓1(𝜉) = 𝜇 × 𝜓̂(
𝜉 − 𝜂
𝜆

), et déduire que le 𝜌-pseudo sup-
port de 𝜓1 égale à 𝜂 + 𝜆 𝜌-pseudo support de 𝜓, voir par exemple [37, 30].

Cette dernière proposition permet de définir différents choix possibles des filtres 𝜓1 et 𝜓2.
Pour des raisons de simplicité de calcul, nous avons utilisé dans [30] une ondelette mère de
Gabor définie par

𝜓(𝑡) = 𝑒𝑖𝜂𝑡𝑔(𝑡) où 𝑔(𝑡) =
1

(𝜎2𝜋)1/4
𝑒−

𝑡2
2𝜎2 (5.3)

Pour plus de détails, voir par exemple [125]. L’avantage de cette ondelette est qu’elle a lemême 𝜌-
pseudo support que ce soit dans le domaine temporel ou fréquentiel ; par exemple pour [−𝐿, 𝐿] =
[−3.5, 3.5] on trouve 𝜌 = 0.9995. En passant, par transformation de Fourier, au domaine fréquen-
tiel, nous avons,

𝜓̂(𝑡) = ̂𝑔 (𝜉 − 𝜂), ̂𝑔 (𝜉) = (4𝜋𝜎2)1/4𝑒
−𝜎2𝜉2

2 (5.4)

En utilisant la proposition 5.1.1, nous adaptons l’ondelette de Gabor pour qu’elle ait un 𝜌-pseudo
support à l’intérieur des bandes de fréquence 𝐿𝐹 et 𝐻𝐹. On obtient donc les deux ondelettes de
Gabor définies par (5.3) avec le choix suivant pour les paramètres :

𝜂1 =
𝜔1 + 𝜔2

2
et 𝜎1 =

2𝐿
𝜔2 − 𝜔1

(5.5)

𝜂2 =
𝜔2 + 𝜔3

2
et 𝜎2 =

2𝐿
𝜔3 − 𝜔2

(5.6)

De plus |𝜌 pseudo Supp 𝜓1| =
4𝐿2

𝜔2 − 𝜔1
et |𝜌 pseudo Supp 𝜓2| =

4𝐿2

𝜔3 − 𝜔2
. Pour 𝐿 = 3.5 on aura

𝜌 = 0.9995 ce qui se traduit par une perte d’énergie de 5.10−4. L’utilisation de l’ondelette Gabor
est également plus efficace en terme de temps de calcul.

Construction des features pour la classification : Pour l’extraction des composantes ou features
qui serviront à la classification, nous utilisons des techniques de détection de ruptures. Ces der-
nières ont été largement étudiées dans la littérature ; nous citons entre autres [151]. Les mé-
thodes classiques sont généralement basées sur des techniques de moindres carrés pénalisés qui
souffrent d’une complexité de calcul, ce qui les rend difficiles à mettre en place pour une ap-
plication en temps réel. Pour surmonter ce problème, les auteurs dans [38] ont introduit une
technique plus rapide pouvant être implémentée en ligne et en temps quasi-réel. L’idée princi-
pale de cette méthode est basée sur deux étapes ; la première consiste à détecter les changements
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Figure 5.2 – Illustration sur la façon dont nous construisons les variables Δ𝜏,Δ𝜃 et Δ𝛿

sans se soucier des fausses alarmes, la seconde consiste à effectuer un test statistique, avec une
p-value optimisée, pour garder ou éliminer ces fausses alarmes. Cette méthode a été appliquée
sur les signaux bruts 𝑅𝑅, les énergies 𝐻𝐹 et 𝐿𝐹. Ces dernières ont été calculées à partir de la for-
mule (5.2) où 𝜓1 et 𝜓2 sont choisies avec les paramètres donnés dans (5.5) et (5.6). Pour illustrer
cela, notons 𝒯 = 𝜏1 < 𝜏2 < … < 𝜏𝑛 (resp. Θ = 𝜃1 < 𝜃2 < … < 𝜃𝑝), les instants de ruptures ou de
changements du niveau d’énergie 𝐻𝐹 (resp. énergie 𝐿𝐹). Nous rassemblons ces deux séquences
dans la famille 𝒯 ∪ Θ et nous réarrangeons ces éléments en les notant, 𝛿1 < 𝛿2 < … < 𝛿𝑀. Une
illustration est donnée dans la figure 5.2.
À partir des instants de rupture nous construisons des variables décrivant l’état du système ner-
veux central :

✠ la variable Δ𝜏𝑖 = 𝜏𝑖 −𝜏𝑖−1 représente la durée d’un niveau de l’énergie 𝐻𝐹. Cette durée peut
être considérée comme la durée où seul le système parasympathique (freinage) est activé
et qu’il a atteint un régime fixe 𝐻𝐹𝑖 pendant cette durée.

✠ la variable Δ𝜃𝑗 = 𝜃𝑗 − 𝜃𝑗−1 représente la durée d’un niveau de l’énergie 𝐿𝐹. Cette durée
peut être considérée comme la période où seul le système sympathique (accélération) est
en action et a établi un régime fixe 𝐻𝐹𝑗.

✠ la variable Δ𝛿 = 𝛿𝑖 − 𝛿𝑖−1 donne la durée du changement inter énergies 𝐻𝐹 et 𝐿𝐹 ; elle
représente les périodes de passage d’un système à l’autre.

Pour un individu donné, nous construisons le tableau suivant qui décrit les différents états de
son activité cardiaque. Dans ce cas, pour chacun des 𝑀 états, en plus des variables définies plus
haut, nous ajoutons également les moyennes et les variances des niveaux d’énergies 𝐻𝐹, 𝐿𝐹, et le
𝑅𝑅.
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Figure 5.3 – Exemple de classification sur un médecin urgentiste pendant sa période de garde

Etats Δ𝜏 Δ𝜃 Δ𝛿 HF 𝜎2
𝐻 LF 𝜎2

𝐿

1 𝜏1 − 𝜏0 𝜃𝑖 − 𝜃𝑖−1 𝛿𝑖 − 𝛿𝑖−1 𝐻𝐹1 𝜎2
𝐻 𝐿𝐹1 𝜎2

𝐿

� � � � � � �

M-1 𝜏𝑀 − 𝜏𝑀−1 𝜃𝑖 − 𝜃𝑖−1 𝛿𝑖 − 𝛿𝑖−1 𝐻𝐹𝑀−1 𝜎2
𝐻 𝐿𝐹𝑀−1 𝜎2

𝐿

M 𝑇 − 𝜏𝑀 𝜃𝑖 − 𝜃𝑖−1 𝛿𝑖 − 𝛿𝑖−1 𝐻𝐹𝑀 𝜎2
𝐻 𝐿𝐹𝑀 𝜎2

𝐿

Une méthode de classification non supervisée, appliquée sur les composantes du tableau ci-
dessus, a permis de construire des variables discriminantes qui reflètent la façon dont la fré-
quence cardiaque est modulée par l’activité d’un individu. Un exemple d’application a été testé
sur les enregistrements cardiaques d’une cohorte demédecins urgentistes pendant leurs périodes
de garde. La figure 5.3 donne une illustration du pouvoir discriminant des features que nous
avons construit. Des discussions et des commentaires plus détaillées sont présentés dans [30].

5.2 Décomposition modale empirique et applications
Pour mieux comprendre le principe et les motivations de la décomposition EMD, nous rappe-

lons la transformation de Hilbert et la notion de fréquence instantanée. Pour un signal réel 𝑥(𝑡)
sa transformée de Hilbert est définie par :

𝑦(𝑡) =
1
𝜋
𝑝.𝑣.∫

+∞

−∞

𝑥(𝜏)
𝑡 − 𝜏

𝑑𝜏
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Figure 5.4 – Illustration de la procédure de tamisage

où 𝑝.𝑣. désigne la valeur principale de Cauchy. Le signal analytique correspondant à 𝑥(𝑡) est ainsi
défini par : 𝑧(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝚥𝑦(𝑡) qui peut être également exprimé comme 𝑧(𝑡) = 𝑎(𝑡) exp{𝚥𝜃(𝑡)}, où
𝑎(𝑡) = √𝑥2(𝑡) + 𝑦2(𝑡) est l’amplitude de 𝑧(𝑡) et 𝜃(𝑡) = arctan 𝑦(𝑡)

𝑥(𝑡) sa phase instantanée. La fréquence
instantanée 𝑓(𝑡) peut être obtenue par différentiation :

𝑓(𝑡) =
1
2𝜋

𝜕𝜃(𝑡)
𝜕𝑡

.

L’interprétation physique de la notion de fréquence instantanée est bien acceptée quand le si-
gnal 𝑧(𝑡) est presque circulaire dans le domaine complexe. Elle mesure dans ce cas, la vitesse
de rotation du signal complexe. Par contre, quand le signal 𝑧(𝑡) ne vérifie pas cette propriété,
la fréquence instantanée perd sa signification pratique. Dans ce cas, pour redéfinir la fréquence
instantanée, la technique de l’EMD consiste à décomposer le signal 𝑥(𝑡) en composantes circu-
laires (modes propres ou (IMF)) dont la fréquence instantanée peut être vue comme une vitesse
de rotation. En fait, les IMFs sont des fonctions localement symétriques ; ce qui fait que leurs
fréquences instantanées ont une interprétation physique.
Les composantes IMF sont obtenues par l’algorithme de tamisage qui consiste en une extraction
itérative des composantes oscillant plus ou moins rapidement [129]. La décomposition modale
empirique d’un signal 𝑥(𝑡) est basée sur le processus de tamisage (dit aussi de criblage) qui est
décrit par les étapes suivantes :
(1) Identifier tous les extrêma locaux de 𝑥(𝑡).
(2) Calculer l’enveloppe supérieure 𝑀(𝑡) en reliant tous les maxima locaux par une spline cu-

bique. Répéter la procédure pour les minima locaux afin de produire l’enveloppe inférieure
𝑚(𝑡). On s’assure que les enveloppes supérieures et inférieures couvrent tout le signal.

(3) Actualiser les données en calculant la différence entre les données et la moyenne des enve-
loppes supérieures et inférieures 𝑥(𝑡) ← 𝑥(𝑡) − 𝑀(𝑡)+𝑚(𝑡)

2 ..
(4) Répéter les étapes (1), (2) et (3) jusqu’à obtenir une IMF, 𝑐(𝑡).
(5) Mettre à jour les données initiales en soustrayant l’IMF obtenue en 4, 𝑥(𝑡) ← 𝑥(𝑡) − 𝑐(𝑡).
(6) Répéter (1)-(5) jusqu’à l’obtention d’une tendance 𝑟(𝑡) ; une courbe avec au plus un extre-

mum.
Une illustration de la procédure du tamisage est donnée dans la figure 5.4. Ainsi, après avoir
réalisé la décomposition EMD, la transformation de Hilbert de chaque IMF est calculée. Dans ce
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cas, le signal original 𝑥(𝑡) peut être exprimé en une décomposition de type Fourier comme :

𝑥(𝑡) = 𝑅𝑒
⎧⎪⎨⎪⎩

𝐾+1

∑
𝑘=1

𝑎𝑘(𝑡) exp{𝚥∫2𝜋𝑓𝑘(𝑡)𝑑𝑡}
⎫⎪⎬⎪⎭
,

Cette décomposition est proposée dans [129], elle est connue sous le nom de transformation de
Hilbert- Huang (HHT). Pour plus de détails concernant ces approches nous citons entre autres,
[129], [99, 101, 83, 73, 86, 94, 69], [64], [65].

5.2.1 EMD unidimensionnelle
L’un des problèmes de la technique de tamisage est qu’après l’opération de moyennage des enve-
loppes, la fonction résultante peut ne pas être une IMF. Ce comportement indésirable est atténué
par la répétition de la procédure de tamisage mais cette solution a de nombreux inconvénients :
d’une part, nous ne disposons d’aucun critère théorique pour la procédure d’arrêt. D’autre part,
nous n’avons aucune garantie que cette procédure converge vers la décomposition souhaitée. Bien
que la décomposition EMD soit largement utilisée dans la pratique, elle souffre de certains in-
convénients liés à son caractère empirique. En effet, cette décomposition est définie à partir d’un
algorithme itératif, adaptatif et intuitif. Elle n’est pas basée sur une formulation mathématique
rigoureuse ; on ignore de ce fait toutes les propriétés concernant la convergence de l’algorithme.
Notre idée est d’introduire une nouvelle formulation d’une IMF élémentaire basée sur le chan-
gement de convexité du signal plutôt que de calculer les enveloppes moyennes à partir des seuls
extrema.
Définition 5.2.1 : Une fonction 𝑥(𝑡) est une IMF élémentaire si et seulement si elle vérifie :

✠ La fonction 𝑥(𝑡) a au moins trois points d’inflexion et que ces points sont aussi les points
de passages par zéro. ¹.

✠ Pour trois inflexions consécutives, la fonction est symétrique par rapport au point d’in-
flexion central.

✠ Une tendance est toute fonction qui a au plus un changement de convexité.
Il faut noter que les IMF élémentaires sont des IMF au sens classique deHuang ou l’algorithme

du tamisage, ce qui n’est pas en contradiction avec la théorie classique. Afin de décomposer le
signal en EIMF, la procédure consiste à identifier les points pour lesquels la convexité change ;
ces derniers donnent une idée de la nature oscillatoire du signal étudié.

Décomposition dans le cas univarié : Nous commençons par étudier la décomposition pour une
oscillation locale simple où un seul changement des convexités est observé (cas de trois inflexions
consécutives). Nous montrons ensuite que la décomposition est unique si on impose que le reste
de la décomposition est une tendance. Enfin, nous traitons la construction des décompositions
pour un signal général en utilisant uniquement les points de changement de convexité. Le résul-
tat suivant montre l’existence et la structure théorique d’une EIMF sur un intervalle local [𝑎, 𝑏].

1. Une EIMF est une fonction qui commence toujours par zéro ou qui est un décalage temporel d’une telle fonc-
tion ; par exemple le sinus et le cosinus sont des EIMF (le cosinus est le sinus décalé de 𝜋/2). De plus, une fonction
sera considérée comme une EIMF si l’intervalle de temps des observations est suffisamment grand pour voir que
cette fonction est oscillante (par exemple le cosinus sera considéré comme une tendance sur l’intervalle [0, 2𝜋]).
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Figure 5.5 – Illustration de l’extraction de la première EIMF 𝑐(𝑡).

Lemme5.2.1 : Soit 𝑥(𝑡) une fonction assez régulière dont la courbe a un changement de convexité
sur l’intervalle [𝑎, 𝑏] .
(1) Le signal 𝑥(𝑡) admet la décomposition 𝑥(𝑡) = 𝑐(𝑡) + 𝑇(𝑡) où 𝑐(𝑡) est une EIMF sur [𝑎, 𝑏]. Dans

ce cas, il existe une fonction impaire 𝜑 telle que :

𝑐(𝑡) =
𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑎 + 𝑏 − 𝑡)

2
− 𝜑(2𝑡 − (𝑎 + 𝑏)),

où 𝜑 vérifie 𝜑(2𝑡 − (𝑎 + 𝑏)) = 𝑇(𝑡)−𝑇(𝑎+𝑏−𝑡)
2 .

(2) Le couple (𝜑, 𝑇) de la décomposition donnée en (1) est unique dans le sens où la fonction
impaire 𝜑 est la seule telle que 𝑇 ne change pas le type de sa convexité sur l’intervalle [𝑎, 𝑏].

Cette propriété d’unicité prouvée dans le dernier lemme joue un rôle fondamental car la fonc-
tion résultante 𝑇 ne change pas de convexité sur les intervalles locaux. Ceci implique que nous
réduisons les points caractéristiques (points d’inflexion dans ce cas) qui servent à l’extraction des
EIMF. Ainsi, si la technique du lemme 5.2.1 est appliquée à des intervalles locaux successifs, cette
propriété de convexité inchangée forcera la convergence de la procédure d’extraction des EIMF
car cela réduit la rapidité des oscillations de la tendance résultante 𝑇. La proposition suivante
détaille ce résultat :

Proposition 5.2.2 : Soit 𝑥(𝑡) une fonction régulière réelle définie sur un intervalle [𝐴, 𝐵] avec
𝑚 = 2ℓ − 1 points d’inflexion 𝐼1(𝑎1, 𝑥(𝑎1)),… , 𝐼𝑚(𝑎𝑚, 𝑥(𝑎𝑚)). Nous désignons par 𝐼0(𝐴, 𝑥(𝐴)) et
𝐼𝑚+1(𝐵, 𝑥(𝐵)), le premier et le dernier point du signal. Il existe un famille unique de fonctions
impaires (𝜑1,… ,𝜑ℓ) telles que la fonction 𝑥(𝑡) a la décomposition suivante :

𝑥(𝑡) = 𝑐(𝑡) + 𝑇(𝑡)

où 𝑐 est une EIMF donnée par : 𝑐(𝑡) =
ℓ

∑
𝑖=1

𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑎2𝑖−1 + 𝑎2𝑖+1 − 𝑡)
2

− 𝜑𝑖(2𝑡 − (𝑎2𝑖−1 + 𝑎2𝑖+1)), 𝜑𝑖 sont

des fonctions impaires et 𝑇 est une fonction ayant au plus ℓ points d’inflexion.
Une application de la procédure d’extraction décrite dans la proposition 5.2.2 est illustrée dans

la figure 5.5. On voit bien que la tendance (𝑇(.) ainsi extraite possède un nombre de changement
de convexité plus petit que celui de 𝑐(.).

Comme dans l’algorithme de tamisage, la dernière proposition suggère un moyen de décom-
poser le signal en une sommede EIMF. En effet, cette décomposition est obtenue en soustrayant la
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Figure 5.6 – Illustration d’une oscillation locale sur l’intervalle [𝑎, 𝑏]

fonction 𝑐(𝑡) et en répétant la procédure d’extraction sur la fonction résultante 𝑇 jusqu’à obtenir
une tendance finale. Une autre propriété importante est que, pendant le processus d’extraction,
à chaque itération, nous réduisons les points d’inflexion d’au moins la moitié. Cette réduction
des points caractéristiques, assure la convergence de la décomposition.

5.2.2 Décomposition des signaux vectoriels
Dans cette partie, nous nous sommes intéressés à la décomposition modale empirique (EMD)

des fonctions vectorielles bivariées. Commenous l’avonsmentionné dans le cas unidimensionnel,
nous utilisons la notion de changement de convexité du signal au lieu de la variation au niveau
de ses extrema. Ces derniers n’ont pas de signification naturelle pour des fonctions vectorielles
complexes. Le signal est ainsi décomposé en trois catégories de composantes :

(1) Les IMF rotatives ayant des courbes non planaires mais qui changent de convexité plus ou
moins rapidement.

(2) Les IMF oscillantes ayant des courbes planaires qui changent de convexité. Ces compo-
santes correspondent aux EIMF du cas unidimensionnel.

(3) Les tendances qui sont des courbes qui ne changent pas de convexité.

En utilisant le caractère itératif et adaptatif de l’EMD classique, nous introduisons une nou-
velle technique qui permet d’extraire récursivement les composantes du signal. La nouveauté
de notre technique est qu’elle ne passe pas par la procédure de tamisage et par conséquent elle
permet d’éviter ses inconvénients. Ces résultats présentent une alternative pour remédier aux
problèmes évoqués par [73] et [75]. Pour donner une idée de notre technique, considérons une
oscillation locale d’une fonction ⃗⃗𝑓(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) sur [𝑎, 𝑏], voir Fig. 5.6.

L’idée est de chercher une fonction ⃗𝑇(𝑡) = (𝑇1(𝑡), 𝑇2(𝑡)) telle que ⃗⃗𝑓(𝑡) − ⃗𝑇(𝑡) = 𝑐(𝑡) soit une IMF;
c’est-à-dire symétrique par rapport à la droite passante par (𝑎+𝑏2 , 0, 0) et parallèle au vecteur de
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référence ⃗⃗𝑘. Dans ce cas nous montrons que :

𝑐1(𝑡) =
𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑎 + 𝑏 − 𝑡)

2
− 𝜑(2𝑡 − (𝑎 + 𝑏)), (5.7)

𝑐2(𝑡) =
𝑦(𝑡) + 𝑦(𝑎 + 𝑏 − 𝑡)

2
− 𝜓(2𝑡 − (𝑎 + 𝑏)). (5.8)

où 𝜑 et 𝜓 sont respectivement impaires et paires. Nous montrons également que cette décompo-
sition est unique si on impose à ⃗𝑇 de tourner ou osciller moins rapidement que 𝑐 sur l’intervalle
[𝑎, 𝑏]. Cette unicité et le fait que la fonction ⃗𝑇 oscille moins rapidement que l’IMF extraite 𝑐 as-
surent la convergence de notre technique après un nombre fini d’itérations. Cela suggère une
décomposition en ligne et de façon itérative de tout signal régulier. Nous montrons le résultat
général suivant :
Théorème 5.2.3 : Soit ⃗⃗𝑓(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) une fonction régulière ayant𝑚 = 2ℓ −1 points d’inflexion
𝑎1,… , 𝑎𝑚. Il existe une famille de fonctions impaires (𝜑1,… ,𝜑ℓ) et de fonctions (𝜓1,… ,𝜓ℓ) paires
telles que ⃗⃗𝑓(𝑡) = 𝑐(𝑡) + ⃗𝑇(𝑡) où

𝑐1(𝑡) =
ℓ

∑
𝑖=1

(
𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑎2𝑖−1 + 𝑎2𝑖+1 − 𝑡)

2
− 𝜑𝑖(𝑡 −m𝑖))1l[𝑎2𝑖−1,𝑎2𝑖+1]

𝑐2(𝑡) =
ℓ

∑
𝑖=1

(
𝑦(𝑡) + 𝑦(𝑎2𝑖−1 + 𝑎2𝑖+1 − 𝑡)

2
− 𝜓𝑖(𝑡 −m𝑖))1l[𝑎2𝑖−1,𝑎2𝑖+1]

La fonction ⃗𝑇 possède au plus ℓ points d’inflexion et m𝑖 =
𝑎2𝑖−1+𝑎2𝑖+1

2 .
Notre décomposition consiste donc à refaire la même procédure d’extraction sur la fonction

résultante ⃗𝑇 jusqu’à ce que on élimine tous les points d’inflexion et par conséquent au final ob-
tenir une tendance. Dans la pratique les fonctions 𝜑𝑖 et 𝜓𝑖 ne sont pas connues et en même temps
les signaux 𝑥(𝑡) et 𝑦(𝑡) ne sont observés que sur des instants discrets 𝑡1,… , 𝑡𝑁. L’idée est de don-
ner une approximation de type splines des fonctions 𝜑𝑖 et 𝜓𝑖 sur l’intervalle [𝑎2𝑖−1, 𝑎2𝑖+1], de la
manière suivante :

𝜑𝑖(𝑡 −m𝑖) = 𝛼𝑖,1(𝑡 −m𝑖) + β𝑖,1(𝑡 −m𝑖)3 + γ𝑖,1(𝑡 −m𝑖)5

𝜓𝑖(𝑡 −m𝑖) = 𝛼𝑖,2 + β𝑖,2(𝑡 −m𝑖)2 + γ𝑖,2(𝑡 −m𝑖)4

Les coefficients 𝛼, 𝛽 et 𝛾 sont déterminés, comme dans le cas des splines, en utilisant la conti-
nuité et la continuité des dérivées du premier et du second ordre des IMF extraites ainsi que les
conditions aux bords. Un exemple de décomposition est donné dans les figures (5.7) et (5.8).

5.3 Utilisation de L’EMD pour vérifier l’authenticité de la voix
Les systèmes d’authentification biométrique sont devenus un standard dans les différents pro-

tocoles d’accès aux données. Les technologies ASV (Automatic Speaker Verification) sont de plus
en plus utilisées dans les centres d’appels, les interfaces homme-machine, les contrôles d’accès
sécurisé pour les services bancaires et commerciaux, voir [23, 20]. Cela a entraîné le dévelop-
pement de nouvelles stratégies basées sur l’apprentissage automatique pour faire face à d’éven-
tuelles attaques par voix de synthèse comme les deep fake [11, 9]. En analyse des signaux vocaux,
les fréquences des formants acoustiques sont considérés comme une signature caractéristique
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Figure 5.9 – Architecture de la méthodologie EMD-MFCC proposée pour la détection des for-
mants.

des cordes vocales donnant une empreinte unique à un orateur [122, 28]. Les formants reflètent
l’énergie acoustique de la parole se produisant généralement à chaque bande de fréquence de
longueur 1000 Hz. On les note généralement 𝐹1, 𝐹2, 𝐹3... la première 𝐹0 est appelée la fréquence
fondamentale et représente la vitesse de vibration des cordes vocales. L’extraction de ces caracté-
ristiques à partir d’un signal vocal pourrait être utilisée pour distinguer une voix humaine d’une
voix de synthèse, car elles représentent la façon dont les conduits vocaux créent les sources so-
nores uniques à un individu. Les MFCC ouMel-Frequency Cepstral Coefficients sont souvent utili-
sés pour mesurer la concentration d’énergie autour des fréquences des formants. Ces coefficients
cepstraux sont calculés à partir de la transformée de Fourier inverse appliquée au logarithme
du spectre de puissance. Ils sont habituellement utilisés en traitement de la parole comme des
features discriminantes pour classifier ces signaux. Nous avons proposé, dans [5], une nouvelle
solution d’apprentissage automatique pour l’ASV basée sur l’extraction des caractéristiques fré-
quentielles des signaux vocaux.Notre proposition combine à la fois les techniques spectrales clas-
siques comme les MFCC et la décomposition modale empirique EMD décrite plus haut. L’idée
est d’utiliser les IMFs ainsi que leurs fonctions de fréquences instantanées comme une signa-
ture permettant de distinguer une voix humaine authentique d’une voix artificielle répliquée.
Plus particulièrement, nous utilisons les coefficients cepstraux sur les IMFs extraites à partir
du signal analysé. Notre contribution contient de nombreux éléments clés ; Le fait d’adapter les
algorithmes d’analyse temps-fréquence aux signaux non stationnaires a permis d’améliorer la
robustesse des features qui ont servi à caractériser la signature ou empreinte vocale. Ensuite, ces
nouvelles approches d’extraction de caractéristiques ont été utilisées pour développer un clas-
sifieur multi-noyaux basé sur des algorithmes SVM Support Vector Machine. L’architecture de la
solution proposée est détaillée dans la figure 5.9.

Cette technique a été testée de manière extensive pour des signaux vocaux collectés dans dif-
férents contextes ; des voix humaines et synthétiques en différentes langues et contextes. Une
discussion plus détaillée peut être trouvée dans notre article [5].
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Conclusion et perspectives

P our conclure ce document, je donnerai dans les lignes qui suivent quelques pistes de re-
cherche que j’ai déjà entamées ou que je voudrais développer à moyen et à long terme.
Je continuerai à concilier à la fois des recherches purement théoriques en mathéma-

tiques appliquées notamment en statistiques des processus et en analyse statistiques des don-
nées. Parallèlement à cela, je continuerai à développer des algorithmes et méthodes permettant
la mise en application concrète de ces résultats théoriques. Je continuerai également à renforcer
des collaborations en interaction avec le monde socioprofessionnel pour la recherche et dévelop-
pement ainsi que des activités de transfert de technologies. Je souhaiterai également continuer
mes collaborations fructueuses avec la communauté de volcanologie et apporter le concours des
statistiques à la modélisation et l’amélioration des méthodes de surveillance et prédictions des
aléas volcaniques.

Processus 𝛼-stables et modélisation de phénomènes impulsifs : Il est connu que tout proces-
sus gaussien centré est complètement identifié à partir de sa fonction de covariance. Cependant,
la caractérisation de la classe plus générale des processus 𝛼-stables (𝑆𝛼𝑆) (1 < 𝛼 < 2) nécessite la
connaissance des mesures spectrales des distributions fini-dimensionnelles de tout ordre. Pour
simplifier, un certain nombre de sous-classes ont été étudiées dans la littérature ; Une des plus
importantes est obtenue via une intégrale stochastique :

𝑋 = (𝑋𝑡 = ∫
𝑇
𝑓𝑡(𝜆)𝑑𝜉(𝜆), 𝑡 ∈ 𝑇) (6.1)

Où (𝑓𝑡 ∈ Λ𝛼(𝜉), 𝑡 ∈ 𝑇) est une famille fonctions et 𝑑𝜉 est unemesure aléatoire symétrique 𝛼-stable
𝑆𝛼𝑆. Le défimajeur dans l’utilisation de la représentation intégrale stochastique (6.1) réside dans
la caractérisation de ses distributions fini-dimensionnelles. Deux cas particuliers de la mesure
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aléatoire 𝑑𝜉 ont été largement étudiés dans la littérature : ce sont les mesures aléatoires sous-
gaussiennes et le cas où 𝑑𝜉 est à accroissements indépendants (dit aussi indépendamment disper-
sés). Ces deux dernières sous familles permettent de donner explicitement la loi du processus
sous-jacent.

Plus généralement, la classe de processus satisfaisant une condition de séparabilité (condi-
tion 𝒮), peut être représentée comme dans (6.1) par des mesures aléatoires à accroissements
indépendants et en faisant varier le choix des fonctions (𝑓𝑡 ∈ Λ𝛼(𝜉), 𝑡 ∈ 𝑇). Cependant, dans les
applications statistiques, ce sont souvent les fonctions (𝑓𝑡) qui sont fixes et la mesure aléatoire qui
est variée. Cela apparaît, par exemple, dans l’étude de processus harmonisables dont l’intégrale
stochastique s’écrit sous la forme :

𝑋 = (𝑋𝑡 = ∫
𝑇
𝑒𝑖𝑡𝜆𝑑𝜉(𝜆), 𝑡 ∈ 𝑇) . (6.2)

Dans ce contexte, l’exigence d’une mesure aléatoire indépendamment dispersée 𝑑𝜉 restreint
la structure de dépendance du processus 𝑋. En tant que tel, il est souhaitable d’introduire une
dépendance entre les accroissements de la mesure aléatoire 𝑑𝜉 pour enrichir cette classe de pro-
cessus. Nous développons plutôt une nouvelle représentation des fonctions caractéristiques des
distributions fini-dimensionnelles en terme d’un paramètre qui joue un rôle similaire à la fonc-
tion de covariance dans les processus gaussiens. Même lorsque la mesure aléatoire est fixe et que
la famille des fonctions (𝑓𝑡) est issue d’un espace fonctionnelΛ𝛼(𝜉), une question naturelle est de
savoir quelle est la structure Λ𝛼(𝜉) de façon à ce que le processus (6.2) satisfasse la condition de
séparabilité 𝒮 et avoir ainsi une représentation (6.1).

Statistiques spatiales et applications : L’objectif est de développer de nouvelles techniques de
modélisation statistique liées à des données de type Big-Data provenant de réseaux de capteurs
spatiaux ou de l’internet des objets(IoT). Nous nous plaçons dans le cadre où chacun des cap-
teurs ou source d’information présente un comportement probabiliste non linéaire provoquant
une censure (coupure, détérioration, incertitude etc.) des données. L’enjeu majeur dans ce genre
de situation est de mesurer le degré de confiance qu’un utilisateur accordera à une donnée no-
tamment quand les décisions ou prédictions qui en découlent ont un impact critique (sécurité,
surveillance,monitoring en transport ...). L’idée est de développer (ou d’adapter) des algorithmes
permettant d’établir des règles de préférence ou une hiérarchie dans le choix des sources de façon
à en extraire le maximum d’information.

✠ L’une des pistes que nous voulons explorer est la reconstruction spatio-temporelle à partir
de capteurs localisés à des endroits stratégiques. Nous améliorons les techniques proposées
en associant à chaque capteurs un poids reflétant le degré de confiance que nous devons lui
accorder. Un premier résultat permettra d’obtenir d’une part une reconstruction spatiale
optimale du phénomène étudié quantifiant ainsi la qualité de ces mesures ou données.
Cet estimateur doit être réalisé sous deux configurations différentes : nœuds hétérogènes,
nœuds homogènes.

✠ La deuxième piste que nous voulons explorer concerne le développement d’algorithmes
permettant d’intégrer demultiples sources d’information issues de processus spatiaux connexes
afin d’améliorer le déploiement des capteurs et hiérarchiser leurs importances dans le pro-
cessus de collecte des données. Ce travail revêt un intérêt théorique dans la mesure où il
nous permettra de mettre en place de nouvelles technique : à la fois des plans d’expérience,
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les plans numériques ainsi que des méthodes d’interpolation spatiale que ce soit dans un
contexte Gaussien ou impulsif (𝛼-stable par exemple). Pour une utilisation dans le contexte
du Big Data, les algorithmes doivent être optimisés de façon à avoir une faible complexité
de calcul. Nous comparons leurs performances sous différentes configurations du système
(par exemple, nombre de capteurs, taille, rapport signal à bruit, qualité de détection, etc.).

✠ Une application directe pourrait être mise en place dans le cadre de projet que nous avons
en cours avec le LMV/IRD pour l’amélioration et la surveillance des aléas volcaniques en
temps réel.

✠ Une autre application possible pourrait être mise en place dans le cadre de la thèse CIFRE,
que nous venons d’obtenir, et qui vise à générer des données météorologiques à haute réso-
lution géographique/spatiale et temporelle. Ces dernières doivent être cohérentes avec les
scénarii futurs du changement climatique pour pouvoir développer un ensemble d’indi-
cateurs agro-climatiques spécifiques aux cultures d’intérêt. L’évolution de ces indicateurs
et leur sensibilité aux paramètres météorologiques permettront de quantifier l’impact du
changement climatique sur les activités agricoles.
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2019–2022 Thèse de Julien Hautot, Thèse à Université Clermont Auvergne en collaboration avec l’EUPI, soutenance
prévue 2022,
Co-encadrement (50%) avec Céline Teulière (50%).

Post-doctorat
2015–2016 Malcolm Egan, Co-encadrement, il est actuellement chargé de recherche à l’INRIA,

Financement Université Blaise Pascal, Financement de la région AURA, projet AUDACE.
2018– ...... Alessandro Tadini, Co-encadrement, en collaboration avec le LMV,

Finacement I-site Clermont Cap 20-25.

Master de statistiques M2
2010– ...... Encadrement de plsieurs mémoires de Master M2,

Master de Mathématiques appliquées, statistiques (MAS). ,
En moyenne deux par an.

Projets de recherches et Industriels
2018– ...... Projet EAUGURE 2, Responsable, projet financé par,

la région Auvergne Rhône Alpes,
La banque publique d’Investissement BPI.

2017– ...... Projet Méteo Marketing, Co-responsable, Projet financé par,
Le fond européen FEDER.

2017– ...... Projet PEPS MéteoMarketing, Poste de 6 mois d’Ingénieur, financé par,
Agence pour les Mathématiques en Interaction avec l’Entreprise et la Société AMIES.

2016– ...... Projet TelluS INSU/INSMI, Membre.
Modélisation statistique pour la surveillance des éruptions volcaniques

2012–2015 Projet Do Well Be , Membre,
Projet financé par l’Agence Nationale de a recherche ANR.

2008–2009 Projet VIGIRES’EAU , Membre,
Projet financé par l’Agence Nationale de a recherche ANR,
Concepts Systèmes et Outils pour la Sécurité Globale (CSOSG).

2007–2008 Projet Mv-EMD, Membre,
Projet financé par l’Agence Nationale de a recherche ANR.
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Visites et séjours scientifiques
Juin. 2019 The Institute of Statistical Mathematics, 1 mois,

Department of Statistical modelling, Tokyo Japan,.
Mar. 2018 The Institute of Statistical Mathematics, 10 jours,

Department of Statistical modelling, Tokyo Japan,.
Juil. 2016 The Institute of Statistical Mathematics, 10 jours,

Department of Statistical modelling, Tokyo Japan,.
Juil. 2015 The Institute of Statistical Mathematics, 10 jours,

Department of Statistical modelling, Tokyo Japan,.
Mars 2015 University College of London UCL, 10 jours,

Department of Statistical Sciences.
Juil. 2014 The Institute of Statistical Mathematics, 10 jours,

Department of Statistical modelling, Tokyo Japan,.
Mai 2014 University College of London UCL, une semaine,

Department of Statistical Sciences.

Activité d’animation de la recherche
Dec. 2018 Computational and Financial Econometrics (CFE 2018),

Organisation de la session CO410: Spatio-temporal models for best prediction of climate impacts on societies ,
University of Pisa , Italy.

Juil. 2017 61th World Statistics Congress ISI2017 ,
Organisation de session STS066: Statistical models and applications of heavy tailed variables and processes ,
Marrakech Maroc.

Dec. 2016 Computational and Financial Econometrics (CFE 2016),
Organisation de la session CO473: α-stable processes with applications in financial econometrics ,
Universitiy of Sevilla , Spain.

Juin 2014 ANR Do Well Be, Mont-Dore, Co-organisateur,
Workshop de lancement du projet ANR blanc Do Well Be.

Juin 2013 ANR Do Well Be, Saint Nectaire, Co-organisateur,
Workshop de lancement du projet ANR blanc Do Well Be.

Août 2012 Journées MAS 2012, Co-organisateur,
Université Blaise Pascal: Laboratoire de Mathématiques.

Séminaires conférences invités et communications orales
Conférences invités et Tutorials

juin. 2018 IRCICA Lille,
On sensors selection problems in IoT context and impulsive environement.

Fév. 2018 The Institute of Statistical Mathematics, Tokyo Japan, A theoretical framework for extracting some
temporal and frequency features in non-stationnary fractional signals.,
Department of Statistical modelling.

juil. 2016 The Institute of Statistical Mathematics Tokyo Japan, Construction of some special classes of stable
processes that generalizes spatial or temporal Gaussian processes.

Juil. 2015 The Institute of Statistical Mathematics, Tokyo Japan, Identification and calibration problems in some
non-stationary alpha-stables processes.

Juil. 2014 The Institute of Statistical Mathematics, Tokyo Japan, Bi-measures, Spectral-measures and Other
Characterizations for Heavy Tail Processes.

Mai 2013 Congrès de la SMAI,
Analyse du rythme cardiaque de médecins urgentistes du CHU Clermont-Ferrand.
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Fév. 2013 Congrès International du LEM2I,
Sélection des variables dans un modèle de mélange de régressions normales.

déc. 2012 IRCICA Lille,
Frequency representation of stable process and channel modeling .

Présentations en Séminaires
Mar. 2018 INSA de Lyon CITI Lab ,

Heavy tailed distributions characterisations and examples of applications in channel modeling.
Janv. 2016 Séminaire de L’IRMAR Rennes,

On Construction and classification of some non stationary α-stable processes .
Avril. 2009 Laboratoire LM2S à l’Université de Troyes,

Sur une formulation théorique des décompositions modales empiriques et leur extension aux signaux multivariés.
Fév. 2008 Séminaire invité à l’ENSAI Rennes ,

Modélisation par des processus alpha-stables harmonisables non stationnaires : exemples d’application en
communications .

Mars. 2008 Université Claude Bernard ISFA Lyon ,
Estimations spectrales de certains processus α-stables non-stationnaires .

Nov. 2007 Séminaire au Laboratoire Paul Painlevé ,
Représentation de type Lévy-Khinchine des processus symétriques alpha-stables en utilisant des bimesures .

Oct. 2007 Séminaire invité au Laboratoire LSP à Toulouse ,
Sur l’estimation spectrale de certains processus alpha-stables non stationnaires .

Sep. 2007 Rencontres des jeunes statisticiens ,
Estimations spectrales de certains processus α-stables non-stationnaires .

Mai. 2007 Séminaire invité à l’université Pierre et Marie Curie - Paris 6 ,
Application des processus α-stables dans la modélisation du canal 60 Ghz .

Mars. 2007 Séminaire invité à l’université de Rennes 1 ,
Sur une nouvelle représentation spectrale de certains processus alpha-stables non stationnaires .

Vulgarisation et diffusion auprès des entreprises:
Nov. 2017 Journées Maintenance Montluçon ,

Exemple de modèles de prédiction de pannes : Modèle de Cox avec covariables .
Avr. 2017 Printemps 2017 Maths Entreprises en Auvergne ,

Quelques outils de traitement de données de grandes dimensions dans le cotexte du Bigdata .
Avr. 2017 Rencontre avec des mathématiciens ,

Des mathématiques pour planifier, Exposé à l’ hôtel de région d’Auvergne .

Synthèse des enseignements par établissement
2010– ...... Université Clermont Auvergne, total de (245h).

{ Master de statistiques: Analyse des données ( 50h), Séries chronoogiques (25h), Logiciels de statistiques (50h)
{ Licence L3: Probabilités et statistiques (32h),
{ Licence L2: Probabilités et statistiques (36h),
{ Licence L1: Mathématiques Appliquées aux autres sciences (26h), Staistiques pour Psycho. (26h)

2010–2018 Polytech Clermont-Ferrand, un total de (66h) .
{ 5ème Année: Modèles de Régression (16 h)
{ 3ème Année: Probabilités et statistiques ( 34h), Méthodes statistiques (16h)

2008–2010 Université de Technologie de Troyes, un total de (80h).
{ 4ème Année: Transmission de l’information (34h)
{ 4ème Année: Traitement du signal (34h), Matlab (12h)

2007–2008 Université de Lille 1, un total de (93h) .
{ Licence L2 SPI: Algèbre Linéaire (30h), Calcul differentiel et Intégration (30h)
{ Licences L1 SVT: Mathématiques (33h)
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2007–2008 Telecom Lille , un total de (99h).
{ 1ère année: Mathématiques pour l’ingénieur (77h)
{ 1ère année: Probabilités et statistiques (22h)

2006–2007 Université de Bourgogne Dijon, Un total de (70h) .
{ Licence L2 Psycho: Statistiques et Probabilités (50h)
{ Licence L1: Mathématiques pour SVTE (8h), Logiciel Maple (12h).

2006–2007 Ensbana Supagro Dijon, un total de (36h).
{ 5ème Année: Analyses des données (28h), Logiciel de statistiques SAS (8h)
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Abstract

This document summarisesmy researchwork on statisticalmodelling and data processing issued
from different application areas. The general themes of this research are part of the mainstream
of statistical data analysis, signal processing and their applications. We insist, in particular, on
the multi-disciplinary character of the results obtained. These results combine both theoretical
work and application purposes. The main part of this work concerned the spectral analysis of
𝛼-stable processes and their applications in communication, data processing and in impulsive
signals modelling The other part, which is not too far from the spectral analysis, deals with the
time-frequency analysis of specific non-stationary signals and their applications, in particular in
the analysis of physiological signals and data. The third part is devoted to regression models in
small high dimensional contextes. Many applications have been devloped for variable andmodel
selection for volcanological data among others.

Résumé

Ce document de synthèse résume mes travaux de recherche sur la modélisation et le traite-
ment statistique de données issues de différents domaines d’applications. Les thématiques gé-
nérales de ces recherches s’inscrivent dans le cadre de l’analyse statistique des données et du
traitement du signal ainsi que de leurs applications. Nous insistons notamment sur le caractère
multi-disciplinaire des résultats obtenus qui allient à la fois un travail souvent théorique avec
des finalités applicatives. La part importante de ces travaux a concerné l’analyse spectrale des
processus 𝛼-stables ainsi que leurs applications en communication, en traitement de données et
des signaux impulsifs. L’autre volet, qui n’est pas très éloigné de l’analyse spectrale a concerné
l’analyse temps-fréquences de certains signaux non stationnaires et leurs applications ; en par-
ticulier en analyse de signaux physiologiques. La troisième partie est consacrée aux modèles de
régressions, de sélection des variables ainsi que leurs applications en volcanologie entre autres.
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