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en 2d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

2



3.3 Correction de dispersion asymptotique pour des schémas différences
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Chercheur associé au Laboratoire des sciences pour l’ingénieur
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de l’Université Paris 13 du 27/03/2023 au 31/03/2023 par Martin J. Gan-
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Programme : Mathématiques appliquées, Trigonométrie, Nombres com-
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Section : 2ème année DUT
Volume horaire : 56h TP.
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Programme : Mathématiques appliquées, Trigonométrie, Nombres com-

plexes, Formules de Taylor, Equations différentielles,
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Programme : Transferts thermiques.

Section : 1ère année IUT
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2018-2019, IUT GTE, Université de Pau et des Pays de l’Adour (225 h e.q. TD)
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Programme : Mathématiques appliquées, Trigonométrie, Nombres com-

plexes, Formules de Taylor, Fonctions.
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Programme : Mathématiques appliquées, Calcul de longueur de courbes.
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Programme : Transferts thermiques, Conduction instationnaire, Rayonne-

ment, Convection naturelle et forcée.

Section : Licence professionnelle
Volume horaire : 10h CM et 14h TD.
Programme : Statique des fluides, Equation de Bernoulli, Échangeurs ther-

miques, Méthode DTLM, NUT.
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9 Domaines de recherche actuels
• Méthodes numériques pour des problèmes de propagation d’onde en régime

harmonique : Equation de Helmholtz, Schémas différences finies avec correction de
dispersion, méthode multigrille.

• Optimisation topologique en mécanique des fluides : Système de Navier-Stokes in-
compressible, Transferts de chaleur dans un fluide, Analyse mathématique (ex : existence,
unicité, ...) et numérique (ex : convergence, ...).
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canal vertical asymétriquement chauffé,
Congrès annuel de la société française de thermique, 2021
(https ://doi.org/10.25855/SFT2021-043).

[9] P.H. Cocquet, M. J. Gander et X. Xiang, Dispersion Correction for Helmholtz
in 1D with piecewise constant wavenumber,
Domain Decomposition Methods in Science and Engineering XXV,
LNCSE, Springer-Verlag, 2019.

[8] P.H. Cocquet et M.J. Gander, Analysis of the shifted Helmholtz expansion
preconditioner for the Helmholtz equation,
Domain Decomposition Methods in Science and Engineering XXIV,
LNCSE, Springer-Verlag, 2018 (doi : 10.1007/978-3-319-93873-8 17).

[7] P.H. Cocquet, M. J. Gander et X. Xiang, A finite difference method with
optimized dispersion correction for the Helmholtz equation,
Domain Decomposition Methods in Science and Engineering XXIV,
LNCSE, Springer-Verlag, 2018 (doi : 10.1007/978-3-319-93873-8 18).

[6] D. Ramalingom, P.H. Cocquet et A. Bastide, Optimisation topologique des
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[1] P.H. Cocquet, P.A. Mazet et V. Mouysset, Mathematical study of many
example of homogenized metamaterials,
The 10th International Conference on Mathematical and Numerical As-
pects of Waves (WAVES 2011), Vancouver, Juillet 2011.

Articles soumis
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13 Encadrement post-doctoral

[1] Alexandre Vieira, Optimisation topologique pour les transferts de chaleur
dans les fluides.
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Co-encadrement à 50% avec Alain Bastide (50%).
Thèse débutée à l’université de la Réunion en 2013. Soutenance effectuée
le 13/12/2017.
Actuellement Ingénieure en calcul scientifique à l’université de la
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Chapitre 1

Introduction

De 2009 à 2012, j’ai effectué ma thèse de doctorat à l’ONERA (centre de Toulouse)
sous la direction de Vincent Mouysset, Pierre-Alain Mazet et Abderrahmane Bendali. Pen-
dant ma thèse, j’ai travaillé sur l’étude mathématique et l’approximation numérique de
modèles homogénéisés de métamatériaux qui sont des milieux dont certains paramètres
physiques (ex : permittivité, perméabilité) dépendent de la fréquence et peuvent avoir
des parties réelles négatives pour certaines fréquences.
Dans ma thèse, j’ai notamment obtenu des résultats d’existence et d’unicité pour des
systèmes de propagation d’ondes en régime harmonique en présence de métamatériaux.
Les modèles étudiés ont été : les équations de Maxwell en présence de milieux diélectriques,
bi-anisotropiques ou chiraux, le système de l’acoustique et celui de l’élasticité linéaire.
J’ai également adapté puis analysé la convergence d’un schéma éléments finis de type
moindre carré pour ces systèmes.
Une seconde partie de ma thèse portait sur l’analyse asymptotique d’un problème de
diffraction multiple, pour l’équation de Helmholtz, par des petits obstacles. J’ai utilisé
pour cela la méthode des développements asymptotiques raccordés pour obtenir un
développement asymptotique, à tout ordre, du champ diffracté par les petits objets. Ces
résultats ont permis d’obtenir formellement un indice de réfraction équivalent pour le
milieu contenant les objets proposant ainsi une méthode d’homogénéisation pour créer
des métamatériaux. Ils ont également été utilisés pour justifier et améliorer le modèle de
Foldy-Lax qui donne une approximation du champ diffracté par plusieurs petits obstacles.
Les résultats mentionnés précedemment sont regroupés en partie dans mon manuscrit de
thèse et dans les publications suivantes :

• Cocquet, P. H., Mazet, P. A., & Mouysset, V. (2012). On the existence and uniqueness
of a solution for some frequency-dependent partial differential equations coming from
the modeling of metamaterials. SIAM Journal on Mathematical Analysis, 44(6),
3806-3833.

• Bendali, A., Cocquet, P. H., & Tordeux, S. (2016). Approximation by multipoles of the
multiple acoustic scattering by small obstacles in three dimensions and application to the
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foldy theory of isotropic scattering. Archive for Rational Mechanics and Analysis,
219, 1017-1059.

Ce document présente une synthèse des travaux de recherche effectués après ma
thèse de doctorat soutenue en décembre 2012. Il regroupe ainsi les apports obtenus pen-
dant mon post-doctorat effectué à Genève de juin 2013 à juillet 2014 puis ceux réalisés
depuis mon recrutement en tant que Maı̂tre de conférences à l’université de la Réunion
de 2014 à 2018 puis à l’université de Pau et des Pays de l’Adour depuis 2018.
Depuis mon post-doctorat, je travaille notamment avec Martin J. Gander sur l’analyse
numérique de problème de propagation d’onde en régime harmonique. Après mon
recrutement à l’université de la Réunion, j’ai également initié une collaboration avec
un collègue physicien, Alain Bastide, sur l’optimisation topologique en mécanique des
fluides. Ce mémoire sera ainsi composé de deux parties qui correspondent à des travaux
dans ces deux domaines.

Le second chapitre concerne l’étude de problèmes d’optimisation topologique qui
visent à déterminer la localisation d’un solide au sein d’un fluide permettant de minimi-
ser une fonction coût donnée. Dans ce type de problème d’optimisation avec contraintes
données par des équations aux dérivées partielles (EDP), la localisation du fluide est ef-
fectuée avec un terme de pénalisation qui s’annule dans les zones fluides du domaine de
calcul et devient très grand (idéalement infini) dans les zones solides. De tels problèmes
reviennent ainsi à minimiser une fonction coût en déterminant des paramètres dans une
EDP.
On présentera tout d’abord des résultats portant sur un problème d’optimisation de ba-
thymétrie pour des vagues de petites amplitudes en eaux peu profondes modélisées par
une équation d’onde en régime harmonique. Bien que ce ne soit pas un problème d’opti-
misation topologique, cela rentre parfaı̂tement dans la problématique d’identification de
paramètres dans une EDP. On présentera ensuite des résultats en lien avec l’optimisation
topologique des transferts thermiques dans les fluides. Dans ce cadre, les contraintes sont
données par le système de Navier-Stokes sous l’approximation de Boussinesq couplé à
une équation d’énergie. On donnera d’abord des résultats pour des écoulements station-
naires puis instationnaires avec prise en compte d’un écoulement retour en sortie via des
conditions limites non-lisses. L’étude d’un problème d’optimisation topologique visant à
localiser des milieux poreux modélisés par une loi de Darcy sera ensuite présenté. Pour
chacun des cas précédemment mentionnés, on donnera essentiellement des théorèmes
d’existence et d’unicité d’une solution faible à l’EDP considérée, des résultats d’existence
d’au moins une solution optimale et des conditions nécessaires d’optimalité du premier
ordre pour les problèmes d’optimisation ainsi que des résultats de convergence de la
solution du problème d’optimisation discrétisé par éléments finis vers la solution du
problème d’optimisation continu. Des simulations numériques permettant d’illustrer cer-
tains résultats théoriques seront également présentés.
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Une second partie plus succincte donnera quelques résultats numériques obtenus en
résolvant des problèmes d’optimisation topologique dans un cadre plus physique et ap-
plicatif. Pour les cas présentés, l’objectif est de minimiser les pertes de charge (l’énergie
nécessaire au fluide pour se mouvoir) tout en maximisant les transferts thermiques.

Le troisième chapitre de ce mémoire concernera l’analyse numérique de problèmes
de propagation d’ondes en régime harmonique. On présentera tout d’abord l’équation de
Helmholtz et les principales difficultés associées à sa résolution numérique.
La seconde section présentera le travail réalisé sur un préconditionneur de type Lapla-
cien shifté (Shifted Laplace Preconditioner ou encore SLP en anglais) utilisé pour accélérer
la résolution de systèmes linéaires issus d’une discrétisation de l’équation de Helm-
holtz. On donnera des conditions permettant de choisir le shift pour lequel l’inversion du
préconditionneur peut être réalisée avec une méthode multigrille. Ce chapitre se termi-
nera avec la présentation d’une extension du SLP appelée expansion preconditioner ainsi
qu’une étude, théorique et numérique, sur le choix du shift pour lequel ce dernier est un
” bon ” préconditionneur.
La troisème section présentera des schémas différences finies avec correction de disper-
sion. Ces derniers sont basés sur l’introduction, dans le schéma, d’un nombre d’onde
dépendant du pas de maillage et de paramètres libres qui sont ensuite optimisés afin de
réduire l’erreur de dispersion. L’avantage principal de l’approche proposée repose sur
une expression explicite, pour des pas de maillage suffisamment petits, des paramètres
minimisant l’erreur de dispersion. On montrera également l’effet de la réduction de la dis-
persion numérique sur l’erreur relative du schéma à travers plusieurs expérimentations
numériques.

Pour terminer cette introduction, j’aimerais préciser que les deux parties de ce
mémoire représentent les deux principaux axes de recherche sur lesquels je travaille
depuis ma soutenance de thèse. Ainsi, bien que depuis mon arrivée à l’université de Pau
et des Pays de l’Adour j’ai initié plusieurs collaborations au sein du laboratoire SIAME,
les autres travaux ne relevant pas directement de ces deux thématiques ne seront pas
détaillés dans ce document.
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Chapitre 2

Optimisation topologique en
mécanique des fluides

Cette partie présente des travaux effectués en lien avec l’optimisation topologique
appliquée à la mécanique des fluides. Son contenu est basé sur les publications suivantes :

[Chap2-A1] Ramalingom, D., Cocquet, P. H., & Bastide, A. (2018). A new interpolation technique
to deal with fluid-porous media interfaces for topology optimization of heat transfer.
Computers & Fluids, 168, 144-158.

[Chap2-A2] Bastide, A., Cocquet, P. H., & Ramalingom, D. (2018). Penalization model for Navier-
Stokes-Darcy equations with application to porosity-oriented topology optimization.
Mathematical Models and Methods in Applied Sciences, 28(08), 1481-1512.

[Chap2-A3] Ramalingom, D., Cocquet, P. H., Maleck, R., & Bastide, A. (2019). A multi-objective
optimization problem in mixed and natural convection for a vertical channel asymme-
trically heated. Structural and Multidisciplinary Optimization, 60(5), 2001-2020.

[Chap2-A4] Cocquet, P. H., Riffo, S., & Salomon, J. (2021). Optimization of bathymetry for long
waves with small amplitude. SIAM Journal on Control and Optimization, 59(6),
4429-4456.

[Chap2-A5] Vieira, A., Bastide, A., & Cocquet, P. H. (2022). Topology Optimization for Steady-
State Anisothermal Flow Targeting Solids with Piecewise Constant Thermal Diffusivity.
Applied Mathematics & Optimization, 85(3), 1-32.

[Chap2-A6] Vieira, A., & Cocquet, P. H. (2022). The Boussinesq System with Nonsmooth Boundary
Conditions : Existence, Relaxation, and Topology Optimization. SIAM Journal on
Control and Optimization, 60(6), 3457-3484.
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1 Optimisation de bathymétrie pour des ondes de petites ampli-
tudes en eaux peu profondes

Cette section présente des résultats issus de [Chap2-A4].

Les objectifs de [Chap2-A4] étaient de traiter un problème d’identification de
bathymétrie indépendante du temps en résolvant un problème d’optimisation où les
contraintes sont données par une équation de Helmholtz avec des conditions limites de
Robin. Le modèle a été obtenu en simplifiant tout d’abord le système de Navier-Stokes
incompressible à surface libre en supposant que H/L était assez petit (H est une hau-
teur relative et L une longueur caractéristique horizontale). Cette analyse asymptotique
permet d’obtenir le modèle de Saint-Venant. En supposant ensuite que les vagues ont
des petites amplitudes par rapport à H, l’équation de Saint-Venant devient une équation
d’ondes dans laquelle la bathymétrie intervient dans la partie spatiale de l’opérateur. En
supposant enfin que la bathymétrie est une perturbation à support compacte d’un fond
plat et en considérant des solutions harmoniques en temps, on peut réécrire l’équation
d’ondes comme une équation de Helmholtz où la bathymétrie intervient dans la partie
principale de l’opérateur. Concernant la bathymétrie à optimiser, nous avons suivi [37] et
supposé qu’elle est peu régulière voire même discontinue.

Notre problème d’identification de bathymétrie revient à déterminer des coeffi-
cients dans une EDP afin de minimiser une fonction coût. Ce type de problème a déjà
été étudié par exemple dans [6, 14] mais ces travaux traitent de problème d’optimisa-
tion où les contraintes sont données par des EDP elliptiques réélles et coercives. Ainsi
ces résultats ne s’appliquent pas à l’équation de Helmholtz qui est non-coercive et com-
plexe. Un travail connexe peut être trouvé dans [23] dans lequel le paramètre d’optimi-
sation est une permittivité et apparaı̂t donc comme un opérateur de multiplication dans
l’équation de Helmholtz. Toutefois, dans [Chap2-A4], la bathymétrie étant supposée non-
régulière et intervenant dans la partie principale de l’équation de Helmholtz, les résultats
précédemments mentionnés ne s’appliquent pas.

Dans le cas d’eaux peu profondes et des vagues de petites amplitudes, on peut
montrer que l’élévation du niveau d’eau η satisfait l’équation d’onde ci-dessous :

∂2η

∂t2
− div (gzb∇η) = 0, (2.1)

où g = 9.81m/s2 et −zb(x) est la bathymétrie avec zb > 0. Dans notre étude, nous avons
simplifié d’avantage (2.1) en considérant des solutions harmoniques en temps, soit

η(x, t) = Re{ψtot(x)e−iωt},

et une bathymétrie de la forme

zb(x) := z0 + δzb(x),
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où z0 est une constante représentant un fond plat et δzb est une perturbation à support
compact dans Ω. Le domaine Ω ⊂ R2 est un ouvert borné de frontière Lipchitzienne. En
considérant alors δzb comme un obstacle, nous avons réécrit (2.1) comme un problème de
diffraction d’une onde plane ψ0(x) = eik0x·d sur l’obstacle caractérisé par la perturbation
de bathymétrie δzb. L’onde totale ψtot vérifie alors{

div ((1 + q)∇ψtot) + k
2
0ψtot = 0 dansΩ,

∇(ψtot −ψ0) · n− ik0(ψtot −ψ0) = 0 sur ∂Ω,
(2.2)

où q(x) =
δzb(x)

z0
, k0 = ω√

gz0
et n est la normale unitaire sortante à ∂Ω. La condition

limite intervenant dans (2.2) représente une approximation de la condition de radiation
de Sommerfield et assure que les ondes diffractées sortent du domaine.
En décomposant l’onde totale suivant ψtot = ψ0 + ψsc où ψsc est l’onde diffractée,
l’équation (2.2) devient{

div ((1 + q)∇ψsc) + k
2
0ψsc = −div (q∇ψ0) dansΩ,

∇ψsc · n− ik0ψsc = 0 sur ∂Ω.
(2.3)

Pour certains choix de ψ0 et de g, (2.2) et (2.3) sont équivalents à{
−div ((1 + q)∇ψ) − k2

0ψ = div (q∇ψ0) inΩ,

(1 + q)∇ψ · n− ik0ψ = g− q∇ψ0 · n on ∂Ω,
(2.4)

dont la formulation variationnelle est

a(q;ψ,ϕ) = b(q;ϕ), ∀ϕ ∈ H1(Ω), (2.5)

avec

a(q;ψ,ϕ) =
∫
Ω

(
(1 + q)∇ψ · ∇ϕ− k2

0ψϕ
)
dx− ik0

∫
∂Ω

ψϕdσ, (2.6)

b(q;ϕ) = −

∫
Ω

q∇ψ0 · ∇ϕdx+ ⟨g,ϕ⟩H−1/2,H1/2 .

En supposant que q ∈ L∞(Ω) et 1 + q(x) ⩾ α > 0, on peut démontrer que le problème
variationnel (2.5) admet une unique solution (voir [22, Theorems 2.1, 2.4]).

L’objectif principal de [Chap2-A3] est d’étudier, pour une fonction coùtJ, le problème
d’optimisation de bathymétrie ci-dessous

min J(q,ψ),

avec (q,ψ) ∈ Uad ×H1(Ω) et ψ vérifie (2.5).
(2.7)

L’ensemble Uad des bathymétries admissibles est un sous-ensemble de BV(Ω) corres-
pondant aux fonctions à variations bornées surΩ. La motivation principale pour utiliser
des telles fonctions comme paramètres d’optimisation est que cet ensemble contient, en
particulier, des fonctions discontinues.
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On donne maintenant quelques propriétés de BV(Ω) et on référe à [3] pour plus d’infor-
mations. L’espace BV(Ω) est l’ensemble des fonctions q ∈ L1(Ω) dont le gradient au sens
des distributions Dq est une mesure de Radon bornée à valeur dans R2. C’est un espace
de Banach pour la norme

∥q∥BV(Ω) = ∥q∥L1(Ω) + |Dq|(Ω),

où |Dq|(Ω) est la variation de q définie par [3, p. 119, Definition 3.4]

|Dq|(Ω) = sup
{∫

Ω

qdiv (φ) dx
∣∣∣ φ ∈ C1

c(Ω,R2) et ∥φ∥L∞(Ω) ⩽ 1
}

. (2.8)

Dans la suite, la convergence faible∗ dans BV(Ω) sera utilisée dans certains résultats.
Cette dernière est indiquée par

qn ⇀ q faible∗ dans BV(Ω),

et signifie que

qn → q dans L1(Ω) et lim
n→+∞

∫
Ω

ψ · dDqn =

∫
Ω

ψ · dDq, ∀ψ ∈ C0(Ω,R2).

L’ensemble des bathymétries admissibles Uad est alors donné par

UΛ = {q ∈ BV(Ω) | α− 1 ⩽ q(x) ⩽ Λ p.p. x ∈ Ω } ,

et certains résultats présentés ci-dessous font également intervenir l’ensemble admissible
suivant

UΛ,κ = {q ∈ UΛ tel que |Dq|(Ω) ⩽ κ} ,

où Λ ⩾ max{α− 1, 0}.

1.1 Existence d’une bathymétrie optimale

Tout d’abord, on présente un résultat de régularité sur l’application qui, à tout
q ∈ Uad, associe la solution du problème variationnel (2.5).

Théorème 2.1 Pour tout q ∈ Uad, on note ψ(q) la solution de (2.5). Alors l’application

q ∈ (Uad, faible∗) 7→ ψ(q) ∈ (H1(Ω), fort),

est continue.

Le Théorème 2.1 permet ensuite de montrer l’existence d’au moins une solution au
problème d’optimisation (2.52).

Théorème 2.2 On suppose queUad = UΛ et que le fonction coût (q,ψ) ∈ UΛ 7→ J(q,ψ) ∈ R
vérifie :
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(A1) Il existe β > 0 et J0 tels que

J(q,ψ) = J0(q,ψ) + β|Dq|(Ω).

(A2) ∀(q,ψ) ∈ UΛ ×H1(Ω), J0(q,ψ) ⩾ m > −∞.
(A3) (q,ψ) 7→ J0(q,ψ) est semi-continue inférieurement pour la topologie (faible∗, faible)

de BV(Ω)×H1(Ω).
Alors le problème d’optimisation (2.7) admet au moins une solution optimale dans UΛ ×

H1(Ω).

Dans le cas où Uad = UΛ,κ, on a un résultat d’existence similaire.

Théorème 2.3 On suppose queUad = UΛ,κ et que la fonction coût (q,ψ) ∈ UΛ,κ 7→ J(q,ψ) ∈
R vérifie (A2)− (A3) données dans le Théorème 2.2 avec β = 0. Alors le problème d’optimisation
(2.7) admet au moins une solution optimale.

Notons que pour Uad = UΛ (voir Theorème (2.2)), la fonction coût doit contenir
un terme de pénalisation de la forme β|Dq|(Ω) pour obtenir l’existence d’une solution
optimale. Ce dernier permet en effet de contrôler la normeBV(Ω)d’une suite minimisante
et ainsi d’extraire une sous-suite faiblement convergente. Dans le cas où Uad = UΛ,κ, la
norme BV(Ω) de la suite minimisante est naturellement controlée car

∀q ∈ UΛ,κ : ∥q∥BV(Ω) ⩽ 2 max(Λ, κ, |α− 1|),

et on peut ainsi prendre β = 0.

1.2 Discrétisation du problème d’optimisation

Cette section étudie la convergence d’une discrétisation éléments finis du problème
d’optimisation (2.7). On considére une famille quasi-uniforme de triangulations {Th}h>0

deΩ et l’espace éléments finis P1 associé

Vh =
{
ϕh ∈ C(Ω) | ϕh|T ∈ P1(T), ∀T ∈ Th

}
.

L’utilisation d’élements finis continus est motivée par le résultat de régularité ci-dessous
qui assure que toute solution faible de (2.5) est continue surΩ.

Théorème 2.4 Soit g ∈ L2(∂Ω) et q ∈ L∞(Ω) tel que 1 + q(x) ⩾ α > 0 pour presque tout
x ∈ Ω. On note ψ(q) la solution de (2.5). Alors ψ(q) ∈ C0(Ω).

L’ensemble des bathymétries admissibles du problème d’optimisation discrétisé est
défini par

Uh = Uad ∩Kh,
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où Kh est un espace éléments finis qui dépendra du choix de Uad. La discrétisation du
problème d’optimisation (2.7) est alors

Trouver q∗h ∈ Uh tel que J̃(q∗h) ⩽ J̃(qh), ∀qh ∈ Uh, (2.9)

où J̃(qh) = J(qh,ψh(qh)) est la fonctionnelle réduite etψh = ψh(qh) ∈ Vh est la solution
du problème de Helmholtz discrétisé

a(qh;ψh,ϕh) = b(qh;ϕh), ∀ϕh ∈ Vh. (2.10)

La convergence de ψh vers ψ est précisée ci-dessous.

Théorème 2.5 Soit (qh)h ⊂ Uh une suite qui converge faible∗ vers q dans BV(Ω). Soit
(ψh(qh))h la suite des solutions du problème variationnel discret (2.10). Alors, lorsque h tend
vers 0, ψh(qh) converge fortement dans H1(Ω) vers ψ(q) satisfaisant (2.5).

Le Théorème 2.5 permet de démontrer la convergence des solutions optimales du
problème d’optimisation discrétisé (2.9) vers celle du problème continu (2.7). Toutefois,
selon l’espace de bathymétries admissibles considéré, l’espace admissible discret Uh est
différent. Pour Uad = UΛ, on a le résultat suivant :

Théorème 2.6 Considérons l’ensemble admissible Uad = UΛ et l’ensemble Uh suivant

Uh = UΛ ∩Kh,1,

Kh,1 = {qh ∈ L∞(Ω) | qh|T ∈ P1(T), ∀T ∈ Th} .

Supposons que les hypothèses (A1) − (A2) − (A3) du Théorème 2.2 soient satisfaites et que
la fonction coût J0 : (q,ψ) ∈ UΛ × H1(Ω) 7→ J0(q,ψ) ∈ R est continue pour la topologie
(faible∗, forte) de BV(Ω) × H1(Ω). Soit (q∗h,ψh(q

∗
h)) ∈ UΛ,h × Vh une paire optimale de

(2.9).
Alors la suite (q∗h)h ⊂ UΛ est bornée et il existe une sous-suite (la même notation est utilisée) et
q∗ ∈ UΛ tels que q∗h ⇀ q∗ faible∗ dans BV(Ω), ψ(q∗h) → ψ(q∗) fort dans H1(Ω) et

J̃(q∗) ⩽ J̃(q), ∀q ∈ UΛ.

Ainsi, tout point d’accumulation de (q∗h,ψh(q
∗
h)) est une solution du problème d’optimisation

(2.7).

Dans le cas où Uad = UΛ,κ, nous avons un résultat similaire au Théorème 2.6 en
modifiant l’ensemble Uh.

Théorème 2.7 Considérons l’ensemble admissible Uad = UΛ,κ et l’ensemble Uh suivant

Uh = UΛ,κ ∩Kh,0,

Kh,0 = {qh ∈ L∞(Ω) | qh|T ∈ P0(T), ∀T ∈ Th} .
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Supposons que β = 0 et que les hypothèses (A2) − (A3) du Théorème 2.2 sont satisfaites. On
suppose également que J : (q,ψ) ∈ UΛ ×H1(Ω) 7→ J(q,ψ) ∈ R est continue pour la topologie
(faible∗, forte) de BV(Ω)×H1(Ω). Soit (q∗h,ψh(q

∗
h)) ∈ Uh × Vh une paire optimale de (2.9).

Alors les conclusions du Théorème 2.6 sont également valables.

L’ensemble Uh du Théorème 2.6 est composé d’éléments finis P1 tandis que, dans
le Théorème 2.7,Uh est composé d’élémentsP0. Cette différence provient essentiellement
des hypothèses assurant l’existence d’une solution optimale qui imposent d’avoir β > 0
lorsque Uad = UΛ (voir Théorème 2.2). En effet, pour démontrer le Théorème 2.6, il faut
passer à la limite dans l’inégalité (2.9). Ce passage à la limite nécessite d’avoir un ensemble
Uh dense dans UΛ pour la topologie forte de BV(Ω) ce qui est le cas avec des éléments
finis P1 mais pas avec des éléments P0. Lorsque Uad = UΛ,κ, le passage à la limite dans
l’inégalité (2.9) peut s’effectuer pour un ensemble Uh dense dans UΛ,κ pour la topologie
faible* de BV(Ω) permettant donc de discrétiser les bathymétries avec des éléments P0.

1.3 Résultats numériques

On présente maintenant des résultats numériques pour lesquels les hypothèses des
Théorèmes 2.6 et 2.7 assurant la convergence des optimums discrets vers les optimums
continus ne sont pas vérifiées. Pour cela, les bathymétries sont approximées par des
éléments de Kh,0 mais la contrainte |Dqh|(Ω) ⩽ κ n’est pas imposée et ainsi le Théorème
2.7 ne s’applique plus.

Pour le cas test présenté ici, on considère une onde plane ψ0(x) = eik0x·d avec
d = (0, 1)⊤ et

k0 =
ω0√
gz0

, ω0 =
2π
T0

, T0 = 20, g = 9.81, z0 = 3.

Le domaine de calcul est Ω = [0,L]2 où L = 10π
k0

≈ 542.5. Le domaine Ω est discrétisé
avec un maillage structuré composé de 8192 triangles et le pas de maillage est ∆x = ∆y =

8.476472.

La résolution du problème d’optimisation est effectuée avec une méthode de type
subspace trust-region telle que celle décrite dans [17] et [18]. Chaque itération nécessite la
résolution d’un système linéaire qui est réalisée avec un gradient conjugué. On impose
également une contrainte L∞ sur qh : 1 ⩾ qh ⩾ −0.9.

Pour définir le cas test, on considère la bathymétrie

qref(x,y) = e−τ
(
((x−

L
4 )2+(y−

L
4 )2

)
+ e−τ

(
(x−

3L
4 )2+(y−

3L
4 )2

)
,

avec τ = 10−3. L’objectif est de reconstruire qref sur le domaineΩq = [L8 , 3L
8 ]2 ∪ [ 5L

8 , 7L
8 ]2,

en minimisant la fonction coût

J(q,ψtot) =
ω2

0
2

∫
Ω0

|ψtot(x,y) −ψref(x,y)|2dxdy,
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Figure 2.1 – (En haut) Erreur entre qref et la solution numérique de (2.9) ; (En bas à droite)
Représentation de qref ; (En bas à gauche) solution numérique de (2.9).
Les zones jaunes représentent Ω0 et les zones rouges correspondent à Ωq, le support de
qref.

où ψref est la solution de (2.10) avec qh = qref etΩ0 = [3L
4 − δ, 3L

4 + δ]2, δ = L
6 .

Les résultats sont donnés dans la Figure 2.1. On peut voir notamment que la ba-
thymétrie n’est pas reconstruite dans les zones qui n’appartiennent pas au domaine
d’observation Ω0. Au contraire, la bathymétrie est très bien retrouvée dans Ω0 ∩Ωq ce
qui correspond aux zones appartenant au support de qref.

Dans cet expérience numérique, les hypothèses du Théorème 2.7 ne sont pas sa-
tisfaites car on n’impose pas |Dqh|(Ω) ⩽ κ. La Figure 2.2 représente |Dq∗h|(Ω) pour
différentes valeurs de h. On peut y observer que |Dq∗h(Ω)| = O(h−s) pour un certain
s > 0. Ces résultats numériques montrent l’importance d’imposer une borne supérieure
sur |Dqh| (soit dans l’espace admissibleUad ou bien dans la fonction coût) pour démontrer
l’existence de bathymétries optimales (Théorèmes 2.2 et 2.3) et la convergence des opti-
mum discrets vers les optimum continus (Théorèmes 2.6 et 2.7).
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Figure 2.2 – Valeur de |Dq∗h|(Ω) pour différents h.

2 Optimisation topologique visant des solides optimisés avec
des conductivités constantes par morceaux

Cette section présente des résultats issus de [Chap2-A5].

Un problème d’optimisation topologique (voir par exemple [1]) consiste à déterminer
la localisation d’un solide au sein d’un fluide pour minimiser une fonction coût. La
résolution d’un tel problème nécessite donc d’utiliser la localisation et les caractéristiques
physiques du matériau recherché comme paramètres d’optimisation. Pour sa simplicité
d’utilisation, le modèle de pénalisation pour les équations de Navier-Stokes introduit
dans [2] est majoritairement adopté. Ce dernier permet de localiser le solide avec l’aide
d’un terme de friction, faisant intervenir une fonction indicatrice du solide, qui définit la
zone fluide du domaine lorsqu’il est nul et la zone solide lorsqu’il tend vers l’infini. La
localisation du solide étant réalisée avec un paramètre discret, le paramètre de contrôle
appartient à un ensemble qui n’est ni convexe ni fermé pour la topologie faible∗ de L∞.
Ainsi, l’étude mathématique et numérique de ce problème d’optimisation est, comme
indiqué dans [20], difficile.
Afin de passer outre ces difficultés, T. Borrvall et J. Petersson [7] ont considéré une variable
d’optimisation α définie sur tout le domaine de calcul et pouvant prendre des valeurs
continues entre 0 et 1. Ils ont ensuite régularisé l’indicatrice intervenant dans le terme de
pénalisation avec ce qu’on appelera une fonction d’interpolation fluide-solide permettant
ainsi de localiser les zones fluides et solides en fonction des valeurs de α. Un problème
d’optimisation topologique revient alors à déterminer le paramètre α qui minimise la
fonction coût considérée.

L’étude mathématique (par exemple : existence, unicité de solution faible ; existence
de solution au problème d’optimisation, ...) de problèmes d’optimisation topologique a
été réalisée pour un écoulement de Stokes stationnaire dans [7, 20] et pour le modèle de
Navier-Stokes stationnaire dans [21]. Les travaux précédemment mentionnés considèrent
des conditions limites de Dirichlet homogènes ce qui permet notamment de simplifier la
dérivation d’estimations a priori pour la solution du système de Navier-Stokes incom-
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pressible [8, 34]. Un des apports principaux de [Chap2-A5] est l’étude d’un problème
d’optimisation topologique pour des écoulements anisothermes modélisés par le système
de Navier-Stokes, sous l’approximation de Boussinesq, couplé à une équation d’énergie
avec des conditions limites mixtes.
Un autre apport de [Chap2-A5] a été de proposer une fonction d’interpolation fluide-
solide permettant de localiser des solides ayant des conductivités thermiques constantes
par morceaux. Par rapport à d’autres approches proposées pour obtenir de tels solides
optimisés (voir par exemple [28, 38]), notre fonction d’interpolation est régulière et n’uti-
lise qu’une seule variable d’optimisation additionnelle pour interpoler les différentes
constantes des conductivités ciblées.

On décrit maintenant la procédure pour obtenir le modèle utilisé comme contrainte
dans un problème d’optimisation topologique. Considérons pour cela Ω ⊂ Rd, d ∈ {2, 3}
tel que Ω = Ωf ∪Ωs où le fluide occupe la zone Ωf et le solide la zone Ωs. Le système
de Navier-Stokes incompressible sous l’approximation de Boussinesq sous sa forme sans
dimension est :

∇ · u = 0 dansΩf,
(u · ∇)u +∇p− Re−1∆u − Riθey = 0 dansΩf,
∇ · (uθ) −∇ ·

(
Re−1 Pr−1 k(x)∇θ

)
= 0 dansΩ,

u = 0 dansΩs,

(2.11)

où Re = (V0L0)/ν est le nombre de Reynolds, Ri = (gβL0δT)/V
2
0 le nombre de Richardson,

Pr = ρ0νcp/kf le nombre de Prandlt. La fonction x ∈ Ω 7→ k(x) est définie par

k(x) =
1
kf

(kf1Ωs
(x) + ks(1 − 1Ωs

(x))) ,

et représente le ratio des conductivités thermiques. Les quantités de référence V0,L0, ρ0

sont respectivement une vitesse, une longueur et la masse volumique du fluide à une
température de référence T0. De plus, β est le coefficient de dilatation thermique du
fluide, ν sa viscosité cinématique, δT = −ϕ/kf avec ϕ un flux thermique sur une paroi
et kf la conductivité du fluide et enfin cp est la capacité calorifique du fluide à pression
constante.

En suivant [2], le solide peut être localisé avec un terme de pénalisation de la forme
η−11Ωs

u qui est ajouté dans le système (2.11). Ce terme permet, en faisant tendre η vers 0,
de récupérer que u|Ωs

= 0 et u|∂Ωs
= 0 correspondant à une condition de non-glissement

sur les parois solides (voir [2, Lemma 4.4 et Theorem 4.1]). La version pénalisée du système
(2.11) est alors

∇ · u = 0 dansΩ,
(u · ∇)u +∇p− Re−1∆u − Riθey + 1

η1Ωs
(x)u = 0 dansΩ,

∇ · (uθ) −∇ ·
(
Re−1 Pr−1 k(x)∇θ

)
= 0 dansΩ.

(2.12)

Remarque 2.8 Notons que kτ représente le ratio des conductivités du solide par celle du fluide
car nous travaillons avec la forme adimensionnée des équations. Par abus de language, on parlera
uniquement de conductivité pour les valeurs prises par kτ.
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La dernière étape pour définir le modèle utilisé comme contrainte dans le problème
d’optimisation topologique consiste à introduire une fonction α : x ∈ Ω 7→ R+ et à
régulariser l’indicatrice du solide avec une fonction hτ(α(x)) vérifiant

hτ(s) −−−−−→
τ→+∞ 0 pour s < α0,

hτ(s) −−−−−→
τ→+∞ αmax pour s ⩾ α0,

où αmax = η−1 et la convergence ci-dessus est ponctuelle. Les zones fluide et solide dans
Ω peuvent alors être déterminées (de façon approchée) par

Ωf := {x ∈ Ω | α(x) < α0} , Ωs := {x ∈ Ω | α(x) ⩾ α0} , (2.13)

et nous pouvons désormais utiliserα : x ∈ Ω 7→ α(x) ∈ [0,αmax] comme paramètre d’opti-
misation. Dans [Chap2-A5], nous avons proposé une fonction d’interpolation fluide-solide
permettant d’obtenir des solides optimisés ayant des conductivités thermiques constantes
par morceaux (voir Section 2.1). La variable d’optimisation gérant les différentes constantes
est notée φ et on note ainsi ξ = (α,φ) les variables d’optimisation.
Le système utilisé comme contrainte dans le problème d’optimisation topologique étudié
dans [Chap2-A5] est enfin

∇ · u = 0 dansΩ,
∇p−A∆u − (u · ∇)u + hτ(α)u − Bθey = 0 dansΩ,

−∇ · (Ckτ(α,φ)∇θ) +∇ · (uθ) = 0 dansΩ,
(2.14)

où A,B,C sont les constantes physiques ci-dessous

A =
1

Re
, B = Ri, C =

1
Re Pr

.

Les conditions aux limites considérées sont mixtes et sont définies sur ∂Ω = Γ décomposé
selon Γ = Γw ∪ Γin ∪ Γout tels que |Γw| > 0, |Γin| > 0, |Γout| > 0 et Γin ∩ Γout = ∅. La partie
Γw concerne des conditions de non-glissement pour la vitesse, Γin représente l’entrée du
domaine et Γout sa sortie. Les conditions limites correspondantes sont

u = uin, θ = 0, sur Γin,
u = 0, kτ∂nθ = ϕ, sur Γw,

A∂nu − np = 0, ∂nθ = 0, sur Γout,
(2.15)

où uin ∈ H1/2
00 (Γin)

d est une vitesse en entrée 1 , ϕ est un flux thermique, n est la normale
unitaire sortante et ∂n désigne la dérivée normale.

Pour définir la formulation variationnelle de (2.14)-(2.15), on introduit les ensembles
suivants

Xu
1 =

{
v ∈ H1(Ω)d | v|Γw = 0

}
,

Xu =
{

v ∈ H1(Ω)d | v|(Γw∪Γin) = 0
}

,

Xθ =
{
θ ∈ H1(Ω) | θ|Γin = 0

}
.

1. La notation H1/2
00 (Γin) désigne l’ensemble des ψ ∈ H1/2(Γin) tels que l’extension de ψ par zéro à Γ est

dans H1/2(Γ).
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Pour traiter la condition limite de Dirichlet inhomogène sur Γin, on utilise le [16, Lemma
16] qui assure l’existence d’un V ∈ H1(Ω)d tel que ∇ · V = 0, V|Γw = 0, V|Γin = uin et
∥V∥H1(Ω)d ⩽MV∥uin∥H1/2

00 (Γin)d
pourMV > 0.

En introduisant
u = w + V,

où w ∈ Xu, la formulation varationnelle de (2.14)-(2.15) est

Trouver (w, θ,p) ∈ Xu × Xθ × L2(Ω) tels que :
a(ξ; w, v1) + b(v1,p) = ⟨G(ξ; w) + F(θ), v1⟩, ∀v1 ∈ Xu,

ã(ξ; θ, v2) + c̃(θ, w + V, v2) =
〈
G̃, v2

〉
, ∀v2 ∈ Xθ,

b(w,q) = 0, ∀q ∈ L2(Ω),

(2.16)

où les différentes formes multilinéaires sont définies par

a(ξ; u, v1) =

∫
Ω

[A∇u : ∇v1 + hτ(ξ)u · v1] dx,

b(u,q) = −

∫
Ω

q(∇·u)dx, c(u, v1, w) =

∫
Ω

(u·∇)v1 ·wdx, f(θ, v1) = −

∫
Ω

Bθey ·v1 dx,

ã(ξ; θ, v2) =

∫
Ω

Ckτ(ξ)∇θ · ∇v2 dx, c̃(θ, u, v2) =

∫
Ω

(∇θ · u)v2 dx,

et les termes sources sont

⟨G(ξ; w) + F(θ), v⟩ = −c(w + V, w + V, v) − f(θ, v) − a(ξ; V, v),〈
G̃, v2

〉
=

∫
Γw

Cϕv2 dσ.

Le problème d’optimisation considéré est enfin donné par

min J(ξ, w, θ,p)

où

{
(w, θ,p) est solution de (2.16) paramétrée par ξ,

ξ ∈ Uad,

(2.17)

où J est une fonction coût. De plus, on recherche des ξ admissibles dans l’ensemble Uad

donné ci-dessous :

ξ ∈ Uad = {ξ ∈ BV(Ω)m : 0 ⩽ ξ(x) ⩽ ξmax p.p. dansΩ, |Dξ|(Ω) ⩽ κ} ,

où les inégalités sont comprises élément par élément et ξmax ∈ Rm, ξmax > 0 et κ > 0.

Dans la suite, on présente tout d’abord la fonction d’interpolation fluide-solide per-
mettant de prendre en compte des solides avec des conductivités constantes par morceaux
(voir Section 2.1). Nous donnerons ensuite un résultat d’existence et l’unicité d’une solu-
tion faible au problème variationnel (2.16) ainsi que la convergence d’une approximation
éléments finis avec des éléments de Taylor-Hood. L’existence d’au moins une solution au
problème d’optimisation (2.17) et la convergence d’un optimum discret vers un optimum
continu sera ensuite présentée. Après avoir dérivé des conditions nécessaires d’optima-
lité du premier ordre, cette partie terminera avec des simulations numériques illustrant
certains résultats théoriques.
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2.1 Fonctions d’interpolation fluide-solide avec une conductivité constante
par morceaux

On commence par définir la fonction d’interpolation fluide-solide hτ intervenant
dans (2.14). Elle est basée sur la régularisation de la fonction de Heaviside ci-dessous :

h̃τ(y,y0,a,b) = a+ (b− a)

(
1

1 + exp(−τ(y− y0))
−

1
1 + exp(τy0)

)
, (2.18)

où y ∈ [0,ymax] dont on peut vérifier directement la convergence ponctuelle suivante

lim
τ→+∞ h̃τ(y,y0,a,b) =


a if y < y0,
(a+ b)/2 if y = y0,
b if y > y0.

(2.19)

On peut alors définir la fonction hτ par

hτ(α) = h̃τ(α,α0, 0,αmax), (2.20)

pour un α0 ∈ (0,αmax) fixé, une constante αmax assez grande pour pénaliser la vitesse
du fluide dans le solide qui sera représenté par les zones dans lesquelles α(x) ⩾ α0 (voir
également (2.13)).

On présente maintenant la fonction d’interpolation permettant d’obtenir des solides
optimisés ayant des conductivités thermiques constantes par morceaux. Pour j = 1, · · · ,N,
on note kj les différentes valeurs de conductivités ciblées et φ la variable d’optimisation
permettant de les interpoler. On définit maintenant kτ comme suit

kτ(α,φ) =
1
kf

(
kf + h̃τ(α,α0, 0, 1)(χτ(φ) − kf)

)
, (2.21)

où kf est la conductivité du fluide et χτ va permettre d’interpoler les différents kj en
fonction des valeurs prises par φ. Les zones fluides de Ω pouvant être déterminées par
les x ∈ Ω tels que α(x) < α0, la propriété (2.19) entraine

lim
τ→+∞kτ(α(x),φ(x)) = 1.

Les zones solides étant déterminées par les x ∈ Ω tels que α(x) ⩾ α0, on obtient

lim
τ→+∞kτ(α(x),φ(x)) = (kf + lim

τ→+∞(χτ(φ(x)) − kf))/kf = lim
τ→+∞χτ(φ(x))/kf.

On peut ainsi définir χτ comme suit

χτ(φ) = k1 +

N−1∑
j=1

h̃τ(φ,φj, 0,aj), (2.22)

où φj ∈ [0,φmax] et φi < φj pour tout i < j, i, j ∈ {1, · · · ,N − 1}. Les constantes aj sont
ensuites déterminées en imposant que

lim
τ→+∞χτ(φ) = kj pour φj−1 < φ < φj, 2 ⩽ j ⩽ N. (2.23)
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En utilisant (2.19), les conditions (2.23) donnent le système linéaire triangulaire

i∑
j=1

aj = ki+1 − k1, i = 1, 2, ...,N− 1, (2.24)

qui permet de déterminer les aj et ainsi de définir complètement la fonction χτ. La Figure
2.3 représente les deux fonctions d’interpolation fluide-solide décrite ci-dessus.
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Figure 2.3 – (Gauche) h̃τ(ξ, 50, 0, 100) pour différentes valeurs de τ. (Droite) χτ avec
φmax = 100 et kj ∈ {5, 10, 4, 3} pour différentes valeurs de τ.

2.2 Existence et unicité de solution faible et convergence d’une approximation
éléments finis

L’existence et l’unicité d’une solution pour (2.16) est donnée dans le résultat ci-
dessous :

Théorème 2.9 On suppose que les fonctions kτ et hτ sont bornées et positives sur leur ensemble
respectif de définition et qu’il existe kmin > 0 tel que, pour tout ξ ∈ Uad, on ait kmin ⩽ kτ(ξ).
Alors, si B, ∥uin∥H1/2

00 (Γin)
et ∥ϕ∥L2(Γ) sont suffisamment petit, il existe une unique solution faible

de (2.16).

La démonstration du Théorème 2.9 est basée sur un point fixe, ce qui impose d’avoir
des termes sources assez petits pour fonctionner. Les bornes supérieures sur les termes
sources dépendent de kmin, de la constante intervenant dans la condition inf-sup vérifiée
par la forme bilinéaireb(·, ·) et d’autres constantes intervenant dans l’inégalité de Poincaré
ou dans des inclusions continues entre espaces de Sobolev. Un point important reste que
si les termes sources sont assez petits alors la solution faible de (2.16) vérifie

∥w∥Xu + ∥θ∥Xθ + ∥p∥L2(Ω) ⩽ R,

où R > 0 ne dépend pas de τ ni du paramètre d’optimisation ξ. Les normes ci-dessus
sont définies par ∥·∥Xu =

√
a(ξ; ·, ·) et ∥·∥Xθ = ∥·∥H1(Ω). En supposant que la zone solide
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Ωs est connue et en prenant hτ = 1
τ1Ωs

, le champ de vitesse associé à (2.16) satisfait
∥
√
hτw∥L2(Ω) =

1√
τ
∥w∥L2(Ωs) ⩽ R ce qui implique

∥w∥L2(Ωs) ⩽ R
√
τ.

De plus,

∥w∥L2(∂Ωs) ⩽ C
√

∥w∥L2(Ωs)∥w∥H1(Ω) ⩽ C
√
Rτ1/4

√
∥w∥Xu ⩽ CRτ1/4,

et on retrouve ainsi le fait que, lorsque τ → 0, le champ de vitesse associé au problème
pénalisé tend vers 0 dans le solide avec la condition de non-glissement en paroi. On a
également les mêmes ordres de convergence en τ que ceux obtenus dans le cas d’une
condition de Dirichlet homogène sur ∂Ω et sans prise en compte des transferts de chaleur
dans le fluide (voir [2, Corollary 4.1, Lemma 4.4]).

La discrétisation de (2.16) est réalisée avec une triangulation quasi-uniforme de Ω
de sorte que Ω =

⋃
K∈Th

K. On note hK une taille caractéristique de l’élément K et h =

supK∈Th
hK. Les éléments finis de Taylor-Hood [33] sont ensuite utilisés pour approximer

les solutions de (2.16). On cherche donc des approximations (wh, θh,ph) ∈ Xu
h×Xθ

h×Mh

où
Xu
h = {vu

h ∈ Xu| ∀K ∈ Th, vh|K ∈ P2(K)} ,

Xθ
h =

{
ψh ∈ Xθ| ∀K ∈ Th, ψθ

h|K ∈ P2(K)
}

,

Mh =
{
qh ∈ C0(Ω)| ∀K ∈ Th, qh|K ∈ P1(K)

}
.

Pour discrétiser également les paramètres d’optimisation ξ, on utilise l’ensemble suivant

Uh = Uad ∩Kh avec Kh = {ξh ∈ L∞(Ω)2 | ξh|K ∈ P0(T)
2, ∀K ∈ Th},

qui correspond à des fonctions constantes sur chaque maille.

Pour ξh ∈ Kh, la discrétisation de (2.16) est alors

Trouver (wh, θh,ph) ∈ Xu
h × Xθ

h ×Mh tel que :
a(ξh; wh, vh) + b(vh,ph) = ⟨G(ξh; wh) + F(θh), vh⟩, ∀vh ∈ Xu

h,

ã(ξh; θh,ψh) + c̃(θh, wh + V,ψh) =
〈
G̃,ψh

〉
, ∀ψθ

h ∈ Xθ
h,

b(wh,qh) = 0, ∀qh ∈Mh.

(2.25)

Le résultat de convergence ci-dessous a été démontré.

Théorème 2.10 On suppose que B, ∥uin∥H1/2
00 (Γin)

et ∥ϕ∥L2(Γ) sont assez petits pour assurer
l’existence et l’unicité d’une solution faible pour (2.16) paramétrée par ξ. Soit ξh ∈ Uh une suite
qui converge faible* vers ξ dans BV(Ω)2. Alors, pour h assez petit, il existe une unique solution
(wh, θh,ph) de (2.25) et on a de plus

lim
h→0

(
∥wh − w∥Xu + ∥θh − θ∥Xθ + ∥ph − p∥L2(Ω)

)
= 0.
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L’existence et l’unicité d’une solution au problème (2.25) sont obtenues comme pour
(2.16) ce qui nécessite d’avoir des termes sources assez petits. La restriction sur le pas de
maillage provient de la validité de la condition inf-sup discrète. Sous ces hypothèses,
l’unique solution de (2.25) vérifie

∥wh∥Xu + ∥θh∥Xθ + ∥ph∥L2(Ω) ⩽ R,

où R est indépendant de h. Nous pouvons alors extraire de la suite (wh, θh,ph)h une
sous-suite faiblement convergente et la démonstration du Théorème 2.10 est réalisée, en
particulier, en passant à la limite dans la formulation variationnelle (2.25).

2.3 Existence d’au moins une solution optimale et approximation éléments
finis

Pour chaqueξ ∈ Uad, le Théorème 2.9 donne l’existence et l’unicité de (w(ξ), θ(ξ),p(ξ))
satisfaisant (2.16). On peut de plus démontrer que l’application

ξ ∈ (Uad, faible∗) 7→ (w(ξ), θ(ξ),p(ξ)) ∈
(
Xu × Xθ × L2(Ω), forte

)
est continue. En utilisant cette propriété et des suites minimisantes, on peut montrer
l’existence d’au moins une solution au problème d’optimisation (2.17).

Théorème 2.11 On suppose que

(A1) infUad×Xu×Xθ×L2(Ω) J > −∞.

(A2) J est semi-continue inférieurement pour la topologie (faible*, faible, faible, faible) de
BV(Ω)2 × Xu × Xθ × L2(Ω).

Alors le problème d’optimisation (2.17) admet au moins une solution dansUad×Xu×Xθ×L2(Ω).

La discrétisation éléments finis du problème d’optimisation (2.17) est

min J(ξh, wh, θh,ph)

tels que

{
(wh, θh,ph) vérifient (2.25) paramétré par ξh,

ξh ∈ Uh = Uad ∩Kh.

(2.26)

En utilisant des techniques similaires à celles utilisées pour la démonstration du Théorème
2.6, nous avons obtenu le résultat de convergence suivant.

Théorème 2.12 On suppose que (A1)-(A2) du Théorème 2.11 sont satisfaites et que J est
continue pour la topologie (faible*, forte, forte, forte) de BV(Ω)m × Xu × Xθ × L2(Ω). Soit
(ξ∗h, wh, θh,ph) ∈ Uh × Xu

h × Xθ
h ×Mh une solution optimale de (2.26). Alors tout point

d’accumulation de la suite (ξh, wh, θh,ph)h est une solution optimale de (2.17).
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Des conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre pour (2.17) peuvent être
obtenues en appliquant le [26, Theorem 1.48]. Ce résultat requiert la différentiabilité de
la fonctionnelle réduite J1 : ξ ∈ Uad 7→ J(ξ, w(ξ), θ(ξ),p(ξ)) ∈ R ainsi que l’inversibilité,
pour tout ξ ∈ Uad, de l’application ∂(w,θ,p)e(ξ; w(ξ), θ(ξ),p(ξ)) où e est l’opérateur à
valeur dans le dual de Xu × Xθ × L2(Ω) pour lequel le problème variationnel (2.16) est
équivalent à

⟨e(ξ; w, θ,p), (v1, v2,q)⟩(Xu)′×(Xθ)′×L2(Ω),Xu×Xθ×L2(Ω) = 0, ∀ (v1, v2,q) ∈ Xu×Xθ×L2(Ω).

L’étude de l’inversibilité de l’application ∂(w,θ,p)e(ξ; w(ξ), θ(ξ),p(ξ)) revient à étudier
l’existence et l’unicité de la solution au système linéarisé de (2.16). Pour des termes
sources (f1, f2, f3) ∈ (Xu) ′ × (Xθ) ′ × L2(Ω), cela est équivalent à montrer qu’il existe un
unique (ν, ζ, ρ) satisfaisant le problème suivant

Trouver (ν, ζ, ρ) ∈ Xu × Xθ × L2(Ω) tels que
a(ξ;ν, v1) + b(v1, ρ) + c ′(w+ V ,ν, v1) + f(ζ, v1) = ⟨f1, v1⟩(Xu) ′,Xu , ∀v1 ∈ Xu

ã(ξ; ζ, v2) + c̃(ζ, w + V, v2) + c̃(θ,ν, v2) = ⟨f2, v2⟩(Xθ) ′,Xθ ∀v2 ∈ Xθ

b(ν,q) = (f3,q)L2(Ω) , ∀q ∈ L2(Ω),
(2.27)

avec
c ′(w,ν, v) =

∫
Ω

((w · ∇)ν · v + (ν · ∇)w · v) dx.

Nous avons obtenu le résultat suivant :

Théorème 2.13 On suppose que uin et (w, θ,p) sont assez petits. Alors (2.27) admet une unique
solution qui est de plus continue par rapport aux données (f1, f2, f3).

En combinant le Théorème 2.13 avec [26, Theorem 1.48], un optimum ξ∗ vérifie les condi-
tions nécessaires d’optimalité ci-dessous :

⟨∇ξJ1(ξ
∗), ξ− ξ∗⟩(L∞(Ω)) ′,L∞(Ω) ⩾ 0, ∀ξ ∈ Uad,

où le gradient de la fonctionnelle réduite J1 est défini à partir du modèle adjoint. Pour
calculer ce dernier, on suppose que la fonction coût est donnée par

J(ξ, u,p, θ) =
∫
Ω

JΩ(ξ, u, θ,p) +
∫
Γ

JΓ (ξ, u, θ,p),

où JΩ : Uad × Xu
1 × Xθ × L2(Ω) → L1(Ω), JΓ : Uad × Xu

1 × Xθ × L2(Ω) → L1(Γ) sont
Fréchet-différentiables. Le système adjoint associé à (2.17) est alors

∇λp − hτ(α)λ
u + θ∇λθ +A∆λu +∇λu · u − (λu · ∇)u = −

∂JΩ
∂u

,

Bλu · ey + u · ∇λθ +∇ ·
(
Ckτ(ξ)∇λθ

)
= −

∂JΩ
∂θ

,

∇ · λu = −
∂JΩ
∂p

,

(2.28)
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avec les conditions limites

sur Γw : λu · t = 0, λu · n =
∂JΓ
∂p

, λθ(u · n) + Ckτ(ξ)∂nλθ =
∂JΓ
∂θ

,

sur Γin : λu · t = 0, λu · n =
∂JΓ
∂p

, λθ = 0, ∂nλ
p = 0,

sur Γout : λθ(u · n) + Ckτ(ξ)∂nλ
θ =

∂JΓ
∂θ

,

λpn+ λθθn+A∂nλ
u + (u · n)λu =

∂JΓ
∂u

,

(2.29)

où t est un vecteur unitaire tangent. Le gradient de la fonction coût est alors

∇ξJ =
∂JΩ
∂ξ

−
∂hτ

∂α
(ξ)u · λu − C

∂kτ

∂ξ
(ξ)∇θ · ∇λθ surΩ,

∇ξJ =
∂JΓ
∂ξ

sur Γw,
(2.30)

avec u = w + V où (w, θ,p) est la solution faible du problème direct (2.16).

2.4 Expériences numériques

On illustre maintenant certains résultats théoriques et les effets de la fonction d’in-
terpolation permettant d’obtenir des solides optimisés avec des paramètres physiques
constants par morceaux donnés dans la Section 2.1.

Le code a été réalisé avec Python et FEniCS/DOLFIN [27]. On utilise l’approche
optimize-then-discretize et la résolution du problème d’optimisation (2.17) est effectuée
avec l’algorithme L-BFGS-B [11]. La résolution du problème direct (2.16) a été réalisée
avec une méthode de Newton dont l’initialisation est calculée avec un point fixe. Le
domaine Ω = [0,L] × [0,H] est représenté dans la Figure 2.4 et la fonction coût vise à

Γin

Γw, ϕ = 3

Γout

Γw, ϕ = 3H = 6

L = 2

Figure 2.4 – Présentation du domaine de calculΩ et des conditions limites
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maximiser la température en sortie du canal. La vitesse à l’entrée du canal est le profil
parabolique

∀x ∈ Γin : uin(x) = 1.8x(2 − x)ey.

Le problème d’optimisation résolu numériquement est ainsi

min −

∫
Γout

θ

tels que

{
u = w + V où (w, θ,p) satisfait (2.16),

(α,φ) ∈ Uad.

Les résultats numériques ont été obtenus avec les paramètres ci-dessous :

Re = 100, Ri = 1.8, τ = 30, αmax = 108, α0 = 1, kj ∈ {5, 6, 8, 11, 13, 16}.

La taille caractéristique du maillage est paramétrée dans FEniCS par n qui indique le
nombre de cellule dans une direction. Ainsi, plus n est grand, plus le maillage est fin. La
Figure 2.5 montre les solides optimisés pour différentes valeurs de n. On peut observer
sur la Figure 2.5 que les formes des solides optimisés sont assez proches pour les différents
pas de maillages. Toutefois, les champs de conductivités optimisés présentent davantage
de différences. Néanmoins, ces résultats ne sont pas incompatibles avec le Théorème 2.12
qui assure la convergence d’une sous-suite de minimiseurs discrets vers un minimum de
la fonction coût. En effet, pour chaque maillage considéré, les valeurs de la fonction coût
après optimisation sont très proches de −1.5.
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Figure 2.5 – Evolution du kτ optimisé pour différentes valeurs de n. Les zones de fluide
correspondent aux zones bleues dans lesquelles kτ = 1.
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3 Optimisation topologique avec conditions limites non-lisses
en sortie

Cette section présente des résultats issus de [Chap2-A6].

L’objectif de [Chap2-A6] est d’étudier un problème d’optimisation topologique où
les contraintes sont données par le système de Navier-Stokes incompressible, instation-
naire et sous l’approximation de Boussinesq, avec un terme de pénalisation pour la vi-
tesse permettant de localiser un solide, en prenant en compte des conditions non-lisses en
sortie. Ces conditions limites sont appelées Directional-do-nothing (DDN) et permettent de
modéliser le cas d’un écoulement retour en sortie d’un domaine de calcul [10, 4, 12, 8]. Plus
précisément, les conditions limites DDN se ramènent à des conditions de sortie usuelles
(Re−1∂nu − np = 0, appelée aussi conditions limites Do-Nothing) lorsque l’écoulement
est sortant et font intervenir le carré de la vitesse pour un écoulement rentrant dans le
domaine. Les conditions DDN se rapprochent de plus des conditions locales et globales
de type Bernoulli étudiées dans [9, 19] mais ont l’avantage de s’inclure plus naturellement
dans une formulation variationnelle du système de Navier-Stokes incompressible.
Le cas stationnaire du modèle de Navier-Stokes avec des conditions limites DDN en sor-
tie a été étudié dans [5] et le système de Boussinesq dans [12]. L’existence et l’unicité
d’une solution faible pour le système de Navier-Stokes instationnaire avec des conditions
DDN en sortie ont été obtenus dans [10, 8]. Le système de Boussinesq instationnaire a
également été traité dans [5, p. 16, Theorem 3.2] mais la stratégie de démonstration est
basée sur un point fixe ce qui permet de démontrer l’existence et l’unicité pour des termes
sources et des paramètres physiques assez petits. Dans [Chap2-A6], nous avons obtenu
l’existence (et l’unicité en 2D) de solution pour le modèle de Boussinesq instationnaire
avec conditions DDN en sortie en s’affranchissant de l’hypothèse des petits termes sources
et petits paramètres physiques. Nous avons ensuite étudié un problème d’optimisation
topologique utilisant ce modèle comme contrainte.

Le modèle sans dimension considéré dans [Chap2-A6] est donné par

∇ · u = 0, dansΩ

∂tθ+∇ · (uθ) −∇ · (Ck(α)∇θ) = 0, dansΩ

∂tu + (u · ∇)u −A∆u +∇p− Bθey + h(α)u = f, dansΩ

u(0, x) = u0(α; x) x ∈ Ω,

θ(0, x) = θ0(α; x) x ∈ Ω,

(2.31)

où u est la vitesse du fluide, p sa pression, θ la température et u0(α), θ0(α) sont des
conditions initiales. On a de plus A = Re−1 avec Re le nombre de Reynolds, B = Ri est le
nombre de Richardson et C = (Re Pr)−1 où Pr est le nombre de Prandtl, ey = (0, 1) en 2d
et ey = (0, 1, 0) en 3d. La fonction α : x ∈ Ω 7→ α(x) ∈ R+ est le paramètre d’optimisation
permettant de discriminer les zones fluides et solides dans le domaine Ω et h(α),k(α)
sont définies à partir des fonctions d’interpolation fluide/solide telles que celles données
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dans la Section 2.1.
Pour les conditions aux limites, on considère tout d’abord une fonction β : (t, x) ∈
[0, T ]× Γout 7→ β(t, x) ∈ R et on note

∀s ∈ R : s+ = pos(s) = max(0, s), s− = neg(s) = max(0,−s), s = s+ − s−.

En supposant que ∂Ω = Γ est Lipschitzienne et peut être décomposée en 3 parties dis-
jointes Γ = Γw ∪ Γin ∪ Γout, les conditions limites sont données par

sur Γin : u = uin, θ = 0,

sur Γw : u = 0, Ck∂nθ = ϕ,

sur Γout : A∂nu − np = A∂nuref − npref −
1
2
(u · n)−(u − uref),

Ck∂nθ+ β(u · n)−θ = 0,

(2.32)

où ϕ ∈ L2(0, T ;L2(Γw)), f ∈ L2(0, T ; (H1(Ω)) ′), uin ∈ L2(0, T ;H1/2
00 (Γin)), ∂n = n · ∇ et

(uref,pref) est une donnée. Les conditions de type Directional-Do-Nothing sont celles im-
posées sur la sortie Γout et ont été en partie introduites dans [10, 4, 12, 8].

Dans [Chap2-A6], nous avons étudié le problème d’optimisation topologique ci-
dessous

min J(α, u, θ)

tel que

{
(u, θ) vérifie (2.31) − (2.32) paramétré par α,

α ∈ Uad,

(2.33)

où J est une fonction coût. L’ensemble Uad peut être défini comme aux Sections 1 et 2
mais pourrait également être remplacé par tout ensemble dont l’inclusion dans Lp(Ω)

pour un certain 1 ⩽ p < +∞ est compacte.
Une des difficultés concernant l’étude du problème d’optimisation (2.33) provient du
caractère non-lisse (ici : non-dérivable) des conditions aux limites. En particulier, cela
rend délicat la dérivation de conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre. Pour
contourner cette difficulté, nous avons régularisé les conditions limites (voir par exemple
[32]) en remplaçant la fonction neg par une suite negε de classe C1 définie par exemple
dans [32] par

negε (s) =

neg(s) si |s| ⩾ ε
2 ,

1
2

(1
2 − s

ε

)3 (3ε
2 + s

)
si |s| < ε

2 .
(2.34)

On introduit également la notation posε (s) = s + negε (s) pour la régularisation de la
partie positive de s ∈ R. Parmis les propriétés de la fonction negε (), on peut noter que la
convergence de negε () vers neg est uniforme sur R lorsque ε→ 0.

Pour définir la formulation faible de (2.31)-(2.32), on introduit

Vu = {u ∈ H1(Ω)d |∇ · u = 0, u|Γin∪Γw = 0},

et on note Hu la fermeture de Vu dans (L2(Ω))d. De même, on note

Vθ = {θ ∈ H1(Ω) | θ|Γin = 0},
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etHθ = L2(Ω). La formulation faible de (2.31)-(2.32) où la fonction neg est remplacée negε

est alors donnée par∫
Ω

∂tθεφ−

∫
Ω

θεuε · ∇φ+

∫
Γout

(
(uε · n) + βnegε (uε · n)

)
θεφ

+

∫
Ω

Ck∇θε · ∇φ =

∫
Γw

ϕφ,
(2.35)

∫
Ω

∂tuε ·Ψ+
1
2
{((uε · ∇)uε) ·Ψ− ((uε · ∇)Ψ) · uε}+A∇uε : ∇Ψ

+

∫
Ω

h(α)uε ·Ψ− Bθε · ey ·Ψ+
1
2

∫
Γout

posε (uε · n) (uε ·Ψ)

=

∫
Ω

f ·Ψ+

∫
Γout

(A∂nuref − npref) ·Ψ+
1
2

∫
Γout

negε (uε · n) (uref ·Ψ),

(2.36)

pour tout (Ψ,φ) ∈ Vu × Vθ. On appelle notamment solution faible de (2.31)-(2.32),
avec les conditions limites régularisées, tout (uε, θε) ∈ L2(0, T ;Vu) × L2(0, T ;Vθ) tel que
(∂tuε,∂tθε) ∈ (Vu)′×(Vθ)′ vérifiant (2.35)-(2.36) au sens des distributions dansD′(]0, T [).

Le problème d’optimisation avec conditions limites régularisées est enfin

min J(αε, uε, θε)

où

{
(uε, θε) vérifient (2.35) − (2.36) paramétré par αε,

αε ∈ Uad.

(2.37)

Dans la suite, nous donnerons un théorème d’existence de solution faible pour
(2.35)-(2.36) ainsi qu’un résultat de convergence lorsque ε → 0. On dérivera ensuite des
conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre pour le problème d’optimisation
(2.37) qui permettront, après un passage à la limite ε → 0, de dériver des conditions
d’optimalité pour le problème d’optimisation (2.33) avec des conditions limites non-lisses
en sortie.

3.1 Existence et unicité d’une solution faible

L’existence de solutions faibles pour (2.35)-(2.36) est obtenue sous les hypothèses
ci-dessous :

Hypothèses 1
• Le terme source vérifie f ∈ L2(0, T ; (H1(Ω)) ′).
• (uref,pref) sont tels que

uref ∈ Lr(0, T ; (H1(Ω))d) ∩ L∞(0, T ; (L2(Ω))d)

où r = 2 si d = 2 et r = 4 si d = 3,

∇ · uref = 0,

∂turef ∈ L2(0, T ; (L2(Ω))d),

uref = 0 sur Γw

uref = uin sur Γin.
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et A∂nuref − prefn ∈ L2(0, T ;H− 1
2 (∂Ω)).

• Il existe kmin tel que k(x) ⩾ kmin > 0 et h(x) ⩾ 0 pour presque tout x ∈ Ω.
• La condition initiale u0 : Uad 7→ Vu (resp. θ0 : Uad 7→ Vθ) est Fréchet-differentiable.

De plus, pour tout α ∈ Uad, u0(α)|Γin = uin(0), u0(α)|Γw = 0 et θ0(α)|Γin = 0.
• β ∈ L∞(0, T ;L∞(Γout)) vérifie β(t, x) ⩾ 1

2 pour presque tout (t, x) ∈ [0, T ]× Γout.

En notant uε = vε + uref et en prenant φ = θε,Ψ = vε dans (2.35)-(2.36), on obtient les
estimations a priori suivantes

sup
[0,T ]

∥θε∥L2(Ω) +

∫T
0
∥∇θε∥2

L2(Ω) ⩽ c
θ, (2.38)

sup
[0,T ]

∥vε∥L2(Ω) +

∫T
0
∥∇vε∥2

L2(Ω) ⩽ c
v, (2.39)

où les constantes positives cθ, cv sont indépendantes de ε et de α. L’existence de solutions
peut alors être obtenue avec la méthode de Faedo-Galerkin (voir par exemple [8, 10])
combinée à des arguments de compacité.

Théorème 2.14 Supposons que les hypothèses 1 soient vérifiées. Alors pour tout (v0, θ0) ∈ Hu×
Hθ et tout T > 0, il existe vε ∈ L∞(0, T ;Hu) ∩ L2(0, T ;Vu), θε ∈ L∞(0, T ,Hθ) ∩ L2(0, T ;Vθ)

vérifiant (2.35)-(2.36). De plus, en notant u0 = v0 + uref(0) et uε = vε + uref, on a(∫
Ω

uε ·Ψ
)
(0)dx =

∫
Ω

u0 ·Ψdx,
(∫

Ω

θεφ

)
(0)dx =

∫
Ω

θ0φdx,

pour tout (Ψ,φ) ∈ Vu × Vθ. Enfin, v ′
ε = dvε

dt ∈ L 4
3 (0, T ; (Vu) ′) et θ ′ε ∈ L 4

3 (0, T ; (Vθ) ′).

Le Théorème 2.14 assure l’existence d’au moins une solution faible pour (2.35)-
(2.36). L’unicité peut également être démontrée en dimension d = 2 (voir par exemple
[8, 10]).

3.2 Convergence de la solution du problème régularisé

En utilisant que les estimations a priori (2.38) sont indépendantes de ε, on peut
obtenir un résultat de convergence pour uε et θε lorsque ε→ 0.

Théorème 2.15 Considérons (αε)ε ⊂ Uad et α ∈ Uad tels que αε converge faible* vers α
dans BV(Ω). Soit (vε, θε) une (suite de) solutions de (2.35)-(2.36) paramétrée par αε et soit
uε = vε+uref. Alors il existe (v, θ) ∈ L∞(0, T ;Hu)∩L2(0, T ;Vu)×L∞(0, T ,Hθ)∩L2(0, T ;Vθ)

tel que, en notant u = v+uref, on a une sous-suite de (vε, θε) (la même notation est utilisée) telle
que les convergences ci-dessous sont vérifiées :

• uε
∗
⇀ u dans L∞(0, T ;Hu)

• θε
∗
⇀ θ dans L∞(0, T ;Hθ),
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• uε ⇀ u dans L2(0, T ;Vu) et dans L2(0, T ; (L6(Ω))d),
• θε ⇀ θ dans L2(0, T ;Vθ) et dans L2(0, T ;L6(Ω)),
• uε ⇀ u dans L4(0, T ; (L2(Γ))d)

• θε ⇀ θ in L4(0, T ;L2(Γ)),
• uε −→ u dans L2(0, T ; (L2(Ω))d)

• θε −→ θ dans L2(0, T ;L2(Ω)),
• uε −→ u dans L2(0, T ; (L2(Γ))d)

• θε −→ θ dans L2(0, T ;L2(Γ)),
• ∂tuε ⇀ ∂tu dans L

4
3 (0, T ; (Vu) ′)

• ∂tθε ⇀ ∂tθ dans L
4
3 (0, T ; (Vθ) ′).

De plus (v, θ) est une solution faible de (2.31)-(2.32) paramétré par α.

Le Théorème 2.15 assure l’existence d’une sous-suite de solutions faibles du problème
régularisé vers une solution du problème initial (2.31)-(2.32). Des résultats plus précis ont
été obtenus en dimension d = 2 car la dérivée en temps de uε, θε est alors suffisamment
régulière pour utiliser des arguments basés sur le Lemme de Gronwall ce qui permet
notamment de démontrer l’unicité de la solution faible.

Théorème 2.16 On suppose que d = 2 et que les hypothèses du Théorème 2.15 sont satisfaites.
Alors, pour ε → 0, on a uε → u fortement dans L∞(0, T ;L2(Ω)2) et θε → θ fortement dans
L∞(0, T ;L2(Ω)). De plus, ∇uε → ∇u fortement dans L2(0, T ;L2(Ω)2) et ∇θε → ∇θ fortement
dans L2(0, T ;L2(Ω)).

Les Théorèmes 2.15 et 2.16 donnent la convergence, pour ε→ 0, des solutions faibles
de (2.35)-(2.36) vers celles de (2.31)-(2.32). En dimension 3, nous avons la convergence
d’une sous-suite seulement tandis qu’en dimension d = 2, l’unicité de la solution faible
permet de montrer la convergence de l’intégralité de la suite.

3.3 Conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre

Pour simplifier la présentation des résultats, on se restreint dans cette partie au cas
de la dimension d = 2.

Considérons les ensembles suivants :

Xu = L2(0, T ;Vu) ∩ L∞(0, T ;Hu) et Xθ = L2(0, T ;Vθ) ∩ L∞(0, T ;Hθ),

qui sont munis des normes

∥u∥Xu = max{∥u∥L2(0,T ;Vu), ∥u∥L∞(0,T ;Hu)}, ∥θ∥Xθ = max{∥θ∥L2(0,T ;Vθ), ∥θ∥L∞(0,T ;L2(Ω))}.

En adaptant la démonstration du Théorème 2.16, on peut démontrer la continuité de
l’application

α ∈ (Uad, faible∗) 7→ (uε(α), θ(α)) ∈
(
Xu ×Xθ, fort

)
,

49



où (uε(α), θ(α)) est la solution faible de (2.31)-(2.32) paramétré par α. En supposant alors
que la fonction coût J est semi-continue inférieurement pour la topologie (faible*, forte,
forte) de Uad × L2(0, T ;Vu) × L2(0, T ;Vθ), on peut alors utiliser des suites minimisantes
pour démontrer l’existence d’au moins une solution aux problèmes d’optimisation (2.37)
et (2.33).

Pour définir les conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre du problème
d’optimisation régularisé, on ré-écrit (2.35)-(2.36) sous la forme équivalente

⟨e(αε; uε, θε),y⟩Y′,Y = 0, ∀y ∈ Y

où e : Uad ×Wu(0, T)×Wθ(0, T) → Y′ avec Y := Xu ×Xθ ×Hu ×Hθ et

Wu(0, T) = {u ∈ Xu; ∂tu ∈ (Xu) ′},

Wθ(0, T) = {θ ∈ Xθ; ∂tθ ∈ (Xθ) ′}.

Les deux premières composantes de e(αε; uε, θε) donnent les équations de (2.35)-(2.36) et
les deux dernières permettent d’imposer les conditions initiales.

Les conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre pour le problème d’opti-
misation régularisé (2.37) sont obtenues en appliquant [26, Theorem 1.48] qui nécessite
d’étudier l’inversibilité de l’opérateur ∂(uε,θε)e(αε; ·, ·). Ces dernières sont données dans
le résultat suivant.

Théorème 2.17 Soit α∗
ε une solution optimale de (2.37) et (u∗

ε, θ∗ε) la solution de (2.35)-(2.36)
avec α = α∗

ε. Alors il existe des variables adjointes (λu
ε, λθε) ∈ Xu × Xθ telles que, en notant

(λu0
ε , λθ0

ε ) = (λu
ε(0, ·), λθε(0, ·))et Λε = (λu

ε, λθε , λu0
ε , λθ0

ε ) :

e(α∗
ε, u∗

ε, θ∗ε) = 0,

(∂(uε,θε)e(α
∗
ε; u∗

ε, θ∗ε))
∗Λε = −∂(uε,θε)J(α

∗
ε; u∗

ε, θ∗ε),

⟨∂αεJ(α
∗
ε; u∗

ε, θ∗ε) + (∂αεe(α
∗
ε; u∗

ε, θ∗ε))
∗Λε,α− α∗

ε⟩U ′
ad,Uad

⩾ 0, ∀α ∈ Uad,

αε ∈ Uad.

(2.40)

Ci-dessus, (λu
ε, λθε) est la solution faible du problème adjoint

(∂(uε,θε)e(αε; uε, θε))∗Λε = G, (2.41)
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pour G = −∂(uε,θε)J(αε; uε, θε) ∈Wu(0, T) ′ ×Wθ(0, T) ′ dont la formulation forte est

−∂tλ
u
ε −A∆λ

u
ε + h(αε)λ

u
ε + (∇uε)

⊺λu
ε − (uε · ∇)λu

ε − θε∇λθε = g1

∇ · λu
ε = 0,

−∂tλ
θ
ε + Bλu

ε · ey −∇ · (Ck(αε)∇λθε) −∇ · (uελ
θ
ε) = g2

λu
ε|Γw∪Γin = 0,

λθε |Γin = 0,

∂nλ
θ
ε |Γw = 0,

A∂nλ
u
ε|Γout −

1
2
(
posε (uε · n) + (uε · n)

)
λu
ε − (1 + βµε)θελ

θ
εn

−
1
2
µε

(
(uε − uref) · λu

ε

)
n = 0,

Ck(αε)∂nλ
θ
ε + βλθεnegε (uε · n) |Γout = 0

λu
ε(T) = 0,

λθε(T) = 0,

(2.42a)

µε = neg ′
ε (uε · n) . (2.42b)

Pour obtenir des conditions nécessaires d’optimalité pour le problème d’optimi-
sation initial (2.33), nous allons passer à la limite ε → 0 dans (2.40) correspondant aux
conditions d’optimalité du problème d’optimisation régularisé. La difficulté principale
concerne le terme µε défini par (2.42b) qui fait intervenir la fonction neg ′

ε (.). Pour pas-
ser tout de même à la limite dans cette relation, on introduit la fonction de Heaviside
multivaluée H : R⊸ [0, 1] suivante

H(s) =


{0} si s < 0,

{1} si s > 0,

[0, 1] si s = 0.

(2.43)

On donne maintenant un résultat de convergence pour (λu
ε, λθε) lorsque ε→ 0.

Lemme 2.18 Soient (αε)ε ⊂ Uad et α ∈ Uad tels que αε converge vers α faible* dans BV(Ω).
Considérons (λu

ε, λθε) une solution faible de (2.42) paramétrée parαε. Alors, il existe une sous-suite
de (λu

ε, λθε) et λu ∈ L∞(0, T ; Hu) ∩ L2(0, T ;Vu), λθ ∈ L∞(0, T ,Hθ) ∩ L2(0, T ;Vθ) tels que
• λu

ε → λu dans L∞(0, T ; (L2(Ω))2) et λθε → λθ dans L∞(0, T ;L2(Ω)),
• λu

ε −−−→
ε→0

λu dans L2(0, T ; (H1(Ω))2) et λθε −−−→
ε→0

λθ dans L2(0, T ; (H1(Ω))),

• λu
ε −−−→

ε→0
λu dans L2(0, T ; (L2(Γ))2) et λθε −−−→

ε→0
λθ dans L2(0, T ; (L2(Γ))).

De plus, il existe µ ∈ L∞([0, T ]× Γout) donné par

−µ ∈ H(−u · n) p.p. sur Γout,

tel que (λu, λθ) est une solution faible de (2.42a) parametrée par α et µ, où on a remplacé negε (·)
(resp. posε (·)) par neg(·) (resp. pos(·)).
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En utilisant le Lemme 2.18, nous pouvons enfin donner des conditions nécessaires
d’optimalité du premier ordre pour (2.33) correspondant au problème d’optimisation avec
les conditions limites non-lisses en sortie.

Théorème 2.19 Soit α∗ une solution optimale de (2.33) et (u∗, θ∗) la solution faible de (2.31)-
(2.32) paramétré parα∗. Alors il existeµ ∈ L∞([0, T ]×Γout) vérifiant−µ ∈ H(−u·n) p.p. sur Γout

et des variables adjointes (λu, λθ) ∈ Xu ×Xθ satisfaisant (2.42a) tels que〈
∂αJ(α

∗; u∗, θ∗) + (∂αe(α
∗; u∗, θ∗) ′)∗Λ,α− α∗〉

U ′
ad,Uad

⩾ 0, ∀α ∈ Uad.,

où on a noté Λ = (λu, λθ, λu0 , λθ0) où (λu0 , λθ0) = (λu(0, ·), λθ(0, ·)).
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4 Pénalisation du modèle de Navier-Stokes-Darcy et application
à des problèmes d’optimisation topologique visant des milieux
poreux optimisés

Cette section présente des résultats issus de [Chap2-A2].

La majeure partie des problèmes d’optimisation topologique visent à localiser des
solides dans lesquels la vitesse du fluide s’annule. La motivation principale de [Chap2-A2]
était de proposer une alternative en déterminant des milieux poreux optimisés modélisés
par une loi de Darcy ce qui permet de ralentir l’écoulement sans le bloquer complètement.
Les interactions fluide-poreux sont modélisées par le système de Navier-Stokes incom-
pressible dans les zones fluides couplé à la loi de Darcy dans le poreux avec des conditions
de transmission spécifiques à l’interface fluide/poreux. Nous avons tout d’abord introduit
un paramètreαpermettant de réécrire ce problème de transmission comme un modèle va-
lable sur tout le domaine de calcul et correspondant au système de Navier-Stokes lorsque
α = 0 et à la loi de Darcy pour α > 0. Le modèle proposé est en fait une perturbation
singulière du problème de transmission de Navier-Stokes-Darcy dont la limite (en un
certain sens décrit ci-dessous) est bien le modèle initial.

On décrit ci-dessous le problème de transmission de Navier-Stokes-Darcy et sa
réécriture comme une EDP valable sur tout le domaine. Soit Ω un ouvert borné de Rd

pour d = 3. Le modèle de Navier-Stokes-Darcy pénalisé donné ci-dessous s’écrit sans
soucis pour d = 2 et les résultats donnés dans cette section seront également valables. La
frontière ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 (Γ1 ∩ Γ2 = ∅) est supposée Lipschitzienne et de normale unitaire
sortante n. On suppose queΩ se décompose comme

Ω = Ωp ∪Ωf,

où l’indice f représente la partie fluide et p la partie poreuse du domaine. Le modèle de
Navier-Stokes pour la partie fluide couplé au modèle de Darcy pour la partie poreuse est
donné par 

−ν∆uf +
1
ρf
∇pf + (uf · ∇)uf = f dansΩf,

divuf = 0 dansΩf

αup + 1
ρf
∇pp = f dansΩp,

divup = 0 dansΩp,

(2.44)

où f ∈ L2(Ω)3 est un terme source et les conditions limites sont données plus bas. Dans
(2.44), ν est la viscosité cinématique du fluide et ρf sa masse volumique supposée ici
constante et égale à 1. Les conditions à l’interface Γp,f :=

(
∂Ωf ∩ ∂Ωp

)
\ Γ considérées

sont les suivantes (voir par exemple [15, 13])

uf · npf = up · npf,(
ν∇uf − pfI3 −

1
2
|uf|

2I3

)
npf = −ppnpf, (2.45)
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où npf est une normale unitaire fixée de l’interface.

L’idée principale de [Chap2-A2] est de réécrire le problème de transmission (2.44)
comme une seule équation valable sur tout Ω. En écrivant le terme non-linéaire comme
suit :

(u · ∇)u =
1
2
∇|u|2 − u× (∇× u),

nous pouvons introduire le problème de Navier-Stokes-Darcy pénalisé
−div

(
νe−τα∇u− pI3 −

1
2 e−2τα|u|2I3

)
− e−2ταu× (∇× u) + αu = f dansΩ,

div(u) = 0 dansΩ,
u = 0 sur Γ1,

νe−τα∂nu− (p+ 1
2 e−2τα|u|2)n = 0 sur Γ2,

(2.46)
où div est, selon le cas, la divergence d’un champ de tenseur ou de vecteur et α ∈ L∞(Ω).
Notons que l’on retrouve les équations de Navier-Stokes dans le fluide (α = 0) et, en
passant formellement à la limite τ→ +∞ dans (2.46), on obtient le modèle de Darcy

divu = 0,

αu+∇p = f dansΩp,

dans le milieu poreux (α > 0). Ainsi, le modèle (2.46) peut être considéré comme un
modèle de pénalisation pour le problème de transmission fluide-poreux (2.44).

Dans la suite, nous donnerons un résultat d’existence et d’unicité pour (2.46) ainsi
qu’un théorème de convergence du problème de Navier-Stokes-Darcy pénalisé vers le
problème de transmission initial. Une illustration numérique d’un problème d’optimisa-
tion topologique utilisant (2.46) comme contrainte sera enfin donnée.

4.1 Convergence du modèle de Navier-Stokes-Darcy pénalisé

Soit X le sous-espace de H1(Ω)3 définit par

X :=
{
ψ ∈ H1(Ω)3 | ψ = 0 sur Γ1

}
.

La formulation variationnelle de (2.46) est alors

Trouver (u,p) ∈ X× L2(Ω) tels que

a(u, v) +N(u,u, v) + b(v,p) =

∫
Ω

f(x) · v(x)dx+
∫
Γ2

φ · vdσ, ∀v ∈ X,

b(u,q) = 0, ∀q ∈ L2(Ω),

(2.47)

où les formes multi-linéaires sont données par

a(u, v) = ν
d∑

j=1

∫
Ω

e−τα∇uj · ∇vjdx+

∫
Ω

αu · vdx,

N(u, v,w) = −

∫
Ω

e−2τα

2
u · vdiv(w) + e−2ταu× (∇× v) ·wdx, (2.48)

b(v,p) = −

∫
Ω

divvpdx.
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L’existence d’une solution faible pour τ fixé est donnée dans le résultat suivant.

Théorème 2.20 On suppose que les hypothèses suivantes sont vérifiées :

1. α ∈ L∞(Ω) et α(x) ⩾ 0 pour presque tout x ∈ Ω.

2. Ω = Ωp ∪Ωf avecΩf = {x ∈ Ω | α(x) = 0} vérifiantΩf ∩ Γ1 , ∅.

3. Ωp etΩf sont des ouverts bornés de R3 de frontière Lipschitz.

4. Il existe αmin > 0 tel que

p.p. x ∈ Ωp : αmin ⩽ α(x).

Alors, pour tout M > 0 et tout τ tel que 0 < τ ⩽M, il existe au moins une solution (uτ,pτ) de
(2.47).

Le Théorème 2.20 donne l’existence d’une solution faible pour le problème de
Navier-Stokes-Darcy pénalisé (2.46). L’unicité peut être également obtenue lorsque ν est
suffisamment grand ou bien que les termes sources sont assez petits (voir par exemple
Théorème 2.9).

Pour étudier la convergence lorsque τ→ +∞des solutions de (2.46), il faut commen-
cer par réécrire (2.46) comme un problème de transmission. En utilisant queΩ = Ωf∪Ωp

et en omettant la dépendance en τ pour alléger les expressions, le problème (2.46) s’écrit
sous la forme suivante :

−div
(
νe−τα∇up − pτ,pI3 −

1
2 e−2τα|up|

2I3
)

−e−2ταup × (∇× up) + αup = f dansΩp,
div(up) = 0 dansΩp,

−div
(
ν∇uf − pfI3 −

1
2 |uf|

2I3
)
− uf × (∇× uf) = f dansΩf,

div(uf) = 0 dansΩf,
uf = 0 sur Γ1 ∩ ∂Ωf,
up = 0 sur Γ1 ∩ ∂Ωp,

ν∂nuf − (pf +
1
2 |uf|

2)n = 0 sur Γ2 ∩ ∂Ωf,
e−ταν∂nup − (pp + 1

2 e−2τα|up|
2)n = 0 sur Γ2 ∩ ∂Ωp,

uf · npf − up · npf = 0 sur Γp,f,
Tτ[(up,pp), (uf,pf)] = 0 sur Γp,f,

(2.49)

Le Théorème 2.20 assure l’existence de (us,τ,pτ,p,uf,τ,pτ,f) ∈ H1(Ωp)
3 × L2(Ωp) ×

H1(Ωf)
3 × L2(Ωf)

3 qui est une solution faible du problème de transmission (2.49)-(2.45)
pour τ fixé. Pour pouvoir passer à la limite τ → +∞, nous avons tout d’abord dérivé,
pour la solution de (2.49)-(2.45), des estimations dans lesquelles la dépendance en τ est
explicite.
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Théorème 2.21 Supposons que les hypothèses du Théorème 2.20 sont valides et que α|Ωp ∈
Lip(Ωp). Alors la solution de (2.49) satisfait les estimations ci-dessous

∥uf,τ∥L2(Ωf)3 + ∥up,τ∥L2(Ωp)3 ≲ ∥f∥L2(Ω)3 ,

∥∇uf,τ∥L2(Ωf)3 ≲ ∥f∥L2(Ω)3 ,

∥e−τα∇up,τ∥L2(Ωp)3 ≲ e−ταmin/2∥f∥L2(Ω)3 ,

∥pp,τ∥L2(Ωp) + ∥pf,τ∥L2(Ωf)
≲ C,

où C > 0 et la notation ≲ indique que les constantes non-mentionnées dans les inégalités sont
indépendantes de τ.

Le Théorème 2.21 entraine que la suite ((up,τ,pp,τ,uf,τ,pf,τ))τ est bornée, uni-
formément en τ, dansL2(Ωp)

3×L2(Ωp)×H1(Ωf)
3×L2(Ωf). Il existe donc (up,pp,uf,pf) ∈

L2(Ωp)
3 × L2(Ωp)×H1(Ωf)× L2(Ωf) et une sous-suite telle que

us,τ → up faible dans L2(Ωp)
3,

uf,τ → uf faible dans H1(Ωf)
3 et fort dans L2(Ωf)

3, (2.50)

pp,τ → pp faible dans L2(Ωp) et pf,τ → pf faible dans L2(Ωf),

e−τα∇us,τ → 0 fort dans L2(Ωp).

Les convergences précédentes permettent de passer à la limite dans la formulation varia-
tionnelle du problème de Navier-Stokes-Darcy pénalisé (2.49).

Théorème 2.22 Les distributions (up,pp,uf,pf) ∈ L2(Ωp)
3 × L2(Ωf) × H1(Ωf)

3 × L2(Ωf)

vérifie le problème limite ci-dessous

∇pp + αup = f dans D′(Ωp,R3),
div(up) = 0 dans D′(Ωp),

−div (ν∇uf − pfI3) + (uf · ∇)uf = f dans D′(Ωf,R3),
div(uf) = 0 dans D′(Ωf),

uf = 0 dans H1/2(Γ1 ∩ ∂Ωf,R3),
n · up = 0 dans H−1/2(Γ1 ∩ ∂Ωp)

uf · npf = up · npf dans H−1/2(Γp,f),
ν∂nuf − (pf +

1
2 |uf|

2)n = 0 dans H−1/2(Γ2 ∩ ∂Ωf,R3),
−pp = 0 dans H1/2(Γ2 ∩ ∂Ωp),(

ν∇uf − pfI3 −
1
2 |uf|

2I3
)
npf = −ppnpf dans

(
W1−1/q,q(Γp,f,R3)

)′
,

(2.51)

où q = 2p/(2 − p) pour tout p ∈ [1, 3/2].

Le Théorème 2.22 permet d’affirmer que la solution faible du problème pénalisé
(2.49) converge vers une solution faible du problème de transmission fluide-poreux
modélisé par le système de Navier-Stokes pour la zone fluide et la loi de Darcy pour
le milieu poreux avec les conditions de transmission (2.45).
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4.2 Optimisation topologique visant des milieux poreux optimisés

Le problème d’optimisation topologique visant un milieu poreux optimisé peut être
formulé comme un problème d’optimisation où α est le paramètre d’optimisation et les
contraintes sont données par le modèle de Navier-Stokes-Darcy pénalisé (2.47). On a ainsi

min
(u,p,α)∈X×L2(Ω)×U

J(α;u,p) où (u,p) satisfait (2.47) et α ∈ Uad, (2.52)

où Uad est l’ensemble des porosités admissibles. Dans [Chap2-A2], nous avons démontré
l’existence d’au moins une solution optimale pour (2.52) et des conditions nécessaires
d’optimalité du premier ordre dans le cas où la localisation du poreux est fixée dans
Ωp ⊂ Ω et Uad est un sous-ensemble d’un espace de Sobolev permettant d’assurer que α
est Lipschitzienne dansΩp. Notons que ce type de régularité a été obtenu en considérant
un ensemble admissible Uad ⊂Wk,2(Ωp) pour k assez grand.

Pour illustrer numériquement l’approche, on considère le problème d’optimisation
(2.52) avecΩ = [0, 1]× [0, 2] et

J(α) =
1
2

∫
Ω

|u− ud|
2dx, ud = ex,

où, pour simplifier, on considère le modèle de Stokes-Darcy pénalisé qui est donné par

−div (νe−τα∇u− pI3) + αu = 0 dansΩ,
div(u) = 0 dansΩ,

u = u0 sur {0}× [0, 1],
u = 0 sur [0, 2]× ({0} ∪ {1}) ,

νe−τα∂nu− pn = 0 sur {2}× [0, 1].

(2.53)

Notons que le Théorème 2.22 est valable pour le modèle de Darcy-Stokes pénalisé (2.53).
Ainsi, lorsque τ → +∞, la solution faible de (2.53) converge vers la solution faible du
problème de transmission fluide-poreux où le fluide est modélisé par le système de Stokes
et le milieu poreux par la loi de Darcy. De plus, les conditions d’interface sont

uf · npf = up · npf,

(ν∇uf − pfI3)npf = −ppnpf,

et sont similaires à celles données dans (2.45) sans le terme non-linéaire.

Le problème d’optimisation visant un poreux optimisé devient donc

min
(u,p,α)∈X×L2(Ω)×U

J(α;u,p) où (u,p) vérifie (2.53) et α ∈ Uad. (2.54)

La résolution numérique de (2.54) est réalisée avec un algorithme de descente où le
gradient est calculé à partir du modèle adjoint qui est donné par

−div (νe−τα∇v− qI3) + αv = −(u− ud) dansΩ,
div(v) = 0 dansΩ,

v = 0 sur {0}× [0, 1],
v = 0 sur [0, 2]× ({0} ∪ {1}) ,

νe−τα∂nv− qn = 0 sur {2}× [0, 1].

(2.55)
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L’algorithme utilisé est donné ci-dessous :

Algorithme 1 :

1. α = 0 ∈ P0.

2. Calculer (uh,ph) ∈ P2 × P1 solution de (2.53).

3. Calculer (vh,qh) ∈ P2 × P1 solution du problème adjoint (2.55).

4. Mise à jour de la porosité :

β = max

0,α− λΠh

−ντe−τα
d∑

j=1

(∇uj,h · ∇vj,h) + uh · vh

 ,

α = max {αmin,β}χ(β>0)

où Πh : L2(Ω) → P0 est le projecteur éléments finis et le max est réalisé sur
chaque cellule du maillage. De plus, χ(β>0) est défini sur chaque cellule et
renvoie 0 si β = 0 et la valeur de β si β > 0.

5. Retour à l’étape 2.

Dans Algorithme 1, on cherche, sur chaque cellule du maillage, une valeur pour α qui est
soit nulle (zone fluide) soit supérieure à αmin dans le milieu poreux.
Les simulations ci-dessous ont été réalisées avec FREE-FEM++ [24] en utilisant les pa-
ramètres suivants

αmin = 10, ν = 1, τ = 10, n = 100, λ = 10, niter = 1500, ε = 0.000001.

Nous avons ainsi effectué 1500 itérations de l’Algorithme 1 car cela à suffit à minimiser
la fonctionnelle qui est passée de J = 0.1801 avant optimisation à J = 0.0043 après ajout
du milieu poreux optimisé.

La Figure 2.7 montre les composantes du champ de vitesse u = uxex +uyey avant
optimisation et la Figure 2.8 celui après optimisation.

Le poreux optimisé est représenté dans la Figure 2.9. On peut voir plus précisément
la localisation du poreux optimisé sur la Figure 2.9 qui représente exp(−τα). Comme,
lorsque α > 0, le terme exp(−τα) est numériquement nul, on a donc le modèle de Stokes
dans les zones bleues et celui de Darcy dans les zones rouges. Ces résultats numériques
montrent que le modèle de Stokes-Darcy pénalisé peut être utilisé comme contrainte dans
un problème d’optimisation topologique visant un milieu poreux optimisé.
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Figure 2.6 – Évolution de la fonction coût au cours des itérations de l’Algorithme 1. (En
haut) Valeur de J au cours des itérations. (En bas) Zoom sur les valeur de J à partir de
l’itération 700.

5 Contributions à l’étude physique de problèmes d’optimisation
topologique

Cette partie présente succinctement des résultats issus de [Chap2-A1] et [Chap2-A3] qui
sont également issus de la thèse de Delphine Ramalingom [31].

Ces deux papiers traitent d’optimisation topologique pour des écoulements avec
prise en compte de la convection forcée. Le modèle considéré est le système de Navier-
Stokes incompressible sous l’approximation de Boussinesq donné par (2.14)-(2.15).

Pour chaque résultat présenté ci-dessous, la résolution numérique du problème
d’optimisation est basée sur l’approche optimiser-puis-discrétiser. On utilise un algorithme
de descente de gradient où le gradient (2.30) est calculé avec le modèle adjoint (2.28)-
(2.29). Les systèmes primal (2.14)-(2.15) et adjoint (2.28)-(2.29) sont tous deux discrétisés
avec des volumes finis co-localisés, la résolution est réalisée avec l’algorithme SIMPLE et
l’implémentation avec OPENFOAM [25].
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Figure 2.7 – Champ de vitesse avant optimisation. (En haut) ux. (En bas) uy.

La mise à jour du paramètre d’optimisation α à l’itération k est réalisée par

αk+1 = max (0, min {0,αk +ωkdk}) .

Ci-dessus, la direction dk est

dk = −∇αJ (αk) + β
PR
k dk−1,

où βPR
k est la direction de descente associée à la méthode de Polack-Ribiere

βPR
k =

∇JTk (∇Jk −∇Jk−1)

∇JTk−1 ∇Jk−1
, ∇Jk−1 = ∇αJ(αk−1).
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Figure 2.8 – Champ de vitesse après optimisation. (En haut) ux. (En bas) uy.

Une fois la direction dk calculée, on met à jour le pas ωk avec une recherche linéaire
puis on itére jusqu’à avoir ∥∇αJ(αk+1)∥2 ⩽ ε pour une tolérance fixée (ε = 10−7 dans les
exemples ci-dessous).

On présente maintenant quelques résultats numériques obtenus à partir de l’algo-
rithme briévement décrit ci-dessus.

5.1 Optimisation d’un single pipe et d’un bend pipe

Un des apports principaux de [Chap2-A1] a été de proposer d’utiliser (2.18) comme
fonction d’interpolation fluide-solide. Cette fonction d’interpolation permet notamment
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Figure 2.9 – α après 1500 itérations de l’Algorithme 1. (En haut) α. (En bas) exp(−τα) où
le fluide est représenté par la zone bleue et le poreux par la zone rouge.

d’éviter les motifs en damier dans les solides optimisés obtenus numériquement sans
avoir à recourir à des techniques de filtrage ou de régularisation communément utilisées
dans la littérature (voir par ex. [30, 36]). Nous avons ensuite optimisé la forme d’un single
pipe et d’un bend pipe (voir Figure 2.10) en cherchant à minimiser les pertes de charge tout
en maximisant les transferts thermiques. Ces deux géométries ont été considérées pour
valider le choix de la fonction d’interpolation fluide-solide car elles correspondent à des
cas classiques de la littérature. Les pertes de charge sont définies par

f1(u,p) =
∫
Γ

−n · u
(
p+

1
2
|u|2
)
dσ, (2.56)
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Figure 2.10 – Géométries étudiées dans [Chap2-A1], (Droite) le single pipe. (Gauche) le
bend pipe.

et les transferts thermiques par

f2(u, θ) =
∫
Γ

n · u θ dσ. (2.57)

La fonction coût permettant de minimiser les pertes de charge tout en maximisant les
transferts est définie par J = f1 − f2 et le problème d’optimisation est ainsi :

min −

∫
Γ

(p+
1
2
|u|2 + θ) u · n dΓ ,

où (u,p, θ) vérifient (2.14) − (2.15) avec Φ = −1/kτ, uin = ex.
(2.58)

Concernant les paramètres physiques, nous avons utilisé

Re = 500, Ri = 2.8, Pr = 0.71,
ks

kf
=

(9.88 × 10−5 m2.s−1)

(2.25 × 10−5 m2.s−1)
,

où le ratio des conductivités correspond à la conductivité thermique de l’aluminium sur
celle de l’air à 25◦C. Les paramètres de la fonction d’interpolation fluide-solide sont fixés
à αmax = 200, α0 = 50 et τ = 2.

Certains résultats issus de [Chap2-A1] sont présentés dans la Figure 2.11. Pour le
single pipe, la valeur de la fonction coût sans optim était J = 0.015 et de J∗ = 6.966 × 10−3

après optimisation. Pour le bend pipe, on a J = 0.008 sans optimisation et J∗ = 5.067×10−3.
Ainsi, pour ces deux cas, nous avons bien minimisé la fonction coût et les formes obtenus
permettent de diminuer les pertes de charge tout en augmentant les transferts thermiques.
Des résultats similaires ont été obtenus pour différentes valeurs des paramètres α0 et τ.

5.2 Optimisation d’un canal vertical asymétriquement chauffé

L’objectif de [Chap2-A3] est de résoudre un problème d’optimisation topologique en
convection forcée pour minimiser les pertes de charge tout en maximisant les transferts
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Figure 2.11 – (Haut) Valeur de kfkτ(α) pour le α optimisé. (Bas) Module du champ de
vitesse et lignes de courant. (Gauche) Résultats pour le single pipe. (Droite) Résultats pour
le bend pipe. Le bleu foncé correspond aux zones solides du domaine et le bleu clair au
zones fluides.

thermiques dans un canal vertical asymétriquement chauffé (voir Figure 2.12). Cette
géométrie permet par exemple de modéliser un mur Trombe [35] ou encore des cheminées
solaires [19].

Un des premiers apports de [Chap2-A3] a été de montrer que la fonction coût (2.56)
définissant les pertes de charge ne correspond pas dans certains cas à l’énergie nécessaire
au fluide pour se mouvoir. Pour toute solution (u,p, θ) de (2.14)-(2.15), on a en effet

f1(u,p) =

∫
Ω

Re−1|∇u|2 + hτ(γ)|u|
2 − Ri(u · ey)θdx

− Re−1
∫
Γout

(u · n)pdσ− Re−1
∫
Γin

∂nu · uin dσ.

Dans les simulations Volumes Finis réalisées dans [Chap2-A3], les conditions limites en
sortie imposent en particulier une pression nulle p = 0 et les conditions limites en entrée
imposent uin = uiey. Ainsi, dans le cas où Ri = 0 et la vitesse du fluide est constante au
travers de l’entrée (dans ce cas ∂nu · ey = 0), la fonctionnelle f1 devient

f1(u,p) =
∫
Ω

Re−1|∇u|2 + hτ(γ)|u|
2 dx,
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Figure 2.12 – Canal vertical asymétriquement chauffé

correspondant à l’énergie nécessaire au fluide pour se mouvoir (voir par ex. [29] pour des
considérations similaires).

Les applications visées dans [Chap2-A3] utilisent toutefois des grands Ri, par
exemple Ri ⩾ 100, ce qui nous a conduit à proposer une autre fonction coût pour réduire
les pertes de charge et augmenter les transferts thermiques dans le canal. Ces fonction-
nelles sont basées sur une approche systémique appliquée au canal vu comme un système
entrée/sortie de vitesses moyennes et de températures. La version systémique des pertes
de charge (ou encore de la puissance mécanique) est alors

J1(u,p) = −
1

|Γin|

∫
Γin

pt dσ

∫
Γin

u · n dσ−
1

|Γout|

∫
Γout

pt dσ

∫
Γout

u · n dσ, (2.59)

où pt = p+ |u|2/2 est la pression totale. La version systémique des transferts thermiques
(2.57) est

J2(u, θ) =
1

|Γin|

∫
Γin

θ dσ

∫
Γin

u · n dσ+
1

|Γout|

∫
Γout

θ dσ

∫
Γout

u · n dσ. (2.60)

La fonction coût considérée dans [Chap2-A3] vise à minimiser les pertes de charge
données par (2.59) tout en maximisant les transferts thermiques avec (2.60). La résolution
de ce problème d’optimisation multi-objectifs a été effectuée en mettant chaque fonction-
nelle à la même échelle en considérant la fonction coût suivante

Ĵ = ω Ĵ1 − (1 −ω)Ĵ2, ω ∈ [0, 1],

65



où
f̂ =

f− fmin

fmax − fmin

et Ji,max est la valeur de la fonction coût sans optimisation tandis que Ji,min correspond à
la valeur obtenue après optimisation en minimisant uniquement la fonctionnelle Ji. On a
ainsi résolu le problème d’optimisation suivant :

min Ĵ(u,p, θ)
où (u,p, θ) vérifient (2.14) − (2.15) avec Φ = −1/kτ, uin = 6.1 x(1 − x)ey.

(2.61)

Les paramètres de la fonction d’interpolation sont

α0 = 20, τ = 0.6 et αmax = 2 × 10 5,

et les paramètres physiques

Re = 400, Ri = 100, 200, 400, Pr = 0.71,
ks

kf
= 3.

Le paramètre d’optimisation α est supposé constant par morceaux sur le maillage et on
impose des zones de fluide près de l’entrée et de la paroi chauffée. Ainsi :

α = 0 sur [0, 1]× [0, 1] ∩ [0, 0.10]× [2.5, 7.5].

Les écoulements sans optimisation sont donnés dans la Figure 2.13 où les zones bleues
correspondent à un écoulement retour au niveau de la sortie. Les écoulements après
optimisation sont donnés dans la Figure 2.14 où les zones noires représentent les zones
solides. On peut voir que les zones solides sont placées dans l’écoulement retour permet-
tant ainsi de le réduire. La Figure 2.15 représente chaque fonction coût au fil des itérations
de l’algorithme de descente présenté en début de section. On peut remarquer que J1 est
bien minimisé, J2 est maximisé et ainsi les formes obtenus permettent bien de réduire les
pertes de charge tout en augmentant les transferts thermiques.
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Figure 2.13 – Lignes de courant du champ de vitesse sans optimisation. La zone bleue
correspond à l’écoulement retour.

Figure 2.14 – Champs de vitesses après optimisation. (Gauche) Composante verticale de
la vitesse. (Droite) Lignes de courant.
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Figure 2.15 – (Gauche) J1. (Droite) J2, .
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Chapitre 3

Méthodes numériques pour des
problèmes de propagation d’onde en
régime harmonique

Cette seconde partie présente les travaux effectués en lien avec la résolution numérique
de problèmes de propagation d’onde en régime harmonique. Son contenu est basé sur les
publications suivantes :

[Chap3-A1] Cocquet, P. H., & Gander, M. J. (2016). On the minimal shift in the shifted Laplacian
preconditioner for multigrid to work. In Domain Decomposition Methods in Science
and Engineering XXII (pp. 137-145). Springer, Cham.

[Chap3-A2] Cocquet, P. H., & Gander, M. J. (2017). How large a shift is needed in the shifted
Helmholtz preconditioner for its effective inversion by multigrid? SIAM Journal on
Scientific Computing, 39(2), A438-A478.

[Chap3-A3] Cocquet, P. H., & Gander, M. J. (2018). Analysis of the shifted Helmholtz expansion
preconditioner for the Helmholtz equation. In Domain Decomposition Methods in
Science and Engineering XXIV, LNCSE, Springer-Verlag.

[Chap3-A4] Cocquet, P. H., Gander, M. J., & Xiang, X. (2018). A finite difference method with
optimized dispersion correction for the Helmholtz equation. Domain Decomposition
Methods in Science and Engineering XXIV, LNCSE, Springer-Verlag.

[Chap3-A5] Cocquet, P. H., Gander, M. J., & Xiang, X. (2019). Dispersion correction for Helmholtz
in 1D with piecewise constant wavenumber. Domain Decomposition Methods in
Science and Engineering XXV, LNCSE, Springer-Verlag.

[Chap3-A6] Cocquet, P. H., Gander, M. J., & Xiang, X. (2021). Closed form dispersion corrections
including a real shifted wavenumber for finite difference discretizations of 2d constant
coefficient Helmholtz problems. SIAM Journal on Scientific Computing, 43(1), A278-
A308.
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[Chap3-A7] Cocquet, P. H., & Gander, M. J. (2022). Asymptotic dispersion correction in general
finite difference schemes for Helmholtz problems. Soumis à SIAM Journal on Scientific
Computing, Première révision envoyée.
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1 Présentation de l’équation de Helmholtz

L’équation de Helmholtz peut être dérivée à partir de l’équation des ondes

1
c2∂ttv− ∆v = S(t, x), (3.1)

où c est la célérité de l’onde dans le milieu et S un terme source. On suppose que la source
est périodique en temps de période T = 2π/ω, oùω est une pulsation, et vérifie

S(t, x) = eiωtf(x),

où f est aussi un terme source. On peut alors chercher des solutions de (3.1) sous la forme

v(t, x) = eiωtu(x),

et dans ce cas u vérifie l’équation de Helmholtz

−∆u(x) − k2u(x) = f(x), (3.2)

où k = ω/c est appelé le nombre d’onde. L’équation (3.2) est un problème modèle
modélisant la propagation d’onde en régime harmonique. Hormis la dérivation effectuée
ci-dessus, il peut également intervenir par exemple dans les situations suivantes (voir [64,
Chapitre 1] ou [62, Chapitre 1]) :

1. En électromagnétisme où
k = ω

√
ϵµ ,

avec ϵ la permittivité du milieu considéré et µ sa perméabilité.

2. En élasticité linéaire où
k = ω

ρ

λ+ 2µ
,

avec ρ la masse volumique et λ,µ les coefficients de Lamé du milieu considéré.

3. En mécanique des fluides à partir d’une linéarisation des équations de Saint-
Venant qui modélisent la propagation de vagues en eaux peu profondes. Dans
ce cas

k =
ω√
gH

,

où g est la constante d’accélération et H une hauteur d’eau caractéristique.

Soit maintenant Ω ⊂ Rd (d = 1, 2, 3) un domaine dont la normale extérieure est
notée n. On suppose que sa frontière ∂Ω est Lipschitzienne et peut être décomposée
comme ∂Ω = ΓD ∪ ΓN ∪ ΓR où ΓD, ΓN et ΓR sont mutuellements disjoints. L’équation de
Helmholtz étudiée dans mes travaux de recherche correspond alors au problème aux
limites suivant : 

−∆u(x) − k2u(x) = f(x), x ∈ Ω,
u|∂Ω = 0, x ∈ ΓD,
∂nu = 0, x ∈ ΓN,

∂nu− iku = g, x ∈ ΓR,

(3.3)
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où f ∈ L2(Ω) et g ∈ L2(ΓR) sont des termes sources. L’existence et l’unicité d’une solution
satisfaisant (3.3) ont été démontrées, par exemple, dans [58, 61, 62]. Toutefois, la résolution
numérique de (3.3) pour des grands nombres d’onde est délicate du fait des difficultés
suivantes [49, 53] :

• La matrice Hk associée à une discrétisation (ex : différences finies, éléments
finis, ...) de (3.3) n’est pas définie positive. De plus, pour ΓR , ∅, bien que Hk

soit symétrique (HT
k = Hk), elle n’est pas Hermitienne (H∗

k , Hk). Ces défauts
rendent la résolution des systèmes linéaires issus d’une discrétisation de (3.3)
difficile avec des méthodes itératives.

• Les solutions de (3.3) oscillent avec une période proportionnelle à k−1. Pour
un maillage dont le pas est noté h, cela entraine que h doit vérifier h ∼ k−1

pour approximer précisément les solutions de (3.3). Si N désigne le nombre de
degré de liberté du schéma numérique considéré et d la dimension spatiale,
alors N ∼ h−d et la contrainte précédente entraine que N ∼ kd indiquant des
systèmes linéaires de grande taille.

• Le point précédent entraine que la taille du maillage h doit vérifier kh ≪ 1 ou
encore que le nombre de points par longueur d’ondeG = 2π/(kh) soit suffisam-
ment grand. Toutefois, bien qu’avoir un nombre de point par longueur d’onde
fixé assure que l’erreur entre u et son interpolant soit bornée uniformément en
k, l’erreur entre u et la solution numérique reste croissante en k même pour kh
assez petit. Ce phénomène est appelé effet de pollution [39, 65, 67] et peut être
évité en considérant des maillages encore plus fins (par exemple h ∼ k−3/2 pour
des éléments finis P1) engendrant ainsi des systèmes linéaires de très grande
taille.

Les travaux de recherche présentés dans la suite de ce mémoire portent tout d’abord
sur l’analyse d’un préconditionneur de type Laplacien shifté (voir Section 2) utilisé pour
accélerer la résolution des systèmes linéaires issus d’une discrétisation de (3.3) puis sur
des discrétisations différences finies avec correction de dispersion (voir Section 3) dont
l’objectif est de réduire l’effet de pollution.
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2 Préconditionneur de type Laplacien-shifté pour l’équation de
Helmholtz

Dans cette partie, nous allons présenter majoritairement des résultats obtenus dans
[Chap3-A2] qui portent sur le préconditionneur appelé Shifted Laplace Preconditioner (SLP).
Les résultats issus de [Chap3-A1,Chap3-A3] seront également mentionnés.

La résolution numérique du système linéaire issu d’une discrétisation de l’équation
de Helmholtz (3.3) est principalement réalisée avec des méthodes de Krylov (ex : GMRES
ou BICGStab) en raison de leur robustesse. Toutefois, sans un bon préconditionneur, leur
convergence est lente et se dégrade lorsque k augmente [53].

En notant Hk la matrice issue d’une discrétisation (différences finies ou éléments
finis) de l’équation de Helmholtz (3.3), le SLP est défini par H−1

ks
avec ks ∈ C donné par

k2
s = k2 + iε,

où ε est appelé le shift.
Le SLP a été introduit en 2004 dans [51] et, étant issu d’une discrétisation de l’équation
de Helmholtz, il hérite de certaines propriétés du problème continu et peut notamment
être utilisé pour des milieux dont le nombre d’onde k est inhomogène. Pour ces raisons,
ce précondionneur a été ensuite intensément utilisé et étudié [52, 41, 70, 60].
Le choix du shift est déterminant pour les propriétés du SLP. En effet, pour un petit shift la
matrice Hks

est ”proche” de Hk et ainsi le système préconditionné H−1
ks
Hk sera ”proche”

de la matrice identité indiquant alors queHks
est un bon préconditionneur. Toutefois, dans

ce cas, l’inversion de Hks
est difficile car cette dernière hérite des propriétés de Hk. Pour

un shift assez grand, l’inversion de Hks
peut être effectuée avec une méthode multigrille

[52] qui a l’avantage, pour des EDP elliptiques et coercives, de converger rapidement avec
un facteur de convergence indépendant du pas du maillage [59].
Plus précisément, il a été démontré dans [55, Theorem 1.4] que, pour ε ∼ k, le SLP était
un bon préconditionneur pour Hk dans le sens où le nombre d’itération de GMRES
nécessaire pour résoudre le système préconditionnéH−1

ks
Hk était indépendant du nombre

d’onde. D’un autre côté, pour ε ∼ k2, l’inversion du SLP peut être réalisée avec des
méthodes multigrilles [52, 70]. Il y a ainsi un compromis entre le fait d’avoir un bon
préconditionneur (ε ∼ k) et avoir une méthode itérative efficace pour calculer le SLP
(ε ∼ k2).

Au vu de l’importance du choix du shift, nous avons étudié à la fois théoriquement
et numériquement son influence sur la convergence d’une méthode multigrille. Dans
la suite, on commencera par présenter l’algorithme multigrille. On donnera ensuite des
résultats dans le cas monodimensionnel pour lequel nous avons un résultat de divergence,
lorsque 0 < ε < k2, pour un algorithme à deux niveaux (appelé aussi algorithme ou
méthode 2-grilles) utilisant un lisseur de Jacobi (voir Section 2.2). Ensuite, en utilisant
un autre lisseur, nous avons obtenu un résultat théorique assurant la convergence d’un
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multigrille pour tout 0 < ε ≲ k2 si un nombre suffisamment grand de pas de lissage est
effectué (voir Section 2.3). Enfin, la section 2.4 présentera une analyse d’une extension du
SLP appelée expansion preconditioner.

2.1 Algorithme multigrille pour l’équation de Helmholtz avec shift complexe

Soit Ω un polygone convexe de Rd avec d = 1, 2, 3. L’équation de Helmholtz avec
shift complexe et conditions de Dirichlet homogènes est donnée par :{

−∆u(x) − (k2 + iε)u(x) = f(x), x ∈ Ω,
u|∂Ω = 0,

(3.4)

où f ∈ L2(Ω) est un terme source. La formulation variationnelle de (3.4) est Trouver u ∈ H1
0(Ω) tel que :

a(u, v) :=
∫
Ω

∇u · ∇v− (k2 + iε)uvdx =
∫
Ω

fvdx, ∀v ∈ H1
0(Ω).

(3.5)

Considérons maintenant {Thl
}une famille de triangulations régulières deΩ constituées

de simplexes de taille caractéristique hl. L’indice l permettra de définir des relations d’in-
clusion entre différents maillages de tailles caractéristiques différentes. On noteVl l’espace
éléments finis P1 correspondant :

Vl =
{
v ∈ C(Ω) | v|T ∈ P1 pour tous T ∈ Tl, vl|∂Ω = 0

}
.

Le problème discret est ainsi donné par Trouver ul ∈ Vl tel que :

a(ul, vl) =
∫
Ω

fvldx, ∀vl ∈ Vl.
(3.6)

En notant (ϕl
j)

Nl

j=1 la base nodale de Vl, nous pouvons définir l’isomorphisme ci-dessous

Fl : C
Nl −→ Vl, Flz =

Nl∑
j=1

zjϕ
l
j, (3.7)

et le problème (3.6) est alors équivalent au système linéaire

Alzl = bl, avec (Al)i,j = a(ϕ
l
i,ϕ

l
j) et (bl)j =

∫
Ω

fϕjdx, (3.8)

et ul = Flzl.

Nous présentons maintenant la méthode multigrille [59, 66]. Pour ce faire, la trian-
gulation au niveau l est obtenue, par raffinement de maillage, à partir d’une triangulation
plus grossière au niveau l− 1. Les espaces éléments finis associés vérifient alors

Vl−1 ⊂ Vl,
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où les pas de maillage satisfont hl−1 ⩽ chl pour c ⩾ 2. Les méthodes multigrilles utilisent
des opérateurs de restriction et de prolongation pour communiquer entre les différents
niveaux (grilles fine et grossière). Comme Vl−1 ⊂ Vl, l’opérateur identité Il : Vl−1 −→ Vl

est bien défini et

∀ul−1 ∈ Vl−1, (Ilul−1)(x) =

Nl∑
j=1

ul−1(x
l
j)ϕ

l
j(x),

où xlj sont les noeuds du maillage fin. L’opérateur Il est l’opérateur de prolongation
partant de la grille grossière vers la grille fine et sa représentation matricielle est

Pl : C
Nl−1 7→ CNl , Pl := F−1

l Fl−1. (3.9)

Plus précisemment, on peut calculer les éléments de sa matrice comme suit

∀µ ∈ {1, · · · ,Nl−1}, (Ilϕl−1
µ )(x) =

Nl∑
j=1

ϕl−1
µ (xlj)ϕ

l
j(x).

En suivant [59] l’opérateur de restriction canonique Rl : CNl 7→ CNl−1 est la transposée
de l’opérateur de pronlongation. Ainsi

Rl := P
T
l . (3.10)

L’algorithme multigrille [66, 59] utilisé pour résoudre (3.8) est enfin donné par

function zl =MGMl(zl,bl)

if l = 0 then z0 = A−1
0 b0 else

zl = S
ν1
l (zl,bl); % pre − smoothing

dl−1 = Rl(bl −Alzl);
e0
l−1 = 0;

for j = 1 to τ do
ej
l−1 =MGMl−1(e

j−1
l−1,dl−1);

end
zl = zl + Ple

τ
l−1;

zl = S
ν2
l (zl,bl); % post − smoothing

end

(3.11)

Dans (3.11), Sl est appelé le lisseur et correspond à la matrice d’itération d’une méthode
itérative (ex : Richardson, Jacobi, ...) utilisée pour résoudre un système linéaireAlzl = bl.
La notation Sνl (z,b) indique que ν itérations de cette méthode ont été effectuées. De plus,
ν1 est le nombre de pré-pas de lissage et ν2 le nombre de post-pas de lissage. Enfin, le
”V-cycle” classique est obtenu pour τ = 1 et le ”W-cycle” pour τ = 2.

En utilisant [66, Theorem 7.1 p.22] (ou [59] Lemma 7.14), la matrice d’itération de
l’algorithme (3.11) est donnée par la relation de récurrence

CMG,0 = 0,

CMG,l = Sν2
l

(
I− Pl

(
I− Cτ

MG,l−1

)
A−1

l−1RlAl

)
Sν1
l .

(3.12)
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Notons que CMG,l = CMG,l(ν2,ν1) et

ρ (CMG,l(ν2,ν1)) = ρ (CMG,l(0,ν1 + ν2)) ,

permettant ainsi de n’étudier que le cas ν = ν1 + ν2. Dans la suite, la convergence de
l’algorithme multigrille sera étudiée en calculant le rayon spectral de CMG,l.

2.2 Influence du shift sur la convergence d’un 2-grilles en 1d

Cette partie présente des résultats issus de [Chap3-A2].

Considérons un maillage uniforme de Ω = (0, 1) avec Nl points intérieurs dont le
pas de maillage est hl = 1/(Nl + 1). La base de Vl est alors donnée par les fonctions
”chapeaux”

ϕl
j(x) = max

(
0, 1 −

|x− jhl|

hl

)
, j = 1, · · · ,Nl.

La matrice associée au système (3.6) est la matrice tri-diagonale

Al = tridiag
(
−

1
hl

−
hl
6
(k2 + iε),

2
hl

−
2hl

3
(k2 + iε),−

1
hl

−
hl
6
(k2 + iε)

)
.

Le maillage grossier est défini par le maillage uniforme avec Nl−1 = (Nl − 1)/2
points intérieurs et son pas de maillage est hl−1 = 1/(Nl−1 + 1) = 2hl. Le lisseur utilisé
est une méthode de Jacobi

um+1 = um +ωD−1(f−Alum),

où D = diag(Al) etω est donné par

ω =
12 − 4h2(k2 + iε)
18 − 3h2(k2 + iε)

. (3.13)

Notons que la matrice d’itération est alors donnée par S = Id − ωD−1Al. La matrice
d’itération d’une méthode à deux niveaux, appelé également algorithme 2-grilles, est
notée T et son expression est donnée dans (3.12)

T = Sν2
l

(
Id − PlA

−1
l−1RlAl

)
Sν1
l ,

où les matrices des opérateurs de restriction Rl et de prolongation Pl sont définies res-
pectivement par (3.10) et (3.9). En utilisant une diagonalisation par bloc de la matrice
d’itération T , nous avons obtenu des résultats de convergence pour la méthode à deux
niveaux en fonction des valeurs du shift ε.

Théorème 3.1 Soit ν = ν1 + ν2 le nombre total de pas de lissage. On suppose que ε = Ck2−δ

pour 0 < δ ⩽ 2. Alors, pour tout k et h tels que

kh =
√

6 + o(1) pour h→ 0,
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on a

ρ(T) ⩾

(
2
3

6δ/2

Chδ

)ν

+ o
(

1
hδν

)
,

et ainsi l’algorithme 2-grilles diverge.

Pour ε = Ck2, si C > 0 est une constante suffisamment grande alors l’algorithme 2-grilles
converge.

Afin d’illustrer numériquement le Théorème 3.1, considérons une grille uniforme de
Ω = (0, 1) avec Nl = 210 − 1 points intérieurs ainsi que les 3 nombres d’ondes ci-dessous

k1 =

√
6

hl
= 2508.3, k2 =

1
2hl

= 512, k3 = h
−2/3
l = 101.6.

Le nombre d’onde k1 vérifie k1hl =
√

6 ce qui est proche des hypothèses du Théorème
3.1 pour lesquelles l’algorithme 2-grilles diverge, k2 vérifie k2hl = 0.5 correspondant à
considérer environ 12 points par longueur d’onde et k3 est choisi de sorte qu’il n’y ait pas
d’effet de pollution car, dans ce cas, k3h2 est assez petit [39].

ε 1
√
k k k3/2 k2

k = k1, ν = 1 4.1943.106 8.3748.104 1.6722.103 33.3906 0.7454
ν = 2 1.7592.1013 7.0137.109 2.7962.106 1.1149.103 0.5556
ν = 4 3.0949.1026 4.9191.1019 7.8188.1012 1.2433.106 0.3221

k = k2, ν = 1 40.1940 40.1460 26.9411 1.6269 0.3623
ν = 2 29.4072 29.3721 19.7105 1.1755 0.1623
ν = 4 31.8974 31.8593 21.3795 1.2722 0.1141

k = k3, ν = 1 0.5093 0.5089 0.4732 0.3454 0.3344
ν = 2 0.1626 0.1625 0.1605 0.1235 0.1138
ν = 4 0.1202 0.1200 0.1052 0.0633 0.0633

Tableau 3.1 – Rayon spectral de T pour k = k1,k2,k3.

Le rayon spectral de T est donné dans le Tableau 3.1 pour ν = 1, 2, 4. Comme
annoncé dans le Théorème 3.1, l’algorithme 2-grilles diverge lorsque kh est proche de

√
6

sauf si ε = k2. La situation est similaire pour k = k2. Notons finalement que l’algorithme
2-grilles converge pour chaque ε considéré pour k = k3 correspondant au nombre d’onde
pour lequel il n’y a pas d’effet de pollution. Toutefois, cette observation n’implique pas
qu’une méthode multigrille convergera dans la mesure où, pour certains niveaux l, des
combinaisons de k,h entrainant la divergence (ex : k = k1, k = k2) pourraient apparaı̂tre.

Remarque 3.2 Des résultats similaires au Théorème 3.1 ont été également obtenus pour une
discrétisation différences finies dans [Chap3-A1].
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2.3 Résultat de convergence pour un W-cycle

Cette partie présente des résultats issus de [Chap3-A2].

L’objectif de cette section est de présenter une extension du Théorème 3.1 en di-
mensions supérieures. Notons que la démonstration du Théorème 3.1 a été réalisée en
diagonalisant la matrice d’itération d’un 2-grilles. Toutefois, ce type de démonstration
est difficile à étendre en dimension supérieure notamment pour des domaines Ω non-
rectangulaires et des maillages non-uniformes.

L’idée principale de la démonstration de la convergence d’unW-cycle est de borner
directement la norme Euclidienne de sa matrice d’itération (3.12) en faisant apparaı̂tre une
relation de récurrence entre deux niveaux successifs. Un résultat général de convergence
d’un W-cycle est donné ci-dessous.

Théorème 3.3 (Theorem 7.20,[66]) On considère un W-cycle, soit τ = 2. Supposons qu’il
existe des constantes positives CA,CS et une fonction positive décroissante ν 7→ g(ν) vérifiant
limν→+∞ g(ν) = 0, telles que 1

∥A−1
l − PlA

−1
l−1Rl∥2 ⩽ CA∥Al∥−1

2 , (The approximation property)

∥AlS
ν∥2 ⩽ g(ν)∥Al∥2, ν ⩾ 1, (The smoothing property)

∥Sν∥2 ⩽ CS,ν ⩾ 1. (The multigrid contraction number)

Alors pour tout ξ ∈ (0, 1) il existe un νξ tel que quelque soit ν ⩾ νξ, on ait

∥CMG,l∥2 ⩽ ξ.

Nous avons ensuite démontré que les hypothèses du Théorème 3.3 étaient satisfaites pour
une discrétisation P1 de l’équation (3.4).
Quelques notations sont tout d’abord nécessaires avant de donner ce résultat. Notons
Ccont,Ccoer les constantes de continuité et de coercivité de la forme bilinéaire a définie par
(3.5). On a

|a(u, v)| ⩽ Ccont∥∇u∥L2(Ω)∥∇v∥L2(Ω), |a(u,u)| ⩾ Ccoer∥∇u∥2
L2(Ω).

Le domaine Ω étant convexe, les résultats usuels de régularité elliptique assurent que, si
f ∈ L2(Ω), alors la solution de (3.4) est dans H2(Ω) et on note CH2 , la constante positive
pour laquelle

∥u∥H2(Ω) ⩽ CH2∥f∥L2(Ω).

La dépendance en k, εde ces trois constantes étant importante pour étudier la convergence
de la méthode multgrille en fonction de ces paramètres, elle est maintenant donnée
explicitement.

1. On gardera la dénomination anglaise des inégalités ci-après.
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Théorème 3.4 Les constantes Ccont,Ccoer et CH2 sont données par

Ccont = (1 + C2
P |k

2 + iε|),

Ccoer = min{Rγ, εIγ− k2Rγ},

CH2 = C(Ω)

(
1 +

|k2 + iε|
ε

+
C2
P

Ccoer

)
,

où CP est la constante de l’inégalité de Poincaré (∀u ∈ H1
0(Ω) : ∥u∥L2(Ω) ⩽ CP∥∇u∥L2(Ω)),

γ ∈ C vérifie |γ| = 1, 0 < Rγ ⩽ ε/|k2 + iε| et Iγ > 0 et C(Ω) > 0 ne dépend que du domaineΩ.

Nous pouvons maintenant donner le résultat de convergence pour l’algorithme multigrille
appliqué au problème de Helmholtz avec shift complexe.

Théorème 3.5 Ci-dessous C(Ω) > 0 désigne une constante ne dépendant que du domaine Ω.
On suppose queΩ est convexe. Alors, il existe C(Ω) > 0 telle que :

• The approximation property :

∥A−1
l − PlA

−1
l−1Rl∥2 ⩽ C(Ω)CregCcont∥Al∥−1

2 ,

avec

Creg =

(
Ccont

Ccoer

)2

CcontC
2
H2∥f∥L2(Ω),

• The multigrid contraction number : Pour tout ν ⩾ 1, on a

∥Sν∥2 ⩽ C(Ω)

√
Ccont

Ccoer
, (3.14)

où S = Id − ω
2 γ|D|−1Al est un lisseur de Jacobi modifié avec D la partie diagonale de

Al.
• The smoothing property : Pour toutω ∈

(
0, 2C(Ω)C2

coer
C2

cont

)
, on a

∥AlS
ν∥2 ⩽ 2C(Ω)

√
2

πω2ν

√
Ccont

Ccoer
∥Al∥2. (3.15)

Remarque 3.6 Des résultats similaires aux Théorèmes 3.4 et 3.5 ont été obtenus pour des condi-
tions limites de Robin sur ∂Ω (voir [Section 5,Chap3-A2]).

Le Théorème 3.5 combiné au Théorème 3.3 montre que l’algorithme multigrille
(3.11) appliqué à (3.4) avec le lisseur de Jacobi modifié S converge pour tout k et tout ε si
un nombre suffisamment grand de pas de lissage est effectué. Le facteur de convergence
est de plus décroissant en fonction du nombre de pas de lissage ν. Toutefois, le nombre
de pas de lissage minimal νmin pour lequel on ait

∀ν ⩾ νmin : ∥CMG,l∥2 < 1,
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dépend de k et de ε. De même, le paramètreω intervenant dans le lisseur de Jacobi modifié
dépend de k, ε et du nombre complexe γ introduit dans le Théorème 3.4. En exprimant
les constantes de continuité Ccont et de coercivité Ccoer lorsque ε < O(k2), on a

ω =

(
Rγ

1 + |k2 + iε|

)2

où γ =
ε+ ik2

|ε+ ik2|
et ε < cste × k2.

Des résultats numériques calculant le rayon spectral de la matrice d’itération d’un 2-grilles
sont donnés dans le Tableau 3.2. On peut voir que ρ(T) est très proche de 1 pour tous les

ν ε k = 10 k = 20 k = 40 k = 80 k = 160
1 1 0.999999999975240 1.000000000000025 1.000000000000046 1.000000000001082 1.000000000000053
3 1 0.999999999925725 0.999999999999980 1.000000000000049 1.000000000001164 1.000000000000047

1 k 0.999999975841890 0.999999999801596 0.999999999998355 1.000000000000026 1.000000000000046
3 k 0.999999927525641 0.999999999404773 0.999999999994992 0.999999999999972 1.000000000000064

1 k3/2 0.999999382351815 0.999999984191422 0.999999999600494 0.999999999983235 0.999999999999554
3 k3/2 0.999998147056534 0.999999952574267 0.999999998801486 0.999999999949603 0.999999999998608

Tableau 3.2 – Rayon spectral de la matrice d’itération T d’un 2-grilles en 2d avec conditions
de Neumann homogène. Ω = (0, 1)2, le maillage fin est composé de 49 × 49 points, le
maillage grossier est composé de 25 × 25 points.

cas considérés. Cela s’explique par le fait que le paramètre ω = O(k−4) et donc devient
très petit numériquement entrainant que le lisseur S est très proche de S ≈ Id. Ainsi, la
matrice T devient très proche de l’opérateur grille grossière T ≈

(
I− PlA

−1
l−1RlAl

)
qui est

une projection. Pour certaines valeurs des paramètres considérés, le rayon spectral de T
est bien une fonction décroissante du nombre de pas de lissage entrainant la convergence
de cet algorithme si le nombre de pas de lissage devient (très !) grand. Toutefois, pour
certains jeux de paramètres, ρ(T) > 1 et donc ce algorithme 2-grilles diverge.

Pour ε = cste × k2, le paramètreω devient

ω =

(
−(Rγ)k2 + (Iγ)ε

1 + |k2 + iε|

)2

où γ =
1
2
+ i

√
3

2
et ε = cste × k2.

Dans ce cas, lorsque ε = cste × k2 pour une constante suffisamment grande, le ratio
Ccont/Ccoer devient indépendant dek et le paramètreωn’est pas numériquement 0 lorsque
k augmente (voir [Theorem 4.7,Chap3-A2]). Le Théorème 3.4 assurant la convergence du
multigrille avec le lisseur de Jacobi modifié sera donc valable également numériquement
contrairement au cas ε < cste × k2. Le rayon spectral de la matrice d’itération pour un
2-grilles et un W-cycle à 3-niveaux sont donnés respectivement dans les Tableaux 3.3 et
3.4. On peut voir que le rayon spectral d’un 2-grilles et d’un W-cycle à 3-niveaux est
strictement plus petit que 1 et décroit lorsque le nombre de pas de lissage augmente. Cela
est conforme avec les conclusions du Théorème 3.5.

2.4 Extension du Shifted Laplace Preconditioner : the expansion preconditioner

Cette partie présente des résultats issus de [Chap3-A3].
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k 10 20 40 80 160
kh 0.1000 0.2000 0.4000 0.8000 1.6000
ν = 1 0.9764 0.9757 0.9736 0.9648 0.9306
ν = 3 0.9309 0.9289 0.9228 0.8982 0.8059
ν = 5 0.8875 0.8843 0.8747 0.8361 0.6980

Tableau 3.3 – Rayon spectral de la matrice d’itération d’un 2-grilles en 2d avec condition de
Neumann homogène et ε = 1.5k2.Ω = (0, 1)2, le maillage fin est composé de 101 × 101 =

10201 points, le maillage grossier est composé de 51 × 51 points.

k 10 20 40 80 160
kh 0.1000 0.2000 0.4000 0.8000 1.6000
ν = 1 0.9764 0.9757 0.9736 0.9648 0.9306
ν = 3 0.9309 0.9289 0.9229 0.8982 0.8058
ν = 5 0.8876 0.8844 0.8748 0.8362 0.6978

Tableau 3.4 – Rayon spectral de la matrice d’itération d’un W-cycle à 3-niveaux en 2d avec
conditions de Neumann homogène et ε = 1.5k2. Ω = (0, 1)2, le maillage fin est composé
de 101 × 101 = 10201 points, le maillage grossier est composé de 51 × 51 points.

On présente maintenant des résultats concernant une extension du Shifted Laplace
Preconditioner (SLP) appelée Expansion preconditioner qui a été introduite dans [46, 47]. En
notantHk la matrice issue d’une discrétisation de l’équation de Helmholtz, il est possible
de représenter H−1

k par une série faisant intervenir uniquement H−1
k+iε et le Expansion

preconditioner est ainsi défini en tronquant cette série à l’ordre voulu. On retrouve en
particulier le SLP usuel en ne conservant que le premier terme de cette série.

Considérons l’équation de Helmholtz avec shift complexe et conditions de Robin
sur ∂Ω {

−∆u(x) − (k2 + iε)u(x) = f(x), x ∈ Ω,
∂nu− iηu = 0, sur ∂Ω,

(3.16)

où n est la normale unitaire sortante de ∂Ω et η > 0 est un paramètre. La formulation
variationnelle de (3.16) est Trouver u ∈ H1(Ω) tel que pour tout v ∈ H1(Ω) :

aε(u, v) :=
∫
Ω

∇u · ∇v− (k2 + iε)uvdx− iη
∫
∂Ω

uvdσ =

∫
Ω

fvdx.
(3.17)

En considérant une triangulation uniforme de Ω et des éléments finis P1, le problème
discret est  Trouver uh ∈ Vh tel que :

aε(uh, vh) =
∫
Ω

fvhdx, ∀vh ∈ Vh.
(3.18)
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Le problème (3.18) est équivalent au système linéaire suivant

Aεwh = bh

où
Aε = K− (k2 + iε)M− iηN.

Ci-dessus, K est la matrice de rigidité, M la matrice de masse et N la matrice de masse
associée à ∂Ω. Si ϕj, pour j = 1, · · · ,N sont les fonctions de base de Vh, ces matrices sont

K =

(∫
Ω

∇ϕi · ∇ϕj dx

)
i,j

, M =

(∫
Ω

ϕiϕj dx

)
i,j

, N =

(∫
∂Ω

ϕiϕj dx

)
i,j

.

On note A0 la matrice associée à une discrétisation P1 de l’équation de Helmholtz sans
shift (ε = 0).

La première idée du expansion preconditioner est d’exprimerA−1
0 uniquement à partir

d’inverse deAε. En utilisant queA0 = Aε+ iεM et une série de Neumann, on obtient une
expression pour l’inverse de A0 faisant intervenir uniquement des inverses Aε.

Théorème 3.7 L’inverse de A0 s’exprime comme suit

A−1
0 =

∑
j⩾0

(−iε)j
(
A−1

ε M
)jA−1

ε ,

où la série converge pour la norme matricielle subordonnée à la norme ∥x∥M =
√
⟨Mx, x⟩.

En suivant alors [46], le expansion preconditioner d’ordre n ∈N+ est défini en tronquant la
série de Neumann donnée dans le Théorème 3.7,

EX(n) =

n−1∑
j=0

(−iε)j
(
A−1

ε M
)j+1

M−1 =

n−1∑
j=0

(−iε)j
(
A−1

ε M
)jA−1

ε . (3.19)

Le système de Helmholtz préconditionné est ainsi donné par

EX(n)A0wl = EX(n)bl. (3.20)

Notons que, lorsque n = 1, EX(1) est exactement le SLP. Pour étudier la convergence
de GMRES utilisé sur le système préconditionné avec le expansion preconditioner (3.20),
nous utilisons les estimations d’Elman [55, Theorem 1.8]. Pour un système Bw = b résolu
avec GMRES, on note rm le résidu de GMRES après m itérations. En supposant que
∥Id − B∥2 ⩽ σ < 1, on a

∥rm∥2

∥r0∥2
⩽

(
2
√
σ

(1 + σ)2

)m

. (3.21)

Il reste donc à calculer σ dans le cas où GMRES est utilisé pour résoudre (3.20) donc pour
B = EX(n)A0. Le résultat ci-dessous a été obtenu.
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Théorème 3.8 Pour tous ε > 0, η > 0, h > 0 et n ∈N+, on a les estimations suivantes

N (Id − EX(1)A0) ⩽ εN
(
A−1

ε M
)

,

∀n ⩾ 1, N (Id − EX(n)A0) ⩽
1 + εN

(
A−1

ε M
)

1 − εN
(
A−1

ε M
)(εN (A−1

ε M
)
)n,

où N(B) est n’importe quelle norme matricielle ou bien ρ(B).

Le Théorème 3.8 et (3.19) entrainent que la convergence de GMRES appliqué au
système préconditionné (3.20) est majoritairement impactée par le terme εN

(
A−1

ε M
)
. En

particulier, si ce dernier vérifie εN
(
A−1

ε M
)
< 1 alors la convergence de GMRES pourra

être accélérée en augmentant le nombren de termes inclus dans le expansion preconditioner.

Théorème 3.9 Supposons que les hypothèses (H1) ou bien (H2) soient vérifiées :

(H1) η ∼ k et k3h2 ⩽ C0 pour C0 assez petit.

(H2) η ≲ k, k ⩾ k0 pour un certain k0 > 0 et kh
√
|k2 − ε| ⩽ C0 avec C0 assez petit.

Alors il existe C2 > 0 qui dépend uniquement deΩ tel que pour tout ε > 0 avec εC2 < k, on a

∀ n ⩾ 1, N (Id − EX(n)A0) ⩽

(
C2ε

k

)n
k+ C2ε

k− C2ε
,

où N(.) = ρ(.) si (H1) est satisfaite et N(.) = ∥.∥2 si (H2) est vérifiée.

Concernant les hypothèses du Théorème 3.9 : (H1) permet de ne plus avoir d’erreur de
pollution (voir [50]) tandis que (H2) est une contrainte provenant de [55, Lemma 3.5] qui
assure la quasi-optimalité (l’optimalité pour des maillages assez fins) de l’approximation
éléments finis. Le Théorème 3.9 est une extension directe du [55, Theorem 1.4] au cas du
expansion preconditioner. Il entraine que, lorsque ε ≲ k, la vitesse de convergence de GMRES
pour résoudre le système préconditionné (3.20) devient indépendante du nombre d’onde
et peut être accélérée en augmentant le nombre de terme dans l’expansion preconditioner.

Nous présentons maintenant des résultats numériques donnant le nombre d’itération
de GMRES pour résoudre (3.20) lorsque ε = k,k3/2,k2 et n = 1, 2, 3. En effet, bien que
le Théorème 3.9 assure la convergence de GMRES, indépendemment de k, le calcul de
EX(n) nécessite des inversions de Aε qui peuvent être difficiles à réaliser (voir Section
2.3).
On choisitΩ = (0, 1)2, η = k et f = 1. On discrétise (3.18) avec des éléments P1. Le pas de
maillage h est choisit de sorte que hk3/2 = 1 et ainsi les hypothèses (H1) du Théorème 3.9
sont vérifiées. Le Tableau 3.5 donne le nombre d’itération de GMRES appliqué au système
préconditionné (3.20) permettant d’atteindre un résidu relatif de 1e− 6.
Notons que pour n = 1, 2, 3, le nombre d’itérations est constant pour ϵ = k et décroit
très légèrement lorsque n augmente ce qui est conforme aux résultats du Théorème 3.9.
Lorsque ϵ = k3/2, le nombre d’itération semble constant pour n = 2, 3 et augmente
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n = 1 n = 2 n = 3
ϵ k k3/2 k2 k k3/2 k2 k k3/2 k2

k = 5 5 6 8 5 6 9 5 7 9
k = 10 6 8 13 5 8 12 5 7 13
k = 20 6 11 24 5 8 21 4 7 20

Tableau 3.5 – Nombre d’itérations de GMRES pour le problème de Helmholtz
préconditionné avec le expansion preconditioner.

linéairement avec k pour ε = k2. Ces résultats numériques semblent indiquer qu’un
nombre assez grand de termes dans EX(n) permet de définir un bon préconditionneur
pour des shifts plus petits que ϵ = k2. Ce progrès reste toutefois assez coûteux puisqu’il
est nécessaire d’inverser plusieurs fois la matrice Aε pour calculer EX(n).
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3 Schémas différences finies avec correction de dispersion

Les ondes planes sont les fonctions eikx·θ avec θ ∈ Sd−1 et sont des solutions de
l’équation de Helmholtz homogène

−∆u(x) − k2u(x) = 0.

L’erreur de dispersion est le fait que les ondes planes discrètes eikdx·θ satisfaisant l’équation
de Helmholtz homogène discrétisée sont différentes des ondes planes continues. En effet,
le nombre d’onde discret kd dépend de θ et du pas de maillage h et on a généralement

kd(θ,h) , k.

L’erreur de dispersion est en partie responsable de l’effet de pollution [39, 65, 67] qui
indique qu’avoir un nombre de points par longueur d’onde assez grand (ou de manière
équivalente avoir kh assez petit) ne permet pas d’avoir une erreur relative bornée unifor-
mement en (kh).

Les schémas avec correction de dispersion visent à réduire l’erreur de dispersion
définie par |kd(θ,h)−k|. Ces derniers sont principalement développés pour les différences
finies en considérant des schémas d’approximation contenant des paramètres libres qui
sont ensuite optimisés numériquement afin de minimiser l’erreur de dispersion [42, 43,
48, 72, 40, 68].

Dans cette section, on présente des résultats obtenus dans les publications [Chap3-
A4,Chap3-A5,Chap3-A6,Chap3-A7]. Tous ces travaux portent sur la construction de
schémas différences finies avec une correction de dispersion effectuée sans utiliser une
optimisation numérique. Hormis le fait que nous avons des formules explicites pour les
paramètres libres intervenant dans les schémas, nos résultats sont également basés sur
l’introduction d’un nombre d’onde shifté, noté k̂, dans le schéma. Ce k̂ permet d’introduire
un paramètre supplémentaire afin de réduire davantage l’erreur de dispersion et permet-
tra également de réduire l’erreur de dispersion pour des schémas usuels (ex : schéma
différences finies à 5-points) qui ne contiennent pas naturellement de paramètres. Notre
approche s’appelle correction de dispersion asymptotique car les formules explicites sont ob-
tenues en minimisant l’erreur de dispersion lorsque h→ 0 (ou G→ +∞ où G = 2π/(kh)
est le nombre de points par longueur d’onde).
Dans la suite de ce chapitre, les résultats suivants seront présentés en détail :

1. On montrera dans la Section 3.1 comment déterminer, pour un problème mono-
dimensionnel, le nombre d’onde shifté k̂ pour lequel un schéma standard à
3-points ne présente plus d’erreur de dispersion.

2. Dans la Section 3.2, un schéma différences finies à 9-points avec des paramètres
libres sera considéré. Les paramètres et le shift k̂ seront déterminés explicitement
afin de réduire l’erreur de dispersion pour un nombre de points par longueur
d’onde assez grand.
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3. La Section 3.3 présentera une généralisation de l’approche décrite dans la Section
3.2 pour des schémas différences finis généraux.

4. Enfin, dans la Section 3.4, des schémas différences finies avec correction de dis-
persion seront utilisés dans un algorithme multigrille et des résultats numériques
de convergence seront présentés

3.1 Correction de dispersion en 1d

Cette section présente des résultats issus de [Chap3-A5,Chap3-A7].

L’équation de Helmholtz dans Ω = (0, 1) avec conditions de Dirichlet homogène
est donnée par {

−u′′(x) − k2u(x) = f(x) dans (0, 1),
u(x) = 0, x ∈ {0, 1},

(3.22)

où f est un terme source. On suppose que k2 < πN de sorte que (3.22) admette une unique
solution.
On considère une grille uniforme {xj}

n
j=1 = {j/(n + 1)}nj=1 de (0, 1) composée de n ∈ N+

points intérieurs dont le pas de maillage est h = 1/(n + 1). En utilisant un schéma à
3-points pour la dérivée seconde, la discrétisation de (3.22) est

−
1
h2 (ui−1 − 2ui + ui+1) − k̃

2ui = f(xi), i = 1 · · · ,n, (3.23)

où ui est une approximation de u(xi). Le nombre d’onde k̃ est k̃ = k sans correction
de dispersion ou k̃ = k̂ lorsque la correction de dispersion est utilisée. En supposant
que f = 0, en négligeant les bords pour se ramener à un domaine infini et en insérant
uj := eikdxj dans (3.23), le nombre d’onde discret vérifie

cos(kdh) = 1 −
k̃2h2

2
.

Notons que kd , k ce qui correspond à l’erreur de dispersion. En cherchant maintenant
k̂ tel que kd = k, on obtient

k̂ =

√
2
h2 (1 − cos(kh)),

ce qui correspond au nombre d’onde shifté obtenu dans [53]. Pour ce choix de k̂, le nombre
d’onde discret associé au schéma (3.23) vérifie kd = k et ainsi ce schéma n’a pas d’erreur
de dispersion.

On étudie l’influence de la correction de dispersion, c’est à dire du choix k̃ = k̂ dans
le schéma (3.23), sur l’erreur dans le résultat suivant.

Théorème 3.10 Supposons que le terme source f vérifie

∥f∥L∞(0,1) ≲ 1, ∥f′′∥L∞(0,1) ≲ k
2,
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où la notation ≲ signifie que les constantes n’apparaissant pas sont indépendantes de k et h. On
note e

k̃
:= (ui − u(xi))

n
i=1 l’erreur entre la solution de (3.22) et son approximation vérifiant

(3.23) pour k̃ ∈ {k, k̂}.

• Sans correction de dispersion : Si k̃ = k, kh < 2 et 4
h2 sin

(
jπh

2

)2
− k2 , 0 pour

j = 1, · · · ,n (cette hypothèse assure que le problème discret est inversible) alors l’erreur
vérifie

∥ek∥∞ ≲ k2h3

| sin(θ)|| sin(θ/h)|

(
1 + k

(
1 +

1
| sin(k)|

))
,

où θ vérifie cos(θ) = 1 − (kh)2/2.
• Avec correction de dispersion : Si k̃ = k̂, kh < πN et k < πN, alors l’erreur vérifie

∥e
k̂
∥∞ ≲ kh

| sin(kh)|
1

| sin(k)|

(
(kh)2

k
+ (kh)2

(
1 +

1
| sin(k)|

))
.

Ainsi, pour le schéma avec shift k̃ = k̂, l’erreur décroit comme un O(G−2) pour tout
nombre d’onde.

Dans le cas sans correction de dispersion (k̃ = k), un calcul montre que la borne supérieure
de l’erreur donnée par le Théorème 3.10 est bornée par

(
(kh)2 + k(kh)4

)
. Le terme k(kh)4

est caractéristique de l’effet de pollution et montre que garder kh petit n’est pas suffisant
pour empêcher l’erreur d’augmenter avec le nombre d’onde tout en gardant kh assez
petit.
Lorsque la correction de dispersion est utilisée (k̃ = k̂), la borne supérieure de l’erreur ne
dépend que de kh indiquant que l’effet de pollution a été supprimé.
Pour illustrer numériquement ces résultats, on choisit

f = sin(kx),

et dans ce cas, la solution exacte de (3.22) est

uex(x) = −
x cos(kx)

2k
+

(
cos(k)

2 sin(k)k

)
sin(kx).

La figure 3.1 montre l’erreur relative avec et sans correction de dispersion pour k =

200, 2000 pour un nombre de points par longueur d’onde G = 2π/(kh) variant entre 230
et 2. Ces résultats numériques confirment ceux obtenus dans le Théorème 3.10 et montrent
l’absence d’effet de pollution lorsqu’on utilise la correction de dispersion.

Remarque 3.11 Dans [Chap3-A5], nous avons étendu la correction de dispersion décrite ci-
dessus pour le schéma à 3-points pour des milieux dont le nombre d’onde est constant par morceaux.
Les résultats numériques obtenus montrent que la correction de dispersion diminue grandement
l’erreur ce qui permet de considérer des maillages plus grossiers que ceux utilisés pour avoir une
précision similaire sans correction.

Remarque 3.12 Dans [Chap3-A7], nous avons étendu la construction du nombre d’onde shifté
k̂ à des discrétisations differences finies générales permettant, en 1d, de supprimer l’erreur de
dispersion pour différents schémas.
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Figure 3.1 – Représentation en échelle log-log des erreurs relatives en fonction de G pour
k = 200 (à gauche) et k = 2000 (à droite).

3.2 Correction de dispersion asymptotique pour un schéma à 9 points en 2d

Cette section présente des résultats issus de [Chap3-A6].

Les résultats présentés dans la Section 3.1 montrent qu’il est possible de supprimer
totalement l’erreur de dispersion, et ainsi l’effet de pollution, en 1d en modifiant le schéma
avec l’introduction d’un nombre d’onde shifté k̂. En dimension supérieure, bien qu’il ne
soit pas possible de supprimer l’erreur de dispersion, il est néanmoins possible de la
réduire.

On présente tout d’abord un résultat assurant que l’erreur de dispersion est du
même ordre que l’erreur d’approximation du schéma différences finies sur des ondes
planes. Soit donc une discrétisation de l’opérateur de Helmholtz

Hu = −(∆+ k2)u,

qui est donnée par
(H(k,h)u)i,j = (−∆hu)i,j − k

2(Mhu)i,j,

où h est le pas de maillage, supposé uniforme, et l’indice i, j indique que l’approximation
est calculée au point (xi,yj). Pour ξ = (ξ1, ξ2) et x = (x,y), les symboles continu σ et
discret σd sont

σ(k,ξ) = |ξ|2 − k2, σd(k,h,ξ) =
(
e−ix·ξ)

i,j

(
H(k,h)eix·ξ)

i,j . (3.24)

Pour un maillage uniforme, σd ne dépend pas de i, j. Les relations de dispersion continue
et discrète sont alors définies par

Dc :=
{
ξ ∈ R2 | |ξ|2 − k2 = 0

}
, Dd :=

{
ξ ∈ R2 | σd(k,h, ξ) = 0

}
, (3.25)

et, pour θ ∈ S1, le nombre d’onde discret kd = kd(k,h,θ) satisfait

σd(k,h,kd(k,h,θ)θ) = 0. (3.26)

88



En fonction des situations, il peut être commode de travailler avec le pas de maillage h
ou le nombre de point par longueur d’onde G. On peut aussi définir le nombre d’onde
discret comme une fonction de k,θ,G à partir de la relation

σd

(
k,

2π
kG

,kdθ
)

= 0. (3.27)

L’erreur de dispersion est estimée dans le résultat ci-dessous.

Théorème 3.13 On suppose que le symbole discret est une fonction régulière en chacune de ses
variables pour G assez grand et que

∇ξσd

(
k,

2π
kG

,ξ
)

= c2ξ+N(k,G,ξ),

où c2 est une constante et ∥N(k,G,ξ)∥ ⩽ c̃(ξ)G−1 où la fonction ξ ∈ R2 7→ c̃(ξ) > 0 est
continue. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

i) Le schéma différences finies approxime les ondes planes à l’ordre q ∈N∗ :

∀ θ ∈ S1, (H(k,h)eikx·θ)i,j = OG→∞(G−q)k2.

ii) Le nombre d’onde discret admet le développement suivant

kd = k
(
1 + OG→+∞(G−q)

)
.

Si de plus la relation de dispersion discrète admet une représentation polaire alors ii) est également
équivalent à

iii) La distance entre les relations de dispersion continue et discrète vérifie :

dist(Dd,Dc) = kOG→∞(G−q).

Les hypothèses du Théorème 3.13 sont aisément vérifiables pour des schémas
différences finies usuels. Ce résultat assure que l’erreur de dispersion ainsi que la distance
entre les relations de dispersion discrète et continue sont du même ordre que l’erreur
d’approximation du schéma sur les ondes planes. Dans la suite, nous allons effectuer une
correction de dispersion pour un schéma différences finies basé sur un stencil à 9-points
contenant des paramètres libres. Après avoir introduit le nombre d’onde shifté k̂ dans ce
schéma, la correction de dispersion sera réalisée en minimisant, lorsque G→ +∞, la dis-
tance entre les deux relations de dispersion permettant d’obtenir des formules explicites
pour les paramètres optimisés et pour k̂.

Pour une grille uniforme de pas de maillage h > 0, le schéma différences finies à
9-points est donné par

(Hhv)i,j :=

(
4a
h2 − k2b

)
v(xi,yj)

+

(
1 − 2a
h2 −

k2c

4

)(
v(xi−1,yj) + v(xi+1,yj) + v(xi,yj−1) + v(xi,yj+1)

)
. (3.28)

−

(
1 − a

h2 + k2 1 − b− c

4

)(
v(xi−1,yj−1) + v(xi+1,yj−1) + v(xi−1,yj+1) + v(xi+1,yj+1)

)
,
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où a,b, c sont des constantes positives. En choississant ces constantes comme suit

a =
5
6

,
c

4
+
b

2
−

5
12

= 0, (3.29)

le schéma (3.28) appliqué à toute onde plane vérifie(
Hheikx·e(θ)

)
i,j

= −
eik(xi,yj)·e(θ)

720
h4k6

(
3 + (90c− 16)(cos(θ)4 − cos(θ)2)

)
+ k2O((kh)6),

et le Théorème 3.13 assure donc que kd = k(1 +OG→+∞(G−4)).
On introduit maintenant le nombre d’onde shifté k̂ dans le schéma à 9-points. La relation
(3.29) permettant d’exprimer a et b en fonction de c et il reste désormais deux paramètres
k̂, ĉ dans le schéma suivant :(

H
asympt
h v

)
i,j

:=

(
4a
h2 − k̂2b

)
v(xi,yj)

+

(
1 − 2a
h2 −

k̂2ĉ

4

)(
v(xi−1,yj) + v(xi+1,yj) + v(xi,yj−1) + v(xi,yj+1)

)
. (3.30)

−

(
1 − a

h2 + k̂2 1 − b− ĉ

4

)(
v(xi−1,yj−1) + v(xi+1,yj−1) + v(xi−1,yj+1) + v(xi+1,yj+1)

)
.

En minimisant, pourG→ +∞, la distance entre la relation de dispersion continue et celle
de H

asympt
h on a obtenu des expressions explicites pour ĉ et k̂ réalisant le minimum.

Théorème 3.14 Soient (a,b, ĉ) vérifiant 3.29 et k̂, ĉ définis par

k̂ = k− k
π4

30
G−4 − k

π6

192
G−6,

ĉ =
8
45

−
π2

54
G−2.

Alors le nombre d’onde discret k̂d associé au schéma différences finies Hasympt vérifie

k̂d = k+ kOG→∞(G−6).

Le Théorème 3.14 combiné au Théorème 3.13 assure que le schéma H
asympt
h est, avec l’aide

du nombre d’onde shifté k̂, d’ordre 6 sur les ondes planes tandis qu’il est d’ordre 4 sans
nombre d’onde shifté.

Il est important de noter que l’erreur de dispersion a été minimisée uniquement
lorsque G → +∞. Cette méthode est ainsi appelée correction de dispersion asymptotique et
son principal avantage et d’obtenir des formules explicites pour les paramètres et le shift
k̂.
Pour qualifier la validité de cette approche, on considère le schéma H

opt
h défini par (3.30)

où les paramètres (k̂, ĉ) sont maintenant optimisés numériquement en minimisant la
distance entre la relation de dispersion continue et celle du schéma H

opt
h . La minimisation
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Figure 3.2 – (Gauche) Erreur relative entre kopt et kasympt du Théorème 3.14. (Droite)
Erreur relative entre copt et casympt du Théorème 3.14. Pour chaque G, les erreurs
sont calculées en prenant l’erreur relative maximale obtenue pour chaque k ∈
{20, 40, 80, 100, 160, 180, 200, 250, 300}.

a été effectuée avec la méthode de Nelder-Mead. On note (kopt, copt) les paramètres ainsi
calculés et (kasympt, casympt) ceux obtenus explicitement dans le Théorème 3.14. Les erreurs
relatives entre les paramètres asymptotiques et les optimaux sont données dans la Figure
3.2. On peut ainsi voir que les formules asymptotiques sont très proches des formules
obtenues à partir d’une optimisation numérique pour G ⩾ 10 justifiant ainsi l’approche
de correction de dispersion asymptotique si le nombre de points par longueur d’onde est
suffisamment grand.

Pour terminer cette section, on étudie la précision des schémas Hasympt
h et Hopt

h , pour
résoudre le problème de Helmholtz suivant :{

∆u(θ, x) + k2u(θ, x) = 0, dansΩ := (−1,+1)× (−1,+1),
u(θ, x) = exp(ikx · θ), sur ∂Ω,

(3.31)

où θ = (cos(s), sin(s)). Notons que

u(θ, x) = exp(ikx · θ)

est l’unique solution de (3.31) dès lors que k2 n’est pas valeur propre du Laplacien avec
une condition de Dirichlet homogène sur ∂Ω.

Les Théorèmes 3.14 et 3.13 entrainent queHasympt
h est d’ordre 6 sur les ondes planes et

nous allons donc comparer les performances de ce schéma avec d’autres schémas d’ordre
6. On considère pour cela le schéma issu [69], noté HSutmann et celui de [72, Eq. (2.15)],
noté HWu. Ce dernier est basé sur le même schéma différences finies que HSutmann mais
une minimisation numérique de l’erreur de dispersion a été effectuée pour déterminer
certains paramètres.
On considère un maillage cartésien uniforme de Ω dont les points xi,j = (xi,yj) ∈ Ω

satisfont |xi − xi±1| = h et |yj − yj±1| = h. On calcule alors une solution numérique pour
(3.31) approximée par les 4 schémas différences finies pour les angles

θl = (cos(sl), sin(sl)) avec sl ∈
{

2π
N
l, l = 0, · · · ,N

}
.
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Figure 3.3 – (haut, gauche) Erreurs relatives pour k = 10, (haut, droite) k = 20, (bas,
gauche) k = 40 et (bas, droite) k = 80.

En notant uh(θ) :=
(
uh,i,j(θ)

)
i,j la solution numérique, on calcule la moyenne des erreurs

pour chaque angle considéré

err(h) =
1

N+ 1

N∑
l=0

∥u(θl, xi,j) − uh(θl)∥2

∥uh(θl)∥2
, xi,j = (xi,yj), ∥v∥2 =

√∑
i,j

|vi,j|2.

Les résultats obtenus sont visibles dans la Figure 3.3 pour N = 20, les pas de maillages
h ∈ {0.005, 0.008, 0.01, 0.02, 0.03} et les nombres d’ondes k ∈ {10, 20, 40, 80} . Tout d’abord,
le schéma HSutmann étant le seul sans correction de dispersion, il est le moins précis des 4.
Les schémas HWu et Hopt ont une précision très similaire. De même pour Hasympt

h et Hopt
h

dès lors que le nombre de point par longueur d’onde est suffisamment grand soit pour
k = 10, 20.

3.3 Correction de dispersion asymptotique pour des schémas différences finies
généraux

Cette section présente des résultats issus de [Chap3-A7].

La correction de dispersion présentée dans le Théorème 3.14 a été effectuée en mini-
misant la distance entre les relations de dispersion continue et discrète. Malheureusement,
cette technique est difficile à étendre pour des schémas différences finis généraux ou bien
en dimensions supérieures.
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Dans cette section, on présente des résultats issus de [Chap3-A7] qui permettent de
déterminer pour un schéma différences finies général le shift asymptotique optimal k̂ mi-
nimisant l’erreur de dispersion pour des pas de maillages h assez petits. La méthode
présentée est donc une méthode de correction de dispersion dite asymptotique car l’op-
timisation est réalisée pour des maillages assez fins.

Pour une grille uniforme de pas de maillage h, on considère une discrétisation
différences finies générales de H = −(∆+ k2) donnée par

(Hhu)i = −(∆hu)i − k
2(Mhu)i,

où l’indice i indique que l’approximation est calculée au point xi, (∆hu)i est une ap-
proximation du Laplacien de u au point xi et (Mhu)i correspond à une approximation
de u(xi). On rappelle que le symbole discret est défini par

σd(k,h,ξ) =
(
e−ix·ξ

)
i

(
Hhe

ix·ξ
)
i

,

et le nombre d’onde discret est donné pour tout θ ∈ Sd−1 par kd := kd(k,h,θ) qui vérifie

σd(k,h,kdθ) = 0.

On introduit maintenant le nombre d’onde shifté k̂ dans le schéma différences finies

(Hhu)i = −(∆hu)i − k̂
2(Mhu)i. (3.32)

Le symbole discret associé au schéma (3.32) vérifie ainsi σd(k̂,h,kθ). Dans la suite, nous
allons montrer comment déterminer explicitement k̂pour minimiser l’erreur de dispersion
pour h assez petit. On suppose pour cela que le symbole discret satisfait les hypothèses
ci-dessous :

(H1) Pour h→ 0, le symbole discret vérifie

σd(k,h,kθ) = hpE(k,kθ) +O(hp+1),

où E est une fonction régulière.

(H2) Pour k fixé, la suite de fonctions (∇ξσd(k,h, ·))h converge uniformément, pour
h→ 0, vers∇ξσc(k, ·)dans un voisinage compact de ξ = kθpour toutθ ∈ Sd−1.

(H3) Pour ξ fixé, la suite de fonctions (∂kσd(·,h,ξ))h converge uniformément, pour
h→ 0, vers ∂kσc(·,ξ) dans un voisinage compact du nombre d’onde k.

L’hypothèse (H1) est vérifiée pour tout schéma d’ordre p sur les ondes planes. En effet,
dans ce cas, on a

(Hhuθ)i = h
pE(k,kθ)uθ(xi) +O(hp+1),

pour toute onde plane uθ(x) = eikx·θ où θ ∈ Sd−1. Ainsi, (H1) peut être vérifiée di-
rectement en calculant le développement de Taylor, pour h → 0, du symbole discret en
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ξ = kθ. De plus, les hypothèses (H2)-(H3) peuvent également être vérifiées en calculant
le développement de Taylor des dérivées de σd par rapport à (k,ξ).

En cherchant le nombre d’onde shifté sous la forme

k̂ = k+ kph
p,

on a démontré que le nombre d’onde discret associé au schéma (3.32) admettait le
développement

kd(k,h,θ) = k−
hp

2k
(−2kkp + E(k,kθ)) +O(hp+1).

On peut ainsi minimiser l’erreur de dispersion lorsque h→ 0 en déterminant kp comme
suit

k
asy
p := arg min

kp

(
max

θ∈Sd−1
|−2kkp + E(k,kθ)|

)
, (3.33)

où kasy
p est appelé le shift asymptotique optimal. Ce dernier peut être calculé explicitement

à partir des valeurs minimale et maximale de la fonction θ 7→ E(k,kθ).

Théorème 3.15 On suppose qu’il existe θmin, θmax ∈ Sd−1 tels que

Emin := E(k,kθmin) ⩽ E(k,kθ) ⩽ E(k,kθmax) =: Emax,

où les bornes supérieure et inférieure peuvent dépendre de k. Alors le shift asymptotique optimal
k

asy
p défini par (3.33) est unique et

k
asy
p =

1
4k

(Emax + Emin) .

L’erreur de dispersion relative admet de plus le développement suivant

max
θ∈Sd−1

∣∣∣∣∣kd(k̂asy,h,θ) − k
k

∣∣∣∣∣ = hp

2k2

∣∣∣∣Emax − Emin

2

∣∣∣∣+O(hp+1),

où k̂asy = k+ hpk
asy
p .

Le Théorème 3.15 permet de calculer le shift asymptotique optimal pour tout schéma
différences finies vérifiant (H1)-(H2)-(H3) et 2 exemples seront présentés dans la suite.
Afin de quantifier l’effet du shift sur la réduction de l’erreur de dispersion, on introduit
le facteur de réduction

Rf :=
maxθ |E(k,kθ)|

maxθ
∣∣−2kkasy

p + E(k,kθ)
∣∣ = 2

max {|Emax| , |Emin|}

|Emax − Emin|
, (3.34)

correspondant au ratio des développements, avec et sans shift, des nombres d’onde
discrets tronqués à l’ordre p. Dans les cas présentés ci-dessous, on a toujours Rf ⩾ 2.
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Application au schéma à 5 points

Le schéma différences finies à 5 points pour l’équation de Helmholtz est(
H

5pt
h u

)
i,j

=
−ui+1,j − ui−1,j + 4ui,j − ui,j+1 − ui,j−1

h2 − k2ui,j,

et son symbole discret est donc

σ
5pt
d (k,h,ξ) =

4 − 2(cos(hξ1) + cos(hξ2))

h2 − k2.

En effectuant un développement de Taylor lorsque h → 0, on peut vérifier aisément que
H

5pt
h satisfait les hypothèses (H1)-(H2)-(H3) avec p = 2 et

E(k,kθ) = −
k4

12

(
cos(s)4 + sin(s)4

)
= −

k4

12

(
2 cos(s)4 − 2 cos(s)2 + 1

)
,

où on a utilisé que θ ∈ S1 pouvait s’exprimer comme θ = (cos(s), sin(s)) avec s ∈ [0, 2π].
En appliquant le Théorème 3.15 sur H

5pt
h , on obtient une formule explicite pour le shift

asymptotique optimal et le facteur de réduction associés au schéma à 5 points.

Théorème 3.16 Pour le schéma H
5pt
h , on a

k
asy
2 = −

k3

32
, Rf = 4.

On étudie maintenant numériquement l’influence du shift asymptotique optimal.
Considérons pour cela le cas test suivant

−∆u− k2u = 0, dansΩ = (0, 1)2,
u = f, sur {0}× [0, 1] ∪ {1}× [0, 1],

∂nu+ iku = g, sur [0, 1]× {0} ∪ [0, 1]× {1},
(3.35)

où f,g sont calculés de sorte que u(x,y) = sin(k(x + y)
√

2/2) soit la solution exacte.
La condition de Robin est discrétisée avec un point fantôme pour conserver un schéma
d’ordre 2. On calcule les erreurs suivantes

err∞(k̃) =
∥u− uh(k̃)∥

∥u∥∞ ,

où uh(k̃) est la solution numérique sans shift (dans ce cas k̃ = k) ou avec shift (dans ce
cas k̃ = k̂ = k− h2k3/32, voir Théorème 3.16).

Les erreurs relatives sont données dans la Figure 3.4 pour k = 20, 40, 80, 160 et des
pas de maillages vérifiants h = 1/(n + 1) pour n = 2j et j = 4, · · · , 10. Ces résultats
montrent que, pour h assez petit, le shift asymptotique optimal réduit l’erreur relative.
En calculant les ratios entre les erreurs avec et sans shift asymptotique optimal dans le
Tableau 3.6, on peut voir que nous pouvons réduire l’erreur relative d’un facteur 2 pour
un nombre de points par longeur d’onde assez grand (ou de manière équivalente : lorsque
h est assez petit).
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Figure 3.4 – Erreurs relatives avec et sans shift asymptotique optimal.

n 24 25 26 27 28 29 210

k = 20 0.6153 0.5514 0.5406 0.5376 0.5353 0.5342 0.5335
k = 40 1.1662 0.8251 0.5594 0.5190 0.5136 0.5126 0.5123
k = 80 2.1981 0.6594 0.8327 0.5723 0.5118 0.5052 0.5045
k = 160 1.0015 2.2481 0.6354 0.8776 0.6078 0.5119 0.4988

Tableau 3.6 – Ratio err∞ (k̂) /err∞(k).

Application à un schéma à 9 points

On applique maintenant le Théorème 3.15 au schéma à 9 points ci-dessous(
H

9−pts
h v

)
i
:=

(
4a
h2 − k2

gb

)
v(xi,yj)

+

(
1 − 2a
h2 −

k2
gc

4

)(
v(xi−1,yj) + v(xi+1,yj) + v(xi,yj−1) + v(xi,yj+1)

)
. (3.36)

−

(
1 − a

h2 + k2
g

1 − b− c

4

)(
v(xi−1,yj−1) + v(xi+1,yj−1) + v(xi−1,yj+1) + v(xi+1,yj+1)

)
,

où a,b, c et kg sont des constantes positives définies par

a =
5
6

, b =
5
6
−
c

2
, c =

8
45

+ c2G
−2, kg = k−

π4k

30
G−4,
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et c2 est un paramètre libre. Ce schéma est similaire à (3.28) mais les constantes a,b, c ont
été choisies pour que H

9−pts
h soit directement d’ordre 6. En écrivant θ = (cos(s), sin(s)),

le symbole discret de H
9−pts
h satisfait le développement

σ
9−pts
d (k,h,kθ) = −

k8h6

6048π2 (2 cos(s)8π2 − 4 cos(s)6π2 + 6 cos(s)4π2

+ 189c2 cos(s)4 − 4 cos(s)2π2 − 189 cos(s)2c2 + π
2) +O(h8)

= h6E (k,kθ, c2) +O(h
8),

et on peut aisément vérifier que les hypothèses (H1)-(H2)-(H3) sont vérifiées avec p = 6
et E (k,kθ, c2) défini ci-dessus. En appliquant le Théorème 3.15 au schéma H

9−pts
h , on a

démontré le résultat suivant.

Théorème 3.17 Soit c∗2 le paramètre minimisant l’erreur de dispersion pour h assez petit. Ce
dernier est ainsi défini par

c∗2 = arg min
c2

|E (k,kθ, c2)| .

On a alors

c∗2 = −
π2

54
, k

asy
6 = −

k7

12288
, et Rf = 64.

Pour étudier numériquement l’effet du shift asymptotique optimal associé à H
9−pts
h ,

on considère le cas test ci-dessous{
−∆u− k2u = 0, dansΩ = (−1, 1)2,

u = f, sur ∂Ω,
(3.37)

où le terme source f est calculé de sorte que u(x,y) = sin(k(x + y)
√

2/2) soit la solution
exacte. Sans shift asymptotique optimal, les constantes intervenant dans H9−pts

h sont

a =
5
6

, b =
5
6
−
c

2
, c =

8
45

−
π2

54
G−2, kg = k

(
1 −

π4

30
G−4

)
,

Lorsqu’on utilise le nombre d’onde shifté, ces constantes deviennent

c =
8
45

−
π2

54

(
2π

(k+ h6k
asy
6 )h

)−2

, (3.38)

k
asy
g = (k+ h6k

asy
6 )

1 −
π4

30

(
2π

(k+ h6k
asy
6 )h

)−4
 ,

où kasy
6 est donné dans le Théorème 3.17. Lorsque h→ 0, les constantes (3.38) vérifient

casy =
8
45

−
π2

54
G−2 +O(h7), kasy

g = k

(
1 −

π4

30
G−4 −

π6

192
G−6

)
+O(h7).

Le schéma H
9−pts
h étant d’ordre 6, on peut définir le schéma H

9−pts
h avec correction de

dispersion en tronquant les développements à l’ordre 6 des constantes casy et kasy
g . Le

schéma ainsi obtenu et alors exactement celui du Théorème 3.14 issus de [Chap3-A6].
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Figure 3.5 – Erreurs relatives avec et sans shift asymptotique optimal pour H9−pts
h .

Les erreurs relatives, avec et sans shift asymptotique optimal, sont données dans la
Figure 3.5 pour k = 20, 40, 80, 160 et des pas de maillages vérifiants h = 1/(n + 1) pour
n = 2j et j = 4, · · · , 10. On peut voir que la correction de dispersion asymptotique réduit
l’erreur relative dès que le pas de maillage est assez petit.

Les facteurs de réduction sont également donnés dans le Tableau 3.7. Les cas pour
lesquels l’erreur relative avec correction de dispersion est plus grande que celle sans
correction ((k,n) = (20, 25) et (k,n) = (80, 26)) correspondent à des combinaisons de
k,h proches d’une valeur propre. Pour les autres choix de (k,n), l’utilisation du nombre
d’onde shifté avec shift asymptotique optimal diminue l’erreur relative.

n 24 25 26 27 28 29 210

k = 20 2.231 0.167 0.022 0.006 0.013 0.014 0.050
k = 40 0.994 4.647 0.174 0.023 0.006 0.013 0.015
k = 80 0.999 0.997 2.627 0.177 0.023 0.006 0.013
k = 160 0.999 0.999 0.998 0.458 0.178 0.023 0.006

Tableau 3.7 – Ratio des erreurs err∞ (k̂) /err∞(k).
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3.4 Résultats numériques : correction de dispersion et multigrille

Cette section présente des résultats issus de [Chap3-A6].

On présente dans cette section des résultats numériques étudiant l’influence de la
correction de dispersion sur la convergence de l’algorithme multigrille (3.11). Considérons
pour cela l’équation de Helmholtz surΩ = (0, 1)2 avec conditions de Dirichlet homogènes.
Cette dernière est discrétisée avec le schéma H

9−pts
h avec ou sans shift asymptotique

optimal calculé dans le Théorème 3.17.

On utilise des opérateurs de restriction et de prolongation classiques donnés par

(Rlu)i,j := 1
16(4u2i,2j + 2(u2i−1,2j + u2i+1,2j + u2i,2j−1 + u2i,2j+1)

+u2i−1,2j−1 + u2i+1,2j−1 + u2i−1,2j+1 + u2i+1,2j+1),
Pl := 4RTl .

(3.39)

Pour le lisseur, nous utilisons celui dont la matrice d’itération est

Sl = Id −ωlA
∗
lAl,

avec ωl = ρ(Al)
−2. La matrice d’itération de ce lisseur est Hermitienne et son spectre

vérifie σ(Sl) ⊂ [0, 1]. On a donc

∥Sl∥2 = ρ(Sl) ⩽ 1,

ce qui implique que son multigrid contraction number (voir Théorème 3.3) satisfait ∥Sνl ∥2 ⩽ 1
pour tout ν ∈N∗.

Pour chaque niveau l, une grille uniforme deΩ = (0, 1)2 composée denl×nl points
est considérée. Le pas de maillage est donné par

nl = 2l − 1, hl =
1

nl + 1
,

et ainsi les grilles sont emboitées. Le même nombre de pas de lissage ν est utilisé à chaque
niveau. Pour chaque simulation, le nombre d’onde k est choisi de sorte à avoir environ π
points par longueur d’onde au niveau le plus grossier. Le niveau le plus fin est toujours
composé d’une grille ayant np × np points avec p = 6. Les résultats pour des V-cycles
(τ = 1 dans Algorithme 3.11) sont représentés dans le Tableau 3.8. Le Tableau 3.9 présente
des résultats similaires pour un W-cycle (τ = 2 dans Algorithme 3.11).

On peut noter que le rayon spectral de la matrice d’itération de l’algorithme mul-
tigrille est une fonction décroissante du nombre de pas de lissage ν. Cette propriété est
attendue au moins théoriquement pour un W-cycle au vu du Théorème 3.3. Ces résultats
montrent que le shift asymptotique optimal réduit le nombre de pas de lissage nécessaires
pour avoir un algorithme multigrille convergent.

Remarque 3.18 Dans [Chap3-A5], en 1d et pour des milieux dont le nombre d’onde est constant
par morceaux, nous avons également montré numériquement que la correction de dispersion
réduisait le nombre de pas de lissage pour lequel l’algorithme multigrille convergeait.
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L = 2, k = 64 \ν 1 5 10 20
9-pts 35.088018.536413.357612.1106

asympt 22.4954 6.9003 1.6712 0.6875
L = 3, k = 32

9-pts 13.6200 6.3527 5.6742 5.6195
asympt 25.8102 5.2241 0.8920 0.6922

L = 4, k = 16
9-pts 7.3096 3.0443 2.2077 2.0340

asympt 25.2834 4.5225 0.8597 0.6956

Tableau 3.8 – Rayon spectral de la matrice d’itération d’un V-cycle (τ = 1) et p = 6.

L = 3, k = 32 \ν 1 5 10 20
9-pts 176.9828 43.2154 33.1786 32.2884

asympt 573.3670 36.0669 1.8799 0.4950
L = 4, k = 16

9-pts 2.4772 × 103 0.1379 × 103 0.0335 × 103 0.0210 × 103

asympt 3.1880 × 105 1.105 × 103 3.0124 0.2558

Tableau 3.9 – Rayon spectral de la matrice d’itération d’un W-cycle (τ = 2) et p = 6.
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Troisième partie

Exposé sur les perspectives de
recherche
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L’objectif de cette partie est de présenter quelques perspectives de recherche en lien
avec les travaux détaillés dans la partie II. Ces perspectives pourront également donner
lieu, si possible, à des encadrements de thèses ou de post-doctorats.

Les premières perspectives de recherche que je donne ci-dessous sont issues des
résultats présentés dans le chapitre 2 qui portait sur l’étude de problèmes d’optimisation
topologique en mécanique des fuides.

Décomposition de domaine pour des problèmes d’optimisation avec contraintes
d’EDP :

Les résultats numériques issus de la résolution de problèmes d’optimisation topolo-
gique exposés dans le chapitre 2 ont été obtenus en utilisant des algorithmes de descente
de gradient. Nous avons de plus adopté l’approche Optimize-then-discretize en calculant
le gradient de la fonction coût à partir d’un modèle adjoint continu. Une perspective
pertinente concerne donc l’accélération de la résolution numérique des problèmes d’op-
timisation topologique. On propose pour cela d’étudier des méthodes de décomposition
de domaine (DDM) appliquées à des problèmes d’optimisation, avec contraintes données
par des EDP. Ces dernières sont actuellement en plein développement (voir par exemple
[44, 57, 44, 45, 56]). Toutefois, dans la mesure où un problème d’optimisation topolo-
gique implique des EDP non-linéaires dans lesquelles les paramètres d’optimisation in-
terviennent également de manière non-linéaire, des avancées sont encore à effectuer dans
ce domaine.

Une première piste serait d’appliquer directement des méthodes (DDM) sur les
problèmes direct et adjoint pour accelérer le calcul du gradient de la fonction coût. Une
idée pour aller au-dela d’appliquer directement DDM pour résoudre le problème direct
puis l’adjoint serait de construire des méthodes DD sur le système couplant ces deux
EDP. Nous avons commencé à étudier dans [71] ce type de technique, en se basant sur
une méthode de Schwarz optimisée, pour un problème d’identification de paramètres
dans une équation d’advection diffusion linéaire. Les résultats numériques obtenus sont
plutôt encourageants et une analyse numérique plus poussée des performances de cette
méthode constitue une perspective à court terme.
Pour aller au-delà des études numériques de [71], un second axe de travail visera l’analyse
mathématique de la convergence de méthodes DDM pour des problèmes d’optimisation
avec contraintes données par des EDP. Pour traiter des problèmes de difficultés crois-
santes, on pourra commencer par exemple par l’analyse d’une méthode de décomposition
de domaine pour un problème d’optimisation linéaire quadratique où les contraintes se-
ront données par une EDP elliptique du second ordre. Ces travaux permettront d’étendre
ceux issus de [57] au cas sans recouvrement avec conditions de Robin sur l’interface.
Dans la continuité, nous proposerons et analyserons des méthodes de décomposition de
domaine sans recouvrement pour déterminer un terme source dans le système de Navier-
Stokes incompressible minimisant un écart de vitesse à une cible. Les résultats de [73]
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pourront être utilisés et étendus au système d’optimalité associé au problème d’optimisa-
tion considéré. Une dernière tâche pourra enfin porter sur l’extension des méthodes DDM
précédemments développées à un problème d’optimisation topologique en mécanique
des fluides visant à trouver une répartition de solide optimisée minimisant, par exemple,
les pertes de charge.

Une dernière voie d’exploration possible consiste à effectuer une décompositon
de domaine directement au niveau du problème d’optimisation. Cela peut se réaliser
en décomposant par sous-domaine les EDP agissant comme contraintes puis à traiter ces
nouvelles contraintes avec différentes techniques d’optimisation. Nous avons appelé cette
approche ”Décomposer-puis-Optimiser” par opposition aux approches plus classiques, ap-
pelées ”Optimiser-puis-Décomposer”, qui consistent à construire et analyser des méthodes
DDM sur les conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre du problème d’opti-
misation.
Avec cette approche, nous avons traité en détail le cas d’un problème d’optimisation
linéaire quadratique où les conditions de continuité à l’interface fictive ont été traitées
avec une méthode de Lagrangien augmenté. Un des avantages du ”Décomposer-puis-
Optimiser” est le grand nombre de variantes provenant des différents choix permettant de
décomposer les contraintes par sous-domaine puis de les prendre en compte avec des tech-
niques d’optimisation. Une perspective à long terme consistera à étudier théoriquement
et numériquement les propriétés de certaines de ces variantes et, si possible, de faire
le lien entre ces dernières et des méthodes de décomposition de domaine directement
appliquées aux conditions d’optimalité du premier ordre.

Les perspectives données ci-dessous concernent des suites envisageables, à moyen
et long terme, des résultats exposés dans le chapitre 3 qui portait sur l’analyse numérique
de problèmes de propagation d’onde en régime harmonique.

Influence de la correction de dispersion sur l’algorithme multigrille : Les résultats
numériques présentés dans la Section 3.4 montrent que la correction de dispersion as-
sociée à un algorithme multigrille permet d’obtenir une méthode itérative convergente
dès lors qu’un nombre assez grand de pas de lissage est effectué. Le choix du lisseur étant
déterminant pour obtenir ce type de résultat, une piste future serait d’étudier davan-
tage l’effet du lisseur et de la correction de dispersion sur la convergence d’une méthode
multigrille. Un résultat similaire a déjà été obtenu en 1d dans [54] où la correction de
dispersion assure la convergence d’un algorithme multigrille avec un lisseur de type Ja-
cobi à deux-pas. La démonstration utilisant une diagonalisation par bloc de la matrice
d’itération de la méthode multigrille, une première piste naturelle concerne l’utilisation
de cette diagonalisation en dimension supérieure. On pourra par exemple se baser sur
l’analyse Fourier présentée dans [59, Chapitre 8] qui permet d’étudier la convergence
d’un algorithme multigrille, avec un lisseur de type Jacobi, pour l’équation de Poisson.
Un autre axe de développement envisageable concerne l’étude de l’influence de la cor-
rection de dispersion sur le shift (complexe) minimal pour lequel le préconditionneur de
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type Laplacien shifté pourrait être calculer avec une méthode multigrille.

Correction de dispersion pour différents modèles et d’autres discrétisations : La
correction de dispersion asymptotique proposée concerne actuellement uniquement les
schémas différences finies et l’équation de Helmholtz. Cette dernière étant basée sur
l’introduction d’un nombre d’onde shifté dans le schéma puis sur le développement du
nombre d’onde discret, il n’y a aucune obstruction à l’appliquer à d’autres méthodes de
discrétisation. Néanmoins, la principale difficulté reste le calcul du développement du
nombre d’onde discret ce qui constituera une des principales pistes à étudier pour la
suite.
L’extension de cette technique à d’autres modèles de propagation d’ondes en régime
harmonique, telles que les équations de Maxwell ou le système de l’élasticité linéaire,
constitue un autre axe de futurs développements. Ces modèles étant vectoriels, leurs
relations de dispersion ne sont plus systématiquement une sphère ce qui constitue une
différence majeure, et donc une difficulté supplémentaire, avec le modèle de Helmholtz
qui est scalaire.

Correction de dispersion pour des équations d’ondes temporelles : En régime
harmonique, la pulsation ω est fixée, et la correction de dispersion peut être effectuée
en perturbant le nombre d’onde k dans le schéma puis en réduisant la distance entre
les relations de dispersion continu et discrète ce qui revient à réduire l’écart les nombres
d’onde continu k et discret kd. En régime temporel, la difficulté supplémentaire est qu’il
faut maintenant réduire la distance entre les relations de dispersion qui sont données par

Dc = {(ω,k) | σ(ω,k) = 0} , Dd = {(ωd,kd) | σd(ωd,kd,h, δt) = 0} ,

où δt est le pas de temps et σ,σd sont respectivement les symboles continu et discret. En
particulier, en régime harmonique, la méthode utilisée pour déterminer le développement
de kd lorsque h → 0 utilise fortement le caractère scalaire de kd. On ne peut donc pas
utiliser cette méthode pour estimer la distance entre (ω,k) ∈ Dc et (ωd,kd) ∈ Dd.
Cette étape constituant le point de départ pour effectuer la correction de dispersion
asymptotique pour le régime harmonique, de nouvelles pistes restent donc à explorer.

Une piste alternative à la technique précédemment décrite peut être trouvée dans
[63] qui présente une méthode numérique pour réduire l’erreur de dispersion pour une
discrétisation différences finies d’une équation d’onde. L’approche est basée sur l’ajout
d’un terme faisant intervenir des dérivées spatiales d’ordre 4 dans l’équation des ondes. En
discrétisant le modèle ainsi perturbé avec des différences finies (schéma à 3 points pour les
dérivées spatiales et schéma explicite en temps), on obtient une approximation de la vitesse
des ondes numériques d’ordre (kh)4 tandis que l’ordre d’approximation est en (kh)2 sans
la perturbation. Ce gain de précision rend l’approche très intéressante ce qui donne lieu à
des perspectives de recherche. L’extension de cette technique de correction de dispersion
en dimensions supérieures n’ayant, à ma connaissance, pas été effectuée, cela constituera
une première piste de développement. Une seconde perspective concernera l’analyse
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d’erreur entre le modèle perturbé, qui est un problème de perturbation singulière, et
l’équation d’onde initialement considérée.
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