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1 Informations professionnelles
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Nationalité Frangaise
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E-mail : pierre-henri.cocquet@univ-pau.fr

Adresses professionnelles :
o IUT des Pays de I’Adour, Département MT2E, Avenue de I'Université, 64000
Pau.

e Laboratoire des sciences pour I'ingénieur appliquées a la mécanique et au génie
électrique (SIAME).




2 Expériences professionnelles

02/2024-07/2024

Depuis 09/2021

09/2018-08/2021

09/2014-08/2018

06/2013-08/2014

10/2012-05/2013

09/2009-08/2012

09/2009-08/2012

Délégation CNRS a 1'Université Laval de Quebec.
Accueilli au département de mathématiques et de statistique

dans le Groupe Interdisciplinaire de Recherche en éléments
Finis (GIREF).

Maitre de conférences en section 26 du CNU a 1'Université de
Pau et des Pays de 1’Adour.

Membre du Laboratoire des sciences pour l'ingénieur ap-
pliquées a la mécanique et au génie électrique (STAME).
Membre de IUT des Pays de I’Adour, Département MT2E.

Délégation croisée a I'Université de Pau et des Pays de 1’adour.
Accueilli a I'TUT Génie Thermique et énergie (GTE).
Chercheur associé au Laboratoire des sciences pour l'ingénieur

appliquées a la mécanique et au génie électrique (SIAME).

Maitre de conférences en section 26 du CNU a 1'Université de
la Réunion.
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Membre de 1’école Supérieure d’Ingénieurs Réunion Océan In-
dien (ESIROI).
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mathématique de I'Université de Geneve.

Attaché temporaire d’enseignement et de recherche (ATER) a
temps partiel, INSA de Toulouse.

Doctorant en mathématiques appliquées, Unité M2SN du
département DTIM, ONERA, Toulouse.

Agent contractuel en charge d’enseignements, Université Tou-
louse IIL



3 Diplomes
2012

2012

2009

2008

Qualifié pour les fonctions de Maitre de Conférences en 26eme section
du CNU.
Doctorat de Mathématiques Appliquées de I’Université Toulouse III,
étude mathématique et numérique de modeles homogénéisés de métamatériaux.
Soutenue le 7 décembre 2012. Mention : Trés Honorable
Jury:
e A. Bendali, Professeur, Université Toulouse III, IMT-INSA. (Directeur)
¢ V. Mouysset, Ingénieur de recherche ONERA, Toulouse. (Directeur)
e A.S. Bonnet-Ben Dhia, Directrice de Recherche CNRS, UMA
ENSTA. (Rapporteur)
e E. Bonnetier, Professeur, Université Joseph Fourier, L]JK. (Rapporteur)
o B. Després Professeur, Université Paris 6, LJLL. (Examinateur)
¢ ].P. Raymond, Professeur, Université Toulouse III, IMT. (Examinateur)
o S. Tordeux, Maitre de Conférences-HDR, Université de Pau et des Pays
de I’Adour, Projet Magique 3D-LMA (Examinateur).
Master 2 recherche en mathématiques appliquées, Université Toulouse
11
Obtenu avec la mention Tres Bien.
Master 1 de mathématiques fondamentales, Université Toulouse III
Obtenu avec la mention Tres Bien.

4 Activités collectives et administratives

Depuis 2022 Membre élu au conseil de I'IUT des Pays de I’Adour.
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09/2019-08/2022 Directeur des études lere année IUT GTE.
01/2019-08/2019 Directeur des études 2éme année IUT GTE.
09/2014-08/2018 Membre du conseil du Laboratoire PIMENT.
09/2014-09/2016 Directeur des études de I'ESIROI.
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I'Industrie et la Physique (MIP), Université Toulouse III.
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cherche (PEDR).



6 Projets en cours et achevés

2019-2023

2022-2023

2022-2025

2024-2028

Coordinateur scientifique du projet ANR JCJC, ANR-19-CE40-
0011,

Optimisation topologique des transferts thermiques dans les
fluides (Acronyme : O-TO-TT-FU).

Collaborateurs : Alain Bastide et Delphine Ramalingom.

Projet de recherche contractuel avec EDF.
Passive Ice Cooling (Acronyme : PIC).
Collaborateurs : Yves Le Guer et Nicolas Chauchat.

Membre du projet ESR 2022 (projet région Nouvelle Aquitaine),
Mixing Optimization for enhanced Microalgae Production in
Open Ponds (Acronyme : MOMiPOP).

Collaborateurs : Yves Le Guer et Nicolas Chauchat.

Partenaire du projet ANR PRC,

Vers une nouvelle génération d’inversions conjointes InSAR -
Gravité (Acronyme : DGMod).

Collaborateurs : Valérie Cayol, Jean-Luc Froger, Lydie Gailler,
Gilda Currenti, Olivier Bodart et Jonas Koko.

7 Rayonnement, activités internationales

Invitations dans des minisymposia :

e Parallel solvers for Helmholtz problems (DD XXVII, Prague, 2022).

e On domain decomposition methods and preconditioners for PDE-constrained
optimization problems (DD XXVII, Prague, 2022).

e Domain Decomposition and Multilevel Methods for Wave Propagation (DD
XXV, St. John's, Newfoundland, 2018).

e Domain Decomposition for frequency domain wave problems (DD XXIV, Sval-
bard, 2017).



Séjours en tant qu’invité :

Organisation et participation au RESEARCH IN RESIDENCE intitulé
" Décomposition de domaine pour des problemes de contréle optimal” au CIRM
(Centre international de rencontres mathématiques) du 16/10/2023 au
20/10/2023. Participants : Alexandre Vieira et Martin J. Gander.
Invitation au LAGA (Laboratoire Analyse, Géométrie et Applications)
de I'Université Paris 13 du 27/03/2023 au 31/03/2023 par Martin J. Gan-
der. Présentation au séminaire de modélisation et calcul scientifique.
Invitation au CIRM (Centre international de rencontres mathématiques)
du 03/10/2022 au 07/10/2022 par Martin J. Gander.

Invitation a la section de Mathématiques de Genéve du 30/05/2022 au
03/06/2022 par Martin J. Gander.

Invitation a la section de Mathématiques de Genéve du 12/12/2016 au
16/12/2016 par Martin J. Gander. Présentation au séminaire d’analyse

numeérique.

Rapporteur d’articles scientifiques : SIAM Journal on Scientific Computing,

Journal of Scientific computing, Applied Mathematics Letter, Computers and

Mathematics with Applications, Journal Of Computational Physics, Numerical

Algorithms, International Journal of Computer Mathematics, Communications

in Computational Physics.



8 Activités d’enseignement (depuis 2018)

2022-2023, BUT MTEE, Université de Pau et des Pays de I’Adour (216 h eq. TD)

Section :
Volume horaire :

Programme :

Section :
Volume horaire :
Programme :

Section :
Volume horaire :
Programme :

lere année BUT

104h TD.

Mathématiques appliquées, Trigonométrie, Nombres com-
plexes, fonctions.

2mre année BUT
70h TD.
Suites, base de calcul financier, statistiques a une et deux va-

riables, Intervalles de confiance.

2éme année BUT
42h TP.
Transferts thermiques.

2021-2022, BUT MTEE, Université de Pau et des Pays de I’Adour (252 h eq. TD)

Section :
Volume horaire :

Programme :

Section :
Volume horaire :
Programme :

Section :
Volume horaire :
Programme :

lere année BUT

8h CM, 104h TD.

Mathématiques appliquées, Trigonométrie, Nombres com-
plexes, Equations différentielles, Intrégrales multiples, ...

2éme année DUT
80h TP.
Transferts thermiques.

2éme année DUT
56h TP.
Introduction a Scilab, Dichotomie, Méthode de Newton,

Intégration approchée.

2019-2021, IUT GTE, Université de Pau et des Pays de 1’Adour (236 h eq. TD)

Section :
Volume horaire :

Programme :

Section :
Volume horaire :
Programme :

Section :
Volume horaire :
Programme :

lere année IUT
8h CM, 96h TD.
Mathématiques appliquées, Trigonométrie, Nombres com-
Formules de Taylor, différentielles,

plexes, Equations

Intrégrales multiples, ...

2éme année IUT
80h TP.
Transferts thermiques.

lere année IUT
48h TP.
Mécanique des fluides.
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2018-2019, IUT GTE, Université de Pau et des Pays de 1’Adour (225 h e.q. TD)

Section :

Volume horaire :

Programme :

Section :

Volume horaire :

Programme :

Section :

Volume horaire :

Programme :

Section :

Volume horaire :

Programme :

lere année IUT
96h TD.
Mathématiques appliquées, Trigonométrie, Nombres com-

plexes, Formules de Taylor, Fonctions.

2éme année IUT
2h CM et 12h TD.
Mathématiques appliquées, Calcul de longueur de courbes.

2éme année [UT

6h CM, 12h TD et 64h TP.

Transferts thermiques, Conduction instationnaire, Rayonne-
ment, Convection naturelle et forcée.

Licence professionnelle

10h CM et 14h TD.

Statique des fluides, Equation de Bernoulli, Echangeurs ther-
miques, Méthode DTLM, NUT.
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9 Domaines de recherche actuels
e Méthodes numériques pour des problemes de propagation d’onde en régime

harmonique : Equation de Helmholtz, Schémas différences finies avec correction de

dispersion, méthode multigrille.

e Optimisation topologique en mécanique des fluides : Systeme de Navier-Stokes in-

compressible, Transferts de chaleur dans un fluide, Analyse mathématique (ex : existence,

unicité, ...) et numérique (ex : convergence, ...).
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Synergy Principle.

Rapports de recherche

3]

P.H. Cocquet, P.A. Mazet et V. Mouysset, PRF METAMAT : Rapport Iere
année,
RT 1/14549 DEMR, Février 2010.

P.H. Cocquet, P.A. Mazet et V. Mouysset, PRF METAMAT : Rapport 2eme
année,
RT 1/16746 DEMR, Mars 2011.

P.H. Cocquet, P.A. Mazet et V. Mouysset, PRF METAMAT : Rapport 3eme
année,
RT 1/18280 DEMR, Avril 2012.
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11 Participation a des événements scientifiques

Communications dans des conférences internationales

[11]

LiQuOFETI : a FETI-inspired method for elliptic quadratic optimal control
problems (Poster),

HYBRID RESEARCH SCHOOL Domain Decomposition for Optimal
Control Problems (2644), CIRM, Septembre 2022, Marseille.

Dispersion minimizing finite difference method for the two-dimensional Helm-
holtz equation,

Participation au minisymposium Parallel solvers for Helmholtz problems.
27th International Domain Decomposition Conference, Juillet 2022,
Prague, République Tcheque.

Dispersion correction for finite difference scheme for the Helmholtz equation,
Participation au minisymposium Domain Decomposition and Multilevel
Methods for Wave Propagation.

International conference on Domain Decomposition Method (DD XXV),
Juillet 2018, St. John’s, Newfoundland, Canada.

What is the minimal shift to use in the Shifted Helmholtz Preconditioner for
its effective inversion by multigrid ?,

Participation au minisymposium Domain Decomposition for frequency do-
main wave problems.

International conference on Domain Decomposition Method (DD
XXIV), Février 2017, Svalbard, Norvege.

Improvement of the Foldy-Lax model for three dimensional multiple scattering
by small obstacles,

The 12th International Conference on Mathematical and Numerical As-
pects of Waves (WAVES 2015), Juillet 2015, Karlsruhe, Allemagne.

Shifted Laplacian multigrid preconditionner for indefinite Helmholtz problems,
Swiss Numerics Days, Avril 2014, Ziirich, Suisse.

Approximation numérique de modeles homogénéisés de méta-matériaux,
Congres SMAI 2013, Mai 2013, Seignosse Le Penon, France.

Mathematical study of many example of homogenized metamaterials,
The 10th International Conference on Mathematical and Numerical As-
pects of Waves (WAVES 2011), Juillet 2011, Vancouver, Canada.

On the well-posedness and the numerical approximation of some problems
coming from the modelling of metamaterials,

The International Congress on Industrial and Applied Mathematics
(ICIAM 2011), Juillet 2011, Vancouver, Canada.

17



Sur l'existence et de I'unicité de solutions pour les équations de Maxwell-
Drude-Born-Fedorov en présence de méta-matériaux homogénéisés,
Congres SMAI 2011, Mai 2011, Guidel, France.

Theoretical analysis of some homogenized metamaterials and application of
PML to perform cloaking and back-scattering invisibility,

Progress In Electromagnetics Research Symposium (PIERS 2010), Mars
2010, Xi’an, Chine.

Communications dans des Conférences nationales

[6]

[4]

3]

Préconditionneur multigrille pour I'équation de Helmholtz,
Journées ONDES du Sud-Ouest (JO-SO, Poster), Février 2014, Toulouse,

France.

éléments pour I'étude et la simulation de milieux en présence de méta-
matériaux,

Colloque National Métamatériaux (Invitation), Septembre 2013, Paris,
France.

Un schéma numérique pour I'approximation de méta-matériaux acoustiques,
Colloque EDP-Normandie (Invitation, Poster), Octobre 2013, Caen,
France.

Analyse asymptotique d’un probleme de diffraction multiple et justification
d’'un modeéle de Foldy-Lax,
Journées ARAMIS (Invitation), Octobre 2013, Pau, France.

Modélisation mathématique et homogénéisation non-périodique formelle de
métamatériaux,
Journées DYNAMO 2013 (Invitation), Mars 2013, Orléans, France.

Réalisation de métamatériaux acoustiques par homogénéisation non périodique
et développements asymptotiques raccordés,
Colloque National Métamatériaux (Poster), Mars 2011, Paris, France.
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12 Encadrement de stages

3]

Léa Gosnik, Etude de I'ébullition générée par la chute d’un cylindre chaud
dans de I'eau au repos : modele simplifié d'un écoulement pyroclastique,
Stage de 2ieme année ENSGTL

Co-encadrement a 30% avec Yves Le Guer (35%) et Jean-Pierre Bedecar-
rats (35%).

Durée : du 30/05/2022 au 02/09/2022.

Hajar Bouzekri, Modélisation thermique d'un tore creux soumis a un flux de
chaleur pariétal,

Stage de 2iéme année ENSGTI

Co-encadrement a 50% avec Yves Le Guer (50%).

Durée : 2 mois (avril a juin 2020).

Aubert Lerouge, Unsteady thermal transfer modeling during the quenching
of a hot horizontal cylinder in water,

Stage de 2iéme année ENSGTI.

Co-encadrement a 50% avec Yves Le Guer (50%).

Durée : 2 mois (avril a juin 2020).

13 Encadrement post-doctoral

[1]

Alexandre Vieira, Optimisation topologique pour les transferts de chaleur
dans les fluides.

Contrat financé par le projet ANR-JCJC-O-TO-TT-FU (ANR-19-CE40-
0011).

Durée : 2 ans et 4 mois (de janvier 2020 a avril 2022).

Encadrement a 100%

Actuellement Post-doctorant dans 1'équipe INRIA CASTOR.

14 Encadrement doctoral

[6]

Imane Skifa, Optimisation du mélange pour la culture intensifiée de mi-
croalgues en bassins ouverts,

Co-direction a 50% avec Yves Le Guer (50%).

These débutée a l'université de Pau et des Pays de 1’Adour en juin 2023.

David Marti, Caractérisation et optimisation d’écoulements de fluides confinés
par actionneur plasma en convection naturelle,

Co-encadrement a 35% avec Delphine Ramalingom (30%) et Alain Bas-
tide (35%).

These débutée a I'université de la Réunion en 2020.
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Abbass Eldor, Optimisation des performances d’un nouvel échangeur multi-
fonctionnel a canaux sinus-hélicoidaux,

Co-encadrement a 30% avec Yves Le Guer (35%) et Charbel Habchi
(35%).

These débutée a 1'université de Pau et des Pays de 1’Adour en octobre
2019, Soutenance effectuée le 08 décembre 2022.

Actuellement en création d’entreprise au Liban.

Michaél Rakotobe, Modélisation d’écoulement de fluide en milieu poreux
hétérogene et application en optimisation topologique,

Co-encadrement a 40% avec Laeticia Adelard (20%) et Alain Bastide
(40%).

These débutée a l’université de la Réunion en 2017, Soutenance effectuée
le 13 octobre 2022.

Actuellement enseignant vacataire en mathématiques dans I'enseigne-
ment secondaire.

Delphine Ramalingom, Optimisation topologique des transferts thermiques
et massiques dans un canal asymétriquement chauffé,

Co-encadrement a 50% avec Alain Bastide (50%).

These débutée a l'université de la Réunion en 2013. Soutenance effectuée
le 13/12/2017.

Actuellement Ingénieure en calcul scientifique a l'université de la
Réunion (laboratoire PIMENT).

Garry Riviere, Optimisation topologique d’écoulements turbulents et appli-
cation d la ventilation des batiments,

Co-encadrement a 33% avec Alain Bastide (33%) et Eric Fock (33%).
These débutée a l'université de la Réunion en 2013. Soutenance effectuée
le 01/03/2017.

Actuellement PRCE a l'université de la Réunion (département SBE).
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Deuxiéme partie

Exposé des recherches réalisées au
cours de la période postérieure a la
these
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Chapitre 1
Introduction

De 2009 a 2012, jai effectué ma these de doctorat & 'ONERA (centre de Toulouse)
sous la direction de Vincent Mouysset, Pierre-Alain Mazet et Abderrahmane Bendali. Pen-
dant ma these, j’ai travaillé sur 1’étude mathématique et ’approximation numérique de
modeles homogénéisés de métamatériaux qui sont des milieux dont certains parametres
physiques (ex : permittivité, perméabilité) dépendent de la fréquence et peuvent avoir
des parties réelles négatives pour certaines fréquences.

Dans ma thése, j'ai notamment obtenu des résultats d’existence et dunicité pour des
systémes de propagation d’ondes en régime harmonique en présence de métamatériaux.
Les modeles étudiés ont été : les équations de Maxwell en présence de milieux diélectriques,
bi-anisotropiques ou chiraux, le systeme de 'acoustique et celui de 1’élasticité linéaire.
J’ai également adapté puis analysé la convergence d'un schéma éléments finis de type
moindre carré pour ces systémes.

Une seconde partie de ma these portait sur 1’analyse asymptotique d'un probléme de
diffraction multiple, pour I'équation de Helmholtz, par des petits obstacles. J'ai utilisé
pour cela la méthode des développements asymptotiques raccordés pour obtenir un
développement asymptotique, a tout ordre, du champ diffracté par les petits objets. Ces
résultats ont permis d’obtenir formellement un indice de réfraction équivalent pour le
milieu contenant les objets proposant ainsi une méthode d’homogénéisation pour créer
des métamatériaux. Ils ont également été utilisés pour justifier et améliorer le modele de
Foldy-Lax qui donne une approximation du champ diffracté par plusieurs petits obstacles.
Les résultats mentionnés précedemment sont regroupés en partie dans mon manuscrit de
these et dans les publications suivantes :

e Cocquet, P. H.,Mazet, P. A., & Mouysset, V. (2012). On the existence and uniqueness
of a solution for some frequency-dependent partial differential equations coming from
the modeling of metamaterials. SIAM Journal on Mathematical Analysis, 44(6),
3806-3833.

e Bendali, A., Cocquet, P. H., & Tordeux, S. (2016). Approximation by multipoles of the
multiple acoustic scattering by small obstacles in three dimensions and application to the
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foldy theory of isotropic scattering. Archive for Rational Mechanics and Analysis,
219, 1017-1059.

Ce document présente une synthése des travaux de recherche effectués apres ma

these de doctorat soutenue en décembre 2012. Il regroupe ainsi les apports obtenus pen-
dant mon post-doctorat effectué a Geneve de juin 2013 a juillet 2014 puis ceux réalisés
depuis mon recrutement en tant que Maitre de conférences a 1'université de la Réunion
de 2014 a 2018 puis a I'université de Pau et des Pays de I’Adour depuis 2018.
Depuis mon post-doctorat, je travaille notamment avec Martin J. Gander sur l'analyse
numérique de probleme de propagation d’onde en régime harmonique. Aprés mon
recrutement a 1'université de la Réunion, j’ai également initié une collaboration avec
un collegue physicien, Alain Bastide, sur 1’optimisation topologique en mécanique des
fluides. Ce mémoire sera ainsi composé de deux parties qui correspondent a des travaux
dans ces deux domaines.

Le second chapitre concerne 'étude de problemes d’optimisation topologique qui

visent a déterminer la localisation d"un solide au sein d’un fluide permettant de minimi-
ser une fonction cotit donnée. Dans ce type de probleme d’optimisation avec contraintes
données par des équations aux dérivées partielles (EDP), la localisation du fluide est ef-
fectuée avec un terme de pénalisation qui s’annule dans les zones fluides du domaine de
calcul et devient tres grand (idéalement infini) dans les zones solides. De tels problemes
reviennent ainsi & minimiser une fonction cotit en déterminant des parametres dans une
EDP.
On présentera tout d’abord des résultats portant sur un probleme d’optimisation de ba-
thymeétrie pour des vagues de petites amplitudes en eaux peu profondes modélisées par
une équation d’onde en régime harmonique. Bien que ce ne soit pas un probleme d’opti-
misation topologique, cela rentre parfaitement dans la problématique d’identification de
parametres dans une EDP. On présentera ensuite des résultats en lien avec l'optimisation
topologique des transferts thermiques dans les fluides. Dans ce cadre, les contraintes sont
données par le systeme de Navier-Stokes sous I'approximation de Boussinesq couplé a
une équation d’énergie. On donnera d’abord des résultats pour des écoulements station-
naires puis instationnaires avec prise en compte d’un écoulement retour en sortie via des
conditions limites non-lisses. L'étude d"un probleme d’optimisation topologique visant a
localiser des milieux poreux modélisés par une loi de Darcy sera ensuite présenté. Pour
chacun des cas précédemment mentionnés, on donnera essentiellement des théorémes
d’existence et d’unicité d’une solution faible a I’EDP considérée, des résultats d’existence
d’au moins une solution optimale et des conditions nécessaires d’optimalité du premier
ordre pour les problemes d’optimisation ainsi que des résultats de convergence de la
solution du probléme d’optimisation discrétisé par éléments finis vers la solution du
probleme d’optimisation continu. Des simulations numériques permettant d’illustrer cer-
tains résultats théoriques seront également présentés.
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Une second partie plus succincte donnera quelques résultats numériques obtenus en
résolvant des problemes d’optimisation topologique dans un cadre plus physique et ap-
plicatif. Pour les cas présentés, I'objectif est de minimiser les pertes de charge (1'énergie
nécessaire au fluide pour se mouvoir) tout en maximisant les transferts thermiques.

Le troisiéme chapitre de ce mémoire concernera I’analyse numérique de problemes
de propagation d’ondes en régime harmonique. On présentera tout d’abord 1’équation de
Helmholtz et les principales difficultés associées a sa résolution numérique.

La seconde section présentera le travail réalisé sur un préconditionneur de type Lapla-
cien shifté (Shifted Laplace Preconditioner ou encore SLP en anglais) utilisé pour accélérer
la résolution de systémes linéaires issus d’une discrétisation de I'équation de Helm-
holtz. On donnera des conditions permettant de choisir le shift pour lequel 'inversion du
préconditionneur peut étre réalisée avec une méthode multigrille. Ce chapitre se termi-
nera avec la présentation d’une extension du SLP appelée expansion preconditioner ainsi
qu’une étude, théorique et numérique, sur le choix du shift pour lequel ce dernier est un
” bon ” préconditionneur.

La troiseme section présentera des schémas différences finies avec correction de disper-
sion. Ces derniers sont basés sur l'introduction, dans le schéma, d’'un nombre d’onde
dépendant du pas de maillage et de parametres libres qui sont ensuite optimisés afin de
réduire 'erreur de dispersion. L'avantage principal de l’approche proposée repose sur
une expression explicite, pour des pas de maillage suffisamment petits, des parametres
minimisantl’erreur de dispersion. On montrera également 1’effet de la réduction de la dis-
persion numérique sur l'erreur relative du schéma a travers plusieurs expérimentations
numériques.

Pour terminer cette introduction, j’aimerais préciser que les deux parties de ce
mémoire représentent les deux principaux axes de recherche sur lesquels je travaille
depuis ma soutenance de these. Ainsi, bien que depuis mon arrivée a l'université de Pau
et des Pays de 1’Adour j'ai initié plusieurs collaborations au sein du laboratoire SIAME,
les autres travaux ne relevant pas directement de ces deux thématiques ne seront pas
détaillés dans ce document.
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Chapitre 2

Optimisation topologique en

mécanique des fluides

Cette partie présente des travaux effectués en lien avec 'optimisation topologique

appliquée a la mécanique des fluides. Son contenu est basé sur les publications suivantes :

[Chap2-Al]

[Chap2-A2]

[Chap2-A3]

[Chap2-A4]

[Chap2-A5]

[Chap2-A6]

Ramalingom, D., Cocquet, P. H., & Bastide, A. (2018). A new interpolation technique
to deal with fluid-porous media interfaces for topology optimization of heat transfer.
Computers & Fluids, 168, 144-158.

Bastide, A., Cocquet, P. H., & Ramalingom, D. (2018). Penalization model for Navier-
Stokes-Darcy equations with application to porosity-oriented topology optimization.
Mathematical Models and Methods in Applied Sciences, 28(08), 1481-1512.

Ramalingom, D., Cocquet, P. H., Maleck, R., & Bastide, A. (2019). A multi-objective
optimization problem in mixed and natural convection for a vertical channel asymme-

trically heated. Structural and Multidisciplinary Optimization, 60(5), 2001-2020.

Cocquet, P. H,, Riffo, S., & Salomon, J. (2021). Optimization of bathymetry for long
waves with small amplitude. SIAM Journal on Control and Optimization, 59(6),
4429-4456.

Vieira, A., Bastide, A., & Cocquet, P. H. (2022). Topology Optimization for Steady-
State Anisothermal Flow Targeting Solids with Piecewise Constant Thermal Diffusivity.
Applied Mathematics & Optimization, 85(3), 1-32.

Vieira, A., & Cocquet, P. H. (2022). The Boussinesq System with Nonsmooth Boundary
Conditions : Existence, Relaxation, and Topology Optimization. SIAM Journal on
Control and Optimization, 60(6), 3457-3484.
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1 Optimisation de bathymétrie pour des ondes de petites ampli-
tudes en eaux peu profondes

Cette section présente des résultats issus de [Chap2-A4].

Les objectifs de [Chap2-A4] étaient de traiter un probleme d’identification de
bathymétrie indépendante du temps en résolvant un probleme d’optimisation ou les
contraintes sont données par une équation de Helmholtz avec des conditions limites de
Robin. Le modeéle a été obtenu en simplifiant tout d’abord le systeme de Navier-Stokes
incompressible a surface libre en supposant que H/L était assez petit (H est une hau-
teur relative et L une longueur caractéristique horizontale). Cette analyse asymptotique
permet d’obtenir le modele de Saint-Venant. En supposant ensuite que les vagues ont
des petites amplitudes par rapport a H, 'équation de Saint-Venant devient une équation
d’ondes dans laquelle la bathymétrie intervient dans la partie spatiale de I'opérateur. En
supposant enfin que la bathymétrie est une perturbation a support compacte d'un fond
plat et en considérant des solutions harmoniques en temps, on peut réécrire I'équation
d’ondes comme une équation de Helmholtz ot la bathymétrie intervient dans la partie
principale de l'opérateur. Concernant la bathymétrie a optimiser, nous avons suivi [37] et

supposé qu’elle est peu réguliére voire méme discontinue.

Notre probleme d’identification de bathymétrie revient a déterminer des coeffi-
cients dans une EDP afin de minimiser une fonction cofit. Ce type de probléme a déja
été étudié par exemple dans [6, [14] mais ces travaux traitent de probleme d’optimisa-
tion ol les contraintes sont données par des EDP elliptiques réélles et coercives. Ainsi
ces résultats ne s’appliquent pas a 1'équation de Helmholtz qui est non-coercive et com-
plexe. Un travail connexe peut étre trouvé dans [23] dans lequel le parametre d’optimi-
sation est une permittivité et apparait donc comme un opérateur de multiplication dans
I'équation de Helmholtz. Toutefois, dans [Chap2-A4], la bathymétrie étant supposée non-
réguliere et intervenant dans la partie principale de I’équation de Helmholtz, les résultats
précédemments mentionnés ne s’appliquent pas.

Dans le cas d’eaux peu profondes et des vagues de petites amplitudes, on peut
montrer que 1’élévation du niveau d’eau 1 satisfait 'équation d’onde ci-dessous :

az—“—div(zv)—o 2.1)
atZ gb T] - Y .

olt g =9.81 m/s? et —zp (x) est la bathymeétrie avec z, > 0. Dans notre étude, nous avons
simplifié d’avantage (2.1) en considérant des solutions harmoniques en temps, soit

n(x,t) = Re{rot (x)e 1,
et une bathymétrie de la forme

zp (x) = zo + 6zp (x),
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ol zg est une constante représentant un fond plat et 6z est une perturbation a support
compact dans Q. Le domaine Q C RR? est un ouvert borné de frontiere Lipchitzienne. En
considérant alors 6z comme un obstacle, nous avons réécrit comme un probleme de
diffraction d"une onde plane g (x) = e*0*'¢ sur I'obstacle caractérisé par la perturbation
de bathymétrie zy,. L'onde totale o+ vérifie alors

{v( div ((1+ q)Vibtot) + Kgbtot =0 dans Q, (2.2)

Prot —Po) - N —iko(Piot — o) =0 surdQ,

ou q(x) = 52‘;75"), ko = \/% et n est la normale unitaire sortante a 0Q). La condition
limite intervenant dans représente une approximation de la condition de radiation
de Sommerfield et assure que les ondes diffractées sortent du domaine.

En décomposant l'onde totale suivant Vot = Po + Psc ott Pgc est I'onde diffractée,

I'équation (2.2) devient

{div (14 q)Vse) + Khse = —div (qVipg) dans Q, 03
Vise - n—ikgpge =0 sur 0Q).
Pour certains choix de g et de g, et sont équivalents a
{—div (1+q)VU) — k3 =div (qVpo)  inQ, 24
(14+q)VY-n—ikgp =g—qViy-n ondQ,
dont la formulation variationnelle est
a(q; W, ¢) =b(q; d), ¥ € H'(Q), (2.5)
avec
alaih, ) = | ((1+ @V Vo~ G0) dx—iko | W do, 26)

b(a 6) =~ | aViba- VB dx+ (9, D)oo

En supposant que q € L*(Q) et 1 + q(x) > o« > 0, on peut démontrer que le probleme
variationnel admet une unique solution (voir [22, Theorems 2.1, 2.4]).

L’objectif principal de [Chap2-A3] est d’étudier, pour une fonction couit J, le probleme
d’optimisation de bathymétrie ci-dessous

min J(q,),

(2.7)
avec (g, ) € Uggq X HY(Q) et O vérifie .

L’ensemble Uyq des bathymétries admissibles est un sous-ensemble de BV(Q)) corres-
pondant aux fonctions a variations bornées sur Q. La motivation principale pour utiliser
des telles fonctions comme parameétres d’optimisation est que cet ensemble contient, en
particulier, des fonctions discontinues.
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On donne maintenant quelques propriétés de BV(Q) et on référe a [3] pour plus d’infor-
mations. L’espace BV(Q) est I’ensemble des fonctions q € L!(Q) dont le gradient au sens
des distributions Dq est une mesure de Radon bornée a valeur dans IR?. C’est un espace
de Banach pour la norme

lallBvia) = lldllLi(q) +DqI(Q),

ot |Dq|(Q) est la variation de q définie par [3, p. 119, Definition 3.4]

Dql(Q) = sup {JquiV(cp) ax | ¢ € QR et @] =(a) <1}. 238)

Dans la suite, la convergence faible* dans BV(Q) sera utilisée dans certains résultats.
Cette derniere est indiquée par

dn — ( faible® dans BV(Q),
et signifie que
qn — qdans L}(Q) et lim J P -dDgqn :J V¥ - dDgq, Y € €°(Q,R?).
n——+o0o e} O
L’ensemble des bathymétries admissibles U4 est alors donné par

Upr ={q € BV(Q) [x—1<q(x) <A pp.x€Q},

et certains résultats présentés ci-dessous font également intervenir I’ensemble admissible
suivant
U ={q € Ua tel que [Dql(Q) <},

ou A > max{o—1,0}.
1.1 Existence d'une bathymétrie optimale

Tout d’abord, on présente un résultat de régularité sur l'application qui, a tout
q € Ugq, associe la solution du probléme variationnel (2.5).

Théoréme 2.1 Pour tout q € Uggq, on note \(q) la solution de (2.5). Alors 'application
q € (Uqg, faible*) — (q) € (H'(Q), fort),

est continue.

Le Théoreme 2.1 permet ensuite de montrer I'existence d’au moins une solution au
probleme d’optimisation (2.52).

Théoreme 2.2 On suppose que Uqq = U et que le fonction coilt (q,P) € Up — J(q,P) € R
vérifie :
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(A1) Il existe 3 > 0 et Jo tels que

d(q,¥) = dolq,b) + BDgl(Q).

(A2) ¥(q, ) € Ux x HY(Q), Jo(q, ) = m > —o0.
(A3) (q,) — dol(q, ) est semi-continue inférieurement pour la topologie (faible*, faible)
de BV(Q) x H1(Q).
Alors le probleme d’optimisation admet au moins une solution optimale dans U x
H'(Q).

Dans le cas ott Ugq = UA , on a un résultat d’existence similaire.

Théoreme 2.3 On suppose que Uqgq = U « et que la fonction cotit (q,p) € Up « — J(q, ) €
R vérifie (A2) — (A3) données dans le Théoreme[2.2)avec 3 = 0. Alors le probleme d’optimisation
(2.7) admet au moins une solution optimale.

Notons que pour Ugq = U (voir Theoreme (2.2)), la fonction cotit doit contenir
un terme de pénalisation de la forme 3|Dq|(Q)) pour obtenir 1'existence d"une solution
optimale. Ce dernier permet en effet de contrdler lanorme BV/(Q)) d"une suite minimisante
et ainsi d’extraire une sous-suite faiblement convergente. Dans le cas olt Uqgq = Up , la

norme BV(Q) de la suite minimisante est naturellement controlée car
Vg € Unx: [lqllBv(a) < 2max(A, K, o —1]),

et on peut ainsi prendre 3 = 0.

1.2 Discrétisation du probléme d’optimisation

Cette section étudie la convergence d"une discrétisation éléments finis du probléme
d’optimisation (2.7). On considére une famille quasi-uniforme de triangulations {Th };,-
de Q et I'espace éléments finis IP; associé

Vi = {on € C(Q) | pnlr € P1(T), VT € T }.

L'utilisation d’élements finis continus est motivée par le résultat de régularité ci-dessous
qui assure que toute solution faible de (2.5) est continue sur Q.

Théoréme 2.4 Soit g € 12(3Q) et q € L®(Q) tel que 1 + q(x) = o« > 0 pour presque tout
x € Q. On note P(q) la solution de 2.5). Alors P(q) € C°(Q).

L’ensemble des bathymétries admissibles du probléeme d’optimisation discrétisé est

défini par
Up = Uga N Ky,
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ou Ky, est un espace éléments finis qui dépendra du choix de Ugq. La discrétisation du
probleme d’optimisation (2.7) est alors

Trouver qj, € Uy tel que 5(q;‘t) < 5(qh), Vqn € Up, (2.9)

ou g(qh) = J(qn, Vr(qn)) estla fonctionnelle réduite et Py, = P (qn) € Vi estla solution
du probleme de Helmholtz discrétisé

a(gn; bn, dn) = blqn; dn), Von € Vn. (2.10)

La convergence de 1\, vers 1 est précisée ci-dessous.

Théoreme 2.5 Soit (qn)n C Un une suite qui converge faible* vers q dans BV(Q). Soit
(Wh(qn))n la suite des solutions du probleme variationnel discret (2.10). Alors, lorsque h tend
vers 0, Wi (qn) converge fortement dans H(Q) vers W(q) satisfaisant (2.5).

Le Théoreme 2.5/ permet de démontrer la convergence des solutions optimales du
probleme d’optimisation discrétisé vers celle du probleme continu (2.7). Toutefois,
selon 'espace de bathymeétries admissibles considéré, I'espace admissible discret Uy, est
différent. Pour U,4 = Ux, on a le résultat suivant :

Théoreme 2.6 Considérons l'ensemble admissible U,q = U et 'ensemble Uy, suivant

Up = U N K,
Kni1=1{qn € L(Q) | qnlt € P1(T), VT € Tn}.

Supposons que les hypotheses (Al) — (A2) — (A3) du Théoreme soient satisfaites et que
la fonction cofit Jo : (q, V) € Ua x HY(Q) +— Jo(q,P) € R est continue pour la topologie
(faible*, forte) de BV(Q) x H(Q). Soit (g7, Wn(ay)) € Uan x Vi, une paire optimale de
.

Alors la suite (q} )n C U est bornée et il existe une sous-suite (la méme notation est utilisée) et
q* € Un tels que q;, — q* faible* dans BV(Q), P(qy,) — P(q*) fort dans HY(Q) et

d(q") <3(q), Vq € Un.
Ainsi, tout point d’accumulation de (qy,,bn(q7,)) est une solution du probleme d’optimisation

)

Dans le cas oit Ugq = Un «, nous avons un résultat similaire au Théoreme en
modifiant I’ensemble Uy,.

Théoreme 2.7 Considérons I'ensemble admissible Uqq = U « et I'ensemble Uy, suivant

Up = U« N Ko,
Kno ={qn € L(Q) | gnlt € Po(T), VT € Tn}.
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Supposons que 3 = 0 et que les hypothéses (A2) — (A3) du Théoreme |2.2| sont satisfaites. On
suppose également que J : (q, ) € Ua x HY(Q) = J(q, ) € R est continue pour la topologie
(faible*, forte) de BV(Q) x HY(Q). Soit (g}, Wn(q})) € Un x Vi, une paire optimale de (2.9).
Alors les conclusions du Théoreme 2.6|sont également valables.

L’ensemble Uy du Théoreme 2.6|est composé d’éléments finis IP; tandis que, dans
le Théoreme[2.7, Uy, est composé d’éléments IPy. Cette différence provient essentiellement
des hypothéses assurant 1’existence d"une solution optimale qui imposent d’avoir 3 > 0
lorsque Ugq = UA (voir Théoreme . En effet, pour démontrer le Théoreme il faut
passer a la limite dans l'inégalité (2.9). Ce passage a la limite nécessite d’avoir un ensemble
Uy, dense dans U pour la topologie forte de BV(Q) ce qui est le cas avec des éléments
finis IP; mais pas avec des éléments IPy. Lorsque Ugq = Un , le passage a la limite dans
I'inégalité peut s’effectuer pour un ensemble U}, dense dans U  pour la topologie
faible* de BV(Q)) permettant donc de discrétiser les bathymétries avec des éléments IPy.

1.3 Résultats numériques

On présente maintenant des résultats numériques pour lesquels les hypotheéses des
Théorémes [2.6| et 2.7 assurant la convergence des optimums discrets vers les optimums
continus ne sont pas vérifiées. Pour cela, les bathymétries sont approximées par des
éléments de Ky, ¢ mais la contrainte [Dqn[(€Q)) < k n’est pas imposée et ainsi le Théoreme

2.7ne s’applique plus.

Pour le cas test présenté ici, on considere une onde plane y(x) = e
d=(0,1)T et

ikox-d avec

wo 27
0 N wWo T, 0 0,9=981,20=3

Le domaine de calcul est Q = [0,L]? ot L = 1]8—;1 ~ 542.5. Le domaine Q est discrétisé
avec un maillage structuré composé de 8192 triangles et le pas de maillage est Ax = Ay =
8.476472.

La résolution du probleme d’optimisation est effectuée avec une méthode de type
subspace trust-region telle que celle décrite dans [17] et [18]. Chaque itération nécessite la
résolution d'un systéme linéaire qui est réalisée avec un gradient conjugué. On impose

également une contrainte L* sur q, : 1 > qp > —0.9.

Pour définir le cas test, on consideére la bathymétrie

L L
rer(xy) = e (=T +=37) L —o(0= P+ (= 7)

avec T = 1073, L'objectif est de reconstruire gy sur le domaine Qq = [%, %]2 U2k, 7832
en minimisant la fonction coft
wj 2
3abio) = S | Wion(6y) —rerly)Paxdy,
Qg
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Error

[gres(2,9) — gz, y)|

Reconstructed topography

Greg(2,9)

q(z,y)

FiGure 2.1 — (En haut) Erreur entre g, et la solution numérique de (2.9) ; (En bas a droite)
Représentation de gy ; (En bas a gauche) solution numérique de (2.9).

Les zones jaunes représentent () et les zones rouges correspondent a Q, le support de
Qref-

ol Yrer est la solution de (2.10) avec qn = qrer €t Qp = [% -9, % +8)%,6 = %.

Les résultats sont donnés dans la Figure On peut voir notamment que la ba-
thymétrie n’est pas reconstruite dans les zones qui n’appartiennent pas au domaine
d’observation Qp. Au contraire, la bathymétrie est tres bien retrouvée dans Oy N Q4 ce
qui correspond aux zones appartenant au support de qref.

Dans cet expérience numérique, les hypothéses du Théoréme [2.7| ne sont pas sa-
tisfaites car on n'impose pas |[Dqn|(Q) < k. La Figure représente |Dqj[(Q) pour
différentes valeurs de h. On peut y observer que |[Dqj (Q)| = O(h™%) pour un certain
s > 0. Ces résultats numériques montrent I'importance d’imposer une borne supérieure
sur [Dqp| (soit dans1’espace admissible U, 4 oubien dans la fonction cotit) pour démontrer
I'existence de bathymétries optimales (Théoremes [2.2| et[2.3) et la convergence des opti-
mum discrets vers les optimum continus (Théoremes 2.6 et[2.7).
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FIGURE 2.2 — Valeur de |Dqj,[(Q) pour différents h.

2 Optimisation topologique visant des solides optimisés avec

des conductivités constantes par morceaux

Cette section présente des résultats issus de [Chap2-A5].

Un probléme d’optimisation topologique (voir par exemple [1]) consiste a déterminer
la localisation d’un solide au sein d’un fluide pour minimiser une fonction coft. La
résolution d"un tel probleme nécessite donc dutiliser la localisation et les caractéristiques
physiques du matériau recherché comme parameétres d’optimisation. Pour sa simplicité
d’utilisation, le modele de pénalisation pour les équations de Navier-Stokes introduit
dans [2] est majoritairement adopté. Ce dernier permet de localiser le solide avec l'aide
d’un terme de friction, faisant intervenir une fonction indicatrice du solide, qui définit la
zone fluide du domaine lorsqu’il est nul et la zone solide lorsqu’il tend vers l'infini. La
localisation du solide étant réalisée avec un parametre discret, le parametre de controle
appartient & un ensemble qui n’est ni convexe ni fermé pour la topologie faible* de L*.
Ainsi, I'étude mathématique et numérique de ce probleme d’optimisation est, comme
indiqué dans [20], difficile.

Afin de passer outre ces difficultés, T. Borrvall et ]. Petersson [7] ont considéré une variable
d’optimisation « définie sur tout le domaine de calcul et pouvant prendre des valeurs
continues entre 0 et 1. IIs ont ensuite régularisé I'indicatrice intervenant dans le terme de
pénalisation avec ce qu’on appelera une fonction d’interpolation fluide-solide permettant
ainsi de localiser les zones fluides et solides en fonction des valeurs de «. Un probleme
d’optimisation topologique revient alors a déterminer le parametre & qui minimise la

fonction cotit considérée.

L'étude mathématique (par exemple : existence, unicité de solution faible; existence
de solution au probleme d’optimisation, ...) de problemes d’optimisation topologique a
été réalisée pour un écoulement de Stokes stationnaire dans [7, 20] et pour le modele de
Navier-Stokes stationnaire dans [21]. Les travaux précédemment mentionnés considerent
des conditions limites de Dirichlet homogenes ce qui permet notamment de simplifier la
dérivation d’estimations a priori pour la solution du systeme de Navier-Stokes incom-
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pressible [8, 34]. Un des apports principaux de [Chap2-A5] est I'étude d'un probleme
d’optimisation topologique pour des écoulements anisothermes modélisés par le systeme
de Navier-Stokes, sous I'approximation de Boussinesq, couplé a une équation d’énergie
avec des conditions limites mixtes.

Un autre apport de [Chap2-A5] a été de proposer une fonction d’interpolation fluide-
solide permettant de localiser des solides ayant des conductivités thermiques constantes
par morceaux. Par rapport a d’autres approches proposées pour obtenir de tels solides
optimisés (voir par exemple [28| 38]), notre fonction d’interpolation est réguliére et n"uti-
lise qu'une seule variable d’optimisation additionnelle pour interpoler les différentes
constantes des conductivités ciblées.

On décrit maintenant la procédure pour obtenir le modele utilisé comme contrainte

dans un probléme d’optimisation topologique. Considérons pour cela Q C R¢, d € {2,3}

tel que QO = Q¢ U Qg ot le fluide occupe la zone Q¢ et le solide la zone Q). Le systeme

de Navier-Stokes incompressible sous I’approximation de Boussinesq sous sa forme sans
dimension est :

V-u =0 dansQy,

(u-V)u+Vp—Re 'Au—Rife, =0 dansQys,

V- (u6)— V- (Re'Pr1k(x)V8) =0 dansQ,

u =0 dansQg,

ou Re = (VyLy)/v estle nombre de Reynolds, Ri = (gBLydT)/ Vg le nombre de Richardson,
Pr = povcy /k¢ le nombre de Prandlt. La fonction x € Q — k(x) est définie par
1
k(x) = " (kela,(x) +ks(1 —1q,(x))),

et représente le ratio des conductivités thermiques. Les quantités de référence Vy, Ly, po

(2.11)

sont respectivement une vitesse, une longueur et la masse volumique du fluide a une
température de référence Ty. De plus, 3 est le coefficient de dilatation thermique du
fluide, v sa viscosité cinématique, 6T = —d/k¢ avec ¢ un flux thermique sur une paroi
et k¢ la conductivité du fluide et enfin ¢, est la capacité calorifique du fluide a pression
constante.

En suivant [2]], le solide peut étre localisé avec un terme de pénalisation de la forme
n_ll o, u qui est ajouté dans le systeme . Ce terme permet, en faisant tendre 1 vers 0,
de récupérer que u|n, = 0etulyn, = 0 correspondant a une condition de non-glissement
sur les parois solides (voir [2, Lemma 4.4 et Theorem 4.1]). La version pénalisée du systeme

(2.11) est alors
V-u =0 dansQ,
(u-V)u+ Vp —Re 'Au —Rife, + +1lo,(x)u =0 dansQ, (2.12)
V- (uf) = V- (Re'Pr1k(x)V6) =0 dansQ.

Remarque 2.8 Notons que k représente le ratio des conductivités du solide par celle du fluide
car nous travaillons avec la forme adimensionnée des équations. Par abus de language, on parlera
uniquement de conductivité pour les valeurs prises par K.
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La derniére étape pour définir le modéle utilisé comme contrainte dans le probléme
d’optimisation topologique consiste & introduire une fonction & : x € Q — R et a
régulariser I'indicatrice du solide avec une fonction h(o(x)) vérifiant

ht(s) —— 0 pour s < g,
T—+00

he(s) ——— max pour s > o,
T—+00

oll otmax = N~ ! et la convergence ci-dessus est ponctuelle. Les zones fluide et solide dans
Q peuvent alors étre déterminées (de facon approchée) par

Qi ={xelax) <o}, Qs:={xe Q| alx)> o}, (2.13)

et nous pouvons désormais utiliser oc : x € Q — x(x) € [0, tmax] comme parametre d’opti-
misation. Dans [Chap2-A5], nous avons proposé une fonction d’interpolation fluide-solide
permettant d’obtenir des solides optimisés ayant des conductivités thermiques constantes
par morceaux (voir Section[2.1). La variable d’optimisation gérant les différentes constantes
est notée ¢ et on note ainsi & = («, @) les variables d’optimisation.

Le systeme utilisé comme contrainte dans le probleme d’optimisation topologique étudié
dans [Chap2-A5] est enfin

V-u =0 dansQ,
Vp—-AAu—(u-V)u+h(x)Ju—Bbey =0 dansQ, (2.14)
—V - (Cke(e, )VO) +V - (ub) =0 dansQ,
ou A, B, C sont les constantes physiques ci-dessous
1 1

A:R—e,B:RLC:RePr.

Les conditions aux limites considérées sont mixtes et sont définies sur 0Q) = I' décomposé
selon T' = Ty, U T U Toyt tels que [Nyl > 0, [Tl > 0, [Toutl > 0 et Tin N Tour = 0. La partie

I'w concerne des conditions de non-glissement pour la vitesse, I, représente 1’entrée du
domaine et I,y sa sortie. Les conditions limites correspondantes sont

u = u,, 0 =0, sur [in,
u =0, k0,0 = o, sur [y, (2.15)
Adyu—np =0, 00 =0, surloy,

ol uj, € Hééz(l}n) d est une vitesse en entrée , ¢ est un flux thermique, n est la normale
unitaire sortante et 0, désigne la dérivée normale.
Pour définir la formulation variationnelle de (2.14)-(2.15), on introduit les ensembles
suivants
b= {veH (@?|vl, =0},
xt = {ve Q) vlr,un,) =0},

x® = {0 e H'(Q)| 0, =0}

1. La notation Hééz(ﬂn) désigne 'ensemble des ) € H/2(T},) tels que I'extension de \ par zéro a I est
dans H/2(T").
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Pour traiter la condition limite de Dirichlet inhomogeéne sur [},, on utilise le [16, Lemma
16] qui assure l'existence d'un V € HY(Q)4 tel que V-V =0, V|, =0, V|, = uw et
||V||H1(Q)d < MVHumHH%Z(Rn)d pour My > 0.
En introduisant
u=w-+YV,
ou w € X%, la formulation varationnelle de (2.14)-(2.15)) est
Trouver (w,0,p) € X* X X% x 12(Q) tels que:
a(&w,vy) +b(vy,p) = (G(Ew) +F(0),vy), Vv e X,
a(&;0,v2) + €6, w+V, ) =(G,v), Vv, € X9,
b(w,q) =0, Vq e 2(Q),

(2.16)

ot les différentes formes multilinéaires sont définies par

a(&;u,vi) =J AVu: Vvi + he(E)u - v1] dx,
Q

b(u,q) = —JQ q(V-u)dx, c(u,vy,w)= J

(u-V)vi-wdx, f(0,vq)= —J BOey vy dx,
Q Q

al&;0,vp) = J Ck.(&)VO - Vv, dx, ¢(0,u,vp) = J (VO -u)vy dx,
Q Q

et les termes sources sont
(G(&;wW) +F(0),v) =—cwW+V,w+V,v)—f(0,v) —a(§V,v),
<G,v2> = J Codvy do.

w

Le probleme d’optimisation considéré est enfin donné par

min J(&,w,6,p)
_ | (w,0,p) est solution de (2.16) paramétrée par &, (2.17)
ol
a € uadr

ot J est une fonction cotit. De plus, on recherche des & admissibles dans I'ensemble U q
donné ci-dessous :

£E€Uqa =1{£ € BV(Q)™ 1 0 <E(X) < Emax p-p- dans Q, [DE|(Q) <k},

otl les inégalités sont comprises élément par élément et Emax € R™, Emax > 0 et k > 0.

Dans la suite, on présente tout d’abord la fonction d’interpolation fluide-solide per-
mettant de prendre en compte des solides avec des conductivités constantes par morceaux
(voir Section2.T). Nous donnerons ensuite un résultat d’existence et 1'unicité d’une solu-
tion faible au probleme variationnel ainsi que la convergence d"une approximation
éléments finis avec des éléments de Taylor-Hood. L'existence d’au moins une solution au
probleme d’optimisation et la convergence d"un optimum discret vers un optimum
continu sera ensuite présentée. Apres avoir dérivé des conditions nécessaires d’optima-
lité du premier ordre, cette partie terminera avec des simulations numériques illustrant
certains résultats théoriques.
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2.1 Fonctions d’interpolation fluide-solide avec une conductivité constante
par morceaux

On commence par définir la fonction d’interpolation fluide-solide h. intervenant
dans (2.14). Elle est basée sur la régularisation de la fonction de Heaviside ci-dessous :

_ 1 1
ety o) =at (b= a) (1 Fexp(—tly—wo) 1+ eXP(Tyo)) o e

oty € [0, Ymax] dont on peut vérifier directement la convergence ponctuelle suivante

a ify <vyo,
T1—1>I—r0—100 h(y,yo,a,b) =< (a+b)/2 ify=y, (2.19)
b if y > yo.
On peut alors définir la fonction h. par
hT((X) = HT((XI (X'O/ 0/ (Xmax)/ (220)

pour un &y € (0, xmax) fixé, une constante xmax assez grande pour pénaliser la vitesse
du fluide dans le solide qui sera représenté par les zones dans lesquelles x(x) > o (voir

également (2.13)).

On présente maintenant la fonction d’interpolation permettant d’obtenir des solides
optimisés ayant des conductivités thermiques constantes par morceaux. Pourj =1,--- , N,
on note k; les différentes valeurs de conductivités ciblées et ¢ la variable d’optimisation
permettant de les interpoler. On définit maintenant k. comme suit

Kelo @) = klf (ks + Frelot 0,0, 1) (x<(@) — k), (2.21)

out k¢ est la conductivité du fluide et x. va permettre d’interpoler les différents k; en
fonction des valeurs prises par . Les zones fluides de O pouvant étre déterminées par
les x € O tels que x(x) < g, la propriété (2.19) entraine

Iim ko(x(x), @(x)) =1.

T—+00

Les zones solides étant déterminées par les x € Q) tels que «(x) > «p, on obtient

lim er(a(x), 0(x)) = (ke +_Hm_(x<(@(x)) —Kke))/ke = lim xe(o(x))/kr.

T—+00 T—+00
On peut ainsi définir x comme suit

N—-1

X<(@) =ki+ ) Pelo, 950 q), (2.22)
j=1

ot @; € [0, Pmax] et @i < @j pour tout i < j,1,j € {1,---,N — 1}. Les constantes a; sont
ensuites déterminées en imposant que

lim x:(¢) =kjpour ;1 <@ < @j, 2<j < N. (2.23)

T—+00
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En utilisant (2.19), les conditions (2.23) donnent le systéme linéaire triangulaire

i
Z aj =kis1 —k;,i=1,2,..,N-1, (2.24)
j=1

qui permet de déterminer les a; et ainsi de définir completement la fonction x . La Figure
2.3 représente les deux fonctions d’interpolation fluide-solide décrite ci-dessus.

100 T T 10 T
=1 =1
=10 =10
80 1
8t
60 - 1
6 7 j
40 - B
at
2 J !
0 . . 2 . . . .
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

1] ¥

Ficure 2.3 — (Gauche) h.(&,50,0,100) pour différentes valeurs de t. (Droite) x. avec
@max = 100 et k; € {5,10, 4, 3} pour différentes valeurs de 7.

2.2 Existence et unicité de solution faible et convergence d"une approximation
éléments finis

L'existence et 1'unicité d"une solution pour (2.16) est donnée dans le résultat ci-
dessous :

Théoreme 2.9 On suppose que les fonctions k et hr sont bornées et positives sur leur ensemble
respectif de définition et qu’il existe K,;;, > 0 tel que, pour tout & € Uqa, on ait Ky < kc(&).
Alors, si B, ||u, ||H(1) 20 et |||l 2(r) sont suffisamment petit, il existe une unique solution faible

de (2.16)).

La démonstration du Théoreme[2.9]est basée sur un point fixe, ce qui impose d’avoir
des termes sources assez petits pour fonctionner. Les bornes supérieures sur les termes
sources dépendent de kmin, de la constante intervenant dans la condition inf-sup vérifiée
par la forme bilinéaire b(-, -) et d’autres constantes intervenant dans 'inégalité de Poincaré
ou dans des inclusions continues entre espaces de Sobolev. Un point important reste que
si les termes sources sont assez petits alors la solution faible de vérifie

[Wlixw 4 [18][x0 +[lPlli2(0) <R

ot R > 0 ne dépend pas de T ni du parametre d’optimisation &. Les normes ci-dessus
sont définies par ||-||xx = \/a(&;-,-) et |||xe = ||| ;41(q)- En supposant que la zone solide

38



Qg est connue et en prenant hy = 1 1o, , le champ de vitesse associé a (2.16) satisfait
| Vhew|2(q) = \/:CHWHLZ 0,) < Rce qui implique

[Wll2(0,) < RVT

De plus,

Iwllgo0.) < Cy/IWllga,) Wl o) < CVRT/ V/wlixe < CRT,

et on retrouve ainsi le fait que, lorsque T — 0, le champ de vitesse associé au probleme
pénalisé tend vers 0 dans le solide avec la condition de non-glissement en paroi. On a
également les mémes ordres de convergence en T que ceux obtenus dans le cas d'une
condition de Dirichlet homogene sur 0Q) et sans prise en compte des transferts de chaleur
dans le fluide (voir [2, Corollary 4.1, Lemma 4.4]).

La discrétisation de est réalisée avec une triangulation quasi-uniforme de Q
de sorte que Q = Ukeg, K. On note hi une taille caractéristique de I'élément K et h =
supy cq, hx. Les éléments finis de Taylor-Hood [33] sont ensuite utilisés pour approximer
les solutions de (2.16). On cherche donc des approximations (W, 0n, pn) € X}t X Xg X Mn
ol

h =1{vik € X¥|VK € Ty, vnlk € P2(K)},

Xp = {n € X% VK € T, Vilk € P2(K)},
My = {qn € C°(Q)| VK € T, qnlx € P1(K)}.

Pour discrétiser également les parametres d’optimisation &, on utilise ’ensemble suivant
Up = Uga N Ky avec K = {&n € L2(Q)? | Enlx € Po(T)?, VK € Th),

qui correspond a des fonctions constantes sur chaque maille.

Pour &}, € Xy, la discrétisation de (2.16) est alors

Trouver (Wp, On, pr) € Xi X Xg x My, tel que :
a(&n; Wh, Vi) + b(vi, Pr) = (G(En;wi) + F(On), vi),  VYvn € X}y,
a(&n; Bn, W) +E(Bh, Wi+ V,b1) = (G, ¥n), YR € XR,
b(wn, qn) =0, Vqn € Mp.

(2.25)

Le résultat de convergence ci-dessous a été démontré.

Théoreme 2.10 On suppose que B, [[ul| , 125 ) et |l 2(ry sont assez petits pour assurer
I'existence et I'unicité d'une solution faible pour pummetree par &. Soit &, € Uy, une suite
qui converge fuzble vers & dans BV(Q)2. Alors, pour h assez petit, il existe une unique solution

(Wh, On, pn) de (2.25) et on a de plus

lim (Hwh wlixs +[10n = 8llxe + Ipr — Plliz(0) ) = 0.
H
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L'existence et 1'unicité d"une solution au probléme sont obtenues comme pour
(2.16) ce qui nécessite d’avoir des termes sources assez petits. La restriction sur le pas de
maillage provient de la validité de la condition inf-sup discrete. Sous ces hypotheses,
l"'unique solution de (2.25)) vérifie

[Whllxs + [[Onllxe + l[Pnllizi0) <R,

ou R est indépendant de h. Nous pouvons alors extraire de la suite (wy, Oy, pn)n une
sous-suite faiblement convergente et la démonstration du Théoréme est réalisée, en
particulier, en passant a la limite dans la formulation variationnelle (2.25).

2.3 Existence d’au moins une solution optimale et approximation éléments
finis

Pourchaqueé € Ugq,le Théorémedonne 'existence et1'unicité de (w(é&), 0(&), p(&))
satisfaisant (2.16). On peut de plus démontrer que l’application

& € (Uqq, faible*) — (w(E),0(&),p(E)) € (X* x X? x L3(Q), forte)

est continue. En utilisant cette propriété et des suites minimisantes, on peut montrer
I'existence d’au moins une solution au probleme d’optimisation (2.17).

Théoreme 2.11 On suppose que
(A1) infyxusxexi2(q)d > —oo.
(A2) J est semi-continue inférieurement pour la topologie (faible*, faible, faible, faible) de
BV(Q)?% x X" x X° x L2(Q).
Alors le probleme d’optimisation admet au moins une solution dans Uqq x X* x X% x 2(Q).

La discrétisation éléments finis du probleme d’optimisation (2.17) est

min J(En, Wh, O, Pr)
(Wh, On, pn) vérifient (2.25) paramétré par &, (2.26)

tels que {
& € Un = Uqa N K.

En utilisant des techniques similaires a celles utilisées pour la démonstration du Théoreme
nous avons obtenu le résultat de convergence suivant.

Théoreme 2.12 On suppose que (A1)-(A2) du Théoreme sont satisfaites et que J est
continue pour la topologie (faible*, forte, forte, forte) de BV(Q)™ x X* x X% x 12(Q). Soit
(&5, W, O, pR) € Un x X x X}e1 X My une solution optimale de [2.26). Alors tout point
d’accumulation de la suite (&, Wi, On, Pn)n est une solution optimale de 2.17)).
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Des conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre pour peuvent étre
obtenues en appliquant le [26, Theorem 1.48]. Ce résultat requiert la différentiabilité de
la fonctionnelle réduite J; : & € Uqq — J(&,wW(E),0(&),p(E)) € R ainsi que l'inversibilité,
pour tout & € U,q, de l'application 0y g )e(&wW(E),0(E),p(E)) out e est 'opérateur a
valeur dans le dual de X* x X° x [2(Q) pour lequel le probléme variationnel est
équivalent a

(e(&w,0,p), (vi, v, q))(xu)/x(XB)/XL2(Q)/XuXX0XL2(Q) =0,V (vi,v,q) € XuXXeXLZ(Q).

L'étude de l'inversibilité de I'application 0 (w0 p)e(&; w(E),0(E),p(E)) revient a étudier
l'existence et 'unicité de la solution au systéme linéarisé de (2.16). Pour des termes
sources (f1, 2, f3) € (X))’ x (X9)" x [2(Q), cela est équivalent a montrer qu’il existe un
unique (v, ¢, p) satisfaisant le probleme suivant

Trouver (v, (, p) € X* x X% x [2(Q) tels que
a(&v,vi) +b(vy, p) +c' W+ V,v,vi) + (E,v1) = (f1, v1) (xu)/ xu, Vv e X*

a(&; ¢, vo) +E(C,w+V,v) +E(0,v,v) = <f2,v2>(xe)/,xe Yvp € x°
b('V, Q) = (f31 q)LZ(Q) ’ Vq € LZ(Q)/
(2.27)

avec

c'(w,v,v) :J (w-V)v-v+ (v -V)w-v) dx.
Q

Nous avons obtenu le résultat suivant :

Théoreme 2.13 On suppose que win et (w, 0, p) sont assez petits. Alors (2.27) admet une unique
solution qui est de plus continue par rapport aux données (f1, f2, f3).

En combinant le Théoreme avec [26, Theorem 1.48], un optimum &* vérifie les condi-
tions nécessaires d’optimalité ci-dessous :

<V£31(£*)/E_ £*>[LOO(Q))I’L00(Q) >0, V& € Uy,

ou le gradient de la fonctionnelle réduite J; est défini a partir du modele adjoint. Pour
calculer ce dernier, on suppose que la fonction cotit est donnée par

g(alurp/e) — JQ IQ(&/ u, e/p) + J]" Jr(‘ilur e/p)/

ot Jg : Uga x X x XO x L2(Q) = LYQ), Jr : Uqa x X x X% x L2(Q) — LY(I") sont
Fréchet-différentiables. Le systeme adjoint associé a (2.17) est alors

VAP — he(a)A™ 4+ OVA? + AAA" + VAY -u— (A" - V)u = —ag—f,
BAY ey +u-VA? + V- (Cke(§)VAY) = 7%1, (2.28)
v Yo
op
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avec les conditions limites

0 0
surlyy : AY-t=0, A% -n Ir , A% (W n) + Cke(£)0nA® = Ir
— - op’ 20’
surlp : A% £=0, A% ?r A® =0, 3pAP =0,
p ) (2.29)
sur Toue @ A%(u-m) + Cke(£),A° = a]er
0
AP+ A%0n + AdpAY + (u-n)AY = E)Ll:'
ou t est un vecteur unitaire tangent. Le gradient de la fonction cofit est alors
oh Ok
Ved = Yo _ () u- AV — C—=(8)VO-VA®  surQ,
0¢, ox 0§
3] (2.30)
Ved = a—g sur Iy,

avecu = w + V oul (w, 0, p) est la solution faible du probleme direct (2.16).

2.4 Expériences numériques

On illustre maintenant certains résultats théoriques et les effets de la fonction d’in-
terpolation permettant d’obtenir des solides optimisés avec des parametres physiques
constants par morceaux donnés dans la Section

Le code a été réalisé avec Python et FEniCS/DOLFIN [27]. On utilise 1’approche
optimize-then-discretize et la résolution du probleme d’optimisation est effectuée
avec l'algorithme L-BFGS-B [11]. La résolution du probleme direct a été réalisée
avec une méthode de Newton dont l'initialisation est calculée avec un point fixe. Le

domaine Q = [0,L] x [0, H] est représenté dans la Figure [2.4] et la fonction cofit vise a

rou t

Tin
L=2

F1Gure 2.4 — Présentation du domaine de calcul Q et des conditions limites

42



maximiser la température en sortie du canal. La vitesse a 1'entrée du canal est le profil
parabolique
Vx € Tin 1 Uin(x) = 1.8x(2 — x)ey.

Le probleme d’optimisation résolu numériquement est ainsi

min — J 0
r‘()ut
u=w+ Vou (w,0,p) satisfait (2.16),
tels que
(o, @) € Uqa.

Les résultats numériques ont été obtenus avec les parametres ci-dessous :
Re =100, Ri = 1.8, T =30, omax = 10°, g = 1, k; € {5,6,8,11,13,16}.

La taille caractéristique du maillage est paramétrée dans FEniCS par n qui indique le
nombre de cellule dans une direction. Ainsi, plus n est grand, plus le maillage est fin. La
Figure 2.5/ montre les solides optimisés pour différentes valeurs de n. On peut observer
sur la Figure2.5|que les formes des solides optimisés sont assez proches pour les différents
pas de maillages. Toutefois, les champs de conductivités optimisés présentent davantage
de différences. Néanmoins, ces résultats ne sont pas incompatibles avec le Théoreme[2.12]
qui assure la convergence d'une sous-suite de minimiseurs discrets vers un minimum de
la fonction cofit. En effet, pour chaque maillage considéré, les valeurs de la fonction cotit
apres optimisation sont tres proches de —1.5.
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kTau with n=36 kTau with n=44 kTau with n=64

FiGure 2.5 — Evolution du k. optimisé pour différentes valeurs de n. Les zones de fluide
correspondent aux zones bleues dans lesquelles k; = 1.
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3 Optimisation topologique avec conditions limites non-lisses

en sortie

Cette section présente des résultats issus de [Chap2-A6].

L’objectif de [Chap2-A6] est d’étudier un probléeme d’optimisation topologique out

les contraintes sont données par le systeme de Navier-Stokes incompressible, instation-
naire et sous 1’'approximation de Boussinesq, avec un terme de pénalisation pour la vi-
tesse permettant de localiser un solide, en prenant en compte des conditions non-lisses en
sortie. Ces conditions limites sont appelées Directional-do-nothing (DDN) et permettent de
modéliser le cas d"un écoulement retour en sortie d’un domaine de calcul [10,4},[12}[8]. Plus
précisément, les conditions limites DDN se ramenent a des conditions de sortie usuelles
(Re 19 u — np = 0, appelée aussi conditions limites Do-Nothing) lorsque I’écoulement
est sortant et font intervenir le carré de la vitesse pour un écoulement rentrant dans le
domaine. Les conditions DDN se rapprochent de plus des conditions locales et globales
de type Bernoulli étudiées dans [9,/19] mais ont’avantage de s’inclure plus naturellement
dans une formulation variationnelle du systeme de Navier-Stokes incompressible.
Le cas stationnaire du modele de Navier-Stokes avec des conditions limites DDN en sor-
tie a été étudié dans [5] et le systeme de Boussinesq dans [12]. L'existence et l'unicité
d’une solution faible pour le systeme de Navier-Stokes instationnaire avec des conditions
DDN en sortie ont été obtenus dans [10, [8]. Le systeme de Boussinesq instationnaire a
également été traité dans [5 p. 16, Theorem 3.2] mais la stratégie de démonstration est
basée sur un point fixe ce qui permet de démontrer 'existence et 1'unicité pour des termes
sources et des parametres physiques assez petits. Dans [Chap2-A6], nous avons obtenu
I'existence (et 1'unicité en 2D) de solution pour le modeéle de Boussinesq instationnaire
avec conditions DDN en sortie en s’affranchissant de I’hypothese des petits termes sources
et petits parameétres physiques. Nous avons ensuite étudié un probleme d’optimisation
topologique utilisant ce modéle comme contrainte.

Le modele sans dimension considéré dans [Chap2-A6] est donné par

V-u=0, dans Q
0t0+ V- (ub) — V- (Ck()V0) =0, dans Q
0tu+ (u-V)u—AAu+ Vp — Bbey + h(a)u =f, dans Q (2.31)

u(0,x) =up(o;x) x€Q,
0(0,x) =0p(c;x) x€Q,

ol u est la vitesse du fluide, p sa pression, 6 la température et up(x),0g(cx) sont des
conditions initiales. On a de plus A = Re ! avec Re le nombre de Reynolds, B = Ri est le
nombre de Richardson et C = (RePr)~! ot1 Pr est le nombre de Prandtl, ey =(0,1)en2d
etey = (0,1,0) en 3d. La fonction o : x € Q — «(x) € R* est le parametre d’optimisation
permettant de discriminer les zones fluides et solides dans le domaine Q et h(«), k(«)
sont définies a partir des fonctions d’interpolation fluide/solide telles que celles données
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dans la Section
Pour les conditions aux limites, on considére tout d’abord une fonction f : (t,x) €
[0, T] X Tout = B(t,x) € R et on note

Vs € R: s =pos(s) = max(0,s),s” =neg(s) =max(0,—s),s =s" —s".

En supposant que 0Q = T est Lipschitzienne et peut étre décomposée en 3 parties dis-
jointes I' = Iy U Tin U Tout, les conditions limites sont données par

surlihn: u=muy, 6 =0,

surly: u=0, Ckd,0=¢,

1 (2.32)

ref — ref
—5(u-n)"(u—u®)

sur [yt : Adpu—np = Adnuf — np

7

Ckon®+p(u-n)"0 =0,

ot ¢ € L2(0, T;L2(y)), £ € L2(0,T;(H'(Q))"), win € L2(0,T;Hyg*(Tin)), On = n - V et
(u™f, prf) est une donnée. Les conditions de type Directional-Do-Nothing sont celles im-
posées sur la sortie I,y et ont été en partie introduites dans [10, 4} 12, 8].

Dans [Chap2-A6], nous avons étudié le probleme d’optimisation topologique ci-
dessous
min J(x,u, )

el (u, 0) vérifie - paramétré par «, (2.33)

el que {oc UL
ou J est une fonction cotit. L'ensemble Uyq peut étre défini comme aux Sections [1| et
mais pourrait également étre remplacé par tout ensemble dont l'inclusion dans LP(Q)
pour un certain 1 < p < +oo est compacte.
Une des difficultés concernant 1'étude du probléme d’optimisation provient du
caractére non-lisse (ici : non-dérivable) des conditions aux limites. En particulier, cela
rend délicat la dérivation de conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre. Pour
contourner cette difficulté, nous avons régularisé les conditions limites (voir par exemple
[32]]) en remplagant la fonction neg par une suite neg_ de classe Cl définie par exemple
dans [32] par

~

neg(s) si|s| >

(32" (¥ +5) sibl<

neg, (s) = (2.34)

N[ N|m

On introduit également la notation pos, (s) = s + neg, (s) pour la régularisation de la
partie positive de s € R. Parmis les propriétés de la fonction neg, (), on peut noter que la
convergence de neg, () vers neg est uniforme sur R lorsque ¢ — 0.

Pour définir la formulation faible de (2.31)-(2.32), on introduit
VYt = {11 € Hl(Q)d | V-u= OI 11|qurw = O}/
et on note H" la fermeture de V* dans (L%(Q))4. De méme, on note

VO ={0 e H'(Q) |6l =0},
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et H® = [(Q). La formulation faible de (2.31)-(2:32) o1 la fonction neg est remplacée neg,
est alors donnée par

J 00 @ _J Oeue - Vo +J ((us ‘n) + fneg, (ue n)) Oe@
Q Q rout

(2.35)
+J CkV6, - Vo :J do,
Q Tw
J otu, - W+ %{((u£ Vug) W— ((ue - V)W) -ue} + AVu, : VW
Q
—i—J h(oue - W —BO, -ey - W+ ;J pos, (ue - n) (u - W) (2.36)
Q out

1
= J f -y +J (Adnu™f — npref) W4 J neg. (u. -n) (u™f - W),
Q Fout 2 rout

pour tout (W, @) € V* x VO On appelle notamment solution faible de (2.31)-(2.32),
avec les conditions limites régularisées, tout (u.,0.) € L2(0,T; V%) x 12(0,T; V®) tel que
(Otue, 0¢0¢) € (V) x (V) vérifiant (2.35)-(2.36) au sens des distributions dans D’(]0, T[).

Le probleme d’optimisation avec conditions limites régularisées est enfin
min J( o, ue, 0)

_ [ (ug, 6¢) vérifient 2.35) — (2.36) paramétré par «, (2.37)
ol
CXE 6 udd.

Dans la suite, nous donnerons un théoreme d’existence de solution faible pour
(2.35)-(2.36)) ainsi qu'un résultat de convergence lorsque ¢ — 0. On dérivera ensuite des
conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre pour le probleme d’optimisation
(2.37) qui permettront, apres un passage a la limite ¢ — 0, de dériver des conditions
d’optimalité pour le probleme d’optimisation (2.33) avec des conditions limites non-lisses

en sortie.

3.1 Existence et unicité d’une solution faible

L’existence de solutions faibles pour (2.35)-(2.36) est obtenue sous les hypotheses

ci-dessous :

Hypotheses 1
e Le terme source vérifie f € 12(0,T; (H}(Q))").
o (W, p™) sont tels que
w e L7(0, T; (H'(Q))4) N L=(0, T; (L*(Q)4)
our=2sid=2etr=4sid =23,
V-u? =0,
o € 12(0,T; (1%(Q)) %),

w' = 0surT,

w'Y =y, sur T,
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et Adnu'® — p™n € 12(0, T; H-2(2Q)).

o Il existe Ky tel que K(x) = Kpyin, > 0 et h(x) > 0 pour presque tout x € Q.

o La condition initiale ug : Uqq — V™ (resp. 6p : Uqq — VO9) est Fréchet-differentiable.
De plus, pour tout o« € Ugg, ug(et)lr,, = i (0), ug(et)|r, = 0 et Og()lr,, = 0.

o 3 € L0, T;L®(T,u)) vérifie p(t,x) > %pour presque tout (t,x) € [0, T] X Ty

En notant u; = v, + u™ et en prenant ¢ = 0., ¥ = v, dans (2.35)-(2.36), on obtient les
estimations a priori suivantes

;
sup [0z + | 170:IRs 0 < <, .39
(0,T] 0

T 2
?ugllve!hz(g) +L IVVellf2(q) < %) (2.39)
0,T

ot les constantes positives c®

, ¢V sont indépendantes de ¢ et de «. L'existence de solutions
peut alors étre obtenue avec la méthode de Faedo-Galerkin (voir par exemple [8, [10])

combinée a des arguments de compacité.

Théoreme 2.14 Supposons que les hypotheses[I|soient vérifiées. Alors pour tout (vg, 0p) € H* x
HO et tout T > 0, il existe v, € L°(0, T, HY*) N L2(0, T; V¥), 0 € L*(0,T,H®) N L2(0, T; V¥)
vérifiant (2.35)-(2.36). De plus, en notant ug = vo + w'¥(0) et u; = v +u'?, ona

(JQ u; - w) (0) dx = Ll u - Wdx, (JQ eg_(p> (0) dx = L} 00 dx,

pour tout (W, ) € V¥ x VO, Enfin, vl = @ ¢ 13(0,T; (V¥)') et 81 € L5(0,T; (VO)").

Le Théoreme assure l’existence d’au moins une solution faible pour (2.35)-
(2.36). L'unicité peut également étre démontrée en dimension d = 2 (voir par exemple
[8,10]).

3.2 Convergence de la solution du probléme régularisé

En utilisant que les estimations a priori (2.38) sont indépendantes de ¢, on peut

obtenir un résultat de convergence pour u; et 0, lorsque ¢ — 0.

Théoreme 2.15 Considérons (x.)e C Uy et o € U,y tels que . converge faible* vers «
dans BV(Q). Soit (ve,0.) une (suite de) solutions de [2.35)-@2.36) paramétrée par . et soit
u, = v +u'?. Alorsil existe (v,0) € L°(0, T; HY)NL2(0, T; V¥*) x L*®(0, T, H®) N 12(0, T; V¥)
tel que, en notant u = v+ u'¥, on a une sous-suite de (ve, 0.) (la méme notation est utilisée) telle
que les convergences ci-dessous sont vérifiées :

e u, > udans L°°(0, T; HY)

e 0, = 0dans L®(0,T; H®),
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o u, — udans L2(0,T; V¥) et dans 12(0, T; (L6(Q))9),
e 0, — 0dans 1%(0,T;VO) et dans 1%(0, T; L°(Q)),
e u. — udans 140, T; (L2(M)9)
o 0. — 0in 40, T;L2(T),
e u, — udans 12(0,T; (12(Q))9)
e 0. — 0dans L2(0, T;12(Q)),
e u. — udans 12(0,T; (L2(1)9)
e 0. — 0dans L2(0, T;12(T")),
o du, — dgudans L3(0,T; (VW)
o 3,0, — 0,0dansL3(0,T;(VO)").
De plus (v, 0) est une solution faible de (2.31)-(2.32)) paramétré par o.

Le Théoreme[2.15assurel’existence d"une sous-suite de solutions faibles du probleme
régularisé vers une solution du probleme initial (2.31)-(2.32). Des résultats plus précis ont
été obtenus en dimension d = 2 car la dérivée en temps de u,, 0, est alors suffisamment
réguliere pour utiliser des arguments basés sur le Lemme de Gronwall ce qui permet
notamment de démontrer 1'unicité de la solution faible.

Théoreéme 2.16 On suppose que d = 2 et que les hypotheses du Théoreme [2.15|sont satisfaites.
Alors, pour ¢ — 0, on a ue — u fortement dans L>(0,T; [2(Q)%) et B, — 0 fortement dans
L°(0, T; L2(Q)). De plus, Vu, — Vu fortement dans 12(0, T; L2(Q)?) et VO, — VO fortement
dans 12(0, T; L?(Q)).

Les Théorémes etdonnent la convergence, pour ¢ — 0, des solutions faibles
de (2.35)-(2.36) vers celles de (2.31)-(2.32). En dimension 3, nous avons la convergence

d’une sous-suite seulement tandis qu’en dimension d = 2, I'unicité de la solution faible
permet de montrer la convergence de 'intégralité de la suite.

3.3 Conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre

Pour simplifier la présentation des résultats, on se restreint dans cette partie au cas
de la dimension d = 2.

Considérons les ensembles suivants :
X% =120, T; V¥)NL>®0, T;HY) et X® = 12(0, T; V®) N L>=(0, T; HO),
qui sont munis des normes
[ullxe = max{[[ul[r2 g T,vu), [WllLe 0,110} [[0]lxe = max{||O]| 2, .vey, [10]lLee (0,1;12())

En adaptant la démonstration du Théoréme on peut démontrer la continuité de
I'application
o € (Uqgq,faiblex) — (ue (o), 0(x)) € (Xu X Xe,fort) ,
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ol (ug (o), 0(x)) est la solution faible de (2.31)-(2.32) paramétré par «. En supposant alors
que la fonction cotit J est semi-continue inférieurement pour la topologie (faible*, forte,
forte) de Uyg x L2(0,T; V¥) x L%(0,T;V?), on peut alors utiliser des suites minimisantes
pour démontrer 1’existence d’au moins une solution aux problemes d’optimisation (2.37)

et (2.33).

Pour définir les conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre du probleme
d’optimisation régularisé, on ré-écrit (2.35)-(2.36)) sous la forme équivalente

<e((xé‘,;u£/ 65),y>y//y - O, Vy € 1{}
otte: Uyg X WH(0,T) x WO(0,T) = Y avec Y := X" x X9 x H"* x HO et

WH(0,T) ={u e X"¥; 0gu € (X*)'},
wo(0,T) ={0 € X%; 9,0 € (X®)'.

Les deux premieres composantes de e(o; ue, 6¢) donnent les équations de (2.35)-(2.36) et
les deux derniéres permettent d’'imposer les conditions initiales.

Les conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre pour le probléme d’opti-
misation régularisé sont obtenues en appliquant [26], Theorem 1.48] qui nécessite
d’étudier I'inversibilité de 'opérateur 9y, o, )e(x; -, -). Ces dernieres sont données dans
le résultat suivant.

Théoreme 2.17 Soit «} une solution optimale de (2.37) et (uf,0%) la solution de (2.35)-(2.36))
avec o« = . Alors il existe des variables adjointes (A%, A\9) € X* x X telles que, en notant
(AEA) = (AL(0,),A2(0,-))et Ae = (AL, A, AL, ALY) :

e(a;,u;,07) =0,

(0(u,,0.)€(0t;u,07)) Ae = =0y, 0.)d(x;;ut, 07),

<a“eg(o‘£;u£/e£)+(a“ee((xa;usleg)) As’a_oce>u,;d/uﬂd 20, vcxeuad,
0(5 € uad.
Ci-dessus, (A%, A2) est la solution faible du probleme adjoint
(O(u,,0.)€(ce;ue,0))"Ae =G, (2.41)
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pour G = =0y, 0,)d(0te;ue,0:) € WH(0,T) x W?O(0,T)! dont la formulation forte est
—AY — AANY + h(a)AY + (Vue)TAY — (ue - V)AY — 0, VAY = g4
VA =0,
—0A? £ BAY ey, — V- (Ck(ote)VAY) — V- (uAd) = gy

u —
}\5|qul“in - OI

A, =0,
0 _
) InAclr, =0, (2.42a)
AL, — 5 (poss (ue -n) + (ue -n)) Ar—(1+ Bpg)ed\gn
1

—5 ke ((us_ —uY). ?\‘Q) n=0,

Ck(ocg)an?\g + BA?negE (ug -mn)|r, =0

Ae(T) =0,

AJ(T) =0,
He =neg! (ue -m). (2.42b)

Pour obtenir des conditions nécessaires d’optimalité pour le probleme d’optimi-
sation initial (2.33), nous allons passer a la limite ¢ — 0 dans correspondant aux
conditions d’optimalité du probleme d’optimisation régularisé. La difficulté principale
concerne le terme . défini par qui fait intervenir la fonction neg! (.). Pour pas-
ser tout de méme a la limite dans cette relation, on introduit la fonction de Heaviside
multivaluée H : R — [0, 1] suivante

{0} sis <0,
H(s) =< {1} sis>0, (2.43)
[0,1] sis=0.

On donne maintenant un résultat de convergence pour (A%, A?) lorsque ¢ — 0.

Lemme 2.18 Soient (xg)e C Uy et ov € Uy tels que «. converge vers « faible* dans BV(Q).
Considérons (A%, A®) une solution faible de paramétrée par oe. Alors, il existe une sous-suite
de (A%, A%) et A" € L>®(0, T; H*) N L2(0, T; V¥), A% € L*=(0,T,H®) N L2(0, T; V°) tels que

o AU = A dans L°(0,T; (12(Q))?) et A® — A® dans L>°(0, T; 1%(Q)),

o« AU — AY dans 12(0, T; (H}(Q))?) et A® —2 A9 dans 12(0, T; (HY(Q))),

o A\ 8—%> AY dans 12(0, T; (L2(T"))?) et A® 8—%> A® dans 12(0, T; (L2(T)).
De plus, il existe p € L*([0, T] x Toyt) donné par

—u € H(—u - n) p.p. sur Ty,

tel que (A", A®) est une solution faible de (2:42a) parametrée par o et , ot on a remplacé neg, (-)
(resp. pos, (-)) par neg(-) (resp. pos(-)).
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En utilisant le Lemme nous pouvons enfin donner des conditions nécessaires
d’optimalité du premier ordre pour (2.33) correspondant au probléeme d’optimisation avec

les conditions limites non-lisses en sortie.

Théoreme 2.19 Soit o* une solution optimale de (2.33)) et (u*,0*) la solution faible de (2.31))-
(2.32) paramétré par «*. Alors il existe . € L*([0, T] x Tyyt) vérifiant —pu € H(—u-n) p.p. sur Tpye
et des variables adjointes (A%, A\®) € X% x XO satisfaisant (2.42a) tels que

<a(x3(o(*;u*, 9*) —+ (a(xe((x*;u*/ 6*)/)*/\, X — o(*>u,d/uad >0, Vo € uud.,

oit on a noté A = (A%, A9, A%, A% o5 (A%, A®0) = (A%(0,-),A9(0, -)).
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4 Pénalisation du modele de Navier-Stokes-Darcy et application
a des problemes d’optimisation topologique visant des milieux

poreux optimisés

Cette section présente des résultats issus de [Chap2-A2].

La majeure partie des problemes d’optimisation topologique visent a localiser des
solides dans lesquels la vitesse du fluide s’annule. La motivation principale de [Chap2-A2]
était de proposer une alternative en déterminant des milieux poreux optimisés modélisés
par une loi de Darcy ce qui permet de ralentir I’écoulement sans le bloquer complétement.
Les interactions fluide-poreux sont modélisées par le systeme de Navier-Stokes incom-
pressible dans les zones fluides couplé a la loi de Darcy dans le poreux avec des conditions
de transmission spécifiques a 1'interface fluide/poreux. Nous avons tout d’abord introduit
un parametre o permettant de réécrire ce probleme de transmission comme un modéle va-
lable sur tout le domaine de calcul et correspondant au systeme de Navier-Stokes lorsque
o« = 0 et a la loi de Darcy pour « > 0. Le modele proposé est en fait une perturbation
singuliere du probleme de transmission de Navier-Stokes-Darcy dont la limite (en un
certain sens décrit ci-dessous) est bien le modele initial.

On décrit ci-dessous le probleme de transmission de Navier-Stokes-Darcy et sa
réécriture comme une EDP valable sur tout le domaine. Soit Q un ouvert borné de R¢
pour d = 3. Le modele de Navier-Stokes-Darcy pénalisé donné ci-dessous s’écrit sans
soucis pour d = 2 et les résultats donnés dans cette section seront également valables. La
frontiere 0Q = UT, (Th N T, = 0) est supposée Lipschitzienne et de normale unitaire
sortante n. On suppose que () se décompose comme

Q=0,U0;

ou l'indice f représente la partie fluide et p la partie poreuse du domaine. Le modele de
Navier-Stokes pour la partie fluide couplé au modele de Darcy pour la partie poreuse est
donné par
—vAus + éfo + (us-Viuy =f dansQy,
clliv u; =0 dans Q¢ (2.44)
xUp + o-Vpp = f dans Qp,
divu, =0 dansQ,,

ot f € L2(Q)3 est un terme source et les conditions limites sont données plus bas. Dans
(2.44), v est la viscosité cinématique du fluide et pf sa masse volumique supposée ici
constante et égale a 1. Les conditions a l'interface I, ¢ := (an N an) \ T considérées
sont les suivantes (voir par exemple [15} [13]])

Us - T"pf = up ' npf/

1
<VVuf —plls — 2|Uf|2113> Npr = —PpNpr, (2.45)
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ol ny¢ est une normale unitaire fixée de l'interface.

L’idée principale de [Chap2-AZ2] est de réécrire le probléeme de transmission (2.44)
comme une seule équation valable sur tout Q. En écrivant le terme non-linéaire comme
suit :

(u-Viu= %Vlul2 —ux (Vxu),

nous pouvons introduire le probleme de Navier-Stokes-Darcy pénalisé
—div (ve ™*Vu — pllz — Je T ufl;) —e 2™*ux (Vxu)+ou =f dansQ,
div(u) =0 dans Q,
u =0 surly,
ve T*0,u—(p+ %esz“luIQ)n =0 surly,
(2.46)
ou div est, selon le cas, la divergence d'un champ de tenseur ou de vecteur et o« € L*°(Q).
Notons que l'on retrouve les équations de Navier-Stokes dans le fluide (x = 0) et, en
passant formellement & la limite T — 400 dans (2.46)), on obtient le modele de Darcy
divu = 0,
ocu+Vp = fdansQp,
dans le milieu poreux (ax > 0). Ainsi, le modele (2.46) peut étre considéré comme un
modele de pénalisation pour le probléeme de transmission fluide-poreux (2.44).

Dans la suite, nous donnerons un résultat d’existence et d’unicité pour (2.46) ainsi
qu'un théoreme de convergence du probleme de Navier-Stokes-Darcy pénalisé vers le
probléme de transmission initial. Une illustration numérique d’un probleme d’optimisa-

tion topologique utilisant (2.46) comme contrainte sera enfin donnée.

4.1 Convergence du modele de Navier-Stokes-Darcy pénalisé

Soit X le sous-espace de H!'(Q)3 définit par
X = {w e H'(Q)? | = O sur rl}.
La formulation variationnelle de (2.46)) est alors
Trouver (u,p) € X x L2(Q) tels que
a(uw,v) + N(u,u,v) +b(v,p) = J f(x) - v(x)dx +J @ -vdo, Vv e X, (2.47)
bu,@) =0, vaelxQ),

ot1 les formes multi-linéaires sont données par

d
alu,v) =v Z J e TV - Vvjdx + J ou - vdx,
Sla Q

e72’roc
u-vdiviw) + e 27U x (V x v) - wdx, (2.48)

N(u,v,w) = —JQ 5

bv,p) = —J divvp dx.
Q
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L’existence d"une solution faible pour T fixé est donnée dans le résultat suivant.

Théoreme 2.20 On suppose que les hypotheses suivantes sont vérifiées :
1. 0 e L*®(Q) et «(x) > 0 pour presque tout x € Q.
2. Q=0,UQ¢avec Q¢ ={x € Q| a(x) = 0} vérifiant Qe N Ty # 0.
3. Qp et Q¢ sont des ouverts bornés de R® de frontiere Lipschitz.

4. Il existe xmin > 0 tel que
PP-X € Qp 1 Xmin < (X)),

Alors, pour tout M > 0 et tout T tel que 0 < T < M, il existe au moins une solution (u, p-) de

:

Le Théoreme donne l’existence d’une solution faible pour le probléeme de
Navier-Stokes-Darcy pénalisé (2.46). L'unicité peut étre également obtenue lorsque v est
suffisamment grand ou bien que les termes sources sont assez petits (voir par exemple
Théoreme 2.9).

Pour étudier la convergence lorsque T — oo des solutions de (2.46)), il faut commen-
cer par réécrire comme un probleme de transmission. En utilisant que Q = QU Q,
et en omettant la dépendance en T pour alléger les expressions, le probleme s’écrit
sous la forme suivante :

—div (ve T*Vup, — prplls — e 2y l;)
—e 2T, x (V x up) + aup = fdans Qp,
div(up) =0dans Q,,
—div (vWus — pells — JuelPlz) —up x (V x ug) = fdans Qy,
div(us) =0dans Qy,
ur =0surl;NoQy, (2.49)
u, =0surl;NoQ,,
Vonus — (pr + slueP)n =0sur > N3Qy,
e T VAnup — (pp + 3 2 ¥ upP)n = 0sur [ N3Q,
Uf Mps —Up - Npp = 0 sur Fp,f,
TT[(upl Pp)/ (uf/ Pf)] =0 sur rp,f/

Le Théoreme assure l'existence de (Usq, Prp Urr, Prr) € HU(Qp)? x L2(Qp) x
H(Q¢)3 x 12(Q¢)? qui est une solution faible du probléme de transmission -
pour T fixé. Pour pouvoir passer a la limite T — +o00, nous avons tout d’abord dérivé,
pour la solution de (2.49)-(2.45), des estimations dans lesquelles la dépendance en T est
explicite.
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Théoreme 2.21 Supposons que les hypotheses du Théoreme sont valides et que «|q, €
Lip(Qy). Alors la solution de satisfait les estimations ci-dessous

lwecllizans + Hup,THLZ(Qp)3 S fll2(q)e.
IVus<llizia,p < Ifll2q)p,

le” " Vup 12, < e T/ 2|1 12 3,
IPprllizq,) T IIPexllizian <G

ot C > 0 et la notation < indique que les constantes non-mentionnées dans les inégalités sont
indépendantes de 7.

Le Théoréme entraine que la suite ((up -, Pp,t, Utc, Pr,c))c est bornée, uni-
formément en T, dans Lz(Qp)?’ X LZ(Qp) xHY Q)3 xL2(Q¢). Il existe donc (Up, Pp, us, Pr) €
L2(Qp)? x L2(Qp) x H'(Qf) x L(Qf) et une sous-suite telle que

Us,r — U faible dans L2(Qp)3,

Us . — ug faible dans H!(Q¢)? et fort dans [2(Q¢)?, (2.50)
Pp,r — Pp faible dans Lz(Qp) et psr — pr faible dans L%(Qy),

e "*Vug, — 0 fort dans L*(Q,).

Les convergences précédentes permettent de passer a la limite dans la formulation varia-
tionnelle du probleme de Navier-Stokes-Darcy pénalisé (2.49).

Théoréme 2.22 Les distributions (u,, pp, Us, Pr) € LZ(Qp)3 x L2(Q¢) x HY(Q¢)? x L2(Qy)
vérifie le probleme limite ci-dessous

Vpp +oup, =f dans D’(QP,IR3),
div(up) =0 dans D'(Qp),

—div (VVus —p¢lz) + (us - Viug =f dans D’'(Qf, R3),
div(ug) =0 dans D’ (Qy),

ur = dans H2(T; N 9Q, R3), 251)
nou, = dans H™1/2(I3 N 2QYp) '
Up-TMpr =1Up-Npe dans HV2(T¢),
vonus — (pr+ sluePn =0 dans H1/2(T, N 0Q¢, R3),
—pp =0 dans H/2(T, N30y,
(vWup —pells — JJuePlls) npe = —ppnpe  dans (W11/d.d (rp,f,]RS))l ,

ot q =2p/(2—p) pour tout p € [1,3/2].

Le Théoréme permet d’affirmer que la solution faible du probléme pénalisé
(2.49) converge vers une solution faible du probléme de transmission fluide-poreux
modélisé par le systeme de Navier-Stokes pour la zone fluide et la loi de Darcy pour
le milieu poreux avec les conditions de transmission (2.45).
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4.2 Optimisation topologique visant des milieux poreux optimisés

Le probleme d’optimisation topologique visant un milieu poreux optimisé peut étre
formulé comme un probléeme d’optimisation o1 x est le parametre d’optimisation et les
contraintes sont données par le modeéle de Navier-Stokes-Darcy pénalisé (2.47). On a ainsi

min (o u,p) ot (u,p) satisfait (2.47) et x € U,g, (2.52)
(u,p,a)eXXL2(Q)xU

ou U,q4 est 'ensemble des porosités admissibles. Dans [Chap2-A2], nous avons démontré
I'existence d’au moins une solution optimale pour et des conditions nécessaires
d’optimalité du premier ordre dans le cas ol la localisation du poreux est fixée dans
Qp, C Q et Uyqg est un sous-ensemble d"un espace de Sobolev permettant d’assurer que
est Lipschitzienne dans Q),. Notons que ce type de régularité a été obtenu en considérant
un ensemble admissible U,4 C Wk'Z(Qp) pour k assez grand.

Pour illustrer numériquement 1’approche, on considere le probleme d’optimisation
(2.52) avec Q =[0,1] x [0,2] et
1
300 =5 | - uaPdy, ua=es,
2Jo

ou, pour simplifier, on considére le modéle de Stokes-Darcy pénalisé qui est donné par

—div (ve " *Vu —pl3) + cu =0 dans Q,
diviu) =0 dansQ,
u =uy sur{0}x[0,1], (2.53)
u =0 surl0,2] x ({0}u{1},
ve T*0pu—pn =0 sur{2}x[0,1].
Notons que le Théoreme est valable pour le modele de Darcy-Stokes pénalisé (2.53).
Ainsi, lorsque T — +o00, la solution faible de converge vers la solution faible du

probléme de transmission fluide-poreux ot le fluide est modélisé par le systeme de Stokes
et le milieu poreux par la loi de Darcy. De plus, les conditions d’interface sont

Us - npf = up ' npf/
(VWus —pel3) npr = —ppNpr,
et sont similaires a celles données dans (2.45)) sans le terme non-linéaire.

Le probleme d’optimisation visant un poreux optimisé devient donc

min d(ecu,p) ot (u,p) vérifie (2.53) et o € U,g. (2.54)
(u,p,x)eXxL2(Q)xU

La résolution numérique de (2.54) est réalisée avec un algorithme de descente ou le
gradient est calculé a partir du modéle adjoint qui est donné par

—div (ve T*Vv —ql3) + av = —(u—ug) dansQ,
div(v) =0 dans Q,
v = sur {0} x [0, 1], (2.55)
v = sur [0,2] x ({0tu{1}),
ve T*0pv—qn =0 sur {2} x [0, 1].
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L’algorithme utilisé est donné ci-dessous :
Algorithme 1:
1. x=0¢eTP°.
2. Calculer (up,pr) € P? x P! solution de (2.53).
3. Calculer (v, qn) € IP? x P! solution du probléeme adjoint (2.55).
4

. Mise a jour de la porosité :

d
B=max< 0,0 —AlT, | —vte ™™ Z(Vu)-,h -VVjn) +uUp - vi ,
j=1

o = max {Xmin, B}X([3>0)

ot My, : L2(Q) — P est le projecteur éléments finis et le max est réalisé sur
chaque cellule du maillage. De plus, X(g~0) est défini sur chaque cellule et
renvoie 0 si B = 0 etla valeurde psi 3 > 0.

5. Retour a I'étape 2.

Dans Algorithme 1, on cherche, sur chaque cellule du maillage, une valeur pour o qui est
soit nulle (zone fluide) soit supérieure a xmin dans le milieu poreux.
Les simulations ci-dessous ont été réalisées avec FREE-FEM++ [24] en utilisant les pa-

rametres suivants
min = 10, v=1, t=10, n =100, A = 10, Nnjser = 1500, ¢ = 0.000001.

Nous avons ainsi effectué 1500 itérations de I’Algorithme 1 car cela a suffit a minimiser
la fonctionnelle qui est passée de J = 0.1801 avant optimisation a § = 0.0043 apres ajout
du milieu poreux optimisé.

La Figure[2.7/montre les composantes du champ de vitesse u = u, ex +uyey avant
optimisation et la Figure 2.8| celui apres optimisation.

Le poreux optimisé est représenté dans la Figure[2.9] On peut voir plus précisément
la localisation du poreux optimisé sur la Figure qui représente exp(—tx). Comme,
lorsque o« > 0, le terme exp(—T«) est numériquement nul, on a donc le modele de Stokes
dans les zones bleues et celui de Darcy dans les zones rouges. Ces résultats numériques
montrent que le modele de Stokes-Darcy pénalisé peut étre utilisé comme contrainte dans
un probleme d’optimisation topologique visant un milieu poreux optimisé.
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FiGure 2.6 — Evolution de la fonction cotit au cours des itérations de 1’Algorithme 1. (En
haut) Valeur de J au cours des itérations. (En bas) Zoom sur les valeur de J a partir de
I'itération 700.

5 Contributions al’étude physique de problemes d’optimisation
topologique

Cette partie présente succinctement des résultats issus de [Chap2-A1] et [Chap2-A3] qui
sont également issus de la these de Delphine Ramalingom [31]].

Ces deux papiers traitent d’optimisation topologique pour des écoulements avec
prise en compte de la convection forcée. Le modele considéré est le systeme de Navier-
Stokes incompressible sous ’approximation de Boussinesq donné par (2.14)-(2.15).

Pour chaque résultat présenté ci-dessous, la résolution numérique du probléme
d’optimisation est basée sur I'approche optimiser-puis-discrétiser. On utilise un algorithme
de descente de gradient ou le gradient est calculé avec le modele adjoint (2.28)-
(2.29). Les systemes primal (2.14)-(2.15) et adjoint (2.28)-(2.29) sont tous deux discrétisés
avec des volumes finis co-localisés, la résolution est réalisée avec I’algorithme SIMPLE et
I'implémentation avec OPENFOAM [25].
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F1Gure 2.7 — Champ de vitesse avant optimisation. (En haut) u. (En bas) uy.

La mise a jour du parametre d’optimisation « a l'itération k est réalisée par
a1 = max (0, min{0, o + widy}) .
Ci-dessus, la direction dy est
die = —Vad () + B die—1,

ott BFR est la direction de descente associée a la méthode de Polack-Ribiere

PR _ VH{ (ng - vgkfl)

s Vix— :v“ —1)-
" Vil Vi, I—1 Ilox—1)
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Une fois la direction dy calculée, on met a jour le pas wy avec une recherche linéaire
puis on itére jusqu’a avoir ||V «d(otc 1) |2 < € pour une tolérance fixée (¢ = 107 dans les
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FiGure 2.8 — Champ de vitesse aprées optimisation. (En haut) u,. (En bas) uy.

exemples ci-dessous).

On présente maintenant quelques résultats numériques obtenus a partir de 1’algo-

rithme briévement décrit ci-dessus.

5.1 Optimisation d"un single pipe et d"un bend pipe

Un des apports principaux de [Chap2-Al] a été de proposer d’utiliser (2.18) comme
fonction d’interpolation fluide-solide. Cette fonction d’interpolation permet notamment
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F1GURE 2.9 — o apres 1500 itérations de 1’ Algorithme 1. (En haut) o. (En bas) exp(—7t«) oit
le fluide est représenté par la zone bleue et le poreux par la zone rouge.

d’éviter les motifs en damier dans les solides optimisés obtenus numériquement sans
avoir a recourir a des techniques de filtrage ou de régularisation communément utilisées
dans la littérature (voir par ex. [30,36]). Nous avons ensuite optimisé la forme d'un single
pipe et d"un bend pipe (voir Figure|2.10) en cherchant a minimiser les pertes de charge tout
en maximisant les transferts thermiques. Ces deux géométries ont été considérées pour
valider le choix de la fonction d’interpolation fluide-solide car elles correspondent a des
cas classiques de la littérature. Les pertes de charge sont définies par

fi(u,p) = L -n-u (p + = |u|2> do, (2.56)
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Ficure 2.10 — Géométries étudiées dans [Chap2-A1l], (Droite) le single pipe. (Gauche) le

bend pipe.

et les transferts thermiques par

fa(u,0) = Jr n-ubdo. (2.57)

La fonction cotit permettant de minimiser les pertes de charge tout en maximisant les
transferts est définie par J = f; — f; et le probleme d’optimisation est ainsi :
1
min —J (p—i—i lu? +6)u-ndrl,
r
ot (u,p,0) vérifient (2.14) — (2.15) avec ® = —1/k+, Ujn = €x.

Concernant les parameétres physiques, nous avons utilisé

(2.58)

ks (9.88x10°m2is )

Re = 500, Ri = 2.8, Pr=0.71, - =
e =500, Ri=28 Pr=071 = 505 x 10 5 mes 1)’

ou le ratio des conductivités correspond a la conductivité thermique de 1’aluminium sur
celle de I’air a 25°C. Les parametres de la fonction d’interpolation fluide-solide sont fixés
A Xmax = 200, g =50 et T = 2.

Certains résultats issus de [Chap2-Al] sont présentés dans la Figure Pour le
single pipe, 1a valeur de la fonction cofit sans optim était § = 0.015 et de J* = 6.966 x 103
apreés optimisation. Pour le bend pipe, on a § = 0.008 sans optimisation et J* = 5.067 x 10~2.
Ainsi, pour ces deux cas, nous avons bien minimisé la fonction cofit et les formes obtenus
permettent de diminuer les pertes de charge tout en augmentant les transferts thermiques.
Des résultats similaires ont été obtenus pour différentes valeurs des parametres g et 7.

5.2 Optimisation d’un canal vertical asymétriquement chauffé

L'objectif de [Chap2-A3] est de résoudre un probleme d’optimisation topologique en
convection forcée pour minimiser les pertes de charge tout en maximisant les transferts
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Ficure 2.11 — (Haut) Valeur de k¢k.(x) pour le o optimisé. (Bas) Module du champ de
vitesse et lignes de courant. (Gauche) Résultats pour le single pipe. (Droite) Résultats pour
le bend pipe. Le bleu foncé correspond aux zones solides du domaine et le bleu clair au
zones fluides.

thermiques dans un canal vertical asymétriquement chauffé (voir Figure [2.12). Cette
géométrie permet par exemple de modéliser un mur Trombe ou encore des cheminées

solaires [19].

Un des premiers apports de [Chap2-A3] a été de montrer que la fonction cofit (2.56)
définissant les pertes de charge ne correspond pas dans certains cas a I’énergie nécessaire
au fluide pour se mouvoir. Pour toute solution (u, p,8) de (2.14)-@2.15), on a en effet

flwp) = | Re !Ivuf +noly)uf ~ Rifu-e,)0 dx
Q
— Re! J (u-n)pdo— Re~! J OnlU - Uiy do.
rout ri
Dans les simulations Volumes Finis réalisées dans [Chap2-A3], les conditions limites en
sortie imposent en particulier une pression nulle p = 0 et les conditions limites en entrée

imposent Ui, = u;jey. Ainsi, dans le cas ot Ri = 0 et la vitesse du fluide est constante au
travers de I'entrée (dans ce cas dnu - ey = 0), la fonctionnelle f; devient

f1(0,p) = JQ Re 1Vl + he(y)ul dx,

64



2H

3H/2
[+]
=]
T
o
©
(]
)
©
(]
I
H/2
Y, €, v
0 T_> X, €, U

r;

FiGure 2.12 — Canal vertical asymétriquement chauffé

correspondant a 1’énergie nécessaire au fluide pour se mouvoir (voir par ex. [29] pour des

considérations similaires).

Les applications visées dans [Chap2-A3] utilisent toutefois des grands Ri, par
exemple Ri > 100, ce qui nous a conduit & proposer une autre fonction cotit pour réduire
les pertes de charge et augmenter les transferts thermiques dans le canal. Ces fonction-
nelles sont basées sur une approche systémique appliquée au canal vu comme un systeme
entrée/sortie de vitesses moyennes et de températures. La version systémique des pertes

de charge (ou encore de la puissance mécanique) est alors

1 1
J1(u,p) = ——J Pt dO‘J u-ndo— J Pt dO‘J u-ndo, (2.59)
| I_‘11'1 | I“in Fi | r‘Ol.lt | I"out I"out

ol pr = p + [uf?/2 est la pression totale. La version systémique des transferts thermiques

est

1 1
32(u,e):—J GdUJ u-ndcr—i——J SdGJ u-ndo. (2.60)
| rin | in ri | rout | I—‘ou{' I—‘out

La fonction cotit considérée dans [Chap2-A3] vise a minimiser les pertes de charge
données par (2.59) tout en maximisant les transferts thermiques avec (2.60). La résolution
de ce probleme d’optimisation multi-objectifs a été effectuée en mettant chaque fonction-
nelle a la méme échelle en considérant la fonction cofit suivante

g=w3’\1_(1_w)3’\2/ w € [0/1]/
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1@ _ f—fmin

fmax — fmin

et Ji,max est la valeur de la fonction cotit sans optimisation tandis que J; min correspond a
la valeur obtenue apres optimisation en minimisant uniquement la fonctionnelle J;. On a

ainsi résolu le probléme d’optimisation suivant :

min  J(u,p,0)

2.61
ou (u,p,0) vérifient (2.14) — (2.15) avec ® = —1/k¢, ujn = 6.1x(1 —x)ey. (261)

Les parametres de la fonction d’interpolation sont
g =20, T=0.6et xmax =2x 107,

et les parameétres physiques

k
Re =400, Ri = 100,200,400, Pr = 0.71, k—s =3.
f

Le parametre d’optimisation « est supposé constant par morceaux sur le maillage et on
impose des zones de fluide prés de I’entrée et de la paroi chauffée. Ainsi :

o =0sur[0,1] x [0,1] N [0,0.10] x [2.5,7.5].

Les écoulements sans optimisation sont donnés dans la Figure ol les zones bleues
correspondent a un écoulement retour au niveau de la sortie. Les écoulements apres
optimisation sont donnés dans la Figure ol les zones noires représentent les zones
solides. On peut voir que les zones solides sont placées dans I’écoulement retour permet-
tant ainsi de le réduire. La Figure[2.15|représente chaque fonction cotit au fil des itérations
de l'algorithme de descente présenté en début de section. On peut remarquer que J; est
bien minimisé, J, est maximisé et ainsi les formes obtenus permettent bien de réduire les

pertes de charge tout en augmentant les transferts thermiques.
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Chapitre 3

Méthodes numériques pour des
probléemes de propagation d’onde en
régime harmonique

Cette seconde partie présente les travaux effectués en lien avec la résolution numérique
de problemes de propagation d’onde en régime harmonique. Son contenu est basé sur les
publications suivantes :

[Chap3-Al] Cocquet, P. H., & Gander, M. J. (2016). On the minimal shift in the shifted Laplacian
preconditioner for multigrid to work. In Domain Decomposition Methods in Science
and Engineering XXII (pp. 137-145). Springer, Cham.

[Chap3-A2] Cocquet, P. H., & Gander, M. J. (2017). How large a shift is needed in the shifted
Helmholtz preconditioner for its effective inversion by multigrid ? SIAM Journal on
Scientific Computing, 39(2), A438-A478.

[Chap3-A3] Cocquet, P. H., & Gander, M. J. (2018). Analysis of the shifted Helmholtz expansion
preconditioner for the Helmholtz equation. In Domain Decomposition Methods in
Science and Engineering XXIV, LNCSE, Springer-Verlag.

[Chap3-A4] Cocquet, P. H., Gander, M. J., & Xiang, X. (2018). A finite difference method with
optimized dispersion correction for the Helmholtz equation. Domain Decomposition
Methods in Science and Engineering XXIV, LNCSE, Springer-Verlag.

[Chap3-A5] Cocquet, P. H., Gander, M. ]., & Xiang, X. (2019). Dispersion correction for Helmholtz
in 1D with piecewise constant wavenumber. Domain Decomposition Methods in
Science and Engineering XXV, LNCSE, Springer-Verlag.

[Chap3-A6] Cocquet, P. H., Gander, M. J., & Xiang, X. (2021). Closed form dispersion corrections
including a real shifted wavenumber for finite difference discretizations of 2d constant
coefficient Helmholtz problems. SIAM Journal on Scientific Computing, 43(1), A278-
A308.
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[Chap3-A7] Cocquet, P. H., & Gander, M. J. (2022). Asymptotic dispersion correction in general
finite difference schemes for Helmholtz problems. Soumis a SITAM Journal on Scientific

Computing, Premiere révision envoyée.
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1 Présentation de 1’équation de Helmholtz

L’équation de Helmholtz peut étre dérivée a partir de I’équation des ondes

1
gattv — Av = S(t,x), (3.1)

ol c est la célérité de 'onde dans le milieu et S un terme source. On suppose que la source
est périodique en temps de période T = 27r/w, olt w est une pulsation, et vérifie

S(t,x) = e “t(x),

ou f est aussi un terme source. On peut alors chercher des solutions de (3.1) sous la forme

v(t, x) = e “tu(x),

et dans ce cas u vérifie ’équation de Helmholtz
—Au(x) — K*u(x) = f(x), (3.2)

ol k = w/c est appelé le nombre d’onde. L'équation (3.2) est un probléme modele
modélisant la propagation d’onde en régime harmonique. Hormis la dérivation effectuée
ci-dessus, il peut également intervenir par exemple dans les situations suivantes (voir [64,
Chapitre 1] ou [62, Chapitre 1]) :
1. En électromagnétisme ol
k=w/eu,
avec € la permittivité du milieu considéré et 1 sa perméabilité.

2. En élasticité linéaire ou
P
At2u’

avec p la masse volumique et A, . les coefficients de Lamé du milieu considéré.

k=w

3. En mécanique des fluides a partir d’une linéarisation des équations de Saint-
Venant qui modélisent la propagation de vagues en eaux peu profondes. Dans

ce cas

VoH’

ou g est la constante d’accélération et H une hauteur d’eau caractéristique.

Soit maintenant Q ¢ R4 (d = 1,2,3) un domaine dont la normale extérieure est
notée n. On suppose que sa frontiere 0Q) est Lipschitzienne et peut étre décomposée
comme 0Q = 'p UTN UTg ot I'p, Ny et Ik sont mutuellements disjoints. L'équation de
Helmholtz étudiée dans mes travaux de recherche correspond alors au probléeme aux

limites suivant :
—Au(x) —k*u(x) =f(x), x€Q,
=0, € Ip,
ulpo x €Ip (33)
onu =0, x €N,

dnu—iku =g, x € IR,
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ot f € L2(Q) et g € L2(Tr) sont des termes sources. L existence et 'unicité d"une solution
satisfaisant ont été démontrées, par exemple, dans [58,61}62]. Toutefois, la résolution
numérique de pour des grands nombres d’onde est délicate du fait des difficultés
suivantes [49, 53] :

e La matrice Hy associée a une discrétisation (ex : différences finies, éléments
finis, ...) de n’est pas définie positive. De plus, pour T # (), bien que Hy
soit symétrique (HT = Hy), elle n’est pas Hermitienne (Hy # Hy). Ces défauts
rendent la résolution des systemes linéaires issus d'une discrétisation de (3.3)
difficile avec des méthodes itératives.

e Les solutions de oscillent avec une période proportionnelle a k~!. Pour
un maillage dont le pas est noté h, cela entraine que h doit vérifier h ~ k™!
pour approximer précisément les solutions de (3.3). Si N désigne le nombre de
degré de liberté du schéma numérique considéré et d la dimension spatiale,
alors N ~ h™¢ et la contrainte précédente entraine que N ~ k¢ indiquant des
systémes linéaires de grande taille.

e Le point précédent entraine que la taille du maillage h doit vérifier kh < 1 ou
encore que le nombre de points par longueur d’onde G = 27t/ (kh) soit suffisam-
ment grand. Toutefois, bien qu’avoir un nombre de point par longueur d’onde
fixé assure que l'erreur entre u et son interpolant soit bornée uniformément en
k, 'erreur entre u et la solution numérique reste croissante en k méme pour kh
assez petit. Ce phénomene est appelé effet de pollution [39, 65| |67] et peut étre

évité en considérant des maillages encore plus fins (par exemple h ~ k—3/2

pour
des éléments finis IP) engendrant ainsi des systémes linéaires de tres grande
taille.

Les travaux de recherche présentés dans la suite de ce mémoire portent tout d’abord
sur I'analyse d'un préconditionneur de type Laplacien shifté (voir Section [2)) utilisé pour
accélerer la résolution des systemes linéaires issus d"une discrétisation de puis sur
des discrétisations différences finies avec correction de dispersion (voir Section |3) dont

l'objectif est de réduire 'effet de pollution.
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2 Préconditionneur de type Laplacien-shifté pour 1’équation de
Helmholtz

Dans cette partie, nous allons présenter majoritairement des résultats obtenus dans
[Chap3-A2] qui portent sur le préconditionneur appelé Shifted Laplace Preconditioner (SLP).
Les résultats issus de [Chap3-A1,Chap3-A3] seront également mentionnés.

La résolution numérique du systeme linéaire issu d"une discrétisation de 1’équation
de Helmholtz est principalement réalisée avec des méthodes de Krylov (ex : GMRES
ou BICGStab) en raison de leur robustesse. Toutefois, sans un bon préconditionneur, leur
convergence est lente et se dégrade lorsque k augmente [53].

En notant Hy la matrice issue d’une discrétisation (différences finies ou éléments
finis) de ’équation de Helmholtz (3.3), le SLP est défini par H]:j avec ks € C donné par

K2 =K% + e,

ol ¢ est appelé le shift.

Le SLP a été introduit en 2004 dans [51] et, étant issu d'une discrétisation de I'équation
de Helmholtz, il hérite de certaines propriétés du probleme continu et peut notamment
étre utilisé pour des milieux dont le nombre d’onde k est inhomogene. Pour ces raisons,
ce précondionneur a été ensuite intensément utilisé et étudié [52, 41}, 70} [60].

Le choix du shift est déterminant pour les propriétés du SLP. En effet, pour un petit shift la
matrice Hy, est “proche” de Hy et ainsi le systéme préconditionné HgslHk sera “proche”
de la matrice identité indiquant alors que Hy., est un bon préconditionneur. Toutefois, dans
ce cas, I'inversion de Hy, est difficile car cette derniére hérite des propriétés de Hy.. Pour
un shift assez grand, I'inversion de Hy peut étre effectuée avec une méthode multigrille
[52] qui a I’avantage, pour des EDP elliptiques et coercives, de converger rapidement avec
un facteur de convergence indépendant du pas du maillage [59].

Plus précisément, il a été démontré dans [55, Theorem 1.4] que, pour ¢ ~ k, le SLP était
un bon préconditionneur pour Hy dans le sens oli le nombre d’itération de GMRES
nécessaire pour résoudre le systéme préconditionné HgslHl< était indépendant du nombre
d’onde. D'un autre c6té, pour ¢ ~ k2, l'inversion du SLP peut étre réalisée avec des
méthodes multigrilles [52, [70]. Il y a ainsi un compromis entre le fait d’avoir un bon
préconditionneur (¢ ~ k) et avoir une méthode itérative efficace pour calculer le SLP
(e ~ K2).

Au vu de lI'importance du choix du shift, nous avons étudié a la fois théoriquement
et numériquement son influence sur la convergence d’une méthode multigrille. Dans
la suite, on commencera par présenter 1’algorithme multigrille. On donnera ensuite des
résultats dans le cas monodimensionnel pour lequel nous avons un résultat de divergence,
lorsque 0 < ¢ < k2, pour un algorithme & deux niveaux (appelé aussi algorithme ou
méthode 2-grilles) utilisant un lisseur de Jacobi (voir Section . Ensuite, en utilisant
un autre lisseur, nous avons obtenu un résultat théorique assurant la convergence d'un
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multigrille pour tout 0 < & < k? si un nombre suffisamment grand de pas de lissage est
effectué (voir Section2.3). Enfin, la section 2.4 présentera une analyse d"une extension du
SLP appelée expansion preconditioner.

2.1 Algorithme multigrille pour 1’équation de Helmholtz avec shift complexe

Soit Q un polygone convexe de R¢ avec d = 1,2,3. ’équation de Helmholtz avec
shift complexe et conditions de Dirichlet homogeénes est donnée par :

—Au(x) — (K +ig)u(x) =f(x), xe€Q, (3.4)
upa =0,
ot f € L?(Q) est un terme source. La formulation variationnelle de (3.4) est
Trouver u € H}(Q) tel que :
_ 35
alu,v) := J Vu - Vv — (k% +ie)uvdx = J fvdx, Vv € H(l)(Q.). (3:5)
Q Q

Considérons maintenant {J1,, } une famille de triangulations régulieres de () constituées
de simplexes de taille caractéristique hy. L'indice | permettra de définir des relations d"in-
clusion entre différents maillages de tailles caractéristiques différentes. On note V; 1’espace
éléments finis IP; correspondant :

Vi ={veCQ)I|vlr €P;pourtousT € Ty, vilso =0}.
Le probleme discret est ainsi donné par

Trouver u; € Vy tel que:

3.6
a(u,v) = J fordx, Vv, € V1. (3.6)
Q

En notant (d)})JN:‘l la base nodale de V;, nous pouvons définir I'isomorphisme ci-dessous

Ny
FLe€N — vy, Fiz=) 24}, (3.7)
j=1

et le probleme (3.6)) est alors équivalent au systeme linéaire

Azt = by, avec (Ar)ij = a(dp, f) et (by); = JQ fojdx, (3.8)

etu, = Fz,.

Nous présentons maintenant la méthode multigrille [59,66]. Pour ce faire, la trian-
gulation au niveau | est obtenue, par raffinement de maillage, a partir d"une triangulation
plus grossiere au niveau 1 — 1. Les espaces éléments finis associés vérifient alors

Vi1 CVy,
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ot les pas de maillage satisfont hy_1 < chy pour ¢ > 2. Les méthodes multigrilles utilisent
des opérateurs de restriction et de prolongation pour communiquer entre les différents
niveaux (grilles fine et grossiere). Comme V{_; C Vi, 'opérateur identité I; : Vi_1 — V1
est bien défini et

Ny
Vg € Vicy, (o) (¥) = ) w1 (xf)é} (%),
=1

ou x} sont les noeuds du maillage fin. L'opérateur I; est I'opérateur de prolongation

partant de la grille grossiere vers la grille fine et sa représentation matricielle est
PNt €N PL= T (3.9)

Plus précisemment, on peut calculer les éléments de sa matrice comme suit

Ny
Vel Ny, (dh D) =D ol (o} (x).
j=1
En suivant [59] 'opérateur de restriction canonique Ry : CNt s €N est la transposée
de I'opérateur de pronlongation. Ainsi

Ry := PJ. (3.10)
L’algorithme multigrille [66, 59] utilisé pour résoudre (3.8) est enfin donné par

function z; = MGM,(z{, by)
ifl=0thenzy = Aalbo else
z1 = S${ (z, by); % pre — smoothing
di1 =Ry(b1 —A1z1);
e ;=0
forj=1totdo (3.11)
e] | =MGM (e} ], di1);
end
Z1 =21+ Pleffl;
z1 = $1%(z1, b1); % post — smoothing

end

Dans (3.11), Sy est appelé le lisseur et correspond a la matrice d’itération d’une méthode
itérative (ex : Richardson, Jacobij, ...) utilisée pour résoudre un systéme linéaire A1z = by.
La notation S} (z, b) indique que v itérations de cette méthode ont été effectuées. De plus,
v1 est le nombre de pré-pas de lissage et v, le nombre de post-pas de lissage. Enfin, le
"V-cycle” classique est obtenu pour T = 1 et le "W-cycle” pour T = 2.

En utilisant [66, Theorem 7.1 p.22] (ou [59] Lemma 7.14), la matrice d’itération de
I'algorithme (3.11) est donnée par la relation de récurrence

Cmco =0,

Cmgr =S° (I — P, (1 — CKAG,LA) A{31R1A1> sy, (3.12)
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Notons que Cpmgi = Cmga(va, vi) et

P (Cmci(va,v1)) = p (Cmg,1(0,vi +v2)),

permettant ainsi de n’étudier que le cas v = vq + v,. Dans la suite, la convergence de
I'algorithme multigrille sera étudiée en calculant le rayon spectral de Cp1 1.

2.2 Influence du shift sur la convergence d’un 2-grilles en 1d

Cette partie présente des résultats issus de [Chap3-A2].

Considérons un maillage uniforme de Q) = (0,1) avec Ny points intérieurs dont le
pas de maillage est hy = 1/(Ny + 1). La base de V; est alors donnée par les fonctions

“chapeaux”

d)}(x) = max (O,l — w

La matrice associée au systeme (3.6) est la matrice tri-diagonale

1 *h 2 2h 1 h
Ay = tridiag (—h1 — Zl(kz +1ig), h—l — ?l(k2 + is),—h—l — Zl(k2 + i£)> .

Le maillage grossier est défini par le maillage uniforme avec Ny_; = (Ny —1)/2
points intérieurs et son pas de maillage est hy_; = 1/(N;_1 + 1) = 2h;. Le lisseur utilisé
est une méthode de Jacobi

Up1 = Uyp + (UDil (f - Alum)r

ou D = diag(A) et w est donné par

w 12 — 4h?(k? + ie)
"~ 18 —3h2(k2 +ie)”

(3.13)

Notons que la matrice d’itération est alors donnée par S = 14 — wD'A;. La matrice
d’itération d'une méthode a deux niveaux, appelé également algorithme 2-grilles, est
notée T et son expression est donnée dans (3.12)

T=5" (Id _ PlAf_llRlAl) s,

ou les matrices des opérateurs de restriction Ry et de prolongation Py sont définies res-
pectivement par (3.10) et (3.9). En utilisant une diagonalisation par bloc de la matrice
d’itération T, nous avons obtenu des résultats de convergence pour la méthode a deux
niveaux en fonction des valeurs du shift ¢.

Théoréme 3.1 Soit v = V1 + v le nombre total de pas de lissage. On suppose que ¢ = Ck?~®
pour 0 < & < 2. Alors, pour tout k et h tels que

kh = v6 +0(1) pour h — 0,
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ona 572\ v
26 1
p(T) > (3Ch5> +o <hé"> ,

et ainsi I'algorithme 2-grilles diverge.

Pour e = Ck?, si C > 0 est une constante suffisamment grande alors I'algorithme 2-grilles
converge.

Afin d’illustrer numériquement le Théoréme[3.1} considérons une grille uniforme de
Q = (0,1) avec Ny = 219 — 1 points intérieurs ainsi que les 3 nombres d’ondes ci-dessous

1 _
K = Ve _ 25083, kp=gz- =512, ks="hy /3 ~101.6.

1 1
Le nombre d’onde k; vérifie kjh; = /6 ce qui est proche des hypothéses du Théoréme
pour lesquelles 'algorithme 2-grilles diverge, k, vérifie kohy = 0.5 correspondant a
considérer environ 12 points par longueur d’onde et k3 est choisi de sorte qu’il n’y ait pas
d’effet de pollution car, dans ce cas, k3h? est assez petit [39]].

€ 1 vk k K3/2 %
k=%k;, v=1| 4.1943.10° | 8.3748.10* | 1.6722.10° | 33.3906 | 0.7454
v=2 1.7592.1013 | 7.0137.10° | 2.7962.10° | 1.1149.10° | 0.5556
v=4 3.0949.10% | 4.9191.10" | 7.8188.10'% | 1.2433.10° | 0.3221
k=ky, v=1| 40.1940 40.1460 26.9411 1.6269 | 0.3623
v=2 29.4072 29.3721 19.7105 1.1755 | 0.1623
v=4 31.8974 31.8593 21.3795 1.2722 | 0.1141
k=k3 v=1 0.5093 0.5089 0.4732 0.3454 | 0.3344
v=2 0.1626 0.1625 0.1605 0.1235 | 0.1138
v=4 0.1202 0.1200 0.1052 0.0633 | 0.0633

TaBLEAU 3.1 — Rayon spectral de T pour k = k4, ky, k3.

Le rayon spectral de T est donné dans le Tableau pour v = 1,2,4. Comme
annoncé dans le Théoréme 3.1} I'algorithme 2-grilles diverge lorsque kh est proche de v/6
sauf si ¢ = k2. La situation est similaire pour k = k. Notons finalement que 1’algorithme
2-grilles converge pour chaque ¢ considéré pour k = k3 correspondant au nombre d’onde
pour lequel il n’y a pas d’effet de pollution. Toutefois, cette observation n'implique pas
qu'une méthode multigrille convergera dans la mesure oti, pour certains niveaux 1, des
combinaisons de k, h entrainant la divergence (ex : k = k1, k = kp) pourraient apparaitre.

Remarque 3.2 Des résultats similaires au Théoréme ont été éqalement obtenus pour une
discrétisation différences finies dans [Chap3-Al].
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2.3 Résultat de convergence pour un W-cycle

Cette partie présente des résultats issus de [Chap3-A2].

L’objectif de cette section est de présenter une extension du Théoréme [3.1| en di-
mensions supérieures. Notons que la démonstration du Théoréme 3.1{a été réalisée en
diagonalisant la matrice d’itération d'un 2-grilles. Toutefois, ce type de démonstration
est difficile a étendre en dimension supérieure notamment pour des domaines () non-

rectangulaires et des maillages non-uniformes.

L’idée principale de la démonstration de la convergence d'un W-cycle est de borner
directement la norme Euclidienne de sa matrice d’itération en faisant apparaitre une
relation de récurrence entre deux niveaux successifs. Un résultat général de convergence
d"un W-cycle est donné ci-dessous.

Théoreme 3.3 (Theorem 7.20,[66]) On considere un W-cycle, soit T = 2. Supposons qu’il
existe des constantes positives Ca, Cs et une fonction positive décroissante v — g(v) vérifiant
limy_, 1 g(v) =0, telles que

AT =PIAT R < CallAdllr Y (The approximation property)
|ALSY 2 < gV)|ALl2, v=1, (The smoothing property)
<

I1SV]l2 Cs,v=>1 (The multigrid contraction number)

Alors pour tout & € (0,1) il existe un v tel que quelque soit v > v, on ait

ICma,tll2 <&

Nous avons ensuite démontré que les hypotheses du Théoreme[3.3|étaient satisfaites pour
une discrétisation IP; de I'équation (3.4).

Quelques notations sont tout d’abord nécessaires avant de donner ce résultat. Notons
Cecont, Ccoer les constantes de continuité et de coercivité de la forme bilinéaire a définie par

(3.5). On a
la(u, V)| < CcontHvu”LZ(_Q)”VVHLZ(_Q]/ la(w, u)| > CcoerHqu%Z(Q)-

Le domaine Q) étant convexe, les résultats usuels de régularité elliptique assurent que, si
f € 12(Q), alors la solution de est dans H2(Q) et on note C,;2, la constante positive
pour laquelle

Iulliz(o) < Crallfllizq)-
La dépendance enk, € de ces trois constantes étant importante pour étudier la convergence
de la méthode multgrille en fonction de ces parameétres, elle est maintenant donnée

explicitement.

1. On gardera la dénomination anglaise des inégalités ci-apres.
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Théoreme 3.4 Les constantes Ccont, Ccoer €f Cyy2 sont données par

Ceont = (1 + C%|k2 +1iel),
Ceoer = min{Ry, eJy — szR’Y}/

kZ : C2
Cip = C(Q) <1+| el G >
3 CCOer

oit Cp est la constante de I'inégalité de Poincaré (vu € H}(Q) : [ullizia) < CplVulli2(q)),
v € Coérifielyl =1,0 < Ry < ¢/[k? +ielet Iy > 0et C(Q) > 0 ne dépend que du domaine Q.

Nous pouvons maintenant donner le résultat de convergence pour1’algorithme multigrille
appliqué au probleme de Helmholtz avec shift complexe.

Théoreme 3.5 Ci-dessous C(Q) > 0 désigne une constante ne dépendant que du domaine Q.
On suppose que Q) est convexe. Alors, il existe C(Q)) > 0 telle que :
o The approximation property :

HAfl - PlAf_llRlHZ < C(Q)CregccontHAlH;lr

avec

Coont )
Creg = < ) CcontC%_(ZHfHLZ(Q)/

CCOGI‘

o The multigrid contraction number : Pour tout v > 1, on a

C
1SV < C(Q) —Cm, (3.14)
coer

o S =1q — §YIDIT Ay est un lisseur de Jacobi modifié avec D la partie diagonale de

Aq.
e The smoothing property : Pour tout w € (0,%>,ona
2 Ccont
ASY|l, < 2C(Q) 4 == Atlf2. 3.15
A1, Q) oy A (315

Remarque 3.6 Des résultats similaires aux Théoremes[3.4et [3.5ont été obtenus pour des condi-
tions limites de Robin sur 9Q) (voir [Section 5,Chap3-A2]).

Le Théoreme combiné au Théoréme montre que l'algorithme multigrille
appliqué a avec le lisseur de Jacobi modifié S converge pour tout k et tout € si
un nombre suffisamment grand de pas de lissage est effectué. Le facteur de convergence
est de plus décroissant en fonction du nombre de pas de lissage v. Toutefois, le nombre
de pas de lissage minimal v, pour lequel on ait

VYV 2 Viin ¢ |[Cmaall2 < 1,
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dépend de k et de e. De méme, le paramétre w intervenant dans le lisseur de Jacobi modifié

dépend de k, € et du nombre complexe y introduit dans le Théoreme En exprimant

les constantes de continuité Ceont et de coercivité Ceoer lorsque e < O(k?),ona

o~

Ry
14 |k2 +ig

2 01,2
€ +ik 5
ouy = —— ete < cste x k“.

> Y le +ik2|

Des résultats numériques calculant le rayon spectral de la matrice d’itération d'un 2-grilles

sont donnés dans le Tableau On peut voir que p(T) est tres proche de 1 pour tous les

k=10

k=20

k=40

k=80

k =160

0.999999999975240

1.000000000000025

1.000000000000046

1.000000000001082

1.000000000000053

0.999999999925725

0.999999999999980

1.000000000000049

1.000000000001164

1.000000000000047

€
1
1
k

0.999999975841890

0.999999999801596

0.999999999998355

1.000000000000026

1.000000000000046

k

0.999999927525641

0.999999999404773

0.999999999994992

0.999999999999972

1.000000000000064

kS/Z

0.999999382351815

0.999999984191422

0.999999999600494

0.999999999983235

0.999999999999554

W W[R||W[—][<2

k3/2

0.999998147056534

0.999999952574267|

0.999999998801486

0.999999999949603

0.999999999998608

TaBLEAU 3.2 -Rayon spectral de la matrice d’itération T d"un 2-grilles en 2d avec conditions
de Neumann homogene. Q = (0,1)?, le maillage fin est composé de 49 x 49 points, le
maillage grossier est composé de 25 x 25 points.

cas considérés. Cela s’explique par le fait que le parametre w = O(k~*) et donc devient
tres petit numériquement entrainant que le lisseur S est trés proche de S ~ I4. Ainsi, la
matrice T devient trés proche de 'opérateur grille grossiere T &~ (I— PiA; ! RiA}) qui est
une projection. Pour certaines valeurs des parameétres considérés, le rayon spectral de T
est bien une fonction décroissante du nombre de pas de lissage entrainant la convergence
de cet algorithme si le nombre de pas de lissage devient (tres!) grand. Toutefois, pour
certains jeux de parametres, p(T) > 1 et donc ce algorithme 2-grilles diverge.

Pour ¢ = cste x k2, le parametre w devient
—(Ry)K2 + (Fy)e\’
w:< (Ry) +(v)6> oit y

1+ k2 + e
Dans ce cas, lorsque ¢

1 3
= 5 —i—i\zfet ¢ = cste x k2.

= cste x k? pour une constante suffisamment grande, le ratio
Cecont/Ceoer devientindépendant de k et le parametre w n’est pas numériquement 0 lorsque
k augmente (voir [Theorem 4.7,Chap3-A2]). Le Théoréme 3.4 assurant la convergence du
multigrille avec le lisseur de Jacobi modifié sera donc valable également numériquement
contrairement au cas ¢ < cste x k2. Le rayon spectral de la matrice d’itération pour un
2-grilles et un W-cycle a 3-niveaux sont donnés respectivement dans les Tableaux 3.3 et
On peut voir que le rayon spectral d'un 2-grilles et d'un W-cycle a 3-niveaux est
strictement plus petit que 1 et décroit lorsque le nombre de pas de lissage augmente. Cela

est conforme avec les conclusions du Théoréeme 3.5

2.4 Extension du Shifted Laplace Preconditioner : the expansion preconditioner

Cette partie présente des résultats issus de [Chap3-A3].
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k 10 20 40 80 160

kh | 0.1000 | 0.2000 | 0.4000 | 0.8000 | 1.6000
v=1]09764 | 0.9757 | 0.9736 | 0.9648 | 0.9306

=31 0.9309 | 0.9289 | 0.9228 | 0.8982 | 0.8059
v=>510.8875 | 0.8843 | 0.8747 | 0.8361 | 0.6980

TaBLEAU 3.3 -Rayon spectral de lamatrice d’itération d'un 2-grilles en 2d avec condition de
Neumann homogene et ¢ = 1.5k%. Q = (0,1)?, le maillage fin est composé de 101 x 101 =
10201 points, le maillage grossier est composé de 51 x 51 points.

k 10 20 40 80 160

kh | 0.1000 | 0.2000 | 0.4000 | 0.8000 | 1.6000
v=1109764 | 0.9757 | 0.9736 | 0.9648 | 0.9306
0.9309 | 0.9289 | 0.9229 | 0.8982 | 0.8058
v=>510.8876 | 0.8844 | 0.8748 | 0.8362 | 0.6978

TaBLEAU 3.4 — Rayon spectral de la matrice d’itération d"un W-cycle a 3-niveaux en 2d avec
conditions de Neumann homogene et ¢ = 1.5k%. Q = (0,1)?, le maillage fin est composé
de 101 x 101 = 10201 points, le maillage grossier est composé de 51 x 51 points.

On présente maintenant des résultats concernant une extension du Shifted Laplace
Preconditioner (SLP) appelée Expansion preconditioner qui a été introduite dans [46} 47]. En

notant Hy la matrice issue d"une discrétisation de 1’équation de Helmholtz, il est possible
—1

k+ie
preconditioner est ainsi défini en tronquant cette série a I'ordre voulu. On retrouve en

de représenter Hgl par une série faisant intervenir uniquement H et le Expansion

particulier le SLP usuel en ne conservant que le premier terme de cette série.

Considérons 1'équation de Helmholtz avec shift complexe et conditions de Robin
sur 000

{ —Au(x) — (K +ieJu(x) =f(x), x € Q, (3.16)

opu—inu =0, sur 0Q),

ol n est la normale unitaire sortante de 9Q) et 1 > 0 est un parametre. La formulation
variationnelle de (3.16) est

Trouver u € H'(Q) tel que pour toutv € HY(Q):

ae(w,v) == J Vu - Vv — (kK +ie)uvdx — inJ uvdo = J fvdx.
Q o

(3.17)

00

En considérant une triangulation uniforme de Q et des éléments finis IP;, le probleme

discret est
Trouver up € Vy, tel que :

3.18
as(Uh,Vh) :J fvpdx, Vv, € Vi. ( )
Q
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Le probleme (3.18) est équivalent au systéme linéaire suivant
AcWp =bp
ou
Ae =K — (K* 4+1ie)M —inN.

Ci-dessus, K est la matrice de rigidité, M la matrice de masse et N la matrice de masse
associée a 00). Si ¢, pour j =1,---, N sont les fonctions de base de V},, ces matrices sont

K= <J V(I)1V(1)) dX) ’ M = <J (I)id)j dX) ,N: <J (I)id))' dX) .
Q i Q i 20 i

On note Ay la matrice associée a une discrétisation IP; de 1’équation de Helmholtz sans
shift (¢ = 0).

La premiere idée du expansion preconditioner est d’exprimer A; ! uniquement a partir
d’inverse de A. En utilisant que Ay = A +ieM et une série de Neumann, on obtient une

expression pour l'inverse de A faisant intervenir uniquement des inverses A..

Théoreme 3.7 L'inverse de Ag s’exprime comme suit
: j
—1 . -1 —1
At =Y (ie) (AE M) AZL
>0
ol la série converge pour la norme matricielle subordonnée a la norme ||x||pm = 1/ (Mx,X).

En suivant alors [46], le expansion preconditioner d’ordre n € IN™ est défini en tronquant la
série de Neumann donnée dans le Théoréme
n—1 ) —1 ' j
EX(n) = | Y (—ie) (A;lM) M= (—ie)] (A;lM) AZL (3.19)
j=0 j

3

j+1

Il
o

Le systéeme de Helmholtz préconditionné est ainsi donné par
EX(n)Aow; = EX(n)by. (3.20)

Notons que, lorsque n = 1, EX(1) est exactement le SLP. Pour étudier la convergence
de GMRES utilisé sur le systtme préconditionné avec le expansion preconditioner (3.20),
nous utilisons les estimations d’Elman [55, Theorem 1.8]. Pour un systeme Bw = b résolu
avec GMRES, on note 1, le résidu de GMRES apreés m itérations. En supposant que

Hrm”Z Zﬁ m
ITol[2 S <(1+0)2> ' (3.21)

Il reste donc a calculer o dans le cas ot GMRES est utilisé pour résoudre (3.20) donc pour
B = EX(n)Ay. Le résultat ci-dessous a été obtenu.

IIa—Bl2<o<1,0ona
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Théoréme 3.8 Pourtouse > 0,1 >0, h>0etn € INT, on a les estimations suivantes

N (Ig — EX(1)Ag) < eN (A;lM) )
14+ eN(AFIM)

vn>1, N(Ig —EX(n)Ap) <

(eN (A;lm) ",
oit N(B) est n’importe quelle norme matricielle ou bien p(B).

Le Théoreme [3.8) et entrainent que la convergence de GMRES appliqué au
systéme préconditionné est majoritairement impactée par le terme eN (A;!M). En
particulier, si ce dernier vérifie eN (A;'M) < 1 alors la convergence de GMRES pourra
étre accélérée en augmentant le nombre n de termes inclus dans le expansion preconditioner.

Théoreme 3.9 Supposons que les hypotheses (H1) ou bien (H2) soient vérifiées :
(H1)m ~ k et kK*h? < Cg pour Cy assez petit.
(H2) 1 S k, k = ko pour un certain ko > 0 et kh/|k? — ¢| < Cp avec Cy assez petit.

Alors il existe Co > 0 qui dépend uniquement de Q tel que pour tout ¢ > 0 avec eCp < k, on a

C "k+C
vn>1,N(1Id—EX(n)Ao)<< 25) T 5at

k k — Cpe’

ot N(.) = p(.) si (H1) est satisfaite et N(.) = ||.||2 si (H2) est vérifiée.

Concernant les hypotheses du Théoreme 3.9): (H1) permet de ne plus avoir d’erreur de
pollution (voir [50]) tandis que (H2) est une contrainte provenant de [55, Lemma 3.5] qui
assure la quasi-optimalité (I'optimalité pour des maillages assez fins) de I'approximation
éléments finis. Le Théoréme [3.9est une extension directe du [55, Theorem 1.4] au cas du
expansion preconditioner. Il entraine que, lorsque ¢ < k, la vitesse de convergence de GMRES
pour résoudre le systeme préconditionné devient indépendante du nombre d’onde
et peut étre accélérée en augmentant le nombre de terme dans l'expansion preconditioner.

Nous présentons maintenant des résultats numériques donnant le nombre d’itération
de GMRES pour résoudre lorsque ¢ = k, k3/2,k2 et n = 1,2, 3. En effet, bien que
le Théoréme assure la convergence de GMRES, indépendemment de k, le calcul de
EX(n) nécessite des inversions de A, qui peuvent étre difficiles a réaliser (voir Section
2.3).

On choisit Q = (0,1)%, 1 = k et f = 1. On discrétise (3.18) avec des éléments IP;. Le pas de
maillage h est choisit de sorte que hk3/? = 1 et ainsi les hypothéses (H1) du Théoréme
sont vérifiées. Le Tableau[3.5/donne le nombre d’itération de GMRES appliqué au systeme
préconditionné permettant d’atteindre un résidu relatif de 1e — 6.

Notons que pour n = 1,2,3, le nombre d’itérations est constant pour € = k et décroit
tres légerement lorsque n augmente ce qui est conforme aux résultats du Théoreme
Lorsque € = k*2, le nombre d’itération semble constant pour n = 2,3 et augmente
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n= n=2 n=3
€ k k32 K2 k k32 K2 k k32 k2
k=5 5 6 8 5 6 9 5 7 9
k=10 | 6 8 13 | 5 8 12 | 5 7 13
k=20 | 6 11 24 | 5 8 21 4 7 20

TaBLeau 3.5 — Nombre d’itérations de GMRES pour le probleme de Helmholtz

préconditionné avec le expansion preconditioner.

linéairement avec k pour ¢ = k% Ces résultats numériques semblent indiquer qu'un
nombre assez grand de termes dans EX(n) permet de définir un bon préconditionneur
pour des shifts plus petits que e = k?. Ce progres reste toutefois assez cotiteux puisqu'’il

est nécessaire d’'inverser plusieurs fois la matrice A, pour calculer EX(n).
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3 Schémas différences finies avec correction de dispersion

ikx-© Sd—l

Les ondes planes sont les fonctions e avec 0 ¢ et sont des solutions de

I’équation de Helmholtz homogene

—Au(x) — k*u(x) = 0.

L'erreur de dispersion est le fait que les ondes planes discretes elkax-®

satisfaisantl’équation
de Helmholtz homogene discrétisée sont différentes des ondes planes continues. En effet,

le nombre d’onde discret kq dépend de 6 et du pas de maillage h et on a généralement
ka(6,h) # k.

L'erreur de dispersion est en partie responsable de l'effet de pollution [39, 65, 67] qui
indique qu’avoir un nombre de points par longueur d’onde assez grand (ou de maniere
équivalente avoir kh assez petit) ne permet pas d’avoir une erreur relative bornée unifor-

mement en (kh).

Les schémas avec correction de dispersion visent a réduire l'erreur de dispersion
définie par [kq (0, h)—k|. Ces derniers sont principalement développés pour les différences
finies en considérant des schémas d’approximation contenant des parameétres libres qui
sont ensuite optimisés numériquement afin de minimiser 1’erreur de dispersion [42, 143
48,172,140, [68].

Dans cette section, on présente des résultats obtenus dans les publications [Chap3-
A4,Chap3-A5,Chap3-A6,Chap3-A7]. Tous ces travaux portent sur la construction de
schémas différences finies avec une correction de dispersion effectuée sans utiliser une
optimisation numérique. Hormis le fait que nous avons des formules explicites pour les
parametres libres intervenant dans les schémas, nos résultats sont également basés sur
I'introduction d'un nombre d’onde shifté, noté k, dans le schéma. Ce k permet d’introduire
un parametre supplémentaire afin de réduire davantage 'erreur de dispersion et permet-
tra également de réduire l'erreur de dispersion pour des schémas usuels (ex : schéma
différences finies a 5-points) qui ne contiennent pas naturellement de parametres. Notre
approche s’appelle correction de dispersion asymptotique car les formules explicites sont ob-
tenues en minimisant l’erreur de dispersion lorsque h — 0 (ou G — 400 ott G = 271/(kh)
est le nombre de points par longueur d’onde).

Dans la suite de ce chapitre, les résultats suivants seront présentés en détail :

1. On montrera dans la Section [3.Tcomment déterminer, pour un probléeme mono-
dimensionnel, le nombre d’onde shifté k pour lequel un schéma standard a
3-points ne présente plus d’erreur de dispersion.

2. Dans la Section 3.2, un schéma différences finies & 9-points avec des parametres
libres sera considéré. Les paramétres et le shift k seront déterminés explicitement
afin de réduire 'erreur de dispersion pour un nombre de points par longueur
d’onde assez grand.
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3. LaSection[3.3|présentera une généralisation de l’approche décrite dans la Section
B.2 pour des schémas différences finis généraux.

4. Enfin, dans la Section 3.4} des schémas différences finies avec correction de dis-
persion seront utilisés dans un algorithme multigrille et des résultats numériques

de convergence seront présentés

3.1 Correction de dispersion en 1d

Cette section présente des résultats issus de [Chap3-A5,Chap3-A7].

L’équation de Helmholtz dans O = (0, 1) avec conditions de Dirichlet homogeéne
est donnée par

{ —u’(x) —k*u(x) = f(x) dans(0,1), (3.22)

ux) = 0, x €{0,1},

ou f est un terme source. On suppose que k? ¢ 7N de sorte que admette une unique
solution.

On consideére une grille uniforme {x; }]T‘:l ={j/(n+1) }1:1 de (0,1) composée de n € IN™
points intérieurs dont le pas de maillage est h = 1/(n + 1). En utilisant un schéma a
3-points pour la dérivée seconde, la discrétisation de est

1 ~
" h2 (wio1 —2uq + uipg) — Kug = f(xq), i=1---,mn, (3.23)
ot u; est une approximation de u(x;). Le nombre d’onde k est k = k sans correction
de dispersion ou k = k lorsque la correction de dispersion est utilisée. En supposant
que f = 0, en négligeant les bords pour se ramener a un domaine infini et en insérant
uj == et*a%i dans (3.23), le nombre d’onde discret vérifie
K*h?

cos(kgh) =1— —

Notons que kq # k ce qui correspond a I’erreur de dispersion. En cherchant maintenant
k tel que kg = k, on obtient

k= \/}fz(l —cos(kh)),

ce qui correspond au nombre d’onde shifté obtenu dans [53]. Pour ce choix de Kk, le nombre
d’onde discret associé au schéma (3.23) vérifie kg = k et ainsi ce schéma n’a pas d’erreur
de dispersion.

On étudie I'influence de la correction de dispersion, c’est a dire du choix k = kdans
le schéma (3.23), sur ’erreur dans le résultat suivant.

Théoreme 3.10 Supposons que le terme source f vérifie

[fll01) S L 1 l[1e(01) S K%,
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ot la notation < signifie que les constantes n’apparaissant pas sont indépendantes de k et h. On
note ey = (wi —u(xq)){_, l'erreur entre la solution de et son approximation vérifiant
pour k € {k, k.
e Sans correction de dispersion : Si k = k, kh < 2 et % sin (%)2 — k2 # 0 pour
j =1,--- ,n(cette hypothese assure que le probleme discret est inversible) alors I’erreur
vérifie

k2h3 1
lexlle = @ Tsinte/n) (1 K (1 * |sin(k)|>) ’
oit 0 vérifie cos(0) = 1 — (kh)?/2.

e Avec correction de dispersion : Si k= E, kh ¢ nN et k ¢ N, alors I'erreur vérifie

i kh 1 ((kh)? 2 1
lexlloo < |sin(kh)||sin(k)| < k + (kh) (1 * |511'1(k)|>> .

Ainsi, pour le schéma avec shift k = k, I'erreur décroit comme un O(G~2) pour tout
nombre d’onde.

Dans le cas sans correction de dispersion (k = k), un calcul montre que la borne supérieure
de l'erreur donnée par le Théorémeest bornée par ((kh)2 + k(kh)4). Le terme k(kh)*
est caractéristique de l'effet de pollution et montre que garder kh petit n’est pas suffisant
pour empécher 'erreur d’augmenter avec le nombre d’onde tout en gardant kh assez
petit.

Lorsque la correction de dispersion est utilisée (k = k), la borne supérieure de l'erreur ne
dépend que de kh indiquant que l'effet de pollution a été supprimé.

Pour illustrer numériquement ces résultats, on choisit
f = sin(kx),

et dans ce cas, la solution exacte de (3.22) est
~ xcos(kx) < cos(k)

Uex(x) === 2sin(k)k

La figure montre I'erreur relative avec et sans correction de dispersion pour k =

> sin(kx).

200, 2000 pour un nombre de points par longueur d’'onde G = 27t/(kh) variant entre 230
et 2. Ces résultats numériques confirment ceux obtenus dans le Théoreme et montrent

I’absence d’effet de pollution lorsqu’on utilise la correction de dispersion.

Remarque 3.11 Dans [Chap3-A5], nous avons étendu la correction de dispersion décrite ci-
dessus pour le schéma a 3-points pour des milieux dont le nombre d’onde est constant par morceaux.
Les résultats numériques obtenus montrent que la correction de dispersion diminue grandement
U'erreur ce qui permet de considérer des maillages plus grossiers que ceux utilisés pour avoir une
précision similaire sans correction.

Remarque 3.12 Dans [Chap3-A7], nous avons étendu la construction du nombre d’onde shifté
k a des discrétisations differences finies générales permettant, en 1d, de supprimer I'erreur de
dispersion pour différents schémas.
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Ficure 3.1 — Représentation en échelle log-log des erreurs relatives en fonction de G pour
k =200 (a gauche) et k = 2000 (a droite).

3.2 Correction de dispersion asymptotique pour un schéma a 9 points en 2d

Cette section présente des résultats issus de [Chap3-A6].

Les résultats présentés dans la Section 3.1 montrent qu’il est possible de supprimer
totalement1’erreur de dispersion, et ainsi 'effet de pollution, en 1d en modifiant le schéma
avec l'introduction d"un nombre d’onde shifté k. En dimension supérieure, bien qu'il ne
soit pas possible de supprimer l'erreur de dispersion, il est néanmoins possible de la
réduire.

On présente tout d’abord un résultat assurant que 1’erreur de dispersion est du
méme ordre que l'erreur d’approximation du schéma différences finies sur des ondes
planes. Soit donc une discrétisation de 'opérateur de Helmholtz

Hu = —(A + k),

qui est donnée par
(H(k, h)w)ij = (—Apw)i; — KA (Mpu)ij,

ou h est le pas de maillage, supposé uniforme, et I'indice 1,j indique que I'approximation
est calculée au point (xi,yj). Pour & = (&1, &) et x = (x,y), les symboles continu o et

discret o4 sont

o(k, &) =[P — K2, oalkh &) = (e™%). . (H(k h)e™?), . (3.24)

i i

Pour un maillage uniforme, 04 ne dépend pas de i, j. Les relations de dispersion continue
et discrete sont alors définies par

Do:={EeR*|EP K2 =0}, Da:={£cR|oq(khE) =0}, (3.25)
et, pour © € 8!, le nombre d’onde discret kq = kq(k, h, 8) satisfait

oa(k h,ka(k h,0)0) = 0. (3.26)
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En fonction des situations, il peut étre commode de travailler avec le pas de maillage h
ou le nombre de point par longueur d’onde G. On peut aussi définir le nombre d’onde
discret comme une fonction de k, 8, G a partir de la relation
27
k, —,kq0 | =0. 3.27
Oa < kG’ <d > (3.27)

L’erreur de dispersion est estimée dans le résultat ci-dessous.

Théoreme 3.13 On suppose que le symbole discret est une fonction régquliere en chacune de ses
variables pour G assez grand et que

27
vao-d (kl E/ E») — CZE; + N(k/ G/ E»)/

0il ¢y est une constante et |[N(k, G,&)|| < ¢(&)G~! ot la fonction & € R? + ¢(&) > 0 est
continue. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :
i) Le schéma différences finies approxime les ondes planes a 'ordre q € IN* :

VO e8!, (H(kh)e™®); = 0g0(G 9K
ii) Le nombre d’onde discret admet le développement suivant

ka =k (14065 400(G9)).
Side plus la relation de dispersion discréte admet une représentation polaire alors ii) est également

équivalent a
iii) La distance entre les relations de dispersion continue et discrete vérifie :

diSt(Dd/ ®C) = kOGﬁ\oo(G_q)

Les hypothéses du Théoreme sont aisément vérifiables pour des schémas
différences finies usuels. Ce résultat assure que 'erreur de dispersion ainsi que la distance
entre les relations de dispersion discrete et continue sont du méme ordre que l'erreur
d’approximation du schéma sur les ondes planes. Dans la suite, nous allons effectuer une
correction de dispersion pour un schéma différences finies basé sur un stencil a 9-points
contenant des paramétres libres. Aprés avoir introduit le nombre d’onde shifté k dans ce
schéma, la correction de dispersion sera réalisée en minimisant, lorsque G — o0, la dis-
tance entre les deux relations de dispersion permettant d’obtenir des formules explicites
pour les paramétres optimisés et pour k.

Pour une grille uniforme de pas de maillage h > 0, le schéma différences finies a

9-points est donné par

4a
(thv)i/j = (hz — k2b> v(xi,yj)
1—2a k%
+ <h2 - 4> (v(xi—1,Yj) + v(xi+1,Y;) + v(xi, Yj—1) + v(xi, Yj41)) - (3.28)

1—a 1-b—c
- < 2 T K2 1 > (v(xi-1,Y5-1) + V(Xi41,Yj—1) + V(xi—1, Yj41) + V(Xi41,Yj11)) s
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ol a, b, ¢ sont des constantes positives. En choississant ces constantes comme suit

5 ¢ b 5
a=g ity =0 429

le schéma (3.28) appliqué a toute onde plane vérifie

ik(xi,y5)-e(0)
ikx-e(8) ¢ ) 416 . 4 2
(J—Che >i,)' - o (3+(90c 16)(cos(0)* — cos(6) ))

+ K*O((kh)®),
et le Théoréme assure donc que kq = k(1 + 0Go400(G™)).
On introduit maintenant le nombre d’onde shifté k dans le schéma a 9-points. La relation

(3.29) permettant d’exprimer a et b en fonction de c et il reste désormais deux parametres
E, ¢ dans le schéma suivant :

4 ~
(g_ca:LsymPtv> — <a — k2b> v(xi,Yj)

i h2
1-2a k%
(hz - 4> (V(Xifllyj) +v(xiy1,Y5) +v(xi,Y5-1) + V(XiIUjH)) . (3.30)
l1-a ~1—-b-=¢C
- ( T K 1 ) (v(xi—1,Y5-1) + V(Xi+1,Yj—1) + V(xi—1, Yj+1) + V(Xi41,Yj41)) -

En minimisant, pour G — 400, la distance entre la relation de dispersion continue et celle
t . . ~ T .
de 37" on a obtenu des expressions explicites pour C et k réalisant le minimum.

Théoréeme 3.14 Soient (a, b, c) vérifiant et k, € définis par

A m®
S T as —6
k=k k3OG k192G ,
8 m .,

Alors le nombre d’onde discret kq associé au schéma différences finies HSY™Pt vérifie

Kd = k 4+ KOG 00(G™0).

Le Théoreme combiné au Théoreme assure que le schéma J{ifympt est, avec I’aide
du nombre d’onde shifté k, d’ordre 6 sur les ondes planes tandis qu’il est d’ordre 4 sans
nombre d’onde shifté.

Il est important de noter que l'erreur de dispersion a été minimisée uniquement
lorsque G — +o0. Cette méthode est ainsi appelée correction de dispersion asymptotique et
son principal avantage et d’obtenir des formules explicites pour les parametres et le shift
K.

Pour qualifier la validité de cette approche, on considere le schéma J—C(})Lpt défini par
ott les parametres (k,¢) sont maintenant optimisés numériquement en minimisant la
distance entre la relation de dispersion continue et celle du schéma iH%Pt. La minimisation
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FiGure 3.2 — (Gauche) Erreur relative entre kopt et Kasympt du Théoreme (Droite)
Erreur relative entre cP! et c®Y™Pt du Théoréme Pour chaque G, les erreurs
sont calculées en prenant l’erreur relative maximale obtenue pour chaque k €
{20, 40, 80, 100, 160, 180, 200, 250, 300}.

a été effectuée avec la méthode de Nelder-Mead. On note (kopt, Copt) les parameétres ainsi
calculés et (Kasympt, Casympt) ceux obtenus explicitement dans le Théoreme Les erreurs
relatives entre les parametres asymptotiques et les optimaux sont données dans la Figure
On peut ainsi voir que les formules asymptotiques sont tres proches des formules
obtenues a partir d"une optimisation numérique pour G > 10 justifiant ainsi I’approche
de correction de dispersion asymptotique si le nombre de points par longueur d’onde est

suffisamment grand.

. . . . L e . 2 asympt opt
Pour terminer cette section, on étudie la précision des schémas U—Chy Plet J—(hp , pour

résoudre le probleme de Helmholtz suivant :

{ Au(0,x) + K2u(0,x) =0, dans Q = (—1,+1) x (—1,+1), .31

u(0,x) =exp(ikx-0), surdQ,
o1 © = (cos(s),sin(s)). Notons que
u(0,x) = exp(ikx - 0)

est 'unique solution de 1) des lors que k2 n’est pas valeur propre du Laplacien avec
une condition de Dirichlet homogeéne sur 9Q).

Les Théorémesetentrainent que S{ahsympt estd’ordre 6 surles ondes planes et
nous allons donc comparer les performances de ce schéma avec d’autres schémas d’ordre
6. On considére pour cela le schéma issu [69], noté FSutmann ot celyi de [72) Eq. (2.15)],
noté H{™W". Ce dernier est basé sur le méme schéma différences finies que H5“™a" mais
une minimisation numérique de l'erreur de dispersion a été effectuée pour déterminer
certains parametres.

On considére un maillage cartésien uniforme de Q dont les points x;; = (xi,y;) € Q
satisfont [x; —xi+1| = h et [y; —y;j41| = h. On calcule alors une solution numérique pour
approximée par les 4 schémas différences finies pour les angles

2
01 = (cos(sy),sin(sy)) avec sy € {]\Tl, 1=0,--- ,N} .
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Ficure 3.3 — (haut, gauche) Erreurs relatives pour k = 10, (haut, droite) k = 20, (bas,
gauche) k = 40 et (bas, droite) k = 80.

Ennotantup (0) := (Uh,i,)' (6)) i

pour chaque angle considéré

Hu el/xl] —Un el)HZ
err(h) =
N +1 Z ||11h 91 ||2

la solution numérique, on calcule la moyenne des erreurs

x5 = (x,Y5), (V]2 =

Les résultats obtenus sont visibles dans la Figure 3.3| pour N = 20, les pas de maillages
h € {0.005,0.008,0.01,0.02,0.03} et les nombres d’ondes k € {10, 20,40, 80} . Tout d"abord,
le schéma F(SUmann gtant le seul sans correction de dispersion, il est le moins précis des 4.
Les schémas ™" et J(°P* ont une précision trés similaire. De méme pour J—Casympt et fHOpt

des lors que le nombre de point par longueur d’onde est suffisamment grand soit pour
k =10, 20.

3.3 Correction de dispersion asymptotique pour des schémas différences finies
généraux

Cette section présente des résultats issus de [Chap3-A7].

La correction de dispersion présentée dans le Théoréme a été effectuée en mini-
misant la distance entre les relations de dispersion continue et discrete. Malheureusement,
cette technique est difficile a étendre pour des schémas différences finis généraux ou bien
en dimensions supérieures.
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Dans cette section, on présente des résultats issus de [Chap3-A7] qui permettent de
déterminer pour un schéma différences finies général le shift asymptotique optimal k mi-
nimisant 'erreur de dispersion pour des pas de maillages h assez petits. La méthode
présentée est donc une méthode de correction de dispersion dite asymptotique car 1'op-
timisation est réalisée pour des maillages assez fins.

Pour une grille uniforme de pas de maillage h, on considere une discrétisation

différences finies générales de H = —(A + k?) donnée par
(Hnu); = —(Apw); — K2 (Mpu)s,

ot I'indice i indique que l’approximation est calculée au point x;, (Apu); est une ap-
proximation du Laplacien de u au point x; et (Mpu); correspond a une approximation
de u(x;). On rappelle que le symbole discret est défini par

oa(k,h, &) = (e—M)i (J—Chei"‘a) ,

1

et le nombre d’onde discret est donné pour tout € 8471 par kq := kq(k, h, 0) qui vérifie

O'd(k, h,kde) =0.

On introduit maintenant le nombre d’onde shifté k dans le schéma différences finies
(Fru); = —(Apw); — KE(Mpu);. (3.32)

Le symbole discret associé au schéma vérifie ainsi 04 (E h, k0). Dans la suite, nous
allons montrer comment déterminer explicitement k pour minimiser I’erreur de dispersion
pour h assez petit. On suppose pour cela que le symbole discret satisfait les hypothéses
ci-dessous :

(H1) Pour h — 0, le symbole discret vérifie
oa(k h,k0) =hPE(k,kO) + O(hPH]),

ou € est une fonction réguliere.

(H2) Pour k fix¢é, la suite de fonctions (Vgoq4(k, h, -));, converge uniformément, pour

h — 0,vers Vgo.(k, -) dans un voisinage compact de & = k@ pour tout @ € §4-1.

(H3) Pour & fixé, la suite de fonctions (0x04(-, h, £)),, converge uniformément, pour
h — 0, vers 0x0c(-, &) dans un voisinage compact du nombre d’onde k.

L’hypothese (H1) est vérifiée pour tout schéma d’ordre p sur les ondes planes. En effet,
dans ce cas, on a
(Hnue); = hPE(k, kO)ug(xi) + O(RPH),

pour toute onde plane ug(x) = el**® ot1 @ € 84-1. Ainsi, (H1) peut étre vérifiée di-
rectement en calculant le développement de Taylor, pour h — 0, du symbole discret en
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& = k0. De plus, les hypotheses (H2)-(H3) peuvent également étre vérifiées en calculant
le développement de Taylor des dérivées de o4 par rapport a (k, &).

En cherchant le nombre d’onde shifté sous la forme
k =k +kphP,

on a démontré que le nombre d’onde discret associé au schéma (3.32) admettait le
développement

P
ka(k h,0) =k — h? (—2kkp + E(k,k0)) + O(hPT1).

2k
On peut ainsi minimiser l'erreur de dispersion lorsque h — 0 en déterminant k,, comme
suit
k;sy := arg min ( max |—2kkp, + E(k, k9)|> , (3.33)
Kp 0es

ot kp” est appelé le shift asymptotique optimal. Ce dernier peut étre calculé explicitement
a partir des valeurs minimale et maximale de la fonction © — £(k, k0).

Théoréme 3.15 On suppose qu’il existe Omin, Omax € S tels que
Emin = €(K, kOmin) < E(k, kO) < E(k, kOmax) = Emax,

ot les bornes supérieure et inférieure peuvent dépendre de k. Alors le shift asymptotique optimal
kp” défini par (3.33) est unique et

1
kgsy = 1K (Emax + Emin) -

L’erreur de dispersion relative admet de plus le développement suivant

ka (kY h,0) — k
k

hP
T 2K2

8max - 8rnin

max
2

0c8d-1

+ O(hPT),

N _ asy
o k*Y =k + hPky”.

Le Théoreme .15 permet de calculer le shift asymptotique optimal pour tout schéma
différences finies vérifiant (H1)-(H2)-(H3) et 2 exemples seront présentés dans la suite.
Afin de quantifier 1’effet du shift sur la réduction de I’erreur de dispersion, on introduit
le facteur de réduction

R = maxe Ifs(yk, ko) _ pmax{[€max|, \Smml}’ (334)
maxg |—2kkp” + &(k, k)| |€max — Emin|

correspondant au ratio des développements, avec et sans shift, des nombres d’onde
discrets tronqués a 1’ordre p. Dans les cas présentés ci-dessous, on a toujours Ry > 2.
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Application au schéma a 5 points

Le schéma différences finies a 5 points pour 1’équation de Helmholtz est

5pt Wity — Wiyt AU Wi W1 o
Hmu = —k Wij,

et son symbole discret est donc

U“:’ipt(k, hE) = 4— 2(cos(h€,}1lg + cos(h&))

En effectuant un développement de Taylor lorsque h — 0, on peut vérifier aisément que
J—fipt satisfait les hypotheses (H1)-(H2)-(H3) avecp =2 et

— K2

4 4

E(k,kO) = —];—2 (cos(s)4 + sin(s)4) = —];—2 (2 cos(s)* —2cos(s)? + 1) ,

ot1 on a utilisé que 6 € 8! pouvait s’exprimer comme @ = (cos(s), sin(s)) avec s € [0, 27].
En appliquant le Théoreme sur J{flpt, on obtient une formule explicite pour le shift
asymptotique optimal et le facteur de réduction associés au schéma a 5 points.

Théoréme 3.16 Pour le schéma Q{fft, ona

L
2 - 32/ f — .
On étudie maintenant numériquement I'influence du shift asymptotique optimal.

Considérons pour cela le cas test suivant

—Au—Kku =0, dansQ =(0,1)?,
u =1, sur{0} x[0,1]U{1} x [0,1], (3.35)
Oonu+iku =g, sur(0,1] x{0}U[0,1] x {1},

ot f, g sont calculés de sorte que u(x,y) = sin(k(x + y) v/2/2) soit la solution exacte.
La condition de Robin est discrétisée avec un point fantdbme pour conserver un schéma
d’ordre 2. On calcule les erreurs suivantes

erre, (k) = It = v (k)| ﬁ:ﬁh(km

7

oll uh(i) est la solution numérique sans shift (dans ce cas k = k) ou avec shift (dans ce
cask=k=k— h?k3/32, voir Théoreme [3.16).

Les erreurs relatives sont données dans la Figure pour k = 20,40, 80,160 et des
pas de maillages vérifiants h = 1/(n + 1) pour n = 2 etj = 4,---,10. Ces résultats
montrent que, pour h assez petit, le shift asymptotique optimal réduit 1'erreur relative.
En calculant les ratios entre les erreurs avec et sans shift asymptotique optimal dans le
Tableau on peut voir que nous pouvons réduire l'erreur relative d"un facteur 2 pour
un nombre de points par longeur d’onde assez grand (ou de maniére équivalente : lorsque
h est assez petit).
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Ficure 3.4 — Erreurs relatives avec et sans shift asymptotique optimal.
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n 24

25

26

27

28 29

210

k=20

0.6153

0.5514

0.5406

0.5376

0.5353

0.5342

0.5335

k =40

1.1662

0.8251

0.5594

0.5190

0.5136

0.5126

0.5123

k=80

2.1981

0.6594

0.8327

0.5723

0.5118

0.5052

0.5045

k = 160

1.0015

2.2481

0.6354

0.8776

0.6078

0.5119

0.4988

TaBLEAU 3.6 — Ratio erry, (E) /erreo (k).

Application a un schéma a 9 points

On applique maintenant le Théoréme au schéma a 9 points ci-dessous

(™), -

1—207@
h2 4

4a
(112 — k@b) v(xi,5)

(v(xi—1,Y5) + v(xi+1,Y5) + v(xi, Yj—1) + v(xi, Yj41)) -

102

(3.36)

1—a 1-b—c
—< 2 +1 1 ) (v(xi—1,Yj-1) + V(Xit1,Yj—1) + V(xi—1,Yj+1) + V(Xit1,Yj41))

ou a, b, c et kg sont des constantes positives définies par

C
_E’ C

~ 45

96
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et cy est un parametre libre. Ce schéma est similaire a (3.28) mais les constantes a, b, c ont
été choisies pour que ﬂ{%_pts soit directement d’ordre 6. En écrivant © = (cos(s), sin(s)),

le symbole discret de C}C?;pts satisfait le développement
o PS5k, h,k0) = —ﬁ(ZCOS(S)STEZ—‘lCOS(S)éT[Z + 6 cos(s)*?
d T 60487

+ 189c; cos(s)* — 4 cos(s)?m® — 189 cos(s)?ca 4+ ) + O(h?)
= h®&(k,k0,c) + O(hd),

et on peut aisément vérifier que les hypotheses (H1)-(H2)-(H3) sont vérifiées avec p = 6
et € (k, k0, cp) défini ci-dessus. En appliquant le Théoreme m au schéma U{ifpts, on a
démontré le résultat suivant.

Théoréme 3.17 Soit c; le parametre minimisant l'erreur de dispersion pour h assez petit. Ce
dernier est ainsi défini par
c; = argmin € (k, k0O, c2)|.

Cc2

On a alors ) ;

54" "6 T 12288’

c; =— et Rf=64.
Pour étudier numériquement l'effet du shift asymptotique optimal associé a J—C?;pts,
on considere le cas test ci-dessous

—Au—k*u =0, dansQ =(—1,1)?, (3.37)
u = f, sur aQ/

ou le terme source f est calculé de sorte que u(x,y) = sin(k(x +y) V/2/2) soit la solution

exacte. Sans shift asymptotique optimal, les constantes intervenant dans J{%_pts sont

2 mt
a=> b=2-% -8 _Tg2 kg:k<1—30G4>,

Lorsqu’on utilise le nombre d’onde shifté, ces constantes deviennent

-2
8 72 27
= [ — , 3.38
‘T ((k+h6kgsy)h> (439
—4
e 27
K = (k+hkN) ([1—- = | ————— ,
g =kt k™) 30 \ (k+hék;™)h

ol kgsy est donné dans le Théoreme Lorsque h — 0, les constantes (3.38) vérifient

8 m? o Ul
Y = 2 G 24 0M), kY =k (1- =G *———-G %) +0(H).
=g 5C O K 30 1926 ) O
Le schéma J—C?jpts étant d’ordre 6, on peut définir le schéma J—C?;pts avec correction de
dispersion en tronquant les développements a l'ordre 6 des constantes c*Y et kg~ . Le

schéma ainsi obtenu et alors exactement celui du Théoreme issus de [Chap3-A6].
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Ficure 3.5 — Erreurs relatives avec et sans shift asymptotique optimal pour H?:pts.

Les erreurs relatives, avec et sans shift asymptotique optimal, sont données dans la
Figure 3.5 pour k = 20,40, 80,160 et des pas de maillages vérifiants h = 1/(n + 1) pour
n =2 etj=4,---,10. On peut voir que la correction de dispersion asymptotique réduit
I'erreur relative des que le pas de maillage est assez petit.

Les facteurs de réduction sont également donnés dans le Tableau Les cas pour
lesquels l'erreur relative avec correction de dispersion est plus grande que celle sans
correction ((k,n) = (20,2°) et (k,n) = (80,2°)) correspondent a des combinaisons de
k, h proches d"une valeur propre. Pour les autres choix de (k, n), I'utilisation du nombre
d’onde shifté avec shift asymptotique optimal diminue l'erreur relative.

n 24 25 26 27 28 2° 210
k=20]| 2231 | 0.167 | 0.022 | 0.006 | 0.013 | 0.014 | 0.050
k=40 0.994 | 4.647 | 0.174 | 0.023 | 0.006 | 0.013 | 0.015
k=280]0.999 | 0.997 | 2.627 | 0.177 | 0.023 | 0.006 | 0.013
k =160] 0.999 | 0.999 | 0.998 | 0.458 | 0.178 | 0.023 | 0.006

TaBLEAU 3.7 — Ratio des erreurs err, <E> Jerrqo (k).
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3.4 Résultats numériques : correction de dispersion et multigrille

Cette section présente des résultats issus de [Chap3-A6].

On présente dans cette section des résultats numériques étudiant 1'influence de la
correction de dispersion sur la convergence de I’algorithme multigrille (3.11). Considérons
pour celal’équation de Helmholtz sur Q = (0, 1)? avec conditions de Dirichlethomogenes.
Cette derniere est discrétisée avec le schéma J-C?:pts avec ou sans shift asymptotique
optimal calculé dans le Théoreme

On utilise des opérateurs de restriction et de prolongation classiques donnés par

1
(Riw)i; = qp(4upipj + 2(upi12j +Uzig12j + U2i2j—1 + U2i2j+1)
FUpi—12j—1 + W2it1,2j—1 + U2i—12j+1 + U2it1,25+1), (3.39)
Py = 4R[.

Pour le lisseur, nous utilisons celui dont la matrice d’itération est
S1=1q — wiATA,

avec w; = p(A;) 2 La matrice d’itération de ce lisseur est Hermitienne et son spectre
vérifie o(Sy) C [0,1]. On a donc

[Sull2=p(S1) <1,

ce qui implique que son multigrid contraction number (voir Théoreme[3.3) satisfait [|SY]]2 < 1
pour tout v € IN*.

Pour chaque niveau 1, une grille uniforme de Q = (0, 1)> composée de n; x n; points
est considérée. Le pas de maillage est donné par

1

=21, h = ,
™ ! ng+1

et ainsi les grilles sont emboitées. Le méme nombre de pas de lissage v est utilisé a chaque
niveau. Pour chaque simulation, le nombre d’onde k est choisi de sorte a avoir environ 7
points par longueur d’onde au niveau le plus grossier. Le niveau le plus fin est toujours
composé d'une grille ayant n, x n, points avec p = 6. Les résultats pour des V-cycles
(T = 1 dans Algorithme B.11) sont représentés dans le Tableau 3.8 Le Tableau 3.9 présente
des résultats similaires pour un W-cycle (t = 2 dans Algorithme 3.11).

On peut noter que le rayon spectral de la matrice d’itération de 1’algorithme mul-
tigrille est une fonction décroissante du nombre de pas de lissage v. Cette propriété est
attendue au moins théoriquement pour un W-cycle au vu du Théoreme 3.3 Ces résultats
montrent que le shift asymptotique optimal réduit le nombre de pas de lissage nécessaires
pour avoir un algorithme multigrille convergent.

Remarque 3.18 Dans [Chap3-Ab], en 1d et pour des milieux dont le nombre d’onde est constant
par morceaux, nous avons également montré numériquement que la correction de dispersion
réduisait le nombre de pas de lissage pour lequel I'algorithme multigrille convergeait.
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L=2 k=64\v] 1 5 10 20

9-pts 35.0880[18.5364{13.3576(12.1106
asympt 22.4954(6.9003 | 1.6712 | 0.6875
L=3 k=32
9-pts 13.6200| 6.3527 | 5.6742 | 5.6195
asympt 25.8102] 5.2241|0.8920 | 0.6922
L=4 k=16
9-pts 7.3096|3.0443 | 2.2077 | 2.0340
asympt 25.2834| 4.5225|0.8597 | 0.6956

TasLEAU 3.8 — Rayon spectral de la matrice d’itération d"un V-cycle (t = 1) et p = 6.

L=3 k=32\v 1 5 10 20
9-pts 176.9828 43.2154 33.1786 32.2884
asympt 573.3670 36.0669 1.8799 0.4950
L=4 k=16
9-pts 2.4772 x 10%0.1379 x 10%0.0335 x 10°%0.0210 x 10°
asympt 3.1880 x 10°1.105 x 10°|  3.0124 0.2558

TaBLEAU 3.9 — Rayon spectral de la matrice d’itération d'un W-cycle (1 =2) etp = 6.
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Troisieme partie

Exposé sur les perspectives de
recherche
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L’objectif de cette partie est de présenter quelques perspectives de recherche en lien
avec les travaux détaillés dans la partie Il Ces perspectives pourront également donner
lieu, si possible, a des encadrements de théses ou de post-doctorats.

Les premieres perspectives de recherche que je donne ci-dessous sont issues des
résultats présentés dans le chapitre [2|qui portait sur 1’étude de problémes d’optimisation
topologique en mécanique des fuides.

Décomposition de domaine pour des problemes d’optimisation avec contraintes
d’EDP:

Les résultats numériques issus de la résolution de problémes d’optimisation topolo-
gique exposés dans le chapitre 2font été obtenus en utilisant des algorithmes de descente
de gradient. Nous avons de plus adopté 1’approche Optimize-then-discretize en calculant
le gradient de la fonction cofit a partir d’'un modele adjoint continu. Une perspective
pertinente concerne donc 'accélération de la résolution numérique des problemes d’op-
timisation topologique. On propose pour cela d’étudier des méthodes de décomposition
de domaine (DDM) appliquées a des problemes d’optimisation, avec contraintes données
par des EDP. Ces derniéres sont actuellement en plein développement (voir par exemple
[44, 57, 44, 45| 56]). Toutefois, dans la mesure ot un probléme d’optimisation topolo-
gique implique des EDP non-linéaires dans lesquelles les parametres d’optimisation in-
terviennent également de maniere non-linéaire, des avancées sont encore a effectuer dans

ce domaine.

Une premiére piste serait d’appliquer directement des méthodes (DDM) sur les
problemes direct et adjoint pour accelérer le calcul du gradient de la fonction cofit. Une
idée pour aller au-dela d’appliquer directement DDM pour résoudre le probléeme direct
puis 'adjoint serait de construire des méthodes DD sur le systéme couplant ces deux
EDP. Nous avons commencé a étudier dans [71] ce type de technique, en se basant sur
une méthode de Schwarz optimisée, pour un probleme d’identification de parametres
dans une équation d’advection diffusion linéaire. Les résultats numériques obtenus sont
plutot encourageants et une analyse numérique plus poussée des performances de cette
méthode constitue une perspective a court terme.

Pour aller au-dela des études numériques de [71], un second axe de travail visera ’analyse
mathématique de la convergence de méthodes DDM pour des problémes d’optimisation
avec contraintes données par des EDP. Pour traiter des problémes de difficultés crois-
santes, on pourra commencer par exemple par l’analyse d"une méthode de décomposition
de domaine pour un probleme d’optimisation linéaire quadratique ot1 les contraintes se-
ront données par une EDP elliptique du second ordre. Ces travaux permettront d’étendre
ceux issus de [57] au cas sans recouvrement avec conditions de Robin sur l'interface.
Dans la continuité, nous proposerons et analyserons des méthodes de décomposition de
domaine sans recouvrement pour déterminer un terme source dans le systeme de Navier-

Stokes incompressible minimisant un écart de vitesse a une cible. Les résultats de [73]
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pourront étre utilisés et étendus au systeme d’optimalité associé au probléme d’optimisa-
tion considéré. Une derniére tache pourra enfin porter sur 1’extension des méthodes DDM
précédemments développées a un probleme d’optimisation topologique en mécanique
des fluides visant a trouver une répartition de solide optimisée minimisant, par exemple,
les pertes de charge.

Une derniere voie d’exploration possible consiste a effectuer une décompositon

de domaine directement au niveau du probléme d’optimisation. Cela peut se réaliser
en décomposant par sous-domaine les EDP agissant comme contraintes puis a traiter ces
nouvelles contraintes avec différentes techniques d’optimisation. Nous avons appelé cette
approche ”Décomposer-puis-Optimiser” par opposition aux approches plus classiques, ap-
pelées ”Optimiser-puis-Décomposer”, qui consistent a construire et analyser des méthodes
DDM sur les conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre du probléme d’opti-
misation.
Avec cette approche, nous avons traité en détail le cas d'un probleme d’optimisation
linéaire quadratique ot les conditions de continuité a l'interface fictive ont été traitées
avec une méthode de Lagrangien augmenté. Un des avantages du ”Décomposer-puis-
Optimiser” est le grand nombre de variantes provenant des différents choix permettant de
décomposer les contraintes par sous-domaine puis de les prendre en compte avec des tech-
niques d’optimisation. Une perspective a long terme consistera a étudier théoriquement
et numériquement les propriétés de certaines de ces variantes et, si possible, de faire
le lien entre ces dernieres et des méthodes de décomposition de domaine directement
appliquées aux conditions d’optimalité du premier ordre.

Les perspectives données ci-dessous concernent des suites envisageables, a moyen
et long terme, des résultats exposés dans le chapitre 3|qui portait sur I’analyse numérique
de problémes de propagation d’onde en régime harmonique.

Influence de la correction de dispersion sur I’algorithme multigrille : Les résultats
numériques présentés dans la Section [3.4) montrent que la correction de dispersion as-
sociée a un algorithme multigrille permet d’obtenir une méthode itérative convergente
des lors qu'un nombre assez grand de pas de lissage est effectué. Le choix du lisseur étant
déterminant pour obtenir ce type de résultat, une piste future serait d’étudier davan-
tage 'effet du lisseur et de la correction de dispersion sur la convergence d'une méthode
multigrille. Un résultat similaire a déja été obtenu en 1d dans [54] ou la correction de
dispersion assure la convergence d’un algorithme multigrille avec un lisseur de type Ja-
cobi a deux-pas. La démonstration utilisant une diagonalisation par bloc de la matrice
d’itération de la méthode multigrille, une premiere piste naturelle concerne l"utilisation
de cette diagonalisation en dimension supérieure. On pourra par exemple se baser sur
I'analyse Fourier présentée dans [59, Chapitre 8] qui permet d’étudier la convergence
d’un algorithme multigrille, avec un lisseur de type Jacobi, pour I'équation de Poisson.
Un autre axe de développement envisageable concerne I'étude de l'influence de la cor-
rection de dispersion sur le shift (complexe) minimal pour lequel le préconditionneur de
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type Laplacien shifté pourrait étre calculer avec une méthode multigrille.

Correction de dispersion pour différents modeles et d’autres discrétisations : La

correction de dispersion asymptotique proposée concerne actuellement uniquement les
schémas différences finies et 'équation de Helmholtz. Cette derniére étant basée sur
I'introduction d'un nombre d’onde shifté dans le schéma puis sur le développement du
nombre d’onde discret, il n'y a aucune obstruction a I’appliquer a d’autres méthodes de
discrétisation. Néanmoins, la principale difficulté reste le calcul du développement du
nombre d’onde discret ce qui constituera une des principales pistes a étudier pour la
suite.
L’extension de cette technique a d’autres modeles de propagation d’ondes en régime
harmonique, telles que les équations de Maxwell ou le systéme de I'élasticité linéaire,
constitue un autre axe de futurs développements. Ces modeles étant vectoriels, leurs
relations de dispersion ne sont plus systématiquement une sphere ce qui constitue une
différence majeure, et donc une difficulté supplémentaire, avec le modele de Helmholtz
qui est scalaire.

Correction de dispersion pour des équations d’ondes temporelles : En régime
harmonique, la pulsation w est fixée, et la correction de dispersion peut étre effectuée
en perturbant le nombre d’onde k dans le schéma puis en réduisant la distance entre
les relations de dispersion continu et discrete ce qui revient a réduire 1’écart les nombres
d’onde continu k et discret kq. En régime temporel, la difficulté supplémentaire est qu’il
faut maintenant réduire la distance entre les relations de dispersion qui sont données par

DC = {((U, k) | G(wl k) = 0} s Dd = {((Ud, kd) | 0'd(('l)d/kdrh'/ 5t) = 0}/

ol ot est le pas de temps et o, 04 sont respectivement les symboles continu et discret. En
particulier, en régime harmonique, la méthode utilisée pour déterminer le développement
de kg4 lorsque h — 0 utilise fortement le caractéere scalaire de kgq. On ne peut donc pas
utiliser cette méthode pour estimer la distance entre (w,k) € D¢ et (wq,kq) € Dg.
Cette étape constituant le point de départ pour effectuer la correction de dispersion
asymptotique pour le régime harmonique, de nouvelles pistes restent donc a explorer.

Une piste alternative a la technique précédemment décrite peut étre trouvée dans
[63] qui présente une méthode numérique pour réduire l'erreur de dispersion pour une
discrétisation différences finies d'une équation d’onde. L'approche est basée sur 'ajout
d’un terme faisant intervenir des dérivées spatiales d’ordre 4 dans1’équation des ondes. En
discrétisant le modele ainsi perturbé avec des différences finies (schéma a 3 points pour les
dérivées spatiales et schéma explicite en temps), on obtient une approximation de la vitesse
des ondes numériques d’ordre (kh)* tandis que ’ordre d’approximation est en (kh)? sans
la perturbation. Ce gain de précision rend 1’approche tres intéressante ce qui donne lieu a
des perspectives de recherche. L'extension de cette technique de correction de dispersion
en dimensions supérieures n’ayant, a ma connaissance, pas été effectuée, cela constituera

une premiere piste de développement. Une seconde perspective concernera l’analyse
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d’erreur entre le modele perturbé, qui est un probleme de perturbation singuliére, et
I’équation d’onde initialement considérée.
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